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Einleitung

Réaumliche Temperaturunterschiede fithren dazu, dass Energie ausgetauscht wird. Dabei fliefit die
Energie von einem Ort héherer Temperatur hin zu einem Ort niedrigerer Temperatur. Beschrieben
wird ein solcher Vorgang durch das Fouriersche Gesetz

q(t,z) = —kVO(t,x),

nach welchem die Warmestromdichte ¢ und das Temperaturgefidlle —V6 entsprechend der Wér-
meleitfahigkeit x des Materials zum Zeitpunkt ¢ im Ort x proportional zueinander sind. Durch
Einfiihren zweier zeitlicher Verzégerungsparameter 7, > 0 und 79 > 0 ergibt sich daraus das
Dual-Phase-Lag-Modell nach D.Y. Tzou [Tz097]

qt+ 14, ) = —kVO(t + 19, 7).

Das Three-Pase-Lag-Modell nach S. K. Roy Choudhuri [Roy07] beruht auf einer Abwandlung des
Fourierschen Gesetzes und einem zusétzlichen dritten Parameter 7, > 0, und lautet

q(t+ 14, x) = —kVO({t + 19,2) — K*Vr(t + 7, 2) mit v, = 6.

Da die Verzogerungsparameter als sehr klein angenommen werden, geht man iiber zu formalen
Taylorapproximationen

T 0 3702 g1, 0) d
= —K X un
Joj'atj ]oj'atj
mgy 7_] a 1 my Tj 8
JZ 'at] = —K/Z 'atJVH t x) JZ—‘%V ( )

mit den Entwicklungsordnungen m,, my und m, € N. Um ein vollstindiges System an Gleichun-
gen zu erhalten, kann man die Energiebilanz oc,0,(t,x) = —div ¢(t,z) der Wéarmeiibertragung,
die eine Elimination von ¢ ermdéglicht und zusammen mit dem Fourierschen Gesetz auf die klas-
sische Wéarmeleitungsgleichung fithrt, oder auch ein System von Thermoelastizitédtsgleichungen
hinzunehmen.

Mit den genannten Gleichungen sollen Phanomene der Warmeiibertragung unter extremen Bedin-
gungen, beispielsweise bei Temperaturen nahe des absoluten Nullpunkts oder bei der Einwirkung
eines Ultrakurzpulslasers, modelliert werden. Mégliche Anwendungsbereiche finden sich in der
Materialbearbeitung (Prézisionsarbeiten) oder Medizintechnik (Laser-Operationen).

Mathematisch handelt es sich um Systeme linearer partieller Differentialgleichungen, die von hoher
Ordnung sein kénnen. Typische Fragestellungen sind solche nach der Wohlgestelltheit zugehoriger
Anfangs- und Anfangsrandwertprobleme und dem Langzeitverhalten von Loésungen. Da wir es
bei den Phase-Lag-Modellen aufgrund der Wahlmoglichkeiten bei den Entwicklungsordnungen
mit unzahlig vielen verschiedenen Modellen zu tun haben, ist besonders auch die Frage danach
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interessant, ob eine Eingliederung in eine iibergeordnete, beispielsweise die hyperbolische oder die
parabolische Theorie moglich ist und ob das Verhalten von Lésungen zu den einzelnen Modellen
einem gewissen Schema unterliegt.

Die vorliegende Arbeit soll hierzu einen Beitrag leisten. Wir werden verschiedene Phase-Lag-
Modelle der Warmeleitung und Thermoelastizitdt herausgreifen und zeigen, dass sich diese in die
Theorie symmetrisch-hyperbolischer und symmetrisch-hyperbolisch-parabolischer Systeme einord-
nen lassen. Dadurch ist die Wohlgestelltheit zugehériger Anfangswertprobleme in Form der ein-
deutigen Losbarkeit in C°([0,00), H*(R™)) gesichert. Aulerdem ergeben sich Aussagen zur Aus-
breitungsgeschwindigkeit, was vor dem Hintergrund zu sehen ist, dass die unendliche Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit, die mit der klassischen Warmeleitungsgleichung einhergeht, als ein Defizit
des Modells angesehen wird. Dartiber hinaus soll vor allem die zeitliche Asymptotik von Loésungen
untersucht werden.

In Bezug auf das Ganzraumproblem im R"™ bietet es sich an, zunéchst die Asymptotik der
transformierten Losung im Fourierraum zu bestimmen. Aus dort erzielten Energieabschétzun-
gen konnen anschlieBend L?-L%-Abschéatzungen fiir die Losung des Anfangswertproblems abge-
leitet werden. Fir symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Sys-
teme entwickelten S. Kawashima et al. in [SK85; UDK12] eine Methode, durch die sich die
Suche nach einer geeigneten Energieabschétzung eriibrigt, sofern die Matrizen des Systems ge-
wisse Bedingungen erfiillen. Diese Methode mochten wir auf unsere eingeordneten Phase-Lag-
Systeme anwenden. Wir werden dazu die Variante aus [UDK12] benétigen, die fir ein symmetrisch-
hyperbolisches System A°9,V + > A70,,V + LV = 0 den Fall einer zwar positiv semidefiniten,
aber nichtsymmetrischen Matrix L umfasst. Indem wir zwei zusétzliche Bedingungen ergénzen,
kénnen wir das Verfahren auch fiir entsprechende symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme
AQ V4 AD, VA B*0,,0,, V+LV = 0 aufrechterhalten. Fiir die ausgewéhlten Phase-
Lag-Systeme werden wir die erforderlichen Eigenschaften der Matrizen nachweisen und daraufhin
Ergebnisse zum zeitlichen Abklingen der Losungen erhalten. In zwei und drei Raumdimensionen
wird fiir manche symmetrisch-hyperbolische Systeme auch die um eine Nebenbedingung erweiter-
te Methode aus [UDK12] zum Einsatz kommen. Die Nebenbedingung wird die Rotationsfreiheit
einer Losungskomponente erfassen und sich als ausschlaggebend fiir das Gelingen der Methode
erweisen.

In bisherigen Arbeiten zur exponentiellen Stabilitdt in beschrinkten Gebieten stellten R. Quinta-
nilla und R. Racke [Qui02; Qui03; QR06a; QR0O6b; QRO7; QR0O8; BQR14] fest, dass die Stabilitét
an gewisse Einschrankungen an die Parameter 7,, 7y und 7, gekniipft ist. Dies ist besonders des-
halb von Interesse, da von physikalischer Seite aus die Frage nach der genauen Bedeutung und
experimentellen Bestimmbarkeit der Verzogerungsparameter noch unbeantwortet ist [Tz097, S. 59;
XSL08]. Die gefundenen Einschrankungen bestehen in Form von Vergleichsrelationen der Para-
meter untereinander. Dieselben werden uns auch bei den Ganzraumproblemen wiederbegegnen.
Ob darin die strikte Ungleichung oder die Gleichheit gilt, kann entscheidend dafiir sein, ob das
Abklingverhalten vom Standard- oder vom Regularity-Loss-Typ ist. Letzterer zeichnet sich gegen-
iiber dem Standard-Typ dadurch aus, dass zur selben Abklingrate in der LP-L?-Abschéitzung eine
héhere Regularitéit der Anfangsdaten erforderlich ist. Jedoch werden wir auch ein Beispiel sehen,
dessen Grenzfall nicht mit einem Regularitdtsverlust, sondern mit einer schlechteren Abklingrate
einhergeht.

Fiir ein Dual-Phase-Lag-Modell der Warmeleitung werden wir im Fall einer Raumdimension auch
die zugrundeliegenden Eigenwerte charakterisieren und dariiber zeigen, dass die mit der obigen Me-
thode erzielte Abklingrate in der LP-L7-Abschétzung optimal ist und die Losung gegen diejenige



der klassischen Warmeleitungsgleichung konvergiert. Hierbei werden Elemente der Stérungstheo-
rie nach T. Kato [Kat66] und, zur expliziten Bestimmung der asymptotischen Entwicklung der
Eigenwerte, Newton-Polygone geméfl [Wal62] zum Einsatz kommen. Durch eine Untersuchung
der Eigenwerte werden wir auch eine LP-L?-Abschétzung fiir ein Three-Phase-Lag-Modell erhal-
ten, fiir das die zuvor genannte Methode aufgrund des Vorhandenseins einer indefiniten Matrix
L nicht greift. Dabei werden wir hinsichtlich der Einschrinkungen an die Verzégerungsparameter
eine Verbesserung gegeniiber einem Ergebnis aus [DS13] erzielen.

Durch den Ubergang zu hyperbolischen Wirmeleitungsmodellen mag eine endliche Ausbreitungs-
geschwindigkeit gewonnen werden, im Gegenzug geht jedoch die Erhaltung der Positivitét, die dem
parabolischen Modell zu eigen ist, verloren. Dies kann bedeuten, dass das System auf eine War-
mezufuhr hin mit einer lokalen und temporiren Abkiihlung reagiert. Ahnlich wie in [Ruk14] soll
ein solches Verhalten fiir ein als symmetrisch-hyperbolisch-parabolisch eingestuftes Dual-Phase-
Lag-Modell gezeigt werden. Unter Vorgabe einer konkreten positivwertigen Wérmequelle werden
wir eine explizite Losungsdarstellung herleiten, wozu wir auf die Theorie der Distributionen und
insbesondere auf [Zem65| zuriickgreifen. Die zundchst nur distributionelle Losung muss auf ihre
Regularitit hin untersucht werden, bevor eine punktweise Auswertung der Lésung und schliefllich
eine Aussage zu deren Vorzeichen moglich wird.

Hinsichtlich der Situation in beschrénkten Gebieten konnen wir die erwdhnte Ergebnisreihe von
R. Quintanilla und R. Racke zur exponentiellen Stabilitdt um entsprechende Resultate fiir zwei
eindimensionale Three-Phase-Lag-Modelle der Thermoelastizitéit unter homogenen Dirichlet- oder
Dirichlet-Neumann-Randbedingungen ergédnzen. Der Nachweis der exponentiellen Stabilitdt wird
iiber aufwendige Energieabschétzungen erfolgen. Notwendig werden auch hier die schon bekannten
Einschrankungen an die Verzogerungsparameter sein, denn andernfalls kénnen instabile Lésungen
auftreten.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Kapitel 1: Phase-Lag-Modelle. Ein historisch-physikalischer Uberblick fiihrt vom Fourierschen
Gesetz der Wéarmeleitung iiber das Second-Sound-Phénomen und das Gesetz von Cattaneo hin
zu den Dual- und Three-Phase-Lag-Modellen der Wéarmeleitung und Thermoelastizitat. Dies soll,
ohne auf physikalische Details einzugehen, dem besseren Verstindnis der Modelle dienen. Wir
fiilhren eine Nomenklatur fiir die Phase-Lag-Modelle ein und geben einen Uberblick iiber schon
bestehende Resultate zur Wohlgestelltheit, Stabilitdt und Asymptotik.

Kapitel 2: Symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme. Dieses
Kapitel umfasst allgemeine Resultate fiir Anfangswertprobleme zu symmetrisch-hyperbolischen
Systemen, solchen mit Nebenbedingungen und symmetrisch-hyperoblisch-parabolischen Syste-
men. Darunter finden sich Aussagen zur Wohlgestelltheit und zur Ausbreitungsgeschwindigkeit
sowie eine Methode zur Bestimmung der zeitlichen Asymptotik von Losungen in Form von LP-L9-
Abschéitzungen, welche vom Standard- oder Regularity-Loss-Typ sein kénnen.

Es gelingt, konkrete Phase-Lag-Modelle der Warmeleitung und Thermoelastizitéit in diese Theorie
einzuordnen. Dies geschieht in den Kapiteln 3, 4 und 5.

Kapitel 3: Fin symmetrisch-hyperbolisches Phase-Lag-System. Présentiert wird ein Dual-Phase-
Lag-Modell der Warmeleitung, das sich mit einem symmetrisch-hyperbolischen System identifizie-
ren lasst. Auf dieses wenden wir die Methode aus Kapitel 2 an. Eine Untersuchung der Eigenwerte
gibt anschlielend Auskunft iiber die Optimalitdt der erzielten Abklingrate und ermdglicht einen
Vergleich mit der Losung der klassischen Wéarmeleitungsgleichung.
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Kapitel 4: Symmetrisch-hyperbolische Phase-Lag-Systeme mit Nebenbedingungen. Ein Dual-Phase-
Lag-Modell der Thermoelastizitat sowie ein Three-Phase-Lag-Modell der Warmeleitung stellen
weitere Beispiele aus der symmetrisch-hyperbolischen Kategorie dar. Fiir das Gelingen der Me-
thode zur Bestimmung der zeitlichen Asymptotik muss jedoch in zwei und drei Raumdimensionen
die Rotationsfreiheit einer Losungskomponente als Nebenbedingung aufgenommen werden.

Kapitel 5: Symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Phase-Lag-Systeme. Zwei weitere Warmelei-
tungsmodelle, darunter ein Dual- und ein Three-Phase-Lag-Modell, fallen unter die symmetrisch-
hyperbolisch-parabolischen Systeme. Fiir das Dual-Phase-Lag-Modell ist die Methode aus Kapi-
tel 2 zielfithrend, wihrend die LP-L%-Abschétzung fiir das Three-Phase-Lag-Modell auf einer Un-
tersuchung der Eigenwerte basiert.

Kapitel 6: Nichterhaltung der Positivitdt fir das Modell DPLW (2,2). Unter Vorgabe einer kon-
kreten Warmequelle wird fiir das Dual-Phase-Lag-System aus Kapitel 5 die Nichterhaltung der
Positivitat gezeigt.

Kapitel 7: Exponentielle Stabilitdt zur Three-Phase-Lag-Thermoelastizitdt im Intervall. Fir zwei
Three-Phase-Lag-Modelle der Thermoelastizitéit, betrachtet auf einem Intervall, werden jeweils
unter einer Bedingung an die Verzogerungsparameter die exponentielle Stabilitdt und bei Verlet-
zung derselben die Instabilitdt nachgewiesen.

Anhang. Einige benotigte Hilfsmittel und Notationen sind im Anhang zusammengestellt.



1 Phase-Lag-Modelle

Ein historisch-physikalischer Einblick méchte uns ausgehend vom Fourierschen Gesetz der War-
meleitung, hinweg {iber das Second-Sound-Phdnomen und das Gesetz von Cattaneo, hin zu den
Dual- und Three-Phase-Lag-Modellen der Warmeleitung und Thermoelastizitdt von D. Y. Tzou
und S. K. Roy Choudhuri fiihren. Auf anschaulicher Ebene und ohne in die physikalischen Details
einzusteigen, soll dies dem Verstdndnis der Modelle, ihrer Motivation und Einordnung dienen.
Fiir die verschiedenen Phase-Lag-Modelle werden wir eine Nomenklatur DPLW (-, -), DPLT (-, -),
TPLW (-, ), TPLT (-, -) einfilhren und einen Uberblick iiber bereits vorhandene mathematische
Resultate zur Wohlgestelltheit, Stabilitdt und Asymptotik geben. Des Weiteren finden sich eini-
ge Uberlegungen zum Begriff des Paradoxons, der sich im Kontext von Wirmeleitungsmodellen,
aufgebracht durch die Arbeiten von C. Cattaneo und P. Vernotte, etabliert hat.

Die folgende Zusammenstellung umfasst diejenigen physikalischen Groflen, die im weiteren Verlauf
der Arbeit auftreten. Groflen, die nur im aktuellen Kapitel bendtigt werden, sind nicht aufgelistet.

» Materialspezifische Groflen, die als konstant angenommen werden:

Formelzeichen Bedeutung Einheit
Cy spezifische Warmekapazitét kg‘—].K
0% Spannungs-Temperatur-Modul Ki@
K Wérmeleitfahigkeit HYYK
K" K
A erste Lamé-Konstante %
7 zweite Lamé-Konstante %
0 Dichte %
Tq Phase-Lag fiir die Warmestromdichte s
Ty Phase-Lag fur die Temperatur s
T, Phase-Lag fiir die thermische Verschiebung s
T Referenztemperatur K

» GroBlen, die Funktionen beziiglich der Zeit ¢t € R{ und des Orts z € R™ zu n € {1, 2,3} bilden:

Formelzeichen Bedeutung Einheit

0 absolute Temperatur oder Temperaturdifferenz K

zur Referenztemperatur Ty

v thermische Verschiebung K-s
n Wirmequelldichte X
q Wirmestromdichte nia
U Verschiebungsvektor




1 Phase-Lag-Modelle

1.1 Das Warmeleitungsgesetz von Fourier

Schon in jungen Jahren entdeckte Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) (zu dessen Biogra-
fie siehe [Kah09]) sein Interesse an der Mathematik. Ausgebildet an der Militarschule in Auxerre,
kehrte Fourier an diese nach einer Zeit als Novize als Lehrer zuriick. In den ersten Jahren der Fran-
zosischen Revolution zeigte er sich, sogar bishin zu einer Inhaftierung, politisch aktiv, beschloss
dies aber und studierte und lehrte von 1794 bis 1797 an den neu gegriindeten Hochschulen in Paris.
Fourier wurde einer der Begleiter Napoleons auf der Agyptischen Expedition von 1798 bis 1801
und verfasste das Vorwort zum umfangreichen Expeditionsbericht , Description de I’Egypte®. Im
Amt des Prifekten des Département Isére, das Fourier nach seiner Riickkehr bis 1815 innehatte,
war er unter anderem verantwortlich fiir die Trockenlegung der Siimpfe bei Bourgoin und den
Straflenausbau zwischen Grenoble und Turin.

Waéhrend dieser Zeit, als Prafekt in Grenoble fernab des wissenschaftlichen Lebens in Paris, schuf
Fourier seine bedeutendsten Errungenschaften an der Schnittstelle von Physik und Mathematik.
Im Jahr 1807 reichte Fourier eine erste Arbeit zur Warmeiibertragung am Institut de France ein.
Mit einer iiberarbeiteten Fassung ,,Théorie du mouvement de la chaleur dans les corps solides®
gewann er den vom Institut fiir das Jahr 1811 zum Thema ,,Donner la théorie mathématique des
lois de la propagation de la chaleur et comparer le résultat de cette théorie a des expériences exactes”
[Fou88, S. VII] ausgeschriebenen Grand Prix de Mathématiques, obgleich die Priifungskommission,
darunter Joseph-Louis de Lagrange und Pierre-Simon Laplace, nicht vollends zufriedengestellt war,
denn sie lasst verlauten —

“Cette piece [...] renferme les véritables équations différentielles de la transmission de
la chaleur, soit a lintérieur des corps, soit a leur surface ; et la nouveauté du sujet,
jointe a son importance, a déterminé la Classe a couronner cet Quurage, en observant
cependant que la maniére dont I’Auteur parvient a ses équations n’est pas exempte de
difficultés, et que son analyse, pour les intégrer, laisse encore quelque chose da désirer,
soit relativement d la généralité, soit méme du coté de la rigueur.“ [Fou88, S.VIIf.]

—und verweigert zur Verdrgerung Fouriers eine Veroffentlichung der Arbeit. 1817 wurde Fourier in
einem zweiten Anlauf, nachdem die Aufnahme ein Jahr zuvor an der Zustimmung des Kénigs Louis
XVIII gescheitert war, Mitglied der Académie des Sciences. Sein Werk, schliellich in Form der
abermals liberarbeiteten Fassung ,, Théorie analytique de la chaleur®, konnte Fourier jedoch erst
im Jahr 1822 verdffentlichen, nachdem er selbst Secrétaire perpétuel der Académie des Sciences fir
Mathematik geworden war. Den Hauptpunkt der Arbeit bildete die Entwicklung der Theorie der
nach ihm benannten Fourier-Reihen. Dem voran ging eine Beschreibung der Warmeausbreitung,
die den Anlass zum Aufbau der mathematischen Theorie gab.

Erfahrungsgemaf versuchen sich unterschiedliche Temperaturen stets anzugleichen und die Wér-
me fliefit dabei von einem Ort héherer Temperatur hin zu einem Ort niedrigerer Temperatur, es
sei denn, man wendet Arbeit auf, um Gegenteiliges zu bewirken. Vor diesem Hintergrund mag
uns das Fouriersche Warmeleitungsgesetz

q(t,z) = —kVo(t,x), (1.1)

schnell plausibel erscheinen: Der Temperaturgradient VO(¢, x) im Ort 2 zum Zeitpunkt ¢ zeigt in
die Richtung des stérksten Temperaturanstiegs, also entsteht entgegengesetzt dazu eine je nach
Wairmeleitfahigkeit « des Materials proportionale Warmestromdichte ¢. Ein herrschender Tempe-
raturunterschied kann somit als Grund fiir den Austausch von Energie, die in dieser Situation als
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Wiérme bezeichnet wird, angesehen werden. Wie die Wérmeiibertragung auf energetischer Ebene
abléuft, beschreibt die Energiebilanz

0c,0,(t,x) = —divq(t,z) + n(t,x), (1.2)

die sich anschaulich folgendermaflen lesen lasst: Wenn sich die Temperatur innerhalb eines kleinen
Volumenelementes um den Punkt x herum iiber die Zeit hinweg dndert, so bedeutet dies, dass
Energie, die dem Term gc,0; entspricht, tibertragen wird. Dies geschieht zum einen durch aus der
Umgebung des Volumenelementes einstromende oder dorthin abflieBende Energie, représentiert
durch den Term div ¢, und zum anderen durch innerhalb des Volumenelementes vorhandene Wér-
mequellen oder Wéarmesenken 7. Zusammengenommen ergeben die beiden Gleichungen (1.1) und
(1.2) die klassische Warmeleitungsgleichung

0,0, (t,x) — KAO(t,z) = n(t,x),

die mathematisch zum Standardvertreter der parabolischen Differentialgleichungen geworden ist
und physikalisch in vielen Situationen eine gute und dennoch einfache Modellierung zu Vorgéngen
der Warmeiibertragung bietet.

1.2 Second Sound und das Gesetz von Cattaneo

Das Wirken Fouriers lag mehr als hundert Jahre zuriick, als zwei wissenschaftliche Stromungen zu
einer neuen Sichtweise auf die Vorgéinge bei der Wérmeiibertragung und zu einer Hinterfragung
des bestehenden mathematischen Modells fithrten.

Eine beruhte auf einem Phénomen, das Ende der 1930er Jahre im Helium-Isotop “He bei Tempe-
raturen nahe des absoluten Nullpunkts experimentell beobachtet wurde. Bei unter 4,22 K ist “He
fliissig, weiter darunter, bei Temperaturen unterhalb von 2,17 K, also -270,98 °C, entwickelt der in
diesem Zustand Helium IT genannte Stoff Merkmale eines Suprafluids. Suprafluide sind Fliissigkei-
ten ohne jegliche Viskositdt. (Zum Vergleich: Der fliefifihigste Stoff in unserem Alltag ist Wasser
mit einer Viskositéit zwischen 1,5 mPa-s bei etwa 5°C und 0,3 mPa-s bei etwa 90 °C; eine noch
etwas geringere Viskositdt weist Aceton auf. Auf der Skala aufwirts ist beispielsweise Olivenol
bei etwa 100 mPa-s und Honig schon im Bereich von 10Pa-s einzuordnen.) Suprafluide besit-
zen paradox anmutende Eigenschaften wie beispielsweise die Fahigkeit, sich entlang einer {iber
den Fliissigkeitsspiegel hinausragenden Wand in Form eines diinnen Films aufwérts zu bewegen
(Onnes-Effekt).

Zur Erklarung solcher Phénomene stellten Laszl6 Tisza (1907-2009) und Lew D. Landau (1908 -
1968), der 1962 fiir seine Forschung zu flissigem Helium mit dem Nobelpreis fiir Physik aus-
gezeichnet wurde, das Zwei-Fluid-Modell auf (siche [Don09] fiir einen kurzen Einblick). Nach
diesem besteht Helium I aus einem normalfliissigen Anteil und einem suprafluiden Anteil, denen
jeweils eine eigenstidndige Dichte und ein Geschwindigkeitsvektorfeld zugeordnet werden. Landau
beschrieb 1941 das Modell in Form eines Systems von hydrodynamischen Gleichungen und erhielt
daraus zwei Gleichungen fiir die Schallausbreitung, woraus er schloss, ,that there must be two
velocities of sound in helium II* [Lan71, S.227]. Die erste Gleichung beinhaltet als Gréfien den
Druck und die Gesamtdichte und beschreibt eine Druck- oder Schallwelle, deren Ausbreitungsge-
schwindigkeit der herkémmlichen Schallgeschwindigkeit in der Fliissigkeit entspricht, sozusagen
einen ,,first sound*. Die zweite Gleichung belduft sich auf eine Wellengleichung fiir die Temperatur
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(vergleiche [Tz097, S.91]) und modelliert so einen ,second sound“, also eine wellenférmige Aus-
breitung von Warme mit einer eigenstdndigen Ausbreitungsgeschwindigkeit (Tisza hatte bereits
1938 in [Tis38, S.1036] von ,la vitesse des ondes de témperature® geschrieben). Wie von Landau
aus seinen theoretischen Uberlegungen heraus vorhergesagt, konnte das Auftreten eines Second
Sound wenige Jahre spéter von V. Peshkov in [Pes71] experimentell bestétigt werden.

Wiéhrend durch das Second-Sound-Phénomen Interesse am Wellencharakter der Warmeausbrei-
tung geweckt wurde, gab es eine davon unabhéngige zweite Stromung, die das Fouriersche Gesetz
infrage stellte. Grund ist die unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit, die mit der parabolischen
Wirmeleitungsgleichung einhergeht (siehe [EvalO, S.48f.]). Diese Tatsache, dass sich eine Tem-
peraturschwankung augenblicklich in noch so weiter rdumlicher Entfernung auswirkt, wurde von
Carlo Cattaneo (1911-1979) und Pierre Vernotte (1898-1970) als Paradoxon angesehen, worauthin
sie unabhéngig voneinander — aber wie von Cattaneo 1958 in [Cat58| als Reaktion auf Vernottes
Beitrag [Ver58b| angemerkt, sei er schon 1948 zu ,exakt den gleichen Korrekturen“ gelangt — das
Fouriersche Warmeleitungsgesetz durch

q(t,x) + 7q(t,z) = —kVO(t, x) (1.3)

mit einem positiven Parameter 7 ersetzten. Genau genommen hatte bereits 1867 James C. Max-
well (1831-1879) in einer vergleichbaren Situation einen derartigen Zeitableitungsterm erhalten,
diesen aber in seinem Kontext als vernachléssigbar eingestuft [Max67, S.86]. In géngigen Be-
zeichnungen des Modells (1.3) finden sich daher verschiedene Kombinationen aus den Namen
Cattaneo, Vernotte und Maxwell wieder; der Kiirze wegen entscheiden wir uns fiir den Ausdruck
Gesetz von Cattaneo. Zusammen mit der Energiebilanz (1.2) fithrt das Gesetz von Cattaneo auf
eine hyperbolische Gleichung in Form einer geddmpften Wellengleichung

0¢, 0y (t, x) + 0c,0,(t, x) — KAO(t, x) = n(t,z) + (L, x) ,

bei der die Ausbreitungsgeschwindigkeit durch |,/ Q:T gegeben ist.

1948, also im selben Jahr, in dem Cattaneo das Warmeleitungsgesetz aufgestellt hatte, wurde auch
das Second-Sound-Phénomen in Helium IT durch [BM48] mit der geddmpften Wellengleichung in
Verbindung gebracht. Einen direkten Zusammenhang zwischen dem Gesetz von Cattaneo und
dem Second-Sound-Phénomen stellte allerdings erst 1963 Marvin Chester in [Che63] her. Anlass
hierfiir waren Vermutungen tber die Existenz von Second Sound in Festkorpern, die sich ergaben,
nachdem man das Phdnomen auf das Vorhandensein von Phononengas zuriickgefiihrt hatte; sie
wurden einige Jahre spater experimentell bestatigt. Mit der Modellvorstellung, dass sich Pho-
nonen, also die Elementaranregungen der Gitterschwingungen, wie Teilchen eines idealen Gases
verhalten, schloss sich der Kreis gewissermaflen, da Cattaneo und Vernotte ihr Gesetz urspriinglich
nur auf ideale Gase bezogen hatten.

Das Interesse an einer tiefergehenden Erforschung der Warmeausbreitung war damit endgiiltig
geweckt. In den weiteren Jahren wurde eine Vielzahl von Modellen entwickelt, die theoretische
Erklarungsanséitze fiir experimentell beobachtete Phéanomene boten, dabei aber stets selbst weite-
re Fragen, Unzulénglichkeiten und Vermutungen aufwarfen, die wiederum nach experimentellen
Untersuchungen verlangten. Zur historischen Entwicklung der Theorie der Warmewellen und fiir
einen Uberblick iiber bestehende Modelle sei auf [JP89] und [Str11] verwiesen. Im Folgenden
greifen wir die Phase-Lag-Modelle heraus, die den Ausgangspunkt unserer mathematischen Be-
trachtungen bilden werden.
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1.3 Dual-Phase-Lag-Modelle der Warmeleitung

Aus mikroskopischer Sicht beruht der Transport von Warme darauf, dass Energietrager (Elektro-
nen, Phononen), die wir uns als winzige Teilchen vorstellen, miteinander kollidieren. Zwischen
den einzelnen Kollisionen miissen die Energietréger eine gewisse Strecke, gemittelt in Form einer
mittleren freien Weglénge d, zuriicklegen, und bendtigen dafiir eine gewisse Zeit, die mittlere freie
Flugzeit 7, auch Relaxationszeit genannt. Die Groflenordnungen belaufen sich auf einen Bereich
zwischen Nano- und Mikrometer (etwa 107®m - 107" m) fir d und auf einen Bereich von Piko-
sekunden (107'?s) fiir 7, wenn man die Geschwindigkeit ¢ der Energietréiger um etwa 10* 2 bis
10° 2 ansetzt (siehe [Tz097, S.4]).

Solche Léngen und Zeiten konnen alsdann nicht mehr vernachlissigt werden, wenn es um den
Energietransport in Bezug auf extrem diinne Materialschichten oder hinsichtlich einer sehr kur-
zen Zeitdauer geht. Die technische Realisierung zu Letzterem bilden Ultrakurzpulslaser, mit denen
Laserpulse von einer Dauer im Bereich von Piko- und sogar Femtosekunden erzeugt werden kénnen.
Sie kommen bei industriellen Prézisionsarbeiten in der Materialbearbeitung (prézises Schneiden,
Bohren, Gravieren) und in der Medizintechnik (Augenoperationen) zum Einsatz. Ist die Einwir-
kungszeit des Laserpulses kiirzer als die Relaxationszeit, so verdampft das angetroffene Material,
ohne dabei Warme an umliegendes Material abgegeben zu haben, was den enormen Vorteil der
Ultrakurzpulslaser ausmacht. Auf diese Weise kann beispielsweise Gewebe gezielt durchtrennt
werden, ohne das angrenzende Gewebe zu schédigen.

Es stellt sich die Frage nach einer mathematischen Modellierung, die die Warmeiibertragung bei
solchen Vorgiangen beschreibt und auftretenden mikrostrukturellen Effekten standhélt. Um 1990
setzte D.Y. Tzou (siehe [Tz097]) die der mikroskopischen Sichtweise entspringende Relaxationszeit
7 in einen Bezug zum makroskopischen Fourierschen Gesetz (1.1), indem er dieses zu einer Delay-
Gleichung, dem Single-Phase-Lag-Modell

q(t+ 1,2) = —kVO(t, )

abwandelte. Hierin wird der Temperaturgradient als die Ursache und der Warmestrom als die
Wirkung verstanden. 1995 erweiterte Tzou in [Tzo95a] seine Theorie hin zum Dual-Phase-Lag-
Modell

q(t+ 14, x) = —kVO(t + 19, ) (1.4)

mit zwei positiven Relaxationsparametern 7, und 7. Dieses lasst, ndmlich fiir 7y > 7, auch die um-
gekehrte Interpretation zu, also den Warmestrom als die Ursache und den Temperaturgradienten
als die Wirkung. Zum Fall 7, > 74 sei erwéhnt, dass ein mathematisch zunachst denkbarer Zeit-
shift t* = t + 74, der das Dual-Phase-Lag-Modell auf das Single-Phase-Lag-Modell zuriickfithren
wiirde, hinsichtlich des weiteren Vorgehens problematisch ist (vergleiche dazu [Tzo95a, Appendix;
Tz097, S.57]).

Um die Phase-Lag-Modelle mit der Energiebilanz (1.2) kombinieren zu kénnen, nahm Tzou for-
male Taylorapproximationen vor. Fiir das Single-Phase-Lag-Modell fithrt eine solche der Ordnung
eins gerade auf das Warmeleitungsgesetz von Cattaneo (1.3). Generell kénnen beliebige Entwick-
lungsordnungen betrachtet werden. Mit der Ordnung m, € N fir den Warmestrom und der
Ordnung my € N fiir den Temperaturgradienten ergibt sich so aus (1.4) das folgende Dual-Phase-
Lag-Modell, welches wir mit DPL (m,,my) bezeichnen:
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DPL (mq,mg)
e 77 8j

_q —
! pr =—K E ‘ atﬁ V@ (t,x). (1.5)
o

Zusammen mit der Energiebilanz (1.2) bildet (1.5) das Dual-Phase-Lag-Modell DPLW (m,,my)
der Warmeleitung

DPLW (my,,myg)

v i ;
Z o q(t, ) —i—HZ—'%VGtx) 0, (1.6a)
=

0c,0:(t,x) + divq(t,z) = n(t,x) . (1.6b)

In derselben Weise, in der man die klassische Warmeleitungsgleichung aus dem Fourierschen
Gesetz und der Energiebilanz erhilt, kann man auch hier die beiden Gleichungen des Modells
in einer einzigen Gleichung fiir die Temperatur zusammenfassen, indem man die Divergenz auf
(1.6a) anwendet und den Term div ¢ sowie seine auftretenden zeitlichen Ableitungen mithilfe von
(1.6 b) ausdriickt:

DPLW (my,,myg)

oA T §It! 20 1) O <A 7] O
oo, 3 gm0l ~ Y S M) = Y Sgpnte). D)
j= j

Das spezielle Modell DPLW (1,1) entspricht dabei in der Form dem Wairmeleitungsmodell von
Jeffrey (siehe [JP89; Tz095b]).

Im Folgenden werden fiinf Anwendungsbereiche fiir die Dual-Phase-Lag-Modelle vorgestellt. Die
ersten vier gehen auf Tzou [Tzo95b; Tz097| zuriick, der damit die Anwendbarkeit des von ihm
entwickelten Modells unterstrich. Das fiinfte Beispiel stammt aus der Biologie, die das Phase-Lag-
Konzept aufgriff.

» Metallbearbeitung durch Ultrakurzpulslaser: Ausgangspunkt ist das Two-Step-Modell, das auf
der Vorstellung basiert, dass sich durch das Auftreffen eines Laserpulses in einem ersten Schritt
die Temperatur 0z des Elektronengases und darauthin im zweiten Schritt die Temperatur des
Metallgitters 6;; erhoht. Die mathematische Beschreibung erfolgt in Form zweier gekoppelter
Differentialgleichungen fiir die beiden Temperaturen. Unter vereinfachten Annahmen kann man
daraus ableiten, dass sowohl 0 als auch 0,; die Differentialgleichung

(cp + ca)bi(t, x) + CEch 0, (t,x) = kAO(t, x) + HC?MAHt(t, x)

erfiillen, wobei cg fiir die Warmespeicherzahl [ | des Elektronengases und cy, fiir diejenige des
Metallgltters steht, g die Elektron—Phonon—Kopplungskonstante [1113 =] ist und & die Warmeleitfa-
higkeit [ | bezeichnet. Die Gleichung entspricht gerade dem Dual-Phase-Lag-Modell DPLW (1,1)
in der Form (1.7), wenn man gc, = cg + c¢p; und die Relaxationsparameter als

CECM Cym
T,=——— und T9y=—

g(ce +cu) g
interpretiert (siehe [Tzo95a; Tzo95b; Tz097, 5.4]). Ein dhnlicher Zusammenhang besteht nach
[Tz097, 10.1] zwischen dem Modell DPLW (2,1) und dem hyperbolischen Two-Step-Modell. Aus
experimentellen Werten fiir cg, ¢); und g berechnete Tzou fiir Blei, Kupfer, Silber und Gold
explizite Zahlen fiir die Relaxationsparameter 7, und 7, (siche [Tz095a; Tz097, S. 123, S.279]).
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» Second-Sound-Effekt in Helium II: Experimente um 1970 lieflen den Second-Sound-Effekt bei
Anregung von Helium II durch einen Warmepuls als Graph auf dem Oszilloskop sichtbar werden.
Neben der Tatsache, dass die Temperaturdnderung innerhalb des Suprafluids verzogert abléuft,
stellte man eine glockenférmige Gestalt der Temperaturwelle fest. Tzou verglich den experimentell
erhaltenen Graphen mit Temperaturkurven, die sich aus der klassischen Warmeleitungsgleichung
(1, = 19 = 0), dem Gesetz von Cattaneo (75 = 0) und dem Dual-Phase-Lag-Modell DPLW (1,1) bei
Vorgabe eines Rechteckpulses ergeben. Es zeigte sich, dass das Gesetz von Cattaneo im Gegensatz
zur klassischen Warmeleitungsgleichung immerhin die Verzégerung modelliert, jedoch in Bezug
auf die Gestalt die rechteckige Wellenform iiberdauert. Mit dem DPLW (1,1) Modell dagegen
erreichte Tzou sowohl eine Erfassung der Verzogerungszeit durch den Parameter 7, als auch eine
glattende Wirkung hin zu einer glockenférmigen Kurve, die er dem neuen Parameter 7y zuschrieb
(siehe [Tz095b; Tz097, 4.2-4.4]).

» Wiarmeausbreitung in porésem Medium: In einem pordsen Stoff wird Wéarme nicht nur tiber
den Feststoff, sondern auch durch die mit Luft gefiillten Hohlrdume, also iiber eine gasférmige
Phase hinweg ausgetauscht. Dabei besitzt der Feststoff in der Regel eine sehr viel hohere Warme-
leitfahigkeit als die Luft, sodass der Warmeaustausch dort deutlich schneller vonstattengeht als
iiber den Zwischenraum hinweg. Nachdem die Wéarmeleitungsgesetze von Fourier und Cattaneo
keine zufriedenstellende Beschreibung fiir Beobachtungen aus experimentellen Versuchen mit auf-
geschiittetem Sand lieferten, iibertrug Tzou das Two-Step-Modell aus dem ersten Anwendungs-
beispiel und ersetzte darin die Temperatur des Elektonengases durch diejenige des im pordsen
Medium eingeschlossenen Gases (Luft) und die Temperatur des Metallgitters durch diejenige des
Feststoffs (siehe [Tz097, 6.4]).

» Wiarmeausbreitung in amorphen Materialien: Amorphe Materialien sind Feststoffe, die im Gegen-
satz zu Kristallen keinerlei geordnete Struktur aufweisen. Beispielsweise konnen Metalle, Silizium,
Siliziumdioxid (Glas) oder Kunststoffe in einem amorphen Zustand vorliegen. Durch die unregel-
méfBige Anordnung von Lochern und Zusammenballungen kann die Wérmeausbreitung keinem
kontinuierlich ablaufenden Prozess folgen, sodass sowohl makroskopische als auch mikroskopische
Modelle, die ein periodisches Gitter voraussetzen, unzulénglich erscheinen. Man kann der Diskon-
tinuitdt des Gebietes mit Hilfsmitteln aus der fraktalen Geometrie begegnen. Eine Alternative
dazu bietet das Dual-Phase-Lag-Konzept, indem man einen Bereich des amorphen Materials von
ausreichend struktureller Vielfalt herausgreift und statt der Unstetigkeiten beziiglich des Orts die
dadurch bedingte zeitlich verzogerte Ausbreitung modelliert (siehe [Tz097, 7.4]).

» Warmetibertragung der Haut: Aus biologischer Sicht ist die Warmeiibertragung von lebendem
Gewebe und in Bezug auf Laser-Operationen besonders die der Haut von Interesse. Anders als bei
den bisherigen Beispielen handelt es sich hierbei um eine héchst inhomogene Substanz, bestehend
aus unterschiedlichen Schichten, die sich wiederum aus Zellen mit fliissigen und festen Anteilen zu-
sammensetzen. Dass dadurch die Reaktion auf eine Warmeeinwirkung verzogert eintritt, erscheint
schliissig, doch noch fehlt ein genaues Verstdndnis der biologischen Vorginge und die bislang we-
nigen experimentellen Ergebnisse zu Verzogerungszeiten scheinen umstritten zu sein. Jedenfalls
wird die Verzogerungszeit fiir biologisches Gewebe gegeniiber derjenigen von Metallen deutlich
dariiber und durchaus im Sekundenbereich angesiedelt. Dies macht die nicht-Fourierschen War-
meleitungsmodelle, darunter speziell auch das Dual-Phase-Lag-Modell, fiir die Biologie besonders
interessant. Man siehe dazu [XSLO08; XLS08] und unter dem Stichwort . dual-phase-lag bio-heat
transfer® finden sich eine Reihe von Arbeiten, die das Dual-Phase-Lag-Modell in den Kontext
von Hautverbrennungen, Tumorbehandlungen und Lasertherapien riicken, beispielsweise [LC09;
NS13; Sah14; Udal4].

11
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1.4 Three-Phase-Lag-Modelle der Warmeleitung

Nachdem das auf dem Fourierschen Gesetz basierende Dual-Phase-Lag-Modell (1.4) keine Mo6g-
lichkeit bietet, um einen dritten zeitlichen Verzogerungsparameter einzufithren, muss dem Three-
Phase-Lag-Modell ein anderer Ausgangspunkt zugrunde liegen.

Bekanntlich beschreibt das Integral ftto v(s,x)ds iiber ein zeit- und ortsabhéngiges Geschwin-
digkeitsfeld v den zwischen den Zeitpunkten t, und t zuriickgelegten Weg, also eine rdumliche
Verschiebung. In Anlehnung daran und unter der Vorstellung, dass die Temperatur mit der Ge-
schwindigkeit von Teilchen verkniipft ist, definierten Albert E. Green (1912-1999) und Paul M.
Naghdi (1924-1994) in [GNO91] die thermische Verschiebung zu einer Temperatur 6 und einem
Anfangswert v als

v(t,x) = /tt 0(s,z)ds + vy(z).

Entgegen dem tiiblichen Ansatz einer Energiebilanz gingen sie von einer Entropiebilanz aus und
entwickelten unter anderem das als Typ III bezeichnete Wéarmeleitungsmodell

q(t,x) = —kVO(t,x) — K*Vuv(t,z).

Die neu auftretende Konstante £* wurde in [Bar13] als eine Materialkonstante der Einheit —Y—
identifiziert. Im Zusammenhang mit der Modellierung des Second-Sound-Phénomens erd der
Vorschlag genannt, k* aus der experimentell gemessenen Ausbreitungsgeschwindigkeit ,/ zu
berechnen.

S. K. Roy Choudhuri verband in [Roy07] das Typ-III-Modell von Green und Naghdi mit der Idee
von Tzou und gelangte auf diese Weise zum Three-Phase-Lag-Modell

qit+714,2) = —kVO({t +19,2) — K*VV(t + T, ) (1.8)

mit einem dritten Verzogerungsparameter 7, > 0 fiir die thermische Verschiebung. Als formale
Taylorapproximation nannte Roy Choudhuri eine Entwicklung erster oder zweiter Ordnung fiir
g zusammen mit einer Entwicklung erster Ordnung fiir sowohl V@ als auch Vv. Allgemeiner
kénnen wir Entwicklungen der Ordnung m, € N fiir die Warmestromdichte, my € N fiir die
Temperatur und m, € N fiir die thermische Verschiebung betrachten und das Three-Phase-Lag-
Modell TPL (m,,mg,m,) formulieren:

TPL (m,,me,m,)

< 7 8j m, Tj o
= =
v(t,z) = G(t,:v) . (1.9D)

Kombiniert mit der Energiebilanz (1.2) entsteht das Three-Phase-Lag-Modell TPLW (m,,mg,m,,)
der Warmeleitung

TPLW (m,,mg,m,)

la I i <X T O
e T 7 1.1
;].8 +/€Z |atV0t:):)+/£]z;) '8tV1/(tx) 0, (1.104a)
0c,0:(t,x) + divq(t,z) = n(t,x), (1.10b)

v(t,x) =0(t,x). (1.10¢)
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1.5 Phase-Lag-Modelle der Thermoelastizitat

Wenn man (1.10a) nach der Zeit ableitet und den Divergenz-Operator anwendet, ldsst sich das
System auf eine Differentialgleichung fiir § reduzieren:

Mg J aj+2 Mq ] §it1

W Znat b(t.0) = 3 % gyt (111)

Hierbei sind m := max{my + 1,m,}, 7o := &* und d1e Koeffizienten 7; fiir j € {1,...,m} wie
folgt gegeben: Im Fall m, < my + 1 ist 7; := (; oik + /<a fir 1 <j <m,, und 7, = 1(;5 1),,% fiir
m, +1<j<mgy+1, sofern m, < uz gilt. Wenn m,, > mg + 1 ist, setzt man 7; := (j ok + —/{

fir1 <j<mp+1und 7; := ”Ii fiir mg +2 < j < m,. Im Ubrigen ubernehmen wir Von
Roy Choudhuri die Notation

T, =K+ KT,.

Was die Modellierung betrifft, bleiben fiir das Three-Phase-Lag-Modell gegeniiber dem Dual-
Phase-Lag-Modell einige Fragen offen. Roy Choudhuri fiithrte in [Roy07] keine physikalischen Be-
griindungen fiir das Modell an, weder gab er eine mogliche Interpretation fiir den neuen Phase-
Lag-Parameter 7, noch nannte er Anwendungsgebiete. Es erfolgte lediglich eine Verkniipfung des

Modells hin zu einem thermoelastischen System.

1.5 Phase-Lag-Modelle der Thermoelastizitat

Die Dual- und Three-Phase-Lag-Modelle konnen auch zur Beschreibung der Wéarmeiibertragung
innerhalb von thermoelastischen Vorgidngen herangezogen werden. Dazu stellen wir zunédchst die
beiden Grundgleichungen der linearen Thermoelastizitéit vor.

Wir betrachten einen homogenen, isotropen Festkorper, der eine spannungsfreie Referenzkonfigu-
ration mit konstanter Temperaturverteilung besitzt. In dieser Referenzkonfiguration nimmt der
Korper ein beschranktes Gebiet Q C R™ fiir n € {1, 2, 3} ein, wobei geméf der Kontinuumsmecha-
nik jeder Materialpunkt des Festkorpers einem Element x € €) bijektiv zugeordnet ist. Unabhéngig
vom Ort herrscht eine absolute Temperatur 7, > 0, die sogenannte Referenztemperatur, vor. Un-
ter dieser Temperatur werden alle als zeitlich konstant angenommenen Materialeigenschaften wie
beispielsweise die Dichte oder die spezifische Warmeleitfahigkeit bestimmt. Da der Korper als
homogen und isotrop angesehen wird, sind alle Materialeigenschaften unabhéngig von Ort und
Richtung.

Die Deformation des Korpers wird mithilfe einer Abbildung u : [0,00) x © — R™ beschrieben,
die die Abweichung von der Referenzkonfiguration angibt, und zwar in der Form, dass sich der
mit € Q assoziierte Materialpunkt zum Zeitpunkt ¢ am Ort x + u(t,x) befindet, d.h. u(t,x)
bezeichnet den Vektor, in dessen Richtung und um dessen Léange der Materialpunkt zum Zeitpunkt
t gegeniiber seiner Lage in der Referenzkonfiguration verschoben ist. Fiir die R"-wertige Funktion
u(t, ) sind Vu(t,-) und Au(t,-) fiir n > 1 komponentenweise definiert, also zum Beispiel fir n = 3

Au1 (t, ) 61U1(t, ) 81U2 (t, ) 61U3(t, )
Au(t,-) == | Aua(t,-) und  Vu(t,:) := | Qui(t,) Oqua(t,-) 0Oaus(t,-)
AUg(t, ) 83u1 (t, ) 83’11,2 (t, ) 83u3(t, )
Der Verzerrungstensor, der in linearisierter Form E(t,z) = 1(Vu(t,z) + (Vu(t,z))") lautet,

beschreibt anschaulich gesprochen, wie sehr der Kérper im Bereich des zu x gehorigen Material-
punktes gestaucht, gedehnt oder gedreht ist. Solche Verzerrungen des Koérpers wirken sich auf die
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1 Phase-Lag-Modelle

Spannungen im Material aus. Ausgedriickt wird dies durch einen Tensor vierter Stufe, den soge-
nannten Elastizitdtstensor C, der den Verzerrungstensor auf den Spannungstensor, einen Tensor
zweiter Stufe, dessen Eintrdge der Einheit % eine Kraft pro Flache der Referenzkonfiguration
beschreiben, abbildet. Durch die angenommene Isotropie des Festkorpers erhélt die Abbildung
eine vergleichsweise einfache Gestalt, namlich C(E(t,z)) = 2uE(t,x) + A(spur E(t, z))Id, wobei
A und g in der Einheit % die erste und zweite Lamé-Konstante mit u > 0 und 2 + nA > 0

bezeichnen.

Die gesamten Spannungen im Material werden im ersten Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S(¢, x)
zusammengefasst. Wéhrend in der reinen Elastizitdtstheorie die Beziehung S(t,z) = C(E(t,x))
zugrunde gelegt wird, geht man bei der Thermoelastizitidt davon aus, dass nicht nur Verzerrun-
gen, sondern auch Temperaturdnderungen zu Spannungen im Material fithren. Deshalb wird die
Gleichung um einen temperaturabhéngigen Beitrag v(7'(¢,z) — T)Id ergénzt:

S(t,x) = C(E(t,z)) +v(T(t,x) — To)Id = 2uE(t, ) + A(spur E(t, z))Id + v(T'(¢t,x) — Tp)1d.

Hierbei steht T (zur momentanen Unterscheidung von @) fir die absolute Temperatur und die
Konstante ist v := «(3X + 2u) mit dem in % angegebenen Wiarmeausdehnungskoeffizienten «.

Den Kern jedes physikalischen Modells bilden gewisse Bilanzgleichungen. Fiir die Thermoelastizi-
tat ist dies zum einen die Kréftebilanz

ou(t,z) — div S(t,x) = f(t,x),

wobei f eine vorgegebene Volumenkraftdichte ist, also eine pro Volumen der Referenzkonfiguration
in % angegebene Volumenkraft, die (im Gegensatz zu Oberflichenkréften) auf das Innere des
Korpers wirkt. Zum anderen hat man eine Energiebilanz wie in (1.2), die hier jedoch um den
linearisierten Term ~Tj(spur E;) erweitert ist:

oc,Ty(t,x) = —divq(t, ) + vIy (spur E,(t, z)) + n(t, z).
Ublicherweise wird nun anstatt der absoluten Temperatur 7' die Temperaturdifferenz
0(t,z) :=T(t,z) —Tp

betrachtet. Diese tragt weiterhin die Einheit Kelvin, kann aber im Gegensatz zu T auch negative
Werte annehmen. Da Ty eine Konstante ist, stimmen die Orts- und Zeitableitungen beider Funk-
tionen Uberein. Nutzt man die Darstellung von S und die Definition von FE, so ergeben sich aus
den genannten Zusammenhéngen die gekoppelten Gleichungen

ouw(t,z) — pAu(t,x) — (A + p)Vdivu(t,z) + yVO(t,x) = f(t,x), (1.12a)
0c,0(t,x) + divq(t, ) + Ty divug(t, z) = n(t, x) (1.12b)

als Beschreibung des thermoelastischen Systems. Fiir eine ausfiihrliche Herleitung der Gleichungen
verweisen wir auf den Buchbeitrag ,Linear thermoelasticity* von D. E. Carlson. Die genannten
Gleichungen fiir den linearisierten, homogenen, isotropen Fall finden sich darin unter [Car84,
S.311, (8.2)]. Man beachte, dass Carlson den Begriff , heat flux“ wie auch die auftretenden Kraft-,
Energie- und Entropiegréfien pro Volumeneinheit versteht (vergleiche [Car84, S.300f.]). In unse-
ren Bezeichnungen haben wir dafiir stets den Zusatz ,-dichte“ gewahlt, wie zum Beispiel War-
mestromdichte. Bei dem von Carlson als , specific heat* bezeichneten Faktor muss es sich um die
volumetrische Warmekapazitéit, also dem Produkt gc, aus der spezifischen Warmekapazitat und
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1.5 Phase-Lag-Modelle der Thermoelastizitat

der Dichte handeln, wie die Definition [Car84, S. 310, (7.22)] oder ein Blick auf die physikalischen
Einheiten in der Gleichung (1.12b) zeigen.

Das thermoelastische Modell beruht auf zwei wesentlichen Annahmen. Zum einen wird prinzipiell
die Umkehrbarkeit der Abbildung = — z + u(t,x), also insbesondere det(Id + Vu(t,x)) # 0 vo-
rausgesetzt (siehe [Car84, S.299]). Zum anderen liegen den vorgenommenen Linearisierungen die
Annahmen zugrunde, dass |Vu(t, )|, |Vu (¢, z)|, |T(t,x) —To|, |Ti(t, z)| und |VT(t, x)| jeweils hin-
reichend klein sind (siehe [Car84, S. 308, (7.5)]). Bei mathematischen Untersuchungen des Modells
(1.12) finden diese Einschrénkungen in der Regel keine Beachtung mehr. So werden beispielsweise
beliebige Anfangsdaten, also auch , grofie“ oder solche mit det(Id + Vu(0,z)) = 0 betrachtet.

Zur Vollstandigkeit des thermoelastischen Systems fehlt schliefflich noch eine Beschreibung der
Wirmeausbreitung. Ergénzt man (1.12) um das Fouriersche Warmeleitungsgesetz (1.1), so erhélt
man die klassischen linearen Thermoelastizitéitsgleichungen wie in [Car84, S.328|. Die Thermo-
elastizitdt mit Second Sound, in der stattdessen das Gesetz von Cattaneo (1.3) herangezogen wird,
geht zuriick auf Arbeiten von H. W. Lord und Y. Shulman sowie E. B. Popov aus dem Jahr 1967.
Seitdem wurden eine Reihe verallgemeinerter Thermoelastizitdtsmodelle entwickelt (siehe [Cha98;
Str11]). Die Kombination des thermoelastischen Systems (1.12) mit den Phase-Lag-Modellen (1.5)
oder (1.9) fithrt auf das Dual-Phase-Lag-Modell DPLT (m,,my) der Thermoelastizitét

DPLT (m,,mg)

ouw(t,z) — pAu(t,x) — (A + p)Vdivu(t, z) + yVO(t,x) = f(t,z), (1.13a)
0c,0;(t,x) + divq(t, x) + 'yTO divu(t, z) = n(t,x), (1.13Db)

My ] 8 me
'aw q(t, ) + K }:475;V@t;m 0, (1.13¢)

=
oder auf das Three-Phase-Lag-Modell TPLT (m,,mg,m,) der Thermoelastizitét
TPLT (mg,mg,m,)

ouy(t,z) — pAu(t,x) — (A + p)Vdivu(t,z) + yVO(t,x) = f(t, x), (1.14a)
0c,0,(t, x) + divq(t,x) + vTo divu(t,x) = n(t, z), (1.14Db)
;ﬂwjmw-z|&VMm+ ngvmm 0, (1.14c)
vi(t,x) =0(t,x). (1.14d)

Den Thermoelastizititsgleichungen liegt eine Referenztemperatur T, zugrunde. Zur Verdeutli-
chung haben wir bei der Herleitung der Gleichungen zwischen der absoluten Temperatur 7" und
der Temperaturdifferenz § = T — Ty unterschieden, wobei letztere bei der Beschreibung des
Piola-Kirchhoff-Spannungstensors einging. In den schlussendlich erhaltenen Differentialgleichun-
gen (1.12) spiegelt sich der Bedeutungsunterschied nicht mehr wider, da darin lediglich Ableitun-
gen von 0 auftreten und die Funktionen 8 und 7" nur um die Konstante T}, voneinander abweichen.
Bei den reinen Wérmeleitungsmodellen wird die von uns mit 6 bezeichnete Funktion meist als
die absolute Temperatur T angesehen, aber auch dort spielt die Unterscheidung innerhalb der
Differentialgleichungen keine Rolle. Lediglich fiir das Three-Phase-Lag-Modell wére die Definiti-
on der thermischen Verschiebung anzupassen. Ins Gewicht fallt die Bedeutung von 6 erst, wenn
die Differentialgleichungen mit Anfangs- und Randwerten versehen werden. Negative Werte oder
Nullwerte fiir 6 erscheinen nur dann sinnvoll, wenn 6 eine Temperaturdifferenz beschreibt.
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1.6 Sind die Modelle paradox?

Kurioserweise schienen Cattaneo und Vernotte zufrieden zu sein, nachdem sie das Paradoxon der
unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit beseitigt hatten. Vernotte gab seiner Antwort auf Cat-
taneos Feststellung seines Zuvorkommens mit der Aufstellung der Gleichung sogar die Uberschrift
wLa véritable équation de la chaleur” [Verb8a]. Weder wunderten sie sich iiber den implizierten
Wellencharakter der Warmeausbreitung (dieser war aufgrund des zu diesem Zeitpunkt schon be-
kannten Second-Sound-Effekts zwar nicht abwegig, jedoch nahmen beide keinen Bezug auf dieses
Phénomen), noch dariiber, dass sie neue ,,Paradoxa“ geschaffen hatten, die der Hyperbolizitdt der
Gleichung zuzuschreiben sind. Ein Beispiel hierfir ist das Overshooting-Phénomen (siehe [Tai72]).
Darunter versteht man, dass im Inneren des Gebietes ohne Vorhandensein von Wérmequellen
hohere Temperaturen erzielt werden koénnen als die, die am Rand des Gebietes vorliegen, was
mathematisch einem verletzten Maximumprinzip gleichkommt. Genauso wie Cattaneo und Ver-
notte das Fouriersche Gesetz als paradox einstuften, konnte man nun also ihre — und in Vernottes
Worten die ,,wahre“ — Warmeleitungsgleichung mit der Begriindung der Paradoxitit verwerfen.

Denkbar ist aber auch, dass das Overshooting-Phdnomen moglicherweise auf mikrostruktureller
Ebene auftritt und bislang lediglich eine experimentelle Bestétigung fehlt. Nach Tzou [Tz097,
4.5] kann das Dual-Phase-Lag-Modell zu einer weiteren Erforschung des Phénomens beitragen,
da dieses Modell mikrostrukturelle Effekte beriicksichtigt. Aufgegriffen wurde dies in Arbeiten
wie [JC98; Xull], die fiir eine ausstehende experimentelle Rekonstruktion des Phianomens Vor-
hersagen beziiglich des anfinglichen Temperaturgradientens oder der bendtigten Materialdicke
trafen. Weitere auffillige Effekte des Dual-Phase-Lag-Modells DPLW (1,1) wurden auch in [SZ08]
diskutiert.

Ein anderes fragwiirdiges Phénomen ist die Nichterhaltung der Positivitdt, die in [KB9§] fiir
das Gesetz von Cattaneo und in [Ruk14] fiir das Dual-Phase-Lag-Modell DPLW (1,1) festgestellt
wurde. Gemeint ist, dass die Lésung 6 unter einer positivwertigen Wérmequelle negative Werte
annehmen kann. Wenn 6 eine Temperaturdifferenz beschreibt, heifit dies, dass das System auf
eine Warmezufuhr hin zumindest kurzzeitig mit einer Abkiihlung reagiert. Steht 6 dagegen fiir
die absolute Temperatur auf der Kelvin-Skala, so entspricht ein negativer Wert einer Temperatur
unterhalb des absoluten Nullpunkts. Beide Moglichkeiten erscheinen paradox, aber selbst hier
sollte man keine voreiligen Schliisse ziehen. So zeigen Forschungsergebnisse in [Bral3], dass Zu-
stdnde einer negativen absoluten Temperatur erreichbar und dabei ,heifler als solche positiver
Temperatur sind, d.h. ein System negativer Temperatur wiirde Wérme an ein System positiver
Temperatur abgeben.

Wir wollen daher im Auge behalten, dass es sich bei dem Gesetz von Fourier ebenso wie bei dem
von Cattaneo, und auch bei allen anderen mathematischen Beschreibungen der Warmeleitung stets
um Modelle handelt, die jeweils Vor- und Nachteile mit sich bringen und physikalische Begeben-
heiten je nach Situation und Rahmenbedingungen mehr oder weniger gut beschreiben. Scheinbare
Paradoxa lassen sich haufig auf idealisierte Annahmen im Modell zuriickfithren. Manche Wissen-
schaftler treten daher allzu harschen Kritikern des Fourierschen Gesetzes entgegen. Beispielsweise
wurde in [Fic92] auf eine wohliiberlegte Sichtweise auf das Fouriersche Gesetz seitens Maxwell hin-
gewiesen und mit plausiblen Argumenten dargelegt, wie die klassische Warmeleitungsgleichung
aufzufassen ist und in diesem Verstédndnis eben keine unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit
impliziert. Auch ist es denkbar, dass sich widerspriichlich erscheinende Phénomene mit der vo-
ranschreitenden experimentellen Forschung und immer neuen technischen Méglichkeiten zukiinftig
belegen und erkléaren lassen.
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1.7 Mathematische Untersuchungen zu den Phase-Lag-Modellen

Neben physikalischen Uberlegungen und experimentellen Beobachtungen, die Argumente fiir oder
gegen ein Modell liefern, kann die Mathematik kliren, inwieweit die Modelle {iberhaupt zu ma-
thematisch sinnvollen Systemen fithren und welche Eigenschaften von Losungen zu erwarten sind.
Zentrale Fragestellungen sind solche nach der Wohlgestelltheit, Stabilitdt und Asymptotik.

Bei den Phase-Lag-Modellen steht besonders die Frage nach der Bedeutung der Verzogerungs-
parameter 7,, 7y und 7, im Raum. In konkreten Situationen gelangte Tzou fiir das Dual-Phase-
Lag-Modell zwar zu einer Interpretation fiir die Parameter 7, und 7y und nannte sogar explizite
Werte (siehe Abschnitt 1.3 sowie [Tz095a; Tz097]), jedoch beruhten diese auf einem Modellver-
gleich und einer Berechnung, und nicht auf experimentell ermittelten Werten, wie auch Tzou
selbst in [Tz097, S.59] hervorhob. Fiir den Parameter 7, im Three-Phase-Lag-Modell fehlt jegli-
cher Erklarungsansatz und auch die Bedeutung der Materialkonstante x* scheint bis auf den in
Abschnitt 1.4 erwédhnten Vorschlag aus [Barl3] ungeklart. Umso interessanter ist es, dass hier von
mathematischer Seite aus Einschrénkungen an die Parameter 7,, 7y und 7,; = k+£*7, festzustellen
sind.

Im Folgenden sind fiir einen kurzen Uberblick einige bisher in der Literatur vorhandene Resultate
zu den Dual- und Three-Phase-Lag-Modellen der Warmeleitung und Thermoelastizitit aufgelistet,
die in den Bereich der Wohlgestelltheit, Stabilitdt und Asymptotik fallen.

» Nicht-Wohlgestelltheit

Die Dual- und Three-Phase-Lag-Modelle entstehen durch formale Taylorentwicklungen aus den
Delay-Gleichungen (1.4) und (1.8). Untersuchungen in [DQRO09] zeigten, dass die Delay-Gleichun-
gen selbst nicht zu wohlgestellten Problemen fiihren und auch die resultierenden Systeme bei zu
grofler Diskrepanz der Entwicklungsordnung, konkret die Modelle DPLW (m,,my) aus (1.7) fir
mg > my+2 und TPLW (m,,mg,m,) aus (1.11) fiir m, > max{my+ 1, m, } + 1, nicht wohlgestellt
sind.

» Dual-Phase-Lag-Wéarmeleitung: Wohlgestelltheit und zeitliche Asymptotik

Laut [Qui02] ist das Anfangsrandwertproblem zum Modell DPLW (2,1) unter homogenen Dirichlet-
Randbedingungen wohlgestellt. Losungen sind fiir 27, > 7, exponentiell stabil und fiir 27y < 7,
instabil. Im Fall 27y = 7, ist das zugehorige charakteristische Polynom stabil, nach [BQR14]
ist jedoch kein exponentielles, sondern ein langsameres zeitliches Abklingen von Losungen zu
erwarten. In [QR06a] wurden die Modelle DPLW (2,1) und DPLW (2,2) hinsichtlich der Stabili-
tat ihres zugehorigen charakteristischen Polynoms verglichen. Das charakteristische Polynom zu
DPLW (2,2) ist unter der Bedingung 7 > (2 — v/3)7, stabil. Im Grenzfall 7, = (2 — v/3)7, kann
es nach [BQR14] abhéngig vom Gebiet stabil oder schwach stabil sein. In [QRO7] wurden fir das
System DPLW (2,2) die Wohlgestelltheit sowie unter der Voraussetzung 7y > 7, die exponentielle
Stabilitdt nachgewiesen.

» Three-Phase-Lag-Wérmeleitung: Wohlgestelltheit und zeitliche Asymptotik

Nach [Borl2; BQR14] ist das Anfangsrandwertproblem zum Modell TPLW (m,,mg,m,) unter
homogenen Dirichlet-Randbedingungen wohlgestellt, wenn (m,, m) = (1,2) oder m, = m gilt,
wobei m := max{my + 1,m,} ist. In [QR0O8; BQR14] wurden die Modelle TPLW (1,1,1) und
TPLW (2,1,1) hinsichtlich der Stabilitat untersucht. Es zeigte sich, dass Losungen zu TPLW (1,1,1)
fiir 7, > k*71, exponentiell stabil sind und dagegen fiir 7, < k*7, Gebiete mit instabilen Losungen
existieren. Losungen des Systems TPLW (2,1,1) sind fur Q':J > 1, > K7, exponentiell stabil.
Im Fall 2’:% =7, > Kk*1, ist das zugehorige charakteristische Polynom stabil, aber ein langsame-
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res Abklingen zu erwarten. Fiir z’jﬂ < 7 existieren stets instabile Losungen. Wenn 2’;& > 7,
aber 1) < k"7, ist, gibt es zumindest Gebiete mit instabilen Losungen. Die zeitliche Asquptotik
fir Phase-Lag-Modelle im Ganzraum wurde erstmals in [DS13] betrachtet. Untersucht wurden
dort die Anfangswertprobleme zu den Systemen TPLW (1,1,1) und TPLW (2,1,1) im Fall einer
Raumdimension und jeweils eine L!'-L?-Abschitzung hergeleitet.

» Dual-Phase-Lag-Thermoelastizitdt: Wohlgestelltheit und zeitliche Asymptotik

In [QRO6b] wurden fiir das Modell DPLT (2,1) im beschrankten Gebiet unter Dirichlet-Randbedin-
gungen die Wohlgestelltheit und im eindimensionalen Fall die exponentielle Stabilitat fiir 27y > 7,
gezeigt. Fiir 27y < 7, treten nach [Qui03] unter homogenen Dirichlet-Neumann-Randbedingung
instabile Losungen auf. Die exponentielle Stabilitdt in drei Raumdimensionen wurde in [Kur08§]
untersucht. Allgemein fiir m, = my+1 wurde die Wohlgestelltheit des Systems DPLT (m,, my) im
beschrankten Gebiet unter Dirichlet-Randbedingungen in [Wei09] bewiesen. Daneben wurden dort
energetische Vergleiche gegeniiber der Losung des klassischen Thermoelastizitdtsmodells durchge-
fiihrt, und auch orts- und zeitabhéingigen Koeffizienten sowie eine eindimensionale nichtlineare
Variante des Systems DPLT (2,1) betrachtet.

» Three-Phase-Lag-Thermoelastizitat: Wohlgestelltheit

Nach [Bor12] sind die Anfangsrandwertprobleme zum Modell TPLT (m,,mg,m,) in den Féllen
(mg,m) = (1,2) und (m,,m) = (2,2) mit m = max{my + 1,m,} unter homogenen Dirichlet-
Randbedingungen wohlgestellt.

» Rdumliches Abklingverhalten

Das rdaumliche Abklingverhalten in einem halb-beschriankten Zylinder wurde fiir die Warmelei-
tungsmodelle DPLW (2,1), DPLW (2,2), TPLW (1,1,1) und TPLW (2,1,1) in [HQ05; QR07; Qui08;
Qui09] sowie allgemeiner in [QR15] untersucht. Das Thermoelastizitdtsmodell DPLT (2,1) wurde
in [QRO6b] betrachtet.

» Nichterhaltung der Positivitat

Hierzu findet sich ein Resultat in [Ruk14] fir das System DPLW (1,1).

Die Kapitel 3 bis 7 der vorliegenden Arbeit werden neben der Einordnung von Phase-Lag-Modellen
in die Theorie symmetrisch-hyperbolischer Systeme Aufschluss iiber die zeitliche Asymptotik zu
verschiedenen Phase-Lag-Modellen im Ganzraum, iiber die Nichterhaltung der Positivitat fiir
das System DPLW (2,2) sowie iiber die exponentielle Stabilitat in beschrénkten Gebieten fir die
Three-Phase-Lag-Modelle TPLT (1,1,1) und TPLT (2,1,1) der Thermoelastizitiat geben.
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2 Symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-
hyperbolisch-parabolische Systeme

Ein Ziel wird sein, Dual- und Three-Phase-Lag-Modelle der Wérmeleitung und Thermoelastizi-
tdt als symmetrisch-hyperbolische Systeme zu klassifizieren. In diesem Kapitel sollen dazu all-
gemeine Resultate aus der Theorie symmetrisch-hyperbolischer Systeme bereitgestellt werden.
Dabei werden nicht nur rein symmetrisch-hyperbolische Systeme behandelt, sondern auch solche,
die um einen parabolischen Anteil oder um eine Nebenbedingung erganzt sind. Die Betrachtun-
gen beschrinken sich auf Anfangswertprobleme und umfassen Aussagen zur Wohlgestelltheit, zur
Ausbreitungsgeschwindigkeit und zur zeitlichen Asymptotik von Lésungen in Form von LP-L9-
Abschétzungen. Daneben wird in einem Exkurs der Begriff der Dissipativitdt beleuchtet.

2.1 Symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-hyperbolisch-
parabolische Anfangswertprobleme

Wir betrachten Anfangswertprobleme zu linearen Systemen von partiellen Differentialgleichungen
der Form

A°Q,V +> A9, V+LV =0 in(0,00) xR", (2.1a)
=t V(0,)=V, inR", (2.1b)
und
AV +Y A0,V - > B*9,0,V+LV =0 in(0,00) xR", (2.2a)
=1 gk=1 V(0,)=V, inR". (2.2b)

Hierbei sei n € N die Raumdimension und A°, A’ fiir j € {1,...,n}, B* fir j k € {1,...,n}
und L seien Matrizen aus R™*™ fiir ein m € N. Vorgegeben sei ein Anfangswert V; : R™ — R™.
Gesucht ist eine Funktion V' : [0,00) x R® — R™ als Losung des Problems. Wir nennen (2.1)
ein symmetrisch-hyperbolisches und (2.2) ein symmetrisch-hyperbolisch-parabolisches Anfangs-
wertproblem, wenn es sich bei (2.1a) um ein symmetrisch-hyperbolisches und bei (2.2a) um ein
symmetrisch-hyperbolisch-parabolisches System im folgenden Sinn handelt.

Definition 2.1 (Symmetrisch-hyperbolisch und symmetrisch-hyperbolisch-parabolisch). Ein Sys-
tem der Form (2.1a) mit A° € R™™, Al € R™*™ fiir j € {1,...,n} und L € R™™ heif$t ein
symmetrisch-hyperbolisches System, wenn gilt:

(i) A® ist symmetrisch und positiv definit.

(ii) Firj € {1,...,n} ist A7 symmetrisch und es gilt A7 # 0 fiir mindestens ein j € {1,...,n}.
FEin System der Form (2.2a) mit A° € R™*™ A3 € R™™ fir j € {1,...,n}, B* € R™™ fir
gk €{l,...,n} und L € R™™ heifit ein symmetrisch-hyperbolisch-parabolisches System, wenn
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die Matrizen A° und A’ die zuvor genannten FEigenschaften (i) und (ii) erfillen und dariber
hinaus Folgendes gilt:

(iii) Bei A° und B* fir j,k € {1,...,n} handelt es sich um Blockdiagonalmatrizen der Form

A% 0 4 0 O
O— ("1 ik — .
A ( 0 AS) und B <O B§k>

mit A) € R™>mi A9 e Rm2Xm2 ynd BYY € R™>™ fir my,my € N mit my + my = m.
Dabei gilt Bi* = BY fiir j, k € {1,...,n} und fir allew € S*' := {x € R" | |z| = 1} ist die
Matriz szzl B%kijk symmetrisch und positiv definit.

Geméfl dieser Definition entsprechen die symmetrisch-hyperbolisch-parabolischen Systeme der
Normalform, wie sie von S. Kawashima und Y. Shizuta in [KS88, Definition 3.1], dort allgemeiner
auch fiir quasilineare Systeme, genannt und von S. Kawashima in [Kaw83] zugrunde gelegt wurde.
In der Theorie symmetrisch-hyperbolischer Systeme (siehe etwa [BS07]) wird A° oft als die Ein-
heitsmatrix gesetzt. Dies stellt keine Einschrinkung dar, denn fiir eine symmetrische, positiv
definite Matrix A° € R™*™ sind (A°)z und (A°)~% in R™*™ wohlerklirt, und fiir eine Funk-
tion V : [0,00) x R® — R™ gilt: V ist genau dann eine Losung von (2.1), wenn (A°)2V das
Anfangswertproblem

W + D (A%) AN (A") 20, W + (A%) 2 L(A%) W =0 in (0,00) x R",

- 1 2.3
= W0, ) = (4°)3V, inR" (23)

16st. Entsprechendes gilt fiir das System (2.2). Die Wahl von A als die Einheitsmatrix ist jedoch
meistens nicht naheliegend, wenn das symmetrisch-hyperbolische System aus der Transformation
einer konkreten, etwa aus der Physik kommenden, partiellen Differentialgleichung héherer Ord-
nung auf ein System erster Ordnung resultiert.

2.2 Wohlgestelltheit

Symmetrisch-hyperbolische sowie symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Anfangswertprobleme
sind in geeigneten Radumen wohlgestellt, d. h. sie besitzen eine eindeutige Losung, die stetig von
den Anfangsdaten abhéingt. Wir wollen Losungen betrachten, die beziiglich der Zeit klassisch
differenzierbar sind und beziiglich des Orts in Sobolev- oder Besselpotential-Hilbertraumen (sie-
he Anhang A.2) liegen. Eine Darstellung der Losung ist in diesem Fall iiber die Theorie der
Fourier-Transformation (siehe Anhang A.3) moglich. Durch eine zunédchst formale Anwendung
der Fourier-Transformation .# auf das System (2.1) bzw. (2.2) ergibt sich ein von £ € R” abhén-
giges Anfangswertproblem, das im symmetrisch-hyperbolischen Fall

A%,V (t,€) + (1A(E) + L)V (,€) =0, te (0,00), (2.4a)

und im symmetrisch-hyperbolisch-parabolischen Fall

AV (1,€) + (IA(E) + B(€) + L)V (t,€) = 0, t € (0,00), (2.5a)
1%
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lautet. Hierbei sind A(§) und B(§) fiir £ € R™ definiert als

A(€) =) Al und B(§):= Y B¢
j=1 G k=1
Da die Fourier-Transformation fiir s € R einen isometrischen Isomorphismus zwischen dem Bessel-
potentialraum H*(R") := {f € ' (R")|.Z (1 +|-]*)2.Z f € L*(R™)} und dem gewichteten L>-
Raum L2(R") := {f € L2 (R™) | (1 +|-|*)2 f € L*(R")} darstellt (siehe Satz A.9 im Anhang), be-
trachtet man (2.4) bzw. (2.5) sinnvollerweise als ein Anfangswertproblem zu einem System ge-

wohnlicher Differentialgleichungen im Raum L2(R™)™. Aus dessen Losung V : [0, 00) — L2(R™)™
erhélt man durch V : [0,00) — H*(R™)™, t — Z " }(V(t)) eine Losung des Ausgangsproblems.

Satz 2.2 (Wohlgestelltheit). Es sei s € R.
(i) Das symmetrisch-hyperbolische System (2.1) besitzt zu einem Anfangswert Vo € H®(R™)™
eine eindeutige Losung V' € C°([0,00), H*(R™))™ N C*([0,00), H*"*(R™))™. Diese ist fiir
t €[0,00) gegeben durch V(t) = S(t)Vy mit
S(t): HYR™)™ = HYR")™, v F(A) b 2GA00@0 R0 40)) 7

Dabei bildet (S(t))i>o eine Cy-Halbgruppe. Fir [s| > % 41 st V € C'([0,00) x R™)™.
(i) Das symmetrisch-hyperbolisch-parabolische System (2.2) besitzt zu einem Wert Vy € H*(R™)™
eine eindeutige Losung V' € C°([0,00), H*(R™))™ N C*([0,00), H*"2(R™))™. Diese ist fiir
t €[0,00) gegeben durch V(t) = S(t)Vy mit
S(t): H*R™™ — H(R")™, v ﬁfl(A())*%ef(A")’%(iA(-)+B(~)+L)(A°>7%t(AO)%3%.
Dabei bildet (S(t))i>o eine Cy-Halbgruppe. Fir |s| > % 42 ist V € C'([0,00) x R™)™.
BEWEIS: Fiir (i) setze man im Folgenden B(§) := 0 fiir £ € R, fir (ii) sei B(§) := Y7, B/*;&;.
Da es sich bei der Fourier-Transformation .# : H*(R™") — L?(R") um einen isometrischen Isomor-
phismus handelt, ist V' € C°([0, 00), H*(R™))™ genau dann eine Losung von (2.1) bzw. (2.2), wenn
F(V () € C(]0,00), L2(R™))™ eine Losung von (2.4) bzw. (2.5) ist. Letzteres ist wiederum dazu
dquivalent, dass (A°)2.Z(V () € C°([0, 00), L*(R™))™ das Problem
8tW(t7') = M(')W<t7'>7 te (07 OO)?

i (2.6)
W(Ov ) = (Ao)zy‘/b

16st, wobei M : R™ — R™ ™ durch M(£) := —(A°)~2 (iA(€) + B(€) + L)(A°)~% gegeben ist. Die
Matrix M () erfillt fur alle £ € R® und x € C™ die Abschétzung

Re(M (&)@, @) = — Re((iA(€) + B(€) + L)(A°) "%, (A) 2z
< —Re(L(A%) "2z, (A%) "2 2)

da (A(€)(A%) 2z, (A%)~ 2 z)cm aufgrund der Symmetrie von A(€) reell und B(€) positiv semidefinit
ist. Es existiert also eine Konstante w € R, sodass fiir alle £ € R™ und alle x € C™ gilt:

Re(M &)z, x)en < wlz|*. (2.7)

Insbesondere impliziert diese Abschéatzung Re(A(§)) < w fiir jeden Eigenwert A(§) von M (£) und
demnach ist AId — M (€) fur alle £ € R™ und alle A € R mit A > w surjektiv. Aus der Ungleichung
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folgt auch Re(M(-)v,v) 2gnm < va||L2(]R oy fiir alle v € L2(R™)™. Ist A € R mit A > w, so
existiert zu w € L2(R™)™ aufgrund der Surjektivitat von A\Id — M (&) eine Abbildung v : R® — C™
mit (AId — M (€))v(§) = w(§) fiir fast alle £ € R™. Da [Jv[|p2gnym = [[(AId — M () w2 @nym <
o5 llwll g2 gnym < oo gilt (siche [Paz83, S. 14, Theorem 4.2]), liegt v in L2(R™)™. Damit erfillt die
Abbildung M : {v € LA(R™)™ | M(-)v € L2(R*)™} — L2(R™)™, v — M(-)v die Voraussetzungen
des Satzes von Lumer-Phillips A.17 und wir schlieffen, dass M infinitesimaler Erzeuger einer
Co-Halbgruppe (eM©)t),~o mit

wt

”eM(')tHz(Lﬁ(R")M) <e

ist. Mit Satz A.18 folgt, dass das Problem (2.6) zu #V; in L?(R™)™, also zu V, in H*(R™)™, eine ein-
deutige Losung W € €°([0, c0), L2(R™)™) besitzt, die durch W (t, ) := eM)(A°)3.ZV, gegeben ist.
Wie bereits begriindet, stellt dann V (t,-) := .F (A% 2 W (t,:) = .F1(A%) 2eMOH(A%)2.ZV, (")
die eindeutige Losung von (2.1) bzw. (2.2) in C°([0, 00), H*(R™))™ dar. Im Fall eines symmetrisch-
hyperbolischen Systems lesen wir aus der Differentialgleichung (2.1a) zudem die Regularitét
V e C(]0,00), H*"1(R™))™ ab. Fiir ein symmetrisch-hyperbolisch-parabolisches System konnen
wir anhand von (2.2a) zumindest V' € C'([0,00), H*"?(R"))™ schlieBen. Dass V' fiir [s] > 2 + 1
bzw. [s] > % 4 2 eine klassische Lésung in C'([0,00) x R")™ darstellt, folgt aus den stetigen
Einbettungen H"(R") — H!"J(R") = WI12(R") — C2(R"), die nach den Sétzen A.3 und A.4 fiir
r € Rmit [r] > % gelten. O

Symmetrisch-hyperbolische Systeme und die Wohlgestelltheit zugehoriger Anfangs- und Anfangs-
randwertprobleme wurden in [BS07] ausfiihrlich behandelt. Dort finden sich auch Aussagen zu Sys-
temen mit nichtkonstanten Koeffizienten und quasilinearen Systemen. Zum symmetrisch-hyperbo-
lischen Anfangswertproblem auf LP(R™)™ fiir p # 2 siehe man [Bre66]. Die Wohlgestelltheit fiir
quasilineare symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Anfangswertprobleme wurde in [Kaw83] un-
tersucht.

2.3 Ausbreitungsgeschwindigkeit

Das Paradoxon der unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit bei der klassischen Warmeleitungs-
gleichung bildete mit einen Grund fiir den Ubergang zu hyperbolischen Wirmeleitungsmodellen.
Losungen zu symmetrisch-hyperbolischen Systemen besitzen nun in der Tat eine endliche Aus-
breitungsgeschwindigkeit.

Satz 2.3 (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit). Es seien s € R und (S(t)):>o die Co-Halbgruppe
zum symmetrisch-hyperbolischen System (2.1) aus Satz 2.2 (i). Dann gilt: Ist Vo € H*(R™)™ und
gilt fiir den Triger supp Vo C B(0,7) := {x € R"[[z| < r} fir ein r € RT, so liegt supp S(t)Vy
zum Zeitpunkt t € [0,00) in B(0,7 4 ct), wobei die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ gegeben ist
durch ¢ := max,es1 {|Aw)| | Mw) Eigenwert von (A°)~3 A(w)(A%)~=}.

(Siehe [Raul2, S.62-63].)

Fiir symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme ist hingegen keine endliche Ausbreitungsge-
schwindigkeit zu erwarten. Beispielsweise lésst sich das klassische Thermoelastizitdtsmodell nach
[JROO, S.41,81] als ein symmetrisch-hyperbolisch-parabolisches System schreiben, jedoch geht
dieses Modell mit einer unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit einher, was einen Grund fiir die
Entwicklung hyperbolischer Thermoelastizitatsmodelle darstellte (vergleiche [Str1l, 2.1.1]).
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2.4 Stabilitat

Welches Vorzeichen fiir die Konstante w in der Abschétzung (2.7) im Beweis zur Wohlgestelltheit
erreicht werden kann, héngt ausschliellich von der Definitheitseigenschaft der Matrix L ab. Fir
eine indefinite Matrix L ist die Wahl w := ||(A°)"2 L(A°)~2||omxm naheliegend. Wenn L positiv
semidefinit ist, ist die Ungleichung mit w := 0 erfillt. Handelt es sich bei L um eine positiv definite
Matrix, so kann, da auch (A°)~! positiv definit ist, ein w < 0 gewéhlt werden. Die Matrix L ist
folglich ausschlaggebend fir die Stabilitdt der Losung.

Satz 2.4 (Stabilitat). Ist L positiv definit, so erhdlt man in Satz 2.2 jeweils eine exponentiell
stabile Co-Halbgruppe (S(t))i>0 und damit exponentiell stabile Losungen, d. h.

3C eRT JweRY VYV, € H'(RY)™ Vit € [0,00) : [|SH)V| < Ce | V|

HS (Rn m Hs(Rn)m .

Die positive Semidefinitheit von L fiihrt auf eine gleichmdf$ig beschrinkte Cy-Halbgruppe und damit
auf stabile Losungen, d. h.

JC e RTVV, € HY(R")™ Vit € [0,00) : ||S(t)V5]

< C|V]

HS (Rn Tn =

H* (R™)™

BEWEIS: Aufgrund des nach dem Satz von Plancherel (siehe Satz A.9) giiltigen Zusammenhangs

||5(15)Vo||HS(R7L)m = ||(4° ) EeMO(A0)E 7 7V
<||(A%) "=

- é”CmeHe Hz (]R” )H %H(Cme

L2(R™)™

Vel ey
ergibt sich die Behauptung aus der dem Beweis des Satzes 2.2 zu entnehmenden Abschétzung
MO 22@mm) < et und der vorangestellten Uberlegung zur Wahl der Konstante w. Ol

Bemerkenswert ist, dass es, sofern die Cy-Halbgruppe nicht schon exponentiell stabil ist, keine
Abschatzung der Form ||S(t)V || gs=@mym < C(1 +¢)~*||Vo|| gy fiir ein a € R*, also in diesem
Sinn keine nur asymptotisch oder polynomial stabile Cp-Halbgruppe geben kann. Dies beruht auf
der Tatsache, dass ,limy_,o||S(t)|| 2z @®r)m) = 0 <= (S(t)):>0 exponentiell stabil* gilt, wobei
die nichttriviale Folgerungsrichtung ,=-“ der Halbgruppeneigenschaft zuzuschreiben ist (siche
[ENO00, S. 299, Proposition 1.7]). Daraus resultiert jedoch nicht, dass es keine asymptotisch stabilen
Losungen gibt. So kann durchaus lim, o [|S(¢) Vol gs@ry= = 0 fiir alle V; € H*(R™)™ gelten.
(In diesem Fall spricht man allgemein von einer stark stabilen Cy-Halbgruppe. Voraussetzungen,
unter denen eine Cy-Halbgruppe stark stabil ist, werden in [EN00, S. 326, Theorem 2.21] genannt.)
Insbesondere verhindert also eine positiv semidefinite Matrix L nicht zwangsldufig das zeitliche
Abklingen von Losungen.

Zwar ist eine Abschétzung der soeben genannten Form nicht moglich, dennoch aber kann man nach
einer Abklingrate wie (1+¢)~® Ausschau halten. Zu suchen ist sie lediglich beziiglich anderer ,,Nor-
men*“. So kann etwa in halbgruppentheoretischer Herangehensweise eine von einem Operator A :

D(A) ¢ X — X auf einem Banachraum X erzeugte Cy-Halbgruppe (S(t)):>0 auf polynomiale Sta-
bilitét im Sinne von ||S(¢)A™!| #(x) = O(t™®) fir t — oo untersucht werden (siehe [B4t06; BT10]).
Eine andere Moglichkeit, die von einer Losung in C°([0, 00), L*(R™)™) ausgeht, besteht darin, LP-
LI-Abschitzungen, wie zum Beispiel ||S(t)Vollp2@nym < C(1+8)" 5 ([[Vollpr@mym + Vol 2@rym)
herzuleiten. Solche Abschitzungen beschreiben ein beziiglich der Zeit polynomiales Abklingen von
Losungen. Als a-priori Abschétzungen bilden sie ein zentrales Hilfsmittel im Studium der globa-
len Wohlgestelltheit von Anfangswertproblemen zu nichtlinearen Differentialgleichungen, da mit
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ihrer Hilfe lokale Losungen fortgesetzt werden konnen (siehe [Racl5]). Zuriick gehen die LP-L9-
Abschétzungen auf R. Strichartz, der in [Str70] eine solche fiir die Losung der Wellengleichung her-
leitete. Den LP-L%-Abschatzungen fir symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-hyperbolisch-
parabolische Systeme werden wir uns in Abschnitt 2.6.4 ausfiihrlich widmen.

2.5 Dissipativitat

Im Zusammenhang mit symmetrisch-hyperbolischen Systemen fallen haufig Begriffe wie Erhal-
tungsgleichung, Energie, Entropie und Dissipativitét, die eigentlich der Physik zuzuordnen sind.
Wir wollen versuchen, die Hintergriinde etwas genauer zu beleuchten und die ein oder andere
Anregung zur Motivation und Klarung der Begrifflichkeiten zu geben. Anstof fiir den vorliegen-
den Abschnitt, der als Exkurs zu sehen ist, war besonders die nicht einheitliche, physikalisch und
mathematisch teils kontrare Verwendung der Bezeichnung ,,dissipativ*.

2.5.1 Physikalische Sichtweisen

Fir L = 0 stellt das symmetrisch-hyperbolische System (2.3) ein System von m linearen Erhal-

tungsgleichungen dar, denn wenn man fiir £ € {1,...,m} und w € R™
Z((Ao)iéAl(AO)ié)klwl
Fk(w) = lT:nl .

Oy=1 gn( g0y—1
ZZ((A) PAM(A%) )
=1
setzt, entspricht

OWy(t,z) +div E, (W (t,z)) =0 (2.8)
der k-ten Zeile der Differentialgleichung

oW (t,x) + i(AO)‘%Aj(AO)‘%aij(t,x) =0. (2.9)

j=1

Der Begriff der Erhaltungsgleichung rithrt daher, dass dem System eine sogenannte Erhaltungs-
grofie & : [0,00) — R™ zugrunde liegt. Integriert man ausgehend von (2.8) tiber ein beschréanktes
und glatt berandetes Gebiet 2 C R”, so ergibt sich mit dem Gauflschen Integralsatz

(i/QWk(t, x)dx + ” F,(W(t,2)) -n(zx)dz =0,

wobei n(xz) den nach auflen gerichteten Normalenvektor an 02 im Punkt x € 09 bezeichnet.
Das Randintegral kann physikalisch als Fluss durch die Oberfliche von ) interpretiert werden.
Die Gleichung besagt demnach, dass sich die physikalische Grofie [, Wi(t,z)dx (beispielsweise
die Masse, W), wire dann die zugehorige Massendichte) nur dann in Abhéngigkeit von ¢, also im
Laufe der Zeit dndert, wenn tiber die Gebietsoberfliche entsprechende auf die physikalische Grofie
einflussnehmende Teilchen (im Beispiel Molekiile) ein- oder ausstromen. Ein solches Verhalten ist
kennzeichnend fiir eine Erhaltungsgrofie, weshalb man also & : [0,00) — R™, t — [, W(t,z) dx als
eine Erhaltungsgrofie zu (2.9) und W : [0, 00) xR™ — R™ als deren zugehorige Dichte ansehen kann.
Wenn zwischen dem physikalischen System und seiner Umgebung keinerlei Austausch stattfindet,
was durch die Dirichlet-Randbedingung W (¢, z) = 0 fiir (¢, z) € [0, 00) x 9 modelliert wird, dann
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gilt %é” (t) = 0. Demzufolge weist die Erhaltungsgrofie einen konstanten Wert auf und zu einem
gegebenen Anfangswert W (0,z) = Wy(x) fir x € Q ist &(t) = [, Wo(x) da fiir alle ¢ € [0, 00).
Man kann nun die Frage aufwerfen, ob das System (2.9) vielleicht noch mit einer weiteren, wo-
moglich skalarwertigen Erhaltungsgrofe (die sich nicht als Linearkombination aus den bisheri-
gen ergibt) verkniipft ist. Dies taten K.O. Friedrichs und P.D. Lax in [FL71] und sie kamen
zu dem Schluss, dass es gerade eine solche zusétzliche Erhaltungsgrofle ist, die ein symmetrisch-
hyperbolisches System ausmacht. Sie gaben diese konkret an, und zwar als § [, >/, Wi (-, z)[* dz
bzw. 25701 [Wi(-,-)|* als deren Dichte.

Die bekannteste physikalische Erhaltungsgrofe ist die Energie. In simpler Anlehnung hieran kénn-
te man also 5 [, >, [Wi(-, 2))? dz als die Energie des Systems (2.9) und I3 (Wi (- )|? als die
zugehorige Energiedichte bezeichnen. Bei ndherer Betrachtung muss man zugeben, dass der Begriff
der Energie physikalisch nicht so einfach zu fassen ist. Es gibt verschiedene Formen von Energie
und je nach Situation oder physikalischer Sichtweise (beispielsweise mechanisch betrachtet oder
thermodynamisch, makroskopisch oder mikroskopisch) riickt ein anderer Aspekt in den Fokus.
Fiir unsere Zwecke soll es geniigen, zwei Arten von Energie zu unterscheiden: die mechanische
Energie und die innere Energie.

Die mechanische Energie Fycq @ [0,00) — R{ setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie,
die ein physikalisches System aufgrund seiner Bewegtheit besitzt, und der potentiellen Energie,
die das System aufgrund seiner Lage in einem Kraftfeld, zum Beispiel dem Gravitationsfeld der
Erde, aufweist. Sie verlangt demnach einen Bezugspunkt auflerhalb des physikalischen Systems
und die Betrachtung des Systems in seiner Gesamtheit als ein makroskopisches Objekt.

Die innere Energie Ei, : [0,00) — Ry umfasst simtliche andere Energieformen, die ein physikali-
sches System von innen heraus besitzt. Deren Ursachen sind auf Atomebene zu finden, etwa in der
ungeordneten Bewegung der Atome oder Molekiile, in der Schwingung der Atome innerhalb eines
Molekiils oder in den zwischen einem Atomkern und seinen Elektronen herrschenden Anziehungs-
kraften. Mikroskopisch gesehen handelt es sich also wiederum um Formen der kinetischen und
potentiellen Energie, die durch die Bewegung der kleinsten Teilchen und deren Lage zueinander
hervorgerufen werden.

Grundsétzlich besagt der Energieerhaltungssatz, dass Energie nicht vernichtet oder geschaffen,
wohl aber in andere Energieformen umgewandelt werden kann, zum Beispiel potentielle Ener-
gie in kinetische bei Herunterfallen eines Gegenstandes, oder iiber die Systemgrenze 0f) eines
beschrénkten Gebietes hinweg transportiert werden kann. Solch ein Energieaustausch erfolgt ent-
weder auf mechanische Weise, etwa durch Kompression, oder er tritt infolge einer zwischen dem
System und seiner Umgebung herrschenden Temperaturdifferenz auf. Im ersten Fall spricht man
von Arbeit, im zweiten Fall bezeichnet man die iibertragene Energiemenge als Wérme.

Physikalische Systeme, in denen die mechanische Energie iiber die Zeit hinweg erhalten bleibt,
also %Emech = 0 gilt, heiflen konservativ. Die Erfahrung zeigt, dass es solche Systeme in der Reali-
tét nicht gibt. Durch das oft unerwiinschte aber doch auch zum Gliick vorhandene Phénomen der
Reibung scheint mechanische und speziell kinetische Energie stets verloren zu gehen. Natiirlich
wird auch hier insgesamt gesehen keine Energie vernichtet, sondern es kommt lediglich zu einer
Umwandlung von mechanischer Energie in innere Energie, was sich durch eine Temperaturén-
derung bemerkbar macht. Dass man trotzdem héufig von Energieverlust spricht, hat folgenden
Hintergrund: Die Umwandlung zwischen bestimmten Energieformen unterliegt einer Besonderheit,
némlich der Irreversibilitit, also der Unumkehrbarkeit. Formuliert ist dies im zweiten Hauptsatz
der Thermodynamik. Dieser gibt eine Umwandlungsrichtung vor, und zwar derart, dass eine wei-
tere Systemgrofie, die Entropie S : [0, 00) — R{, nicht abnimmt, also %S(t) > 0 fiir alle t € [0, 00)
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gilt. Wird, wie es bei Reibungskriften der Fall ist, kinetische Energie in innere Energie umge-
wandelt, so ist ein Teil der mechanischen Energie tatsédchlich ,verloren® in dem Sinn, dass dieser
nicht mehr aus der inneren Energie zuriickgewonnen werden kann, da eine derartige Umwand-
lung eine Abnahme der Entropie bedeuten wiirde. Physikalische Systeme, in denen es zu solchen
irreversiblen Prozessen kommt, d.h. £S(t) > 0 ist, nennt man dissipativ.

Wenn nun also F die mechanische Energie E,,.4, eines physikalischen Systems beschreibt, so ist
ein konservatives System durch £ FE(t) = 0 und ein dissipatives System durch £E(t) < 0 fiir
alle t € [0,00) gekennzeichnet. E konnte auch fiir das Negative der Entropie des Systems, also
E = —5, stehen (vergleiche dazu eine Anmerkung in [FL71, S.1688]), dann wére ein dissipatives
System ebenfalls durch £ F(t) < 0 gekennzeichnet.

Auch fiir ein abstraktes symmetrisch-hyperbolisches System wie (2.1) kénnen wir nach einer sol-
chen Funktion E : [0,00) — R Ausschau halten, die sich durch zeitliche Konstanz oder zeitliches
Abklingen auszeichnet. In Anlehnung an den physikalischen Sachverhalt nennen wir sie Energie
und sprechen von einem konservativen System, wenn %E(t) = 0 ist, und einem dissipativen
System, wenn %E(t) < 0 ist. Bezogen auf das Ganzraumproblem wére wohl die Bezeichnung
negative Entropie passender, da man andernfalls mit der physikalischen Motivation vor dem fol-
genden Widerspruch steht: Mangels einer Umgebung zum Universum R? hapert einerseits die
Gleichsetzung von F mit der mechanischen Energie, da diese einen Bezugspunkt auflerhalb des
Gebietes verlangen wiirde. Andererseits wire, wenn man E als die Gesamtenergie versteht, die
Tatsache %E(t) < 0 widerspriichlich zur Energieerhaltung, die doch in der Gesamtheit des Uni-
versums gelten sollte. Wir wollen dennoch bei der Bezeichnung Energie bleiben und stellen uns
diese als diejenigen Energieanteile vor, die zu einer Erhohung der Entropie fithren; in diesem Sinn
kann ,die Energie“ dann auch im Ganzraum abklingen. Im Ubrigen hat auch der Begriff der
Entropie Eingang in die mathematische Betrachtung von Erhaltungsgleichungen gefunden, siehe
dazu beispielsweise [BHN07; KS88; KY04].

SchlieBlich wollen wir noch eine konkrete Energie fiir das symmetrisch-hyperbolische System (2.1)
angeben. Dazu bilden wir fiir s € N das H°-Skalarprodukt der Gleichung mit V' (¢) = S(¢t)Vs,

(AB,V (), V(1)) yyeamym + D (A0 V(£), V(1)) ey + (LV (), V(1)) ey = 0.
=1
Wenn wir die Symmetrie der Matrizen A° und A’ sowie

(0, VO, VO -y = (V0 A0, V) g = —(ATOL V),V (0) sy

beachten, sehen wir, dass der Realteil der Gleichung aus

2
HS (Rn)7n

d ., o
1AV = —2Re(LV (), V(1)) g+ gy

besteht. Damit haben wir eine Energie zu (2.1) gefunden, ndmlich
1 2
E: [0,00) > RS, t— H(AO)QS(t)VOHHan)m ) (2.10)

Fir L = 0 ist C%E (t) = 0 und damit das System im physikalischen Verstandnis konservativ. Ist L
positiv definit, so ist %E (t) < 0, wonach es sich um ein dissipatives System handelt. Unter einer
negativ definiten Matrix L wiirde eine stete Zunahme der Energie erfolgen, was physikalisch nicht
zuldssig ist. Im Fall s = 0 und A° = Id erkennen wir in F = ||S(~)V0||%2(Rn)m (bis auf den Faktor §
und das geénderte Gebiet) die Erhaltungsgrofe & [ S0t (Wi (-, ) > dz = 3| W (¢, ) HZLQ(Q)m wieder,
wie K. O. Friedrichs und P.D. Lax sie fir das System (2.9) angegeben hatten.
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2.5 Dissipativitat

2.5.2 Mathematische Sichtweisen
Dissipativitat im Sinne von Phillips

R.S. Phillips verstand, so geht es aus seiner Arbeit [Phi59] aus dem Jahr 1959 hervor, unter der
Dissipativitat die Eigenschaft, dass die Energie iiber die Zeit hinweg nicht zunimmt. Er schloss
also den konservativen Fall mit ein, obwohl doch im physikalischen Verstdndnis die Dissipativitét
gewissermaflen den Gegensatz zur Konservativitdt bildet. Wenn die Gleichung

d

dt
ein physikalisches System beschreibt und die Losung durch eine Cp-Halbgruppe (S(t)):>o auf
einem Hilbertraum (X, (-, -)x) gegeben ist, so wiirde laut Phillips die natiirliche Wahl des Hilbert-
raums in der Art erfolgen, dass ||S(¢)Vy||% ein MaB fiir die physikalische Energie zum Zeitpunkt
t darstellt. Die Dissipativitdt des Systems im Sinne von Phillips entspriche dann gerade der
Eigenschaft, dass es sich bei (S(t));>0 um eine Kontraktionshalbgruppe handelt, da dies

V(t)=AV(t) fiirt e (0,00) mit V(0) =V, (2.11)

ISEVollx < IVollx fur alle ¢t € [0,00) und alle V; € X (2.12)

bedeutet. In der Situation von Satz 2.2 koénnten wir den Raum H*(R")™ anstatt mit dem her-
kommlichen H°-Skalarprodukt auch mit (-,-) 40 := ((A%)7 -, (A%)% ) yo(gnym versehen. Dies wiirde
zu der Energie passen, die wir in (2.10) gefunden haben. Unter diesem speziellen Skalarprodukt
gilt dann fiir die Losung S(-)V, des Anfangswertproblems (2.1) oder (2.2)

ISOVell o = (A SE Vol oy = M OHA)EFV

< eth(Ao)%y%HLE(R”)’” = €°Jt|\(AO)%Vo\

(R™)™

— |

HS(]Rn)?n HAO .
Wie wir im Beweis zu Satz 2.2 gesehen haben, ist diese Abschitzung fiir all diejenigen w € R

giiltig, fiur die die Matrix
M (&) = —(A°) "2 (1A(§) + L)(A") 2 bzw. M(€) = —(A°) "2 (iA(€) + B(§) + L) (A°) 2

die Bedingung (2.7), also Re(M(&)z,z)cm < wlz|? fir alle £ € R™ und alle z € C™, erfiillt.
Das System (2.1) bzw. (2.2) im Raum H5,(R™)™ = (H*(R™)™, (-,)40) ist also dissipativ im
Sinne (2.12) von Phillips, wenn die Konstante w gleich oder kleiner Null gewdhlt werden kann.
Fiir diese FEigenschaft, {ibertragen auf allgemeinere Operatoren, vergab Phillips ebenfalls den
Begriff dissipativ [Phi59, Definition 1.1]. Ein linearer Operator A : D(A) C X — X auf einem
Hilbertraum (X, (-,-)x) heifit dissipativ, wenn

Vve D(A): Re(Av,v), <0 (2.13)

gilt. Einen Zusammenhang zwischen der Dissipativitét eines Operators A im Sinne von (2.13) und
der Dissipativitét des durch A beschriebenen Systems (2.11) im Sinne von (2.12) stellt der 1961
verdffentlichte Satz von Lumer-Phillips ([LP61, Theorem 3.1], siche auch Satz A.17) her. Hingegen
ist der Bezug zur physikalischen Auslegung des Begriffs verwischt. Immerhin findet man aber fir
den Spezialfall, dass Re(Av,v)x = 0 fiir alle v € D(A) gilt, in [Fat83, S.154] auch noch die dem
Ursprung ndherstehende Bezeichnung, dass der Operator A konservativ sei.

Um das symmetrisch-hyperbolische oder symmetrisch-hyperbolisch-parabolische System in der
Form (2.11) auffassen zu kénnen, miissen wir A als den Erzeuger der dann auf H¥,(R™)™ operie-
renden Losungshalbgruppe (S(t)):>o wéhlen, also

S(t): H50(RM)™ — Hi(RM)™, v F 1A% 2eMON A% 3.2y
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2 Symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme

und dazu fiir (2.1) (fiir (2.2) analog) den Operator
A: {ve Hp(RM)™ | Av € Ho(R™")™} € Hi(R™)™ — Hio (R™)™
St-v_ 3 (A% A9, 0 — (A”) L.

j=1

v — lim
N0

Dann gelten in Bezug auf die Dissipativitit die folgenden Zusammenhénge:

A ist dissipativ im Sinne von (2.13).
<= Das System (2.1) bzw. (2.2) ist dissipativ im Sinne von (2.12).
<= Fir alle { € R" ist u(M(§)) := supy, |, Re(M (§)z, x)cm < 0.
<= Firalle £ € R" ist M (&) : C™ — C™ dissipativ im Sinne von (2.13).

BEWEIS: Die erste Aquivalenz beruht auf dem Satz von Lumer-Phillips. Die letzte Aquivalenz
gilt nach Definition. Die Folgerungsrichtung ,,<=“ der verbleibenden Aquivalenz haben wir bereits
begriindet. Zu ,,=* tberlegt man sich Folgendes: Die Dissipativitdt im Sinne von (2.12) bedeutet
MO (A2 Z Vol 2 @mym = [S(E)Vollao < [[Vollao = [1(A%)2 F Vo p2gnym fiir alle Vo € Hio(R™)™
und ¢t € [0,00). Da der Operator (A°)3.% : H*(R™)™ — L*(R™)™ surjektiv ist, folgt daraus
1M fll 2 mnym < || f]l p2@nym fiir alle f e L2(R™)™ und ¢ € [0, 00). Demzufolge bildet die Menge
Zio =4 € R" |[eM©tz] > |z|} fiir jedes (t,2) € [0,00) x C™ eine Nullmenge, denn andernfalls
wiirde ||eMO(z - 12, (o, N))HL &y >z 1Zt,ImB(O’N)||2L§(Rn)m fir ein hinreichend grofies N € N
einen Widerspruch zur Vorherlgen Aussage darstellen. Damit ist auch die Vereinigung aller Z, ,
tiber (¢t,z) € ([0,00) N Q) x (Q™ + iQ™) eine Nullmenge. Mit einem Dichtheitsargument folgt
|eM©tz| < || fiir alle ¢t € [0,00), alle x € C™ und fast alle £ € R™, und aufgrund der Stetigkeit
von & — M (€) schliellich auch fiir alle ¢ € R™. Damit ist ||eM©?||cmxm < 1 fiir alle ¢t € [0, 00) und
dies ist nach dem folgenden Lemma 2.6 (ii) (oder abermals tiber den Satz von Lumer-Phillips)
dquivalent zu p(M(£)) <0. O

Die Abbildung p wird logarithmische Norm genannt. Bei dieser Gelegenheit wollen wir auch schon
die spéter benotigten Begriffe der Spektral- und Wachstumsschranke einfithren.

Definition 2.5 (Logarithmische Norm, Spektralschranke, Wachstumsschranke). Zu einer Matriz
M e C™*™ definieren wir

e die logarithmische Norm pu(M) := supy, -, Re(Mx, z)cm ,
o die Spektralschranke s(M) := max{Re(\) | X Eigenwert von M},
o die Wachstumsschranke w(e™") :=inf{w e R | 3C > 1Vt € [0,00) : [[eM]|gmxm < Ce*'}.

Lemma 2.6 (Eigenschaften der logarithmischen Norm). Es sei M € C™*™. Dann gilt:
(i) || eMt||gmxm < et fiir alle t € [0,00),
(ii) |[eMt||gmxm <1 fiir allet € [0,00) <= u(M) <0,

(iti) p(M) = max{\ € R | X Eigenwert von (M +MT)},

. _ M,
() p(M) 2 s(M) = w(e™). (Siche [Str75; ENOO, Corollary 2.4].)

Wir halten fest, dass die Dissipativitdt im Sinne von Phillips in Bezug auf ein symmetrisch-
hyperbolisches oder symmetrisch-hyperbolisch-parabolisches System laut obiger Aquivalenz mit
der logarithmischen Norm der Matrix M (§) verkniipft ist. Wie wir sogleich sehen werden, besteht
genau hierin der Unterschied zur Dissipativitit im Sinne von Shizuta-Kawashima.
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2.5 Dissipativitat

Dissipativitat im Sinne von Shizuta-Kawashima

Den Arbeiten von Y. Shizuta und S. Kawashima zum Abklingverhalten symmetrisch-hyperboli-
scher und symmetrisch-hyperbolisch-parabolischer Systeme, auf die wir spater zuriickgreifen wer-
den, liegt nochmals eine andere Definition von Dissipativitat zugrunde. In [SK85] wurde definiert:
Das System (2.1a) bzw. (2.2a) heit strikt dissipativ, wenn

Re(A(€)) < 0 fiir alle ¢ € R™\{0} und alle A\(¢) € C mit det(A\(§)A° +iA(&)+ L) =0

v al | (2.14)

bzw. det(A(§)A” +iA(&) + B(§) + L) = 0 gilt.
Fiir eine spezielle Form der strikten Dissipativitat wurde in [UDK12] eine eigene Bezeichnung
vergeben: Das System (2.1a) bzw. (2.2a) heifit gleichmdfig dissipativ vom Typ (p,q) fur p,q € N,
wenn

ein ¢ € R existiert, sodass Re(\(£)) < —c% fir alle £ € R" und alle A\(§) € C

mit det(A(€)A° +iA(€) + L) = 0 baw. det(M€)A° +iA(€) + B(€) + L) = 0 gilt. (2.15)

Die strikte Dissipativitdat bedeutet nichts anderes, als dass das charakteristische Polynom
p,): C—=C, Ar=>det(NA°+iA(&)+ L) bzw. A det(ANAY +iA(&) + B(&) + L)

fiir alle £ € R™\{0} Hurwitz-stabil ist (siehe Definition A.20). Die moglichen Nullstellen A(£) von
p(&, ) entsprechen wegen

0 = det(A(£)A® + i A(€) + L) = det((A°)2) det (A(€) Td — M(€)) det((A°)%)
gerade den Eigenwerten der Matrix
M(&) = —(A°) "2 (iA(§) + L)(A°) 2 bzw. M(&) := —(A°) 2 (iA(§) + B(&) + L)(A°) 2.

Die Dissipativitit im Sinne von Shizuta-Kawashima hingt demnach mit der Spektralschranke von
M () zusammen:

Das System (2.1) bzw. (2.2) ist strikt dissipativ im Sinne von (2.14).
< Fir alle £ € R"\{0} ist s(M(£)) <O0.

Zur logarithmischen Norm, die wir verbunden mit der Dissipativitdt im Sinne von Phillips gesehen
haben, besteht nach Lemma 2.6 (iv) der Zusammenhang pu(M(€)) > s(M(§)). Die Gleichheit
wiirde nach Lemma 2.6 (iii) dann gelten, wenn M (&) hermitesch wére. Dies ist fir £ # 0 jedoch
niemals der Fall, denn da (A°%)~2 A(£)(A°)~ 2 symmetrisch ist, umfasst der antihermitesche Anteil
L(M(&)—M(€)T) stets den Term —i(A%) =2 A(£)(A%) "% # 0. Aus der strikten Dissipativitit (2.14)
folgt also keineswegs die Dissipativitdt von M (£) im Sinne von (2.13). Wie in [SK85] gezeigt wurde,
fiihrt die strikte Dissipativitdt unter einer symmetrischen Matrix L allerdings zu Abschitzungen
wie S Vol 2@y < C(A+6)"5([[Vollz @y + [Voll2@nym) - Damit aber gelangt man wieder
ein Stiick weit zuriick zur Dissipativitit im physikalischen Sinn, denn wenn man [|S(t) Vg || p2gnym
als die Energie des Systems zum Zeitpunkt ¢ ansieht, bedeutet eine solche Ungleichung nichts

anderes, als dass die Energie langfristig gesehen abklingt.
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2 Symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme

2.6 Zeitliche Asymptotik

Das Ziel sind Aussagen zur zeitlichen Asymptotik von Lésungen zu symmetrisch-hyperbolischen
und symmetrisch-hyperbolisch-parabolischen Systemen. Es wird sich herausstellen, dass sich die
Frage nach dem Abklingverhalten von Loésungen auf die Frage reduzieren ldsst, ob die Matrizen
A(€), L und gegebenenfalls B(&) gewisse zusatzliche Eigenschaften besitzen. Insbesondere wird
die Definitheit von Matrizen eine Rolle spielen, weshalb wir einige diesbeziigliche Notationen und
Zusammenhange voranstellen mochten.

Fiir eine Matrix M € C™*™ und eine Menge U C C™ schreiben wir M > 0 auf U bzw. M > 0 auf
U, wenn M positiv definit auf U bzw. positiv semidefinit auf U ist, d. h. wenn Re(Mz, x)cm > 0
fir alle z € U\{0} bzw. Re(Mx,x)c» > 0 fir alle 2 € U gilt. Ist M > 0 bzw. M > 0 auf C™,
so nennen wir M positiv definit bzw. positiv semidefinit. Wenn M ausschlielich reelle Eintrage
besitzt, schreiben wir M € R™*™ fassen die Matrix dabei aber dennoch als eine Abbildung von
C™ nach C™ auf. Der Kern einer solchen Matrix ist die Menge ker(M) := {z € C™ | Mz = 0}.
Die orthogonale Projektion von C™ auf ker(M) wird mit Pie(ar) bezeichnet. Ist M € R™*™, so
geniigt es fiir die positive Definitheit bzw. positive Semidefinitheit M > 0 bzw. M > 0 auf R™
nachzuweisen. Der symmetrische Teil einer Matrix M € R™*™ ist durch [M]y, := L(M + MT)
gegeben, der antisymmetrische Teil durch [M],s, := (M — MT). Hierbei bezeichnet M7 die zu
M transponierte Matrix. M ist genau dann positiv definit bzw. positiv semidefinit, wenn [M],
positiv definit bzw. positiv semidefinit ist, denn fiir z € C™ ist Re(Mz, z)cm = (M|, x)cm. Ist
M symmetrisch, d. h. gilt M = M7, so ist (Mz, z)cn fiir alle z € C™ reell. Die positive Definitheit
bzw. positive Semidefinitheit ist in diesem Fall dquivalent dazu, dass M ausschliellich positive
bzw. nichtnegative Eigenwerte besitzt.

2.6.1 Die Shizuta-Kawashima-Bedingung

Die Shizuta-Kawashima-Bedingung wurde 1985 von Y. Shizuta und S. Kawashima in [SK85]
formuliert und meint fiir ein symmetrisch-hyperbolisches oder symmetrisch-hyperbolisch-parabo-
lisches System die folgende Eigenschaft.

Bedingung (SK) (Shizuta-Kawashima-Bedingung). Es sei v € R™\{0} und erfiille Lv = 0 sowie
gegebenenfalls B(w)v = 0 fiir ein w € S""!. Dann gilt AA% + A(w)v # 0 fiir alle A € R.

Fiir ein symmetrisch-hyperbolisches System mit einer positiv semidefiniten Blockdiagonalmatrix
L ist die Shizuta-Kawashima-Bedingung nach [BZ11] dquivalent zu der aus der Kontrolltheorie
bekannten Kalman-Rangbedingung.

Bedingung (R) (Kalman-Rangbedingung). Fiir alle w € S"~! gilt
.
rang (L L(A") 7 A(w) ... L((A)7Aw)" ") =m.

Allein aus der Shizuta-Kawashima-Bedingung ergeben sich, sofern die Matrix L symmetrisch und
positiv semidefinit ist, bedeutende Riickschliisse auf die Dissipativitdt des Systems (2.1) bzw.
(2.2). So wurde in [SK85; UKS84] gezeigt, dass die Shizuta-Kawashima-Bedingung, die strikte
Dissipativitdt im Sinne von (2.14) und die gleichméafige Dissipativitdt vom Typ (1,1) im Sinne
von (2.15) dquivalent sind, und fiir eine Losung S(-)V, € C°([0, 00), L*(R™))™ des symmetrisch-
hyperbolischen oder symmetrisch-hyperbolisch-parabolischen Anfangswertproblems die folgende
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2.6 Zeitliche Asymptotik

Abschétzung implizieren:
e
JCeRYIceRTVEER"VE€[0,00): |F(S(t)Vo)(€)| < Ce 1+|5|2t|(35V0)(§)| .

Wir beachten dabei, dass es sich beziiglich &, auch wenn wir die Schreibweise V£ € R™ verwenden,
nur um eine fast tiberall geltende Eigenschaft handeln kann, da wir mit L?-Losungen arbeiten.
Aus der genannten Ungleichung im Fourierraum kann man fiir hinreichend reguldre Anfangsdaten
zum Beispiel eine L!-L?-Abschitzung der Form

3C, e RT3C, e R Jec e RT VL € [0,00) :

058UVl sy < O+ ) H Vol o+ Coe Vs

HLI(R" HL2(R")’"

folgern. Solch ein Abklingverhalten der Losung fallt unter den sogenannten Standard-Typ.

Die Shizuta-Kawashima-Bedingung liefert also unmittelbare Aussagen zur zeitlichen Asymptotik
von Lésungen. Eingeschrankt wird die Anwendbarkeit jedoch durch die an L geforderte Symmetrie.
In weiterfithrenden Arbeiten [BZ11] und [BHNO7] wurde L als nicht notwendigerweise symmetrisch
hervorgehoben, allerdings scheint L dort fiir die Richtigkeit mancher Ergebnisse zumindest der
Einschrénkung ker(L) = ker([L];,) unterliegen zu miissen. Dass auch diese noch zu restriktiv ist,
belegte das Beispiel des Timoshenko-Systems aus [IHKO08], welches zwar die Shizuta-Kawashima-
Bedingung, nicht aber die Symmetriebedingung ker(L) = ker([L]s,) erfiillt, und dennoch ein
Abklingen aufweist. Weitere Beispiele dieser Art finden sich in Form der Plattengleichung in [SK10)]
oder des Euler-Maxwell-Systems in [UK11]. In den folgenden Kapiteln werden wir sehen, dass auch
Phase-Lag-Modelle der Warmeleitung und Thermoelastizitit in diese Kategorie fallen. All diesen
Beispielen gemein ist ein Regularitdtsverlust, der sich darin duflert, dass die Abschéitzung im

Fourierraum nun von der Form
el
JCeR"Jce RTVEER"VEE[0,00): |[F(S()Vo)(E)] < Ce ()

t
(FVo)(©))|
ist und die resultierende L'-L?-Abschiatzung die Gestalt

1C, eRT3C, e RT e e RT V€ [0,00) :

Hais(t)%|‘L2(Rn)m S 01(1 —+ t)_%_%H‘/b + 02(1 + t)_%Has_,’_l‘/_OHLQ

HLI (R™)™ (R™)™

annimmt. Im Vergleich zum Standard-Typ ist zur selben Abklingrate eine hohere Regularitéit des
Anfangswerts erforderlich, weshalb man hier vom Regularity-Loss-Typ spricht.

Die Beispiele legten die Vermutung nahe, dass der Regularitdtsverlust mit der fehlenden Sym-
metrie der Matrix L einhergeht. Im Jahr 2012 gelang R. Duan, S. Kawashima und Y. Ueda in
[UDK12] fiir symmetrisch-hyperbolische Systeme die Verallgemeinerung der knapp 30 Jahre zu-
riickliegenden Arbeiten auf den Fall einer positiv semidefiniten Matrix L ohne jegliche Symmetrie-
eigenschaft. Die Autoren gingen nicht mehr von der Shizuta-Kawashima-Bedingung aus, sondern
formulierten gewisse andere Bedingungen an die Matrizen. Mit ihrer Methode erfassten sie sowohl
das aus den fritheren Arbeiten bekannte Abklingverhalten vom Standard-Typ als auch dasjenige
vom Regularity-Loss-Typ. Wir werden im néchsten Abschnitt darauf zuriickkommen und eine
Erweiterung der Methode auf symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme prasentieren.

Zu erwihnen bleibt, dass auch mit [UDK12] nur ein Spezialfall des Regularity-Loss-Typs erfasst
wird. Bei der Abschitzung im Fourierraum ist fiir die Abklingrate allgemeiner (&hnlich wie bei
dem Begriff (2.15) der gleichmifiigen Dissipativitit) die Form e #©! mit 8(¢) = (1f|§|2>q fiir
p,q € N denkbar, wobei der Regularity-Loss-Typ mit p < ¢ korrespondiert. Man vergleiche dazu

die Arbeit [UDK14], die tiber die Félle (p,¢) = (1,1) und (p,q) = (1,2) hinausgeht.
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2 Symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme

2.6.2 Bedingungen an die Matrizen
Fiir ein System der Form

A9,V +> A9, V+LV =0 in(0,00) xR", (2.16a)
=t V(,)=V, inR" (2.16 b)

mit A%, A',... A" L € R™™ wurden in [UDK12] die folgenden Bedingungen (A), (K), (S), (S;)
und (S;) formuliert.

Bedingung (A). Die Matrizen A°, A' ... A" L € R™*™ besitzen die folgenden Eigenschaften:
e A7 ist symmetrisch fiir alle j € {0,...,n},
o AY ist positiv definit,
e L ist positiv semidefinit und es gilt ker(L) # {0} .

Die Bedingung (A) stellt insbesondere sicher, dass es sich bei (2.16) um ein symmetrisch-hyperboli-
sches Anfangswertproblem im Sinne der Definition 2.1 handelt. Genau genommen miissten wir
noch ergéinzen, dass A7 fiir mindestens ein j € {1,...,n} ungleich der Nullmatrix ist, dies ist aber
indirekt in der dritten Eigenschaft der folgenden Bedingung (K) enthalten.

Bedingung (K). Es existiert eine Abbildung K € C>®(S"~!,R™*™), sodass fiir alle w € S"~! gilt:
e K(—w)=—-K(w),
o (K(w)A?) = —K(w)A°,
o [K(w)A(w)],, > 0 auf ker(L).

Da die Abbildungen w — K (w) und w — A(w) stetig sind und die Einheitssphére S*~! kompakt
ist, liegt die positive Definitheit von [K(w)A(w)]sy auf ker(L) gleichméfig beziiglich w vor, d. h.

Jee R VweS" 'Va eker(L): ([K(w)AWw)], z,x)em > c z|”. (2.17)

sy

An die Stelle der Bedingung (K) kann auch die Kalman-Rangbedingung (R) aus Abschnitt 2.6.1
treten, da diese, sofern (A) gewéhrleistet ist, die Bedingung (K) impliziert (siehe [UDK12, Theo-
rem 4.3]). Wenn L symmetrisch ist, ist die Bedingung (K) zur Shizuta-Kawashima-Bedingung
(SK) aquivalent, denn nach [UDK12, Remark 1.1} ist in diesem Fall (2.17) gleichwertig zu

JaeRT FeeRTVwe S Ve eC": ((of[K(w)AW)], + L)z, x)en > ¢ | (2.18)

Dies bedeutet, dass aK eine kompensierende Funktion fiir (2.16) im Sinne von [SK85, Definition
1.2] darstellt. Die Existenz einer solchen ist nach [SK85, Theorem 1.1] dquivalent zur Shizuta-
Kawashima-Bedingung.

Bedingung (S). Es existiert eine Matrix S € R™*™ mit den folgenden Eigenschaften:
e SA” ist symmetrisch,
o [SL], + [L],, ist positiv semidefinit,
o ker([SL],, +[L],,) = ker(L).

32



2.6 Zeitliche Asymptotik

Hinzu kommt eine der beiden folgenden Bedingungen, die spéter mafigeblich fiir die Art des
Abklingens — ob vom Regularity-Loss-Typ oder vom Standard-Typ — sein wird.

Bedingung (S;). Die Matrix S aus der Bedingung (S) erfiillt
*i[SA(w)],,, > 0 auf ker([L] ) fiir alle w € S*~".

asy —

Bedingung (S,). Die Matrix S aus der Bedingung (S) erfiillt
¢ i[SA(w)],,, > 0 auf C™ fiir alle w € S*~'.

Wenn ker(L) = ker([L]sy) gilt, sind die Bedingungen (S), (S;) und (Ss) trivialerweise mit der
Nullmatrix erfiillt.

Die Untersuchungen in [UDK12] beschrankten sich auf symmetrisch-hyperbolische Systeme. Wir
mochten die Methode auf Systeme der Form

AV +Y A0,V — > B"*9,,0,,V+LV =0 in(0,00) xR", (2.19a)
j=1 k=1 V(0,)=V, inR" (2.19b)
mit A%, A7) Bi* [ € R™™ fiir j,k € {1,...,n} erweitern und erginzen dazu zwei neue Bedin-

gungen (B) und (BKS).

Bedingung (B). Die Matrizen B?* € R™ ™ fiir j,k € {1,...,n} besitzen die folgenden Eigen-
schaften:
o Fiir j,k € {1,...,n} gilt B* = B" .
e Fiir alle w € "7 ist die Matrix B(w) := Y7, B’*w;w;, symmetrisch und positiv semidefinit.
e Fiir alle w,n € S"~! gilt {0} # ker(B(w)) = ker(B(n)) # C™. Die von w € S"~* unabhingige
Menge ker(B(w)) bezeichnen wir als ker(B).

Wenn (A) und (B) gelten und dariiber hinaus L symmetrisch ist, folgt fiir das System (2.19) wie
zuvor im symmetrisch-hyperbolischen Fall aus der Bedingung (K) die Eigenschaft (SK), denn
(2.18) und die positive Semidefinitheit von B(w) implizieren

Ja eR" JeeR"Vwe S Ve e C™: ((a[K(w)A(W)l,, + B(w) + L)z, z)cn > clzl?,

wonach es sich bei aK um eine kompensierende Funktion fiir das System (2.19) im Sinne von
[SK85, Definition 1.2] handelt.

Bemerkung 2.7 (Zum Begriff symmetrisch-hyperbolisch-parabolisch). Fiir ein symmetrisch-hy-
perbolisch-parabolisches System im Sinne der Definition 2.1 ist die Bedingung (B) stets erfiillt,
denn dann ist B7* = 8 B%k mit Bék € R™2X™2 f{ir ein my € N mit mo < m, wobei Bk = ng fir
g,k €{1,...,n} gilt und die Matrix > 7,_, ngijk fiir jedes w € S"~! symmetrisch und positiv
definit ist. Dies impliziert insbesondere {0} # ker(B(w)) = ker(B(n)) # C™ fur alle w, n € S"~*.
Die Eigenschaft

Vw,neS"': ker(B(w)) = ker(B(n))

wird in [KS88] als Bedingung (N) bezeichnet. Erfiillen die Matrizen des Systems (2.19a) die Bedin-
gungen (A), die ersten zwei Forderungen (B* = B* und B(w) > 0 symmetrisch) der Bedingung
(B) sowie die Bedingung (N), so ldsst sich (2.19a) nach [KS88, Theorem 3.1] durch Multiplikation
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2 Symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme

mit einer geeigneten orthogonalen Matrix auf ein symmetrisch-hyperbolisch-parabolisches System
im Sinne der Definition 2.1 transformieren. Der Begriff symmetrisch-hyperbolisch-parabolisch ist
also auch dann noch gerechtfertigt, wenn wir den Punkt (iii) der Definition 2.1 durch die For-
derungen ,B* = B" fiir j k € {1,...,n}, B(w) symmetrisch und positiv semidefinit fiir alle
w € S"! und es gelte die Bedingung (N)* ersetzen. Da im Beweis von Satz 2.2 nur die positive
Semidefinitheit von B(w) einging, ist das Anfangswertproblem (2.19) unter den Bedingungen (A)
und (B) ebenso wie in der Formulierung von Satz 2.2 (ii) wohlgestellt.

Bedingung (BKS).

e Die Abbildung K aus der Bedingung (K) erfiillt —i[K (w)B(w)]
w e S"

e Die Matrix S aus der Bedingung (S) erfiillt [SB(w)],, > 0 auf C™ fiir alle w € S"~*.

> 0 auf ker(B) fir alle

asy

Aus der Bedingung (B) ldsst sich eine genauere Beschreibung der positiven Semidefinitheit von
B(w) ableiten, und zwar in Form der folgenden beziiglich w gleichméfigen Abschéitzung, die spater
niitzlich sein wird.

Lemma 2.8 (Positive Semidefinitheit von B(w)). Die Bedingung (B) impliziert

JeeRVVweS" ' Vo eC™: (Bw)r,&)en > ¢|(In — Pexs)) |’

)

wobei Py die orthogonale Projektion von C™ auf ker(B) ist und I, die m x m-FEinheitsmatric
bezeichnet.

BEWEIS: Die orthogonale Projektion Py.,(p) auf den abgeschlossenen Unterraum ker(B) # {0} ist
wohlerkldrt. Fiir alle w € S"~! und alle z € C™ liegt (B(w)z, z)cm in R und es gilt

<B(CL))I', :U>(Cm = <B(w)Pkcr(B)xa Pkcr(B)x>(cm + <B(W)<Im - Pkcr(B))xa (Im - Pkcr(B))x>(cm
+ <B(W)Pker(B)$7 (Im - Pker(B))x>(Cm + <B(w)(1m, - Pker(B))$7 Pker(B)-x)(cm
- <B(w)(1m - Pker(B))x7 (Im - Pker(B))x>(Cm )

da B(w) symmetrisch ist und Pierpyz in ker(B) = ker(B(w)) liegt. Nachdem ker(B) # C™
vorausgesetzt ist, ist ker(B)* # {0} und demzufolge die Menge Y := {y € ker(B)* | |y| = 1} nicht
leer. Aus der letzten Gleichheit folgt somit

(Bw)z,z)em > |(Ln — Pker(B))x}Qmin{(B(w)y,y)Cm lwes™ ! yeY},

wobei das Minimum aufgrund der Kompaktheit der Menge S"~! x Y und der Stetigkeit der Abbil-
dung (w,y) — (B(w)y, y)cm angenommen wird und dabei, aufgrund der positiven Semidefinitheit
von B(w) und der Tatsache, dass (B(w)y,y)c» = |(B(w))?y|* # 0 fiir alle (w,y) € S" ! x Y gilt,
einen positiven Wert liefert. O

2.6.3 Abschdtzungen im Fourierraum

Unter der Bedingung (A) und gegebenenfalls (B) besitzt das System (2.16) bzw. (2.19) zu einem
Anfangswert V, € H*(R")™ fir s € Nj eine eindeutige Losung S(+)V, € C°([0,00), H*(R™))™. Aus
den Bedingungen (K), (S), (S1), (S2) und gegebenenfalls (B), (BKS) lassen sich nun Aussagen
zur zeitlichen Asymptotik der Losung herleiten. Dazu wird zunéchst das Abklingverhalten der
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2.6 Zeitliche Asymptotik

entsprechenden Lésung V() :=.Z8(-)V; im Fourierraum untersucht, die fiir fast alle & € R™ die
Anfangsbedingung V' (0,&) = (#V;)(€) und die Differentialgleichung

A°Q,V (t,€) + (1A(E) + L)V (t,€) =0, te (0,00),
bzw.

A°B,V (t,€) + (1A(E) + B(E) + L)V(t,6) =0, te (0,00), (2.20)

erfiillt. Im Fall eines symmetrisch-hyperbolischen Systems finden wir das Ergebnis sowie eine
Aussage zur Dissipativitdt im Sinne von Shizuta-Kawashima in [UDK12].

Satz 2.9 (Abschitzung im Fourierraum fiir symmetrisch-hyperbolische Systeme). Es sei s € N.
Das System (2.16) erfille die Bedingungen (A), (K) und (S). (S(t))i>o bezeichne die zugehérige
Co-Halbgruppe, wie sie in Satz 2.2 (i) gegeben ist. Dann gilt

(i) unter der Bedingung (S;): 3JC € Rt Jce RTVV, € H¥(R")™ Ve R"Vt € [0,00) :

o leP
| Z(S(t)V)(€)] < Ce  (+Ie™”

t
[(FVo)(©)]- (2.21)
/4 2/ + 0 ’ :

(ii) unter der Bedingung (Sz): 3IC € RT Jce RT VYV, € H5(R")"VE e RVt € [0,00)

e lel
[ Z(SHV)(E)] < Ce HIET|(FVo)(€)] .- (2.22)

(Siehe [UDK12, Theorem 2.2, Theorem 2.4].)

Satz 2.10 (Dissipativitdt fir symmetrisch-hyperbolische Systeme). Das System (2.16) erfiille
die Bedingungen (A), (K) und (S). Dann ist das System unter der Bedingung (Si) gleichmdfig
dissipativ vom Typ (1,2) und unter der Bedingung (Ss) gleichmdfig dissipativ vom Typ (1,1) im
Sinne von (2.15). (Siehe [UDK12, Theorem 4.2].)

Entsprechende Resultate sollen nun fiir das symmetrisch-hyperbolisch-parabolische System (2.19)
bewiesen werden.

Satz 2.11 (Abschétzung im Fourierraum fiir symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme).
Es sei s € N mit s > 2. Das System (2.19) erfille die Bedingungen (A), (K), (S), (B) und (BKS).
(S())i>0 bezeichne die zugehirige Co-Halbgruppe, wie sie in Satz 2.2 (ii) gegeben ist. Dann gilt

(i) unter der Bedingung (S;): 3JC € Rt Jce RTVV, € H¥(R")™ Ve R" Vit € [0,00) :

2
e,

| Z(S(HVe)(©)] < Ce O+ |(FVy)(€)]. (2.23)

(i) unter der Bedingung (S;): JC €RT Jce RTVV, € HS(R")"VEeR" Vit € [0,00) :

—elEE
| Z(SHV)(E)] < Ce HEF|(FV)(€)]- (2.24)

BeEwEIs: Wir folgen dem Beweis aus [UDK12] und richten unser Augenmerk auf die zusétzlichen
Terme, die durch den parabolischen Anteil B(£)V(t,€) in der Gleichung (2.20) hervorgerufen
werden. Es sei Vy € H*(R™)™ beliebig und V (¢t,) := .#(S(t)Vp) fiir ¢t € [0, 00). Die Voraussetzung

s > 2 stellt sicher, dass V(¢,-) und V,(¢,-) in L2(R™)™ liegen. Fiir £ € R™\{0} ist w(&) := é—l
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2 Symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme

in S"7! und es gilt A(¢) = |€[A(w(€)) und B(€) = [£]?B(w(€)). Zugunsten der Ubersichtlichkeit
schreiben wir im Folgenden w statt w(£) und (-, -) statt (-, -)c=. Die nachfolgenden Aussagen gelten
punktweise fiir alle ¢ € [0,00) und fast alle { € R™\{0}.

Wenn wir in (2.20) das C™-Skalarprodukt mit V (¢, £) bilden, erhalten wir

(AVi(t,€), V(£,€)) +ilE AWV (1,€), V(8,€) +(LV (1, €), V(1. E) + € (B@)V (£,€), V(1. €)) =

Da die Matrizen A(w) und B(w) symmetrisch sind, belduft sich der Realteil dieser Gleichung auf

§§< V(,€), V(£,6) + (L, V(£,), V(1) + [EP BV (£,). V(1) = (2.25)

Multipliziert man die Gleichung (2.20) vorab mit der Matrix S aus der Bedingung (S), ergibt sich

;(5/10 V(,), V(8,6) + [E[(i[SAw)],, V(1:€), V(£,6)
+([SL, V(£,€), V(t,€) + [E{[SBw)], V (2,6), V(¢,€)) = (2.26)

DO | =

Die Multiplikation von (2.20) mit —i|¢|K (w), wobei K die Abbildung aus der Bedingung (K)
meint, fithrt im Skalarprodukt auf den Realteil

- *\£I*<ZK( VAV (1,€), V(£,€)) + € ([K (W) Aw)], V (1, €), V(¢,€))
— [E[G[K (W) L], V(1,6), V(1 €)) = €1 ([K (@) B(w)],, V (£,€), V(£,€)) = (2.27)
Aus [UDK12, Remark 2.1] wissen wir, dass die beziiglich w € S"~! gleichméBige positive Definit-

heit von [K(w)A(w)]sy auf ker(L) aus der Bedingung (K) bzw. aus (2.17) dquivalent ist zu der
Eigenschaft

JaeR" I e R Vw e S Ve e C™: ((ofK(w)A(W)],, +[SL, +[L],,)z,x) > alz)®. (2.28)
Die Gleichungen (2.26) und (2.27) werden nun in der Form (1 + |£]?) - (2.26) + aax - (2.27) zu-

sammengesetzt, wobei a die Konstante aus (2.28) und a, € R eine vorerst beliebige Konstante
ist:

S+1e) 5 (15207, o,V(t,g»—fj'g, (10K (@) A7 (1,9, V(1.9))
~(1+ER)SEL V0.9, T(1.6) — aulé ol () A, T (4,6). V(1.6)
I+ IS A0, T (4.9, V(0,6) + cslel ol K (@), 1.8), V(1)
e (14 I IS B,V (1.6), V0,6 + oalel 0K () B, V0.6, V(,6) . (229

Fiir das weitere Vorgehen unterscheiden wir zwischen den Féllen (i) und (ii).

(i) Gilt die Bedingung (S;), so fiigt man die Gleichungen (2.25) und (2.29) geméfl der Vorschrift
(1+1€1%)% - (2.25) + a - (2.29) mit einer vorerst beliebigen Konstanten a; € RT zusammen:
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IR G ((A070.0.70,0) + - (54710, 7,9)
— sl 1aK (w
e K AT (.6, (t.¢))
—(1+ € (L, V (1,6), V(€)= 6P (1 + 1€ (Bw)V (£, €), V(1,€))
— ar (14 [E)(SLI,V(£,€), V(t,€)) — anenlé*(a[K (w) Aw)], V(¢ €), V(t,€))
— a1 |€](1 + |67 (i[SA(W)],oy V (£, €), V (£, €)) + arslé|(ia K (w) L], V (£,€), V (£,€))
— ¢’ (1+ [€)([SBW)], V(£,€), V(¢,€))
+ a1 (ia[K (@) B(w)], V (1, €), V(£,)) - (2.30)
Wir definieren die Energie E durch
E(t,€) = (A°V(1,€), V(t,€)) + |§! ——(SAV(£,€), V(t,€))
_ ey

5 (taK (w t t
(1+|§|2)< (W) AV (£,€), V(t,€))

und legen eine Reihe an Hilfsfunktionalen fest:

Dy (t,€) == (L], V(t,€), V(,) + a|1£| ([SL],,V(t.€), V(t,6))

arafé] oK (w) A ¢ ¢
+(1+‘£|)2<[ (W) AW)], V(t,€), V(t,€)),

Dy(t,€) = € (Bw)V(t,€), V(t,€)),

Dy(t,6) = ‘“’é‘ (1S A()] sy Pren11,0 (), Prii ) V(1,6
Dy(t,€) = — “I“Q'i’ (10 K () B(@)]yuy Peer () V (£ €), Prex( V (£, €))
(1+1¢%)
041|f|2
# RSBV (.9, V(6.0)
Gul€) = 1O il () D], T (1, 6), 7 (6:6)) — 251 (15400, V6,9, 71, €)
1+ IEP) TP
s S Ay Pan1,) V0. 6) P, V6.6
0416Y2|E|3 .
Gs(t, &) == g (oK (w)B(w)],, V(¢ € t, &
(.6 = P L elK @B, V(. V(6.9)
_ ol o B Prox(m V(£ €), Paor(in V (£, €)) .
i 0l By Pa V(4. PV :6)
Dann schreibt sich (2.30) als
CB(1,€) = ~2Dy(1,6) — 2Ds(t,€) — 2D5(1,€) — 2D4(1,€) +2G1(1,) + 26a(1,6) . (231)
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Die Energie erfiillt die Ungleichungen
ar(ar, 02)|V (8] > B(t,€) > s, a0)|[V(1,6)[" (2.32)
mit
arfan, a2) 1= [|4°] + 0 [SA°) + araza max || (w) A,

as(aq, ) == cy — alHSAOH — Oélagawlél%XIHK AOH ,
wobei ¢, € R* eine geeignete Konstante gemifl der positiven Definitheit von A° ist. Damit
stellt E eine zu |V|? dquivalente Funktion dar, sofern die Konstanten a; und «, hinreichend
klein gewiihlt werden, also beispielsweise a, aus dem Intervall (0, %] und oy aus (0,d;], wobei
O 3 c c 0 — 0 _
d, := H_lln{4|\SOA°|\’ Frr— A I} fir SAY # 0 und d; := fir SA° =0 zu
setzen ist.

Unser Ziel ist eine Abschéitzung der Form £ E(t,¢) < ¢q Jli‘ —>o B(t,€) fiir ein ¢ € RT. Nach den

Bedingungen (S;) und (BKS) sind Dj3(¢, &) und D,(t, {) p081t1v semidefinit, weshalb aus (2.31)

c
amax, cgn—1 || K (w)A|

S B(1,6) < —2D.(1,6) ~ 2Da(1,€) + 261(1,) + 265(1,© (2.33)

folgt. Analog zum Beweis von Lemma 2.8 begriindet man, dass die positive Semidefinitheit von
[L]sy und [SL]s, + [L]s, aus den Bedingungen (A) und (S) die folgenden Ungleichungen impliziert:
Jey eRTVz e C™ (([SL]Sy + [L]Sy)x,x> > | (Ln — Pkcr(L))ac]Q ,
Jes e RT VYV e C™ ([L]yw,x) > sl (L, — Pker([L]Sy))xf .

Wie in [UDK12, (3.9)-(3.11)] erhalten wir damit

2(1+ [¢]°)° Dy (t,€) = 20100/ *((a[ K () A(w)],, [SL] L)V (9. V(t
+ 20 (14 [€%) — aal€*)([SL),, + [L1,)V(£,6), V¢,
+2(1+\£\2)((1+\§!2)—a1)<[] V(t,6),V(t, >>

> 2010001 €[V (5] + aaca(1+ [€) (L — Preri)) V (£, 6)[°
+es (14 €)7) (T = Prewqizn,) V(6] (2.34)

sofern a; und o, aus dem Intervall (0, 1] sind. Wie in [UDK12, (3.12)-(3.14)] ergibt sich aufierdem

§))
£))

2(1+ 1€1°)°Gu(t,€) = 20n02l€] Re (iaK (w)L(Ln — Prar(ry) V() V(1,6))
— 204 [€] (1 + [€*) (i[SAW)] oy Prer(iz1,) V(£ )y (T = Prer(izy,,)) V (£,))
— 200[€](1 + [€]%) (G[SA(w)] ooy (I —Pkequ] DV (t,€),V(t,€))

)

~ 1
< oz10zz<61\§|2|V(t o + *04\ — Pear() V(,€) )
_ 1 N
+ 201 (=l PIV O + ZesU+ 1677 (Tn = P, )V (46
= 04104201|f|2"7(ta5)|2 + 20&1042%4|(Im - Pker(L))V(t7£)|2
1

(1 ler )L = Preauy, )V (5[ (2.35)

+ 80[1
Qo
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Hierbei wurden die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung A.13 und die Youngsche Ungleichung A.12

mit €; := ¢ und &, := verwendet. Die Konstanten kénnen als ¢4 := amax,egn—1 || K (w)L|?
und ¢; := max,egn—1||[SA(W)]asy||* gewédhlt werden. Aus den Abschitzungen (2.34), (2.35) und

der Tatsache 1 <1+ |£]? folgt
21+ [€*)* (= D1(£,) + G (£,9)) < —aranci |§P|V (1, 6)|

Cq

— o (c2 — 2a261> (14 1€ (T = Prere)) V (£, 6)]

Q2C1
4

Cs

—\{C3 — 80[1
a2Cq

)+ 171 (T = P, )V 5 €

< —ananel €[V O, (2.36)
sofern man die Konstanten «; und oy so wahlt, dass 0 < ay < min{%,dg} mit dy = % und
0 < oy < min{3,ds(as)} mit dg(as) := 222 gelten; dabei sei 5 := oo, falls ¢4 = 0 oder ¢5 = 0
ist. Zudem wissen wir aus Lemma 2.8, dass eine Konstante c¢s € RT existiert mit

2 2 =5 2
2(1 + ’6‘2) D2(t7€) 2 2cﬁ|§’2(1 + |€’2) ‘(Im - Pker(B))V(tué)’ . (237)

Die Abschéitzung des Terms Gs(t, ) erfolgt nach demselben Prinzip wie bei G1(t, {) mithilfe der
Ungleichungen von Cauchy-Schwarz, Young und |Pyeexs)V (¢, )| < |V (¢, €)|. Dies liefert
2 . ~ ~
2(1 + |€’2) GQ(t7 é.) - 2a1a2’5‘3<ZQ[K(w)B(w)]asyPker(B)V(t75)7 (Im - Pker(B))V(ta €)>
+ 20105 [€]* (i K (@) B(w)] gy (T = Peer()) V (£,), V (£,€))

~ 2 1 ~ 2
< 20n00(s3l¢l* [V + —erl€l 1 (Tn = PV (2 €)| )

0 (2.38)

1 ~ c ~
= 504104261’5‘2‘V(t7§)’2 + 8a1@2é‘§‘4’<1m - Pker(B))V(t7§)‘

mit ¢; ;= amax,esn1||[K(w)B(w)]asy [|* und e3 := <. Zusammengefasst ergeben die vorangehen-
den Abschatzungen (2.36), (2.37) und (2.38)

2(1+[€[*)" (~Di(t.€) — Da(t, ) + Gr(t,€) + Ga(t,€))
< —smaale V(O 2 (col + I€)° - 40205 7[€) | (T~ Preeim) V5, O
< —senaalé7 (6O — 2l (2eslel” — oo TIER)| (T — Paxgin) V(1,6)
1
|2

S —%a1a201]§|2|‘7(t,§) (239)

fiir 0 < oy <min{3,ds} und 0 < oy < min{3, ds(), - }. Um allen genannten Einschréinkungen
an oy und g gerecht zu werden, fixieren wir die beiden Parameter nun so, dass die Ungleichungen
0 < ap < min{3,dz} und 0 < @y < min{,dy,ds(), %} erfiillt sind. Ausgehend von (2.33)

fithren dann (2.39) und (2.32) auf die Abschitzung

d 1 €7 5 2 € . Q1020
—EB(t,§) < ——ajae;————— |V (4§ < —2¢————= E(t,§) mitc:= ——F——.
a9 = Ty g VTS 22 g P dan(on, 02)
Mithilfe des Lemmas von Gronwall A.15 und nochmals der Ungleichung (2.32) folgt daraus
—2c |§|22 51 Py 7(2%7& ~ CLl(Oél, OZQ)
E(t, &) <e O+ E(0,£) und |V(t,&)| < Ce OHED” |V (¢,€)] mit C =/ ———.
a(ay, as)
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2 Symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme

Da die Konstanten ¢ und C nicht nur unabhéngig von ¢ und &, sondern auch unabhéngig von 1%
und damit vom Anfangswert V; sind, ist die Behauptung unter der Bedingung (S;) gezeigt.

(ii) Liegt die Bedingung (S2) vor, so kann der Faktor (1 + [£]?)?, mit dem die Gleichung (2.25)
in der vorhergehenden Situation gewichtet wurde und der mafigeblich fiir die Abklingrate ist, um
eine Potenz auf (1 + |£]?) reduziert werden. Fiigen wir also die Gleichungen (2.25) und (2.29) in
der Form (1+ |£[?)-(2.25) 4+ a; - (2.29) mit einer vorerst beliebigen Konstante a; € R zusammen,
so erhalten wir

0167 3 (47,0, 7. €0) + (547, 711,6) — 228 iR ()47 (1,€), 71, €)

1+ ]
= —(1+ €)1,V (t,€), <§»—M%—H$M(>A@®A<@>
— ar (14 [E){[SL],V(£,€), V(£,)) — arnlé* (o[ K (w) A(w)],, V (£, €), V(t
— (1 + €IS AW, V(1,6), T, »+m%KW%MwHWVh&V@)>
— a1 €’ (1 + [ ([SBW)], V(£.€), V(t,€)) + anal]’ (ia[ K (w) B(w)],,, V
< (L+[€P) (=D (t,€) — Ds(t,€) — Ds(t,€) + G1(t,€) + Ga(t,€)) -

Hierbei konnten die beiden Terme mit den Matrizen i[SA(w)].sy und [SB(w)]sy, aufgrund der
nach (S;) und (BKS) geltenden positiven Semidefinitheit in der Abschéitzung entfallen, und die
verbleibenden Ausdriicke sind wie folgt gegeben:

Da(t,€) = ({11, T (4,), V(6,6)) + o (SL], T (1.€), T (1.€))
a0l A P (), DL 6)

1 e
Da(t,6) = | (B)V (1.€), V(1,€))
DWﬁNZ—m%éﬂmmhﬂwmwﬂmmmt&Bm@VWOL
am@f@”§<[mew,<a (t.6).
Gﬁ@w—“ﬁ§<wawwmw<£><s»
—?TEMMW@M%ﬂmﬂmmwtﬂﬂmmvﬁﬁ>

Als Energie definieren wir

E(1,€) = (AT (,6), V(£.6)) + aa (SAV (1,€), U (1,€)) — “fﬁﬂ@aK() V(t,6).V(1.6))

Dann erfiillt £ die Abschitzung aus (2.32)
ar(ar,00)| V(1,6 2 E(1,€) > as(ar, a0)| V(1,6

mit den dort angegebenen und von oy € (0,d;] und a; € (0, 3] abhéingigen Konstanten a; und as.
Aufgrund der Bedingung (BKS) ist Ds(t, &) positiv semidefinit und daher

G B0 < —2Di(8,€) = 2D, (1,€) +2G1(1,€) + 2Ga(t,6).
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2.6 Zeitliche Asymptotik

Die nachfolgend auftretenden Konstanten c¢;, ¢ und ¢, seien wie unter (i) definiert. Statt (2.34)
verwenden wir nun

2(1+ |E) Da(t,€) = 20n00lé*((a K () AW)],, +[SL] [L] V8,V (1,)
+ 200 (1 +€1°) — al€)((ISLI,, + [L1,,)V (£,€), V(£.,€)

+2(1 — an) (1 + €)1, V ¢, < 3)
> 20,0501 62|V (£, 6)|” +a1c2(1+|s| (T = Preerc)) V (1, 6)[°

fir ay, o0 € (0,1]. Anders als in (i) ist hier die grobere Abschétzung ([L]s, V(t,6),V(t,E) >
geméB der positiven Semidefinitheit von [L]s, ausreichend. Nach einer entsprechend verkurzten
Variante von (2.35), vergleiche auch [UDK12, (3.22)], ist

2(1+ €11 G1(t,€) = 20n0a]¢| Re(iaK (W) LTy, — Peorr)) V (£,€), V(£,€))
S 05105201‘5’2“7(15,5”2 + QIQQ%?’(IHL Pker(L))‘//\v( 5)’2 .

Somit ergibt sich

2(1+ [€]*) (—=Di(t, €) + Gi(L,€)) < —04104201\§|2“7(t7§)‘2

fir a; € (0,3] und 0 < a» < min{3,d>} mit dy := o (t,€) und Go(t,€)
konnen die Abschéitzungen (2.37) und (2.38) iibernommen werden, dabei ist lediglich (1 + |£]?)?
durch (1 + |£[?) zu ersetzen. Insgesamt erhélt man

2(1 + ’5‘2) (_Dl(tug) - DQ(tvf) + Gl(taf) + GQ(t7§))
< —%almcugﬁ\v(t,g)f — 20¢f* (s (1 + 1) - 4a1a22—:|§]2>\(1m — Peare)) V (£,

IN

1 ~
—saaxalgl V(L)

sofern 0 < oy < min{3, °'21c°'76} und 0 < o, < min{%,d>} gelten. Wenn wir die Parameter oy und a
schlieflich so wéhlen, dass 0 < a; < min{3,dj, S} und 0 < ay < min{ 1, dy} erfiillt sind, folgt

wie zuvor

V(t 5)|<ce’c<1l+§||zl2>t|x7(t O mit ci=—20  und O =
’ - ’ ' 4a1(a1,a2) ‘ a?(a17a2) . ]

a (041, 042)

Neben der Abschétzung im Fourierraum erhalten wir auch ein Resultat zur Dissipativitdt im
Sinne von Shizuta-Kawashima.

Satz 2.12 (Dissipativitéit fiir symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme). Das System (2.19)
erfille die Bedingungen (A), (K), (S), (B) und (BKS). Dann ist das System unter der Bedingung
(S1) gleichmdfig dissipativ vom Typ (1,2) und unter der Bedingung (S2) gleichmdf$ig dissipativ
vom Typ (1,1) im Sinne von (2.15).

BEWEIS: Die Aussage liefle sich wie in [UDK12, Theorem 4.2] begriinden. Wir méochten einen
alternativen Beweis angeben, der die Losungsdarstellung aus Satz 2.2 nutzt. Es sei 8(§) := @ lﬂmz

im Fall der Bedingung (S;) und 5(§) := 14‘5\‘ = im Fall der Bedingung (S2). Nach Satz 2.11 existieren

zwei Konstanten C, ¢ € R, sodass fir alle V; € H 2(]R)m alle t € [0,00) und fast alle £ € R gilt:
(A7)~ 2MOANH(FV)(©)] = [FSOV(E)] < Ce PO [(FVo)(€)] -
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2 Symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme

Da |(A°)z-] und |-| dquivalente Normen auf C™ bilden und (A°)2.% : H*(R™)™ — L3(R")™
surjektiv ist, folgt daraus |eM©!f(&)] < Ce=PO|f(¢)] fir alle f € L3(R™)™, alle t € [0,00)
und fast alle & € R™, wobei die Konstante C entsprechend der Normenédquivalenz anzupassen ist.
Insbesondere trifft diese Aussage auf jedes f € C3°(R™)™ zu und aus Griinden der Stetigkeit gilt die
Abschétzung dann auch punktweise in £ € R™. Da zu einem £ € R™ und einem Vektor z € C™\{0}
stets ein f € C°(R™)™ mit & € supp(f) und f(&) = x existiert, muss schon |eM®tx| < CePO)t| |
fiir alle z € C™, also ||eM©||cmxm < Ce P gelten. Nach Definition der Wachstumsschranke w
und der Tatsache, dass diese mit der Spektralschranke s iibereinstimmt (siehe Abschnitt 2.5.2),
folgt daraus

max{Re(A(€)) | A(€) Eigenwert von M(€)} = s(M(€)) = w (™) < —eB(€)

fiir alle £ € R™. Dies entspricht jedoch gerade der gleichméfigen Dissipativitdt im Sinne (2.15)
von Shizuta-Kawashima. O

2.6.4 LP-L9-Abschatzungen

Aus den Abschitzungen im Fourierraum lassen sich eine L2-L2- und eine L'-L>-Abschéitzung so-
wie daraus durch Interpolation eine LP-L?-Abschitzung fiir die Losung des Anfangswertproblems
(2.16) bzw. (2.19) herleiten.

Wir legen dazu die folgenden Schreibweisen fest: Ist k € Ny, p € [1,00] und f € WHkP(R™)™ so
soll der Ausdruck 9% f € LP(R™)™ bedeuten, dass 9% f := (0% f1,...,0%f,,)" fir alle @« € N mit
la| = k in LP(R™)™ liegt. Dabei ist 95 := 927 ...02". Entsprechend ist mit FZ9Ff € LP(R™)™
gemeint, dass F (00 f) == (F (0% f1), ..., F (0% f,,))" fiir alle @ € NI mit |a| = k in LP(R")™ liegt.
Die Ausdriicke [|0F f|| @)= und ||.Z 0% f||L» @)= sind zu lesen als

&=

||8§f’|LP(Rn)m = (Z |8af||Lp(]R")m> ) ||‘gzakf||LP R™)™ = (Z ||J 8a HLP(R")’")

lee| =k |l =k

fiir p € [1,00), und im Fall p = oo

1047 e = O [Py = | PO P

Satz 2.13 (LP-L*-Abschitzung). Es seien s, so € Ny mit s < s und p € [1,2]. Das System (2.16)

bzw. (2.19) erfille die Bedingungen (A), (K) und (S) bzw. (A), (K), (S), (B) und (BKS). (S(t)):>0

bezeichne die zugehorige Cy-Halbgruppe, wie sie in Satz 2.2 (i) bzw. (ii) gegeben ist. Dann liegt
(i) unter der Bedingung (S;) ein Abklingverhalten des folgenden Regularity-Loss-Typs vor:

30, € RY 30, € R YV, € H5(R™)™ 0 W*#(R™)™
Vi kleNymitk+1<sundj <min{n(l—l)+k,so} Vt e [0,00) :
JOESWVoll ey < 1+ )G D D0Vl 4 Colt + 00

LP(R™)™ L? (R™)™

(ii) unter der Bedingung (S;) ein Abklingverhalten des folgenden Standard-Typs vor:
3¢, € R 30, € RT 3 € R YV, € H3(RY)™ 0 W #(R")™
Vi k€ Nymitk<sundj< min{n(l — l) + k, s} Vit e[0,00):

058 (OVall oy < Col1 4+ O FE DTG |y o + Cae |04 Vol 2 gy

LP®™)™
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2.6 Zeitliche Asymptotik

Bewers: In [UDK12, Theorem 2.2, 2.4] findet sich die Aussage fiir den Fall, dass ein symmetrisch-
hyperbolisches System vorliegt und sq = 0 und p = 1 ist. Wir zeigen, dhnlich einem Beweis in
[JROO, S.43f.], dass die hier formulierte Verallgemeinerung gilt. Vorerst sei s € N mit s > 2. Die
folgenden Aussagen sind fiir alle t € [0, 00) und beliebige V, € H*(R™)™ N W5o-»(R™)™ giiltig.
Es sei k € Ny mit £ < s. Nach dem Satz von Plancherel A.8 und der Ungleichung A.11 (siche
Anhang A.3) gilt fir eine Konstante ¢y € R*, die wegen k£ < s unabhéngig von k gewéhlt werden
kann,
|0ES(1)Vall;

2
2 R™)™

|7 @ SV < colll-*F SOV,

L2R™)™ R™)™

2 2
—a( [ _PEsewEr s [P sower ).
|§1<1 |§1>1
Fiir |.#(S(t)V5)(€)| haben wir die Abschidtzungen aus Satz 2.9 bzw. Satz 2.11 zur Verfligung.
(i) Unter der Bedingung (S;) ergibt sich mit der Abschéitzung (2.21) aus Satz 2.9 bzw. (2.23) aus
Satz 2.11

—QCL”t
1oz ( V(JHLz(Rn)m = Co</£<1|§|2ke THEPP ' (V) (€)| de

l¢)?
N / e THET (2 V3)(©)| d§> (2.40)

Fiir [€] <1 ist ﬁ > 11¢|” und daher

726#‘1)5 2(k—j clel2 ;
/|§|<1|§|2k6 (+1e? |(yVo)(§)|2d§ < /§|<1|£| (k=) ,— el t||£|J(yVo)(£)|2d§,

wobei wir ein beliebiges j € Ny mit j < min{n(% — 2) + k, so} wihlen kénnen. Mit der Hélder-
schen Ungleichung A.1 folgt daraus
2-

- 7‘ ‘ i) =2 c_P 2
[ JePre w7 Vo) @ﬁﬁs@</ mﬂk”ﬂw22v5%9 I (FVo)l2r oy
l€l<1 lgl<1

fiir eine Konstante ¢; € R*. Mithilfe der Ungleichungen A.11 und A.16 ergibt sich weiter

LPoT (R™)™

B H 2 2(k—j
[ T VO de < e ) CTEE )R o)

202(1+t)_n(% 3)=(e=d) ||ﬁ' 8J%)HLP T(R")™

fiir eine Konstante ¢, € R*, die wegen k& < s und j < s, unabhéingig von k und j gewéahlt
werden kann. Da j nicht grofier als s ist, liegt 37V, in LP(R™)™; des Weiteren sind p € [1, 2] und
% + —— = 1. Dies sind die Voraussetzungen, um mit der Ungleichung von Hausdorff-Young A.10
auf

(2.41)

LP(R™)™

||<1|§\ e THET (FVp) (€))7 dE < es(1 4+ )G gy |2

mit einer Konstanten 03 € R* schlieflen zu konnen. Fiir den zweiten Integralterm aus (2.40) ergibt

sich mit (1Jl|£| 2)2 > 4|5|2 fiir || > 1 sowie den Abschétzungen aus Lemma A.11 und Lemma A.16
_ # ]
/ €[ e e }(J‘/O £)|2df < sup|¢| He 5l t/ |§|2(k+l)| | de
€21 i o
< (14670 Vo s o (2.42)
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2 Symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme

fiir eine Konstante ¢, € RT, sofern | € Ny so gewahlt wird, dass k + [ < s ist. Insgesamt haben
wir damit

|95S( VOHL 2@y < CoCs(1 + £y~ (5-1)- (k- (A Hm gy T Coca(1+1) lHakH%HL2(R")’" '

Ziehen wir noch die Wurzel und verwenden die Ungleichung va + b < va++/b fiir a,b > 0, ergibt
sich die behauptete Abschatzung.

(ii) Unter der Bedingung (S;) wird das Abklingen im Fourierraum durch (2.22) aus Satz 2.9 bzw.
(2.24) aus Satz 2.11 beschrieben. Die Abschatzungen (2. 40) und (2.41) behalten ihre Giiltigkeit,
wenn man darin und in deren Herleitung a +| £| 77 durch | 3 ersetzt Die Ungleichung (2.42)
vereinfacht sich, da der dann auftretende Exponentialterm e—%u,g‘z fiir || > 1 wegen 15‘5‘2 > 2
direkt durch e~ abgeschétzt werden kann.

Fir s € {0,1} kann Vo € H*(R™)™ N W#-?(R")™ aufgrund der Dichtheit von C3°(R™)™ durch eine
Folge aus C§°(R™)™ approximiert werden. Da S(t) auf H*(R")™ stetig ist, tbertrégt sich die fiir
die Folgenglieder geltende Abschétzung auf V. O

Bemerkung 2.14 (Regularitdtsanforderungen). In [XK15] wurde fir den Fall einer symmetri-
schen, positiv semidefiniten Matrix L unter der Shizuta-Kawashima-Bedingung gezeigt, dass die
Regularitat L? (R”)’”HB 5 (R™)™ zu s > 0 ausreicht, um die Abklingrate (1+¢)~% zu erzielen. Ins-
besondere gilt fiir den homogenen Besovraum die Einbettung L?(R") — By 5 (R™) fiir s = n(% -.
Damit kann also die in der LP-L2-Abschitzung geforderte Regularitit an die Anfangsdaten ab-
geschwécht werden. Andererseits kann eine etwas héhere Regularitdt der Anfangsdaten zu einer
besseren Abklingrate fithren. So wurde bei konkreten Gleichungen in [DS13; RS13] fiir Anfangsda-
ten aus L?(R) N L*(R, (1 + |z|)” dz) mit v € [0,1] ein gegeniiber Anfangsdaten aus L?(R) N L*(R)
um den Faktor (1 +¢)~% besseres Abklingen erreicht.

Satz 2.15 (L'-L>-Abschétzung). Es sei s € Ny bzw. s € N und das System (2.16) bzw. (2.19)
erfille die Bedingungen (A), (K) und (S) bzw. (A), (K), (S), (B) und (BKS). (S(t))i>0 bezeichne
die zugehorige Cy-Halbgruppe, wie sie in Satz 2.2 (i) bzw. (i) gegeben ist. Dann gilt

(i) unter der Bedingung (S1):

30, €RT3C, e RYVV, € WL (RM™ VI € Ngmit k+1<s Vt € [0,00):
l0ks @)V < CLL+8)7 % [Voll g gy + Co(L+ ) 7#[| Vol yosrinsnn

LOO(Rn)m (Rn)m .

(ii) unter der Bedingung (S2):

IC eRT YV, e WH AR ™ Vi € Ny mit k < s Vt € [0,00) :
[0S () Vol| <O+ )75 Vol yasnin

L= ®™)™
BEWEIS: Der Ausdruck S(¢)V, ist fir V, € Wt tL(R™)™ wohlerklart und liegt in H**(R"™)™
denn nach den Einbettungssitzen A.3 und A.4 ist Wt +LHR™)™ — WetL2(R™)™ = HsH(R™)™
Ein Beweis in [JR00, S.83] liefert die Begriindung fiir die Abschétzung im Fall (ii). An diesem
orientieren wir uns auch, wenn wir nun die Abschitzung fiir die Situation aus (i) beweisen. Die
folgenden Aussagen gelten stets fiir beliebige Vi € Wt +LLH(R™)™ und ¢ € [0, 00).

Es seien k,l € Ny mit k£ + [ < s. Manche der im Folgenden auftretenden Konstanten héngen

®™

zunéchst von k oder [ ab, kénnen jedoch dann wegen k + 1 < s auch unabhéngig von k£ und ! (und
nur noch abhingig von s) gewahlt werden.
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2.6 Zeitliche Asymptotik

Unter der Bedingung (S;) gilt im Fourierraum die Abschétzung (2.21) aus Satz 2.9 bzw. (2.23)
aus Satz 2.11. Mit dieser und Lemma A.11 ergibt sich

T
| ASEVo) | gy < co [ Jelfe TP (FVi)(6)] g

‘00(/5461 T (POl de+ [l T (2 (o))

|€1>1

.. .. . HE 11¢12 .. . 1€)? 1
glr eTi Ili(znstante co € RT. Fur €] < 1 ist e 2 31€]7 und fiir | > 1 gilt e 2 1
amit folg

|7 (958 (t) Vo)

o gy

kE_—<|gt kel o=l —2|¢| 2t
<ol [l @de+ [ |<ﬁvo><f>|dg)
“ (HQVOHL“’(R")’" /|£|§1|§’k6252t g+ ‘Sﬁzpl\gy*le*ﬂﬁ'_?t /521‘§|k+l’ 3] d§>

fir eine Konstante ¢; € RT. Die Terme flf‘gl\ﬂke—ilﬂ?t d¢ und suplazllf\*le—%\i\’?t sind nach
Lemma A.16 verantwortlich fiir die Abklingraten. Die Norm [|.# Vj|| &)= ldsst sich nach der
Ungleichung von Hausdorff-Young A.10 durch ||V || ;1 gn)» abschétzen. Demzufolge existieren zwei
Konstanten ¢y, c5 € RT, sodass

P

|-Z (05S(t) Vo

ey +es@ 4078 [ e TIFVE)dg

1€1>1

gilt. Zu untersuchen bleibt noch der Ausdruck f|§|21|£|k+l](ﬁ%)(§)| d¢. Fiir diesen ergibt sich

[ v ©ld < [ 16 e ) v @) ag
< [ IS ) (Vo)) ag

< a4

L>®(R™)™
k+l+n+1 )
< gktidntlc Z H|"]y%”Lm(Rn)m
j=0

fiir eine Konstante ¢, € R, wobei im vorletzten Schritt die Holdersche Ungleichung A.1 sowie die
Beschriinktheit des Integrals [, (1 + [£])~("*Y d¢ ausgenutzt wurden. Des Weiteren erhélt man
mithilfe von Lemma A.11

k+l4+n+1 k+l4+n+1 k+l+n+1

7=0 j=0 7=0

fiir eine Konstante ¢5 € R™. Auf ||.#(97V})|| 1> &)= konnen wir fir j € {0,...,k +1+n+ 1}
noch die Ungleichung von Hausdorff-Young A.10 anwenden. So ergibt sich fiir das verbleibende
Integral

- k4+1+n+1 i
LTI <o > 10l = coll Vol oy

J=0
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2 Symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme

fiir eine Konstante ¢ € RT. Insgesamt finden wir also zwei Konstanten C;,C, € RT, sodass fiir
alle k,l e Nomit k+1<s

_kin _L

|7 (958 (£)Vo) < G114+ 7 [Vollprgnym + Co(L+6) 72 [Vol| pasrsnsnn g

gilt. Wie anfangs begriindet, liegt 9%S(t)V, in L*(R™)™. Also ist 9*S(t)Vy, = F 1 F(0ES(t)Vp).
Die letzte Ungleichung besagt nun aber insbesondere auch, dass . (9¥S(t)V,) in L*(R™)™ liegt.
Nach Satz A.7 ist die Fourier-Riicktransformation als Abbildung von L'(R™) nach L>(R") stetig
mit .77 o1t @y, e @ry) < (27)7 2. Daher gilt

1058 () Vo] REACAIOIB] < (2m) %

L>=(R™)™ = H L (R™)™ (8§S(t)%)||L1(R")m ’

woraus sich zusammen mit der vorherigen Ungleichung die behauptete Abschitzung ergibt. [

Satz 2.16 (LP-L?-Abschétzung). Es sei s € Ny bzw. s € N und das System (2.16) bzw. (2.19)
erfille die Bedingungen (A), (K) und (S) bzw. (A), (K), (S), (B) und (BKS). (S5(t))i>0 bezeichne
die zugehorige Co-Halbgruppe, wie sie in Satz 2.2 (i) bzw. (ii) gegeben ist. Des Weiteren seien
p € [1,2] und q € [2,00] mit l—i— L=1. Zuqe {2,0} sei N := (n+1)( —%) und zu q € (2,00)
sei N € N mit N > (n+ 1)(1 — 7) Dann gilt

(i) unter der Bedingung (S;) die folgende LP-L?-Abschditzung vom Regularity-Loss-Typ:

AC eRY VYV, € WNP(RY)™ Vel € Ny mit k+1< s Yt € [0,00) :

_min{k+n,l} (4 2)_min{k,l}
1S AV ey < 1+ 05 OBV

(ii) unter der Bedingung (S;) die folgende LP-L?-Abschdtzung vom Standard-Typ:

JC R YV, € WHNP(RM)™ Vi € Ny mit k < s Yt € [0,00) :
10ES )V <O+ 0DV s oy

A
BEWEIS: Fiir ¢ € {2,000} ergeben sich die Aussagen als unmittelbare Konsequenz aus den Sétzen
2.13 (mit sp = s, p = 2 und j = 0) und 2.15. Sei daher ¢ € (2,00) und dazu p =1 — é € (1,2).
Wir beschrénken uns auf den Beweis fiir den Fall (i); die Behauptung unter (ii) zeigt man analog.
Aus der LP-L2-Abschitzung aus Satz 2.13 erhalten wir, wenn wir darin j := 0 und das dortige p
als 2 wahlen,

(SISO allaarye ) = 15OVl e

la|=k
<OV 1+ 1) Vol oy + Cal1 + 87305 Va| 2 gy
S max{Cl, 02}(1 + t) mm{k = H‘/OHW“" 2 (R™)™
< a1+ 07 Vo sy

fir eine Konstante ¢; € R*. Die Ungleichung gilt fiir alle k,1 € Ny mit k+1 < s, fiir alle ¢ € [0, 00)
und fiir alle V, € H*H(R™)™ = WHE2(R")™ = BSEHR™)™ (zur Identifikation der Rdume siehe
Satz A.3 (ii)). Anders formuliert bedeutet sie: Fiir alle a € N} mit |a| = k ist

min {k 1}

Iy oS(t) € iﬂ(BgEl(Rn)ma LQ(RH)M) mit Haa o S(t H,,sf(Bk“(R")m LZ(R”)”) <al+t)”
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2.6 Zeitliche Asymptotik

Zugleich ist auch
07 0 S(t) € Z(Bri (R, L¥(R")™)
mit |05 o S(t

min{k+n,l}
2

M gt @eyn pm gy < 21417
fir alle @ € N mit |a] = k und eine Konstante ¢, € R, denn gemif der L'-L>-Abschitzung
aus Satz 2.15 und der stetigen Einbettung By {'t"+!(R")™ < WkHHn+LLRM)™ aus Satz A.3 (iii)
gilt fiir alle V5 € Bf T (R")™ und alle ¢ € [0, 00)

k+n

|02 (Vo o gy < Crll+ 875 WVollpamyn + Col )75 Vol yrsriens oy

S maX{C’l, CQ}(l + t)imin{k;r"’” ’|%||Wk+l+n+l,l(Rn)m

min{k+n,l}

< a1+ G et e
Wir ermitteln nun die benétigten Interpolationsriume zwischen L?(R™)™ und L*(R")™ sowie

zwischen BS3/(R™)™ und By """ (R")™ mithilfe von Satz A.5. Nachdem ¢ vorgegeben ist, ist der

Typ 6 des komplexen Interpolationsfunktors zu bestimmen. Um den gewiinschten Zusammenhang
L4 (Rn)m — [L2 (Rn)m, L>® (Rn)'m} )

zu erreichen, muss 6 durch % = 1;29 + % = %, also 0 :=1— % € (0,1) festgelegt werden. Die

entsprechende Interpolation der Besovrdume ergibt dann
[By 4 (R™)™, By " H(R")™],_, = B} ,(R")"™

2
-2

_|_1_2 —1_1

2
1-(1-2)
2 q q’

mit 7 = (1—(1=2)) (k+)+(1=2) (k+i+n+1) = k+i+(n+1)(1-2) und | =
also v = p. Da [+, -];_2 ein exakter Interpolationsfunktor ist, folgt

dg o S(t) e Z(By ,(R™")™, LY(R")™)

_2
q

fir alle & € Ny mit |a| = k, wobei die Operatornorm durch

105 © S(1)

1-0 0
2By, @™ LIy S 1S(¢) ||g(B§§l(R")"L,LQ(R")’") 15(¢) H;’f(ij“"'*’l(R”)’”,L‘”(R")m)

min{k,l}

<A+ 1)TTE 001 4-0)

min{k+n,l}
—min{binilg

min{k4n,i} 2\  min{k,l}
2 (175)7 q

=cic, "(1+1)"
beschriankt ist. Dies bedeutet wiederum, wenn wir die wegen k + [ + N > r nach Satz A.3 (iv)
geltende Einbettung
Wk+l+N7p(Rn)m N B;)p(Rn)m

beachten, dass eine Konstante C' € R* existiert, sodass fiir alle V, € Wk+HNp(Rr)m

Jets (vl Tl

K H%||Wk+l+N,p(Rn)m,

<C(1+1)

Lq(Rn)m,
gilt. Insbesondere ist diese Abschitzung fiir alle Vo € W*TV2(R")™ giiltig. Es sei noch ergénzt,
dass aus den Einbettungen

ijnle(Rn)m N WernJrl,l(Rn)m N Ws+1,2(Rn>m — Hs+1 <Rn)m SN Hs(Rn)m — B§)2(Rn)m
sowie der Definition eines Interpolationsfunktors die stetigen Inklusionen
WENP(R™)™ < [B3,(R™)™, Bii" ™ (R")™] | _, <= B3,(R")™ + B " '(R")™ — H*(R")™

folgen. Fiir V, € WstN-P(R™")™ entspricht S(-)V, also der Losung aus Satz 2.2, denn wie dort
gefordert und soeben begriindet, liegt V; auch in H*(R™)™. Ol
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2 Symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme

2.7 Symmetrisch-hyperbolische Systeme mit Nebenbedingungen

Zum Abschluss des Kapitels iiber allgemeine symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-hyper-
bolisch-parabolische Systeme betrachten wir noch eine spezielle Form von symmetrisch-hyperboli-
schen Systemen, ndmliche solche, die zusétzlich einer Nebenbedingung unterliegen. Konkret geht
es um Anfangswertprobleme der Form

A°9,V + En:Ajal.jV +LV =0 in(0,00) x R", (2.43a)
}];;/1 - zn: Q’0,,V =0 in (0,00) x R", (2.43b)
j=1
V0, )=V, inR". (2.43¢)
Die Matrizen A°, Al,..., A" und L sollen in R™*™ fiir ein m € N mit m > 2 liegen und die Be-

dingung (A) aus Abschnitt 2.6.2 erfiillen, sodass (2.43a) ein symmetrisch-hyperbolisches System
darstellt. Die Gleichung (2.43 b) beschreibt eine Nebenbedingung. Dabei sollen R, Q', ..., Q" aus
R™™ fiir ein 7 € N mit r < m und mindestens eine dieser Matrizen ungleich der Nullmatrix
sein. Fiir £ € R™ sei wie zuvor A(§) := >7_, A’¢; und entsprechend Q(&) := Y7, Q7¢;. Alle
L?(R™)™-Funktionen, die die Nebenbedingung erfiillen, fassen wir in der Menge

N = {W € L*(RM)™ ‘ RW + zn:Q-jaTjW = 0}

j=1

zusammen. Derartige Systeme mit Nebenbedingungen wurden von R. Duan, S. Kawashima und
Y. Ueda in [UDK12] mit einer angepassten Variante der in Abschnitt 2.6 beschriebenen Methode
erfasst. So werden die Bedingungen (A) und (S) in der dortigen Formulierung ibernommen und
um eine weitere Bedingung (C) ergéanzt. Die Bedingungen (K), (S;) und (Sz) werden durch neue
Bedingungen (K*), (S7) und (S}%) ersetzt, die die Eigenschaft (2.43b) einer Losung berticksichtigen.

Bedingung (A) und Bedingung (S). Siehe Seite 32.

Die neu hinzukommende Bedingung (C) stellt zusammen mit (A) die eindeutige Losbarkeit des
Systems (2.43) sicher.

Bedingung (C). Fiir alle w € S ! erfiillen die Matrizen Q(w) und R die Eigenschaften
¢ Q(w)(A%) "Aw) =0,
e R(AY) 'L =0,

1

¢ Q(w)(A°) 'L+ R(A%) "A(w) = 0.

Satz 2.17 (Wohlgestelltheit symmetrisch-hyperbolischer Anfangswertprobleme mit Nebenbedin-
gungen). Es sei s € Ny und Vo € H*(R")™ NN. Handelt es sich bei (2.43a) um ein symmetrisch-
hyperbolisches System im Sinne der Definition 2.1 (dies ist unter der Bedingung (A) der Fall) und
erfillen die Matrizen des Systems (2.43) die Bedingung (C), so existiert eine eindeutige Losung
S(-)Vh € CO([0,00), H*(R™))™ mit S(t)Vy € N fiir alle t € [0,00).

BEWEIS: Nach Satz 2.2 besitzt das System (2.43a) unter der Anfangsbedingung (2.43 ¢) eine ein-
deutige Losung S(-)V, € C°([0, 00), H*(R™))™. Aufgrund der Bedingung (C) gilt, wie in [UDK12]
gezeigt wurde, < (RZS()Vo(&) +iQ(€)ZS()Vo(€))(t) = 0 fiir alle t € (0, 00) und fast alle £ € R",

7 dt
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2.7 Symmetrisch-hyperbolische Systeme mit Nebenbedingungen

und nach Voraussetzung erfiillt der Anfangswert R.# V(&) +iQ(£).#V,(§) = 0 fur fast alle £ € R™.
Damit muss aber schon RZS(t)Vy(§) + iQ(£)-ZS(t)Vo(€) = 0 fiir alle t € [0,00) und fast alle
¢ € R™ gelten, woraus durch Anwenden der Fourier-Riicktransformation folgt, dass S(-)V, die
Nebenbedingung (2.43b) erfiillt. O

Die Nebenbedingung birgt zusétzliche Informationen tiber die Lésung, die man sich bei der Un-
tersuchung des zeitlichen Abklingens zunutze machen kann. Dies schldgt sich in den folgenden
Bedingungen nieder, die eine Abschwéchung der bisherigen Bedingungen (K), (S;) und (S,)
darstellen. Es bezeichne darin P,(g) € R™" die orthogonale Projektion von C" auf das Bild
im(R) := {Rxz |z € C™} unter der Matrix R.

Bedingung (K*). Es existiert eine Abbildung K € C>(S"~!,R™*™), sodass fiir alle w € S"!
gilt:

e K(—w)=—-K(w),

o (K(@)4")' = —K(w)A,

o [K(w)A(w)],, > 0 auf ker(L) N X,,, mit X, := {z € C" | (L, = Punr)Q(w)z = 0}.

Bedingung (S;). Zu der Matrix S aus der Bedingung (S) existiert eine Matrix S € R"™*" sodass
gilt:
. [g]sy > 0 auf im(R),

o i[SA(w) — (Pim(R)Q(w))TgR]asy > 0 auf ker([L] ) fiir alle w € §*~".

Bedingung (S3). Zu der Matrix S aus der Bedingung (S) existiert eine Matrix S € R™*", sodass
gilt:
. [Sv]sy > 0 auf im(R),

o i[SA(w) — (Rm(R)Q(w))TgR]asy > 0 auf C™ fiir alle w € S"7'.

Aus den genannten Bedingungen lassen sich auf dhnliche Weise wie im Fall ohne Nebenbedin-
gungen Aussagen zur Asymptotik in Form einer Abschitzung im Fourierraum und einer LP-L9-
Abschétzung ableiten.

Satz 2.18 (Abschitzung im Fourierraum fiir symmetrisch-hyperbolische Systeme mit Nebenbe-
dingungen). Es sei s € N. Das System (2.43) erfille die Bedingungen (A), (C), (K*) und (S).
(8(t))i>0 bezeichne die Cy-Halbgruppe aus Satz 2.2 (i), die nach Satz 2.17 die Lisung beschreibt.
Dann gilt

(i) unter der Bedingung (S;): 3C € Rt Jc e RTVV, € H¥(R")" NN VEeR"Vt e [0,00) :

o leP
| Z(S(HV)(€)] < Ce A+

t|

(FVo)(©)]-
ii) unter der Bedingung (S;): 3C € RT 3ce RTVV, € H¥(R")" NN VEeR" Vi € [0,00) :
2

e,
| Z(S(t)Vo)(&)] < Ce I |(F Vo) (€)].

(Siehe [UDK12, Theorem 5.2, Theorem 5.3].)
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2 Symmetrisch-hyperbolische und symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Systeme

Satz 2.19 (LP-L9-Abschétzung fiir symmetrisch-hyperbolische Systeme mit Nebenbedingungen).
Es sei s € Ny und das System (2.43) erfille die Bedingungen (A), (C), (K*) und (S). (S(t))i>0
bezeichne die zugehirige Cy-Halbgruppe aus Satz 2.2 (i), die nach Satz 2.17 die Lésung beschreibt.
Des Weiteren seien p € [1,2] und q € [2, 00] mit % + % =1. Zuq € {2,00} sei N:=(n+1)(1— %)
und zu q € (2,00) sei N € N mit N > (n+1)(1 — %) Dann gilt

(i) unter der Bedingung (S;):

JCERT YV, € WP (RY) ™ AN VE, 1€ Ny mit k+1<s Vt€[0,00):
105 SO Vol yo gy < C(L+1)

minfhtmt} (1-2)—mintk) H‘/E)HWI@JrLJrN,P(]R")m :

(ii) unter der Bedingung (S):

JCeRT VYV, e WHVP(R)" NN Vk €Ny mit k <s Vte[0,00):
|BESE Vol oy < CA+H~FO=D 5|15

Lq(]Rn Wk+N,p(Rn)m .

BEWEIS: Die Beweise der Sétze 2.13, 2.15 und 2.16 bauten ausschliefSlich auf den Abschéitzungen
im Fourierraum aus Satz 2.9 bzw. Satz 2.11 auf. Diese Abschétzungen stehen uns mit Satz 2.18 in
selber Form auch fiir die symmetrisch-hyperbolischen Systeme mit Nebenbedingungen zur Verfi-
gung, sodass das Resultat gleicherweise folgt. Zu beachten ist nur, dass die Anfangsdaten zusétzlich
aus der Menge N gewihlt werden miissen, um die Wohlgestelltheit samt der Nebenbedingung zu
gewahrleisten. O
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3 Ein symmetrisch-hyperbolisches
Phase-Lag-System

Die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit und das moégliche Auftreten einer wellenférmigen Wiar-
meausbreitung waren die zentralen Aspekte, die Anreiz und Rechtfertigung fiir neue Wéarmelei-
tungsmodelle boten. Mathematisch gesehen machen sie fiir die entstehenden partiellen Differential-
gleichungen, so auch fiir die Phase-Lag-Systeme, einen hyperbolischen Charakter wiinschenswert.
Im Gegensatz zum Warmeleitungsmodell von Cattaneo, das auf eine gedampfte Wellengleichung
fiihrt, ist bei den Dual- und Three-Phase-Lag-Gleichungen anhand der Struktur keineswegs mehr
erkennbar, ob sich die Modelle einer hyperbolischen oder parabolischen Theorie zuordnen lassen.
Schon Tzou, der das Dual-Phase-Lag-Modell entwickelt hatte, sprach jedoch in [Tz097, S. 282, 284]
von einem hyperbolischen und einem parabolischen Dual-Phase-Lag-Modell. Dies motivierte sich
zum einen daraus, dass das Modell DPLW (2,1) mit dem sogenannten hyperbolischen Two-Step-
Modell korrespondiert, welches wiederum auf dem Gesetz von Cattaneo basiert (siche [Tz097,
10.1]). Zum anderen beruhte es auf der Uberlegung, dass die Dual-Phase-Lag-Gleichung (1.7) im
Fall m, = my mit

ame< 0" O gt 1) — w7 NG ))—T edrigerer Ord
atme 0Cy me! at , L ngl , L = l€erme niearigerer ranung

die Form einer Warmeleitungsgleichung, und im Fall m, = my + 1 mit
ome Tqmq 9?2 7.(;719
o () —
otmo (gc ot g (be) — K
die Gestalt einer Wellengleichung habe [Tz097, S.58f.]. Entsprechend wurde in [QRO8] fir die

Three-Phase-Lag-Modelle TPLW (1,1,1) und TPLW (2,1,1) argumentiert, wobei aber dort die Hy-
perbolizitat des zweiten Modells durch Angabe der Eigenwerte auch mathematisch belegt wurde.

'AG(t,x)> = Terme niedrigerer Ordnung
ry

In diesem sowie in den folgenden Kapiteln 4 und 5 stellen wir eine Auswahl an Phase-Lag-Modellen
vor, die sich mit einem symmetrisch-hyperbolischen System, einem solchen mit einer Nebenbedin-
gung oder einem symmetrisch-hyperbolisch-parabolischen System identifizieren lassen. Dadurch
klart sich zum einen die generelle Frage, welcher tibergeordneten mathematischen Theorie die
Phase-Lag-Modelle zuzuordnen sind. Zum anderen ergeben sich aus dieser Einstufung heraus
konkrete Aussagen zur Wohlgestelltheit des Anfangswertproblems und zur Ausbreitungsgeschwin-
digkeit sowie die Moglichkeit die zeitliche Asymptotik von Losungen mithilfe der in Abschnitt 2.6
vorgestellten Methode zu untersuchen. Diese stellt eine Alternative zur herkémmlichen direkten
Herleitung von Energieabschéitzungen dar und wurde bislang nur auf das Timoshenko-System, das
die Schwingung eines Balkens modelliert, und auf das Euler-Maxwell-System aus der Plasmaphysik
angewendet (siehe [UDK12]). Mit den Phase-Lag-Systemen der Warmeleitung und Thermoelasti-
zitdt prasentieren wir neue Beispiele, die sich mit der Methode behandeln lassen.

Das vorliegende Kapitel 3 widmet sich dem Dual-Phase-Lag-Modell DPLW (2,1) der Wérmelei-
tung, das sich als ein symmetrisch-hyperbolisches System darstellen ldsst. Die sich ergebende Ma-
trix L ist positiv semidefinit, aber nicht symmetrisch, weshalb die Shizuta-Kawashima-Bedingung
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3 Ein symmetrisch-hyperbolisches Phase-Lag-System

nicht zielfithrend ist. Mit den Resultaten aus Abschnitt 2.6.4 kénnen wir jedoch zeigen, dass unter
der Bedingung 27y > 7, ein Abklingverhalten vom Standard-Typ und fiir 279 = 7, ein Abkling-
verhalten vom Regularity-Loss-Typ vorliegt. Dieses Verhéltnis zwischen den Parametern 7, und
Ty trat bereits in [Qui02; BQR14] im Zusammenhang mit der Stabilitét in beschriankten Gebieten
auf und begegnet uns also nun im Ganzraum wieder.

Im zweiten Teil des Kapitels wird fiir das Modell DPLW (2,1) in einer Raumdimension die Asymp-
totik der Eigenwerte untersucht. Diese gibt Aufschluss iiber die Optimalitéit der erzielten Abkling-
raten und zeigt auch, dass durch Abziehen gewisser Losungsanteile die Abklingrate verbessert
oder der Regularitdtsverlust eingeddmmt werden kann. Die Auswirkungen der unterschiedlichen
Bedingungen 27y > 7, und 27y = 7, werden dabei nochmals besonders deutlich.

3.1 Dual-Phase-Lag-Warmeleitung DPLW (2,1)

Wir betrachten das homogene Anfangswertproblem zum Modell (1.6) der Dual-Phase-Lag-Wérme-
leitung mit der Entwicklungsordnung zwei fiir die Warmestromdichte ¢ und eins fiir den Tempe-
raturgradienten V@ zu vorgegebenen Anfangsdaten ¢y, ¢; : R — R”™ und 6, : R® — R.

DPLW (2,1)
q+ Tq + qutt = —kVl — k1y V0, in (0,00) x R", (3.1a)
—divg = oc,b; in (0,00) x R™, (3.1Db)
q(0,-) =qo, ¢(0,-) =¢q, 6(0,-) =6, inR". (3.1¢)

Als Raumdimension ist von mathematischer Seite aus n € N zuléssig, physikalisch bedeutsam ist
sicherlich nur n € {1, 2, 3}.

Unser Ziel ist es zunéchst, das System auf ein symmetrisch-hyperbolisches Anfangswertproblem
zu transformieren und einen sinnvollen Losungsbegriff fir (3.1) herauszuarbeiten.

3.1.1 Darstellung als symmetrisch-hyperbolisches System

Wir verwenden die folgenden Notationen: Zu n,m € N bezeichnet 0,,,, die n x m-Nullmatrix
mit der Abkiirzung 0,, := 0,,x,. I, meint die n x n-Einheitsmatrix. Fir den j-ten Einheitsvektor
im R” fir ein j € {1,...,n} schreiben wir e/ und sehen diesen als einen Spaltenvektor in R™*!
an; der entsprechende Zeilenvektor im R'*" ist (e/)T. Ist X ein Funktionenraum und f € X™,
so besteht f aus m Komponenten aufgefasst als Spaltenvektor f = (fi,..., f,,)". Sollen einzelne
oder mehrere Komponenten der Funktion herausgegriffen werden, so kennzeichnen wir dies in der

Form f; == (f)j. k= (fs,---, fu)" firj ke {l,...,m} mit j <k.

Definition 3.1 (Matrizen zu DPLW (2,1)). Fir das System DPLW (2,1) definieren wir die Kon-
stante T := 75 + (19 — 7,)* und die Matrizen

20:;7:_7—9 O21><n 01><n 0 (6%)1— 01><n
A0 = Opx1 %In 0,, , Al = 6{1 0, 0, f'U/f’j S {1, ,n}
0n><1 On In On><1 On On
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3.1 Dual-Phase-Lag-Warmeleitung DPLW (2,1)

O 01><n len
TqT(2T0—74) T
und L= |Onx1 75 yes: 1, %2 L,
T 1
0n><1 E In To In

Mit diesen Bezeichnungen handelt es sich bei

A9,V 4+ A9, V+LV =0 in (0,00) x R",
= V(0,)=V, inR"

um ein symmetrisch-hyperbolisches Anfangswertproblem im Sinne der Definition 2.1. Dieses be-
sitzt fiir s € N zu einem Anfangswert V, € H*(R™)?"*! nach Satz 2.2 (i) eine eindeutige Losung
S()Vo € C°([0,00), H*(R™))* 1 N C*([0, 00), H*~H(R™))***!. Wie wir wissen, stimmt dies auch
flir s € R, jedoch wollen wir uns auf Losungen beschrinken, die beziiglich des Orts mindestens
schwach differenzierbar sind, also im Sobolevraum W*?(R™)?"*! liegen, den wir mit dem Bessel-
potentialraum H*(R")*"*! identifizieren. Das Anfangswertproblem (3.2) ist zum urspriinglichen
Dual-Phase-Lag-System (3.1) in folgendem Sinn dquivalent.

Satz 3.2 (Aquivalenz der Systeme). Zu s € N seien Anfangsdaten qo € H*(R™)", ¢, € H*~}(R™)"
und 0y € H*(R™) mit $72q1 + k19V0y € H*(R™)" fiir (3.1) gegeben und dazu sei

27'960
Vo = QO
71— 75)q0 + % Q1 + KTVl

2Ty
(i) Ist V € C°([0,00), H*(R™))**! die Losung von (3.2) zum Anfangswert Vi, so wird durch

G(t) = Vo nir(t) und 6(t) = @vl() fiir ¢ € [0, 50)

eine Losung (q,0) von (3.1) beschrieben. Es gilt

g € C°([0,00), H*(R™))" N ([0, 00), H* " (R™))",
0 e CO Hs Rn)) mcl([o’ oo)stfl(Rn))
und L;Qt + KJTQVG € C°([0,00), H*(R™))" N C* ([0, 00), H* ' (R™))" .

(ii) Es sei(q,0) eine Losung von (3.1) mit g € C°([0,00), H*(R™))™, 6 € C°([0, 00), H*(R™)) und
%qut + kT VO € CO([O, OO), HS(R”))”. Wir setzen

5, 0(t)
V(t) = q(?) fiir t € 0,00) .
7,(1— ;qu)q(t) + Z2q,(t) + k7o VO(2)

Dann ist V in C°([0,00), H*(R™))*"** N C'(]0, 00), H*~*(R™))*"*! und lost das Anfangswert-
problem (3.2) zum Anfangswert Vj.
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3 Ein symmetrisch-hyperbolisches Phase-Lag-System

BEWEIS:

(i) Wie man an der Differentialgleichung (3.2a) sieht, liegt V auch in C*([0,00), H*~!(R™))?*"+!
und so sind nach Definition

g € C°([0, 00), H*(R"))" N C' ([0, 00), H*(R"))"
und 6 € C°([0,00), H*(R™)) N C*([0,00), H* *(R")) .

Die erste Zeile des Systems (3.2a) lautet

2901}7—9

OVi +divVy 1 = 08 +divg, (3.3)

~~~~

Oz(AOOtV)1~|—zn:(Aj81jV)1 +(LV), =

wonach (g, #) die Differentialgleichung (3.1b) erfillt. Aus den Zeilen zwei bis (n + 1) ergibt sich

0=(A9V), . +> (Ao, V),  +(@LV), .|
j=1
27 7,727 — T,) T
43_02 OVa i1 +VVi+ -2 473 ! Va . n+1— 277_6)2Vn+2 ..... 2n+1
7,7(2T9 — 7,) ToT
= - —VG Vn el - 3.4
i Q‘|‘42%+20 272 +2,...2n+1 (3.4)

Da neben ¢ auch V, 1o 2,41 in C°([0,00), H*(R™))" N C*(]0,00), H**(R™))" liegt, lesen wir aus
der Gleichung die Regularitét

7_2

?‘1 4+ KTy VO € C°([0, 00), H*(R™))" N C' ([0, 00), H*~*(R™))"

ab. Wenn wir auf (3.4) den Operator 2 (Id + 749,) anwenden, erhalten wir

7219 — Ty) 7,(219 — T,) T2 T2
0=""32 a+ 27 +7)qt+nve+at( G + K7 V0)
1
- 7Vn+27..472n+1 - 8t‘/’rL—l-Q ..... 2n+1
To
T,(219 — 7,) 72

1
= 27q + 7,9 + KVO + 81&( q: + HJTOVQ) t2, 2n41 — OtViga,  ont1 -
7'0 To

.....

Der Term _%Vn-&-Z _____ an+1 lasst sich durch 555 ¢ ausdriicken, denn die Zeilen (n+2)
bis (2n + 1) des Systems (3.2a) ergeben

0= (Aoatv)m-z ..... T Z A]a% V)n+2 ..... ni1 T (Lv)n+2 ..... 2n+1
j=1
-
= 0Vnia, 2n+1+277_2‘/2 ,,,,, ntl T Vn+2 ..... ont1 = OtVaio,  oni1 + oy 2q+ Vn+2 ,,,, 241 -
]

Damit folgt, da M =1 ist,

74(279 — 7) . T
0= qu + Taq + KV + at( g + KT V0) + 220
2
=g+ 7,q + KVO + at( @+ rsV0) (3.5)

o4



3.1 Dual-Phase-Lag-Warmeleitung DPLW (2,1)

Die Differentialgleichung (3.1a) ist also im Sinne von (3.5) erfiillt (siehe dazu die Bemerkung 3.3).
Aufgrund der Anfangsbedingung

2T990
V(0)=V, = CJO
(1 - 7)(]0 + 5 Q1 + ke Vb

279

gilt ¢(0) = (V(0))2,..ns1 = qo und 0(0) = 22(V(0)); = 6. Betrachten wir noch die Gleichung
(3.4) an der Stelle t = 0,

T,T(279 — T,) T2 T
0=-+-""_"240 2 _q,(0 —Vo(0 —(V (0
47_5 q( ) + 47_02 Qt( ) + 2T9V ( ) 27_‘92 ( ( ))n+2 ..... 2n+1 9

so liefert uns dies den verbleibenden Anfangswert
2

2 T, T,
q(0) + 7_[12<7'q(1 — 2—7‘;)(10 + gqql + HT@VGO) =q .

0(0) = — 250 79(0)

Tq TqTo

279 — Ty

(ii) Fir ¢ und 60 lassen sich die folgenden weiteren Regularitdten ableiten: Anhand von (3.1b)
folgt 6, € C°([0,00), H*~'(R")), also 6§ € C'([0,00), H*'(R")), da divg in C°([0,00), H*~'(R"))
liegt. Da V6 in C°([0,00), H**(R"))" und die Summe “*¢, + k7V0 in C°([0,00), H*(R"))"
ist, muss ¢; aus C°([0,00), H*~*(R"))", also g aus C'([0,00), H*~'(R"))" sein. Die Differential-
gleichung (3.1a) impliziert daraufhin g, + K7V € C'([0,00), H*~'(R"))". Damit liegt V in
CY(]0,00), H*(R™))*"*1 N C ([0, 00), H*~1(R™))?"*! und erfiillt mit

0(0) g,
Vo) = q((l) = CIO =V
(1= ;qu)q(O) + %"qt(O) + K7 VO(0) Tq(1 — %)QO + = 5 Ch + k19 Vb,

die Anfangsbedingung. Auflerdem 16st V' die Differentialgleichung (3.2a), denn da (gq,0) eine
Losung von (3.1) ist, ergeben sich fir V' die Gleichungen

2961)7_6

(8t ) +divVs, 41 = 0c,0; +divg =0,

(A9, V) +Z Ao, V), + (LV), =

Jj=1 KT

(AoatV)z ’’’’ +1 + Z(A]amj V)2 .... +1 + (LV)2 ..... n+1
j=1
72T (271 — 7,) T
= 4q77_928f‘/2 ..... nt1 +VV 4 TVQ ..... nt+l — 277_02‘/"'*'2 ----- 2n+1
7'(127 n KT Vo + 7,7(279 — 7,) T ( (1 Tq ) 4 T‘12 + V&) 0
_ T KT ALARS L vy o G = KT, =
17" o, T AT VA
und
(A°0V), 1y g F AV (L),

j=1

-
= O Viio, ont1 + 272 Voo nt1+ ?Vn+2 ..... 2n+1
)

1 T, T2
qur < q(l - ﬁ)qu —+q +/<m)V0)

:Tq(l o )qf+8f(2‘12qt+n79V9) 377 5

2

= q+ 7,0+ KVO+ at(T g+ KTV0) =0
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3 Ein symmetrisch-hyperbolisches Phase-Lag-System

Bemerkung 3.3 (Zur Differentialgleichung (3.1a)). Die Differentialgleichung (3.1a) ist zunéchst
im Sinne von (3.5) zu verstehen. Jedoch ist der Ausdruck g, zumindest in C°([0, 00), H*~*(R™))"
erklirt, was daraus folgt, dass zum einen 2¢, + k7yV6 in C*([0,00), H*~*(R"))" ist und zum
anderen 0,V = V0, aufgrund von 6 € C'([0,00), H*~'(R")) in C°([0,00), H*~*(R")) liegt. Da-
mit ist also ¢ € C*([0,00), H*2(R"))" und Zq + k7oV0, € C°([0,00), H*"'(R"))". Daneben
erhalten wir aus der Differentialgleichung (3.1b) auch 6 € C*([0,00), H* ?(R™)). Fiir s = 1 ver-
lassen wir hiermit allerdings den Bereich der schwachen Differenzierbarkeit. Insofern bildet aus
mathematischer Sicht der Term 8t(%“qt + k1yV0) den gegeniiber %qtt + k19 VO, natiirlicheren
Ausdruck. Gerade anders herum verhalt es sich jedoch unter dem Blickwinkel der physikalischen
Herleitung. Die Phase-Lag-Modelle gingen durch eine formale Taylorapproximation aus Delay-
Gleichungen hervor. Dabei kam der Term %"qtt als Glied zweiter Stufe aus der Taylorapproximati-
on der Funktion ¢ — ¢(t+7,, -) zustande, wahrend x7yV#6; dem Glied erster Stufe der Taylorreihe
von t — kVO(t + g, -) entspricht. Die beiden Ausdriicke entspringen also zwei voneinander vollig
unabhéngigen Taylorapproximationen und so kann der Term 8t(%qt + k719 V) nicht als Glied
einer einzigen Taylorreihe interpretiert werden.

Nachdem die Systeme (3.1) und (3.2) dquivalent sind und letzteres als ein symmetrisch-hyperboli-
sches Anfangswertproblem wohlgestellt ist, erhalten wir auch die eindeutige Losbarkeit von (3.1).

Korollar 3.4 (Wohlgestelltheit fiir DPLW (2,1)). Es seien s € N, qo € H*(R")", ¢, € H*~'(R")"
und 0y € H*(R™) mit %qql + k1eVOy € H*(R™)™ gegeben. Dann besitzt das Anfangswertpro-
blem (3.1) eine eindeutige Losung (¢,60) € C°([0,00), H*(R™))"*' N C'([0,00), H* " (R"))"*' N
C%([0,00), H*"2(R™))" ™ mit “Lq, + k79VE € C°([0,00), H*(R™))" N C*([0, 00), H*~*(R™))". Fiir
s> 2 42 handelt es sich um eine in Zeit und Ort klassische Lisung (q,0) € C*([0,00) x R"™)"1.

BEWEIS: Aufgrund der vorausgesetzten Regularitdt an die Anfangsdaten liegt V;, definiert wie in
Satz 3.2, in H*(R™)?"*!. Zu diesem Anfangswert besitzt das Problem (3.2) nach Satz 2.2 (i) eine
eindeutige Losung V' € C°([0, 00), H*(R™))*" ' NC*([0, 00), H*~*(R™))?"*!, woraus mit Satz 3.2 (i)
die Existenz einer Losung (¢, 6) von (3.1) mit der angegebenen Regularitiat folgt. Deren Eindeu-
tigkeit ergibt sich aus dem zweiten Teil des Satzes zusammen mit der eindeutigen Losbarkeit von
(3.2). Die C*([0,00) x R™)""'-Regularitat fiir s > 2 + 2 erhdlt man mithilfe des Sobolevschen
Einbettungssatzes A.4. O

Die Losung des symmetrisch-hyperbolischen Systems (3.2) weist nach Satz 2.3 eine endliche Aus-
breitungsgeschwindigkeit auf. Diese tibertragt sich auf die Losung (g, #) von (3.1) und kann explizit
berechnet werden.

Satz 3.5 (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit fir DPLW (2,1)). Zur € R seien Anfangsdaten
qo, 1 und By mit der Regularitit aus Korollar 3.4 gegeben und ihr Trager liege jeweils in B(0, 7).
Dann gilt fir die Losung (q,0) von (3.1) fir alle t € [0, 00)

supp ¢(t) € B(0,r +ct) und supp@(t) € B0, + ct)
mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ := \/%

BeEwEIs: Nach Korollar 3.4 gibt es eine eindeutige Losung (g, ) des Systems (3.1) und dazu 15st
V(t) = (3Z0(t), q(t), 7o(1 — 35)q(t) + Fa:(t) + kT V(1)) T fiir ¢ € [0,00) das Anfangswertpro-

2Ty
blem (3.2) zum Anfangswert V(0). Dessen Tréger liegt aufgrund der Voraussetzungen an qq, ¢

und 6, in B(0,7). Mit Satz 2.3 folgt supp V(t) C B(0,r + ct) und anhand der Gestalt von V'

56



3.1 Dual-Phase-Lag-Warmeleitung DPLW (2,1)

erkennt man, dass dies supp¢(t) C B(0,7 + ct) und supp@(t) C B(0,r + ct) fiir t € [0,00) im-
pliziert. Dabei ist ¢ der iiber alle w € S*~! grofte Eigenwert der Matrix (A°)~7 A(w)(A%)~=. Zur
Berechnung der Determinante von

n - L)Qc'ziT%wT 01><n
Nlansr — (A°) T2 AW)(A%) 72 = | - /27y, 0L, 0,
0n><1 On nIn

konnen wir fiir n # 0 die Formel det (& B) = det(D)det(a — BD7'C) fiir a € R, B € R'*?"
C € R* ! und invertierbares D € R?"**" verwenden (siehe [HJ13, S. 24 (0.8.5.1)]). Damit erhalten
wir

det<?712n+1 - (AO)f%A(w)(AO)*%) — det(nlgn)(n 1 2k7y \w|2> _ 772"71(772 27y )

1 0cyTy 0cuTy

und daraus die Ausbreitungsgeschwindigkeit in Form der Nullstelle ¢ = , /;:U—TT’; . O

Mit einem Blick auf die physikalischen Grofien (siehe Seite 5) kann man sich iiberzeugen, dass
es sich bei dem Ausdruck ¢ = |, ;% tatsdchlich um eine Geschwindigkeit handelt: Die Waér-
meleitfahigkeit x besitzt die Einheit ;WK, die Warmespeicherzahl oc, die Einheit m;]_K = HYZ;(

und die Verzogerungszeiten 7, und 7y werden in Sekunden s angegeben. Also trégt ¢ die Einheit
,/% . % -5 = " und damit die Einheit einer Geschwindigkeit.

Im néchsten Schritt sollen nun die Losungen des Dual-Phase-Lag-Systems DPLW (2,1) auf ihre
zeitliche Asymptotik hin untersucht werden. Dazu machen wir uns die erreichte Gestalt in Form
des symmetrisch-hyperbolischen Systems zunutze.

3.1.2 Zeitliche Asymptotik

Wir haben das Dual-Phase-Lag-System DPLW (2,1) auf die Form eines symmetrisch-hyperboli-
schen Systems gebracht. Die dabei entstandene Matrix L ist positiv semidefinit, aber nicht sym-
metrisch, weshalb die Methode aus [SK85; UKS84] iiber die Shizuta-Kawashima-Bedingung nicht
anwendbar ist. Wohl aber kénnen wir versuchen, das zeitliche Abklingverhalten von Losungen
mit der Methode aus den Abschnitten 2.6.2-2.6.4 zu bestimmen. Wir werden zeigen, dass das
symmetrisch-hyperbolische System (3.2) unter der Voraussetzung

219 > 7y

den Bedingungen (A) und (K) gentigt. Dartiber hinaus werden wir sehen, dass im Fall 27 > 7,
die Bedingungen (S) und (S;) und im Fall 27y = 7, die Bedingungen (S) und (S;) erfiillt sind.
Die genannte Voraussetzung an die Parameter kennen wir bereits aus den Untersuchungen in
[Qui02; BQR14] zur Stabilitét in beschréankten Gebieten. Dort wurde fiir 275 > 7, die exponentielle
Stabilitat und fiir 27y < 7, die Instabilitdt von Losungen nachgewiesen. Im Fall 27y = 7, suggerierte
die Stabilitatseigenschaft des charakteristischen Polynoms kein exponentielles, aber ein womdoglich
langsameres zeitliches Abklingen von Lésungen. Im Ganzraum wird sich dies nun in Form eines
Abklingverhaltens vom Standard-Typ im Fall 27, > 7, und eines solchen vom Regularity-Loss-Typ
im Fall 27 = 7, widerspiegeln.

Den Wortlaut der Bedingungen (A), (K), (S), (S;) und (S;) entnehme man dem Abschnitt 2.6.2
beginnend auf Seite 32. Die Gestalt der Matrizen A°, A',..., A" und L findet sich unter der
Definition 3.1 auf Seite 52. Fiir eine Teilmenge U C R™ fiithren wir noch die Bezeichnung span U
fiir die lineare Hiille {Zle oz | a; € C,z; €U, k€ N} C C™ ein.
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3 Ein symmetrisch-hyperbolisches Phase-Lag-System

Bedingung (A). Die Matrizen A", A' ..., A" sind symmetrisch und als Diagonalmatrix mit
positiven Eintrégen ist A° positiv definit. Da 275 > 7, vorausgesetzt ist, ist die Matrix

1 0 01><n len
Ly = 5L +L7) = |0 G, 0, (3.6)
0n><1 On #In

positiv semidefinit. Damit folgt Re(Lz, z)c2n+1 = ([L]sy@, )cznsr > 0 fiir 2 € C** ! und so ist
auch L positiv semidefinit. Anhand der Gestalt von L sehen wir, dass sowohl im Fall 27, > 7, als
auch im Fall 27y = 7,

0 01><n 01><n
TqT(2T9 —Tq)
ker(L) =ker | Onx1 == 1. =55 L [ =span{e;, .} # {0}
On>< 1 # In i I
6
gilt. Damit ist die Bedingung (A) von Seite 32 erfiillt. O
Bedingung (K). Wir definieren .
0 LWl Oixn
. ogn-1 (2n4+1)x (2n+1) . 4
K: S —R , W — W 0, 0,

0n>< 1 On On

Dann ist K € C=(Sn~1, RC+UxEn+1)) ynd fiir w € S"1 gilt K(—w) = —K(w) sowie
T

T 0 WT 01><n 0 —LUT Oan
(KwA’) = ~w 0, 0, | = w 0, 0, |=-Kw)A".
0n><1 On On 0n><1 On On
Die Matrix A(w) lautet
n 0 w' O1xn
w) = ZAjwj =| w 0, 0,
j On><1 On On
und fiir w € S"7! ist w'w = 1. So berechnet sich der erste obere linke Eintrag der Matrix

(K (w)A(w)]sy zu ([K(w)A(w)]sy)11 = (K (w)A(w))11 = %. Ein Vektor v aus ker(L) = span{e3, ., }
ist von der Form v = (v1,0,...,0) € C*"**. Also ergibt sich

(K (@) AW)]0,v) ez = ([K@)AW,) [0l = %Ivlf

q
Damit sind alle Eigenschaften aus der Bedingung (K) von Seite 32 erfillt. O

Anstelle der Bedingung (K) hétten wir auch die Kalman-Rangbedingung (R) von Seite 30 tiber-
prifen kénnen, denn unter der Bedingung (A) gilt die Implikation ,,(R) = (K)* (siehe [UDK12,
Theorem 4.3]). In der Tat wére auch (R) erfiillt, denn zum Beispiel fiir n = 1 berechnet man

0 0 0 0 52w 0 0 00
0y—1 —_1lo TqT(2To—Tq) T 472 ° | @re—7q)
L(A ) A(w) - 47’3 27'02 T2i.w 0 0f= Tq 7—9 w 0 0 5
0 = = 0 0 0 Zw 00
0 0 0 2000 0
_ 2 74T (279 —T4) T e T HT(QT Tq)
L((AO) 1A(w)) = 0 47%’ _E O 927.,% 0 = 0 2(_)01(;1 9
0 53 o 0 0 0 0
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3.1 Dual-Phase-Lag-Warmeleitung DPLW (2,1)

und sieht, dass Rang(L, L(A°)'A(w), L((A°)*A(w))?)T = 3 fiir w € S* gilt. Entsprechendes
lasst sich induktiv auch fiir héhere Dimensionen zeigen.

Nachdem die Bedingungen (A) und (K) erfiillt sind, sollen nun noch die Bedingungen (S) sowie
(S1) oder (S3) nachgewiesen werden. Hierzu unterscheiden wir zwischen den Parameterbeziehungen
279 > T4 und 279 = 7.

Fall 219 > 7,

Bedingung (S). Wir kénnen S := 03,,; wéhlen. Dann sind die Eigenschaften (SA°)T = SA°
und [SL], + [L], = [L],, > 0 erfiillt. Wie wir mit Blick auf die Gestalt der Matrix [L];, in (3.6)

sy
erkennen, stellt die Voraussetzung 27y > 7, die noch verbleibende Forderung der Bedingung (S)

von Seite 32 in Form von ker([SL]s, + [L]sy) = ker([L]s,) = span{ej,,.,} = ker(L) sicher. O

Bedingung (S;). Mit der Matrix S := 02,41 ist i[SA(w)]asy > 0 auf C**** erfiillt. O

Fall 27y = 1,

In diesem Fall ist 7 = 77 + (179 — 7,)* = 27; und die Matrizen A° und L vereinfachen sich zu

ii: 01><n O1><n 0 01><n 01><n
A= |0,y 71, 0, | wd L:=[0na 0, -1
0n><1 On In 0n><1 In % In
Nachdem nun
0 01><n 01><n
ker([L],,) =ker | Onx1 0, 0, | =span{es, ... e5} } # ker(L) = span{e;, ., }

0TL><1 On % In

ist, kann S nicht wie zuvor als die Nullmatrix gewéhlt werden.

Bedingung (S). Wir setzen
g g( ) z 0 01><n len

S = 0n><1 On Lge:[n
1 1
0’rL><1 a:[n _gIn
0 01><n 01><'n 0 01><n 01><n
Dann ist SA° = [0,,«; 0, 21, | symmetrisch und mit SL = [0, %21, %In
Onxl %In _%In 0n><1 %In iIn

ergibt sich
O 01 Xn 01 Xn

[SLI, + [Ll, = | Onx: F 1o On
0n><1 On i In

Also ist [SL]s, + [L]sy positiv semidefinit mit ker([SL]s, + [L]sy) = span{es, ,,} = ker(L). Damit
besitzt die Matrix .S alle der auf Seite 32 geforderten Eigenschaften. O

Bedingung (S;). Fiir w € S""! und die soeben definierte Matrix S berechnen wir

0 Oixn Oixn 0 O1xn —12179 w’
SA(w)=10px1 0, 0, und damit  [SA(W)],oy = | Onx1 Oy 0,
%U) On On ﬁw On On
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3 Ein symmetrisch-hyperbolisches Phase-Lag-System

Angewendet auf einen Vektor v € C?*"*! ergibt sich

Un+2
B S :
127‘9w < . )

V2n+1

[SA(w)] v =

asy 0n><1
1
%wvl
Dies bedeutet, dass fiir jedes v = (v, ..., 0,41,0,...,0) € ker([L],) = span{ed, . ..., €5}
0 V1
<ﬂSA@0LWmvN¢#1:<i(‘¥“ ),(wz ..... Wﬁf>xﬁwlzo
Ta7g YV1 nx1
gilt und damit die Bedingung (S;) von Seite 33 erfiillt ist. O

Wir haben also die Bedingungen (A), (K), (S) und (S;) bzw. (S;) fir das symmetrisch-hyperboli-
sche System (3.2) nachweisen kénnen. Demzufolge treffen nun die Aussagen aus den Sdtzen 2.9
(Abschiatzung im Fourierraum), 2.10 (Dissipativitat), 2.13 (LP-L*-Abschitzung), 2.15 (L'-L°>°-
Abschétzung) und 2.16 (LP-L9-Abschitzung) zu. Letztere wollen wir nochmals im Detail angeben.

Satz 3.6 (LP-L9-Abschitzung fir DPLW (2,1)). Es seien s € N, p € [1,2] und q € [2,00] mit
%—l—% =1.Zuq € {2,00} sei N := (n—i—l)(l—%) und zu q € (2,00) set N € N mit N > (n—f—l)(l—%).
Das zeitliche Abklingen der Losungen des Systems DPLW (2,1) lisst sich wie folgt beschreiben:

()

(i)

60

Im Fall 27y > 7, weisen die Losungen ein Abklingverhalten vom Standard-Typ auf: Es exis-
tiert eine Konstante C' € RT, sodass fiir alle Vo, € WtNr(R™)?" 1 fiir alle k € Ny mit
k <s und allet € [0,00) gilt:

HB;CS(t)VOHLq(Rn)an <C(1 +t)ig(l_%)_gHVE)HWHN’IJ(R”)Z"“ )

Hierbei ist S(-)Vo die Lésung von (3.2). Fir eine Losung (q,0) von (3.1) zu Anfangswerten
Qo q1, Oy mit Vy := (%007 Qo, Tq(1 — 2%)(10 + %q(h + Kk7VOy)T € WHNP(R™)2" L ergeben
sich daraus insbesondere die folgenden Abschdtzungen mit jeweils einer von qo, ¢q1, 0o unab-

héangigen Konstanten C' € R™ fiir alle t € [0, 00):
Haﬁq(t)HL"(R")" <C(+ t)ig(lig)ig||VOHWk+N‘p(Rn)zn+1 firk <s,
100D gy < OO+ ) EO DVl s goyonss fiir k< s,

k+1

050D o gy < CO+D 2D NVl prcsom oyprn fiir k< s —1.

Im Fall 219 = 7, weisen die Lésungen ein Abklingverhalten vom Regularity-Loss-Typ auf:
FEs existiert eine Konstante C € R*, sodass fiir alle Vo € WsHNe(R™)2HL ] fiir alle k,1 € Ny
mit k+1<s und alle t € [0,00) gilt:

min{k+n,l} _ 2\ _ min{k,l}
(1-5) =t

H@iS(t)VoH y2nl < C(l + t)7 2 q ||‘/0||Wk+l+N"’(]R”)2”+l .

LY(R"

Insbesondere gelten mit jeweils einer von qo, q1, 0y unabhdingigen Konstanten C' € R*T fiir
alle t € [0,00) die folgenden Abschdtzungen:
_ min{k4n,l} (1 2\ _ min{k,l} .
080y € O+ ) 0D s fir b < s,
_ min{k+n,l} _ 2\ _ min{k,1l}
1056(0)]] oy < CO+8) 2 (1-2)

! ||‘/0||Wk'+N,p(Rn)2n+1 fur k <s ,
10500 oy < CO+1)

w(l_%)_w ||%||W’C+1+N‘p(R")2"+l fur k; S = 1 .



3.2 Asymptotik der Eigenwerte in einer Raumdimension

BEWEIS: Durch die nachgewiesenen Bedingungen (A), (K), (S) und (S;) bzw. (S3) erhalten wir die
Abschitzung fiir die Losung S(+)Vy des Systems (3.2) aus Satz 2.16. Satz 3.2 beschreibt den Zusam-
menhang zur Lésung (g, 6) von (3.1). Insbesondere gelten [|07q(t)||Le@my < [|05S(8)Vol| pagpnyznts
und [|950(t)||Le@ry < 22)|0ES(t)Vol| pagnyzn+r und demnach die behaupteten Abschitzungen fiir
Ofq und 0%6. Erstere liefert unter Beachtung der Differentialgleichung (3.1b) auch eine Abschét-
sung fir 946;, denn es gilt 956,(8) | oqsr) = (08 div g(t) e < 21O @l ey O

QCy — 0Cy

Wir stellen fest, dass sich im Fall 27y > 7, fur die durch das Dual-Phase-Lag-System DPLW (2,1)
beschriebene Temperatur § und deren Ortsableitungen 90 dieselben Abklingraten ergeben, wie
sie fiir die Losung der Wéarmeleitungsgleichung (vergleiche [Nis03, (1.6)]) oder der geddampften
Wellengleichung (vergleiche [Nis03, (1.7)]) vorliegen. Fiir die Zeitableitung 96, hingegen weicht
die Rate um den Faktor (14 t)7 ab.

3.2 Asymptotik der Eigenwerte in einer Raumdimension

Die Beweise zur LP-L*-Abschitzung (Satz 2.13) und zur L'-L*°-Abschéitzung (Satz 2.15) lassen
erkennen, dass das Verhalten von |ZS(t)V5(€)| fir |{| — 0 fir die Abklingrate verantwortlich
ist, wahrend das Regularity-Loss-Phénomen dem Verhalten fiir |{| — oo zuzuschreiben ist. Die
entscheidende Konsequenz aus den im Fourierraum erzielten Abschétzungen

4 o e
[Z(SOV)(©)] < Ce T |(FW)(©)] baw. | Z(SOV)(©)] < Ce THIT |(FV0)(©)|
(siehe Satz 2.9) war, dass sich |.Z(S(t)V,)(€)| fiir |€] — 0 in beiden Féllen wie e~k" verhilt,
jedoch fiir |¢| — oo im Standard-Fall wie e~ und im Regularity-Loss-Fall wie e~<l™* ver-
lauft. Nachdem die Losung S(-)V; eines symmetrisch-hyperbolischen Anfangswertproblems durch
FHAY)"2eMOYA)3 FV, gegeben ist (siche Satz 2.2), ist es die Matrix M (&), die das Ab-
klingverhalten bestimmt. Alternativ zur bisherigen Methode ist also auch eine Untersuchung der
Eigenwerte der Matrix M (§) hinsichtlich deren Asymptotik fiir || — 0 und |{| — oo zielfiihrend.
Dieses Vorgehen liefert zusétzliche Erkenntnisse, beispielsweise zur Optimalitdt der Abklingrate
oder zur Unterscheidung zwischen schneller und langsamer abklingenden Anteilen der Losung.

Fiir das Dual-Phase-Lag-System DPLW (2,1) in einer Raumdimension méchten wir auf diese Weise
einigen weiteren Aussagen zur Asymptotik auf den Grund gehen und zeigen, wie sich das fiir
27y > 7, und 27y = 7, unterschiedliche Abklingverhalten der Losung auf der Ebene der Eigenwerte
widerspiegelt.

Wir betrachten also das System (3.2) fiir n = 1. Zu einem Anfangswert V, € H*(R)? konnen wir
die Losung S(-)Vp € C°([0, 00), H*(R))? geméB Satz 2.2 (i) fiir ¢ € [0, 00) darstellen als

S(OVe = FHA) EMOUANE (FVe) mit M) = —(A°)HGA©) + L)(AN)F fir g € R,

wobei A(§) := (A" ist und die Matrizen A%, A' und L aus R**? so lauten, wie sie in der Defini-

tion 3.1 angegeben sind, wenn man dort n = 1 setzt. Konkret berechnet sich das Matrixprodukt

zu
0 —Jmnik O
M) = () + DA = | e e 2T (6T)
0 _ /T _1
TqTo To
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3 Ein symmetrisch-hyperbolisches Phase-Lag-System

Die Eigenwerte der Matrix sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, das fiir £ € R
durch

9 2 2 2
pu(&,): C—=C, A»—)det()\lg—M(g)):)\3+>\2+(2+ KT9§2)>\+QC’;§2 (3.8)

2
Tq q 0Cy Tq v'lq

gegeben ist. Eine Information tiber die Eigenwerte haben wir schon, denn da das System (3.2)
die Bedingungen (A), (K), (S) und (S;) bzw. (S.) erfiillt, liegt nach Satz 2.10 die gleichméaBige
Dissipativitdt im Sinne von Shizuta-Kawashima vor.

Satz 3.7 (Dissipativitit fir DPLW (2,1)). Fir 2ty > 7, ist das System (3.2) gleichmdfig dissipativ
vom Typ (1,1) und fir 21y = 1, gleichmdfig dissipativ vom Typ (1,2) im Sinne von (2.15).

Diese Eigenschaft bedeutet fiir die Eigenwerte der Matrix M (§) aus (3.7), dass Folgendes gilt
(vergleiche Seite 29):

Fiir 275 > 7,: dc € RT V¢ € RV A(E) Eigenwert von M(€) : Re(A(€)) < —cq ‘5;52 . (3.9)
Fir 275 = 7,: Jc € RY V¢ € RV A(E) Eigenwert von M(€) : Re(A(€)) < _0(1—5252)2. (3.10)

Die nachstehenden Untersuchungen zur asymptotischen Entwicklung der Eigenwerte werden be-
legen, dass diese Aussage optimal ist, d.h. dass Eigenwerte mit Re(A(¢)) ~ —¢&? fur || — 0 und
Re(A\(€)) ~ —1 bzw. Re(A(€)) ~ —£2 fiir || — oo tatséchlich auftreten. Daraus ldsst sich die Op-
timalitat der fiir das eindimensionale System DPLW (2,1) erzielten LP-L?-Abschétzung ableiten.
Es wird sich aber auch zeigen, dass es Eigenwerte gibt, die besser abklingen. Dadurch entsteht
die Moglichkeit, die langsamer abklingenden Anteile herauszufiltern und so eine bessere Abklin-
grate oder einen geringeren Regularitdtsverlust zu erzielen. Die technischen Hilfsmittel werden
Resultate aus der Storungstheorie und Newton-Polygone sein (siehe dazu Anhang A.6).

3.2.1 Asymptotik fiir || — O

Wir betrachten zunéchst die Situation fiir |£] — 0. Neben der asymptotischen Entwicklung der
Eigenwerte werden wir an manchen Stellen auch die Entwicklung der zugehorigen Eigenprojek-
tion bestimmen, also der orthogonalen Projektion auf den zu einem Eigenwert A\(§) gehorigen
Eigenraum ker(M (§) — A(§) I;). Zur Verwendung des Landau-Symbols O(-) siche Anhang A.6.4.

Satz 3.8 (Eigenwerte und Eigenprojektionen fiir |£| — 0). Es existieren drei stetige Funktionen
A1, A2, A3 € CO(R,C), sodass A\i(€), Aa2(€) und N3(€) fiir &€ € R die Figenwerte gemdf ihrer
Vielfachheit von M (§) darstellen. Dabei gilt (ohne Einschrankung beziglich der Indizierung)

M@=i51+w+0%ﬁ,,u®=é<1w+mmﬂ

und &@wrbcé+o«m fiir || = 0

Fiir die zu A\3(§) gehorige Eigenprojektion P3(&) gilt

Pg(g) :P370+O(’€|) f’Uz?” |£| —>0 mzt Pg’o =

O O =
o O O
o O O
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3.2 Asymptotik der Eigenwerte in einer Raumdimension

BeEwEIS: Die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms (3.8) héngen stetig von & € R ab.
Nach Satz A.22 lassen sich daher die Nullstellen von pys(, ) und damit die Eigenwerte von M (&)
fiir £ € R durch die Funktionswerte dreier stetiger Funktionen \;, Ay, A\3 € C°(R, C) beschreiben.
Im Punkt & = 0 lauten diese, wenn wir ohne Einschrinkung eine Indizierung festlegen,

1 1
AM(0)=—(=1414), X(0)=—(—-1—14) und A3(0)=0.
Tq Tq
Um die Stérungstheorie aus Anhang A.6.2 anwenden zu konnen, ersetzen wir in (3.8) den Para-
meter £2 durch ¢ und lassen ¢ € C zu, d. h. wir betrachten das Polynom

K C .

_ 2 2 2
pu(¢): C—C, an3+n2+<+ WC)?H >
Tq 0c,T,

TS 0C,T?
Die Nullstellen von py, (&, -) fiir € € R entsprechen genau den Nullstellen von pj, (€2, ). Da Py (0, )
die drei bereits angegebenen, paarweise verschiedenen Nullstellen besitzt, handelt es sich bei
¢ = 0 um keinen kritischen Punkt. Dies bedeutet nach Satz A.23 (ii), dass sich die Nullstellen
von Py (¢,-) in einer Umgebung von ¢ = 0 durch drei holomorphe Funktionen 7;, 7, und 73
mit 7;(0) = £(=1+1i), n2(0) = =(—1 —4) und n3(0) = 0 beschreiben lassen. Dariiber hinaus
nutzen wir, dass jede holomorphe Funktion als eine Potenzreihe darstellbar ist. Dies impliziert
dann unmittelbar 7,(¢) = T—lq(—l +1i) + O(¢]) und n2(¢) = %(—1 — 1) + O(|¢]) fur |¢| — 0 und
daher

MO =€) = (1 +)+O(EF) wnd A(6) = m(€) = —(~1-i)+ O(&) fir |e] - 0.
q q

Ebenso folgt auch A\3(¢) = O(J€]?). Zur genaueren Auskunft wollen wir hier jedoch noch das

erste Glied der Potenzreihe bestimmen. Dies soll iiber das Newton-Polygon-Verfahren geschehen,

welches wir auf das Polynom py(¢,n) € C*({)[n] anwenden. Fiir das Verfahren siche man die

Beschreibung in Anhang A.6.3 und die dort eingefiihrten Bezeichnungen. Alternativ zu dieser

Methode wére auch ein Potenzreihenansatz moglich.

Der in Abbildung 3.1 dargestellte Polygonzug zum charakteristi-
schen Polynom py(C, -) besitzt ein Segment S; der Steigung —1,
woraus wir den Exponenten v3; = 1 erhalten. Das weitere Seg-

ment Ss mit der Steigung 0 und der Lange 2 gehort zu dem schon S / .

beschriebenen Eigenwertpaar {n;(¢),72(¢)}. Den Eckpunkten des . g I S, ; ;) m

Segements S; sind die Werte ag; := ﬁ und a1 == 5 zuge- .
ordnet. Aus a; 73, , + ao1 = 0 ergibt sich der zum Exponenten ~ APPildung 3.1: izwgon'%lygon
s zu V1 )"
73,1 gehorige Koeffizient ns ., , =131 = —g%. Da 73 in einer Um- bt
gebung von ¢ = 0 holomorph ist, kénnen wir 73(¢) = —-=2-¢ + O(|¢|?) fir |¢| — 0 schlieflen und

QCy

erhalten somit p

Xa() = m(Et) =~

Nach Satz A.23 (ii) ist auch die zu A3(§) gehorige Eigenprojektion P3(€) in einer Umgebung von
& = 0 durch eine konvergente Potenzreihe beschreibbar. Es muss also

P3(§) = P3o+O([¢])  fir [€] =0

E+0(¢")  fir ¢ = 0.

gelten, wobei P; die Eigenprojektion zum Eigenwert A3(0) = 0 der Matrix M (0) ist. Der Eigen-
raum zu \3(0) ist der Kern der Matrix —(A%)~2L(A%)~2. Dieser besteht gerade aus dem vom
ersten Einheitsvektor in C* aufgespannten Unterraum span{e%}. Daher lautet Ps;, wie in der
Behauptung angegeben. O
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3 Ein symmetrisch-hyperbolisches Phase-Lag-System

Korollar 3.9 (Optimalitdt der Abklingraten). Die Abklingraten in den LP-L9-Abschdtzungen fir
O*S()WVo aus Satz 3.6 sind fiir n =1 optimal.

BEWEIS: Nach Satz 3.8 und unabhéngig davon, ob 27y > 7, oder 27y = 7, ist, existiert ein ¢ € R,
sodass Re(A3(§)) > —57’152 > Re(\;(€)) fur alle { € R mit [¢] < e und j € {1,2} gilt. Damit folgt

fiir die Wachstumsschranke (siehe Seite 28)
2K

w(e) = s(M(€) = max, Re(X;(€)) = — =7,
was nach Definition bedeutet, dass sup),_,|e"z| = [[eM©]|caxs fiir [£] — 0 nicht besser als

gegen einen Term wie Ce™ <’ mit C,c € R* abgeschétzt werden kann. Da auch die Abschitzung

‘(AO) (ZSH)Vo)(&)| = [eM©( A3 (FV,) (€ )| < sup|€ ©z||( A%)3 )2 (F Vo) (&)
|z|=
optimal ist und |-| und |[(A°)2-| dquivalente Normen auf C* darstellen, folgt insgesamt, dass
|.ZS(t)Vy(€)] fir |€] — 0 nicht besser als gegen einen Ausdruck der Form Ce "*|.ZV,(€)| mit
C,c € RT abgeschitzt werden kann. Diese Abschitzung aber legt die Abklingrate fest, wie man
anhand der Beweise zur LP-L2-Abschéitzung (Satz 2.13) und zur L'-L>-Abschitzung (Satz 2.15)
feststellt. Infolgedessen sind die fiir das eindimensionale DPLW (2,1)-System erzielten Abklingra-
ten optimal. ]

An der asymptotischen Entwicklung der Eigenwerte aus Satz 3.8 erkennt man, dass eine stérkere
Dissipativitiat als die in (3.9) bzw. (3.10) fur || — 0 durch den Eigenwert A3(§) verhindert
wird. Wie wir am Beispiel der L'-L?-Abschitzung zeigen mochten, kann durch Herausfiltern des
entsprechenden Lésungsanteils die Abklingrate um den Faktor (1 + %)~ verbessert werden. Als
Orientierung fiir das Vorgehen dienen Untersuchungen, wie sie in [IHKO8] fiir das dissipative
Timoshenko-System durchgefiihrt wurden. Wir definieren fiir Vy € L*(R)? und ¢ € [0, c0)

So(t)Vp := F (A e 5 O Py o (A°)2.ZVy = .F e 5 O P o F V.

Dann gilt Sy(t)Vy = (T'(t),0,0)7, wobei T die Losung der klassischen Wirmeleitungsgleichung

zum Anfangswert (V4), (63)TVO ist:

oc,Ty — kT, =0 in (0,00) xR,

T(0,) = (Vo) inR. (3.1)

Wir mochten eine Abschatzung fiir die Differenz S(t)Vy — So(t) Vi herleiten und vergleichen daher
zunichst die Matrizen e™(©* und e‘ﬁfztpg,o-

Lemma 3.10 (Differenz der Matrizen).

(i) Ist 21y > 7,, so existieren Konstanten ci,cs,cs,dy,ds, ds,r € RY, sodass fir alle £ € R und
alle t € [0, 00) gilt:

K 2
et —ematieepy,

C3X3 -

_ [ el € b et firle] <,
cze” 9t far [&] > r.

(ii) Ist 21y = 7,, so existieren Konstanten cy,ca,c3,dy,ds, ds,r € RY, sodass fiir alle £ € R und
alle t € [0, 00) gilt:

K 2
o0 — ema ey,

< c1|glehE +_2626‘d2t fiir €] <7,
- cye” 4t far [&] > r.

C3><3
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3.2 Asymptotik der Eigenwerte in einer Raumdimension

BEWEISs: Wir betrachten die Situationen fiir || < r und |£| > r mit einem noch zu bestimmenden
r € R*. Der Unterschied zwischen den Fallen 27y > 7, und 27y = 7, wirkt sich erst im zweiten
Teil aus.

»Zu €| < r: Aus dem asymptotischen Verhalten aus Satz 3.8 schlieBen wir mithilfe der in
Anhang A.6.4 zusammengestellten Rechenregeln zum Landau-Symbol:

dro € RT Jay,as,a3,b eRTVEER, €] <rp:
K e

Re(Ai(6)) = Re(A(€)) < —ar,  As(§) =Re(Xs(§)) < —asg”, [ Xs(§) +

und H.Pg(f) _P370H(C3><3 §b|£‘ (312)

< axé!

Dass Re(A1(§)) = Re(A2(€)) gilt und A3(€) in R liegt, begriindet sich darin, dass das Polynom
pum (€, ) aus (3.8) ausschliefllich reelle Koeffizienten aufweist. Dadurch muss zu jeder Nullstelle
aus C\R auch deren konjugiert komplexe Zahl eine Nullstelle sein. Da die Eigenwerte der Ma-
trix M (&) fir || < 7o insbesondere paarweise verschieden sind, lautet die Spektraldarstellung
M) = Z?Zl A (&) P;(€), wobei P;(€) die zu \;(€) gehorige Eigenprojektion bezeichnet (siehe
beispielsweise [Kat66, S.41]). Daraus folgt eM(©! = 322 eM©!P;(€) fiir ¢ € [0, 00) (siehe [Kat66,
S.45]), sodass sich der Ausdruck ||eM©)* — e‘ﬁf%Pg,OHCSXs fiir |€| < 7o wie folgt aufteilen ldsst:

3

(Z e>\j(€)tpj (£)> — e 52tP370
j=1

VOB ()

I 2
e e = emaEe

(C3><3

CBXS

+ |01 (pye) — Pro)

C3%3 Cc3x3

e cororzmer ),

(3.13)

c3x3

Fiir die ersten beiden Terme erhalten wir aus (3.12) sowie der Tatsache, dass fiir die orthogonalen
Projektionen stets || P;(£)]|csxs = 1 gilt,

2

< Re(X; ()t]| p. < et
C3%3 - ;6 ’ || ](5)”«:3 3 S Z€ ,

He)\“)'()E (P (&) — P3,0)Hcsx3 = €A3(§)tHP3(f) - P37OHC3><3 < b|§\67a3§2t :

/\j(f)tpj(g)

Beziiglich des dritten Summanden aus (3.13) {iberlegen wir uns zunéchst, dass nach dem Mittel-
wertsatz und der Abschétzung aus (3.12) fiir alle £ € R mit |{] <7 := mm{ro, \ Tarses t und alle
t €[0,00) gilt:

‘e(xs(fwﬁf?)t _ 1‘ <t- sup
s€[0,t]

K 5 5 s
(M) + -€)e eLs©+35€)

5 4o0c,
< a2§4te“254t < aﬁ‘*temgt — 2% 252( &% >e4m & (nach Wahl von r)
ocC

v

4 C . g2 24 4 C 24
< 20% e Ctemn €'t = 200 o e2 05t 0t

Da || Ps||caxs = 1 ist, folgt somit

K 2
= e_ QC’UE t
(C3><3

o=z (ebu©ramed 1)y, Lotz e)e | < Mg cremie
K
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3 Ein symmetrisch-hyperbolisches Phase-Lag-System

Wenn wir die genannten Abschétzungen in (3.13) einsetzen, ergibt sich

< 2 Mt 4 plEem e 4 490“ ap82e T &t
, S

H eM(©)t

— e e 52tP3 0
’ 3%
fir alle t € [0,00) und alle & € R mit |[¢| < r und daraus die behauptete Ungleichung, wenn wir

beispielsweise ¢; := b + 4{? asr , d; := min{as, ﬁ}, ¢y := 2 und dy := a; wahlen.

»Zu [¢| > r: Hier nehmen wir die Ungleichung

[ — e, g s < [ a4 e FE Py s < X+ e (3.14)

als Ausgangspunkt. Die Dissipativitdt aus (3.9) bzw. (3.10) geniigt nicht, um eine Abschétzung
fiir ||eM©)¢||caxs herzuleiten (vergleiche Abschnitt 2.5.2). Jedoch wissen wir aus Abschnitt 3.1.2,
dass das System (3.2) die Bedingungen (A), (K) und (S) sowie im Fall 27y > 7, die Bedingung
(S2) und im Fall 27y = 7, die Bedingung (S;) erfiillt und somit die jeweilige Abschétzung im
Fourierraum aus Satz 2.9 giiltig ist. Wie im Beweis zu Satz 2.12 erhélt man daraus

€Oy < CemePO

fir Konstanten C,c € R mit 5(§) := (11\2\ ;> im Fall der Bedingung (S;) und §(¢) := 1J|f|‘;2 im
Fall der Bedingung (S,). . '

—C E 2
(i) Fiir 275 > 7, ist [|eM©]| caxs < Ce  14¢ "< Cem g w1 gy alle & € R mit |¢| > r. Zusammen
mit (3.14) liefert dies die behauptete Abschitzung, wenn man zum Beispiel ¢; := C 4+ 1 und
dz := min{§ min{1,7*}, 2r?} wahlt.

¢
(ii) Im Fall 275 = Tq lautet die Ungleichung ||eM©?||sxs < Ce “T+E7’ . Fiir alle EeRmit ¢ >1

gilt ﬁ < - 452 Falls r < 1 ist, kann man fir £ € R mit 1 > [¢| > r die Ungleichung
2 2 min T

— e < L=< - 422 nutzen,ﬂ th in jedem Fall ist (1fg2)2 < — {1 }f 2| Beziig-

lich des zweiten Terms aus (3.14) e 2"’ uberlegt man sich, dass fir £ € R mlt €| > r stets

b 2= —Q%:;l < —Q%Z—j < %{”}5 gilt. Somit folgt die behauptete Abschitzung, wenn
man beispielsweise c; := C + 1 und ds := min{1,7*} min{3, -2 -} setzt. O

In Abschnitt 3.1.2 haben wir gesehen, dass das symmetrisch-hyperbolische Dual-Phase-Lag-Sys-
tem DPLW (2,1) die Bedingungen (A), (K), (S) und (S;) bzw. (Ss) erfiillt. Demzufolge trifft
insbesondere die L'-L?-Abschitzungen aus Satz 2.13 zu. Fiir die Differenz S(t)Vy — Sy(¢) V4 folgt
nun eine L'-L?-Abschitzung, bei der die Abklingrate gegeniiber derjenigen aus Satz 2.13 um
(1 + )% besser ist.

Satz 3.11 (L'-L2-Abschitzung, Konvergenz gegen Losung der Warmeleitungsgleichung). Es sei
s € Ng. Dann gilt

(i) im Fall 215 > T,:
10, € R+EIC’2 R+HCER+V%EH5(R)3 L'R)*VkeNymitk <s Vte[0,00):

3

105 (SEVo — So()) V)| gy < Ca(1+1)7H 5| Voll 1 vy T Coe 05 Vol o gyo -

(it) im Fall 21y = 7,:
3, G]R{*HC'Q eR* JceRY VYV, € HS(RPNLYR)? Ykl e Nomit k+1<s Vte0,00):

Hak( — So( )VO)HLa(R)g <Ci(1+t *%*§HV0H . + Co(1 41t f*HakJrl‘/OH

L'(R) 2(R)3 *
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3.2 Asymptotik der Eigenwerte in einer Raumdimension

BEWEIS: Der Beweis erfolgt dhnlich wie in [[HK08, Theorem 5.1]. Nach dem Satz von Plancherel
A.8 und mit a := ||(AO)’%||(%3X3.H(AO)%HégXS gilt

10 (S (Vo — So(t)Vo) ;. E((A0) MO — (A7) RO Py ) (A°)

LR H

_a/f%WMW-fna&aa@mmﬁ%xﬁl%-
R

L?(R)?

Gemif Lemma 3.10 kann das Integral in die Bereiche |£| < r und [£| > r fiir ein r € RT aufgeteilt
und dort, je nachdem, ob 27y > 7, oder 27y = 7, ist, die entsprechende Abschatzung zu gewissen
Konstanten ¢y, ¢y, c3,dy, do, d3 € RT ausgenutzt werden. Fir das erste Teilintegral ergibt sich

/|g|< M| eM O _ =€ py |12, [(F V) (6] de
S/|5|<r£2k(‘315|@Mg“r@@dﬂ) (FVo) (€ | d¢

<9 £2k( 252 —2d; &2 t+02 —2d2t)| (FVo) (€ | de

€l<r

2 k —2d,£2 k —2d
< P (261 e g g acht o).

Mit der Ungleichung von Hausdorff-Young A.10, der Abschitzung aus Lemma A.16 (i) und der
Tatsache, dass 4c2r2+1e=2%! gegen ein geeignetes Vielfaches von (14 t)~3 % abgeschitzt werden
kann, erhalten wir daraus

/| | EHF MO — s Py 12 L [(FVe)(©)|Pde < C(1+4) TN |a|
<r

L'(R)?

fiir eine geeignete Konstante C' € R, die wegen k < s unabhéangig von k gewahlt werden kann.

(i) Fir 27y > 7, geniigt das Integral tiber den Bereich |£| > r der Ungleichung

/£> §2kH€M(€)t — e fztp3,0||zgxs|(ﬁvo ‘ d¢ < cie 2d3tH8kVOHL2(R
In diesem Fall folgt also
2 -3k 2 _ 2
102 (SE)Vo = So(®)Vo)[ 2y < aC(L+8) = [Voll s gy + acie™ [0 V0]| 2 ayo

und daraus durch Ziehen der Wurzel die behauptete Abschatzung.
(ii) Ist 27y =75, sogilt fir le Ny mit k +1<'s

/|§|> §2k||eM(f)t_e*givethg,on;w3|(f%)(£)|2df < /|g> ke 28 (F V) ()| de

:Cg/ 5—21 —2dg&~ 2t‘£k+l ‘ d§
|§[>r
_ 2 2
<63 ‘S;‘ipg 21 2d3&~ tH k+l(ﬁvb)HL2(R)3
T

_ 2
< b1+ 0 2
fiir eine von k und ! unabhéngige Konstante b € R* nach Lemma A.16 (ii). Damit ergibt sich

195 (S Vo = So(t)Vo) |l ys < aC(1+8) " |[Va [ gy + ab(1 4+ )04 V5

HL L*(R)®

woraus die behauptete Abschitzung folgt. O

67



3 Ein symmetrisch-hyperbolisches Phase-Lag-System

Aus Satz 3.2 wissen wir, dass die erste Komponente von S(t)V, die Temperatur und die zweite
die Warmestromdichte fiir das Dual-Phase-Lag-System (3.1) beschreibt:

(SOVoh = 5 6(t) wnd (SHV)e = a(t).

Nach Definition ist (Sy(+)Vp)1 die Losung T von (3.11) und (Sy(¢)Vp)2 = 0. Der Satz 3.11 besagt
also zum einen, dass die Warmestromdichte ¢ fiir sich genommen besser abklingt als die Gesamt-
16sung S(-)Vy. Wahrend fiir S(-)Vy bei der L'-L*-Abschitzung nach Satz 2.13 im Fall 27y > 7,
die Abklingrate (1 + )=~ vorliegt, erhalten wir fiir ¢ eine um (1 +¢)~2 bessere Rate:

19500015y = 105(S0V: — So(0A), e, < 5SS — SV
< Ci(1+1) 7275”‘/0HL1(R)3 T 02676t|‘8§%HL2(R)3

HL2(R) L*(R)®

Entsprechendes gilt im Fall 27, = 7,. Ahnliches ist bei anderer Wahl von ,,LP-L?“ zu erwarten,
weshalb die Abklingrate fiir 8%q aus Satz 3.6 nicht optimal ist. Zum anderen besagt der Satz 3.11,
dass die durch das Dual-Phase-Lag-System DPLW (2,1) modellierte Temperatur Opprywy gegen die
durch die Warmeleitungsgleichung beschriebene Temperatur fw konvergiert, denn es gilt

ACORINO) % (%9( ) 1(1)]

Hak Vo — So(t)Vo) ||

27’9‘ 27'9

||ak( 80( )VO)1HL2

L?(R) " kT L2®) (R)

k
2

ae S Co(l+1)74

fiir eine von V; abhéngige Konstante Cy € R*. Hierbei ist zu beachten, dass es sich physikalisch
bei T" aus (3.11) um eine skalierte Temperatur handelt, denn wiahrend Opprw = 6 aus dem Dual-
Phase-Lag-System die tatséchliche Temperatur zum Anfangswert 6, meint, beschreibt 1" aus der
Wiérmeleitungsgleichung (3.11) eine ,, Temperatur® zum Anfangswert (V5); = 3--0o. Die wirkliche
physikalische Temperatur fyw zum Anfangswert 6, wird hier also durch Ow = %?T dargestellt.

3.2.2 Asymptotik fiir |{| — oo

Bei der Asymptotik der Eigenwerte fiir || — 0, die die Abklingrate bestimmt, lie sich kein
Unterschied zwischen den Fallen 275 > 7, und 27y = 7, feststellen. Nun wollen wir tiberpriifen,
welchen Einfluss das Verhalten der Eigenwerte fiir |{| — oo nimmt. Die asymptotische Entwicklung
der Eigenwerte lasst hier bereits erahnen, dass die Falle 27y > 7, und 27y = 7, eine Rolle spielen.

Satz 3.12 (Eigenwerte fiir |{| — o0). Die asymptotische Entwicklung der Eigenwerte von M (§)

fiir || — oo lautet
0CyT

/\3(5)2—;0+ f P+ 0(lg7)
sowie im Fall 21y > T,
2K Ty 1 [2kTy . 21y —
M (€) = _ () = — — _
€)= [ otie = T O] ). Ma(e) =~y i~ ST 4 01l )
und im Fall 279 = 7,
Ko 1 Jocy, ..., 20c,, _ -
M(€) = | i€+ — [ e = e+ 0(¢) )
0C, Ty Ty \| K74 KT;
K 1 J/oc, . 20c, _
und  Ay(€) = — - = R e I ([{
0Cy T, Ty \| K74 T2
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3.2 Asymptotik der Eigenwerte in einer Raumdimension

BEWEISs: Um das Verhalten der Eigenwerte der Matrix M (§) aus (3.7) fiir |{| — oo zu bestimmen,
nutzen wir aus, dass fir £ € R\{0}

M(€)=EN(E) mit N(§) = —(A") 2(A + L) (A%)F = | -2 Ti;f;%l g
0 et —rg!

gilt und n(§) € C genau dann ein Eigenwert von N (&) ist, wenn £n(&) ein Eigenwert von M ()
ist. Auf N(§) ldsst sich die Storungstheorie anwenden, denn fiir betragsméafig grofie Werte von
¢ beschreibt darin —(A%)~2¢ "' L(A%) % eine Stérung der Matrix —(A%)~2iA'(A°)~% (vergleiche
[Kat66, S. 73]). Wir betrachten fiir ¢ € C das Polynom

¢, (3.15)

2 2 2K 2K
PC): €Ty it P (S
q q

0c,T; 0c,T?2

das fiir ¢ = ¢! dem charakteristischen Polynom det(nI; — N(£)) von N (&) entspricht. Dieses
besitzt in ( = 0 die drei paarweise verschiedenen Nullstellen qug/i::f’i, —qu 2:”7, und 0. Da
demnach ¢ = 0 keinen kritischen Punkt darstellt, existieren nach Satz A.23 (ii) ein r € R sowie
njx € C fir j € {1,2,3} und k € N, sodass

1 [2k7y 1 |2k7y

m¢) =— i+ Z"?l,k(k> n(C) = ——

Tq 0Cy k=1 Tq 0Cy

i+ maCt und n3(¢) =Y mexc”
k=1

k=1

fir ¢ € B(0,r) die Nullstellen von p((, ) beschreiben. Damit représentieren

MO = () = 1 ,/2*”%“ Soma€ L Aal€) = (e = T 1Y
q\ 0G k=1 Tq | CC k=1
und  A3(§) = &ns(€ 2773 REF

fir alle £ € R mit [¢] > 2 d1e Eigenwerte von M (£). Es sollen I
nun jeweils noch weitere Glieder der Reihenentwicklung berechnet

werden. Dazu wenden wir das Verfahren aus Anhang A.6.3 auf
das Polynom p(¢,n) € C*(¢)[n] aus (3.15) an. Dessen Newton-
Polygon ist in Abbildung 3.2 dargestellt.

»j = 3: Das zugehorige Segment besitzt die Steigung —1, was 0+ v ‘ -
den Exponenten Y31 =1 liefert Seinen Eckpunkten sind die Wer- 0 1 2 3
teagp,; = ocy Tz und a; 0= e 2 zugeordnet. Der Koeffizient 13,731 Abbildung 3.2: Newton-Polygon
berechnet sich aus a, 0737951 £ aps = 0 zu ns, yan = M31 = —=—. zu p((,n) aus (3.15)

T

Geméf der Iterationsvorschrift (A.1) von Seite 215 ist im darauf-
folgenden Schritt das Polynom

psa () = C‘1p<C, C(—; + nél)))

Ty Th 7'7; Tq TS T
2 2KTy 1 : 2K

+ <7’2C2 oc T2> (_7’ +77§ )> + 0C, T2
q viq viq
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3 Ein symmetrisch-hyperbolisches Phase-Lag-System

=)+ (-2

32 4\
+(lm+5——)C+ 7

7'9 Tq Tng

1 2 2\
*(Vg* ‘T;m)C

T Ta
zu betrachten. Aus der Abbildung 3.3 lesen wir 735 = 2 ab. Der

2/437'9 (1)
2 3
QCUTq

Koeffizient dazu ist 153 = 73, 47, = 5o, Was sich aus der
i _ > L0 2krT L 1
GlelChung a1,077177371+'ygy2 + Qg2 = 0 mit ayo = oc 7_92 und Ap2 = _E
via

Insgesamt erhalten wir also

Ma(€) = ——

- —|—
To

0CyT
4

1

»j € {1,2}: Nachdem wir n; o :=

ocy

bereits kennen, konnen wir direkt das qfolgende Polynom betrachten:

pio(C,n”) = p(C, M50 + n§0))
Y+ 30500 (O)) + (’ly(‘o)

2KTy 2K

= (0;0)° + 3(nj.0)*n;
+ (2c2 + )(n o+ m) + ==
T2 chTqQ I gchqQ

= )"+ (¢ mo ) 07+ (-
2K (1_@)0 '

0C, T Tq
» Fall 279 > 7,: Das Newton-Polygon zu pjﬁo((,nﬁo)) besitzt die
in Abbildung 3.4 dargestellte Form. Somit ist v;, = 1 und aus

4
CZ + 7_*771‘,0( -
q

2
+ 7_*(12771‘,0(2 +

alyonj_,.yj‘ﬁ,m —|—a071 = 0 mit ai o= — ;::_62 und Qp,1:= 902,12 (1 — 2_:;)
folgt mj1 = Mj; 1470 = —2;72" Fiir' die beiden verbleibenden
Eigenwerte von M () gilt also
1 2KTp _
A = — d
1(§) 7\ oo i€ 27_q O(I¢] ) un
1 2:‘17’9 —_
A =—— — fii — 00.
(€)= [t =SP4 O )i fe] oo

» Fall 27y = 7,: In dieser Situation ist im Polynom p;, der Term

gfv”TQ (1 — 22)( gleich Null, wodurch das Newton-Polygon die Form
aus Abblldung 3.5 erhalt. Nun ist also v; > = 2 und aus der Glei-
chung a1,0mj, 4+, + @02 = 0 mit a; := —;C'iz = 962:1 und

— 2 bt si — —
o2 i= 237150 ergibt sich ;2 = 05,1 44,2 = 7 Mj,0- Nachdem
L Jec, L Jec,
N2 = — ¢ und N3 = —— ?
Tq KTq KTq

70

/2T 70 Y11 = 0 und 790 = —

3 2
)+ =¢((mi0)* + 2nj0m” + (n]
Tq

Abbildung 3.3: Newton-Polygon
2 ps 1 (Cn5Y)

2 2
+ 2

2
Tng

- .
———= ergibt.
7‘375’ g

E2+0(E") i €] = co.

1 2KTp 7
1 Zu =
2\ ocw V2,1 0

(0)

')

4KkTy

0
o

0C, T}

0
0 1 2 3

Abbildung 3.4: Newton-Polygon
zu pj,o(C,n](p)) fiir 279 > 74

m

0
0 1 2 3

Abbildung 3.5: Newton-Polygon
zu pjyo(gnj(.o)) fiir 279 = 74

m



3.2 Asymptotik der Eigenwerte in einer Raumdimension

rein imaginér sind und wir uns spéter fiir den Realteil der Eigen- !
werte interessieren, wollen wir noch einen weiteren Koeffizienten 4 7
berechnen. Geméf der Iterationsvorschrift (A.1) betrachten wir /
dazu das Polynom 3% 7
/
2 — 2 7
Pj,z(Cﬂ?; )) = ij,o(CaCQ(ﬁm + 77](' ))) 2 v /
(2 2 2)\ 3
= C4((77j,2)3 +3(m5.2)" 057 + 3ni2 (n)”)” + (n)”) ) 1 /

2 2
+ (26 +3m00) (2" + 20320 + (7)) A
0 1 2 3

RTIHC S
) (773’2 +1; ) + 72 ;.0 Abbildung 3.6: Newton-Polygon
q NP
zu p;2(C,m;) fiir 276 = 74

m

2 4 2K
+ (2C2 + —njol — ——
T, Tq oc

’UTq

2 2
- C4(77J ) + (377j,2<4 + T—Cg + 377],7()(2) (773('2))

4 4 2K 2
+< (n2)*¢C" + 7772C +(677]077]2+ )C + UJOC—QCUTq>77J(-)

2 2 4
+ (52)°Ct = (12)°C (377j,0(77j,2) + 7%2)( + —1;,0M5,2€ -
T, Tq 'Tq

q

Dem zugehorigen Newton-Polygon, dargestellt in Abbildung 3.6, entnehmen wir ’yj 8= = 1. Aus der

Gleichung ai1,0m; ., 14+, 04+,5 T @01 = 0 mit a5 1= —
QQC

o und ag; = m 0Nj2 = 4 erhalten wir
. Im Fall 27y = 7, erhalten wir also K

M5,3 = Mjvia+vi2+vis — 72

(€)= | g L Qe 2 o(g )
0Cy T, 7.\ K7y KT?
und Ag(€) = — | ig = L [0 2QC”§ +O(E) i [¢] = oc.

0Cy Ty Tq \| KT ]

Auf der Ebene der Eigenwerte stellen wir fest, dass sich im Fall 27y > 7,, der in Abschnitt 3.1.2
zu einem Abklingverhalten vom Standard-Typ fithrte, die Realteile aller drei Eigenwerte fiir
|€] — oo wie Re(Aj(§)) ~ —1 verhalten. Im Fall 27y = 7,, der zu einem Abklingverhalten vom
Regularity-Loss-Typ fiihrte, gilt fiir j € {1,2} nur noch Re();(&)) ~ =&~ fiir |£] — oo, wihrend
Re(A3(§)) ~ —1 weiterhin besteht. Somit sind A\;(£) und Ay(&) fiir das Auftreten des Regularity-
Loss-Phénomens verantwortlich. Ahnlich wie in Abschnitt 3.2.1, in dem durch die Subtraktion
der Warmeleitungshalbgruppe eine bessere Abklingrate erzielt wurde, kann nun im Fall 27y = 7,
durch Abziehen geeigneter Anteile der Regularitéatsverlust verringert werden. Um dies zu zeigen,
bendétigen wir zunachst noch die asymptotische Entwicklung der Eigenprojektionen.

Satz 3.13 (Eigenprojektionen fiir |{| — o0). Im Fall 21y = 7, gilt fir die zum Eigenwert \;(§)
gehérige Eigenprojektion P;(§) = Pjo+ O(|&|7Y) fiir || — oo und j € {1,2,3} mit

11 L1l 000
Pl,O = —% % 0 s PQ’() = % % 0 und Pg}o =10 0 O
0 0 0 0 0 0 0 01
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3 Ein symmetrisch-hyperbolisches Phase-Lag-System

BeEwEIS: Wenn 27y = 7, ist, reduziert sich die Matrix M (§) aus (3.7) auf

0 —J==ie 0
M(g) = - QC’:TQ Zf 0 quTe
0 — /= —L

Nach Satz 3.12 existiert ein R € R*, sodass die Eigenwerte A (), A2(€) und A3(§) von M (&) fiir
alle £ € R mit |{] > R paarweise verschieden sind. Somit lésst sich zu ¢ € R mit [{] > R und
J € {1,2,3} eine glatte geschlossene Kurve I';(£) in C finden, die den Eigenwert \;(&), nicht aber
die Eigenwerte A\, (&) fir k£ € {1,2,3}\{j} umschliet. Die zu \;(&) gehorige Eigenprojektion lasst
sich dann nach [Kat66, S.39] und [HJ91, S.401, 403] tiber

1 —1 1
(€)= ——— o) tde = S )\
PO = g [ (MO -0 ¢ T =g o - o)
k#3j
berechnen. So erhalten wir fir j € {1,2,3}
P;(€) = ! Qi(8),

(A (&) = Ae(€)) (X5(8) — Aul€))
wobei k, [ aus {1,2,3}\{j} mit k£ # [ sind und Q;(§) := (M (&) — (&) Is) (M (&) — \i(€) I3) durch

Ae(€)Mi(€) — g £ oours i€(Ae(€) + Ni(9)) —% o 16
MO M) MOMO - € S OwO + 1) - £\
% ﬁlﬁ quTG (Ak(f) + /\l(f)) + % Tq17'9 Ak (§)>‘l(£) + ?19 (Ak (f) + Al(f)) + quTe

gegeben ist. Anhand dieser Darstellung und der aus Satz 3.12 bekannten Asymptotik der Ei-
genwerte im Fall 27y = 7, konnen wir nun das Verhalten der Eigenprojektionen fiir || — oo
bestimmen. Die verwendeten Rechenregeln zum Landau-Symbol finden sich in Anhang A.6.4.

»j =3: In der Matrix Q3(§) treten das Produkt und die Summe der Eigenwerte A;(£) und A\ (§)
auf. Es gilt
AL(§)A2(8) =

K

0Cy Ty

€ 4+01) und \(€)+\(E) =0 fir [¢] = o0,

weshalb sich die einzelnen Eintrége der Matrix Q3(&) wie

o) o) O([¢l)
Qs(6) = [OEI7)  O(1) o(1) fiir |§] = oo
o(¢l) o) Z-¢+0(1)

QCyTq

verhalten. Zur Matrix P;(§) kommt noch der Vorfaktor
tretenden Differenzen der Eigenwerte erhélt man

1 . . .
M @)@ —h ey hinzu. Fir die auf-

1 _ 1 _
M) = M6 = [ g = -+ O™ wnd (€)= 2el6) = [ ig— Ok
und damit .
(3a(6) = MO Ma(O) = Xa()) = €2+ O(fel) - fir ] — oo
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3.2 Asymptotik der Eigenwerte in einer Raumdimension

Mithilfe der Rechenregel (vi) aus Lemma A.24 folgt daraus

1 e
(As(8) = M(©) (As(€) = A2(8))
Fiir P3(§) schlieen wir also

o o) o) o)
P3<s>:(”§2+o<\s|3>) o(e) o) o)

" o(¢) o) Z=e+00)

0

0

1

T% +O(E[™)  fiir €] — 0.

o O O
o O O

= Py +O(¢]) mit Pyg:= ( ) fir [£] — co.

»je{1,2}: Fir ke {1,2} ist M\(§)A3(€) = O(|€]) und es gilt

ME) +2s(6) = [—Lie +O1) und  Aa(€) + Na(€) = —, | ——ic + O1) fiir €] = oo
chTq chTq

Demzufolge verhalten sich die Eintrage der Matrizen Q;(§) und Q2(&) wie

—wns FO(E) 25 +0(E) O
Q) =| Zn¢+0E) —Z5¢+0(El) Ol

0Cq

o([¢)) O(I¢) O
“an SO —25 e+ o) Ol
o(

o(

und  Qs(€) = [ -+ 0(E)) -2+ 0(€))
O(l¢]) O(l¢l)

Zur Bestimmung des Vorfaktors ermitteln wir

MO =) = [ i+ O(), M) = hal€) =2, i+ O(lel ).
M(€) = Xsl€) = =[S+ O(1), Xa(€) = M(9) = =2 [ i+ O(Jgl™) i [¢] - oo

So ergibt sich fiir j € {1,2} und k € {1,2}\{j}

(51O = Ml€) () = Mlg) = ot + O(1€])fix €] = o0

viq

fiir [£] — o0.

und damit
1

(O = 2a(€) (&) = M(6)
Fir P;(&) erhalten wir also

CoTo _ .
—Q2Hq§ 2+ 0(l¢] 3) fir |¢] — co.

P(€) = (~ 55726+ O(1 ) ) @4(6) = Poa+ O(1€7)

1 1
3 T3 0
PI,O = —% und P210 = 0].
0 0 ]
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3 Ein symmetrisch-hyperbolisches Phase-Lag-System

Um die fiir |{] — oo langsamer abklingenden Anteile herausfiltern zu kénnen, definieren wir fiir
t € 0,00) und V; € L*(R)?

StV = 7 (A E 3D P o(A) Ve

)
\/ chTq \/ /<n'2 ’
. ch 29@,
0Cy Tq HTQ

fir £ € R\{0}. Angestrebt ist eine L'-L*-Abschitzung fiir S(¢)Vy — So(t)Vp. Diese wird auf der
folgenden Matrixabschéitzung beruhen.

mit

Lemma 3.14 (Differenz der Matrizen). Es gelte 21y = 1,. Dann existieren Konstanten c,ca, cs,

di,ds,ds, R € RY, sodass fir alle § € R\{0} und alle t € [0, 00) gilt:

cremhe fir €| < R,
< =1 —da¢™%t —dst £
3%3 colél e Tt czem Bt fur €] > R.

MO _ Ze F@p

BEWEIS:
»Zu [£]| > R: Aus den Sétzen 3.12 und 3.13 lassen sich die folgenden Aussagen ableiten:

dRy € RT Jay,as,a3,b e RTVEER, €] > Ry :
Re(A\;(§) < =™ und  Re(X;(€) — AF() < [A(9) = AT (&)] < anfé| ™ fiir j € {1,2},
As(6) =Re(A3(€)) < —as und || P(&) — Prol|gaxs < bIEIT" filr j € {1,2}.

Nachdem die Eigenwerte fiir || > R, paarweise verschieden sind, kénnen wir wieder die Darstel-
lung eM©t = 372 O P;(€) fiir ¢ € [0, 00) nutzen und erhalten damit

Aj (E)t .y 0)

H ieA @ip

j=1

< He>\3(5)tp

(C3><3 CSXS

(C3><3

A°°<s>t< (M©O-27©)t _ 1) P

(3.16)

CSXS

Die einzelnen Terme lassen sich wie folgt abschétzen: Es gilt

2

Aj(f)t(Pj(g) - Pj,O) < ZeRe(Aj(&))tHPj(g) — Pjvou(c3x3 < 2[)’€|716*01§’2t
(C3><3 _
und He)\s(ﬁ)tpg(f) s — Re(As ()t < oot

Fiir den dritten Term nutzen wir fir j € {1,2} die Abschétzung

’ (M(©O-A7©)t 1‘ <t sup )(/\j(f) _ )\;o(f))e(m@—x;"(s))s

s€[0,t]

e[t e~
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3.2 Asymptotik der Eigenwerte in einer Raumdimension

und die auf z < e” fiir z € RT, also e™* < i, beruhende Ungleichung

_2ecpe-2 RTZ €2 ooy
KT{? g q . é -e ""'3 .
oc, t

SR ()t

=€

Damit folgt fiir [¢| > R := max{Ry, %@}

9 2
Z PYGE (e()\j(.f)f)\]?o(ﬁ))t . 1)Pj,0 < ZeRe(AT(E))tle(M(S)f 1‘|| 0||C3X3
j:1 (c3><3 i=1
KJT2 52 — Loy 3
. & -3 az|€| 77t
< oc, t ag|g|”" -t e® ZH j0llcses
2/-@7' -1, Loy g2y
< as€| T 2nr? (nach Wahl von R).
0Cy

Setzen wir die Abschitzungen geméf (3.16) zusammen, so erhalten wir fiir alle ¢ € [0,00) und
alle £ € Rmit |£| > R

_ 2KT — ey g=2
S €_a3t+2b‘f|_1€_a1£ 2t a2’§|— 2m— t

2
ME©t _ Z AP,

(C3><3

und daraus die behauptete Abschitzung, wenn wir beispielsweise ¢, = 2+ 2 "ag, c3 = 1,
dy := min{ay, 2~ } und ds := a3 wahlen.

> Zu || < R: In diesem Bereich verwenden wir die Ungleichung

M© _ Z ATt p

sowie die Abschétzung (2.21) im Fourierraum aus Satz 2.9. Diese ist giiltig, da das System (3.2)
im Fall 27 = 7, die Bedingungen (A), (K), (S) und (S;) erfullt (siehe Abschnitt 3.1.2). Wie im

Beweis zu Satz 2.12 und wegen (1f£2)2 > (HRQ 5 fir [€] < R folgt daraus

<M+ S OBl < [ 275
j=1

H QLU& )

2

[eM O o < e THE < Ce’<1+?%2>252t

fiir gewisse Konstanten C, ¢ € R*. AuBerdem ist £-2 > ¢24 = 1%24 fir |£| < R und daher

7297(‘515_2t 2961; 5 t

e KTg < e 2 R4

Mit ¢; :=C 4+ 2 und d, := min{m, 20c 1 oilt insgesamt die behauptete Abschiitzung. O

2 R4
RTZR

Fiir die Differenz S(t)Vy — Soo(t) Vo gewinnen wir nun bei der L'-L2-Abschétzung im Vergleich zu
derjenigen, die Satz 2.13 (i) fiir das eindimensionale Dual-Phase-Lag-System DPLW (2,1) liefert,

eine Regularitétsstufe.
Satz 3.15 (L'-L*-Abschétzung). Es sei s € No. Im Fall 275 = 71, gilt:
3C,,Cy,c € RT VYV, € H*(R)* N L' (R)® V&, ZGNO mitl<k+I1<s+1undk<sVte|0,o00):
105 (SWVo = Sac(t)V0) [ 2 aye < Crl 075 F Vo[ 1 o + Call + 1)~ =02V
+ CgeidHaf‘/OHL%RP .

2(R)3 L%(R)3
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3 Ein symmetrisch-hyperbolisches Phase-Lag-System

BEWEIS: Nach dem Satz von Plancherel A.8 und mit a := H(AO)_%Héast(AO)% 25a gilt
1 1 2

||a§(8(t) S ( )‘/O)HL 2(R)3 = H ((AO)756 AO -3 ZeA ()t ) AO) ﬁV
j=1

< a/gzkH ME) _ Ze Ferip

L2 (R)S

L .
C

Wir teilen das Integral geméfl Lemma 3.14 in die Bereiche |[£] < R und [£| > R auf und nutzen
die jeweils giiltige Abschitzung zu gewissen Konstanten ci, ¢, cs,dq,ds, ds € RT. Mithilfe von
Lemma A.16 (i) ergibt sich

21@H MEE NN AT O p,
/§<R Z

(FVOFAE< [ @ ee ) (FV)(©) dg

cox? l€EI<R

< C%H'j@%“im(nw/l e 2hE ¢
Sbl(l—'_t) i H%HL L(R)?

fiir eine geeignete Konstante b; € R*. Fiir das zweite Integral folgt mit Lemma A.16 (ii)

2
2kH M(€)t e Otp,
/|£|>R z:: 7

S/ € (calé]Me B 4 e ) |(FVL)(E)] de
[€I>R

&) d¢

Cdx&

<26 [ e e O ag b ade ! [ @) o
l€1>R £|>R

< 26} sup €76 (P [ + 265 O

< bo(L+ ) 0 VR e+ 2650 0LV

(R)®

(R)®

fir k,1 e Ngmit 1 < k+1<s+1und k < s, und fiir eine geeignete Konstante b, € R*. Insgesamt
erhalten wir also

< aby(1+) Vol + aba(1+0) 0V
+ 2acde |0k Vi

[25(S (Vo = Suc (Vo) 2

L?(R)? L%(R)?
L%(R)3

und daraus durch Ziehen der Wurzel die behauptete Abschitzung. 0

Hiermit beschlieBen wir die Untersuchungen zum Dual-Phase-Lag-Modell DPLW (2,1) der War-
meleitung und wenden uns weiteren Phase-Lag-Modellen zu, darunter dem benachbarten Dual-
Phase-Lag-Modell DPLT (2,1) der Thermoelastizitét.
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4 Symmetrisch-hyperbolische Phase-Lag-
Systeme mit Nebenbedingungen

In diesem Kapitel werden das Dual-Phase-Lag-Modell DPLT (2,1) der Thermoelastizitit und das
Three-Phase-Lag-Modell TPLW (2,1,1) der Warmeleitung behandelt, die sich in einer Raumdimen-
sion als ein symmetrisch-hyperbolisches System und im Fall von zwei oder drei Raumdimensionen
als ein solches mit einer Nebenbedingung auffassen lassen. Die Nebenbedingung beschreibt fiir bei-
de Modelle die Rotationsfreiheit einer Losungskomponente, jedoch kommt sie auf unterschiedliche
Weise zustande. Fiir das Thermoelastizitdtsmodell DPLT (2,1) wird die Rotationsfreiheit dadurch
erzwungen, dass die Funktion des Verschiebungsvektors geméfl der Helmholtz-Zerlegung in einen
rotationsfreien und einen divergenzfreien Anteil aufgespalten wird. Fiir das Warmeleitungsmodell
TPLW (2,1,1) hingegen ergibt sich die Nebenbedingung in direkter Weise daraus, dass bei der
Transformation auf ein System erster Ordnung eine Komponente des Losungsvektors durch das
Gradientenfeld Vv gebildet wird, dessen Rotation stets Null ist.

Nach erfolgter Transformation der genannten Phase-Lag-Modelle auf ein symmetrisch-hyperboli-
sches System konnen die Resultate aus Kapitel 2 und unter Beachtung der Nebenbedingung
insbesondere diejenigen aus Abschnitt 2.7 verwendet werden, um die zeitliche Asymptotik von L6-
sungen zu beschreiben. Die Nebenbedingung, die in Bezug auf die Wohlgestelltheit des zugehdrigen
Anfangswertproblems zunéchst nicht von Bedeutung ist, erweist sich dabei als ausschlaggebend
fiir das Gelingen der Methode.

Das Vorgehen zum Dual-Phase-Lag-Modell DPLT (2,1) der Thermoelastizitat lasst sich teilweise
auf die Untersuchungen fiir das entsprechende Dual-Phase-Lag-Modell DPLW (2,1) der Warme-
leitung aus dem vorangehenden Kapitel 3 zurickfithren. Wie dort werden wir unter der Vor-
aussetzung 27y > 7, ein Abklingen vom Standard-Typ und fiir 27y = 7, ein Abklingen vom
Regularity-Loss-Typ erhalten.

Fiir das Three-Phase-Lag-Modell TPLW (2,1,1) der Warmeleitung werden wir im Fall, dass
2“" > 15 > k7, gilt, ein Abklingen vom Standard-Typ und im Fall, dass 2’:7" =T, > K'T, ist,
e1n Abklingen vom Regularity-Loss-Typ nachweisen kénnen. Dies sind die Parameterbedmgun—
gen, wie wir sie schon aus den Untersuchungen in [QR08; BQR14] zur Stabilitéit in beschréankten
Gebieten kennen.

4.1 Dual-Phase-Lag-Thermoelastizitat DPLT (2,1)

Nachdem wir in Kapitel 3 das Modell DPLW (2,1) der Warmeleitung studiert haben, méchten wir
nun das entsprechende Dual-Phase-Lag-Modell der Thermoelastizitét aus (1.13) mit der Entwick-
lungsordnung zwei fiir die Warmestromdichte ¢ und eins fiir den Temperaturgradienten V6 unter-
suchen. Die Raumdimension sei n € {1,2,3} und es seien Anfangsdaten qo, q1,ug, u; : R* — R”
und 6 : R” — R vorgegeben.
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4 Symmetrisch-hyperbolische Phase-Lag-Systeme mit Nebenbedingungen

DPLT (2,1)
pAu+ (A + p)Vdivu —yVO = puy in (0,00) x R™, (4.1a)
—divq — T, divu, = pc,0; in (0,00) x R", (4.1b)
q+ Tq + ;qutt = —xkVO — k1, V0, in (0,00) x R™, (4.1¢)
q(0,) =qo, q:(0,) =q1, 0(0,-) =6, u(0,-) =up, u(0,-) =u; in R". (4.1d)

Ist n € {2,3}, so nutzen wir, wie bei den klassischen Thermoelastizitdtsgleichungen iiblich (ver-
gleiche [JR00]), die Helmholtz-Zerlegung (siehe Satz A.2 in Anhang A.2.2)

L*(R")" = VH'(R") @&, D(R").

Gemaf dieser ldsst sich die Funktion v : [0,00) — L*(R")", die den Verschiebungsvektor beschrei-
ben soll, in einen rotationsfreien (potentialen) Anteil uP und einen divergenzfreien (solenoidalen)
Anteil u® aufteilen:

u(t) = uP(t) +u’(t) mit uP(t) € VHY(R") und v*(t) € D(R") fiir ¢t € [0, 00).

Im R? ist die Rotation definiert als

rot(f) := 0,  fo — Op, 1 fiir f: R? — R? und rot(f) := <_852ff> fir f:R* — R,

und im R? ist
aa:z f3 - 8133 f2
rot(f) := | Ouy f1 — O, f3 fir f:R3 — R®.
611 f2 - a:rz fl
Da divu® = 0 sowie AuP? = VdivuP — rot rot uP? und rot u? = 0 gelten, ldsst sich die Differential-
gleichung (4.1a) umschreiben zu

oufy + ouyy = pAuP + pd + (A + @)V diva? + (A + p)V dive® — V6
= pAu® + (A +2p)VdivuP —4Ve.

Nachdem V() fiir 0(t) € H'(R™) in VH!(R™) liegt, entstehen aus (4.1) zwei entkoppelte Systeme,
némlich eines fiir (¢, 6, uP),

A+ 2p)VdivuP — VO = ouy, in (0,00) x R™, (4.2a)
—divq — T, divuy = oc,b; in (0,00) x R", (4.2b)
72
q+ Tq + qutt = —kVO — k1, V0, in (0,00) x R™, (4.2¢)
Q(O, ) = 4o, Qt(07 ) =, 0(07 ) = 90 ) up(07 ) = ugv U?(O, ) = url) in R" ’ (42d)

und eine Wellengleichung fir *,
ouj, — pAu® =0 in (0,00) x R™, (4.3a)
u®(0,-) = ug, u(0,) =uj inR". (4.3b)

Ist die Raumdimension n = 1, so stimmen die Systeme (4.1a)-(4.1¢) und (4.2a)-(4.2c) tberein.
In diesem Fall identifizieren wir u? := u, ufl := uo und u} := u.
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4.1 Dual-Phase-Lag-Thermoelastizitat DPLT (2,1)

4.1.1 Darstellung als symmetrisch-hyperbolisches System mit Nebenbedingung

Wir zeigen, dass sich das System (4.2) als ein symmetrisch-hyperbolisches System der Form (2.43)
mit einer Nebenbedingung auffassen lésst.

Definition 4.1 (Matrizen zu DPLT (2,1)). Es sei 7 := 77 + (19 — 7,)>. Zu n € {1,2,3} sol-
len Ay, Ay und Ly die zum Wirmeleitungsmodell DPLW (2,1) gehdrenden Matrizen aus der
Definition 3.1 bezeichnen:

2927:_7—9 Qzlxn len 0 (e%)T Oan
Ay = 0pxs =L, 0, |, A= € 0, 0, firje{l,..,n}
0
On>< 1 On In On>< 1 On On
O 01><n 01><n
und LW = 0n><1 %?M)In _%In
0n><1 % In # In

Fiir das Thermoelastizititsmodell DPLT (2,1) setzen wir dann

sf_;eo In 0n><1 On><1 On><2n On 0n><1 0n><1 On><2n
AO — 01><n 27':(7)-\102/1) 0 O1><2n I = 01><n 0 0 01><2n
' len 0 AO ’ ' len 0 LW
02n><n 02n><1 w 02n><n O2n><1
On _e% 2;:%6% On><2n
) —(ei\T
und A’ = 2'\/7'6(?23)1— 8 0 _ Oczn firje{l,...,n}.
KT n AJ
W

Zun € {2,3} legen wir aufferdem die folgenden Matrizen fest:
R:= 0(271—3)><(3n+2) und Qj = (@J O(2n—3)><(2n+2)) fUT j € {]-7 cee ,’I’l} ’

wobei  fiirn =2: @1 = (0 1) und @2 = (—1 0) ,

N 0 0 O B 0 01 B 0 -1 0
firn=3: Q':=10 0 —1|, Q@*:=]10 0 0 und Q*:=|1 0 0
01 0 -1 0 0 0 0 O
Mit den angegebenen Matrizen stellt
A%,V +Y A19,,V+LV =0 in(0,00) x R", (4.4a)
J=1 n
wenn n € {2,3} : RV +>°Q'9,,V =0 in (0,00) x R", (4.4b)
j=1
V(0,)=V, inR" (4.4¢)

ein symmetrisch-hyperbolisches Anfangswertproblem dar, das im Fall von zwei oder drei Raum-
dimensionen eine Nebenbedingung in Form der Gleichung (4.4b) umfasst. Um anzudeuten, dass
es dabei unter die allgemeine Form symmetrisch-hyperbolischer Systeme mit Nebenbedingungen
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4 Symmetrisch-hyperbolische Phase-Lag-Systeme mit Nebenbedingungen

aus Abschnitt 2.7 fallt, haben wir den Term RV explizit aufgefiihrt, obwohl dieser nach Definition
von R natiirlich gerade einem Nullvektor entspricht.

Nach Satz 2.2 besitzt das Anfangswertproblem (4.4a)+(4.4¢) zu V, € H*(R")*"*? fiir s € N eine
eindeutige Losung S(-)Vy € C°([0,00), H*(R™))*"*2. Dies gilt nicht nur fiir n = 1, sondern auch
fir n € {2,3}. Wenn fiir n € {2,3} der Anfangswert V, zudem aus der Menge

N = {W € LAR")™ 2| RW + 3 Q10, W = 0} - {W € AR 2|3 QIo, W = o}
j=1 j=1

gewahlt wird, ist nach Satz 2.17 auch das gesamte System (4.4) wohlgestellt, sofern die Bedingung
(C) von Seite 48 erfiillt ist, was kurz zu tiberpriifen ist.

Bedingung (C). Es sei n € {2,3}. Da R die Nullmatrix ist, belaufen sich die nachzuweisenden
Eigenschaften auf Q(w)(A°%)'A(w) = 0 und Q(w)(A%)™'L = 0 fir w € S"~*. Die Matrizen A(w)
und Q(w) lauten

On —W 22%(*) On On
—CUT 0 0 01><n 01><n

Alw) = ZZ%WT 0 0 W' O1xn und Q(W)Z(Q(W) 0(2n—3)x(2n+2)>
On 0n><1 w OTL On

On On x1 On>< 1 On On

_ B 0 —Wws3 (0%
mit Q(w) := (—wg wl) firn=2 und Qw):=| ws 0 —w| firn=3.
—Ws w1 0

Aufgrund der Gestalt von L erhilt man Qw)(A)'L = @(w)OnX(3n+2) = O(2n—3)x (3n+2) , und da
Q(w)w = 0(25,—3)x1 ist, gilt auch

71 ~ ~
Q(W) (AO) A(w) = (0(2n73)><n 7%{;@(("))(‘] LZ;OQ(W){A} 0(2n73)><n O(2n73)><n> = 0(2n—3)><(3n+2)-

Damit ist die Bedingung (C) erfiillt. O

Eine anschaulichere Beschreibung der Menge N ist
N ={W e L*R")*"* | rot W, __, =0},

denn nach Definition der Matrizen (7 bedeutet die Aussage 2?21 Q70,,W = 0 nichts anderes als
dass Y20 Q@ 0, W =31, Q10, Wy, = rot Wy __,, = 0ist. Die Nebenbedingung (4.4 b) soll also
bei der Transformation der Gleichungen aus (4.2) auf ein System erster Ordnung die Information

bewahren, dass uP(t) in VH(R") zu suchen ist.

Satz 4.2 (Aquivalenz der Systeme). Es sein € {1,2,3}. Zu s € N seien fiir (4.2) Anfangsdaten
q € H*(R")", q1 € H**(R™)", 6y € H*(R") mit 372q1 + K19V € H*(R™)" sowie uf € H*(R")"
mit divug € H*(R™) und u} € H*(R™)™ gegeben. Dazu sei

w11y, P
27Ty 1
(A4 2p) div ug
‘/O = %00
qo0 ,
(1 - ;qu)% + %q(h + K719Vl
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4.1 Dual-Phase-Lag-Thermoelastizitat DPLT (2,1)

(i) Es sei V € CY(|0,00), H*(R™))*"*2 die Losung von (4.4a)+(4.4¢) zum Anfangswert Vy. Fiir
t € [0,00) definieren wir

2T,
A(t) == Vigsomia(t),  O(t) := T:VW(@ und  uP(t) := ub +

.....

Dann lost (q,0,uP) das Anfangswertproblem (4.2) und es gilt:

g € C°([0,00), H*(R™))" N C'([0,00), H*'(R"))",

0 € C°([0,00), H*(R™)) N C*([0, 00), H*""(R™)) ,

uP € C([0,00), H*(R™))" N C*([0,00), H*~'(R™))",

divu? € C°([0,00), H*(R™)) N C* ([0, 00), H* " (R™)) ,

und g, + k7 VO € C([0, 00), H*(R™))" N C ([0, 00), H*~(R™))".

Fiir n € {2,3} gilt zudem: Wenn ug aus VHY(R™) ist und V (t) fir alle t € [0,00) die
Nebenbedingung (4.4b) erfillt, dann liegt uP(t) fir alle t € [0,00) in VH(R™).

(ii) Es sei (q,0,uP) eine Losung von (4.2) mit ¢ € C°([0,00), H*(R™))", § € C°([0, ), H*(R™)),
1r2qi+k79VO € C°([0, 00), H*(R™))", uP € C([0, 00), H*(R™))", divuP € C°([0, 00), H*(R™)).
Wir setzen

Tobuy (t)
(A +2p) divuP(t)
V(t) == 2-0(t) fiirt € [0,00). (4.5)
q(?)
Tq(1 = 32)q(t) + 2Lqu(t) + kT VO(2)

Dann ist V in C°([0,00), H*(R™))***2NC'(]0, 00), H*~*(R™))*"*2 und lost das Anfangswert-
problem (4.4a)+(4.4¢) zum Anfangswert Vj.

Fir n € {2,3} gilt zudem: Wenn uP(t) fir alle t € [0,00) in VHY(R™) liegt, dann erfillt
V(t) fiir alle t € [0,00) die Nebenbedingung (4.4b).

BEWEIS:

(i) Aufgrund der Regularitdt von V, die zusammen mit der Differentialgleichung (4.4a) auch
V e CH([0,00), H*~H(R™))***2 impliziert, ist ¢ € C°([0, 00), H*(R"))*NC* ([0, 00), H*~}(R™))" und
6 € C°(]0,00), H*(R™)) NC* (][0, 00), H*"'(R™)). Aus der Art und Weise, wie uP definiert ist, ergibt
sich w? € C'([0,00), H*(R™))" N C?([0,00), H*~*(R™))" (siehe Satz A.19 in Anhang A.5). Die
Anfangsbedingung V' (0) = V besagt ¢(0) = ¢o und 6(0) = 6y und nach Definition von uP sind
auch wP(0) = uf und uf(0) = 22V, ,.(0) = u} erfiillt. Aus dem Beweis zu Satz 3.2 (i), dort

wTTo
unter der Gleichung (3.3), wissen wir, dass

.....

0=(A,V), ., +> (A0, V) ,+(LV)

— n+2
J:
0 291y .. = i
= (Awatvn+27...,3n+2)1 + oy divVy ., + Z(Awazj Vita,.., 3n+2)1 + (LWVn+2 ..... 3n+2)1
j=1
2
= oc,0; +divg + 7o divVi ., (4.6)

RT

.....

Fall ist. Nach Definition von u? ist auflerdem Vi, = ";—TT[;’uf Die Gleichung (4.6) bedeutet also
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4 Symmetrisch-hyperbolische Phase-Lag-Systeme mit Nebenbedingungen

gerade, dass (g, 0, uP) die Differentialgleichung (4.2b) 16st. Der Beweis zu Satz 3.2 (i) zeigt auch,
dass aus

n

n+3,..., n+2 + Z(Ajaxﬂ V) n+3,..., n+2 LV) n+3,...,3n+2

Jj=1

0 = (AoafV)

---------------

n

— 0 ]

= (AW Viya,. 3nt2) g1 T Z (AN 0r, Viia, snt2), ong1 T (LwVaya,..nt2), on+l
Jj=1

die Gleichheit (4.2¢) und der Anfangswert ¢;(0) = ¢; folgen, sofern, wie hier der Fall, die Zusam-
menhénge 6 = 22V, ., und ¢ = V,43,. 2012 gelten. Die Zeile (n + 1) des Systems (4.4a),

77777

0=(A%V), ., +> (A0, V) . +(LV)
Jj=1
k1T k1T k1T

= — VTL — d n — <~ I~  ~ ~ n - d p?
275 (N + 201) OV —divi, 270\ + 201) OVasa - GVt

impliziert 9,V,,,1 = (A+2p) divuy. Da sowohl V,,,; als auch divuP in C*([0, 00), H*~*(R")) liegen,
bedeutet dies nach Satz A.19
t t
Vo1 (t) = Viit(0) +/ OVor1(s)ds = V,14(0) +/ (A4 2u) divuy(s) ds
0
=Vor1(0) + (A4 2p) divuP(t) — (A +2p) divul = (A + 2u) divuP(t) fir ¢t € [0,00) .

Damit gilt auch divu® € C°([0, 00), H*(R™)), da V,, 41 in C°([0, 00), H*(R™)) liegt. SchlieBlich ergibt
sich aus den ersten n Zeilen des Systems (4.4a)

7777777777

2779

VVnH = oupy — (A + 2p)VdivuP + V8,

wonach (6, uP) die Differentialgleichung (4.2a) erfiillt.

Wenn im Fall n € {2,3} ug aus VH!(R") ist und V' die Nebenbedingung (4.4 b) erfiillt, erhalten
wir zudem

n(8)ds = rot uf +

.....

p 27’9 ¢
rot uP(t) = rotug + rot V;
kTTy Jo

/ZQ@%V (s)ds = 0.

m'To

Damit muss uP(t) fir t € [0,00) in VH!(R™) liegen (vergleiche [Galll, S.1431.]).

(ii) Da nach Voraussetzung V6 und V divuP in C°([0, 00), H*~*(R"))™ liegen, erhalten wir aus der
Differentialgleichung (4.2 a), dass u? in C*([0, 00), H*~*(R"))™ ist. Wegen u? € C'([0, 00), H*(R"))"
ist auBerdem divuP € C*([0,00), H*"'(R"))™. Der Differentialgleichung (4.2b) entnehmen wir die
Regularitit 0 € C'([0,00), H*"*(R™)), da sowohl divg als auch divuy aus C°([0,00), H*~*(R™))
sind. Wie im Beweis zu Satz 3.2 (ii) ausgefiihrt, ergeben sich weiterhin ¢ € C'([0, 00), H*~!(R™))"
und ¢ + k19 VO € C*([0, 00), H*~*(R™))". Somit liegt die Funktion V in C°([0, 00), H*(R™))*"*+2
und C*([0, 00), H**(R™))*"*2 und erfiillt nach Definition die Anfangsbedingung V (0) = V4.
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4.1 Dual-Phase-Lag-Thermoelastizitat DPLT (2,1)

T
279 0

Da V1o snie = < y a ) ist, entnehmen wir dem Beweis zu Satz 3.2 (ii), dass

1—H)Q+ > qt+KTe VO

(Aoatv)nJrS 3n+2 + Z(Aja“:J V) n+3,...,3n+2 + (LV) n+3,..., 3n+2

.........

,,,,,,,,,,,,,,

j=1
=0
und
(A%,V), ,+ > (Ao, V) .+ (LV), .,
Jj=1
29T,
= (AW Viso. .. snt2), + T d1vV1 ..... n+ Z (A 0y SVata,ant2) ] T (LwVate, ani2),
Jj=1
= oc,0; +divg + divVi, .

,,,,

---------------

2 2

mg_;f oVi,., - VV,i1+ YTo VV"+2 = oul, — (A + 2u)V divuP(t) + VO = 0.
0

Mit
(Aoatv)nﬂ - Z(Ajaxj V)n+1 + (Lv)n+1
j=1
RTT : KT . .
= m@vml —divVy .= 27_90 0; divuP — = divul =0

ist auch die noch verbleibende Gleichung erfiillt, sodass V' also insgesamt das Anfangswertproblem
(4.4a)+(4.4c) lost. Wenn n € {2,3} ist und ut( ) fir t € [0,00) in VHY(R") liegt, erfiillt V'
aufgrund der Identitat Z " Q10,,V =10tV = ’“;—TZD rot uy die Nebenbedingung (4.4b). O
Korollar 4.3 (Wohlgestelltheit fur DPLT (2,1)). Zu s € N seien Anfangsdaten qo € H*(R™)",

€ HYR")" und 6y € H*(R") mit 172q1 + k19Vby € H*(R™)" sowie ug € H*(R™)" mit
divug € H*(R™)" und vy € H*(R™)"™ gegeben. Dann besitzt das Anfangswertproblem (4.1) eine
eindeutige Losung (q,0,u) mit (q,0) € C°([0,00), H*(R™))" ™', u € C*([0,00), H*(R"))" sowie
divu € C°([0,00), H*(R™)) und 577q; + K19V € C°([0,00), H*(R"))" (weitere Regularititen leiten
sich daraus wie im Beweis zu Satz 4.2 (ii) ab).

BeEwEIS: Im Fall n = 1 seien ug := ug und u} := w;. Fiir n € {2,3} zerlegen wir gemafl der
Helmholtz-Zerlegung uo = uf + uf und u; = uf + u§ mit uf, v} € VH'(R") und uf, u; € D(R").
Aus diesen und den anderen gegebenen Anfangsdaten definieren wir V4, wie in Satz 4.2. Dann liegt
Vo in H*(R")**2 und fir n € {2,3} zudem in N. Das Anfangswertproblem (4.4) besitzt eine
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4 Symmetrisch-hyperbolische Phase-Lag-Systeme mit Nebenbedingungen

eindeutige Losung V' € C°([0, 00), H*(R™))*"*2, woraus man mit Satz 4.2 eine eindeutige Losung
(¢,0,uP) von (4.2) erhilt. Im Fall n = 1 stellt (¢,0,u) mit v := uP die eindeutige Losung von
(4.1) dar. Ist n € {2,3}, so liegt uP(¢) fiir alle ¢ € [0,00) in VH!(R™). Auflerdem finden wir eine
eindeutige Losung u® € C([0, 00), H*(R"))"NC?([0, 00), H*~}(R™))" zur Wellengleichung (4.3) mit
uw¥(t) € D(R™) fir alle t € [0,00). Fiir n € {2,3} beschreibt also (q,0,u) mit u := u? + u® die
eindeutige Losung von (4.1). O

Die Nebenbedingung &dndert nichts an der Tatsache, dass es sich bei der Lésung um die eines
symmetrisch-hyperbolischen Systems handelt. Somit greift das Resultat zur endlichen Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit aus Satz 2.3, woraus wir eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir
(g,0,uP) ableiten konnen. Der Anteil u® besitzt gemafl der Wellengleichung (4.3) eine eigenstandige
Ausbreitungsgeschwindigkeit.

Satz 4.4 (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir DPLT (2,1)). Zu r € RT seien Anfangsdaten
Qo, q1, Ho, up und uy; mit der Regularitit aus Korollar 4.3 gegeben und ihr Triger liege jeweils in
B(0,r). Dann gilt fir die Losung (q,0,u) von (4.1) fir alle t € [0, 00)

suppq(t) € B(0,r +ct), supp@(t) C B(0,r + ct) und suppu(t) C B(0,r + ct)

mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ := max{\/’\+2" \/;C’ZT;’Q QQZ:?, \/E}

BEWEIS: Fiir n = 1 sei «? := u und im Fall, dass n € {2,3} ist, zerlege man u in u = uP + u®
mit uP(t) € VH'(R") und v*(t) € D(R") fir ¢ € [0,00). Wie wir in Satz 4.2 gesehen haben,
16st V, definiert wie in (4.5), das Anfangswertproblem (4.4) zum Anfangswert V' (0), dessen
Trager aufgrund der Voraussetzungen in B(0,r) liegt. Nach Satz 2.3 existiert ein ¢® € R*, so-
dass supp V (¢t) fir t € [0,00) in B(0,r + cPt) liegt. Geméaf der Gestalt von V impliziert dies
supp q(t) C B(0,r + ¢Pt), supp (t) C B(0,r 4+ c¢Pt) und suppuy(t) C B(0,r + cPt) fir t € [0,00).
Da uP(t) = ub+ [i u} (s) ds gilt und der Triger von u§ nach Voraussetzung ebenfalls in B(0, ) liegt,
folgt auch suppuP(t) C B(0,r 4 cPt). Als den groBten Eigenwert der Matrix (A°)~2 A(w )(AO)"

kénnen wir ¢® konkret berechnen. Zur Bestimmung der Determinante von

nl, Ay 1 [y 0 0

4 Co

\/ M‘%wT 77 0 01><n O1><n

Mlanea — (A7) FA@)A)F = | 22 /BT 0 n o EEeT O

On On - ;:}:.02 w n In On
On On On x1 On n ITL

nutzen wir die Formeln det (4 B) = det(D) det(A— BD~'C) fiir A € R¥** B € R*>*™ C € R™**
und invertierbares D € R™*™ und det (4 B) = det(A) det(D—CA~'B) fiir invertierbares A (siehe

[HJ13, S.24 (0.8.5.1)]), und erhalten

A+2p To

Nl TR LW
det (77 Inio — (AO)*%A(w)(AO)*a = det(nIy,) det ’\+2“w n 0

0 cv N 0CyT2
2n d d nm- %)\t’zuw w 0
= et(nl et 2
n (77 n) 0 n— 1 2»@792 T — l'y2T0wTw
N 0Cy T2 n 0%cy
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4.1 Dual-Phase-Lag-Thermoelastizitat DPLT (2,1)

aneaf 2 A t+2u ,  2kTs VT
- 77 T] - 77 - 2 - 2 .
0 0c, T2 0%c,

Die maximale Nullstelle ist somit

b A+2p 2k19 V2T
c® = max , 5t
0 oc, T2 0%c,

Im Fall n € {2,3} tritt auBerdem der Anteil u® als Losung der Wellengleichung (4.3) auf. Dessen
Ausbreitungsgeschwindigkeit ist durch

s _ M
= =

0
gegeben. Insgesamt konnen wir also ¢ := max{cP,c*} als die Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir
das System (4.1) ansehen. Anhand der physikalischen Einheiten (siehe Seite 5) kann man sich
iiberzeugen, dass c tatsdchlich eine Geschwindigkeit beschreibt. O

4.1.2 Zeitliche Asymptotik

Fir n € {2,3} ermoglichte die Helmholtz-Zerlegung die Aufspaltung des Systems (4.1) in eine
Wellengleichung (4.3) und ein symmetrisch-hyperbolisches System (4.4). Die zeitliche Asymptotik
der Losung der Wellengleichung ist aus [Racl5, Theorem 2.3] bekannt. So gilt fiir den Anteil u®
der Losung (g, 0, u) des Dual-Phase-Lag-Systems DPLT (2,1)

||8IzC (Ui (t)J VUS (t)) H )"("+1) S C(l + t)_%(l_%) || (uslv VU(S)) HWk+N'P(R")"("+1> (47)

LY(R"
fiir alle ¢ € [0, 00) mit einer von ¢ und von uf € WNFEFLr(R™)" 5 € WNFTFP(R™)" unabhéingigen
Konstanten C' € R*. Hierbei sind p € [1,2] und ¢ € [2, 00] mit % + % =1 sowie N :=n(1 — %) fiir
q € {2,00} und N € Nmit N > n(1 — %) fir ¢ € (2,00).

Das Abklingverhalten des verbleibenden Losungsanteils (g, 6, u?) wollen wir in Form einer LP-
L?-Abschéitzung fiir die zugehérige Losung des symmetrisch-hyperbolischen Systems beschreiben.
Diese werden wir fiir n € {2,3} mithilfe von Satz 2.19 erhalten. Die Nebenbedingung (4.4b), die
fiir die Wohlgestelltheit des Systems nicht vonnéten war, wird nun von zentraler Bedeutung sein,
denn fiir n € {2,3} wird sich fiir das System (4.4a) nicht die Bedingung (K), wohl aber fiir das
System (4.4a)+(4.4b) die Bedingung (K*) nachweisen lassen. In einer Raumdimension tritt dieses
Phénomen nicht auf. Das System (4.4a) wird fiir n = 1 in der Tat die Bedingung (K) erfiillen,
sodass Satz 2.16 angewendet werden kann. Wie bereits bei dem Modell DPLW (2,1) der reinen
Wérmeleitung gelte auch hier
219 > 74

Der Fall 27 > 7, wird auf ein Abklingen vom Standard-Typ und der Fall 27y = 7, auf ein
Abklingen vom Regularity-Loss-Typ fiihren.

Bedingung (A). Die Matrizen A°, A',... A" (siehe Definition 4.1) sind symmetrisch und A°
ist positiv definit. Der nicht verschwindende Teil der Matrix L besteht aus der Matrix Ly, deren
Eigenschaften wir bereits vom System DPLW (2,1) zur reinen Wérmeleitung her kennen (siehe
Seite 58). Demzufolge ist L positiv semidefinit und es gilt ker(L) = span{e}, ,,,..., €5 1s} # {0}

O
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4 Symmetrisch-hyperbolische Phase-Lag-Systeme mit Nebenbedingungen

Bedingung (K) bzw. (K*). Wir definieren K : S*~1 — RG"2x6n+2) fijy () € S*~! durch

On 219v0(A + 2p)w 2670(A + 2p)w On On

2
_ W(KQZZO) u 0 0  w1To(Toy? — 20co (A +21))wT  O1xn
K(w) = | —2k70c, To(A + 2p)wT 0 0 8mpocoyTo(A + 2p)w’  O1xn
2 (A2 2724To (A +2
On T"T(QT: 2 (20e0 (A4 21) — T2 — 747 WTO( 20 On On
7
On Onx1 Onx1 On On

Die Abbildung liegt in C°(S"~1, RBn+2x(n+2)) 'gie erfiillt K (—w) = —K (w) und fiir die Matrix
K(w)A° die

On, kTyoTow 4790%co(N + 2u)w2 , On, On
—kTyoTowT 0 0 HTi% o (Tov? — 20co (N 4+ 2p))wT  O1xn
—4790%co( N+ 2u)wT 0 0 2Ti:_%To()\ +2u)wT  Oixn

On, %;E(QQCU(A +2u) — Toy?)w —%‘?:#TO()\ + 2p)w On, On,

On Onx1 Onx1 On On

lautet, gilt (K(w)A°)T = —K(w)A°. Die obere linke (n + 2) x (n + 2) Teilmatrix des Produkts
von K (w) mit der Matrix A(w) berechnet sich zu

27—079(>‘ + 2M)wa On><1 0n><1
(K(M)A(w))a ,,,,, nt2)x (1, nt2) O1n % —2k7 00, To(A + 24)
015, 2670c, To(A+2p)  47p0c,yTo(A + 2)

Fiir v = (v1,...,Un42,0,...,0) € ker(L) = span{el, ,,..., 57} C C*2 gilt

(KA v e = (KAL) o ionen () ()

2r90y(AF2p)ww’  Opnxi Onx1 v1 v1
— kTTo)? : :
B < O1xn % 0 ( . ) ’ < . )>Cn+2
0 41gocoyTo(A+2p) Un+2 Un+2

O1xn

v v kTThH)?
= 2m07(A + 2#)<WWT ( : ) ; ( : )><cn + ’Y(QTQO)‘U"HF + 4750c,YTo(A + 208) [vn 2| . (4.8)

»Falln =1: Da in einer Raumdimension ww' = 1 gilt, folgt aus (4.8) direkt

’Y(/WTO)2

(K (@) Aw)],,0,0) s > min{Zn)Q’y()\ o), 10

, dtp0c,YTo(A + 2u)}|v|2

fir v € ker(L). Insgesamt ist somit die Bedingung (K) von Seite 32 erfiillt.

Fiir den Fall n € {2,3} stellen wir das folgende Lemma voran.

Lemma 4.5 (Dyadisches Produkt). Es sei n € {2,3}.

(i) Zu einem Vektor w € R™ heifit die Matriz ww' das dyadische Produkt. Dieses ist stets
symmetrisch und positiv semidefinit.

(i) Das Kreuzprodukt eines Vektors w € R™ mit einem Vektor v € C™ ist durch

Waly — W32
WX VI=wWivs —wovy  flirn =2 und WXV := | Wl — w3 firn=3
W1V2 — Waly

T

gegeben. Ist w x v =0, so gilt (ww'v,v)e, = |w|*|v]*.
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4.1 Dual-Phase-Lag-Thermoelastizitat DPLT (2,1)

BEWEIS: (i) Es gilt (ww™)" = ww’ und (ww'v,v)cr = (wTv,wv)er = [wTv]? > 0.

(ii) Ist w = 0 oder v = 0, so ist die Aussage klar. Andernfalls bedeutet w x v = 0, dass w und
v linear abhéngig sind. Damit ldsst sich aber v als v = aw mit einem « € C\{0} darstellen,
woraus man (ww'v,v)er = (ww' (aw), aw)er = (aw(w'w), aw)er = |w|? (aw, aw)er = |w|?|v]?
schlief3t. O

» Fall n € {2,3}: Wir weisen die verbleibende Eigenschaft aus der Bedingung (K*) von Seite 49
nach. Sei w € S"! fest. In (4.8) werden jetzt nur noch Vektoren v aus ker(L) N X, betrachtet.
Dabei nimmt die Menge X,, := {z € C*"™? | (Iy,_3 — Pim(r)) Q(w)z = 0} die einfache Gestalt

X, ={zeC ‘ Qw)z =0} = {,ZG(CB’”Jr2 | w x (zl,...,zn)T :0}

an, denn wegen R = O@n—3)x@3nt2) it lzn—3 — Pmr) = lan-3 und nach Definition von Q(w)
(siehe Seite 80) entspricht Q(w)z = Q(w)(z1,. .., 2,)" gerade dem Kreuzprodukt w X (z1,...,2,)".
Diese zusitzliche Einschrankung an v in Form von v € X, bzw. w X (v1,...,v,)" = 0 stellt nach

Lemma 4.5 (ii) die Eigenschaft

(w ( ) , ( >>C = |0y 0)P = |01,y o)

Un Un

sicher. Diese ist wesentlich, denn nur so kénnen wir in (4.8) weiter auf

. V(k7To)? 2
([K(w)A(w)] v, v) gonv2 > ming 2707(A + 2p) “or, Argoc,y (A +2p)Th ¢ |v]
schlieBen. Damit ist aber nun fir n € {2,3} insgesamt die Bedingung (K*) erfiillt. O]
Fall 279 > 7,

Bedingungen (S) und (S;) bzw. (S3). Da fir 27y > 7, die Nullrdume von [L]y, und L iiber-
einstimmen, sind die Bedingungen (S) und (S,) von Seite 32 erfiillt, wenn wir S := 03,,» wéhlen.
Im Fall n € {2,3} wire aufgrund der dann vorhandenen Nebenbedingung die Bedingung (S3)
von Seite 49 anstelle von (S;) zu zeigen. Da jedoch R = 0(2,—3)x(3n42) ist und somit die dort zu
bestimmende Matrix (P R)Q(w))TgR stets der Nullmatrix 03,2 entspricht, fallt (S;) mit der
Bedingung (S2) zusammen. O

Fall 219 = 7,

Wenn 27, = 7, gilt, ist ker([L]s,) = span{e}, ,,...,ein13} und damit ungleich dem Kern von L.

Bedingung (S). Wir konnen die fiir das Wéarmeleitungsmodell DPLW (2,1) konstruierte Matrix

0 01><n 01><n 0 O
Sw = |0nx1 0, %1, | aufgreifen und S := (DX (nt1) - Hn+Dx(@nd) ) gotsen. Dann ist
0 LI _l:[ O(2n+1)><(n+1) SW
nx1l 619 T 31n
Ons1 1 O+ x@n+1 On+1)x(n+1) On+1)x (2n+1)
SA0 = [ ClrrDxlndD) Bt Dx Bt ) ynd [SL),, + [L],, = :
<O(2n+1)><(n+1) SwAY, [SLLy + [Ely Oen+1)x(nt1)  [Swlwly, + [Lwly,

Aus den Untersuchungen von Seite 59 wissen wir, dass SwAY, symmetrisch ist und die Matrix

[SwLwlsy + [Lw]sy positiv semidefinit ist und denselben Kern wie Ly besitzt. Damit ist auch SA°
symmetrisch, [SL]s, + [L]sy positiv semidefinit und ker([SL]sy + [L]sy) = ker(L). O
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4 Symmetrisch-hyperbolische Phase-Lag-Systeme mit Nebenbedingungen

Bedingung (S;) bzw. (S). Die im Fall n € {2,3} nachzuweisende Bedingung (S}) stimmt
wegen R = 0(2,—3)x (3nt2) Mit (S;) tiberein. Mit der soeben festgelegten Matrix S ergibt sich

Ognt1 ) Opmrnyx@nt1 . _
SA(w = [ “(FDx(n+) (n+1)x (2n 1) mit A Alw;  fiir w e S"t.
SA)] sy (0(2n+1)x(n+1) [SwAw ()] sy w Z W
Ist nun v = (vy,...,V2,42,0,...,0) ein Element aus ker([L],) = span{e}, ,,,...,esmis} C C*2,
so liegt U := (Vpt2,...,V2042,0,...,0) in ker([Lw]sy) = span{e}, ;.. 62n+1} C C*"*! und fur

einen solchen Vektor wissen wir von Seite 60, dass (i[SwAw (w)]asy, U)Cz +1 = 0 gilt. Also ist die
Bedingung (S;) in Form von

(S A st = (iTwAw@ly (5 )o()) ., =0 frvekan(rl,)

V3n+2 V3n+2

erfullt. O

Nachdem wir im Fall einer Raumdimension die Bedingungen (A), (K), (S) sowie (S;) fir 27y = 7,
und (Sz) fir 27y > 7,, und im Fall von zwei und drei Raumdimensionen die Bedingungen (A),
(K*), (S) sowie (S7) fir 27y = 7, und (S}) fiir 27y > 7, nachweisen konnten, erhalten wir nun mit
Satz 2.16 bzw. Satz 2.19 eine LP-L?-Abschétzung fiir die Losung S(-)Vp des Systems (4.4).

Satz 4.6 (LP-L%-Abschitzung zum System (4.4)). Es seien n € {1,2,3}, s € N, p € [1,2] und
q € [2, 0] mit%—i—l = 1. Fiir q € {2,00} sei N := (n—i—l)(l—%) und fir q € (2,00) sei N € N
mit N > (n+1)(1 — 5) Im Fall n = 1 setzen wir W := WstN2(R)5 und fir n € {2,3} sei
W = WesHNP(R)3F2 N N Fiir das System (4.4) gilt:
(i) Im Fall 21y > 7, weisen die Losungen ein Abklingverhalten vom Standard-Typ auf: Es exis-
tiert eine Konstante C € R, sodass fir alle Vo € W, fiir alle k € Ny mit k < s und alle
t € [0,00) gilt:

Hafs(t)%HLQ(Rn)3n+2 = C( +t) %( “ _%||‘/0||I/V’“‘*'Nv?’(IR")M""2 :

(i) Im Fall 21y = 1, weisen die Losungen ein Abklingverhalten vom Regularity-Loss-Typ auf:
Es existiert eine Konstante C' € R™, sodass fir alle Vo € W, fiir alle k,l € Ng mit k+1 < s
und alle t € [0, 00) gilt:

Ha_’;S(t)V lnirl{k2+n,l} (17%) {kl} ’

OHLQ(Rn)3n+2 S C(l +t)7

|‘/0 || Wk+l+N p(Rn)3n+2 .

Zu einer Losung (g, 0, u) des urspriinglichen Systems DPLT (2,1) aus (4.1) beschreibt Satz 4.6 das
Abklingverhalten des Anteils (g, 8, u”) und die Ungleichung (4.7) dasjenige von u®. Daraus lassen
sich Abschétzungen fiir die einzelnen Losungskomponenten ¢, # und u ableiten (vergleiche [JROO,
S.84f.] und [Racl5, S.161]). In Bezug auf v dominiert im Allgemeinen das langsamere Abklingen
des Anteils u°.

Korollar 4.7 (LP-L9-Abschéitzung fir DPLT (2,1)). Es seien n, s, p, ¢ und N wie in Satz 4.6
vorausgesetzt, wobei wir der Einfachheit halber den Fall (p,q) = (1,00) ausschlieffen. Fiir eine
Losung (q,0,u) des Systems (4. 1) 2u Anfangswerten qo, qi, 0o, ug, uy mit ug € WNP(R™)™ und
Vo = (“;TTO uy, (A4 2u) divug, 3200, qo, 7,(1 — qe)qo + %7’3611 + k7VOy)T € WetNp(Rm)3n+2
gelten die folgenden Abschdtzungen fiir jeweils eine von qq, q1, 6y, ug und u; unabhdngige Kon-

stante C' € RT und alle t € [0, 00).
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4.1 Dual-Phase-Lag-Thermoelastizitat DPLT (2,1)

(i) Im Fall 219 > 7,: Firk <s ist

||8£Q(t)||Lq(Rﬂ)n + Halafau)HLQ(R") S C(l + t)_%(l_%)_gH%||Wk+N,p(Rn)3n+2
und firk <s—1 ist
1856, (6)]] gy < C(L+ t)_%(l‘g)_%||%||Wk+1+wwp(w>3n+2 :

Ist n =1 oder liegen im Falln € {2,3} die Anfangswerte uy und uy in VH'(R"), so gilt

05 gy + 1058 s < O+ HODFIVal i s

fur k < s. Andernfalls ist fir k <s—1

ey Mo

Hafut t) HL(I(R” »t Hak—Hu ¢ HL“(R' "

<o+~ 709 (|\%Hwk+w<R cysnz F [[to]| s g >"> '

(ii) Im Fall 21y =1, : Firk+1<s ist

min{k;»n‘l} (1_%)_ minik,l}

«+[10:0() <C+1)°

||L‘1(R") — H O||W"’+’+N'T’(R7")3"+2

||85Q(t) ||L“(]R")

und firk+1<s—1

min{k+14n.0} (1 2)_ min{k+1.0}
10500 (8) | gy < CCL+ &)= F 0D =R v g
Ist n =1 oder liegen im Falln € {2,3} die Anfangswerte uy und u; in VH'(R™), so gilt
; _minfkgnl}(q_2)_min{kl)
105 (E) | e+ [ 0]y < CCL A1)~ (1=3) == Vollyp e wos s

fur k41 <s. Andernfalls ist fir k+1<s mitk <s

—min{2=L(1-2 ,M 2\, min{k,l}
(] ogurye < C(1 1) min {5 (1) ettt (1) s =gt}

107 ue (t) + 10 u(

Moy

. (H‘/OHWk+l+N,p(Rn)3n+2 + ||u0HWk+1+N,p(Rn)n> .

BEWEIS: Es sei V§ = ("”T"ul, (A +2p) divug , 52600, q, (1= %) Qo+ 372q1 + Kk19V0) " (man

beachte hierbei die Elnbettung WetNP(R™)
Zerlegung auf L? fir p € (1,2] C

WSQ(R”) und die Verallgemeinerte Helmholtz-
(1,00) nach [Galll, Theorem III.1.2]). Im Fall n = 1 sind

u® =0, uP := wund Vy :=V; zu setzen. Wenn n € {2, 3} ist, und uo und u; in VH(R™) liegen,
bilden u§ = 0 und u§ = 0 die Anfangswerte zur Wellengleichung (4.3). Auch in diesem Fall gilt
also u® = 0 und V¥ = V|. Die Aussagen ergeben sich nun aus Satz 4.6 sowie der Abschitzung

(4.7) auf Grundlage der folgenden nach Satz 4.2 geltenden Ungleichungen:

2T,
Ha’;q(t)HLq(R”)” < Hais(t)%pHLQ(Rn)erz s Hake(t)HLq(Rn < 4 Haks VE)pHLq(Rn)MJrz ,
1 i T ..
10200 oy < 5 192 div g )] o + “wwwtmw><mma%»
n 297y
< o max{l }Hak+18 Wy HLQ Ry
1052 ()| o gnyn < ||ak HLQ(RH)W, S8 T -
k,s
- HTTO ® p||Lq(Rn)3n+2 + ||8£ut(t)HLq(Rn)n P
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und auBerdem nach [Raclb, S.84], da ¢ € [2,00) C (1, 00) ist,

05w oy < N0 PO oy + 1050 B oy
< c||6§ div up(t)HLq(]R”) + ||a§+1us(t)||LQ(Rn)n fiir eine Konstante ¢ € R
C Q
S )\ + 2/,L HafS(t)%pHLq(Rn)Bn+2 + ’|a§+1us(t)”LCI(Rn)n .

Im Fall, dass Vi # V ist, filhren die Abschitzungen von [|0FS(E)Vy'|| pagenysn+z, [|05u5 ()] Le @y
und (|93 s (t)|| Lo ery zundchst nur auf die Terme [|Vi|[ysenp gnysnre bzw. [V [|yprsiensgnyonte
und | (u3, Vug)[lyr+n.0gnynenin . Jedoch gilt nach [Galll, Remark II1.1.1, Theorem ITI.1.2]

2’7’9

[l < s oy < ot Wollgasmoguoppess und

k1T

HVUE||WI<+NJ7(R”)n-n < c||u3||Wk+1+N,p(Rn)n < cHuOHWHHNW(Rn)n fiir eine Konstante ¢ € R*.

Wegen Vi =V — (£72245,0,0,0,0) " ergibt sich dann auch

2Tg

KT
||V'OP||Wk+N,p(Rn)3n+2 < H%HWkJrN,p(Rn)3n+2 + ?GOHUiHWkJrN,p(Rn)n < 2||‘/0||Wk+N,p(Rn)3n+2 . 0

Die Abklingraten, die wir fiir das Dual-Phase-Lag-Modell DPLT (2,1) im Fall 275 > 7, erhalten
haben, stimmen mit denjenigen aus der klassischen Thermoelastizitiat (siehe [JR00; Rac15]) und
denen aus der Thermoelastizitdt mit Second Sound (siehe [YW06; WY06]) tiberein.

4.2 Three-Phase-Lag-Warmeleitung TPLW (2,1,1)

Auch das Modell TPLW (2,1,1) der Three-Phase-Lag-Warmeleitung lisst sich als ein symmetrisch-
hyperbolisches System mit einer Nebenbedingung auffassen und wieder wird die Nebenbedingung
die Rotationsfreiheit einer Losungskomponente beschreiben. Im Gegensatz zum Thermoelasti-
zitdtsmodell des vorangehenden Abschnitts, bei dem die Nebenbedingung durch Zerlegen des
Verschiebungsvektors in den potentialen und den solenoidalen Anteil gewissermafien kiinstlich er-
zeugt wurde, ergibt sie sich hier jedoch auf direktem Wege, und zwar daraus, dass der Gradient
der thermischen Verschiebung Vv bei der Transformation auf ein System erster Ordnung einen
Bestandteil des Losungsvektors bildet.

Das zu betrachtende Anfangswertproblem besteht aus den Gleichungen (1.10) mit der Entwick-
lungsordnung zwei fiir ¢ und jeweils eins fiir VO und Vv in der Raumdimension n € {1,2,3} zu
vorgegebenen Anfangsdaten qg,q; : R™ — R” und 6y, : R® — R.

TPLW (2,1,1)
2
q+Teq + %qqtt = —7,V0 — k1yVl, — k*Vv in (0,00) x R", (4.9a)
—divg = oc,b, in (0,00) x R™, (4.9D)
vy =10 in (0,00) x R™, (4.9¢)
q(0,-) =qo, ¢(0,:) =q, 0(0,) =6y, v(0,-) =15 in R". (4.94)
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4.2 Three-Phase-Lag-Warmeleitung TPLW (2,1,1)

4.2.1 Darstellung als symmetrisch-hyperbolisches System mit Nebenbedingung

Definition 4.8 (Matrizen zu TPLW (2,1,1)). Fir das System TPLW (2,1,1) definieren wir
1 1

1
T1 1= KTp — 5/@*7‘5, Ty = KTy — 5 oT,  und T3 :i= 57’qu - 5/{*75,

wobei wir T, = T + 13 > 0 voraussetzen. Es sein € {1,2,3} und die Matrizen seien

OCy T
@T{O’z 01><n 01><n 01><n 0 01><n 01><n 01><n
2, 2
Opr1 2271, 0., 0, Onx1 Oy 0, 0,
A = KT 72 12402 , L:= 0 0 T 3473 I N I
Onx1 0, ?q 2_’_12 = In 0, nx1 n q 3 T3 n T2 n
Ty T3 273
On><1 On On In 0n><1 O" T2 In TqT1
T T
0 —(e)" (el)" Oixn
, e’ 0 0 0 )
und AJ = ]n " " " fUT] S {1, ;n}
en 0, 0, 0,
On><1 On On On

Zun € {2,3} legen wir aufferdem
R :=0@n-3)x@3ny1) und Qj = (O(2n73)><1 @j O(2n73)><2n) fiir j € {17 R 77"0}
fest, wobei die Matrizen @j wie in der Definition 4.1 lauten.

Bei den bisher betrachteten Modellen DPLW (2,1) und DPLT (2,1) waren in Bezug auf die Wohl-
gestelltheit keine zusétzlichen Annahmen an die (lediglich positiven) Parameter 7 und 7, notig.
Fiir das System TPLW (2,1,1) miissen wir hingegen k7p — %H*TqQ > 0 fordern, um die positive Defi-
nitheit der Matrix A° zu gewéhrleisten. Nachdem in [Bor12] die Wohlgestelltheit in beschréankten
Gebieten unabhéngig von den Parametern gezeigt wurde, deutet dies daraufhin, dass die hier
gewahlte Transformation moglicherweise nicht optimal ist. Da jedoch spéter im Zusammenhang
mit der zeitlichen Asymptotik k7 — %H*qu > 0 ohnehin vorausgesetzt werden muss, sehen wir dies
hier als keine Einschrankung an. Mit den angegebenen Matrizen erhalten wir ein symmetrisch-
hyperbolisches Anfangswertproblem, zusammen mit einer Nebenbedingung, falls die Raumdimen-
sion zwei oder drei ist:

A°Q,V +> A9, V+LV =0 in(0,00) xR", (4.10a)
=1,
wenn n € {2,3} : RV +> @Q0,,V =0 in(0,00) x R", (4.10b)
i=1
V(0, )=V, inR". (4.10¢)

Das System erfiillt die Bedingung (C) von Seite 48, die fiir n € {2,3} die Wohlgestelltheit sicher-
stellt.

Bedingung (C). Es sei n € {2,3}. Da R = 0(2,,—3)x(3n+1) ist, sind nur Q(w)(A°) ' A(w) = 0 und
Q(w)(A%)"'L = 0 zu zeigen, wobei die Matrizen A(w) und Q(w) fiir w € S*~! durch

0 —(JJT LL)T 01><n
—w 0, 0, 0, ~

Alw) = w 0 0 0 und  Q(w) = <0(2n—3)><1 Q(w) 0(2n—3)><2n)
On><1 On On On
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4 Symmetrisch-hyperbolische Phase-Lag-Systeme mit Nebenbedingungen

gegeben sind und @( ) wie auf Seite 80 lautet. In der Tat sind die genannten Beziehungen erfiillt,
denn es ist Q(w)(A°)"'L = Q( )00 3n+1) = O(2n—3)x(3n+1) und mit Q( Jw = 025,—3)x1 ergibt sich

Q(w) (AO)_lA(w) = (—@(w) 2+ 575w O@n—3)xn O@n—3)xn 0(2n—3)><n) = O(2n—3)x 3n+1) - 0

Mithilfe von Satz 2.2 und Satz 2.17 schlielen wir, dass das symmetrisch-hyperbolische Anfangs-
wertproblem (4.10) fiir s € N eine eindeutige Losung S( )V, € C°([0,00), H*(R™))3"*! besitzt,
sofern der Anfangswert V, aus H*(R™)**! und fiir n € {2, 3} zusitzlich aus der Menge

.....

gewithlt wird. Die Aquivalenz zwischen dem System (4.10) und dem urspriinglichen System (4.9)
ist keineswegs offensichtlich. Der Beweis des folgenden Satzes macht deutlich, wie verschachtelt
die Transformation ablauft.

Satz 4.9 (Aquivalenz der Systeme). Zu s € N seien fir (4.9) Anfangsdaten v, € H*T1(R"),
0o € H*(R"), qo € H*(R")" und ¢ € H*'(R")" mit ;72q1 + k19Vly € H*(R™")" gegeben. Dazu
set

7'2 +7'3
T1 9

k*Viy,
qo + K*VVO
T (g + K" Vi) + Faq1 + KoV,

(i) Es sei V € C°([0,00), H*(R™))3" ! die Lésung von (4.10) zum Anfangswert V. Dann ist

Vo=

durch
.
q(t) = Vago, 2ns1(t) = Vo, na (), 6(2) := Wlﬁ%(t)
3+ T3
t
und v(t) =y +/ 0(s)ds firt e [0,00)
0
eine Losung (q,0,v) von (4.9) gegeben. Es gilt
g € C°([0,00), H*(R")" N C*([0,00), H*H(R"))",
0 € C°([0,00), H*(R™)) N C*([0,00), H*~ 1]R”)),
v € C°([0,00), HH(R")) N C*([0,00), H*(R™))
und g, + k7, V0 € C°([0, 00), H*(R") ) N ¢ ([0, 00), H*1(R™)" .

(ii) Es sei (q,0,v) eine Losung von (4 9) mit q € C°([0,00), H*(R™))", 6 € C°([0,00), H*(R")),
v e C°([0,00), H*T(R™)) und $72q, + £79V0 € C°([0, 00), H*(R™))". Wir setzen
722+T§9(t)

V() = « t)izy*(vt)y( 9 fiir t € [0, 00) .

%(q(t) + K*Vu(t)) + %?Qt(t) + kT VO(t)

Dann liegt V' in C°([0,00), H*(R™))**t N C*([0, 00), H*"1(R™))**! wund lést das Anfangs-
wertproblem (4.10) zum Anfangswert V.
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4.2 Three-Phase-Lag-Warmeleitung TPLW (2,1,1)

BEWEIS:
(i) Nach Wahl des Anfangswerts V; sind mit

q(0) =Viio 2041(0) = Vo 11(0) = qo + K" Vg — K*Viy = qo,
Vi(0) =6y und v(0) =1y

TR 472
die Anfangsbedingungen (4.9 d) erfiillt; einzig offen bleibt ¢;(0) = g1, was sich jedoch im Laufe des
Beweises ergeben wird. Aus der Regularitidt von V, die aufgrund der Differentialgleichung (4.10a)
auch V € C'([0,00), H*~*(R™))3"*! mit sich bringt, erhalten wir, dass ¢ in C°([0,00), H*(R"))" N
C*([0,00), H*"*(R™))™ und 6 in C°(]0, ), H*(R™)) N C*([0, 00), H*~*(R™)) liegen. Letzteres impli-
ziert zusammen mit Satz A.19, dass v aus C'([0,00), H*(R™)) ist und dabei die Identitit (4.9c¢)
gilt. Die erste Zeile des Systems (4.10a)

0=(4°9,V), +> (A0,,V), + (LV),

Jj=1

— 2T (V) —divV,

il = 0C,0; + div
7'224—7'3 2n+1 = 0CyU¢ q

..........

zeigt, dass (q, 0) die Differentialgleichung (4.9b) erfiillt. Die darauffolgenden Zeilen der Nummern
zwei bis (n 4 1),

777777777777777 n+1

j=1

2 2 2 2 2 2

Ty + T3 Ty + T3 Ty + T3
= " 8tV2 ..... n+l — vvl = P atvz ,,,, n+l — vea
K™ T1 R™T1 T1
liefern den Zusammenhang

OiVa,  nt1=K"VE. (4.11)

Da einerseits Vo .1 in C*([0,00), H*~*(R™))™ liegt und sich andererseits aus den schon gefunde-
nen Eigenschaften von v auch Vv € C'([0,00), H*~}(R"))" mit §,Vv = V0 ableiten lésst, folgt
aus (4.11) durch zweimaliges Anwenden von Satz A.19 (iii) fur ¢ € [0, c0)

t
wpr(8)ds = K"Vig + /o K*VO(s)ds = k*Vu(t). (4.12)
Nachdem V3,41 auBlerdem in C°([0, 00), H*(R™))™ liegt, muss dies auch fiir Vv gelten und somit

ist v € C°([0, 00), H***(R™)). Aus den Zeilen (n + 2) bis (2n + 1) von (4.10a) erhalten wir, wenn
wir die Definitionen von ¢ und 6 sowie die Zusammenhénge (4.11) und (4.12) beachten,

n
(A0 j
0=(A°0V), 15 nsr + D (A0, ISP o € 2170 I
Jj=1
2 2 2 2 2 2 2
TSTE 4T TS + T Ty + T
q T2 3 2 3 2 3
=95 2 OV, ony1 + VVI+ 770" Viio  on1 — 3 Vonso,.. 3041
i i i
2 2 2 2 2 2 2 2 2
T, T4 + T 5 + T T, + T: Ty + T
q T2 3 2 3 2 3 2 3
== 3 (Qt +0Va, n+1) + Vo + Tq7'273<q + Vs n+1) — = Vonia.. 3041
2w 71 Ti Ti
2 o 2 2 2 2 2 2 2
Tq Ty + T Ty + T Ty + Ty + T,
2 3 2 3 2 3 2 3
= 2 (Qt + “*Vg) + VO + 7,72 3 ( =+ *VV) - 5 Vonia,. 3041 -
2 Tl T1 7—1 7'1
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4 Symmetrisch-hyperbolische Phase-Lag-Systeme mit Nebenbedingungen

Da ;k*1; + T = KTy ist, bedeutet dies

2
Vonto.. sn+1 = qut + k1o VO + T(q + K Vl/)
1

Hieraus folgt zum einen %‘?qt + k1 VO € CY([0,00), H*(R™))* N C*([0, 00), H*~(R™))", da sowohl
Vaonto, . .ant1 als auch ¢ und Vv diese Regularitéit aufweisen. Zum anderen ergibt sich der verblei-
bende Anfangswert

2 26T 2T
¢:(0) = 7%n+2 ..... 3nt1(0) — evg( 0) — : (q(O) + "C*VV(O)) =a -
T 2 TyT1

Schliefilich schauen wir uns noch die letzten n Zeilen von (4.10a) an:

—(A° /
0= (A atV)QnJrg 77777 3n+1 + Z(Ajaxy V)2n+2 ..... 3n+1 + (LV) 2n+2,...,3n+1
j=1
2 2
+ 7 2T
= 81“/'2”_’_2 ..... 3n+1 T 2723‘/”4_2 ..... on+1 T & ‘/2n+2 ..... 3n+1
Tl qu
2 +7_§
_at( qt+meV9+ (q+/-i VV)) T(‘ﬁ“@ ’’’’’ nt1)
1
2’7’3 2
Vo + —= \Y%
£ (G S
27’3
_ T2+ 72 :—2727'3 N Ty (T2 + Ts)qt n K'TqTy + KTy 2R V7 TS+ T+ 2mTm KV
Ti T1 71 i

2

+ 8t< q: + /WgV@)
Da die Konstanten 71, 7, und 73 in den folgenden Beziehungen zueinander stehen,
To+73=7 und K77+ I*i7'927_7;3 =7T,, (4.13)
besagt die Gleichung gerade, dass

2
O0=q+ 10 +7,VO+ K" VV+8t< Qt‘f‘m'eve)

gilt. In diesem Sinne (vergleiche dazu die Bemerkung 3.3) ist die Differentialgleichung (4.9a)
erfiillt.

(ii) Aus den fiir ¢, 6 und v vorgegebenen Regularitéten leitet man ¢ € C*([0, 00), H*~'(R"))™ und
anhand der Differentialgleichungen (4.9) auch 6 € C'(]0,0), H*"*(R™)), v € C'(]0,0), H*(R™))
und 172, + k7yVO € C([0,00), H*"'(R™))™ ab. Demzufolge liegt V' in C°([0, 00), H*(R™))*"** N
C'(]0,00), H*1(R™))*"*2. V erfiillt die Anfangsbedingung V(0) = V, und fir n € {2,3} die
Nebenbedingung (4.10b), denn es ist

n

.....

Jj=1

Da fiir (¢,0,v) die Gleichungen aus (4.9) gelten, lost V' das System (4.10a):

(Aoatv)1 + Z(A]8m7 V)1 + (Lv)l
j=1

Cy T .
= S 128t‘/17d1vV2 ’’’’’
TS + T3

2n+1 — chet + leq = Oa

.....
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4.2 Three-Phase-Lag-Warmeleitung TPLW (2,1,1)

n

(A%V), L+ (A0 V), L+ (L),
j=1
2 2 2 2
— BBV, — YV = 21T (9,90 — V) = 0,
R™Tq e
o ,
(A0, y i+ A0V V),
j=1
T27'2+T2 7_2+7_2 7_2+7_2
= 5(1 2 B} 2 8t‘/n-i-2 ,,,,, 2n+1 + V‘/l + Tq7'22733Vn+2 ,,,,, 2n+1 — 2 ) 3 ‘/271-&-2 ..... 3n+1
Ti Ti T
212 4 12 2 2 2, 2
=D +2 2 (g + K0, Vv) + T Vo + Tﬂ@@(q + K*Vv)
2 1 T1 T
2 2
_ Ty + T3 (TqT2 « 7'7(1
7_12 (7_1 ( + K VV)+ 2Qt+/€7'9v9>
2 2
1
& :;273 (§'€*T; +7 = /‘67'9) Vo =0 (nach Definition von ;)
und
0 - ;
(A at‘/)2n+2 ..... 3n+1 + Z(A]azi V)2n+2 ..... 3n+1 + ( V)2n+2 ..... 3n+1
j=1
TS 4 T3 2T
= 0 Vanto,. 3nt1 + 2 5 Vi, ont1 + 2 Vonto,... 3n+1
T1 Tqu
T T2 . Tq2 72 4 72 .
zat( (g+ & VZ/)+—qt—|—m'9V9) + (¢ + ~"Vv)
T1 2 Ti
273 (T,T: T2
- ( 2 (g + kYY) + Lg, + /WgVQ)
Tqu 1 2
; 2 4+ 27T . KT, 7'2—|—1<;7'92T£ 2 2 9
_ ot tinn, et fT Cyg 4 BTN L,
T T Ty Ti
2
.
+ 8,5 (5(1%5 + KT@V&)
2
-
= q + Tth + T:ve + K/*VV + 8t (?qqt + K/TBVQ) = 07
wobei nochmals die unter (4.13) angefiihrten Zusammenhénge genutzt wurden. O

Korollar 4.10 (Wohlgestelltheit fiir TPLW (2,1,1)). Zu s € N seien Anfangsdaten vy € H*TH(R"),
0o € H*(R"), qo € H*(R")" und ¢, € H*""(R")" mit 377q1 + k14V0 € H*(R")" gegeben. Dann
besitzt das Anfangswertproblem (4.9) eine eindeutige Losung (q,0,v) mit der in Satz 4.9 genannten
Regularitdt.

Das in der reduzierten Form (1.11), also als alleinige Gleichung fiir die Temperatur vorliegende
System TPLW (2,1,1) war bereits in [QRO7] als ein hyperbolisches System eingestuft worden,
mit einem Beleg im Fall einer Raumdimension. In diesem Zusammenhang wurde dort auch die
Ausbreitungsgeschwindigkeit berechnet und der Wert QQC’Z—:’; erzielt. Unsere Untersuchungen, die
von der urspriinglichen Form (1.10) des Modells ausgehen,qbestéitigen diesen nun auch fiir zwei

oder drei Raumdimensionen.
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4 Symmetrisch-hyperbolische Phase-Lag-Systeme mit Nebenbedingungen

Satz 4.11 (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit fir TPLW (2,1,1)). Zu r € R seien Anfangs-
daten vy, 0y, qo und qu mit der Regularitit aus Korollar 4.10 gegeben und ihr Triger liege jeweils
in B(0,7). Dann gilt fir die Losung (q,0,v) von (4.9) fir alle t € [0, 00)

suppq(t) C B(0,r +ct), suppf(t) C B(0,r 4+ ct) und suppv(t) C B(0,r +ct)

2K,Tg
0cy T2’
q

mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ :=

BeEweIs: Fir die zugehorige Losung V' des symmetrisch-hyperbolischen Systems (4.10) gilt nach
Satz 2.3 supp V' (t) C B(0,r + ct) fur alle t € [0, 00). Zur Berechnung der Ausbreitungsgeschwindig-
keit nutzen wir die Formel det (& B) = det(D)det(a — BD~'C) fir a € R, B € RV C € R**!
und invertierbares D € R*"*3". Damit finden wir

" oCy Pl 9322 w' O1xn
1 1 u ~W 1, 0, 0,
det (nTa1 — (A)FA@W)AY) ) =det | Ve 7
B Qcml'? w 0” n In On
0n>< 1 On On n In

3n I 1 27-1 3n—1 2 K* 27’1
=n\n—-- - - 5 | =" [/ 5
NnoC, 1 0C,T, 0Cy 0CyT,
und somit als maximalen Nullstelle
o K* n 2n _ 2KTy '
0c,  0C,T] 0c, T}
Nach Satz 4.9 gelten die Zusammenhénge ¢(t) = Viqa, 2011(t) — Vo, nia(t), 0(t) = 2+T >Vi(t)
und v(t) = vy + fo s) ds. Daher tibertréigt sich die Lage des Tragers von V auf ¢, 0 und v. O

Mit 926"”;7;’2 haben wir fiir das Three-Phase-Lag-Modell TPLW (2,1,1) dieselbe Ausbreitungsge-
schwindigkeit wie fiir das Dual-Phase-Lag-Modell DPLW (2,1) (siehe Satz 3.5) nachgewiesen. Der
zusitzliche Parameter 7, bzw. 7, = k + x*7, des Three-Phase-Lag-Modells scheint also keine

Auswirkungen auf die Ausbreitungsgeschwindigkeit zu haben.

4.2.2 Zeitliche Asymptotik

Fir das in der Form (1.11) vorliegende Modell TPLW (2,1,1) haben L. Djouamai und B. Said-
Houari in [DS13] unter der Annahme 2 > 77 > k*7, bereits eine L'-L*-Abschitzung vom
Standard-Typ im Fall einer Raumdlmensmn bewiesen. Die Herleitung erfolgte dort durch eine
Energieabschétzung im Fourierraum. Eine solche ersparen wir uns, wenn wir uns dem System
TPLW (2,1,1) mit der allgemeinen Methode aus den Abschnitten 2.6 und 2.7 fiir symmetrisch-
hyperbolische Systeme nidhern. Dies bietet auch den Vorteil, dass die hoheren Raumdimensionen
n € {2,3} mit eingeschlossen sind und lediglich einer leichten Abwandlung des Falls n = 1 in
Form der hinzutretenden Nebenbedingung bediirfen. Nicht zuletzt konnen wir mit der Methode
auch den Grenzfall 2’”9 = 7, > k"1, erfassen, der unter das Regularity-Loss-Phanomen féllt. Im
Folgenden uberprufen wir also fiir das zu TPLW (2,1,1) 4quivalente System (4.10) die Bedingungen
an die Matrizen. Hierfiir setzen wir

2K Ty 2KTy
> 71, > K'T, oder > T, > KTy,
Tq Tq

also wie zuvor 7; > 0 und nun zusétzlich 7, > 0 oder 753 > 0 voraus.
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Bedingung (A). Die Matrizen A°, A', ..., A" (siehe Definition 4.8) sind symmetrisch und wegen
71 > 0 ist A° positiv definit. Nach Voraussetzung sind 75, und 75 in jedem Fall nicht negativ, sodass

0 01><7L 01><n O1><n

0n><1 On On On

[L]Sy - 0n><1 On 7_q7_2 T2 +7—3 I On
OTLX]. On On 72;;_31 In

positiv semidefinit und damit auch die Matrix L positiv semidefinit ist. Da 75 und 75 nicht zugleich
Null werden, gilt aulerdem

0 len O1><n 01><’fl
071)(1 On On On 1 +1
ker(L) = ker Opsi On Ty T2+T3 I, _722:-27:? L |~ span{€z, 1, - -, €541} 7 {0}
0n><1 On TQ—ZTS In .,_2;31 n
Damit ist die Bedingung (A) von Seite 32 erfiillt. O
Bedingung (K) bzw. (K*). Wir definieren die Abbildung
0 kw' 26wT Opyxn
N(7'2 +73)2
K . Sn_l — R(3n+1)x(3n+1) , w ng K* 'rl (;) On On On
S 0, 0, 0,
07L><1 On On On

Diese liegt in C>°(S"~1, RG> Bn+D) ynd erfiillt fiir w € S*~! die Eigenschaft K(—w) = —K (w).
Auch gilt (K(w)A%)T = —K(w)A°, denn es ist

2 2
0 K Tfi +:3 w' KT 772:?3 W' O1xn
T 0 0 0
0 __ —K o* 1 w n n n
Klo)a'= 27547 0 0 0
—RT, W n n n
On x1 On On On

Bilden wir das Produkt von K(w) mit der Matrix A(w), so erhalten wir

K 01><n O1><n 01><n
242 2
Opwy  BTHTa) T ) T 0,
K(w)A(w) = %C 5 7—12 2 %CUH 7—12 2
O KT, (72+73) T KTy (72—}—7'3) T 0 )
nx1 QCHT13 w 0Cy .,. n
On><1 On On On

wobei sich der erste Eintrag wegen w € S"! zu —kw'w + 2kw'w = kw'w = Kk berechnet hat. Fiir
v=(v1,...,0041,0,...,0) € ker(L) = span{e}, . ,...,es} } C C**1 ergibt sich

(K@ AL v = ([ st ) (F) ()
sy 0o V/gdntt = 0,01 Ké?%i)ww - ) orir ) ont

2 | K(TE+T)? T< . ) ( )
= —_— : : . 4.14
Klvi|” + oo T <ww N S >Cn (4.14)

Un+41 Un+41
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»Falln =1: In einer Raumdimension gilt ww' = 1, sodass (4.14) direkt die positive Definitheit
von [K(w)A(w)]sy auf ker(L) in Form von

K15 +73)°

0C, K*TE

k(T2 + 73)?

2
<[K(W)A(W)]syv,’l}>(c4 = I{|fU1| + QCUH*T%

|vg|* > min{/{, }|U|2 fir v € ker(L)

liefert. Insgesamt sind so alle Anforderungen der Bedingung (K) von Seite 32 erfiillt.

» Fall n € {2,3}: Wir zeigen die verbleibende Eigenschaft aus der Bedingung (K*) von Seite 32.
Sei dazu w € S"7! fest. In (4.14) betrachten wir nur noch Vektoren v aus ker(L) N X,, mit

X, ={zeC"" | Qw)z=0} ={z€C" |wx (20,...,2p11) =0}.

Diese zusétzliche Einschrankung stellt nach Lemma 4.5

2 v2 9 2 2
(o (5 )2 () = Il st P = [

VUn+1 Un+1

sicher, sodass sich also fiir v € ker(L) N X,

k(T3 +72)2 2 ) k(T2 +72)%), 2
(K @)A@)]yv v = sl + =28 (v o) 2 mm{n, sz*%}lvl
ergibt. Damit ist insgesamt die Bedingung (K*) erfiillt. O

Der Nachweis der weiteren Bedingungen gelingt im Folgenden nur fiir 2’;”’ > 7, > K*1,. Eine
Bemerkung zum Fall 227 > 7 = x*7, findet sich im Anschluss.

2KTo * *
Fall > T, > KT

Bedingungen (S) und (S;) bzw. (S;). Unter der Voraussetzung 27 > 77 > x*7, gilt sowohl
7o > 0 als auch 73 > 0. Wenn wir uns die im Zusammenhang mit der Bedmgung (A) angegebene
Gestalt von [L]y, vor Augen fiihren, sehen wir, dass dies ker([L]s,) = span{e}, . ,..., €5} und
damit ker([L]s,) = ker(L) impliziert. Die unter (S) und (S) auf Seite 32 geforderten Bedlngungen
sind also erfiillt, wenn wir S := 03,41 wahlen. Da die Matrix R fiir n € {2,3} eine Nullmatrix ist,

fallt im Ubrigen (S}) von Seite 49 mit der Bedingung (S;) zusammen. O

2KTe __ * *
Fall =T, > KTy

In dieser Situation ist 75 = 0 und 7, = 73 > 0. Daher bestehen die Matrizen A° und L nur noch
aus

% 01><n 01><n len 0 O1><n 01><n 01><n
O‘I’L Li I’n 07l O’” On On On On
AY = ow 2 und L = !
0n>< 1 On Eq In On On>< 1 On On - In
Onx: 0 0, T, R U
Der Kern des symmetrischen Anteils von L ist ker([L]s,) = span{e}, ,...,esnt1} und demnach
eine echte Obermenge des Kerns von L, der aus span{e}, ..., e5 "} besteht.
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Bedingung (S).
0 len 01><n 01><n 0 01><n Ol><n len
0n><1 On On On . O 1 0 0 O
- . Dann ist SA° = [ " " " "
0, 0, 0, =1, 0, 0, 0, I,
0><1 O LI _GlI 0><1 0 TqI 611
nx1 n 374 " 3 n nx1 n 6 m ~ 34n
0 01><7L len O1><n
symmetrisch. Auflerdem ergibt sich SL = 0 0 7 | 11 . Somit ist die Matrix
nx1 n El n 51 n
0 01><n O1><n O1><n On><1 On _gIn _?qIn
[SL], + [L],, = 0 0 7 0 positiv semidefinit und ihr Kern stimmt mit demje-
nx1 n 6 n n
0n>< 1 On On TL In

Wir wahlen S =

nigen von L iiberein, denn es ist ker([SL]s, + [L]sy) = span{e},, ,... €511} = ker(L). Damit
erfillt S die Eigenschaften aus der Bedingung (S) von Seite 32. O

Bedingung (S;) bzw. (S3).
0 01><n 01><n _LWT
On><1 On On On

.. n_l . _
Fiir w € S"7! erhélt man [SA(w)],,, = 0., o0 o 0.

. Bei Anwendung dieser Ma-

1 Van+2

—w 0, 0, 0, 1T .

07 _aw (v : )
trix auf einen Vektor v = (vy,...,vs,11) € C*"*! ergibt sich [SA(w)], v = 0, 13”’“

nx
Lo
Wenn der Vektor aus ker([L]s,) stammt, ist er von der Form v = (vq,...,v2,41,0,...,0) und es
0 v1
. . T . . . .

folgt (i[SA(w)],ev,V)conir = <z (6()5;11) , ((vzvb;éXzTH) )><c3”+1 = 0. Damit ist die Bedingung

(S1) von Seite 32 erfiillt, welche fiir n € {2,3} wegen R = 0(2,—3)x (3n41) mit der Bedingung (S})
von Seite 49 zusammenfillt. ]

Interessanterweise weist der Grenzfall 2"”9 =7 > Kk*7, des Systems TPLW (2,1,1) starke Ahnlich-
keit mit dem Grenzfall 27y = 7, des Systems DPLW (2,1) auf, obwohl die beiden Modelle an sich
nicht zusammenhéngen. Die hier vorliegende Matrix L und die gewdhlte Matrix S entsprechen bis
auf zusétzliche Nullzeilen und -spalten denjenigen, wie sie fiir das System DPLW (2,1) auftraten,
wenn man dort 27y = 7, beachtet (siehe Seite 59).

Bemerkung 4.12 (Zu den Féllen m > 717 = K'7, und m =T, =K*T,).

(i) Im Fall 2"”9 > 1) =K', gilt 1 =7 > 0 und 73 = 0. Wie wir gesehen haben, sind die
Bedlngungen (A) und ( ) bzw. (K*) auch in dieser Situation erfiillt. Da sich die Matrix L
dann jedoch auf

O 01><n O1><n 01><n

0n><1 On On On

_ . _ 1 n+1 2n+2 3n+1
L= 0 0 I I mit ker([L] ) = Span{es, 1, ..., €1, Cont g, Cant]
nx1 n Tq —in

On>< 1 On In On

reduziert, scheint es nicht moglich, eine Matrix S zu finden, die sowohl die Eigenschaften
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4 Symmetrisch-hyperbolische Phase-Lag-Systeme mit Nebenbedingungen

der Bedingung (S) aufweist als auch i[SA(w)]s, > 0 auf ker([L]s,) (oder auf C*"*1) erfiillt.
Wir wollen dies im Fall n = 1 veranschaulichen:

00 0 0
00 0 0
Man koénnte die Matrix S mit einem noch zu bestimmenden s € R als S := (0 0 0 Tq8>
2

; . . 00 0 . ;
wéhlen. Dann wére zum einen SA° = (00 0 —rs | symmetrisch. Zum anderen wére
8 8 8 8 00 —74s O
[SL], +[L],, = | 00 —gs+7 —s | fiir ein hinreichend kleines s € R* positiv semidefinit und
00 -5 Zs
Ta

der Kern dieser Matrix wiirde mit ker(L) = span{e}, e?} tibereinstimmen. Damit wére also
0 00 %sw

die Bedingung (S) erfiillt. Jedoch erhielte man [SA(w)],,, = ( 5 988 ) und damit

7%sw 00 O
q

fur jedes Element v = (vq,v2,0,v4) € ker([L]sy) = span{ej, €3, 1}

(i[SA(W)] 1y v, V)1 = —isw (V477 — 11 T3) = —Esw Im(v,07)
Tq Tq
Dieser Ausdruck ergébe stets Null, wenn v; und v4 aus R oder C\R wéren. Da jedoch v stell-
vertretend fiir (FS(t)Vy)(€) steht (vergleiche den Beweis zu Satz 2.11), ist im Allgemeinen
von beliebigen komplexen Zahlen auszugehen, sodass (i[SA(w)]asyv, v)es > 0 fir w € {—1,1}
nicht zu erreichen ist.

In beschriankten Gebieten wurde fiir 2’”9 > 15 > k*7, in [QRO8] die exponentielle Stabilitéat
nachgewiesen, wihrend fiir 2’”9 =T, > k*7, nach [BQR14] kein exponentielles, sonderen ein
langsameres Abklingen zu erwarten ist. Im Ganzraum werden wir sogleich (siehe Satz 4.13)
flr 2'”9 > 1) > k*1, ein Abklingen vom Standard-Typ und im Fall 2’”9 =17, > K'T, ein
Abkhngen vom Regularity-Loss-Typ festhalten kdnnen. Der Vergleich heﬁe also vermuten,
dass im Ganzraum auch fiir 2’”" > 7 = Kk*1, ein Abklingverhalten vom Standard-Typ folgen
sollte. Moglicherweise kann dles durch eine geschicktere Transformation auf ein System erster
Ordnung erreicht werden.

Gilt 287 = 7 = g Tq, so handelt es sich bei TPLW (2,1,1) um eine Wellengleichung fur die
Funktlon 0+ 7,0; —|— Gtt, denn in der Form (1.11) lautet das System

2
T
0= chett + chquttt + 0Cy ?qﬁmt — kAl — T:Agt — HT@Aett

— 0¢,04 (9 + 7,0, + 72‘129”) - H*A<9 + 7,0, + 72’129“) .

Auf Grundlage der nachgewiesenen Bedingungen gelten fiir das System (4.4) im Fall n = 1 die
Aussagen der Sitze 2.9, 2.10, 2.13, 2.15 und 2.16 und im Fall n € {2,3} die Aussagen der Sitze
2.18 und 2.19. Insbesondere ergibt sich die folgende LP-L9-Abschitzung.

Satz 4.13 (LP-L9-Abschitzung fir TPLW (2,1,1)). Es seien s € N, p € [1,2] und q € [2,00] mit

1 1
P+q

=1 sowie N := (n—l—l)(l—%) firq € {2,00} und N € N mit N > (n—i—l)(l—%) fiirq € (2,00).

Im Fall n = 1 setzen wir W := WTNVP(R) und fiir n € {2,3} sei W := WsHNP(R™)3n+1 0 N,
Fiir das System (4.10) gilt:
(i) Im Fall ”:J > 1) > K1, weisen die Losung ein Abklingverhalten vom Standard-Typ auf: Es

100

existiert eine Konstante C € RT, sodass fir alle Vo € W, fiir alle k € Ny mit k < s und alle
t € [0,00) gilt:

10:S Vol gryonn < CA+ t)_g(l_%)_%||V0HW’“+N”’(R")3"+1 ‘



4.2 Three-Phase-Lag-Warmeleitung TPLW (2,1,1)

(ii) Fur 2’”9 =71, > k"1, weisen die Lisung ein Abklingverhalten vom Regularity-Loss-Typ auf:
Es e:mstzert eine Konstante C' € RT, sodass fir alle Vo € W, fiir alle k,l € Ng mit k+1<'s
und alle t € [0, 00) gilt:

min{k2+n,z} (1_%) {kl) |

||a§S(t)%||LQ(RW)3n+1 S C(]' + t)_ “/OHWICH-%—N p(Rn)%H—l .

Wie schon bei der Ausbreitungsgeschwindigkeit stellen wir auch in Bezug auf die Abklingrate fiir
das Three-Phase-Lag-Modell TPLW (2,1,1) keinen Unterschied gegeniiber dem Dual-Phase-Lag-
Modell DPLW (2,1) (siehe Satz 3.6) fest.

Auf Grundlage der geméafl Satz 2.18 geltenden Fourierraum-Abschétzung liele sich auch fiir
die symmetrisch-hyperbolischen Systeme mit Nebenbedingungen eine L'-L2?-Abschitzung wie
in Satz 2.13 herleiten (vergleiche den Beweis zu Satz 2.19). Auf diese Weise wiirde man also
fir das System TPLW (2,1,1) eine L'-L*-Abschitzung erzielen und dabei im Fall n = 1 und
27 > 7% > k*7, die Abklingrate wie in [DS13] erhalten. Allerdings sind wir im Gegensatz zu
[DSI3] von der ursprunghchen Form (1.10) des Modells ausgegangen. Dadurch lasst unser Ergeb-
nis, da [|0¥0(t)||pa@n) < 2+T 2||05S(t) Vol paggrnysn+s gilt, insbesondere auch Riickschliisse auf das
Abklingen der Temperatur 6 selbst zu. Die Untersuchungen in [DS13], die auf der Form (1.11)
basierten, fiihrten dagegen nur zu Aussagen {iber Kombinationen von Orts- und Zeitableitungen
von 6, nicht aber von 6 selbst.

Der Nachweis der erforderlichen Bedingungen an die Matrizen mag auf den ersten Blick weniger
aufwendig erscheinen als die Herleitung geeigneter Energieabschiatzungen. Nicht zu vergessen ist
jedoch, dass diese Methode unbedingt die Form eines symmetrisch-hyperbolischen Systems erfor-
dert. Den Phase-Lag-Modellen ist eine solche Gestalt nicht anzusehen, weshalb die Anwendbarkeit
der Methode im Vorfeld vollig unklar war. Das Auffinden einer Transformation in der Art, dass
das entstehende System den Anforderungen geniigt, kann, wie etwa am Beweis von Satz 4.9 zu
sehen, eine nicht zu unterschitzende Schwierigkeit bedeuten. Herkdmmliche Ansétze zur Transfor-
mation auf ein System erster Ordnung sind hier nicht ausreichend, stattdessen ist eine geschickte
Wahl der Komponenten des Losungsvektors notig. Belohnt wird der Aufwand dadurch, dass man
auf diese Weise direkt auch Aussagen zur Wohlgestelltheit, zum hyperbolischen Charakter und
zur Ausbreitungsgeschwindigkeit gewinnt und generell die Theorie symmetrisch-hyperbolischer
Systeme greift.
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5 Symmetrisch-hyperbolisch-parabolische
Phase-Lag-Systeme

In diesem Kapitel préasentieren wir zwei Phase-Lag-Modelle der Warmeleitung, die sich jeweils mit
einem symmetrisch-hyperbolisch-parabolischen System identifizieren lassen. Fiir beide wird das
bei den symmetrisch-hyperbolischen Phase-Lag-Modellen beobachtete Regularity-Loss-Phdnomen
nicht auftreten.

Das Dual-Phase-Lag-System DPLW (2,2) bildet ein Beispiel fiir die Anwendbarkeit unserer gegen-
iiber [UDK12] erweiterten Methode aus Abschnitt 2.6, entspricht aber in zwei und drei Raum-
dimensionen keinem symmetrisch-hyperbolisch-parabolischen System im Sinne der Definition 2.1.
Wir zeigen, dass sich die Verwendung des Begriffs dennoch rechtfertigen ldsst, und beweisen fiir
Tp > 7, ein Abklingverhalten vom Standard-Typ. Fiir 7y = 7, geht das System in ein rein parabo-
lisches System tiber.

Das Three-Phase-Lag-System TPLW (1,1,1), welches wir nur in einer Raumdimension betrachten
werden, entspricht einem symmetrisch-hyperbolisch-parabolischen System im Sinne der Definiti-
on 2.1. Jedoch lésst es sich nicht mit der Methode aus Abschnitt 2.6 behandeln, da die entstehende
Matrix L nicht positiv semidefinit ist. Anhand der Asymptotik der Eigenwerte konnen wir dennoch
eine LP-L9-Abschéitzung im Fall 7 > x*7, herleiten. Hinsichtlich der Bedingung an die Parameter
stellt dies eine Verbesserung gegeniiber einem Resultat aus [DS13] dar, bei dem 7, > =% 4 k*7,
vorausgesetzt wurde. Sowohl fiir 1) > k*7, als auch fiir 77 = k*7, weist die Losung ein Abqklingver—
halten vom Standard-Typ auf, allerdings ist der Fall 7 = x*7, mit einer langsameren Abklingrate
verbunden.

5.1 Dual-Phase-Lag-Warmeleitung DPLW (2,2)

Wir untersuchen in der Raumdimension n € {1,2,3} das Dual-Phase-Lag-System

DPLW (2,2)
-2 2
q+ Teq + qutt = —xkV0O — k1 V0, — REGVHH in (0,00) x R™, (5.1a)
—divgq = pc,b; in (0,00) x R™, (5.1b)
Q(07 ) =4qo, Qt(07 ) =41, 9(07 ) - 90 in R" 5 (51 C)

zu vorgegebenen Anfangsdaten qp,q; : R® — R” und 6, : R* — R. Im Vergleich zum Modell
DPLW (2,1), das wir in Kapitel 3 als ein symmetrisch-hyperbolisches System eingestuft haben,
ist hier die Entwicklungsordnung fiir V& auf zwei erh6éht. Dadurch gewinnt das System an para-
bolischem Charakter. Heuristisch ldsst sich dies daran festmachen, dass es sich bei dem System
DPLW (2,2), wenn wir es in der Form (1.7) betrachten, im Spezialfall 7 = 7, um eine Warmelei-
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5 Symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Phase-Lag-Systeme

tungsgleichung fiir 0 + 7,0, + g@tt handelt:

,7_2

2

0 == 9,5 + qutt + quttt - HA@ - KT@A@t — K%A@tt
T2 ,7_2

= 8t (9 + qut + qutt) — KA (9 + qut + ?q@tt) .

Im Folgenden werden wir sehen, dass fiir 7y > 7,, was in [QR07] die Bedingung fiir die exponentielle
Stabilitéat in beschrankten Gebieten war, die Bezeichnung hyperbolisch-parabolisch fiir das System
DPLW (2,2) gerechtfertigt ist.

5.1.1 Darstellung als symmetrisch-hyperbolisch-parabolisches System

Wir zeigen zunéchst, das sich das System DPLW (2,2) auf die Form

A0V +Y A0,V — > B"*9,,0,V+LV =0 in(0,00) xR, (5.2a)
= k= V(0,)=V, inR" (5.2D)

bringen lasst.

Definition 5.1 (Matrizen zu DPLW (2,2)). Es seien 11 := 79 — 7, und 75 := 7, + 71, wobei wir
71 > 0 voraussetzen. Fir das System DPLW (2,2) definieren wir die Matrizen

%QC’U 01><n 01><n 01><n 0 01><’ﬂ 01><71 201><n
AO 0n><1 %2 In On On I OTL><1 071 _7_2? In % In
= = o2 ,
' Onxl On In On ’ 0n><1 7.23 In ,,% In é In
72,2
Onxl On On Qq.,.g] In 0n><1 — 27;1371 In —:é In % In
0 0 0
0 Opn Onn 22 (e])T
Al = 0 Xi 0 0 0 firje{l,...,n} sowie
nx n n n
e 0, 0, 0,
0 len O1><n O1><n
. 0, 0 0, 0
Bk .= 0;2 O: O,i 0: fir g,k €{1,...,n}.
2 . )
Onx1 On 00 go(3eh(ef)T + Sen(el)T)

Mithilfe der Matrizen B’* wird im Wesentlichen der Operator V div ausgedriickt, wie das folgende
Lemma zeigt.

Lemma 5.2 (Bedeutung der Matrizen B7*).

0
n . On><1
(i) Fir W e H*R")*+! ist > B*9, 8, W = ( 01 )

2
, o .
jk=1 ﬁlev Wan+2,... 3n4+1

n 0 Oixn O1xn Oixn

. . n s ]k 0n><1 On On On

(i) Fir & € R" ist B(€) :== ) B & = [ 0ma 00 00 00 ).
jik=1 Onx1 On  On poieg”
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5.1 Dual-Phase-Lag-Warmeleitung DPLW (2,2)

BEWEIS: Wir beweisen lediglich die erste Aussage, diejenige unter (ii) ergibt sich analog. Fiir
W e H?*(R™)**! gilt 9,,0, W = 0,,0,,W fiir j,k € {1,...,n}. Damit erhélt man

n 2 n
ik KT} AT ks T
(j%; 7 835].8ka)2”+2 ..... antl 4pc, j;1<eil(e”) +e,(er) )axjaﬂfkw%ﬂ ~~~~~ 3n+1
2 n
KT
- ! (Z eiarj Z 6rk W2n+1+k + Z € 8rk Z a'pj W2n+1+])
doc, j=1 k=1 j=1
HT2 " . ,t<;7-
= 1 L (2 €naml div W2n+2 77777 3n+1) = ! V div W2n+2 ..... 3n+1 -
0Cy =1 QQC,U

O]

Die Matrix B(w) ist fiir alle w € S"~! positiv semidefinit, da das dyadische Produkt ww' nach
Lemma 4.5 stets positiv semidefinit ist. Allerdings ist die Matrix ww" nicht positiv definit, wenn
n > 1 ist. Wohlgemerkt handelt es sich bei (5.2) im Fall von zwei oder drei Raumdimensionen also
nicht um ein symmetrisch-hyperbolisch-parabolisches System im Sinne der Definition 2.1. Auch
die Auslegung des Begriffs tiber die Bedingung (N) aus der Bemerkung 2.7 trifft nicht zu, da im
Allgemeinen ker(B(w)) # ker(B(n)) fiir n,w € S"~! mit n # w gilt.

Die Wohlgestelltheit des Systems (5.2) ist dennoch gewéhrleistet, denn die Matrizen A%, A, ... A"
sind symmetrisch, A? ist aufgrund der Voraussetzung 74 > 7, positiv definit und B(&) ist in jedem
Fall symmetrisch und positiv semidefinit, wodurch der Beweis zu Satz 2.2 seine Giiltigkeit behélt.
Das System (5.2) besitzt also fiir s € N mit s > 2 zu einem Anfangswert V, € H*(R")*"*! eine
eindeutige Losung S(-)V; € C°([0, 00), H*(R™))*"*1 N C ([0, 00), H*~2(R™))*" 1.

Bevor wir uns der Frage widmen, inwieweit die Bezeichnung symmetrisch-hyperbolisch-parabolisch
fiir das System (5.2) dennoch gerechtfertigt ist, iiberpriifen wir die Aquivalenz zum urspriingli-
chen System DPLW (2,2). Diese ist keineswegs offensichtlich und beruht auf einer aufwendigen
Transformation.

Satz 5.3 (Aquivalenz der Systeme). Es sei s € N mit s > 2. Fir (5.1) seien Anfangsdaten
0o € H*T'(R™), qo € H*(R")" und ¢ € H*>(R")" mit 7;q1 — —levqo € H*(R™)™ gegeben.
Dazu sei fir (5.2)

bo
Vi e T+ 5V
T"qu + = 2+q1 — 2gc levqo
do
(i) Es sei V € C°([0,00), H*(R™))***! die Losung von (5.2) zum Anfangswert V. Dann wird

durch
q(t) == Vaopyo  ani1(t) und 0(t) :=Vi(t) firt e |[0,00)

eine Losung (q,0) von (5.1) beschrieben. Es gilt

n

q € C°([0,00), H*(R™))" NC' ([0, 00), H**(R™))",
0 € C°([0,00), H**'(R™)) N C' ([0, 00), H*" (R™)) ,
T2q+m§veecl([o,oo),HS(R")) NC?([0,00), H*2(R™))"
T+ 55V, € €' (10,00), H*(R")"
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5 Symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Phase-Lag-Systeme

(ii) Es sei (q,0) eine Losung von (5.1), wobei g € C°([0,00), H*(R™))" N C'([0,00), H*2(R™))",
0 € C°([0,00), H**'(R™)) und 72q, + k75 VO, € C°([0,00), H*(R™))" gelte. Wir setzen

0(t)
%qq(t)2+ EVO(t)
() + Fa(t) + VOt
q(t)

Dann liegt V in C°(]0,00), H*(R™))*"** N C'([0, 00), H*"2(R™))*" ™! und lost das Anfangs-
wertproblem (5.2) zum Anfangswert V.

V(t) = fiirt € [0,00) .

BEWEIS:

(i) Aus der vorausgesetzten C°([0,00), H*(R"))*"*!'-Regularitdt und der Tatsache, dass V die
Gleichung (5.2a) 16st, konnen wir aufgrund der Gestalt der Matrizen A7 und B’* schliefien, dass
Vi in CH([0,00), H*"H(R™)), Vs, 9n41 in CH([0,00), H*(R™))?>" und insgesamt die Funktion V in
C ([0, 00), H*72(R™))3***! liegt. Fiir ¢ und 6 bedeutet dies gemifl deren Definition

q € C°([0,00), H*(R™))" N C*([0, 00), H**(R™))"

und 6 € C°([0,00), H*(R™)) N C*([0,00), H*~*(R")) .
Aus V(0) = V, folgen ¢(0) = ¢o und 6(0) = 6y. Dass die Funktionen der Differentialgleichung
(5.1b) gentigen, ergibt sich aus der ersten Zeile des Systems (5.2 a)

n

0= (A%,V) +Z (A0,,V), = > (B*0,,0,,V), + (LV),
j=1

KT,T T KT,T
=4 0c,0, Vi + TaTL div Vaopto, . gnt1 = a’! (chet +div Q) .
To To
Insbesondere ist damit 6,(0) = —Q% div ¢o. Um die Giltigkeit von (5.1a) tiberpriifen zu kénnen,
wollen wir zunéchst zeigen, dass
2 KT
q= j% ,,,, nt+l — —;Vﬂ (5.3)
Tq T‘I

ist. Dazu beginnen wir mit den letzten n Zeilen des Systems (5.2a), den Zeilen der Nummern
(2n —+ 2) blS (3n + 1) Dass Z;L)kzl(Bjkaxjaxk V)2n+2 _____ 3n+1 — ;@%V le V2n+2 """"
in Lemma 5.2 gezeigt. AuBerdem wissen wir bereits, dass — div Vo, 40, 3,41 = —divg = oc,0; ist.

3nt1 gilt, haben wir

So ergibt sich

..........

jk=1
(LV)2n+2 ..... 3n+1
7' T2 KT, T KT
1 q'l 1
= 272 ——0:Vania,  3nt1 + VVi — oc Vdiv Vapio,. ant1
v
27' T T2 ToTyT:
ql1 1 ql172
‘/2 ..... n+1l = Vn+2 ..... 2n+1 + 3 Vv2n+2 ..... 3n+1
o T Ty
2,2 2
TOTS KT,T1 KT? TyT1T: 27, T T
q q 1 q'172 q'1 1
= q: + Vo + vet q— Va1 — 5 Va2, 2041 - (5.4)
272 Ty T3 3 e T2 e
T 0 0 0
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Zudem liefern die Zeilen zwei bis (n 4 1) des Systems (5.2a)

0= <Aoatv)2 ..... n+1 + Z(AjaxJ V)2 ..... n+1 - Z (Bjkaxﬂ azkv)2 ..... n+1 + (LV)Q ..... n+1
Jj=1 J,k=1
2 2 27, T
= —0Va 41— 5 Vas2,..2ne1 + %VMH ..... 3n+1 - (5.5)
T T Ty

Mit dem Ziel (5.3) vor Augen bietet es sich an, die Differenz ¢, — (f—z@VQ ,,,,, il — ”T—ZgVHt) zu unter-
suchen, nachdem sich die Ausdriicke V6, und 0,V5,  ,+1 nun mithilfe der beiden qvorangehenden

.....

Gleichungen darstellen lassen. Aus (5.4) und (5.5) erhalten wir

2

KT, 2KTy 2T 4 2
%V&t = —q¢ — V@ - 2 q + ‘/2 ..... n+1 + 72‘/:n+2 ..... 2n+1 und
T TyT1 TyToT1 TyToT1 T
2 2 2T
728t‘/2 ..... n+1 2 Vn+2 ..... 2n+1 — : (56)
q q TqTo
Damit kénnen wir die zu betrachtende Funktion wie folgt beschreiben:
2 KT? 2 27
qs — 72875‘/2 ,,,,, n+1 + %vet =4t — 72Vn+2 ,,,,, 2n+1 + - q
T, T, T4 qTo
2KTy 2T 4 2
—q — Vo — 2 q+ Vo, nt1+ =5 Vate, o ont1
TyT1 TyToT1 TyToT1 T
212 — 21 2KTy 4
= 1 2 q — ve + ‘/’2 ..... n+1
TgToT1 TyT1 TaToT1
27, 2 KT
— 4((]_72‘/2 _____ n+1+729V0> (da i =7 —172).
ToT1 T T

Wir stellen fest, dass dies einer gewohnlichen Differentialgleichung entspricht. Da die Funktionen

gund 5Vo 41— %"QVQ wegen
2 KT2 2,72 kT2 kT2
0) = (5 Varnt1(0) = =2V0(0)) = qo — | = (2 ~2v6 —9v0>:0
q(0) (TQZ 5,..nt1(0) 72 ( )) do <qu<2 qo + 5 o) 72 o
in ¢ = 0 tibereinstimmen und die Banachraum-wertige Differentialgleichung < f(t) = —% f(t)

zum Anfangswert f(0) = 0 die eindeutige Losung f = 0 besitzt, miissen die Funktionen bereits
auf dem gesamten Intervall [0, 00) identisch sein. Damit haben wir die Zusammenhénge

2 KT . .
g=—=Va. ny1— —-V0 (also wie gewiinscht (5.3))
et T
2 KT2 2 2T KT2 (5:7)
1
und qut - 781&‘/2 ..... n+1l = o vet - 7Vn+2,...72n+1 - q— o v‘gt
T, T, T, Ty Ty

hergeleitet. Die letzte Gleichheit ergab sich dabei durch Einsetzen von (5.6). Wie wir anfangs gese-
hen haben, liegen Vs 11 und V4o 2,11 in CH([0, 00), H*(R™))™. Folglich trifft diese Regularitit
auch auf 77q + £7; V6 und *2q + La+ ”TTgVHt zu, d. h. es sind

EEREE)

2 2
72q+ k7yV6 € C'([0,00), H*(R™))" und %q + %Iqt + %Vﬁt € C'([0,00), H*(R™))".
o
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5 Symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Phase-Lag-Systeme

Da ¢ in C°([0,00), H*(R™))" N C*([0, 00), H*~%(R™))" liegt, folgen daraus auch

Vo € C°([0,00), H*(R™))", also 6 € C°([0,00), H*'(R™))
und  77q+ k7y VO € C*([0,00), H**(R™))"

Dartiber hinaus ist mit

2 27 KTE
2:(0) = jVn+2 ..... ont1(0) — 71(](0) — %V@t(())
Tq TqTo T,
2 /Ty 7’2 7'92 . 27 7"92 .
= 72( Q()—i'*(h ) _761()—‘— Qlequ:ql
T, 2 20c, T,To T

der verbleibende Anfangswert aus (5.1c) erfiillt. Schliellich wenden wir uns noch dem Nachweis
der Differentialgleichung (5.1a) zu. Dazu betrachten wir die Ableitung des Terms q + m” A\
die nach (5.7) durch

TqT1

2
815( q: + ngt) = 0Voto,  ont+1 — - qt
0

n

0= (Aoatv)n-m ..... 2n+1 + Z AJ@IJ V)n+2,...,2n+1 B Z(Bjkamj@mk‘/)n“ ..... 2n+1 + (Lv)n+2 ..... 2n+1
j=1 j,k=1
2 T2
= 0Viio, ont1 + ?Vz ..... n+1 T Vn+2 ..... o1t =5 Vongo,.. 341

0 0

koénnen wir 0;V,,42... 2,+1 durch die anderen Komponenten von V' ausdriicken und wiederum deren

Darstellung iiber ¢, VO und ¢;, V0, aus (5.7) sowie die Definition von ¢ nutzen:

72 2 2
8tvn+2 ..... 2n4+1 = *%q - 72‘/2,...,n+1 - 7Vn+2 ..... 2n+41
2 2 2 2 2
TS 2 /7y KT 2 /7, TqT1 KT
. vy ] VO) - Z(Lg+ g+ 20y
qu Tg<2q 2 ) Tg(2qt+ To 1" t>

.
=—q— KVl — Lq, — 1y V0, (da 1f + 7, + 27,71 = 73).
To

Also ist )

2
.
af( q + —"vet) = —q—KV0 — g — K1)V, -
[

Tqu

gt -
To

Addieren wir noch ¢q + 7,¢:, so erhalten wir schlielich

2

72
7’
2q q; + 7V9t) =q+ 71,9 —q— KV — 7Qt — kT VO —

Tq T1

Q+Tth+8t< q:

To

= —kVO — k1 V0, .

In diesem Sinn (vergleiche dazu die Bemerkung 3.3) ist die Differentialgleichung (5.1a) erfillt.
(ii) Neben der angegebenen Regularitit fiir ¢ und 6 leitet man aus den Differentialgleichungen
(5.1b) und (5.1a) 6 € C*([0,00), H*~'(R™)) und 7. q,+r7; VO, € C'([0, 00), H*~*(R™))"™ ab. Folglich
liegt V' nach Definition in C°([0,00), H*(R™))***! N C'(]0, 00), H*~2(R™))*"*!. Aus Griinden der
Stetigkeit gilt wegen (5.1b) auch V6,(0) = —Q%uv div qo, was auf

108



5.1 Dual-Phase-Lag-Warmeleitung DPLW (2,2)

6(0) 0o
qu L"—Gz 9 "'2 /{7'92 9
V)= 2ﬂ%+2V£) | 2%+ VO v
2q(0) + 5 ¢.(0) + 52 V6,(0) TG + By — 25V div go

fithrt. Die Funktion V' 16st die Differentialgleichung (5.2a), denn da (g, ) eine Losung von (5.1)
ist, ergeben sich fiir V' die Gleichungen

n

(A°%,V), + 3 (470,,V), - Y (B*8,,0,,V), + (LV),

Jj=1 k=1
= HTqu chat‘/l QTI le ‘/2n+2 ..... 3n+1 — K/TQTl (chet + le q) =0 )
To To
ik
(Aoatv)z ..... + Z AJ('?%V) ol Z (BJ amjaxkv)z.“,nﬂ + (LV)2 ..... n+1
j=1 7,k=1
2 2 27,7
= 7at%,...,n+1 — = Vot 2n41 + 1V2n+2 ..... 3n41
To To Te
2 72 KT? 27,7 2 /T,Ty T2 kT2
= 50 5 V0) + - S (gt e+ V0 =0,
. f(2 + ) = q 702(7_9 q+2qt+ 5 t)
0 ik
(A at n+2 ,,,,, + Zl AjanV n+2,..., 2n+1 _kzl (BJ a‘TJ asz) ,,,, 2n+1 + (Lv)n+2 ,,,, 2n+1
J= 7,
?
=0 Viio, ont1 + V2 ..... nt1 T+ Vn+2 ..... o1 T ?‘/Qn+2 ..... 3n41
To 0
2 2 2 2 2
T, T, 9 Ti 2 /T, KTy 2 /Ty T KT
=0, = —= —V@ = (X —Vé — = —Ve
f( +2 q: + f) 2Q+Tg(2Q+ 5 )+T0(T9 Q+ZQt+ 5 t)
24+ 12 4 27,1 T T2 KT?
= 1Q—2“q + 2 (71 4 7,)g + KVO + 573V, + 0, (L + L V0, )
T5 Ty 2 2
2
KT,
=q+ 71, + KVO + k1 VO, + at( 2q q: + —QVGt) =0,
und
0 i : ik
(A 8tv)2n+2 ..... 3n+1 + E(A]axj V)2n+2 ..... ,3n41 ;(BJ 8%‘ 8% V>2 +2,..., n+1 + (LV)2n+2 ..... 3n+1
Jj= J,k=1
7'272 KT, T
= Qlatvmwrz ,,,,, 341 T — LV — — LV div Vapgo,. 3n+1
27,
2T, T 72 T T1T:
- Va1 — — —Vat2,. 2041+ q712‘/2n+2 ,,,,, 3n+1
Ty 7'0 7'9
7272 KT, T KT2 Ty T1T: 27, T KT2
q'l q'l 1 q'l1/2 q'1 q 0
= Vo — vd — —+ —V
22 20c, - 3 3 <2 2 )
2 2
Ts (TT1 T, KTj
— —= —Vé
792 ( ) + 9 q: + 5 t)
2,1 T, T1Te — ToT — T3,
= - (—Vdivg+ Vh,) + Lt g,
2 &QCU T@
da der Koeffizient vor ¢ nach Definition von 71 und 75 gerade Null ergibt. O
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5 Symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Phase-Lag-Systeme

Korollar 5.4 (Wohlgestelltheit fiir DPLW (2,2)). Es sei s € N mit s > 2 und es seien Anfangsda-
ten 0y € H*"'(R"), qo € H*(R")" und q; € H*7*(R™)" mit 7)q, — *;%fv div gy € H*(R™)™ gegeben.
Dann besitzt das Anfangswertproblem (5.1) eine eindeutige Losung (q,0) mit der in Satz 5.3 ge-
nannten Regularitdt.

Wie wir bereits festgestellt haben, entspricht das System (5.2) fiir n € {2, 3} nicht der Form eines
symmetrlsch hyperbolisch-parabolischen Systems im Sinne der Definition 2.1, da die Teilmatrix
"7 T von B (w) nicht positiv definit ist. Aus Lemma 4.5 wissen wir jedoch, dass das dyadische

20c¢,
Produkt ww' immerhin auf der Menge {v € C" |w x v = 0} positiv definit ist. Hieraus entspringt

die Idee, die Helmholtz-Zerlegung L*(R™)" = VH'(R") &, D(R") heranzuziehen, die schon im
Zusammenhang mit dem Thermoelastizitdtsmodell DPLT (2,1) zum Einsatz kam.

Satz 5.5 (Zerlegung des Systems). Es sein € {2,3}.
(i) Es sei(q,0) eine Losung des Systems (5.1) mit der Regularitit ¢ € C*(]0,00), L*(R™))" und
6 € C*([0,00), HY(R™)). Fiirt € [0,00) sei q(t) gemaf L*(R™)" = VH'(R")®, D(R™) zerlegt
inq(t) = q°(t) +¢*(t) mit ¢°(t) € VHY(R") und ¢°(t) € D(R™). Dann lost (¢°,0) das System

2

T 2
¢° + 7o + i = —KVE — kTyVO, — m%@vett in (0,00) x R",

2
—div ¢® = pc,b, in (0,00) x R™,
qp(oa ) :qga Qtp(07) ZQ?7 G(Oa) = 0o in R",

und der Anteil ¢° erfillt

2

7_ S .
¢+ 7g; + 5 a5 =0 in (0,00) x R, (5.8a)

¢0,)) =g, ¢0,-)=q¢;  inR". (5.8b)

(ii) Es sei V € C°([0,00), H*(R™))***1 N C*([0, ) L?(R™))*"*1 eine Losung des Systems (5.2).
Fiir t € [0,00) sei V() gemdf L*(R™)*" ™! = (L*(R") x VH(R")?) &, ({0} x D(R™)?)
zerlegt in V (t) = VP(t)+V3(t) mit VP(t) = ( 1(6), Ve s ()T € LA(R™) x VHY(R")? und
Vs(t) = (0, Vi'..’3n+1(t)) € {0} x D(R™)?. Dann lost VP das System

A9, VP + ZAjamjvp - > B*0,,0, VP +LV* =0  in(0,00) x R", (5.9a)
=t Ph=t VP(0,)=VP inR", (5.9b)

wobei BI* fir j,k € {1,...,n} durch

O O1><n 01><n O1><n
0n><1 On On On
0n><1 On On On

2
KT
On x1 On On 2@01,, In

ng — fur] =k und Bék = 03n+1 f’m’j 7’é k

definiert ist. Der Anteil V* erfillt

A,V + LVS =0  in (0,00) x R, (5.10a)
Ve(0,) =V, inR". (5.10b)
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5.1 Dual-Phase-Lag-Warmeleitung DPLW (2,2)

BEWEIS: (i) Mit der Zerlegung q = ¢” + ¢° lautet die Differentialgleichung (5.1a)

P 7-112 P s s 7—(12 s '%7-02
@ + 7,47 + ?qtt +q¢ + 7,9 + 5‘]& = —kVO — k1pVO, — TVQH .

Da 6 € C?([0,00), H'(R™)) vorausgesetzt ist, liegen sowohl —kVO(t) — k14 V0, (t) — KTT‘?VHtt(t) als
auch ¢ (t) +7,q7 (t) + 37241 (t) in VHY(R"), wihrend ¢°(t) 4+ 7,45 (t) + 372¢;,(t) aus D(R™) ist. Die
beiden Rdume haben nur den Nullraum gemein, weshalb

P 19 TqZ P KT92 S S 7—42 S
q° + 1,q; + o it = —kVO — k1yVO; — TVOH und ¢° + 7,q; + o G = 0
folgt. Die Differentialgleichung (5.1b) wirkt, nachdem div¢® = 0 ist, nur auf den rotationsfreien
Anteil:
0c,0; = —divg = —divg® — divg® = —divgP.

(ii) Mit der angegebenen Zerlegung V' = VP + V* ergibt sich, da div V3, ., 4, =0 ist,

.....

KTgT1 7: KTgT1 s P
p div Vo ta,... 3041 (1) P div V42, a0t (1)

ZAJa:L’JV(t) = 02n><1 = 0277,><1 = ZA]a:L’JVp(t) .
=1 V(1) L VVI(2) =1

Der Ausdruck liegt in L?(R") x VH'(R")?3, denn aufgrund der vorausgesetzten Regularitat von
V sind Vi(t) € HY(R™) und div Vapyo  3n41(t) € HY(R™) C L*(R™). Mit der Darstellung aus
ang1 = 0 gelten, folgt

,,,,,

.....

i - O@2nt1)x1 Og2n+1)x1
Bjkﬁw.f)g; V t) = KT . = kT2 .
Z I ®) (%;}V div Vania, . 3nt1(2) LNV div Vo snea ()

j,k=1 20c, = 0 aNTL,...,

0(27l+1)><1 - ik
= o — B] 8waxkvp t 5
( 5 A‘/2€L+2 3n+1(t) Z P ’ ( )

20¢y j,k=1

.....

.....

Ausdruck in L?(R") x VH!(R™)3. Insgesamt ergibt sich also fiir die Lésung V' von (5.2)

0=A%V(t)+> A, V(t)— > B 9,0, V(t)+ LV(t)
j=1 j.k=1
= A", VP(t) + > A0, VP(t) — Y BIF9,,0,, VP (t) + LVP(t) + A0, V3(t) + LV*(t) .

=1 k=1

€ L*(R") x VH(R")? € {0} x D(R")?

Dass die Komponenten (LV*®); und (A°9,V*); Null sind, beruht auf der Gestalt von L und darauf,
dass gemif unserer gewadhlten Zerlegung V7 = 0 ist. Aufgund der Orthogonalitdt der Rdume

L*(R™) x VH'(R™)?® und {0} x D(R™)? miissen die beiden umklammerten Ausdriicke fiir sich
genommen bereits Null ergeben, d.h. VP 16st das System (5.9) und V* das System (5.10). O

.....

.....

mit (5.10) eine gewohnliche Differentialgleichung. Vor diesem Hintergrund ist die Bezeichnung
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5 Symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Phase-Lag-Systeme

symmetrisch-hyperbolisch-parabolisch im Fall n € {2,3} auch fiir das urspriingliche System (5.2)
vertretbar. Im Fall n = 1 ist das System ohnehin symmetrisch-hyperbolisch-parabolisch im Sinne
der Definition 2.1. Der Begriff parabolisch, wie Tzou ihn in [Tz097, S.284] im Zusammenhang
mit dem System DPLW (2,2) verwendet, erscheint uns aus mathematischer Sicht hingegen nicht
angebracht.

5.1.2 Zeitliche Asymptotik

Wir wollen fir n = 1 das System (5.2) und fiir n € {2,3} das System (5.9) betrachten. Nachdem
die Matrix L nicht symmetrisch ist, lassen sich die Resultate aus [SK85; UKS84] zur Bestimmung
der zeitlichen Asymptotik nicht anwenden. Jedoch greift die von [UDK12] ausgehende Methode,
die wir in Abschnitt 2.6 auf den Fall eines symmetrisch-hyperbolisch-parabolischen Systems tiber-
tragen haben. Neben den aus dem symmetrisch-hyperbolischen Fall bekannten Bedingungen (A),
(K), (S) und (S;) oder (S,) sind die Bedingungen (B) und (BKS) zu zeigen.

Bedingung (A). Die Matrizen A% A' ... A" (siche Definition 5.1) sind symmetrisch und da
71 = 7o — 7, > 0 vorausgesetzt ist, sind sowohl A° als auch

0 01><n 01><n 01><TL
0n><1 On On 077
[L] sy - On>< 1 On % In On

TqT1T2
On>< 1 On On ng In

und damit L positiv semidefinit. Aulerdem stellt man fest, dass die Zeilen zwei bis 3n + 1 von L
linear unabhéngig sind und demnach ker(L) = span{e}, ,} # {0} gilt. Damit ist die Bedingung
(A) von Seite 32 erfiillt. O

Bedingung (K). Wir definieren die Abbildung K € C>°(S"~1, R +DxEn+1)) durch

2 T
0 01><n len )

TqT1

0 0 0 0
K - Sn—l N R(Sn—i—l)x(Sn—i—l) — nx1 n n n
’ “ On><1 On On On
2w 0, 0, 0r

RQOCy

Dann ist K (—w) = —K(w) und man berechnet

0 01><n O1><n Tj.;—le 2K 01><n 01><n 01><n
0 0 0 0 0 0 0 0
0 __ nx1 n n n . nx1 n n n
2w 0, 0, 0, Onxi 0p 0, —ww!

Damit gilt (K (w)A%)" = —K(w)A° und die Matrix K (w)A(w) ist symmetrisch. Fiir ein Element
v = (v1,0,...,0) aus ker(L) = span{ej},, } ergibt sich

([K(w)Aw)]

Vs V)ganit = (K (W) A(W)v, v) gonss = 26[0,]”.

Insgesamt weist die Abbildung K damit alle der unter der Bedingung (K) auf Seite 32 geforderten
Eigenschaften auf. O
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5.1 Dual-Phase-Lag-Warmeleitung DPLW (2,2)

Der Nachweis der Bedingung (S) gestaltet sich aufwendiger als es bei den bisherigen Systemen
der Fall war.

Bedingung (S). Wir zeigen, dass ein s € RT existiert, sodass die Matrix

0 01><n 01><n 01><n
O’I’L><1 On SIn On
Onxl %SIn On On
0n><1 On On On

S =

alle unter der Bedingung (S) auf Seite 32 genannten Eigenschaften besitzt. Zunéchst ist festzu-
0 O1><n 01 Xmn 01><n
Onx 1 On S In On

0n><1 SITL 0” On
0 O1xn O1xn len Opx1 0, 0, 0y,

stellen, dass die Symmetrie der Matrix SA® = fiir alle s € R vorliegt.

2
2 2 T
0,x1 %SI” 795171 ésln

Mit SL = ergibt sich

Onx1 0, —sl, “2=sl,
0. %1 0., 0., 0.,
0 len 01><n 021><n
2 1 T
STl +lzl, = |0 F e
Opnx1 ?831n (-9l Fsl,
Opx1 ;Tlgsln sl %In

Wir untersuchen, wann ker([SL]sy, + [L]sy) = ker(L), also ker([SL]s, + [Llsy) = span{ej, ., } gilt.
Durch elementare Zeilenumformungen erhalten wir

O len len 01><n
ror((SL . y Opnx1 isln is1, sk,
([ ]sy [ ]sy) 0n><1 On (% _ %S) In ( 2<1T9 _ H)SIn
Onx1 0, (72“:91 — 47716)8171 (% — 8771923) I,
0 01><n O1><n 021><7l
— er Onx1 isln 3s1, sl
O0px1 O, (8 — 6793) I, (21, —m)ms1,

Onx1 0, 227, —m)mu7isl, (87,m — Times)T L,
So sehen wir, dass ker([SL]sy + [L]s,) = span{ej, ., } genau dann gilt, wenn s # 0 und

(8 — 679s) 1, (27, — )81,
07 det <2(27’q —m)nrgsl, (81,1 — TiTes)T1 L,
= det((S — 6798) (87,12 — T T98)T1 L, — 2(27, — 7))’ 1iT 87 In)
2 2.2

= (p(s))n mit  p(s) := (677 — 2(27, — 1)) 7775 8% — 8(7} + 67,72)TeTiS + 64T, 71T

ist. Wir brauchen die Nullstellen des Polynoms p nicht zu berechnen. Es geniigt zu wissen, dass
p maximal zwei verschiedene Nullstellen hat und diese reell sein kénnen. Mit ihnen darf s nicht
zusammenfallen. Die erste Einschrinkung an s lautet also

s#0 und p(s)#0.
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5 Symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Phase-Lag-Systeme

Des Weiteren zeigen wir, dass die Matrix [SL]s, + [L]s, fur hinreichend kleine s € R* positiv
semidefinit ist. Fiir v € C3"*! ergibt sich

2 1 7
TgSIn TesIn 2231
_ 1 2 "'q'rl
<([SLLV + [L]sy)U? U>C3”+1 - < 7—9251” (7—9 S) I'”f 279 SI ,U2-,-~~73n+1 y V2, 377«+1>an
Dosl,  EDsI, DRI,
5
925112, 1 + 4 75 SUnt2,..2n41 T 272 SU2n+2, L3n+1 Va... ni1
=< *S 2yt 1 +( — 8)Unto. 2n+1 + 4 279 TSV 2,3t | o | Unt2,2nt1 >c3”
¥ ,
TqgT1T2
327802, ni1 t S SUnt2, 2041 T T U2nt2,. 3041 V2n+2,...,3n+1
2]
TquTQ

102n+2 .3n+1 ‘2

2 , /2
= 728‘U27~~-7”+1‘ + (7 - 3)‘Un+2,...,271,+1|
To To

2

-

1

+ —s Re<Un+2,...,2n+1, /U2,...,'n+1>(cn + —=s Re<U2n+2,...,3n+1, U2,...,n+1>cn
To TG

- <'02n+2,..4,3n+17 Un+2,...,2n+1>(cn .
0

Mithilfe der Ungleichungen von Cauchy-Schwarz A.13 und Young A.12 lisst sich der Ausdruck
fiir ein beliebiges ¢ € RT folgendermaflen abschétzen:

(([SL],, + [L],)0.0) s

2 9 2
73|U2,...,n+1| + (* - 5) |Vnto,.. 2nt1|” +
Ty To 9
1 2 1 2 7—12 2 1
- *5(5’1}2 ..... nt1l” + =|Vnt2. 2041 ) — 728<5|U2 ..... nt1] = |V2ni2snt1l )
€ 27 €

Tq 7'1 T2

Vv

”Uzn+2 ,3n+1 |2

T, T
2q 18(‘vn+2,...,2n+1‘2 + ’U2n+2,...,3n+1‘2)
To

219 + 2+ 1,T1E
2¢e

2

1 2 2 1
= 2—7_92(4 — (219 + 77))8|v2, 1] + P (2 —

T [ TqT2 T + TyToE
To 2¢e

8) |/Un+2,.‘.,2n+1

2 5) |v2n+2,4..,3n+1|2
To

Nun wahlen wir € € RT so, dass € < o + —=— ist, und anschliefend s € R* derart, dass zum einen

die zuvor gefundene Einschrankung p(s) 7& 0 erfiillt ist und zum anderen

2e TqT2E }
2m9e + 2+ 1,me | To(T1 + T TeE)

s < min{
gilt. Dann ist [SL]s, + [L]s, durch

‘U2n+2 3n+1’2

1 1 TyT1T:
<([SL]Sy + [L]sy>v7 U>C37L+l > ?925‘02,.--,%&-1‘2 + ?9’”7l+27--~72”+1‘2 (12;9 :

positive semidefinit. Insgesamt weist die Matrix S nun alle Eigenschaften auf, die in der Bedingung
(S) gefordert werden. O

Bedingung (S:). Nachdem die Matrix S aus der Bedingung (S) in der ersten und den letzten
n Spalten nur Nullen enthélt, gilt SA(w) = 03,11, womit die Bedingung (S;) von Seite 33 erfiillt
ist. O
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5.1 Dual-Phase-Lag-Warmeleitung DPLW (2,2)

Wir kommen nun zur Uberpriifung der im Fall eines symmetrisch-hyperbolisch-parabolischen
Systems zusitzlich nétigen Bedingungen (B) und (BKS). Fiir j,k € {1,...,n} seien B" die
Matrizen, wie sie fiir n € {2,3} in Satz 5.5 definiert wurden. Diese Definition tibernehme man
auch fiir den Fall n = 1 bzw. setze man hier B/* := B7* wobei B’* die Matrix aus der Definition 5.1
bezeichnet.

Bedingung (B). Es gilt BJ* = B fiir j, k € {1,...,n}. Die Matrix

0 01><n len 01><n

i . 0 0 0 0

o ik . nx1 n n
(.U) o Z Bg) ijk - 0n><1 On On On

k=1 KT}
On x1 On On QQ(.I I

ist symmetrisch und positiv semidefinit mit {0} # ker(B,(w)) = span{e}, ., ..., ey} # C¥+1
fiir alle w € S"~! . Damit ist die Bedingung (B) von Seite 33 erfiillt. O

Bedingung (BKS). Der antisymmetrische Anteil der Matrix K (w)B,(w), wobei K die Abbil-
dung aus der Bedingung (K) bezeichnet, lautet

O 01><n O1><n %WT
0 x1 0 0 0
[ ( ) P( )]asy Onxl On On On
—pltw 0, 0, 0,
Da v € ker(B,) := span{el, ,...,esi1} stets die Form v = (vi,...,v2,41,0,...,0) besitzt,
erhalt man
; O(2n )X V1yeeny® T
(—i[K (@) Bp )]y v, 0)ganer = —i{ (L5 A L) () = 0,

womit die Eigenschaft —i[K (w)B,(w)]asy > 0 auf ker( o) erfillt ist. Mit der unter der Bedingung
(S) konstruierten Matrix gilt SB,(w) = 0, sodass auch [SB,(w)]s, > 0 auf C*"*! fir alle w € S*~*
gewéhrleistet ist. Damit ist die Bedingung (BKS) von Seite 34 erfiillt. O

Wir haben also die Bedingungen (A), (K), (S), (S2), (B) und (BKS) aus Abschnitt 2.6.2 fiir das
symmetrisch-hyperbolisch-parabolische System (5.2) fiir n = 1 und (5.9) fiir n € {2, 3} nachgewie-
sen. Folglich gelten die Aussagen aus den Sétzen 2.11 (Abschéitzung im Fourierraum), 2.12 (Dissi-
pativitét), 2.13 (LP-L?-Abschitzung), 2.15 (L'-L>*-Abschéitzung) und 2.16 (LP-L9-Abschitzung).
Im Fall n € {2, 3} liefert dies Informationen iiber den Anteil (¢*, ) der Losung (g, 6) des Systems
DPLW (2,2). Der verbleibende Anteil ¢° geniigt der gewohnlichen Differentialgleichung (5.8). Als
ein System erster Ordnung lautet die Gleichung

()= (% (@) = (G6)- (3
@) \—= =)\« ¢:(0)) \ai)

Die Eigenwerte der auftretenden Matrix sind —% + i. Somit gilt (vergleiche Lemma 2.6 (iv)) fiir

| N

s € Ny mit einer von ¢, ¢} € H S(R”)" unabhéngigen Konstanten C' € R* :

Vie[0,00): |(¢° 2)1[ < Ce 7 N(a5 N e

Rn 2n Rn)}w .

Insgesamt erhalten wir damit nun die folgende LP-L%-Abschétzung fir die Losung des Dual-Phase-
Lag-Systems DPLW (2,2).
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Satz 5.6 (LP-L9-Abschitzung fir DPLW (2,2)). Es gelte 79 > 7, und es sei s € N mit s > 4.
Ferner seien p € [1,2] und q € [2, 00] mit % —i—% =1 sowie N := (n+1)(1— %) fir q € {2,00} und
N e N mit N > (n+1)(1 — 2), falls ¢ € (2,00) ist. Es sei (q,0) eine Lisung von (5.1) mit der

q
Regularitdt aus Satz 5.3. Firt € [0,00) setzen wir

0(t) 0(t)
Falt) + 5 VO) (1) + 5 V()
T (t) + T qu(t) + 2 VO,(t) LGP(t) + Fab (1) + TG VO,(1)
q(t) (1)
wobei man im Falln = 1 die Definition ¢° :== q nehme. Liegt nun V' := VP?(0) in WetNp(R™)3n+1
so gilt fir alle k € Ng mit k < s und alle t € [0, 00)

V(t):= und VP(t) :=

9

2

Hal_;vp(t)H )3n+1 S C(l +t)_%(l_a)_gH‘/E)p||Wk+N,p(R’n)3n+l

LY(R™

mit einer von Vi und k unabhdngigen Konstanten C' € R*. Damit weist dieser Losungsanteil ein
Abklingverhalten vom Standard-Typ auf. Im Fall n € {2,3} gilt zudem

H (qs(t)7 q?(t)) HHS_2(R”)2" S CeiitH (QLS)u Qi) HHS—2(R71)271,

fir alle t € [0,00) mit einer von ¢*(0) und ¢;(0) unabhdingigen Konstanten C € R¥.

BEWwEIS: Nach den Sétzen 5.3 und 5.5 (ii) 16st V' das System (5.2) und dazu V? das symmetrisch-
hyperbolisch-parabolische Anfangswertproblem (5.9) fir n € {2,3} bzw. (5.2) fir n = 1 zum
Anfangswert V’ € We+tN-p(R?)3n+1 " Aufgrund der nachgewiesenen Bedingungen an die Matrizen
trifft fir VP die LP-L9-Abschiatzung aus Satz 2.16 (ii) zu. Da s > 4 ist, kann man aus der Dif-
ferentialgleichung (5.1b) 6 € C?([0,00), H**(R"™)) C C*([0,00), H'(R")) und damit aus (5.1a)
q € C*(|0,00), H*=*(R™))™ C C*([0, 00), L*(R™))™ ableiten. Folglich gilt auch die Zerlegung geméaf
Satz 5.5 (i). Die Abschéitzung fiir den Anteil ¢* haben wir im Vorfeld des Satzes begriindet. Dabei
richtet sich die Regularitit nach dem Wert ¢§(0), der nach Voraussetzung in H*?(R")" liegt. [

Im Vergleich zu den bisher betrachteten symmetrisch-hyperbolischen Modellen stellen wir zwei
wesentliche Unterschiede fest.

Augenscheinlich ist, dass das Phdnomen des Regularity-Loss fiir das symmetrisch-hyperbolisch-
parabolische System DPLW (2,2) nicht auftritt. Fir 7y > 7, liegt ein Abklingverhalten vom
Standard-Typ vor. Der Grenzfall der Parameterbedingung 7y = 7, fithrt dazu, dass das Sys-
tem in ein rein parabolisches System umschldgt, ndmlich in eine Warmeleitungsgleichung fiir
0+ 71,0, + %7‘(129“ (vergleiche Seite 104). Damit bleibt ein Abklingverhalten vom Standard-Typ ge-
wahrt (siehe etwa die LP-L9-Abschétzung fiir die Warmeleitungsgleichung in [Racl5]). Hingegen
verursachten entsprechende Grenzfille bei den symmetrisch-hyperbolischen Systemen DPLW (2,1),
DPLT (2,1) und TPLW (2,1,1) ein Abklingverhalten vom Regularity-Loss-Typ.

Ein weiterer Unterschied findet sich im Zusammenhang mit dem Nachweis der Bedingung (S).
Bei den symmetrisch-hyperbolischen Systemen galt unter der Parameterbedingung, die zu einem
Abklingverhalten vom Standard-Typ fiihrte, stets ker(L) = ker([L]sy), wodurch die Matrix S aus
der Bedingung (S) als die Nullmatrix gewéhlt werden konnte. Dass die Nullmatrix nicht ausreichte,
kam jeweils nur in den Grenzfillen der Parameterbedingungen vor, die mit dem Regularity-Loss-
Typ korrespondierten. Fur das symmetrisch-hyperbolisch-parabolische System DPLW (2,2) aber
trat die Situation ker(L) # ker([L]sy) ein, obwohl die Beziehung 7y > 7, zu einem Abklingverhalten
vom Standard-Typ fiihrte.
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5.2 Three-Phase-Lag-Warmeleitung TPLW (1,1,1) in einer
Raumdimension

Bei allen bislang betrachteten Modellen haben wir dieselben Einschriankungen an die Parameter
To, T, und gegebenenfalls 7 erhalten, wie sie schon aus den Untersuchungen zur exponentiellen
Stabilitdt bekannt waren. Dies veranlasst uns zur Hinterfragung eines Resultats aus [DS13] zum
Three-Phase-Lag-Modell der Warmeleitung mit der Entwicklungsordnung eins fiir jeweils ¢, V6
und Vv in einer Raumdimension.

TPLW (L,11)
q + Tqqt = —TJQI - K'7—99tw - ’i*yx in (0, OO) X R, (511 a)
—qz = 0¢,0; in (0,00) x R, (5.11Db)
vy =10 in (0,00) x R, (5.11¢)
Q(Ov ) =40, 0(0,) :007 V(Oy') =1l in R. (511d)

Ausgehend von der in der Form (1.11) dargestellten Gleichung bewiesen L. Djouamai und B. Said-
Houari in [DS13] fiir die Losung unter der Voraussetzung 7, > “™ 4+ x*7, eine L'-L*-Abschétzung.
Aus [QRO8; BQR14] wissen wir, dass in beschréankten Gebieten die exponentielle Stabilitéat fir
T+ > Kk*1, vorliegt. Das Ergebnis aus [DS13] scheint daher hinsichtlich der Forderung an die
Parameter den moglichen Spielraum nicht auszuschépfen. Im Folgenden wird es uns in der Tat
gelingen, eine LP-L?-Abschitzung vom Standard-Typ fiir 7, > £*7, nachzuweisen.

5.2.1 Darstellung als symmetrisch-hyperbolisch-parabolisches System

Zunéchst stellen wir fest, dass das System TPLW (1,1,1) in die Kategorie eines symmetrisch-hyper-
bolisch-parabolischen Systems fallt.

Definition 5.7 (Matrizen zu TPLW (1,1,1)). Fir das System TPLW (1,1,1) definieren wir die
Matrizen

0C, Ty 0 0 0 0 O 00 O
A = 0 oc,mf 0], A':=10 0 7|, B"Y:=[0 0 0
0 0 Ty 0 0 0 0 5=
oc,k* —pc,k* 0
und L := | pc,k* —oc,k* 0
0 0 1
Mit diesen Bezeichnungen handelt es sich bei
A%,V + A'0,V — B"9,,V+LV =0 in (0,00) xR, (5.12a)
V(0,)=V, inR, (5.12Db)

um ein symmetrisch-hyperbolisch-parabolisches Anfangswertproblem im Sinne der Definition 2.1.
Etwas fragwiirdig erscheint uns daraufhin eine Stelle in [QROS8, S.25], in der im Zusammenhang
mit dem System TPLW (1,1,1) von einem parabolischen Typ gesprochen wird.

Das Anfangswertproblem (5.12) besitzt nach Satz 2.2 fiir s € Ny und V, € H*(R)? eine eindeutige
Losung S(-)V; € C°([0,00), H*(R))? und ist zum urspriinglichen System (5.11) dquivalent.
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Satz 5.8 (Aquivalenz der Systeme). Es seien s € N mit s > 2 und Anfangswerte qo € H*(R),
0o € H*(R) und vy € H*(R) fiir (5.11) und dazu V, := (% ~10,00 + % l/o,qo) fiir (5.12) gegeben.

(i) Ist V € C°([0, 00), H*(R))? die Lisung von (5.12) zum Anfangswert Vo, so wird durch
W(t) = Vi), 6) = Va(0) = Vilt) wnd (1) = Vi(t) firt € [0,00)
eine Losung (q,0,v) von (5.11) beschrieben und es gilt
aec(p. oo> H‘*(R» NCH([0,50), H(R)), 6 € C°([0,00), H'(R)) N ([0, 00), H'(R)).
vel H*(R))NC*([0,00), H* " (R)) wund 7,9+ k70, € C'([0,00), H*'(R)).

([0,
(ii) Es sei(q,0,v) eine Lésung von (5.11) mit g € C°([0,00), H*(R)), 6 € C°(]0, ), H*(R)) und
v € CY([0,00), H*(R)). Wir setzen V (t) := (Zv(t),0(t) + =v(t),q(t))T firt € [0,00). Dann
liegt V' in C°([0, 00), H*(R))* NC' ([0, 00), H*"2(R))? und lost das Anfangswertproblem (5.12)
zum Anfangswert Vj.
BEWEIS:

(i) Wie man anhand der Differentialgleichung (5.12a) und der Gestalt der Matrizen A* und B!
sieht, liegen V; in C'([0,00), H*(R)), V2 in C*([0,00), H*"*(R)) und V3 in C'([0,00), H*"%(R)).
Daher besitzen ¢ und 6 die angegebene Regularitéit und v liegt in C*([0, 00), H*(R)). Nach Defini-
tion erfiillen ¢,  und v die Anfangsbedingungen (5.11d). Die einzelnen Gleichungen aus (5.12a)
bedeuten

0= (AoatV)l + (Al@gEV)1 - (BHOMV)1 + (LV), = 0cuT, 0 Vi + 0co k™ Vi — oc, k™" Vs
= 0C, K" Vy — pCc, K0,
d.h. es gilt v, = 6 und damit insbesondere auch v € C?([0,00), H*~'(R)),
0=(A,V),+ (A'0,V), — (B"0,.V), + (LV), = 0c, 7,0V + 7,0: Vs + 0ok Vi — 0,K* Vs
= 0¢,T, 0 + 0c, KV + T, g — 0Cu k™0 = 0¢, 7,0 + T, 4.
d. h. es gilt —q, = oc,0; , und schliellich
0= (A°9,V), + (A9,V), — (B"9,.V), + (LV), = 7,0,Vs + 70,V — %amvg, +V
=T,q + 7,0, + KV, — %qgcx +q=q+T,q: + 7,0, + K901y + KV,

d.h. es ist 7,q + kTe0, € C*([0,00), H*"(R)) und insgesamt 16st (g, 6, ) das System (5.11).

(ii) Aus (5.11) leitet man 6 € C'([0,00), H*"*(R)) und ¢ € C'([0,00), H*"%(R)) ab. Damit liegt
V in C°([0,00), H*(R))* N C'([0,00), H*~%(R))3. V geniigt der Anfangsbedingung V' (0) = V; und
erfiilllt aufgrund derselben Zusammenhéange wie in (i) die Differentialgleichung (5.12a). O

Korollar 5.9 (Wohlgestelltheit fiir TPLW (1,1,1)). Zu s € N mit s > 2 und vorgegebenen An-
fangsdaten qo € H*(R), 6y € H*(R) und vy € H*(R) besitzt das Problem (4.9) eine eindeutige
Losung (q,0,v) mit der in Satz 5.8 genannten Regularitat.

Das System (5.12) stellt zwar ein symmetrisch-hyperbolisch-parabolisches System dar, jedoch ist
die Matrix L indefinit. Nachdem die Methode aus Abschnitt 2.6 an dieser Stelle eine positiv
semidefinite Matrix erforderte, lasst sich die Methode nicht anwenden. Wohl aber kénnen wir wie
in Abschnitt 3.2 die Asymptotik der Eigenwerte untersuchen.
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5.2.2 Asymptotik der Eigenwerte

Die Losung S()Vy € C°([0,00), H*(R))? von (5.12) zu einem Anfangswert V, € H*(R)? besitzt
die Darstellung
Sty = F 1A 2eMON AN ZV, fiir t € [0, 00)

mit der Matrix

* *

— 5 0
M(€) = —(A%) 3 (i€A' + €BM + L)(A%) "t = | -5 = —i€y\) oo fiir ¢ € R.
0 —igTE e

Die Eigenwerte von M (&) sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

1 * *
pu(€,): ©T—C, A det(A\I;— M(€)) = A+ <+’”952)A2+ vz e (513)
Tq QCU Tq 0Cy Tq ch Tq
Wie wir zunéchst feststellen, weisen die Eigenwerte fiir alle £ € R\{0} einen negativen Realteil
auf. Anschlieflend werden wir ihr Verhalten fiir || — 0 und || — oo untersuchen.

Satz 5.10 (Dissipativitat fir TPLW (1,1,1)). Es gelte 70 > r*1,. Ist £ € R\{0} und X\ eine
Nullstelle von pu(€,-), so gilt Re(A) < 0. Damit ist das System (5.12) strikt dissipativ im Sinne
(2.14) von Shizuta-Kawashima.

BeEwEIs: Es sei ¢ € R\{0}. Die Hauptminoren der zu py,(&, ) gehorigen Hurwitz-Matrix (siehe
Anhang A.6.1) sind positiv, denn sie lauten

1
RO (€) = = 4 10

Tq 0Cy Ty

>0,

1 KT, T K* TS — K*T, KToT,
W2 (€)= (+ ’ 52) Lo =t 12 4 D0 ¢d 50, daT > KTy,
T, 0C,Ty 0C, Ty 0Cy Ty 0C, T2 (0cyTy)?

RO(E) = P (g) > 0.

chTq
Mit dem Hurwitz-Kriterium A.21 (i) folgt daraus Re(A) < 0 fiir alle A € C mit py (€, A) = 0. Diese
Eigenschaft entspricht aufgrund der Aquivalenz
pu (&, A) = det()\Ig — M(f)) =0 = det(/\AO +iEA + 2B + L)y=0

der Dissipativitdt im Sinne (2.14) von Shizuta-Kawashima. O

Satz 5.11 (Asymptotik der Eigenwerte fiir |£| — 0). Es existieren drei stetige Funktionen \;, Ay
und Az aus C°(R, C), sodass \(§), X2(&) und \3(&) fiir £ € R die Eigenwerte von M (§) in Anzahl
ihrer Vielfachheit darstellen. Dabei gilt (ohne Einschrankung beziglich der Indizierung)

MO =——+0() firlé 0

q
sowie fiir T > K*T,

M) = iy 2 = e 1 0(leP).
ha(g) = =iy e = T T O(1ef) i Jg] = 0.

119
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KTy /<&7'9T
‘/ 29%*/@% 5 +O(i¢)

. KTy HTT ..
0 o §4+O(\§| ) fir |§] — 0.
cv 29% \/ ch

BewEIs: Da die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms (5.13) stetig von £ € R abhéngen,
lassen sich die Nullstellen von py/(§,-) und damit die Eigenwerte von M (&) fur & € R nach
Satz A.22 durch die Funktionswerte dreier stetiger Funktionen Ay, Ao, A3 € C°(R, C) beschreiben.
Dabei muss, wenn wir ohne Einschrinkung eine Indizierung festlegen,

M) =0, M(0)=0 und Ay(0) = ——

Tq

und fir 7, = K1,

gelten. Anhand des auf einen Parameter aus C erweiterten Polynoms

PulC) s €€ (b )+ Ty
Ty 0CuTy 0C, T, 0C, T,
iberlegt man sich auflerdem Folgendes (siehe dazu Anhang A.6.2): Bei ¢ = 0 handelt es sich
um einen kritischen Punkt, da hier zwei Nullstellen zusammenfallen. Als Nullstelle einfacher Viel-
fachheit kann —% keinen Verzweigungspunkt hervorrufen, weshalb sich eine der Nullstellen von
par(¢,+) in einer Umgebung von ¢ = 0 durch eine holomorphe Funktion 73 mit 73(0) = — X be-
schreiben lasst. Insbesondere muss damit 73(¢) = ——+(9(|C |) fur |¢| — 0 gelten. Fiir die Nullstelle

Mo(€) = 15(€2) von par(€, ) fiir € € R gilt daher

X(€) = —— +O(€) fiir g 0.
q
Die doppelte Nullstelle vom Wert 0 kann maximal einen Verzweigungspunkt erster Ordnung
hervorrufen, d. h. entweder sind die verbleibenden Nullstellen 7, (¢) und 75(¢) von pas(¢, -) in einer
Umgebung von ¢ = 0 als holomorphe Funktionen darstellbar oder es handelt sich um die beiden
Zweige einer zweiwertigen analytischen Funktion, die von der Form 7:(¢) = Y5°, ax|(|%e e
und 72(¢) = >, ak(—l)’“m%eikafm mit (ax)reny C C sind. In jedem der Fille handelt es sich
dann aber bei A\;(£) = n;(£%) und A\ (&) = ny(€?) fiir betragsméBig hinreichend kleine £ € R um
eine konvergente Potenzreihe der Form

Z)\] k£ mlt )\j,k)keN C C fir ] S {1,2} .

Zur Bestimmung der ersten Glieder der Potenzreihe wenden wir das Newton-Polygon-Verfahren
(siehe Anhang A.6.3) auf das Polynom py, (&, \) € C*(£)[A] aus (5.13) an

Dem ersten, zur doppelten Nullstelle gehérigen Segment des New- !
ton-Polygons zu pys (&, A), dargestellt in Abbildung 5.1, entneh- 2
men wir v;; = 1 fir j € {1,2} als das Negative der Steigung.

Aus ay 0)\” L T ap2 =0mit ayg := T—lq und ag o = g%lq ergeben 1 .
sich
* * 0 T } he #
.| R m
A1=A =9 und Ay = A = —3 . 1 )
1,1 1711 ocs 2,1 1v2.1 ocs 0 3
Abbildung 5.1: Newton-Polygon
Im néchsten Schritt ist gemaf der Iterationsvorschrift (A.1) von zu par (€, ) aus (5.13)
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Seite 215 das folgende Polynom zu betrachten:
i (A7) = €2pur (€, €0 + A1)
1 KTy

=¢(M, 43200 430, ()T (A)) + < +

Tq 0Cy Tq

.
+
0Cy Ty

1
=)’ + (T + 306 +
q

e(a +20) +

0Cy Tq

0Cy Ty

A2,€%.

q
*

7-1/
+ (Ajl + W)‘”)g +

vq

KTy

0Cy Ty

KT, 2 T
’ g?) (D) ¢ (TAj,l + (302, + e+

52) (2 + 20508 + (A7)

2KT
9 )\Mgg) )\§-l)

0Cy Ty 0Cy Ty

(5.14)

Dabei unterscheiden wir ab nun zwischen dem Fall 7 > x*7, und dem Fall 7)) = x*7,.

» Fall 77 > k*7,: Das Newton-Polygon zu pMJ,l(f,)\;-l)) ist in
Abbildung 5.2 dargestellt. Der Punkt (m,1) = (0,1) beruht auf
der Voraussetzung 7,; > £*7,, da diese A | + QC:TQ

Gemaéf des hiervon ausgehenden Segments stellen wir 7v,, = 1
fest und berechnen aus a oA, ,+v,, + @01 = 0 mit a; o := %%,1
und ag; = A%, + v );; den Wert ’

QCyTq

T, — KT,
Ajz = Njjatrie = _Tvq
Fiir |£] — 0 folgt also, nachdem wir die Konvergenz schon zuvor
begriindet haben,

K* T — KT, :
A =1 _ v 7" A2 3 d ) -
(&) =1 QCU§ 200, & +0(¢7) un 2(¢) " oe
»Fall 77 = k*7,: Unter dieser Bedingung ist A7, + QCT:T

PM,j,l(f,)\§1)) aus (5.14) auf

3 1 KTp
parja (&, )\5'1)) = f(AE‘l)) + (7'q +3X16 + 007_52) (A

viq
To

2
+ <TAj,1 +2X7 64 “Aj,152>A§.

2
q 0CyTq

reduziert und das Newton-Polygon die Form aus Abbildung 5.3
erhélt. Wir lesen ;. = 2 ab und erhalten aus der Gleichung

_ 3 2 . _KTg \2
(11)0)\]‘7,”,1_5_’“’2 + Qo2 = 0 mit aio = E)\j’l und Qo2 = 2curg i1
den Koeffizienten
KTy
Aj73 = Ajv’Yj,l"l")’j,Z = _QQC J,1 -
v

Das Polynom im darauffolgenden Schritt lautet geméfl der Itera-
tionsvorschrift (A.1)

v = () sicherstellt.

* * *
K TRy

1)+

Abbildung 5.2: Newton-Polygon
zu pM,j,1(€,)\§-1>) fiir 7, > K" 74

3
ST O(1¢f).

= 0, wodurch sich das Polynom

2
2

KTy

Ajag

0Cy Ty

0
0 1 2 3

Abbildung 5.3: Newton-Polygon
zu pM,j,1(€,)\§-1>) fiir 7, = K" 74

m
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prgs(EAY) = €% (6,6 (s +A))
= (M, 3N 4335 (A7) + (0F)°)
+&° (qu TN g?) (s + 2007 + (A)7)
+ <T2q)\ 2KT j,lg“?) (Ajs + A% +

1 KT
=) (S 3Aj,1§3 + et 306%) ()

q vq

KTy

KTy

OCyTy

)\2

7,1

5.1 +2)\ 1f+

Cy q

2KTy

2
+ (T)\j,l + 2>\2 1£ 7, 352 + 6)\] 1)\] 353

) viq

)\j,3§4 + 3A?’3£5> )\;3)

+ 203 1A 8E — —A§3§2 +3X1A756% + —Aj S+ A0
: T, D ’ 0c, T, 7 ’
Wie die Abbildung 5.4 zeigt, ist v;3 = 1 und aus der Gleichung
a’170>\jﬁj,1+’)’j,2+w,3 +ao1 = 0 mit a1, = %Aj,l und Qp,1 ‘= 2A?’1)\j73
ergibt sich

KToTq \ o KToT,,
)\j74 = Aj,’)’j,l‘i"Yj,Q"!"Yj,S = —Tq)\j,lAj,?) a QQCU )\J 1= _Q(ch)2 .
Im Fall 77 = x*7, gilt fiir |£| — 0 also
. m'g 3 KToT, 4 5
A(6) = § +0(¢l)
ocs” 200, 2(0 v) 0 1 2 3
/<;T9 K* 5 KTgT, Abbildung 5.4: Newton-Polygon
)\ - O . (3) - * ok
(8 = ché 20c, \| oc, 2(0c,)? €1+ O(P). 2w puj 3§, A7) fir 7 = K77
L]

Satz 5.12 (Asymptotik der Eigenwerte fiir |{| — 00). Die asymptotische Entwicklung der Eigen-
werte von M(§) fir || — oo lautet (bis auf eine Permutation der Indizes)

*

M) = o+ [ (2) -

*

(€7 s Aal€) = =52 — ( = )2_

(1€l

2KTy 2KTy KTy 2KTy 2KTy KTy
und  As(€) = Qijqu +0(1).
BEWwEIS: Fiir £ € R\{0} ist M (£) = &2N (&) mit
_%572 % —2 0
N = |-567 e i [
0 —&7t e _ﬁ — Tl—qf

und es gilt, dass n(€) € C genau dann ein Eigenwert von N (€) ist, wenn £21(€) ein Eigenwert von
M (§) ist. Die Koeffizienten des zu N (§) gehorigen charakteristischen Polynoms

5—4

OCyTy 0CyTq

pn(&): C—C, anet(nls—N(ﬁ))=n3+< g2 0 )n2+T;§‘2n+

0Cy Tq
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héngen stetig von £ € R\{0} ab. Nach Satz A.22 lassen sich die Nullstellen von px (&, -) durch drei
stetige Funktionen 7, 72, 13 € C°(R\{0}, C) beschreiben, wobei ohne Einschrinkung beziiglich
der Indizierung

KTy

0Cy Ty

lim 7,(§) =0, lim 7,(§) =0 und |§1|il)noo773(€) = -

€] =00 [€]—o00

gelten muss. Wie im Beweis zu Satz 5.11 {iberlegt man sich anhand des Polynoms

_ . 1 KTy \ - T, K*
pn(¢): C—C, an3+(C+ 9>n2+ ¢+ ¢,
T, 0C, Ty 0C, Ty 0C, Ty
dass dessen Nullstellenfunktion 73(-) zu 73(0) = — e in einer Umgebung des Punktes ¢ = 0

holomorph ist und die anderen beiden Nullstellenfunktionen maximal Zweige einer zweiwertigen
analytischen Funktion sein kénnen. Daraus folgt, dass

KTy

13(§) = M(§77) = — +0(67%)  fiir [¢] = oo

0Cy Ty

gilt und 7,(€) = 7 (E72) und 172(€) = 72(£72) fiir betragsméBig hinreichend grofie £ € R Po-
tenzreihen in & darstellen. Den jeweils ersten Term dieser Potenzreihe bestimmen wir ausgehend
von py(&,m) € C*(671)[n] mit dem Newton-Polygon-Verfahren. Wie die Abbildung 5.5 zeigt, ist
via = 2 fiir j € {1,2} zu wihlen. Aus agymﬁﬁm +a1,9M;j4,, + 004 = 0 mit ag g := ":"q ay o = 7

*

ergeben sich
Tq

K
QCy

und ag 4 1=
l

B - ™ N ( T )2 B P 4
M2 =M. = 2KTy 2KTy KTg
3
T* 7.* 2 K/*
d — — v () = )
une M2 = Moea 2KTy (2m'.9) KTo 9
Demnach gilt fiir |£] — oo .
7_* 7_* 2 /‘i* 9 _3
= [ - v -— @)
m(E) ( et (52) )s +0(gl ™) L S
T T* \2 K* _ _3 Abbildung 5.5: Newton-Polygon
d = - - v -— 2+ 0 .
und - 715(8) ( 2KTy (2,%7'9) m’e)f +OUer) 2 p (&,m)

Da die Eigenwertfunktionen 7, 1, und n; fiir || — oo stetig sind, erhalten wir tiber die Beziehung
A;(&) = €n;(€) die behauptete asymptotische Entwicklung fiir die Eigenwerte \;(€), A2(§) und
A3(&) von M(€). O

Wie wir an der asymptotischen Entwicklung der Eigenwerte aus den Sétzen 5.11 und 5.12 erkennen,
wird das Verhalten sowohl fiir |{| — 0 als auch fir |{| — oo mafigeblich durch die beiden Funktioen
A1 und Ay bestimmt.

In folgendem Korollar wollen wir die Abschatzungen fiir die Eigenwerte der Matrix M (§) nochmals
in der Form zusammenfassen, wie wir sie anschliefend fiir die Herleitung der L?-L9-Abschétzungen
bendtigen.
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5 Symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Phase-Lag-Systeme

Korollar 5.13 (Abschétzung der Eigenwerte).

(i) Ist T} > Kk*1,, so existieren v, R € RT sowie a1, a2,a3 € RY, sodass die Eigenwerte fiir alle
€ € (B(0,7)\{0}) U(R\B(0, R)) paarweise verschieden sind und fir alle j € {1,2,3} gilt:

VEER, €] <r:  Re(N()) < —a1&?,
VEER, [(|>R: Re(N(§)) < —ao,
VEER, r <[] < R: Re(\;(€))

IN
|
]
w

(ii) Ist T} = Kk*1,, so existieren r, R € RT sowie a1, as2,a3 € RY, sodass die Figenwerte fir alle
€ € (B(0,m)\{0}) U(R\B(0, R)) paarweise verschieden sind und fir alle j € {1,2,3} gilt:

VEER, [f] <r:  Re(N(§)) < —aif?,
VEER, |6 >R: Re()(©)) < —as,
VEER, r <€) < R: Re(A(€)) < —as.

BEWEIS: Die Existenz eines r € RT und die Aussage fiir || < r leitet man aus Satz 5.11 ab. Aus
Satz 5.12 folgen die Existenz eines R € Rt und die Aussage fur || > R. Man beachte hierbei, dass
Re(—52 £ 1/(52-)2 — £2) < 0 wegen 7 > 0 und x* > 0 (bzw. zwangsliufig auch nach Aussage

2KTH 2KTH KTo . . * - *
des Satzes 5.10) sowohl fiir (57=)? — £~ <0 als auch fiir 0 < (=) — £ < (227;;)2 zutrifft. Die

KTo 2KTo KTy
negative obere Schranke der Realteile fir r < |£| < R ergibt sich aus den Tatsachen, dass die
Menge {{ € R|r < ¢ < R} kompakt ist, die Funktionen A; nach Satz 5.11 stetig sind und nach

Satz 5.10 Re();(€§)) < 0 fur alle £ € R\{0} erfiillen. O

5.2.3 LP-LI-Abschatzungen

Im Vergleich mit dem Dual-Phase-Lag-System DPLW (2,1), fiir das wir in Abschnitt 3.2 die
Asymptotik der Eigenwerte untersucht haben, stellen wir einen interessanten Punkt fest. Beim
System DPLW (2,1) fithrten die Voraussetzungen 27y > 7, und 27y = 7, auf Unterschiede im
Verhalten der Eigenwerte fiir |{| — oo, wéihrend sich hier beim System TPLW (1,1,1) die Bedin-
gungen 7, > k*1, und 7; = k*71, auf die Situation fiir |{] — 0 auswirken. Dies wird sogleich
den Grund dafiir stellen, dass sich fiir das System TPLW (1,1,1) auch im Grenzfall 7} = x*7, ein
Abklingverhalten vom Standard-Typ ergibt und das Regularity-Loss-Phéanomen nicht auftritt.

Um die Asymptotik der Eigenwerte fiir die Herleitung von L?-L?-Abschitzungen nutzen zu kénnen,
bendtigen wir fiir die Losung S(-)Vy = .Z 1 (A%)~2eM4(A%)3.ZV, des symmetrisch-hyperbolisch-
parabolischen Systems (5.12) noch eine Darstellung, die die Eigenwerte ins Spiel bringt. Dazu
stellen wir fest, dass die drei Eigenwerte der Matrix M () im Allgemeinen, denn nach Korollar 5.13
auf jeden Fall fir £ € B(0,7)\{0} und £ € R\B(0, R), paarweise verschieden sind. Die Menge
derjenigen ¢ € R, fiir die die Matrix M (&) weniger als drei paarweise verschiedene Eigenwerte
besitzt, muss damit eine Lebesgue-Nullmenge sein, da nach Satz A.23 (i) die Menge der kritischen
Punkte lokal endlich ist. Daraus resultiert, wie wir [Kat66, S.41] entnehmen kénnen, dass die
Matrizen M (€) und eM© fiir fast alle ¢ € R durch

M(§) = Z A (§)P;(§) und MOt = Zek"(g)tpj(ﬁ)

j=1
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5.2 Three-Phase-Lag-Warmeleitung TPLW (1,1,1) in einer Raumdimension

beschrieben werden, wobei P;(§) die zu \;(§) gehorige Eigenprojektion bezeichnet. Damit ergibt
sich fiir ¢ € [0, 00) die Darstellung

3
St)Vo=FHA)2MONA) TV = FHAY) 2 Y eNOIP () (A" F V. (5.15)
j=1
Zusammen mit den Abschitzungen fiir die Realteile der Eigenwerte aus Korollar 5.13 kénnen wir
daraus eine LP-L2-Abschitzung, eine L'-L>°-Abschitzung und eine LP-LI-Abschitzung fiir die
Losung des eindimensionalen Three-Phase-Lag-Systems TPLW (1,1,1) herleiten.

Satz 5.14 (LP-L*-Abschitzung fiir TPLW (1,1,1)). Es seien s,sq € Ng mit so < s und p € [1,2].
Die Lésung S(-)Vy von (5.12) zu Vo € H*(R)? N W*P(R)3 weist sowohl im Fall 7 > k*1, als
auch im Fall 7; = xk*7, ein Abklingverhalten vom Standard-Typ auf, jedoch mit unterschiedlichen
Abklingraten:

(i) Fir ) > Kk*1, gilt:
3C, e RT3C, e RT Jc e RT VV, € H¥(R)? N W5 P(R)?
Vi, ke Nymitk<s undj <min{k so} Vit e[0,00):
}|8§S(t)%||L2(R)3 < Ci(l+1)” (55-%) = Joivi|

LP(R)S + CQE_CtHaa]:‘/vOHL?(R)S .

1) Fir 77 = k"1, gilt:
(ii) ; 4
3C, e RT 3C, e RY Fc e RY VYV, € H¥(R)? N W P(R)?
Vi, k€ Ngmitk <sundj<min{k,so} V€ [0,00):
1OES (Vo[ oy < Cr(1+8)F = OIVG| 0 + Coe |05V,

BEWEIS: Es sei k € Ny mit k& < s. Mit dem Satz von Plancherel A.8, der Losungsdarstellung
(5.15) und der Eigenschaft ||P;(§)||czxz = 1 der Eigenprojektion zum Eigenwert A;(§) ergibt sich

R)*”

2

3
[0S OVolls aye = |1F @ESOVo) e = H<'>’“<A°>—z > NOR()AYET,

<COZ/§2k¢ 2Re(N\; (€ | ‘ dg

fiir eine Konstante ¢y € RT. Wir teilen das Integral geméf Korollar 5.13 in die Bereiche [£| < r,
r < |¢] < Rund [¢| > R auf, in denen wir jeweils eine Abschétzung fiir die Realteile der Eigenwerte
zu Konstanten a;, as, az € R* kennen:

ak OVollo s < (/ 2k e2 Re(Xi ()t FVy ()" d +/ 2k 2 Re(Ni(€) d
H : OHL ® COZ €< ’ ’ ¢ <|§|<R§ | ‘ ¢

L2 (]R)3

+/ €2k62Re()\l(§))t|g%(€)|2 dé—) )
|§1>R

Sowohl im Fall 7 > k*7, als auch im Fall 7} = x*7, gilt fir [ € {1,2,3}

/I'gl R€2k62Re(>\1(§))t|9% | dé- < 72a2tH8k%H
>

L2(R)?

IR e G LA

L*(R)?
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5 Symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Phase-Lag-Systeme

Fiir das verbleibende Integral nutzen wir die Abschitzung Re(\;(§)) < —a,1§™ aus Korollar 5.13,
wobei m := 2 fiir 77 > k"7, und m := 4 fiir 7) = xk*7, zu wihlen ist. Damit ergibt sich fiir j € Ny
mit j < min{k, so}

/ £2k 2Re(N\i (€ |g% )|2d£ S/ 5 2(k—3) 72a1§mt
[§l<r [€l<r

Mit der Holderschen Ungleichung A.1, der Abschétzung aus Lemma A.16 (i) und der Ungleichung
von Hausdorff-Young A.10 schliefen wir

E(FV)(©)] de .

2—p
P

/§< §2’“e2Re<AL(£>>ty§%(§)\2dggc(/lgk §2<k—j>2%e—2a1&5’”d5> 1CY (T VO, 521 gy

2(k— >2 5 2-p 4
<c(l+t)” ( +m) |7 (02Vh)

2
HL%(R)S
1 Z(k J)

<c(1+t)y(Fm (A

LP(R)3

wobei ¢ in jedem Schritt eine geeignete positive Konstante bezeichnet, die wegen j,k < s unab-
héngig von j und k gewéhlt werden kann. Insgesamt erhalten wir

L 2(k—3j)
m

||3§S(t)V < Coc(l + t)i(%f n) " T m ||8J%HLP(R 5 + 2C06_ min{az, as}t”ak‘/oH

2
0||L2(R)3 L? ]R)3

und daraus durch Ziehen der Wurzel die behauptete Abschétzung fiir 77 > x*7, und 7 = k*7,. [

Satz 5.15 (L'-L°°-Abschitzung fir TPLW (1,1,1)). Es sei s € Ny.
(i) Firr; > k"1, gilt: 3C € RTVV, € WAL (R)?*Vk € Ny mit k < s Vt e [0,00) :

;S Vo <C@+o) T v

LOO(]R)S Wk+2,1(R)3 .

(ii) Fir ) =k*1, gilt: 3C € RT VYV, € WsL(R)*VEk € Ny mit k <s Vte[0,00):
k+1

|OZSOVoll e gy < COL+H) T [[Vo

W21 (R)3 *

BEWEIS: Wir zeigen zunéchst, dass 7 (95S(t)V,) in L*(R)? liegt. In den Abschétzungen ist mit
c jeweils eine geeignete positive Konstante gemeint. Wie im vorherigen Beweis nutzen wir die Lo-
sungsdarstellung (5.15), die Eigenschaft || Pj(€)||csxs = 1 sowie die Aufteilung geméafl Korollar 5.13
und erhalten

|7 (0;S(H)Vo)

3
Iz gy = H %X_) 1O ()(A%)2 7V,

LY(R)?

3
Z( / RO FV @) de + [ e MO TV (6)] dg
=1 \lEl<r r<[{|<R

+ ‘§|k Re(); (5))t‘ ]dﬁ)

[€1>R

Fir j € {1,2,3} und 7 > k*7, gilt
J O F@l g < e [ 1PV dE < e ol s
l€1>R [€1>R

/ €[ N O ZV,(€)] dg < et / €11 ZVo(&)] € < e [ Voll s myo
<|¢I<R r<|¢|<R
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5.2 Three-Phase-Lag-Warmeleitung TPLW (1,1,1) in einer Raumdimension

wobei die Abschéitzung gegen |[Vol|yr+21 gy wie im Beweis von Satz 2.16 folgt. AuBlerdem ist
Re(X;(€)) < —a1€™ mit m := 2 fir 77 > k*7, und m := 4 fir 7 = k*7,. Daraus folgt zusammen
mit der Abschitzung aus Lemma A.16 (i) und der Ungleichung von Hausdorff-Young

/|€|< j€|"eReCa Ot 2V (€)| de < /|€|< €] e (F Vo) (€)] dg

< ||?V0HL°° R)® /|§|<r|£|k6_“15mt d¢

c(1+1)"

FVoll e < € (LD Vol s
c(1 +t>-%uvouwk+mm :
Nachdem auch e™®" + e7%" < ¢(1+4¢)~ = gilt, folgt
|7 (958 (t) Vo

_ k+1
)HLl(R)?’ SO+t H%HW’“'*'Q’I(R)E‘

fiir eine gewisse Konstante C' € R*. Wie im Beweis von Satz 2.16 begriindet man zudem

Haﬂ’zS(t)‘/OHL‘X’(R)g’ = HJ 8k S(t) 0>HL1(]R)3 ’
sodass sich insgesamt die behauptete Abschatzung ergibt. O

Satz 5.16 (LP-L?Abschitzung fir TPLW (1,1,1)). Es seien s € N, p € [1,2] und q € [2,00] mit
%—l—%z 1. Fir q € {2,00} seiN::2(1—§) und fiir q € (2,00) sei N € N mitN>2(1—§).

(i) Fir ;> r*1, gilt: 3C e RTVV, € WHNP(R)3VEk € Ny mit k< s Vt € [0,00) :

|85 (Vill o o < C(1+ 1)~ 2025|115

WhHNp(R) -
(ii) Fir ) = k"1, gilt: 3C e RTVV, € WHVP(R)3VEk € Ny mit k <s Vt €[0,00) :

|0ES Vol e < CAL+ 1)~ H0-D 5|15

WhtNp(R)3 -

BEWEISs: Fiir ¢ € {2, 00} folgen die Aussagen direkt aus den Sétzen 5.14 (mit s = s und j = 0)
und 5.15. Sei nun ¢ € (2,00) und dazu p =1 — % € (1,2). Wir setzen m := 2 fiir 77 > x*7, und
m = 4 fir ) = k*7,. Der Beweis erfolgt analog zu Satz 2.16, weshalb wir nur die wesentlichen
Punkte angeben. Aus der LP-L?-Abschitzung aus Satz 5.14 erhalten wir, wenn wir das dortige p
als 2 und j := 0 wéhlen,

O oS(t) € L(B5,(R)?, L*(R)*) mit |0k o S(t ]|$(B§2(R) L)) S <c(1+t)y ™

fiir eine Konstante ¢; € RT. Die L'-L>-Abschitzung aus Satz 5.15 impliziert
o oS(t) e f(ijQ(R)S, L>*(R)%) mit [|@FoS(t

kg1
@ (BH2 @) Lo (®)) S e(l+1)"

fiir eine Konstante ¢, € R*. Durch Interpolation folgt 9% o S(t) € £(B; (R)?, L4(R)?) mit

0
Hal; oSt LLI(R)3) = < |IS(t )Hg(gn(mﬁ L (R)3)”S(t)”z(3*‘+2(m)3,L°°(R)3)
< c1 D14 1) DG +¢) 0
b1y A
fir :=1-2¢€(0,1) und r =k +2(1 - 2). O
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5 Symmetrisch-hyperbolisch-parabolische Phase-Lag-Systeme

Mit dem Three-Phase-Lag System TPLW (1,1,1) der Warmeleitung sind zwei interessante Aspekte
zutage getreten.

Zum einen haben wir gesehen, dass sich das Modell mit einem symmetrisch-hyperbolisch-paraboli-
schen System identifizieren léasst, dieses jedoch mit einer indefiniten Matrix L, sodass die Methode
aus Abschnitt 2.6 nicht angewendet werden konnte. Dennoch konnten wir fiir die Losungen unter
der Voraussetzung 7, > k*7, ein Abklingen vom Standard-Typ nachweisen und fiir 77 > £*7, ha-
ben wir dieselben Abklingraten erhalten, wie es die Resultate des Abschnitts 2.6 liefern wiirden.
Jene stellten aufgrund der nicht mehr notwendigen Symmetrie der Matrix L bereits eine Erweite-
rung gegeniiber den urspriinglichen Aussagen aus [SK85; UKS84] dar. Das Beispiel des Systems
TPLW (1,1,1) ldsst nun aber vermuten, dass auch die Forderung nach der positiven Semidefinitheit
der Matrix L im Allgemeinen noch zu restriktiv ist.

Zum anderen haben die Untersuchungen zum System TPLW (1,1,1) gezeigt, dass das Regularity-
Loss-Phédnomen, so wie es die Ergebnisse der vorherigen Kapitel zu den Modellen DPLW (2,1),
DPLT (2,1) und TPLW (2,1,1) vermuten lassen koénnten, im Grenzfall der Parameterbeziehung
nicht auftreten muss. Sowohl fiir 77 > x*7, als auch fiir 77 = k*1, haben wir ein Abklingverhalten
vom Standard-Typ erhalten, das ohne zusétzliche Forderungen an die Regularitit der Anfangs-
daten auskommt. Der Unterschied bestand lediglich, aber doch auch iiberraschenderweise darin,
dass sich fiir den Grenzfall ) = k*7, ein langsameres Abklingen ergab. Die Rate ist gegeniiber
derjenigen im Fall 77 > k*7, genau um eine Wurzelstufe reduziert, also beispielsweise (1 + t)*%
statt (141)72.

Fiir das zuvor betrachtete Modell aus der symmetrisch-hyperbolisch-parabolischen Kategorie, dem
System DPLW (2,2), war weder das Regularity-Loss-Phdnomen noch ein Verlust in der Abkling-
rate aufgetreten, da dort der Grenzfall auf eine Warmeleitungsgleichung fithrte. Somit konnten
wir das Regularity-Loss-Phénomen nur bei den symmetrisch-hyperbolischen Phase-Lag-Systemen
aus den Kapiteln 3 und 4 beobachten.
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6 Nichterhaltung der Positivitat fiir das Modell
DPLW (2,2)

Auch wenn Belege fur allgemeine Entwicklungsordnungen fehlen, lassen die Beispiele aus den
Kapiteln 3, 4 und 5 doch vermuten, dass die Dual- und Three-Phase-Lag-Modelle generell der
symmetrisch-hyperbolischen Theorie und keiner parabolischen Theorie zuzuordnen sind. Fiir das
in Abschnitt 5.1 als symmetrisch-hyperbolisch-parabolisch klassifizierte Dual-Phase-Lag-System
DPLW (2,2) haben wir jedoch gesehen, dass dieses fur 7y = 7,, also im Grenzfall der Parameter-
bedingung, einer parabolischen Gleichung entspricht. Daher wére es denkbar, dass die ein oder
andere parabolische Eigenschaft auch fiir 7y > 7, erhalten bleibt, und sich dem System auf diese
Weise doch ein Stiick parabolischen Charakters, wie er von Tzou in [Tz097, S.284] gesehen wird,
zusprechen liefle. Eine im Zusammenhang mit der Wéarmeleitung erwiinschte und typisch para-
bolische Eigenschaft ist die Erhaltung der Positivitdt. In diesem Kapitel soll nun gezeigt werden,
dass diese fiir das symmetrisch-hyperbolisch-parabolische System DPLW (2,2) fiir 75 > 7, nicht
gegeben ist. Ahnliche Untersuchungen wurden in [KB98] fiir das Modell von Cattaneo und in
[Ruk14] fir das Dual-Phase-Lag-System DPLW (1,1) durchgefiihrt.

Wir betrachten das inhomogene Modell DPLW (2,2) in drei Raumdimensionen

-2 2
q+ T,q + qutt = —kVO — k1 VO, — K%VH” in (0,00) x R?,
divq + oc,0; = n in (0,00) x R?,

mit einer Warmequelle 7 : [0,00) x R® — R. In der reduzierten Form (1.7) lautet die Gleichung

2 2 2

Tq (i Ty
chﬂt -+ ch,qutt —+ ch)?em — KAH — HTgAgt — H?Aett =N —+ ant + =

9 ne  in (0,00) X R?. (6.1)

Diese stellt fiir 7y = 7, eine Wérmeleitungsgleichung fiir 0 + 7,0, + %“9“ dar, denn dann ist
2

2
K T 1 T
A0+t G 00) = (Tt ). (6.2)

0,(0+ 7,0, + fatt) -

FEine Losung hierzu ist bei ausreichender Regularitdt von n durch

t _oculz—y|? )
0(t,x) :/ %/ e A=) n(s,y)dyds fiir (¢,2) € (0,00) x R?
0o (Ark(t —s))2 Jrs

gegeben, da diese Funktion nach [Eval0, S.49f.] die klassische Warmeleitungsgleichung

1 ) ;
0, — " A0= "5 in(0,00)xR®,  limO(t-)=0 inR?,
0Cy 0Cy N0
16st, und damit auch 7,0,(0; — iAH) = %nt und %"8”(@ — ﬁAG) = 2;‘; N sowie dann in

der Summe die Gleichung (6.2) erfiillt. Anhand der Darstellung erkennt man, dass 6(¢,z) > 0
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6 Nichterhaltung der Positivitat fiir das Modell DPLW (2,2)

fur alle (¢,z) € (0,00) x R?® gilt, sofern die vorgegebene Funktion 7 eine solche Positivitit, also
n(t,x) > 0 fiir alle (¢,z) € (0,00) x R, aufweist. Diese Eigenschaft ist aus physikalischer Sicht
erwiinscht, denn sie bedeutet, dass im modellierten System, fiir das 6 die absolute Temperatur
oder die Temperaturdifferenz zu einer Referenztemperatur beschreibt, die Temperatur ansteigt,
wenn Wéarme zugefithrt wird.

Wir mochten zeigen, dass diese Eigenschaft aus dem Fall 7y = 7, verloren geht, wenn wir 75 > 7,
wihlen. Dazu werden wir eine konkrete Wirmequelle 7 : [0,00) x R?* — R angeben und zeigen,
dass eine Losung 6 zu nichtnegativen Anfangsdaten sowie ein ¢t € (0, 00) und ein z € R? existieren,
sodass 6(t,x) < 0 gilt. Dies wére so zu deuten, dass das System auf eine Warmezufuhr hin zumin-
dest temporar und lokal mit einer Abkiihlung reagiert. Wenn 6 statt einer Temperaturdifferenz
die absolute Temperatur auf der Kelvin-Skala beschreibt, hiele es, dass eine Temperatur jenseits
des absoluten Nullpunkts erreicht wiirde. Mit dem Verweis auf [Bral3] mochten wir dieses ma-
thematische Phénomen nicht voreilig als physikalisch paradox einstufen, sicher trigt es aber zur
Hinterfragung des Modells bei (vergleiche Abschnitt 1.6).

Die Wérmequelle wéhlen wir wie in [Ruk14] so, dass die Méglichkeit zu einer expliziten Berechnung
der Losung von (6.1) besteht. Zu o € RT und t5 € R* sei

N

< 1 €T
Noto © RXR® R, (tz)— 5 (H () — H(t - to))e 207
0°1lo

wobei H die Heaviside-Funktion

0 firt<o,

H: R=R, tH{l fir £ > 0

bezeichne. Anschaulich handelt es sich also um eine Warmequelle, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 einge-
schaltet und zum Zeitpunkt ¢ = ¢, ausgeschaltet wird, und wahrend ihrer Dauer radialsymmetrisch
die Form einer Gaufischen Glockenkurve besitzt.

Nachteilig ist, dass damit nun die Gleichung (6.1) beziiglich der Zeit im distributionellen Sinn,
beispielsweise in 2’(R, H*(R?)) verstanden werden muss, da Zeitableitungen von 7, ;, und damit
Diracsche Delta-Distributionen auftreten. Dadurch werden eine Reihe an Uberlegungen zur Regu-
laritdt notig, um schlussendlich, am Ziel zu (¢, x) < 0, iiberhaupt eine Auswertung der Funktion
in einem Punkt (¢,z) vornehmen zu kénnen.

6.1 Losung im Fourierraum

Das Pendant zur Differentialgleichung (6.1), wobei nun 1 = 7,4, sei, bildet im Fourierraum die
Gleichung

2 KT} 2 2KkTy d
ot (34 L) o (o) o+ s ot = 000 6) (63)

Tq

fir £ € R? mit

2

> d _
ga,tu(f) = QCquQ [(ef’nﬂ,m)(',g)] + 0CuT, dt [( o, to>( ,{)] + ch)@[(ej’nmto)(.’g)]
_ Qcitoe—afm? (fg([H] CH(— ) + fq(ao —G) 4+ %50 _ igto) (64
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6.1 Losung im Fourierraum

Hierin bezeichnet 0, zu a € R die Diracsche Delta-Distribution d, : Z(R) — C, ¢ — ¢(a) und
[h] fir h € Ll (R) die von h erzeugte Distribution (sighe Anhang A.2.3). Die Gestalt von g, 4,
wurde aus 1., (t,2) = oz (H(t) — H(t - to)) exp(—L25) anhand der nach [Wal94, S.167, (14)]
bekannten Fourier-Transformation

L \2 1 o2 .
y = 5 / T 202 _l<m’€> d =
( )(5) (27_(_)5 RS € € €T

1
(27)

und aus den distributionellen Ableitungen der Heaviside-Funktion berechnet.

3,2
(2r0?)? e~ T = o3¢ el

e

Fiir ein festes £ € R? ist die Gleichung (6.3) im distributionellen Sinn, also als Gleichheit in
2'(R), wohlerklart. Wir gehen nun so vor, dass wir zunéchst eine Losung f,+,(§) € Z2'(R) von
(6.3) bestimmen und anschliefiend zeigen, dass f,, in 2'(R, L?(R?)) liegt und

2 KT, 2 2KTy )d
o - o 5 o,tg o = ({5 6.5
St (2 e P foas (54 ol ) ot + gl P oo = g0 (69

q

als Gleichheit in 2'(R, L?(R?)) erfiillt ist.

6.1.1 Berechnung der Losung

Da g,4,(§) fur &€ € R® im Raum Z;(R) der rechtsseitigen Distributionen (sieche Anhang A.2.3)
liegt, konnen wir aus [Zem65, S. 267] schlieBen, dass die Differentialgleichung (6.3) zu jedem ¢ € R?
eine eindeutige Losung f,+,(§) € Zi(R) besitzt. Die zugrunde liegende Losungstheorie stiitzt sich
auf Verallgemeinerungen der Faltung und der Laplace-Transformation auf Distributionen.

Die Laplace-Transformation .Z (siehe [Zem65, 8.3]) kann zu gewissen rechtsseitigen Distributionen
definiert werden, ndmlich zu solchen h € Z,(R), fiir die ein d € R existiert, sodass e~*" h im Raum
der temperierten Distributionen .&/(R) liegt. Man wéhlt dazu eine Funktion ¢ € C*°(R) mit den
Eigenschaften, dass ihr Trager nach links hin beschrankt ist, d.h. es existiere ein b € R mit
supp 1) C [b,00), und dass (t) = 1 fiir ¢ € supp h gilt. Dann stellt ¢ — (t)e” =Dt fiir s € C mit
Re(s) > d eine Funktion aus dem Schwartzraum . (R) dar, woraufhin

(ZLh)(s) = (e h) (¥(-)e =)

wohlerklért ist. Die Definition ist unabhéngig von der zu h € Z5(R) getroffenen Wahl von 1 und
d, sofern d > inf{c € R | e=*"h € .'(R)} ist. Ahnlich wie die Fourier-Transformation verwan-
delt die Laplace-Transformation eine (Zeit-)Ableitung in eine Multiplikation, so ist beispielsweise
(Z dtkéo)( s) = s" fir k € Nund s € C.

Das zweite Standbein bildet die Faltung (siehe [Zem65, Kap. 5]) mit der fir h € Z'(R) geltenden
Eigenschaft -4 o 50 *h = dtk " h. Dieser zufolge kann eine lineare gewohnliche Differentialgleichung
mit konstanten Koeflizienten auch als eine Faltungsgleichung aufgefasst werden. In dieser Form
lautet unsere Gleichung (6.3) dann

(D(E)(SO) * fa,to (g) = Yot (é-)

mit dem von ¢ € R? abhingigen Differentialoperator

DE) = g+ (5 + 2l ) + (5 + ekl +

(6.6)
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6 Nichterhaltung der Positivitat fiir das Modell DPLW (2,2)

Nun verhélt es sich so, dass zu D(£)dy ein beziiglich der Faltung inverses Element (D(£)do)*™*

existiert und dieses durch .

OB =27 7o)

gegeben ist (siehe [Zem65, S.267]). Der Ausdruck .Z(D(£)dy) stellt in unserem Fall ein Polynom
mit reellen und von |£| abhéngigen Koeffizienten dar:

plon6) = (L) =+ (2 + i)+ (54 Z51el )+

Tq QCuT, q q
Unser Ziel ist es, die Losung

Fria©) = PO ™+ 01©) = (L7 ez ) #9000 = (2725 ) *8000(©

von (6.3) explizit zu berechnen und Aussagen iiber deren Regularitét beziiglich ¢t und £ zu treffen.
Ermoglicht wird dies durch die relativ einfache Gestalt der Distribution g, (), die auf unsere
Wahl von 7, ;, zuriickgeht. Die Darstellung der Losung wird in Abhéngigkeit von den Nullstellen
des Polynoms p(-,&) erfolgen. Daher wollen wir in einem ersten Schritt die spéter benétigten
Eigenschaften dieser Nullstellen zusammenstellen.

Satz 6.1 (Eigenschaften der Nullstellen). Es sei 7y > 7,. Zu

pi CxB o C, (59 o+ (24 Sty (24 Zep), oy B

Tg  0CT, q q CoTy OCyT, q

existieren drei stetige Funktionen \; : R — C, Ay : R® — C und )3 : R* — C, sodass

3

p(s,€) = JT(s = A(6))
j=1
fiir alle (s,€) € C x R? gilt. Sie besitzen die folgenden Eigenschaften:

(i) Die Menge N := {£ € R?® | #{s € C | p(s,§) = 0} < 2} ist abgeschlossen und eine Lebesgue-
Nullmenge, d.h. fir fast alle & € R?® sind die Nullstellen A\1(§), A2(€) und A3(€) paarweise
verschieden. Dabei gehért der Punkt € = 0 nicht zu N.

(ii) Firj € {1,2,3} und & € R¥\{0} gilt Re();(§)) < 0. Insbesondere ist \;(§) # 0 fir & # 0.
(iii) Fir || — oo gilt (ohne Einschrinkung beziiglich der Indizierung)

I"n"TG

M(©) = == (1=)+O(€ %), Ma() = —— (1+)+O(E ) und M(€) = ~ L |e*+0(1).

0 0 TS

BEWEIS: Da die Koeffizienten des Polynoms p(-,£) nur von |£| € Ry abhingen, lassen sich die
nachzuweisenden Eigenschaften auf die Abbildung

2 7 2 2 2
p: CxRf —C, (S,T)*—)83+(+WT>82+<+ m—er>s+ A

2 2 2 2
Ty 0CuT, TS 0C,T; 0C,T;

zurtickfithren. Bei p handelt es sich um ein Polynom in s mit Koeffizienten aus C°(Rg,R). Nach
Satz A.22 existieren drei stetige Funktionen )\1 Ry — C, )\2 Ry — C und )\3 R{ — C, sodass
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6.1 Losung im Fourierraum

p(s,m) =TTy (s— (7)) fiir alle (s,7) € C x R gilt. Wir setzen A, (€) := X;(|¢]?) fiir € € R® und
J € {1,2,3}. Dann ist \; stetig und fiir (s,§) € C x R? ergibt sich

p(s,€) = B(s, |€) = ﬁ(s = (g)) = f[(s —X(9).

J=1 j=1
Dass die Eigenschaften (i) bis (iii) erfullt sind, sieht man wie folgt:
(i) Wir erweitern den Definitionsbereich von p auf C x C und betrachten also die Abbildung
2 KTh 2 2kT 2K
5 3 0 2 0
p: CxC—C, (s,{)—s +(+ 2()8 —|—(+ 2()3—1— .

2 2
Ty 0CT, T, 0C,T, 0C,T;

Als Polynom dritten Grades besitzt p(-, () fir ¢ € C maximal drei verschiedene Nullstellen. Der
Maximalfall tritt auf, denn fiir ( = 0 lauten die Nullstellen 0, ( 1+4) und (-1 —4). Damit
bildet {¢ € C | #{s € C | p(s,¢) = 0} < 2} die Menge der kritischen Punkte von p. Sie
ist nach Satz A.23 (i) lokal endlich und als eine Teilmenge hiervon ist insbesondere die Menge
M :={r eRj | #{s € C|p(s,r) =0} <2} lokal endlich. Nachdem p(-,£) und p(-,|¢|?) fiir
¢ € R? dieselben Nullstellen besitzen, ldsst sich die in der Behauptung definierte Menge N als
Vereinigung einer lokal endlichen Familie abgeschlossener Nullmengen (Hyperflichen) darstellen.
Als solche ist sie ebenfalls eine Nullmenge und nach [Bou66, S.22] abgeschlossen:

N={ecB |#{scC|p(s,0) =0} <2} = {ec B | |cf € M} = (J {€ c B | ¢’ =r}.
reM

(ii) Die Aussage liasst sich mit dem Hurwitz-Kriterium A.21 (i) iberpriifen. Fiir alle £ € R3\{0}
sind die fithrenden Hauptminoren der zu p(-, &) gehorigen Hurwitz-Matrix

gifiz €° 2lel 0
2 257
1 E o, ng |f’ 0
2 KT,
0 =t e L\&I salel
2 2
positiv: A (€) := = + —L_|¢]”
Ty chTq
2 KT2 2 2%79 2672 9
b0 1= (2 + 216 ) (5 + 2 Blel’) - —rlel’ > —22el’ — el > 0,
Tq QCUT 7' QCvT 0Cy T, q QCUT 0Cy T, q
da 75 > 7,
2K
und - h@(€) == ¢ - nP (&) > 0.
0C,T;

Daraus folgt, dass jede Nullstelle von p(+, ) einen negativen Realteil aufweist.

(iii) Um das Verhalten der Nullstellen fir || — oo zu bestimmen, betrachten wir die Abbildung

T CxCHC, (0 s+ (S "”922)2 ( G4k,

2 2
Tq 0C,T; 0C,T; 0CyT;

die sich durch den Zusammenhang p(Cs,¢) = ¢3q(s, (') auszeichnet. Fiir (-, 0) erhalten wir in
Anzahl der Vielfachheit die Nullstellen 7;,(0) = 0, 72(0) = 0 und 75(0) = —_= ;
Argumentation beruht nun auf Satz A.23. Als Nullstelle einfacher Vielfachheit kann 7j5(0) keinen
Verzweigungspunkt hervorrufen. Somit existieren ein r € R™ und eine holomorphe Funktion
B(0,r) — C, die fur ¢ € B(0,r) eine der Nullstellen von ¢(-, () beschreibt, und es folgt

Die weitere

/4{/7'9

13(¢) =

; +O([C]) fiir [¢] = 0.

”q
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6 Nichterhaltung der Positivitat fiir das Modell DPLW (2,2)

Die doppelte Nullstelle 77;(0) = 72(0) = 0 kann maximal einen I
Verzweigungspunkt der Ordnung eins hervorrufen, d. h. die Funk-
tionen 7; und 75, die die verbleibenden Nullstellen von ¢(+, () be-
schreiben, sind entweder in B(0,r) fiir ein hinreichend kleines
r € R holomorph oder sie bilden dort die beiden Zweige ei-
ner zweiwertigen analytischen Funktion. Wir wollen zeigen, dass 0
Letzteres nicht sein kann und zu den, dann also holomorphen, 0 1 9 3 m
Funktionen 7; und 7, den ersten nicht verschwindenden Term

. . . Abbildung 6.1: Newton-Polygon
ihrer Potenzreihendarstellung bestimmen.

zu q(s, ¢)
Anhand des Newton-Polygons zu ¢ aus Abbildung 6.1 erkennen
wir, dass fur j € {1,2} der Jeweﬂs erste Exponent 7, = 1 lautet. Die Zugehorlgen Koeffizienten

lassen SlCh aus der Gleichung a, 017] ya T AMjy,0 T a0z = 0 mit ag o 1= QCTTQ, R 020 :"2 und
o2 1= o 72 bestimmen. Wir erhalten 7 1= ——9(1 —i)und 7o = ——(1 + z) Angenommen die

Funktionen 7 71 und 7, wéren in B(0,r) fiir ein hinreichend kleines r € R* die beiden Zweige einer
zweiwertigen analytischen Funktion. Dann gébe es eine holomorphe Funktion F' : B(0,r) — C,
2 30 ep2™ mit (¢p)pen € C und 7;(¢) = F(y/[C[e’™ez##©) fiir j € {1,2}. Insbesondere
miisste dann aber 7,1 = ¢, = 17, 2 gelten, was nach den errechneten Werten nicht der Fall ist und
somit die Annahme zum Widerspruch fiihrt. Insgesamt folgt also

Q) =~ (L= +O(C) wd Q) = ——(L+9)¢+O(C) i [¢] 0.

Aufgrund des bestehenden Zusammenhangs zwischen den Polynomen p, p und ¢ stellt nun ¢7;(¢")
fir j € {1,2,3} eine Nullstelle von p(-,¢) und damit |£]?7;(|¢|~?) eine Nullstelle von p(-, &) dar.
Damit erhalten wir fiir |{] — oo

7'0

167 +0).
O

M€ =~ (1=1) + O(E ) Xal) = = (1+9) + O(1 ) und Au(€) =

o7, q

Ist £ aus NV, so kann das Polynom p(-, &) entweder zwei verschiedene Nullstellen, darunter eine
einfache und eine doppelte, oder eine einzige dreifache Nullstelle besitzen. Zur Unterscheidung
dieser beiden Fille zerlegen wir im Folgenden die Menge N disjunkt in

N=MNUN, mit N :={eR®|#{seC|p(s,& =0} =2}
und Ny :={{ e R’ | #{seC|p(s,&) =0} =1}.

Wir kommen nun zur Berechnung der Losung f,, ,,(£) der Differentialgleichung (6.3). Zu ihrer Dar-
stellung benétigen wir zwei Hilfsfunktionen F}, und G;,, deren Definition wir der Ubersichtlichkeit
halber voranstellen.

Definition 6.2 (Funktion F} ). Zu t, € Rt definieren wir Fi, : R x C — C durch

Fo(t)) = % (¥ = ) H@E) — () ~1)H(t ) + (Tz ) (MH () - X H(E — 1))

fir X € C\{0} und t € R und F;,(t,0) := %(tH(t) —(t—to)H(t —to)) + z(H(t) — H(t—tp)) .

Tq Tq
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6.1 Losung im Fourierraum

Definition 6.3 (Funktion G,). Zu to € R* definieren wir die Funktion Gy, : R x R* — C wie
folgt: Fiirt € R und £ € R®\N sei

Fto(t7)\1(§)) Fto(t7A2(€
(

Gl &) = R @) 6~ @) T (@ — M@

Fto (t) AS(&))
(As(€) = M (€))(As(§) — A=(8))

wobei A1 (€), A2(€) und \3(§) die Nullstellen von p(-, &) bezeichnen. Fiir & € Ny sei

_l’_

B, () 9 Bt 2)
(A(€) = X2(8))? 0z 2= Mi(&) oy

wobei A\ (€) die einfache und X\y(€) die doppelte Nullstelle von p(-, &) bezeichne. Fiir & € Ny sei

102
2022

Gy (,8) =

G (t,€) := ===F, (t,2) ,  wobei \(§) die dreifache Nullstelle von p(-,§) bezeichne.

z=A(§)

Lemma 6.4 (Wertebereich von Gy,). Fiir to € RY, t € R und £ € R? liegt G4, (t,€) in R.

BEWEIS: Die Funktion Gy, ist wohldefiniert; die Existenz der in der Definition auftretenden Ab-
leitungen ergibt sich daraus, dass die Funktion F; (¢, -) holomorph ist (siche Lemma 6.8 (i)). Da
das Polynom p(-,€) fiir £ € R?® ausschlieBlich reelle Koeffizienten besitzt, sind entweder alle drei
Nullstellen reell oder es gibt eine reelle und zwei echt komplexe, zueinander komplex konjugier-
te Nullstellen. Im ersten Fall liegt Gy, (¢,€) in R, da F},|g«xr offensichtlich nach R abbildet. Der
zweite Fall kann nur fiir £ € R3*\WV, also wenn die Nullstellen \;(£), A\2(€) und A3(&) paarweise
verschieden sind, auftreten. Dann liegt Gy, (t,£) aber ebenfalls in R, denn wie man leicht sieht,
gilt Fy, (t,\) = F,,(t,)\) fiir A € C, und wenn wir ohne Einschriinkung beziiglich der Indizierung
A1(€), A2(&) € C\R mit A\y(€) = A1(€) und A3(§) € R annehmen, ergibt sich mit der fur £ € R*\N
geltenden Darstellung

Fto(t /\1( )) + 0( 7)‘1(5))

Gy (t,€) =
(¢ (A1(€) = M)A (€) = As(€))  (Aa(§) = M(E)) (M () — As(€))

R Pt 2 (6))
()~ M () (MalE) — M (@)
1 (RGAO) Fiy (1, 2(6))
_2iIm()\1(£))( A3(€) ( )>>+\A3(£) ()
_ 1 - Fto(ta)u(f)) Fto(t )\3(5))
- e ™ (e <>>+A3<> NG (67)
Il

Mithilfe von Gy, kénnen wir nun die Losung der Differentialgleichung (6.3) beschreiben.

Satz 6.5 (Losung der Differentialgleichung (6.3)). Zu o € R, to € RT und £ € R® besitzt die
Differentialgleichung (6.3) eine eindeutige Losung in P5(R). Diese ist requlir und ihre erzeugende
Funktion f,.,(-,€) € L. (R,R) ist gegeben durch

1 a2 g2
fo,to : Rx Rg — Rv (t7£) = 76_T|£‘ Gto(t>£) .
chto
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6 Nichterhaltung der Positivitat fiir das Modell DPLW (2,2)

BEWwEIS: Dass f,:, nach R abbildet, beruht auf der entsprechenden Eigenschaft der Abbildung
Gy,, die in Lemma 6.4 gezeigt wurde. Ausgehend von der Definition von G, liefle sich nachrechnen,
dass die angegebene Abbildung die Differentialgleichung erfiillt, jedoch mdéchten wir stattdessen
den konstruktiven Beweis angeben, der das Zustandekommen der Funktion G, erklart. Der Beweis
gliedert sich in die Félle £ € R3\(N U{0}), £ =0, € N} und £ € N,.

> Fall € € R3\(N U {0})

Fiir £ € R3\(N U {0}) sind die Nullstellen \;(£), Ao(€) und A3(&) von p(-, ) paarweise sowie von
Null verschieden. Es gilt p(s,&) = (s — A1(§))(s — A2(&)) (s — A3(§)) und iiber eine Partialbruchzer-
legung erhalt man

1 1 1 1 1

(5.6~ (€)= M) (E) = 2©) 5= M(E)  (ald) = M(E) M) = A(©) 5 — alE)
1 1

T O — @) 0a ) — M(©) 5 a(©)

Die eindeutige Losung f,,(§) € Z5(R) von (6.3) ist nach [Zem65, S.267] durch

oo (8) = [H()R(,E)] * o1 (€)

gegeben, wobei h(-, §) auf Grundlage der Nullstellen von p(+, ) und der berechneten Koeffizienten
der Partialbruchzerlegung wie folgt lautet:

M)t e ()t
h(t,§) = (A(€) = X () (A1 (€) — A5(8)) + (A2(&) = A1(6))(A2(E) — A3(8))
s (9t

N GENGI N GESNG)

Da sich g4, (€), siehe die Gestalt unter (6.4), aus den Distributionen [H], [H(- — to)], 0o, 8¢, 580
und %&0 zusammensetzt, konnen wir das Faltungsprodukt explizit berechnen. Die auftretenden
reguléren Distributionen lassen sich auf der Ebene ihrer Erzeuger im klassischen Sinn falten (sieche
[Zem65, S.126]). So ergeben sich fir j € {1,2,3} und t € R

(Ve )« HO) O = [

— 00

<

[ye@rdr | fallst >0,
1
AJ( )

und ((e’\ (4)) = H(: —to))(t):

(MO = 1) H(t)

(eAj(E)(t*to) _ 1)H(t _ to) )

A;(€)

Die Faltungen der von e(&)" H(-) erzeugten Distribution mit der §-Distribution und deren Ablei-
tung sind (siehe [Zem65, S.127])

[6A1(6)~H(,)] - [exj(é)‘H(,)] , [eAj(£)~H(.)] * 0y = [ekj(f)(_to)H(, —to)]

[ H()) xSy = S (MO H()] = M() [ H()] + MO 6y = A() [ H()] + 6y

dt dt[
und  [eMN© H()] * %5&) =N (O[eMOTOH( —t0)] + 6, -
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6.1 Losung im Fourierraum

Nachdem die Faltung distributiv ist, konnen wir daraus das Ergebnis zusammensetzen:

Foto(€) = [H(I(€)] * Gt (€)
A1 () er2(8) er3(&) -
- [(/\1(5)7/\2(5))(/\1(5)*/\3(6))H( ) - (A2(8)—A1(€ ))(AQ(E)f/\s(ﬁ))H(') + (/\3(5)7/\1(5))(/\3(5)7/\2(6))H(')}
w Lo TP (2 (H) - [H( = 1)) + 2 (60 — 61,) + b0 — 24,

— Le—Tlﬁlz < 1 . 2 [(
ocyto (A1(§)—22(§)(A1(§)—A3(8)) T 1(§)
+ e R (O = DHE) = (O - H( 1)
[

A2(§)=A1(E)(A2(§)=As(8))  77A2(8)

+ L —
(A3(&)—A1(£)(A3(§)—A2(8))  72As(8)

1 1 1
+ ((Al<5>—A2<5>><A1<§)—A3<f)) T o mn@mE wE T (/\3(5)—/\1(5))(/\3(6)—>\2(€))) (60 — 5to)> ‘
=0

Demzufolge handelt es sich bei f,;,(£) um eine regulare Distribution. Erzeugt wird sie von der
ebenfalls mit f,; bezeichneten Funktion f,;, (-,§), die fiir ¢ € R (bis auf Abdnderung auf einer
Nullmenge) durch

1 JRETS Fiy (t, () Fy, (8, 22(8))
o9 = e (e T R ®) o A 0] a8 @)
. LARNG) )
NGENGINGEENG)

gegeben ist, wobei F}, die Funktion aus der Definition 6.2 ist. Dass f,,(-,€) in L (R, R) liegt,
erkennt man leicht anhand der Gestalt von F}, .
»Fall £ =0

Das Polynom p(-,0) besitzt zwar ebenfalls drei paarweise verschiedene Nullstellen A;(0), A2(0)
und A3(0), jedoch ist eine davon identisch Null (vergleiche den Beweis zu Satz 6.1 (i)); ohne
Einschriankung withlen wir A\3(0) = 0. Fiir diese ist dann ((e**(©" H(.)) * H(-))(t) = tH(t) und
(e H())* H(- —t0))(t) = (t — to) H(t — to), wodurch sich das vorherige Ergebnis zu

1 ( Fto(t’)‘l(o)) Fto(tv)‘2(0)) Fto(t,O) >
0cyto \ (A1(0) — A2(0))A1(0)  (A2(0) — A1(0))A2(0) — A1 (0)A2(0)

fo,to (t7 O) =

mit Fy,(t,0) = 2 (tH(t) — (t — to) H(t — to)) + 2 (H(t) — H(t —to)) abwandelt.
> Fall £ € A,
Es bezeichne (&) die einfache und A\y(€) die doppelte Nullstelle von p(-,€). Dann gilt

1 1 1 1 1 1

Ma@“Mmo—Axov'<w—M@>_s—Ax@>+Ax©—Amo'w—Axoﬁ
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6 Nichterhaltung der Positivitat fiir das Modell DPLW (2,2)

und dementsprechend ist in der Losungsdarstellung f,;, (&) = [H(:)h(,&)] * o1, (§) die Funktion
h(-,€) laut [Zem65, S.267] als

MO _ et fa()t
fu R
AU e WS WS PRI W B W B

zu setzen. Von neuer Gestalt treten Faltungen mit -e*2(®) auf. Diese berechnen sich zu

(e m)+HO) O = [

— o0

te O 1 _ (o
)

re " H(rH(t —r)dr = ( WG + IWGE

. O H () % EH( — (t — to)eM©Ot—t0) 1 _ hal©)t—to) -
d (O HE) = H )0 = e+ e )1,
O HO)] %6 = [-2© H()] und [-€=© H()] 6, = [(- — o) O H(. — 1,)],
[ H()] # S, = (29 HO) + Xal@)[- €79 H)] + 645,

= [ H()] + A() [ H()]
und [ H()] * %&o = [X2OCTH (- —t0)] 4+ o (&) [(- — o)™ O H (- — t0)] .

Somit lautet die Losung

[ eM® — X i LeMa(6) Y
1o0® = [ @0 * 5 —n @)
st (2 - + -0+ e )

1 2P 1 2 Ar(E)- AL (E)(—
o chtoe i ((M(E)M(E))z ' (T?M(é) [( e 1)H( ) - (6 HO=to) 1)H( - tO)]

- i {(ems)- —1)H(-) — (MO _ 1)H(. - tO)D

1 2 Ler2(8)- 1—er2(8) - N (-—tg)e 2O —t0) liekz(ﬁ)('—f«o)) L :|
MGG 73{( e T e )H() ( W0 + 5w ) H( —t)

¢ (2 4 M) ) - (]

_l’_

= (24 20(0)) [ () = 2O T~ )]
b (2 4 2(O) [0 () = (= 1) O H(. )

1 A2(8)- A2(&)(-—to
+m[€ © () — MO )H(._tO)D

und ihre erzeugende Funktion f, (-,§) € L{

loc

1 6_§|5‘2 (Fto(tv )‘1(5)) - Fto(tv /\2(5))

(R,R) ist fir t € R gegeben durch

Jouo(t,€) i= 2 (A1 (8) = A2(6))?

1 2 [ [ter2®t 1 — X0
+XND—AN9 ﬁ<(M@)+ Ax®2> )
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6.1 Losung im Fourierraum

(t _ to)eAQ(f)(t_tO) 1 — e2(O)(t—to)
-t e )H“‘“))

1 2 RWRT A (&) —t0) (4 —
T O (O — (= ) O (1)
; er2(8)t e (@) E=to) [y (¢ —
IR FGENGI G Ht =)
(©)

o Bt 00(6) = Fiy (1, 20(6) + (Aa(€) = M(€) 2 F(t 2)cruie

B @6_7 (A (&) — Aa(€ )) = (6.8)
= 1 66’2252< Fi (8, M (8)) 2 F,(t,z) )
0Culo (M) = X2(9))? 022 = M(E)lmnye/)

> Fall € € A,
Es bezeichne A(§) die dreifache Nullstelle von p(-,&). Dann gilt
ist durch fmto (g) = [H()h(v §)] * Goto (E) mit

h(t,§) = t2 AOt T firte R

P(Sl7§) = (S_Al(g))s und dle Lésung

gegeben (in [Zem65, S. 267, (6)], worauf wir uns beziehen, ist der Faktor ﬁ Zu erganzen, ver-
gleiche [Zem65, S. 239, (10)]). Wir berechnen
((-Qek(f)'H(-)) * H()) (t) = / 7“26’\(5)"H(7“)H(t —r)dr
RO MO MOt _
:( Y R )H(t)
A§) A(§) A(§)
und ((.2€A(€)'H(.)) « H(- — to))(t)
— +.)2pME)(t—t0) _ A(&)(t—to) A(E)(t—to) _
_ ((t to)%e 2(t —to)e e 1>H(t 1),

G R GE
26N ()] % b0 = [2XO H()] mnd [ 27O H()] 8, = [(- — to)2XOCDH( — )],

(2620 H()] » $8) = 2[- O H()] + M1 H()| + 26495,
= 2[- O H()] + MO)[ 2O H()]
wnd - [2XO HO xS, = 2(( — 1) O OH( )] + AE) (-~ 1O H — 1))

Damit ergibt sich, dass f, (§) = %[-Qe*(f)'H(-)] % goso (€) von der folgenden L1 (R, R)-Funktion
Joto (5 ) erzeugt wird:

frat.€) = e F 1(‘@((@@ S D)H() — (O 1) H(t - 1))
+ (T(?f(g) + fq - A(f)) (tQGA(E)tH(t) — (t — to)?OC O F (1 — to))
+ <2 o f( §)Q> (tX O H (1) — (t — to) X0 H (1 — to))> (6.9)
_ 2int0662§282Ft0 (,2) s .

139



6 Nichterhaltung der Positivitat fiir das Modell DPLW (2,2)

6.1.2 Regularitat der Losung

Im vorangehenden Abschnitt haben wir die Differentialgleichung (6.3) zu einem festen ¢ € R?
gelost und eine Darstellung fur die Losung f, 4, (-, &) hergeleitet. Im néchsten Schritt wollen wir
die Regularitit der Losung untersuchen. Anhand der Definition von F}, ist zu erkennen, dass es
sich bei f,4,(-, &) beziiglich des Zeitparameters ¢t um eine glatte Losung auf dem Intervall (¢, c0)
handelt. Um spéter auf f, (¢, ) die Fourier-Riicktransformation anwenden zu kénnen, benotigen
wir vor allem aber auch Informationen iiber die Regularitat beziiglich &.

Der Ubersichtlichkeit halber stellen wir zunéichst Aussagen zur Stetigkeit und Differenzierbarkeit
fiir die Funktionen F;, und G), zusammen, die den wesentlichen Bestandteil der Funktion f,,
ausmachen. Zuvor fithren wir noch den Begriff der lokal beziiglich ¢ gleichmafligen Stetigkeit ein.

Definition 6.6 (Lokal beziiglich ¢t gleichméBige Stetigkeit). Es seien I C R offen, K € {R,C},
U CC oder U CR? offen und h : I x U — K eine Abbildung. Es sei x € U. Wir nennen h(t,")
lokal gleichmdf$ig beziiglich t € I stetig in x, falls gilt:

VK CIkompaktVe e RY 3§ e R*VyeU, ly—z| <4, Vi€ K: |h(t,y) — h(t,z)| <e.

Alternativ hierzu schreiben wir lim,_,, h(t,y) = h(t,x) lokal gleichmdfig beziiglich t € I, oder
h(t,y) — h(t,z) fir y — x lokal gleichmafig beziglich t € I. Ist h(t,-) fir alle x € U lokal
gleichmafsig beziiglich t € I stetig in x, so sagen wir, dass h(t,-) lokal gleichmdfSig beziiglich t € I
stetig 1ist.

Lemma 6.7 (Eigenschaften der lokal beztiglich ¢ gleichméfBigen Stetigkeit). Es seien I C R offen,
U C C oder U CR? offen und h, hy, ho : I x U — K Abbildungen.

(i) Es seien o, € C und x € U. Sind hi(t,-) und hs(t,-) lokal gleichmafig beziglich t € I
stetig in x, so ist auch ahy(t,-) + Bha(t,-) lokal gleichmdif$ig beziiglich t € I stetig in x.

(ii) Es seien V. C R3 offen, g € C°(V,C) mit g(V) Cc U C C und y € V. Ist h(t,-) lokal
gleichmajsig beziiglich t € I stetig in g(y), so ist die Abbildung h(t,g(-)) lokal gleichmdfig
beztiglich t € I stetig in y.

(iii) Es seien g € C°(U,K) und x € U. Ist h(t,-) lokal gleichmdifig beziiglich t € I stetig in x und
existiert fir jede kompakte Teilmenge K C I ein ¢ € RT mit |h(t,x)| < ¢ fir allet € K, so
ist g(-)h(t,-) lokal gleichmafsig beziglich t € I stetig in x.

(iv) Ist h(-,z) € C°(I,K) fiir alle x € U und h(t,-) lokal gleichmdiflig beziiglich t € I stetig, so
ist h € C°(1 x U,K).

BEWEIS: Die ersten beiden Aussagen folgen anhand der Definition der lokal beziiglich ¢ gleich-
méfigen Stetigkeit unter Verwendung der Dreiecksungleichung bei (i) und unter Beachtung der
Stetigkeit von ¢ bei (ii). Die Aussage (iii) basiert auf der Abschitzung

l9(y)h(t,y) — g(z)h(t, )| < |g(y)||h(t,y) — h(t,z)| + [h(t, z)]|g(y) — g(z)]

und den vorausgesetzten Eigenschaften, dass g stetig und damit auf einer kompakten Menge auch
beschrankt ist, h(t, -) lokal gleichméBig beziiglich ¢ € I stetig in 2 und h(-, z) auf jeder kompakten
Teilmenge von I beschriankt ist. Die Aussage (iv) ergibt sich aus der Ungleichung

At x) = h(s,y)| < |h(t, ) = h(s,2)| + [h(s, x) — h(s, y)|

unter Ausnutzung der Stetigkeit von h(-,z) und der lokal beziiglich ¢ € I gleichméfigen Stetigkeit
von h(t,-). O
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6.1 Losung im Fourierraum

Lemma 6.8 (Regularitit von F,). Es sei to € RT und F,, die Funktion aus der Definition 6.2.
Zu k € N definieren wir

2 2
Fy: (tg,00)xC—=C, (t,\) <7_2)\k_1 + T—)\k + )\k+1> (e — eMimto))
q q

Dann gilt:
(i) Firt € R ist die Abbildung F},(t,-) : C — C holomorph.
(ii) Es seil € Ny und K C R x C kompakt. Dann existiert ein ¢ € RT mit |8‘9—/\11Ft0 (t, \)| < ¢ fir
alle (t,\) € K
(iii) Fiirl € Ny ist 8)\1 Fto( -) lokal gleichmdfig beziiglich t € R stetig.
(iv) Firl e Ny und X € C ist 8>\1Ft0( ,A) € CO(R\{0,t0},C).
(v) Fir k € N ist F} € C®((to,00) x C,C). Insbesondere gelten fir F} in entsprechend ange-
passter Formulierung die Aussagen (i) bis (iii).

, . K ! .
(vi) Es ist Fy|(1y,00xc € C((to,0) X C,C) mit 2 aa,\l Fyolto,00)xc = 57 Ff fiir k € N und | € Ny.

BEWEIS:

(i) Fir t < 0 gilt H(t) = H(t — ty) = 0, worauthin F; (¢,-) der Nullfunktion entspricht und
demnach holomorph auf C ist. Sei nun ¢ > 0. Dass die Funktion F, (¢,-) auf C\{0} holomorph ist,
erkennt man anhand ihrer Zusammensetzung aus einzelnen auf C\{0} holomorphen Funktionen

wie A — 1 und A — e” Im Punkt A\ = 0 ist F}, (¢, -) aufgrund der Grenzwerte lim,_,o 22 ;_1 =2t
und lim A%O( + )\) = sowie denselbigen mit ¢t —t, anstelle von ¢, sofern ¢ > t, 1st Zumlndest

stetig. Mit dem Rlemannschen Fortsetzungssatz (siehe beispielsweise [RS02, Satz 7.3.3]) folgt
daraus, dass F,(t,-) auf ganz C holomorph ist.

(ii) Da die Heaviside-Funktion nur die Werte 0 und 1 annimmt, gilt fiir alle t € R und A € C die
Abschétzung

|Fi, (8, N)] < %<|h &)+ |[h( t—to,)\)D + (TE + |>\|)(|e’\t| i |6)\(t7t0)})
q q

. . <=L fiir A e C\{0},
mit h: RxC—C, (t,A)H{ 2 fir A — 0.
Die Funktionen (¢,\) = h(t,A), (t,A) — h(t —to, ), (t,A) — €M und (¢, ) — e =% sind auf
R x C stetig und somit auf jeder kompakten Teilmenge von R x C beschrankt. Damit folgt die
behauptete Aussage fiir [ = 0. Sei nun [ € N und K = K; x Ky C R x C kompakt. Wir wéihlen
ein R € R* so, dass B(0,R) D K, gilt. Da F} (t,-) fur t € K; nach (i) holomorph ist, folgt mit
der Cauchyschen Integralformel (siehe beispielsweise [Ahl79, S. 120])

o' I F,, (t,\) 1
oV < o [ ] < g R e (R
n€B(0,2R)

fir alle (¢, \) € K. Dass das Maximum existiert, wissen wir aufgrund der zuvor gezeigten Aussage
fir I = 0. Damit ist die Behauptung auch fiir [ € N bewiesen.

(iii) Dass 2 F,, (t,-) lokal gleichméig beziiglich ¢ € R stetig ist, beruht auf der Abschétzung

iy
o' o' I+1
<
S Fi BN = S5t < 3 gl max| S B (6 A+ s(n = )
und der nach (ii) vorliegenden Beschranktheit von %Fm auf einem Kompaktum.
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6 Nichterhaltung der Positivitat fiir das Modell DPLW (2,2)

(iv) Auf R\{0,%,}, also abgesehen von den Sprungstellen der auftretenden Heaviside-Funktionen,
ist Fy, (-, A) fiir A € C stetig. Dies gilt auch fiir die Ableitung %Fto(-, A), bei der weitere Terme
von dhnlicher Gestalt mit Faktoren ¢ und (¢t — to)™ fir m € {0,...,{} hinzukommen.

(v) Anhand der Gestalt von Fy wird schnell klar, dass es sich bei F}' um eine beliebig glatte
Funktion handelt.

(vi) Furt >ty gilt H(t) = H(t—1t¢) = 1, woraufhin die Funktion F;, eingeschrankt auf die Menge
(to,00) x C die Gestalt

2 2 At A(t—t .

212 ) (M — M) fiir A € C\{0},
Fultocorxe : (tgy00) x C = C, (£, A) (H+2 2)(6 ) o MO}
=10 fir A=10

annimmt. Fir k € N ist 25 Fto’(to soyxc(A) = FE(-, A) fir X € C\{0}, und auch in A = 0 ist diese
Gleichheit giiltig, denn es ist 2% Fy | (9,000 xc(+, 0) = 0 = Ff (-, 0). Zusammen mit den vorangehen-
den Eigenschaften kann daraus die Behauptung gefolgert werden. O

Satz 6.9 (Regularitdt von Gy, beziiglich t). Es sei to € RT und Gy, die Funktion aus der Defini-
tion 6.3. Dann gilt: Fir § € R® sind Gy, (+,€) € C°(R,R) und Gy, ] (t,00)xr2 (- §) € C((to, 0),R).

BEWEIS: Nach Lemma 6.4 bildet die Funktion G;, nach R ab. Dass Gt0|gt0 soyxra (-, &) fir £ € R?
in C*>((to,0),R) liegt, folgt aus der Differenzierbarkeit der Abblldung 5 F% | to,00)x (5 2) 2=, ()
fir £ € {0,1,2} und j € {1,2,3} nach Lemma 6.8 (vi). Da 2 Fto( , Z)|2=x,(¢) nach Lemma 6.8 (iv)
in C°'(R\{0, 0}, C) liegt, ist Gy, (-, &) auf R\{0,%,} stetig. Zu untersuchen bleibt die Stetigkeit in
den Punkten ¢t = 0 und ¢ = t,. Dazu unterscheiden wir die Félle £ € R®\(NU{0}), £ =0, € N;
und £ € Ns.

» Fall £ € R*\(M U{0})

Anhand der Definition 6.2 von F}, stellt man fiir j € {1,2,3} und & € R*\{0} die rechtsseitigen
Grenzwerte

i B, (1 5(6) = = +4,(6) und
: 2 to 2 3(&)to
lim F, (8, 4,(6)) = T (eM©0 _ 1) 4 (Tq + Aj(g)) (e’\ ©)to _ 1)

sowie die linksseitigen Grenzwerte

2
lim £, (£, 4,(6)) =0 und  lim Fy (¢, ,(9)) = (M = 1) + ( + Aj(£)>e”(f”°

T2 (8)

Tq
fest. AuBerdem gilt fiir &€ ¢ N
y + Y + I =0
(A1(&)—A2(£))(A1(§)—As(8)) (A2(&)—A1(£))(A2(8)—As(8)) (A3(&)—A1(£))(A3(§)—A2(8))
und
A () n Xa(€) n WG] —0.

(A1(§)=22(8)(A1(§)=A3(8)) (A2(§)=21(§)(X2(§)—A3(8)) (A3(8)=21(8)(A3(§)—X2(8))

Zusammen mit der Definition 6.3 von G;, erhélt man daraus

11\1% Gto('7§) = 11}% Gto(‘uf) und th\g}) Gto('vg) - tl;‘nt}) Gto( 75)

Somit ist Gy, (-, &) fir £ € R3\(N U{0}) in den Punkten ¢ = 0 und ¢ = ¢, stetig.
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6.1 Losung im Fourierraum

> Fall € = 0
Wie aus dem Beweis zu Satz 6.1 (i) ersichtlich, ist fiir £ = 0 genau eine Nullstelle, ohne Einschrin-
kung wihlen wir A\3(§), identisch Null. Fiir F, (-, A1(§)) und Fj (-, A2(§)) gelten dann dieselben
Grenzwerte wie zuvor. Fir A3(£) = 0 ergeben sich

: . 2 . . 2
lim F(t, 25(¢)) = lim F'(t,0) = - und - lim F(t, A3(€)) = lim F(¢,0) = ?gto
sowie
lim F(t, () = im F(£,0) =0 und  lim F(t, \s(&)) = lim F(£,0) = —to +
im : = lim ,0) = un im 5 As = lim ,0) = — —.
t 0 8 t 0 t Ao 3 t o 7-(12 0 Ty
Zusammen mit
1 1 1 _ A1(§) A2(€) _
MO RONE T momOmE T none = 0 und 0

(A1 (©)=A2(E)A1(§) * (A2(§)=A1()x2(8)
folgt daraus die Stetigkeit von Gy, (-,0) in den Punkten ¢ = 0 und t = ¢,.

» Fall £ € M}

Aus (6.8) entnimmt man die Darstellung

_ By (t,M0(8)) — Fio(t, 22(8)) + (A2(8) — M(€)) 52 Fuo (t, 2) la=na(e)

- (A (&) = X (€))?

und anhand der zu (6.8) vorangehenden Gleichheit bestimmt man die Grenzwerte

Gto (ta é)

0
lim —F, (t =1
t{% 0z t(t:2) 2=X2(€) ’
0 2 [toer2©t 1 _ er2(Oto 9
lim —F, (t = Z a4 t A2(&)to Az(E)to _ 1
ote Oz t(t:2) 2=Aa(€) Tj( Ao (€) + N (6)2 ) + (Tq + 2(5)) o€ +e ,

B
lim — F, (t, 2) =0,

t0 0z =aa(E)
92 (toe)‘Z(g)to 1— e/\z(f)to) ( 9 ) \
_ = 4 N | 5 tne 2(&)to + €>\2(f)t0 .
2=Xa(6) T2 A2 () A2 (€)? Tq 2(8) )to

q
Fir F, (-, A\ (£)) und Fi (-, A2(€)) sind in den Punkten ¢ = 0 und ¢t = ¢, die unter dem Fall
¢ € R3\(N U {0}) genannten rechts- und linksseitigen Grenzwerte giiltig. Insgesamt sieht man
damit leicht, dass lims o Gy, (-, &) = limy g Gy, (-, §) und limy Gy (-, &) = limy_, G, (-, §) gilt.
> Fall £ € N,
Aus (6.9) greift man eine alternative Darstellung von Gy, (-, £) heraus und tiberpriift anhand dieser
die Ubereinstimmung der rechts- und linksseitigen Grenzwerte. O

.0
th/rglo %Fto (t, 2)

Satz 6.10 (Regularitdt von Gy, beziiglich ). Es sei to € RT und Gy, die Funktion aus der
Definition 6.3. Dann gilt: Gy, (t,-) ist lokal gleichmdfig beziiglich t € R stetig und fir k € N ist
%Gto (t,-) lokal gleichmdfig beziiglich t € (to, 00) stetig.

BEWEIS: Aus beweistechnischen Griinden fithren wir die Notation Fy := Fy  : Iy x C — C mit
Iy := R ein und fir £ € N sei Ft}f) : I, x C — C mit I, := (tp,00) wie in Lemma 6.8 definiert. Die
folgenden Aussagen gelten dann jeweils fiir £ € Nj.

Der Nachweis der lokal beziiglich t € I, gleichmafigen Stetigkeit von %Gto (t,-) im Punkt £ € R?
erfolgt unterteilt nach dessen Lage in der Menge R*\ N, N} oder N.
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6 Nichterhaltung der Positivitat fiir das Modell DPLW (2,2)

» Fall € € R®\W

Auf der Menge I;, x R*\N ist atk Gto durch
o B FE (5, M (6)) FE (8 2a(6)
9% (1) = T TR (©) = M@) T (al) = M(E) (&) — ()

Ft]f) (ta )‘3 (5))
T M@ ()~ Aa©) (6.10)

gegeben. Nach Lemma 6.8 ist die Funktion Ff¥ auf jedem Kompaktum beschrankt und FF (t,-)

lokal gleichméaBig beziiglich ¢ € I, stetig. Aus Satz 6.1 entnehmen wir auflerdem, dass die Nullstel-
lenfunktionen \;, A, und A3 als Abbildungen von R? nach C stetig sind und die Menge R*\\V offen
ist. Als Zusammensetzung aus den genannten Funktionen ist dann 2 Gto( -) nach Lemma 6.7
lokal gleichméBig beziiglich ¢ € I}, stetig in ¢ fiir £ € R3\N.

» Fall £ € M}

In solch einem ¢ fallen genau zwei Nullstellen zusammen, sagen wir, es sei A\;(§) # A2(§) = A3(§).
Dann haben wir im Punkt £ fiir ¢ € I, die Darstellung

ik (M) 9 FE(t, 2)
otk G, (t,6) = GG R FE NG N

Wir wollen zeigen, dass 2 BiF Gto (t,z) fiir x — & lokal glelchmaﬁlg beziiglich ¢ € I, gegen atk Gto (t,€)
konvergiert, und begriinden dazu zunichst, dass es geniigt 2 SiF Gto (t,z) im Grenzprozess von der
Form (6.10) anzunehmen. Anhand des Beweises zu Satz 6.1 (i) lasst sich erkennen, dass zu £ € N,
ein r € RT existiert, sodass B(£,r) C R*\(Nz U {0}) gilt. Ist nun (z,).en C R® eine Folge
mit z,, — & fir n — o0, so kénnen wir zunidchst ohne KEinschriankung davon ausgehen, dass
(n)nen C B(&,r) ist. Noch aber kann die Folge (z,)nen entweder endlich oder unendlich viele
Folgenglieder aus N; aufweisen. Im ersten Fall wihle man ny € N so, dass z,, € B(&, )\, fiir alle
n > ny gilt, und betrachte statt (z,,)nen die Folge (2,)nennsn, € B(E,r)\N: C R*\(NV U{0}). Im
zwelten Fall umfasst die Folge (z,,)nen eine Teilfolge (2, )men C Ny mit z,,, — £ fiir m — oo. Da
Gto (t, xnm) von der Form (6.11) ist, folgt die lokal beziiglich ¢t € I gleichméBige Konvergenz

otk

(6.11)

o
lim,, 00 WG% (t,an,) = 2% "Gy, (t,€) mithilfe von Lemma 6.7 und Lemma 6.8 und es verbleibt
die Konvergenz fiir die Folge (2,,)nen\(Zn,, Jmen C B(&,7)\N1, sofern diese nicht schon endhch ist.
Daher kénnen wir im Folgenden ohne Einschrinkung z € R3\(NV U {0}) und damit 2:G,, (¢, )
von der Form (6.10) annehmen.

Otk

Ausgehend von (6.10) erhdlt man mithilfe von Lemma 6.7 und Lemma 6.8

lim Ft]f)(t7 )\1(1‘)) _ Ftlz(taAl(é))
a=¢ (A (@) = A (@))(Aa (@) — As(@))  (Aa(§) — A2(§))?

Somit bleibt nachzuweisen, dass

Fyy (8 Ao ()

lokal gleichméfig beziiglich ¢ € I, .

Ftlz (ta )\3(.%'))

N Cowr Er v W e e RE PR r Y s mpw o).
- QM lokal gleichmifig beziiglich t € I, (6.12)
0z 2= M) .2r, 0

gilt. Sei dazu I C I, kompakt. Fiir t € I ist die Funktion F{ (¢,-) nach Lemma 6.8 (i) und (v)
holomorph, sodass wir die Taylorentwicklung holomorpher Funktionen nutzen kénnen. Wir defi-
nieren R := M und wihlen a € B(A;(€), %) und b € B(A2(£), %) beliebig. Dann ist die
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6.1 Losung im Fourierraum

Funktion z — —o%2) holomorph auf C\B(A1(§),R) D B(X2(§),2R) D B(b, R) und lésst sich dort
in eine Taylorrelhe um den Punkt b entwickeln. Nach der Restgliedabschétzung (siehe beispiels-
weise [Ahl79, S.179]) gilt fur alle z € B(Ay(§), %) C B(b,2R)

Ftk (t’ Z) Ftk(tab) a Fk(t Z) ‘Z_b|2 Ftk (t’ C)
0 _“t —(z—0b) < ————+ max |[——~=
z—a b—a 9z z—a — R(R — |z — b|) cecoBb.R)| ¢ —a
4|z — b 1 . 4 )
<= max [FL(KQ] g =clp =t mit ci= 5 max [F(£0)],
CEOB(A2(8),2R) CEOB(A2(£),2R)

<clz—b| (6.13)

wobei das angegebene Maximum aufgrund von Lemma 6.8 (ii) und (v) existiert. Wenn wir fiir
z # b durch |z — b| dividieren, erhalten wir
Fi(t,2) FE(t,b) 0 Fi(t,2)
(z—a)(z—=b) (b—a)(z—0b) <8zz—a Z_b>

fiir alle t € I. Entscheidend ist nun, dass auf diese Weise die Konstante ¢ nicht nur unabhéngig von
t € I, sondern auch unabhéngig von der Wahl der Punkte a € B(A(€), &), b € B(A2(§), %) und
z € B(A\2(€), &) ist, da wir an deren Stelle sogleich A; (), A3(x) und Ay(z) setzen mochten. Hierzu
ist noch anzumerken, dass wegen lim, ,¢ A\ (x) = A\ (§) und lim, ¢ Ao(z) = A2(§) = lim, ¢ A3(x)
ein 7 € RT existiert, sodass fiir alle € B(&,r) zum einen A;(z) in B(A;(€), £) liegt und zum
anderen Xy (z) in B(A2(€), &) und A3(z) in B(X2(€), &) liegen. Aus der Abschétzung (6.13) erhalten
wir dann fir z € B(&,r)\{{}

’ FE(t,2al(@)) N FE(t,2(@)) 0 B2
(Aao(@) = Ai(2))(Xe(@) = As(@)) — (As(@) = Au(@))(As(@) = Aa()) Oz 2 — M) [y, e
< ‘ FE (8, Xa(2)) B FE (8, As(x)) 0 Fp(t2)
T @) = M (@) ar) = As(@)  Nalz) = M(@)Kalz) = As(@) 0z 2= Mi(@)l._y, 0
2 FZZ(L‘,Z) _ gFtIZ(t7Z)
0zz = M(%)| _y,my 922 —= M) ]2y
0 FF(t,2) 0 FE(t,z2) }
< c|X(z 4| - = 0 firz—¢.
[Ao() = Aa(z)] azz—)\l( ) s (a) 0z z — A\ (&) = (6) - -

Die Konvergenz liegt gleichméflig beziiglich ¢ € I vor, da die Abbildung =z — a%ji%,\(f(j:)) = (@)
nach Lemma 6.7 und Lemma 6.8 (iii) und (v) lokal gleichméBig beziiglich ¢ € I, und damit
insbesondere gleichméfig beziiglich ¢ € I stetig in £ ist. Nachdem [ beliebig war, ist also die
Giltigkeit von (6.12) gezeigt. Demzufolge stimmen lim, ¢ g—;GtO (t,z) und "Gy, (t,€) iiberein

Gto( -) auch fiir £ € N lokal gleichméBig beziiglich ¢ € I}, stetig in &.

und so ist mk

> Fall € € N,

In dieser Situation ist A;(€) = A2(§) = A3(&) =: A(§) und es gilt Gy, (t,€) = ;88; Fi(t, 2)|2=ace)-
Mit einer analogen Begriindung wie zuvor kénnen wir 3tk Gto (t,z) fiir x — £ ohne Einschréankung

von der Form (6.10) annehmen. Wenn wir diese Darstellung umschreiben zu
Fji (8, Xa(2)) — Fyi (t, () FE (8, As(2)) — FE (M (@)

oF B Aa(z) — Ay () B As(z) — A (z)
%Gto (t, x) o AQ([E) — Ag(f]f) ’
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6 Nichterhaltung der Positivitat fiir das Modell DPLW (2,2)

erkennen wir eine Art Differenzenquotienten zweiter Ordnung. Wir wenden die Taylorentwicklung

mit der Darstellung des Restglieds aus [Ahl79, S. 126, 179] auf die Funktion z +— Fig (t7zi:i?it)’/\l(w))

an, die wir uns in z = A (2) durch 2 F} (t,2)|.-x, (») holomorph fortgesetzt vorstellen. Ferner sei
R € R* so gewdhlt, dass A;(z) fir x — & und j € {1,2,3} in B(A(§), R) liegt. Dann erhalten wir

o O FF(t,z) — FF(t, \(z))
thO (t,2) = (az z— Mi(z) )

z=A3(x)
. Fh (£,0) = Fi(t ()
+ g (Ma(®) - )‘3(33))/330 M@l — M)

2
(Sz <(88FZZ(@ 2) z—mz)) * %(z ~Ai(@)) <§2Ftlz(t & Z_Al("”))
R FE(t,¢)
4+ 27Ti( /\1( )) /63()\ (C )\1( )) (C—Z) dc>>|z_>\3(m)

+ L ule) — M) /83(A FE(t,¢) — FE(t M\ () «

o ) T M@ M@ C — 1)
= gt
* o (aa( Ll S = Alf ()t> C<)<; = dC) e
57 Pal) ~ (@) Loom = Al:(k (>t> ?cjtlf&;(lc(m—))h(x)) “
N ;8‘922 Fi(t,2)| g = Gult:) fiir z = € lokal gleichmifig beziiglich t € Iy,

denn fiir den Grenziibergang x — £ gilt A\ (x ) - AE), As(x) — Ai(x) — 0, Xa(z) — As(z) — 0,
und die Restglieder sowie die Abbildung z +— 3 Ft0 (t, 2)].= )\1(7") sind lokal gleichméfig beziiglich
t € I stetig in &. Damit ist also gezeigt, dass die Funktion atk Gto( -) auch fir & € N, lokal

gleichméfig beziiglich ¢ € I, stetig in £ ist. 0

Korollar 6.11 (Regularitiat von Gy,). Es sei to € RT. Dann ist Gy, € C°(R x R* R) und fir
ke N gst athtO S CO((tO, ) X RS,R>.

BEWEIS: Geméfl Lemma 6.7 (iv) handelt es sich bei der Aussage um eine direkte Konsequenz aus
den Sétzen 6.9 und 6.10. 0

Die Losung f,.,(-,&) der Differentialgleichung (6.3) aus Satz 6.5 wurde bislang fiir ein festes
¢ € R? als eine L{ (R, R)-Funktion angesehen. Wie wir nun begriinden kénnen, weist die Funk-
tion deutlich mehr Regularitétseigenschaften auf, insbesondere dann, wenn der Zeitpunkt ¢, des
Abschaltens der Wérmequelle iiberschritten ist. Generell stellt f,: (-, &) eine stetige Losung dar.
Dies war nach [Zem65, S.163] im Vorfeld zu erwarten, da g, , eine Distribution der Ordnung
eins und die Differentialgleichung beziiglich des Zeitparameters von der Ordnung drei ist. Au-
Berdem liegt f,4,(t,-) fir t € R in L'(R?) N L?(R?). Dies bendtigen wir, um spéter die Fourier-
Riicktransformierte von f, ,,(t,) erkldren zu kénnen.
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6.1 Losung im Fourierraum

Satz 6.12 (Regularitit von f,4,). Es seien 0 € RY, to € RT und s € Ny. Dann gilt:
(i) for, € CO°(R x R* R) und 8kfg to € C°((to,0) x R* R) fiir k € N.
(ii) foro € C*(R, LY(R?)) NCO(R, L (R?)) N C*((to, 00), L' (R?)) N C*((to, 0), LL(R?)).
(iii) Die von f,,, erzeugte Distribution [f,,] liegt in 2'(R, L*(R?*))N 2'(R, L2(R?)) und lost die
Differentialgleichung (6.5).
BEWEIS:
4 _§‘5‘2Gt0 (t,€) folgt die Aussage aus Korol-

ocy to

(i) Aufgrund des Zusammenhangs f,, (t,£) =
lar 6.11.

(ii) Wie im Beweis von Satz 6.10 setzen wir F} := F, sowie I := R und I := (t,00) fiir k € N,
sodass die folgenden Aussagen jeweils fiir k£ € Ny gelten.
Fiir t € I, ist die Funktion g—;c fo1,(t,-) nach Teil (i) stetig und damit messbar. Um zu zeigen, dass

die L'(R?)- und L?(R?)-Norm existieren, verwenden wir fiir ein noch zu bestimmendes hinreichend
grofles R € Rt die Aufteilung

Hat’“fm L (®%) _/|<R C’%kf”‘) ( g)‘d§+ El>R Btkf”(’(t 5)‘ ds
und
gttt = [ O+ et g [ I e tt9) e

Da die Abbildung 2% fg +, nach Teil (i) in C°(I}, x R? R) liegt, sind die Terme f\§\<R| S  fono (t,6)| dE
und [ (14 [€%)° |atk Joto (£, )2 d€ fiir ein festes R € RT auf jeder kompakten Teilmenge I von
I}, unabhéngig von t € I beschrankt. Wir zeigen, dass auch die Integrale {iber den Bereich |{| > R
einen endlichen Wert annehmen und nutzen dazu die in Satz 6.1 (iii) beschriebene asymptotische

Entwicklung der Nullstellen Ay, A und A3 fiir |{| — oo, die folgendermaflen lautete:

M@z—éu—w+mm”» Mol€) = —(1+0) +0(1€] )
’ ? (6.14)

und  A3(§) = \Sl +0(1).

q

Insbesondere erkennen wir, dass ein ry € R existiert, sodass £ fiir |£] > r¢ nicht in N liegt und
da A;(€) und A2(&) echt komplex sind, muss A\y(§) = A\ (§) und damit zwangsldufig A3(¢) € R
sein. Auch wissen wir nach Satz 6.1 (ii), dass Re(\;(€)) < 0 ist fiir j € {1,2,3}. Daher gelten
e @] = RGNt < 1 fiir ¢ > 0 und [e¥©U~)| < 1 fiir ¢ > ¢o. Anhand der Gestalt von F}
(siehe Definition 6.2 und Lemma 6.8) schlieen wir dann

EL A <2 S+ + IO O

fir 7 € {1,2,3} und alle t € I;. (Im Fall k£ = 0 beachte man, dass fiir ¢t < t, zwar gewisse Anteile
Null ergeben, etwa F (t,\; (f)) = 0 fiir t < 0, die Abschéitzung aber dennoch giiltig ist.) Wenn
wir noch die Darstellung von 25, (£, ) fiir & ¢ N heranziehen (siehe (6.10) oder Definition 6.3),

atk
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6 Nichterhaltung der Positivitat fiir das Modell DPLW (2,2)

erhalten wir fiir % Jouto(t, &) die folgende Abschétzung fir ¢ € I, und [£| > ry:

1 22| 0F
e font8)] = e T S .9)
L e Fio(t, A (6)) N Fp (8, 22(6))
ocuto )(A2(€) — As(8))

)
(A1(§) = A2(€))(Ai(€) = As(€))  (Aa(&) — Au(€)
F (£, 25(6)) |
(As(§) — A2(8))

2 2up(gf2 1 2 ' M)
= geuto @<;\@»+ e DIM@—M@MM@—&@I

2 1,2 . Ma(©)l"
+<73|A3(5)| —+As(€ |> Al(ﬁ)—As(ﬁ)HAz(f)—A3(§)|>' (6.15)

Hierbei haben wir verwendet, dass aufgrund von Ay(£) = A\ (§) zum einen |\ (§)] = [A2(§)| und
zum anderen wegen A3(§) € R auch |[Ay(§) — A3(§)] = |Ai(§) — A3(§)| gilt. Fir die in (6.15)
auftretenden Betrage der \; leiten wir aus (6.14) mithilfe der Rechenregeln zum Landau-Symbol
aus Lemma A.24 die folgenden Ungleichungen ab:

e Fiir j € {1,2} ist |[\;(§)| = \T/TE + O(|¢]7?), d. h. es existiert ein r; € RT, sodass fiir alle £ € R?
mit [£] > max{rg,r1} gilt: ?19 <N (9] < T%

o Es ist [Ai(§) — A2(&)] = [2iIm A (§)] = 2 + O([€]7?), d.h. es existiert ein 7, € RY, sodass fiir
alle £ € R® mit [¢] > max{ro,ro} gilt: [A(§) = Xa(§)] > o

e Es ist |A3(§)| = me €12 + O(1), d.h. es existiert ein r3 € RT, sodass fiir alle £ € R® mit
6] = max{ro, s} gilt: = 5IE17 < [As(9)] < 2|2

e Fiir j € {1,2} ist [\;(§) — A3(¢)| = ms €12 + (’)( ), d.h. es existiert ein 7y € RT, sodass fiir alle
¢ € R? mit [¢] > max{ro, r4} gilt: |)\ (&) = (&) > 52 fef*.

272

+

t
(As(§) — ( )

Wir wihlen nun R := max{1,rg,r,72,73,74}. Wenn wir die genannten Abschitzungen in (6.15)
einsetzen und |£]7% < 1 < [£]?! ausnutzen, erhalten wir fiir alle ¢t € I, und |£] > R

k

2 (o210 2 2 2 272
a < — % lgl 2<9 il ) . <) e — €] 72
&Jm<m_wme (,ﬁ+%+m - mﬁﬁm

(& e 2o 0) () e () )

q
< cplgFem T

fiir eine geeignete, von & unabhéingige Konstante ¢, € R*. Folglich gilt auch

(14 1P [ 2ttt 5)] (14 [€[%)|e e 1el

fiir || > R. Bei den Abbildungen & cklf\%e*%‘f‘? und € — (14 |€2)°|¢[*%e 1 handelt es
sich um Schwartzfunktionen (siehe Anhang A.2.4). Da .(R?®) C L*(R?) ist, haben wir mit diesen
jeweils eine geeignete Majorante gefunden und schlieffen

/ ‘atkfato(t f)‘d§<ck/ ‘£|2k67%|§|2 dé‘ S CkH|'|2k€,aT|.|2
&1>R [EI>R

L) < 00
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6.2 Losung des urspriinglichen Problems und ihre Nichtpositivitat

und

fato(t 5)) dg § Ci /£|>R(1 + |£|2)S|£|4ke_02|£|2 dg

| Py
[€1>R

4k _g2).)2
e’ < 00.

<2H1 120
<@+ e

Damit haben wir gezeigt, dass % fouto(t,-) in LY(R3) N L2(R?) liegt. Nachdem die gefundene
Majorante nicht von ¢ abhéngt und, wie wir anfangs gesehen haben, das Integral iiber den Bereich
|€| < R auf jeder kompakten Teilmenge I von I, unabhéngig von t € I beschrénkt ist, folgt
mit dem Satz von Lebesgue {iber majorisierte Konvergenz auch, dass die Funktion g—; four, in
CO(I, L*(R?)) N CO(Iy, L?(R?)) liegt.

(iii) Nach dem Vorhergehenden liegt f,,, in der Menge C°(R, L*(R?)) N C°(R, L%(R?)), die eine
Teilmenge von Li (R, L*(R?)) N L{ (R, L?(R3)) darstellt. Demnach ist die von f, ;, erzeugte Dis-

loc
tribution [f, ] aus 2'(R, L*(R?)) N 2'(R, L2(R?)) (siehe Anhang A.2.3). Nach Satz 6.5 erfiillt
[foto(-,8)] € ZR(R) C Z'(R,C) fir alle £ € R? die Gleichung (6.3) im Sinne von

[ 126 OP©(0) dt = (901, (€)) () i alle o € F(R)
mit dem in (6.6) definierten Differentialoperator D(€). Dies impliziert fiir X € {L'(R?), L?(R3)}
| [ Foast 1POR0 8~ (00| =0

was bedeutet, dass [f, ] die Differentialgleichung (6.5) in 2'(R, L*(R*))N2'(R, L2(R?)) 16st. [

Fiir das angestrebte Resultat zur Nichterhaltung der Positivitat wird schliefilich noch die gleich-
méafige Beschranktheit von f,,, beziiglich des Parameters o relevant sein.

Satz 6.13 (Gleichméifige Beschranktheit beziiglich o). Es seien ty € Rt und t > to. Dann gilt
VK C R®kompakt 3C e Rt Vo e RT : I?%g(|fmto(t,§)| <C.
€

BeEWwEIS: Entscheidend ist, dass die Funktion G;, nicht von o abhéngt. Da Gy, (t, -) nach Satz 6.10
stetig 1st nimmt |Gy, (t, -)| auf einer kompakten Teilmenge K von R? ein Maximum an. Aulerdem
gilt e~ 2 lef <1 fiir alle 0 € RT und £ € R3. Daher folgt fiir alle £ € K

1 o2
| forto (£,€)] = @6

(t,6)|.

o0 €K ]

6.2 Losung des urspriinglichen Problems und ihre Nichtpositivitat

Nachdem wir mit f, ., eine hinreichend reguldre Losung der distributionellen Gleichung im Fou-
rierraum gefunden haben, kénnen wir nun zum urspringlichen Problem (6.1) mit n = n,,, zu-
riickkehren:
72 72 2

0c,0; + 0c, 7,01 + gcv?qem — KAO — kTG, — /ﬁ?eAHtt = Noty + T4 (ng’to)t + Eq(ng’to)tt . (6.16)
Eine stetige Losung 6, ;, : RxR3? — R dieser Gleichung wird durch die Fourier-Riicktransformierte
von f,; beschrieben. Inbesondere stellt dann 6,;, eine Losung auf (0,00) x R* dar und da
ot | (—co,0)xrs = 0 gilt, erfiillt 6, ,, nichtnegative Anfangswerte im Sinne von 6,,,(0,:) = 0,
lim; 9 00,4, (t,) = 0 und lim; g 04054, (¢, ) = 0.
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6 Nichterhaltung der Positivitat fiir das Modell DPLW (2,2)

Satz 6.14 (Losung des urspriinglichen Problems). Zu o € R und t, € RT definieren wir

0ot (t) := F (fouo(t,")) firteR.

Dann ist 0,,, € C°(R, H*(R*)) N C>((ty, 00), H*(R?)) fir s € No mit 0, 4,|(—000) = 0, und die
von O, erzeugte Distribution [0, ] lost die Differentialgleichung (6.16) in 2'(R, H*(R?)). Insbe-
sondere konnen wir 0,4, als den stetigen Reprisentanten in C°(R x R?* R) N C>((tg,00) x R R)
mit

ea,to (ta .’E) = (271) /]R3 fa,to (t’€)€i<5=1> df fur (ta J“) € R X Rg

3
2
wdhlen.

BEWEIS: Nach Satz 6.12 (ii) liegt f, . fir s € Ny in CO(R, L%(R?)) N C*((to, ), L2(R?)). Da
die Fourier-Transformation . : H*(R3) — L%*(R?) gemiB Satz A.9 einen isometrischen Isomor-
phismus darstellt, ist 6, ,, wohldefiniert und es gilt 6, ,, € C°(R, H*(R?)) N C*>((to, ), H*(R?)).
Nachdem f,;, zugleich auch in C°(R, L*(R?)) N C>((to, o), L*(R?)) liegt, konnen wir 6, ,, nach
Satz A.7 (oder alternativ, da s € Ny beliebig gewéhlt werden kann, mit dem Sobolevschen Einbet-
tungssatz A.4) als den stetigen Reprasentanten 6, ,, € C°(R x R?* R)NC>((tg, 00) x R* R) wihlen.
Dieser besitzt laut Satz A.7 die Darstellung

1 A
Gou(t:) = 55 [ Lot e i (t.0) € R xR,

Da [f,.,] nach Satz 6.12 (iii) die Differentialgleichung (6.5) in 2’'(R, L?(R?)) 16st, bildet die von
0,., erzeugte Distribution [0, ] € 2'(R, H*(R?)) eine Losung der Differentialgleichung (6.16).
Fir ¢t <0ist f,4 (t,-) = 0 und daher 6,,(t,-) =0 . O

Satz 6.15 (Annahme negativer Werte). Es sei 79 > 7,. Dann existieren ein o € Rt, ein to, € RT,
ein t € (ty,0) und ein e € RY, sodass fir alle x € B(0,¢) C R? gilt:

0,1, (t,z) <0.

BEWEIS: Zunéchst benotigen wir zu o € R* und ¢y € Rt eine noch etwas handlichere Darstellung
von

{x
eato(tx 27_‘_ / fa’to t& €

Unsere Schreibweise f, 4, (t,&) tduscht ein wenig dariiber hinweg, dass die Funktion f,,(¢,) le-
diglich vom Betrag von £ abhéngt. Aus dem Beweis zu Satz 6.1 geht jedoch hervor, dass fiir die
Nullstellen A;(&1) = A;(&2) fur alle &, & € R® mit || = |&]| gilt. Wie man daraufhin anhand der
Gestalt von f,;, (siehe Satz 6.5 und Definition 6.3) erkennt, stimmen f,;, (¢,&1) und f, 4, (¢, &2)
fir alle &, & € R® mit |&;| = |&]| iberein. Damit ist die Abbildung

Foto: RXRE SR, (t,1) — fou(t,€) fiir ein & € R® mit |¢] =r

wohldefiniert. Mithilfe der Kugelkoordinaten lésst sich 0, , (¢, ) nun tiber f;to darstellen. Speziell
fir = 0 ergibt sich

2T
bralt.0) = G [ Foalt 009 dg = oiop [T 7 [T fo ot sin(u) dpdwrar

= \/;/0 Foao ()2 dr . (6.17)
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6.2 Losung des urspriinglichen Problems und ihre Nichtpositivitat

Im néchsten Schritt wollen wir zeigen, dass ein ¢, € RT und ein ¢ > t, existieren, sodass j};to (t,7)
fiir alle hinreichend groBen r € R™ ein negatives Vorzeichen tragt. Dazu nutzen wir die aus
Satz 6.1 (iii) bekannte Asymptotik der Nullstellen fiir |£| — oo

/437'9

M) === (1= )+ O(€7) s Aele) =~ (1+1) +O(€™) wd Xa(©) = ~ZI¢l* + O(1).

q

Insbesondere gilt damit A\y(§) = A (§) € C\R, A\3(¢) € R und & ¢ N fiir [¢] — co. Wie wir aus
(6.7) und der Definition 6.2 von F;, entnehmen, impliziert dies

Ll (1 (R (M) (8 Xs(0))
s M (o i b s s ) R w s mbw )
_ L e LI, 1 2 .2 MO _ M(©)—to)
= tedto QMM@»I(M@—&@KﬁM@Y“m+M@>< )

1 2 2 MO Aal©)t—t0)
* T m@F @ M O)( D (6:13)

fiir t > to und |£| — oo. Fiir die einzelnen Bestandteile dieses Ausdrucks ergeben sich mithilfe der
Rechenregeln zum Landau-Symbol aus Lemma A.24 die folgenden asymptotischen Beschreibungen
fir €] — oc:

1 _
.mzrng(’)(\f\ %,
_ KT 1 - i -2 4
o\ (&) —A(§) = 73 1|5| +0O(1), also m — /{Tgm +o(le™
d _ 4
R N NG ERR
NE = T 0L = T+ O(e ) wmd damit
2 2 9 1
o T PO =) o (=) +0(67)
_ (e —1)? Ui _Tq . _9
T T2Ty B T2T, i+0(e ),
L _ i L E ’We
)\3(5) =0(l¢]7%)  und damit () +7_q + A3(8) = = |§] +0(1).
Daraus erhalten wir
1 1 D 2 (o= 1) 5 TRt .
) \ _
O] RO @ @ * 7, M) g T o)
1 2 2 _ 2y
e |)\3(§)—)\1(§)\2<7’§)\3(§) +Tq“3<f>) = 0(g®) fir ¢ = oo

Da Re(A\1(€)) < 0 und \3(§) = '”9 \5] + O(1) ist, gelten auBlerdem

(Ot _ M(€)(t—to) — 0(1) and MOt _ Hrs(©(t—to) _ (to\ﬁl 570 (t—to)|€]? ) fiir ‘5’ 0.
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6 Nichterhaltung der Positivitat fiir das Modell DPLW (2,2)

Letzteres beruht auf der Abschitzung A3(§) < —5%|¢|* fiir || — oo, die zusammen mit dem
Mittelwertsatz !

|6)\3(§)t . eAg(g)(t—to)’ < |)\3(§)| toe)\g(f)(t—to) < /;thomze_%(t—to)\&\z
T,
q

impliziert. Von (6.18) aus schlieffen wir damit insgesamt

fmto (t7 g)

_ oSl 1 1 2 2 (Ot M (6)(t—to)
~ eads (Imws)) RS n@ (@ 7, ) ()

1 1 p P e e
+ i@ ™ e (g +a thO) ) Reler @ o)

*é\ﬁﬁ ( _ )2 T2 72
_ ¢ (_ 70— Ta) jg2 Im<eM<5>t _ exl(a(t—to)) — 0 a2 Re(eM(s)t _ emf)(t—to))

2 2
0C,to KTh KTs

+O(leI™ + O(toe_ﬁ“_“’”“ ))

2
o ¢
GQCQt ( 79’£ 23q’€|72 (( ) q)I (6)\1(5)t E)\1(5)(15*150)) ( 9 q) e<e,\1(5)t 6)\1(5)(75 to)))

vl0 To To + 7 R — -

+O(E™) + O toe” T )) | (619)

Nach Voraussetzung ist 7y > 7,. Wir mochten zeigen, dass ein ¢, € R, ein t > ¢, ein ¢ € R* und
ein Ry € RY existieren, sodass fiir alle £ € R® mit |£] > Ry

(r9 — 7,) Im (e*l“)t _ ekl(é)(t—to)) + (15 +7,) Re(eme)t _ 6)\1(5)(75—750)) > ¢

gilt, denn dann folgt aus (6.19), dass f, (¢, &) fiir alle betragsméafBig hinreichend grofien ¢ € R3
negativ ist. Zunédchst formen wir den Ausdruck um:

(16— 7,) Im(emg)t _ ekl(é)(t*to)) + (1 4+ 7,) Re (6A1<5>t _ 6A1<5)<HO>)
= (0 = ) (2O sin(Im(A (©)F) — OO sin(Im(Ay (€)(¢ ~ 1))
+ (19 + 74) (eRe(Al(ﬁ))t cos(Tm (A, (€))t) — R @NE=t0) cog(Tm (A, (€))(t — to))) . (6.20)
Da A\i(§) = =+ (1 — i) + O(|¢]7?) gilt, existiert ein Ry € R*, sodass fiir alle § € R® mit [¢] > R,

19 21 21 19
I _ _
207, <Im(A(8)) < 507, un 207, < Re(A(8)) < 207,

ist. Wir legen nun

to := 57’9% und t:= 17’9%
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6.2 Losung des urspriinglichen Problems und ihre Nichtpositivitat

fest. Dann gilt fir alle £ € R® mit [£] > Ry

19 19 5 21 5 21 3
it 2.2 Im(\ t—t 2 =2 hd
T<16" T 20r 477 m(A (€))(t 1) < 20m, 47T = 16" <37
und 3 133 19 7 21 7 147
< ——m=——Tpm < Im(\(&))t < T = —7 < 2.

2 80 20y 4 20Ty 4 80
Fiir den Sinus und Cosinus von Im(A;(&))(t — to) bzw. Im(\;(£))t erhalten wir damit

_ (1 5

= 005(571') < cos(—167r> — COS(
=cos(im) < cos(Z7m) = —sin
- 3 16 -

7r) < —cos(Im(A () (t — 1)) < —cos(%w) <1,
7T) < —sin(Im(A(§))(t — to)) < —sm(wﬂ) <1,

DO =
»—A‘M
D=

N[
@‘@

und
0< cos(%w) cos(l‘“ ) < cos(Im(A(§))t) < cos(%w) <1,
-1< —sm(807r) = sm(133 ) < sin(Im(A;(§))t) < sin(%ﬂ) <0.

Nutzen wir diese Ungleichungen in (6.20) aus, so erhalten wir fiir ¢, = %Tgﬂ, t = ZTQW und alle
£€]R3 mit ‘£| > Ry

(Tg — Tq) Im<e>\1(§)t o 6)\1(5)“7%)) + (TO + Tq) Re(ekl(f)t _ eAl(g)(t7t0)>
> (19 — Tq)(—eRC(Al( Nt sm(80 ) 1 eRe(A (9)(t—to) cos(1567r>>
t (g + )(eRe(Al(@)t Cos(ﬂﬂ.) 1 eRe(©)(t—t0) COS(5W))
a 80 16
_ - oReu (@) sin(ﬁrr) ¥ (rp 4 7, )R Cos(gﬂ)
q 80 4 q 30
. (2€Re(>\1(5))(tto) cos(£7) — e Ot n(;;ﬂ))
> quRe()\l(f))t sin(%w) T (1o + Tq)eRe(Al(ﬁ))t cos(%ﬂ') + 79 (eRe()\l(f))(tftg) _ eRe(Al(g))t> '

Nachdem Re(A;(€)) < 0 und t > ¢ —t, ist, gllt el (©)(t—to) _ gRe(Xi (&) > 0. Aulerdem ist geméfl

unserer Wahl eReGu(©)t 5 =305 5707 — o=4F7 Damit folgt also fiir to = 27y, t = Z7pm und alle
fGRS mit ‘£| > Ry

(rg — 7,) Im (6*1“” _ 6A1<5)<t—to>) + (5 4+ 7,) Re (emat _ ekl(ﬁ)(t*to)) S ¢

wobei ¢ := 7,6~ % "sin(Z7) + (1 + 7,)e” % " cos(Zm) > 0 ist. Zusammen mit (6.19) bedeutet
dies, dass ein R € RT mit R > R, existiert, sodass fiir alle £ € R® mit [£| > R gilt:

2 2 - —2 g2 . c(Tg — T,
Fotron (Lrom, €) < Tl " Ta g2 C<—a!£| U g o= A0 T0) 3”-
QCUTgﬂ' IQTG QCUKTQW

Wohlgemerkt sind dabei a und R unabhéngig von o. Fiir alle r € R mit 7 > R und alle 0 € R
ist also nun ,

fg TM( T, 1) < —ar~2e" 7", (6.21)
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6 Nichterhaltung der Positivitat fiir das Modell DPLW (2,2)

Nachdem wir nun Auskunft Gber die Negativitdt von f;,%Tw(ngﬂ, r) haben, kénnen wir zuriick-
kehren zum Integral aus (6.17). Wir zerlegen dieses in

9‘7’%797"( ToT, 0 \/>/ fa 7'97r 7—977 T)T' dT‘
f, 7 2 2 %5 7 2
“Vz fvvlfeﬂ(fﬂ’r)r dr+4/— fo trgn (GTom, )72 dr.
™ Jo 2 T Jr ’2

Das erste Integral lasst sich unabhéngig von o € Rt abschitzen, denn nach Satz 6.13 existiert ein
C € R* sodass fiir alle 0 € R

R _ _ R
/0 fa,%mﬂ(%nm,r)ﬁ drgsup|fa,%797r(£7'97r,r)|/ r2dr

7R3 max | fo 17, (377, )| < CR3

¢€B(0,R)

gilt. Fiir das zweite Integral verwenden wir die Ungleichung (6.21) und erhalten

<z 7 2 RSP P ® a2,
- - _ —Zr
/R foiron (From, r)r?dr < —a/ r2e T ridr = —a/ e~ =" dr.

R R

o0 7&7”2 \/§ o _s2 1 i o
/R e dr—a/\%Re ds—a\/;(l—erf(ﬁR)>,

wobei erf(-) die Gaufische Fehlerfunktion bezeichnet. Insgesamt erhalten wir also

O, 1ryr ({707, 0) = \/z/o Fotrgn Grgm,r)r?dr < ;\/ECR?’ — g(l — erf(%R)) .

Dieser Ausdruck strebt jedoch fiir 0 — 0 gegen —oo, da erf (%R) gegen Null konvergiert und a,
C und R unabhéngig von o sind. Demzufolge kénnen wir o € R* so klein wihlen, dass

Dabei gilt

0 I1em,0) <0

o, iTem (4
gilt. Aufgrund der Stetigkeit von 6, 1., ({747, -) existiert dann auch ein e € RT, sodass

O 1ryr (5707, 2) <0

fir alle x € B(0,¢) C R? gilt. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Anschaulich ldsst sich das Ergebnis folgendermafien interpretieren: Anfénglich herrscht eine kon-

stante Referenztemperatur vor. Die Warmequelle der Form z > 3 - exp(—%) wird zum Zeit-
punkt ¢ = 0 angeschaltet und zum Zeitpunkt tq = %’7’971' wieder abgeschaltet. Da 7y als sehr klein

angenommen wird, handelt es sich nur um eine sehr kurze Dauer. Wahrend dieser erzeugt die
Wérmequelle um den Punkt z = 0 herum eine, nachdem auch o klein ist, sehr hohe Temperatur,

DPLW (2,2) hierzu eine Temperaturentwicklung vorhersagen, die iiber die Zeit hinweg (vermutlich)
oszilliert und dabei, beispielsweise im Punkt @ = 0 zum Zeitpunkt ¢ = %7'971', in den negativen
Bereich ausschliagt. So kime es also bei solch einer extremen Wérmezufuhr zeitweise zu einer
Abkiihlung.
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7 Exponentielle Stabilitat zur Three-Phase-Lag-
Thermoelastizitat im Intervall

Fiir die Three-Phase-Lag-Modelle der Warmeleitung TPLW (1,1,1) und TPLW (2,1,1) bewiesen
R. Quintanilla und R. Racke in [QRO8] unter der Voraussetzung 75 > x*7, fiir TPLW (1,1,1) und
2’”" > 1 > k*7, fir TPLW (2,1,1) die exponentielle Stabilitdt von Losungen auf beschrankten
Geb1eten Wie in [BQR14] gezeigt wurde, fiihren die Grenzfille 7,7 = x*7, und 2*”9 > Tr = K'T,
ebenfalls auf exponentiell stabile Losungen, hingegen ist nach [BQR14; QRO8] keme exponentielle
Stabilitdat oder sogar Instabilitdt zu erwarten, wenn die Bedingungen verletzt sind.

In diesem Kapitel sollen nun die entsprechenden Three-Phase-Lag-Modelle der Thermoelastizitét
TPLT (1,1,1) und TPLT (2,1,1) untersucht werden. Wéhrend zur klassischen Thermoelastizitat
und zu derjenigen mit Second Sound eine Reihe an Resultaten zur exponentiellen Stabilitit vor-
liegen (siehe etwa [JRO0; Rac02; Rac03]), wurde aus der Kategorie der Phase-Lag-Modelle da-
hingehend bisher nur das Dual-Phase-Lag-System DPLT (2,1) betrachtet (siehe [Kur08; Qui03;
QRO6b; Wei09]). In den Ergebnissen aus [Qui03; QRO6b] finden sich dieselben Bedingungen an
die Parameter 75 und 7, wieder, wie sie schon im Zusammenhang mit der Stabilitit des zuge-
horigen Warmeleitungsmodells DPLW (2,1) in [Qui02] auftauchten. Daher ist davon auszugehen,
dass auch fiir die Thermoelastizitdtsmodelle TPLT (1,1,1) und TPLT (2,1,1) die von den War-
meleitungsmodellen TPLW (1,1,1) und TPLW (2,1,1) her bekannten Voraussetzungen 7,7 > k*7,
und 2’”" > 717 > Kk*1, eine Rolle spielen werden. Der Nachweis der exponentiellen Stabilitat wird
mlthllfe aufwendiger Energieabschitzungen gelingen, wihrend die Instabilitdt durch einen Fou-
rierreihenansatz belegbar ist. Behandelt wird lediglich die eindimensionale Situation mit einem
Intervall als Gebiet, welches wir ohne Einschrédnkung als (0, L) mit L € R* annehmen. Aus den
Untersuchungen zur klassischen und hyperbolischen Thermoelastizitét in [JR00; Rac03] sowie zum
System DPLT (2,1) in [Kur08] ist bekannt, dass eine Ubertragung auf héhere Raumdimensionen
nicht ohne Weiteres moglich ist und zusétzliche Anforderungen wie beispielsweise die Radialsym-
metrie des Gebiets erforderlich sind, um exponentielle Stabilitit zu erhalten.

7.1 Three-Phase-Lag-Thermoelastizitat TPLT (1,1,1)

Das allgemeine Modell zur Three-Phase-Lag-Thermoelastizitit finden wir in (1.14). Wir betrach-
ten davon das System
TPLT (1,1,1)

ouy — (N + 21Uy + 90, =0 in (0,00

0c,0; + ¢, + Yoy, =0 in (0,00

q+ 74q; + Kb + K790 + KTV + KTV =0 in (0,00
(0,00

vy =0 in
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7 Exponentielle Stabilitdt zur Three-Phase-Lag-Thermoelastizitit im Intervall

Die Funktionen u und 6 einer auf [0, 00) x [0, L] hinreichend glatten Losung (u, 6, ¢, v) 16sen auch
das reduzierte System

oty — (A + 20) Uy + 70, =0 in (0,00) x (0,L), (7.2a)
Qc'uplet + ryTODluta: - D20wz - O iIl (O’ OO) X (07 L) )

mit den Differentialoperatoren
Dl = at + Tqatt und D2 = k"Id + T:at + /‘iTgatt .

Dieses ergibt sich, wenn man den Operator D; auf die Gleichung (7.1b) anwendet und den Aus-
druck D, g, laut der nach z differenzierten Gleichung (7.1 ¢) sowie die Zeitableitungen von v geméas
dem Zusammenhang (7.1d) ersetzt. Die Funktionen u und 6 sollen gewisse Anfangsbedingungen

u(0,) =ug, u(0,-) =uy, 6(0,-) =0y, 6,(0,-) =01, 6,4(0,-) =60, 1in (0,L)
und homogene Dirichlet- oder Dirichlet-Neumann-Randbedingungen
u(t,0) =u(t,L) =0 und 6(t,0)=06(t,L) =0 oder 60,(¢t0)=20.(¢tL)=0 firte]0,00)
erfiillen. Unser Ziel ist es, unter der Voraussetzung
T, > KT,
die exponentielle Stabilitdt der Losung (u, #) in der Art
FCEeR Fc e RTVL€[0,00) : [|0()]l L2 (0.0 + 1wl 20,0y < Ce™

zu zeigen. Das System (7.2) wird handhabbarer, wenn die gekoppelten Gleichungen eine dhnliche
Struktur und Ableitungsordnung aufweisen. Dies erreichen wir, wenn wir auf (7.2a) den Operator
D, anwenden:

0D1uy — (A + 2p)Druy, + D16, =0 in (0,00) x (0, L), (7.3a)
0¢, D10y + yTyDiuy, — D2y =0 in (0,00) x (0,L). (7.3b)

Wir werden die exponentielle Stabilitdt zundchst fiir das System (7.3) in Form der Eigenschaft
IDeR"Ide RVt [0,00): &(t) < DE0)e

nachweisen. Dabei wird & eine geeignete Gesamtenergie des Systems sein, die sich aus Quadraten
der L?>-Norm der Losungskomponenten D;u und 6 und jeweiligen Ableitungen zusammensetzt.
Nachdem es schwierig ist, die genannte Abschitzung fiir & direkt zu zeigen, werden wir ein
sogenanntes Lyapunov-Funktional .Z konstruieren, das sich dadurch auszeichnet, dass es zum
einen dquivalent zu & ist, d. h.

dby e RT Jby, e RTVE € [0,00) : 01 &) < ZL(t) < (1),

und dass es zum anderen die Abschétzung

Jbs e RT Vit € [0,00) : %Z(t) < —b3&(t)
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7.1 Three-Phase-Lag-Thermoelastizitdit TPLT (1,1,1)

erfiillt. Aus diesen Eigenschaften kann mithilfe des Lemmas von Gronwall (siehe Lemma A.15
in Anhang A.4) das exponentielle Abklingen der Gesamtenergie und damit insbesondere das von
ID1u(t)|| 12(0,y) und [|0(2)] 12 ((0.1)) gefolgert werden. Uber die urspriingliche Differentialgleichung
(7.2a) und die Variation-der-Konstanten-Formel werden wir im Anschluss auch das exponentielle
Abklingen fiir ||u(t)|| 20,2y erhalten. Die vorliegenden Randbedingungen werden sich bei den
Energieabschétzungen weitestgehend dhnlich behandeln lassen. Unter der homogenen Dirichlet-
Randbedingungen fiir § wird im Gegensatz zur Neumann-Randbedingung ein Randterm auftreten,
der allerdings wie in [QRO6b] aufgefangen werden kann. Wir werden mit dem Fall homogener
Dirichlet-Randbedingungen fiir u und € beginnen und daraus anschlieflend die Ergebnisse fiir den
Fall, dass 6 einer homogenen Neumann-Randbedingung unterliegt, ableiten.

Zur abkiirzenden Schreibweise legen wir fest, dass im Folgenden (-,-) := (-, ) ;20,1 r) das reelle
L2-Skalarprodukt auf (0, L) und ||-|| die davon induzierte Norm bezeichne.

7.1.1 Homogene Dirichlet-Randbedingungen

Wir gehen von zwei hinreichend glatten und reellwertigen Funktionen u : [0, 00) x [0, L] — R und
6 :[0,00) x [0, L] — R aus, die das System (7.2) und damit auch das System (7.3) zu homogenen
Dirichlet-Randbedingungen

u(t,0) =u(t,L) =0 und 6(¢t,0)=0(t,L) =0 furte [0,00) (7.4)
16sen.
Bemerkung 7.1 (Wohlgestelltheit). Die Wohlgestelltheit des Systems (7.3) unter Anfangsbedin-
gungen und homogenen Dirichlet-Randbedingungen wurde in [Bor12], dort auch fiir zwei und drei
Raumdimensionen, bewiesen. Uber die Transformation V' = (Dyu, Dyuy, 0, 0, 6,,)" erfolgte die For-

mulierung in Fom eines abstrakten Cauchy-Problems SV (t) = AV (t), V(0) = V;, im Hilbertraum
H = H}(Q) x L2(Q) x H}(Q) x H} () x L*(Q). Fiir Q := (0, L) ist

0 1 0 0 0
A2 5 0 0 ~19 —1%y,
0 i o 0 T
A:DACH—H, V| 0 0 0 1 0 1%
0 0 0 0 1
O - QZTiq T Q:u *Tq Tx QCT:TQ Tx lez—zq Txr ?1(1

mit D(A) :={V € Hy(Q)® | 0,,Vi € L*(), k" 0ps Vs + 7,020 Va + K790, Vs € L*(Q) } .

Es wurde gezeigt, dass A dicht definiert und abgeschlossen ist und der Operator A — wld fiir

hinreichend grofie w > 0 dissipativ und surjektiv ist. Aus diesen Eigenschaften folgte mit dem

Satz von Lumer-Phillips, dass A eine Cy-Halbgruppe erzeugt und somit das zugehorige Cauchy-

Problem wohlgestellt ist. Fiir den Nachweis der Dissipativitiat war die Wahl des Skalarproduktes

auf H von zentraler Bedeutung. Im Fall einer Raumdimension lautete dieses

VW, = 250 v 0,00 + LV Wa) + (0,3, 0,W3) + T (0, Vi, 0, W) + STV, W)
0

Tq Tq 0

Die positive Definitheit stellte dabei die erste Poincarésche Ungleichung sicher.

Das im Zusammenhang mit der Wohlgestelltheit entwickelte Skalarprodukt soll uns wie in [QRO6b]
als Ausgangspunkt fiir die Energieabschiatzungen dienen. Als ein Bestandteil der zu konstruieren-
den Gesamtenergie & bietet sich diejenige Energie an, die mit der von dem Skalarprodukt (-, )
induzierten Norm ||-||3 korrespondiert.
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7 Exponentielle Stabilitdt zur Three-Phase-Lag-Thermoelastizitit im Intervall

Definition 7.2 (Energie Ey ). Als die von |- ||3 induzierte Energie definieren wir firt € [0, 00)

2

Ey(u,0;t) = %H (Dru(t), Dyug(t), 0(1), 0:(t), 04 (1)) ||,

L/o 2 A+2u 2, 0CTq 2 2 T, 2)
= —| = ||D1us(t)]|” + Diu,(t)||” + O ()" + |0 (V) ]]” + ==||0s(t .
B (TqH 1 (1] T [ Dyus (1)]] T, 182 ()™ + 1162 (2)]] TOH ol

Wie bereits erwihnt, suchen wir eine Gesamtenergie &, die &(t) < D& (0)e~ fiir gewisse positive
Konstanten D und d erfiillt. Sofern D = 1 wire, wiirde die Abschitzung mithilfe des Lemmas von
Gronwall aus £&(t) < —d& (t) folgen. Da Ey Bestandteil der Gesamtenergie & sein soll, liegt es
daher nahe, in einem ersten Schritt zu untersuchen, was sich tiber %EH (u, 0;t) aussagen lasst.

Fiir die nachfolgenden Energieabschéitzungen wollen wir vereinbaren, dass eine auftretende Kon-
stante cp, bzw. cp, stets anzeigt, dass die erste bzw. zweite Poincarésche Ungleichung aus Satz A.14
verwendet wurde. Aufsteigend nummerierte e-Konstanten wie €1, €, usw. entspringen der Young-
schen Ungleichung A.12. Sie sind zunéchst beliebig aus Rt werden aber im Laufe der Beweise
in geeigneter Weise fixiert werden. Héufig vernachléssigen wir den Faktor % in der Youngschen
Ungleichung und verwenden diese in der groberen Variante ab < ca® + ébQ. Weitere positive Kon-
stanten, deren genaue Gestalt nicht von Bedeutung ist, bezeichnen wir mit indizierten Varianten
des Groflbuchstabens C', die andeuten sollen, zu welchem Funktional die Konstante gehort und
ob, und wenn ja zu welchen e-Konstanten eine Abhéngigkeit besteht, also etwa C’}EH (€1,€2) oder
C%,,(€2). Wie diese Konstanten konkret festzulegen sind, wird aus den Beweisen ersichtlich. Man-
che Konstanten, die unmittelbarer in das Endergebnis einflielen, werden konkret angegeben oder
erhalten eigene Bezeichnungen. Zugunsten der Ubersichtlichkeit verzichten wir innerhalb der Be-
weise auf die Argumente der Funktionen und schreiben beispielsweise D u statt Dyu(t), ||6|| statt
10(t)|| und (Dyu, 0) statt (Dyu(t),0(t)). Alle Gleichungen und Ungleichungen gelten stets fur alle
t € [0,00). Die auftretenden Konstanten sind jeweils unabhéngig von ¢ und auch unabhéngig von
den Funktionen » und 6.

Lemma 7.3 (Eigenschaft der Energie Ey). Fir t € [0,00) gilt

QCy
Ty

+ O (22) |0 ()1

wobei €1, €2 € RT beliebig gewdhlt werden konnen und abhingig davon Cp, (e1,¢2), Cg, (€2) € RT
geeignet festzulegen sind.

o 160 (£)11” + | Druee (0)1” + €210 (1) + O, (61, 22) 16 (D

BEWwEIs: Wir bilden das L?-Skalarprodukt der Differentialgleichung (7.3 a) mit =D;u,. Nachdem
Diu(t,0) = Dyuy(t, L) = 0 ist, treten bei der partiellen Integration keine Randterme auf und wir
erhalten mit den Ungleichungen von Cauchy-Schwarz A.13, Young A.12 und Poincaré A.14 (i)

d1 A+2
110 (Q‘|D1ut‘|2 + MHID1UIH2> == l<0taplutz> + 7<9tt7,D1utz>
dt2\ 7, Ty Tq

1 2
< alDrul + = (L) er,l0ual* + 780 Druws) . (75)
1

q

Fiir £; kann dabei ein beliebiger Wert in Rt gewihlt werden. Aus dem L2-Skalarprodukt der
Differentialgleichung (7.3 b) mit T%)Qtt,

Co L, . .
QT (O + 701it, 01e) + V(D1 Ope) — ?<1f Ors + T Otow + K701z, 0n) =0,
0 0
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7.1 Three-Phase-Lag-Thermoelastizitdit TPLT (1,1,1)

ergibt sich mittels partieller Integration, da 6;,(t,0) = 6 (t, L) = 0 ist,

d1 < 0C, T,

KTy

H@th <0w7 9ttz> - ’7<D1Utac7 9tt>

2 | T, 2 QCv
e L TN +uemu) 2 0 -

ch

< - H9tt|| +2 H9 "+ C%, (62)”9th —7<Dlutw,9tt> (7.6)

fiir ein beliebiges e, € RT und C%, (e2) = QL(;—) AuBerdem ist

1
< 200,117 + —[16: 1% :

Aus (7.5)-(7.7) folgt

d oc,
@EH(%QJ)S— 102l + 1| Dywge||* + €216, +Cp, (e1,€2) |0 +C3, (e2) 163 |I”
mit Ch, (e1,62) = 2 (2) ep, + 2. O

Im eben gefiihrten Beweis haben wir die Differentialgleichung (7.3b) mit 6;; multipliziert, um
den Term ||0;]|?, der in der Energie Es(u,6) auftritt, zu erhalten. Ausgehend von der Form von
(7.3b) ist es jedoch naheliegender, den Multiplikator D;6 zu verwenden. Hieraus motiviert sich
das Einfiihren einer weiteren Energie.

Definition 7.4 (Energie E). Wir definieren fir t € [0,00)

1
E(u,0;t) := §(QT0”DM(15)H2 + A+ 20)To | D, (1)1 + 0, [ID2OO)1* + £716.(8) 1"

+ (7075 + £79) |0 (D) | ) + 177 (0:(1), 012 (1))

und

1
B(uy, 051) == 5 (QToHDlutt(t)H2 + A+ 20)To || Dy ()| + 0cu D10 ” + 7[00 (8) |

+ (1)1 + /‘JTG)HHttx(t)W) + K77 (012 (1), 011 (1)) -

Im Gegensatz zu Ey(u, ) sind die Energien E(u,0) und E(uy,0;) direkter mit dem System (7.3)
verkniipft und besonders gut an dessen Struktur angepasst. Wie der folgende Satz 7.5 zeigt,
sind ihre ersten Zeitableitungen zu einem Ausdruck negativen Vorzeichens identisch, wobei die
Voraussetzung
T, > K'T,

von Bedeutung ist. Dies wird spéter von Vorteil sein, denn so kénnen wir < (E(u, 0) + E(uy, 0;))
mit einem beliebig groflen Faktor multiplizieren und dadurch entsprechende Terme positiven Vor-
zeichens aus den Abschétzungen zu anderen Funktionalen auffangen, ohne dabei anderweitige
Storterme zu generieren. Die Tatsache, dass E(u, 0) + E(u., 6;) monoton fillt, birgt zugleich auch
erste Informationen zur Beschrianktheit der Losung. Allerdings ldsst E(u, ) keine Riickschliisse
auf die Funktion 6, sondern nur auf deren Zeitableitungen zu (vergleiche die Abschétzung (i) in
Satz 7.5). An dieser Stelle ist die Energie Fy, (u, 6) aussagekréftiger, da sie den Term ||6, ||* umfasst,
der nach der ersten Poincaréschen Ungleichung den Term ||6]|? dominiert.
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7 Exponentielle Stabilitdt zur Three-Phase-Lag-Thermoelastizitit im Intervall

Satz 7.5 (Eigenschaften der Energie E). Es gelte ) > k*7,.
(i) Es existiert eine Konstante C, € RT, sodass fir alle t € [0,00) gilt:

E(u,0;t) + E(ur, 045) > CE(IIDWt(t)H2 + D (D) + [1Drua ()] + | Pruea (1)

+ D@ + ID18: O + [0 (DI + 102 ()] -
(i) Firt € [0,00) ist

d
3 (B 0:t) + B(uy, 051) = —(7 = 6 7) |00 (O = (5707, + 77 — 5°7) |61 (D)

— K77y |Oruea (B || -

Da insbesondere < (E(u, 0;t)+E(uy, 04 t)) < 0 gilt, ist E(u, )+ E(uy, 0,) durch die Anfangs-
energie zum Zeitpunkt t = 0 beschrinkt: E(u,0;t) + E(u, 6;;t) < E(u,0;0) + E(u, 6;0).
BEWEIS:

(i) Wenn wir die Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und Young in der Form

* * -2 * * 2
K K*T, K K*T
K*Tq<gﬂc79tm> 2 _?”91”2 - 2q Hethz und H*qutﬂcaettw) = —5\|9tx||2 - 2q H‘gttw”Z
verwenden, ergibt sich, nachdem 77 > x*7, vorausgesetzt ist,
K* T Ty + KT, T, — KT + KTy KT
5”015“2 + %0"91‘1”2 + K*Tq<9x70tx> > = 9 1 Hetng > TGHGM:HQ
und
K* T T, + KTy T, — K*T2 + KTy KT
G Ball” + == e+ 577 (O, ) > 0| 2 S Bl

Demzufolge erhalten wir die behauptete Abschétzung mit Cg := % min{ oTo, (A + 2p) Ty, 0y, KTy } -

(ii) Wir wenden auf die Differentialgleichung (7.3b) den dazu naheliegenden Multiplikator D;6

an, was den Ansatz fiir das Zustandekommen der Energie F bildete. Aufgrund der Randwerte

Diuy(t,0) = Dyuy(t, L) = 0 und D,60(t,0) = D,6(¢t, L) = 0 ergibt sich durch partielle Integration
d1

&ycvupleuz = yTo(Dyuy, D16,) — (Do, D16,) . (7.8)

GeméB der Gestalt der Operatoren D; und D, lédsst sich der Term (Do0,, D,6,) darstellen als

<D201’ D10w> = <ﬁ*9x + 7—:9151 + IiTeetm, etg; + qutta:>
a1

Cdt2

* 2 * 2 2

-k Tq”etzH + 7|0 || +/{'7—9Tq”9tta:” .

(W00 + (757 570) [Bua ]+ 2577, 6, 000))

Damit geht (7.8) iiber in

d1
255 (el Dbl + K181 + (5, 70) 00 + 2677, 821 610))

= —(15 — £ T)N0u))* — K707 |0uic|* + Y To (D1, D16s) -
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Das L*-Skalarprodukt der Differentialgleichung (7.3 a) mit ToD;u, fithrt auf

d1
== (TPl + A+ 2Ty Dy ]?) = —To(Di6, Dy

Nehmen wir die letzten beiden Gleichungen zusammen, erhalten wir
LB, 0:1) = — (77 — K1) [100a] Ouee ||’
P 05t) = —(7) = &77) |0 |” — K7omg || G|

Auf analoge Weise folgt

d
—E(u, 045t) = — (1, — H*Tq)H@mH2 - HTeTqH@tth2-

dt O

Wir kénnen uns weiterhin von der Vorstellung leiten lassen, dass wir eine Abschitzung der
Form $&(t) < —dé&(t) suchen, auch wenn dies nicht unmittelbar die Ungleichung ist, die wir
schlussendlich werden zeigen kénnen, und der Weg vielmehr iiber ein Lyapunov-Funktional fiih-
ren wird. Die Gesamtenergie & soll sich aus den zwischenzeitlich definierten Energien Fy (u, #) und
E(u,0)+ E(u,0;) zusammensetzen. Aus den bisherigen Resultaten aus Lemma 7.3 und Satz 7.5
erhalten wir fiir die Abschétzung von %éa (t) auf der rechten Seite der kleiner-gleich-Relation die
negativen Terme —||0: %, —||0s |, —|0st2||* und —||0ss||*. Ein Blick auf die Definition der Ener-
gien Fy und E zeigt jedoch, dass an dieser Stelle weitere Terme wie beispielsweise — ||Dju,,||?
und —||6,|* notwendig sind. Daher geben wir im Folgenden drei Hilfsfunktionale G;, Gy und G3
an, die spiter Bestandteil des Lyapunov-Funktionals werden und die benétigten Terme negativen
Vorzeichens liefern. Allerdings werden damit zugleich weitere unerwiinschte Terme positiven Vor-
zeichens geschaffen. Sofern diese gegen ||0;.]|%, |04 ||* und |64 ||* abschitzbar sind, stellen sie kein
Problem dar, da sie spéter durch ein entsprechend grofies Vielfaches von %(E (u,0) + E(uy, 0;))
ausgeglichen werden kénnen. Andernfalls versuchen wir, die Terme moglichst klein zu halten. Im
Fall, dass 7, = k*7, ist, ist die Situation noch etwas ungiinstiger, da unter Punkt (ii) des Satzes
7.5 der Term —||0;,|* entfillt und somit auf kiinstlichem Weg geschaffen werden muss. Vorerst
aber erfolgt keine Unterscheidung zwischen den Fallen 7 > s*7, und 7, = k"7, sie wird erst

gegen Ende des Abschnitts eine Rolle spielen.

Lemma 7.6 (Hilfsfunktional G). Firt € [0,00) definieren wir

2’}/T0

H*

Gi() 1= 0.0 + 2 D), 00).

Dann gilt fiir alle t € [0, 00)

d
361t < —16: ()1 + esce, | Drwes ()1 + CE, (€)1 (D)1 + CF, 100t () + Ce, ID18:(0)]

wobei €5 € RT beliebig gewdhlt werden kann und die hiervon abhdingige Konstante Cg (e3) sowie
die von €3 unabhdingigen Konstanten Cf, und C%. in RT geeignet festzulegen sind.

BEWEIS: Das L?-Skalarprodukt der Differentialgleichung (7.3b) mit 26 lautet

29Ty

K*

20c,

K-/*

(D10,,0) +

2
<D1utz7 9) - E</€*9w$ + Tjgtww + KTeattxzv 0) - 0
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7 Exponentielle Stabilitdt zur Three-Phase-Lag-Thermoelastizitit im Intervall

und fithrt durch partielle Integration unter den Randwerten 6(¢,0) = 6(¢, L) = 0 auf

d 24T, 24T, 20c, 2K,
T (001 + 22D, 6) ) = ZEE D, 1) = 200 = 25(D101,6) — 7 (G0, )
1 T
< ~200.] + sl Dl + (5, NI
1 /o0c, KTg
+5 (% A N N ( ) 0ulP, (7.9

wobei 01, d, sowie e3 bei der jeweils verwendeten Youngschen Ungleichung beliebig aus R* gewéhlt
werden konnen. Die Terme ||| und ||6;||* lassen sich mit der ersten Poincaréschen Ungleichung
gegen cp, ||0,||* bzw. cp,||0:.]|* abschéitzen. Aufgrund der homogenen Dirichlet-Randbedingung fiir
u und der Tatsache, dass die Raumdimension eins ist, erhalt man

/OL Diu, dz = (Dyu)(L) — (Dyu)(0) = 0, (7.10)

sodass die zweite Poincarésche Ungleichung A.14 (ii)
1Dy ||* < e, | Dyt |

liefert. Mit diesen Abschétzungen gehen wir zuriick zu (7.9) und schliefien

d /7 29T 1
(Z 10,17 + 2R D1, 0)) < (2 e, + B0 + zser [Pyt + 5
dt \ k (51

+ 2 (0 Mol + 5 ()

0Cy 2 2
) D6

Wenn wir &, und d; als 6, := 5_— und d, := ; festlegen und C, := 7-(%2)?, CZ, := 5 (*7£)* und
Ce (e3) == C;l (”LTO) setzen, entsprlcht dies der behaupteten Unglelchung O

Lemma 7.7 (Hilfsfunktional G5). Firt € [0,00) definieren wir

Go(t) := 60(Dru(t), Diu,(t)).
Dann gilt bei Wahl einer geeigneten Konstanten Cg, € RT fiir alle t € [0, 00)

d
;G2 < =500+ 200) | Dyt ()|” + 60| Druss (1)1 + Coa [ D18 (1)

BEWEIS: Das L2-Skalarprodukt der Differentialgleichung (7.3 a) mit 6D;u,, ergibt
6Q<D1utt7 Dluzr> - 6<)\ + 2,U')H,D1urr”2 + 6’7<D19'Ea Dl“lr"c) = 07

also ist

d
a6Q<Dlum7D1utx> = _6()\ + 2IU’)H,Z)1ULEIH2 + GQ”DIUtIHQ + 6’7<D16$7D1uzx> .

Fiir den letzten Term verwenden wir die Youngsche Ungleichung in der Form
97?2
A+ 2u

67(D10,, Dittyy) < (A4 200) | Drttae||” + Cy | D16, ]|* mit  Cg, ==

und erhalten damit die behauptete Abschétzung. O
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Lemma 7.8 (Hilfsfunktional G3). Firt € [0,00) definieren wir

120

G0 =7t 2

(§<Dlutt(t),D20I(t)> + (Dlem(t),Dgem(t))) .

Dann gilt fiir alle t € [0, 00)

d
;08(t) < (=1le+ 240%0) [ Dyure (1) + (A + 202) | Dt (1)

+ 1264 ((Dyuia (£,0))” + (Dra(t, L)) + Cl, () D10:(#)|* + CZ, (22) | D20, (1)
+ C2, D20 (O]

wobei e4 € RT beliebig gewdhlt werden kann und die davon abhdngigen Konstanten Cé;g (€4) und
C%, ,(€4) sowie die von ¢4 unabhdngige Konstante C3 in RT geeignet festzulegen sind.

BEWEISs: Wenn wir das L?-Skalarprodukt der Differentialgleichung (7.3b) mit 129 7t D1ty bilden,

erhalten wir
120%¢c,

¥To

120

<D19t7D1utz> + 120”D1Ut1H2 T <D29TT3D1utr> =0.
0

Dabei gilt

=L

(D, Dris) = | (Dr)(Pab) do = [(Drtes) (Pab)] 2y = [ (Pvtees) (Dabs) e

d
E <D1um:c’ D26x>

a_r
dt A+ 2p

= [(Dlutl’)(D29$>]zZ§ + <D1ua:a:aD29t:c> -

= [(Dlutw)(D26 )] <D1uxwu D29tw> <QD1utt + fyDlexu D291> 9
wobei im letzten Schritt der Zusammenhang aus der Differentialgleichung (7.3 a) verwendet wurde.
Auf den durch die Dirichlet-Randbedingungen verursachten Randterm werden wir gleich zuriick-
kommen. Vorerst bleibt festzuhalten, dass

d 120
_— D D0 D,6.., D50,
dtTo()\—l—Q,u)( < 1Utt, 2 ) < 1 2 ))
120%¢c, 120 12 o=
= ~120|[Dyea|* = = (Duh, Do) + 2Dt Do) o (D) (Do),
gilt. Die Youngsche Ungleichung ermoglicht
12 201, 6 Cy
2T D16, Dras) < ol Drtsl + (35) el Da6ll” und
129 > L /60,2
Ditigs, Dby A+ 2u) || Dittgs 3 | D20, t C% = —
7, (Pittan Datla) < O 20)[Drtta|* + C, [ Daba* it € o= 550 (S5 )
sodass
d 120
—————(=(D D50,) + (D16,, D0
dtTo()\—l-Z,u)< < 1Ute, L2 > < 1Yz, 2z>>
6 12 =L
< _11Q”D1ut7;H2+()\+2M)HD1U:£$H2+ <’yT ) QHDlet” + = ~To [(Dlutx)(p29 )] -0
+CZ, | Dabr|” (7.11)
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folgt. Den Randterm kénnen wir wie in [QRO6b] behandeln. Zunéchst schitzen wir

120 z=L 240
ﬁ[(Dlum)(Dgﬂw)}w o = ﬁxg%!ﬂutw(t,w)\ max D50, (t, )]
2 12 0 2 2
< 12e4<wgax |Dyuy, (¢, m)|) +— <’YT0> (mg%}é}ﬂ?g (t,x)|)

fiir ein beliebiges €, € R* ab. Es ist

( max | Dy uy, (¢, a:)|)2 = max (Dlum(t,x))2 < (Dyug (2, 0))2 + (Dyuy (t, L))2

936{0 L} xE{O,L}

und mit der in einer Raumdimension geltenden Soboleveinbettung W*1((0, L)) < C°([0, L]) (siehe
Satz A.4) erhalten wir fir eine positive Konstante cg

( max |D2 (t’$)|>2 < max (DZGI(t,:p))z

ze{0,L} z€[0,L]

< es[(D202 s 0,00y = €5 (1(P202)% 110,17y + 19 (Do) 11 0 1)
= CSHD2993||L2((0,L)) + 205”(1)2 w)(D2 ﬂc:v)HLl((O,L)) :

Hieraus ergibt sich mithilfe der Ungleichungen von Hoélder und Young sowie unter Beachtung der
Differentialgleichung (7.3 b)

2 2 C% 2 9 2
(xg%g)EJDZ (t,x)]) < CSHD29wHL2((o,L)) + ZXHDﬁwHLZ((o,L)) + E41HD2eacao-||L2((o,L))

C
= (14 3)eslDabe|* + e, D10y + ATy Dru |
4

C
< (14 3)eslIDobell” + 2631 T0)* [ Duta|* + 263 0PI D16
4

Insgesamt folgt nun

12 -
TTQ [(Drue)(Do62)]27) < 240%]|Druee|* + 1264 ((D1uaa (£,0))” + (Druea(t, L))
0

2C’U 2
+ 2454(?” ) IDb + C2, () Do |
0

mit Cg, (e4) := 1555 (’YTO) (1+ CS) Wenn wir diese Abschéitzung in (7.11) einsetzen und die Koef-
fizienten vor dem Term ||D19tH2 in der Konstante Cf,, (g4) :== (iQTCO )?0 + 24e4(%7+)? zusammentfas-

sen, erhalten wir die behauptete Ungleichung. O

Um den Term (Dju,(t,0))% 4+ (Diw(t, L))?, der bei der Abschitzung von 4G5 entstanden ist,
kompensieren zu kénnen, konstruieren wir noch ein weiteres Funktional G4, wobei wir die Idee

aus [QRO6b] tibernehmen.

Lemma 7.9 (Hilfsfunktional G4). Firt € [0,00) definieren wir

1
Ga(t) = 4o(Drun(t), ¥Druss (1) mit ®: [0.L] 5 R, @+ - % .
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Dann gilt fiir alle t € [0, 00)

%Gm) < =+ 2) ((Drue(t,0)* + (Dyusa(t, L)) + <2(AZ2M) " 55) P O
O v (17 + 1D + C2, () D8 (D)

Lo
wobei €5 € R beliebig gewdhlt werden kann und die davon abhdngige Konstante 0(2;4 (e5) sowie
die von €5 unabhdingige Konstante Cf_ in R geeignet festzulegen sind.

BEWEIS: Die Funktion ® besitzt die folgenden im Laufe des Beweises niitzlichen Eigenschaften: Es
gilt |®(x)| < L fir alle z € [0, L], wobei ®(0) = 1 und ®(L) = —3 ist, und @ ist differenzierbar mit
®y(z) = 0und @, (x) = —1 fiir alle z € [0, L]. Ausgangspunkt fiir die nachzuweisende Ungleichung
ist das L2-Skalarprodukt der nach ¢ differenzierten Differentialgleichung (7.3 a) mit 4®D;u,

40(D1usss, PDrusy) — 4A + 2p) (D1 tbzr, PDrutss) + 4y(D10yy, PDruys) = 0. (7.12)

Die ersten beiden Skalarprodukte kénnen wie folgt umgeformt werden: Zum einen ist
d
(D, (I)Dlutx> = —(Druw, 0,(PD1us,)) + &<D1Utt; ®D1utx>

d
= —(Dyuw, PDrusy) + &a)lutt’ DDy, )

1 d
_ﬁupluttw + a(pﬂim Dy uy,)

wobei sich (Dyuy, PDiuyes) = 5=||Drug||* wegen @, = —+ aus

L‘

2L

1 2 1 2

—\ 11U, 1Uta) = —(P1Ugt, Oy 1Ust)) — I P1Uke|| = \P1Usta, 1Ugt) — F ([ P1Use

(Dt Dytes) = ~(Dyte, 0o (@D 1)) — 7 [Drt* = (D, ®Dyue) — 7 [ Dyos]
ergibt. Zum anderen haben wir

1
<D1ut.'mc7 q),Dlutz> = <(I)D1utzm7plutx> = <az((I)D1utm)7D1utm> + ZH’Dlut’I‘H2
=L 1
= [(Dlutl)Qcp] =0 <(I)D1utxaplutmx> + E”Dluuuz
1 2 2 1
= 5 (P (1,0))" + (Druee(t,))°) = (@D, Dyuras) + 7 1Prne |
also
1 2 2 1
<D1utmz7¢plutm> = _7((D1utx(t70)) + (Dlutm(ta L)) ) + 7H,Dlutz||2 .
4 2L
Mit diesen beiden Darstellungen folgt aus (7.12)

£4Q<D1Utt, ODyuy,) = —(N + 2u)((D1um(t7 0))2 + (Drues(t, L))Q) + 2()‘22“) 2

dt leuth

2
+ Z[Dual’ - 49(Dibrs, $Dyuss)
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Wenn wir darin Dyuy geméf der Differentialgleichung (7.3 a) ersetzen, erhalten wir

(A +2p)

d 2
gr 12 @Dy} = = 20)((Prewa(t,0))” + (Prua(t, D)) + === P
2011\ + 2 2
+ £H MDlurz - l'Dlgm — 47<D10tma Q)'Dlutz>
LI o 0
200+ 2
<~ 20 ((Praen(t.0))° + (Pret. 1)) + 22 L2 Dy
AN+ 2p)2
+ (LQN)HDWMP +CL|ID16,|” — 4v(Dyb,,, ®Dywy,)  (7.13)

mit Cf, = %. Im Gegensatz zum spateren Abschnitt 7.2, in dem das System TPLT (2,1,1)
behandelt wird, reicht es in der vorliegenden Situation zum System TPLT (1,1,1) aus, den Term
(D10,,, ®D;uy,) mit der Youngschen Ungleichung abzuschitzen. Dadurch ergibt sich

d 2(0+2
a4Q<D1Utt7 @Dlutw> < _()\ + 2#)((D1Utz(t, 0))2 + (Dlum(t, L))z) + ((_L’u) + €5> leutzH2
4\ +2p)?
+ (LQM)HD1U9¢96H2 + CL D10, + CZ, (£5) | D1 61|
fiir ein beliebiges €5 € R™ und CZ, (e5) = %: -

Im folgenden Korollar fassen wir die Abschitzungen fiir die Hilfsfunktionale G, G4, G5 und G4
aus den Lemmata 7.6 bis 7.9 zusammen. Dabei werden die Funktionale geeignet gewichtet und die
Konstanten €3, €4 und €5 derart festgelegt, dass der durch G5 verursachte Randterm wegféllt und
ein negatives Vielfaches der Terme ||6,]|?, |Diu.||? und ||Diu,.||* erhalten bleibt. Alle iibrigen
positiven Terme werden gegen die durch < (E(u, )+ E(uy, 6;)) leicht auszugleichenden Ausdriicke
102117, 1|0si2]|* und ||0ss4||* abgeschétzt.

Korollar 7.10 (Zusammenfassen der Hilfsfunktionale). Wir legen die folgenden Werte fest:

, { 1 LQ} o\ +2p) 12
€4 1= ming ——, — €5 1= ———— 4= €
4 20’ 48 7 7° 124 YT x+2u !
A+2
ay =2+ 3C%,(e0)r™ und e5:= e
cp2a1

Dann ezistiert eine Konstante Cq € RT, sodass fiir alle t € [0, 00) gilt:

2

d
(@G + Ga+ G+ auGa) (1) < =200 (DI — 20] Dyes ()]° = 200+ 200) [ Dy (1)
+ Ca (100 + 10ua () * + 18ua (D))

BEWEIS: Wie wir in den vorangehenden Lemmata 7.7, 7.8 und 7.9 gezeigt haben, gilt fiir beliebige
€4, €5 € RT und einem vorerst ebenfalls beliebigen a, € R™ die Abschatzung

d
&(GQ + G3 + a4G4)
< —=5(A+ 201) [ Dyt ||* + 60| Druse||* + Ca, | D16 ||”
+ (110 + 240°¢4) | Druse||* + (A + 210) | Dyt ||

+ 1254((191%@, 0)” + (D (t, L))Q) + CL () |D16,)° + C2 (e) | Dobe || + C2. | Db ||
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2(N+2p)

~ s+ 20 (Do (t.0) + (Drut, 1)) - (25

4N+ 2u)?
a2 P O D0 + auC (e5) [ D16

Lo
200 +2
= (=s0+ 2457, +a, (2220 )Pl

+ CL () D10* + (Ca, + aaCE, ) D102 |1° + aaC2, (25) | D161 |* + CZ, (24) | Dot ||
+ C&,IDa00all” + (1264 = as(A + 21) ((Pruea(t,0))” + (Drua(t, L)) . (7.14)
Lo o(A+2u) 12e4

Wiéhlen wir konkret ¢, := mln{24g, %) 65 =25 und ay 1= i+ S0 sind

20+ 2 0
(LM)§2<97 A4€5 = 0, Q4 To

+ 85) ”D1UmH2

A+ 2u

+ 55)) ”D1'Um:“2 +4(A+2p) (_1 + ay

1
240%c, < 0, au < 1 und 124 = ag(N+ 2u) .

Dadurch lésst sich (7.14) zusammenfassen:

d
G+ G+ aiGa) < =20 Dy = 3+ 20) [ Dyt | + C2, (=) D20

+ e (IID10* + D10 + [ Drbia]* + [ Db
=20 Dyt |* = 30\ + 20) [ D1t |* + BCE, (24)” 10,1

2 2 2 2 2 2
+ 2 (IID10:* + (D10 + D10l + 00 ]® + [100sa* + [100seal*)

IN

Der letzte Schritt beruht auf den Ungleichungen || D50, ||* < 36*2||0, || +37:2(|0:.|| 4+ 3(K570) 2|0tz ||
und || Dby |12 < 36%2||0:2 112 + 372 0s ||? + 3(K79)?]| 04122 ]|%, die sich aus der Gestalt des Operators
D, ergeben. Als Konstanten kénnen wir ¢; := max{Cf, (c4), Cq, + asC,, C2. , a1C%, (e5)} und
o = max{c;,3C%, (e4)7;% + 3c1k™2,3C, (€4)(KT9)* + 3c17,2,3¢1(K7y)?} wihlen. Nun fiigen wir
noch a;G; aus Lemma 7.6 mit einem sogleich festzulegenden a; € R hinzu:

d
a(alGl + G2 + G3 + (14G4)

< —all6. | + argser, | Drttae||” + a1 CE, (€3) 160 I + a1 CF, 1612 |” + a1 CE, | D16
= 20/ Druea® = 3(A + 200) [ Dyt ||* + 3CZ, () 572161

+ 2 (ID10:* + D10 + (D10l + [00c]* + 10rce1* + 10reeal®)

Um im Gesamten negative Vorzeichen vor den Termen ||6,]|*> und ||Diu..||* zu erreichen, wihlen
: o 2 %2 A2 . . L N ) 3
wir a; = 2 + 3C%, (64)x"? und 3 := 2. Dann ist, mit c3 := s +a; max{C} ,C¢ , C¢ (e3)},

Cp2a

d
E(01G1 + Gy + Gs + G4G4) < *QH‘%HQ - QQ”DlumHQ —2(A+ 2#)”D1um||2

+ es(IID10:* + D101 + D10l + 00a]® + 180ca* + [18useal”)
Wenn wir noch die aus der Gestalt Dy = 0; + 7,0;; resultierenden Abschétzungen

D161 < 2165 + 27112H9ttt”2 < 2cp, |0y || + 272 cp, 18est||”
D16, |° < 2(|8..)1* + 27§||9ttx||2 und D10, |1 < 20 |” + 27§||9th2

verwenden, erhalten wir schlieflich mit Cg := c3max{3,3 + 2(cp, + 77),1 + 272(cp, + 1)} das
gewiinschte Ergebnis. O
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Bevor wir zur Definition des Lyapunov-Funktionals kommen, soll noch gezeigt werden, dass das
Hilfsfunktional a,G| + G2+ G35+ a4G4 durch die Energie Ey(u, )+ E(u, 0) + E(uy, 0;) beschrankt
wird.

Lemma 7.11 (Beschriankung des Hilfsfunktionals durch die Energie). Es ezistiert eine Konstante
Cer € RY, sodass fir alle t € [0,00) gilt:

|a1G1(t) + Go(t) + G3(t) + asGa(t)| < Cop(Exn(u,0;t) + E(u, 0;t) + E(u, 04;1)) .
BEWwEIS: Nach Definition von G;, G4, G3 und G4 lautet der Ausdruck
2’)/T0

’{/*

0,y + Gy + G + sGs = ay (;H@.HQ + 2 9)) + 60(Dytty, Dyt

12
+ T()(/\i—l—QQM) (§<D1uttap201> + <D19mD29z>> + 4as0(Druse, PDruyy) -

Mithilfe der Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und Young und der Eigenschaft [®] < I ergibt
7To

sich, beispielsweise mit ¢; := max{alg, a1 =2 + 30, (3 + as)o, ﬁ;u) + a0, %(1 + %)},
}alGl + G2 + G3 + CL4G4|
2 2 2 2 2 2 2
< 01(||DluttH + [Drus|” + 1 Drwes||” + (|07 + [|62]] + (D162 ]” + | D20 || ) :

Mit den Abschiatzungen ||6]|* < cp, ||0.]|> und || D20, ||* < 36*2|0. 1> + 375 2|01]1% + 3(570) 2|0 ||
folgt — als Zwischenschritt fiir spéater —

|a1Gy + G2 + G5 + a,G4|
< o (IDval” + 1Dsue|* + [ Dyvee|* + [Dr0:|* + 10l + 10wl + [0al®) — (7.15)
fiir eine geeignete Konstante wie etwa ¢, := ¢y max{1 + cp, + 35*%, 37,2, 3(k7)?}. Zudem ist
D10 ” < 20160l + 275 161ra |

sodass wir mit ¢; := ¢, max{3,14 277}
2 2 2 2 2 2
1G4 G + Gs + asGa| < ([ Dyua|* + [ Drrwa* + [ Drral + 1162 + 1022 ” + 10102

erhalten. Mit Ausnahme des Terms c;]|6,||*> kann der Ausdruck durch ein geeignetes Vielfaches
von E(u,0) + E(uy,0;) abgeschétzt werden, denn nach Satz 7.5 (i) ist

1Dyl + 1 Druee|” + 1Drue|” + [ Datseal® + 118 + D28 ” + [100cl” + [162c

1
< C—E(E(u, 0) + E(ut,0,)) .

Der verbleibende Term |6, ]|? ist Bestandteil der Energie Ey, und es gilt ||0,||> < 2E(u, ), wie ein
Blick auf die Definition 7.2 zeigt. Insgesamt haben wir mit Cgr 1= c3 maX{CiE, 2} eine Konstante
gefunden, sodass

la1G1(t) + Go(t) + G3(t) + asGa(t)| < Cop(Exn(u,0;t) + E(u, 0;t) + E(uy, 04;))

fir alle ¢ € [0, 00) gilt. O
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Wir kommen nun zur Festlegung einer Gesamtenergie & und eines Lyapunov-Funktionals .Z.
Zwischen diesen beiden sollen die Zusammenhénge

b &(t) < .L(t) < bE(t) und %Z(t) < by 8(t)

fiir geeignete positive Konstanten by, b, und b3 und alle t € [0, c0) bestehen. Hierzu unterscheiden
wir ab jetzt die Falle 77 > k"7, und 7, = k" 7.

* *
Fall 77 > k™1

Fiir diese Situation haben wir mit den bisher bereitgestellten Resultaten alles beisammen, um
den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 7.12 (Lyapunov-Funktional). Es gelte 7,7 > x*7,. Wir legen die folgenden Werte fest:

. 0
ay =1+ Cgg sowie & :=—, ¢e9:=— und
as as
1 2
) U,QCEH (61, 62) + CG CLQCEH (62) + CG CG
as = 1 4+ max CGE7 N " 5 " " s .
T, — K*Ty KTgTq + T) — K*Ty  KTpTy

Das Lyapunov-Funktional £ und die Gesamtenergie & definieren wir firt € [0,00) durch

ZL(t) := asEy(u, 0;t) + az(E(u, 0;t) + E(us, 04;t)) + a1G1(t) + G2(t) + G3(t) + asG4(t)
und &(t) == Ey(u,0;t) + E(u,0;t) + E(uy, 0,3 t) .

Dann ist zum einen £ dquivalent zu &, d. h. 3b1,by € RT Vit € [0,00) : b1E(t) < ZL(t) < bE(1),
und zum anderen gilt: Iby € R V¢ € [0,00) : L L(t) < —b38(2) .

BEWwWEIS: Um absehen zu kénnen, wie wir die verbleibenden Konstanten £; und &5 sowie die Fak-
toren as und az zur Gewichtung der Energieterme zu wahlen haben, tragen wir die bislang erar-
beiteten Ergebnisse zusammen. So gilt zum einen nach Lemma 7.3, Satz 7.5 (ii) und Korollar 7.10

d Cy
2 < aa(=F 10l + e Dyl + <ollfal + O (v, )0 + OB () 101
0

T as(~(7 = R )Buall® = (5rom, + 75 = KT el — R0 B

= 2[16, 11" — 20| Pyuca|I” — 202 + 20) | Dy |* + CG(IIHM:H2 + 16 l” + H<9m||2)

Cy
= (=20 + @e)) Dyt I’ = 20+ 20) [ Drtsa* = 02511
0

(=24 a98) |0u ] + (—as(r — K°7y) + a0 (e1,62) + Ca) [6s )
+ (—as(kmomy + 7 — K°7y) + 0203, (£2) + Ca) |0 |” + (—asrrory + Ca) [Ouwiz|*. (7.16)

Zum anderen folgen aus Lemma 7.11

&L <(az+ Cgp)Ey(u,0;t) + (a3 + Cor) (E(u,0) + E(uy, 6;)) (7.17)
und
&L > (a2 — Cop)Ey(u,0;t) + (a3 — Cap) (E(u, 0) + E(u, 6,)) . (7.18)
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7 Exponentielle Stabilitdt zur Three-Phase-Lag-Thermoelastizitit im Intervall

Damit in (7.18) die Positivitdt des Lyapunov-Funktionals gewahrt bleibt, sollte zunéchst einmal
as > Cgg, also etwa ay := 1 + Cgg sein. Nachdem wir a, fixiert haben, legen wir €; und €, mit
Blick auf (7.16) als ¢, := i und gy 1= 1712 fest. Aufgrund von (7.18) sollte auflerdem a3z > Cgg
gelten und um in (7.16) negative Koeffizienten vor den Termen ||0;,]|%, ||0s.|* und [|0.]]* zu
erlangen, muss as hinreichend grof3 sein. All dies erreichen wir, wenn wir as als

az =1+ max{CGE, 0:0p,(¢1,82) + Cg a0, (5) +Co Ca }

TS — KT, D KTeTy + TE — KT, KTeT,
wéhlen. Durch diese Festlegungen vereinfacht sich (7.16) zu

d Cy
=2 < =0 Dt [P = 200+ 200) [Drte|* = 4 22 |00l — (162

d¢ Ty
— (1) — ’i*Tq)”gtxuz — (kToTy + 7, — H*Tq)Hethz - RTGTqHQtttm’W
< -—a (||D1um||2 Dyt + 102 |* + 10211 + 1020l + 102ea]* + HethQ) ;o (7.19)

wobei ¢; 1= min{p, 2(A + 2u), a2 %>, 1,7 — K*7,, k797, } ist. Die Ungleichungen (7.17) und (7.18)

To ' v

bedeuten gerade, dass .Z und & dquivalent sind:
Vit e [0,00): min{as — Cgp, a3 — Cap}é(t) < Z(t) <max{as + Cgg,as + Cop}é(t).

Damit ist der erste Teil der Behauptung gezeigt. Fiir den zweiten Teil bleibt noch nachzuweisen,
dass sich (7.19) weiterhin gegen die negative Gesamtenergie abschétzen liasst. Die Gesamtenergie
& setzt sich laut Definition (siehe die Definitionen 7.2 und 7.4) wie folgt zusammen:

”DIUIHQ + QCUTq
Tq Tq T

9 2 91 2 L: 9;1; 2>
100l + 1021 + 7110
1 2 )\ 2 9 2 * 9 2 * 9 2
+ 5 (@Dl Dudl* + A+ 2T D |* + e [ D101 + £ [10.1° + (77, + 7o) 161 )
+ K,*Tq<9$, 012
1 2 2 0 2 * 0 2 % 9 2
+ 5 (@Dl Drual® + (0 + 20 To [ Dree | + oo D" + 5 00c | + (77, + 570) |61 )
+ /{*Tq<9t1’a 9ttz>
< o (IPvwel* + D1l + 1Dr s |* + Dy |* + [ D16]]° + [ D16

+102ell” + 1621”4 1162 * + H9m\|2) + 1774 ((0z, Ora) + (O, O11))

fitr ¢; := 3 max{o(+ +Tp), (A +2p)(+ +Tp), “5, 1+ K7, % + T T+ KTo + K*, 0¢, }. Des Weiteren

haben wir die folgenden Ungleichungen zur Verfiigung:

L
1Dy ||” < ep, | Drtwsa|)®s || Drual” < ep, || Ditige||”, denn wie unter (7.10) ist / Dyu, dz =0,
0

Dy < 2( 252
0

2 2
Y 2 2 2
ID1ae|* +4( =) (110ell” + 72116ue”)
) (5) (el + 75 1001)
ID16)1* < 206,117 + 277 [10.]” < 2cp, [61al|” + 2771160]|” ,
D10 < 2010uel” + 27210recl|” < 20[00el|” + 272cp, 10reeal|”

1 1
(02, 01) + (B Oa) < 1017 + 116a” + 5 160ra

(7.20)
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Sie ergeben sich mithilfe der Ungleichungen von Poincaré, Cauchy-Schwarz und Young sowie
anhand der Gestalt des Operators D; und des Zusammenhangs aus der Differentialgleichung
(7.3a). Fiir eine hinreichend grofie Konstante ¢z € Rt geniigt & folglich der Abschétzung

& < Cs(llplutacll2 + 1 Dstta |+ 110uall” + 116:]* + 162al” + 1612 ]” + H9m|!2) :

Zusammen mit (7.19) impliziert dies £ £(¢) < —L&(t) fiir alle ¢ € [0, 00). O

* __ *
Fall 77 = k™1,

Wenn 7 = r*7, gilt, entfillt in Satz 7.5 (ii) der Ausdruck —||6;.||?, sodass wir diesen auf kiinstli-
chem Weg konstruieren miissen. Wie in [BQR14] liefert das folgende Funktional H den gewiinsch-
ten Term.

Lemma 7.13 (Hilfsfunktional H). Fir t € [0,00) definieren wir H(t) := —(0,(t),0:.(t)) . Dann
gilt fir alle t € [0, 00)

d €
@ < —[16w ()" + §6H9m(t)\l2 + Cr(e6)10eea (1))

und
|H(t)| < e7Ey(u,0;t) + Cur(er) (E(u,6;t) + E(ut, 045t)) ,

wobei g und e; € RT beliebig gewdhlt werden kénnen und die davon abhdngigen Konstanten
Cr(es) und Cyp(er) in RT geeignet festzulegen sind.

BEWwEIS: Nach den Ungleichungen von Cauchy-Schwarz und Young gilt fiir ein beliebiges g5 € R

d € . 1
—H = —[|0|” — (02, 010) < —[|012]]” + =)10.])* + Crrle6)|0usel|” mit Cry(e6) == —— .
dt 2 256
AuBerdem ergibt sich fiir ein frei zu wihlendes e; € R
5 1 . 1
[H| < S 10.1” + 5—116:a” < e7 B3 (u, 0) + Cu(er) (E(u, 0) + E(w,6,))  mit Crp(er) =
2 2e7 2e:Cg
geméf der Definition 7.2 von Ey und der Eigenschaft von E aus Satz 7.5 (i). O
Satz 7.14 (Lyapunov-Funktional). Es gelte 7,7 = k*7,. Wir legen die folgenden Werte fest:
2+ C € ! 1+ ayCY (e1,6) + C !
ag = €1:1=—, Ey:=—, a5:= a €1,€ €6:=—, E7:=—
2 GE » 1 as ) 2 2@2 ) 5 2V By \E1y €2 G 6 as ’ 7 as

a:C%, (e2) + Cc + asCx(es)  Co }

und a3 :=14+max{ Cop + asCrr(er), ,
K}TgTq K,TgTq

Die Gesamtenergie & sei wie zuvor als &(t) := Ey(u,0;t) + E(u,0;t) + E(us, 0,;t) definiert. Als
Lyapunov-Funktional £ wdhlen wir firt € [0, 00)
ZL(t) := asEy(u, 0;t) + az(E(u, 0;t) + E(ug, 045 1)) + a1G1(t) + G2(t) + G5(t) + aaGa(t) + as H (1) .

Dann ist zum einen £ dquivalent zu &, d. h. 3by,by € RT Vit € [0,00) : b1&(t) < L(t) < & (1),
und zum anderen gilt: Ibs € RT V¢ € [0,00) : L L(t) < —b3&(2) .
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7 Exponentielle Stabilitdt zur Three-Phase-Lag-Thermoelastizitit im Intervall

BewEIs: Die Ungleichungen (7.16), (7.17) und (7.18) aus dem Beweis von Satz 7.12 miissen hier
jeweils noch um die durch a5 H hervorgerufenen Beitrage aus Lemma 7.13 ergénzt werden, zugleich
entfallen diejenigen Terme, die den Faktor 7;; — k*7, = 0 umfassen. Wir erhalten

d

Cy
GE < (20 + 020 [Drtel” — 200+ 20) [Pt — a2 22 61
0

&
v <—2 b ageq 4 a526) 10,1 + (—as + azCl (1, 2) + Ca) [0ss

+ (—askmy7y + a2CE, (e2) + Ca + a5Cx(gs)) 10ueall” + (—askmor, + Ca) |0eal” (7.21)

sowie

g S (CLQ + CGE =+ a5€7)E'H(U, 0) + (CL3 + CGE + CLSCHE(E:?)) (E(U, 9) =+ E(Ut, 9,5)) (722)
und

.,g Z (CLQ — CGE — CL587)EH(’LL, 0) + (a3 — CG’E — CL5CHE(€7)) (E(U, 9) + E(Ut, 9,5)) . (723)

Als Erstes miissen ein geeignetes a, und darauthin €; und ¢, festgelegt werden, was durch die Wahl
ay =2+ Cgg, €1 := a—i und &y := i geschieht. Dann kénnen wir a5 := 1 + agCgH (e1,e2) + Cq

setzen, um in (7.21) einen negativen Faktor vor dem Term ||6,,]|* zu erlangen. Dass zugleich die
gewiinschten Vorzeichen vor Ey in (7.23) und vor ||6,||? in (7.21) gewahrt bleiben, stellen g5 := -

und €7 := ai sicher. Schliellich ist noch a3 hinreichend grof§ zu wéhlen, etwa

a:C%, (e2) + Co + asCu(ss)  Cg }

as = 1 + max CGE+CL5CHE(€7), s
KZTQTq KZTQTq

Insgesamt erreichen wir damit die Aquivalenz von . und & durch (7.22) und (7.23) sowie

d
=L < =0l Dyuge | = 200 + 20| Dyt |” = a2 160 ” — 1162117 — 1162

0Cy
dt 0

T
- ﬂTf?Tq(Hattx”z + Hattt:cH2)

2 2 2 2 2 2 2

< —c(IPveel® + 1Drttaal® + 10ull® + 10211 + 102 ll” + 16102 1 + [1Busl|*)

fir ¢ := min{p, 2(\ + 2u),a2%,1,/wﬂq}, woraus die Abschiatzung % (t) < —=b3&(t) fir ein
geeignetes bz € Rt und alle ¢ € [0, 00) wie im Beweis von Satz 7.12 gefolgert werden kann. O

Als Konsequenz aus den Sétzen 7.12 und 7.14 kénnen wir nun die Frage nach der exponentiellen
Stabilitdt des Systems (7.2) bzw. (7.3) unter homogenen Dirichlet-Randbedingungen beantworten.
Die Félle 77 > k*1, und 7, = 7, fassen wir hierbei wieder zusammen.

Satz 7.15 (Exponentielle Stabilitét fiir TPLT (1,1,1) unter Dirichlet-Randbedingungen). Es gelte
75 > K*1, und es sei (u, 0) eine hinreichend glatte Losung von (7.2) unter der Randbedingung (7.4).
Dann klingt die Gesamtenergie & := Ey(u,0) + E(u,0) + E(uy, 0;) exponentiell ab, d. h.

IDeRYIde RVt [0,00): &(t) < DE0)e .
Insbesondere gilt:

3D, eRTIAD, eRYVE € [0,00): [|0(t)]| < Die 3t und |ju(t)]| < Doe” ™78
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BEWEIS: Die Gesamtenergie & ist zunéchst einmal mit dem System (7.3) assoziiert, da jedoch
(u, 0) als hinreichend glatte Losung von (7.2) auch die Differentialgleichungen unter (7.3) erfiillt,
ist & wohldefiniert. Die Sitze 7.12 fiir den Fall 77 > k*7, und 7.14 fiir den Fall 77 = k™7,
beschreiben die Existenz eines Lyapunov-Funktionals . mit den Eigenschaften

b1&(t) < ZL(t) < by&(t) und %g(t) < —b3é(t) < —2—33(75) fiir alle ¢t € [0, 00) .
2
Hieraus schlieflen wir mit dem Lemma von Gronwall A.15
1 1 b b
Vie[0,00):  E(t) < —L(1) < b—x(o)e—dt < DEO)e ™ mit D= bi und d:= 173
1 1 1 2

Dies entspricht dem ersten Teil der Behauptung. Aufgrund der ersten Poincaréschen Ungleichung
und der Tatsache, dass der Term ||0,||*> Bestandteil von Fy (u,6) (vergleiche Definition 7.2) und
damit Bestandteil der Gesamtenergie & ist, folgt aus der Abschitzung fiir & auch unmittelbar
das exponentielle Abklingen fiir die Temperatur 6:

0" < cp, (10 ()]° < 2cp, By (u, 0;¢) < 2cp,E(t) < 2cp, DE(0)e ", (7.24)
also
16(8)|| < Die~ %" fiir Dy := 1/2cp, DE(0) und alle t € [0, 00).

FEine entsprechende Aussage fiir die Funktion w ist nicht ganz so schnell ersichtlich, denn in
der Energie & treten zwar Terme wie ||Dju,||?, nicht aber ||u||? oder ||u,||* auf. Dies hiangt damit
zusammen, dass das abgewandelte System (7.3) den Ausgangspunkt fiir die Energieabschétzungen
bildete. Dennoch lassen unsere Ergebnisse Riickschliisse auf ein exponentiell stabiles Verhalten von
u zu: Wir schreiben Dy := Id +7,0;. Mit der ersten und zweiten Poincaréschen Ungleichung ergibt
sich

L
|Doul]® < ep, | Dot < cp,cp, | Douas |,  da /0 Doty dz = (Dou)(L) — (Dou)(0) = 0 ist.

Wenn wir den Operator D, auf die Differentialgleichung (7.2a) anwenden, erhalten wir die Dar-
stellung ﬁgﬂl)outt + AJ:*—QALDOH% fiir Dy, wobei nach Definition der Operatoren Dy und D; gerade
Douy = Diuy und Dyb, = 0, + 7,0,, gilt. Damit folgt

IDoull® < ep,ep, | Dottaal® < ex (IPotsuall” + 1Do8al|) < e (IDru]* + [10:]1° + 1162 |

fiir ¢, := (2/\ +12j322 max{0* v*} und ¢, := 2¢; max{1,72}. Die drei Terme der rechten Seite sind Teil

der Energie &, denn nach Definition 7.2 gilt c3(||Diw|? + [|0:]1% + 10:]]?) < En(u,0) < & fir
c3 = % min{f’, 1, %} Von der Gesamtenergie & wiederum wissen wir schon, dass sie exponentiell
abklingt. So folgt

HDou(t)H2g%zg(t)gz—ng’(O)e_dt, also | Dou(t)| < %Dg’(@)e—%t fitr ¢ € [0, 00) .

Der Zusammenhang zwischen Dyu und w kann als eine gewohnliche Differentialgleichung zum
Anfangswert ug := u(0) aufgefasst werden,

u(t) + Tyu(t) = Dou(t), te (0,00),
u(0) = ug .
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Dies fithrt nach Satz A.18 zu der Darstellung
1 t 1
u(t) = e~ 70 ug +/ e 7" Dgu(s) ds.
0
Insgesamt erhalten wir nun, wenn wir ohne Einschrinkung davon ausgehen, dass d # % ist,

_ _ s C Lo _d,
|lu@®)] < e o HuoH—i—/ e 7t )HD u(s)||ds <e” = ||uOH—i—,/—2D(f /e (=9 o=8s 45

= ¢ 7 fuo | + *Dg’() (78 —e)

T d
T 2
— min{L 4 . 4 C
< Doe ™G0 it Dy = uol| + =t [ DE(0).
2 —dry| V 3
Damit haben wir gezeigt, dass auch ein exponentielles Abklingen fiir u vorliegt. O

Bemerkung 7.16. Wir haben wie in [QR06b] die Energie Ey, als Ausgangspunkt genommen, die
aus dem fiir den Beweis der Wohlgestelltheit genutzten Skalarprodukt hervorgeht und somit die
ynatirliche Energie“ einer Losung darstellt (vergleiche Abschnitt 2.5.2). Wenn man die vorange-
henden Rechnungen iiberpriift, stellt man allerdings fest, dass an die Stelle von F3 wohl auch

einfach nur 3|0, [|* mit der Abschétzung §5116.]1> < 210.]1° + 5 (10w ]|* treten kann.

7.1.2 Homogene Dirichlet-Neumann-Randbedingungen

Die Ergebnisse aus dem letzten Abschnitt lassen sich iibertragen, wenn wir fiir 6 statt der Dirichlet-
Randbedingung eine homogene Neumann-Randbedingung annehmen. Wir werden sehen, dass sich
das Vorgehen dabei sogar vereinfacht.

Die Randbedingungen zu den Systemen (7.2) und (7.3) sollen also ab jetzt
u(t,0) =u(t,L) =0 und 6,(¢t,0)=0.(t,L) =0 firte [0,00) (7.25)

lauten. Bildet man in der Differentialgleichung (7.3b) das Integral iber das Intervall (0, L), so
stellt man fest, dass nun

L L L d L
0= Qcy/ D10,(t, x) dx—i—’yTo/ Diuy,(t, z) dx —/ Dyl (t, ) dx = cha/ D,0(t,x) dx
0 0 0 0
gilt, d. h. fur alle ¢ € [0, 00) ist
L L
/ D,0(t, z) d — / D,6(0, z) d . (7.26)
0 0

Nachdem fOL Dy0(t,z) dx < ||Dr0(t) | 11 0,0y < LID10(t) | 12((0,1)) ist, bedeutet dies, dass fiir D,
im Allgemeinen kein zeitliches Abklingen zu erwarten ist. Solch ein Verhalten ist fiir Neumann-
Randbedingungen typisch, siehe beispielsweise [Daf68; JR00; Rac02] fir Entsprechendes in der
klassischen Thermoelastizitdt und derjenigen mit Second Sound.

Wir tiberlegen uns, welche Bedeutung (7.26) fiir die Funktion 6 selbst hat. Aus 6 + 7,6, = Dy0
und 9;Dy0 = D; 6 erhalten wir (vergleiche den Beweis zu Satz 7.15) die Darstellung

1 t 1
O(t,z) = e a0y () + / e 7 "IDO(s, ) ds
0

1 t 1 s
:e—#eo(xw/ e—ﬁ“—S)(Doe(o,x)Jr/ D1 0(r, x) dr) ds.
0 0
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Hieraus folgt unter Beachtung der Gleichung (7.26)

L L t L s L
/ O(t,x)dx = e_ﬁt/ o (x) da + / e 770 (/ Dob(0,z) dz + / / Di0(r,x) dx dr) ds
0 0 0 0 0 Jo

1

L . L
:efﬁt/ 90(x)dx+7'q(1—efﬁt)/ Db (0, ) dz
o 1 . 0
+/ e_ﬁ(t_s)s/ D16(0, ) dz ds
10 L ’ 1 L
:efﬁt/ Ho(m)dm~|—7'q(1—efﬁt)/ Oo(x) + 7,01 (x) dx
0 0
) L
+ 7, (t =7, —I—qu_ﬁt)/ 01(z) + 7,02(x) dx .
0

Da [|0(t)]l 12(0.0y) = N0 10,y = %fOL 0(t, ) dz gilt, ist demnach die L?>-Norm der Funktion
0 im Allgemeinen nicht einmal beschréankt. Um diese Moglichkeit auszuschlieffen, betrachten wir
im Folgenden nur solche 6 mit der Eigenschaft

L
/ O(t,x)dx =0 fiir alle ¢t € [0, 00) .
0
Alternativ dazu wére an die Stelle von 6 die Funktion
~ 1 L, L L L
O(t,z) :=0(t,x) — 7 (eﬂzt/ Oo(z) dx + 7,(1 — e 7") / Oo(x) + 7,01 (z) dx
0 0
) L
+ 7 (t — Ty + qu_it) / 0,(z) + Tq92(x) dJJ)
0

zu setzen. Diese wiirde zusammen mit u ebenfalls die Differentialgleichungen (7.2) und (7.3) 16sen
und die Randbedingung (7.25) sowie fOL 0(t, z) dz = 0 erfiillen.

Im Ubrigen sehen wir, dass fOL 0(t,x) dz = 0 dann gilt, wenn die Anfangswerte 6, 6; und 6, diese
Eigenschaft besitzen. Es geniigt also,

/OLeo(a:)dx:o, /0L91(x)dx:() und /OLGQ(x)dxzo (7.27)

zu fordern.

Bemerkung 7.17 (Wohlgestelltheit). Hinsichtlich der Wohlgestelltheit sollte es moglich sein, das
unter der Bemerkung 7.1 erwdhnte Vorgehen aus dem Fall reiner Dirichlet-Randbedingungen zu
iibertragen. Dazu ersetze man den Raum H auf Q := (0, L) durch

M= HY(Q) x LA(Q) x HI(Q) x HX(Q) x L*(Q) mit H(Q) = {ve H'(Q) | (v,1) 20 = 0}

und den Definitionsbereich des Operators durch

D(A) = {V € BYQ)? x (HHQ) N HY ()" | 02aVi, K 0V + 720 Vi + Ko0aa Vs € L)}

mit H(Q) = {v e H'\(Q)|3f e L@ Vo e H'(Q): /OL va () () dr = — /OL F@)o() dx} .

Die in der Bemerkung 7.1 angegebene Sesquilinearform bildet dann wiederum ein Skalarprodukt
auf H, wobei sich die positive Definitheit nun mithilfe der zweiten Poincaréschen Ungleichung
ergibt.
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7 Exponentielle Stabilitdt zur Three-Phase-Lag-Thermoelastizitit im Intervall

Die zweite Poincarésche Ungleichung aus Satz A.14 (ii) ist auch das Stichwort, mit dem wir die
Ungleichungen fiir 6 in der Argumentation aus Abschnitt 7.1.1 aufrechterhalten kénnen. Dariiber
hinaus ist zu priifen, ob die durchgefiithrten partiellen Integrationen ihre Giiltigkeit behalten.

Lemma 7.18 (Energien Fy, F und Hilfsfunktionale G, Gs). Die Energien Ey und E sowie die
Funktionale G; und Gy seien wie in Abschnitt 7.1.1 definiert. Die Aussagen von Lemma 7.3,
Satz 7.5, Lemma 7.6 und Lemma 7.7 behalten unter der Randbedingung (7.25) und der Voraus-
setzung (7.27) ihre Giltigkeit.

BEWEIS: Die durchgefiihrten partiellen Integrationen
o <9mm79tt> = _<91a0ttm>7 <0tza:70tt> = _<0tm70ttz> und <9ttmx30tt> = _||0tt:vH2 im Beweis von Lem-
ma 7.3 im Vorfeld zu (7.6),
¢ (Dy0,,,D10) = —(Ds50,,D,0,) im Beweis von Satz 7.5 unter (7.8),
© (0.:,0) = =101, (Przz,0) = — (010, 0.) und (bs100,0) = — (042, 0,) im Beweis von Lemma 7.6
im Vorfeld zu (7.9),

sind alle auch dann noch giiltig, wenn 6,(¢,0) = 6,(¢,L) = 0 ist. Da wir fOLG(t, z)dr = 0 an-
nehmen, greift die zweite Poincarésche Ungleichung, wo zuvor die erste Poincarésche Ungleichung
zum Einsatz kam. Es ist

161" < cr, 10217 und 161" < cp, |62

sodass in den Beweisen von Lemma 7.3 und Lemma 7.6 lediglich die Poincaré-Konstante cp, durch
cp, zu ersetzen ist. Im Beweis von Lemma 7.7 gingen die Randbedingungen an 6 nicht ein. O

Die Vereinfachung gegeniiber dem Fall reiner Dirichlet-Randbedingungen ergibt sich durch Weg-
fallen des Randterms in der Abschitzung fiir G3. Das Funktional G4, das dem Ausgleich des
Randterms diente, wird darauthin nicht mehr benétigt.

Lemma 7.19 (Hilfsfunktional G3). Das Funktional G5 sei wie in Lemma 7.8 definiert. Unter der
Randbedingung (7.25) und der Voraussetzung (7.27) existieren Konstanten C, , C%, € R, sodass
fir alle t € [0, 00) gilt

d
303 < —1Lo| Dyuea(8)|* + (A + 2) | Drta (D)” + C&, I P10 (D)” + C, I D201 (1)

BEWEIS: Unter homogenen Neumann-Randbedingungen fiir 0 ist [(Dyuy,)(Dof,)]§ = 0. Damit
verschwindet der Randterm im Beweis von Lemma 7.8. Die Abschétzung fiir G5 ist durch (7.11)

82u)2 withlen konnen. O

. . 1
gegeben, woraufhin wir Cf, als (’YTo

Korollar 7.20 (Zusammenfassen der Hilfsfunktionale). Unter der Randbedingung (7.25) und der
Voraussetzung (7.27) existieren Konstanten Cq, Cqp € RT, sodass fir alle t € [0, 00) gilt:

i(2(;1(t) + Ga(t) + Gs(t) < =200, (1)1 — 20/ Prua (D)]” = 201 + 20) | Dy (1)

dt
+ Co (100 + [0 (®)[* + [0usea (D))
und |2G1(t) + Ga(t) + G3(t)| < Caré(t) mit &(t) = Ey(u,0;t) + E(u,0;t) + E(ut, 6;t) .
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7.1 Three-Phase-Lag-Thermoelastizitdit TPLT (1,1,1)

BEwEIS: Nach Lemma 7.19 sowie geméfl der Lemmata 7.6 und 7.7, deren Aussagen wir nach
Lemma 7.18 iibernehmen konnen, gilt fiir ein beliebiges €3 € R™

L2t + Gat) + Ga(t)

dt
< =2[10, 1" + 2e5¢p, | Drttac | + 2CE, (e3)101a|” + 262, 101z |I” + 2C8, I D16:|1”
- 5()‘ + 2:“)H,D1uwwH2 + 6QH,Dluth2 + CGz ||D19wH2
— o] Druca|” + (A + 20) [ Drve|” + C&, I D16:|° + CE, 1D ||”
— 200,11 — el Dyt + (~4(A + 2) + 2e5p,) [ Dt |
+20%, (20) 100 ” + 2C2, 00l + (2CE, + CE) D10 + Cay | D16, + CE, D20
Wir kénnen €3 := f wihlen und die Terme ||D;6,||? und ||Dsb;. ||* wie im Beweis von Korollar 7.10
abschitzen. Auf || D16;|* < 2[|0y[]* 4 277 (|0 || ist die zweite Poincarésche Ungleichung anzuwen-
den, die || D16, > < 2¢cp, [|0ua||* + 277 cp, ||Ostis ||* liefert. Die Tatsache —5¢[| Dy, ||* < —20[| Dy ||
nutzen wir lediglich, um dieselbe Form wie zuvor zu erreichen, nachdem wir die Definitionen der
Hilfsfunktionale unverdndert lassen wollten. Der zweite Teil der Behauptung ergibt sich wie im

Beweis von Lemma 7.11, nur mit dem Unterschied, dass die zweite Poincarésche Ungleichung
10]1> < ¢p,||02]]* zum Einsatz kommt. O

Satz 7.21 (Exponentielle Stabilitdt fiir TPLT (1,1,1) unter Dirichlet-Neumann-Randbedingun-
gen). Es gelte 7 > k*1, und es sei (u,0) eine hinreichend glatte Losung von (7.2) unter der
Randbedingung (7.25) und der Voraussetzung (7.27). Dann existieren d, D, Dy, Dy € RT, sodass
fir alle t € [0,00) gilt:

E(t) < DEO)e ", 0(t)]| < Die ¥ und |u(t)]| < Dye” ™03,

BEWEIS: Durch Korollar 7.20 behalten alle Beweisschritte zu Satz 7.12, falls 7 > x*7, ist, bzw.
Satz 7.14, falls 77 = k7, ist, ihre Giltigkeit, wenn wir den Term a,Gy + G2 + G5 + a4G4 im
Lyapunov-Funktional .Z durch 2G; + G5 + G5 ersetzen. Auch der Beweis von Satz 7.15 bleibt
bestehen. Zu beachten ist lediglich, dass die Abschitzungen (7.20) und (7.24) nun durch die zweite
Poincarésche Ungleichung erfolgen. O

7.1.3 Instabilitat

Wie wir gesehen haben, sind Losungen zu dem System TPLT (1,1,1) exponentiell stabil, sofern
T, > K*1, gilt. An einem Beispiel méchten wir demonstrieren, dass fiir 7,7 < k*7, keine Stabilitat
zu erwarten ist. Wir betrachten das System (7.2) im Intervall (0, 27),

oty — (A + 20) Uy + 70, =0 in (0,00) x (0,27), (7.28a)
0Cy (O + T40ut) — K Opz — Ty Oraw — 760100 = —7To (Uste + TqUsrn) in (0,00) x (0,27), (7.28D)

unter homogenen Dirichlet-Neumann-Randbedingungen wie in Abschnitt 7.1.2
u(t,0) =u(t,2r) =0 und 6,(¢,0) =6,(t,2r) =0 fir ¢ € [0,00). (7.28¢)

Als Ansatz fiir eine Losung wihlen wir wie in [Qui03], worin eine entsprechende Untersuchung fiir
das Dual-Phase-Lag-Modell DPLT (2,1) erfolgte,

1 1
u(t,r) = ae**—=sin(nz) und 6(t,x) = be*"—= cos(nz)

VT e
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7 Exponentielle Stabilitdt zur Three-Phase-Lag-Thermoelastizitit im Intervall

fir Werte a, b € R, w € C und n € N. Den Hintergrund hierfiir bildet die Tatsache, dass die Menge
{ﬁld, (# sin(n-))nens (# cos(n-))nen} nach [Werll, S.232] ein vollstandiges Orthonormalsys-
tem in L?((0,27), R) darstellt. Die Funktionen u und 6 erfiillen die Randbedingung (7.28 ¢). Die
Differentialgleichungen (7.28a) und (7.28b) lésen sie, wenn

(ow® + (A +2p)n*)a —ynb =0,

YIon(w® + Tw®)a + (ec,w® + oc, T w® + K*n* + Tin*w + kTen*wW?)b =0,

gilt, bzw. in Matrixschreibweise

2 2 _
Mw n “ - O Hllt Mw n = Qw + ()2\ + QIU)? 3 ’y;z 2 2 2 :
A\b ’ YIon(w? + T,w?) o, Tw? + (0¢, + KTen®)w? + Tin*w + K'n

Wir suchen eine Losung (a,b) # (0,0) und fordern daher det M, ,, = 0, also

0 = 0%c,Tw” + 0(0c, + kTen®)w* + (o7, + 0y Ty (A + 2p) + ¥ To7y)n°w®
+ (0r* + 0cy (A + 2u) + V*To + k(X + 2u)n°)n°w? + 75 (A + 2u)n*w + k* (X + 2u)n*
=: pp(w).

Nach dem verallgemeinerten Hurwitz-Kriterium A.6.1 (ii) besitzt das Polynom p,, genau dann eine
Nullstelle w € C mit Re(w) > 0, wenn die zugehorige Hurwitz-Matrix einen negativen Hauptminor
aufweist. Wir verzichten auf die Angabe der Hurwitz-Matrix (siehe Definition A.20) und greifen
nur die bendtigten Hauptminoren heraus. Der erste Hauptminor ist k(! := o(gc, + k7gn?) und
damit stets positiv. Der Hauptminor zweiter Ordnung lautet

B . ot [ 20Co + rTon?)  (or" + 0cu(A +20) + 97Ty + iTy(A + 2p)n? )0
"t o'ety (07 + 0cury(\+ 21) + 72Ty, )n?

= QSCU(T; — /<c*7'q)n2 + okTe(07) + ’szOTq)n4 )

Wenn wir beispielsweise n = 1 wéhlen, so sehen wir, dass der Hauptminor hg ) einen negativen
Wert annehmen kann, namlich dann, wenn die Parameter die Ungleichungen

7, <K'ty und  kT(or) + 7 ToT,) < 0%co (KT, — 7))

v

erfiillen. Die zweite Ungleichung ist zum Beispiel dann gegeben, wenn 7y sehr viel kleiner ist als
die beiden anderen Parameter 7, und 7,;. Dass dann in dieser Situation die Nulllosung zu (7.28)
nicht L2-stabil ist, sieht man wie folgt: Nachdem th) < 0 ist, existiert ein w € C mit Re(w) > 0
und p;(w) = 0. Letzteres bedeutet det(M,, ;) = 0, wonach es eine Losung (a,b) € R*\{0} zu
M, 1(a,b)T = 0 gibt. Damit gilt aber auch M, ;(ra,rb)" = 0 fiir alle r € R. Nach Konstruktion
bilden (u”",6") mit u"(t,x) = raew‘f# sin(z) und 07(t,x) = rbe“tﬁ cos(z) fiir alle r € R\{0}
nichttriviale Losungen von (7.28). Aufgrund von Re(w) > 0 gilt

., ., 2 o(w .
Vr e R\{0}: ||(u"(),6 (t))||L2((O,27r))2 = (Jral® + |rb|*)e? Rt 5 0o fiir t — o0,
obwohl die Anfangswerte
2

||(ur(0), QT(O))HLQ((O’%W = \Ta|2 + ]rb]z —0 firr—20

erfilllen. Zu jedem ¢ > 0 und zu jedem betragsméfig noch so kleinen r, d.h. selbst wenn die
Anfangswerte (u"(0),07(0)) und (0,0) beliebig nah beinander liegen, finden wir also ein ¢ > 0,
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7.2 Three-Phase-Lag-Thermoelastizitdit TPLT (2,1,1)

sodass [[(u"(t),0"(t)) — (0,0)|lr2(0,20))2 > € ist. Dies bedeutet, dass die Nulllssung des Systems
(7.28) nicht stabil ist.

Ob der Fall 77 < r*7,, unter dem es zu instabilen Losungen kommt, physikalisch iiberhaupt
relevant ist, bleibt fraglich, solange die genaue Bedeutung der Phase-Lag-Parameter und der Ma-
terialkonstante x* nicht gekléart ist (vergleiche Kapitel 1). Aus der Modellierung heraus werden die
Parameter 7, 7y und 7, gegeniiber allen anderen physikalischen Groflen als sehr klein angenom-
men. Nach Definition von 7 ist 70 = K+ k*7,, wobei x die Warmeleitfdhigkeit, also eine in jedem
Fall bekannte Grofle bezeichnet. Die Einschrankung 7 < x*7, bedeutet insbesondere 7, < 7, und
k < K*T,. Letztere wiirde fiir einen sehr kleinen Parameter 7, nur dann einen plausiblen Eindruck
erwecken, wenn k* dementsprechend grof3, etwa k* ~ i wére.

7.2 Three-Phase-Lag-Thermoelastizitat TPLT (2,1,1)

Als ein zweites Modell zur Three-Phase-Lag-Thermoelastizitit untersuchen wir das System

TPLT (2,1,1)
Uy — (A + 2p)ugy + 76, =0 in (0,00) x (0,L), (7.29a)
2 00 + ¢ + YTou, =0 in (0,00) x (0,L), (7.29Db)
q+T,q + qutt + KO, + k10 + KUy + K T 0 = 0 in (0,00) x (0,L), (7.29¢)
v, =10 in (0,00) x (0,L), (7.29d)

2
das sich gegentiber dem System TPLT (1,1,1) durch den zusétzlichen Term %qqtt auszeichnet. Wir
passen den Operator D; entsprechend an und setzen

,7_2
Dl = 8t + Tqatt + ?qattt .

D, sei wie zuvor durch D, := k*Id + 770, + k790, definiert. Die Funktionen u und 6 einer
hinreichend glatten Losung (u, 6, q,v) von (7.29) 16sen auch die reduzierten Systeme
oty — (A + 20) Uy + 70, =0 in (0,00) x (0,L), (7.30a)
0¢, D10, + YTo D1ty — Doy = 0 in (0,00) x (0,L), (7.30b)
und
0D1uy — (A + 2u) Dy, +vD160, =0 in (0,00) x (0, L), (7.31a)
0¢, D10, + YTy Dy, — Dob,, =0 in (0,00) x (0,L), (7.31Db)

und erfiillen gewisse Anfangswerte
U(O) ) = Up, ut(07 ) = U, 9(07 ) - 90) et(07 ) - 91 ) ett(ou ) - 92 ) ettt(ov ) - 93 in (07 L) .

Wie zuvor werden wir zunédchst homogene Dirichlet-Randbedingungen betrachten und die Ergeb-
nisse im Anschluss auf den Fall einer homogenen Dirichlet-Neumann-Randbedingung iibertragen.
Die Systeme (7.30) und (7.31) besitzen dieselbe Struktur wie die TPLT (1,1,1)-Systeme (7.2) und
(7.3) und unterscheiden sich lediglich in Bezug auf die Definition des Operators D;. Daher lassen
sich einige Ergebnisse aus Abschnitt 7.1.1 unmittelbar ibernehmen, ndmlich diejenigen, bei denen
die Gestalt von D; nicht einging. Als Bedingung an die Parameter setzen wir

2/€7’9

* *
>T, 2> K T
Tq

voraus.
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7.2.1 Homogene Dirichlet-Randbedingungen

Wir gehen von zwei hinreichend glatten und reellwertigen Funktionen u : [0, 00) x [0, L] — R und
6 :[0,00) x [0,L] — R aus, die das System (7.30) und damit auch das System (7.31) 16sen und
den homogenen Dirichlet-Randbedingungen

u(t,0) =u(t,L) =0 und 6(¢t,0)=06(t,L) =0 firte [0,00) (7.32)

geniigen.

Bemerkung 7.22 (Wohlgestelltheit). Das System (7.31) ldsst sich zu Anfangs- und homogenen
Dirichlet-Randbedingungen mithilfe der Transformation V' = (Dyu, Diuy, 0,0,04,0::)" als ein
Cauchy-Problem £V (t) = AV (t), V(0) = V, im Hilbertraum # := H}(Q) x L*(Q) x Hg () x
H} () x Hy () x L*(R2) auf Q := (0, L) auffassen. Der Operator A : D(A) C H — H ist durch

0 1 0 0 0 0
A+ 20) 0, 0 0 ~29, ~1my,  -Tag,
0 0 0 1 0 0
V.= Vv

A 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

0 _ 27Ty a 2Kk o T, 8 2KTe 3 _ 2

ocyT? 0cy T2 TEL ocy 7'2 0cy T2 T2 Tq

mit D(A) = {V € Hy(Q)° | Vi € LA(Q), 5 00 Vs + 700 Vi + k70000 Vs € L) }

definiert. Die Transformation stammt aus [Bor12], wo die Wohlgestelltheit des Cauchy-Problems
gezeigt wurde. Das zugrunde liegende Skalarprodukt auf ‘H lautet

2(A+2 5r*2 572
(V, W), 7( 1) (D,V1, 0, W) + §<V2,W2> + (0, Vi, 0, W) + (9, Vi, 0. W3)
q T4 0KTo 0KRTo
I{Tg *

{0V, 05 + ; (9, 0. Ws) + (9, V3, 0, W5))
0

QCT

0

o (Ve, Vi)

Dieses im Zusammenhang mit der Wohlgestelltheit entworfene Skalarprodukt soll uns wieder als
Ausgangspunkt fiir die Festlegung einer Energie dienen.

Definition 7.23 (Energie Ey). Als die von |||y induzierte Energie definieren wir firt € [0, 00)

1 A+2 Q T, 5k*2
Bl 6:8) = 2(”Dwt< oI + 222 (o7 4 LT (1) (01
q
572 KTy 2K* T*
+ 8O + TN O + - (02(0),Ban (1) + 7 (Brr(0), a8
TokT T To
und entsprechend
1/2 A+2 Q o T, K"
B 0151) = 2(§|D1utt<t>n2+(“)nmm( I+ 2 0 + 2 )
Tq q
2 O + 5 B )1 + (00,0 <t>>+2“<e (68012
ToliTg ttx tttx tx s Yttt TO ttx y Vtttx .

180
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Anders als fiir das System TPLT (1,1,1) haben wir hier zur Energie erster Stufe Ey (u,6) noch
eine Energie zweiter Stufe Fy (u4, 0;) definiert. Im Laufe des Beweises wird sich zeigen, dass wir
ohne die Energie zweiter Stufe nicht auskommen wiirden.

Satz 7.24 (Eigenschaften der Energie Ey,).
(i) Es existiert eine Konstante Cg,, € RY, sodass fiir alle t € [0, 00) gilt:

By (u,0;t) + Ey(ug, 0,5) > Cry (ID1ue(0)||* + [ Pruee (4)]° + (| Draea (0|1 + [ Drwea (8) ||
+ 100 (O + 10uaee O + 11001 + 1100 ())?
+ (100 (8)]” + Hatm(t)!ﬁ) :

(ii) Firt € [0,00) definieren wir

1 oc,

Golt) = 57 (10 + 10 (DI)

Dann gilt fiir alle t € [0, 00)

d
&(EH(% 0;1) + Ey(ur, 04:t) + Go(t))

Co T Co T
< =T 0@ = T 0w (I + 1l Dy ()] + 22A + 240 | Drea (1)
0 0

+ el (D + Ok, (c0, )10 (DI + CF,, (1, 22) 10122 () + C,, (22 1urea (D]

wobei €y, €1, €2 € RT beliebig gewdhlt werden konnen und die davon abhdngigen Konstanten

Ch, (€0,€1), C%, (e1,62) und C}, (e2) in RT geeignet festzulegen sind.

BEWEIS:
(i) Dies hingt mit der positiven Definitheit des in Bemerkung 7.22 erwdhnten Skalarprodukts
(-, )3 zusammen (siehe dazu [Borl2, S.75]).

(ii) Wir beginnen mit der Abschétzung fiir < E (u, ) und bilden zunéchst das L2-Skalarprodukt
der Differentialgleichung (7.31a) mit %Dju,. Da Dyu,(t,0) = Dyu,(t,L) = 0 ist, kénnen wir
partiell integrieren, ohne dass dabei Randterme auftreten. So erhalten wir

d1 A+ 2
i (Dl + (TqQ LA D) = 20 Pued + 200, D) + 30 Do)
2 2
< &1 Dy + = (%) cpluemn%g(}q) e | 0uca | + (i Drey) (7.33)

fiir ein beliebiges e; € R™ nach den Ungleichungen von Cauchy-Schwarz, Young und Poincaré.
Das L?-Skalarprodukt von (7.31b) mit T%]Qm fithrt auf

2

QCU T 1 * *
T <9tt + quttt + ?qetttta 9ttt> + ’Y(Dlutm 9ttt> - ?</‘G Ore + T, 0120 + HTaettm; 0ttt> =0.
0 0

Durch partielle Integration, wobei aufgrund der homogenen Dirichlet-Randbedingungen an 6 auch
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7 Exponentielle Stabilitdt zur Three-Phase-Lag-Thermoelastizitit im Intervall

hier keine Randterme entstehen, erhalten wir

d 1/pc,T 27’[,k d 1 pc,
(o0l + 10+ 2 010 + 2 01,000 ) + 2
CUT 1/
= T [10s4: H + Hettz H + <0tr7 Ori) — V(D1tss, i)
CUT 7' +/-$
< - ¢ qH@mH + Hemll + HemH V(D1 Oyt) - (7.34)

In der Summe mit (7.33) heben sich so die Terme —v(Djusy, 0s¢) und v(0ye, Diug,) gerade auf.
Zudem haben wir fiir ein beliebiges £y € R* die Ungleichungen

2

d1 5K, 5/41*2 2
< .
dtQTﬁT | x” <6179m> €ol[0z || + = (T /<c7'> 0",
d1 57’*2 9 5 o7 o7
T == = 9r79 x) >
dt 2 Tyky [9rc Tomg< ta Otz Tok Tok

Zusammen mit (7.33) und (7.34) folgt

d d1 Cy CoT
G20 + 35 Tl < — S0l + [ Dy + <ol
+01(€07€1)H€mH "’02(51)”‘9#%” (7.35)
fir
2/ v\2 K* 5672 \° 572 2 /2 T+ K 52
c1(€o,€1) '_61(73> CP1+T0+ (Tofwe> +Ton79’ ca(r) _a(?q> ot Ty +TofW«9'

Fir die Zeitableitung der Energie zweiter Stufe thH(ut, 6;) konnte man ebenso verfahren und
erhielte (7.35) mit 0y, Oii1r, DiUsrsy Orey O und Oy, anstelle von 0y, 6444, D1ty 6., 6;, und
011, Allerdings wire der Term || Dyuyy,||? auf der rechten Seite im weiteren Verlauf hinderlich, da
in Dyus, Ableitungen sechster Ordnung vorkommen und sich diese Ableitungsordnungen als zu
hoch erweisen. Aus diesem Grund suchen wir fiir 4 S En(ug, 0;) eine geeignetere Abschitzung.

Wenn wir auf die leferentlalglelchung (7.31a) den Zeitableitungsoperator 0, anwenden und an-
schlieBend das L2-Skalarprodukt mit Dlutt bilden, ergibt sich

d1
dt2

2 2
||D1 ta:” > 2 <0ttw7D1utt> - %<0ttta:aplutt> + 7(9tttt7D1uttz> .

q q

2(A + 2p)

(1

(Ga 1Dl +

Geméf derselben Differentialgleichung lasst sich Dyuy; durch AJr—;”Dlum. - %Dﬂx ersetzen. Dies
fithrt fir ein beliebiges e, € R auf

d1 A+2
(Bl + 22 Dy )

i 2 :
A+2 29(A+2 2+?

= _Lﬂ<0twv Ditgy) — u<9ttm7 D1tyy) + %(Q&tm D,0.)
07 0Tq 07,

22
+ 7<9tttr> 7-)1991:> + '7<9tttt7 Dluttz>

q
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2
L e ) [ R
074 0

272N+ 2 1
+ L ((;L) + ) [02ecal|” + Y (Breee Drtisss)
% 52@7’ Tq

A+ 2#) 1 2
—gri T l0uell
QQTq q

3 27920+ 2
< e300+ 21) [ Dy | + 2L (= +1)||emu2+((“>
0Tq \Tq

0
272N +2 1 3 3
% ((6297_(12'[0 +—+ Z q Tq3> Hettt$”2 + ’Y<9tttt,D1Utm> . (7-36)

1
+5 +3+3Tq)||em||2
-

q

Im letzten Schritt haben wir die sich aus der Gestalt von D; ergebende Ungleichung
3
D18 ” < 3160l + 37 161z I” + ﬁuemr\?

verwendet. Ausgehend von der nach ¢ differenzierten Gleichung (7.31b) erhalten wir durch Mul-
tiplikation mit T%)Hm analog zu (7.34)

d 1 /oc,T, KT, T: d 1 pc,
(e ol + 20w+ 2 0 O + 2 O ) ) + 22
Cyy T, T + K*
< - Ty 160cee]” + f)”eth + 18scea || — ¥ (Drttass, Ouuee) - (7.37)
Nehmen wir (7.36), (7.37) sowie die Abschatzung
d1 5/-;*2 5 52 BRI, B
S O™ + =
dt 2 T()H

zusammen, ergibt sich

d d 1 gc, Cy T,
&EH(ut’et’ t)+ &ﬁ%uettt”z L 102eeel|* + £2(X + 200) | Dyt || + 5162 |
+ ca(€2) 102l + C3,, (e2) 101t || (7.38)
mit
31 5K* 2720+ 2 1 k* B(K* 412
03::7<+1>+ , 04(52)::7((:L)+2+3_’_37—q>_’_+(”’
QTq Tq TOK/TQ KQ 62 Q Tq q TO TOK’TQ
220 +2p) 1 3 3 TF+ kY 5T
o3 _ v( 1.3, 3 ) v v
S e IR Ty Tonms

Aus (7.35) und (7.38) folgt schliefllich die behauptete Ungleichung, wenn wir die dortigen Kon-
stanten als C, (€0,€1) := c1(€0,€1) + cs und CF, (€1, €2) 1= c2(e1) + ca(e2) wiihlen. O

Wie zuvor fiir das Modell TPLT (1,1,1) benétigen wir auch hier wieder eine Energie F, die mit dem
System unmittelbar verkniipft ist und sich durch ihre charakteristische Zeitableitung auszeichnet.
Entscheidend ist hierbei die Voraussetzung
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Definition 7.25 (Energie E). Wir definieren firt € [0, 00)
1
(QToHDlut(lt)ll2 + A+ 20) Ty | Dy (8)|° + 06, | D10 + 5716, (£))”

E(u,6;t) := 3
K*T,
+ (w7 (72 = 52) ) IO +

20 (0,(8), 010 () + K720, (1), Braa (£)) + 7272 (01 (), Gm(t)>)

2
/ﬁJTgTq

16ee2 ()1

und

E(uy, 04;1) := <9To\|171utt(t)H2 + A+ 20) Tl Dyues (1)1 + 0, ID16: ()7 + 57160 (0)]°

KT,
+ (w7 (72 = 552) )l +

+ 26 T (010 (), Orta (1)) + 5T (O (), Oreaa (8)) + 7575 (Oreas (T, Htm(t))> .

N | —

2
K]TgTq

02c2 (£) ||

Satz 7.26 (Eigenschaften der Energie E). Es gelte 2 > 77 > k*7,.
(i) Es existiert eine Konstante C € RT, sodass fir alle t € [0,00) gilt:

E(u,0;t) + B(uy, 04;t) > Cp ([ Dy ()] + | DO + [Drasa()° + [ Dyusa ()]
+ D10 |° + D16, (1)]]” + | Do (1) |* + D16, (1)]

+ 102 O + 16002 O + 6 (O] -

Hierbei ist Dy :=1d + 7,0, + 72—28”.
(i) Furt e [0,00) ist
d
g (E(w.0:) + Euy, 0:51)) = —(7 — K712 (1)
THT,
- (T: R (s Q)> 100 (1))

THT,
S G O]

Da insbesondere < (E(u,0;t)+E(uy, 04 t)) < 0 gilt, ist E(u,0)+E(uy, 0,) durch die Anfangs-
energie zum Zeitpunkt t = 0 beschrinkt: E(u,0;t) + E(u, 6;;t) < E(u,0;0) + E(u, 6;0).

BEWEIS:
(i) Zu untersuchen ist die Nichtnegativitdt des Ausdrucks
* 2
. . KT, KToT,
w®) = 5 1021° + (rora-+ 7 (7 = 570 Y160+ 3

+ 2ﬁ*7—q<9x; 9tx> + H*quwx? 0ttw> + T;qu (Orz, Ostc) -

Mithilfe der Identitat

2

7_2
ew + qutx + quttw

K*||Dob||* = K*

I{',*T4
- K*HemHQ + K*Tq2||9t:r”2 + TquttzHQ + 25*7—q<9w7 9t;v> + ’{*Tq2<‘9:m 9ttm> + /{*T¢?<9t:pa 9ttw>
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7.2 Three-Phase-Lag-Thermoelastizitdit TPLT (2,1,1)

lasst sich der fragliche Term umschreiben zu

* 2 * -2
% 2 « KT, % 2 T K T 2
w() = KD+ (o 7 (7 = 572 =072 el + 5 (= " ) 6

+ T;(T; — KJ*Tq) (O, Oric) -

Wenn wir darin das Skalarprodukt mit der Youngschen Ungleichung in der Form

3
-
73 (70 = 61 (01, Ors) = =75 (77 = 677 |0a|* = (1 — 577 [Oure |

abschétzen, erhalten wir

kT2 T T,
e L O N e (e [ O

K*12 T2 *
> c([Doo |’ + 100cl” + [0uiall”) it o= min{n, sy — oL, L (my - 212}
Dabei ist ¢ > 0, da 2’:& > 1) > K*T, vorausgesetzt ist. Analog ergibt sich

w(0:) > ([ Dobrcl® + 100sell® + 1622z *) = (D10 ” + 1000z ” + 010ec ) -

Insgesamt folgt damit die behauptete Abschitzung, wenn wir C'g := % min{ oTp, (A+2u)To, ¢y, ¢}
wéahlen.

(ii) Das L*-Skalarprodukt der Differentialgleichung (7.31a) mit ToD;u, fithrt auf
d1

dt 2

Die Differentialgleichung (7.31 b) multiplizieren wir mit D;0:
d1

ai@chDlﬁw = Ty (Dyus, Di6,) — (Dobl,, Db, - (7.39)

Indem wir den Term (Ds0,., D16,) umschreiben zu

(eToIDrall® + (A +21) Tol| Dy |*) = —yTo(D16s, Drs) -

,7_2
<D29x7 D19x> = <H*0z + T:th + HTO&Stz, et:c + quttz + ietttz>

2
d1l/ ., 2 . KT, 5  KTTZ )
- dt2(/€ 101" + (/m—i—rq(ru _ 2q)>H9th i . =[Oy
2057, (00, 010) + K720 Orss) + o2 (B, em>)
— T, T
(17 = )6l + 7 (70 = ) 60

erhalten wir

1 . . KT KToT?2
5 (eculDOI w0+ (s 4 7 (7 = Z70) Y100l + T e

2057 (00, 010) + K700 Orss) + o (O1, em>>

*

T, T
4 [ + 4T (D, Dr6).

— (0 = KOl = 7y (0
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Durch Addition der ersten Gleichung folgt

d e
GE0) = =7 = w6l = 7, (70 = 20l

und analog zeigt man

d T*T,
aE(Ut»et) =—(1, — /-;*Tq)HGMHZ —Tq ("W@ - V2 q> HethQ.

O]

Die Hilfsfunktionale GGy, G5 und G3 und deren Abschitzungen koénnen wir unverdndert aus Ab-
schnitt 7.1.1 iibernehmen. Um die Ergebnisse bei der Hand zu haben, stellen wir sie hier nochmals
zusammen.

Lemma 7.27 (Hilfsfunktionale Gy, G2, G3). Die Funktionale

Gult) o= 100 + 2D (1),00)) . Calt) = Go(Druat), Drres (1)
und G3(t) = Ivo(;iiu) (fg)/(Dlutt(t)vDQea:(t)) + <D10Jc(t)7p29z(t)>>

erfillen firt € [0,00) die Abschdtzungen

d

3610 < 116 ()11 + eace, | Drvttas (B + CZ, (8)1e (01" + C, 160 (1)1 + C& ID18:()]
d

;G20 < =50+ 200) | Dyt ()|” + 6] it (1) + Coa | D18 (1)

d

SGy(t) < (~110+ 240%2) [ Dyue () + (O + 20| Dyt ()]

+ 1264 (D1 (t,0))” + (Drua(t, L)) ) + C&, () ID10:()|* + CZ, () [ Do ()|
+ C2,|ID20: ()]

wobei e3 € RY und ey € RT beliebig gewdhlt werden kinnen und die Konstanten C, , Cg, , C& (e3),
Ca,, Ck,(e4), C%,(e4) und C%, in RT geeignet festzulegen sind.

3 3

BEWEIS: Die Systeme (7.3) und (7.31) unterscheiden sich lediglich in der Definition von D;. Wih-
rend fiir das TPLT (1,1,1)-System D, = 0; + 7,0y war, ist nun Dy = 0; + 7,0, + %&tt. Nachdem
aber die Gestalt von D in den Beweisen der Lemmata 7.6, 7.7 und 7.8 nicht einging, behalten
alle dortigen Abschétzungen auch fiir den um %‘18“,5 erweiterten Operator D; ihre Giiltigkeit. [

Das weitere Funktional G4 aus Lemma 7.9 bedarf einer Anpassung, da die dortige Abschétzung
einen Term ||D;60,,||* enthalt. Solange D; = 0; + 7,0, war, konnte dieser Term durch —||6;. ||
und —||0;4.||?, welche durch die Energie F geméB Satz 7.5 (ii) bereitgestellt wurden, problemlos
aufgefangen werden. Da nun aber D; = 8t+7'q8tt+%“8m ist, brduchten wir, um analog zu verfahren,
zusétzlich einen Term der Form —||6;;.||?. Allerdings haben wir einen solchen nach Satz 7.26 nicht
zur Verfiigung und es besteht keine Moglichkeit, ihn zu schaffen, ohne dass dabei neue hinderliche
Terme entstehen. Nichtsdestotrotz kénnen wir den Ansatz aus Lemma 7.9 iibernehmen, denn es
gelingt, die Abschéitzung zu verfeinern und so den Ausdruck ||D;6;,||?> zu umgehen.
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7.2 Three-Phase-Lag-Thermoelastizitdit TPLT (2,1,1)

Lemma 7.28 (Hilfsfunktional G,). Fiir t € [0,00) definieren wir

2 *

<<9tttz( ), @Ds0,..(1)) + /%(9“95(15), ®D0,..(1))

G4(t) == 40(Dyuy(t), PDru, (1)) + 2TTO

*

2 (), @Dzem@») ,

1
wobei @ : [0, L] - R, x +— 5 % ist. Dann gilt fir alle t € [0, 00)

d 2(\ + 2
36,0 < 0+ 20 (Ot 0)° + (Prans 1)) + (2212 1Yo o
AN+ 2p)?
+ (LQM)IDlum(t)H2 + CLID0.(1)]” + CZ,||D2b (V) ||

+ C¢, (es)[1sa (B)]* + Ce, (es) )10 ()1 + Ce, 1Becee (B[,

wobei €5 € RT beliebig gewdhlt werden kann und die hiervon abhdngigen Konstanten C% (e5) und
C¢, (e5) sowie die von €5 unabhingigen Konstanten Cf, , CZ, und C, in R geeignet festzulegen
sind.

BEWwEIS: Wir kénnen den Beweis zu Lemma 7.9 bis zur Ungleichung (7.13) iibernehmen. Diese
besagt

2(N+2p)

d
E4Q<D1utt’ ®D1Ut$> S _()\ + 2/"L) ((Dlutm<t’ O))2 + (D1um(t, L))Z) + L leutmuz
4N+ 2p)?
+(ln?“)Hfhumﬂz+—C%Jﬂ%0Aﬁ._4va%0m,©fhum>. (7.40)

Nachdem die Abschiitzung —4+(D10,,, ®Dyus,) < e5||Diu||* + Z—: |D16,,1%, die dort im Anschluss
vorgenommen wurde, nicht mehr zielfithrend ist, miissen wir den Ausdruck —4+v(D;60;,, PD;uy,)
genauer untersuchen. Dabei konnen wir wie in [QRO6b] vorgehen. Wenn wir D;6,,. in die einzelnen
Summanden 6, + 7,014, + 2 Qmm zerlegen, erhalten wir fiir ein beliebiges 5 € Rt

_4'Y<D19m, (I)Dlutx> = —4')’<9ttx + qutttam (Dplutx) - 2'77'2<9tttt;c7 (I)Dlutw>

€5 8 8’}/
2 ”Hemru i

IA
°|<
>
g
_|_

Hattth 2’}’Tq2 (Ortttar PDruy,)  (7.41)

und sehen, dass nur der Term (Ottttey DD U, ) problematisgh ist. Wir greifen diesen heraus und
driicken darin Djuy, durch DQQM - %(Gtt + Tyl + %Otm) aus, wie es die Differentialglei-
chung (7.31b) vorgibt:

272 20¢,7;

_2’7T¢12<0tttt:67 (I)Dlutz> = _7q <9ttttm> ¢D29$z> —|—

<9ttttm7 (Htt + quttt»

0

QCqﬂ'
Ottt POrtse) - (7.42)

+TO

Die einzelnen Summanden schreiben wir wie folgt um, wobei wir ®, = 0 und bei den partiellen
Integrationen ®, = —7 beriicksichtigen:

272 d 727 2 272
T e, ®D0,) = ( d <9tm,<1>2>29m>> E 0 G, Do), (T438)
0 0 0
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7 Exponentielle Stabilitdt zur Three-Phase-Lag-Thermoelastizitit im Intervall

2ch QQCU
T <0tttta:7 (ett + quttt» = - T <9tttt> Oy ( (ett + quttt>>>
0 0
2@01,7 QQCUT
T <9tttt7 i + quttt> T <9tttt; (s qutttx» ) (7.43D)
0 0
4
QCU QCUT

<6tttt:1:7 DOy111) = ¢ ||9tttt||2 ) (7.43¢)

T, 2LT,
1 .
da <9ttttra (I)etttt> = *||9tttt||2 - <9tttta (I)ettttx> ist .
Der in (7.43a) entstandene Ausdruck —<9tm, ®D20tu) wird abermals umgeformt. Dazu nutzt

man den Zusammenhang 6;;;, = o DQHM th — Gtx, der aufgrund der Definition des Ope-
rators Dy als k*Id + 7,0, + K10y besteht:

22 2 * -2 2

T TET, K*T
ﬁ(etttma ¢D26th> = To <D29t17 ¢D29tww> - ﬁ<9ttz7 @DQHth> - Toli ! <9tm7 (I)DQQtzx) .
(7.44)
Die Summanden dieses Ausdrucks lassen sich darstellen als
27 7] d (2777 7% 12
Y 1010, ®Dobyyy) = —— < 91,<I>D0m> " 101z, DD, 7.45
Tgli 9< tt 2U¢ > At \Tyr 9< tt 2 > + OHT9< ttt 2 > ( a)
26%T] d [2r*T] 2K* T2
Oiy, PD30;pr) = —— Oiy, @Ds0,, L0410, DD10,g) | 7.45b
T0M<t raz) dt(ToM(t ? >>+T0/<mg<tt 2aa) ( )
217 0 9 ) 9
T (Dol @Dsluer) = = (Dot L) + (Pabla(t, 0))°) + CE, Do (745 )
mit O3, := 74—, wobei die letzte Gleichheit durch

1
<D20tx7 ®D29txx> - <D29t.'c7 agr <¢D20t3:)> + Z‘|D29txH2
= 1
= [(D2602)*®]"~; — (Dobias, ¥D2610) + 7 1|D2b |
1 1
= 5 ((D201(t, L)) + (Do600(1,0))") = (Dablras, 9Dsbr) + 7| Dbl

begriindet ist. Setzen wir die Darstellungen aus (7.45) in (7.44), den entstehenden Ausdruck in
(7.43a) und die Ergebnisse aus (7.43) in (7.42) ein, erhalten wir fiir den zu untersuchenden Term
—2’YTq2<9ttttx; PDyuy,) :

d
_277_(12 <0ttttzy (I)Dlut:r> = di ( <9tttz7 (I)D2011>)

t

j(TJ@TZ Gre, ¢D29M>) + Zﬁ TTQ: O, DDb.s)

(;it (;/:;179 (O (I)D29m>> + ?g;’iwm, PD,0,,)
QTZZTG ((DQHtm(t L) + (Dyby, (t, 0))2) 4 C2 Db
2?2{ Oresr, Orr + 70100) — 29;?@””’ (Outw + T4Or112))
ol
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Aus dieser Umformung heraus lasst sich der Ausdruck nun geeignet nach oben abschétzen. Den
Randterm —2T —((Daba(t, L))? + (D10,(t,0))?) konnen wir aufgrund seines negativen Vorzei-
chens vernachlassigen. Mit den Ungleichungen von Cauchy-Schwarz, Young und Poincaré und mit

|®| < % ergeben sich

2gc1,r Q 20¢,T,
T, L Ossst, O + TyOpe) < q H tttt” + LTO CP1 (||9tm||2 + T(f!\@tmllz) )
QQCU Q 'U
und — T L Ouier, P(Opry + T0st12)) < q HettttH T q (”etmnz + TqQHettttz) .
Damit folgt
d 27_2 7_* K'/*
_277— <0ttttz7 ¢D1utw> S _E?o <<6tttx7 (I)D20ww> 7;:9(0151517 ®D20$w> + 77_9<9tx7 @DQwa>>

2

27'
Torr (K" 00 + T, Ottt PD20,,)
9

+Cl||9ttz|| +c2||0ttta:|| +C3||9tttt”2

+ CG4\|D29mH +

fiir ¢, = QcTOr (2cp1 + 1), — QcTOT (201:1 + 1) und ¢z := E’COT ( + 14+ 2L) Agnstelle von Dyl
konnen wir aufgrund der D1fferent1a1glelchung (7.31Db) auch gc, (04 + 740u: + %Otm) + YTy D1y,

schreiben:

* *

d 27'
(<9tttm7 ¢D201’I> + i<0ttzy (I)D20$z> + " <9t:1:7 ¢D29mx>>
KTy To

Cdt TO

—277}12 (Ostttar PD1Us) <

) s 2067, .

+ CG4 ||D29t:rH + 7T <"’€ Oz + T, Ottt (I)(ett + quttt»
oK Ty
c, T 2v12

sl Ty <K/*9ttz + T:Htttma (I)Dlut:r>

TokTy )

+ Cl||9ttz||2 + C2||0tttx||2 + C3||9tttt||2 .

<K/*9ttz + 7': Htttma (I)etttt> +

Fiir die entstandenen Skalarprodukte nutzen wir die Abschéitzungen

20¢,7; oc,T;
*Orta “Orere, P(O 0 < —— 4 ((g*? 0t Ortta
Torry (K"Otta + 7 Ott10, ®(Ont + Ty01e)) < Torts (( +cpy) |0 ” + (732 +75ce,) |0t )
4 4
0CyT, 0CyT, OCyT, " *
Tom'e <"€ Ot1 + 7, 9tttm7¢9tttt> > TO/{:QHGtttt’F + 7107"0:9(% 2H9th2 +Ty2||9ttta:H2)
2973, . . £ L vTiN2 /o .
und q </{ th =+ Tygtttma @Dlum> S j||D1Utz||2 =+ *(J) (H 2||0tt:n||2 + Ty2||9tttm|‘2)
KTy 2 €5 \ KTy

mit demselben e5 wie in (7.41).

Dann ergibt sich

* *

d2 7'
(<9tttx7 QDQHa:z> TV <9tt$7 ¢D29z1> + il <0t17 ©D291z>>
KTog KTog

Cdt T,
+ gl\DlutxHQ + C2, D200 |” + c1(e5) 10 l” + o)1 Grnea|”

—2’}’7(12 <9ttttx7 (I)Dlutm> =~

+ 024\|9tttt!!27
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wobei die Konstanten

2 4, %2 * 2
_ 0% (a2 ﬂ+i(m)2+c
= T >
oR Ty €5 KTy

lauten. Die Abschéitzung, die wir nun fiir den Term —277'5 (Osst2, PDyuy,) erhalten haben, setzen
wir in (7.41) ein. Dadurch ergibt sich

8’yq

_4'Y<D19tmq)plutx> < ;H,Dlutzu + H(gttrH + H(gtth
d 2’7‘ T* K*
at T, << ttt 2022) + KT9< tt D) >+ HT9< t 2 >>

+ g\lpluthQ + C&,IDoba” + €1(85) 16eea |” + c2(e5) 1uaee |

+ C&,10ueee”

d27'

T K*
= dt T <<0tttw) ¢D291x> HV <9tta:a ¢D29xx> KTy <9tw) ¢D20x$>)

+ sl Diuce|® + CZ, I Dabual|” + C2, (25) 1 usa||” + C&, (€5)]Busea ||’
+ Cé4||9tttt”2

mit den Konstanten C (e5) := % + ci(e5) und Cf, (e5) = SWESTG + ¢3(g5). Schlielich kombinie-
ren wir dieses Ergebnis mit der anfanglichen Ungleichung (7.40) und erhalten so die gewiinschte
Abschétzung. O

Nachdem sich gegeniiber dem System TPLT (1,1,1) nur die Gestalt des Funktionals G4 gedndert
hat, kénnen wir im weiteren Verlauf von den ausgearbeiteten Resultaten aus Abschnitt 7.1.1
profitieren.

Korollar 7.29 (Zusammenfassen der Hilfsfunktionale). Wir legen die folgenden Werte fest:

. { 1 LQ} o(\ +2u) 12
Ey4 = IMIN Eyg im ———— Ay :— )
* " 48 ° 12, YT X422 Y
A4 2p

ap =24 3C%, (e4)r™ und e5:=

Cp2 aq

Dann existiert eine Konstante Cg € RT, sodass fiir alle t € [0, 00) gilt:

d
(@G + Ga+ G+ uGa) (1) < =200 (DI = 20| Dyrea ()] = 200+ 200) [ D (1)
+ Ca (0@ + 12 O + [0usta®)I* + 10rase (DI -

BeEwEIls: Wir konnen auf den Beweis zu Korollar 7.10 zuriickgreifen und diesen entsprechend
abwandeln. Die grundlegende Abschéitzung von %(Gg + G35 + a4G4) unter (7.14) gestaltet sich
dahingehend um, dass an die Stelle von asC¢, || D10, |* + asC%, (e5)|| D16, nun der Ausdruck
4105, [D10:[1* + asCZ, | Dabral® + asCE, (€5)|0ual” + asCe, (e5)|Orusal|” + @sC2, [[Oreee|* tritt, wie
es Lemma 7.28 im Unterschied zu Lemma 7.9 mit sich bringt:

190



7.2 Three-Phase-Lag-Thermoelastizitdit TPLT (2,1,1)

d
a(GQ + G3 + CL4G4)

2 2 A+2
< (—5Q+24Q2E4+a4((>\+u) (A +2p)

T2 4 0) ) Drtal” + 40+ 20) (—1+ 00 S ) Dy
+ Cg, EDID10” + (Co, + G4Cé:4)||D19x||2 + Cé3(54)\|9291||2 + (C¢, +asC2,) D0, |1
+ asC8, (65)10ua | + aaCe, (€5) 1 Ourrall” + aCE|[Oreae|”

+ (1225 — s (A + 200)) ((Druea (1,0)° + (Druas(t, 1))

Die Wahl der Konstanten ¢4, €5 und a4 kénnen wir beibehalten, ebenso die Abschétzungen fiir
D20, ||* und || D26, ||?, da die Gestalt des Operators D, unverandert ist. So erhalten wir

d
37 (Ge + Gs +auGy) < ~20|Dyue || = 3(A + 20) || Dy |” + 3CE, (e4)w ™16

+ 2 (1D + D10l + 180 ” + 100a2|” + 1000sa* + [18usee]”)

fiir eine Konstante ¢, € R*. Durch Hinzunahme von a;G mit a; := 2 + 3Cg, (e4)k** ergibt sich
wie im Beweis zu Korollar 7.10

d
a(alG1 + Gy + Gs + CL4G4) < —2||9x||2 — 2é'||DlUm||2 -2+ 2H)||D1uwm||2

+ s (D107 + (D10l + 100 ” + 100ca|” + [0rssaI* + [18rsee]*)

fiir eine Konstante ¢c3 € R*. Im darauffolgenden Schritt miissen wir die geinderte Gestalt des
Operators D; beriicksichtigen, wodurch sich die Ungleichungen wie folgt erweitern:

37l 37l
D16, ° < 3([6..]1 + 37},2H9m||2 + TquttttHQ < 3cp, ||0ura||” + 3750p1||9tm||2 + TqIIHthQ,
2 2 2 2 37'; 2
I1D1011" < 3010ec ™ + 37 1Oue ™ + = 1Ootec ™
Fiir eine geeignete Konstante Cg € R gilt nun insgesamt die behauptete Abschéitzung. O

Lemma 7.30 (Beschrankung des Hilfsfunktionals durch die Energie). Es ezistiert eine Konstante
Cop € RY, sodass fiir alle t € [0,00) gilt:

la1 Gy (t) + Ga(t) 4+ Gs(t) + asGa(t)| < Con (B (u, 05t) + Ey(ur, 05t) + E(u, 0;t) + E(uy, 04;1)) .
BEWEIS: Nach Definition von G, (sieche Lemma 7.28) ist
|G1G1 +Go 4+ Gs + CL4G4’ < ‘alGl + Gy + G5 + 4a,0(Druy, ‘I’Dlum>’ + ‘64‘

L~ 277 T* K*
mit Gy = a4? (<9tttz7 ODy0,,) + —(Orte, PD20,,) + ;(9&“ (I)D29m->> .
9

0 KTy

Fiir den ersten Summanden wurde im Beweis zu Lemma 7.11, siche dort die Ungleichung (7.15),
gezeigt, dass eine Konstante ¢, € R existiert, sodass

‘ChGl + G2 + G5 + 4a,0(D1uy, (I)Dlutm>’
< Cz(HDlUttH2 + Dyt ||* + [Pyt | + D101 + 10417 + (1021 + Hé’mH2>
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7 Exponentielle Stabilitdt zur Three-Phase-Lag-Thermoelastizitit im Intervall

gilt. Der zweite Summand ]6:‘4] erfiillt nach den Ungleichungen von Cauchy-Schwarz, Young und
@] < % die Abschiitzung

Gl < s (60 4 161l + 10ur | + D262

2 . N
mit ¢z 1= a4;—7€0 (1+ f;y@ +:Te) Wenn wir fiir D»0,, den Zusammenhang aus der Differentialgleichung

(7.31b) ausnutzen, erhalten wir

1D l” < 2(0¢0)* D10 1” + 2(vT5)* | Dy ||
Damit ergibt sich fiir ¢, := ¢3 max{1,2(gc,)?, 2(vTo)?}
Gl < ea(IDrusall® + 1D + 100 |+ Bueell* + 10r )
Insgesamt folgt
|a1G1 + G2 + G5 + a,Gy| < (c2 + C4)<||D1Utt||2 + ||D1um||2 + ||D1utac||2 + ||Dl€t||2
+ DOl + 1621 + 182 1 + 16202 1” + 1610021
< Cor(Ey(u,0) + Ey(ug, 0,) + E(u,0) + E(uy, 0;))

fir Cop := (c2 + ¢4) (gr— + @), Wobei die letzte Ungleichung auf den Sitzen 7.24 (i) und 7.26 (i)
beruht. " O

Fiir die Festsetzung des Lyapunov-Funktionals unterscheiden wir zwischen den beiden Féllen

RLUTEES T, > K'1, und RLICEES T, = K'T,.
Tq Tq

2KTo * *
Fall > T, > KT

Solange die Parameter der strikten Ungleichung geniigen, reichen die bisher zusammengestellten
Funktionale aus, um ein geeignetes Lyapunov-Funktional zu konstruieren.

Satz 7.31 (Lyapunov-Funktional). Es gelte ziﬂ > 15 > k*1,. Wir legen die folgenden Werte fest:

To 0 1
CG7CGE sowe  &p = ;7 €1 = ;7 Eg 1= ; und
2 2 2

ar =1+ max{

0Cy Ty

* * ? TET, ? THT
T — KT, T — KT+ Te(kTe — 5) T Ty (kTe — T52)

aQC% (80761) + CG aQC%] (81782) + CG GQC% (52) + CG
az := 1+ max{ Cqg, H H H .

Das Lyapunov-Funktional £ und die Gesamtenergie & definieren wir firt € [0,00) durch

ZL(t) == as(Ewn(u, 0;t) + Ey(ug, 01;t) + Go(t)) + as(E(u, 0;t) + E(uy, 0,5 1))
+ a1G(t) + Ga(t) + G3(t) + asGy(t)
und &(t) = Ey(u,0;t) + Ey(ug, 04;t) + Go(t) + E(u, 0;t) + E(uy, 04;t) .

Dann ist zum einen £ dquivalent zu &, d. h. 3by,by € RT Vit € [0,00) : b1E(t) < ZL(t) < bE(1),
und zum anderen gilt: Ibs € R* Vit € [0,00) : &£ L(t) < —b3&(t).
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7.2 Three-Phase-Lag-Thermoelastizitdit TPLT (2,1,1)

BEWEIS: Die Ergebnisse aus Satz 7.24 (ii), Satz 7.26 (ii) und Korollar 7.29 besagen

d Co T, Co T,
32 < (2T 0wl — 25Tl + eal Dt + 2+ 200) [Pt + ol
de¢ T Ty

+ CEH (€0, 51)”9mH2 + C%H (e1, 52)H9ttxH2 + C%H (52)H9tttw”2>

T*T,
a5 = w8l = (72 =y 4 7 (s = %) ) sl

2
T,
=7 (70 = ) 60

= 2[16, 1" = 20]Dyue | — 20X + 20) | Dy |* + CG(||9m||2 + 18 |+ [1uaea | + |!9mt||2)

chTq 2
0
e

= (_29 + a251) HDlumH2 + (_2 + a2€2)()‘ + 2#)“1)1“96:6”2 — Q2

Cy T,
(a2 4 Co ol + (=2 + aszo)
0

+ (—as(} — #'7) + 2C, (e0,21) + Ca ) [0

* * T;T
+ (—ag <7‘V — KTy + 7, (m‘a ) q)) + aQC%H (e1,€2) + C’G) ||0m||2

+ (—agrq <me _ 7527‘1) L asC (e0) + CG> 161l (7.46)
Nach Lemma 7.30 gelten aufierdem
& < (ay + Cap) (Bwn(u,0) + By (ui, 6,)) + a2Go + (as + Car) (E(u, 0) + E(ut, 6;)) (7.47)
und
L > (ay — Cap) (Ex(u,0) + By (ur, 0,)) + a:Go + (a5 — Car) (E(u, 0) + E(uy,0,)) . (7.48)

Damit einerseits der Term |[|6; > in (7.46) ein negatives Vorzeichen erhilt und andererseits in
(7.48) die Positivitat aufrechterhalten werden kann, muss a, hinreichend grofi gewéhlt werden. Wir
legen ay := 1 + max{

To — 1 1 — 1 i
s Cg, CGE} fest und setzen gy := o €11 = o und &5 := P~ Anschliefend

fixieren wir

a;C}. (g0,61) + Ca ayC% (g1,89) + Cq ayC3 (22) + Cq
a3 := 1+ max{ Cqg, H = H .

TE — KT, T T — KTy Ty (kT — 2 T 1y (kT — )
Zum einen sind damit nun .Z und & wegen (7.47) und (7.48) dquivalent:
Vte [O, OO) : min{az — CGE,(Zg — CGE}(Q@(t) S g(t) S max{az + CGE7 as + CGE}@@(t) .

Zum anderen reduziert sich die Abschétzung (7.46) auf

d 0CyT, O0Cy T,
&f < —QHDthHQ - (A + 2#)”171%:6”2 - a27q||‘9ttt“2 - . ’|9tttt||2 - ||9a:”2

Ty Ty
T, T,
(75 =m0l = (7 = w7 (0 = ) Yl = 7 (0 = 7% ) s
2 2
< —a (HDluthQ + 1Dyt ||” + ||9m||2 + H9tm||2 + ||‘99c||2 + ||9tacH2 + |0 ||” + ||9tttm”2)
(7.49)
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7 Exponentielle Stabilitdt zur Three-Phase-Lag-Thermoelastizitit im Intervall

fiir ¢; := min{p, A+ 24, LTy — KTy Ty (KT — %)} > 0. Anhand der Definitionen von Ey, E

und Gy (siehe Definition 7.23, Satz 7.24 und Definition 7.25) sieht man leicht, dass eine Konstante
¢ € R existiert mit
& < C2(HDlUtH2 + [ Druee|” + 1Dauall” + 1Dyt |* + 116eel” + [1Beeell” + [|Boree )
2 2 2 2 2 2
F D10 + [[D16:]|” + [10:1" + 10sa||” + 10eea ™ + [|Oreea | ) :

Daraufhin nutzen wir noch die Ungleichungen

L
IDyue]|? < ep, D1, | Drtal” < cp,||Ditigs|”, da / Dyuydz =0, [0y < cp, |10sa]l”
0

2 2 9 2 37';1 2 2 2 2 37'3 2
D10 < 310" + 37, (|0 ‘|‘T”9ttt‘| < 3ep, [|0wa]|” + 37 cp, (|0t | ‘|‘T”9ttt\| )

3! R
ID16:]1” < 3[164 ) + 37, [100ee” + anemt”2 < 3cp, [0 | + 37, [|0uuel|* + Tq||9tttt||27

2
Dy < 2( 22
0

2 2 Yy 2 2 2 2 7';1 2
) 1Dl +6(= ) (10eel* + 7210001 + <10 ”)
die sich mithilfe der Ungleichungen von Poincaré, Cauchy-Schwarz und Young sowie anhand der
Gestalt von D; und des Zusammenhangs aus der Differentialgleichung (7.31a) ergeben. Fiir eine
hinreichend grofie Konstante ¢3 € R folgt dann

& < e (IDvteell® + 1 Drta* + 18useI* + 10sasel* + 1011 + 162 ]l + 16all® + 61ec])”) -

Dies zusammen mit (7.49) ergibt £(¢) < —£&(¢) fiir alle ¢ € [0, 00). O

Wir erkennen nun auch die Ursache fiir die Notwendigkeit der Energie zweiter Stufe Ey (uy,6;),
die im Zusammenhang mit dem System TPLT (1,1,1) nicht bestand. Die Funktionale G; und Gj
(siehe Lemma 7.27) rufen in der Abschétzung ihrer Zeitableitungen die Terme Cf ||D:6,||* und
O, (€4)[|D16:]|> hervor. Dadurch, dass der Differentialoperator D, gegeniiber der Situation fiir
TPLT (1,1,1) um den Term %9y, erweitert ist, reichen die durch < (E(u, )+ E(u,, §)) geschaffenen
Terme —||0;.]|%, —||0s2]|* und — |04+ ||* nicht mehr zur Kompensation von || D;6;]|? aus. Die Liicke
wird durch die Energie zweiter Stufe geschlossen, da sie den Term —||6,,||? beisteuert.

Fall 257 > 7% = g*1,
Tq v

Wenn 7, = k*7, gilt, trigt $E(u,6) + E(u,0,), wie aus Satz 7.26 (ii) ersichtlich, weiterhin die
Anteile —||0;.||* und —||04s.||* bei, nicht aber mehr den Term —|6;,||*. Wie wir schon im Zu-
sammenhang mit dem System TPLT (1,1,1) gesehen haben, kénnen wir diesen jedoch durch ein
weiteres Funktional H erzeugen.

Lemma 7.32 (Hilfsfunktional H). Fir t € [0,00) definieren wir H(t) := —(0,(t), 0;.(t)). Dann
gilt fir alle t € [0, 00)

d €
O = —[10. ()" + 56\|9x(t)|!2 + Cr ()| 010 (1)

und |H(t)| < er(Ex(u,0;t) + Ey(u, 055t)) + Cup(er) (E(u, 05t) + E(uy, 0,5t)) ,

wobei g und e; € R beliebig gewdhlt werden kénnen und die davon abhdngigen Konstanten
Cu(es), Crr(er) in RT geeignet festzulegen sind.
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BEWEIS: Die Abschétzung von %H (t) entspricht derjenigen aus Lemma 7.13. Gedndert hat sich
nur die Definition der Energien. Nach Satz 7.24 (i) und Satz 7.26 (i) gilt jedoch

1 1
161" < =—(Ba(u,6) + Ea(u,6,)) wnd  |0ee|* < == (E(u,0) + E(ur,6,)),
CEH CE

sodass zusammen mit |H| < Cp, 7|0, ||> + ;72— 6:.||* die behauptete Abschitzung folgt. [

4CEH€7

Satz 7.33 (Lyapunov-Funktional). Es gelte 2’:& > 1) = K*1,. Wir legen die folgenden Werte fest:

T 1 1
a2::2+max{ ° CG,CGE}, €p 1= —, slzzﬁ, €9 1= —,
0Cy Ty 2a9 9 a9
1 1
as := 14 axCg, (e0,61) +Ca, €6:=—, e7:=— und
Qs Qs
asC% (g1,82) + Cg + Crles) aC3 (e9) + C.
as = 1+max CGE+CL5CHE(67), 2 EH( ! 2) T*GT H( 6) 2 EH( 2)T*T ¢ .
7 (k7o — 25) o (KTo — 75%)

Die Gesamtenergie & sei wie zuvor firt € [0,00) durch
E(t) == Ey(u,0;t) + Exy(u,0;t) + Go(t) + E(uy, 015 t) + E(uy, 045 1)
definiert. Als Lyapunov-Funktional wdhlen wir
ZL(t) == as(Ex(u, 0;t) + Ey(ug, 0;5t) + Go(t)) + az(E(u, 0;t) + E(uy, 0;5t))
+ a1G1(t) + Ga(t) + G3(t) + asGy(t) + as H(1) .

Dann ist zum einen £ dquivalent zu &, d. h. 3by;,by € RT Vit € [0,00) : b1 E(t) < ZL(t) < b&(t),
und zum anderen gilt: Iby € RT Vit € [0,00) : L L(t) < —b3&(2).

BeEwEIS: Die Ungleichungen (7.46), (7.47) und (7.48) aus dem Beweis zu Satz 7.31 &ndern sich
durch 77 — k*7, = 0 und die Hinzunahme von a;H wie folgt:

d CyT,
ag < (—29 + 61251) leutzHQ + (—2 + a2€2)()\ + 2M)HD1UII”2 — Qg QT ! HetttHQ
0

Cyy T e
+ <—CL2 QT 4 + Cg) HettttHQ -+ <—2 + (053N + 0526> ”9:]0”2
0

+ (—as + a0, (g0, 1) + C)||0se ||

TOT,
+ <aqu (k70 = %) + a:C3, (e1,22) + Ca + cH(e6)) [

T,
—+ <—CL3Tq (HTQ - q) + QQC%H (52) —+ CG) Hettt:v||2

2
sowie
&L < (az+ Cgp + aser) (Exn(u,0) + Ey(uq, 0;)) + a2Go
+ (a3 + Cor + asChr(er)) (E(u, 0) + E(u, 6,)),
und

&L > (ay — Cgp — aser) (Ewn(u, 0) + Ey(uq, 0;)) 4+ a2Go
+ (a3 — Cor — asChp(er)) (E(u, 0) + E(u, 6;)) .
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Die Reihenfolge, in der die noch offenen Konstanten zu wéhlen sind, kennen wir schon. Zunéchst
fixieren wir a, := 2 + max{—Cg, Cep} und & : 2(112, e1:= 2 und & == é Dann legen wir
as =14 ayCh, (c0,€1) + CG fest und passen dazu &g : é und 7 := i an. Schlielich setzen wir

noch

a3C, (e1,62) + Ca + Cr(es) a2Ch, (e2) + Ca }

a3 := 1+ max{ Cgp + asCrr(er), T Tq ’ TiTg
7o (KTo — 5% 7y (k7o — =5)

Wie im Beweis zu Satz 7.31 ergibt sich damit zum einen die Aquivalenz von . und & und zum

anderen

d

wZ = —C<||1?1utac|!2 + [ Drtae|” + 10ll” + 10uaeell” + 102l” + 162]” + [16uce||” + IIHMHZ) < bsé
fiir geeignete Konstanten ¢ und b3 aus R*. O

Anhand der Sétze 7.31 und 7.33 kénnen wir nun fir das System TPLT (2,1,1) die exponentielle
Stabilitdt unter homogenen Dirichlet-Randbedingungen folgern.

Satz 7.34 (Exponentielle Stabilitét fiir TPLT (2,1,1) unter Dirichlet-Randbedingungen). Es gelte
M1 > x> K1, und es sei (u,0) eine hinreichend glatte Losung von (7.30) unter der Randbedin-
gung (7.32). Dann klingt die Gesamtenergie & := E3(u,0)+ Ey(ug, 0;) +Go(t) + E(u, 0) + E(uy, 0;)
exponentiell ab, d. h.

IDcRTIde RVt [0,00): &) < DED)e .
Insbesondere gilt:
3D, €RT3ID, e RV V€ [0,00): [0(t)]| < Die %' und ||(w(t), us(t))|| < Doe™ ™75

BEWEIS: Wie im Beweis zu Satz 7.15 folgt das exponentielle Abklingen fiir & mithilfe des Lemmas
von Gronwall aus Satz 7.31, sofern 257 > 7% > x*7, ist, und aus Satz 7.33, falls 227 > 77 = k*7,
ist. Unter Beachtung von Satz 7.24 (i ) bringt dies auch das exponen‘melle Abkhngen fiir 6 mit sich.
Wie im Beweis zu Satz 7.15 ausgefiihrt, erhalten wir IDoull® < ¢ (| Douse||® + | Doba||?), wobei
der Operator D nun aber als D := Id + 7,0, + = 8tt definiert ist. Weiter ergibt sich daraus fir
o = ey max{1, 7}, & } unter Berticksichtigung von Satz 7.24 (i)

[Pt < ca(IDaue (@) + 18 (8)]1 + [16es(1)]* + Hemam?)
(B (u, 0 1) + Ex(uy, 051)) < CCQ &(t) <

Ey Ey

<

D —dt
CEH &(0)e

Der Zusammenhang zwischen Dyu und v wird durch eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit den Anfangswerten ug := u(0) und u; := u;(0) beschrieben:

2

() + Tyue(t) + %qutt(t) — Doult), e (0,00),
u(0) = ug, ut(0) = uy .

Als System erster Ordnung lautet das Problem
=A + mit A = und — .
(o) =2 (2) + (o) () e (0= (2
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Die Eigenwerte der Matrix A sind —+ + L4, Demnach gilt [[e?[|2x> < ce” 7" fiir ein ¢ € R* und
alle t € [0, 00) (vergleiche Lemma 2.6 (iv)). Zusammen mit der nach Satz A.18 giiltigen Darstellung

u(t) _ At [Uo K Alt—s 0
(Ut(t)> —° <U1> +/o et (Dou(s)> ds

folgt wie im Beweis zu Satz 7.15
—min{%,%}t
H(u(t)7 ut(t))HLZ((QL))Q S D2€ q

fiir eine von wg, u; und &(0) abhéngige Konstante Dy € RT. O

7.2.2 Homogene Dirichlet-Neumann-Randbedingungen

Wie fiir das System TPLT (1,1,1) iibertragen sich auch hier die Resultate, wenn wir die Randbe-
dingungen zu den Systemen (7.30) und (7.31) abwandeln zu

u(t,0) =u(t,L) =0 und 0,(¢t0)=0,(t,L)=0 firte]0,00). (7.50)

Aufgrund der Differentialgleichung (7.31b) bedeutet dies, dass fiir alle ¢ € [0, 00)

L L
/ Di0(t,x)dx = / D10(0,z) dz
0 0

gilt. Zusammen mit der Darstellung

0(t, ) _ At 0o () ’ A(t—s 0 ) 0
<6t(t,x)> =¢ (9@)) e )<<DO«9(O,$)> +f (Dle(r,x)> dr) ol

wobei die Matrix A wie im Beweis von Satz 7.34 definiert sei, ergibt sich daraus
Lot x) ar [ [0o(2) ¢ L 0
' dr=e t/ 0 d:v+/ eAt=) ds/ dx
/0 <9t(ta ) o \bi(z) 0 o \Do0(0,7)
t Alt—s) L 0
—d / dx .
+/0 ° i 0 <D10(07x>> !

Wir betrachten daher nur solche Anfangswerte, die

/OLHO(x)dxzo, /0L91(x)dx:0, /OLGQ(:B)dx:O und /0L93(x)dx:0 (7.51)

erfiillen, womit dann [’ 6(t, ) dz = 0 fiir alle ¢ € [0, 00) gilt.

Lemma 7.35 (Energien und Hilfsfunktionale). Die Energien Ey und E sowie die Funktionale
G1, Gy und G5 seien wie in Abschnitt 7.2.1 definiert. Unter der Randbedingung (7.50) und der
Voraussetzung (7.51) gilt: Die Aussagen von Satz 7.24 und Satz 7.26 behalten ihre Giiltigkeit.
Gleiches gilt fiir die Aussagen aus Lemma 7.27 zu den Funktionalen G, und Go. Fir G trifft die
Aussage aus Lemma 7.19 zu. Fir 2G, + Gy + G5 gilt die Aussage aus Korollar 7.20, wobei & als
E(t) == Ey(u,0;t) + Ey(us, 0t) + Go(t) + E(u, 0;t) + E(uy, 045 t) zu setzen ist.
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Beweis: Gilt 0,(t,0) = 6,(t,L) = 0, so kommt im Beweis von Satz 7.24 bei (7.33) die zweite
Poincarésche Ungleichung zum Einsatz. Es bleibt dabei, dass bei den partiellen Integrationen
bei (7.34) und (7.37) im Beweis von Satz 7.24 sowie bei (7.39) im Beweis von Satz 7.26 keine
Randterme auftreten. Die Aussagen von Satz 7.24 und Satz 7.26 sind damit weiterhin giiltig. Die
Ubernahme der Aussagen zu G;, G5 und G3 erschliet sich aus den Beweisen zu Lemma 7.19,
Korollar 7.20, Lemma 7.27 und Lemma 7.30. ]

Auf der Grundlage von Lemma 7.35 leitet man wie im Beweis zu Satz 7.21 die exponentielle
Stabilitdt unter Dirichlet-Neumann-Randbedingungen ab.

Satz 7.36 (Exponentielle Stabilitat fiir TPLT (2,1,1) unter Dirichlet-Neumann-Randbedingun-
gen). Es gelte 2’:% > 7 > K*1, und es sei (u,0) eine hinreichend glatte Losung von (7.30) unter
der Randbedingung (7.50) und der Voraussetzung (7.51). Dann ezistieren d, D, Dy, Dy € R, so-
dass fiir alle t € [0, 00) gilt:

S < DEO)", [00)] < Die™# und - (ult), u(0)] < Dy

7.2.3 Instabilitat

Wir wollen zeigen, dass im Allgemeinen keine Stabilitdt zu erwarten ist, wenn die Bedingung
10 > 1% > K7, verletzt ist, und betrachten dazu das System (7.30)

2 2

Tq * * Tq
0Cy (ett + quttt + ?etttt) — K0y — T, Otze — KT0kze = —’YTO (uttz + TqUttin + ?utttm’)

in (0,00) x (0,27) unter homogenen Dirichlet-Neumann-Randbedingungen
u(t,0) =u(t,2r) =0 und 6,(¢,0)=06,(¢t,2r) =0 firt e [0,00).

Wir gehen wie in Abschnitt 7.1.3 vor und wéhlen als Ansatz fiir eine Losung

1 1
u(t,x) = ae*'—=sin(nz) und O(t,r) = be*" — cos(nzx)

VT VT

fir Werte a, b € R, w € C und n € N. Damit die Differentialgleichungen erfiillt sind, muss

a
M, <b> =0

ow? + (A + 2)n? —n )

2 2
YIon(w? + Tw® + Zw')  oc, Fw' 4 e, 7w + (0, + KTen?)w? + TN w + K07

mit M, , = (

gelten. Dieses Gleichungssystem besitzt eine Losung (a,b) # (0,0), wenn det M, ,, = 0 ist, d. h.

0= o%c, 2w’ + o’c,Tw’ + (QQCU + (0co Z (N4 2p) + ¥ ToE + QHTQ)TLQ)W4
+ (o1 + 0cuTy(A + 2p) + Y To7y)n°w®
+ (0k* + 0cy (A + 2u) + V*To + k(X + 2u)n°)n°w? + 75 (A + 2u)n*w + k* (X + 2u)n*
=:pp(w).
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7.2 Three-Phase-Lag-Thermoelastizitdit TPLT (2,1,1)

Die Frage, unter welchen Voraussetzungen p, eine Nullstelle mit positivem Realteil besitzt, lasst

sich mithilfe des Hurwitz-Kriteriums beantworten. Der erste Hauptminor h{) := o%c,7, der zu
pn gehorigen Hurwitz-Matrix ist stets positiv. Die Hauptminoren zweiter und dritter Ordnung
lauten
B = det 0° €Ty (o + QC,UTq()\ +24) + ’}’ZTOTq)

o CUTQ Q Cy + (QCU 2 ()\ + 2:“) + ’YQTO P + QﬁTG)

TyT
= o’c,T, (HT@ — 7(12'/ >n2 + o'clry

und

Peury (o7 + ecomg(A + 21) + v Torg ) n? 75 (A + 2u)nt

3) ._ -2 72 72
hn = det gch?q 0%cy + (gcv A+ 2,u) + ’y2To* + QHTG) (oK™ + ocu(A + 21) +¥°Th + Kk7(A + 2p)n*)n?

0 0%cyTq (o7} + ocutq(A + 2p) + ¥ ToTg)n?
= (o7 + 0coTy(A + 2p1) + ¥ Tory)n*hY

—o'clr) ((QH* + 0co(A +2p) + Ty + k7e(A + 2p)n*)n® — %()\ + 2u)n4>

*
TqTy,

— g3cv7'q(g7'lf + ’)/QTOTL]) (m'g — )n4 + 0’2t (1 — K*1, )N

Wenn nun 257 < 7 ist, ist A{? < 0 fiir hinreichend grofe n € N. Im Fall 257 = 7% < r*7, ist
2 > 0, aber R < 0 fiir alle n € N. In beiden Fillen folgt mithilfe des Hurwitz-Kriteriums
A.6.1(ii), dass p, fiir ein n € N eine Nullstelle w € C mit Re(w) > 0 besitzt. Daraus lasst sich wie
in Abschnitt 7.1.3 die Instabilitdt begriinden.

Die Ergebnisse, die wir zur exponentiellen Stabilitat der Modelle TPLT (1,1,1) und TPLT (2,1,1)
erhalten haben, waren auf Grundlage der bisherigen Arbeiten [BQR14; Qui02; Qui03; QRO06a;
QRO6b; QRO7; QRO8] zu erwarten. Insbesondere war davon auszugehen, dass die von den Warme-
leitungsmodellen TPLW (1,1,1) und TPLW (2,1,1) bekannten Parameterbedingungen 7,0 > s*7,
und 2"”9 > 7, > K*71, eine Rolle spielen. Die konkreten Rechnungen bei den Energieabschatzungen
mussten individuell durchgefiihrt werden, jedoch lieflen sich Ideen zur Behandlung des Randterms
und des Grenzfalls der Parameterbedingung aus [QR06b] und [BQR14] iibernehmen. Somit fiigen
sich unsere Untersuchungen zu den beiden Three-Phase-Lag-Modellen der Thermoelastizitat in
die Reihe der bisherigen Arbeiten ein.
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A.1 Notationen

Es sind N, R und C die Mengen der natiirlichen, reellen und komplexen Zahlen, N, := N U {0}
und RT bzw. R§ die Mengen der positiven bzw. nichtnegativen reellen Zahlen. | - | bezeichnet die
Abrundungsfunktion. Zu einer komplexen Zahl z € C bezeichnen Z deren konjugiert komplexe
Zahl, Re(z) den Realteil und Im(z) den Imaginérteil. Die imaginére Einheit ist i := /—1.

Ist m € N mit m > 2 und sind (X, ||-|[x,) fiir j € {1,...,m} normierte Rdume, so bezeichnet
X, x...x X,, das kartesische Produkt und X™ das m-fache kartesische Produkt von X mit sich
selbst. Ein Element z € X; x ... x X,, wird in der Form x = (z1,...,7,,)" dargestellt, wobei T die
Transponierung kennzeichnet. Auf dem Produktraum sind die folgenden p-Normen untereinander
dquivalent: 1

(Dlasli,)" firp e 10c).
j=1

1%%(7”%“)(] fiir p = 00 .

H~HX1XMXxm;p: Xix..xX, =R, z~

Sind (X, (-,-)x,) fir j € {1,...,m} Hilbertrdume, so wihlen wir auf dem Produktraum das
Skalarprodukt

() xxxx, - (KX X X)) X (X X x X)) = €, (2,y) = ) (@5, 05) x,
j=1
und die davon induzierte Norm |||/ x,x...xx,,.2 - Die Raume R™ und C" zur Raumdimension n € N
sind mit dem durch (z,y)p» 1= >j_, 2;y; baw. (z,y)cr := >}_, 2,7; definierten Skalarprodukt
und der davon induzierten euklidischen Norm |-| ausgestattet.

Fiir einen Multiindex o € Nj gelten die Schreibweisen |a| := a; +. ..+, sowie % := x{"-. .. xon
fir x € C" und 93 := 93! ...0g", wobei 0, die partielle Ableitung nach der j-ten Komponente
bezeichnet. Als weitere Ableitungsoperatoren treten der Nabla-Operator V, die Divergenz div, die

Rotation rot und der Laplace-Operator A auf.

A.2 Raume von Funktionen und Distributionen

A.2.1 Stetige und differenzierbare Funktionen

Zu einer offenen Menge U C R" und einem Banachraum X bezeichnen C°(U, X) den Raum
der stetigen Funktionen und C*(U, X) fiir k € N U {co} den Raum der k-mal stetig (Fréchet)-
differenzierbaren Funktionen von U nach X. Fiir k € Ny U {oo} ist C¥(U, X) die Menge aller
f e C*U,X), fiir die 9 f fiir alle a € N mit |a| < k eine stetige Fortsetzung auf U besitzt.

Z(X,Y) ist der Raum der stetigen linearen Abbildungen von X in einen Banachraum Y und ist
ausgestattet mit der Operatornorm ||| ¢(xy) : ZL(X,Y) = Ry, f — sup| =1 1.f(@)[ly . Dabei
ist Z(X) := Z(X,X). Auf dem zu Z(C™) isomorphen Raum C™*™ der komplexen (m X m)-
Matrizen wéhlen wir die Norm ||« [|gmxm = || || 2@cm).
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Fiir ein Gebiet 2 C R" bezeichnet C5°(€2) die Menge aller unendlich oft differenzierbaren Funk-
tionen ¢ € C>*(Q,C), deren Tréger supp ¢ := {z € Q| ¢(x) # 0} eine kompakte Teilmenge von 2
bildet. Nimmt man fiir Folgen (¢ )ren C Cg°(£2) den Konvergenzbegriff

dK C Q kompakt Vk € N: suppp, C K und
pr = 0flirk—o00 <= Va e N

o @ sup|dSpr(x)| — 0 fiir k — oo
reK
hinzu, so wird daraus der Raum der Testfunktionen Z(2).

Ferner tritt noch der Raum C>(S"~',R™*™) auf, der aus den auf der glatten Mannigfaltigkeit
S"~1:= {x € R"||z| = 1} beliebig oft differenzierbaren R™*™-wertigen Abbildungen besteht.

A.2.2 LP-R3aume

Zugrunde liegt der Mafiraum (€, B(2),\) mit der von den offenen Teilmengen eines Gebiets
Q C R" erzeugten Borel-o-Algebra B(Q) und dem Lebesgue-Maf§ A : B(Q) — R{. Der LP-Raum
ist fir p € [1, 00] durch

LP(Q) := {f : @ — Cmessbar | || f|| 5 < o0}

/|f W da)” fiir p e [1,00),

mit ooyt LP(Q) — R,
Il e ) 0 esssup|f( )| fiir p = o0
€n

definiert. Seine Elemente, obwohl im Sprachgebrauch als Funktionen bezeichnet, sind im Sinne
von Aquivalenzklassen zu verstehen, wobei eine Aquivalenzklasse von all denjenigen Funktionen
gebildet wird, die beziiglich des Lebesgue-Mafles fast iiberall iibereinstimmen. Auf dem Produk-
traum LP(Q)™ := (L*(Q))™ wahlen wir (vergleiche Anhang A.1) die mit p vertragliche Norm
I llzr@ym = LA™ = RS, f = [ fll o aym,

Satz A.1 (Holdersche Ungleichung). Es seien m € N und p,q € [1,00] mit 1% + é = 1, wobes
L =0 ist. Sind f € LP(Q) und g € LY (Q)™, so ist fg € L' ()™ und erfillt die Abschitzung
I fallzr @y < el fllrllglize@m mit einer von f und g unabhingigen Konstanten c € RY.

BeEwEIs: Fir m = 1 ist dies die Holdersche Ungleichung, wie sie etwa in [Werll, Satz 1.1.10]
zu finden ist. Die Konstante ¢ kann in diesem Fall als 1 gewédhlt werden. Fiir m > 2 beruht die
Konstante ¢ auf der Aquivalenz von Normen auf dem Produktraum (vergleiche Anhang A.1):

1£9ll gy = DNF9ill 21y < 2NN ooyM93ll gy = 15 oy llgllogymy < CHfHLp(Q)HgHLq(Q)E
j=1 j=1

Der Raum der lokal p-integrierbaren Funktionen ist definiert als

Lp

loc

(Q )::{f:Q—HCmessbar|VKCQkompakt:/|f(:1:)|pdx<oo}.

Auf dem Raum L[ (), der eine Obermenge aller LP(Q)-Rdume bildet, wird der Begriff der
schwachen Differenzierbarkeit eingefiihrt: Existiert zu einer Funktion f € L] () und einem
Multiindex o € N? eine Funktion g € Li, () mit

/ f(z z)de = (=1) /Qg($)<p($) dz fiir alle p € C° (),

so heilt 02 f := g die schwache Ableitung von f der Ordnung «.
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A.2 Raume von Funktionen und Distributionen

Der Raum L?(Q) bildet mit dem Skalarprodukt
(ol s DO XIHQ) =T, (f9) = [ Syl da
einen Hilbertraum. Fiir Q = R™ und s € R definieren wir dazu den gewichteten L?-Raum
LiR") = {f € LL(®") [ (1+]-)f € P(R")}

(vergleiche [BSO07, S.7]) mit dem Skalarprodukt (-, ) p2gn) := ((1+]-[*)Z -, (1 +]-[*)2 ) 12(q) und
der davon induzierten Norm ||| 2y := [[(1 4 |-[*)2 -

|L2(Rn) .
Satz A.2 (Helmholtz-Zerlegung). Fir n € N mit n > 2 gilt die orthogonale Zerlegung
L*(R™)" = VAL(R") &, D(R") mit

VH(R") := {f € L2(R")" | 3g € H(R") : f = Vg} und D(R") := {f € L2(R™)" | div f = 0}
(Siehe [Galll, S. 145, Theorem III.1.1].)

In der Definition des LP-Raums kann an die Stelle des Wertebereichs C auch ein beliebiger Banach-
raum X treten, wobei dann die Norm durch f — ||| f|| x| z» (o) gegeben ist. Den Hintergrund hierzu
bildet die Theorie des Bochner-Integrals (siehe [Arell, Abschnitt 1.1]), mit der beispielsweise der
Ausdruck [, f(z) dz fir eine geeignete Funktion f : @ — X erkldrt werden kann. Wir bendtigen
speziell nur den Raum der lokal integrierbaren Funktionen mit Werten in X, der definiert ist als

L (9, X) := {f : 2 — X messbar | VK C Q kompakt : /KHf(x)HXda; < oo}.

A.2.3 Distributionen

Die Elemente des topologischen Dualraums zum Raum der Testfunktionen Z(2) (siche An-
hang A.2.1)
2'(Q) :={f: 2(Q) — C| f linear und stetig}

heiflen Distributionen. Allgemeiner kann man als Wertebereich statt C auch einen beliebigen
Banachraum X zulassen und erhélt so die Menge

7', X):={f:2(Q) — X | f linear und stetig}

der X-wertigen Distributionen. Ist h € L{ (£, X), so stellt die Abbildung

] 2(9) = X, @H/{zh(x)ap(ac)dx,

wobei das Integral gegebenenfalls als ein Bochner-Integral zu verstehen ist, eine Distribution dar
und heifit die von h erzeugte Distribution. Eine Distribution f € 2'(Q, X) heifit reguldr, wenn
ein h € L, (2, X) mit f = [h] existiert. Nicht jede Distribution ist regulér, so etwa die Diracsche
Delta-Distribution ¢, : 2(2) — C, ¢ — ¢(a) zu a € R (siehe [Wal94, S.23]). Distributionen
sind beliebig oft differenzierbar, da die distributionelle Ableitung zu einem Multiindex o € N fiir

f € 2'(Q, X) per Definition durch

0°f: 2(Q) = X, ¢ (-1)f(07)
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gegeben ist (siehe [Wal94, S.63]). Auch kann eine Distribution f € 2'(Q, X') mit einer Funktion
g € C*(Q) multipliziert werden, indem man

g-f: 2Q) =X, o= flge)
setzt (siehe [Wal94, S.29]). Den Triger einer Distribution f € 2'(2, X) bildet die Menge
supp f:={z € Q| Ve e Rt Jp € 2(Q) mit suppp C B(z,e) : f(p) # 0}

(sieche [Wal94, S.32]). Alle Distributionen aus 2'(R) = 2'(R,C), deren Trager nach links hin
beschrankt sind, werden im Raum der rechtsseitigen Distributionen

2:;R):={feZ'R)|3IbeR: supp f C [b,0)}

zusammengefasst (siehe [Zem65, 5.6]). Beispiele fiir rechtsseitige Distributionen sind die von der

Heaviside-Funktion
0 firt<o0,

H: R—R, t»—>{1 fir £ = 0

erzeugte Distribution [H], die um a € R verschobene Variante [H(- — a)] und auch all ihre

Ableitungen wie $[H (- — a)] = §, und §t2[ (- — a)] = $0,. Die Faltung zweier rechtsseitiger

Distributionen f, g € Z5(R) ist durch
fxg: 2R)—>C, ¢~ f(Gy,) mit G,(t) :==g(et+-)) firteR

definiert (siehe [Zem65, Kap. 5]).

A.2.4 Schwartzraum und Raum der temperierten Distributionen

Der Schwartzraum .%(R") ist definiert als

S (®") = {p € C¥(R",C) | ¥k € No Va € Nj : sup (1+[2]*)[0p(x)| < o0}
zER™

Ein Beispiel fiir eine Schwartzfunktion ist die Abbildung R” — C, z — P(x)e 1" fir 0 € R* und
ein Polynom P(z) = 3, <, @a®® mit m € No und a, € C fiir o € Nj mit || < m (siehe [Wal94,
S.168]). Fiir alle p € [1, 00) liegt .(R™) dicht in L?(R™) (siehe [Werll, S. 214]). Der Schwartzraum
wird mit der von den Halbnormen {¢ — sup,cg.(1 + |2|")[0%¢(x)| |k € No,a € NI} erzeugten
Topologie versehen (siche [Werll, S.399]). Den topologischen Dualraum zu .7 (R™) bildet dann
der Raum der temperierten Distributionen

S'(R") :=={f: #(R") = C| f linear und stetig},

der mit der von der Familie { f — |f(¢)||¢ € .7 (R™)} erzeugten schwach-*-Topologie ausgestattet
wird. Es gilt Z2(R") C .(R") und damit .’(R") C Z'(R"). Fiir eine temperierte Distribution
f €. (R") und einen Multiindex o € Nj} ist

o°f: SR = C, e (=1)f(079)

die distributionelle Ableitung. Das Produkt von f € .#/(R™) mit einer Funktion g aus der Menge
{geC>R",C)|VaeN;Ice RT Fk e NVz € R" : |9%g(x)| < (1 + |z|*)} ist

g-f: R")=C, ¢~ flgp)
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A.2 Raume von Funktionen und Distributionen

(siche [Wal94, S.176]). Die Schreibweise f € LP(R") fiir f € .%/(R™) und ein p € [1, 00] bedeutet,
dass f eine regulédre temperierte Distribution ist, d. h.

dhe LP(R") Vo e L (R"): f(p) = h(z)p(z)dx.

Rn

Andersherum kann eine beliebige Funktion h € L?(R") C Li .(R™) tber [h](¢) := [z. h(z)p(x) dz
mit einer temperierten Distribution [h] € . (R™) identifiziert werden.

A.2.5 Besselpotentialraume
Fiir s € R ist der Besselpotentialraum H*(R™) durch
HYR) = {f € #'(R") | 11+ |-P)i.7f € LA(R")}
mit ||| gogey 2 H'(R") =Ry, fe | Z7H1+]]?) SZ -

L2(R™)

definiert (vergleiche [Tri83, S.26]), wobei .# die Fourier-Transformation auf .#’(R™) bezeich-
net (siche Anhang A.3). Auf dem Produktraum H*(R")™ := (H*(R™))™ wéihlen wir die Norm
I lre mym + HAR™)™ = Ry, f = || fllme rym

A.2.6 Sobolevriume
Fiir ein Gebiet Q@ CR", s € Ny und p € [1, 00] ist der Sobolevraum W#?(§2) durch

WeP(Q) := {f € L’(Q) | Va e Nl mit 0 < |o| < 5: 0°f € LP(Q)}

( Z ”aafHLP(Q )11) fiir p € [1,00),

mit ”'HWS’P(Q) D WP(Q) - Ry, fe 0<]al<s

ogﬁ\}éena fllp=y  fiirp=o0

definiert (siehe [AF03, S.60]). Darin bezeichnet 0 die schwache Ableitung (siche Anhang A.2.2).
Auf dem Produktraum WP(Q)™ = (W*P(Q))™ wihlen wir die mit p vertridgliche Norm
|- llwer@m : WoP(Q)™ — Ry, f— || fllwsr@m.p. Der Sobolevraum W#2(Q) bildet zusammen
mit dem Skalarprodukt

{ '>W5v2(9) D WRHQ) x WHH(Q) = C, (f,9) — Z (97 f, 8§9>L2(Q)

0<a|<s

einen Hilbertraum (siehe [AF03, Theorem 3.6]).

A.2.7 Besovraume

Fiir s € R und p, q € [1,00] sei [5(LP(R")) := {(fi)ren, C LP(R™) | [|(fi)keno lliz e @) < oo} mit
der Norm

> ks q 4 .
(kZ_OQ q||kaLp(Rn)> fir g € [1,00),

H’Hz;(LP(R")) D (LP(RT)) — Ry, (fi)ken, =0 )
sup 2 ’SkaHLp(R,,,) fir g = o0
keNy

versehen. Man wiéhle eine Funktion ¢ € . (R") mit den Eigenschaften ¢ (§) > 0 fir £ € R”,
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supp) C {6 € B[ < [¢] < 2}, () > 0 fir & < [¢ < V2 und Y _ p(275) = 1 fir
¢ € R"\{0}, und definiere eine Folge (v )ren, C -7 (R™) durch 9 (€) := ¢ (27%¢) fiir k € N und
Yo :=1—372,9(277¢). Fiir s € R und p, ¢ € [1,00] ist dann der Besovraum B;  (R") durch

B (&) = {f € &' (R") | | fll5: ) < o0}

By (R™) : Bz,q(Rn) — Rg? f = ’|(971wk9f)kel\loHIZ(LP(]R"))

mit |||

gegeben, wobei .# die Fourier-Transformation auf .#’(R") bezeichnet (siehe Anhang A.3). Dies ist
die Definition des Besovraums nach [Tri83, S. 45]. Sie entspricht denjenigen in [BL76] und [Tri7§]
bis auf Normenéquivalenz (siehe [BL76, S. 151] und [Tri78, S. 172], wobei man .# ~'¢,.Z f = f* ¢y
mit ¢y := % 14}, beachte) und ist, ebenfalls bis auf Normenéquivalenz, unabhingig von der Wahl
der Funktion 1. Auf dem Produktraum B; (R")™ := By (R")™ wéhlen wir die mit g vertrégliche
Norm [|-||ps @mm : By ,(R")™ = Ry, f = [ fllzs @ymiq-

A.2.8 Einbettungssdtze

Sind (X, ||-||x) und (Y,]-||y) normierte Rédume, so schreiben wir X — Y, falls X in Y stetig
eingebettet werden kann, d. h. X ist eine Teilmenge von Y und es existiert eine Konstante ¢ € R,
sodass ||z|ly < ¢||z||x fiir alle z € X gilt. X =Y bedeutet, dass sowohl X < Y als auch Y — X
ist. In diesem Fall stimmen X und Y als Mengen tiberein und die Normen ||-||x und | -]y sind
dquivalent. In der vorliegenden Arbeit werden die folgenden Einbettungen benétigt:

Satz A.3 (Einbettungen zwischen Besselpotential-, Besov- und Sobolevrédumen).
(i) Fir si,s2 € R mit s; > s ist H* (R™) — H**(R").
(i) Fir s € Ny ist B5 ,(R") = H*(R") = W**(R").
(iii) Fir s € N ist Bj | (R") — W*(R").
(iv) Fiir s; € No, s, € R mit s, > s und p € (1,00) ist W*P(R") — B;2 (R") .

P

(Siehe: (i) [Tri83, S.26]; (ii) [Tri78, S.172, S.177] oder [Tri83, S. 88|, wobei man jeweils die dort
vorliegende Definition der Rédume beachte; (iii) [Tri83, S.90, (10)]; (iv) [Tri78, S.180, (9)].)

Satz A.4 (Sobolevscher Einbettungssatz). Es sei Q C R™ ein Gebiet, das die Kegelbedingung
erfillt. Es seien s € Ng, m € N, p € [1,00), und es gelte entweder mp > n oder m =n und p = 1.

(i) Es ist Wstm™P(Q) — CF(Q). Wenn das Gebiet Q0 beschrinkt ist und die starke lokale

Lipschitz-Bedingung erfillt, gilt auch Wt™P(Q) — C*(9Q) .

(ii) Fir alle q € [p, 00| ist W5st™P(Q) — W1(Q) . (Siehe [AF03, Theorem 4.12].)
Die Ridume C;(Q) := {f € C*(Q)|Va € Ni, |a] < s : [|0%f]lee < oo} und C*(Q) sind dabei
jeweils mit der Norm f +— maxXo<|a|<s||0F f]lcc versehen, wobei ||-||s : f + sup,eq|f(z)| die

Supremumsnorm bezeichnet.

A.2.9 Interpolationsraume

Im Folgenden seien Xy, X1, Yy, Y; komplexe Banachrdume. Zwei solcher Rdume bilden ein Inter-
polationspaar (X, X;), wenn ein Hausdorffraum Z mit X, < Z und X; < Z existiert. In diesem
Fall stellen auch die Rdume X, N X; := {z € Z|z € Xy A z € X;} versehen mit der Norm
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2z ||2|lxonx, = max{||z|lx,, |z]|x,}, und Xo+ Xy :={z€ Z|Faxg e XogFx1 € X1 : 2 =20+ 21}
versehen mit der Norm z — ||z]|x,+x, := inf{||zo||x, +||z1||x, | 2o € Xo, 1 € X1 : 2 = xo+21} Ba-
nachrdume dar. Die Schreibweise T' € £ (X, Yy)NZ (X1, Y1) bedeutet, dass T : Xo+X; — Yo+Y;
ein linearer Operator mit T'|x, € £ (X,,Yy) und T'|x, € Z(X;,Y)) ist.

Ein Interpolationsfunktor ist eine Abbildung [-,-], die jedem Interpolationspaar (Xo, X;) einen
Banachraum [Xj, X;], den Interpolationsraum zwischen X, und X, zuordnet und folgende Eigen-
schaften besitzt: Fiir alle Interpolationspaare (X, X;) gilt Xo N X; < [Xo, X1] — Xo + X;, und
sind (Xo, X1), (Yo,Y1) zwei Interpolationspaare und ist T € Z(X,, Yo) N -Z(X1,Y1), so ist auch
T € Z([Xo, X1], [Yo, Y1]). Ein Interpolationsfunktor [-,-] heiBt exakt vom Typ 6 € [0, 1], falls

TN 2 130,321, o
fiir alle Interpolationspaare (Xg, X1), (Yo, Y1) und jeden Operator T' € Z(X,, Yy)N.ZL (X4, Y1) gilt.
Verschiedene Methoden fiihren auf eine explizite Beschreibung eines Interpolationsfunktors. Bei
der sogenannten komplexen Interpolation geht man wie folgt vor: Fiir S := {z € C|0 < Re(z) < 1}
und ein Interpolationspaar (Xo, X;) ist

F(Xo,X1):={f:85 — Xo+ X, stetig und beschréinkt |
fls : S — X+ X, holomorph, ¢ — f(j +it) € C°(R, X;) fiir j € {0,1} }
mit |- ||]—'(XO,X1) D F(Xo, Xu) — R(Ta [ max{supteRHf(it)HXO , sup, gl f(1+ it)“xl}
ein Banachraum. Setzt man fiir 6 € (0,1)
[Xo,Xl]g = {IE € XO +X1 | E'f S f(Xo,Xl) mit z = f(@)}
mit H-||[X07X1]9 C [ Xo, Xi]e 2 RY, x> inf{HfHF(XO,Xl) | f € F(Xo,X1) mit f(0) ==z},
so handelt es sich bei der Abbildung
[ -Jo o (Xo, X1) = [Xo, Xi]o

1-6 0
) < ||T”g(xo,yo)HTH,z(Xl,Yl)

um einen exakten Interpolationsfunktor vom Typ 6 (siche [BL76, Theorem 4.1.2] oder [Tri78,
S.59]). Es schliefit sich die Frage nach einer handhabbareren Beschreibung des sich ergebenden
Interpolationsraumes an. Gesucht ist ein Banachraum (X, ||-||x) mit [Xo, Xi1]s = X, wobei die
Identitét in Form der Mengengleichheit und Aquivalenz der Normen ||-||(x,,x,, und [|-||x zu
verstehen ist. Fiir LP- und Besselpotentialrdume gibt der folgende Satz Auskunft iiber derartige
Zusammenhange.

Satz A.5 (Interpolationsrdume). Es seien n,m € N und es gelte die Konvention = := 0.
(i) Fiir py € [1,00), p1 € [1,00] und 6 € (0,1) ist

1 1-60 6
Lre(R™)™, LPA(R™)™| = LP(R™)™ mit - = + —.
@y, @], = D@y mie =120 0
(ii) Fir po,p1,qo,q1 € [1,00], S0, 51 € R mit sq # s1 und 6 € (0,1) ist
[Broa R")™, Byt g, (R)™ ] = By (R")™,
1 1-6 6 1 1-6 0
wobei s =(1—0)sg+6s,, —= +— und - = + — gelten.
p Po P1 q do q1

BeEWEIS: Ist m = 1, so finden wir die Aussage (i) in [BL76, Theorem 5.1.2] oder [Tri78, S.128,
Theorem; S. 129, Remark 3], und die Aussage (ii) in [BL76, Theorem 6.4.5, (6)] oder [Tri83, S.69].
Wie [Ama95, Proposition 2.3.3] zeigt, sind die Interpolationsresultate auf Produktrdume iiber-
tragbar. Somit sind die Aussagen auch fiir m > 2 giiltig. O
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A.3 Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation .# und die inverse Fourier-Transformation . ~* sind fiir ¢ € .(R")
durch

(FONE = g [ @ @9 ds fir g€ B
und  (F 'p)(x) = (2;) / (&)™ d¢e  fiir x € R”
2 Rn

definiert. Sie sind linear, stetig und bijektiv von .#(R") nach .(R") und .% ~! beschreibt gerade
die Umkehrabbildung von .%. Die Fourier-Transformation und die inverse Fourier-Transformation
lassen sich zu Abbildungen auf dem Raum der temperierten Distributionen erweitern, indem man

F. PSR) = SRY, fro Ff ud F'. SRS RY, fros TS
fiir f € .%/(R") durch
(ZHp)=f(Fp) und  (F)(p):=f(F p) firpe SR
definiert (siehe beispielsweise [Walo4, §11]).

Satz A.6 (Fourier-Transformation in .7’ (R™)).

(i) Die Fourier-Transformation # : ' (R") — ' (R™), f — Ff und die inverse Fourier-
Transformation F~' : /' (R") — y’(R”), f = F71f sind linear, stetig und bijektiv und
zueinander invers, d. h. es gilt F.F ' = F ' F =1d g @n).

(ii) Fir f € 7' (R") und o € NI gilt FZ(0“f) = il*l(-)*F f. (Siehe [Wal94, S.179f.].)

Wenn man den Definitionsbereich .#”/(R™) der Fourier-Transformation und der inversen Fourier-
Transformation auf Teilmengen wie L'(R") oder L?*(R™) (unter Identifikation einer L (R")-
Funktion mit der von ihr erzeugten reguldren Distribution) einschrinkt, ergeben sich weitere
wichtige Aussagen.

Satz A.7 (Fourier-Transformation auf L'(R"), Lemma von Riemann-Lebesgue). Fir f € L'(R"™)
gelten die Darstellungen

1
(2m)%

/n f(x)e—i(%ﬁ) dr und (y_lf)(x) = (271)2 /” f(é-)ei(x,&) dg )

(F 1)) =

Sowohl F f als auch F~'f liegen im Raum Co(R™) := {g € C°(R",C)|g(z) — 0 fiir |x] — oo}
und es gilt |7 fllse < 2m) 2| fllprgny und |F " fllo < 2m) 2 || fll 12y, d.h. die Abbildungen
Flpiwny : LYR™) = Co(R™) und Fpirny : LYR™) — Co(R™) sind stetig.

(Siehe [Werll, Satz V.2.2].)

Satz A.8 (Fourier-Transformation auf L?(R"), Satz von Plancherel). Die Fourier- Transformation
ist ein isometrischer Automorphismus aqu2(R") d. h. die Abbildung F|p2@®ny : L*(R™) — L*(R")
ist bijektiv, ihre Umkehrabbildung ist F |p2@gny : L*(R™) — L*(R™) und fir f € L*(R™) gilt
IF fllz @y = [1f 12 @ny- (Siehe [Werll, S.218].)
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A.3 Fourier-Transformation

Satz A.9 (Fourier-Transformation auf H*(R")). Es seis € R. Die Abbildung F |p-n stellt einen
isometrischen Isomorphismus zwischen dem Besselpotentialraum H*(R™) und dem gewichteten
L?*-Raum L%(R™) dar, d. h. die Abbildung F|p=wn) : H*(R") — L2(R") ist bijektiv, ihre Umkehr-
abbildung ist F | p2@ny : LZ(R") — H*(R") und fir f € H*(R") gilt |7 f]| 2

BEWwEIS: Die Aussage ist eine einfache Konsequenz aus dem Satz von Plancherel A.8 und der
Definition der Raume H*(R™) und L?(R™) (siche Anhang A.2). O

Die folgende Ungleichung von Hausdorff-Young kann als eine Verallgemeinerung des Lemmas von
Riemann-Lebesgue und des Satzes von Plancherel angesehen werden.

Satz A.10 (Fourier-Transformation auf LP(R™), Ungleichung von Hausdorff-Young). Es seien
p € [1,2] und q € [2,00] mit 1% -l—% = 1. Fir f € LP(R™) ist Ff € LYR") und es gilt die
Abschéitzung |\ F fllrowy < 27)2 7 || fllr@ny, d.h. die Abbildung F|pr@ny : LP(R™) — L4(R™) dst
stetig. (Siehe [Werll, Satz V.2.10].)

Fir f=(f1,..., fm)" € ' (R")™ ist die Fourier-Transformation komponentenweise anzuwenden,
d.h. Ff:=(Zfi,..., Ffn)". Die Schreibweisen 0% f, FZk f, || 0F f|| Lr®rym und ||.Z (0% )| 1r @ ym
fiir kK € Ny haben wir auf Seite 42 definiert. Es gilt die folgende technische Abschatzung.

Lemma A.11 (Normen-Abschétzung). Es seien k € Ng, m,n € N und p € [1,00]. Dann existie-
ren zwei Konstanten ci,co € RY, sodass fir alle f € H*(R™)™ mit F (9% f) € LP(R™)™ gilt:

Cl|||'|kgf“[,17(ﬂg")m < HJ ak )HLP(R”)’” < 02|H |k6\fHLP(]R" m

BEWwEIS: Wir wollen die Aussage nur fiir p € [1, 00) zeigen, der Beweis fiir p = oo verlauft dhnlich.
Es bezeichne |-|, die p-Norm ||-||¢=., auf C™ bzw. ||-||g,, auf R" (siche Anhang A.1). Dann
gelten nach Definition

IZ @O g = S 131 e = [ (Xl )IZ DO,

loe|=k lo|=k

wnd - F S = [ P F S e

Die Normen |-|, und |-| sind &dquivalent. Nach dem Multinomialtheorem (mit der Schreibweise
al:==aq!. .. a,!) gilt aulerdem

a“(zwj—zgﬁwy > Sler,

la|=k [€nl” | =k

und fir a € Ny mit |a| = k ist (k,)n < k' < k!. Daher existieren zwei Konstanten c¢;,c, € R,
sodass fiir alle £ € R”

alel™ < ST e < el

lee| =k

gilt. Aus dieser Abschitzung und den zuvor genannten Darstellungen folgt insgesamt die behaup-
tete Ungleichung. O
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A.4 Ungleichungen

Lemma A.12 (Youngsche Ungleichung). Fir a,b € R und e € R" gilt ab < £a® + 0.
(Siehe [Eval0, S.706].)

Lemma A.13 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Es sei (X, (-, )x) ein Hilbertraum. Dann gilt
fir alle z,y € X: [(x,y)x| < |zllx|yllx - (Siehe [Evalo, S.720].)

Satz A.14 (Erste und zweite Poincarésche Ungleichung). Es sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet
mit glattem Rand.

(i) Erste Poincarésche Ungleichung: Es existiert ein ¢ € R, sodass fiir alle u € W, *(Q) gilt:
||U||L2(Q) <c ||vu||L2(Q)" :

(ii) Zweite Poincarésche Ungleichung: Es existiert ein ¢ € R, sodass fiir alle u € W'2(Q) gilt:

1
Hu — ’Q‘/Qu(ac) dxHLZ(Q) < cHVuHLz(Q)” .
(Siehe [Eval0, S.280, S.290].)

Im Zusammenhang mit den Energieabschitzungen wird der folgende Spezialfall des Lemmas von
Gronwall bendtigt.

Lemma A.15 (Lemma von Gronwall). Ist f € C'([0,00),R{) und gilt f'(t) < af(t) fir eina € R
und alle t € (0,00), so folgt f(t) < e f(0) fir alle t € [0,00). (Siehe [Eval0, S.708].)

Die Abklingraten bei den LP-L% Abschiatzungen basieren auf den folgenden Ungleichungen.

Lemma A.16 (Abklingraten). Es sein € N.

(i) Es seien k € Ny, m € N und a,b € Rt. Dann existiert eine Konstante ¢ € RY, sodass fir
alle t € [0, 00) gilt:

€[Fe e Ae < e (14 1)
{E€R™ | [€|<b}

(i) Es seien k,m € N und a € RY. Dann ezistiert eine Konstante ¢ € RT, sodass fiir alle
t €[0,00) gilt:

sup €] Fe T < e (14 )
£ER™,
|€1>1

Z n—1
221"

(%)

BeEWwEIS: (i) Der Fliacheninhalt der (n—1)-Sphére vom Radius r ist
funktion bezeichnet. Damit ergibt sich

, wobei I' die Gamma-

n b n b
/ [ e k"t de = 27T:/ phtn=te=ar™t qp < 277: Gabm’/ prn—lg—ar™(1+t) 4,
l€1<b I'(3) Jo (%) 0
1
ons . pbla(i+t)m ins i B
— 77: eab / (a(1+t)) m Sk+n71€75 (a(1+t)) ™ ds
I'(3) 0
Eoam n I A CT(Etn §
< 2 ,: eab (L_kjr—b (1_|_t)—kj;l / Sk-‘rn—le—s ds = 27Tn2 eab a_k% ( po ) (1+t)_k;;
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k[gl™

—_— —m -k
ist, 1 < (14 k‘"g‘“m ) ™" < e und damit e~@¢"" < (1 + kE“ﬁn ) ™. Daraus folgt

Klg™
(ii) Fiir [£] — oo strebt (14 724-¢) ™" von unten gegen e, also gilt, sofern |¢| hinreichend grof
ke :

k.

Ay _ ma \ ™ m
sup €| ke—altl * < supl¢| k<1+Wt) < csup (|§]" + 1)

€121 1€1>1 1€1>1

k

z <c(l+t) ™

fiir eine von a, k und m abhéngige Konstante ¢ € R*. O

A.5 Halbgruppentheorie

Es sei (X, (-, -) x) ein Hilbertraum. Eine Operatorfamilie (S(t));>0 C -Z(X) mit den Eigenschaften
S(0) =1d, S(t+s) = S(t)S(s) fiir s,t > 0 und limy o S(t)z = z fiir x € X heilt Cy-Halbgruppe.
Der durch {z € X | lim; % existiert} € X — X, z — limyy % gegebene lineare
Operator wird infinitesimaler Erzeuger der Cy-Halbgruppe (S(¢)):>o genannt. Ein linearer Ope-
rator A : D(A) C X — X heifit dissipativ, wenn Re(Az,z)x < 0 fir alle z € D(A) gilt. (Siehe

[Paz83].)

Satz A.17 (Lumer-Phillips). Es sei w € R. FEin linearer Operator A : D(A) C X — X, dessen
Definitionsbereich D(A) = X erfiillt, ist genau dann infinitesimaler Erzeuger einer Cy-Halbgruppe
(S(t))ez0 mit ||S(t)||zx) < et firt > 0, wenn A — wld dissipativ ist und ein X > w existiert,
sodass A\Id — A surjektiv ist. (Siehe [Paz83, S. 14, Theorem 4.3].)

Satz A.18 (Wohlgestelltheit). Es sei A : D(A) C X — X ein infinitesimaler Erzeuger einer
Co-Halbgruppe (S(t))i>o. Fiir Vo € D(A) und F € C*([0,00), X) besitzt das Problem

%V(t) =AV(t)+ F(t), te(0,00),

V(0) =V

eine eindeutige Losung V € C°(]0,00), D(A)) N C'(]0, ), X), die firt € [0,00) durch
t
V() = S(t)Ve + / S(t — s)F(s)ds
0

gegeben ist. (Siehe [Paz83, S. 109, Corollary 2.11].)

Der Ausdruck fot S(t—s)F(s)ds ist im Sinne eines Bochner-Integrals zu verstehen. Wir verwenden
die folgenden Eigenschaften des Bochner-Integrals.

Satz A.19 (Eigenschaften des Bochner-Integrals). Es sei (X, ||-||x) ein Banachraum und I C R
ein Intervall.

(i) Eine Funktion f : I — X ist genau dann Bochner-integrierbar, wenn f messbar ist und
LN f@®)|lx dt existiert. In diesem Fall gilt || [, f(t)dt]|x < [;I|f(t)]x dt.

(ii) Es sei f € C°([0,00),X) und F(t) := [, f(s)ds firt € [0,00). Dann ist F € C*([0,0), X)
und es gilt SF(t) = f(t) firt e [0,00).
(iii) Ist f € C*([0,00), X), so gilt f(t) = f(0)+ [ L f(s)ds fiirt € [0,00).
(Siehe [Arell, Theorem 1.1.4, Proposition 1.2.2, Proposition 1.2.3].)
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A.6 Storungstheorie fiir Polynome

A.6.1 Hurwitz-Stabilitat

Definition A.20 (Hurwitz-stabil, Hurwitz-Matrix). Es sei P(z) = Y. a;a’ ein Polynom vom
Grad n € N mit Koeffizienten aq, ..., a, € R und a,, # 0. P heifst (Hurwitz-)stabil, falls Re(\) < 0
fiir alle A € C mit P(\) =0 gilt. Gilt Re(\) <0 fiir alle A\ € C mit P(A\) =0, so heifit P schwach
(Hurwitz-)stabil. Die zu P gehorige Hurwitz-Matriz H ist definiert durch

Ap_1 Qp_3 CQp_5 .. Qp_op43 GAp_2p11
an  Ap—2 Qp—yg ... Qp_2p4+4 An—2p42
0 Apn_1 Gp_3 ... Gp_o9p15 Op_2n13

H = 0 Up  Qp—2 .. Op-2n46 On-2ntd [ € R™™ mit a; :=0 fiir j <O0.
0 0 cee aq 0
0 0 cee Qo ag

Satz A.21 (Hurwitz-Kriterium). Es sei P(x) = Y7, a;a’ ein Polynom vom Grad n € N mit
Koeffizienten aq, . ..,a, € R und es gelte a,, > 0. Dann gilt:

(i) Das Polynom P ist genau dann stabil, wenn alle fihrenden Hauptminoren der zugehérigen
Hurwitz-Matriz H positiv sind, d. h. wenn det(Hji)j=1,...m > 0 fir alle m € {1,...,n} gilt.
k

=1,..., m
(ii) Das Polynom P ist genau dann schwach stabil, wenn alle fiihrenden Hauptminoren der
zugehorigen Hurwitz-Matriz H nichtnegativ sind, d.h. wenn det(H,y)j=1,...m > 0 fir alle
k=1 m

me{l,....,n} gilt. b
(Siehe [HPO5, Theorem 3.4.71] fir (i) und [Yan02] fir (ii).)

A.6.2 Beschreibung von Nulistellen

Es geht um die Beschreibung der Nullstellen eines von ¢ € C abhédngigen Polynoms der Form

n—1

p(Ca'): (C_>(Ca ZI—)ZTL—i—Zaj(C)Zj’

=0

wobei ag, . ..,a,_1 : C — C holomorphe Funktionen sind. Fir ¢ € C besitzt p((,-) als Polynom
n-ten Grades maximal n paarweise verschiedene Nullstellen. Sofern ¢ nur {iber den reellen Zahlen
variiert, sind die Nullstellen als stetige Funktionen darstellbar.

Satz A.22 (Stetigkeit). Es seien n € N, I C R ein Intervall und aq,...,a, , € C°(I,C). Zu

EelseipE,):C—C,z— 2" —i—Z;-L;OI a;(§)z?. Dann existieren n stetige Funktionen Ay, ..., \,

aus C°(I,C), sodass fiir alle § € T und z € C gilt: p(§,2) =1}, (z = A;(§)) .
(Siehe [HPO5, Proposition 4.1.19] oder [Kat66, S.109, Theorem 5.2].)

Die tatséchliche Anzahl der paarweise verschiedenen Nullstellen kann mit ¢ variieren. Ein Punkt
(o € C heifit kritischer Punkt von p, wenn gilt:

3CeC: #{AeC|p(¢,\) =0} < #{AeC|p(C, A\ =0}.
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Das Zeichen # steht hierbei fiir die Machtigkeit der Menge. Die Menge aller kritischen Punkte
von p bezeichnen wir mit C,,. Die Entwicklung der Nullstellen in einer Umgebung von ¢ € C héngt
davon ab, ob es sich bei ( um einen kritischen Punkt handelt oder nicht.

Satz A.23 (Holomorphie). Es seien n € N und ag,...,a,_1 : C — C holomorph. Zu { € C sei
p((,"):C—C, z— 2"+ Z;’:—(]l a;(¢)z?. Dann gilt:

(i) Die Menge C, aller kritischen Punkte von p ist lokal endlich, d. h. fir jede kompakte Teil-
menge K C C ist die Menge K N C, endlich.

(ii) Es sei @ C C\C, ein einfach zusammenhdngendes Gebiet. Dann ezistieren n holomorphe
Funktionen Xy, ..., A, : Q — C, sodass fir { € Q und z € C gilt: p(C,z) =1}, (2= ;(Q)) -
Zwei solcher Funktionen sind entweder identisch oder auf ganz £ verschieden.

Es sei J C {1,...,n} die mazimale Menge, sodass die Funktionen \; fir j € J paarweise
verschieden sind. Wenn es sich bei p(C,-) um das charakteristische Polynom zu einer Matrix
M(¢) € C™™ handelt, stellen \1(C), ..., \.(C) gerade die Eigenwerte von M (() entsprechend
ihrer algebraischen Vielfachheit und X;(C) fir j € J die paarweise verschiedenen Eigenwerte
von M(C) dar. In dieser Situation gilt:

Zu j € J existiert eine holomorphe Funktion P; : Q — C"*", sodass P;(() fir ¢ € Q die zu
A;(C) gehorige Eigenprojektion, also die orthogonale Projektion auf den zu X\;(C) gehorigen
FEigenraum ker(M () — X;(¢)1,,), darstellt.

(iit) Es sei (o € C, und r € RY so, dass B((y,7) N C, = {(o} gilt. Das Polynom p((y,-) besitzt
m paarweise verschiedene Nullstellen ny,...,n, € C fir ein m € N mit m < n. Dabei weist
die Nullstelle n; fir j € {1,...,m} die Vielfachheit a; € N mit ZTZI a; = n auf. Es gilt:
Zu j € {1,...,m} existieren ein B3; € N mit §; < «a; und dazu q;1,...,q;3, € N mit
Zi’zl qjr = o  sowie 3; holomorphe Funktionen Fjy : B(0,rY/%+) — C fir k € {1,...,5;}
mit F; . (0) = n;, sodass fiir alle ¢ € B((y,r) und z € C gilt:

ik 2l7i iarg(C*Co)>
b

m  Bj 1
p(¢,2) = H H H(Z = Xika(€Q)) mit Ajra(C) i= j,k(K — Co|Tketike Tk
j=1k=11=1

wobei man arg(¢ — (o) aus [0,2m) wdhle.

(Siehe: (i) [HP05, Theorem 4.1.14]; (ii) [HP05, Theorem 4.1.14] und [Kat66, S.68]; (iii) [HP05,
S.379-382] und [Kat66, S.63-66].)

Gilt g;x = 1, so ist Ajrg,, in B({,r) holomorph. Ist ¢;, > 2, so nennt man die Menge
{Neille{1,...,q;}} einen Zyklus und dazu (, einen Verzweigungspunkt der Ordnung g; , — 1.
Eine Nullstelle der Vielfachheit o; > 2 kann maximal einen Verzweigungspunkt der Ordnung
a; — 1 hervorrufen (vergleiche [Kat66, S.71]). Ein Zyklus beschreibt eine g;;-wertige analyti-
sche Funktion und die Elemente des Zyklus stehen fiir einen Zweig dieser Funktion. Die Menge
aller von 7; ausgehenden Zyklen {\; x|k € {1,...,8;},1 € {1,...,¢;x}} heiBt n;-Gruppe. Ist
Fi 1 (Q) =+ fiksC mit (fixs)sen C C die Potenzreihendarstellung der holomorphen Funk-
tion Fj,, in B(0,7/%*+), so handelt es sich bei Ay .y formal um eine Newton-Puiseux-Reihe in
(¢ — ¢o) von der Gestalt

Ak ((§) = Fm((( - Co)ﬁ) =0+ Y Fias(C = Co) T

Die Koeffizienten f; 1, fjr2 usw. lassen sich mithilfe von Newton-Polygonen bestimmen.
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A.6.3 Newton-Polygone und Newton-Puiseux-Reihen

Wir méchten das Verfahren zur Bestimmung der Koeffizienten einer Newton-Puiseux-Reihe iiber
Newton-Polygone kurz vorstellen. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung verweisen wir auf [Wal62].

Fiir n € N und ein Symbol ¢ sei C[¢*] die Menge aller formalen Potenzreihen mit Koeffizienten
aus C in der Unbestimmten ¢#. C((*)" bezeichne den Quotientenkdrper von C[¢*] und es sei
C(¢)* :== U,en C(¢ #)’. Die Menge aller formalen Polynome in der mit dem Symbol A bezeichneten
Unbestimmten mit Koeffizienten aus C(¢)* wird mit C(¢)*[A] notiert. Ein zentrales Resultat besagt
nun, dass C(¢)* algebraisch abgeschlossen ist. Dies bedeutet, dass fiir jedes Element p(¢, \) aus
(C(O)*[A)\C(¢)* ein Element A(¢) € C(¢)* existiert, sodass p(¢, A(¢)) = 0 ist. Der Beweis dieser
Aussage kann mithilfe sogenannter Newton-Polygone wie in [Wal62, S.98ff.] erfolgen und liefert
dabei ein explizites Verfahren zur Konstruktion der Nullstellen in Form einer Newton-Puiseux-

Reihe

AC) =D Ai(r fireinpeZ,einneNund Ax €C.

k=p

Die iterative Berechnung der einzelnen Glieder vollzieht sich wie folgt: Es sollen fiir ein Element
p(¢, A) € C(¢)*[\], welches wir der Einfachheit halber vom Grad d € N und von der Form

d dm
p(( ) = Z Zam,lgl)\m mit d,,, € Ny und a,,; € C fir m € {0,...,d} und [ € {0,...,d,.}

m=0 [=0

annehmen, die Nullstellen \;(¢) fir j € {1,...,d} in der Art

)‘j (C) = )\jﬂmc’h,l + >‘j77j,1+7j,2<7j'1+7j12 + )‘j,Vj,1+Wj,z+7j,3C’Yj’l—i_w’ﬁ_%’s +...

— Cw’l()\jﬁj,l + )\;Wj,l)(o) mit /\E_Vj,l)(c) — )\j,wj,1+wj,zc{j’2 + )‘j,wj,1+7j,2+vj,3Cw’ﬁw'g + ..

bestimmt werden. Gesucht sind die Exponenten 7;; aus Q und 7,2, ;3 usw. aus QT sowie die
zugehorigen Koeffizienten X; ) Ajy, ., Ajy,, usw. aus C\{0}.

Alle in p(¢, \) auftretenden Terme sind von der Form a,, ;{'A\™. I
Zu jedem a,,; # 0 wird der entsprechende Punkt (m,!) in ein
Koordinatensystem eingetragen. Die Abbildung A.1 zeigt hierzu 3 X

ein Beispiel. Die konvexe Hiille all dieser Punkte heiffit Newton- //
Polygon, das wir schraffiert darstellen. Das Newton-Polygon wird 2 é
durch einen Polygonzug nach unten hin beschrinkt. Dieser setzt s ///'

sich aus einzelnen Geradenabschnitten, den Segmenten 51, ..., S, 1
fiir ein s € {1,...,d} zusammen, wobei jedes Segment aus zwei
benachbarten Eckpunkten und deren Verbindungsstrecke besteht. 0 Y

0 1 2 3

Abbildung A.1: Newton-Polygon
zu X3 4 3C0% + (3 4+ 201+ 5¢3

Wir greifen ein solches Segment S € {Si,...,S,} heraus. Die
Gerade, auf der das Segment liegt, besitzt die Steigung ~ und
schneidet die vertikale [-Achse in einem Punkt (0, 3). Die Lénge
der Projektion des Segments auf die horizontale m-Achse entspricht der Méachtigkeit der Menge
{7 €{1,...,d} | 7,1 = —v}. Man wihlt nun entsprechend viele und noch nicht im Zusammenhang
mit einem anderen Segment vergebene Indizes j aus. Fiir diese setzt man v, ; := —y und 3, := 3.
Die zugehorigen Koeffizienten );,, , berechnen sich aus

Z amvl()‘jﬁj,l)m =0,

(m,l)esS
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A.6 Stdrungstheorie fiir Polynome

wobei Nulllésungen ausgeschlossen werden. Auf diese Weise verfihrt man mit jedem der Segmente
S1,...,Ss und erhéilt so die Exponenten 7, 1,...,74,1 und Koeffizienten Ay ,, ,,..., Aa,,,. Um v,
und A; ., fiir j € {1,...,d} zu bestimmen, wird das Verfahren fiir

Piipa (GAT) 1= CPp (¢, 00 (N, + A1) € (O M)

wiederholt. Allerdings werden nun nur noch diejenigen Segmente des Polygonzugs betrachtet, die
eine negative Steigung aufweisen. Sukzessive kann das Vorgehen fiir

i1t 475, ) i, (vja++v5.k)
Diyatotngs (AT T0) i Py (GO gy AT (A)
c C(C)* I:A‘gl"{j,l"r«u"!"}’j,k)}
. Gty L . o . .
mit p; ., = p und )\y ! K k)(C) = Nyt s G+ /\jﬁj~1+m+%k+2C'YJ"‘“J”J"‘“ + ... fur

k € N fortgefiihrt werden.

A.6.4 Landau-Symbol

Es seien n,m € N und K € {R,C}. Fiir Funktionen f,g : K* — C™™ und ¢ : K* — R{
vereinbaren wir die folgende Verwendung des Landau—Symbols O():
f(z) =g(z) + O(¢(2)) fiir |z 50 <= |f() crxm € Oo(¥)
mit Oy(¥) :=={¢: K" >R} |FceR" Ire R+ Vm eK", x| <r: px) <cy(x)}

und
f@) =g(x) + O(h(z)) fir [z] 500 = [[f() = 9()|[gnxn € Ox(¥)
mit O, (¥) :={p: K" >R |IceR" IReR" Vz € K", [z] > R: ¢(z) <ci(x)}.

Lemma A.24 (Rechenregeln). Es seien f, fi, f2,9, 91,92 : K* — C und 1,1y, ¢, : K* — R{ mit
f(@) =g(x) + O(W(x)), fi(z) = gi(x) + O(Y1(x)) und fo(z) = g2(x) + O(¢a(x)) fir x — 0 bzw.

x — o0o. Dann gelten:
(i) Oolath) = Og(t) und Ong(ath) = One () fiir a € R*.
(it) Oo(th1 + 1b2) = Oo(¥1) fiir 2 € Op(¢h1) und Oue (1 + ¥2) = Ouc(¢1) fiir b2 € Oco ().
(iii) f(z) = O(lg(@)| + 1(z)) -
(iv) Re(f(x)) = Re(g(x)) + O(¢(x)) und Im(f(z)) =Im(g(x)) + O(h(z))
(v) [f(@)| = |9( )+ O((x)) -

(vi) ﬁ g(x) + O(Ig L)lz) sofern zu jedem c € RY einr € RT existiert, sodass ¢ (x) < 5-|g(x)|
far alle x € K™ mit |z| < r bzw. |x| > r gilt.

(vii) f1(x) + fa(2) = 91(2) + g2(2) + O(Y1(2) + ¢a(x)) -
(viii) fi(z)f2(x) = 91(2)g2(2) + O (W1 (2)]g2(2)] + ¥2(2)]92(2)] + 1 (2)¢2(2)) -

BeEWwEIS: Die Aussagen sind leicht zu zeigen, exemplarisch begriinden wir diejenige unter (vi):
Nach Voraussetzung existieren ein ¢ € R™ und ein r € RT, sodass |f(z) — g(x)| < ep(z) und

F@)] > lg(@)| - [f(@) — g(@)] > |g(a)| - cth(x) > Lglx)| fiir o] < r bzw. 2| > r gelten. Damit

st 9(2) - ()] (@) (
_ lg(@) = f(= cyp(x @)
= @@ = @@l = )

1 1

‘f(w) g(x)

3 -
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