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Einleitung

Nichttriviale Absolutbetrige und Bewertungen definieren Topologien mit gewissen Ei-
genschaften, die so genannten V-Topologien.

In dieser Arbeit werden wir uns mit Fortsetzungen von V-Topologien auf algebraische
Korpererweiterungen beschiftigen. Dabei interessiert uns insbesondere, unter welchen
Voraussetzungen sich eine V-Topologie eindeutig auf eine Kérpererweiterung fortsetzen
l&sst.

Im ersten Kapitel wollen wir zunéchst einige Definitionen und Sétze formulieren, die wir
im Folgenden verwenden werden, sowie einige Notationen einfiihren.

Wir werden im ersten Abschnitt zunéchst definieren, was wir unter einer V-Topologie
verstehen. Dabei werden wir V-Topologien {iber bestimmte Figenschaften definieren. Fiir
den Beweis, dass die so definierten Topologien gerade die von nichttrivialen Absolutbe-
trigen und Bewertungen definierten Topologien sind, verweisen wir auf [EnPr].

Der zweite Abschnitt zum Thema Filter dient vor allem dazu, einige Definitionen und
Sétze zu formulieren, auf die wir spéter verweisen werden. Auflerdem werden wir einige
Notationen einfiihren.

Im letzten Abschnitt des Kapitels werden wir uns mit der Frage beschéftigen, wann
zwel Bewertungen oder Absolutbetrige die gleiche Topologie definieren. Hierzu werden
wir einige niitzliche Aquivalenzen angeben. Auflerdem werden wir zeigen, dass es keine
Topologie gibt, die sowohl von einem archimedischen Absolutbetrag als auch von einer
Bewertung definiert wird.

Im zweiten Kapitel werden wir uns mit Fortsetzungen von V-Topologien beschiiftigen.

Dazu definieren wir im ersten Abschnitt zunéchst, wann eine Topologie Fortsetzung einer
V-Topologie ist. Auflerdem zeigen wir unter anderem, dass Fortsetzungen von Bewer-
tungen und Absolutbetrigen auf algebraische Kérpererweiterungen immer auch Fortset-
zungen der von ihnen definierten Topologien definieren. Hieraus werden wir im zweiten
Abschnitt folgern, dass sich jede V-Topologie auf jede algebraische Korpererweiterung
fortsetzen lésst.

Im dritten Abschnitt untersuchen wir, welche Bedingungen wir an die Bewertungen be-
ziehungsweise Absolutbetrige stellen miissen, damit sich die erzeugte Topologie eindeutig
auf eine algebraische Korpererweiterung fortsetzen liasst. Fiir von Bewertungen definier-
te Topologien ist es ausreichend, die Existenz einer eindeutig fortsetzbaren Bewertung,
die die Topologie definiert, zu fordern. Wird die Topologie von einem archimedischen



Einleitung

Absolutbetrag definiert, werden wir zunéchst die eindeutige Fortsetzbarkeit aller Abso-
lutbetrige fordern, die die Topologie definieren. Allerdings werden wir uns diesen Fall
im dritten Kapitel noch genauer ansehen.

Fiir Bewertungen gilt, dass die eindeutige Fortsetzbarkeit auf alle algebraischen Korper-
erweiterungen dquivalent ist zur eindeutigen Fortsetzbarkeit auf alle separablen Korper-
erweiterungen sowie zur eindeutigen Fortsetzbarkeit auf alle endlichen Koérpererweite-
rungen. Im letzten Abschnitt des zweiten Kapitels werden wir uns iiberlegen, in wie weit
wir fiir V-Topologien &hnliche Ergebnisse bekommen.

In den letzten drei Kapiteln werden wir uns mit Verallgemeinerungen des aus der Bewer-
tungstheorie bekannnten Begriffs , henselsch“ auf V-topologische Korper beschéftigen.

Zunichst werden wir uns im dritten Kapitel den 1975 von F. Berrondo in [Be] ein-
gefithrten Begriff ,,topologisch henselsch® ansehen. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass die
topologisch henselschen Korper gerade die sind, fiir die sich die Topologie auf jede alge-
braische Korpererweiterung eindeutig fortsetzen lédsst. Fiir von Bewertungen definierte
Topologien folgt dies sofort aus dem im zweiten Kapitel Gezeigten. Um die Aquivalenz
auch fiir von archimedischen Absolutbetrdgen definierte Topologien zeigen zu koénnen,
ist noch etwas Vorarbeit notig.

Hierzu werden wir uns im ersten Abschnitt mit Einbettungen in die komplexen Zah-
len C und die so definierten Absolutbetrige beschiiftigen. Es wird sich herausstellen,
dass es zu jeder von einem Absolutbetrag definierten Topologie genau einen durch ei-
ne Einbettung nach C definierten Absolutbetrag gibt, der die Topologie definiert. Diese
Absolutbetrige werden wir etwas genauer untersuchen. Insbesondere werden wir zeigen,
dass eine von einem Absolutbetrag definierte Topologie sich genau dann eindeutig auf
eine algebraische Korpererweiterung fortsetzen ldsst, wenn der durch eine Einbettung
definierte Absolutbetrag, der die Topologie definiert, sich eindeutig fortsetzen lasst.

Im zweiten Abschnitt werden wir uns mit Anordnungen beschéftigen. Wir werden durch
archimedische Anordnungen definierte Topologien untersuchen, bei denen es sich um
einen Spezialfall der durch archimedische Absolutbetrige definierten Topologien handelt.
AuBerdem werden wir den Begriff ,reell abgeschlossen“ definieren und einige Aquiva-
lenzen formulieren, da reell abgeschlossene Korper bei der Definition der topologisch
henselschen Korper eine Rolle spielen werden.

Im letzten Abschnitt definieren wir den Begriff ,topologisch henselsch“. Wir zeigen,
dass die topologisch henselschen Korper gerade die V-topologischen Kérper sind, deren
Topologien sich eindeutig auf jede algebraische Korpererweiterung fortsetzen lassen.

Anschlielend werden wir uns im vierten Kapitel mit dem 1978 von A. Prestel und
M. Ziegler in [PrZi] definierten Begriff ,t-henselsch“ beschéftigen. Der Vorteil dieser
Definition liegt darin, dass es sich um eine lokale Eigenschaft handelt. Dies bedeutet,
dass jede Eigenschaft, die sich durch lokale Sétze ausdriicken lisst, genau dann in allen
t-henselschen Korpern gilt, wenn es einen t-henselschen Korper gibt, in dem sie gilt.

Im ersten Abschnitt werden wir zunéchst definieren, was ein lokaler Satz ist. Hierzu
werden wir einige Begriffe aus der mathematischen Logik einfiihren. Auflerdem werden
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wir den Begriff | w-vollstdndig® definieren. Wir werden zeigen, dass es zu jedem Korper
mit Filter einen lokal dquivalenten Koérper mit Filter gibt, der w-vollstdndigen ist. Dieser
Satz und einige weitere Sétze, die wir am Ende des Abschnitts zeigen, werden wir im
néchsten Abschnitt brauchen.

Im zweiten Abschnitt werden wir zunéchst den Begriff ,,t-henselsch“ definieren und an-
schliefend einige Aquivalenzen zu diesem Begriff zeigen.

Im letzten Abschnitt werden wir definieren, wann eine Bewertung m-henselsch heifit.
Fiir t-henselsche Korper, deren Topologien nicht von Absolutbetrigen definiert werden,
zeigen wir, dass es zu jeder natiirlichen Zahl n eine n-henselsche Bewertung gibt, die die
Topologie definiert. Hieraus kénnen wir folgern, dass sich die Topologien eindeutig auf
jede endliche Korpererweiterung fortsetzen lassen.

Im fiinften Kapitel werden wir die Definition von Berrondo mit der Definition von Prestel
und Ziegler vergleichen.

Zunichst werden wir zeigen, dass jeder topologisch henselsche Kérper auch t-henselsch
ist.

Im zweiten Abschnitt werden wir sehen, dass ein Kérper mit einer von einem Absolutbe-
trag definierten Topologie genau dann t-henselsch ist, wenn er topologisch henselsch ist.
Mit dem im dritten und vierten Kapitel Gezeigten kénnen wir aus dieser Aquivalenz fol-
gern, dass sich bei allen t-henselschen Kérpern die Topologie eindeutig auf jede endliche
Korpererweiterung fortsetzen lésst.

Anschlielend konstruieren wir einen t-henselschen Korper, der nicht topologisch hen-
selsch ist, und zeigen somit, dass es sich bei den topologisch henselschen Kérpern um
eine echte Teilklasse der t-henselschen Korper handelt.
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1 Vorbereitungen

In diesem Kapitel wollen wir zunédchst Definitionen fiir einige in dieser Arbeit wichtige
Begriffe angeben und einige Notationen einfithren. Wir werden auflerdem einige zumeist
wohlbekannte Begriffe und Sétze formulieren, um spéter darauf verweisen zu kénnen.
Abschlielend beweisen wir noch ein einfaches Lemma.

1.1 V-Topologien

Wir werden zunéchst definieren, was wir unter einer V-Topologie verstehen.
1.1.1 Definition und Satz. Sei K ein Koérper. Sei B C P (K) eine Teilmenge der
Potenzmenge von K, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

2)vU,VeB IWeB WCUNV

4 YUeEB Va,yc K 3IVeB (x+V)y+V)Cay+U
5 VUeB YzeK* I3VeB (z+V)'Ca 14U

YUeB dVeB Ve,ye K zyeV=zcUVyelU

(V1)
(V'2)
(V3)YUeB 3VeB V-VCU
(V'4)
(V'5)
(V6)

Dann gilt

(a)
Tp:={UCK|VzeU IVeB z+V U}

ist eine Topologie auf K.
FEine solche Topologie nennen wir V-Topologie.
(K, 1g) heiit V-topologischer Kirper.

Wir sagen, 7g ist die von B induzierte Topologie.
(b) 7p ist eine nichttriviale Hausdorfftopologie.

(¢) 7 ist eine Korpertopologie.



1 Vorbereitungen

Wir definieren V-Topologien iiber Forderungen, die wir an den Filter der Nullumgebun-
gen stellen. Aus den Forderungen (V' 1) und (V 2) folgt, dass es sich um nichttriviale
Hausdorfftopologien handelt. Nimmt man Forderung (V' 3) bis (V' 5) hinzu, so bekommt
man die Stetigkeit der Korperoperationen + und - sowie des Invertierens und damit
die Eigenschaften einer Kérpertopologie. Die Forderung (V 6) sagt aus, dass wenn ein
Produkt zweier Korperelemente nahe bei Null liegt, bereits einer der Faktoren nahe bei
Null liegt. Dies ist die Besonderheit der V-Topologien.

Der Begriff V-Topologie leitet sich vom englischen Wort ,,valuation® fiir Bewertung her.
Es lisst sich zeigen, dass die V-Topologien gerade die durch Bewertungen und Abso-
lutbetréige definierten Topologien sind. Diese Tatsache erweist sich im Folgenden als
tiberaus niitzlich, da wir aus vielen fiir Bewertungen und Absolutbetrige bekannten
Satzen sehr einfach entsprechende Sétze fiir V-Topologien bekommen. Die eigentliche
Definition werden wir nur an wenigen Stellen verwenden.

Den Beweis des folgenden Satzes findet man zum Beispiel bei [EnPr] in Anhang B
(Satz B.1).
1.1.2 Satz. Sei K ein Korper und sei T eine Topologie auf K.

(K, T) ist genau dann ein V-topologischer Kérper, wenn T durch einen nichttrivialen
Absolutbetrag oder eine nichttriviale Bewertung auf K definiert wird.

1.2 Filter

Die Menge B aus Definition 1.1.1 ist eine Basis des Nullumgebungsfilters von 73.

Koérpertopologien sind bereits durch die Menge der Nullumgebungen eindeutig bestimmt,
wir konnen also zeigen, dass zwei Korpertopologien gleich sind, indem wir zeigen, dass die
Nullumgebungsfilter gleich sind. Auch einige Definitionen beziehen sich auf die Nullum-
gebungsfilter. Wir definieren zum Beispiel in Definition 4.2.1 den Begriff , t-henselsch“
zunéchst fiir Kérper mit Filter und definieren dann, dass ein topologischer Kérper t-hen-
selsch ist, falls der Korper mit dem Nullumgebungsfilter t-henselsch ist. Dieses Vorgehen
erweist sich besonders dann als sinnvoll, wenn Beweise mit den Methoden der mathe-
matischen Logik gefiihrt werden.

Wir definieren Filter allgemein wie folgt:

1.2.1 Definition. Sei M # () eine Menge, sei F C P (M) eine Teilmenge der Potenz-
menge von M.

F heif3t Filter auf M, falls die folgenden Bedingungen gelten:
(F1) 0 ¢ Fund F #10

(F2) VU, VeP(M) U VeF=UnNVeF

(F3) VU, VeP(M) UeFANUCV)=VeF



1.2 Filter

Wir zeigen nun, dass fiir jedes Element einer Menge die Umgebungen beziiglich einer
Topologie einen Filter bilden. Damit ist insbesondere die Menge der Nullumgebungen
ein Filter.

1.2.2 Lemma und Notation. Sei M eine nichtleere Menge und sei 7 eine Topologie
auf M.

Dann ist zu jedem x € M die Menge der Umgebungen von x
U, ={UCM|3IVeT (xeV)ANVCU)}

ein Filter auf M.

Den Filter der Nullumgebungen Uy bezeichnen wir auch mit Fr.
Beweis: Sei x € M. Wir zeigen, dass U, die Bedingungen (F'1) bis (F'3) erfiillt.

(F1) Fiir jedes U € U, gilt x € U und damit U # {).
Es ist M € U, und damit U, # 0.

(F2) Sind U, V € U, dann gibt es Uy, Vp € T mit z € Uy, z € Vy, Uy CU und Vy C V.
Esist UynVop e T mit Uy NVo CUNV und z € Uy N V.
Alsoist UNV € U,.

(F3) Seien U e Uy und V DO U. Es gibt ein W € 7 mit W CU und x € W.DaU CV
ist, gilt auch W C V und damit V € U,. O

Um einen Filter eindeutig zu bestimmen, reicht es bereits aus, eine Filterbasis anzugeben.
Eine Filterbasis ist eine Menge, die die Eigenschaft (F'1) und eine abgeschwichte Form
der Eigenschaft (F' 2) erfiillt. Zu jeder solchen Menge gibt es einen eindeutig bestimmten
minimalen Filter, der diese Menge enthélt.

1.2.3 Definition und Satz. Sei M # () eine Menge.
Sei B C P (M) mit

(FB1) 0 ¢ Bund B#0
(FB2) YU,V eB 3WeB WCUNV

Dann ist
Fp:={UCM|3IVeB VCU}

ein Filter.
Wir sagen, B ist eine Filterbasis.

Fp heifit der von B erzeugte Filter.



1 Vorbereitungen

1.2.4 Definition und Lemma. Sei B eine Filterbasis auf K. Dann wird durch
Ts:={UCK|VxeU 3IVeB x+VCU}

eine Korpertopologie auf K definiert.
Wir bezeichnen B als Nullumgebungsbasis von 7.

1.2.5 Bemerkung. Jede Menge B C P (K), die (V1) bis (V6) aus Definition 1.1.1
erfiillt, ist eine Filterbasis.

Wir werden nun fiir Absolutbetrige, Bewertungen, Bewertungsringe und Anordnungen
je eine Nullumgebungsbasis der definierten Topologie angeben.

Wie in der Bewertungstheorie iiblich, werden wir an einigen Stellen mit Bewertungsrin-
gen anstelle von Bewertungen argumentieren. Hierfiir ist es wichtig zu wissen, dass die
von einer Bewertung erzeugte Topologie gleich der vom zugehorigen Bewertungsring er-
zeugten Topologie ist. Daher werden wir in Satz 1.2.8 zeigen, dass dies mit der Definition
aus 1.2.6 gilt.

Durch archimedische Anordnungen definierte Topologien werden wir im Kapitel iiber
topologisch henselsche Korper genauer untersuchen. Da jeder archimedisch angeordne-
te Korper in R eingebettet werden kann, wird durch jede archimedische Anordnung
ein archimedischer Absolutbetrag definiert. Wir werden im vierten Kapitel sehen, dass
die durch die Anordnung definierte Topologie und die durch den definierten Absolutbe-
trag definierte Topologie gleich sind. Es handelt sich also bei den durch archimedische
Anordnungen definierten Topologien um einen Spezialfall der durch archimedische Ab-
solutbetréige definierten Topologien.

1.2.6 Definition und Lemma. Sei K ein Korper.
(a) Sei | .| ein nichttrivialer Absolutbetrag auf K. Dann ist
B ={{re K||z]<e}|e€Rmite>0}

eine Filterbasis auf K. Den erzeugten Filter bezeichnen wir mit | |, die erzeugte
Kérpertopologie mit 7 .

(b) Seiv: K — I'U{oo} eine Bewertung auf K mit Wertegruppe I'. Dann ist
By:={{z € K|v(z) >~} |~y el}

eine Filterbasis auf K. Den erzeugten Filter bezeichnen wir mit F,, die erzeugte
Korpertopologie mit 7.

(c) Sei O ein Bewertungsring auf K. Dann ist
Bo :={z0 |z € K\{0}}

eine Filterbasis auf K. Den erzeugten Filter bezeichnen wir mit Fp, die erzeugte
Korpertopologie mit 7p.
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(d) Sei < eine Ordnung auf K. Dann ist
Be={{reK|—-a<z<a}|0<ac K}

eine Filterbasis auf K. Den erzeugten Filter bezeichnen wir mit F., die erzeugte
Korpertopologie mit 7.

Im Beweis von Satz 1.2.8 ist die folgende allgemeine Aussage zu Bewertungen zu beriick-
sichtigen:
1.2.7 Lemma. Seiv: K — I'U{oo} eine Bewertung auf einem Korper K.

Ezistiert ein v € I' mit v (x) <~y fir alle x € K \ {0}, so ist v die triviale Bewertung.

Beweis: Ist v (z) <~ fiir alle z € K \ {0}, so ist insbesondere fiir zp mit v (z¢) = v
v(z0) =7 > v (xF) = 2v (x)

und damit v = v (z9) < 0.

Also ist v (z) < 0 fiir alle z € K \ {0}. Da damit auch —v (z) = v (1) < 0 ist, folgt
v(xz) =0 fur alle x € K \ {0}. O

1.2.8 Satz. Seiv : K — I' U {oo} eine nichttriviale Bewertung auf einem Korper K
und sei O der zugehorige Bewertungsring.

Dann ist Fo = F, und damit insbesondere 1o = T,.

Beweis: Um zu zeigen, dass zwei Filter gleich sind, geniigt es zu zeigen, dass jedes
Element einer Basis des einen Filters eine Teilmenge und eine Obermenge besitzt, die
im anderen Filter liegen.

In unserem Fall heif3t das:

Zu jedem ~ € I' existieren zg, yg € K mit
YO C{x € K |v(z) > v} C x00.

Sei v € T', dann existiert ein z¢g € K mit v (xzg) = 7.

Ist a € K mit v (a) > v = v (z0), so gilt

also % € O und damit a € z¢O.

Somit ist
{r e K|v(zx) >~} C 0.

Da v nichttrivial ist, gibt es nach Lemma 1.2.7 ein yp € K \ {0} mit v (y0) > 7.
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Fiir a € yoO gilt a = yo - b fiir ein b € O, das heifit fiir ein b mit v (b) > 0.
Also ist

v(a) =v(yo-b) =v(yo) +v(b) =v(yo) >~
und damit a € {z € K | v (z) > ~}.

Insgesamt erhalten wir also
YO C{zx e K |v(z) >~} C xo0

und damit Fp = F,. O

1.3 Abhéangige Absolutbetrdge und Bewertungsringe

Unterschiedliche Bewertungsringe und unterschiedliche Absolutbetriage konnen die glei-
che Topologie definieren. Hierzu gibt es einige niitzliche Aquivalenzen, die wir hier an-
geben, um spéter darauf verweisen zu kénnen.

1.3.1 Definition. Seien O; und Oy Bewertungsringe auf einem Korper K.

01 und O; heiflen abhingig, falls es einen Ring O C K gibt mit O; C O und Oy C O.

Der folgende Satz wird zum Beispiel in [EnPr] als Satz 2.3.4 bewiesen.

1.3.2 Satz. Zwei Bewertungsringe sind genauw dann abhdngig, wenn sie die gleiche To-
pologie definieren.

1.3.3 Definition. Sei K ein Korper. Zwei Absolutbetriige auf K heiflen abhdngig oder
dquivalent, wenn sie die gleiche Topologie definieren.

Den Beweis des folgenden Satzes findet man zum Beispiel in [Wa] (Satz 18.4).

1.3.4 Satz. Zwei Absolutbetrdge | .|, und | .|, sind genau dann dquivalent, wenn es ein
a>0mit|.|{=]|.], gibt.

Es stellt sich nun die Frage, ob auch Absolutbetrige und Bewertungen die gleiche To-
pologie definieren kénnen.

Bei Absolutbetrdgen unterscheiden wir zwischen archimedischen Absolutbetrigen und
nichtarchimedischen Absolutbetrigen. Archimedische Absolutbetridge sind dadurch ge-
kennzeichnet, dass die Menge der natiirlichen Zahlen nicht beschrankt ist.

Bei Bewertungen unterscheiden wir zwischen Bewertungen mit unterschiedlichem Rang.
Dabei gibt der Rang die Anzahl der echten konvexen Untergruppen der Wertegruppe
an.

Die nichtarchimedischen Absolutbetrige entsprechen genau den Rang-1-Bewertungen.



1.3 Abhingige Absolutbetrige und Bewertungsringe

1.3.5 Bemerkung. Ist | .| ein nichtarchimedischer Absolutbetrag auf einem Kérper K,
so wird durch
v(z) = { —In(|z), =€ K\{0}
00, z =0,
eine Rang-1-Bewertung v auf K definiert, die die gleiche Topologie wie | .| definiert.

Durch
] = e_”(x), x € K\ {0}
' 0, z=0

bekommen wir analog zu jeder Rang-1-Bewertung v einen nichtarchimedischen Absolut-
betrag | .|, der die gleiche Topologie definiert.

Gibt es zu einer V-Topologie eine Rang-1-Bewertung, die die Topologie definiert, so
reicht es oft aus, diese Bewertung zu betrachten. Den Grund hierfiir liefert folgendes
Lemma:

1.3.6 Lemma. Sei O ein nichitrivialer Bewertungsring auf einem Korper K.

Dann hat O Rang-1 genau dann, wenn O ein mazimaler echter Unterring von K ist.

Den Beweis zu diesem Lemma findet man in [EnPr] als Korollar 2.3.2.

Aus diesem Lemma bekommen wir sofort das folgende Korollar.

1.3.7 Korollar. Seien O1 und O zwei abhingige Bewertungsringe.
Hat O1 Rang-1, so gilt Oy C O;.

Es gibt Bewertungen mit verschiedenem Rang, die die gleiche Topologie definieren. Im
folgenden Lemma werden wir zeigen, dass dies nicht fiir Bewertungen und archimedische
Absolutbetrige gilt. Der Grund hierfiir ist, dass beziiglich Bewertungen die natiirlichen
Zahlen beschréinkt sind, archimedische Absolutbetrige aber gerade die Absolutbetrige
sind, beziiglich derer die natiirlichen Zahlen unbeschrinkt sind, und sich diese Eigen-
schaft auch in der Topologie wiederfindet.

Im Folgenden wird es sich hdufig als sinnvoll erweisen, Topologien, die von einem ar-
chimedischen Absolutbetrag definiert werden, und Topologien, die von Bewertungen
definiert werden, getrennt zu betrachten. An einigen Stellen betrachten wir auch To-
pologien, die von einer Rang-1-Bewertung definiert werden, und Topologien, die nur von
hoherrangigen Bewertungen definiert werden, getrennt.

Der Begriff archimedisch lisst sich durch verschiedene, dquivalente Eigenschaften defi-
nieren. Wir legen hier die folgende Definition zugrunde.

1.3.8 Definition. Seien K ein Korper, |.| ein Absolutbetrag auf K.

|. | heilt archimedisch, wenn die Menge
{In-1] | n € N}

unbeschrankt ist.
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1.3.9 Bemerkung. Existiert auf einem Korper K ein archimedischer Absolutbetrag,
so ist offensichtlich char (K') = 0.

1.3.10 Lemma. Sei K ein Korper und sei 7 eine Topologie auf K.

Gibt es einen archimedischen Absolutbetrag, der T definiert, so gibt es keine Bewertung,

die ebenfalls T definiert.

Insbesondere wird T genau dann von einem archimedischen Absolutbetrag definiert, wenn

char(K) =0 und

1
——0 (n— o0)
n

in (K, T).

Beweis: Sei | .| ein archimedischer Absolutbetrag mit 7] | = 7. Zu jeder Nullumgebung
U, dann gibt es ein € > 0 mit

{reK||zx|<e} CU.
Da {|n| | n € N} unbeschrénkt ist, ist char (K) = 0 und es existiert ein ng € N mit
Ino| > L und somit || < e fiir alle m > no.
Es ist also % € U fir alle m > ny.

Daraus folgt

also

Fiir alle v > 0 und alle n € N gilt somit
1
E%{x€K|v(:ﬂ)>7}€fv.

Also gilt

1
E_HO (n — o00).

O

In [EnPr], Proposition 2.3.5, finden wir eine Unterteilung der Aquivalenzklassen von
Bewertungsringen in zwei disjunkte Klassen. Mit Hilfe dieses Lemmas koénnen wir die
V-Topologien in drei Klassen einteilen.



1.3 Abhingige Absolutbetrige und Bewertungsringe

1.3.11 Lemma. Sei O ein Bewertungsring auf einem Korper K. Sei [O] die Aquiva-
lenzklasse der von O abhdngigen Bewertungsringe auf K.

Dann gilt genau einer der zwei folgenden Fdlle:

(a)

[O] besitzt ein maximales Element Oy.

Fiir dieses mazimale Element gilt dann: Oy ist ein mazximaler nichttrivialer Ober-
ring von O, O1 hat Rang-1 und sein mazimales Ideal ist der Schnitt tber die
maximalen Ideale aller Elemente von [O)].

O besitzt keinen maximalen nichttrivialen Oberring.

In diesem Fall bilden sowohl die mazimalen Ideale der Elemente von [O] als auch
die Menge der von (0) verschiedenen Primideale von O eine Nullumgebungsbasis
von Tp.

1.3.12 Korollar. Sei (K, T) ein V-topologischer Kdorper.

Dann gilt genau einer der folgenden drei Fille:

(a)
(b)

(©)

Es gibt einen archimedischen Absolutbetrag, der T definiert.

Es gibt einen mazximalen Bewertungsring, der T definiert.

Dieser Bewertungsring hat Rang-1 und sein maximales Ideal ist der Schnitt tiber
die maximalen Ideale aller Bewertungsringe, die T definieren.

Es gibt keinen Absolutbetrag, der T definiert.

In diesem Fall bilden die mazimalen Ideale der Bewertungsringe, die T definieren,
eine Nullumgebungsbasis von T .

Ist O ein Bewertungsring, der T definiert, so bilden die von Null verschiedenen
Primideale von O eine Nullumgebungsbasis von T .

Beweis: Das Korollar folgt sofort aus Satz 1.3.2, Lemma 1.3.10 und Lemma 1.3.11 unter
Beriicksichtigung von Bemerkung 1.3.5. O






2 Fortsetzungen von V-Topologien

In diesem Kapitel werden wir definieren, was wir unter der Fortsetzung einer V-To-
pologie verstehen. Wir werden zeigen, dass sich jede V-Topologie auf jede algebraische
Korpererweiterung fortsetzen lésst. Auflerdem werden wir untersuchen, wann diese Fort-
setzung eindeutig ist.

2.1 Definition und erste Satze

2.1.1 Definition. Sei L/K eine Kérpererweiterung, sei 7 eine V-Topologie auf K und
sei 7' eine Topologie auf L.

T’ heifit Fortsetzung von T auf L, falls 7' ebenfalls eine V-Topologie ist und 7 die
Spurtopologie von 7" auf K ist.

Wir zeigen nun, dass Fortsetzungen von Absolutbetrigen und Bewertungen auf alge-
braische Korpererweiterungen auch Fortsetzungen der erzeugten Topologien definieren.
Hierbei ist der Fall des Absolutbetrages einfach und lisst sich fiir allgemeine Korper-
erweiterungen beweisen. Bei von Bewertungen erzeugten Topologien gilt der Satz nur
flir algebraische Korpererweiterungen. Den Grund hierfiir liefert Lemma 2.1.3, das nur
fiir algebraische Korpererweiterungen gilt. Fiir nicht algebraische Korpererweiterungen
kann die Spurtopologie einer durch eine Bewertung definierten Topologie die triviale
Topologie sein, auch wenn die Einschrankung der Bewertung nichttrivial ist.

Im Folgenden seien alle Absolutbetrdge und Bewertungen nichttrivial.

2.1.2 Satz. Sei L/K eine Korpererweiterung. Sei | .| ein Absolutbetrag auf K und | .
eine Fortsetzung von | .| auf L.

| /

Dann ist ’Z" ¢ eine Fortsetzung von 7,.| auf L.

Beweis: Fiir alle x € K gilt |z| = |z, also ist fiir alle ¢ > 0
{reK||lz|<elt={zel]|z] <e}nK.

Da
B‘|/:{{$€L|‘l’|/<€}|5>0},

eine Basis von T‘ | ist, ist
{eeLlla'<e}nK|e>0}={{z e K|lz|<e}|e>0} =B
eine Basis der Spurtopologie. Also ist 7| | die Spurtopologie von ’T‘ - O

11



2 Fortsetzungen von V-Topologien

2.1.3 Lemma. Sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung. Seien v : K — T'U {oco}
eine Bewertung auf K und w: L — AU {oc} eine Fortsetzung von v auf L.

Dann liegt T' konfinal in A, das heif$t zu jedem § € A existiert ein v € I' mit § < .

Beweis:

Sei 6 € A und sei y € L mit w (y) = 4. Sei
Irr (y/K)=ay+ a1 X +---+a, X" € K [X]

das Minimalpolynom von y iiber K.

Wiire fiir alle 0 <7 < j < n mit a;, a; # 0 auch w (aiyi) Z#w (ajyj), SO wére

oo = w(0)
= w(a+ay+---+ay")
= Join {v(a;) +i0}
< 00,
was zu einem Widerspruch fiihrt.
Also existieren 0 <4 < j < n mit a;,a; # 0 und w (aiyi) =w (ajyj).
Es gilt

w(ay') = w(ay)
& v(a;) +i6 = v(aj)+jo
& v(a) —v(a;) = jo—1i0

o v(Z) — (-8
)

Dai < j ist, folgtFBv(Z—;) = (j—i)5 >0

Es existiert also ein v € I' mit v > 4. (]

2.1.4 Satz. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Seien v : K — I'U{oo} eine
Bewertung auf K und w: L — AU {oo} eine Fortsetzung von v auf L.

Dann ist T,, eine Fortsetzung von T, auf L.

Beweis: Da
By={{zeL|w(x)>d}|de A}

eine Basis von 7y, ist, ist

B:={{reL|w(x)>itNK|je A}

12



2.1 Definition und erste Sétze

eine Basis der Spurtopologie von 7.

Fir z € K gilt v () = w (z) und somit ist fiir y € I’

{reK|v(@)>yt={zeLl|w(®) >v}nKehB.

Also ist B, C B'.
Andererseits existiert nach Lemma 2.1.3 zu jedem § € A ein v € I' mit v > § und damit

By,o{reK|v(x) >y} C{zel|w()>inNK.

Also erzeugen
B={{zreL|lw(®) >§NnK|§eA}

und

By={{r e K|v(z)>~}|vel}
die gleiche Topologie, das heifit die Spurtopologie von 7, ist 7. O

Im Folgenden werden wir einige Male V-Topologien, die von Bewertungen erzeugt wer-
den, und V-Topologien, die von archimedischen Absolutbetrigen definiert werden, ge-
trennt betrachten. Hierfiir ist es wichtig zu wissen, dass eine V-Topologie, die eine von
einem archimedischen Absolutbetrag definierte Topologie fortsetzt, ebenfalls von einem
archimedischen Absolutbetrag definiert wird und ebenso eine Fortsetzung einer von ei-
ner Bewertung definierten Topologie von einer Bewertung definiert wird. Dies zeigen
wir im folgenden Lemma. Hierbei ist wieder zu beachten, dass die nichtarchimedischen
Absolutbetrige gerade den Rang-1-Bewertungen entsprechen und somit nicht getrennt
betrachtet werden miissen.

2.1.5 Satz. Sei K ein Kéorper mit char(K) = 0. Sei L/K eine algebraische Kdorper-
erweiterung. Sei T eine Topologie auf K und sei T' eine Fortsetzung von T auf L.

T wird genau dann von einem archimedischen Absolutbetrag definiert, wenn T' wvon
einem archimedischen Absolutbetrag definiert wird.

Beweis: ,,<=“: Sei | .| ein archimedischer Absolutbetrag auf L, der 7" erzeugt. Dann ist
| . ||k ein archimedischer Absolutbetrag auf K. Nach Satz 2.1.2 ist die von | . || i definierte
Topologie 7.

»=: Wird 7 von einem archimedischen Absolutbetrag definiert, so gilt in (K, 7) nach
Lemma 1.3.10

E—>0 (n — 00).

Da 7 die Spurtopologie von 7’ in K ist, ist fiir jede Nullumgebung U € 7" in (L, 7"),
UNK €T eine Nullumgebung in (K, 7). Es gibt also ein n € N mit % e UNK fir
alle m > n, also insbesondere % € U fiir alle m > n.

13



2 Fortsetzungen von V-Topologien

Somit gilt

E—)O (n — o0)

in (L,7"). Wiederum mit Lemma 1.3.10 folgt, dass 7’ von einem archimedischen Abso-
lutbetrag erzeugt wird. O

2.2 Existenz von Fortsetzungen

Wir zeigen nun, dass sich jede V-Topologie auf jede algebraische Korpererweiterung
fortsetzen l&sst.

Nach Satz 1.1.2 wird jede V-Topologie entweder von einem Absolutbetrag oder von einer
Bewertung definiert. Im vorherigen Abschnitt haben wir gezeigt, dass eine Fortsetzung
einer Bewertung oder eines Absolutbetrages auf eine algebraische Korpererweiterung
auch eine Fortsetzung der Topologie definiert.

Nun werden wir zeigen, dass sich sowohl Bewertungen, als auch Absolutbetrige auf
algebraische Korpererweiterungen fortsetzen lassen. Aus dem bereits Gezeigten folgt
dann die Fortsetzbarkeit der V-Topologien.

Die Fortsetzbarkeit von Bewertungen auf beliebige Korpererweiterung folgt aus dem Satz
von Chevalley.

2.2.1 Satz. Sei L/K eine Kdorpererweiterung. Sei O C K ein Bewertungsring auf K.

Dann existiert eine Fortsetzung von O auf L.

Der Beweis ist zum Beispiel bei [EnPr] (Satz 3.1.2) zu finden.

Fiir Absolutbetrige bekommen wir einen dhnlichen Satz, wobei wir allerdings voraus-
setzen, dass die Korpererweiterung algebraisch ist. Um dies zu beweisen, brauchen wir
ein Lemma fiir endliche Korpererweiterungen.

2.2.2 Lemma. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung und sei | .| ein Absolutbetrag
auf K.

Dann existiert eine Fortsetzung von | .| auf L.
Dieses Lemma wird bei [Wa] als Satz 26.6 bewiesen.

2.2.3 Satz. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung und sei | .| ein Absolutbetrag
auf K.

Dann ezistiert eine Fortsetzung von | .| auf L.

Beweis: Wir zeigen den Satz mit Hilfe des Zornschen Lemmas.
Sei

Z:={(F,|.|p) | F Zwischenkorper von L/K, |.|p Fortsetzung von |.| auf F'}.

14



2.3 FEindeutigkeit der Fortsetzungen

Esist (K, |.|) € £ und damit Z # (.

Wir definieren eine partielle Ordnung auf Z durch
(F1, [ 1) < (B, [ p) v Fr C Frund ||y = [ o]y

Sei ((Fy, |.|;));e; eine Kette in Z. Definiere F' := {J;o; F; und |.|" durch || := |x; fiir

x € F;.

Dann ist (F”, |.|") € Z eine obere Schranke von ((F}, |.|;))

Nach dem Zornschen Lemma hat Z damit ein maximales Element (F™*, |.]*).

el

Angenommen, es gilt F* # L.

Sei z € L\ F*. Dann ist F* (z) /F* eine endliche Koérpererweiterung. Nach Lemma 2.2.2
ldsst sich |.|" auf F™* (z) zu |.|] fortsetzen.

Es ist (F* (), ].]}) € Z mit (F*, |.]") < (F*(x), |.|]). Dies ist ein Widerspruch zur
Maximalitét von (F*, |.[").

Also ist F* = L und somit |.|* eine Fortsetzung von | .| auf L. O

Fiir V-Topologien bekommen wir damit folgenden Satz:

2.2.4 Satz. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung und sei T eine V-Topologie
auf K.

Dann ldsst sich T auf L fortsetzen.

Beweis: Nach Satz 1.1.2 wird jede V-Topologie entweder von einem Absolutbetrag oder
von einer Bewertung definiert. Nach Satz 2.2.1 und Satz 2.2.3 lassen sich Absolutbetréige
und Bewertungen auf algebraische Korpererweiterungen fortsetzen. Diese Fortsetzungen
definieren nach Satz 2.1.4 und Satz 2.1.2 Fortsetzungen der Topologie. O

2.3 Eindeutigkeit der Fortsetzungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, wann sich eine V-Topo-
logie eindeutig auf eine algebraische Korpererweiterung fortsetzen lésst.

Dabei erweist es sich als sinnvoll, Topologien, die von Bewertungen definiert werden,
und Topologien, die von archimedischen Absolutbetréigen definiert werden, getrennt zu
betrachten.

2.3.1 Von Bewertungen definierte Topologien

Ziel dieses Unterabschnittes ist es, zu zeigen, dass sich eine durch einen Bewertungsring
definierte Topologie genau dann eindeutig auf eine algebraische Korpererweiterung fort-
setzen lasst, wenn es eine Bewertung gibt, die die Topologie definiert und sich eindeutig
auf die Korpererweiterung fortsetzen lésst.
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

Um dies zu beweisen, verwenden wir Lokalisierungen von Bewertungsringen nach ihren
Primidealen.

Lokalisierungen von einem Bewertungsring sind Oberringe des Ringes und damit wieder
Bewertungsringe. Dabei bekommen wir als Lokalisierung nach dem Nullideal gerade
den ganzen Korper und somit die triviale Bewertung, daher werden wir im Folgenden
stets von Null verschiedene Primideale betrachten. Durch Lokalisierungen nach von Null
verschiedenen Primidealen bekommen wir offensichtlich Bewertungsringe, die die gleiche
Topologie wie der Ausgangsring definieren.

Zunichst werden wir zeigen, dass die Oberringe eines Bewertungsringes genau die Loka-
lisierungen nach seinen Primidealen sind.

2.3.1 Lemma. Seien O und O’ Bewertungsringe auf einem Korper K und seien M
und M’ ihre mazimalen Ideale.

Falls O C O ist, so gelten
(a) M'C M

(b) O/:OM/ = {CL’EK

m—Zfdra,beO,bgéM’}

Beweis:
(a) Sei x € M'. Dann ist 1 ¢ O', also, da O C O', auch 2 ¢ O und damit = € M.
(b) ,C“: Seixz e O

1. Fall: Ist x € O, dann gilt * = § € Oy.
2. Fall: Ist ¢ O, dann ist 271 € O\ M/, also # = -7 € Oy

,2“ Sei € Oy, das heifit z = ¢ mit a,b € O, b ¢ M'. Es sind a, b™! € O/,
denna € O C O und b ¢ M’. Damit ist r =a-b"! € O 0

2.3.2 Korollar. Seien O und O’ zwei abhingige Bewertungen.

Dann existiert ein gemeinsames Primideal p # {0} von O und O" mit Op = O,

Beweis: Da O und O’ abhéingig sind, existiert ein gemeinsamer Oberring O C K.Seip
das maximale Ideal von O. Nach Lemma 2.3.1 (b) ist Op = O = O, O

2.3.3 Bemerkung. Korollar 2.3.2 ldsst sich auf Bewertungsringe O1,...,0, firn € N
verallgemeinern.
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2.3 FEindeutigkeit der Fortsetzungen

2.3.4 Lemma. Sei O ein Bewertungsring auf einem Kérper K und sei p # {0} ein
Primideal von O.

Dann ist Op ein Bewertungsring auf K mit O C Oy.
Das mazimale Ideal von Oy ist p = pOy.
Insbesondere definieren O und Oy die gleiche Topologie.

Beweis: Dass Oberringe von Bewertungsringen wieder Bewertungsringe sind, ist nach
Definition klar.

Dass O und Oy die gleiche Topologie definieren, folgt sofort aus Satz 1.3.2.
Zu zeigen ist nur p = pOy.
Aus 1 € O, folgt sofort p 2 pO, .

Ist ¢ p, dann ist % € Oy und somit, da pO, Ideal von O, ist, z ¢ pO,. Daraus folgt
pOp 2 p. O

2.3.5 Lemma. Sei L/K eine Korpererweiterung, sei O ein Bewertungsring auf K, sei
O’ eine Fortsetzung von O auf L und sei p’ # {0} ein Primideal von O'. Seip := ONyp’.

Dann ist (’);, eine Fortsetzung von Oy.

Beweis: Zu zeigen ist Oy, N K = Oy,
,2 ' Klar.
,’g“: Sei X E O;J/ ﬂ K.

. Fall: Esist x € O. Aus O C O, folgt sofort x € Oy.

. Fall: Esist 2 ¢ O. Dann ist 27! € O. Da p’ Ideal von Oy, und z € O}, ist, ist 2~ ¢ p/,
also auch z=! ¢ p C p’. Daraus folgt = = a:%l € Op. U

Wir wollen nun zeigen, dass es zu jedem Primideal eines Bewertungsringes genau ein
entsprechendes Primideal der Fortsetzung gibt.

In [EnPr] wird gezeigt, dass die Primideale eines Bewertungsringes gerade den konvexen
Untergruppen der Wertegruppe der zugehorigen Bewertung entsprechen. Das folgende
Lemma entspricht Lemma 2.3.1 aus [EnPr].

2.3.6 Lemma. Seien K ein Korper, v : K — T'U {oco} eine Bewertung auf K und
O = O, der zugehirige Bewertungsring.

Dann gibt es eine 1-1 Korrespondenz zwischen den konvexen Untergruppen A von T’ und
den Primidealen p von O.

Diese Korrespondenz wird gegeben durch

A — pa={z €K |v(x) >0 firaledec A}
p = Apy={yeTl |, —y<wv(z) fir alle x € p}
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

Die Anzahl der echten konvexen Untergruppen der Wertegruppe ist nach Definition
gerade der Rang der Bewertung. Es folgt also, dass die Anzahl der von Null verschiedenen
Primideale und somit die Anzahl der Oberringe eines Bewertungsringes gerade der Rang
der Bewertung ist.

Betrachten wir eine Bewertung auf einem Korper und eine Fortsetzung der Bewertung
auf eine algebraische Korpererweiterung, bekommen wir ebenfalls eine Korrespondenz
der konvexen Untergruppen. Fiir den Beweis des Lemmas sei auf [EnPr] Satz 3.2.4 und
Korollar 3.2.5 verwiesen.

2.3.7 Lemma. Sei L/K eine algebraische Kirpererweiterung. Sei v : K — I' U {oo}
eine Bewertung auf K und sei w : L — ' U{oo} eine Fortsetzung von v auf L.

Dann wird durch A — ANT eine bijektive, inklusionserhaltende Korrespondenz zwischen
den konvexen Untergruppen von I' und I' definiert.

Insbesondere haben v und w den gleichen Rang.

Aus diesen beiden Lemmata bekommen wir nun eine Korrespondenz zwischen den Prim-
idealen eines Bewertungsringes und den Primidealen einer Fortsetzung des Bewertungs-
ringes auf eine algebraische Korpererweiterung.

2.3.8 Korollar und Notation. Seien L/K eine algebraische Kérpererweiterung, O ein
Bewertungsring auf K und p ein Primideal von O. Sei O’ eine Fortsetzung von O auf L.
Dann existiert genau ein Primideal p’ von O’ mit O Np’ = p.

Fiir diese Fortsetzung p’ schreiben wir (p), wenn klar ist, in welchem Ring wir uns
befinden, und sagen, (p) ist das von p erzeugte Ideal.

Das folgende Lemma findet sich in [Ril] in Kapitel F als Proposition 1.
2.3.9 Lemma. Seien L/K eine algebraische Kiorpererweiterung, O ein Bewertungsring
auf K und p ein Primideal von O.

Dann ist jede Fortsetzung von Op auf L von der Gestallt OEP) fiir eine Fortsetzung O’
von O auf L.

Aus Lemma 2.3.9 und Lemma 2.3.5 bekommt man folgendes Korollar:

2.3.10 Korollar. Sei L/K eine algebraische Kdrpererweiterung, sei O ein Bewertungs-
ring auf K und sei p ein Primideal von O.

Seien (O;),¢; alle Fortsetzungen von O auf L und firi € I seiyp; das eindeutig bestimmte

Primideal von O; mit p; N O = p.

Dann sind die Fortsetzungen von Oy auf L gerade (((’)l)p) E
i) ie

Insbesondere hat, falls O nur endlich viele Fortsetzungen besitzt, auch Oy nur endlich

viele Fortsetzungen.
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2.3 FEindeutigkeit der Fortsetzungen

2.3.11 Bemerkung. In der Situation von Korollar 2.3.10 folgt aus O; # O; nicht
(00, # (0y),,.

2.3.12 Korollar. Sei L/K eine Kérpererweiterung, sei O ein Bewertungsring auf K

und seien O1,...,Oy alle Fortsetzungen von O auf L.
Sind O1,...,0,, abhingig, so besitzen sie ein gemeinsames Primideal p # {0} fiir das
(Ol)p == (On)p

die eindeutige Fortsetzung von Opng auf L ist.
Beweis: Folgt aus Bemerkung 2.3.3 und Lemma 2.3.9 O

2.3.13 Korollar. Sei L/K eine algebraische Kdrpererweiterung, sei O ein Bewertungs-
ring auf K. Seien p, q # {0} Primideale von O mit q C p.

(a) Seien O" und O" Fortsetzungen von O auf L mit OE )= o7

(p)
. / _ 124
Dann ist O(q) = O(q).

(b) Ist Oy eindeutig auf L fortsetzbar, so ist auch O4 eindeutig auf L fortsetzbar.

Beweis:

(a) Aus q C p folgt
/
» < %)

und
! 1
) < O
Also ist nach Lemma 2.3.1 und Lemma 2.3.4

%= (), = (©) , = O

(b) Nach Lemma 2.3.9 sind alle Fortsetzungen von Oy von der Form O ) fiir eine

(a
Fortsetzung O’ von O. Seien also (’)( Q) (’)( 9 zwei Fortsetzungen von Og. Wegen

der eindeutigen Fortsetzbarkeit von O, gilt

Y/
() = (b

und damit nach (a)
/! D
(q) (@)
2.3.14 Bemerkung. Falls O und O Bewertungsringe auf einem Koérper K sind mit
O C O und O sich eindeutig auf einen algebraischen Oberkérper L von K fortsetzen
lasst, dann folgt mit Lemma 2.3.1 aus Korollar 2.3.13 (b) aus, dass sich auch O eindeutig
auf L fortsetzen lésst.
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

Der folgende Satz stammt aus [Be]. Berrondo formuliert den Satz allgemein fiir V-Topo-
logien, betrachtet im Beweis jedoch nur von Bewertungen definierte Topologien, weshalb
der Satz hier auch zunéchst nur fiir diese formuliert wird.

Im Folgenden schreiben wir wie in Korollar 2.3.8 definiert, (p) fiir das von p erzeugte
Ideal, wenn klar ist, in welchem Ring wir uns befinden.

2.3.15 Satz. Sei (K, T) ein V-topologischer Kirper, wobei T von einem Bewertungsring
definiert wird. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung.

T lasst sich genau dann eindeutig auf L fortsetzen, wenn es einen Bewertungsring O
auf K ¢ibt, der T definiert und sich eindeutig auf L fortsetzen lisst.

Beweis: 7<=“: Sei O ein Bewertungsring, der 7 definiert und sich eindeutig auf L
fortsetzen lisst. Sei O’ die eindeutige Fortsetzung von O auf L.

Sei 7' eine V-Topologie auf L, die 7 fortsetzt.
Wir zeigen, dass 7' die von (0’ definierte Topologie ist.
Nach Satz 2.1.5 gibt es einen Bewertungsring O, der 7" definiert.

Sei O := O; N K. Nach Satz 2.1.4 ist die von O; definierte Topologie 7, also sind O
und O abhéngig.

Nach Korollar 2.3.2 gibt es ein gemeinsames Primideal p von O und Oy, fiir das
Op = (01)p ist.
Nach Korollar 2.3.8 existiert ein Primideal p’ von O7 mit p’ NO; = p. Nach Lemma 2.3.5

ist (Ol)p, eine Fortsetzung von O, = (@1);3' Also existieren nach Lemma 2.3.9 eine

Fortsetzung O von O und ein Primideal p von O mit (O;) (55.

P
Da @' die eindeutige Fortsetzung von O auf L ist, muss O = O sein.

Damit ist (O1),, = O'; ein gemeinsamer Oberring von O; und O'. Also sind O’ und Oy
abhingig und 7 ist die von O’ definierte Topologie.

»=: Wir betrachten zunéchst den Fall, dass L/K eine endliche Kérpererweiterung ist.

Sei O ein Bewertungsring auf K, der 7 definiert. Da L/K endlich ist, gibt es nur endlich
viele Fortsetzungen von O auf L, diese bezeichnen wir mit Oy, ..., Os.

Da sich nach Voraussetzung 7 eindeutig auf L fortsetzen lidsst, sind Oq,...,Os ab-
hiingig, also haben sie nach Korollar 2.3.12 ein gemeinsames Primideal p’ fiir das gilt:

(Ol)p/ == (Og)p/
Setze p:=p' N O.

Die Fortsetzungen von Oy auf L sind nach Korollar 2.3.10 gerade (O1),, ..., (Os),. Da
(O1)y = -+ = (Os), ist, ist Op eindeutig auf L fortsetzbar. O und Oy sind abhéngig,
also ist die von O definierte Topologie gerade 7.
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2.3 FEindeutigkeit der Fortsetzungen

Sei nun L/K eine beliebige algebraische Korpererweiterung.

Sei O ein Bewertungsring auf K, der 7 definiert, und sei
X = Spec(0)\ {(0)} = {p € O | p Primideal von O, p # (0)}

das Spektrum von O ohne das Nullideal.

X wird linear geordnet durch

p1<p2:=p2Cp
(siehe hierzu [EnPr], Seite 43).

Da O C Oy ist, definiert O, fiir jedes p € X ebenfalls 7. Es geniigt also zu zeigen, dass
es ein p € X gibt, fiir das Op nur eine Fortsetzung auf L hat.

Angenommen, zu jedem p € X existieren mehrere Fortsetzungen von Oy auf L.
Sei O eine beliebige Fortsetzung von O auf L.

Wir zeigen in drei Schritten, dass es eine von O unabhiingige Fortsetzung von O auf L
gibt.

1. Schritt: Wir definieren eine ordinale Folge

(pOn Aa)a<)\0
fiir eine Ordinalzahl \g mit card (A\g) < card (X) so, dass X' := {po |a < N} C X
konfinal in X ist und fiir alle & < Ay die folgenden Bedingungen gelten:

e A, ist ein Zwischenkérper von L/K

o Oy, lasst sich eindeutig auf A, fortsetzen

e Oy, besitzt verschiedene Fortsetzungen auf A,
o fiir o < B < Ap gilt Ay C Ag.

Insbesondere ist dann A := [ J A, ein Zwischenkérper von L/K.

a<Ag
2. Schritt: Zu jedem a < \g wihlen wir eine Fortsetzung @@ von O auf A, so, dass gelten
(@ 17
o O(pa) # O(pa) NAy.

o fiir o < f < \g ist O eine Fortsetzung von O auf Ag.

Insbesondere ist dann O := Ua< o 0@ ein Bewertungsring auf /N\, der O@ fiir
alle o < A\ fortsetzt.

3. Schritt: Wir zeigen, dass O N A und O nicht abhingig sind und somit unterschiedliche
Fortsetzungen von 7 auf A definieren. Da sich jede V-Topologie auf jede algebrai-
sche Korpererweiterung fortsetzen ldsst und A C L ist, bekommen wir somit auch
unterschiedliche Fortsetzungen von 7 auf L.
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

1.Schritt: Wir definieren die ordinale Folge (p,, Ay) folgendermaBen:

22

— (19
so = 0%

Setze (po, Ao) := (M, K), wobei M das maximale Ideal von O sei.

1494
5 — X

Nach Voraussetzung lisst sich Oy, nicht eindeutig auf L fortsetzen. Wir kénnen
also ein # € L so wéhlen, dass es auf A, (x) unterschiedliche Fortsetzungen von
Oy, gibt. Definiere Ay := Ay ().

Ao /Aq ist eine endliche Korpererweiterung. Also hat jede Fortsetzung von O, auf
A4 nur endlich viele Fortsetzungen auf A,/. Da O, eindeutig auf A, fortsetzbar
ist, hat damit Oy, nur endlich viele Fortsetzungen auf A,.

Die von Oy, definierte Topologie ist 7. Diese ist eindeutig auf L, also auch auf den
Zwischenkorper A, von L/K, fortsetzbar. Also sind die Fortsetzungen von Oy,
alle abhéngig und besitzen somit nach Korollar 2.3.10 ein gemeinsames Primideal

p’, fiir das (Oy,,)

POK = Opnk eindeutig auf A,/ fortsetzbar ist. Setze po 1= p'NK.

»A Limesordinalzahl“:

Definiere
p)nAA (ﬂpaaUA>
a<A a<A
1. Fall: Es ist (<) Pa = (0). Wir zeigen, dass {p, | @ < A} konfinal in X liegt.

2. Fall:

Angenommen, es gibt ein p € X so, dass fiir kein o < A gilt p < p,, das heifit
p C po fir alle o < A

Dann ist

PC () pa=(0)

a<A
und damit p = (0).
Dies ist aber ein Widerspruch zu p € X.
In diesem Fall endet die Definition.
Wir setzen Ag := A und X' := {ps | &« < Ao} .
Es ist (NycxPa # (0). Wir zeigen, dass py ein Primideal von O ist, fiir das

gilt: po < py fiir alle o < A und Oy, lésst sich eindeutig auf den Koérper Ay
fortsetzen.

Es gilt allgemein, dass beliebige Schnitte von Idealen wieder Ideale sind. Zu
zeigen ist also, dass p) Primideal ist.

Seien x, y € K mit x -y € py. Ist = ¢ py, so gibt es ein & < X\ mit x ¢ p,.
Fiir > a gilt pg C p, und damit = ¢ pg. Da pg prim ist, folgt daraus y € pg.
Fiir 8 < o folgt damit, da p, C pg ist, ebenfalls y € pg.

Insgesamt folgt also y € pg fiir alle 3 < A und damit y € py. Also ist py ein
Primideal.



2.3 FEindeutigkeit der Fortsetzungen

Aus der Definition ist klar, dass fiir alle o < A gilt po, < py -

Angenommen, p,, = py fiir ein o < A. Dann ist

Po >pa:p/\2pa’~

Dies ist ein Widerspruch. Also gilt p, < py fiir alle a < A.

Angenommen, Oy, 148t sich nicht eindeutig auf A, fortsetzen.

Seien O/ | und O’

(px) (px) zwei verschiedene Fortsetzungen. Sei

/ I / 1
Te O(PA) U O(m) \O(PA) n O(PA)'

Es ist ¢ € Ay, also ¢ € A, fiir ein @« < A. Damit sind also OEPA) N Ay
und (’)”p o N A, zwei verschiedene Fortsetzungen von O,, auf A,. Da O,
eindeutig auf A, fortsetzbar ist und p) C p, ist, ist nach Korollar 2.3.13 auch

Oy, eindeutig auf A, fortsetzbar.

Dies ist ein Widerspruch.

Fiir eine Limesordinalzahl A\g mit card (Ag) < card (X) muss wegen p, # pg fiir
a # G und p, € X der erste Fall eintreten und somit die Definition enden.

2.Schritt: Wir definieren nun zu jedem p, € X’ einen Bewertungsring O(®) wie folgt:
“a — 0“:

Nach Voraussetzung lésst sich Oy, nicht eindeutig auf A; fortsetzen. Es existiert

also eine Fortsetzung, die verschieden von @(po) NA; ist. Diese ist nach Lemma 2.3.9

(0)

von der Form (’)(20) fiir eine Fortsetzung O©) von O auf A;.

la,
N —

Nach Voraussetzung lésst sich Oy , nicht eindeutig auf A, fortsetzen. Es gibt also
eine Fortsetzung

O' # 04y N Awr

von Oy, auf Ay

O'NA, ist eine Fortsetzung von Oy , auf A,s. Nach Lemma 2.3.5 ist Ogg),) ebenfalls
eine Fortsetzung von Oy, auf A,. Da Oy , eindeutig auf A fortsetzbar ist, muss
damit
/ _ ()
O'NAy = O(Pa')

(a)

gelten. O’ ist somit Fortsetzung von O(p it

Also existiert nach Lemma 2.3.9 eine Fortsetzung @) von O©@ auf A,» mit

1 _ )
o= O(Pa/)'
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

»A Limesordinalzahl“:

3.Schritt:

24

Nach Voraussetzung lésst sich Op, nicht eindeutig auf Ay fortsetzen. Es gibt also
eine Fortsetzung

o' # 6()3/\) NAy
von Oy, auf Ay.

Sei
G0 = | J 0,

a<A
Dann ist O™ ein Bewertungsring auf Ay, der O fiir alle o < \ fortsetzt.

Nach Lemma 2.3.5 ist (582) eine Fortsetzung von Op, auf Ay. Da O, eindeutig
auf A, fortsetzbar ist, muss damit

! —_ W

ONA=0 ’

(px)

gelten. O’ ist somit eine Fortsetzung von OW auf Ay. Also existiert nach Lem-

ma 2.3.9 eine Fortsetzung O™ von C~)8i) auf Ay mit O = Og;\i).

Da @’\) fiir alle @ < \ eine Fortsetzung von O ist und O™ eine Fortsetzung
von OW) ist, ist OW fiir alle o < A eine Fortsetzung von O,

Wir zeigen, dass O NA = O N (U
sind.

Aa) und O := Ua<xo O(Pa) nicht abhingig

a<Ag

Fiir jedes a < \g gilt nach Konstruktion

%) _ W) L 7H

O(pa) N AO‘/ - O(pa) # O(pa) N AO‘/'
Da X' = {pa | @ < Ao} konfinal in X liegt, existiert zu jedem p € X ein a < Ao
mit po > Pp, also po C p.

Aus

(Pa) £ &
O(ga) 7& O(pa) N Ay

folgt nach Korollar 2.3.13
(Pa) 2 &
O(p) % O(p) NA,.

Wiren O und O N A abhéingig, so gibe es nach Korollar 2.3.2 ein gemeinsames
Primideal p € X von O und O N A mit

Oy = 5m~\)

(») ( )

und damit insbesondere

@) o) — 6(,,) NAy.

)

—_—

p
p



2.3 FEindeutigkeit der Fortsetzungen

Also sind © und O N A nicht abhéngig.

Nach Satz 2.2.1 lisst sich O zu einem Bewertungsring O* auf L fortsetzen. O* und
O definieren unterschiedliche Fortsetzungen von 7 auf L. 0

Fiir Topologien, die durch eine Rang-1-Bewertung definiert werden, reicht es aus, diese
Bewertung zu betrachten. Es gilt folgendes Korollar:

2.3.16 Korollar. Sei (K, T) ein V-topologischer Korper. Sei O eine Rang-1-Bewertung,
die T definiert. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung.

Dann ist T genau dann eindeutig auf L fortsetzbar, wenn O eindeutig auf L fortsetzbar
15t.

Beweis: ,,<=“: Diese Richtung folgt sofort aus Satz 2.3.15.

»,=: Nach Satz 2.3.15 existiert ein Bewertungsring O’, der 7 definiert und sich eindeutig
auf L fortsetzen lasst.

Da O und O’ beide T definieren, folgt nach Korollar 1.3.7 schon O’ C O.
Nach Bemerkung 2.3.14 lasst sich damit O ebenfalls eindeutig auf L fortsetzen. (]

2.3.2 Von Absolutbetragen definierte Topologien

Wir werden uns nun mit durch Absolutbetréige definierten Topologien beschéaftigen. Wir
zeigen einen #dhnlichen Satz wie fiir Bewertungen, allerdings werden wir hier zunéchst
die eindeutige Fortsetzbarkeit aller Absolutbetrige, die die Topologie definieren, voraus-
setzen.

Wir zeigen zunéchst noch zwei Lemmata.

Ist |.| ein Absolutbetrag und o > 0 eine reelle Zahl, so ist im Allgemeinen |.|* kein
Absolutbetrag. Um zu zeigen, dass |.|* ein Absolutbetrag ist, miissen wir weitere For-
derungen an |.| oder « stellen. Im folgenden Lemma werden wir zeigen, dass falls o < 1
ist, |.|* ein Absolutbetrag ist. Ausfiihrlicher wird diese Frage in [Wa| behandelt, wo
insbesondere das folgende Lemma als Teil des Satzes 18.5 gezeigt wird.

2.3.17 Lemma. Sei|.| ein Absolutbetrag auf einem Kérper K. Seiav € R mit0 < oo < 1.

Dann ist | .|* ebenfalls ein Absolutbetrag auf K.

Beweis: Seien z, y € K.

Esist |z|* = 0 genau dann, wenn |z| = 0. Da | . | ein Absolutbetrag ist, ist dies dquivalent
dazu, dass x = 0 ist.

Da | .| Absolutbetrag ist, gilt aulerdem

|- y* = (| - [y =[] - [y]*.
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

Zu zeigen bleibt die Dreiecksungleichung. Seien ohne Einschrankung z, y # 0.
Fiir jedes ¢ € (0,1) gilt 0 < 1 — ¢ < 1 und damit, da a < 1 ist,

c<c®
und
(1—¢c)<(1-0¢)".
Also ist
l=c+(1—-0¢)<c*+(1-0)".
Es ist

0 <faf <[z + |y,

also ist fir
-1
c:=|z|- (|z] +[yl)

c € (0, 1). Es ist also

1< (Jel - (al +1uD ™) + (1= el (el + 1))

Multiplizieren wir die Ungleichung mit (|z| + |y|)®, so erhalten wir

(el + 1D < Jel*+ (1=l Gel+ 1o 7") - (lel + 1ol))”
2] + (Ja + Jy| = Jo)®
2] + |

Da |.| ein Absolutbetrag ist, gilt

|z +y| < |z + [yl

und somit
|z +y|* < (2] +[y)* < [z]* + [y]*

Also ist |.|* ein Absolutbetrag. O

Da wir uns im Folgenden mit Fortsetzungen von Topologien beschéiftigen werden, stellt
sich die Frage, ob zwei verschiedene Fortsetzungen eines Absolutbetrages die gleiche
Topologie definieren konnen. Es wird sich herausstellen, dass verschiedene Fortsetzungen
eines nichttrivialen Absolutbetrages nie dquivalent sind, also immer auch verschiedene
Fortsetzungen der Topologie definieren.

2.3.18 Lemma. Sei L/K eine Korpererweiterung. Seien |.|1 und |. |2 dquivalente Ab-
solutbetrdge auf L, deren Finschrinkung auf K nichttrivial ist.

Ist | .1l = |- |sl g, s0 gilt schon | .|y = |.]2.
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2.3 FEindeutigkeit der Fortsetzungen

Beweis: Da |.|; und |.|, &quivalent sind, gibt es nach Satz 1.3.4 ein o > 0 mit
|17 =1.]5- Sei z € K\ {0} mit |z|; # 1. Dann folgt aus

|zl = [z|2 = [z[f

schon o = 1 und somit |.|; = |.|,. O

2.3.19 Satz. Sei (K, T) ein V-topologischer Kérper, wobei T von einem archimedischen
Absolutbetrag definiert wird. Sei L/K eine algebraische Kérpererweiterunyg.

T lasst sich genau dann eindeutig auf L fortsetzen, wenn sich jeder Absolutbetrag, der
T definiert, eindeutig auf L fortsetzen ldsst.

Beweis: ,=“: Sei | .| ein Absolutbetrag auf K, der 7 definiert. Nach Satz 2.1.2 ist eine
von einer Fortsetzung von |.| definierte Topologie eine Fortsetzung von 7.

Da 7T eindeutig auf L fortsetzbar ist, sind alle Fortsetzungen von |.| dquivalent und
somit, nach Lemma 2.3.18, gleich.

,<=%: Seien 7’ und 7* Fortsetzungen von 7 auf L. Nach Satz 2.1.5 werden 7’ und 7*
von Absolutbetriigen | .|  und |.|* definiert.

Seien |.|; = |.|'|k und |.|, := |.|"|x die Einschrinkungen dieser Absolutbetriige
auf K. Nach Satz 2.1.2 sind | .|, und | .|, Absolutbetréige, die 7 definieren, also sind sie
dquivalent. Nach Satz 1.3.4 existiert also ein & > 0 mit |.[] =|.],.

. Fall: Esist a < 1. Nach Lemma 2.3.17 ist | .|"* ein Absolutbetrag. |.|® setzt | .| = .|,
fort. Da | .|, eindeutig fortsetzbar ist, muss also | .| = |.|* sein. Nach Satz 1.3.4
sind |.| und |.|" also fiquivalent und damit 7’ = T*.
. Fall: Es ist & > 1. Dann ist é < 1 und wir bekommen analog zum ersten Fall mit
1
der eindeutigen Fortsetzbarkeit von | .|, dass (|.|*)= = |.|’ ist und damit, dass

T' = T* ist. 0

Ist der Grundkorper beziiglich eines Absolutbetrages vollstindig, so ist der Absolut-
betrag eindeutig auf jede algebraische Korpererweiterung fortsetzbar. Wie wir gerade
gesehen haben, folgt hieraus auch die eindeutige Fortsetzbarkeit der durch den Absolut-
betrag definierten Topologie.

Nach [Wa], Satz 26.4, gilt:

2.3.20 Satz. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung und sei | .| ein nichttrivialer
Absolutbetrag auf K. Sei K beziglich | .| vollstindig.

Dann gibt es einen eindeutigen Absolutbetrag | .| auf L, der | .| fortsetzt.

2.3.21 Korollar. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Sei T eine von einem
archimedischen Absolutbetrag definierte Topologie. Sei K wvollstindig beziiglich T .

Dann ldsst sich T eindeutig auf L fortsetzen.
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

Beweis: Ist |.| ein Absolutbetrag, der 7 definiert, so ist K beziiglich |.| vollstindig.
Nach Satz 2.3.20 lésst sich |.| eindeutig auf L fortsetzen.

Jeder Absolutbetrag, der 7 definiert, ldsst sich also eindeutig auf L fortsetzen und somit
lasst sich 7 nach Satz 2.3.19 eindeutig auf L fortsetzen. U

2.4 Endliche, algebraische und separable Koérpererweiterungen

Sind ein Absolutbetrag oder eine Bewertung eindeutig auf jede endliche Korpererwei-
terung fortsetzbar, so folgt auch die eindeutige Fortsetzbarkeit auf jede algebraische
Korpererweiterung. Fiir Bewertungen kénnen wir auflerdem aus der eindeutigen Fort-
setzbarkeit auf den separablen Abschluss auf die eindeutige Fortsetzbarkeit auf jede
algebraische Korpererweiterung schlieflen.

Dies gilt fiir V-Topologien im Allgemeinen nicht. Wir wollen uns in diesem Abschnitt
tiberlegen, unter welchen Voraussetzungen wir welche Aquivalenzen bekommen.

Fiir Bewertungen gelten folgende Aquivalenzen (vergleiche [EnPr], Seite 86):
2.4.1 Satz. Sei (K, O) ein bewerteter Korper. Dann sind dquivalent:

(i) O ldsst sich auf jede endliche Korpererweiterung von K eindeutig fortsetzen.

(13) O lisst sich auf jede algebraische Kérpererweiterung von K eindeutig fortsetzen.

)

)
(7i1) O ldsst sich auf den algebraischen Abschluss von K eindeutig fortsetzen.
(tv) O lisst sich auf jede separable Kirpererweiterung von K eindeutig fortsetzen.
)

(v) O lisst sich auf den separablen Abschluss von K eindeutig fortsetzen.

Fiir Absolutbetrige konnen wir das folgende Lemma zeigen.

2.4.2 Lemma. Sei (K, |.|) ein Korper mit Absolutbetrag.

|.| lisst sich genau dann auf jede algebraische Korpererweiterung eindeutig fortsetzen,
wenn sich | .| eindeutig auf jede endliche Kéorpererweiterung fortsetzen lisst.

Beweis: ,,=“: Klar.

,<“: Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Seien |.|" und |.|” verschiedene
Fortsetzungen von | .| auf L. Sei # € L mit |z|' # |z|”. Dann ist K (z) /K eine endliche
Korpererweiterung und |. || K(z) und |. " K(x) sind unterschiedliche Fortsetzungen von

|.| auf K (z). O
Wir wollen nun untersuchen, in welchen Féllen sich dies auf V-Topologien verallgemei-
nern lasst.

Wir betrachten die Fille, dass die Topologie durch einen archimedischen Absolutbetrag
definiert wird, dass die Topologie durch eine Rang-1-Bewertung definiert wird und dass
die Topologie durch hoherrangige Bewertungen definiert wird, getrennt.
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Zunichst zeigen wir, dass sich Lemma 2.4.2 auf durch Absolutbetrige definierte V-
Topologien iibertragen lasst.

2.4.3 Satz. Sei (K, T) ein V-topologischer Korper. T werde von einem archimedischen
Absolutbetrag definiert.

Dann ist T genau dann eindeutig auf jede algebraische Korpererweiterung von K fort-
setzbar, wenn T eindeutig auf jede endliche Korpererweiterung fortsetzbar ist.

Beweis: Nach Satz 2.3.19 lisst sich 7 genau dann eindeutig auf jede algebraische Kor-
pererweiterung fortsetzen, wenn sich jeder Absolutbetrag, der 7 definiert, eindeutig auf
jede algebraische Korpererweiterung fortsetzen ldsst.

Nach Lemma 2.4.2 l#sst sich genau dann jeder Absolutbetrag, der 7 definiert, eindeutig
auf jede algebraische Korpererweiterung fortsetzen, wenn sich jeder Absolutbetrag, der
T definiert, eindeutig auf jede endliche Korpererweiterung fortsetzen ldsst.

Wiederum nach Satz 2.3.19 ldsst sich genau dann jeder Absolutbetrag, der 7 definiert,
eindeutig auf jede endliche Korpererweiterung fortsetzen, wenn sich 7 eindeutig auf jede
endliche Korpererweiterung fortsetzen lésst. ([

Als néchstes zeigen wir, dass sich Satz 2.4.1 auf Topologien verallgemeinern lisst, die
von einer Rang-1-Bewertung definiert werden.

2.4.4 Satz. Sei (K, T) ein V-topologischer Korper. T werde von einer Rang-1-Bewer-
tung definiert.

Dann sind dquivalent:

(i) T lisst sich auf jede endliche Korpererweiterung von K eindeutig fortsetzen.

(13) T lasst sich auf jede algebraische Kdrpererweiterung von K eindeutig fortsetzen.

)
)

(#i1) T lisst sich auf den algebraischen Abschluss von K eindeutig fortsetzen.

(iv) T ldsst sich auf jede separable Kérpererweiterung von K eindeutig fortsetzen.
)

(v) T lasst sich auf den separablen Abschluss von K eindeutig fortsetzen.

Beweis: Der Satz folgt sofort aus Korollar 2.3.16 und Satz 2.4.1. (]

Wir betrachten nun den Fall, dass es keinen Absolutbetrag gibt, der 7 definiert.

Lésst sich 7 eindeutig auf den algebraischen Abschluss K™ von K fortsetzen, so gibt es

nach Satz 2.3.15 eine Bewertung, die 7 definiert und sich eindeutig auf K™ fortsetzen
lasst und damit henselsch ist.

Wissen wir nur, dass sich 7 auf jede endliche Korpererweiterung eindeutig fortsetzen
lasst, folgt im Allgemeinen nicht, dass es eine henselsche Bewertung gibt, die 7 defi-
niert. Mit Satz 2.3.15 bekommen wir zwar fiir jede endliche Kérpererweiterung eine Be-
wertung, die 7 definiert und sich eindeutig auf die Korpererweiterung fortsetzen lisst,
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

diese Bewertungen koénnen jedoch fiir unterschiedliche Kérpererweiterungen verschieden
sein. Ist also L/ K eine algebraische Korpererweiterung, so bekommen wir zu jedem Zwi-
schenkérper K C F' C L mit F'/K endlich einen Bewertungsring O, der 7 definiert und
sich eindeutig auf F' fortsetzen ldsst. Die Vereinigung iiber alle diese Bewertungsringe
kann jedoch im Allgemeinen K sein.

Fiir von hoherrangigen Bewertungen definierte Topologien bekommen wir somit nur
folgende Aquivalenzen.

2.4.5 Satz. Sei (K, T) ein V-topologischer Korper. Es gebe keinen Absolutbetrag, der
T definiert.

Dann sind dquivalent:

(1) T ldsst sich auf jede algebraische Korpererweiterung von K eindeutig fortsetzen.

)
(13) T lasst sich auf den algebraischen Abschluss von K eindeutig fortsetzen.
(7i1) T ldisst sich auf jede separable Kdrpererweiterung von K eindeutig fortsetzen.
)

(iv) T lasst sich auf den separablen Abschluss von K eindeutig fortsetzen.

Beweis: (i) < (i1): Klar.

(17) = (417): Klar.

(13i) < (iv): Klar.

(iv) = (ii): Lésst sich T eindeutig auf den separablen Abschluss K~ von K fortsetzen,

so gibt es nach Satz 2.3.15 eine Bewertung v, die 7 definiert und sich eindeutig auf K"
fortsetzen lésst.

Nach Satz 2.4.1 lasst sich v auch eindeutig auf den algebraischen Abschluss K™ von K
fortsetzen.

Wiederum nach Satz 2.3.15 lisst sich somit auch 7 eindeutig auf K™ fortsetzen. O
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3 Topologisch henselsche Korper

Wir wollen in diesem Kapitel den Begriff , topologisch henselsch“ definieren.
Die Bezeichnung corps topologiquement henséliens stammt von F. Berrondo (siehe [Be]).

Berrondos Definition hatte zum Ziel, den Begriff ,,henselsch* auf V-topologische Korper
zu verallgemeinern. Henselsche Korper sind Korper mit einer Bewertung, die sich ein-
deutig auf jede algebraische Korpererweiterung fortsetzen lidsst. Es ist also naheliegend,
die topologisch henselschen Korper als die V-topologischen Koérper zu definieren, deren
Topologie sich eindeutig auf jede algebraische Korpererweiterung fortsetzen ldsst.

Berrondo definiert den Begriff ,topologisch henselsch® in [Be] iiber drei Aquivalenzen,
von denen die dritte nur fiir nicht von Absolutbetrdgen definierte Topologien gilt und
hier nicht weiter untersucht werden soll. Die zweite Bedingung fordert gerade, dass die
Topologie eindeutig auf den algebraischen Abschluss des Korpers fortsetzbar sein soll.
Die erste Bedingung fordert, dass die Topologie von einer henselschen Bewertung er-
zeugt wird. Nach Satz 2.3.15 sind diese beiden Bedingungen fiir V-Topologien, die von
Bewertungen definiert werden, dquivalent. Wir wollen allerdings den Begriff ,,topologisch
henselsch“ so definieren, dass auch Koérper mit von archimedischen Absolutbetrégen de-
finierten Topologien topologisch henselsch heiflen, falls sich die Topologie eindeutig auf
den algebraischen Abschluss des Koérpers fortsetzen ldsst. Dazu miissen wir Berrondos
erste Bedingung etwas ergénzen.

Wir werden einen V-topologischen Korper , topologisch henselsch“ nennen, falls die To-
pologie von einer henselschen Bewertung definiert wird oder falls die Topologie von einem
archimedischen Absolutbetrag definiert wird und der Koérper algebraisch abgeschlossen
ist, oder der Korper reell abgeschlossen ist und die Topologie durch die Ordnung definiert
wird. Diese Definition stammt aus [PrZi]. Wir werden im letzten Abschnitt des Kapitels
zeigen, dass mit dieser Definition die topologisch henselschen Korper gerade die sind, die
sich eindeutig auf jede algebraische Korpererweiterung fortstetzen lassen.

Um dies zu zeigen, werden wir uns im ersten Abschnitt zundchst mit Absolutbetrdgen
beschiftigen, die durch Einbettungen nach C definiert werden. Es wird sich zeigen, dass
es zu jeder durch einen archimedischen Absolutbetrag definierten Topologie genau einen
solchen Absolutbetrag gibt, der die Topologie definiert, und sich die Topologie genau
dann eindeutig auf eine algebraische Korpererweiterung fortsetzen lédsst, wenn sich dieser
durch eine Einbettung definierte Absolutbetrag eindeutig fortsetzen ldsst.

Im zweiten Abschnitt werden wir uns mit dem Thema Anordnungen und durch Anord-
nungen definierte Topologien beschiftigen. AuBerdem werden wir einige Aquivalenzen
dazu angeben, dass ein Korper reell abgeschlossen ist, die wir verwenden um im letzten
Kapitel die angekiindigte Aquivalenz zu zeigen.
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3 Topologisch henselsche Kérper

3.1 Durch Einbettungen definierte Topologien

Im Folgenden werden wir den iiblichen Absolutbetrag auf C mit |. |y bezeichnen, also
la +b-ilp := va® + b? fiir a, b € R. Die Einschrinkungen auf Teilkorper, insbesondere
auf R, werden wir ebenfalls mit | . |p bezeichnen, wenn hierdurch keine Missverstédndnisse
zu befiirchten sind.

Lasst sich ein Korper in einen Korper mit Absolutbetrag einbetten, so liefert die Ein-
bettung einen Absolutbetrag auf dem Ausgangskorper. Andererseits kénnen wir einen
Korper mit archimedischem Absolutbetrag immer so in C einbetten, dass der durch die
Einbettung und |.|, definierte Absolutbetrag zum urspriinglichen Absolutbetrag dqui-
valent ist, also insbesondere die gleiche Topologie definiert.

3.1.1 Lemma. Seien K| und Ko Korper. Sei |.|, ein Absolutbetrag auf Ko und sei
p: K1 — Ks eine Einbettung von Ky in Ks.

(a) Durch |z|y :=|¢ (z) |2 wird ein Absolutbetrag auf K definiert.

(b) Ist|.|, archimedisch, so ist auch | .|, archimedisch.

(c) Seien Li/Ky und Ly/ Ko Korpererweiterungen, | .|, eine Fortsetzung von | .|, und
¥ Ly — Lo eine Einbettung, die ¢ fortsetzt.

Dann wird durch |x|} := |1 (x) |5 eine Fortsetzung von |.|; auf Ly definiert.

Beweis:
(a) Dass
lth =0 2 =0

gilt, folgt aus der Injektivitdt von . Die weiteren Eigenschaften folgen aus der
Linearitét von ¢ und den entsprechenden Eigenschaften von |. |,.

(b) Es ist
-1 =len- 1)z =[n-1fa.

Da |.|, archimedisch, ist also
{ln-1f1[neN}t={|n-12 | n e N}
unbeschrénkt und damit ist |.|; ebenfalls archimedisch.
(c) Fir z € K gilt

2y = (2) s =l () | = o (2) |2 = [h. O

3.1.2 Notation. Sei K ein Korper. Sei ¢ : K — C eine Einbettung. Wir bezeichnen
mit |. |, den durch |z], := |¢ (2) |o definierten Absolutbetrag auf K.

Die von |. |, definierte Topologie bezeichnen wir mit 7.
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3.1 Durch Einbettungen definierte Topologien

Der folgende Satz ist als Einbettungssatz von Ostrowski bekannt. Den Beweis findet man
zum Beispiel in [Wa] (Satz 26.14).

3.1.3 Satz (Einbettungssatz von Ostrowski). Sei (K, |.|) ein Kdrper mit einem archi-
medischen Absolutbetrag. K sei vollstindig beziiglich | . |.

Dann existieren ein Isomorphismus @ von K mnach R oder C und eine reelle Zahl
a € (0, 1] mit

|z = |z|g = le (2) [§
fir alle x € K.

Insbesondere definieren |.| und | .|, die gleiche Topologie.

3.1.4 Korollar. Sei (K, |.|) ein Korper mit einem archimedischen Absolutbetrag. Dann
existiert eine Einbettung ¢ : K — C so, dass |.| dquivalent zu dem von ¢ erzeugten
Absolutbetrag | .|, ist, das heifit, es gibt eine reelle Zahl o € (0, 1] mat

2] = |25 =l (2) [§

fiir alle x € K.

Insbesondere gibt es zu jeder durch einen Absolutbetrag definierten Topologie T auf einem
Korper K eine Finbettung ¢ : K — C mit T =7,.

Beweis:  Sei (IA(, ﬂ) die Vervollstéandigung von (K, |.|). Nach Satz 3.1.3 existieren

eine Einbettung @ : K < C und eine reelle Zahl a € (0, 1] so, dass fiir alle z € K gilt
|z| = |@ (x) |§ fir ein a > 0.

Definiere ¢ := Q|k. O

3.1.5 Lemma. Sei K ein Kiorper. Seien ¢ und v Finbettungen von K nach C.

Sind | . ‘@ und | . |w abhdngig, so sind sie schon gleich.

Beweis: Sind |. |, und |. [, abhéngig, so existiert nach Satz 1.3.4 ein a > 0 so, dass fiir
alle z € K gilt ||, = [z[}. Insbesondere gilt fiir alle ¢ € Q:

laly = lale = v (@) o = lglo = [¥ (@) lo = lqly-

Daraus folgt o = 1 und somit |. |, =.[,. O

3.1.6 Lemma. Sei (K, T) ein V-topologischer Kérper mit einer von einem archime-
dischen Absolutbetrag definierten Topologie. Dann existiert genau ein Absolutbetrag | .|,
der T definiert und fiir den gilt | .| =|. |<p fiir eine Einbettung ¢ : K — C.
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3 Topologisch henselsche Kérper

Beweis: Sei |.| ein Absolutbetrag, der 7 definiert. Nach Korollar 3.1.4 existiert eine
Einbettung ¢ von K nach C so, dass | .|, zu |.[ dquivalent ist und somit |. [, ebenfalls
T definiert.

Sei 1) eine weitere Einbettung von K nach C mit 7 = 7y. Dann sind |.[, und |.],
abhingig, also nach Lemma 3.1.5 gleich. O

Die Einbettung ¢ aus Lemma 3.1.6 ist nicht eindeutig bestimmt. Wir werden jedoch
im folgenden Lemma sehen, dass es hochstens zwei Einbettungen geben kann, die den
gleichen Absolutbetrag definieren.

Im Beweis des Lemmas verfahren wir &hnlich wie im Beweis von Satz T in [Ri2].

3.1.7 Lemma. Sei K ein Kirper. Seien ¢ und 1 verschiedene FEinbettungen von K
nach C.

Dann ist .|, = 1., genau dann, wenn fir alle x € K gilt ¢ (z) = ¢ ().

Insbesondere gibt es zu jedem Absolutbetrag hdchstens zwei verschiedene Einbettungen,
die diesen Absolutbetrag definieren.

Beweis: ,,<*: Fiir alle x € K sei ¢ () = ¢ (z). Dann gilt fur alle x € K:
lzlp =l (@) o =l ()]0 = ¥ (2) o = |zs.

Und somit |.[, =[.[,.

n= o Sel | [y, =[],

1.Schritt: Fir alle z € K gilt ¢ (z) = ¢ (z) oder ¢ (z) = ¢ (z).

Sei zg € K.
Definiere
0:Q(z0) — Q(v(20))
x — ()
und
p:Q(zo) — Q¢ (x0))
Wir zeigen: oo p~! 1 Q (¢ (z0)) — Q (¢ (20)) ist stetig (beziiglich |.|,).

)
Sei € > 0 und seien z, y € Q (¢ (x0)) = p (Q(x0)) mit |z —ylo < €.
Sind a, b € Q (z¢) mit x = p(a) und y = p (b), so gilt
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2.Schritt:

3.1 Durch Einbettungen definierte Topologien

logop™ (@) —cop (o = lo(a)—a(®)o

I
< 9
—_
Q 8
Lo
ot S
= =
S o

la — b|<p

la — bly

[ (a =)o
lp(a—1b)lo
lp(a) —p(d) o
= |z —ylo

< e

-1

Also ist oo p™* stetig und ldsst sich somit stetig auf R (¢ (z¢)) zu einem R-Isomor-

phismus
T : R (¥ (20)) — R (¢ (20))
fortsetzen.

Es ist

T (¢ (z0)) = oop (¥ (x0))
oop"(p(xo))
o (zo)
= ¢ (z0)

und somit sind ¥ (z9) und ¢ (zp) gleich oder konjugiert iiber C, das heifit
¢ (z0) = v (o) oder ¢ (z0) = 1 (x0).

Fiir alle z € K gilt ¢ (x) =9 (x).

(

Angenommen es gibt ein z € K mit ¢ (x) #
(z

)-
¥ (z) ist. Da nach Voraussetzung

Dann folgt aus dem ersten Schritt, dass ¢ (z) =
(y). Wieder aus dem ersten Schritt

© # 1 gilt, gibt es ein y € K mit ¢ (y) #
folgt ¢ (y) = (y).

Fiir z 4+ y gilt dann

plxt+y) =

&
+ + +

RIS
< S <6
8
+
&
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3 Topologisch henselsche Kérper

AuBerdem gilt

plet+y) = v@)+e)
= p@)+¥(y)
# Y@ +v
= Y @)+ (y)
= ¢(z+y)
Dies ist ein Widerspruch zum ersten Schritt. O

3.1.8 Lemma. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Sei T eine V-Topologie
auf K, die durch einen archimedischen Absolutbetrag definiert wird und sei T’ eine
Fortsetzung von T auf L. Sei ¢ eine Einbettung von L nach C mit Ty, =T'.

Dann ist T = ZNK'

Beweis: Nach Lemma 3.1.1 (c) ist | .|, eine Fortsetzung von |[. |, . Nach Satz 2.1.2 ist
damit 7y = 7" eine Fortsetzung von 7y, und somit 7, = 7. O

3.1.9 Satz. Sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung. Sei T eine durch einen ar-
chimedischen Absolutbetrag definierte Topologie auf K. Sei ¢ eine Finbettung von K
nach C mit T =1,.

Dann ist T genau dann eindeutig auf L fortsetzbar, wenn | . |§D eindeutig auf L fortsetzbar
18t.

Beweis: ,=*: Ist T eindeutig auf L fortsetzbar, dann ist nach Satz 2.3.19 jeder Abso-
lutbetrag, der 7 definiert, eindeutig auf L fortsetzbar, also insbesondere |. | "

,<*“: Gibt es verschiedene Fortsetzungen 7’ und 7" von 7, so gibt es nach Korollar 3.1.4
Einbettungen ¢" und ¢” von L nach C mit 7/ = 7y und 7" = Tyn.

Nach Lemma 3.1.8 ist Ty, = Ty, = T und somit ist |. |y, = [. [, =[], der
nach Lemma 3.1.6 eindeutige durch eine Einbettung nach C definierte Absolutbetrag,
der 7 definiert. Also sind |.|,, und |.[,, verschiedene Fortsetzungen von |[. |, auf L. O

3.1.10 Lemma. Seien K; und Ko Korper mit /—1 ¢ Kj. Sei ¢ : K1 — Ky eine

Einbettung. Seien

vyt Ky (V-1) — Ky (V-1)
atb- V=1 = pa)+e®) V-1
Dann sind 11 Finbettungen, die ¢ fortsetzen und es gibt keine anderen Ringhomomor-

phismen von K (\/—1) in Ko (\/—1), die ebenfalls ¢ fortsetzen.
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3.1 Durch Einbettungen definierte Topologien

Beweis: Dass 1+ wohldefiniert sind, folgt aus v/—1 ¢ Kj.
Dass ¥+ Homomorphismen sind, lésst sich leicht {iberpriifen.
Nach Definition ist klar, dass 1+ Fortsetzungen von ¢ sind.

Fiir jeden Homomorphismus 1 : K3 (\/—1) — Ky (\/—1) gilt

—1=4(-1) = ¢ (V1)

und somit

oder

Daraus folgt, dass fiir jede Fortsetzung 1 : K (\/—1) — Ky (\/—1) von ¢ gilt

Y (a+b-V=1) =9 (a) +9 ()¢ (V-1) =p(a) ¢ (b) - V-1

Wir zeigen nun, dass ¥+ injektiv sind und somit Einbettungen.

Es ist
Y1 (a+V-1-0) =0 p(a) V-1 ¢ (b) =0.

Sei ¢4 (a+v/—=1-b) = 0.
Angenommen, ¢ (b) # 0. Dann ist

ﬁz?iig =¢<%) € ¢ (K1).

Also folgt, falls v/—1 ¢ ¢ (K7) ist, aus 14 (x) = 0 schon ¢ (b) = 0. Da ¢ injektiv ist,
folgt daraus b = 0 und damit = € K;. Wiederum, da ¢ injektiv ist und da ¥4 |x, = ¢
ist, folgt = 0. Also ist ¢+ injektiv, falls /—1 ¢ ¢ (K) ist.

Wiire aber v/—1 € ¢ (K1), so giibe es ein x € K7 mit ¢ () = /—1. Damit wére

p (%) = o)
= -1
= »(=1),

Aus der Injektivitiit von ¢ wiirde damit folgen —1 = 2% € K?. Dies wire ein Widerspruch
zur Voraussetzung.

Also sind ¥4+ Einbettungen. O
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3 Topologisch henselsche Kérper

3.2 Anordnungen

Im Folgenden werden unter anderem Absolutbetriige, die durch Anordnungen auf einem
Korper definiert werden, eine Rolle spielen. Daher werden wir nun einige wichtige Séatze
aus der reellen Algebra zitieren und einige Lemmata beweisen, die wir im Folgenden
brauchen werden.

3.2.1 Definition. Seien (K7, <;) und (K3, <) angeordnete Korper. Sei ¢ : K1 — Ko
eine Einbettung.

Dann heifit ¢ ordnungstreu oder Ordnungseinbettung, falls fir alle z, y € K; gilt:
r <1y = p(r) <2 0(y)

Der folgende Einbettungssatz aus der reellen Algebra wird zum Beispiel bei [DePr| als
Satz 1.1.5 bewiesen.

3.2.2 Satz. Sei (K, <) ein archimedisch angeordneter Kérper.

Dann gibt es eine ordnungstreue Einbettung von K nach R.

3.2.3 Bemerkung. Durch eine Einbettung ¢ wie in Satz 3.2.2 wird insbesondere ein
Absolutbetrag |. |, auf K definiert.

3.2.4 Lemma. Sei (K, <) ein archimedisch angeordneter Kirper, sei ¢ : K <— R eine
Ordnungseinbettung.

Dann ist T, = 1.
Beweis: Es sind
B ={{reK|—-a<z<a}|a€ K mita>0}
eine Nullumgebungsbasis von 7. und
B, =B, ={{z e K||z|, <e}|e€Rmite>0}

eine Nullumgebungsbasis von 7.

Es ist B« C B,. Denn sei a € K mit a > 0. Dann ist

{reK|-a<z<a}l = {z€eK|—pla)<e(x)<p(a)}
= {zeK|[le@)|o<le(a)lo}
= {zeK|lzf, <laly}.

Alsoist {r e K | —a<z <a} ={zx € K ||z|, < e} fiir e := |a|, > 0.
Damit haben wir 7. C 7, gezeigt.
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3.2 Anordnungen

Wir zeigen nun, dass jedes Element aus B, eine Teilmenge aus B besitzt.
Sei € € R mit € > 0.
Wihle n € N mit + <e.

Dann ist
1 1
{reK ||z, <e} D {:ceK |:c§0<:<p(>}
n n
1 1
= zeK |—p|—)<¢@)<e|-—
n n
1 1
= {{EEK —<£L'<}.
n n
Also ist 7T, C 7. und damit 7, = 7. O

Der Beweis des folgenden Lemmas ist in [DePr| zu finden (Bemerkung 1.3.4).

3.2.5 Lemma. Seien (K1, <1) und (K, <5) angeordnete Korper. Sei ¢ : K1 — Ko
eine Finbettung.

Ist die Anordnung auf K1 eindeutig, so ist @ eine Ordnungseinbettung.

Wir werden nun den Begriff , reell abgeschlossen* definieren und einige Aquivalenzen
notieren.

3.2.6 Definition. Ein reeller Korper K heifit reell abgeschlossen, wenn er keine echte,
algebraische, reelle Erweiterung hat.

Die Aquivalenzen (i) bis (i) des folgenden Satzes wurden 1926 von Artin und Schreier
bewiesen und finden sich zum Beispiel in [DePr] als Satz 1.2.10. Die Aquivalenz von (7)
und (iv) findet man ebenfalls in [DePr] als Lemma 1.2.9.

3.2.7 Satz. Sei K ein Kdérper. Dann sind dquivalent

(1) K ist reell abgeschlossen.

(ii) K2 ist ein Positivbereich von K und jedes Polynom f € K [X]| mit ungeradem
Grad hat eine Nullstelle in K.

(i) K # K (v=1) und K (v/—1) ist algebraisch abgeschlossen.

(iv) K hat eine eindeutige Anordnung < und (K, <) ist mazimal angeordnet.

3.2.8 Lemma. Sei (K, <) ein archimedisch angeordneter Korper.

Dann ist T eindeutig auf K (\/—1) fortsetzbar.
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3 Topologisch henselsche Kérper

Beweis: Nach Satz 3.2.2 existiert eine ordnungstreue Einbettung ¢ : K — R. Nach
Lemma 3.2.4 ist 7, = 7.

Seien 7’ und 7" Fortsetzungen von 7. auf K (v/—1). Nach Lemma 3.1.6 existieren
Einbettungen ¢ und ¢ von K (v/—1) nach C so, dass 7" = Ty und 7" = Ty ist.
Seien ¢’ := 9| und " = " | k.

Nach Lemma 3.1.8 ist dann 7, = 7, = 7.. Also muss nach Lemma 3.1.6 auch
‘ . |§0 = | . ‘90/ = | . “P” ge].ten.

Seix € K (\/—1). Es ist x = a + by/—1 fiir gewisse a, b € K.

Nach Lemma 3.1.10 gilt ¥’ (z) = ¢’ (a) +i¢’ (b) oder ¢’ (x) = ¢’ (a) —i¢’ (b) und analog
P (2) = ¢" (a) £ ip" (b).

Es ist

zly = ¢ (@) o
= |¢'(a) £i¥’ (b) o

= JIZ@R+1¢®)

_ / 2 2

- |a"sp’ + |b|sp/

_ 2 2

= a2 + b2,

= le" @R+ le" ()

= |¢"(a) £ig" (b)]o
= W' @)l

AISO iSt | . ’w/ = ‘ . |,¢]// UI’ld damit T, = T”. I:’

3.3 Topologisch henselsche Korper

3.3.1 Definition. Seien K ein Korper und 7 eine Topologie auf K.

(K, T) heiit topologisch henselscher Kérper, falls eine der beiden folgenden Bedingungen
gilt:

(a) Es gibt einen archimedischen Absolutbetrag | .| mit 7 = 7 | und K ist algebraisch
abgeschlossen oder K ist reell abgeschlossen und 7| | = 7, wobei < die (eindeu-
tige) Ordnung von K ist.

(b) Es gibt eine henselsche Bewertung v auf K mit 7 = 7,,.
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3.3 Topologisch henselsche Koérper

Im Beweis von Satz 3.3.3 verwenden wir folgendes allgemein bekanntes Lemma:

3.3.2 Lemma. Sei K ein Kérper mit char(K) = 0. Sei f € K[X] irreduzibel.

Dann ist f separabel.

3.3.3 Satz. Seien K ein Korper und T eine Topologie auf K.

Dann ist (K, T) genau dann topologisch henselsch, wenn sich T eindeutig auf jede al-
gebraische Korpererweiterung von K fortsetzen ldsst.

Beweis:

(a) 7 wird von einem archimedischen Absolutbetrag definiert.

,="“ Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist nichts zu zeigen.

Ist K reell abgeschlossen, so folgt aus Satz 3.2.7, dass K (\/—1) die einzige echte
algebraische Korpererweiterung von K ist. Nach Lemma 3.2.8 ist die Fortsetzung
von 7. auf K (\/—1) eindeutig.

»<="“: Sei K nicht algebraisch abgeschlossen und falls K reell abgeschlossen ist, so
sei T # 7. Wir zeigen, dass es eine algebraische Korpererweiterung von K gibt,
auf die sich 7 nicht eindeutig fortsetzen ldsst.

Sei ¢ : K — C eine Einbettung, die 7 definiert. Da K nicht algebraisch abge-
schlossen ist, existiert ein irreduzibles Polynom f € K [X] mit deg (f) > 2.

1. Fall:

2. Fall:

Es existiert ein irreduzibles normiertes Polynom, f € K [X] mit deg(f) > 3.
Da char (K) = 0 ist, ist f nach Lemma 3.3.2 separabel, es gibt also ver-
schiedene Nullstellen zg, x1, zo € K von f. Zu diesen Nullstellen existieren
K-Isomorphismen, 9y, : B K™ mit Y1 (o) = 1 und g (xg) = x2.
Nach Satz 2.2.4 lisst sich 7 auf K™ fortsetzen. Nach Satz 2.1.5 wird die
Fortsetzung wieder von einem archimedischen Absolutbetrag definiert, also
gibt es nach Korollar 3.1.4 eine Einbettung ¢ : Y < ¢C so, dass 7 eine
Fortsetzung von 7 ist.

@ o1 und @ o 1y sind dann ebenfalls Einbettungen, die Fortsetzungen von
T definieren. Aus der Injektivitdt von ¢ folgt, dass diese Einbettungen in g
unterschiedliche Werte annehmen. Nach Lemma 3.1.7 konnen diese drei Ein-
bettungen nicht alle den gleichen Absolutbetrag definieren. Nach Lemma 3.1.5

gibt es damit unterschiedliche Fortsetzungen von 7 auf iad

Fiir jedes irreduzible normiertes Polynom f € K [X] ist deg(f) < 3.

Es folgt dann, dass jedes Polynom ungeraden Grades eine Nullstelle in K hat.
Nach Satz 3.2.7 (ii) folgt, dass K reell abgeschlossen ist oder dass K? kein
Positivbereich von K ist.
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3 Topologisch henselsche Kérper
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2.1. Fall:

2.2. Fall:

2.3. Fall:

Es exisitiere ein z € K mit # ¢ K2 und —z ¢ K2.

K (y/z) ist eine algebraische Korpererweiterung von K. Wir definieren
zwei Fortsetzungen von ¢ auf K (v/z) durch ¢ (v/z) := /¢ (x) und
by (VE) = —/ip (@),

11 und vy definieren nach Lemma 3.1.7 verschiedene Fortsetzungen von
||, auf K (v/z) und somit nach Lemma 3.1.6 auch unterschiedliche Fort-
setzungen von 7 auf K (1/z).

Es ist —1 € K? und fiir alle z € K ist € K? oder —z € K?2.

Wir werden sehen, dass dieser Fall nicht eintreten kann.

Es ist K? = K, denn angenommen, es ist € K \ K2. Dann ist —x € K?
und damit ist # = (—1) (=) € K?2. Dies ist ein Widerspruch.

Da K nicht algebraisch abgeschlossen ist, existieren a, b € K so, dass
X? + aX + b keine Nullstelle in K hat.

Es ist % —be K2, also ist -5+ \/% — b € K. Dies ist eine Nullstelle
von X2 + aX +b. Das ist aber ein Widerspruch zur Wahl von a und b.
Es ist a? +b% ¢ K? fiir gewisse a, b € K, —1 ¢ K? und fiir alle z € K ist
x € K? oder —z € K2

Aus a® + b* ¢ K? folgt — (a® + b?) € K?, es existiert also ein ¢ € K mit
— (a2 + bz) =2

Es ist

@)’ +e®)° = ¢(a®+b?)

—¢ (= (a® + %))
= —¢ (&)

= —p(e).

Angenommen, ¢ (K) C R. Dann ist 0 < ¢ (a)> + ¢ () = —¢(¢)* < 0
und damit ¢ (a)® + ¢ (b)> = 0. Da ¢ (a), ¢ (b) € R gilt, folgt damit aber
schon ¢ (a) = ¢ (b) = 0. Aus der Injektivitét folgt dann a = b = 0. Dies
ist aber ein Widerspruch zu a? +b? ¢ K?2. Es existiert also ein z € K mit
o (z) R

Definiere 91 wie in Lemma 3.1.10. Nach Voraussetzung ist v/—1 ¢ K. Es
ist ¥ (\/jl) =i# —i=Y_ (Mjl), also ist ¥y # Y_. Weiter gilt fiir
xr € K mit ¢ (z) ¢ R:

Also ist nach Lemma 3.1.7 | .|, # |.|,;, und damit nach Lemma 3.1.6
auch Ty_ # Ty, .



3.3 Topologisch henselsche Koérper

2.4. Fall: K ist reell abgeschlossen und es ist 7 # 7.
Nach Lemma 3.2.4 ist ¢ keine Ordnungseinbettung. Da K reell abge-
schlossen ist, besitzt K nach Satz 3.2.7 eine eindeutige Anordnung. Also
ist nach Lemma 3.2.5 ¢ (K) € R.
Da K reell ist, ist —1 ¢ K2.
Wir konnen also wie in Fall 2.3 zeigen, dass 7, und 7,_ verschiedene
Fortsetzungen von 7 auf K (v/—1) sind.

(b) Fiir den Fall, dass 7 von einer Bewertung definiert wird, folgt die Behauptung
sofort aus Satz 2.3.15. (]
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4 t-henselsche Korper

FEine weitere Verallgemeinerung des Begriffs , henselsch“ auf topologische Korper defi-
nieren A. Prestel und M. Ziegler in [PrZi]. Diesen wollen wir uns nun néher ansehen.

Der Begriff ,t-henselsch wird dabei zunéchst fiir Koérper mit Filter definiert. Die
t-henselschen Korper mit Filter sind Korper mit Filter, die zu einem Korper mit einem
von einer henselschen Bewertung definierten Filter lokal dquivalent sind. V-topologische
Korper heiflen ,t-henselsch“, wenn der Korper mit dem Filter der Nullumgebungen
t-henselsch ist.

Dass zwei Korper mit Filter lokal dquivalent sind, bedeutet, dass in ihnen die gleichen
lokalen Sitze gelten. Viele wichtige topologische Eigenschaften, insbesondere auch die
Bedingungen (V' 1) bis (V' 6) aus Definition 1.1.1, lassen sich durch lokale Sétze aus-
driicken.

Im ersten Abschnitt werden wir zunéchst die Begriffe ,,lokaler Satz“, ,,lokal dquivalent*
und einige weitere wichtige Begriffe definieren.

Im zweiten Teil des Abschnittes werden wir den Begriff ,,w-vollstiandig® definieren und
zeigen, dass es zu jedem Korper mit Filter einen w-vollstindigen Kérper mit Filter gibt.
Diesen Satz werden wir im zweiten Abschnitt verwenden, wenn wir in einem Beweis ohne
Einschrinkung annehmen, dass ein Korper w-vollstédndig ist. Auflerdem werden wir noch
ein weiteres Lemma zeigen, das wir ebenfalls im zweiten Abschnitt benotigen, und hierzu
noch einige weitere Begriffe einfiihren.

Im zweiten Abschnitt definieren wir den Begriff , t-henselsch“ und zeigen einige Aquiva-
lenzen.

Im dritten Abschnitt definieren wir, was wir unter einer n-henselschen Bewertung ver-
stehen wollen. Wir zeigen, dass die Topologien von t-henselschen Koérpern entweder von
Absolutbetréigen definiert werden oder es zu jedem n € N eine n-henselsche Bewertung
gibt, die die Topologie definiert. Fiir t-henselsche Kérper mit nicht von Absolutbetréigen
definierten Topologien kénnen wir daraus die eindeutige Fortsetzbarkeit der Topologie
auf jede endliche Korpererweiterung folgern.
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4 t-henselsche Kérper

4.1 Lokale Satze

4.1.1 Definitionen und erste Sitze

Seien im Folgenden stets K ein Korper und F ein Filter auf K.

Wir definieren uns nun eine geeignete formale Sprache, dabei unterscheiden wir stets Va-
riablen und Mengenvariablen. Interpretieren wir spéter Formeln in Kérpern mit Filter,
werden Variablen als Korperelemente interpretiert und Mengenvariablen als Filterele-
mente.

4.1.1 Definition. (a) Wir definieren Terme iterativ wie folgt

(¢) Die Konstanten 0, 1 sind Terme.
(73) Die Variablen x, y sind Terme.

(747) Sind t; und to Terme, so sind auch t1 + to, t1 — to und ¢; - t Terme.

(b) Wir definieren Formeln iterativ wie folgt:

(i) Sind t; und ty Terme und U eine Mengenvariable, so sind ¢;=t; und ¢t; € U
Formeln, sogenannte atomare Formeln.

(73) Sind ¢, ¥ Formeln, x eine Variable und U eine Mengenvariable, so sind auch
2, o AN, eV, Jx o, Vo ¢, U ¢ und YU ¢ Formeln.

(¢) Ein Satz ist eine Formel ohne freie Variablen.

Im Folgenden bezeichnen stets x, y, z Variablen, U, V, W, X, Y Mengenvariablen und
¢, ¥ Formeln (jeweils auch mit Indizes).

4.1.2 Notation. Mit ¢ (z1,...,2n, X1 ... X;,) bezeichnen wir eine Formel, die aufler
r1,...,Ty und Xq,..., X, keine freien Variablen enthalt.
Ebenso bezeichnen wir mit ¢ (x1,...,x,) einen Term, der auler x1,...,x, keine freien

Variablen enthalt.

Die Giiltigkeit einer Formel wird analog zur Giiltigkeit einer Formel in der Logik 1. Stufe
definiert (siehe hierzu zum Beispiel [Pr]).

Unsere Strukturen bestehen hier stets aus einem Kérper K und einer Menge A C P (K)
(meistens ein Filter oder eine Filterbasis). Wir interpretieren stets + und - durch die
Korperoperationen, 0 als das neutrale Element der Addition und 1 als das neutrale Ele-
ment der Multiplikation. Fiir die Interpretationen schreiben wir wieder +, -, 0 und 1.
Den Variablen werden Werte aus der Menge der Korperelemente zugeordnet, den Men-
genvariablen werden Elemente aus A zugeordnet.

4.1.3 Notation. Sei A eine Teilmenge der Potenzmenge von K und seien aq,...,a, € K
und A4,...,4,, C K.
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4.1 Lokale Sétze

(a) Sei p = p(x1,...,2n, X1,...,Xm) eine Formel.

Wir schreiben
(K7 A) ): gO(a1,...7an,A1,...7Am),

wenn @ fiir ay,...,an, A1,..., Ay, in (K, A) gilt.
(b) Seit=t(x1,...,2,) ein Term.

Wir schreiben t¥ (a1, ...,a,) fiir die Auswertung von ¢ in K, bei der z1,...,z,
durch aq,...,a, interpretiert werden.

4.1.4 Definition. Eine Formel hat Negationsnormalform, wenn das Negationszeichen
nur vor atomaren Formeln auftritt.

4.1.5 Satz. Zu jeder Formel gibt es eine logisch dquivalente Formel in Negationsnor-
malform.

Beweis: (Skizze) Der Satz folgt aus den folgenden Aquivalenzen, die fiir beliebige For-
meln ¢ und ¥ gelten:

~(hp) e e
(VYY) o e A
“(pAY) o mpV
(Vo) < Jz g
~(Jz ) < Vooe
~(VU @) < 3U —p
~(3U ¢) — YU ¢

0

4.1.6 Definition. (a) Eine Formel in Negationsnormalform heifit positiv in U, wenn
U in keiner negierten atomaren Unterformel vorkommt.

(b) Eine Formel in Negationsnormalform heifit negativ in U, wenn jede atomare Un-
terformel, in der U vorkommt, negiert wird.

4.1.7 Definition. Eine Formel heifit lokale Formel, wenn die zugehorige Negationsnor-
malform durch A, V, 3, V aus negierten und nicht negierten atomaren Formeln gebildet
werden kann, so dass gelten:

e JU wird nur auf Formeln angewendet, die negativ in U sind.

e VU wird nur auf Formeln angewendet, die positiv in U sind.

Ein lokaler Satz ist eine lokale Formel ohne freie Variablen.
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4 t-henselsche Kérper

Die folgende Bemerkung folgt aus den im Beweis von Satz 4.1.5 angegebenen Aquiva-
lenzen.
4.1.8 Bemerkung. (a) Sei ¢ eine Formel in Negationsnormalform.
Ist ¢ positiv in U, so ist =@ negativ in U.
Ist ¢ negativ in U, so ist —p positiv in U.
(b) Sei ¢ eine lokale Formel.

Dann ist =@ ebenfalls eine lokale Formel.

4.1.9 Definition. Zwei Korper mit Filter heiflen lokal dquivalent, wenn in ihnen die
gleichen lokalen S&tze gelten.

4.1.2 w-vollstandige Korper

4.1.10 Definition. (a) Ein Filter F heifit w-vollstindig, wenn er unter abzéhlbaren
Durchschnitten abgeschlossen ist.

(b) (K, F) heiit w-vollstindig, wenn F w-vollstandig ist.

4.1.11 Satz. (a) Sei ¢ ein lokaler Satz, (K, F) ein Korper mit Filter und sei B eine
Basis von F.
Dann gilt ¢ in (K, F) genau dann, wenn ¢ in (K, B) gilt.

(b) Jeder Korper mit Filter ist lokal dquivalent zu einem w-vollstindigen Korper mit
Filter.

Um den Satz zu beweisen, brauchen wir noch ein Lemma.

4.1.12 Lemma. Sei A C P (K) und sei o (1,...,2n, X1,...,X;) eine lokale Formel,
die negativ in X,, ist. Dann gilt fir alle ay,...,a, € K und Ay,...,Apn, A C K mit
ACA,:

(K, A) E vl(al,...,an, A1,..., Am—1, Am)
:>(K,.A) ': go(al,...,an,Al,...,Am_l,A).

Beweis: Wir beweisen das Lemma durch Induktion iiber den Formelaufbau von .
Sei ¢ ohne Einschrinkung in Negationsnormalform.
Es gelte

(K, A) Ep(ar,...,an, A1,..., Am—1, Ap) .

Fiir den Induktionsanfang miissen wir zwei Félle betrachten, fiir den Induktionsschritt
unterscheiden wir sechs Fille.
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4.1 Lokale Sétze

Induktionsanfang:

1. Fall:

2. Fall:

o=p(x1,...,Tn, X1,...,X;n) ist atomar.

Wire X, frei in ¢, miisste ¢ von der Form t € X,, fiir einen Term ¢ sein. Diese
Formel ist aber nicht negativ in X,,. Also kann X, nicht frei in ¢ sein und es ist

nichts zu zeigen.

Es ist ¢ = =) fiir eine atomare Formel ¢ = ¢ (x1,..., 25, X1,..., Xim).

Wenn X, nicht in ¢ vorkommt, ist nichts zu zeigen, also brauchen wir nur den

Fall ¢ =t € X,,, also ¢ = = (t € X,,,), betrachten.

Es gilt
(K, A) - (te Xp)(al,...,an, A1,..., Ap)

genau dann, wenn t% (ay,...,a,) ¢ Apn,.

Da A C A,,, gilt somit auch ¥ (a1,...,a,) ¢ A und damit

(K, A) Eyl(ar,...,an, A1 ..., A1, A).

Induktionsschritt:

1. Fall:

2. Fall:

Es ist ¢ = 11 A 1)y fiir zwei lokale Formeln ¢y = 1 (21, ..., 25, X1, . ..

wg :Tbg (xl,...,mn,Xl,...,Xm).
Es gilt
(K, .A) l:go(al,...,an, Al,...,Am)

genau dann, wenn fiir ¢ = 1, 2 gilt
(K, A) Evi(al,...,an, A1,..., An)
Daraus folgt nach Induktionsannahme, dass fiir : = 1, 2 gilt
(K, A) Evi(al,...,an, A1,..., Am-1, A),
woraus wiederum
(K, A) Eel(al,...,an, A1,...,Ap_1, A)

folgt.

Es ist ¢ = 11 V 1)y fiir zwei lokale Formeln ¢y = 1 (21, ..., 25, X1, ..

ng :wg (xl,...,:rn,Xl,...,Xm).

Dieser Fall wird analog zum ersten Fall bewiesen.

, Xpm) und

, Xpm) und

49



4 t-henselsche Kérper

3. Fall:

4. Fall:

5. Fall:

6. Fall:

Es ist ¢ = Jy 9 fiir eine Formel ¢ (z1,...,2n, ¥, X1,..., Xm).
Gilt
(K’ “4) ):Sp(alw"aana Al)"'vAm)a

so gibt es ein b € K mit
(K, A) =Y (at,...,an, b, A1,..., An).

Nach Induktionsvoraussetzung gilt damit auch

(K, A) EvY(al,...,an, b, A1, ..., A1, A).
Daraus folgt sofort

(K, A) Evl(al,...,an, A1,..., Am_1, A).

Es ist ¢ = Vy ¢ fiir eine Formel ¢ (z1,...,2pn, ¥, X1,..., Xm).
Dieser Fall wird analog zum dritten Fall bewiesen.

Es ist ¢ = 3Y ¢ fiir eine Formel ¢ (z1,...,2n, X1,..., Xm, Y).
Gilt
(K’ “4) ):Sp(alw"aana Al)"'vAm)a

so gibt es ein B € A mit
(K, A) Ev(al,...,an, A1,..., Ap, B).
Aus der Induktionsannahme folgt
(K, A) Ev(a1,...,an, A1,...,An_1, A, B).

Daraus folgt
(K7 "4) Ich(al,...,an, Ala"‘aAmfb A)

Es ist ¢ =VY 9 fiir eine Formel ¥ (z1,...,2,, X1,..., X, Y).

Dieser Fall wird analog zum fiinften Fall bewiesen. ]

Wir definieren nun den Begriff | Ultrafilter”, den wir im Beweis des Satzes verwenden
werden.

4.1.13 Definition. Sei F ein Filter auf einer Menge M.

Gilt fiir alle A C M, entweder A € F oder M \ A € F ist, so heiit F Ultrafilter auf M.
Ist a € M, soist F, :={U C M | a € M} ein Ultrafilter.

Fo heiit Hauptultrafilter.
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4.1 Lokale Sétze

Wir kommen nun zum Beweis des Satzes 4.1.11.

Beweis:

(a) Wir zeigen durch Induktion iiber den Formelaufbau, dass fiir jede lokale Formel ¢
und alle ay,...,a, € K, Ay,..., A, CK

(K, F)Ee¢l(al,...,an, A1,..., An)
<

(K, B) Ep(a1,...,an, A1..., Ap)
gilt.
Wir koénnen ohne Einschrénkung annehmen, dass ¢ Negationsnormalform hat.
»=“ Sei A C P (K). In den folgenden Féllen gilt

(K, .A) ):go(al,...,an,Al,...,Am)

unabhéngig von A:

¢ ist atomare Formel oder negierte atomare Formel, ¢ = ¥1 Ao, ¢ = 1 V 1o,
p=dy ¥ und ¢ = Vy ¢ fiir lokale Formeln 11, ¥5 und .

Damit bleiben zwei Falle zu betrachten:

1. Fall: Esist ¢ =VY 4 fir eine lokale Formel ¢ = ¢ (21, ...,2pn, X1,..., Xm, Y).
Es gelte
(K, F)Eel(al,...,an, A1,..., An),

also
(K, f) |: w(al,...,an,Al,...,Am,A)

fiir alle A € F.
Da B eine Basis von F ist und damit B C F, gilt also insbesondere

(K, F)EvY(a1,...,an, A1, .., Am, A)
fiir alle A € B und damit
(K, B)Eypl(ar,...,an, A1,..., An).

2. Fall: Es ist ¢ = 3Y 9 fiir eine lokale Formel ¢ = ¢ (1,..., 2y, X1,..., Xm,Y).

Es gelte

(K, F)Ev(al,...,an, A1,..., Am),
also

(K, F)EvY(a1,...,an, A1,..., Am, A)
fiir ein A € F.
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4 t-henselsche Kérper

Da B eine Basis von F ist, gibt es ein B € B mit B C A.

Da ¢ lokale Formel ist, muss % negativ in Y sein. Mit Lemma 4.1.12 folgt
also

(K, .7'—) ):¢(a1,...,an,A1,...,Am,B).

Nach Induktionsvoraussetzung gilt damit
(K, B) ): w(al,...,an,Al,...,Am,B),

also
(K, B)Eypl(ar,...,an, A1,..., An).

Wir haben somit gezeigt

(K, F)Evl(al,...,an,A1,..., Ap)
=
(K, B) Ee(ar,...,an, A1,..., Ap)
fiir jede lokale Formel ¢ = ¢ (z1,...,2n, X1,..., Xm).

»<": Der Induktionsanfang (¢ ist atomare Formel oder negierte atomare Formel)
sowie die Félle o = 11 Atho, ¢ = W1 Vo, ¢ = dy ¥ und p = Vy 9 fiir lokale
Formeln 1, 12 und % sind wieder klar. Da B C F ist, ist auflerdem der Fall
@ = 3Y 4 fiir eine lokale Formel v klar.

Den Fall VY v zeigen wir iiber Kontraposition. Es gelte

(K, F)E .
Das heifit, es gibt ein A € F mit
(K’ F)i:"w(alv"'7an)Al)"'aAva)7

also
(K, .7-")|=EIY ﬂw(al,...,an,Al,...,Am),

Da ¢ eine lokale Formel ist, ist ¥ eine lokale Formel, die positiv in Y ist. Also ist
- nach Bemerkung 4.1.8 eine lokale Formel, die negativ in Y ist. Daraus folgt,
dass Y — ebenfalls eine lokale Formel ist.

Aus dem bereits Gezeigten kénnen wir damit folgern
(K, B) FJdY ﬁw(al,...,an,Al,...,Am).
Es gibt also B € B mit

(K, B)|=ﬁ@b(al,...,an,Al,...,Am,B),
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4.1 Lokale Sétze

und damit
(K, B) ¥ .

Insgesamt folgt fiir jede lokale Formel ¢

(K, F)Ee(ar,...,an, A1,..., An)
=

(K, B)Ep(al,...,an, A1,..., Ap)

Insbesondere folgt daraus, falls ¢ lokaler Satz ist und somit keine freien Variablen
enthélt

(K, F) o< (K B) e

Sei (K, F) ein Korper mit Filter. Wir konstruieren einen w-vollstéindigen Korper
mit Filter, der zu (K, F) lokal dquivalent ist.
Sei dazu NV ein Ultrafilter auf N, der kein Hauptultrafilter ist.
Definiere

M = {aeKN‘ {i\aizo}EN},
wobei zu a, b,... € KN q;, b;,... € K die i-ten Elemente der Folgen a, b,...
bezeichnen.

Mit komponentenweiser Addition und Multiplikation wird K zu einem Ring. Wir
zeigen, dass M ein maximales Ideal von KV ist.

Seien a € M und k € KN. Es gilt
(k;a)i = k‘i * Qg

und somit
{i | (ka); =0} 2 {i|a;i =0} €N,
also wegen (F'3) aus Definition 1.2.1
{i] (ka); =0} e N

und damit ka € M.

Seien a, b € M. Es gilt
(CLJr b)z = a; +bl,

also
ai:bi:Oé(a%—b)i:O
und damit
{z|a,=0}ﬂ{z|b220}§{z\(a—|—b)zzo}
Es sind

{ilai=0}, {i|b;=0} €N,
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4 t-henselsche Kérper

o4

also nach (F'2)

und nach (F'3) damit auch
{i|(a+b), =0} e N.
Also ist (a +b) € M.
Insgesamt folgt, dass M ein Ideal ist.
Es bleibt zu zeigen, dass M maximal ist. Sei dazu I 2 M ein Ideal von K.
Seia eI\ M. Aus a ¢ M folgt
{i]la; =0} ¢ N.
Da N Ultrafilter ist, ist dann aber
{i|a; #0} =N\{i|a; =0} e N.

Sei k € KN mit

0, ai:O
ki_{ail, a; 70

Dann ist
0, a; =0

Um)i_{l, a;i #0
Da I Ideal, ist ka € I.
Sei b € KN mit

b — 1, a;=0

v 0, ai;«éO '

{i|bi:O}:{i|ai5£0}6N.

Also ist b € M C I und damit auch ka + b € I. Es ist aber (ka +b); = 1 fiir alle
i €N, also gilt 1 € I und damit I = KV,

Es ist

Damit folgt, dass M ein maximales Ideal von KN ist.

Wir bezeichnen den Koérper KN/M mit K und zu a € K™ mit @ das Bild von a in
K unter der Restklassenabbildung.

Zu jeder Folge von Filterelementen U = (U;),cy € F N definieren wir
U={aeK|{i|lacU}eN}.

U ist wohldefiniert. Denn seien a, b € KN mit @ = b und @ € U, dann gelten

{i|a¢:bi}€./\/'



und

{i‘aiEUi}EN.

Aus (F'2) folgt
{z’|ai6U¢}ﬂ{i|ai:bi}e/\/’.

Und da

{z’\aiEUi}ﬂ{i|ai:bi}§{i|bi€Ui},

folgt mit (F'3)
{i|b; € U;} € N
und somit b € U.
Wir definieren nun
B = {U |ver}.
Wir zeigen, dass B* eine Filterbasis ist.

B* £ () folgt sofort aus F # ().

4.1 Lokale Sétze

Ist U :LUi)ieN € }'N,io gibt es zu jedem i € N ein a; € U;. Es ist (a;);cn € U.
Also ist U # 0 fiir alle U € B*. Damit ist (F'B 1) aus Definition 1.2.3 erfiillt.

Seien U = (Uy);ens V = (Vi)jen € F. Definiere W := (U; N V), Wir zeigen,

dass W C U NV ist. Da nach (F2) gilt U; N V; € F, und damit W € B* ist, folgt
daraus, dass (F'B2) ebenfalls erfiillt ist und somit, dass B* eine Filterbasis ist.

Sei@ € W. Es gilt
acWe{ilaclUnVyeN.

Da
{i|a; €eU;} D{i|a; € U;NV;}
und
{Z’CLZEVZ}Q{Z’aZEUZﬁW},
ist, folgen mit (F'3)
{’i’az‘EUi}EN

und
{i|a; € V;} eN.
Da
acUnNV
—
{ila; €eU;} e Nund {i|a;€V;} eN

folgtac UNV.

Alsoist W CUNV.
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4 t-henselsche Kérper

56

Sei F* der von B* erzeugte Filter.

Wir zeigen, dass F* w-vollstdndig ist.

Nach Definition ist F* w-vollstéandig, wenn fiir alle V(l), V(z), s Frogilt
N v e Fr
n=1

2) 2)

Zu V(l), V( ,- -+ € F* existieren, da B* eine Basis von F* ist, U(l), U( ,--- € B*
mit T™ € V™ fiir alle n € N und damit

Nach (F'3) reicht es also zu zeigen, dass fiir U(l), U(z), - € B gilt
o0 J—
U ™ ¢ .
n=1
Dies ist, da B* eine Basis von F* ist, genau dann der Fall, wenn es ein U € B* mit
[o.¢]
vcoT™
n=1

gibt.

Seien also U(l), U@), <o € B

Da N kein Hauptultrafilter ist, gibt es N1, Na, N3, ... € N mit
N=N,2N;DN;2...

und

(N =0.
j=1

Zu jedem i € N existiert also ein n; € N mit ¢ € Ny, \ Ny, 41.
Wir definieren U := (U;), oy durch
vi=U"n..nu= N o™
{TL|iGNn}

Es gilt dann fiir alle i € N,,:

a; €U, = a; € U(n)

()



4.1 Lokale Sétze

Fiir ¢ € KN gilt damit

{z’|aiEUi}ﬂNng{i

a; € Uz(n)} .
Aus (F2) und (F 3) folgt, da N,, € NV ist,
{i ’ a; € Uz} eN
= {ila,€eU}NN, eN
= {z a; € Ui(")} eN

und damit
acU=acU®
Es ist also
Ucun

fiir alle n € N, woraus

o0

Tc U™

n=1
folgt.
Es bleibt zu zeigen, dass (K, F) und (f, F *) lokal dquivalent sind.
Zunichst zeigen wir, dass fiir jede Formel ¢ = ¢ (z1, ..., 2, X1,...,X;n) und alle

a®, . .. a™ e KN und U(l),...,U(m) c FN gilt

(K, B7) F o (a,....a™, U0, ... .U
{i ‘(K7 F)E¢ (agl)v-{i}agn), UO),...,U(””)} cN.

3 K3

Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass ¢ keine Allquantoren und keine
Disjunktionen enthilt, da wir fiir diesen Beweis nicht voraussetzen miissen, dass ¢
lokal ist.

Den Beweis fithren wir per Induktion iiber den Formelaufbau. Es sind zwei Fille fiir
den Induktionsanfang, sowie vier Félle fiir den Induktionsschritt zu unterscheiden.

Induktionsanfang:

1. Fall: Esist p = (z,X) =2 € X.
Aus der Definition von U folgt sofort
(K, B*) E ¢ (a,U)
& (K, BYFacU
= {i’az‘GUi}GN,

womit die Behauptung fiir diesen Fall gezeigt ist.
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4 t-henselsche Kérper

2. Fall: Esist ¢ = ¢ (x1,...,2,) = t1=ty fiir Terme ¢; und t.
Es ist

K (W,...,am)) = 5 (@, a™)

(j =1, 2), also gilt wegen

K (@D, a®) = & (a(1), ..., a™)

{i’tf(agl),...,agn) :té((agl),...,agn))} enN

die Behauptung.

Induktionsschritt:

1. Fall: Es ist ¢ = =) fiir eine Formel ¢ = ¢ (z1,..., 25, X1,..., Xim).
Es gilt

(K, B) F o (a 1),...,a(”),U(1),...,U(m))

= (F,B*)Pﬁw(W,...,a(”),U(l),...,U(m)).

Nach Induktionsvoraussetzung ist

(K, B*)m(W,...,a<n>,U<1>7,”,U<m>)
=
(K, F)F (agl),w"agn)’ U¢(1)=-~7Ui(m))} ¢ N,

{i

Da N Ultrafilter ist, ist dies dquivalent zu

{ ) ((1) o l(n) Uz(l) Ui(m)>}

- {i | 7 qu/;( cenal™ U o e

Damit gilt die Behauptung.

2. Fall: Es ist ¢ = 1 A 1o fiir zwei Formeln ¢; = ¢y (z1,..., 20, X1,..., X)) und
1/12:7/12($1a--~733n,X1a-~7Xm)-

(K, B) F i (..., 00, .., U)

ist dquivalent zu

(K, B7) £ 1 (alD,...,al0, 00, ,U0M)
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3. Fall:

4.1 Lokale Sétze

und

(K, BY) F s (a®,...,a®, 00, . Um).

Nach Induktionsvoraussetzung gilt dies genau dann, wenn

li | e (o, ool o)} en

{i ‘ (K, F) E s (ol U, Ui e,

und

Es ist

(i | 7 ee (o 00, i)
- {@ ‘ (K, ‘7:)':1[)1( a; )w--vaﬁn)va”,-..,U}m))}
n{i [ (. A e (oo U0, u) )
also wegen (F'2) und (F'3)
(i [ 7 o (o 00, U ) en
genau dann, wenn

{i | e (ol ool o)} en

{z’ ‘ (K, F) E s (agl),...,al(”),Ui(l),...,Ui(m))} eN.

Damit gilt die Behauptung.
Es ist ¢ = Jy ¢ fiir eine Formel ¥ = ¢ (21,..., 2y, y, X1,..., Xm)-
Gilt

und

(K. B g (a,....a, U, . 0t
dann gibt es b € KN mit

(K, B*)t:w(a(l) ..... ™, b, UM, U<m>).

Nach Induktionsvoraussetzung gilt

{i

(&, F)Ew (ol ol b v, Ui e n

und da
{z ’ K, F) l=¢( e b, U}”,...,U}m))}
c {i ‘ (K, F) Hy@b( al g oot
= {i | FyFe (ol ..,ag"),U}”,...,U}m))},
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4 t-henselsche Kérper

gilt mit (F'3) auch
{i ‘ (6, F) F o (a0l U, UM™Y e N

Sei andererseits

{ ‘ (K, F) |=E|yz/1< ...,a§">,y,U}”,...,U}m))}
= {i | A Ee (UM, Ut ) en

]

Wihle zu jedem

e el )
ein b; € K mit
(K, F)E (a§1), . ,ag.”), b, UM, U(m)>

und setze b; = 0 fiir alle

j¢ {2 ‘ (K, F) |=¢(a§1),...,a§”), Ui(l),...,Ui(m)>}

Es gilt dann

{z’ K, F) hﬂyzﬁ( ® . dm g, U}”,...,U}m))}
{ ‘ (K, F) h@z)( ca™ b, U U.(m))}

[ A

Fiir b := (b;);cy gilt dann nach Induktionsvoraussetzung

(K, B) £ (alD,....al", 5, U0, ,U)

und damit

(K, B) F o (a,....al0, U0, . U0W).

4. Fall: Esist ¢ = 3Y 9 fiir eine Formel v = ¢ (z1,..., 24, X1,..., Xm,Y).
Dieser Fall wird analog zum dritten Fall bewiesen.

Damit ist die Induktion abgeschlossen.

Aus (a) folgt damit fiir lokale Formeln auch
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4.1 Lokale Sétze

Sei ¢ nun ein lokaler Satz mit

(%, 7) ko (a®, .o, TO, . T0).
Es ist dann wegen (F'1)

{i ‘ (K, F)Ep <a§1),...,a(n), Ui(l),...,Ui(m))} £ .

(2

Da ¢ keine freien Variablen enthélt, gilt damit aber schon

(K, F)E .
Gilt anderererseits
(K, F) F o,
So ist
{i ( (K, F)E ¢ (agl), dm u® .,Uf"”)} —NeN
und damit -
(K, F*) F o (aD,....at0, U0, .UM
Damit ist der Satz bewiesen. O

4.1.14 Bemerkung. (V' 1) bis (V 6) aus Definition 1.1.1 lassen sich durch lokale Sitze
ausdriicken.

Nach Satz 4.1.11 (a) sind damit (V' 1) bis (V 6) genau dann fiir eine Filterbasis B erfiillt,
wenn sie fiir den erzeugten Filter Fp erfiillt sind.

Eine Topologie 7 ist damit genau dann eine V-Topologie, wenn Fr (V1) bis (V 6)
erfiillt.

4.1.15 Definition. Sei 7 eine V-Topologie
Wir sagen, (K, 7) ist w-vollstindig, wenn (K, Fr) w-vollsténdig ist.

Wir definieren nun den Begriff ,Bewertungsideal“. Wir werden zeigen, dass jeder
w-vollstdndige, V-topologische Korper eine Filterbasis aus Bewertungsidealen besitzt.
In Satz 4.1.17 werden wir sehen, dass jedes Bewertungsideal maximales Ideal eines Be-
wertungsringes ist. Dies erklért, woher der Begriff Bewertungsideal kommt.

4.1.16 Definition. Sei K ein Korper.

Eine Teilmenge M von K heifit Bewertungsideal von K, wenn sie die folgenden Eigen-
schaften erfiillt:

(BI1) M+MCM

(BI2) M-MCM
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4 t-henselsche Kérper

(BI3)1¢ M
(BI4) Ve, ye Kz-ye M =x € M oderye M

4.1.17 Definition und Satz. Seien K ein Koérper und M C K ein Bewertungsideal
von K. Dann ist
Oy = {xEK\x_lgéM}

ein Bewertungsring mit maximalem Ideal M.

M heifit henselsch, wenn Oy; henselsch ist.

4.1.18 Definition. Sei (K, 7) ein V-topologischer Korper.

Eine Menge S C K heifit beschrinkt beziiglich 7, wenn es zu jedem U € Fr ein V € Fr
mit V.S C U gibt.

Das folgende Lemma wird bei [EnPr| als Lemma B.3 (1) bewiesen.

4.1.19 Lemma. Sei (K, T) ein V-topologischer Kérper. Sei S C K.

Dann ist S genau dann beschrdnkt, wenn es zu jedem U € Fr einx € K* mit xS C U
gibt.

4.1.20 Korollar. Sei O ein Bewertungsring auf K.
Dann ist O beziiglich 7o beschrinkt.

Beweis: Sei U € Fo. Da Bpo = {zO | x € K \ {0}} eine Basis von Fp ist, gibt es ein
x € K\ {0} mit xO C U. Nach Lemma 4.1.19 ist O somit beschrénkt. O

Korollar 4.1.23 folgt sofort aus den beiden vorangestellten Lemmata, die wir hier ohne
Beweis angeben.

4.1.21 Lemma. Sei K ein Korper. Seien 11 und Ty V-Topologien auf K.
Enthdlt 75 eine beziiglich Ty beschrdnkte Menge, dann gilt Ty C 7T5.

4.1.22 Lemma. Sei K ein Korper. Seien T1 und Ty V-Topologien auf K.
Gilt 11 C T, so enthdilt Ty eine beziiglich Ty beschrdnkte Menge.

4.1.23 Korollar. Sei K ein Kdorper und seien Ty und T V-Topologien auf K.
Enthdlt Ty eine beztiglich T beschrdankte Menge, so gilt T = Ts.

Im folgenden Lemma brauchen wir eine einfache Folgerung aus (V' 3), die zum Beispiel
im Anhang B von [EnPr| in Formel (B.2) zu finden ist.

4.1.24 Bemerkung. Aus (V' 3) folgt

(V3b)YUeB 3IVeB V+VCU.
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4.2 t-henselsche Korper

4.1.25 Lemma. Sei (K, T) ein w-vollstindiger, V-topologischer Kdorper. Dann besitzt
Fr eine Basis M aus Bewertungsidealen.

Fiir alle M € M st die von Oy induzierte Topologie T .

Beweis: Nach (V1) gibt esein V € Fr mit 1 ¢ V. Zu jedem U € Fr gibt es nach (V 2)
ein Up € Fr mit Uy CU NV, also ein Uy € Fr mit Uy C U und 1 ¢ Uy.

Mit Hilfe von (V' 2), (V' 3b), (V4) und (V 6) konstruieren wir eine absteigende Kette
UyDU; DUy DO ... mit
Upt+1+Ups1 CU,

Un—|—1 : Un+1 g Un

Ve,ye Kx-yec Uy =>2x€U,Vy €U,

M = ﬂUn.

neN

Definiere

Da Fr w-vollsténdig ist, ist M € Fr. Nach Konstruktion erfiillt M auflerdem (BI 1)
bis (BI 4) aus Definition 4.1.16 und ist somit Bewertungsideal.

Es bleibt zu zeigen, dass die von M induzierte Topologie 7 ist.

Sei O = Oy = {x eK ’ r1 ¢ M} der nach 4.1.17 zu M gehorige Bewertungsring
und Fp der zugehorige Filter.

Esist M € Fr und M C O, also gilt nach (F'3) aus Definition 1.2.1 auch O € Fr.

Nach Korollar 4.1.20 ist O beschrankt beziiglich 7p. Nach Korollar 4.1.23 ist damit
T ="1To.

Wir erhalten auf diese Weise zu jedem U € Fr ein Bewertungsideal M C U.
Die Menge aller dieser Bewertungsideale ist die gesuchte Basis M. O

4.2 t-henselsche Korper

Wir wollen uns nun die Definition ,t-henselsch“ aus [PrZi] ansehen.

4.2.1 Definition. (a) Ein Korper mit Filter heifit t-henselsch, wenn es einen lokal
dquivalenten Korper mit einem durch eine henselsche Bewertung erzeugten Filter
gibt.

(b) Ein V-topologischer Korper (K, 7T) heifit t-henselsch, wenn (K, Fr) t-henselsch
ist.

4.2.2 Bemerkung. Ist (K, F) ein t-henselscher Korper, so ist die von F erzeugte
Topologie eine V-Topologie, denn nach Bemerkung 4.1.14 lassen sich (V' 1) bis (V' 6)
durch lokale Sétze ausdriicken.
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4 t-henselsche Kérper

Der folgende Satz fiir henselsche Koérper wird in [EnPr| als Satz 4.1.3 bewiesen. Wir
werden ihn verwenden, um einen &hnlichen Satz fiir t-henselsche Kérper zu beweisen.

4.2.3 Satz. Seien (K, O) ein bewerteter Korper, v: K — I'U{oc} die zu O gehdrende
Bewertung, m das mazimale Ideal von O, K = K/m der Restklassenkdrper und a — @
die Restklassenabbildung.

Dann sind dquivalent:

(1) (K, O) ist henselsch.

(i7) Zu jedem f € O[X]| und a € O mit f (a) =0 und f'(a) # 0 gibt es ein o € O mit
f(a) =0 und & =a.

(iii) Zu jedem f € O[X] und a € O mit v (f (a)) > 2v(f' (a)) existiert ein o € O mit
f(a) =0 unda =a.

(tv) Jedes Polynom
f=X"+an 1 X"t ap o X"+ +ag € O[X],
mit ap—1 € OF und a; € m fiir 0 <i <n — 2 hat eine Nullstelle in K.
(v) Jedes Polynom
f=X"+X"14a, X" 24...4qpcO[X]
mit a; € m fiir 0 <i <n —2 hat eine Nullstelle in K.
Bevor wir zum Satz iiber t-henselsche Kérper kommen, fithren wir noch eine Notation
ein.

4.2.4 Notation. Sei K ein Korper und sei M C K. Wir bezeichnen mit M[X]" die
Polynome aus K[X] vom Grad n mit Koeffizienten aus M.

Ahnlich wie in Satz 4.2.3 fiir henselsche Korper bekommen wir auch fiir t-henselsche
Korper einige dquivalente Charakterisierungen.

4.2.5 Satz. (a) Sei (K, T) ein V-topologischer Korper.

Es sind dquivalent:

(i) (K, T) ist t-henselsch.
(1) Zu jedem n > 2 gibt es ein U € Fr so, dass jedes Polynom

f:Xn+Xn—1+an72Xn—2+“.+a0

mit a; € U fiir 0 <i <n — 2 eine Nullstelle in K hat.
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4.2 t-henselsche Korper

(tit) Zu jedem n € N ist die Menge aller Polynome
f=X"+an 1 X" T+ +ag

mit a; € K fiir 0 <i <n —1, die eine einfache Nullstelle in K haben, offen.
Das heift, zu jedem solchen f gibt es U € Fr so, dass jedes g € f +U[X]" !
eine einfache Nullstelle in K hat.

(b) Sei (K, T) ein w-vollstindiger, t-henselscher Korper. Dann besitzt Fr eine Basis
M aus henselschen Bewertungsidealen.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass sich (i7) und (4i7) durch lokale Sétze ausdriicken lassen.
Fiir (i) bekommen wir fiir jedes n € N mit n > 2 folgenden Satz:

U vyn727"'7y0

(yn,Q ceUN...NyeU — dzx x”+$”_1+yn,2-:B”_2+~-—|—y0i0).
Berticksichtigen wir, dass fiir zwei Formeln ¢ und v der Ausdruck ¢ — 1 eine Abkiirzung

fiir —¢ V ¢ ist und dass = (p1 A+ A@y,) fiir Formeln ¢, ..., ¢, dquivalent ist zu
=1 V -+ -V 2o, bekommen wir folgende dquivalente Formel in Negationsnormalform:

HU Vyn_g,...,yo
(yn—2€UV...V-yeU)V 3z :rn—i-x"_l+yn_2-x”_2+---+yoi0)).

Dies ist offensichtlich ein lokaler Satz.

Fiir (4i7) bekommen wir zu jedem n € N folgenden Satz:

Vyn_l,...,yo
Bz (@™ + yp—1 -2 4+ yo=0
A =™t (n—1) Y 2"+ 1 =0))
— 3U (Vzp—1,...,20 ((znm1 EUN...N2Z€U)
—  Jw (v”+(zn_1+yn—1)'Un_1+"'+(20+y0)£0
A a0 (= 1) (et + Yne1) 0T+ (21 91) =0)))))

Wir bekommen die folgende dquivalente Formel in Negationsnormalform, wobei hier noch
zu beachten ist, dass = (Fx ¢) dquivalent ist zu Vo —¢ und dass = (—¢) zu ¢ dquivalent
ist.
vyn—l; ct yO
(V2 (= (" gt oo+ y=0)
Vo2t (= 1)y 22 4 4 1 =0)
v AU (Vzn_l,...,zo ((ﬂzn_l eUV...V-zg € U)
Vo 3v (V"4 (zne1 4 Yne1) 0"+ (20 + yo) =0
A (" T (= 1) (2net F Y1) 024+ (21 + 1) =0)))))
Auch dies ist ein lokaler Satz.
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4 t-henselsche Kérper

Wir beweisen nun die Aquivalenzen aus Teil (a).

(13) = (1): Wegen Satz 4.1.11 und da (é¢) sich durch lokale Sétze ausdriicken ldsst, konnen

wir ohne Einschriankung annehmen, dass 7 w-vollstéindig ist.

Zu jedem n > 2 wihlen wir eine Menge U, € Fr so, dass U, Aussage (ii) fiir alle
Polynome vom Grad n erfiillt. Da Fr w-vollstéandig ist, gilt auch

U:=()Un€Fr.

n>2

Nach Lemma 4.1.25 hat F7 eine Basis aus Bewertungsidealen. Es gibt also ein Bewer-
tungsideal M € Fr mit M C U. Satz 4.2.3 (v) ist fir m = M erfiillt, also ist die
zugehorige Bewertung henselsch. Da die von M induzierte Topologie 7 ist, ist damit
(K, T) t-henselsch.

Bevor wir den Beweis von (a) beenden, zeigen wir zunéchst Teil (b) des Satzes.

Dies folgt aber sofort aus (#)=-(i) mit den dort im letzten Schritt gewéhlten Bewer-
tungsidealen.

= (1i1): Da (iii) sich durch lokale Sétze ausdriicken ldsst, kénnen wir wieder ohne
Einschrénkung annehmen, dass (K, 7') w-vollstédndig ist. Nach (b) besitzt Fr eine Basis
aus henselschen Bewertungsidealen.

f=X"4+a, 1 X" T4+ a1 X +ag € K[X]

habe eine einfache Nullstelle o € K, also f (o) = 0 und f’ (o) # 0. Dann gibt es nach
(b) ein henselsches Bewertungsideal M € Fr mit f' (o) ¢ M und a; ' ¢ M, falls a; # 0,
fir0<i<n-—1und a~!¢ M, falls a # 0.

Es ist Oy = {xEK|x_1 géM} Also gilt a; € Oy fir 0 < i < n — 1 und damit
f € Op[X]. AuBerdem gilt « € Oyy.

Sei g € f+ M[X]"!. Da M C Oy und f € Oy[X], ist g € Op[X]. Sei a +— @ die
Restklassenabbildung von Oy nach Oy /M. Es gelten

g(a)=f(a)=0
und
g (@)=f(a) #0

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 4.2.3 (i7) erfiillt. Da (K, Ops) henselsch ist,
gibt es also ein f € a + M mit g (3) = 0. Offensichtlich ist ¢’ (3) # 0, also ist 3 eine
einfache Nullstelle von g in K. Damit ist M eine offene Umgebung von f, die ganz in
der Menge liegt.

66



4.3 n-henselsche Bewertungen

(131) = (u1): Sei
f _ Xn + Xn—l.
Es ist —1 € K eine einfache Nullstelle von f.

Nach (iii) gibt es also ein M € Fr so, dass jedes h € f+M[X]"~! eine einfache Nullstelle
in K hat.

Sei
g:Xn‘i_Xnil+an—2Xn72+"‘+aO

mit ag,...,an—2 € M.

Es ist
g=f+0-X"1q4a, oX" 24+ ... 4ayc f+MX]"L

Also hat g nach (ii7) eine einfache Nullstelle in K und somit ist (i¢) fiir M erfillt. O

4.3 n-henselsche Bewertungen

Ist (K, 7) ein t-henselscher Kérper, so muss es keinen henselschen Bewertungsring geben,
der 7 definiert. Schwéchen wir die Bedingung (v) aus Satz 4.2.3 jedoch ab, bekommen
wir den Begriff n-henselsch fiir n € N. Es lédsst sich zeigen, dass wir zu jedem n € N
eine n-henselsche Bewertung finden, die 7 definiert, falls 7 nicht von einem Absolutbe-
trag definiert wird. Hieraus lasst sich die eindeutige Fortsetzbarkeit von 7 auf endliche
Korpererweiterungen folgern.

4.3.1 Definition. Sei (K, O) ein bewerteter Korper und sei M das maximale Ideal
von O. Sei n € N mit n > 2.

(K, O) heifit n-henselsch, falls jedes Polynom
f=X"+ X" 4 a,2X" 2+ +ao€O[X]"

mit an_9,...,a9 € M eine Nullstelle in K hat.

4.3.2 Bemerkung. (a) (K, O) ist genau dann n-henselsch, wenn jedes Polynom
f=X"4a, 1 X" 1 fa, oX" 2 4. FagecO[X]"

mit ap,—1 ¢ M und a,_9,...,a0 € M eine Nullstelle in K hat. (Dies folgt sofort
aus dem Beweis der Aquivalenz von (iv) und (v) in Satz 4.2.3. Siehe hierzu [EnPr].)

(b) Aus (v) in Satz 4.2.3 sieht man sofort, dass (K, O) genau dann henselsch ist, wenn
(K, O) fiir jedes n € N n-henselsch ist.

(c) Ist (K, O7) ein n-henselscher bewerteter Korper und ist Oy 2 O; ein weiterer
Bewertungsring auf K, so ist (K, O3) ebenfalls n-henselsch. (Dies folgt sofort aus
./\/lg Q M1 fiir 02 2 01)
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4 t-henselsche Kérper

Sei (K, T) ein t-henselscher Korper mit einer nicht von einem Absolutbetrag definierten
Topologie. Wir wollen zeigen, dass sich 7 eindeutig auf jede endliche Korpererweiterung
von K fortsetzen ldsst. Dazu zeigen wir zunéchst, dass es zu jedem n € N eine n-hensel-
sche Bewertung gibt, die 7 definiert.

4.3.3 Satz. Sei (K, T) ein V-topologischer Korper.

Gibt es keinen Absolutbetrag, der T definiert, so ist (K, T) genau dann t-henselsch,
wenn es zu jedem n € N mit n > 2 einen n-henselschen Bewertungsring O,, gibt, der T
definiert.

Dabei kann Oy C O3 C ... erreicht werden.

Beweis: ,,=“: Nach Satz 4.2.3 (ii) gibt es zu jedem n € N mit n > 2 eine Nullumgebung
U, € T so, dass fiir alle a,,_o,...,a9 € U,

f:Xn+anl+an_2Xn72+_“+a0

eine Nullstelle in K hat.

Nach Korollar 1.3.12 (¢) bilden die maximalen Ideale der Bewertungsringe, die 7 defi-
nieren, eine Nullumgebungsbasis von 7. Es existiert also ein Bewertungsring O,,, der 7
definiert, mit M,, C U,,, wobei M,, das maximale Ideal von O, ist.

Fiir alle ap—9, ...,a9 € M, hat
f:Xn—f—Xnil—i-an_QXniQ—i-"'—}—a[)
eine Nullstelle in K. Also ist (K, O),) n-henselsch.

)
Die zusétzliche Forderung Oy C O3 C ... erreichen wir, indem wir fiir n > 3
M, C U, N M, _1 wahlen.

»<=“: Zu jedem n € N ist das maximale Ideal M,, von O,, eine Nullumgebung, fiir die
Satz 4.2.5 (i1) erfiillt ist, und somit ist (K, 7) t-henselsch. O

4.3.4 Bemerkung. Ist in Satz 4.3.3

0:=|]J 0, #K,

neN
so ist O ein Bewertungsring, der 7 definiert und fiir jedes n € N n-henselsch ist. Also
ist O ein henselscher Bewertungsring, der 7 definiert.
Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn (K, 7) w-vollstindig ist, da dann
(N MneT
neN

und damit

() Mn # {0}

neN

Ideal von O ist.
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Wir beweisen nun ein Lemma, um anschlieffend Teile des Satzes 4.2.3 auf n-henselsche
Bewertungen verallgemeinern zu kénnen.

4.3.5 Lemma. Sei L/K eine algebraische Kirpererweiterung, sei o € L und sei
f:=1Irr(a/K)

das Minimalpolynom von « tber K.

Dann gilt
deg(f) < [L: K].

Beweis: Es gilt
deg (f) = [K () : K.

Da
[L:K]=[L:K(a)][K(a): K]
ist, gilt
[K (o) : K] <[L: K]
und somit

deg (f) < [L: K].
0

Fiir den Beweis von Lemma 4.3.8 brauchen wir auflerdem noch den schwachen Appro-
ximationssatz, der in [EnPr| als Satz 3.2.7 (3) bewiesen wird und das anschlieBende
Lemma, das ebenfalls in [EnPr] als Lemma 3.2.8 bewiesen wird.

4.3.6 Satz. [Schwacher Approximationssatz] Seien Oy,..., O, Bewertungsringe in K
und seien My, ..., My, ihre mazimalen Ideale. Sei O; € O; firi # j. Sei R := (i, O;.
Seien ai,...,ap € K mita; € O1,...,a, € O,.

Dann gibt es ein a € R mit a —a; € M; firl <i<n.

4.3.7 Lemma. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Sei O ein Bewertungsring
von K. Seien O und O" Fortsetzungen von O auf L.

Falls O' C 0", dann ist schon O' = O".

4.3.8 Lemma. Sei (K, O) ein bewerteter Korper. Sei ng € N. Sei (K, O) fir alle
n < ng n-henselsch.

Dann lisst sich O eindeutig auf jede endliche Galoiserweiterung N/K mit [N : K] < ng
fortsetzen.

Beweis: Angenommen, N/K ist eine endliche Galoiserweiterung mit [N : K] < ny und
O lasst sich nicht eindeutig auf N fortsetzen.

Sei G (N/K) die Galoisgruppe von N/K.
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4 t-henselsche Kérper

Seien O, ..., O, die verschiedenen Fortsetzungen von O auf N, wobei m > 2 ist.
Sei
H:={ceG(N/K)|o(01) =0}

und sei

L:=Fix(H)={zxeN|o(z)=zfiralexec H} CN.
Da O; nicht die einzige Fortsetzung von O ist, ist H C G (N/K) und damit auch L C N.
Fir 1 <i<msei O, :=0;,NL.
R =%, O, ist ein Unterring von L.

Nach Lemma 4.3.7 sind die Voraussetzungen des schwachen Approximationssatzes 4.3.6
erfiillt. Ist also M; fiir 1 <17 < m das maximale Ideal von O;, so existiert ein § € R mit
-1 Mjund g e M; fir 2 <i<m.

Esist 8 ¢ K, denn sonst wiire f € KN Mgy = KNMj und damit 1 = §— (8 — 1) € M;.
Sei
=T (B/K) = X" + 4y 1 X"~ -+ ap € K [X]

das Minimalpolynom von  iiber K. Seien 81 = (3, B2, ... 3, die verschiedenen Nullstellen

von f in N. Es ist dann
n

F=1Ix—-8).

i=1
Wir zeigen, dass a,—1 € O\ M ist, wobei M das maximale Ideal von O bezeichnet.
Esist ap_1=—(f1+ -+ Bp) und damit 1 +a,—1=— (81— 1) — B — -+ — [n.
Nach Wahl von (; ist 61 — 1 € Mj.

Fir2<i<nist §; =7(0) firein 7 € G(N/K). Da 3; # S und § € L = Fix (H) ist,
ist 7 ¢ H.

Es ist 771 (01) = O fiir ein j € {2,...,m}.
Nach Wahl von 3 ist 5; = 7 (8) € 7 (M;) = M.

Alsoist 1 +ap—1 = —(B1—1) — B2 — -+ — B, € My und damit a,—1 € O1 \ M;. Da
an—1 € K ist, ist somit a,—1 € O\ M.

Wir zeigen nun, dass fiir 0 <¢ <n — 2 gilt: a; € M.

Die Koeffizienten a,,_o9, ..., ag sind von der Form Zl<k1<~~-<ks<n By -+ Bk, fiirein s € N
mit 2 < s < n. Es gilt insbesondere 2 < ky < n, also wie oben gezeigt (B, € M;. Somit
ist a; € My fir 0 <i<n-—2unddaa; € K fir 0 <i <n—2, folgt a; € M fiir
0<i<n-—2.

Nach Lemma 4.3.5 ist, da § € N ist, n < [N : K| < ng. Also hat f, da (K, O) nach
Voraussetzung n-henselsch ist, nach Bemerkung 4.3.2 eine Nullstelle in K. Dies ist aber
ein Widerspruch zu 5 ¢ K. O
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4.3 n-henselsche Bewertungen

4.3.9 Korollar. Sei (K, O) ein bewerteter Korper. Seing € N so, dass (K, O) fiir alle
n < ng! n-henselsch ist .

Dann lisst sich O eindeutig auf jede endliche Erweiterung L/K mit [L : K| < ng fort-
setzen.

Beweis: ~ Wir nehmen an es gibt eine endliche Korpererweiterung L/K mit
[L: K] < ng, auf die sich O nicht eindeutig fortsetzen lisst. Wir kénnen ohne Ein-
schrankung annehmen, dass L/K separabel ist (siche [EnPr|, Korollar 3.2.10). Weiter
konnen wir annehmen, dass L = K (z) fiir ein x € L ist.
Sei N der Zerfiallungskorper von Irr (x/K). Dann ist N/ K eine Galoiserweiterung. Weiter
gilt

N/K deg (Irr (z/K))!
[L: K]!

n()!.

ININ TN

Da K (xz) C N ist, ldsst sich O nicht eindeutig auf N fortsetzen. Dies widerspricht aber
Lemma 4.3.8. g

Da wir fiir t-henselsche Korper, deren Topologie nicht von einem Absolutbetrag definiert
wird, fiir jedes n € N eine n-henselsche Bewertung finden, die die Topologie definiert,
kénnen wir in diesem Fall die eindeutige Fortsetztbarkeit auf jede endliche Erweiterung
folgern. Es gilt:

4.3.10 Korollar. Sei (K, T) t-henselsch und es gebe keinen Absolutbetrag, der T defi-
niert. Dann ldsst sich T auf jede endliche Korpererweiterung eindeutig fortsetzen.

Beweis: Nach Satz 4.3.3 gibt es zu jedem n € N einen Bewertungsring O, der 7
definiert und fiir alle m < n! m-henselsch ist. Nach Korollar 4.3.9 lasst sich O,, auf jede
endliche Erweiterung vom Grad < n eindeutig fortsetzen. Nach Satz 2.3.15 ldsst sich
damit 7 auf jede endliche Erweiterung eindeutig fortsetzen. O

Wird eine Topologie von einer Rang-1-Bewertung definiert, so gibt es genau dann eine
n-henselsche Bewertung, die die Topologie definiert, wenn die Rang-1-Bewertung, die die
Topologie definiert n-henselsch ist.

4.3.11 Satz. Sei (K, T) ein V-topologischer Kirper. Sei O eine Rang-1-Bewertung, die
T definiert.

Dann gibt es genau dann zu jedem n € N eine n-henselsche Bewertung, die T definiert,
wenn O henselsch ist.

Beweis: ,<=*“: Ist O henselsch, so ist O auch n-henselsch fiir jedes n € N und somit ist
die Aussage klar.

»,= Zu jedem n € N sei O, ein n-henselscher Bewertungsring, der 7 definiert. Nach
Lemma 1.3.6 gilt fiir jedes n € N, dass O, C O ist. Nach Bemerkung 4.3.2 (¢) ist O
damit fiir jedes n € N n-henselsch und somit nach Bemerkung 4.3.2 (b) henselsch. O
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5 Vergleich der Begriffe ,,topologisch
henselsch® und ,,t-henselsch*

Wir wollen nun die Definition von Berrondo und die Definition von Prestel und Ziegler
vergleichen.

Im ersten Abschnitt werden wir zeigen, dass jeder topologisch henselsche Korper t-hen-
selsch ist.

Anschlielend werden wir zeigen, dass fiir von Absolutbetrigen definierte Topologien
auch die Umkehrung gilt.

Im letzten Abschnitt werden wir dann einen Korper konstruieren, der t-henselsch aber
nicht topologisch henselsch ist.

5.1 Topologisch henselsche Korper als Teilklasse der
t-henselschen Korper

5.1.1 Satz. Jeder topologisch henselsche Korper ist t-henselsch.

Beweis: Sei (K, T) ein topologisch henselscher Korper.

Erfiillt (K, 7) Definition 3.3.1 (b), also 7 = 7, fiir eine henselsche Bewertung v auf K,
so ist (K, T) offensichtlich auch t-henselsch.

Erfillt (K, 7) Definition 3.3.1 (a), so ist K entweder algebraisch abgeschlossen oder
reell abgeschlossen. In beiden Fillen ist Satz 4.2.5 (a) (4i) erfiillt.

Fiir K algebraisch abgeschlossen ist dies klar.

Ist K reell abgeschlossen, so ist fiir ungerade n € N Satz 4.2.5 (a) (éi) nach Satz 3.2.7
erfiillt.

Ist n gerade, so wenden wir den verallgemeinerten Zwischenwertsatz an.
Nach [DePr], Satz 1.2.12, gilt:
Sei K ein reell abgeschlossener Korper und sei < die eindeutige Ordnung auf K.

Sei f € K[X] und seien a,b € K mit a < b und f(a) < 0 < f(b), dann gibt es ein
ce K mita<c<bund f(c)=0.

Wir zeigen nun, dass fiir
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5 Vergleich der Begriffe ,topologisch henselsch® und ,t-henselsch*

zu jedem
F=X"+ X" 4 an o X"+ +ag € K[X]

mit ag,...,a,—2 € U Elemente a, b € K mit a < b und f (a) <0 < f(b) existieren und
f somit eine Nullstelle in K hat.
Da

f@) — o0 (z—00)

fir alle f € K[X] mit geradem Grad, bekommen wir zu jedem solchen f ein b € K mit
b>0und f(b) > 0.

Andererseits ist

1 11 1 1
F\=3) = gt 2gm syt ao

1 1 1 1 1
< 27_271—1_'_271.”. 2n—2+2n—3+“'+1

Also hat f eine Nullstelle und damit ist Satz 4.2.5 (a) (i7) erfiillt.
Dies ist aber dquivalent dazu, dass (K, 7") t-henselsch ist. O

5.2 Von Absolutbetrdgen definierte Topologien

Wir wollen nun zeigen, dass fiir eine von einem Absolutbetrag definierte Topologie 7
gilt: (K, T) ist genau dann t-henselsch, wenn (K, 7) topologisch henselsch ist.

Hierfiir brauchen wir noch einige Lemmata.

Im Folgenden bezeichnen (IA( , ’f’), (IA( , ]/\|) und (IA( , i?) die Vervollstdndigungen von
(K7 T)v (K7 ’|) und (K7 U)‘

5.2.1 Definition. Sei L/K eine Korpererweiterung.
(a) K heiBt relativ separabel abgeschlossen in L, falls fiir alle x € L aus x separabel
iiber K schon x € K folgt. Dabei heifit x separabel iber K, falls x algebraisch iiber

K ist und das Minimalpolynom von x nur einfache Nullstellen im algebraischen
Abschluss von K hat.

74



5.2 Von Absolutbetrédgen definierte Topologien

(b) K heiBt relativ algebraisch abgeschlossen in L, falls fiir alle z € L aus x algebraisch
iiber K schon x € K folgt.

Das folgende Lemma wird in [PrZi] als Korollar 7.7 bewiesen.

5.2.2 Lemma. Sei (K, T) ein t-henselscher Korper, sei (IA(, ’ZA'> die Vervollstindigung
von (K, T) .

Dann st K relativ separabel abgeschlossen in K.

Korollar 5.2.3 folgt aus der Definition von , separabel abgeschlossen* und Lemma 3.3.2.

5.2.3 Korollar. Sei L/K eine Kérpererweiterung. Sei char(K) = char(L) = 0.

Ist K in L relativ separabel abgeschlossen, so ist K in L schon relativ algebraisch abge-
schlossen.

Lemma 5.2.4 folgt sofort aus [Bo], Kapitel V, Proposition 2.

5.2.4 Lemma. Sei L/K eine Kiorpererweiterung. Sei L algebraisch abgeschlossen. Sei
K in L relativ algebraisch abgeschlossen.

Dann ist K algebraisch abgeschlossen.

Folgendes Lemma wird in [DePr| als Lemma 1.3.20 bewiesen:

5.2.5 Lemma. Sei L/K eine Korpererweiterung. Sei L reell abgeschlossen. Sei K in L
relativ algebraisch abgeschlossen.

Dann ist K reell abgeschlossen.

Das folgende Lemma wird in [DePr| als Korollar 4.1.5 bewiesen.

5.2.6 Lemma. Sei L/K eine Kirpererweiterung. Sei K relativ separabel abgeschlossen
in L. Seien O ein Bewertungsring auf K und O’ eine Erweiterung von O auf L.

Ist (L, O') henselsch, so ist (K, O) ebenfalls henselsch.

5.2.7 Satz. Sei (K, T) ein V-topologischer Korper, wobei T durch einen Absolutbetrag
definiert werde.

Dann ist (K, T) genau dann t-henselsch, wenn (K,T) topologisch henselsch ist.

Beweis: ,,=*: Folgt sofort aus Satz 5.1.1.
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5 Vergleich der Begriffe ,topologisch henselsch® und ,t-henselsch*
»<=": Wir unterscheiden zwei Fille.

1. Fall: | .| ist archimedisch. Nach Lemma 5.2.2 ist K in IA(ArelatiV separabel abgeschlossen.
Da char (K') = 0 ist, ist nach Korollar 5.2.3 K in K relativ algebraisch abgeschlos-
sen.

Nach Satz 3.1.3 ist K isomorph zu R oder C. Mit Lemma 5.2.5 folgt im ersten
Fall, dass K reell abgeschlossen ist und mit Lemma 5.2.4 folgt im zweiten Fall,
dass K algebraisch abgeschlossen ist. Dass im ersten Fall 7 = 7. ist, folgt daraus,
dass | .|, auf R gerade die von der Ordnung definierte Topologie induziert und die
Einbettung, da K nur eine Ordnung besitzt, nach Lemma 3.2.5 ordnungserhaltend
ist.

Insgesamt folgt, dass (K, 7') topologisch henselsch ist.

2. Fall: | .| ist nichtarchimedisch. Dann gibt es nach Bemerkung 1.3.5 eine Rang-1-Bewer-
tung v, die ebenfalls 7 definiert. (IA( , 6) ist henselsch. Nach Lemma 5.2.2 ist K in

K relativ separabel abgeschlossen und damit ist (K, v) nach Lemma 5.2.6 ebenfalls
henselsch.

Also ist (K, 7) topologisch henselsch.
(]

Wir kénnen nun also die Erkenntnisse, die wir fiir topologisch henselsche Korper ge-
wonnen haben, auf t-henselsche Kérper mit von Absolutbetrigen definierten Topologien
iibertragen. Es gilt:

5.2.8 Korollar. Sei (K, T) ein t-henselscher Kérper.

Gibt es einen Absolutbetrag, der T definiert, so lisst sich T eindeutig auf jede alge-
braische Korpererweiterung von K fortsetzen.

Beweis: Die Aussage folgt sofort aus Satz 5.2.7 und Lemma 3.3.3. O

Zusammen mit dem, was wir im letzten Kapitel fiir t-henselsche Korper mit nicht von
Absolutbetrégen definierten Topologien gezeigt haben, erhalten wir:

5.2.9 Korollar. Sei (K, T) ein t-henselscher Kérper. Sei L/K eine endliche Kdrper-
erwesterung.

Dann ldsst sich T eindeutig auf L fortsetzen.

Beweis: Die Aussage folgt aus Korollar 5.2.8 und Korollar 4.3.10. O
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5.3 t-henselsche Koérper, die nicht topologisch henselsch sind

5.3 t-henselsche Korper, die nicht topologisch henselsch sind

Wir wollen nun zeigen, dass die Umkehrung von Satz 5.1.1 im Allgemeinen nicht gilt.
Dazu zunéchst einige Vorbereitungen.

5.3.1 Definition. Seien K und L Korper und sei oo ein formales Symbol. Wir erweitern
die Addition und die Multiplikation folgendermafien von L auf L U {oo}:

Wir setzen fiir a € L und b € L\ {0}:

o0o+a = a+o0 = 0
x-b = b0 =
0000 = 00

Nicht definiert bleiben oo + 0o, co -0 und 0 - co.

Eine Abbildung
¢: K — LU{oo}

heifit Stelle von K, wenn fiir alle x, y € K die folgenden Bedingungen gelten, falls die
rechten Seiten definiert sind:

(1) pr+y)=¢@)+ ¢y
(i) ¢(z-y)=p(x) ¢ (y)

(iid) o (1) = 1.
5.3.2 Satz. Sei K ein Korper.

(a) Ist L ein Korper und ist ¢ : K — LU {oo} eine Stelle von K, so ist

O:=¢ (L)
ein Bewertungsring auf K mit mazimalem Ideal
M= ({0})
und Restklassenkdrper
O/M=p(0).

(b) Ist O ein Bewertungsring mit mazimalem Ideal M, so induziert die Restklassenab-
bildung
:0—-»0/M
eine Stelle

0: K — O/MU {0}

von K, indem wir fir alle x € K definieren

¢ () ::{ fo(x): i;g :
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Beweis:

(a) e O ist ein Ring:
Esist p(1)=1€ L,also 1€ ¢ (L) = 0.
Seien z, y € O. Dann sind ¢ () € L und ¢ (y) € L.
Da ¢ eine Stelle ist, ist

plat+y)=¢p@) +e(y) el

und somit

r+y€e t(L)=0.
Ebenso folgt

royep H(L)=0
aus

p(@-y)=w(@) ¢y e L.
Also ist O ein Ring.
e O:= ! (L) ist ein Bewertungsring:

Sei z € K.

Ist = ¢ O, so ist nach Definition z ¢ ¢! (L), also ¢ (z) = co.
Angenommen, es ist ¢ (33*1) # 0. Dann ist oo - ¢ (33*1) definiert und somit

oo = oo~<p(x_1)
= o) (@™

ap(x-$_1)

o (1)

= 1

Dies ist ein Widerspruch.
Also ist ¢ (z7!) =0 € L und somit z € ¢! (L) = O.
e M ist ein Ideal von O:

Die Abbildung
Ylo: O — L

ist ein Ringhomomorphismus mit

ker (plo) = ¢lo" ({0})
= ¢ ({0}
= M.

Also ist M ein Ideal von O.
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5.3 t-henselsche Koérper, die nicht topologisch henselsch sind

M ist ein maximales Ideal von O:

Esist p(1) =1#0, also 1 ¢ o1 ({0}).

Sei I ein Ideal von O mit M C 1.

Sei x € I \ M. Nach Definition von M und O ist ¢ (z) € L\ {0}.
Da 0 € M ist, ist © # 0. Somit ist ¢ (z) - ¢ (z71) definiert.

Es ist

o(z) @ (z7")

o
= 6 6
—~~
N
8
—
~

Aus der Eindeutigkeit des Inversen folgt ¢ (z7!) = ¢ (z)"t € L. Also ist
r7' € Ound somit 1 =271 -2 € I.
Also ist I = O und somit ist M maximal.
O/M = (0):
Es ist ¢ (O) = ¢|o (0).
vlo: 0 — ¢lo(0)

ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern M. Also ist nach dem
Homomorphiesatz O/M = ¢ (O).

(b) Wir zeigen zunéchst, dass die Bedingungen (i) und (¢7) aus Definition 5.3.1 fiir alle
x, y € K erfiillt sind.

1. Fall:
2. Fall:

3. Fall:

Es gilt «, y € O. Dieser Fall ist nach Definition klar.

Es sind z, y € K\ O. In Bedingung (7) ist die rechte Seite nicht definiert und
damit nichts zu zeigen.

Da O Bewertungsring ist, sind 27!, y=1 € O und damit z -y ¢ O. Also gilt

pley) = oo

I
’
g

e (x)-»(y).

Damit ist Bedingung (i) erfiillt.

Essindz € Oundye K\ O.Esgilt x +y ¢ O, da aus z € O folgt —z € O
und nach Voraussetzung y ¢ O ist.

Es ist also

plz+y) =
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5 Vergleich der Begriffe ,topologisch henselsch® und ,t-henselsch*

Also ist Bedingung (1) erfiillt.
Ist ¢ (z) = 0, so ist die rechte Seite aus Bedingung (i7) nicht definiert und

somit nichts zu zeigen. Ist ¢ (x) # 0, so ist nach Definition ¢ M und damit
r71 € O. Also folgt in diesem Fall aus y ¢ O schon z -y ¢ O, also
px-y) = oo
= @) 00
= @) e ).
Damit ist auch in diesem Fall Bedingung (i¢) erfiillt.

4. Fall: Essind z € K\ O und y € O. Dieser Fall folgt analog zum vorherigen Fall.
Damit sind die Bedingungen (i) und (i7) aus Definition 5.3.1 fir alle z, y € K
erfiillt, falls sie definiert sind.

Esist 1 € O und ¢ (1) = ¢ (1) = 1. Also ist auch Bedingung (i) erfiillt.

Insgesamt folgt, dass ¢ eine Stelle von K ist. O
Wir konstruieren uns einen t-henselschen Korper, der nicht topologisch henselsch ist,
als inversen Limes mn-henselscher Korper, die nicht henselsch sind. Die Existenz dieser

Korper zeigen wir in Lemma 5.3.4. Bevor wir zum Lemma kommen, werden wir zunéchst
an das Eisenstein-Kriterium erinnern, das wir im Beweis des Lemmas verwenden werden.

5.3.3 Satz (Eisenstein-Kriterium). Sei A ein faktorieller Ring. Sei K := Quot (A). Sei
p € A prim und sei
f=a, X"+ Fag € A[X]

mit a, # 0.

Gibt es ein Primelement p € A mit
e p teilt nicht a,
o pteilta; fir0<i<n-—1

o p? teilt nicht ay,

dann ist f irreduzibel tiber K.

5.3.4 Lemma. Sei K (X) /K eine transzendente Korpererweiterung. Sei O der Bewer-
tungsring auf K (X) mit K C O und X € M, wobei M das mazimale Ideal von O ist.
Sei (H, O") die Henselisierung von (K (X), O). Sein € N.

Dann existiert ein Zwischenkérper K (X) C L C H so, dass fiir jedes Polynom
f=T"+an T '+ - +ape LT

mit m = deg (f) < n jede Nullstelle von f in H bereits in L liegt.

80



5.3 t-henselsche Koérper, die nicht topologisch henselsch sind

Beweis: Wir konstruieren den Kérper L als minimale Erweiterung von K (X) in H, die
unter Erweiterungen vom Grad < n abgeschlossen ist.

Wir definieren L als Vereinigung einer Kette von Kérpern wie folgt:
Setze Lo := K (X).
Ist fiir ¢ € N der Korper L; 1 bereits definiert, so definiere

L, =1L; 1 ({x ceH ’ Irr (.T/Li_l) < n}) .

Definiere

L::ULZ».

1€N

Nach Konstruktion ist L ein Zwischenkorper von H/K (X).
Sei m < n. Sei

f=T"+anT" "+ -4+ao€ LIT]".
Sei y € H eine Nullstelle von f. Sei ¢ € N mit ap—1,...,a0 € L;. Fiir dieses ¢ ist
deg (Irr (y/L;)) < deg(f) = m. Also gilt nach Konstruktion y € L;+1 und damit y € L.
Wir zeigen nun, dass es ein y € H \ L gibt. Wihle dazu eine Primzahl p > n.
Sei

g=TP +(X+1)TP '+ (X +D)XTP 2+ - + (X +1)XT+ (X +1) X € K [X][T]

Nach Definition von O ist X € M und damit ap,—1 = (X +1) € O* und fiir 0 <i < p—2
a; = (X +1)X € M. Da H die Henselisierung von K (X) ist, existiert eine Nullstelle
y € H von g.

g ist irreduzibel tiber K (X) nach Satz 5.3.3, denn (X + 1) € K [X] ist Primelement von
K [X], fiir das gilt: (X 4 1) teilt a; fiir 0 < < p—1 und (X 4 1) teilt nicht ag.

Es ist also p = deg (Irr (y/K (X))) = [K (X) (y) : K (X)].
Angenommen, y € L. Seii € Nmit y € L; und y ¢ L; ;.
Sei Fi—l = Li—l (y) Es ist

[Fi—1: Li—1] = deg (Irr (y/Li-1))

Da L; aus L;_; durch Erweiterungen vom Grad < n entstanden ist, ist deg (Irr (y/L;—1))
Produkt natiirlicher Zahlen < n.

Seien aq,...,a € L;_1 die Koeflizienten des Minimalpolynoms von y iiber K; ;. Defi-
niere F;_o:=L; o (a1,...,a,y). Esist

Irr (y/Li—1) = Irr (y/Li—2 (a1, . .., ax))
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und damit

[Fi—2: Li—o]
[Fi,Q : Li,Q (al, ey ak)] [Ll',g (al, ey ak) : Lifg]
= deg(Irr (y/Li-1)) [Li—2 (a1, ...,ax) : Li—a].

Es ist auch L;_1 aus L; s durch Erweiterungen vom Grad < n entstanden und somit
ist auch [L;—9 (a1,...,ax) : Li—o] Produkt natiirlicher Zahlen < n. Es folgt also, dass
[Fi—2 : L;—o] ebenfalls Produkt natiirlicher Zahlen < n ist.

Wir definieren nun F;_3 indem wir y, ag,...,a, und die Koeffizienten der Minimalpo-
lynome von ai,...,a, zu L;_3 adjungieren. So machen wir weiter bis wir Fy definiert
haben.

Es ist dann [Fy : Lg] = [Fp : K (X)] ein Produkt natiirlicher Zahlen < n. Da p > n und
prim ist, folgt, dass p den Koérpergrad [Fp : Lo| nicht teilt.

Andererseits ist y € Fjy und somit
[Fo: K(X)] = [Fo: K(X)()][K(X)(y): K(X)]
= [Fo: K(X) )] p

Dies ist ein Widerspruch.

5.3.5 Konstruktion. Sei K_; :=R.
Ist K,,_1 fiir ein m € N bereits definiert, so definieren wir K,, wie folgt:

Sei O der Bewertungsring auf K,,—1 (X;,) mit K,,—1 € O und X,,, € M.
Sei (Km_1 (Xm)h , (’)h> die Henselisierung von (K,,—1 (X.,), O).

Sei K, ein Korper mit
K1 (Xm) € Km G K1 (Xm)",

wie in Lemma 5.3.4.

Fiir jedes m € N bezeichnen wir die Fortsetzung O" N K,,, von O auf K,, mit O,, und
das maximale Ideal von O,,, mit M,,.

Die Erweiterung

(K1 (Xm), 0) € (Kot (X)), O")
ist unmittelbar (siche zum Beispiel [EnPr], Satz 5.2.5), also ist, da
(Kmfl (Xm)a O) g (Kma Om)
g (Km—l (Xm)h7 Oh) )
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5.3 t-henselsche Koérper, die nicht topologisch henselsch sind

auch
(Kmfl (Xm)a O) - (Km» Om)

unmittelbar und damit insbesondere

O/ M= O,/ M.

Es ist O so gewihlt, dass O/ M = K,,_; ist. Damit folgt insgesamt O,,/ M, = K;,—1.
Sei pm @ Op, = O/ My, der Restklassenhomomorphismus.
Sei oo ein formales Symbol wie in Definition 5.3.1.

Wir definieren fiir ¢ > j > 1 die Abbildung
wi,j K, U {OO} — Kj U {OO}

wie folgt:
Fiir ¢ = 5 sei

Vi i = 1dE, U0}
Fiir j =4 — 1 sei 1);, ;-1 definiert durch

Vi i1 () := { pi(z), ©€0;

fiir jedes x € K; U {oo}.
Fir0<j5 <i—1 sei
i =Py 100 1.

Sei

I :=lim (K, U {o0}) := {(mm)m e [ (Kmu{oc}) | Wi (2;) = z; fiir alle j < z}

meN

der inverse Limes.

Sei K :=1\ {(c0)}.

Wir definieren die Addition auf K wie folgt:

Seien (z;), (yi) € K. Wihle n € N so, dass z,, # oo und y,, # oo ist.
Fiir ¢ > n definiere z; := z; + y;, fiir i < n definiere z; := ¥y, i (Tn + Yn)-
Offensichtlich ist (z;) € K. Definiere (z;) 4 (v;) := (2i).

Dass (z;) unabhéngig von der Wahl von n ist, folgt sofort aus
Yij(a+b) =i j(a) + i (b)

fiir alle 7 < 7 < 1 und der Definition von K.
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5 Vergleich der Begriffe ,topologisch henselsch® und ,t-henselsch*

Analog definieren wir die Multiplikation.

Zu jedem m € N definieren wir die Projektion
sm: K — K, U{oo}
Fiir jedes m € N ist s, eine Stelle. Also ist nach Satz 5.3.2

Or, = s, (Kn)

m m

ein Bewertungsring auf K.

Wir definieren
T := T@i«

Damit ist (K, 7) ein V-topologischer Korper.

Um zu zeigen, dass der gerade konstruierte Korper tatséichlich ein Beispiel fiir einen
t-henselschen Korper ist, der nicht topologisch henselsch ist, werden wir zunéchst einige
Eigenschaften des Korpers zeigen.

5.3.6 Lemma. Sei (K, T) der V-topologischer Kiorper aus Konstruktion 5.3.5 und fiir
m € N seien O}, die Bewertungsringe aus der Konstruktion.

Zu jedem m € N sei M%, das mazimale Ideal von OF, und K der Restklassenkérper.
Sei (z;) € K.
Dann gelten:

(a) Zu jedem z € K, exisiert einy € K mit sy, (y) = .

(b) Esist (x;) € OF, genau dann, wenn Tpmi1 € Om1 ist.

(¢) Ist xp, € O, so ist xy, € Oy, fiir alle n > m.

(d) FEsist (x;) € M}, genau dann, wenn Tmi1 € My ist.

(e) Ist xp, =0, so ist x, =0 fiir alle n < m.

Insbesondere ist x,, = 0 fir alle n < m, falls (z;) € M}, ist.

(f) Ist xy = 00, S0 ist xy, = 0o fiir alle n < m.

Insbesondere ist x,, = oo fir alle n < m, falls (z;) ¢ O, ist.

(9) Esist OF J M = Opp1 /My = Ky,
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(4)
(k)

FEs sind

und

FEs st

und

ist eine Basis von T .

Es ist Tox =T fiir alle m € N.

5.3

Fiir jedes n € N ist (K, O}) n-henselsch.

Beweis:

t-henselsche Korper, die nicht topologisch henselsch sind

(a) Definiere yy, := ¥, n (z) € K, fir n < m. Fir n > m sei y,—1 € K,_1 bereits

(b)

definiert. Da 1); ; surjektiv ist, gibt es ein y, € K, mit ¢ n—1 (Yn) = Yn—1.

Es ist dann (yn),cn =: ¥ € K und 8, (y) = ym = 2.

Es ist

(z;) € OF, == s,,! (K1)

Induktion iiber n:

T F# OO

to ¢

Fiir n = m gilt die Behauptung nach Voraussetzung.

Tm = Sm ((2;)) € K,

wm,m—l-l (mm-&-l) # 00
Tm+1 € Om+1'

Ist z,, € Oy, so ist insbesondere 41,y (Tnt1) = T # 00. Nach Definition von
Yn41,n folgt daraus, dass x,4+1 € Oy ist.

Es ist

(zi) € My, =

Induktion tiber n.

sih(10)) € Uit (Tmi1) = T = 8 ((23)) = 0

& Tyl € Mg

Fiir n = m gilt die Behauptung nach Voraussetzung.

Ist £pq1 =0, 80 ist Ty, = Yyt n (Tnt1) = Ynt1,n (0) = 0.

Ist (z;) € M;,, soist nach (d) Ty 41 € Myp41 und damit z,, = Y1, m (Tme1) = 0.
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(f)
(9)

(4)

86

Ist 2p41 = 00, 50 ist p = Ypt1,n (Tnt1) = Ynp1,n (00) = 0.

Nach Satz 5.3.2 gilt

sm (O},) =05 /My, =1 K

Zu zeigen ist also
Om+1/Mpmt1 = sm (Oy,) -

Aus der Definition von ¢, 11, sieht man sofort, dass gilt

Oms1/Mms1 = Vmt1,m (Oms1)
{r € K | 2 = mt1,m (y) fiireiny € Oppp1}

Sei x € Ky, und sei y € Oppqp1 mit Yrp1,m (y) = x. Nach (a) gibt es ein a € K

mit Sy41(a) =y. Aus a € K folgt sp, (@) = Vi1, m (Sm41 (@) = Vmt1,m (y) = .
Da spmt1(a) = y € Opqq ist, gilt nach (b), dass a € O}, ist und damit, dass
x € sy, (OF,) ist. Also ist Opt1/Mpms1 C sm (OF).

Andererseits gibt es zu jedem x € s, (O})) ein a € OF, mit s, (a) = x. Nach
Definition von K ist ¢m+1,m (Sm+1 (a)) =  und nach (b) ist s;41(a) € Opt1.
Also ist, nach Definition von 114, © € Opmi1/Mpmii. Es gilt also auch
Sm (O;kn) c Om+1/Mm+1-

Da nach Wahl von (K41, Omy1) klar ist, dass Opq1/ M1 = Ky, ist, folgt

insgesamt die Behauptung.
Es gilt

@) eos, < i €0nn

% Tp € Oy fir allen >m+1

FUN (x;) € O; fir alle n > m

und damit O}, C O; fiir alle n > m.
Nach Lemma 2.3.1 gilt damit auch M7, DO M fiir alle n > m.

Sei (z;) € ey M- Angenommen, ., 7 0 fiir ein m € N.

Dann folgt aus (e), dass z,, # 0 fiir alle n > m. Ebenfalls mit (e) folgt (z;) ¢ M,
fiir alle n > m und damit (x;) ¢ [, ey M- Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von

().
Also ist

() M, = {0}

neN

Folgt sofort aus (h).



5.3 t-henselsche Koérper, die nicht topologisch henselsch sind

(k) Sei
F=Tr+T70 D 4 o224 4 4O e KT
mit a2 ... o) e M.
Zu jedem ¢ € N seien agan) =5 (a(”_Q)) yenn ,ago) =5 (a(o)) € K; und

fz' —Tn + Tnfl 4 agn*Z)Tnf2 Lt az@)

Wir finden eine Nullstelle y € K von f wie folgt:
Nach (e) gilt a" = = ago) = 0 und damit f; = T"+7T""! fiir alle i < n. Setze

y; = —1 fiir 4 §Z n. Dann ist y; eine einfache Nullstelle von f; und fiir 0 <57 <i<mn
ist 15,5 (yi) = yj.

Sei ¢ > n. Wir nehmen an, dass wir y;_1 € K;_1 bereits so definiert haben, dass
y;—1 eine einfache Nullstelle von f;_1 ist und ¢;—1 j (y; — 1) =y; fir 0 < j <i—1

1st.
Nach (d) gilt agﬁj), e ,agl € M, 41, also insbesondere ag:f), e ,a,(loll € On41
und damit nach (c¢): agn_Q), e ,ago) € O; fiir alle i > n + 1.

Wir bezeichnen mit @ das Bild von a € O; unter der Restklassenabbildung. Nach
Definition von t; ;—1 gilt fiir alle a € O;: ¢; ;—1 () = @ und damit gilt fur alle
(xj) € K: T = xj—1. Es ist somit

fi = T"4+17" " 4" 124 00

= T+ T b i (a,(nﬁ)) T 24 49 (ago))

— 7" + Tn—l + aZ(EIQ)Tn—2 et az('(i)l

= fi1
fi—1 hat eine einfache Nullstelle y;—; € K;_;. Also hat nach Satz 4.2.3 (ii) f;
eine einfache Nullstelle y; in der Henselisierung von Kj;, fiir die gilt ; = ;1.
Da K,_1(X)CK; C K;_1 (X)h und K;_4 (X)h die Henselisierung von K;_1 (X)
ist, ist K1 (X )h offensichtlich auch die Henselisierung von K;. Wir haben K;
aber gerade so gewihlt, dass jede Nullstelle eines Polynoms vom Grad < 4, die in
K; 4 (X)h liegt, schon in K; liegt. Aus ¥; = yi—1, Yi—1,; (yi—1) = y; fir 0 < j <i—1
und der Definition von v ; folgt sofort, dass 1; j (v;) = y; fiir alle 0 < j < i ist.

Sei y = (y;). Dann ist y eine Nullstelle von f und es ist y € K. O

5.3.7 Satz. Sei (K, T) der V-topologische Kirper aus Konstruktion 5.5.5.

Dann gelten:

(a) (K, T) ist t-henselsch.

(b) (K, T) ist nicht topologisch henselsch.
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Beweis:

(a) Nach Lemma 5.3.6 (j) und (k) gibt es zu jedem n € N eine n-henselsche Bewertung,
die 7 definiert. Also ist (K, 7)) nach Satz 4.3.3 t-henselsch.

(b) T wird von einer Bewertung definiert, also ist (K, 7) genau dann topologisch
henselsch, wenn es eine henselsche Bewertung auf K gibt, die 7 definiert.

Angenommen, O ist ein henselscher Bewertungsring auf K, der 7 definiert, und
M ist das maximale Ideal von O. Da

{M;, | n e N}
eine Basis von 7 ist, existiert ein n € N mit M}, C M und somit O C O},
(K, O) ist auch henselsch.

Wir zeigen, dass (K,+1, Op+1) dann auch henselsch sein muss, was der Konstruk-
tion widerspricht.

Sei
X™+ X" f @y o X™ 2+ +ag € Kpy [X]
mit apm—1,-..,00 € Mpt1.
Da sp41 surjektiv ist, gibt es by,—1,...,bp € K mit s,,41 (b;) = a; fiir 0 <i <m—1.

Nach Lemma 5.3.6 (d) gilt by,—1,...,b0 € M.
Da (K, O}) henselsch ist, existiert ein x € O}, mit
2™+ 2™ 4 by 0™ 2 4 4 by = 0,
Nach Lemma 5.3.6 (b) ist sp41 () € Op41 und es ist
0 = sp41(0)
= g1 (@7 + 2™ b % - + bg)
= Spy1 ()" 4 snq1 (x)m_l + 5p41 (bn—2) $nt1 (x)m_Q + -+ sny1 (bo)

= Spt1 ()" + Syt (:I:)m_1 + Am—28n11 (:L')m_2 + - 4 ag.

Also ist sp+1 (z) Nullstelle von
X" X" pa, o X™ 2 4 tag € Ky [X]

und somit ist (K41, Opt1) henselsch. Dies ist ein Widerspruch zur Definition von

(Kn+1) On+1)' -
Aus Satz 2.3.15 folgt, dass ein V-topologischer Korper (K, 7) genau dann topologisch
henselsch ist, wenn sich 7 eindeutig auf den algebraischen Abschluss von K fortsetzen
l&sst.

Fiir den Kérper (K, 7) aus Konstruktion 5.3.5 kénnen wir also folgern, dass es eine
algebraische Korpererweiterung von K gibt, auf die sich 7 nicht eindeutig fortsetzen
lasst. Um diese verschiedenen Fortsetzungen von 7 zu finden, miissen wir unabhéngige
Fortsetzungen von O;, fiir ein n € N finden.
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Notationen

Im Folgenden seien M eine Menge, K ein Korper, x € M, B eine Filterbasis auf M
beziehungsweise K, 7 eine Topologie auf M beziehungsweise K, |.| ein Absolutbetrag
auf K, v: K - I'U{oo} eine Bewertung auf K, O ein Bewertungsring auf K, < eine
Anordnung auf K, L/K eine Kérpererweiterung und y € L.

Wir verwenden folgende Notationen:

P(M):={U|UC M)

Uy ={UePM)|3VeET (zeV)A(V CU)}

.7:'7 = Z/{O

Fp:={UeP(M)|3VeB VCU}
Ts:={UCK|VeecU3VeB z+VCU}
B :={{reK||z|<e}|e€Rmite >0}

F= 78,

1. :=1p

Boi={{z € K | o(x) > 7} |y €T}
Fy = Fp,

T, = Tn,

Bo :={z0 |z e K\{0}}

Fo = FBy

To =15,
Be:={{reK|-a<z<a}|ae K mita>0}
F< = Fp.

1. =T

card (M)

Irr (y/K)

- lo

Falg

char(K)

)

R R
=3

—

Potenzmenge von M

Menge der Umgebungen von x
beziiglich 7

Menge der Nullumgebungen
beziiglich 7

von B erzeugter Filter

von B erzeugte Korpertopologie
von | .| erzeugte Filterbasis

von | .| erzeugter Filter

von | .| erzeugte Korpertopologie
von v erzeugte Filterbasis

von v erzeugter Filter

von v erzeugte Korpertopologie
von O erzeugte Filterbasis

von O erzeugter Filter

von O erzeugte Korpertopologie
von < erzeugte Filterbasis

von < erzeugter Filter

von < erzeugte Korpertopologie
Kardinalitdt von M
Minimalpolynom von y iiber K
Absolutbetrag auf C definiert durch
la + bi]p := Va? + b2 fiir a, be R
algebraischer Abschluss von K
Charakteristik von K

Vervollstandigung von (K, 7)
Vervollstandigung von (K, v)
Vervollstandigung von (K, |.|)
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