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Einleitung

Nichttriviale Absolutbeträge und Bewertungen definieren Topologien mit gewissen Ei-
genschaften, die so genannten V-Topologien.

In dieser Arbeit werden wir uns mit Fortsetzungen von V-Topologien auf algebraische
Körpererweiterungen beschäftigen. Dabei interessiert uns insbesondere, unter welchen
Voraussetzungen sich eine V-Topologie eindeutig auf eine Körpererweiterung fortsetzen
lässt.

Im ersten Kapitel wollen wir zunächst einige Definitionen und Sätze formulieren, die wir
im Folgenden verwenden werden, sowie einige Notationen einführen.

Wir werden im ersten Abschnitt zunächst definieren, was wir unter einer V-Topologie
verstehen. Dabei werden wir V-Topologien über bestimmte Eigenschaften definieren. Für
den Beweis, dass die so definierten Topologien gerade die von nichttrivialen Absolutbe-
trägen und Bewertungen definierten Topologien sind, verweisen wir auf [EnPr].

Der zweite Abschnitt zum Thema Filter dient vor allem dazu, einige Definitionen und
Sätze zu formulieren, auf die wir später verweisen werden. Außerdem werden wir einige
Notationen einführen.

Im letzten Abschnitt des Kapitels werden wir uns mit der Frage beschäftigen, wann
zwei Bewertungen oder Absolutbeträge die gleiche Topologie definieren. Hierzu werden
wir einige nützliche Äquivalenzen angeben. Außerdem werden wir zeigen, dass es keine
Topologie gibt, die sowohl von einem archimedischen Absolutbetrag als auch von einer
Bewertung definiert wird.

Im zweiten Kapitel werden wir uns mit Fortsetzungen von V-Topologien beschäftigen.

Dazu definieren wir im ersten Abschnitt zunächst, wann eine Topologie Fortsetzung einer
V-Topologie ist. Außerdem zeigen wir unter anderem, dass Fortsetzungen von Bewer-
tungen und Absolutbeträgen auf algebraische Körpererweiterungen immer auch Fortset-
zungen der von ihnen definierten Topologien definieren. Hieraus werden wir im zweiten
Abschnitt folgern, dass sich jede V-Topologie auf jede algebraische Körpererweiterung
fortsetzen lässt.

Im dritten Abschnitt untersuchen wir, welche Bedingungen wir an die Bewertungen be-
ziehungsweise Absolutbeträge stellen müssen, damit sich die erzeugte Topologie eindeutig
auf eine algebraische Körpererweiterung fortsetzen lässt. Für von Bewertungen definier-
te Topologien ist es ausreichend, die Existenz einer eindeutig fortsetzbaren Bewertung,
die die Topologie definiert, zu fordern. Wird die Topologie von einem archimedischen
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Einleitung

Absolutbetrag definiert, werden wir zunächst die eindeutige Fortsetzbarkeit aller Abso-
lutbeträge fordern, die die Topologie definieren. Allerdings werden wir uns diesen Fall
im dritten Kapitel noch genauer ansehen.

Für Bewertungen gilt, dass die eindeutige Fortsetzbarkeit auf alle algebraischen Körper-
erweiterungen äquivalent ist zur eindeutigen Fortsetzbarkeit auf alle separablen Körper-
erweiterungen sowie zur eindeutigen Fortsetzbarkeit auf alle endlichen Körpererweite-
rungen. Im letzten Abschnitt des zweiten Kapitels werden wir uns überlegen, in wie weit
wir für V-Topologien ähnliche Ergebnisse bekommen.

In den letzten drei Kapiteln werden wir uns mit Verallgemeinerungen des aus der Bewer-
tungstheorie bekannnten Begriffs ”henselsch“ auf V-topologische Körper beschäftigen.

Zunächst werden wir uns im dritten Kapitel den 1975 von F. Berrondo in [Be] ein-
geführten Begriff ”topologisch henselsch“ ansehen. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass die
topologisch henselschen Körper gerade die sind, für die sich die Topologie auf jede alge-
braische Körpererweiterung eindeutig fortsetzen lässt. Für von Bewertungen definierte
Topologien folgt dies sofort aus dem im zweiten Kapitel Gezeigten. Um die Äquivalenz
auch für von archimedischen Absolutbeträgen definierte Topologien zeigen zu können,
ist noch etwas Vorarbeit nötig.

Hierzu werden wir uns im ersten Abschnitt mit Einbettungen in die komplexen Zah-
len C und die so definierten Absolutbeträge beschäftigen. Es wird sich herausstellen,
dass es zu jeder von einem Absolutbetrag definierten Topologie genau einen durch ei-
ne Einbettung nach C definierten Absolutbetrag gibt, der die Topologie definiert. Diese
Absolutbeträge werden wir etwas genauer untersuchen. Insbesondere werden wir zeigen,
dass eine von einem Absolutbetrag definierte Topologie sich genau dann eindeutig auf
eine algebraische Körpererweiterung fortsetzen lässt, wenn der durch eine Einbettung
definierte Absolutbetrag, der die Topologie definiert, sich eindeutig fortsetzen lässt.

Im zweiten Abschnitt werden wir uns mit Anordnungen beschäftigen. Wir werden durch
archimedische Anordnungen definierte Topologien untersuchen, bei denen es sich um
einen Spezialfall der durch archimedische Absolutbeträge definierten Topologien handelt.
Außerdem werden wir den Begriff ”reell abgeschlossen“ definieren und einige Äquiva-
lenzen formulieren, da reell abgeschlossene Körper bei der Definition der topologisch
henselschen Körper eine Rolle spielen werden.

Im letzten Abschnitt definieren wir den Begriff ”topologisch henselsch“. Wir zeigen,
dass die topologisch henselschen Körper gerade die V-topologischen Körper sind, deren
Topologien sich eindeutig auf jede algebraische Körpererweiterung fortsetzen lassen.

Anschließend werden wir uns im vierten Kapitel mit dem 1978 von A. Prestel und
M. Ziegler in [PrZi] definierten Begriff ”t-henselsch“ beschäftigen. Der Vorteil dieser
Definition liegt darin, dass es sich um eine lokale Eigenschaft handelt. Dies bedeutet,
dass jede Eigenschaft, die sich durch lokale Sätze ausdrücken lässt, genau dann in allen
t-henselschen Körpern gilt, wenn es einen t-henselschen Körper gibt, in dem sie gilt.

Im ersten Abschnitt werden wir zunächst definieren, was ein lokaler Satz ist. Hierzu
werden wir einige Begriffe aus der mathematischen Logik einführen. Außerdem werden
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wir den Begriff ”ω-vollständig“ definieren. Wir werden zeigen, dass es zu jedem Körper
mit Filter einen lokal äquivalenten Körper mit Filter gibt, der ω-vollständigen ist. Dieser
Satz und einige weitere Sätze, die wir am Ende des Abschnitts zeigen, werden wir im
nächsten Abschnitt brauchen.

Im zweiten Abschnitt werden wir zunächst den Begriff ”t-henselsch“ definieren und an-
schließend einige Äquivalenzen zu diesem Begriff zeigen.

Im letzten Abschnitt werden wir definieren, wann eine Bewertung n-henselsch heißt.
Für t-henselsche Körper, deren Topologien nicht von Absolutbeträgen definiert werden,
zeigen wir, dass es zu jeder natürlichen Zahl n eine n-henselsche Bewertung gibt, die die
Topologie definiert. Hieraus können wir folgern, dass sich die Topologien eindeutig auf
jede endliche Körpererweiterung fortsetzen lassen.

Im fünften Kapitel werden wir die Definition von Berrondo mit der Definition von Prestel
und Ziegler vergleichen.

Zunächst werden wir zeigen, dass jeder topologisch henselsche Körper auch t-henselsch
ist.

Im zweiten Abschnitt werden wir sehen, dass ein Körper mit einer von einem Absolutbe-
trag definierten Topologie genau dann t-henselsch ist, wenn er topologisch henselsch ist.
Mit dem im dritten und vierten Kapitel Gezeigten können wir aus dieser Äquivalenz fol-
gern, dass sich bei allen t-henselschen Körpern die Topologie eindeutig auf jede endliche
Körpererweiterung fortsetzen lässt.

Anschließend konstruieren wir einen t-henselschen Körper, der nicht topologisch hen-
selsch ist, und zeigen somit, dass es sich bei den topologisch henselschen Körpern um
eine echte Teilklasse der t-henselschen Körper handelt.
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1 Vorbereitungen

In diesem Kapitel wollen wir zunächst Definitionen für einige in dieser Arbeit wichtige
Begriffe angeben und einige Notationen einführen. Wir werden außerdem einige zumeist
wohlbekannte Begriffe und Sätze formulieren, um später darauf verweisen zu können.
Abschließend beweisen wir noch ein einfaches Lemma.

1.1 V-Topologien

Wir werden zunächst definieren, was wir unter einer V-Topologie verstehen.

1.1.1 Definition und Satz. Sei K ein Körper. Sei B ⊆ P (K) eine Teilmenge der
Potenzmenge von K, die die folgenden Bedingungen erfüllt:

(V 1)
⋂
B :=

⋂
U∈B U = {0} und {0} /∈ B

(V 2) ∀U, V ∈ B ∃W ∈ B W ⊆ U ∩ V

(V 3) ∀U ∈ B ∃V ∈ B V − V ⊆ U

(V 4) ∀U ∈ B ∀x, y ∈ K ∃V ∈ B (x+ V ) (y + V ) ⊆ xy + U

(V 5) ∀U ∈ B ∀x ∈ K× ∃V ∈ B (x+ V )−1 ⊆ x−1 + U

(V 6) ∀U ∈ B ∃V ∈ B ∀x, y ∈ K xy ∈ V ⇒ x ∈ U ∨ y ∈ U

Dann gilt

(a)
TB := {U ⊆ K | ∀x ∈ U ∃V ∈ B x+ V ⊆ U}

ist eine Topologie auf K.

Eine solche Topologie nennen wir V-Topologie.

(K, TB) heißt V-topologischer Körper.

Wir sagen, TB ist die von B induzierte Topologie.

(b) TB ist eine nichttriviale Hausdorfftopologie.

(c) TB ist eine Körpertopologie.
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1 Vorbereitungen

Wir definieren V-Topologien über Forderungen, die wir an den Filter der Nullumgebun-
gen stellen. Aus den Forderungen (V 1) und (V 2) folgt, dass es sich um nichttriviale
Hausdorfftopologien handelt. Nimmt man Forderung (V 3) bis (V 5) hinzu, so bekommt
man die Stetigkeit der Körperoperationen + und · sowie des Invertierens und damit
die Eigenschaften einer Körpertopologie. Die Forderung (V 6) sagt aus, dass wenn ein
Produkt zweier Körperelemente nahe bei Null liegt, bereits einer der Faktoren nahe bei
Null liegt. Dies ist die Besonderheit der V-Topologien.

Der Begriff V-Topologie leitet sich vom englischen Wort ”valuation“ für Bewertung her.
Es lässt sich zeigen, dass die V-Topologien gerade die durch Bewertungen und Abso-
lutbeträge definierten Topologien sind. Diese Tatsache erweist sich im Folgenden als
überaus nützlich, da wir aus vielen für Bewertungen und Absolutbeträge bekannten
Sätzen sehr einfach entsprechende Sätze für V-Topologien bekommen. Die eigentliche
Definition werden wir nur an wenigen Stellen verwenden.

Den Beweis des folgenden Satzes findet man zum Beispiel bei [EnPr] in Anhang B
(Satz B.1).

1.1.2 Satz. Sei K ein Körper und sei T eine Topologie auf K.

(K, T ) ist genau dann ein V-topologischer Körper, wenn T durch einen nichttrivialen
Absolutbetrag oder eine nichttriviale Bewertung auf K definiert wird.

1.2 Filter

Die Menge B aus Definition 1.1.1 ist eine Basis des Nullumgebungsfilters von TB.

Körpertopologien sind bereits durch die Menge der Nullumgebungen eindeutig bestimmt,
wir können also zeigen, dass zwei Körpertopologien gleich sind, indem wir zeigen, dass die
Nullumgebungsfilter gleich sind. Auch einige Definitionen beziehen sich auf die Nullum-
gebungsfilter. Wir definieren zum Beispiel in Definition 4.2.1 den Begriff ”t-henselsch“
zunächst für Körper mit Filter und definieren dann, dass ein topologischer Körper t-hen-
selsch ist, falls der Körper mit dem Nullumgebungsfilter t-henselsch ist. Dieses Vorgehen
erweist sich besonders dann als sinnvoll, wenn Beweise mit den Methoden der mathe-
matischen Logik geführt werden.

Wir definieren Filter allgemein wie folgt:

1.2.1 Definition. Sei M 6= ∅ eine Menge, sei F ⊆ P (M) eine Teilmenge der Potenz-
menge von M .

F heißt Filter auf M , falls die folgenden Bedingungen gelten:

(F 1) ∅ /∈ F und F 6= ∅

(F 2) ∀U, V ∈ P (M) U, V ∈ F ⇒ U ∩ V ∈ F

(F 3) ∀U, V ∈ P (M) (U ∈ F ∧ U ⊆ V )⇒ V ∈ F

2



1.2 Filter

Wir zeigen nun, dass für jedes Element einer Menge die Umgebungen bezüglich einer
Topologie einen Filter bilden. Damit ist insbesondere die Menge der Nullumgebungen
ein Filter.

1.2.2 Lemma und Notation. Sei M eine nichtleere Menge und sei T eine Topologie
auf M .

Dann ist zu jedem x ∈M die Menge der Umgebungen von x

Ux := {U ⊆M | ∃V ∈ T (x ∈ V ) ∧ (V ⊆ U)}

ein Filter auf M .

Den Filter der Nullumgebungen U0 bezeichnen wir auch mit FT .

Beweis: Sei x ∈M . Wir zeigen, dass Ux die Bedingungen (F 1) bis (F 3) erfüllt.

(F 1) Für jedes U ∈ Ux gilt x ∈ U und damit U 6= ∅.
Es ist M ∈ Ux und damit Ux 6= ∅.

(F 2) Sind U, V ∈ Ux, dann gibt es U0, V0 ∈ T mit x ∈ U0, x ∈ V0, U0 ⊆ U und V0 ⊆ V .

Es ist U0 ∩ V0 ∈ T mit U0 ∩ V0 ⊆ U ∩ V und x ∈ U0 ∩ V0.

Also ist U ∩ V ∈ Ux.

(F 3) Seien U ∈ Ux und V ⊇ U . Es gibt ein W ∈ T mit W ⊆ U und x ∈ W . Da U ⊆ V
ist, gilt auch W ⊆ V und damit V ∈ Ux. �

Um einen Filter eindeutig zu bestimmen, reicht es bereits aus, eine Filterbasis anzugeben.
Eine Filterbasis ist eine Menge, die die Eigenschaft (F 1) und eine abgeschwächte Form
der Eigenschaft (F 2) erfüllt. Zu jeder solchen Menge gibt es einen eindeutig bestimmten
minimalen Filter, der diese Menge enthält.

1.2.3 Definition und Satz. Sei M 6= ∅ eine Menge.

Sei B ⊆ P (M) mit

(FB 1) ∅ /∈ B und B 6= ∅

(FB 2) ∀U, V ∈ B ∃W ∈ B W ⊆ U ∩ V

Dann ist
FB := {U ⊆M | ∃V ∈ B V ⊆ U}

ein Filter.

Wir sagen, B ist eine Filterbasis.

FB heißt der von B erzeugte Filter.
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1 Vorbereitungen

1.2.4 Definition und Lemma. Sei B eine Filterbasis auf K. Dann wird durch

TB := {U ⊆ K | ∀x ∈ U ∃V ∈ B x+ V ⊆ U}

eine Körpertopologie auf K definiert.

Wir bezeichnen B als Nullumgebungsbasis von TB.

1.2.5 Bemerkung. Jede Menge B ⊆ P (K), die (V 1) bis (V 6) aus Definition 1.1.1
erfüllt, ist eine Filterbasis.

Wir werden nun für Absolutbeträge, Bewertungen, Bewertungsringe und Anordnungen
je eine Nullumgebungsbasis der definierten Topologie angeben.

Wie in der Bewertungstheorie üblich, werden wir an einigen Stellen mit Bewertungsrin-
gen anstelle von Bewertungen argumentieren. Hierfür ist es wichtig zu wissen, dass die
von einer Bewertung erzeugte Topologie gleich der vom zugehörigen Bewertungsring er-
zeugten Topologie ist. Daher werden wir in Satz 1.2.8 zeigen, dass dies mit der Definition
aus 1.2.6 gilt.

Durch archimedische Anordnungen definierte Topologien werden wir im Kapitel über
topologisch henselsche Körper genauer untersuchen. Da jeder archimedisch angeordne-
te Körper in R eingebettet werden kann, wird durch jede archimedische Anordnung
ein archimedischer Absolutbetrag definiert. Wir werden im vierten Kapitel sehen, dass
die durch die Anordnung definierte Topologie und die durch den definierten Absolutbe-
trag definierte Topologie gleich sind. Es handelt sich also bei den durch archimedische
Anordnungen definierten Topologien um einen Spezialfall der durch archimedische Ab-
solutbeträge definierten Topologien.

1.2.6 Definition und Lemma. Sei K ein Körper.

(a) Sei | . | ein nichttrivialer Absolutbetrag auf K. Dann ist

B| . | := {{x ∈ K | |x| < ε} | ε ∈ R mit ε > 0}

eine Filterbasis auf K. Den erzeugten Filter bezeichnen wir mit F| . |, die erzeugte
Körpertopologie mit T| . |.

(b) Sei v : K � Γ ∪ {∞} eine Bewertung auf K mit Wertegruppe Γ. Dann ist

Bv := {{x ∈ K | v (x) > γ} | γ ∈ Γ}

eine Filterbasis auf K. Den erzeugten Filter bezeichnen wir mit Fv, die erzeugte
Körpertopologie mit Tv.

(c) Sei O ein Bewertungsring auf K. Dann ist

BO := {xO | x ∈ K \ {0}}

eine Filterbasis auf K. Den erzeugten Filter bezeichnen wir mit FO, die erzeugte
Körpertopologie mit TO.
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1.2 Filter

(d) Sei < eine Ordnung auf K. Dann ist

B< := {{x ∈ K | −a < x < a} | 0 < a ∈ K}

eine Filterbasis auf K. Den erzeugten Filter bezeichnen wir mit F<, die erzeugte
Körpertopologie mit T<.

Im Beweis von Satz 1.2.8 ist die folgende allgemeine Aussage zu Bewertungen zu berück-
sichtigen:

1.2.7 Lemma. Sei v : K � Γ ∪ {∞} eine Bewertung auf einem Körper K.

Existiert ein γ ∈ Γ mit v (x) ≤ γ für alle x ∈ K \ {0}, so ist v die triviale Bewertung.

Beweis: Ist v (x) ≤ γ für alle x ∈ K \ {0}, so ist insbesondere für x0 mit v (x0) = γ

v (x0) = γ ≥ v
(
x2

0

)
= 2v (x0)

und damit γ = v (x0) ≤ 0.

Also ist v (x) ≤ 0 für alle x ∈ K \ {0}. Da damit auch −v (x) = v
(

1
x

)
≤ 0 ist, folgt

v (x) = 0 für alle x ∈ K \ {0}. �

1.2.8 Satz. Sei v : K � Γ ∪ {∞} eine nichttriviale Bewertung auf einem Körper K
und sei O der zugehörige Bewertungsring.

Dann ist FO = Fv und damit insbesondere TO = Tv.

Beweis: Um zu zeigen, dass zwei Filter gleich sind, genügt es zu zeigen, dass jedes
Element einer Basis des einen Filters eine Teilmenge und eine Obermenge besitzt, die
im anderen Filter liegen.

In unserem Fall heißt das:

Zu jedem γ ∈ Γ existieren x0, y0 ∈ K mit

y0O ⊆ {x ∈ K | v (x) > γ} ⊆ x0O.

Sei γ ∈ Γ, dann existiert ein x0 ∈ K mit v (x0) = γ.

Ist a ∈ K mit v (a) > γ = v (x0), so gilt

v

(
a

x0

)
= v (a)− v (x0) > 0,

also a
x0
∈ O und damit a ∈ x0O.

Somit ist
{x ∈ K | v (x) > γ} ⊆ x0O.

Da v nichttrivial ist, gibt es nach Lemma 1.2.7 ein y0 ∈ K \ {0} mit v (y0) > γ.
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1 Vorbereitungen

Für a ∈ y0O gilt a = y0 · b für ein b ∈ O, das heißt für ein b mit v (b) ≥ 0.

Also ist
v (a) = v (y0 · b) = v (y0) + v (b) ≥ v (y0) > γ

und damit a ∈ {x ∈ K | v (x) > γ}.
Insgesamt erhalten wir also

y0O ⊆ {x ∈ K | v (x) > γ} ⊆ x0O

und damit FO = Fv. �

1.3 Abhängige Absolutbeträge und Bewertungsringe

Unterschiedliche Bewertungsringe und unterschiedliche Absolutbeträge können die glei-
che Topologie definieren. Hierzu gibt es einige nützliche Äquivalenzen, die wir hier an-
geben, um später darauf verweisen zu können.

1.3.1 Definition. Seien O1 und O2 Bewertungsringe auf einem Körper K.

O1 und O2 heißen abhängig, falls es einen Ring O ( K gibt mit O1 ⊆ O und O2 ⊆ O.

Der folgende Satz wird zum Beispiel in [EnPr] als Satz 2.3.4 bewiesen.

1.3.2 Satz. Zwei Bewertungsringe sind genau dann abhängig, wenn sie die gleiche To-
pologie definieren.

1.3.3 Definition. Sei K ein Körper. Zwei Absolutbeträge auf K heißen abhängig oder
äquivalent, wenn sie die gleiche Topologie definieren.

Den Beweis des folgenden Satzes findet man zum Beispiel in [Wa] (Satz 18.4).

1.3.4 Satz. Zwei Absolutbeträge | . |1 und | . |2 sind genau dann äquivalent, wenn es ein
α > 0 mit | . |α1 = | . |2 gibt.

Es stellt sich nun die Frage, ob auch Absolutbeträge und Bewertungen die gleiche To-
pologie definieren können.

Bei Absolutbeträgen unterscheiden wir zwischen archimedischen Absolutbeträgen und
nichtarchimedischen Absolutbeträgen. Archimedische Absolutbeträge sind dadurch ge-
kennzeichnet, dass die Menge der natürlichen Zahlen nicht beschränkt ist.

Bei Bewertungen unterscheiden wir zwischen Bewertungen mit unterschiedlichem Rang.
Dabei gibt der Rang die Anzahl der echten konvexen Untergruppen der Wertegruppe
an.

Die nichtarchimedischen Absolutbeträge entsprechen genau den Rang-1-Bewertungen.
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1.3 Abhängige Absolutbeträge und Bewertungsringe

1.3.5 Bemerkung. Ist | . | ein nichtarchimedischer Absolutbetrag auf einem Körper K,
so wird durch

v (x) :=
{
− ln (|x|) , x ∈ K \ {0}
∞, x = 0,

eine Rang-1-Bewertung v auf K definiert, die die gleiche Topologie wie | . | definiert.

Durch

|x| :=
{
e−v(x), x ∈ K \ {0}
0, x = 0

bekommen wir analog zu jeder Rang-1-Bewertung v einen nichtarchimedischen Absolut-
betrag | . |, der die gleiche Topologie definiert.

Gibt es zu einer V-Topologie eine Rang-1-Bewertung, die die Topologie definiert, so
reicht es oft aus, diese Bewertung zu betrachten. Den Grund hierfür liefert folgendes
Lemma:

1.3.6 Lemma. Sei O ein nichttrivialer Bewertungsring auf einem Körper K.

Dann hat O Rang-1 genau dann, wenn O ein maximaler echter Unterring von K ist.

Den Beweis zu diesem Lemma findet man in [EnPr] als Korollar 2.3.2.

Aus diesem Lemma bekommen wir sofort das folgende Korollar.

1.3.7 Korollar. Seien O1 und O2 zwei abhängige Bewertungsringe.

Hat O1 Rang-1, so gilt O2 ⊆ O1.

Es gibt Bewertungen mit verschiedenem Rang, die die gleiche Topologie definieren. Im
folgenden Lemma werden wir zeigen, dass dies nicht für Bewertungen und archimedische
Absolutbeträge gilt. Der Grund hierfür ist, dass bezüglich Bewertungen die natürlichen
Zahlen beschränkt sind, archimedische Absolutbeträge aber gerade die Absolutbeträge
sind, bezüglich derer die natürlichen Zahlen unbeschränkt sind, und sich diese Eigen-
schaft auch in der Topologie wiederfindet.

Im Folgenden wird es sich häufig als sinnvoll erweisen, Topologien, die von einem ar-
chimedischen Absolutbetrag definiert werden, und Topologien, die von Bewertungen
definiert werden, getrennt zu betrachten. An einigen Stellen betrachten wir auch To-
pologien, die von einer Rang-1-Bewertung definiert werden, und Topologien, die nur von
höherrangigen Bewertungen definiert werden, getrennt.

Der Begriff archimedisch lässt sich durch verschiedene, äquivalente Eigenschaften defi-
nieren. Wir legen hier die folgende Definition zugrunde.

1.3.8 Definition. Seien K ein Körper, | . | ein Absolutbetrag auf K.

| . | heißt archimedisch, wenn die Menge

{|n · 1| | n ∈ N}

unbeschränkt ist.
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1 Vorbereitungen

1.3.9 Bemerkung. Existiert auf einem Körper K ein archimedischer Absolutbetrag,
so ist offensichtlich char (K) = 0.

1.3.10 Lemma. Sei K ein Körper und sei T eine Topologie auf K.

Gibt es einen archimedischen Absolutbetrag, der T definiert, so gibt es keine Bewertung,
die ebenfalls T definiert.

Insbesondere wird T genau dann von einem archimedischen Absolutbetrag definiert, wenn
char (K) = 0 und

1
n
−→ 0 (n→∞)

in (K, T ).

Beweis: Sei | . | ein archimedischer Absolutbetrag mit T| . | = T . Zu jeder Nullumgebung
U , dann gibt es ein ε > 0 mit

{x ∈ K | |x| < ε} ⊆ U.

Da {|n| | n ∈ N} unbeschränkt ist, ist char (K) = 0 und es existiert ein n0 ∈ N mit
|n0| > 1

ε und somit | 1m | < ε für alle m ≥ n0.

Es ist also 1
m ∈ U für alle m ≥ n0.

Daraus folgt
1
n
−→ 0 (n→∞) .

Angenommen, v ist eine Bewertung, die ebenfalls T erzeugt. Für jedes n ∈ N gilt

v (n) ≥ 0,

also

v

(
1
n

)
= −v (n) ≤ 0.

Für alle γ > 0 und alle n ∈ N gilt somit

1
n
/∈ {x ∈ K | v (x) > γ} ∈ Fv.

Also gilt
1
n

9 0 (n→∞) .

�

In [EnPr], Proposition 2.3.5, finden wir eine Unterteilung der Äquivalenzklassen von
Bewertungsringen in zwei disjunkte Klassen. Mit Hilfe dieses Lemmas können wir die
V-Topologien in drei Klassen einteilen.
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1.3 Abhängige Absolutbeträge und Bewertungsringe

1.3.11 Lemma. Sei O ein Bewertungsring auf einem Körper K. Sei [O] die Äquiva-
lenzklasse der von O abhängigen Bewertungsringe auf K.

Dann gilt genau einer der zwei folgenden Fälle:

(a) [O] besitzt ein maximales Element O1.

Für dieses maximale Element gilt dann: O1 ist ein maximaler nichttrivialer Ober-
ring von O, O1 hat Rang-1 und sein maximales Ideal ist der Schnitt über die
maximalen Ideale aller Elemente von [O].

(b) O besitzt keinen maximalen nichttrivialen Oberring.

In diesem Fall bilden sowohl die maximalen Ideale der Elemente von [O] als auch
die Menge der von (0) verschiedenen Primideale von O eine Nullumgebungsbasis
von TO.

1.3.12 Korollar. Sei (K, T ) ein V-topologischer Körper.

Dann gilt genau einer der folgenden drei Fälle:

(a) Es gibt einen archimedischen Absolutbetrag, der T definiert.

(b) Es gibt einen maximalen Bewertungsring, der T definiert.

Dieser Bewertungsring hat Rang-1 und sein maximales Ideal ist der Schnitt über
die maximalen Ideale aller Bewertungsringe, die T definieren.

(c) Es gibt keinen Absolutbetrag, der T definiert.

In diesem Fall bilden die maximalen Ideale der Bewertungsringe, die T definieren,
eine Nullumgebungsbasis von T .

Ist O ein Bewertungsring, der T definiert, so bilden die von Null verschiedenen
Primideale von O eine Nullumgebungsbasis von T .

Beweis: Das Korollar folgt sofort aus Satz 1.3.2, Lemma 1.3.10 und Lemma 1.3.11 unter
Berücksichtigung von Bemerkung 1.3.5. �
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

In diesem Kapitel werden wir definieren, was wir unter der Fortsetzung einer V-To-
pologie verstehen. Wir werden zeigen, dass sich jede V-Topologie auf jede algebraische
Körpererweiterung fortsetzen lässt. Außerdem werden wir untersuchen, wann diese Fort-
setzung eindeutig ist.

2.1 Definition und erste Sätze

2.1.1 Definition. Sei L/K eine Körpererweiterung, sei T eine V-Topologie auf K und
sei T ′ eine Topologie auf L.

T ′ heißt Fortsetzung von T auf L, falls T ′ ebenfalls eine V-Topologie ist und T die
Spurtopologie von T ′ auf K ist.

Wir zeigen nun, dass Fortsetzungen von Absolutbeträgen und Bewertungen auf alge-
braische Körpererweiterungen auch Fortsetzungen der erzeugten Topologien definieren.
Hierbei ist der Fall des Absolutbetrages einfach und lässt sich für allgemeine Körper-
erweiterungen beweisen. Bei von Bewertungen erzeugten Topologien gilt der Satz nur
für algebraische Körpererweiterungen. Den Grund hierfür liefert Lemma 2.1.3, das nur
für algebraische Körpererweiterungen gilt. Für nicht algebraische Körpererweiterungen
kann die Spurtopologie einer durch eine Bewertung definierten Topologie die triviale
Topologie sein, auch wenn die Einschränkung der Bewertung nichttrivial ist.

Im Folgenden seien alle Absolutbeträge und Bewertungen nichttrivial.

2.1.2 Satz. Sei L/K eine Körpererweiterung. Sei | . | ein Absolutbetrag auf K und | . |′
eine Fortsetzung von | . | auf L.

Dann ist T| . |′ eine Fortsetzung von T| . | auf L.

Beweis: Für alle x ∈ K gilt |x| = |x|′, also ist für alle ε > 0

{x ∈ K | |x| < ε} =
{
x ∈ L | |x|′ < ε

}
∩K.

Da
B| . |′ =

{{
x ∈ L | |x|′ < ε

}
| ε > 0

}
,

eine Basis von T| . |′ ist, ist{{
x ∈ L | |x|′ < ε

}
∩K | ε > 0

}
= {{x ∈ K| |x| < ε} | ε > 0} = B| . |

eine Basis der Spurtopologie. Also ist T| . | die Spurtopologie von T| . |′ . �
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

2.1.3 Lemma. Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung. Seien v : K � Γ ∪ {∞}
eine Bewertung auf K und w : L � ∆ ∪ {∞} eine Fortsetzung von v auf L.

Dann liegt Γ konfinal in ∆, das heißt zu jedem δ ∈ ∆ existiert ein γ ∈ Γ mit δ ≤ γ.

Beweis:

Sei δ ∈ ∆ und sei y ∈ L mit w (y) = δ. Sei

Irr (y/K) = a0 + a1X + · · ·+ anX
n ∈ K [X]

das Minimalpolynom von y über K.

Wäre für alle 0 ≤ i < j ≤ n mit ai, aj 6= 0 auch w
(
aiy

i
)
6= w

(
ajy

j
)
, so wäre

∞ = w (0)
= w (a0 + a1y + · · ·+ any

n)
= min

0≤i≤n
{v (ai) + iδ}

< ∞,

was zu einem Widerspruch führt.

Also existieren 0 ≤ i < j ≤ n mit ai, aj 6= 0 und w
(
aiy

i
)

= w
(
ajy

j
)
.

Es gilt
w
(
aiy

i
)

= w
(
ajy

j
)

⇔ v (ai) + iδ = v (aj) + jδ

⇔ v (ai)− v (aj) = jδ − iδ

⇔ v

(
ai

aj

)
= (j − i) δ

Da i < j ist, folgt Γ 3 v
(
ai
aj

)
= (j − i) δ ≥ δ.

Es existiert also ein γ ∈ Γ mit γ ≥ δ. �

2.1.4 Satz. Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung. Seien v : K � Γ∪{∞} eine
Bewertung auf K und w : L � ∆ ∪ {∞} eine Fortsetzung von v auf L.

Dann ist Tw eine Fortsetzung von Tv auf L.

Beweis: Da
Bw = {{x ∈ L | w (x) > δ} | δ ∈ ∆}

eine Basis von Tw ist, ist

B′ := {{x ∈ L | w (x) > δ} ∩K | δ ∈ ∆}
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2.1 Definition und erste Sätze

eine Basis der Spurtopologie von Tw.

Für x ∈ K gilt v (x) = w (x) und somit ist für γ ∈ Γ

{x ∈ K | v (x) > γ} = {x ∈ L | w (x) > γ} ∩K ∈ B′.

Also ist Bv ⊆ B′.
Andererseits existiert nach Lemma 2.1.3 zu jedem δ ∈ ∆ ein γ ∈ Γ mit γ ≥ δ und damit

Bv 3 {x ∈ K | v (x) > γ} ⊆ {x ∈ L | w (x) > δ} ∩K.

Also erzeugen
B′ = {{x ∈ L | w (x) > δ} ∩K | δ ∈ ∆}

und
Bv = {{x ∈ K | v (x) > γ} | γ ∈ Γ}

die gleiche Topologie, das heißt die Spurtopologie von Tw ist Tv. �

Im Folgenden werden wir einige Male V-Topologien, die von Bewertungen erzeugt wer-
den, und V-Topologien, die von archimedischen Absolutbeträgen definiert werden, ge-
trennt betrachten. Hierfür ist es wichtig zu wissen, dass eine V-Topologie, die eine von
einem archimedischen Absolutbetrag definierte Topologie fortsetzt, ebenfalls von einem
archimedischen Absolutbetrag definiert wird und ebenso eine Fortsetzung einer von ei-
ner Bewertung definierten Topologie von einer Bewertung definiert wird. Dies zeigen
wir im folgenden Lemma. Hierbei ist wieder zu beachten, dass die nichtarchimedischen
Absolutbeträge gerade den Rang-1-Bewertungen entsprechen und somit nicht getrennt
betrachtet werden müssen.

2.1.5 Satz. Sei K ein Körper mit char (K) = 0. Sei L/K eine algebraische Körper-
erweiterung. Sei T eine Topologie auf K und sei T ′ eine Fortsetzung von T auf L.

T wird genau dann von einem archimedischen Absolutbetrag definiert, wenn T ′ von
einem archimedischen Absolutbetrag definiert wird.

Beweis: ”⇐“: Sei | . | ein archimedischer Absolutbetrag auf L, der T ′ erzeugt. Dann ist
| . ||K ein archimedischer Absolutbetrag aufK. Nach Satz 2.1.2 ist die von | . ||K definierte
Topologie T .

”⇒“: Wird T von einem archimedischen Absolutbetrag definiert, so gilt in (K, T ) nach
Lemma 1.3.10

1
n
−→ 0 (n→∞) .

Da T die Spurtopologie von T ′ in K ist, ist für jede Nullumgebung U ∈ T ′ in (L, T ′),
U ∩K ∈ T eine Nullumgebung in (K, T ). Es gibt also ein n ∈ N mit 1

m ∈ U ∩K für
alle m ≥ n, also insbesondere 1

m ∈ U für alle m ≥ n.
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

Somit gilt
1
n
−→ 0 (n→∞)

in (L, T ′). Wiederum mit Lemma 1.3.10 folgt, dass T ′ von einem archimedischen Abso-
lutbetrag erzeugt wird. �

2.2 Existenz von Fortsetzungen

Wir zeigen nun, dass sich jede V-Topologie auf jede algebraische Körpererweiterung
fortsetzen lässt.

Nach Satz 1.1.2 wird jede V-Topologie entweder von einem Absolutbetrag oder von einer
Bewertung definiert. Im vorherigen Abschnitt haben wir gezeigt, dass eine Fortsetzung
einer Bewertung oder eines Absolutbetrages auf eine algebraische Körpererweiterung
auch eine Fortsetzung der Topologie definiert.

Nun werden wir zeigen, dass sich sowohl Bewertungen, als auch Absolutbeträge auf
algebraische Körpererweiterungen fortsetzen lassen. Aus dem bereits Gezeigten folgt
dann die Fortsetzbarkeit der V-Topologien.

Die Fortsetzbarkeit von Bewertungen auf beliebige Körpererweiterung folgt aus dem Satz
von Chevalley.

2.2.1 Satz. Sei L/K eine Körpererweiterung. Sei O ⊆ K ein Bewertungsring auf K.

Dann existiert eine Fortsetzung von O auf L.

Der Beweis ist zum Beispiel bei [EnPr] (Satz 3.1.2) zu finden.

Für Absolutbeträge bekommen wir einen ähnlichen Satz, wobei wir allerdings voraus-
setzen, dass die Körpererweiterung algebraisch ist. Um dies zu beweisen, brauchen wir
ein Lemma für endliche Körpererweiterungen.

2.2.2 Lemma. Sei L/K eine endliche Körpererweiterung und sei | . | ein Absolutbetrag
auf K.

Dann existiert eine Fortsetzung von | . | auf L.

Dieses Lemma wird bei [Wa] als Satz 26.6 bewiesen.

2.2.3 Satz. Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung und sei | . | ein Absolutbetrag
auf K.

Dann existiert eine Fortsetzung von | . | auf L.

Beweis: Wir zeigen den Satz mit Hilfe des Zornschen Lemmas.

Sei

Z := {(F, | . |F ) | F Zwischenkörper von L/K, | . |F Fortsetzung von | . | auf F} .
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2.3 Eindeutigkeit der Fortsetzungen

Es ist (K, | . |) ∈ Z und damit Z 6= ∅.
Wir definieren eine partielle Ordnung auf Z durch

(F1, | . |1) ≤ (F2, | . |2) :⇔ F1 ⊆ F2 und | . |1 = | . |2|F1 .

Sei ((Fi, | . |i))i∈I eine Kette in Z. Definiere F ′ :=
⋃
i∈I Fi und | . |′ durch |x|′ := |x|i für

x ∈ Fi.
Dann ist

(
F ′, | . |′

)
∈ Z eine obere Schranke von ((Fi, | . |i))i∈I .

Nach dem Zornschen Lemma hat Z damit ein maximales Element (F ∗, | . |∗).
Angenommen, es gilt F ∗ 6= L.

Sei x ∈ L\F ∗. Dann ist F ∗ (x) /F ∗ eine endliche Körpererweiterung. Nach Lemma 2.2.2
lässt sich | . |∗ auf F ∗ (x) zu | . |∗1 fortsetzen.

Es ist (F ∗ (x) , | . |∗1) ∈ Z mit (F ∗, | . |∗) < (F ∗ (x) , | . |∗1). Dies ist ein Widerspruch zur
Maximalität von (F ∗, | . |∗).
Also ist F ∗ = L und somit | . |∗ eine Fortsetzung von | . | auf L. �

Für V-Topologien bekommen wir damit folgenden Satz:

2.2.4 Satz. Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung und sei T eine V-Topologie
auf K.

Dann lässt sich T auf L fortsetzen.

Beweis: Nach Satz 1.1.2 wird jede V-Topologie entweder von einem Absolutbetrag oder
von einer Bewertung definiert. Nach Satz 2.2.1 und Satz 2.2.3 lassen sich Absolutbeträge
und Bewertungen auf algebraische Körpererweiterungen fortsetzen. Diese Fortsetzungen
definieren nach Satz 2.1.4 und Satz 2.1.2 Fortsetzungen der Topologie. �

2.3 Eindeutigkeit der Fortsetzungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschäftigen, wann sich eine V-Topo-
logie eindeutig auf eine algebraische Körpererweiterung fortsetzen lässt.

Dabei erweist es sich als sinnvoll, Topologien, die von Bewertungen definiert werden,
und Topologien, die von archimedischen Absolutbeträgen definiert werden, getrennt zu
betrachten.

2.3.1 Von Bewertungen definierte Topologien

Ziel dieses Unterabschnittes ist es, zu zeigen, dass sich eine durch einen Bewertungsring
definierte Topologie genau dann eindeutig auf eine algebraische Körpererweiterung fort-
setzen lässt, wenn es eine Bewertung gibt, die die Topologie definiert und sich eindeutig
auf die Körpererweiterung fortsetzen lässt.
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

Um dies zu beweisen, verwenden wir Lokalisierungen von Bewertungsringen nach ihren
Primidealen.

Lokalisierungen von einem Bewertungsring sind Oberringe des Ringes und damit wieder
Bewertungsringe. Dabei bekommen wir als Lokalisierung nach dem Nullideal gerade
den ganzen Körper und somit die triviale Bewertung, daher werden wir im Folgenden
stets von Null verschiedene Primideale betrachten. Durch Lokalisierungen nach von Null
verschiedenen Primidealen bekommen wir offensichtlich Bewertungsringe, die die gleiche
Topologie wie der Ausgangsring definieren.

Zunächst werden wir zeigen, dass die Oberringe eines Bewertungsringes genau die Loka-
lisierungen nach seinen Primidealen sind.

2.3.1 Lemma. Seien O und O′ Bewertungsringe auf einem Körper K und seien M
und M′ ihre maximalen Ideale.

Falls O ⊆ O′ ist, so gelten

(a) M′ ⊆M

(b) O′ = OM′ :=

{
x ∈ K

∣∣∣∣∣x =
a

b
für a, b ∈ O, b /∈M′

}

Beweis:

(a) Sei x ∈M′. Dann ist 1
x /∈ O

′, also, da O ⊆ O′, auch 1
x /∈ O und damit x ∈M.

(b) ”⊆“: Sei x ∈ O′.

1. Fall: Ist x ∈ O, dann gilt x = x
1 ∈ OM′ .

2. Fall: Ist x /∈ O, dann ist x−1 ∈ O \M′, also x = 1
x−1 ∈ OM′ .

”⊇“: Sei x ∈ OM′ , das heißt x = a
b mit a, b ∈ O, b /∈ M′. Es sind a, b−1 ∈ O′,

denn a ∈ O ⊆ O′ und b /∈M′. Damit ist x = a · b−1 ∈ O′. �

2.3.2 Korollar. Seien O und O′ zwei abhängige Bewertungen.

Dann existiert ein gemeinsames Primideal p 6= {0} von O und O′ mit Op = O′p.

Beweis: Da O und O′ abhängig sind, existiert ein gemeinsamer Oberring Õ ( K. Sei p

das maximale Ideal von Õ. Nach Lemma 2.3.1 (b) ist Op = Õ = O′p. �

2.3.3 Bemerkung. Korollar 2.3.2 lässt sich auf Bewertungsringe O1, . . . ,On für n ∈ N
verallgemeinern.
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2.3 Eindeutigkeit der Fortsetzungen

2.3.4 Lemma. Sei O ein Bewertungsring auf einem Körper K und sei p 6= {0} ein
Primideal von O.

Dann ist Op ein Bewertungsring auf K mit O ⊆ Op.

Das maximale Ideal von Op ist p = pOp.

Insbesondere definieren O und Op die gleiche Topologie.

Beweis: Dass Oberringe von Bewertungsringen wieder Bewertungsringe sind, ist nach
Definition klar.

Dass O und Op die gleiche Topologie definieren, folgt sofort aus Satz 1.3.2.

Zu zeigen ist nur p = pOp.

Aus 1 ∈ Op folgt sofort p ⊇ pOp .

Ist x /∈ p, dann ist 1
x ∈ Op und somit, da pOp Ideal von Op ist, x /∈ pOp. Daraus folgt

pOp ⊇ p. �

2.3.5 Lemma. Sei L/K eine Körpererweiterung, sei O ein Bewertungsring auf K, sei
O′ eine Fortsetzung von O auf L und sei p′ 6= {0} ein Primideal von O′. Sei p := O∩p′.

Dann ist O′p′ eine Fortsetzung von Op.

Beweis: Zu zeigen ist O′p′ ∩K = Op.

”⊇“: Klar.

”⊆“: Sei x ∈ O′p′ ∩K.

1. Fall: Es ist x ∈ O. Aus O ⊆ Op folgt sofort x ∈ Op.

2. Fall: Es ist x /∈ O. Dann ist x−1 ∈ O. Da p′ Ideal von O′p′ und x ∈ O′p′ ist, ist x−1 /∈ p′,
also auch x−1 /∈ p ⊆ p′. Daraus folgt x = 1

x−1 ∈ Op. �

Wir wollen nun zeigen, dass es zu jedem Primideal eines Bewertungsringes genau ein
entsprechendes Primideal der Fortsetzung gibt.

In [EnPr] wird gezeigt, dass die Primideale eines Bewertungsringes gerade den konvexen
Untergruppen der Wertegruppe der zugehörigen Bewertung entsprechen. Das folgende
Lemma entspricht Lemma 2.3.1 aus [EnPr].

2.3.6 Lemma. Seien K ein Körper, v : K � Γ ∪ {∞} eine Bewertung auf K und
O := Ov der zugehörige Bewertungsring.

Dann gibt es eine 1-1 Korrespondenz zwischen den konvexen Untergruppen ∆ von Γ und
den Primidealen p von O.

Diese Korrespondenz wird gegeben durch

∆ 7→ p∆ = {x ∈ K | v(x) > δ für alle δ ∈ ∆}
p 7→ ∆p = {γ ∈ Γ | γ, −γ < v(x) für alle x ∈ p}
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

Die Anzahl der echten konvexen Untergruppen der Wertegruppe ist nach Definition
gerade der Rang der Bewertung. Es folgt also, dass die Anzahl der von Null verschiedenen
Primideale und somit die Anzahl der Oberringe eines Bewertungsringes gerade der Rang
der Bewertung ist.

Betrachten wir eine Bewertung auf einem Körper und eine Fortsetzung der Bewertung
auf eine algebraische Körpererweiterung, bekommen wir ebenfalls eine Korrespondenz
der konvexen Untergruppen. Für den Beweis des Lemmas sei auf [EnPr] Satz 3.2.4 und
Korollar 3.2.5 verwiesen.

2.3.7 Lemma. Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung. Sei v : K � Γ ∪ {∞}
eine Bewertung auf K und sei w : L � Γ̃ ∪ {∞} eine Fortsetzung von v auf L.

Dann wird durch ∆ 7→ ∆∩Γ eine bijektive, inklusionserhaltende Korrespondenz zwischen
den konvexen Untergruppen von Γ̃ und Γ definiert.

Insbesondere haben v und w den gleichen Rang.

Aus diesen beiden Lemmata bekommen wir nun eine Korrespondenz zwischen den Prim-
idealen eines Bewertungsringes und den Primidealen einer Fortsetzung des Bewertungs-
ringes auf eine algebraische Körpererweiterung.

2.3.8 Korollar und Notation. Seien L/K eine algebraische Körpererweiterung, O ein
Bewertungsring auf K und p ein Primideal von O. Sei O′ eine Fortsetzung von O auf L.

Dann existiert genau ein Primideal p′ von O′ mit O ∩ p′ = p.

Für diese Fortsetzung p′ schreiben wir (p), wenn klar ist, in welchem Ring wir uns
befinden, und sagen, (p) ist das von p erzeugte Ideal.

Das folgende Lemma findet sich in [Ri1] in Kapitel F als Proposition 1.

2.3.9 Lemma. Seien L/K eine algebraische Körpererweiterung, O ein Bewertungsring
auf K und p ein Primideal von O.

Dann ist jede Fortsetzung von Op auf L von der Gestallt O′(p) für eine Fortsetzung O′
von O auf L.

Aus Lemma 2.3.9 und Lemma 2.3.5 bekommt man folgendes Korollar:

2.3.10 Korollar. Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung, sei O ein Bewertungs-
ring auf K und sei p ein Primideal von O.

Seien (Oi)i∈I alle Fortsetzungen von O auf L und für i ∈ I sei pi das eindeutig bestimmte
Primideal von Oi mit pi ∩ O = p.

Dann sind die Fortsetzungen von Op auf L gerade
(
(Oi)pi

)
i∈I

.

Insbesondere hat, falls O nur endlich viele Fortsetzungen besitzt, auch Op nur endlich
viele Fortsetzungen.
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2.3 Eindeutigkeit der Fortsetzungen

2.3.11 Bemerkung. In der Situation von Korollar 2.3.10 folgt aus Oi 6= Oj nicht
(Oi)pi

6= (Oj)pj
.

2.3.12 Korollar. Sei L/K eine Körpererweiterung, sei O ein Bewertungsring auf K
und seien O1, . . . ,On alle Fortsetzungen von O auf L.

Sind O1, . . . ,On abhängig, so besitzen sie ein gemeinsames Primideal p 6= {0} für das

(O1)p = · · · = (On)p

die eindeutige Fortsetzung von Op∩K auf L ist.

Beweis: Folgt aus Bemerkung 2.3.3 und Lemma 2.3.9 �

2.3.13 Korollar. Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung, sei O ein Bewertungs-
ring auf K. Seien p, q 6= {0} Primideale von O mit q ⊆ p.

(a) Seien O′ und O′′ Fortsetzungen von O auf L mit O′(p) = O′′(p).

Dann ist O′(q) = O′′(q).

(b) Ist Op eindeutig auf L fortsetzbar, so ist auch Oq eindeutig auf L fortsetzbar.

Beweis:

(a) Aus q ⊆ p folgt
O′(p) ⊆ O

′
(q)

und
O′′(p) ⊆ O

′′
(q).

Also ist nach Lemma 2.3.1 und Lemma 2.3.4

O′(q) =
(
O′(p)

)
(q)

=
(
O′′(p)

)
(q)

= O′′(q).

(b) Nach Lemma 2.3.9 sind alle Fortsetzungen von Oq von der Form O′(q) für eine
Fortsetzung O′ von O. Seien also O′(q), O

′′
(q) zwei Fortsetzungen von Oq. Wegen

der eindeutigen Fortsetzbarkeit von Op gilt

O′(p) = O′′(p)

und damit nach (a)
O′(q) = O′′(q). �

2.3.14 Bemerkung. Falls Õ und O Bewertungsringe auf einem Körper K sind mit
Õ ⊆ O und Õ sich eindeutig auf einen algebraischen Oberkörper L von K fortsetzen
lässt, dann folgt mit Lemma 2.3.1 aus Korollar 2.3.13 (b) aus, dass sich auch O eindeutig
auf L fortsetzen lässt.
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

Der folgende Satz stammt aus [Be]. Berrondo formuliert den Satz allgemein für V-Topo-
logien, betrachtet im Beweis jedoch nur von Bewertungen definierte Topologien, weshalb
der Satz hier auch zunächst nur für diese formuliert wird.

Im Folgenden schreiben wir wie in Korollar 2.3.8 definiert, (p) für das von p erzeugte
Ideal, wenn klar ist, in welchem Ring wir uns befinden.

2.3.15 Satz. Sei (K, T ) ein V-topologischer Körper, wobei T von einem Bewertungsring
definiert wird. Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung.

T lässt sich genau dann eindeutig auf L fortsetzen, wenn es einen Bewertungsring O
auf K gibt, der T definiert und sich eindeutig auf L fortsetzen lässt.

Beweis: ”⇐“: Sei O ein Bewertungsring, der T definiert und sich eindeutig auf L
fortsetzen lässt. Sei O′ die eindeutige Fortsetzung von O auf L.

Sei T ′ eine V-Topologie auf L, die T fortsetzt.

Wir zeigen, dass T ′ die von O′ definierte Topologie ist.

Nach Satz 2.1.5 gibt es einen Bewertungsring O1, der T ′ definiert.

Sei O1 := O1 ∩K. Nach Satz 2.1.4 ist die von O1 definierte Topologie T , also sind O1

und O abhängig.

Nach Korollar 2.3.2 gibt es ein gemeinsames Primideal p von O und O1, für das
Op =

(
O1

)
p

ist.

Nach Korollar 2.3.8 existiert ein Primideal p′ von O1 mit p′∩O1 = p. Nach Lemma 2.3.5
ist (O1)p′ eine Fortsetzung von Op =

(
O1

)
p
. Also existieren nach Lemma 2.3.9 eine

Fortsetzung Õ von O und ein Primideal p̃ von Õ mit (O1)p′ = Õ
ep.

Da O′ die eindeutige Fortsetzung von O auf L ist, muss Õ = O′ sein.

Damit ist (O1)p′ = O′
ep ein gemeinsamer Oberring von O1 und O′. Also sind O′ und O1

abhängig und T ′ ist die von O′ definierte Topologie.

”⇒“: Wir betrachten zunächst den Fall, dass L/K eine endliche Körpererweiterung ist.

Sei O ein Bewertungsring auf K, der T definiert. Da L/K endlich ist, gibt es nur endlich
viele Fortsetzungen von O auf L, diese bezeichnen wir mit O1, . . . ,Os.

Da sich nach Voraussetzung T eindeutig auf L fortsetzen lässt, sind O1, . . . ,Os ab-
hängig, also haben sie nach Korollar 2.3.12 ein gemeinsames Primideal p′ für das gilt:
(O1)p′ = · · · = (Os)p′ .

Setze p := p′ ∩ O.

Die Fortsetzungen von Op auf L sind nach Korollar 2.3.10 gerade (O1)p′ , . . . , (Os)p′ . Da
(O1)p′ = · · · = (Os)p′ ist, ist Op eindeutig auf L fortsetzbar. O und Op sind abhängig,
also ist die von Op definierte Topologie gerade T .
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2.3 Eindeutigkeit der Fortsetzungen

Sei nun L/K eine beliebige algebraische Körpererweiterung.

Sei O ein Bewertungsring auf K, der T definiert, und sei

X := Spec (O) \ {(0)} = {p ⊆ O | p Primideal von O, p 6= (0)}

das Spektrum von O ohne das Nullideal.

X wird linear geordnet durch

p1 ≤ p2 :⇔ p2 ⊆ p1

(siehe hierzu [EnPr], Seite 43).

Da O ⊆ Op ist, definiert Op für jedes p ∈ X ebenfalls T . Es genügt also zu zeigen, dass
es ein p ∈ X gibt, für das Op nur eine Fortsetzung auf L hat.

Angenommen, zu jedem p ∈ X existieren mehrere Fortsetzungen von Op auf L.

Sei O eine beliebige Fortsetzung von O auf L.

Wir zeigen in drei Schritten, dass es eine von O unabhängige Fortsetzung von O auf L
gibt.

1. Schritt: Wir definieren eine ordinale Folge

(pα, Λα)α<λ0

für eine Ordinalzahl λ0 mit card (λ0) ≤ card (X) so, dass X ′ := {pα | α < λ0} ⊆ X
konfinal in X ist und für alle α < λ0 die folgenden Bedingungen gelten:

• Λα ist ein Zwischenkörper von L/K

• Opα lässt sich eindeutig auf Λα fortsetzen

• Opα besitzt verschiedene Fortsetzungen auf Λα′

• für α < β < λ0 gilt Λα ( Λβ.

Insbesondere ist dann Λ̃ :=
⋃
α<λ0

Λα ein Zwischenkörper von L/K.

2. Schritt: Zu jedem α < λ0 wählen wir eine Fortsetzung O(α) von O auf Λα′ so, dass gelten

• O(α)
(pα) 6= O(pα) ∩ Λα′ .

• für α < β < λ0 ist O(β) eine Fortsetzung von O(α) auf Λβ′ .

Insbesondere ist dann Õ :=
⋃
α<λ0

O(α) ein Bewertungsring auf Λ̃, der O(α) für
alle α < λ0 fortsetzt.

3. Schritt: Wir zeigen, dass O ∩ Λ̃ und Õ nicht abhängig sind und somit unterschiedliche
Fortsetzungen von T auf Λ̃ definieren. Da sich jede V-Topologie auf jede algebrai-
sche Körpererweiterung fortsetzen lässt und Λ̃ ⊆ L ist, bekommen wir somit auch
unterschiedliche Fortsetzungen von T auf L.
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

1.Schritt: Wir definieren die ordinale Folge (pα, Λα) folgendermaßen:

”α = 0“:

Setze (p0, Λ0) := (M, K), wobei M das maximale Ideal von O sei.

”α→ α′“:

Nach Voraussetzung lässt sich Opα nicht eindeutig auf L fortsetzen. Wir können
also ein x ∈ L so wählen, dass es auf Λα (x) unterschiedliche Fortsetzungen von
Opα gibt. Definiere Λα′ := Λα (x).

Λα′/Λα ist eine endliche Körpererweiterung. Also hat jede Fortsetzung von Opα auf
Λα nur endlich viele Fortsetzungen auf Λα′ . Da Opα eindeutig auf Λα fortsetzbar
ist, hat damit Opα nur endlich viele Fortsetzungen auf Λα′ .

Die von Opα definierte Topologie ist T . Diese ist eindeutig auf L, also auch auf den
Zwischenkörper Λα′ von L/K, fortsetzbar. Also sind die Fortsetzungen von Opα

alle abhängig und besitzen somit nach Korollar 2.3.10 ein gemeinsames Primideal
p′, für das (Opα)p′∩K = Op′∩K eindeutig auf Λα′ fortsetzbar ist. Setze pα′ := p′∩K.

”λ Limesordinalzahl“:

Definiere

(pλ, Λλ) :=

(⋂
α<λ

pα,
⋃
α<λ

Λα

)
.

1. Fall: Es ist
⋂
α<λ pα = (0). Wir zeigen, dass {pα | α < λ} konfinal in X liegt.

Angenommen, es gibt ein p ∈ X so, dass für kein α < λ gilt p ≤ pα, das heißt
p ( pα für alle α < λ.
Dann ist

p ⊆
⋂
α<λ

pα = (0)

und damit p = (0).
Dies ist aber ein Widerspruch zu p ∈ X.
In diesem Fall endet die Definition.
Wir setzen λ0 := λ und X ′ := {pα | α < λ0} .

2. Fall: Es ist
⋂
α<λ pα 6= (0). Wir zeigen, dass pλ ein Primideal von O ist, für das

gilt: pα < pλ für alle α < λ und Opλ
lässt sich eindeutig auf den Körper Λλ

fortsetzen.
Es gilt allgemein, dass beliebige Schnitte von Idealen wieder Ideale sind. Zu
zeigen ist also, dass pλ Primideal ist.
Seien x, y ∈ K mit x · y ∈ pλ. Ist x /∈ pλ, so gibt es ein α < λ mit x /∈ pα.
Für β ≥ α gilt pβ ⊆ pα und damit x /∈ pβ. Da pβ prim ist, folgt daraus y ∈ pβ .
Für β < α folgt damit, da pα ⊆ pβ ist, ebenfalls y ∈ pβ.
Insgesamt folgt also y ∈ pβ für alle β < λ und damit y ∈ pλ. Also ist pλ ein
Primideal.
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2.3 Eindeutigkeit der Fortsetzungen

Aus der Definition ist klar, dass für alle α < λ gilt pα ≤ pλ .
Angenommen, pα = pλ für ein α < λ. Dann ist

pα′ > pα = pλ ≥ pα′ .

Dies ist ein Widerspruch. Also gilt pα < pλ für alle α < λ.
Angenommen, Opλ

läßt sich nicht eindeutig auf Λλ fortsetzen.
Seien O′(pλ) und O′′(pλ) zwei verschiedene Fortsetzungen. Sei

x ∈ O′(pλ) ∪ O
′′
(pλ) \ O

′
(pλ) ∩ O

′′
(pλ).

Es ist x ∈ Λλ, also x ∈ Λα für ein α < λ. Damit sind also O′(pλ) ∩ Λα
und O′′(pλ) ∩ Λα zwei verschiedene Fortsetzungen von Opλ

auf Λα. Da Opα

eindeutig auf Λα fortsetzbar ist und pλ ⊆ pα ist, ist nach Korollar 2.3.13 auch
Opλ

eindeutig auf Λα fortsetzbar.
Dies ist ein Widerspruch.

Für eine Limesordinalzahl λ0 mit card (λ0) ≤ card (X) muss wegen pα 6= pβ für
α 6= β und pα ∈ X der erste Fall eintreten und somit die Definition enden.

2.Schritt: Wir definieren nun zu jedem pα ∈ X ′ einen Bewertungsring O(α) wie folgt:

“α = 0“:

Nach Voraussetzung lässt sich Op0 nicht eindeutig auf Λ1 fortsetzen. Es existiert
also eine Fortsetzung, die verschieden von O(p0)∩Λ1 ist. Diese ist nach Lemma 2.3.9

von der Form O(0)
(p0) für eine Fortsetzung O(0) von O auf Λ1.

”α→ α′“:

Nach Voraussetzung lässt sich Opα′ nicht eindeutig auf Λα′′ fortsetzen. Es gibt also
eine Fortsetzung

O′ 6= O(pα′ )
∩ Λα′′

von Opα′ auf Λα′′ .

O′∩Λα′ ist eine Fortsetzung vonOpα′ auf Λα′ . Nach Lemma 2.3.5 istO(α)
(pα′ )

ebenfalls
eine Fortsetzung von Opα′ auf Λα′ . Da Opα′ eindeutig auf Λα′ fortsetzbar ist, muss
damit

O′ ∩ Λα′ = O(α)
(pα′ )

gelten. O′ ist somit Fortsetzung von O(α)
(pα′ )

.

Also existiert nach Lemma 2.3.9 eine Fortsetzung O(α′) von O(α) auf Λα′′ mit
O′ = O(α′)

(pα′ )
.
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

”λ Limesordinalzahl“:

Nach Voraussetzung lässt sich Opλ
nicht eindeutig auf Λλ′ fortsetzen. Es gibt also

eine Fortsetzung
O′ 6= O(pλ) ∩ Λλ′

von Opλ
auf Λλ′ .

Sei
Õ(λ) :=

⋃
α<λ

O(α).

Dann ist Õ(λ) ein Bewertungsring auf Λλ, der O(α) für alle α < λ fortsetzt.

Nach Lemma 2.3.5 ist Õ(λ)
(pλ) eine Fortsetzung von Opλ

auf Λλ. Da Opλ
eindeutig

auf Λλ fortsetzbar ist, muss damit

O′ ∩ Λλ = Õ(λ)
(pλ)

gelten. O′ ist somit eine Fortsetzung von Õ(λ) auf Λλ′ . Also existiert nach Lem-
ma 2.3.9 eine Fortsetzung O(λ) von Õ(λ)

(pλ) auf Λλ′ mit O′ = O(λ)
(pλ).

Da Õ(λ) für alle α < λ eine Fortsetzung von O(α) ist und O(λ) eine Fortsetzung
von Õ(λ) ist, ist O(λ) für alle α < λ eine Fortsetzung von O(α).

3.Schritt: Wir zeigen, dass O ∩ Λ̃ = O ∩
(⋃

α<λ0
Λα
)

und Õ :=
⋃
α<λ0

O(pα) nicht abhängig
sind.

Für jedes α < λ0 gilt nach Konstruktion

Õ(pα) ∩ Λα′ = O(pα)
(pα) 6= O(pα) ∩ Λα′ .

Da X ′ = {pα | α < λ0} konfinal in X liegt, existiert zu jedem p ∈ X ein α < λ0

mit pα ≥ p, also pα ⊆ p.

Aus
O(pα)

(pα) 6= O(pα) ∩ Λα′

folgt nach Korollar 2.3.13

O(pα)
(p) 6= O(p) ∩ Λα′ .

Wären Õ und O ∩ Λ̃ abhängig, so gäbe es nach Korollar 2.3.2 ein gemeinsames
Primideal p ∈ X von Õ und O ∩ Λ̃ mit

Õ(p) =
(
O ∩ Λ̃

)
(p)

und damit insbesondere
O(pα)

(p) = O(p) ∩ Λα′ .
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2.3 Eindeutigkeit der Fortsetzungen

Also sind Õ und O ∩ Λ̃ nicht abhängig.

Nach Satz 2.2.1 lässt sich Õ zu einem Bewertungsring O∗ auf L fortsetzen. O∗ und
O definieren unterschiedliche Fortsetzungen von T auf L. �

Für Topologien, die durch eine Rang-1-Bewertung definiert werden, reicht es aus, diese
Bewertung zu betrachten. Es gilt folgendes Korollar:

2.3.16 Korollar. Sei (K, T ) ein V-topologischer Körper. Sei O eine Rang-1-Bewertung,
die T definiert. Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung.

Dann ist T genau dann eindeutig auf L fortsetzbar, wenn O eindeutig auf L fortsetzbar
ist.

Beweis: ”⇐“: Diese Richtung folgt sofort aus Satz 2.3.15.

”⇒“: Nach Satz 2.3.15 existiert ein Bewertungsring O′, der T definiert und sich eindeutig
auf L fortsetzen lässt.

Da O und O′ beide T definieren, folgt nach Korollar 1.3.7 schon O′ ⊆ O.

Nach Bemerkung 2.3.14 lässt sich damit O ebenfalls eindeutig auf L fortsetzen. �

2.3.2 Von Absolutbeträgen definierte Topologien

Wir werden uns nun mit durch Absolutbeträge definierten Topologien beschäftigen. Wir
zeigen einen ähnlichen Satz wie für Bewertungen, allerdings werden wir hier zunächst
die eindeutige Fortsetzbarkeit aller Absolutbeträge, die die Topologie definieren, voraus-
setzen.

Wir zeigen zunächst noch zwei Lemmata.

Ist | . | ein Absolutbetrag und α > 0 eine reelle Zahl, so ist im Allgemeinen | . |α kein
Absolutbetrag. Um zu zeigen, dass | . |α ein Absolutbetrag ist, müssen wir weitere For-
derungen an | . | oder α stellen. Im folgenden Lemma werden wir zeigen, dass falls α ≤ 1
ist, | . |α ein Absolutbetrag ist. Ausführlicher wird diese Frage in [Wa] behandelt, wo
insbesondere das folgende Lemma als Teil des Satzes 18.5 gezeigt wird.

2.3.17 Lemma. Sei | . | ein Absolutbetrag auf einem Körper K. Sei α ∈ R mit 0 < α ≤ 1.

Dann ist | . |α ebenfalls ein Absolutbetrag auf K.

Beweis: Seien x, y ∈ K.

Es ist |x|α = 0 genau dann, wenn |x| = 0. Da | . | ein Absolutbetrag ist, ist dies äquivalent
dazu, dass x = 0 ist.

Da | . | Absolutbetrag ist, gilt außerdem

|x · y|α = (|x| · |y|)α = |x|α · |y|α.
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

Zu zeigen bleibt die Dreiecksungleichung. Seien ohne Einschränkung x, y 6= 0.

Für jedes c ∈ (0, 1) gilt 0 < 1− c < 1 und damit, da α ≤ 1 ist,

c ≤ cα

und
(1− c) ≤ (1− c)α .

Also ist
1 = c+ (1− c) ≤ cα + (1− c)α .

Es ist
0 < |x| < |x|+ |y|,

also ist für
c := |x| · (|x|+ |y|)−1

c ∈ (0, 1). Es ist also

1 ≤
(
|x| · (|x|+ |y|)−1

)α
+
(
1− |x| · ( |x|+ |y|)−1

)α
.

Multiplizieren wir die Ungleichung mit (|x|+ |y|)α, so erhalten wir

(|x|+ |y|)α ≤ |x|α +
((

1− |x| · (|x|+ |y|)−1
)
·
(
|x|+ |y|

))α
= |x|α + (|x|+ |y| − |x|)α

= |x|α + |y|α.

Da | . | ein Absolutbetrag ist, gilt

|x+ y| ≤ |x|+ |y|

und somit
|x+ y|α ≤ (|x|+ |y|)α ≤ |x|α + |y|α.

Also ist | . |α ein Absolutbetrag. �

Da wir uns im Folgenden mit Fortsetzungen von Topologien beschäftigen werden, stellt
sich die Frage, ob zwei verschiedene Fortsetzungen eines Absolutbetrages die gleiche
Topologie definieren können. Es wird sich herausstellen, dass verschiedene Fortsetzungen
eines nichttrivialen Absolutbetrages nie äquivalent sind, also immer auch verschiedene
Fortsetzungen der Topologie definieren.

2.3.18 Lemma. Sei L/K eine Körpererweiterung. Seien | . |1 und | . |2 äquivalente Ab-
solutbeträge auf L, deren Einschränkung auf K nichttrivial ist.

Ist | . |1|K = | . |2|K , so gilt schon | . |1 = | . |2.
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2.3 Eindeutigkeit der Fortsetzungen

Beweis: Da | . |1 und | . |2 äquivalent sind, gibt es nach Satz 1.3.4 ein α > 0 mit
| . |α1 = | . |2. Sei x ∈ K \ {0} mit |x|1 6= 1. Dann folgt aus

|x|1 = |x|2 = |x|α1

schon α = 1 und somit | . |1 = | . |2. �

2.3.19 Satz. Sei (K, T ) ein V-topologischer Körper, wobei T von einem archimedischen
Absolutbetrag definiert wird. Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung.

T lässt sich genau dann eindeutig auf L fortsetzen, wenn sich jeder Absolutbetrag, der
T definiert, eindeutig auf L fortsetzen lässt.

Beweis: ”⇒“: Sei | . | ein Absolutbetrag auf K, der T definiert. Nach Satz 2.1.2 ist eine
von einer Fortsetzung von | . | definierte Topologie eine Fortsetzung von T .

Da T eindeutig auf L fortsetzbar ist, sind alle Fortsetzungen von | . | äquivalent und
somit, nach Lemma 2.3.18, gleich.

”⇐“: Seien T ′ und T ∗ Fortsetzungen von T auf L. Nach Satz 2.1.5 werden T ′ und T ∗
von Absolutbeträgen | . |′ und | . |∗ definiert.

Seien | . |1 := | . |′|K und | . |2 := | . |∗|K die Einschränkungen dieser Absolutbeträge
auf K. Nach Satz 2.1.2 sind | . |1 und | . |2 Absolutbeträge, die T definieren, also sind sie
äquivalent. Nach Satz 1.3.4 existiert also ein α > 0 mit | . |α1 = | . |2.

1. Fall: Es ist α ≤ 1. Nach Lemma 2.3.17 ist | . |′α ein Absolutbetrag. | . |′α setzt | . |α1 = | . |2
fort. Da | . |2 eindeutig fortsetzbar ist, muss also | . |′α = | . |∗ sein. Nach Satz 1.3.4
sind | . |′ und | . |∗ also äquivalent und damit T ′ = T ∗.

2. Fall: Es ist α > 1. Dann ist 1
α < 1 und wir bekommen analog zum ersten Fall mit

der eindeutigen Fortsetzbarkeit von | . |1, dass (| . |∗)
1
α = | . |′ ist und damit, dass

T ′ = T ∗ ist. �

Ist der Grundkörper bezüglich eines Absolutbetrages vollständig, so ist der Absolut-
betrag eindeutig auf jede algebraische Körpererweiterung fortsetzbar. Wie wir gerade
gesehen haben, folgt hieraus auch die eindeutige Fortsetzbarkeit der durch den Absolut-
betrag definierten Topologie.

Nach [Wa], Satz 26.4, gilt:

2.3.20 Satz. Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung und sei | . | ein nichttrivialer
Absolutbetrag auf K. Sei K bezüglich | . | vollständig.

Dann gibt es einen eindeutigen Absolutbetrag | . |′ auf L, der | . | fortsetzt.

2.3.21 Korollar. Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung. Sei T eine von einem
archimedischen Absolutbetrag definierte Topologie. Sei K vollständig bezüglich T .

Dann lässt sich T eindeutig auf L fortsetzen.
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

Beweis: Ist | . | ein Absolutbetrag, der T definiert, so ist K bezüglich | . | vollständig.
Nach Satz 2.3.20 lässt sich | . | eindeutig auf L fortsetzen.

Jeder Absolutbetrag, der T definiert, lässt sich also eindeutig auf L fortsetzen und somit
lässt sich T nach Satz 2.3.19 eindeutig auf L fortsetzen. �

2.4 Endliche, algebraische und separable Körpererweiterungen

Sind ein Absolutbetrag oder eine Bewertung eindeutig auf jede endliche Körpererwei-
terung fortsetzbar, so folgt auch die eindeutige Fortsetzbarkeit auf jede algebraische
Körpererweiterung. Für Bewertungen können wir außerdem aus der eindeutigen Fort-
setzbarkeit auf den separablen Abschluss auf die eindeutige Fortsetzbarkeit auf jede
algebraische Körpererweiterung schließen.

Dies gilt für V-Topologien im Allgemeinen nicht. Wir wollen uns in diesem Abschnitt
überlegen, unter welchen Voraussetzungen wir welche Äquivalenzen bekommen.

Für Bewertungen gelten folgende Äquivalenzen (vergleiche [EnPr], Seite 86):

2.4.1 Satz. Sei (K, O) ein bewerteter Körper. Dann sind äquivalent:

(i) O lässt sich auf jede endliche Körpererweiterung von K eindeutig fortsetzen.

(ii) O lässt sich auf jede algebraische Körpererweiterung von K eindeutig fortsetzen.

(iii) O lässt sich auf den algebraischen Abschluss von K eindeutig fortsetzen.

(iv) O lässt sich auf jede separable Körpererweiterung von K eindeutig fortsetzen.

(v) O lässt sich auf den separablen Abschluss von K eindeutig fortsetzen.

Für Absolutbeträge können wir das folgende Lemma zeigen.

2.4.2 Lemma. Sei (K, | . |) ein Körper mit Absolutbetrag.

| . | lässt sich genau dann auf jede algebraische Körpererweiterung eindeutig fortsetzen,
wenn sich | . | eindeutig auf jede endliche Körpererweiterung fortsetzen lässt.

Beweis: ”⇒“: Klar.

”⇐“: Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung. Seien | . |′ und | . |′′ verschiedene
Fortsetzungen von | . | auf L. Sei x ∈ L mit |x|′ 6= |x|′′. Dann ist K (x) /K eine endliche
Körpererweiterung und | . |′|K(x) und | . |′′|K(x) sind unterschiedliche Fortsetzungen von
| . | auf K (x). �

Wir wollen nun untersuchen, in welchen Fällen sich dies auf V-Topologien verallgemei-
nern lässt.

Wir betrachten die Fälle, dass die Topologie durch einen archimedischen Absolutbetrag
definiert wird, dass die Topologie durch eine Rang-1-Bewertung definiert wird und dass
die Topologie durch höherrangige Bewertungen definiert wird, getrennt.
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2.4 Endliche, algebraische und separable Körpererweiterungen

Zunächst zeigen wir, dass sich Lemma 2.4.2 auf durch Absolutbeträge definierte V-
Topologien übertragen lässt.

2.4.3 Satz. Sei (K, T ) ein V-topologischer Körper. T werde von einem archimedischen
Absolutbetrag definiert.

Dann ist T genau dann eindeutig auf jede algebraische Körpererweiterung von K fort-
setzbar, wenn T eindeutig auf jede endliche Körpererweiterung fortsetzbar ist.

Beweis: Nach Satz 2.3.19 lässt sich T genau dann eindeutig auf jede algebraische Kör-
pererweiterung fortsetzen, wenn sich jeder Absolutbetrag, der T definiert, eindeutig auf
jede algebraische Körpererweiterung fortsetzen lässt.

Nach Lemma 2.4.2 lässt sich genau dann jeder Absolutbetrag, der T definiert, eindeutig
auf jede algebraische Körpererweiterung fortsetzen, wenn sich jeder Absolutbetrag, der
T definiert, eindeutig auf jede endliche Körpererweiterung fortsetzen lässt.

Wiederum nach Satz 2.3.19 lässt sich genau dann jeder Absolutbetrag, der T definiert,
eindeutig auf jede endliche Körpererweiterung fortsetzen, wenn sich T eindeutig auf jede
endliche Körpererweiterung fortsetzen lässt. �

Als nächstes zeigen wir, dass sich Satz 2.4.1 auf Topologien verallgemeinern lässt, die
von einer Rang-1-Bewertung definiert werden.

2.4.4 Satz. Sei (K, T ) ein V-topologischer Körper. T werde von einer Rang-1-Bewer-
tung definiert.

Dann sind äquivalent:

(i) T lässt sich auf jede endliche Körpererweiterung von K eindeutig fortsetzen.

(ii) T lässt sich auf jede algebraische Körpererweiterung von K eindeutig fortsetzen.

(iii) T lässt sich auf den algebraischen Abschluss von K eindeutig fortsetzen.

(iv) T lässt sich auf jede separable Körpererweiterung von K eindeutig fortsetzen.

(v) T lässt sich auf den separablen Abschluss von K eindeutig fortsetzen.

Beweis: Der Satz folgt sofort aus Korollar 2.3.16 und Satz 2.4.1. �

Wir betrachten nun den Fall, dass es keinen Absolutbetrag gibt, der T definiert.

Lässt sich T eindeutig auf den algebraischen Abschluss Kalg von K fortsetzen, so gibt es
nach Satz 2.3.15 eine Bewertung, die T definiert und sich eindeutig auf Kalg fortsetzen
lässt und damit henselsch ist.

Wissen wir nur, dass sich T auf jede endliche Körpererweiterung eindeutig fortsetzen
lässt, folgt im Allgemeinen nicht, dass es eine henselsche Bewertung gibt, die T defi-
niert. Mit Satz 2.3.15 bekommen wir zwar für jede endliche Körpererweiterung eine Be-
wertung, die T definiert und sich eindeutig auf die Körpererweiterung fortsetzen lässt,
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2 Fortsetzungen von V-Topologien

diese Bewertungen können jedoch für unterschiedliche Körpererweiterungen verschieden
sein. Ist also L/K eine algebraische Körpererweiterung, so bekommen wir zu jedem Zwi-
schenkörper K ⊆ F ⊆ L mit F/K endlich einen Bewertungsring OF , der T definiert und
sich eindeutig auf F fortsetzen lässt. Die Vereinigung über alle diese Bewertungsringe
kann jedoch im Allgemeinen K sein.

Für von höherrangigen Bewertungen definierte Topologien bekommen wir somit nur
folgende Äquivalenzen.

2.4.5 Satz. Sei (K, T ) ein V-topologischer Körper. Es gebe keinen Absolutbetrag, der
T definiert.

Dann sind äquivalent:

(i) T lässt sich auf jede algebraische Körpererweiterung von K eindeutig fortsetzen.

(ii) T lässt sich auf den algebraischen Abschluss von K eindeutig fortsetzen.

(iii) T lässt sich auf jede separable Körpererweiterung von K eindeutig fortsetzen.

(iv) T lässt sich auf den separablen Abschluss von K eindeutig fortsetzen.

Beweis: (i)⇔ (ii): Klar.

(ii)⇒ (iii): Klar.

(iii)⇔ (iv): Klar.

(iv) ⇒ (ii): Lässt sich T eindeutig auf den separablen Abschluss Ks von K fortsetzen,
so gibt es nach Satz 2.3.15 eine Bewertung v, die T definiert und sich eindeutig auf Ks

fortsetzen lässt.

Nach Satz 2.4.1 lässt sich v auch eindeutig auf den algebraischen Abschluss Kalg von K
fortsetzen.

Wiederum nach Satz 2.3.15 lässt sich somit auch T eindeutig auf Kalg fortsetzen. �
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3 Topologisch henselsche Körper

Wir wollen in diesem Kapitel den Begriff ”topologisch henselsch“ definieren.

Die Bezeichnung corps topologiquement henséliens stammt von F. Berrondo (siehe [Be]).

Berrondos Definition hatte zum Ziel, den Begriff ”henselsch“ auf V-topologische Körper
zu verallgemeinern. Henselsche Körper sind Körper mit einer Bewertung, die sich ein-
deutig auf jede algebraische Körpererweiterung fortsetzen lässt. Es ist also naheliegend,
die topologisch henselschen Körper als die V-topologischen Körper zu definieren, deren
Topologie sich eindeutig auf jede algebraische Körpererweiterung fortsetzen lässt.

Berrondo definiert den Begriff ”topologisch henselsch“ in [Be] über drei Äquivalenzen,
von denen die dritte nur für nicht von Absolutbeträgen definierte Topologien gilt und
hier nicht weiter untersucht werden soll. Die zweite Bedingung fordert gerade, dass die
Topologie eindeutig auf den algebraischen Abschluss des Körpers fortsetzbar sein soll.
Die erste Bedingung fordert, dass die Topologie von einer henselschen Bewertung er-
zeugt wird. Nach Satz 2.3.15 sind diese beiden Bedingungen für V-Topologien, die von
Bewertungen definiert werden, äquivalent. Wir wollen allerdings den Begriff ”topologisch
henselsch“ so definieren, dass auch Körper mit von archimedischen Absolutbeträgen de-
finierten Topologien topologisch henselsch heißen, falls sich die Topologie eindeutig auf
den algebraischen Abschluss des Körpers fortsetzen lässt. Dazu müssen wir Berrondos
erste Bedingung etwas ergänzen.

Wir werden einen V-topologischen Körper ”topologisch henselsch“ nennen, falls die To-
pologie von einer henselschen Bewertung definiert wird oder falls die Topologie von einem
archimedischen Absolutbetrag definiert wird und der Körper algebraisch abgeschlossen
ist, oder der Körper reell abgeschlossen ist und die Topologie durch die Ordnung definiert
wird. Diese Definition stammt aus [PrZi]. Wir werden im letzten Abschnitt des Kapitels
zeigen, dass mit dieser Definition die topologisch henselschen Körper gerade die sind, die
sich eindeutig auf jede algebraische Körpererweiterung fortstetzen lassen.

Um dies zu zeigen, werden wir uns im ersten Abschnitt zunächst mit Absolutbeträgen
beschäftigen, die durch Einbettungen nach C definiert werden. Es wird sich zeigen, dass
es zu jeder durch einen archimedischen Absolutbetrag definierten Topologie genau einen
solchen Absolutbetrag gibt, der die Topologie definiert, und sich die Topologie genau
dann eindeutig auf eine algebraische Körpererweiterung fortsetzen lässt, wenn sich dieser
durch eine Einbettung definierte Absolutbetrag eindeutig fortsetzen lässt.

Im zweiten Abschnitt werden wir uns mit dem Thema Anordnungen und durch Anord-
nungen definierte Topologien beschäftigen. Außerdem werden wir einige Äquivalenzen
dazu angeben, dass ein Körper reell abgeschlossen ist, die wir verwenden um im letzten
Kapitel die angekündigte Äquivalenz zu zeigen.
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3 Topologisch henselsche Körper

3.1 Durch Einbettungen definierte Topologien

Im Folgenden werden wir den üblichen Absolutbetrag auf C mit | . |0 bezeichnen, also
|a + b · i|0 :=

√
a2 + b2 für a, b ∈ R. Die Einschränkungen auf Teilkörper, insbesondere

auf R, werden wir ebenfalls mit | . |0 bezeichnen, wenn hierdurch keine Missverständnisse
zu befürchten sind.

Lässt sich ein Körper in einen Körper mit Absolutbetrag einbetten, so liefert die Ein-
bettung einen Absolutbetrag auf dem Ausgangskörper. Andererseits können wir einen
Körper mit archimedischem Absolutbetrag immer so in C einbetten, dass der durch die
Einbettung und | . |0 definierte Absolutbetrag zum ursprünglichen Absolutbetrag äqui-
valent ist, also insbesondere die gleiche Topologie definiert.

3.1.1 Lemma. Seien K1 und K2 Körper. Sei | . |2 ein Absolutbetrag auf K2 und sei
ϕ : K1 ↪→ K2 eine Einbettung von K1 in K2.

(a) Durch |x|1 := |ϕ (x) |2 wird ein Absolutbetrag auf K1 definiert.

(b) Ist | . |2 archimedisch, so ist auch | . |1 archimedisch.

(c) Seien L1/K1 und L2/K2 Körpererweiterungen, | . |′2 eine Fortsetzung von | . |2 und
ψ : L1 ↪→ L2 eine Einbettung, die ϕ fortsetzt.

Dann wird durch |x|′1 := |ψ (x) |′2 eine Fortsetzung von | . |1 auf L1 definiert.

Beweis:

(a) Dass
|x|1 = 0⇔ x = 0

gilt, folgt aus der Injektivität von ϕ. Die weiteren Eigenschaften folgen aus der
Linearität von ϕ und den entsprechenden Eigenschaften von | . |2.

(b) Es ist
|n · 1|1 = |ϕ (n · 1) |2 = |n · 1|2.

Da | . |2 archimedisch, ist also

{|n · 1|1 | n ∈ N} = {|n · 1|2 | n ∈ N}

unbeschränkt und damit ist | . |1 ebenfalls archimedisch.

(c) Für x ∈ K1 gilt

|x|′1 = |ψ (x) |′2 = |ϕ (x) |′2 = |ϕ (x) |2 = |x|1. �

3.1.2 Notation. Sei K ein Körper. Sei ϕ : K ↪→ C eine Einbettung. Wir bezeichnen
mit | . |ϕ den durch |x|ϕ := |ϕ (x) |0 definierten Absolutbetrag auf K.

Die von | . |ϕ definierte Topologie bezeichnen wir mit Tϕ.
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3.1 Durch Einbettungen definierte Topologien

Der folgende Satz ist als Einbettungssatz von Ostrowski bekannt. Den Beweis findet man
zum Beispiel in [Wa] (Satz 26.14).

3.1.3 Satz (Einbettungssatz von Ostrowski). Sei (K, | . |) ein Körper mit einem archi-
medischen Absolutbetrag. K sei vollständig bezüglich | . |.

Dann existieren ein Isomorphismus ϕ von K nach R oder C und eine reelle Zahl
α ∈ (0, 1] mit

|x| = |x|αϕ = |ϕ (x) |α0

für alle x ∈ K.

Insbesondere definieren | . | und | . |ϕ die gleiche Topologie.

3.1.4 Korollar. Sei (K, | . |) ein Körper mit einem archimedischen Absolutbetrag. Dann
existiert eine Einbettung ϕ : K ↪→ C so, dass | . | äquivalent zu dem von ϕ erzeugten
Absolutbetrag | . |ϕ ist, das heißt, es gibt eine reelle Zahl α ∈ (0, 1] mit

|x| = |x|αϕ = |ϕ (x) |α0

für alle x ∈ K.

Insbesondere gibt es zu jeder durch einen Absolutbetrag definierten Topologie T auf einem
Körper K eine Einbettung ϕ : K ↪→ C mit T = Tϕ.

Beweis: Sei
(
K̂, |̂ . |

)
die Vervollständigung von (K, | . |). Nach Satz 3.1.3 existieren

eine Einbettung ϕ̂ : K̂ ↪→ C und eine reelle Zahl α ∈ (0, 1] so, dass für alle x ∈ K̂ gilt
|̂x| = |ϕ̂ (x) |α0 für ein α > 0.

Definiere ϕ := ϕ̂|K . �

3.1.5 Lemma. Sei K ein Körper. Seien ϕ und ψ Einbettungen von K nach C.

Sind | . |ϕ und | . |ψ abhängig, so sind sie schon gleich.

Beweis: Sind | . |ϕ und | . |ψ abhängig, so existiert nach Satz 1.3.4 ein α > 0 so, dass für
alle x ∈ K gilt |x|ϕ = |x|αψ. Insbesondere gilt für alle q ∈ Q:

|q|αψ = |q|ϕ = |ϕ (q) |0 = |q|0 = |ψ (q) |0 = |q|ψ.

Daraus folgt α = 1 und somit | . |ϕ = | . |ψ. �

3.1.6 Lemma. Sei (K, T ) ein V-topologischer Körper mit einer von einem archime-
dischen Absolutbetrag definierten Topologie. Dann existiert genau ein Absolutbetrag | . |,
der T definiert und für den gilt | . | = | . |ϕ für eine Einbettung ϕ : K ↪→ C.
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3 Topologisch henselsche Körper

Beweis: Sei | . | ein Absolutbetrag, der T definiert. Nach Korollar 3.1.4 existiert eine
Einbettung ϕ von K nach C so, dass | . |ϕ zu | . | äquivalent ist und somit | . |ϕ ebenfalls
T definiert.

Sei ψ eine weitere Einbettung von K nach C mit T = Tψ. Dann sind | . |ψ und | . |ϕ
abhängig, also nach Lemma 3.1.5 gleich. �

Die Einbettung ϕ aus Lemma 3.1.6 ist nicht eindeutig bestimmt. Wir werden jedoch
im folgenden Lemma sehen, dass es höchstens zwei Einbettungen geben kann, die den
gleichen Absolutbetrag definieren.

Im Beweis des Lemmas verfahren wir ähnlich wie im Beweis von Satz T in [Ri2].

3.1.7 Lemma. Sei K ein Körper. Seien ϕ und ψ verschiedene Einbettungen von K
nach C.

Dann ist | . |ϕ = | . |ψ genau dann, wenn für alle x ∈ K gilt ϕ (x) = ψ (x).

Insbesondere gibt es zu jedem Absolutbetrag höchstens zwei verschiedene Einbettungen,
die diesen Absolutbetrag definieren.

Beweis: ”⇐“: Für alle x ∈ K sei ϕ (x) = ψ (x). Dann gilt für alle x ∈ K:

|x|ϕ = |ϕ (x) |0 = |ϕ (x)|0 = |ψ (x) |0 = |x|ψ.

Und somit | . |ϕ = | . |ψ.

”⇒“: Sei | . |ψ = | . |ϕ.

1.Schritt: Für alle x ∈ K gilt ϕ (x) = ψ (x) oder ϕ (x) = ψ (x).

Sei x0 ∈ K.

Definiere

σ : Q (x0) −→ Q (ϕ (x0))
x 7→ ϕ (x)

und

ρ : Q (x0) −→ Q (ψ (x0))
x 7→ ψ (x) .

Wir zeigen: σ ◦ ρ−1 : Q (ψ (x0)) −→ Q (ϕ (x0)) ist stetig (bezüglich | . |0).

Sei ε > 0 und seien x, y ∈ Q (ψ (x0)) = ρ (Q (x0)) mit |x− y|0 < ε.

Sind a, b ∈ Q (x0) mit x = ρ (a) und y = ρ (b), so gilt
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3.1 Durch Einbettungen definierte Topologien

|σ ◦ ρ−1 (x)− σ ◦ ρ−1 (y) |0 = |σ (a)− σ (b) |0
= |σ (a− b) |0
= |ϕ (a− b) |0
= |a− b|ϕ
= |a− b|ψ
= |ψ (a− b) |0
= |ρ (a− b) |0
= |ρ (a)− ρ (b) |0
= |x− y|0
< ε

Also ist σ ◦ρ−1 stetig und lässt sich somit stetig auf R (ψ (x0)) zu einem R-Isomor-
phismus

τ : R (ψ (x0)) −→ R (ϕ (x0))

fortsetzen.

Es ist

τ (ψ (x0)) = σ ◦ ρ−1 (ψ (x0))
= σ ◦ ρ−1 (ρ (x0))
= σ (x0)
= ϕ (x0)

und somit sind ψ (x0) und ϕ (x0) gleich oder konjugiert über C, das heißt
ϕ (x0) = ψ (x0) oder ϕ (x0) = ψ (x0).

2.Schritt: Für alle x ∈ K gilt ϕ (x) = ψ (x).

Angenommen es gibt ein x ∈ K mit ϕ (x) 6= ψ (x).

Dann folgt aus dem ersten Schritt, dass ϕ (x) = ψ (x) ist. Da nach Voraussetzung
ϕ 6= ψ gilt, gibt es ein y ∈ K mit ϕ (y) 6= ψ (y). Wieder aus dem ersten Schritt
folgt ϕ (y) = ψ (y).

Für x+ y gilt dann

ϕ (x+ y) = ϕ (x) + ϕ (y)
= ψ (x) + ϕ (y)
6= ψ (x) + ψ (y)
= ψ (x+ y)
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3 Topologisch henselsche Körper

Außerdem gilt

ϕ (x+ y) = ϕ (x) + ϕ (y)
= ϕ (x) + ψ (y)
6= ψ (x) + ψ (y)
= ψ (x) + ψ (y)
= ψ (x+ y).

Dies ist ein Widerspruch zum ersten Schritt. �

3.1.8 Lemma. Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung. Sei T eine V-Topologie
auf K, die durch einen archimedischen Absolutbetrag definiert wird und sei T ′ eine
Fortsetzung von T auf L. Sei ψ eine Einbettung von L nach C mit Tψ = T ′.
Dann ist T = Tψ|K .

Beweis: Nach Lemma 3.1.1 (c) ist | . |ψ eine Fortsetzung von | . |ψ|K . Nach Satz 2.1.2 ist
damit Tψ = T ′ eine Fortsetzung von Tψ|K und somit Tψ|K = T . �

3.1.9 Satz. Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung. Sei T eine durch einen ar-
chimedischen Absolutbetrag definierte Topologie auf K. Sei ϕ eine Einbettung von K
nach C mit T = Tϕ.
Dann ist T genau dann eindeutig auf L fortsetzbar, wenn | . |ϕ eindeutig auf L fortsetzbar
ist.

Beweis: ”⇒“: Ist T eindeutig auf L fortsetzbar, dann ist nach Satz 2.3.19 jeder Abso-
lutbetrag, der T definiert, eindeutig auf L fortsetzbar, also insbesondere | . |ϕ.

”⇐“: Gibt es verschiedene Fortsetzungen T ′ und T ′′ von T , so gibt es nach Korollar 3.1.4
Einbettungen ψ′ und ψ′′ von L nach C mit T ′ = Tψ′ und T ′′ = Tψ′′ .
Nach Lemma 3.1.8 ist Tψ′|K = Tψ′′|K = T und somit ist | . |ψ′|K = | . |ψ′′|K = | . |ϕ der
nach Lemma 3.1.6 eindeutige durch eine Einbettung nach C definierte Absolutbetrag,
der T definiert. Also sind | . |ψ′ und | . |ψ′′ verschiedene Fortsetzungen von | . |ϕ auf L. �

3.1.10 Lemma. Seien K1 und K2 Körper mit
√
−1 /∈ K1. Sei ϕ : K1 ↪→ K2 eine

Einbettung. Seien

ψ± : K1

(√
−1
)
−→ K2

(√
−1
)

a+ b ·
√
−1 7→ ϕ (a)± ϕ (b) ·

√
−1.

Dann sind ψ± Einbettungen, die ϕ fortsetzen und es gibt keine anderen Ringhomomor-
phismen von K1

(√
−1
)

in K2

(√
−1
)
, die ebenfalls ϕ fortsetzen.
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3.1 Durch Einbettungen definierte Topologien

Beweis: Dass ψ± wohldefiniert sind, folgt aus
√
−1 /∈ K1.

Dass ψ± Homomorphismen sind, lässt sich leicht überprüfen.

Nach Definition ist klar, dass ψ± Fortsetzungen von ϕ sind.

Für jeden Homomorphismus ψ : K1

(√
−1
)
−→ K2

(√
−1
)

gilt

−1 = ψ (−1) = ψ
(√
−1
)2

und somit
ψ
(√
−1
)

=
√
−1

oder
ψ
(√
−1
)

= −
√
−1.

Daraus folgt, dass für jede Fortsetzung ψ : K1

(√
−1
)
−→ K2

(√
−1
)

von ϕ gilt

ψ
(
a+ b ·

√
−1
)

= ψ (a) + ψ (b)ψ
(√
−1
)

= ϕ (a)± ϕ (b) ·
√
−1.

Wir zeigen nun, dass ψ± injektiv sind und somit Einbettungen.

Es ist
ψ±
(
a+
√
−1 · b

)
= 0⇔ ϕ (a)±

√
−1 · ϕ (b) = 0.

Sei ψ±
(
a+
√
−1 · b

)
= 0.

Angenommen, ϕ (b) 6= 0. Dann ist

√
−1 = ∓ϕ (a)

ϕ (b)
= ϕ

(a
b

)
∈ ϕ (K1) .

Also folgt, falls
√
−1 /∈ ϕ (K1) ist, aus ψ± (x) = 0 schon ϕ (b) = 0. Da ϕ injektiv ist,

folgt daraus b = 0 und damit x ∈ K1. Wiederum, da ϕ injektiv ist und da ψ±|K1 = ϕ
ist, folgt x = 0. Also ist ψ± injektiv, falls

√
−1 /∈ ϕ (K1) ist.

Wäre aber
√
−1 ∈ ϕ (K1), so gäbe es ein x ∈ K1 mit ϕ (x) =

√
−1. Damit wäre

ϕ
(
x2
)

= ϕ (x)2

= −1
= ϕ (−1) .

Aus der Injektivität von ϕ würde damit folgen −1 = x2 ∈ K2
1 . Dies wäre ein Widerspruch

zur Voraussetzung.

Also sind ψ± Einbettungen. �
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3 Topologisch henselsche Körper

3.2 Anordnungen

Im Folgenden werden unter anderem Absolutbeträge, die durch Anordnungen auf einem
Körper definiert werden, eine Rolle spielen. Daher werden wir nun einige wichtige Sätze
aus der reellen Algebra zitieren und einige Lemmata beweisen, die wir im Folgenden
brauchen werden.

3.2.1 Definition. Seien (K1, ≤1) und (K2, ≤2) angeordnete Körper. Sei ϕ : K1 ↪→ K2

eine Einbettung.

Dann heißt ϕ ordnungstreu oder Ordnungseinbettung, falls für alle x, y ∈ K1 gilt:

x ≤1 y ⇒ ϕ(x) ≤2 ϕ(y)

Der folgende Einbettungssatz aus der reellen Algebra wird zum Beispiel bei [DePr] als
Satz 1.1.5 bewiesen.

3.2.2 Satz. Sei (K, ≤) ein archimedisch angeordneter Körper.

Dann gibt es eine ordnungstreue Einbettung von K nach R.

3.2.3 Bemerkung. Durch eine Einbettung ϕ wie in Satz 3.2.2 wird insbesondere ein
Absolutbetrag | . |ϕ auf K definiert.

3.2.4 Lemma. Sei (K, ≤) ein archimedisch angeordneter Körper, sei ϕ : K ↪→ R eine
Ordnungseinbettung.

Dann ist Tϕ = T<.

Beweis: Es sind

B< := {{x ∈ K | −a < x < a} | a ∈ K mit a > 0}

eine Nullumgebungsbasis von T< und

Bϕ := B| . |ϕ := {{x ∈ K | |x|ϕ < ε} | ε ∈ R mit ε > 0}

eine Nullumgebungsbasis von Tϕ.

Es ist B< ⊆ Bϕ. Denn sei a ∈ K mit a > 0. Dann ist

{x ∈ K | −a < x < a} = {x ∈ K | −ϕ (a) < ϕ (x) < ϕ (a)}
= {x ∈ K | |ϕ (x) |0 < |ϕ (a) |0}
= {x ∈ K | |x|ϕ < |a|ϕ} .

Also ist {x ∈ K | −a < x < a} = {x ∈ K | |x|ϕ < ε} für ε := |a|ϕ > 0.

Damit haben wir T< ⊆ Tϕ gezeigt.
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3.2 Anordnungen

Wir zeigen nun, dass jedes Element aus Bϕ eine Teilmenge aus B< besitzt.

Sei ε ∈ R mit ε > 0.

Wähle n ∈ N mit 1
n < ε.

Dann ist

{x ∈ K | |x|ϕ < ε} ⊇
{
x ∈ K

∣∣∣∣ |x|ϕ < 1
n

= ϕ

(
1
n

)}
=

{
x ∈ K

∣∣∣∣ −ϕ( 1
n

)
< ϕ (x) < ϕ

(
1
n

)}
=

{
x ∈ K

∣∣∣∣ − 1
n
< x <

1
n

}
.

Also ist Tϕ ⊆ T< und damit Tϕ = T<. �

Der Beweis des folgenden Lemmas ist in [DePr] zu finden (Bemerkung 1.3.4).

3.2.5 Lemma. Seien (K1, ≤1) und (K2,≤2) angeordnete Körper. Sei ϕ : K1 ↪→ K2

eine Einbettung.

Ist die Anordnung auf K1 eindeutig, so ist ϕ eine Ordnungseinbettung.

Wir werden nun den Begriff ”reell abgeschlossen“ definieren und einige Äquivalenzen
notieren.

3.2.6 Definition. Ein reeller Körper K heißt reell abgeschlossen, wenn er keine echte,
algebraische, reelle Erweiterung hat.

Die Äquivalenzen (i) bis (iii) des folgenden Satzes wurden 1926 von Artin und Schreier
bewiesen und finden sich zum Beispiel in [DePr] als Satz 1.2.10. Die Äquivalenz von (i)
und (iv) findet man ebenfalls in [DePr] als Lemma 1.2.9.

3.2.7 Satz. Sei K ein Körper. Dann sind äquivalent

(i) K ist reell abgeschlossen.

(ii) K2 ist ein Positivbereich von K und jedes Polynom f ∈ K [X] mit ungeradem
Grad hat eine Nullstelle in K.

(iii) K 6= K
(√
−1
)

und K
(√
−1
)

ist algebraisch abgeschlossen.

(iv) K hat eine eindeutige Anordnung ≤ und (K, ≤) ist maximal angeordnet.

3.2.8 Lemma. Sei (K, ≤) ein archimedisch angeordneter Körper.

Dann ist T< eindeutig auf K
(√
−1
)

fortsetzbar.
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3 Topologisch henselsche Körper

Beweis: Nach Satz 3.2.2 existiert eine ordnungstreue Einbettung ϕ : K ↪→ R. Nach
Lemma 3.2.4 ist Tϕ = T<.

Seien T ′ und T ′′ Fortsetzungen von T< auf K
(√
−1
)
. Nach Lemma 3.1.6 existieren

Einbettungen ψ′ und ψ′′ von K
(√
−1
)

nach C so, dass T ′ = Tψ′ und T ′′ = Tψ′′ ist.
Seien ϕ′ := ψ′|K und ϕ′′ := ψ′′|K .

Nach Lemma 3.1.8 ist dann Tϕ′ = Tϕ′′ = T<. Also muss nach Lemma 3.1.6 auch
| . |ϕ = | . |ϕ′ = | . |ϕ′′ gelten.

Sei x ∈ K
(√
−1
)
. Es ist x = a+ b

√
−1 für gewisse a, b ∈ K.

Nach Lemma 3.1.10 gilt ψ′ (x) = ϕ′ (a) + iϕ′ (b) oder ψ′ (x) = ϕ′ (a)− iϕ′ (b) und analog
ψ′′ (x) = ϕ′′ (a)± iϕ′′ (b).
Es ist

|x|ψ′ = |ψ′ (x) |0
= |ϕ′ (a)± iϕ′ (b) |0

=
√
|ϕ′ (a) |20 + |ϕ′ (b) |20

=
√
|a|2ϕ′ + |b|2ϕ′

=
√
|a|2ϕ′′ + |b|2ϕ′′

=
√
|ϕ′′ (a) |20 + |ϕ′′ (b) |20

= |ϕ′′ (a)± iϕ′′ (b) |0
= |ψ′′ (x) |0
= |x|ψ′′ .

Also ist | . |ψ′ = | . |ψ′′ und damit T ′ = T ′′. �

3.3 Topologisch henselsche Körper

3.3.1 Definition. Seien K ein Körper und T eine Topologie auf K.

(K, T ) heißt topologisch henselscher Körper, falls eine der beiden folgenden Bedingungen
gilt:

(a) Es gibt einen archimedischen Absolutbetrag | . | mit T = T| . | und K ist algebraisch
abgeschlossen oder K ist reell abgeschlossen und T| . | = T<, wobei < die (eindeu-
tige) Ordnung von K ist.

(b) Es gibt eine henselsche Bewertung v auf K mit T = Tv.
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3.3 Topologisch henselsche Körper

Im Beweis von Satz 3.3.3 verwenden wir folgendes allgemein bekanntes Lemma:

3.3.2 Lemma. Sei K ein Körper mit char (K) = 0. Sei f ∈ K[X] irreduzibel.

Dann ist f separabel.

3.3.3 Satz. Seien K ein Körper und T eine Topologie auf K.

Dann ist (K, T ) genau dann topologisch henselsch, wenn sich T eindeutig auf jede al-
gebraische Körpererweiterung von K fortsetzen lässt.

Beweis:

(a) T wird von einem archimedischen Absolutbetrag definiert.

”⇒“: Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist nichts zu zeigen.

Ist K reell abgeschlossen, so folgt aus Satz 3.2.7, dass K
(√
−1
)

die einzige echte
algebraische Körpererweiterung von K ist. Nach Lemma 3.2.8 ist die Fortsetzung
von T< auf K

(√
−1
)

eindeutig.

”⇐“: Sei K nicht algebraisch abgeschlossen und falls K reell abgeschlossen ist, so
sei T 6= T<. Wir zeigen, dass es eine algebraische Körpererweiterung von K gibt,
auf die sich T nicht eindeutig fortsetzen lässt.

Sei ϕ : K ↪→ C eine Einbettung, die T definiert. Da K nicht algebraisch abge-
schlossen ist, existiert ein irreduzibles Polynom f ∈ K [X] mit deg (f) ≥ 2.

1. Fall: Es existiert ein irreduzibles normiertes Polynom, f ∈ K [X] mit deg (f) ≥ 3.
Da char (K) = 0 ist, ist f nach Lemma 3.3.2 separabel, es gibt also ver-
schiedene Nullstellen x0, x1, x2 ∈ K

alg von f . Zu diesen Nullstellen existieren
K-Isomorphismen, ψ1/2 : Kalg −→ K

alg mit ψ1 (x0) = x1 und ψ2 (x0) = x2.

Nach Satz 2.2.4 lässt sich T auf Kalg fortsetzen. Nach Satz 2.1.5 wird die
Fortsetzung wieder von einem archimedischen Absolutbetrag definiert, also
gibt es nach Korollar 3.1.4 eine Einbettung ϕ̃ : Kalg

↪→ C so, dass T
eϕ eine

Fortsetzung von T ist.
ϕ̃ ◦ ψ1 und ϕ̃ ◦ ψ2 sind dann ebenfalls Einbettungen, die Fortsetzungen von
T definieren. Aus der Injektivität von ϕ̃ folgt, dass diese Einbettungen in x0

unterschiedliche Werte annehmen. Nach Lemma 3.1.7 können diese drei Ein-
bettungen nicht alle den gleichen Absolutbetrag definieren. Nach Lemma 3.1.5
gibt es damit unterschiedliche Fortsetzungen von T auf Kalg.

2. Fall: Für jedes irreduzible normiertes Polynom f ∈ K [X] ist deg (f) < 3.
Es folgt dann, dass jedes Polynom ungeraden Grades eine Nullstelle in K hat.
Nach Satz 3.2.7 (ii) folgt, dass K reell abgeschlossen ist oder dass K2 kein
Positivbereich von K ist.
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3 Topologisch henselsche Körper

2.1. Fall: Es exisitiere ein x ∈ K mit x /∈ K2 und −x /∈ K2.
K (
√
x) ist eine algebraische Körpererweiterung von K. Wir definieren

zwei Fortsetzungen von ϕ auf K (
√
x) durch ψ1 (

√
x) :=

√
ϕ (x) und

ψ2 (
√
x) := −

√
ϕ (x).

ψ1 und ψ2 definieren nach Lemma 3.1.7 verschiedene Fortsetzungen von
| . |ϕ auf K (

√
x) und somit nach Lemma 3.1.6 auch unterschiedliche Fort-

setzungen von T auf K (
√
x).

2.2. Fall: Es ist −1 ∈ K2 und für alle x ∈ K ist x ∈ K2 oder −x ∈ K2.
Wir werden sehen, dass dieser Fall nicht eintreten kann.
Es ist K2 = K, denn angenommen, es ist x ∈ K \K2. Dann ist −x ∈ K2

und damit ist x = (−1) (−x) ∈ K2. Dies ist ein Widerspruch.
Da K nicht algebraisch abgeschlossen ist, existieren a, b ∈ K so, dass
X2 + aX + b keine Nullstelle in K hat.
Es ist a2

4 − b ∈ K
2, also ist −a

2 +
√

a2

4 − b ∈ K. Dies ist eine Nullstelle
von X2 + aX + b. Das ist aber ein Widerspruch zur Wahl von a und b.

2.3. Fall: Es ist a2 + b2 /∈ K2 für gewisse a, b ∈ K, −1 /∈ K2 und für alle x ∈ K ist
x ∈ K2 oder −x ∈ K2.
Aus a2 + b2 /∈ K2 folgt −

(
a2 + b2

)
∈ K2, es existiert also ein c ∈ K mit

−
(
a2 + b2

)
= c2.

Es ist

ϕ (a)2 + ϕ (b)2 = ϕ
(
a2 + b2

)
= −ϕ

(
−
(
a2 + b2

))
= −ϕ

(
c2
)

= −ϕ (c)2 .

Angenommen, ϕ (K) ⊆ R. Dann ist 0 ≤ ϕ (a)2 + ϕ (b)2 = −ϕ (c)2 ≤ 0
und damit ϕ (a)2 + ϕ (b)2 = 0. Da ϕ (a) , ϕ (b) ∈ R gilt, folgt damit aber
schon ϕ (a) = ϕ (b) = 0. Aus der Injektivität folgt dann a = b = 0. Dies
ist aber ein Widerspruch zu a2 + b2 /∈ K2. Es existiert also ein x ∈ K mit
ϕ (x) /∈ R.
Definiere ψ± wie in Lemma 3.1.10. Nach Voraussetzung ist

√
−1 /∈ K. Es

ist ψ+

(√
−1
)

= i 6= −i = ψ−
(√
−1
)
, also ist ψ+ 6= ψ−. Weiter gilt für

x ∈ K mit ϕ (x) /∈ R:

ψ+ (x) = ϕ (x)
6= ϕ (x)
= ψ− (x).

Also ist nach Lemma 3.1.7 | . |ψ− 6= | . |ψ+
und damit nach Lemma 3.1.6

auch Tψ− 6= Tψ+ .
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3.3 Topologisch henselsche Körper

2.4. Fall: K ist reell abgeschlossen und es ist T 6= T<.
Nach Lemma 3.2.4 ist ϕ keine Ordnungseinbettung. Da K reell abge-
schlossen ist, besitzt K nach Satz 3.2.7 eine eindeutige Anordnung. Also
ist nach Lemma 3.2.5 ϕ (K) * R.
Da K reell ist, ist −1 /∈ K2.
Wir können also wie in Fall 2.3 zeigen, dass Tψ+ und Tψ− verschiedene
Fortsetzungen von T auf K

(√
−1
)

sind.

(b) Für den Fall, dass T von einer Bewertung definiert wird, folgt die Behauptung
sofort aus Satz 2.3.15. �

43





4 t-henselsche Körper

Eine weitere Verallgemeinerung des Begriffs ”henselsch“ auf topologische Körper defi-
nieren A. Prestel und M. Ziegler in [PrZi]. Diesen wollen wir uns nun näher ansehen.

Der Begriff ”t-henselsch“ wird dabei zunächst für Körper mit Filter definiert. Die
t-henselschen Körper mit Filter sind Körper mit Filter, die zu einem Körper mit einem
von einer henselschen Bewertung definierten Filter lokal äquivalent sind. V-topologische
Körper heißen ”t-henselsch“, wenn der Körper mit dem Filter der Nullumgebungen
t-henselsch ist.

Dass zwei Körper mit Filter lokal äquivalent sind, bedeutet, dass in ihnen die gleichen
lokalen Sätze gelten. Viele wichtige topologische Eigenschaften, insbesondere auch die
Bedingungen (V 1) bis (V 6) aus Definition 1.1.1, lassen sich durch lokale Sätze aus-
drücken.

Im ersten Abschnitt werden wir zunächst die Begriffe ”lokaler Satz“, ”lokal äquivalent“
und einige weitere wichtige Begriffe definieren.

Im zweiten Teil des Abschnittes werden wir den Begriff ”ω-vollständig“ definieren und
zeigen, dass es zu jedem Körper mit Filter einen ω-vollständigen Körper mit Filter gibt.
Diesen Satz werden wir im zweiten Abschnitt verwenden, wenn wir in einem Beweis ohne
Einschränkung annehmen, dass ein Körper ω-vollständig ist. Außerdem werden wir noch
ein weiteres Lemma zeigen, das wir ebenfalls im zweiten Abschnitt benötigen, und hierzu
noch einige weitere Begriffe einführen.

Im zweiten Abschnitt definieren wir den Begriff ”t-henselsch“ und zeigen einige Äquiva-
lenzen.

Im dritten Abschnitt definieren wir, was wir unter einer n-henselschen Bewertung ver-
stehen wollen. Wir zeigen, dass die Topologien von t-henselschen Körpern entweder von
Absolutbeträgen definiert werden oder es zu jedem n ∈ N eine n-henselsche Bewertung
gibt, die die Topologie definiert. Für t-henselsche Körper mit nicht von Absolutbeträgen
definierten Topologien können wir daraus die eindeutige Fortsetzbarkeit der Topologie
auf jede endliche Körpererweiterung folgern.
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4 t-henselsche Körper

4.1 Lokale Sätze

4.1.1 Definitionen und erste Sätze

Seien im Folgenden stets K ein Körper und F ein Filter auf K.

Wir definieren uns nun eine geeignete formale Sprache, dabei unterscheiden wir stets Va-
riablen und Mengenvariablen. Interpretieren wir später Formeln in Körpern mit Filter,
werden Variablen als Körperelemente interpretiert und Mengenvariablen als Filterele-
mente.

4.1.1 Definition. (a) Wir definieren Terme iterativ wie folgt

(i) Die Konstanten 0, 1 sind Terme.

(ii) Die Variablen x, y sind Terme.

(iii) Sind t1 und t2 Terme, so sind auch t1 + t2, t1 − t2 und t1 · t2 Terme.

(b) Wir definieren Formeln iterativ wie folgt:

(i) Sind t1 und t2 Terme und U eine Mengenvariable, so sind t1=̇t2 und t1 ∈ U
Formeln, sogenannte atomare Formeln.

(ii) Sind ϕ, ψ Formeln, x eine Variable und U eine Mengenvariable, so sind auch
¬ϕ, ϕ ∧ ψ, ϕ ∨ ψ, ∃x ϕ, ∀x ϕ, ∃U ϕ und ∀U ϕ Formeln.

(c) Ein Satz ist eine Formel ohne freie Variablen.

Im Folgenden bezeichnen stets x, y, z Variablen, U, V, W, X, Y Mengenvariablen und
ϕ, ψ Formeln (jeweils auch mit Indizes).

4.1.2 Notation. Mit ϕ (x1, . . . , xn, X1 . . . Xm) bezeichnen wir eine Formel, die außer
x1, . . . , xn und X1, . . . , Xm keine freien Variablen enthält.

Ebenso bezeichnen wir mit t (x1, . . . , xn) einen Term, der außer x1, . . . , xn keine freien
Variablen enthält.

Die Gültigkeit einer Formel wird analog zur Gültigkeit einer Formel in der Logik 1. Stufe
definiert (siehe hierzu zum Beispiel [Pr]).

Unsere Strukturen bestehen hier stets aus einem Körper K und einer Menge A ⊆ P (K)
(meistens ein Filter oder eine Filterbasis). Wir interpretieren stets + und · durch die
Körperoperationen, 0 als das neutrale Element der Addition und 1 als das neutrale Ele-
ment der Multiplikation. Für die Interpretationen schreiben wir wieder +, ·, 0 und 1.
Den Variablen werden Werte aus der Menge der Körperelemente zugeordnet, den Men-
genvariablen werden Elemente aus A zugeordnet.

4.1.3 Notation. SeiA eine Teilmenge der Potenzmenge vonK und seien a1, . . . , an ∈ K
und A1, . . . , Am ⊆ K.
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4.1 Lokale Sätze

(a) Sei ϕ = ϕ (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm) eine Formel.

Wir schreiben
(K, A) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am) ,

wenn ϕ für a1, . . . , an, A1, . . . , Am in (K, A) gilt.

(b) Sei t = t (x1, . . . , xn) ein Term.

Wir schreiben tK (a1, . . . , an) für die Auswertung von t in K, bei der x1, . . . , xn
durch a1, . . . , an interpretiert werden.

4.1.4 Definition. Eine Formel hat Negationsnormalform, wenn das Negationszeichen
nur vor atomaren Formeln auftritt.

4.1.5 Satz. Zu jeder Formel gibt es eine logisch äquivalente Formel in Negationsnor-
malform.

Beweis: (Skizze) Der Satz folgt aus den folgenden Äquivalenzen, die für beliebige For-
meln ϕ und ψ gelten:

¬ (¬ϕ) ↔ ϕ

¬ (ϕ ∨ ψ) ↔ ¬ϕ ∧ ¬ψ
¬ (ϕ ∧ ψ) ↔ ¬ϕ ∨ ¬ψ
¬ (∀x ϕ) ↔ ∃x ¬ϕ
¬ (∃x ϕ) ↔ ∀x ¬ϕ
¬ (∀U ϕ) ↔ ∃U ¬ϕ
¬ (∃U ϕ) ↔ ∀U ¬ϕ

�

4.1.6 Definition. (a) Eine Formel in Negationsnormalform heißt positiv in U , wenn
U in keiner negierten atomaren Unterformel vorkommt.

(b) Eine Formel in Negationsnormalform heißt negativ in U , wenn jede atomare Un-
terformel, in der U vorkommt, negiert wird.

4.1.7 Definition. Eine Formel heißt lokale Formel, wenn die zugehörige Negationsnor-
malform durch ∧, ∨, ∃, ∀ aus negierten und nicht negierten atomaren Formeln gebildet
werden kann, so dass gelten:

• ∃U wird nur auf Formeln angewendet, die negativ in U sind.

• ∀U wird nur auf Formeln angewendet, die positiv in U sind.

Ein lokaler Satz ist eine lokale Formel ohne freie Variablen.
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4 t-henselsche Körper

Die folgende Bemerkung folgt aus den im Beweis von Satz 4.1.5 angegebenen Äquiva-
lenzen.

4.1.8 Bemerkung. (a) Sei ϕ eine Formel in Negationsnormalform.

Ist ϕ positiv in U , so ist ¬ϕ negativ in U .

Ist ϕ negativ in U , so ist ¬ϕ positiv in U .

(b) Sei ϕ eine lokale Formel.

Dann ist ¬ϕ ebenfalls eine lokale Formel.

4.1.9 Definition. Zwei Körper mit Filter heißen lokal äquivalent, wenn in ihnen die
gleichen lokalen Sätze gelten.

4.1.2 ω-vollständige Körper

4.1.10 Definition. (a) Ein Filter F heißt ω-vollständig, wenn er unter abzählbaren
Durchschnitten abgeschlossen ist.

(b) (K, F) heißt ω-vollständig, wenn F ω-vollständig ist.

4.1.11 Satz. (a) Sei ϕ ein lokaler Satz, (K, F) ein Körper mit Filter und sei B eine
Basis von F .

Dann gilt ϕ in (K, F) genau dann, wenn ϕ in (K, B) gilt.

(b) Jeder Körper mit Filter ist lokal äquivalent zu einem ω-vollständigen Körper mit
Filter.

Um den Satz zu beweisen, brauchen wir noch ein Lemma.

4.1.12 Lemma. Sei A ⊆ P (K) und sei ϕ (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm) eine lokale Formel,
die negativ in Xm ist. Dann gilt für alle a1, . . . , an ∈ K und A1, . . . , Am, A ⊆ K mit
A ⊆ Am:

(K, A) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am−1, Am)
⇒ (K, A) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am−1, A) .

Beweis: Wir beweisen das Lemma durch Induktion über den Formelaufbau von ϕ.

Sei ϕ ohne Einschränkung in Negationsnormalform.

Es gelte
(K, A) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am−1, Am) .

Für den Induktionsanfang müssen wir zwei Fälle betrachten, für den Induktionsschritt
unterscheiden wir sechs Fälle.
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4.1 Lokale Sätze

Induktionsanfang:

1. Fall: ϕ = ϕ (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm) ist atomar.

Wäre Xm frei in ϕ, müsste ϕ von der Form t ∈ Xm für einen Term t sein. Diese
Formel ist aber nicht negativ in Xm. Also kann Xm nicht frei in ϕ sein und es ist
nichts zu zeigen.

2. Fall: Es ist ϕ = ¬ψ für eine atomare Formel ψ = ψ (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm).

Wenn Xm nicht in ψ vorkommt, ist nichts zu zeigen, also brauchen wir nur den
Fall ψ = t ∈ Xm, also ϕ = ¬ (t ∈ Xm), betrachten.

Es gilt
(K, A) |= ¬ (t ∈ Xm) (a1, . . . , an, A1, . . . , Am)

genau dann, wenn tK (a1, . . . , an) /∈ Am.

Da A ⊆ Am, gilt somit auch tK (a1, . . . , an) /∈ A und damit

(K, A) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am−1, A) .

Induktionsschritt:

1. Fall: Es ist ϕ = ψ1 ∧ ψ2 für zwei lokale Formeln ψ1 = ψ1 (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm) und
ψ2 = ψ2 (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm).

Es gilt
(K, A) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am)

genau dann, wenn für i = 1, 2 gilt

(K, A) |= ψi (a1, . . . , an, A1, . . . , Am)

Daraus folgt nach Induktionsannahme, dass für i = 1, 2 gilt

(K, A) |= ψi (a1, . . . , an, A1, . . . , Am−1, A) ,

woraus wiederum

(K, A) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am−1, A)

folgt.

2. Fall: Es ist ϕ = ψ1 ∨ ψ2 für zwei lokale Formeln ψ1 = ψ1 (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm) und
ψ2 = ψ2 (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm).

Dieser Fall wird analog zum ersten Fall bewiesen.
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4 t-henselsche Körper

3. Fall: Es ist ϕ = ∃ y ψ für eine Formel ψ (x1, . . . , xn, y, X1, . . . , Xm).

Gilt
(K, A) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am) ,

so gibt es ein b ∈ K mit

(K, A) |= ψ (a1, . . . , an, b, A1, . . . , Am) .

Nach Induktionsvoraussetzung gilt damit auch

(K, A) |= ψ (a1, . . . , an, b, A1, . . . , Am−1, A) .

Daraus folgt sofort

(K, A) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am−1, A) .

4. Fall: Es ist ϕ = ∀ y ψ für eine Formel ψ (x1, . . . , xn, y, X1, . . . , Xm).

Dieser Fall wird analog zum dritten Fall bewiesen.

5. Fall: Es ist ϕ = ∃Y ψ für eine Formel ψ (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm, Y ).

Gilt
(K, A) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am) ,

so gibt es ein B ∈ A mit

(K, A) |= ψ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am, B) .

Aus der Induktionsannahme folgt

(K, A) |= ψ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am−1, A, B) .

Daraus folgt
(K, A) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am−1, A) .

6. Fall: Es ist ϕ = ∀Y ψ für eine Formel ψ (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm, Y ).

Dieser Fall wird analog zum fünften Fall bewiesen. �

Wir definieren nun den Begriff ”Ultrafilter“, den wir im Beweis des Satzes verwenden
werden.

4.1.13 Definition. Sei F ein Filter auf einer Menge M .

Gilt für alle A ⊆M , entweder A ∈ F oder M \A ∈ F ist, so heißt F Ultrafilter auf M .

Ist a ∈M , so ist Fa := {U ⊆M | a ∈M} ein Ultrafilter.

Fa heißt Hauptultrafilter.
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4.1 Lokale Sätze

Wir kommen nun zum Beweis des Satzes 4.1.11.

Beweis:

(a) Wir zeigen durch Induktion über den Formelaufbau, dass für jede lokale Formel ϕ
und alle a1, . . . , an ∈ K, A1, . . . , Am ⊆ K

(K, F) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am)
⇐⇒

(K, B) |= ϕ (a1, . . . , an, A1 . . . , Am)

gilt.

Wir können ohne Einschränkung annehmen, dass ϕ Negationsnormalform hat.

”⇒“: Sei A ⊆ P (K). In den folgenden Fällen gilt

(K, A) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am)

unabhängig von A:

ϕ ist atomare Formel oder negierte atomare Formel, ϕ = ψ1 ∧ ψ2, ϕ = ψ1 ∨ ψ2,
ϕ = ∃ y ψ und ϕ = ∀ y ψ für lokale Formeln ψ1, ψ2 und ψ.

Damit bleiben zwei Fälle zu betrachten:

1. Fall: Es ist ϕ = ∀Y ψ für eine lokale Formel ψ = ψ (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm, Y ).
Es gelte

(K, F) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am) ,

also
(K, F) |= ψ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am, A)

für alle A ∈ F .
Da B eine Basis von F ist und damit B ⊆ F , gilt also insbesondere

(K, F) |= ψ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am, A)

für alle A ∈ B und damit

(K, B) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am) .

2. Fall: Es ist ϕ = ∃Y ψ für eine lokale Formel ψ = ψ (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm, Y ).
Es gelte

(K, F) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am) ,

also
(K, F) |= ψ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am, A)

für ein A ∈ F .
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4 t-henselsche Körper

Da B eine Basis von F ist, gibt es ein B ∈ B mit B ⊆ A.
Da ϕ lokale Formel ist, muss ψ negativ in Y sein. Mit Lemma 4.1.12 folgt
also

(K, F) |= ψ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am, B) .

Nach Induktionsvoraussetzung gilt damit

(K, B) |= ψ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am, B) ,

also
(K, B) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am) .

Wir haben somit gezeigt

(K, F) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am)
=⇒

(K, B) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am)

für jede lokale Formel ϕ = ϕ (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm).

”⇐“: Der Induktionsanfang (ϕ ist atomare Formel oder negierte atomare Formel)
sowie die Fälle ϕ = ψ1 ∧ ψ2, ϕ = ψ1 ∨ ψ2, ϕ = ∃ y ψ und ϕ = ∀ y ψ für lokale
Formeln ψ1, ψ2 und ψ sind wieder klar. Da B ⊆ F ist, ist außerdem der Fall
ϕ = ∃Y ψ für eine lokale Formel ψ klar.

Den Fall ∀Y ψ zeigen wir über Kontraposition. Es gelte

(K, F) 2 ϕ.

Das heißt, es gibt ein A ∈ F mit

(K, F) � ¬ψ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am, A) ,

also
(K, F) � ∃Y ¬ψ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am) ,

Da ϕ eine lokale Formel ist, ist ψ eine lokale Formel, die positiv in Y ist. Also ist
¬ψ nach Bemerkung 4.1.8 eine lokale Formel, die negativ in Y ist. Daraus folgt,
dass ∃Y ¬ψ ebenfalls eine lokale Formel ist.

Aus dem bereits Gezeigten können wir damit folgern

(K, B) � ∃Y ¬ψ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am) .

Es gibt also B ∈ B mit

(K, B) � ¬ψ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am, B) ,
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4.1 Lokale Sätze

und damit
(K, B) 2 ϕ.

Insgesamt folgt für jede lokale Formel ϕ

(K, F) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am)
⇐⇒

(K, B) |= ϕ (a1, . . . , an, A1, . . . , Am) .

Insbesondere folgt daraus, falls ϕ lokaler Satz ist und somit keine freien Variablen
enthält

(K, F) |= ϕ⇔ (K, B) |= ϕ.

(b) Sei (K, F) ein Körper mit Filter. Wir konstruieren einen ω-vollständigen Körper
mit Filter, der zu (K,F) lokal äquivalent ist.

Sei dazu N ein Ultrafilter auf N, der kein Hauptultrafilter ist.

Definiere
M :=

{
a ∈ KN

∣∣∣ {i | ai = 0} ∈ N
}
,

wobei zu a, b, . . . ∈ KN ai, bi, . . . ∈ K die i-ten Elemente der Folgen a, b, . . .
bezeichnen.

Mit komponentenweiser Addition und Multiplikation wird KN zu einem Ring. Wir
zeigen, dass M ein maximales Ideal von KN ist.

Seien a ∈M und k ∈ KN. Es gilt

(ka)i = ki · ai

und somit
{i | (ka)i = 0} ⊇ {i | ai = 0} ∈ N ,

also wegen (F 3) aus Definition 1.2.1

{i | (ka)i = 0} ∈ N

und damit ka ∈M .

Seien a, b ∈M . Es gilt
(a+ b)i = ai + bi,

also
ai = bi = 0⇒ (a+ b)i = 0

und damit
{i | ai = 0} ∩ {i | bi = 0} ⊆ {i | (a+ b)i = 0} .

Es sind
{i | ai = 0} , {i | bi = 0} ∈ N ,
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4 t-henselsche Körper

also nach (F 2)
{i | ai = 0} ∩ {i | bi = 0} ∈ N

und nach (F 3) damit auch

{i | (a+ b)i = 0} ∈ N .

Also ist (a+ b) ∈M .

Insgesamt folgt, dass M ein Ideal ist.

Es bleibt zu zeigen, dass M maximal ist. Sei dazu I ) M ein Ideal von KN.

Sei a ∈ I \M . Aus a /∈M folgt

{i | ai = 0} /∈ N .

Da N Ultrafilter ist, ist dann aber

{i | ai 6= 0} = N \ {i | ai = 0} ∈ N .

Sei k ∈ KN mit

ki =
{

0, ai = 0
a−1
i , ai 6= 0

.

Dann ist

(ka)i =
{

0, ai = 0
1, ai 6= 0

.

Da I Ideal, ist ka ∈ I.
Sei b ∈ KN mit

bi =
{

1, ai = 0
0, ai 6= 0

.

Es ist
{i | bi = 0} = {i | ai 6= 0} ∈ N .

Also ist b ∈ M ⊆ I und damit auch ka + b ∈ I. Es ist aber (ka+ b)i = 1 für alle
i ∈ N, also gilt 1 ∈ I und damit I = KN.

Damit folgt, dass M ein maximales Ideal von KN ist.

Wir bezeichnen den Körper KN/M mit K und zu a ∈ KN mit a das Bild von a in
K unter der Restklassenabbildung.

Zu jeder Folge von Filterelementen U = (Ui)i∈N ∈ FN definieren wir

U :=
{
a ∈ K | {i | ai ∈ Ui} ∈ N

}
.

U ist wohldefiniert. Denn seien a, b ∈ KN mit a = b und a ∈ U , dann gelten

{i | ai = bi} ∈ N
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und
{i | ai ∈ Ui} ∈ N .

Aus (F 2) folgt
{i | ai ∈ Ui} ∩ {i | ai = bi} ∈ N .

Und da
{i | ai ∈ Ui} ∩ {i | ai = bi} ⊆ {i | bi ∈ Ui} ,

folgt mit (F 3)
{i | bi ∈ Ui} ∈ N

und somit b ∈ U .

Wir definieren nun
B∗ :=

{
U
∣∣∣U ∈ FN

}
.

Wir zeigen, dass B∗ eine Filterbasis ist.

B∗ 6= ∅ folgt sofort aus F 6= ∅.
Ist U = (Ui)i∈N ∈ FN, so gibt es zu jedem i ∈ N ein ai ∈ Ui. Es ist (ai)i∈N ∈ U .
Also ist U 6= ∅ für alle U ∈ B∗. Damit ist (FB 1) aus Definition 1.2.3 erfüllt.

Seien U = (Ui)i∈N , V = (Vi)i∈N ∈ FN. Definiere W := (Ui ∩ Vi)i∈N. Wir zeigen,
dass W ⊆ U ∩ V ist. Da nach (F 2) gilt Ui ∩ Vi ∈ F , und damit W ∈ B∗ ist, folgt
daraus, dass (FB 2) ebenfalls erfüllt ist und somit, dass B∗ eine Filterbasis ist.

Sei a ∈W . Es gilt
a ∈W ⇔ {i | ai ∈ Ui ∩ Vi} ∈ N .

Da
{i | ai ∈ Ui} ⊇ {i | ai ∈ Ui ∩ Vi}

und
{i | ai ∈ Vi} ⊇ {i | ai ∈ Ui ∩ Vi} ,

ist, folgen mit (F 3)
{i | ai ∈ Ui} ∈ N

und
{i | ai ∈ Vi} ∈ N .

Da

a ∈ U ∩ V
⇐⇒

{i | ai ∈ Ui} ∈ N und {i | ai ∈ Vi} ∈ N .

folgt a ∈ U ∩ V .

Also ist W ⊆ U ∩ V .
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Sei F∗ der von B∗ erzeugte Filter.

Wir zeigen, dass F∗ ω-vollständig ist.

Nach Definition ist F∗ ω-vollständig, wenn für alle V (1)
, V

(2)
, · · · ∈ F∗ gilt

∞⋂
n=1

V
(n) ∈ F∗.

Zu V (1)
, V

(2)
, · · · ∈ F∗ existieren, da B∗ eine Basis von F∗ ist, U (1)

, U
(2)
, · · · ∈ B∗

mit U (n) ⊆ V (n) für alle n ∈ N und damit

∞⋂
n=1

U
(n) ⊆

∞⋂
n=1

V
(n)
.

Nach (F 3) reicht es also zu zeigen, dass für U (1)
, U

(2)
, · · · ∈ B∗ gilt

∞⋂
n=1

U
(n) ∈ F∗.

Dies ist, da B∗ eine Basis von F∗ ist, genau dann der Fall, wenn es ein U ∈ B∗ mit

U ⊆
∞⋂
n=1

U
(n)

gibt.

Seien also U (1)
, U

(2)
, · · · ∈ B∗.

Da N kein Hauptultrafilter ist, gibt es N1, N2, N3, . . . ∈ N mit

N = N1 ) N2 ) N3 ) . . .

und
∞⋂
j=1

Nj = ∅.

Zu jedem i ∈ N existiert also ein ni ∈ N mit i ∈ Nni \Nni+1.

Wir definieren U := (Ui)i∈N durch

Ui := U
(1)
i ∩ . . . ∩ U

(ni)
i =

⋂
{n | i∈Nn}

U
(n)
i .

Es gilt dann für alle i ∈ Nn:

ai ∈ Ui ⇒ ai ∈ U (n)
i .
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Für a ∈ KN gilt damit

{i | ai ∈ Ui} ∩Nn ⊆
{
i
∣∣∣ ai ∈ U (n)

i

}
.

Aus (F 2) und (F 3) folgt, da Nn ∈ N ist,

{i | ai ∈ Ui} ∈ N
⇒ {i | ai ∈ Ui} ∩Nn ∈ N

⇒
{
i
∣∣∣ ai ∈ U (n)

i

}
∈ N

und damit
a ∈ U ⇒ a ∈ U (n).

Es ist also
U ⊆ U (n)

für alle n ∈ N, woraus

U ⊆
∞⋂
n=1

U (n)

folgt.

Es bleibt zu zeigen, dass (K, F) und
(
K, F∗

)
lokal äquivalent sind.

Zunächst zeigen wir, dass für jede Formel ϕ = ϕ (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm) und alle
a(1), . . . , a(n) ∈ KN und U (1), . . . , U (m) ∈ FN gilt

(
K, B∗

)
� ϕ

(
a(1), . . . , a(n), U (1), . . . , U (m)

)
⇐⇒{

i
∣∣∣ (K, F) � ϕ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
∈ N .

Wir können ohne Einschränkung annehmen, dass ϕ keine Allquantoren und keine
Disjunktionen enthält, da wir für diesen Beweis nicht voraussetzen müssen, dass ϕ
lokal ist.

Den Beweis führen wir per Induktion über den Formelaufbau. Es sind zwei Fälle für
den Induktionsanfang, sowie vier Fälle für den Induktionsschritt zu unterscheiden.

Induktionsanfang:

1. Fall: Es ist ϕ = ϕ (x,X) = x ∈ X.
Aus der Definition von U folgt sofort

(K, B∗) � ϕ
(
a, U

)
⇔ (K, B∗) � a ∈ U
⇔ {i | ai ∈ Ui} ∈ N ,

womit die Behauptung für diesen Fall gezeigt ist.
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2. Fall: Es ist ϕ = ϕ (x1, . . . , xn) = t1=̇t2 für Terme t1 und t2.
Es ist

tKj

(
a(1), . . . , a(n)

)
= tKj

(
a(1), . . . , a(n)

)
(j = 1, 2), also gilt wegen

tK1
(
a(1), . . . , a(n)

)
= tK2

(
a(1), . . . , a(n)

)
⇐⇒{

i
∣∣∣ tK1 (a(1)

i , . . . , a
(n)
i

)
= tK2

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i

)}
∈ N

die Behauptung.

Induktionsschritt:

1. Fall: Es ist ϕ = ¬ψ für eine Formel ψ = ψ (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm).
Es gilt (

K, B∗
)

� ϕ
(
a(1), . . . , a(n), U (1), . . . , U (m)

)
⇔

(
K, B∗

)
2 ψ

(
a(1), . . . , a(n), U (1), . . . , U (m)

)
.

Nach Induktionsvoraussetzung ist

(
K, B∗

)
2 ψ

(
a(1), . . . , a(n), U (1), . . . , U (m)

)
⇐⇒{

i
∣∣∣ (K, F) � ψ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
/∈ N .

Da N Ultrafilter ist, ist dies äquivalent zu{
i
∣∣∣ (K, F) � ¬ψ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
=

{
i
∣∣∣ (K, F) 2 ψ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
∈ N .

Damit gilt die Behauptung.

2. Fall: Es ist ϕ = ψ1 ∧ ψ2 für zwei Formeln ψ1 = ψ1 (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm) und
ψ2 = ψ2 (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm).

(
K, B∗

)
� ϕ

(
a(1), . . . , a(n), U (1), . . . , U (m)

)
ist äquivalent zu(

K, B∗
)

� ψ1

(
a(1), . . . , a(n), U (1), . . . , U (m)

)
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und (
K, B∗

)
� ψ2

(
a(1), . . . , a(n), U (1), . . . , U (m)

)
.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt dies genau dann, wenn{
i
∣∣∣ (K, F) � ψ1

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
∈ N

und {
i
∣∣∣ (K, F) � ψ2

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
∈ N .

Es ist

{
i
∣∣∣ (K, F) � ϕ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
=

{
i
∣∣∣ (K, F) � ψ1

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
∩
{
i
∣∣∣ (K, F) � ψ2

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
,

also wegen (F 2) und (F 3){
i
∣∣∣ (K, F) � ϕ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
∈ N

genau dann, wenn{
i
∣∣∣ (K, F) � ψ1

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
∈ N

und {
i
∣∣∣ (K, F) � ψ2

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
∈ N .

Damit gilt die Behauptung.
3. Fall: Es ist ϕ = ∃ y ψ für eine Formel ψ = ψ (x1, . . . , xn, y,X1, . . . , Xm).

Gilt (
K, B∗

)
� ϕ

(
a(1), . . . , a(n), U (1), . . . , U (m)

)
,

dann gibt es b ∈ KN mit(
K, B∗

)
� ψ

(
a(1), . . . , a(n), b, U (1), . . . , U (m)

)
.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt{
i
∣∣∣ (K, F) � ψ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , bi, U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
∈ N

und da {
i
∣∣∣ (K, F) � ψ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , bi, U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
⊆

{
i
∣∣∣ (K, F) � ∃ y ψ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , y, U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
=

{
i
∣∣∣ (K, F) � ϕ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
,
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gilt mit (F 3) auch{
i
∣∣∣ (K, F) � ϕ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
∈ N .

Sei andererseits{
i
∣∣∣ (K, F) � ∃ y ψ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , y, U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
=

{
i
∣∣∣ (K, F) � ϕ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
∈ N .

Wähle zu jedem

j ∈
{
i
∣∣∣ (K, F) � ϕ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
ein bj ∈ K mit

(K, F) � ψ
(
a

(1)
j , . . . , a

(n)
j , bj , U

(1)
j , . . . , U

(m)
j

)
und setze bj = 0 für alle

j /∈
{
i
∣∣∣ (K, F) � ϕ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
Es gilt dann {

i
∣∣∣ (K, F) � ∃ y ψ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , y, U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
=

{
i
∣∣∣ (K, F) � ψ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , bi, U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
Für b := (bi)i∈N gilt dann nach Induktionsvoraussetzung(

K, B∗
)

� ψ
(
a(1), . . . , a(n), b, U (1), . . . , U (m)

)
und damit (

K, B∗
)

� ϕ
(
a(1), . . . , a(n), U (1), . . . , U (m)

)
.

4. Fall: Es ist ϕ = ∃Y ψ für eine Formel ψ = ψ (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm, Y ).
Dieser Fall wird analog zum dritten Fall bewiesen.

Damit ist die Induktion abgeschlossen.

Aus (a) folgt damit für lokale Formeln auch

(
K, F∗

)
� ϕ

(
a(1), . . . , a(n), U (1), . . . , U (m)

)
⇔

{
i
∣∣∣ (K, F) � ϕ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
∈ N .
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Sei ϕ nun ein lokaler Satz mit(
K, F∗

)
� ϕ

(
a(1), . . . , a(n), U (1), . . . , U (m)

)
.

Es ist dann wegen (F 1){
i
∣∣∣ (K, F) � ϕ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
6= ∅.

Da ϕ keine freien Variablen enthält, gilt damit aber schon

(K, F) � ϕ.

Gilt anderererseits
(K, F) � ϕ,

so ist {
i
∣∣∣ (K, F) � ϕ

(
a

(1)
i , . . . , a

(n)
i , U

(1)
i , . . . , U

(m)
i

)}
= N ∈ N

und damit (
K, F∗

)
� ϕ

(
a(1), . . . , a(n), U (1), . . . , U (m)

)
.

Damit ist der Satz bewiesen. �

4.1.14 Bemerkung. (V 1) bis (V 6) aus Definition 1.1.1 lassen sich durch lokale Sätze
ausdrücken.

Nach Satz 4.1.11 (a) sind damit (V 1) bis (V 6) genau dann für eine Filterbasis B erfüllt,
wenn sie für den erzeugten Filter FB erfüllt sind.

Eine Topologie T ist damit genau dann eine V-Topologie, wenn FT (V 1) bis (V 6)
erfüllt.

4.1.15 Definition. Sei T eine V-Topologie

Wir sagen, (K, T ) ist ω-vollständig, wenn (K, FT ) ω-vollständig ist.

Wir definieren nun den Begriff ”Bewertungsideal“. Wir werden zeigen, dass jeder
ω-vollständige, V-topologische Körper eine Filterbasis aus Bewertungsidealen besitzt.
In Satz 4.1.17 werden wir sehen, dass jedes Bewertungsideal maximales Ideal eines Be-
wertungsringes ist. Dies erklärt, woher der Begriff Bewertungsideal kommt.

4.1.16 Definition. Sei K ein Körper.

Eine Teilmenge M von K heißt Bewertungsideal von K, wenn sie die folgenden Eigen-
schaften erfüllt:

(BI 1) M +M ⊆M

(BI 2) M ·M ⊆M
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4 t-henselsche Körper

(BI 3) 1 /∈M

(BI 4) ∀x, y ∈ K x · y ∈M ⇒ x ∈M oder y ∈M

4.1.17 Definition und Satz. Seien K ein Körper und M ⊆ K ein Bewertungsideal
von K. Dann ist

OM :=
{
x ∈ K | x−1 /∈M

}
ein Bewertungsring mit maximalem Ideal M .

M heißt henselsch, wenn OM henselsch ist.

4.1.18 Definition. Sei (K, T ) ein V-topologischer Körper.

Eine Menge S ⊆ K heißt beschränkt bezüglich T , wenn es zu jedem U ∈ FT ein V ∈ FT
mit V S ⊆ U gibt.

Das folgende Lemma wird bei [EnPr] als Lemma B.3 (1) bewiesen.

4.1.19 Lemma. Sei (K, T ) ein V-topologischer Körper. Sei S ⊆ K.

Dann ist S genau dann beschränkt, wenn es zu jedem U ∈ FT ein x ∈ K× mit xS ⊆ U
gibt.

4.1.20 Korollar. Sei O ein Bewertungsring auf K.

Dann ist O bezüglich TO beschränkt.

Beweis: Sei U ∈ FO. Da BO = {xO | x ∈ K \ {0}} eine Basis von FO ist, gibt es ein
x ∈ K \ {0} mit xO ⊆ U . Nach Lemma 4.1.19 ist O somit beschränkt. �

Korollar 4.1.23 folgt sofort aus den beiden vorangestellten Lemmata, die wir hier ohne
Beweis angeben.

4.1.21 Lemma. Sei K ein Körper. Seien T1 und T2 V-Topologien auf K.

Enthält T2 eine bezüglich T1 beschränkte Menge, dann gilt T1 ⊆ T2.

4.1.22 Lemma. Sei K ein Körper. Seien T1 und T2 V-Topologien auf K.

Gilt T1 ⊆ T2, so enthält T1 eine bezüglich T2 beschränkte Menge.

4.1.23 Korollar. Sei K ein Körper und seien T1 und T2 V-Topologien auf K.

Enthält T1 eine bezüglich T2 beschränkte Menge, so gilt T1 = T2.

Im folgenden Lemma brauchen wir eine einfache Folgerung aus (V 3), die zum Beispiel
im Anhang B von [EnPr] in Formel (B.2) zu finden ist.

4.1.24 Bemerkung. Aus (V 3) folgt

(V 3b) ∀U ∈ B ∃V ∈ B V + V ⊆ U.
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4.2 t-henselsche Körper

4.1.25 Lemma. Sei (K, T ) ein ω-vollständiger, V-topologischer Körper. Dann besitzt
FT eine Basis M aus Bewertungsidealen.

Für alle M ∈M ist die von OM induzierte Topologie T .

Beweis: Nach (V 1) gibt es ein V ∈ FT mit 1 /∈ V . Zu jedem U ∈ FT gibt es nach (V 2)
ein U0 ∈ FT mit U0 ⊆ U ∩ V , also ein U0 ∈ FT mit U0 ⊆ U und 1 /∈ U0.

Mit Hilfe von (V 2), (V 3b), (V 4) und (V 6) konstruieren wir eine absteigende Kette
U0 ⊇ U1 ⊇ U2 ⊇ . . . mit

Un+1 + Un+1 ⊆ Un
Un+1 · Un+1 ⊆ Un

∀x, y ∈ K x · y ∈ Un+1 ⇒ x ∈ Un ∨ y ∈ Un.

Definiere
M :=

⋂
n∈N

Un.

Da FT ω-vollständig ist, ist M ∈ FT . Nach Konstruktion erfüllt M außerdem (BI 1)
bis (BI 4) aus Definition 4.1.16 und ist somit Bewertungsideal.

Es bleibt zu zeigen, dass die von M induzierte Topologie T ist.

Sei O = OM :=
{
x ∈ K

∣∣ x−1 /∈M
}

der nach 4.1.17 zu M gehörige Bewertungsring
und FO der zugehörige Filter.

Es ist M ∈ FT und M ⊆ O, also gilt nach (F 3) aus Definition 1.2.1 auch O ∈ FT .

Nach Korollar 4.1.20 ist O beschränkt bezüglich TO. Nach Korollar 4.1.23 ist damit
T = TO.

Wir erhalten auf diese Weise zu jedem U ∈ FT ein Bewertungsideal M ⊆ U .

Die Menge aller dieser Bewertungsideale ist die gesuchte Basis M. �

4.2 t-henselsche Körper

Wir wollen uns nun die Definition ”t-henselsch“ aus [PrZi] ansehen.

4.2.1 Definition. (a) Ein Körper mit Filter heißt t-henselsch, wenn es einen lokal
äquivalenten Körper mit einem durch eine henselsche Bewertung erzeugten Filter
gibt.

(b) Ein V-topologischer Körper (K, T ) heißt t-henselsch, wenn (K, FT ) t-henselsch
ist.

4.2.2 Bemerkung. Ist (K, F) ein t-henselscher Körper, so ist die von F erzeugte
Topologie eine V-Topologie, denn nach Bemerkung 4.1.14 lassen sich (V 1) bis (V 6)
durch lokale Sätze ausdrücken.
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4 t-henselsche Körper

Der folgende Satz für henselsche Körper wird in [EnPr] als Satz 4.1.3 bewiesen. Wir
werden ihn verwenden, um einen ähnlichen Satz für t-henselsche Körper zu beweisen.

4.2.3 Satz. Seien (K, O) ein bewerteter Körper, v : K � Γ ∪ {∞} die zu O gehörende
Bewertung, m das maximale Ideal von O, K = K/m der Restklassenkörper und a 7→ a
die Restklassenabbildung.

Dann sind äquivalent:

(i) (K, O) ist henselsch.

(ii) Zu jedem f ∈ O[X] und a ∈ O mit f (a) = 0 und f ′ (a) 6= 0 gibt es ein α ∈ O mit
f (α) = 0 und α = a.

(iii) Zu jedem f ∈ O[X] und a ∈ O mit v (f (a)) > 2v (f ′ (a)) existiert ein α ∈ O mit
f (α) = 0 und α = a.

(iv) Jedes Polynom

f = Xn + an−1X
n−1 + an−2X

n−2 + · · ·+ a0 ∈ O[X],

mit an−1 ∈ O× und ai ∈ m für 0 ≤ i ≤ n− 2 hat eine Nullstelle in K.

(v) Jedes Polynom

f = Xn +Xn−1 + an−2X
n−2 + · · ·+ a0 ∈ O[X]

mit ai ∈ m für 0 ≤ i ≤ n− 2 hat eine Nullstelle in K.

Bevor wir zum Satz über t-henselsche Körper kommen, führen wir noch eine Notation
ein.

4.2.4 Notation. Sei K ein Körper und sei M ⊆ K. Wir bezeichnen mit M [X]n die
Polynome aus K[X] vom Grad n mit Koeffizienten aus M .

Ähnlich wie in Satz 4.2.3 für henselsche Körper bekommen wir auch für t-henselsche
Körper einige äquivalente Charakterisierungen.

4.2.5 Satz. (a) Sei (K, T ) ein V-topologischer Körper.

Es sind äquivalent:

(i) (K, T ) ist t-henselsch.

(ii) Zu jedem n ≥ 2 gibt es ein U ∈ FT so, dass jedes Polynom

f = Xn +Xn−1 + an−2X
n−2 + · · ·+ a0

mit ai ∈ U für 0 ≤ i ≤ n− 2 eine Nullstelle in K hat.
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4.2 t-henselsche Körper

(iii) Zu jedem n ∈ N ist die Menge aller Polynome

f = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0

mit ai ∈ K für 0 ≤ i ≤ n− 1, die eine einfache Nullstelle in K haben, offen.
Das heißt, zu jedem solchen f gibt es U ∈ FT so, dass jedes g ∈ f +U [X]n−1

eine einfache Nullstelle in K hat.

(b) Sei (K, T ) ein ω-vollständiger, t-henselscher Körper. Dann besitzt FT eine Basis
M aus henselschen Bewertungsidealen.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass sich (ii) und (iii) durch lokale Sätze ausdrücken lassen.

Für (ii) bekommen wir für jedes n ∈ N mit n ≥ 2 folgenden Satz:

∃U ∀ yn−2, . . . , y0(
yn−2 ∈ U ∧ . . . ∧ y0 ∈ U → ∃x xn + xn−1 + yn−2 · xn−2 + · · ·+ y0=̇0

)
.

Berücksichtigen wir, dass für zwei Formeln ϕ und ψ der Ausdruck ϕ→ ψ eine Abkürzung
für ¬ϕ ∨ ψ ist und dass ¬ (ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕm) für Formeln ϕ1, . . . , ϕm äquivalent ist zu
¬ϕ1 ∨ · · · ∨ ¬ϕm, bekommen wir folgende äquivalente Formel in Negationsnormalform:

∃U ∀ yn−2, . . . , y0(
(¬yn−2 ∈ U ∨ . . . ∨ ¬y0 ∈ U) ∨

(
∃x xn + xn−1 + yn−2 · xn−2 + · · ·+ y0=̇0

))
.

Dies ist offensichtlich ein lokaler Satz.

Für (iii) bekommen wir zu jedem n ∈ N folgenden Satz:

∀ yn−1, . . . , y0(
∃x

(
xn + yn−1 · xn−1 + · · ·+ y0=̇0

∧ ¬
(
n · xn−1 + (n− 1) · yn−1 · xn−2 + · · ·+ y1=̇0

))
→ ∃U (∀ zn−1, . . . , z0 ((zn−1 ∈ U ∧ . . . ∧ z0 ∈ U)
→ ∃ v

(
vn + (zn−1 + yn−1) · vn−1 + · · ·+ (z0 + y0) =̇0

∧ ¬
(
n · vn−1 + (n− 1) · (zn−1 + yn−1) · vn−2 + · · ·+ (z1 + y1) =̇0

)))))
Wir bekommen die folgende äquivalente Formel in Negationsnormalform, wobei hier noch
zu beachten ist, dass ¬ (∃x ϕ) äquivalent ist zu ∀x ¬ϕ und dass ¬ (¬ϕ) zu ϕ äquivalent
ist.

∀ yn−1, . . . , y0(
∀x

(
¬
(
xn + yn−1 · xn−1 + · · ·+ y0=̇0

)
∨ n · xn−1 + (n− 1) · yn−1 · xn−2 + · · ·+ y1=̇0

)
∨ ∃U (∀ zn−1, . . . , z0 ((¬zn−1 ∈ U ∨ . . . ∨ ¬z0 ∈ U)
∨ ∃ v

(
vn + (zn−1 + yn−1) · vn−1 + · · ·+ (z0 + y0) =̇0

∧ ¬
(
n · vn−1 + (n− 1) · (zn−1 + yn−1) · vn−2 + · · ·+ (z1 + y1) =̇0

)))))
Auch dies ist ein lokaler Satz.
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4 t-henselsche Körper

Wir beweisen nun die Äquivalenzen aus Teil (a).

(ii) ⇒ (i): Wegen Satz 4.1.11 und da (ii) sich durch lokale Sätze ausdrücken lässt, können
wir ohne Einschränkung annehmen, dass T ω-vollständig ist.

Zu jedem n ≥ 2 wählen wir eine Menge Un ∈ FT so, dass Un Aussage (ii) für alle
Polynome vom Grad n erfüllt. Da FT ω-vollständig ist, gilt auch

U :=
⋂
n≥2

Un ∈ FT .

Nach Lemma 4.1.25 hat FT eine Basis aus Bewertungsidealen. Es gibt also ein Bewer-
tungsideal M ∈ FT mit M ⊆ U . Satz 4.2.3 (v) ist für m = M erfüllt, also ist die
zugehörige Bewertung henselsch. Da die von M induzierte Topologie T ist, ist damit
(K, T ) t-henselsch.

Bevor wir den Beweis von (a) beenden, zeigen wir zunächst Teil (b) des Satzes.

Dies folgt aber sofort aus (ii)⇒(i) mit den dort im letzten Schritt gewählten Bewer-
tungsidealen.

(i) ⇒ (iii): Da (iii) sich durch lokale Sätze ausdrücken lässt, können wir wieder ohne
Einschränkung annehmen, dass (K, T ) ω-vollständig ist. Nach (b) besitzt FT eine Basis
aus henselschen Bewertungsidealen.

f = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 ∈ K[X]

habe eine einfache Nullstelle α ∈ K, also f (α) = 0 und f ′ (α) 6= 0. Dann gibt es nach
(b) ein henselsches Bewertungsideal M ∈ FT mit f ′ (α) /∈M und a−1

i /∈M , falls ai 6= 0,
für 0 ≤ i ≤ n− 1 und α−1 /∈M , falls α 6= 0.

Es ist OM :=
{
x ∈ K|x−1 /∈M

}
. Also gilt ai ∈ OM für 0 ≤ i ≤ n − 1 und damit

f ∈ OM [X]. Außerdem gilt α ∈ OM .

Sei g ∈ f + M [X]n−1. Da M ⊆ OM und f ∈ OM [X], ist g ∈ OM [X]. Sei a 7→ a die
Restklassenabbildung von OM nach OM/M . Es gelten

g (α) = f (α) = 0

und
g′ (α) = f ′ (α) 6= 0

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 4.2.3 (ii) erfüllt. Da (K, OM ) henselsch ist,
gibt es also ein β ∈ α + M mit g (β) = 0. Offensichtlich ist g′ (β) 6= 0, also ist β eine
einfache Nullstelle von g in K. Damit ist M eine offene Umgebung von f , die ganz in
der Menge liegt.
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(iii)⇒ (ii): Sei
f = Xn +Xn−1.

Es ist −1 ∈ K eine einfache Nullstelle von f .

Nach (iii) gibt es also einM ∈ FT so, dass jedes h ∈ f+M [X]n−1 eine einfache Nullstelle
in K hat.

Sei
g = Xn +Xn−1 + an−2X

n−2 + · · ·+ a0

mit a0, . . . , an−2 ∈M .

Es ist
g = f + 0 ·Xn−1 + an−2X

n−2 + · · ·+ a0 ∈ f +M [X]n−1.

Also hat g nach (iii) eine einfache Nullstelle in K und somit ist (ii) für M erfüllt. �

4.3 n-henselsche Bewertungen

Ist (K, T ) ein t-henselscher Körper, so muss es keinen henselschen Bewertungsring geben,
der T definiert. Schwächen wir die Bedingung (v) aus Satz 4.2.3 jedoch ab, bekommen
wir den Begriff n-henselsch für n ∈ N. Es lässt sich zeigen, dass wir zu jedem n ∈ N
eine n-henselsche Bewertung finden, die T definiert, falls T nicht von einem Absolutbe-
trag definiert wird. Hieraus lässt sich die eindeutige Fortsetzbarkeit von T auf endliche
Körpererweiterungen folgern.

4.3.1 Definition. Sei (K, O) ein bewerteter Körper und sei M das maximale Ideal
von O. Sei n ∈ N mit n ≥ 2.

(K, O) heißt n-henselsch, falls jedes Polynom

f = Xn +Xn−1 + an−2X
n−2 + · · ·+ a0 ∈ O [X]n

mit an−2, . . . , a0 ∈M eine Nullstelle in K hat.

4.3.2 Bemerkung. (a) (K, O) ist genau dann n-henselsch, wenn jedes Polynom

f = Xn + an−1X
n−1 + an−2X

n−2 + · · ·+ a0 ∈ O [X]n

mit an−1 /∈ M und an−2, . . . , a0 ∈ M eine Nullstelle in K hat. (Dies folgt sofort
aus dem Beweis der Äquivalenz von (iv) und (v) in Satz 4.2.3. Siehe hierzu [EnPr].)

(b) Aus (v) in Satz 4.2.3 sieht man sofort, dass (K, O) genau dann henselsch ist, wenn
(K, O) für jedes n ∈ N n-henselsch ist.

(c) Ist (K, O1) ein n-henselscher bewerteter Körper und ist O2 ⊇ O1 ein weiterer
Bewertungsring auf K, so ist (K, O2) ebenfalls n-henselsch. (Dies folgt sofort aus
M2 ⊆M1 für O2 ⊇ O1.)
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4 t-henselsche Körper

Sei (K, T ) ein t-henselscher Körper mit einer nicht von einem Absolutbetrag definierten
Topologie. Wir wollen zeigen, dass sich T eindeutig auf jede endliche Körpererweiterung
von K fortsetzen lässt. Dazu zeigen wir zunächst, dass es zu jedem n ∈ N eine n-hensel-
sche Bewertung gibt, die T definiert.

4.3.3 Satz. Sei (K, T ) ein V-topologischer Körper.

Gibt es keinen Absolutbetrag, der T definiert, so ist (K, T ) genau dann t-henselsch,
wenn es zu jedem n ∈ N mit n ≥ 2 einen n-henselschen Bewertungsring On gibt, der T
definiert.

Dabei kann O2 ⊆ O3 ⊆ . . . erreicht werden.

Beweis: ”⇒“: Nach Satz 4.2.3 (ii) gibt es zu jedem n ∈ N mit n ≥ 2 eine Nullumgebung
Un ∈ T so, dass für alle an−2, . . . , a0 ∈ Un

f = Xn +Xn−1 + an−2X
n−2 + · · ·+ a0

eine Nullstelle in K hat.

Nach Korollar 1.3.12 (c) bilden die maximalen Ideale der Bewertungsringe, die T defi-
nieren, eine Nullumgebungsbasis von T . Es existiert also ein Bewertungsring On, der T
definiert, mit Mn ⊆ Un, wobei Mn das maximale Ideal von On ist.

Für alle an−2, . . . , a0 ∈Mn hat

f = Xn +Xn−1 + an−2X
n−2 + · · ·+ a0

eine Nullstelle in K. Also ist (K, On) n-henselsch.

Die zusätzliche Forderung O2 ⊆ O3 ⊆ . . . erreichen wir, indem wir für n ≥ 3
Mn ⊆ Un ∩Mn−1 wählen.

”⇐“: Zu jedem n ∈ N ist das maximale Ideal Mn von On eine Nullumgebung, für die
Satz 4.2.5 (ii) erfüllt ist, und somit ist (K, T ) t-henselsch. �

4.3.4 Bemerkung. Ist in Satz 4.3.3

Õ :=
⋃
n∈N
On 6= K,

so ist Õ ein Bewertungsring, der T definiert und für jedes n ∈ N n-henselsch ist. Also
ist Õ ein henselscher Bewertungsring, der T definiert.

Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn (K, T ) ω-vollständig ist, da dann⋂
n∈N
Mn ∈ T

und damit ⋂
n∈N
Mn 6= {0}

Ideal von Õ ist.
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Wir beweisen nun ein Lemma, um anschließend Teile des Satzes 4.2.3 auf n-henselsche
Bewertungen verallgemeinern zu können.

4.3.5 Lemma. Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung, sei α ∈ L und sei

f := Irr (α/K)

das Minimalpolynom von α über K.

Dann gilt
deg (f) ≤ [L : K] .

Beweis: Es gilt
deg (f) = [K (α) : K] .

Da
[L : K] = [L : K (α)] · [K (α) : K]

ist, gilt
[K (α) : K] ≤ [L : K]

und somit
deg (f) ≤ [L : K] .

�

Für den Beweis von Lemma 4.3.8 brauchen wir außerdem noch den schwachen Appro-
ximationssatz, der in [EnPr] als Satz 3.2.7 (3) bewiesen wird und das anschließende
Lemma, das ebenfalls in [EnPr] als Lemma 3.2.8 bewiesen wird.

4.3.6 Satz. [Schwacher Approximationssatz] Seien O1, . . . ,On Bewertungsringe in K
und seienM1, . . . ,Mn ihre maximalen Ideale. Sei Oi * Oj für i 6= j. Sei R :=

⋂n
i=1Oi.

Seien a1, . . . , an ∈ K mit a1 ∈ O1, . . . , an ∈ On.
Dann gibt es ein a ∈ R mit a− ai ∈Mi für 1 ≤ i ≤ n.

4.3.7 Lemma. Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung. Sei O ein Bewertungsring
von K. Seien O′ und O′′ Fortsetzungen von O auf L.

Falls O′ ⊆ O′′, dann ist schon O′ = O′′.

4.3.8 Lemma. Sei (K, O) ein bewerteter Körper. Sei n0 ∈ N. Sei (K, O) für alle
n ≤ n0 n-henselsch.

Dann lässt sich O eindeutig auf jede endliche Galoiserweiterung N/K mit [N : K] ≤ n0

fortsetzen.

Beweis: Angenommen, N/K ist eine endliche Galoiserweiterung mit [N : K] ≤ n0 und
O lässt sich nicht eindeutig auf N fortsetzen.

Sei G (N/K) die Galoisgruppe von N/K.
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Seien O1, . . . ,Om die verschiedenen Fortsetzungen von O auf N , wobei m ≥ 2 ist.

Sei
H := {σ ∈ G (N/K) | σ (O1) = O1}

und sei
L := Fix (H) = {x ∈ N | σ (x) = x für alle x ∈ H} ⊆ N.

Da O1 nicht die einzige Fortsetzung von O ist, ist H ( G (N/K) und damit auch L ( N .

Für 1 ≤ i ≤ m sei O′i := Oi ∩ L.

R :=
⋂m
i=1O′i ist ein Unterring von L.

Nach Lemma 4.3.7 sind die Voraussetzungen des schwachen Approximationssatzes 4.3.6
erfüllt. Ist alsoMi für 1 ≤ i ≤ m das maximale Ideal von Oi, so existiert ein β ∈ R mit
β − 1 ∈M1 und β ∈Mi für 2 ≤ i ≤ m.

Es ist β /∈ K, denn sonst wäre β ∈ K∩M2 = K∩M1 und damit 1 = β− (β − 1) ∈M1.

Sei
f = Irr (β/K) = Xn + an−1X

n−1 + · · ·+ a0 ∈ K [X]

das Minimalpolynom von β überK. Seien β1 = β, β2, . . . βn die verschiedenen Nullstellen
von f in N . Es ist dann

f =
n∏
i=1

(X − βi) .

Wir zeigen, dass an−1 ∈ O \M ist, wobeiM das maximale Ideal von O bezeichnet.

Es ist an−1 = − (β1 + · · ·+ βn) und damit 1 + an−1 = − (β1 − 1)− β2 − · · · − βn.
Nach Wahl von β1 ist β1 − 1 ∈M1.

Für 2 ≤ i ≤ n ist βi = τ (β) für ein τ ∈ G (N/K). Da βi 6= β und β ∈ L = Fix (H) ist,
ist τ /∈ H.

Es ist τ−1 (O1) = Oj für ein j ∈ {2, . . . ,m}.
Nach Wahl von β ist βi = τ (β) ∈ τ (Mj) =M1.

Also ist 1 + an−1 = − (β1 − 1) − β2 − · · · − βn ∈ M1 und damit an−1 ∈ O1 \M1. Da
an−1 ∈ K ist, ist somit an−1 ∈ O \M.

Wir zeigen nun, dass für 0 ≤ i ≤ n− 2 gilt: ai ∈M.

Die Koeffizienten an−2, . . . , a0 sind von der Form
∑

1≤k1<···<ks≤n βk1 · · ·βks für ein s ∈ N
mit 2 ≤ s ≤ n. Es gilt insbesondere 2 ≤ k2 ≤ n, also wie oben gezeigt βk2 ∈ M1. Somit
ist ai ∈ M1 für 0 ≤ i ≤ n − 2 und da ai ∈ K für 0 ≤ i ≤ n − 2, folgt ai ∈ M für
0 ≤ i ≤ n− 2.

Nach Lemma 4.3.5 ist, da β ∈ N ist, n ≤ [N : K] ≤ n0. Also hat f , da (K, O) nach
Voraussetzung n-henselsch ist, nach Bemerkung 4.3.2 eine Nullstelle in K. Dies ist aber
ein Widerspruch zu β /∈ K. �
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4.3 n-henselsche Bewertungen

4.3.9 Korollar. Sei (K, O) ein bewerteter Körper. Sei n0 ∈ N so, dass (K, O) für alle
n ≤ n0! n-henselsch ist .

Dann lässt sich O eindeutig auf jede endliche Erweiterung L/K mit [L : K] ≤ n0 fort-
setzen.

Beweis: Wir nehmen an es gibt eine endliche Körpererweiterung L/K mit
[L : K] ≤ n0, auf die sich O nicht eindeutig fortsetzen lässt. Wir können ohne Ein-
schränkung annehmen, dass L/K separabel ist (siehe [EnPr], Korollar 3.2.10). Weiter
können wir annehmen, dass L = K (x) für ein x ∈ L ist.

SeiN der Zerfällungskörper von Irr (x/K). Dann istN/K eine Galoiserweiterung. Weiter
gilt

N/K ≤ deg (Irr (x/K))!
≤ [L : K]!
≤ n0!.

Da K (x) ⊆ N ist, lässt sich O nicht eindeutig auf N fortsetzen. Dies widerspricht aber
Lemma 4.3.8. �

Da wir für t-henselsche Körper, deren Topologie nicht von einem Absolutbetrag definiert
wird, für jedes n ∈ N eine n-henselsche Bewertung finden, die die Topologie definiert,
können wir in diesem Fall die eindeutige Fortsetztbarkeit auf jede endliche Erweiterung
folgern. Es gilt:

4.3.10 Korollar. Sei (K, T ) t-henselsch und es gebe keinen Absolutbetrag, der T defi-
niert. Dann lässt sich T auf jede endliche Körpererweiterung eindeutig fortsetzen.

Beweis: Nach Satz 4.3.3 gibt es zu jedem n ∈ N einen Bewertungsring On, der T
definiert und für alle m ≤ n! m-henselsch ist. Nach Korollar 4.3.9 lässt sich On auf jede
endliche Erweiterung vom Grad ≤ n eindeutig fortsetzen. Nach Satz 2.3.15 lässt sich
damit T auf jede endliche Erweiterung eindeutig fortsetzen. �

Wird eine Topologie von einer Rang-1-Bewertung definiert, so gibt es genau dann eine
n-henselsche Bewertung, die die Topologie definiert, wenn die Rang-1-Bewertung, die die
Topologie definiert n-henselsch ist.

4.3.11 Satz. Sei (K, T ) ein V-topologischer Körper. Sei O eine Rang-1-Bewertung, die
T definiert.

Dann gibt es genau dann zu jedem n ∈ N eine n-henselsche Bewertung, die T definiert,
wenn O henselsch ist.

Beweis: ”⇐“: Ist O henselsch, so ist O auch n-henselsch für jedes n ∈ N und somit ist
die Aussage klar.

”⇒“: Zu jedem n ∈ N sei On ein n-henselscher Bewertungsring, der T definiert. Nach
Lemma 1.3.6 gilt für jedes n ∈ N, dass On ⊆ O ist. Nach Bemerkung 4.3.2 (c) ist O
damit für jedes n ∈ N n-henselsch und somit nach Bemerkung 4.3.2 (b) henselsch. �
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Wir wollen nun die Definition von Berrondo und die Definition von Prestel und Ziegler
vergleichen.

Im ersten Abschnitt werden wir zeigen, dass jeder topologisch henselsche Körper t-hen-
selsch ist.

Anschließend werden wir zeigen, dass für von Absolutbeträgen definierte Topologien
auch die Umkehrung gilt.

Im letzten Abschnitt werden wir dann einen Körper konstruieren, der t-henselsch aber
nicht topologisch henselsch ist.

5.1 Topologisch henselsche Körper als Teilklasse der
t-henselschen Körper

5.1.1 Satz. Jeder topologisch henselsche Körper ist t-henselsch.

Beweis: Sei (K, T ) ein topologisch henselscher Körper.

Erfüllt (K, T ) Definition 3.3.1 (b), also T = Tv für eine henselsche Bewertung v auf K,
so ist (K, T ) offensichtlich auch t-henselsch.

Erfüllt (K, T ) Definition 3.3.1 (a), so ist K entweder algebraisch abgeschlossen oder
reell abgeschlossen. In beiden Fällen ist Satz 4.2.5 (a) (ii) erfüllt.

Für K algebraisch abgeschlossen ist dies klar.

Ist K reell abgeschlossen, so ist für ungerade n ∈ N Satz 4.2.5 (a) (ii) nach Satz 3.2.7
erfüllt.

Ist n gerade, so wenden wir den verallgemeinerten Zwischenwertsatz an.

Nach [DePr], Satz 1.2.12, gilt:

Sei K ein reell abgeschlossener Körper und sei ≤ die eindeutige Ordnung auf K.

Sei f ∈ K[X] und seien a, b ∈ K mit a < b und f (a) < 0 < f (b), dann gibt es ein
c ∈ K mit a < c < b und f (c) = 0.

Wir zeigen nun, dass für

U =
{
x ∈ K

∣∣∣∣ 1
−2n · n

< x <
1

2n · n

}
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zu jedem
f = Xn +Xn−1 + an−2X

n−2 + · · ·+ a0 ∈ K[X]

mit a0, . . . , an−2 ∈ U Elemente a, b ∈ K mit a < b und f (a) ≤ 0 ≤ f (b) existieren und
f somit eine Nullstelle in K hat.

Da
f (x) −→∞ (x→∞)

für alle f ∈ K[X] mit geradem Grad, bekommen wir zu jedem solchen f ein b ∈ K mit
b > 0 und f (b) > 0.

Andererseits ist

f

(
−

1
2

)
=

1
2n
−

1
2n−1

+ an−2
1

2n−2
− an−3

1
2n−3

+ · · ·+ a0

<
1
2n
−

1
2n−1

+
1

2n · n
·

(
1

2n−2
+

1
2n−3

+ · · ·+ 1

)

≤
1
2n
−

1
2n−1

+
1

2n · n
· (n− 1)

= −
1
2n

+
1
2n
−

1
2n · n

< 0

Also hat f eine Nullstelle und damit ist Satz 4.2.5 (a) (ii) erfüllt.

Dies ist aber äquivalent dazu, dass (K, T ) t-henselsch ist. �

5.2 Von Absolutbeträgen definierte Topologien

Wir wollen nun zeigen, dass für eine von einem Absolutbetrag definierte Topologie T
gilt: (K, T ) ist genau dann t-henselsch, wenn (K, T ) topologisch henselsch ist.

Hierfür brauchen wir noch einige Lemmata.

Im Folgenden bezeichnen
(
K̂, T̂

)
,
(
K̂, |̂ . |

)
und

(
K̂, v̂

)
die Vervollständigungen von

(K, T ), (K, | . |) und (K, v).

5.2.1 Definition. Sei L/K eine Körpererweiterung.

(a) K heißt relativ separabel abgeschlossen in L, falls für alle x ∈ L aus x separabel
über K schon x ∈ K folgt. Dabei heißt x separabel über K, falls x algebraisch über
K ist und das Minimalpolynom von x nur einfache Nullstellen im algebraischen
Abschluss von K hat.
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5.2 Von Absolutbeträgen definierte Topologien

(b) K heißt relativ algebraisch abgeschlossen in L, falls für alle x ∈ L aus x algebraisch
über K schon x ∈ K folgt.

Das folgende Lemma wird in [PrZi] als Korollar 7.7 bewiesen.

5.2.2 Lemma. Sei (K, T ) ein t-henselscher Körper, sei
(
K̂, T̂

)
die Vervollständigung

von (K, T ) .

Dann ist K relativ separabel abgeschlossen in K̂.

Korollar 5.2.3 folgt aus der Definition von ”separabel abgeschlossen“ und Lemma 3.3.2.

5.2.3 Korollar. Sei L/K eine Körpererweiterung. Sei char (K) = char (L) = 0.

Ist K in L relativ separabel abgeschlossen, so ist K in L schon relativ algebraisch abge-
schlossen.

Lemma 5.2.4 folgt sofort aus [Bo], Kapitel V, Proposition 2.

5.2.4 Lemma. Sei L/K eine Körpererweiterung. Sei L algebraisch abgeschlossen. Sei
K in L relativ algebraisch abgeschlossen.

Dann ist K algebraisch abgeschlossen.

Folgendes Lemma wird in [DePr] als Lemma 1.3.20 bewiesen:

5.2.5 Lemma. Sei L/K eine Körpererweiterung. Sei L reell abgeschlossen. Sei K in L
relativ algebraisch abgeschlossen.

Dann ist K reell abgeschlossen.

Das folgende Lemma wird in [DePr] als Korollar 4.1.5 bewiesen.

5.2.6 Lemma. Sei L/K eine Körpererweiterung. Sei K relativ separabel abgeschlossen
in L. Seien O ein Bewertungsring auf K und O′ eine Erweiterung von O auf L.

Ist (L, O′) henselsch, so ist (K, O) ebenfalls henselsch.

5.2.7 Satz. Sei (K, T ) ein V-topologischer Körper, wobei T durch einen Absolutbetrag
definiert werde.

Dann ist (K, T ) genau dann t-henselsch, wenn (K, T ) topologisch henselsch ist.

Beweis: ”⇒“: Folgt sofort aus Satz 5.1.1.
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”⇐“: Wir unterscheiden zwei Fälle.

1. Fall: | . | ist archimedisch. Nach Lemma 5.2.2 ist K in K̂ relativ separabel abgeschlossen.
Da char (K) = 0 ist, ist nach Korollar 5.2.3 K in K̂ relativ algebraisch abgeschlos-
sen.

Nach Satz 3.1.3 ist K̂ isomorph zu R oder C. Mit Lemma 5.2.5 folgt im ersten
Fall, dass K reell abgeschlossen ist und mit Lemma 5.2.4 folgt im zweiten Fall,
dass K algebraisch abgeschlossen ist. Dass im ersten Fall T = T< ist, folgt daraus,
dass | . |0 auf R gerade die von der Ordnung definierte Topologie induziert und die
Einbettung, da K nur eine Ordnung besitzt, nach Lemma 3.2.5 ordnungserhaltend
ist.

Insgesamt folgt, dass (K, T ) topologisch henselsch ist.

2. Fall: | . | ist nichtarchimedisch. Dann gibt es nach Bemerkung 1.3.5 eine Rang-1-Bewer-
tung v, die ebenfalls T definiert.

(
K̂, v̂

)
ist henselsch. Nach Lemma 5.2.2 ist K in

K̂ relativ separabel abgeschlossen und damit ist (K, v) nach Lemma 5.2.6 ebenfalls
henselsch.

Also ist (K, T ) topologisch henselsch.
�

Wir können nun also die Erkenntnisse, die wir für topologisch henselsche Körper ge-
wonnen haben, auf t-henselsche Körper mit von Absolutbeträgen definierten Topologien
übertragen. Es gilt:

5.2.8 Korollar. Sei (K, T ) ein t-henselscher Körper.

Gibt es einen Absolutbetrag, der T definiert, so lässt sich T eindeutig auf jede alge-
braische Körpererweiterung von K fortsetzen.

Beweis: Die Aussage folgt sofort aus Satz 5.2.7 und Lemma 3.3.3. �

Zusammen mit dem, was wir im letzten Kapitel für t-henselsche Körper mit nicht von
Absolutbeträgen definierten Topologien gezeigt haben, erhalten wir:

5.2.9 Korollar. Sei (K, T ) ein t-henselscher Körper. Sei L/K eine endliche Körper-
erweiterung.

Dann lässt sich T eindeutig auf L fortsetzen.

Beweis: Die Aussage folgt aus Korollar 5.2.8 und Korollar 4.3.10. �
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5.3 t-henselsche Körper, die nicht topologisch henselsch sind

5.3 t-henselsche Körper, die nicht topologisch henselsch sind

Wir wollen nun zeigen, dass die Umkehrung von Satz 5.1.1 im Allgemeinen nicht gilt.

Dazu zunächst einige Vorbereitungen.

5.3.1 Definition. Seien K und L Körper und sei∞ ein formales Symbol. Wir erweitern
die Addition und die Multiplikation folgendermaßen von L auf L ∪ {∞}:
Wir setzen für a ∈ L und b ∈ L \ {0}:

∞+ a := a+∞ := ∞

∞ · b := b · ∞ := ∞

∞ ·∞ := ∞

Nicht definiert bleiben ∞+∞, ∞ · 0 und 0 · ∞.

Eine Abbildung
ϕ : K −→ L ∪ {∞}

heißt Stelle von K, wenn für alle x, y ∈ K die folgenden Bedingungen gelten, falls die
rechten Seiten definiert sind:

(i) ϕ (x+ y) = ϕ (x) + ϕ (y)

(ii) ϕ (x · y) = ϕ (x) · ϕ (y)

(iii) ϕ (1) = 1.

5.3.2 Satz. Sei K ein Körper.

(a) Ist L ein Körper und ist ϕ : K −→ L ∪ {∞} eine Stelle von K, so ist

O := ϕ−1 (L)

ein Bewertungsring auf K mit maximalem Ideal

M = ϕ−1 ({0})

und Restklassenkörper
O/M∼= ϕ (O) .

(b) Ist O ein Bewertungsring mit maximalem IdealM, so induziert die Restklassenab-
bildung

ϕ̃ : O � O/M
eine Stelle

ϕ : K −→ O/M∪ {∞}
von K, indem wir für alle x ∈ K definieren

ϕ (x) :=
{
ϕ̃ (x), x ∈ O
∞ , x /∈ O .
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Beweis:

(a) • O ist ein Ring:
Es ist ϕ (1) = 1 ∈ L, also 1 ∈ ϕ−1 (L) = O.
Seien x, y ∈ O. Dann sind ϕ (x) ∈ L und ϕ (y) ∈ L.
Da ϕ eine Stelle ist, ist

ϕ (x+ y) = ϕ (x) + ϕ (y) ∈ L

und somit
x+ y ∈ ϕ−1 (L) = O.

Ebenso folgt
x · y ∈ ϕ−1 (L) = O

aus
ϕ (x · y) = ϕ (x) · ϕ (y) ∈ L.

Also ist O ein Ring.

• O := ϕ−1 (L) ist ein Bewertungsring:
Sei x ∈ K.
Ist x /∈ O, so ist nach Definition x /∈ ϕ−1 (L), also ϕ (x) =∞.
Angenommen, es ist ϕ

(
x−1

)
6= 0. Dann ist ∞ · ϕ

(
x−1

)
definiert und somit

∞ = ∞ · ϕ
(
x−1

)
= ϕ (x) · ϕ

(
x−1

)
= ϕ

(
x · x−1

)
= ϕ (1)
= 1.

Dies ist ein Widerspruch.
Also ist ϕ

(
x−1

)
= 0 ∈ L und somit x ∈ ϕ−1 (L) = O.

• M ist ein Ideal von O:
Die Abbildung

ϕ|O : O −→ L

ist ein Ringhomomorphismus mit

ker (ϕ|O) = ϕ|−1
O ({0})

= ϕ−1 ({0})
= M.

Also istM ein Ideal von O.
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• M ist ein maximales Ideal von O:
Es ist ϕ (1) = 1 6= 0, also 1 /∈ ϕ−1 ({0}).
Sei I ein Ideal von O mit M ( I.
Sei x ∈ I \M. Nach Definition vonM und O ist ϕ (x) ∈ L \ {0}.
Da 0 ∈M ist, ist x 6= 0. Somit ist ϕ (x) · ϕ

(
x−1

)
definiert.

Es ist

ϕ (x) · ϕ
(
x−1

)
= ϕ

(
x · x−1

)
= ϕ (1)
= 1
= ϕ (x) · ϕ (x)−1 .

Aus der Eindeutigkeit des Inversen folgt ϕ
(
x−1

)
= ϕ (x)−1 ∈ L. Also ist

x−1 ∈ O und somit 1 = x−1 · x ∈ I.
Also ist I = O und somit istM maximal.

• O/M∼= ϕ (O):
Es ist ϕ (O) = ϕ|O (O).

ϕ|O : O −→ ϕ|O (O)

ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern M. Also ist nach dem
Homomorphiesatz O/M∼= ϕ (O).

(b) Wir zeigen zunächst, dass die Bedingungen (i) und (ii) aus Definition 5.3.1 für alle
x, y ∈ K erfüllt sind.

1. Fall: Es gilt x, y ∈ O. Dieser Fall ist nach Definition klar.

2. Fall: Es sind x, y ∈ K \O. In Bedingung (i) ist die rechte Seite nicht definiert und
damit nichts zu zeigen.
Da O Bewertungsring ist, sind x−1, y−1 ∈ O und damit x · y /∈ O. Also gilt

ϕ (x · y) = ∞
= ∞ ·∞
= ϕ (x) · ϕ (y) .

Damit ist Bedingung (ii) erfüllt.

3. Fall: Es sind x ∈ O und y ∈ K \ O. Es gilt x+ y /∈ O, da aus x ∈ O folgt −x ∈ O
und nach Voraussetzung y /∈ O ist.
Es ist also

ϕ (x+ y) = ∞
= ϕ (x) +∞
= ϕ (x) + ϕ (y) .
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Also ist Bedingung (i) erfüllt.
Ist ϕ (x) = 0, so ist die rechte Seite aus Bedingung (ii) nicht definiert und
somit nichts zu zeigen. Ist ϕ (x) 6= 0, so ist nach Definition x /∈M und damit
x−1 ∈ O. Also folgt in diesem Fall aus y /∈ O schon x · y /∈ O, also

ϕ (x · y) = ∞
= ϕ (x) · ∞
= ϕ (x) · ϕ (y) .

Damit ist auch in diesem Fall Bedingung (ii) erfüllt.

4. Fall: Es sind x ∈ K \ O und y ∈ O. Dieser Fall folgt analog zum vorherigen Fall.

Damit sind die Bedingungen (i) und (ii) aus Definition 5.3.1 für alle x, y ∈ K
erfüllt, falls sie definiert sind.

Es ist 1 ∈ O und ϕ (1) = ϕ̃ (1) = 1. Also ist auch Bedingung (iii) erfüllt.

Insgesamt folgt, dass ϕ eine Stelle von K ist. �

Wir konstruieren uns einen t-henselschen Körper, der nicht topologisch henselsch ist,
als inversen Limes n-henselscher Körper, die nicht henselsch sind. Die Existenz dieser
Körper zeigen wir in Lemma 5.3.4. Bevor wir zum Lemma kommen, werden wir zunächst
an das Eisenstein-Kriterium erinnern, das wir im Beweis des Lemmas verwenden werden.

5.3.3 Satz (Eisenstein-Kriterium). Sei A ein faktorieller Ring. Sei K := Quot (A). Sei
p ∈ A prim und sei

f = anX
n + · · ·+ a0 ∈ A [X]

mit an 6= 0.

Gibt es ein Primelement p ∈ A mit

• p teilt nicht an

• p teilt ai für 0 ≤ i ≤ n− 1

• p2 teilt nicht a0,

dann ist f irreduzibel über K.

5.3.4 Lemma. Sei K (X) /K eine transzendente Körpererweiterung. Sei O der Bewer-
tungsring auf K (X) mit K ⊆ O und X ∈ M, wobei M das maximale Ideal von O ist.
Sei

(
H, Oh

)
die Henselisierung von (K (X) , O). Sei n ∈ N.

Dann existiert ein Zwischenkörper K (X) ⊆ L ( H so, dass für jedes Polynom

f = Tm + am−1T
m−1 + · · ·+ a0 ∈ L [T ]m

mit m = deg (f) ≤ n jede Nullstelle von f in H bereits in L liegt.
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Beweis: Wir konstruieren den Körper L als minimale Erweiterung von K (X) in H, die
unter Erweiterungen vom Grad ≤ n abgeschlossen ist.

Wir definieren L als Vereinigung einer Kette von Körpern wie folgt:

Setze L0 := K (X).

Ist für i ∈ N der Körper Li−1 bereits definiert, so definiere

Li := Li−1 ({x ∈ H | Irr (x/Li−1) ≤ n}) .

Definiere
L :=

⋃
i∈N

Li.

Nach Konstruktion ist L ein Zwischenkörper von H/K (X).

Sei m ≤ n. Sei
f = Tm + am−1T

m−1 + · · ·+ a0 ∈ L [T ]m .

Sei y ∈ H eine Nullstelle von f . Sei i ∈ N mit am−1, . . . , a0 ∈ Li. Für dieses i ist
deg (Irr (y/Li)) ≤ deg (f) = m. Also gilt nach Konstruktion y ∈ Li+1 und damit y ∈ L.

Wir zeigen nun, dass es ein y ∈ H \ L gibt. Wähle dazu eine Primzahl p > n.

Sei

g = T p + (X + 1)T p−1 + (X + 1)XT p−2 + · · ·+ (X + 1)XT + (X + 1)X ∈ K [X] [T ]

Nach Definition von O ist X ∈M und damit ap−1 = (X + 1) ∈ O× und für 0 ≤ i ≤ p−2
ai = (X + 1)X ∈ M. Da H die Henselisierung von K (X) ist, existiert eine Nullstelle
y ∈ H von g.

g ist irreduzibel über K (X) nach Satz 5.3.3, denn (X + 1) ∈ K [X] ist Primelement von
K [X], für das gilt: (X + 1) teilt ai für 0 ≤ i ≤ p− 1 und (X + 1)2 teilt nicht a0.

Es ist also p = deg (Irr (y/K (X))) = [K (X) (y) : K (X)].

Angenommen, y ∈ L. Sei i ∈ N mit y ∈ Li und y /∈ Li−1.

Sei Fi−1 := Li−1 (y). Es ist

[Fi−1 : Li−1] = deg (Irr (y/Li−1))

Da Li aus Li−1 durch Erweiterungen vom Grad ≤ n entstanden ist, ist deg (Irr (y/Li−1))
Produkt natürlicher Zahlen ≤ n.

Seien a1, . . . , ak ∈ Li−1 die Koeffizienten des Minimalpolynoms von y über Ki−1. Defi-
niere Fi−2 := Li−2 (a1, . . . , ak, y). Es ist

Irr (y/Li−1) = Irr (y/Li−2 (a1, . . . , ak))
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und damit

[Fi−2 : Li−2]
= [Fi−2 : Li−2 (a1, . . . , ak)] [Li−2 (a1, . . . , ak) : Li−2]
= deg (Irr (y/Li−1)) [Li−2 (a1, . . . , ak) : Li−2] .

Es ist auch Li−1 aus Li−2 durch Erweiterungen vom Grad ≤ n entstanden und somit
ist auch [Li−2 (a1, . . . , ak) : Li−2] Produkt natürlicher Zahlen ≤ n. Es folgt also, dass
[Fi−2 : Li−2] ebenfalls Produkt natürlicher Zahlen ≤ n ist.

Wir definieren nun Fi−3 indem wir y, a1, . . . , an und die Koeffizienten der Minimalpo-
lynome von a1, . . . , an zu Li−3 adjungieren. So machen wir weiter bis wir F0 definiert
haben.

Es ist dann [F0 : L0] = [F0 : K (X)] ein Produkt natürlicher Zahlen ≤ n. Da p > n und
prim ist, folgt, dass p den Körpergrad [F0 : L0] nicht teilt.

Andererseits ist y ∈ F0 und somit

[F0 : K (X)] = [F0 : K (X) (y)] [K (X) (y) : K (X)]
= [F0 : K (X) (y)] · p.

Dies ist ein Widerspruch.

�

5.3.5 Konstruktion. Sei K−1 := R.

Ist Km−1 für ein m ∈ N bereits definiert, so definieren wir Km wie folgt:

Sei O der Bewertungsring auf Km−1 (Xm) mit Km−1 ⊆ O und Xm ∈M.

Sei
(
Km−1 (Xm)h , Oh

)
die Henselisierung von (Km−1 (Xm) , O).

Sei Km ein Körper mit

Km−1 (Xm) ⊆ Km ( Km−1 (Xm)h ,

wie in Lemma 5.3.4.

Für jedes m ∈ N bezeichnen wir die Fortsetzung Oh ∩Km von O auf Km mit Om und
das maximale Ideal von Om mit Mm.

Die Erweiterung
(Km−1 (Xm) , O) ⊆

(
Km−1 (Xm)h , Oh

)
ist unmittelbar (siehe zum Beispiel [EnPr], Satz 5.2.5), also ist, da

(Km−1 (Xm) , O) ⊆ (Km, Om)

⊆
(
Km−1 (Xm)h , Oh

)
,
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auch
(Km−1 (Xm) , O) ⊆ (Km, Om)

unmittelbar und damit insbesondere

O/M∼= Om/Mm.

Es ist O so gewählt, dass O/M∼= Km−1 ist. Damit folgt insgesamt Om/Mm
∼= Km−1.

Sei ϕm : Om � Om/Mm der Restklassenhomomorphismus.

Sei ∞ ein formales Symbol wie in Definition 5.3.1.

Wir definieren für i ≥ j ≥ 1 die Abbildung

ψi, j : Ki ∪ {∞}� Kj ∪ {∞}

wie folgt:

Für i = j sei
ψi, i := idKi∪{∞}.

Für j = i− 1 sei ψi, i−1 definiert durch

ψi, i−1 (x) :=
{
ϕi (x), x ∈ Oi
∞ , x /∈ Oi

für jedes x ∈ Ki ∪ {∞}.
Für 0 ≤ j ≤ i− 1 sei

ψi, j := ψj, j−1 ◦ · · · ◦ ψi, i−1.

Sei

I := lim←− (Km ∪ {∞}) :=

{
(xm)m ∈

∏
m∈N

(Km ∪ {∞})

∣∣∣∣∣ ψi, j (xi) = xj für alle j ≤ i

}

der inverse Limes.

Sei K := I \ {(∞)}.
Wir definieren die Addition auf K wie folgt:

Seien (xi) , (yi) ∈ K. Wähle n ∈ N so, dass xn 6=∞ und yn 6=∞ ist.

Für i ≥ n definiere zi := xi + yi, für i < n definiere zi := ψn, i (xn + yn).

Offensichtlich ist (zi) ∈ K. Definiere (xi) + (yi) := (zi).

Dass (zi) unabhängig von der Wahl von n ist, folgt sofort aus

ψi j (a+ b) = ψi, j (a) + ψi, j (b)

für alle i ≤ j ≤ 1 und der Definition von K.
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Analog definieren wir die Multiplikation.

Zu jedem m ∈ N definieren wir die Projektion

sm : K −→ Km ∪ {∞}
(xn)n 7→ xm.

Für jedes m ∈ N ist sm eine Stelle. Also ist nach Satz 5.3.2

O∗m := s−1
m (Km)

ein Bewertungsring auf K.

Wir definieren
T := TO∗

1

Damit ist (K, T ) ein V-topologischer Körper.

Um zu zeigen, dass der gerade konstruierte Körper tatsächlich ein Beispiel für einen
t-henselschen Körper ist, der nicht topologisch henselsch ist, werden wir zunächst einige
Eigenschaften des Körpers zeigen.

5.3.6 Lemma. Sei (K, T ) der V-topologischer Körper aus Konstruktion 5.3.5 und für
m ∈ N seien O∗m die Bewertungsringe aus der Konstruktion.

Zu jedem m ∈ N sei M∗
m das maximale Ideal von O∗m und Km der Restklassenkörper.

Sei (xi) ∈ K.

Dann gelten:

(a) Zu jedem x ∈ Km exisiert ein y ∈ K mit sm (y) = x.

(b) Es ist (xi) ∈ O∗m genau dann, wenn xm+1 ∈ Om+1 ist.

(c) Ist xm ∈ Om, so ist xn ∈ On für alle n ≥ m.

(d) Es ist (xi) ∈M∗
m genau dann, wenn xm+1 ∈Mm+1 ist.

(e) Ist xm = 0, so ist xn = 0 für alle n ≤ m.

Insbesondere ist xn = 0 für alle n ≤ m, falls (xi) ∈M∗
m ist.

(f) Ist xm =∞, so ist xn =∞ für alle n ≤ m.

Insbesondere ist xn =∞ für alle n ≤ m, falls (xi) /∈ O∗m ist.

(g) Es ist O∗m/M∗
m
∼= Om+1/Mm+1

∼= Km.
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(h) Es sind
O∗1 ⊆ O∗2 ⊆ . . .

und
M∗

1 ⊇M∗
2 ⊇ . . . .

(i) Es ist ⋂
m∈N
M∗

m = {0}

und
{M∗

m | m ∈ N}

ist eine Basis von T .

(j) Es ist TO∗
m

= T für alle m ∈ N.

(k) Für jedes n ∈ N ist (K, O∗n) n-henselsch.

Beweis:

(a) Definiere yn := ψm,n (x) ∈ Kn für n ≤ m. Für n > m sei yn−1 ∈ Kn−1 bereits
definiert. Da ψi, j surjektiv ist, gibt es ein yn ∈ Kn mit ψn, n−1 (yn) = yn−1.

Es ist dann (yn)n∈N =: y ∈ K und sm (y) = ym = x.

(b) Es ist

(xi) ∈ O∗m := s−1
m (Km) ⇔ xm = sm ((xi)) ∈ Km

⇔ xm 6=∞
⇔ ψm,m+1 (xm+1) 6=∞
⇔ xm+1 ∈ Om+1.

(c) Induktion über n:

Für n = m gilt die Behauptung nach Voraussetzung.

Ist xn ∈ On, so ist insbesondere ψn+1, n (xn+1) = xn 6= ∞. Nach Definition von
ψn+1, n folgt daraus, dass xn+1 ∈ On+1 ist.

(d) Es ist

(xi) ∈M∗
m = s−1

m ({0}) ⇔ ψm+1,m (xm+1) = xm = sm ((xi)) = 0
⇔ xm+1 ∈Mm+1

(e) Induktion über n.

Für n = m gilt die Behauptung nach Voraussetzung.

Ist xn+1 = 0, so ist xn = ψn+1, n (xn+1) = ψn+1, n (0) = 0.

Ist (xi) ∈M∗
m, so ist nach (d) xm+1 ∈Mm+1 und damit xm = ψm+1,m (xm+1) = 0.
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(f) Ist xn+1 =∞, so ist xn = ψn+1, n (xn+1) = ψn+1, n (∞) =∞.

(g) Nach Satz 5.3.2 gilt
sm (O∗m) ∼= O∗m/M∗

m =: Km
.

Zu zeigen ist also
Om+1/Mm+1 = sm (O∗m) .

Aus der Definition von ψm+1,m sieht man sofort, dass gilt

Om+1/Mm+1 = ψm+1,m (Om+1)
= {x ∈ Km | x = ψm+1,m (y) für ein y ∈ Om+1}

Sei x ∈ Km und sei y ∈ Om+1 mit ψm+1,m (y) = x. Nach (a) gibt es ein a ∈ K
mit sm+1 (a) = y. Aus a ∈ K folgt sm (a) = ψm+1,m (sm+1 (a)) = ψm+1,m (y) = x.
Da sm+1 (a) = y ∈ Om+1 ist, gilt nach (b), dass a ∈ O∗m ist und damit, dass
x ∈ sm (O∗m) ist. Also ist Om+1/Mm+1 ⊆ sm (O∗m).

Andererseits gibt es zu jedem x ∈ sm (O∗m) ein a ∈ O∗m mit sm (a) = x. Nach
Definition von K ist ψm+1,m (sm+1 (a)) = x und nach (b) ist sm+1 (a) ∈ Om+1.

Also ist, nach Definition von ψi+1, i, x ∈ Om+1/Mm+1. Es gilt also auch
sm (O∗m) ⊆ Om+1/Mm+1.

Da nach Wahl von (Km+1, Om+1) klar ist, dass Om+1/Mm+1
∼= Km ist, folgt

insgesamt die Behauptung.

(h) Es gilt

(xi) ∈ O∗m
(b)⇐⇒ xm+1 ∈ Om+1

(c)
=⇒ xn ∈ On für alle n ≥ m+ 1
(b)⇐⇒ (xi) ∈ O∗n für alle n ≥ m

und damit O∗m ⊆ O∗n für alle n ≥ m.

Nach Lemma 2.3.1 gilt damit auchM∗
m ⊇M∗

n für alle n ≥ m.

(i) Sei (xi) ∈
⋂
n∈NM∗

n. Angenommen, xm 6= 0 für ein m ∈ N.

Dann folgt aus (e), dass xn 6= 0 für alle n ≥ m. Ebenfalls mit (e) folgt (xi) /∈ M∗
n

für alle n ≥ m und damit (xi) /∈
⋂
n∈NM∗

n. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von
(xi).

Also ist ⋂
n∈N
M∗

n = {0}

(j) Folgt sofort aus (h).
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(k) Sei
f = Tn + T (n−1) + a(n−2)Tn−2 + · · ·+ a(0) ∈ K [T ]n

mit a(n−2), · · · , a(0) ∈M∗
n.

Zu jedem i ∈ N seien a(n−2)
i = si

(
a(n−2)

)
, . . . , a

(0)
i = si

(
a(0)
)
∈ Ki und

fi = Tn + Tn−1 + a
(n−2)
i Tn−2 + · · ·+ a

(0)
i

Wir finden eine Nullstelle y ∈ K von f wie folgt:

Nach (e) gilt a(n−2)
i = · · · = a

(0)
i = 0 und damit fi = Tn+Tn−1 für alle i ≤ n. Setze

yi = −1 für i ≤ n. Dann ist yi eine einfache Nullstelle von fi und für 0 ≤ j ≤ i ≤ n
ist ψi, j (yi) = yj .

Sei i > n. Wir nehmen an, dass wir yi−1 ∈ Ki−1 bereits so definiert haben, dass
yi−1 eine einfache Nullstelle von fi−1 ist und ψi−1, j (yi − 1) = yj für 0 ≤ j ≤ i− 1
ist.

Nach (d) gilt a(n−2)
n+1 , · · · , a(0)

n+1 ∈Mn+1, also insbesondere a(n−2)
n+1 , · · · , a(0)

n+1 ∈ On+1

und damit nach (c): a(n−2)
i , · · · , a(0)

i ∈ Oi für alle i ≥ n+ 1.

Wir bezeichnen mit a das Bild von a ∈ Oi unter der Restklassenabbildung. Nach
Definition von ψi, i−1 gilt für alle a ∈ Oi: ψi, i−1 (a) = a und damit gilt für alle
(xj) ∈ K: xi = xi−1. Es ist somit

fi = Tn + Tn−1 + a
(n−2)
i Tn−2 + · · ·+ a

(0)
i

= Tn + Tn−1 + ψi, i−1

(
a

(n−2)
i

)
Tn−2 + · · ·+ ψ

(
a

(0)
i

)
= Tn + Tn−1 + a

(n−2)
i−1 Tn−2 + · · ·+ a

(0)
i−1

= fi−1

fi−1 hat eine einfache Nullstelle yi−1 ∈ Ki−1. Also hat nach Satz 4.2.3 (ii) fi
eine einfache Nullstelle yi in der Henselisierung von Ki, für die gilt yi = yi−1.
Da Ki−1 (X) ⊆ Ki ⊆ Ki−1 (X)h und Ki−1 (X)h die Henselisierung von Ki−1 (X)
ist, ist Ki−1 (X)h offensichtlich auch die Henselisierung von Ki. Wir haben Ki

aber gerade so gewählt, dass jede Nullstelle eines Polynoms vom Grad ≤ i, die in
Ki−1 (X)h liegt, schon inKi liegt. Aus yi = yi−1, ψi−1, j (yi−1) = yj für 0 ≤ j ≤ i−1
und der Definition von ψi, j folgt sofort, dass ψi, j (yi) = yj für alle 0 ≤ j ≤ i ist.

Sei y = (yi). Dann ist y eine Nullstelle von f und es ist y ∈ K. �

5.3.7 Satz. Sei (K, T ) der V-topologische Körper aus Konstruktion 5.3.5.

Dann gelten:

(a) (K, T ) ist t-henselsch.

(b) (K, T ) ist nicht topologisch henselsch.
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Beweis:

(a) Nach Lemma 5.3.6 (j) und (k) gibt es zu jedem n ∈ N eine n-henselsche Bewertung,
die T definiert. Also ist (K, T ) nach Satz 4.3.3 t-henselsch.

(b) T wird von einer Bewertung definiert, also ist (K, T ) genau dann topologisch
henselsch, wenn es eine henselsche Bewertung auf K gibt, die T definiert.

Angenommen, O ist ein henselscher Bewertungsring auf K, der T definiert, und
M ist das maximale Ideal von O. Da

{M∗
n | n ∈ N}

eine Basis von T ist, existiert ein n ∈ N mit M∗
n ⊆M und somit O ⊆ O∗n.

(K, O∗n) ist auch henselsch.

Wir zeigen, dass (Kn+1, On+1) dann auch henselsch sein muss, was der Konstruk-
tion widerspricht.

Sei
Xm +Xm−1 + am−2X

m−2 + · · ·+ a0 ∈ Kn+1 [X]

mit am−1, . . . , a0 ∈Mn+1.

Da sn+1 surjektiv ist, gibt es bm−1, . . . , b0 ∈ K mit sn+1 (bi) = ai für 0 ≤ i ≤ m−1.

Nach Lemma 5.3.6 (d) gilt bm−1, . . . , b0 ∈M∗
n.

Da (K, O∗n) henselsch ist, existiert ein x ∈ O∗n mit

xm + xm−1 + bm−2x
m−2 + · · ·+ b0 = 0.

Nach Lemma 5.3.6 (b) ist sn+1 (x) ∈ On+1 und es ist

0 = sn+1 (0)
= sn+1

(
xm + xm−1 + bm−2x

m−2 + · · ·+ b0
)

= sn+1 (x)m + sn+1 (x)m−1 + sn+1 (bm−2) sn+1 (x)m−2 + · · ·+ sn+1 (b0)
= sn+1 (x)m + sn+1 (x)m−1 + am−2sn+1 (x)m−2 + · · ·+ a0.

Also ist sn+1 (x) Nullstelle von

Xm +Xm−1 + am−2X
m−2 + · · ·+ a0 ∈ Kn+1 [X]

und somit ist (Kn+1, On+1) henselsch. Dies ist ein Widerspruch zur Definition von
(Kn+1, On+1).

�

Aus Satz 2.3.15 folgt, dass ein V-topologischer Körper (K, T ) genau dann topologisch
henselsch ist, wenn sich T eindeutig auf den algebraischen Abschluss von K fortsetzen
lässt.

Für den Körper (K, T ) aus Konstruktion 5.3.5 können wir also folgern, dass es eine
algebraische Körpererweiterung von K gibt, auf die sich T nicht eindeutig fortsetzen
lässt. Um diese verschiedenen Fortsetzungen von T zu finden, müssen wir unabhängige
Fortsetzungen von O∗n für ein n ∈ N finden.
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Notationen

Im Folgenden seien M eine Menge, K ein Körper, x ∈ M , B eine Filterbasis auf M
beziehungsweise K, T eine Topologie auf M beziehungsweise K, | . | ein Absolutbetrag
auf K, v : K � Γ ∪ {∞} eine Bewertung auf K, O ein Bewertungsring auf K, < eine
Anordnung auf K, L/K eine Körpererweiterung und y ∈ L.

Wir verwenden folgende Notationen:

P (M) := {U | U ⊆M} Potenzmenge von M
Ux := {U ∈ P (M) | ∃V ∈ T (x ∈ V ) ∧ (V ⊆ U)} Menge der Umgebungen von x

bezüglich T
FT := U0 Menge der Nullumgebungen

bezüglich T
FB := {U ∈ P (M) | ∃V ∈ B V ⊆ U} von B erzeugter Filter
TB := {U ⊆ K | ∀x ∈ U ∃V ∈ B x+ V ⊆ U} von B erzeugte Körpertopologie
B| . | := {{x ∈ K | |x| < ε} | ε ∈ R mit ε > 0} von | . | erzeugte Filterbasis
F| . | := FB| . | von | . | erzeugter Filter
T| . | := TB| . | von | . | erzeugte Körpertopologie
Bv := {{x ∈ K | v(x) > γ} | γ ∈ Γ} von v erzeugte Filterbasis
Fv := FBv von v erzeugter Filter
Tv := TBv von v erzeugte Körpertopologie
BO := {xO | x ∈ K \ {0}} von O erzeugte Filterbasis
FO := FBO von O erzeugter Filter
TO := TBO von O erzeugte Körpertopologie
B< := {{x ∈ K | −a < x < a} | a ∈ K mit a > 0} von < erzeugte Filterbasis
F< := FB< von < erzeugter Filter
T< := TB< von < erzeugte Körpertopologie
card (M) Kardinalität von M
Irr (y/K) Minimalpolynom von y über K
| . |0 Absolutbetrag auf C definiert durch

|a+ bi|0 :=
√
a2 + b2 für a, b ∈ R

K
alg algebraischer Abschluss von K

char(K) Charakteristik von K(
K̂, T̂

)
Vervollständigung von (K, T )(

K̂, v̂
)

Vervollständigung von (K, v)(
K̂, |̂ . |

)
Vervollständigung von (K, | . |)
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