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Vorwort zur ersten Auflage.

Das vorliegende Skript begleitet einen fiinftagigen Kompaktkurs, der fiir die Studienanfanger des Fa-
ches Chemie ab dem Studienjahr 2000/2001 in der Woche vor Beginn des Wintersemesters mit dem
Ziel durchgefiihrt wird, einen Teil des mathematischen Schulstoffes aus den Tiefen des Vergessens

wieder hochzuholen und etwas aufzufrischen.

Nicht wenige Studienanfanger, die glaubten, mit dem Abitur endlich die "Mathe' ablegen zu konnen,
sind erstaunt, gleich zu Beginn ihres Chemiestudiums schon wieder mit Mathematik konfrontiert zu

werden.

Mit diesem mathematischen Vorkurs sollen nur zu einem sehr geringen Teil einige Grundkenntnisse
vorweg vermittelt werden, die fiir die Anfanger—Vorlesungen und —Praktika niitzlich sind. Das we-
sentliche Ziel diese Vorkurses ist, einen soliden Grund zu schaffen, auf dem dann die "Mathematik
fiir Chemiker’ aufbauen kann. In unserer schnelllebigen und erfolgsorientierten Zeit miissen auch
die Studiengange gelegentlich gestrafft und von Ballast befreit werden: da bleibt insbesondere nicht

mehr viel Zeit, Schulstoff zu wiederholen.
Das soll Sie aber nicht erschrecken: Sie werden nicht einfach nur ins kalte Wasser geworfen und dann
lhrem Schicksal tiberlassen; Sie werden stets Hilfen bekommen, wo das sinnvoll ist, z.B. in Form von

vorlesungsbegleitenden Tutoraten oder eben mit diesem Kompakt—Vorkurs.

Ohne Zweifel fordert ein ziigiges und zielstrebiges Studium die Studentinnen und Studenten, bietet
aber auch von Anfang an Lern- und Orientierungshilfen. Wer diese Hilfen in Anspruch nimmt, muss
nicht einst wie Doctor Faustus klagen:

“Habe nun ach! Philosophie, Juristerei und Medizin, und leider auch Theologie durchaus studiert,

mit heiBem Bemiih'n. Da steh’ ich nun, ich armer Tor! Und bin so klug als wie zuvor..."

Jirgen Maetzke, August 2000

Vorwort zur zweiten Auflage.

Zu den " Abnehmern“ sind die Studienanfanger der Life Science hinzugekommen. Besonders der
zweite Teil der "Mlathematik fiir Life Science und Chemiker Lehramt‘ setzt wesentlich
den Inhalt dieses Vorkurses voraus.

Von kleinen Anderungen abgesehen, die das Verstindnis des Textes erhShen sollen, wurde am Kon-
zept und Inhalt nichts verindert. Dagegen wurden die Lésungen der Ubungsaufgaben in weiten

Teilen viel ausfiihrlicher als in der ersten Auflage dargestellt.

Jirgen Maetzke, August 2003
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1 Trigonometrische Funktionen.

Stichpunkte: Winkel: BogenmaB, GradmaB, Orientierung. Satz von Pythagoras. Trigono-
metrische Funktionen: Definitionen am Dreieck und am Einheitskreis, Schaubilder, gangige
Werte, Symmetrieeigenschaften, Periodizitat, Pythagoras am Einheitskreis, Additionstheo-

reme fiir sin und cos.

1.A Winkel.
360°

In der elementaren Geometrie (z.B. in der Schule) werden Winkel
im Gradmaf3 gemessen (engl.: degree, deg.); dabei wird der volle
Winkel in 360° (360 Grad ) unterteilt. Abbildung 1.1:

voller Winkel

2w

Die Mathematiker und Naturwissenschaftler geben Winkel bevorzugt im
Bogenmaf3 (radian, rad.) an ; hierbei entspricht dem vollen Winkel
der Umfang 27 eines Kreises vom Radius 1:

(7 = 3.141592654 ... = Kreiszahl) Abbildung 1.2:
voller Winkel

Es ist also gleichgiiltig — und wird in Zukunft nicht mehr unterschieden —, ob (z.B.) vom
Winkel 45° oder vom Winkel 7/4 gesprochen wird:

45° = 1/8 von 360° A

= 1/8 des Kreisumfanges 2w

'S

T
4

Aus dem einfach zu merkenden Verhdltnis: | GradmaB : 360° = Bogenmal : 27

ergibt sich die Umrechnungsformel :

BogenmaBB = GradmaB - T bzw.
180

1.1

180
GradmaB = BogenmaB - —
s
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2 1 TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN.

Will man den Drehsinn oder die Orientierung beriicksichtigen, so gibt man dem Winkel ein

Vorzeichen :

es ist iiblich, den Drehsinn (die Orientierung) positiv zu nennen, wenn er dem Uhrzeiger entge-

gengesetzt ist, und negativ, wenn er im Uhrzeigersinn verlauft.

+45° +90° (rechter Winkel)

N

Zum Beispiel:

1 1 /2
1 1 71'/4 71'/3 . /
/6 60° 90
30°
0 0 0

45° ‘\
30° 0
—45° _600
—/6 /4 ~90°
-7/3 —m/2
Y
1 27/3 3m/2
120° vﬁgo\ 270°
Z120° —180°
—27/3
—T
Abbildung 1.3 BogenmaB und GradmaB einiger Winkel @

>

Bemerkung: Es ist iiblich und bequem, im Bogenmaf3 gemessene Winkel stets als Viel-

fache von 7 anzugeben, also z.B vom Winkel & = 7/4 statt vom Winkel o = 0.785398 zu

reden.
An einem Kreisbogen vom Radius r besteht zwischen der
Bogenlinge s und dem zugehorigen, im Bogenmaf3 s
1.2 gemessenen Winkel ¢ der Zusammenhang:

S=T1-¢
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1.B Das rechtwinklige Dreieck. 3

1.B Das rechtwinklige Dreieck.

Einer der beriihmtesten und wichtigsten Satze iiber das rechtwinklige Dreieck ist der

Satz des Pythagoras.

(5. Jahrhundert v. Chr.)
1.3 Kathete a
) In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die

Kathete b

a4+ b =c?

Summe der Kathetenquadrate gleich dem

Hypothenuse ¢

Hypothenusenquadrat.

In der Praxis ist der Satz von Pythagoras immer wieder von Nutzen, z.B. bei der Berechnung von
Langen und Abstanden.

@ Zum Beispiel:
X

1. Fiir die Lange d der Diagonale eines Rechtecks mit

den Seitenldngen ¢ und b hat man: d? = a? + b2, somit: d
d=+Va®+b2. @
Insbesondere (mit @ = b) hat die Diagonale eines Quadrates b

mit der Seitenlinge a die Linge d = av/2.

2. Zweifache Anwendung hiervon ergibt:

Die Raumdiagonale e eines Quaders mit den Seitenlangen e

a, b, ¢ hat die Lange e = \/m, \

und (mit @ = b = ¢) : die Raumdiagonale eines Wiirfels mit ¢ 3 !
der Kantenlange a hat die Linge e = aV/3. -

3. Hiermit bekommt man in der (z,y)—Ebene (rechtwinklige car-
tesische Koordinaten) fiir zwei Punkte P(z1 |y1), Q(x2 | y2)

ihren Abstand d = \/(xg —z1)?2 + (y2 —y1)? und

4. im Anschauungsraum (rechtwinklige caritesische Koordinaten

x,y,z) fir zwei Punkte P(z1 [y1 | 21), Q(z2 | y2 | 22)
deren Abstand e = \/(zg —21)2 4+ (y2 —y1)?2 + (22 — 21)?%.
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1 TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN.

1.C Definition der trigonometrischen Funktionen.

Eine groBe Rolle spielen recktwinklige Dreiecke bei der elementar-geometrischen Definition der

trigonometrischen Funktionen: (x sei ein Winkel — i.a. im BogenmaB gemessen: s.o0.)
. Gegenkathete b
sinyr = ——— -
Hypothenuse c
Ankathete a
cosr = ———— -
1.4 Hypothenuse c Ankathete a Gegenkathete b

Gegenkathete b

tanr = ——— - &
Ankathete a

Hypothenuse ¢

Ankathete a
cotr = ——m— -
Gegenkathete b

Etwas anschaulicher ist die Darstellung der trigonometrischen Funktionen am Einheits-

kreis (= Kreis vom Radius r =1):

sin\z

COS T

(&

die Hypothenuse
hat die Lange 1

tanx

(&)

die Ankathete
hat die Lange 1

cotx

.,

die Gegenkathete
hat die Lange 1

tanz

Abbildung 1.4

Darstellung der trigonometrischen

Funktionen am Einheitskreis
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1.C'  Definition der trigonometrischen Funktionen.

Hiermit kann der Funktionsverlauf der trigonometrischen Funktionen punktweise erhalten wer-

den, z.B. sinz:

Abbildung 1.5 y =sinz fir0 <z <27

Es ergeben sich folgende Funktionsverldufe:

)
1
5w _3m = Sm
\ 2 —27 4 2 T 4 27 3
: : : : : : : : : : | T
— Tm_ 3w — r T 3T 5m
37 17 i iz ) ) \
14
Abbildung 1.6 Sinus und Cosinus
Y
A
3 |
~3m o — 0 Wa 2n s/
/;' _ bm 3w : _x T : 3 : 5w r
: 2 2 2 2 2 2 ;
5 T-1

Abbildung 1.7 Tangens und Cotangens
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6 1 TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN.

Gingige Funktionswerte:

0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180° | 225° | 270° | 315° | 360°
0 T T T T 27 3T Y. Y. 3T 7T 9
v 6 | 4|32 3 1 6 T 1 2 1 T

. 1 [ V2]V3 V3 | V2 1 V2 V2
sinz || 0 | = | 22| X2 1 | X2 | Y= — 0 |—~=] -1 |=2X2] 0

2 | 2 2 2 2 2

1.5 N ARG 1| v2| V3 V2 V2
cosz || 1 | 22| X2 2 |0 | —= |22 |22 1 | =X2) o | X2 1

2 | 2 2 2 2 2 2
tanz || 0 Ly V3 |+ V3 1 L 0 1 + 1 0

2 o | — 1l o | -

V3 V3
1 1

cotz || 400 | V3| 1 | —=] 0 | ——= | =1 | =3 | & 1 0 1 | =

0
sin 0 = g = oS g tan0 = 0 = cot g
LT \/I s s 1
sin— = — = C(CO0S— tan— = — = cot—
6 2 3 6 V3 3
2
1.6 sin Z = g = COS g tan g = 1 = cot Z
3
sin g = g = CO0S g tan g = \/§ = cot %
4
sin T g = cos 0 tang = o0 = cot0

Dariiberhinaus kommt immer wieder vor:

sin (nw) =0 fiir alle ganzen Zahlen n € Z

+1 fir n=0,+2, 44, ...

1.7 cos (nm) = (=1)" firalle ne Z, dh. = ]
—1 fir n=41,43,...

CcOS (k . %) =0  fir alle ungeraden ganzen Zahlen k € Z
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1.D Einige Regeln. 7

1.D Einige Regeln.

Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras erhalt man die folgende Formel, die oft von groBem Nutzen ist:

1.8 || cos’z +sin’r =1 Vx Satz des Pythagoras am Einheitskreis

z.B.:
B

fir z € [0,7] ist sinz = V1 —cos?z,

fur z € [-7,0] ist sinx = —V1 —cos®z; sin
T
fir © # (2k+1)-7/2 mit k€ Z ist P
1 cos?z+sin’g 4 tan’s @ Abbildung 1.8: Pythagoras

2. 2 ] . .
cos? x cos? X am Einheitskreis.

Die Funktionen sin und cos sind 27 —periodisch, d.h. periodisch mit der

sin (x + 27r) =sin x
Periode 27 : fir alle z € R ist: , und

cos (x + 27r) =cos x

1.9
die Funktionen tan und cot sind m —periodisch, d.h. periodisch mit der
tan (x + 7r) =tan
Periode m: fiir alle z € R ist:
cot (x + 7r) =cot x
P ) . 7 I 1
s z.B.: sin — =sin <27r+ ?> = sin 5 - 3
2
cos (—ﬁ> = cos <—47r + —> = cos © = ﬁ
6 2
ta 19—7T—ta (3 —i—E) = ta T_ 1
n 6 - n|l3n 5) = n 6~ 3
2
cot <—%> = cot (—477—1—%) = cot %:\/3_’ C[;;
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8 1 TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN.

Die Funktionen sin, tan und cot sind ungerade, d.h. ihre Graphen sind

punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung:

sin (—z) = —sin z
fir allez € R ist: | tan(—x) = —tanz |,
1.10 cot (—x) = —cot x

und die Funktion cos ist gerade, d.h. ihr Graph ist achsensymmetrisch zur
Ordinate:

fir alle z € R ist: | cos(—z) = cos x

2 2
z.B.: sin (—I> = —sin & = —£ , COS (_E) = cos g = % @

X

In der Praxis (z.B. bei der Untersuchung von Schwingungen mit kleinem Ausschlag) wird haufig von
der folgenden Tatsache Gebrauch gemacht:

d.h. wenn der im Bogenma$f} (!) gemessene

L.11 Fiir £~ 0 ist sinz ~z || Winkel z dem Betrage sehr klein ist,

dann ist sinz ungefdhr gleich z:

denn (siehe Abbildung 1.4): fir 0 < z < 7/2 ist Yy
) sinx sinx _
sinz < z <tanz, also: —— <1 und z < , y=z

) T T cosz

sinz . sinz 1

bzw. cosz < ——; insgesamt: cosx < —— < 1: "ot TTTTooTopETooo o

z x .

sin(—x) sinz .. L. _ -7/2 5 Yy =smz
wegen = gilt dies fiir alle z mit ; L z
—x) z a2
0 # |z| < 7/2, und da cosz — 1 fir z — 0, hat T
man insbesondere: ot s 1 fiir & — 0, d.h. aber: - / ;__—_1_""4@ _______
T ; :
sinz ~ ¢ fir |z| < 1. | . _
Man kann das auch an den Graphen der beiden Funk- sinz ~w fir 2~ 0
tionen y = sinz (mit dem Winkel z im BogenmaB!) Abbildung 1.9: Sinus nahe 0.
und y = x erkennen:
- . . l—sin(z?) 1-22 (1-2z)(1+2)
.B.: F 1 ist ~ = =1 .
z ir jz| < 1 is T - - +z C[;;
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1.D Einige Regeln.

1.12

An der nebenstehenden Skizze kann man
schlieBlich noch die Additionstheoreme fiir

den Sinus und den Cosinus ablesen:

sin (x+y) =sinz - cosy + cosx - siny

coS (a:+y) =COST-COsy —sinz -siny

diese Additionstheoreme sind immer wieder sehr
gut zu gebrauchen und mit ihrer Hilfe konnen

viele weiteren Rechenregeln hergeleitet werden:

@ Rechenbeispiele:

>

sin -sin ¢

cos @ - sin

sin(p + )

sin ¢ - cos 9

cos(p+v) sin -sin ¢

S

COS (p-COs

Abbildung 1.10 Additionstheoreme

sin(x + 7/2) = sinz - cos 7/2 +cosz -sin 7/2 =sinz -0 +cosz -1 =cosz,

cos(z 4+ m/2) = cosz - cos w/2 —sinz -sin 7/2 =cosz -0 —sinz -1 = —sinz:

1.13 | sin(z +7/2) =cosz, cos(z+7/2) = —sinzx

sin2z = sin(z + ) = sinz cosy + cosz sinx = 2sinx cos

2 2

COS2x = coSx cosx — sinzx sSinx = cos

2

r —sin“s = cos” x — (1 —cost) =2cos?x — 1, hiermit:

2

1.14

COS2 r =

DN | =

1+ cos2z sin 2 =
( ) -

DN | =

sinx -cosx = 3 sin 2z , cos® x — sin

2

(1 — cos 236)

T = cos2x

sin(z +y) =sinz -cosy +cosx -siny , sin(z —y) =sinz -cosy — cosz - siny ; Addition ergibt:

1.15 | sinz -cosy =

DN | =

(sin(az +y) + sin(z — y))

cos(r —y) =cosx -cosy +sinz -siny , cos(x +y) =cosx -cosy —sinz -siny ;

Addition bzw. Subtraktion ergibt:

COSZT - COSY =
1.16

sinz -siny =

N po| =

(cos(m —y) + cos(z + y))

(cos(m —y) — cos(z + y))

| usw.. ©
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10 1 TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN.

1.E Ubungsaufgaben zu Lektion 1.

0 1.1[1]

Ergénze die folgende Tabelle so, dass jeder Winkel sowohl im BogenmaB (oben) als auch im GradmaB

(unten) angegeben ist:

0.31416 0.247 | 1 2.82743

=~
3

|
3

Bogenm.:

ol

Gradm.: 1° ] 7° 39° 144° 220°

U 1.2 [¢]

Welche Innenwinkel v und Aussenwinkel 5 hat ein 7-Eck? (Beide Winkel im BogenmaB!)

013[!1]

Welche Lange hat die Raumdiagonale AB des skizzierten, ge-

raden und quadratischen Pyramidenstumpfes mit
a=h=100[cm] und ¢’ =50[cm]?

Py

01.4][]

Bestimme in dem Pyramidenstumpf der letzten Aufgabe die Winkel o (unten) und 3 (oben) und die
Seitenlangen s und den Flacheninhalt F' der Seitenflachen und bestimme auBerdem den Winkel v, den
die Seitenflaichen mit dem Grundquadrat einschlieBen.

015][!]

An zwei gegeniiberliegenden Seiten eines Sees befinden sich je ein 100 m hoher Mast. Wegen der Erd-
krimmung kann man von der Spitze des einen Mastes gerade noch die Spitze des anderen Mastes erkennen.
Eine Ente schwimmt auf dem kiirzesten Weg von einem Mast zum anderen, und eine Move fliegt auf dem
kiirzesten Weg von der einen Mastspitze zur anderen: wer von beiden hat den langeren Weg? (um wieviel
langer?) [ mittlerer Erdradius ~ 6378 km |

U 1.6 [**]

Zeige mit Hilfe des Satzes von Pythagoras, dass das skizzierte rechtwinklige Dreieck die Hohe

h =Vab hat und folgere daraus,
dass fiir beliebige positive, reelle Zahlen
a,b deren geometrisches Mittel Vab

hochstens so groB ist wie ihr arithmeti-

sches Mittel aT—H):
\/(E S a —2+— b




1.E  Ubungsaufgaben zu Lektion 1. 11

U 1.7 0]

Bestimme jeweils (exakt und ohne TR) sinz und cosz fir

T 3T 5 i

=4 0 L2
(@) z=2], 50 50 LT,
T 3T 5 i

b =+—, +t— +— —_—
(6) o= T, 420 W50 LT

2
() s= 2T, +T 42m 57,

6° 3’ 376"
(d) = = 4273, 4274 .

01.8[!]

Bestimme sinz und cosz: (a) fir x = mm und (b) fir z = % (meZ).

01.9][!]

Fir welche ¢, z ist sint = cost und sinz = —V3 cosz, und fir welche ¢ ist (fir alle ¢) sint =

cos(t —p)?

U 1.10

@ Was ist hier falsch?:
i

Wenn man in der oberen der gezeichneten Flachen
die Teilflichen A und C vertauscht, bekommt
man die untere Flache.

Obwohl offenbar in beiden Abbildungen die vier
gezeichneten Teilflaichen A, B, C, D jeweils ent- R B — —t+—t

sprechend gleich groB sind, scheint die untere B T
Flache (mit 32 [FE]) groBer zu sein als die obere
(mit 30 [FE] ) . Finde durch Berechnung geeigneter A

Winkel heraus, wo hier der Trugschluss liegt:

F=2-6+5-4=32[FE]
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12 2 BETRAG, ALLGEMEINE FUNKTIONEN, KREISE UND ELLIPSEN.

2 Betrag, allgemeine Funktionen, Kreise und Ellipsen.

Stichpunkte: Betrag, Abstand und Intervalle in R. Funktionen: Definitions— und Werte-
bereich, Translationen. Kreise und Ellipsen: geschlossene Darstellung und iibliche Parame-

terdarstellung.
2.A Intervalle, Betrag und Abstand.

Fiir reelle Zahlen a,b € R mit a < b bezeichnet man mit

[a,b] = {ZE ER|a<z< b} das abgeschlossene Intervall

von a nach b,

la,b] = 3z €R|a<z<b; das offene Intervall von a nach b

2.1

und mit

{ }
[a,b] = {x ER|a<z< b} das nach rechts bzw. nach links
{ }

z€R|a<z<bh halboffene Intervall von a nach b.

. [a,b] . Ja,b[ . [a,b] Ja,b] .

a b a b a b a b

Abbildung 2.1 abgeschlossene, offene und halboffene Intervalle

Der Betrag (auch: Absolut—Betrag ) |a| einer reellen Zahl a ist anschaulich (auf der Zahlengeraden)
der Abstand des Punktes a zum Punkt 0:

a ,wenna>0
2.2 | |a| = 0 ,wenna=0 :max{—a,a} Betrag vona € R:

—a ,wenna<0

a<0: a>0_:

1 ! ! >

a=—al ' —a=la|

L
—a = —|al a=la

~ v
~" ~" ~" ~"

la| la| la| la|

Abbildung 2.2 Betrag einer reellen Zahl o
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2.A Intervalle, Betrag und Abstand.

Etwas anschaulicher ist der Graph der Betragsfunktion:

Abbildung 2.3
Betragsfunktion

2.3 | Aligemeiner: fiir beliebige a,b € R ist |a — b| der Abstand zwischen a und b:

Y

|a—b|=b—a |a—b|=a—b

Abbildung 2.4 Abstand zwischen zwei reellen Zahlen a und b

Fiir beliebige reelle Zahlen a,b,c,x gilt:

Y

(1) la| >0 und |a|=0 < a=0,

(2) |—al=la|] und |b—al=]a—"b|,
2.4 (3) la-b|=la|-|b| und |1/a]|=1/]al .
(4) |z|<c e —c<z<c,

5) lxr—a|<ce a—c<z<a+ec:

>0
> 0

—c xr 0 C
~—— Abbildung 2.5
lz|<c
|z| < ¢ und
c c |$ - a| <c
a—c<zr<a+c: } t } }
a—c T a a-+c
——
lz—a|<c

Jiirgen Maetzke, Juli 2003, Vorkurs zur Mathematik fiir Chemiker und Life Science, Lektion 2
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14 2 BETRAG, ALLGEMEINE FUNKTIONEN, KREISE UND ELLIPSEN.

@ z.B.: 1. Genau dann ist

|z — 2| <3 |, wenn der Abstand von z zu 2 kleiner oder gleich 3 ist,

dh.wenn | —1<2<5H

> o

> o

- ~ Abbildung 2.6

2. genaudannist | |z +1| <4

Y )
w
W~
ot

2 -2 <3

, wenn der Abstand von 2 zu —1 (minus!) kleiner oder gleich 4 ist, d.h.

Abbildung 2.7

T
2 3 |z +1| <4

wenn | —5<x<3
4 4
-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3
3. und genau dann ist | |z +2| >3

wenn | £ < —5 oder z > 1

> o

, wenn der Abstand von x zu —2 (minus!) groBer als 3 ist, d.h.

> o

- ~ . Abbildung 2.8

4. Die Punkte der (x,y)-Ebene mit

—2<y—x<2,dh mit

} > T
-2 1 2 3 |z +2] >3

|z —y| <2 | sind genau die Punkte (z,y) mit

r—2<y<x+2

y=xz+2

y=z—2

Abbildung 2.9
[z —y| <2

©

X
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2.B  Zum Funktionsbegriff. 15

In diesem Zusammenhang ist noch die Dreiecksungleichung von Interesse:

2.5 | |a+b| <la|] +|b| | Dreiecksungleichung

Diese ergibt sich sofort durch Addition der beiden stets giiltigen Ungleichungen:
— la] < a <|al
bl < b < o

nach V2.4(4) (mit ¢ = |a| + |b]) also: |a+b| < |a| + |b]. |

}+; _(|a|+|b|) <a+b< (|a|+|b|),

z.B.: Fiir beliebige Argumente = ist —1 < sinz <1 und —1 < cosz <1 (vgl. Abb.1.6), also:
5

|sinz| <1 und |cosz| < 1. Damit hat man z.B. fiir die Funktion | f(z) = 1.2 cos3z — 0.8 sinbz

fur alle z ist |f(z)| = ‘1.2 cos 3z — 0.8 sin5x‘ < ‘1.2 cos 3z \ + ‘0.8 sin5:z\ <12+08=2, dh.esist

stets | —2 < f(z) <2 |: wie die Skizze zeigt, ist das keine schlechte Abschitzung:

Abbildung 2.10 f(z)=1.2 cos3z — 0.8 sindz @
X

2.B Zum Funktionsbegriff.

Durch eine auf einer Teilmenge M C R definierte Funktion f : M — R wird den Elementen x €
M eindeutig (!) ein Element y = f(z) € R zugeordnet; M ist der Urbildbereich und R der

Zielbereich von f.

D(f) :=={x € M | f(x) ist eindeutig definiert } ist der Definitionsbereich und
R(f):={y=f(z) | x € D(f)} ist der Bild— oder Wertebereich von f.

manchmal wird der Bildbereich auch mit "im(f)" bezeichnet: "im” kommt von "image”, R von "range".

Vereinbarung: wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, ist der Definitionsbereich stets

groBtmoglich anzunehmen! z.B.:

¢ f#) =2 = D() =R\ {0}, R(f) = R\ {0} ;

e f(z) =sinz = D(f) =R, R(f) =[-1, 1] (s.Abb.1.6).

Jiirgen Maetzke, Juli 2003, Vorkurs zur Mathematik fiir Chemiker und Life Science, Lektion 2



16 2 BETRAG, ALLGEMEINE FUNKTIONEN, KREISE UND ELLIPSEN.

Wenn wir eine Funktion skizzieren, so zeichnen wir ihren Graphen (ihr Schaubild) :

G(f) = A{lz,y) | € D(f),y=f(=)} .

Achtung!: Obwohl bei einer Funktion f strikt zwischen f und f(z) zu unterscheiden ist:
f ist die Bezeichnung (der Name ) der Abbildungsvorschrift, y = f(z) sind die zugehorigen

Funktionswerte, ist es liblich, von einer "Funktion f(x)” oder sogar von einer " Funktion f = f(z)

zu sprechen: hiermit wird zum Ausdruck gebracht, daB f eine Funktion von z ist (oder sein soll) !

Beachte auch, daB " f” und "z nur Namen sind: die in der Praxis auftretenden Funktionen haben nur

selten den Namen " f" und die unabhangige Variable hat nur selten den Namen "z ".

Ist z.B. = (z, y, z) der Ortsvektoren eines sich bewegenden Teilchens, so sind die Komponenten von 7
Funktionen der Zeit t: = =z(t), y = y(t), z = z(¢) .

Die Einschrinkung f|ys einer Funktion f auf eine Teilmenge M C D(f) ist definiert durch:

D(flm) =M, flu(z) = f(z)Vz e M

f|ar unterscheidet sich also von f nur dadurch, daB alle Werte z, y = f(z) mit

x & M weggelassen werden.

In der Regel umgeht man die meist etwas holprige Schreibweise " f|as"” fiir die Einschrankung von
f: werden gewisse Eigenschaften von f|ys untersucht, so betrachtet man diese Eigenschaften von f
"iiber (oder auf) M".

N A

@ z.B.: statt fir die Funktion f(x) = sinz zu sagen: "die
X

Einschrankung f|(_r/2,7/2] ist monoton wachsend”, sagt man , |

bequemer: "die Funktion f(x) = sinz ist iber dem Intervall /2
[~7/2, /2] monoton wachsend” (vgl. Abb.1.6): ] L1

Abbildung 2.11 f(z) = sinz iiber [—g g}

2.C Verschiebung, Spiegelung und Streckung von Funktionsgraphen.

Haufig lasst sich das Schaubild (= der Graph) einer Funktion aus dem Schaubild einer bekannten, einfache-
ren Funktion y = f(z) dadurch gewinnen, dass man dieses geeignet verschiebt oder spiegelt oder streckt.
In der folgenden Tabelle sind die einfachsten Operationen dieser Art zusammengefasst, und im Anschluss

daran nocheinmal an einer Skizze veranschaulicht:
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2.C  Verschiebung, Spiegelung und Streckung von Funktionsgraphen.

y = f(-2)

1. Spiegelung an der y-Achse

y = f(@) +yo

A

/yo .

2. Verschiebung nach oben

3. Betrag der Funktion

y = f(z + o)

A

y = f()

A

4. Verschiebung nach links

5. Original

y = f(z — o)

5

/:1:0

6. Verschiebung nach rechts

y=—f(=) y=r()—yo y=—f(-x)
x x
/ T
7. Spiegelung an der x-Achse| 8. Verschiebung nach unten 9. Spiegelung an O
y = f(=lz)) y=f"(x) y = f(lz])
T
x x

10. negativer Betrag
des Argumentes

11. Umkehrfunktion: Spiege-
lung an der Winkelhalbierenden

12. Betrag des Argumentes

17

Abbildung 2.12 Verschiebungen und Spiegelungen.
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18 2 BETRAG, ALLGEMEINE FUNKTIONEN, KREISE UND ELLIPSEN.

A

y=f(z/2) y = [f(2z)
S
13. horizontale Streckung 14. horizontale Stauchung
y = 2f(x)

15. vertikale Streckung

16. vertikale Stauchung

Abbildung 2.13 Streckungen und Stauchungen

Zum Beispiel:
5

In den letzten Abbildungen 2.12 und 2.13 sind wir von der 'Originalfunktion’ | y = f(z) =¢” — 1

ausgegangen. lhre Umkehrfunktion in Nr.11 ergibt sich folgendermaBen:
y=flz)erz=Ffy)=e¢"-1ce=x+1&y=In(z+1), also:

ist die Logarithmusfunktion y =Inz um 1 nach links verschoben.

Weiteres Beispiel :

sin (ZE + 7T/2) = Ccos T
2.6

(siehe Abbildung 1.6)

Sinus—Kurve .

(Nr.5)

y=f""(2) =In(z +1)

: das

Wenn man die Sinus—Kurve um 7/2 nach links ver-
schiebt, ergibt sich die Cosinus—Kurve, wahrend Ver-
sin (x - 7r/2) = —cosx schiebung um 7/2 nach rechts die negative Cosinus—
cos (:z — 7r/2) —sinz Kurve liefert; wenn man die Cosinus—Kurve um

m/2 nach rechts verschiebt, erhdlt man wieder die
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2.D Kreise und Ellipsen. 19

Das kann man auch nachrechnen: mit dem Additionstheorem 1.12 ergibt sich:
sin (az:l:7r/2) =sinz-cos /2 £ cosz-sin /2 =sinx -0+ cosz -1 =+cosz,

cos (az—w/Q) =cosx-cos /2 +sinz -sin 7/2 =cosz -0 +sinz -1 =sinx.

. Man erhalt die Cotangens—Kurve, wenn man die
cotz = —tan (z — 7/2)
2.7 Tangens—Kurve an der Abszisse spiegelt und um /2

(siehe Abbildung 1.7) nach rechts verschiebt.

sin (z—W/Q) 8.0. —COSZ @

Nachrechnen bestatigt dies: — tan (x — 7r/2) =— = —— = cotz .
cos (m—w/Z) s X

2.D Kireise und Ellipsen.

l. Kreise.
y
Yy =1%o +rsing|
Abbildung 2.14 rsing {
Kreis um M (zg | yo) Yo+

vom Radius r

Der Satz von Pythagoras liefert fiir diesen Kreis die

2.8 Mittelpunktsgleichung: | (z — z0)* + (y — y0)? = 2

Wenn man diese Gleichungen nach y bzw. z auflost, bekommt man:

— ¢ unterer Halbkreis;

+ : rechter Halbkreis
x=x0+/R%2— (y —yo)? '
° ) { . linker Halbkreis;

i\/m { + : oberer Halbkreis,
Y =1Yo — & =X

2.9
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20 2 BETRAG, ALLGEMEINE FUNKTIONEN, KREISE UND ELLIPSEN.

und an der Skizze liest man unmittelbar die (iibliche)

2.10 Parameterdarstellung: T= ot roosy (0<p<2m) ab.

y=19yo+rsing

Nimmt man alle Kreise vom Radius p mit p < r (bzw. p > r) zusammen, so bekommt man das Innere

(bzw. das AuBlere ) des Kreises vom Radius r:

(z —20)* + (y —y0)*> <7? : das Innere des Kreises um M (zo | o)

(z —20)? + (y —y0)> > r*> : das AuBere vom Radius r.

2.11

Die Formeln fiir den Umfang und den Flacheninhalt diirften noch von der Schule her bekannt sein:

Kreisumfang und U=2nr

2.12
Kreisflache: F =nr?

z.B.: 1. Der skizzierte halbmondformige Bereich B; lasst sich am einfachsten mit cartesischen
X

Koordinaten z,y beschreiben: | By : 22 +y?> <9< (x — 3)2 + 32

B; enthdlt alle Punkte (z,y), die B,
sowohl innerhalb des Kreises um

(0,0) vom Radius 3 liegen: .
2 +y” <9, (0,0) By *(3,0)

als auch auf3erhalb des Kreises um
(3,0) vom selben Radius:

(z—3)2+y2>9

B; hat den Umfang U = 67. e
Abbildung 2.15: Bereiche B; und B,
2. Der Durchschnitt B, dieser beiden Kreisbereiche lasst sich ebenfalls bequem mit cartesischen

Koordinaten beschreiben: die beiden Kreise schneiden sich offenbar bei xy = 3/2; Einsetzen in eine der
beiden Kreisgleichungen liefert: y2 = 9 — (3/2)%2 = 27/4, also y = :l:% V/27. Hiermit erhalt man die

1 1
Darstellung: Bg:—5\/ﬁ§y§§\/ﬁ,3—\/9—y2§\/9—y2 : denn:
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2.D Kreise und Ellipsen. 21

V27T V2
77 , —7] lauft z von der linken Halfte z = 3 — /9 — 2 des rechten

fiir jedes y aus dem Intervall [— 5

Kreises (z — 3)2 + 4% = 9 bis zur rechten Hilfte z = /9 — 32 des linken Kreises 22 + 32 = 9.

3. Dagegen wird der skizzierte Kreisflachenbereich Bs bequemer mit Hilfe der iiblichen Parameter-
darstellung beschrieben:

Y
y=u
T =T1Ccosy _ 1<r<3
. mit
Yy =rsingp TSe<3
Bj hat den Fliicheninhalt F ={ (97 —7) =7. ;3 v

Abbildung 2.16: Bereich B3 @

X

II. Ellipsen.

Wenn man einen Kreis vom Radius a (z.B.) in Ordinatenrichtung um den Faktor b/a streckt (oder staucht),

erhalt man eine Ellipse mit den Halbachsenléingen a in Abszissenrichtung und b in Ordinatenrichtung:

y
y = yo + bsinp+ o ()
YK =yo +asing (z,yr)| b
I /2 - Wk —y0) =
a,singo{ = bsingp
=+ ()0 _________
Abbildung 2.17 vo (p=0)
Ellipse um M (zo | yo)
mit der z-Halbachse a |
und der y-Halbachse b. ——
$=0 Iaszxof—acosgo
——
a cos

Man bekommt einen Kreis vom Radius » = 1, wenn man diese Ellipse in z-Richtung um den Faktor 1/a

und in y-Richtung um den Faktor 1/b staucht: damit hat man gemaB Nummer V 2.9 fiir die Ellipse die

— 2 _ 2
2.13 Mittelpunktsgleichung : (@ ;0) + (y beo) =11,
a
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und der Skizze entnimmt man wieder die iibliche

2.14 Parameterdarstellung: 7=t acosy (0<p<2rm).

y =yo +bsingp

Auf diese Parameterdarstellung wird man auch durch den Vergleich der beiden Beziehungen:

(x — 20)* (y — %)
TE T TR

cos?p 4+ sinfp = 1

=1

gefiihrt. Beachte, dass dieser Winkel ¢ nicht der Winkel ist, den die Richtung von M zum Ellipsenpunkt
(z,y) mit der Horizontalen einschlieBt! Es bleibt noch zu erwdhnen:

2.15 | F = abm | ist der Flicheninhalt der Ellipse und

2.16 | fiir den Ellipsenumfang gibt es keine Formel!

(Wir werden im Kurs noch sehen, warum das so ist.)

2.E  Ubungsaufgaben zu Lektion 2.
U 2.1[0]

Schreibe die drei Mengen jeweils als Intervall:

My: |z—=3| <2, My: |2+2z|>3, Ms: |[x+0.5<0.5 und |z —1.5] <25.

0 2.2[1]

Skizziere die Kurve y = f(z) = |z + 2| — |z — 2].

023[!]

Skizziere in der x,y —Ebene die vier Bereiche:
Bi:|z|-2<y<2-lz|, Ba: [y -2<z <2y,
Bs : max{|x+y|,|x—y|} <2, By: |z|+]y| <2.

0 2.4

Skizziere (grob und freihandig) mit exakten Angaben lber Lage und Wert der Extrema die Funktion
y = f(z) = |cosz| + |sinz| und bestimme die Periode 7', mit der f(x) periodisch ist.

025][!]

Stelle die Funktion f(x) = sinz + cosz in der Form f(z) = acos(z — ¢) mit "geeigneten” ¢ > 0 und

¢ > 0 dar und versuche, y = f(z) (grob und freihdndig) zu skizzieren.
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2.E Ubungsaufgaben zu Lektion 2. 23

026][!]

Skizziere die folgenden Kreis— und Ellipsenbdgen und finde jeweils eine Parameterdarstellung:
Cr: (r+22%+(@y-1)%=4,24+2>0,y-1<0,
Co: (z+2)?%+(y—1)2=4,y>x+3,

C3: (z+2)2%+4(y—-1)2=4,y<1.

0 2.7 [+]

Beschreibe den dickumrandeten Bereich der

x,y—Ebene und bestimme seinen Flacheninhalt:

U 2.8 []

B Yin und Yang teilen eine Kreisfliche in zwei gleichgroBe Teile. Welchen
0 Winkel v schlieBt eine gerade Linie AB durch den Kreismittelpunkt mit
0 der Vertikalen ein, die sowohl Yin als auch Yang in zwei flachengleiche Teile

A zerlegt?

0 2.9]!]

Wenn ein Einspanner, dessen Rader in einem Abstand von 1.20 m an der Achse befestigt sind, auf seinem
(kleinstmoglichen) Wendekreis chauffiert wird, drehen sich die duBeren Rader dreimal so schnell wie die

inneren. Welche Umfange haben die Kreise, den die auBeren und die inneren Rader hierbei vollziehen?
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24 3 RATIONALE FUNKTIONEN.

3 Rationale Funktionen.

Stichpunkte: Geraden: Anstieg, verschiedene Darstellungen; achsenparallele Parabeln;

ganzrationale Funktionen, Polynomdivision; gebrochen—rationale Funktionen, Pole.

3.A Geraden.

(siehe unten die Zusammenfassung in Nr. 3.7)

Die allgemeine Gleichung einer Geraden in der z,y—Ebene hat die Form

3.1 ar+ Py =94§

19]

a? + 32

hier ist d = der Abstand der Geraden vom Koordinatenursprung.

Wenn die Gerade nicht durch den Koordinatenursprung O geht und beide Koordinatenachsen

schneidet, erhalt man aus der allgemeinen Geradengleichung sofort die

Achsenabschnittsgleichung =z + i

J 1
Ts Ys

3.2 das ist die Gleichung der Geraden durch die Punkte (z5 | 0) und (0 | ys); diese

|$s ys|

T +y2

hat den Abstand d = vom Koordinatenursprung.

Die Formeln fiir den Abstand d — die man sich

nicht merken, sondern bei Bedarf kurz herleiten sollte! —
ergeben sich mit Hilfe des Satzes von Pythagoras:

mit AB = \/z2 + y2 bekommt man fiir den Flicheninhalt
F' des Dreiecks OAB :

o |zs ys| _ d-E: d\/x2 + y?

5 9 > , somit:

d:M. Und wenn man hierxs:—,ys:é
Va2 +y? a B A N
einsetzt, ergibt sich: zs =0/
g |6]? B 162/ a2 (2 B Abbildung 3.1
aBlVE[a? +82[B%  |aBlVZ (0 + B%) zur Achsenabschnittsgleichung
J
i :

RCET A
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3.A Geraden.

25

Je nach Gegebenheiten kdnnen fiir Geraden, die nicht parallel zur y—Achse sind (die also nicht den Anstieg

+oo haben), auch die folgenden Darstellungen zweckmiBig sein:

Normalform einer Geraden vom Anstieg m
durch den Punkt (0| b) auf der y—Achse:

positiver Anstieg

m=tany fir 0 < p < /2

m=tany fir —7/2 < <0

/ 1

\ ’
negativer Anstieg

Punkt—Steigungs—Gleichung:
Gerade vom Anstieg m durch

den Punkt Py(zo | yo) -

33 |y=mx+5b
Abbildung 3.2
zur Normalform

Y=Y _ m, bzw.
34 T — o

y =yo + m(z — xzp)
3.5 Y—Y _ Y1 Y

r — X r1 — X

Gerade durch zwei Punkte Py(zo | yo), Pi(z1 | y1):
diese hat den Anstieg m = LYo
r1 — X

Y1 — Yo

_ Y=

Anstieg m = tanp =
r1 — X0

Abbildung 3.3

mit vorgegebener Steigung
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3.6

Die zur z —Achse parallele Gerade durch den Ordinaten- b
punkt (0,b) hat die Gleichung: | y =b | und

die zur y—Achse parallele Gerade durch den Abszissen- a
punkt (a,0) hat die Gleichung: | z =a

3 RATIONALE FUNKTIONEN.

r=a

Abbildung 3.4 achsenparallele Geraden

Zusammenfassung (Geraden):

3.7

Fiir eine Gerade in der z,y-Ebene haben wir die verschiedenen Darstellungen:

ar+ Py =94§
24_&:1
Ts  Ys

y=mx+b

allgemeine Gleichung ; der Abstand vom
K

Va2 +p%’
Achsenabschnittsgleichung :

Gerade durch die Achsenpunkte A(zs|0), B(0 | ys);
(s. Abb.3.1)

Koordinatenursprung ist d =

Normalform: Gerade vom Anstieg m
durch den Ordinatenpunkt B(0 | b); (s. Abb.3.2)

Nullstellen-Gleichung : Gerade vom Anstieg m mit

y = m(x — o)

der Nullstelle N(zg | 0): diese Darstellung ergibt sich

durch Parallelverschiebung der Ursprungsgeraden

y = maz um den Wert zp; (s.Nr.2.6. (a))

Punkt-Steigungs-Gleichung : Gerade vom Anstieg m
durch den Punkt P(zg | yo); (s. Abb.3.3)

Zwei-Punkte-Gleichung : Gerade durch die zwei

Y—% _ Y1~ % Punkte P(zo | y0), Q(z1 | y1);

r — T 1 — X

Parallele zur x-Achse durch den Ordinatenpunkt B(0 | b);
(s.0. Abb. 3.4)

Parallele zur y-Achse durch den Abszissenpunkt A(a | 0).
(s.0.Abb.3.4)

ihr Anstieg ist m = 2= Y . (s. Abb. 3.3)
r1 — X
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@ z.B.: Es gibt viele Moglichkeiten, fiir

>

die skizzierte Gerade g eine Geradenglei-

chung zu erhalten:

zunachst kann man ihren Anstieg
bestimmen, zB.: m= — = ——

(4 nach rechts, 2 nach unten).

(i)

(i)

(iii)

(vii)

Geraden. 27

-2 1

4 2

Mit der Nullstellengleichung y = m(x — xg): die Gerade g hat bei 23 = 4 ihre Nullstelle,

1
also bekommt man sie, wenn man die durch O(0 | 0) verlaufende Gerade y = —5 % um 7 = 4
1 1
nach rechts verschiebt: | y = ~3 (x —4) |; hiermitist: | y = —5% +2

Mit der Achsenabschnittsgleichung : i—i-ﬂ = 1: die Gerade schneidet die z -Achse bei x5 = 4

s Ys

1
=1|,undemeut: | y=—=x +2

* 2

und die y-Achse bei y; = 2. Damit ist

y
2

T
4

Mit der Normalform y = mx+b: die Gerade vom m = —% durch den Ordinatenpunkt (0,2)

1
hat die Gleichung: | y=2— -2z

2
Mit der Punkt-Steigungs-Gleichung Y=% _ 1 Gerade vom Anstieg m = —% durch den
r — X
Punkt P(-2]3): y=3 _ hiermit: 3= 1( +2) |, b _ 1 +2
| ppg = g | hiermit: |y =5 bzw | y=—cz

Nocheinmal mit der Punkt-Steigungs-Gleichung: Gerade vom Anstieg m = —% durch den
Punkt Q2 [1): | 221 = ~1 | hiermit 1= —L a2 9) |, baw. emeut L 4o

n : =—— iermit: | y — 1 = —= (z — zw. ern =—=

" r—2 2| Y 2\ ’ A
Mit der Zwei-Punkte-Gleichung Y79 _ Y170 . gie Gerade durch die beiden Punkte
r — X 1 — X
-3 1-3 -1 3-1

P(=2|3) und Q(2] 1) ist: Z+ 5= 2132 oder (gleichwertig): Z_ 5= "5 3 | mit dem

Anstieg m =

1-3 3—-1 1 : : : 1
512 —2-3° 3 hat man wieder die Gleichung y=-—57% +2

In allen Fallen erhalt man die allgemeine Form | z + 2y =4 | und damit den Abstand vom

4 4
= — = 1.78885.

1+4 5

Koordinatenursprung: d =

Sie sollten diese verschiedenen Darstellungsmdéglichkeiten nicht auswendig lernen: in der

Praxis geniigt eine — richtige! — Darstellung!

X
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3.B Parabeln.

Wir werden es in diesem Kurs nur mit Parabeln zu tun haben, deren Achse zu einer der beiden Koordina-

tenachsen (z—Achse oder y—Achse) parallel ist. (s. u.die Zusammenfassung in Nr. 3.14)

Die einfachsten Parabeln dieser Art sind diejenigen mit Scheitel S(0 | 0):

Yy Yy
xr
Yy = az?
X
250 Offnung a<0l: Offnung
nach oben nach unten
y=+vaz
X X
y = tvax
Yy = —vax
Off Off
a>0 nung a<0|: nur.1g
nach rechts nach links

Abbildung 3.5 achsenparallele Parabeln

Die Gleichungen der entsprechenden Parabeln mit Scheitel S(z¢ | yo) ergeben sich aus diesen Gleichungen

durch die Parallelverschiebung = — (z — x0), ¥ — (y — yo) (siehe Nummer 2.6, (a) und (b)):

Scheitelpunktsgleichung einer Parabel mit einer

= +alx —x 2
y="do ( 0) zur Ordinate parallelen Achse,

3.9 n ( ) Scheitelpunktsgleichung einer Parabel mit einer
) Y=Y a(r — o

zur Abszisse parallelen Achse.

In beiden Fallen hat die Parabel den Scheitel bei S(z¢ | yo) .
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3.0 | y—az?+brte mit a0 das ist die allgemeine Gleichung einer Parabel,

deren Achse zur y—Achse parallel ist.

Will man sich einen Uberblick iiber die Lage solch einer Parabel verschaffen, also die Lage des Scheitels
S(zo | yo) und — gegebenenfalls — die Lage der (reellen) Nullstellen, d.h. die Schnittpunkte Ny (z; |
0), Nao(xo | 0) mit der z—Achse herausfinden, so kann man den Ausdruck: y = ax? +bx +c¢ quadratisch

b Y B )
v ax 4a? 4a2 " a|

erginzen :

b
y :ax2+bx+c:a[:ﬁ2+—x+£] =a
a a

b\?2 b2
:a<x+%) +<C_E> .

An dieser Gleichung liest man unmittelbar ab:

3.11 Der Scheitel S(zg | yo) hat die Koordinaten | zp = ——, yp=c— —
a

Die Nullstellen ergeben sich aus der obigen Gleichung mit y = 0:

b\2 1 /12 b b2 —b+/b? — dac
(:E + —> = ( ) , somit: T12 = —2— + ¢ = 5 ;
a a

2a a\da ©

und da das, was unter der Wurzel steht, nur im Fall b2 > 4ac nicht—negativ ist, haben wir:

Wenn b2 > 4ac ist, hat die Parabel y = ax? 4+ bz + ¢ die (reellen) Nullstellen

3.12 —b+/b? — 4ac
Nl(.%‘l | 0), NQ(.%‘Q | 0) mit =

71,2 2a

Im Falla =1 (und mit b =p, ¢ = q) bekommt man hieraus noch die

?p—q—Formel*“ — auch ” Mitternachtsformel* genannt —:
3.13 2
22 +pr+q=0 fir fl?l’g:—g:l: (g) —q
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Mit den Nullstellen 2 5 — und der dritten binomischen Formel: a? — b = (a + b)(a — b) — kdénnen wir
die Rechnung von oben fortsetzen:
. 5.0. ( b )2 ( b2>
y =ar"+br+c=alz+—) +|lc——|=a
a

<+b)2 1 (v B
2a . 2a a2 \ 4 A
_ _{_i_l g_ +£+1 g_ — ( _ )( _ )
=alx 20 o\ 2 ac T 22 T2\ 1 ac | =alr —x1)(x — x20) .

Zusammenfassung (Parabeln, deren Achse zur y-Achse parallel ist):

Fir eine Parabel, deren Achse zur y—Achse parallel ist, haben wir die verschiedenen

Darstellungen:

y = az® +br +c allgemeine Gleichung,

Yy =yo + a(z — ) Scheitelpunktsgleichung,

y=a(r —x1)(xr —x2) | Nullstellengleichung .

a # 0 ist die Offnung der Parabel, S(xg | o) ist der Scheitel, somit

x = xo | die Gleichung der Parabelachse,
und Ni(z;1 | 0), Na(z2|0) sind die Nullstellen der Parabel.

3.14 Die z-Koordinaten der Nullstellen sind:

1 b b2 [ Yo
=—|—-—== —_— — = + —_—
x1,2 ( 9 ac) )

und fiir die Scheitel-Koordinaten (z(, yp) haben wir die Beziehungen:

b _.T,‘l—i-.%‘g b2

—% 9 ay():c_@

rog —

(die Parabelachse liegt genau in der Mitte zwischen den Nullstellen) .

Die Parabel hat nur genau dann (reelle) Nullstellen, wenn b2 > 4dac ist, bzw.,
anschaulicher, wenn %o < 0 ist: wenn also entweder der Scheitel oberhalb der z -Achse
liegt (yo > 0) und dieaParabeI nach unten gedffnet ist (a < 0), oder wenn der Scheitel
unterhalb der z-Achse liegt (yo < 0) und die Parabel nach oben geoffnet ist.
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Abbildung 3.6 Parabel y = az? +bx+c (mita >0,y <0)

Bemerkung : Im Fall b? < 4ac bzw. (gleichwertig) % > 0 sind die Nullstellen x1 9 nicht reell:
a

in diesem Fall hat die Parabel keine Schnittpunkte mit der x -Achse!

@ z.B.: Fir den skizzierten Parabelbogen
5
haben wir mehrere Moglichkeiten, eine Glei-

chung zu erhalten:

(i)

(iii)

Y

Mit der Scheitelgleichung : der Scheitel liegt bei S(2 | 1.5), also hat die Parabel eine Gleichung

der Form: | y = 1.5 + a(z — 2)?, a "passend”

man bekommt a durch Einsetzen eines gegebenen Punktes, z.B.:

0 = y(—0.5) = 15 +a(—0.5 —2)2 = 1.5+ 6.25a, also a = — L& = —0.24. Somit:

y = 1.5 —0.24(x — 2)*

Mit der Nullstellengleichung : die Parabel hat die Nullstellen N;(—0.5 | 0), N2(4.5 | 0) ; daher

hat sie eine Gleichung der Form: | y = y(z + 0.5)(z — 4.5), a "passend”

man bekommt a wieder durch Einsetzen eines gegebenen Punktes: hier bleibt uns nur noch der
Scheitel: 1.5 = y(2) = a(2+40.5)(2 — 4.5) = —6.25a, also erneut a = —0.24 und somit:

y = —0.24(x + 0.5)(z — 4.5)

Am umstandlichsten geht das hier mit der allgemeienen Gleichung :

y=ax®>+bx +c, a,b,c "passend” |: durch Einsetzen der drei gegebenen Punkte bekommt man

drei Gleichungen fiir die drei unbekannten Koeffizienten:
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1. 0= y(—0.5) =0.25a — 0.5b + ¢ 2.—-1.: b=—4da = a=—0.24,
2. 0= y(4.5) =20.25a +4.5b+¢c p = . 225a+c=0 p=1{ b=0.96,
3. 1.5 = y(2) =4da+2b+c 3. —datc=15 c = 0.54,
also: | y = —0.242% + 0.96z + 0.54 | . )
>

3.C Polynome.

Ein Polynom vom Grad n, n € N, ist eine ganzrationale Funktion der Form

p(r) = apz” + anflInfl +--4aix+ay mit a, 0

Die Zahlen ag,a1,...,a, sind die Koeffizienten des Polynoms, und den Koeffizienten
3.15 ag nennt man gelegentlich auch den konstanten Term oder das konstante Glied des

Polynoms; offenbar ist p(0) = ayg .

Eine Zahl z; mit p(z1) =0 nennt man eine Nullstelle (auch: Wurzel )

des Polynoms.

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wie man die Nullstellen eines Polynoms vom Grad 2 bestimmt
(z.B. mit der " Mitternachtsformel“). Entsprechende Formeln fiir Polynome vom Grad 3 und 4 gibt es, aber
diese sind so "unhandlich”, dass sie kaum verwendet werden. Fiir die Nullstellen von Polynomen
hoheren als 4. Grades gibt es keine Formeln! (Das liegt nicht an der Untatigkeit oder Unfahigkeit
der Mathematiker, sondern man kann beweisen, dass es solche Formeln nicht geben kann!) In der Praxis
benutzt man zur Nullstellenbestimmung von Polynomen hoheren Grades numerische Naherungsverfahren,
wie z.B. das Horner—Schema, mit denen die Nullstellen in der Regel mit beliebiger Genauigkeit erhalten
werden konnen. Fiir die Nullstellenbestimmung mit Hilfe eines PC’s gibt es gute software.

Wenn man eine Nullstelle z; des Polynoms p(x) vom Grad n bereits kennt (z.B. durch
Erraten), kann man vom Polynom p(z) den Linearfaktor (z — z;) abspalten und

erhalt auf diese Weise ein Polynom ¢;(x) vom niedrigeren Grad n — 1:

p(z) = (r —x1) - q1(z) | . Um weitere Nullstellen von p(z) zu bekommen,

muss man die Nullstellen von ¢;(z) bestimmen.

3.16
Wenn der Linearfaktor (z — x1) mehrfach, etwa genau k mal abgespalten werden kann,

so dass also | p(z) = (z — 1) - qi(x) | mit einem Polynom ¢ (z) vom Grad n — k,

so ist 1 eine mehrfache bzw. k-fache Nullstelle von p(z).

Die Polynome ¢;(z) bzw. gi(z) ergeben sich, wenn man das Polynom p(z) durch das

Polynom (z — x1) bzw. (z — 21)* dividiert .
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Wir wollen an einem Beispiel zeigen, wie diese Polynomdivision funktioniert und wie man

hiermit schrittweise die Nullstellen eines Polynoms erhalten kann:

Es seien die Nullstellen des Polynoms || p(z) = 2 — 22% — 72% + 202 — 12 || bestimmen.

Die erste Nullstelle, namlich 1 = 1, "erraten” wir: p(1) = 1 —2 — 7+ 20 — 12 = 0. Damit kann der

Linearfaktor (x — 1) durch Polynomdivision abgespalten werden.

Hierzu schreiben wir die beiden Polynome nebeneinander:

ot =20 — 1224+ 200-12 : -1 = ---

und betrachten auf beiden Seiten nur die héchsten Potenzen von x:

Als Nachstes (um den Rest zu bestimmen) schreiben wir das 2® ~Fache des Polynoms z — 1 unter das linke

Polynom und subtrahieren:

—20% —T2? 420z —12 : z—1 =23+

—a?

—z3  —Tz? 420z —12

Jetzt ist das Restpolynom —73:2—1—203:—12 durch das Polynom [z |1 zu dividieren: hierzu betrachten

wir von beiden Polynomen wieder nur die héchsten Potenzen von x: Jx]= .

Um den nichsten Rest zu bestimmen, schreiben wir das (—22)—Fache des Polynoms z — 1 unter das linke

Polynom und subtrahieren:

zt =223 —7x? 4202 —12 : -1 =23 —22+--.

—23| —7x2 420z —12

- +22

—8z% +20z —12

Nun ist das Polynom +203:— 12 durch das Polynom [z ]—1 zu dividieren und wir betrachten hierzu

von beiden Polynomen wieder nur die héchsten Potenzen von z : z]= .

Wir schreiben das (—8z)—Fache des Polynoms = — 1 unter das linke Polynom und subtrahieren:
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4t =243 72 420z —-12 : z—1 =z —22—-8z+---

334 _$3
—z2|  —7x2 +20x —12
—z?’ —1—3:2

+20x —12
+8z

122z —12

SchlieBlich ist noch das Polynom — 12 durch das Polynom — 1 zu dividieren und wir betrachten
hierzu von beiden Polynomen erneut nur die héchsten Potenzen von z: : = .
Wir schreiben noch das 12—-Fache von £ — 1 unter das linke Poynom 12z — 12, subtrahieren und stellen

erfreut fest, dass diese Division "aufgeht” (das muss so sein, anderenfalls ware (z — 1) kein Linearfaktor

und damit z; = 1 keine Nullstelle von p(z)):

=243 722 420 —-12 : z—1 :3:3—3:2—833+12=:q1($)

2 =
—z? —7z2 420z —12
—3 +22

—8z%| +20x —12

—8z%| 48z
~12

12z | —12

Wir erhalten als erstes Zwischenergebnis: | p(z) = (z — 1) - (z* — 2° — 8z + 12)

Die weiteren (reellen) Nullstellen von p(z) — sofern es welche gibt — sind die (reellen) Nullstellen von
qi(z) =23 — 22 -8z +12. z; = 1 ist keine Nullstelle von q;(z), denn q;(1) =1 —-1—-8+412 # 0, aber
wir "erraten”, dass xo = 2 eine Nullstelle von ¢;(z) ist: ¢1(2) =8 —4 — 16 + 12 = 0. Damit kann von

q1(z) der Linearfaktor (z — 2) abgespalten werden, was in derselben Weise wie eben geschieht:
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—z* 8z +12 : [z]-2=2"+2 -6 = g(x)

3 —22?
8z +12
> -2z
—b6z| +12
—6x +12

Wir bekommen: | p(z) = (z — 1)(z — 2) - (2% + = — 6)

und die weiteren (reellen) Nullstellen von p(z) — sofern es welche gibt — sind die (reellen) Nullstellen des
Polynoms ¢2(z) = 22 + 2 — 6; diese bestimmen wir am einfachsten mit der " Mitternachtsformel*:

1 /1 1 5 -3
2 —6 = =——44/ = =——+_-=
r“+r—-6=0 < z 5 4+6 5 T3 5

Damit erhalten wir fiir das Polynom p(z) = z* —22% — 722 +202—12 die (reelle) Faktorzerlegung :

p(z) = (z — 1)(z — 2)*(z +3) |; p(z) hat die beiden einfachen Nullstellen z; = 1, z3 = —3

und die doppelte Nullstelle 5 = 2. )
X

Jedes Polynom vom Grad n mit reellen Koeffizienten hat hochstens n reelle Nullstel-
len (um die nicht-reellen Nullstellen kiimmern wir uns — zunachst — nicht!); wenn
3.17 | n ungerade ist, wenn also p(z) ein Polynom vom Grad 1,3,5, ... ist, dann besitzt
p(x) mindestens eine reelle Nullstelle, wahrend es bei einem Polynom geraden Grades
2,4,6,... vorkommen kann, dass es keine reellen Nullstellen hat.

Weitere Beispiele:
5

1. Das Polynom | p(z) = z* 4 42 + 622 + 4z 4+ 5 | hat die (reelle) Faktorzerlegung:

p(z) = (22 +1) - (2 + 47 +5) (das kann man z.B. durch Ausmultiplizieren der Klammern nachpriifen) .

Die Nullstellen des ersten Faktors pi(z) = z2 + 1 sind: z12 = £V —1, also nicht reell, und fir die
Nullstellen des zweiten Faktors po(z) = 22 + 4z + 5 ergibt sich mit der " Mitternachtsformel “:

x34 = —2+t+4—5=—2++/—1: diese sind ebenfalls nicht reell. p(x) hat also keine reellen Nullstellen.

Wir hatten das auch bequemer einsehen kénnen iiber die Darstellung:

p(z) = (z* + 423 + 622 + 4z + 1) +4 = (z+ 1)* + 4: es ist p(z) > 4 fiir alle z € R, insbesondere
schneidet der Graph von y = p(z) nicht die x-Achse.
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2. Fiir jedes n € N ist die Potenzfunktion P,(z) = z™ ein Polynom vom Grad n, das genau eine,
dafiir n —fache reelle Nullstelle 2y = 0 besitzt:

Abbildung 3.7 Potenzfunktionen

3.D Gebrochen-rationale Funktionen.

Polynome sind ganz—rationale Funktionen und gehoren zur groBeren Klasse der rationalen Funktionen.

Allgemein ist eine rationale Funktion eine Funktion der Form

anx™ + ap_12" 1 -+ a1z + ag

R(z) = ,
@) = by o™ T+ T bz + by

3.18 || also der Quotient von zwei Polynomen P(1) = a,z" + ap_12™ '+ -+ + a1 + ap und
Q(z) = bpx™ + by, 1™ -+ bz + by

Um zu betonen, dass es sich hierbei i.a. nicht um ganz—rationale Funktionen handelt, nennt

man solche Funktionen auch gebrochen—rational .

P
Wenn der Zahler P(z) und der Nenner Q(x) der rationalen Funktion R(z) = ngg eine gemeinsame
x
Nullstelle zy haben, kann man bei beiden den Linearfaktor (z — zy) abspalten, also R(z) in der Form
(z —x0) - P1(2)
R(z) =
(z —x0) - Qi(z)

Das gilt entsprechend fiir gemeinsame Faktoren beliebiger Ordnung:

schreiben und den gemeinsamen Faktor (x — 2y ) wegkiirzen .

Wir vereinbaren, dass wir im Fall eines gemeinsamen Faktors Fy(z) von Zahler und

3.19 || Nenner einer rationalen Funktion R(z) diesen stillschweigend wegkiirzen :

B = B 0@ = Qule)
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Diese Vereinbarung ist fiir das praktische Rechnen mit gebrochen—rationalen Funktionen bequem, jedoch

aus mathematischer Sicht nicht ganz korrekt:

die Funktion

Funktion R(z) =

Py (z)
Q1(z)
Fy(z) - Pi(z)
Fy(z) - Qi()

ist nur an den Stellen Z mit Q1(Z) = 0 nicht definiert, wahrend die

dariiberhinaus noch an den Stellen  mit Fy(Z) = 0 nicht definiert ist.

Den Praktiker stort das nicht sonderlich: er kiirzt diese sogenannten hebbaren Unstetigkeitsstellen T von

R(z) einfach weg!

3.20

3.21

3.22

P()
Q(z)

Eine rationale Funktion R(z) = , die sich nicht weiter kiirzen lasst (s.0.),

hat an der Stelle zg:

eine k—fache Nullstelle, wenn der Zdhler bei zy eine k—fache Nullstelle hat (da R(z)
gekiirzt ist, hat der Nenner Q(x) an dieser Stelle keine Nullstelle), und

einen k—fachen Pol (= Pol der Ordnung %), wenn der Nenner Q(z) bei z( eine
k —fache Nullstelle hat (der Zahler P(x) hat, da R(x) gekiirzt sein soll, an dieser Stelle keine
Nullstelle) .

Beachte, dass die rationale Funktion R(z) an ihren Polstellen nicht definiert ist!

Wir nennen eine gebrochen-rationale Funktion
P n =l

R(z) = (z) _ OnT ¥ On17 1+ o+ ao echt gebrochen-rational,
Q(z)  bpz™+ by 1™+ -+ bz + by

wenn der Grad n des Zahlers P(x) echt kleiner ist als der Grad m des Nenners Q(x)

(alson <m).

P
Jede gebrochen-rationale Funktion R(z) = % die nicht echt gebrochen—rational
z
ist (also n > m ), kann stets als Summe einer ganz—rationalen Funktion G(z) und
P
einer echt gebrochen—rationalen Funktion Q()((x)) geschrieben werden:
x
P(x Py(x wobei der Grad des Polynoms FPy(z) echt
Q(x) Q(x) kleiner ist als der Grad des Nenners Q(z).

Man erhilt die Polynome G(x) und Py(z) mit Hilfe der Polynomdivision: wenn man
P(z) durch Q(z) teilt und diese Division " nicht aufgeht", so ist Py(x) der verbleibende
Rest.
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7T _ 3 6 3 5 3 4 2 3
z.B.: Wir wollen die rationale Funktion | R(z) = L 5 ’ 5+ $4 ; + ;: untersuchen:
0 -zt 2’ -2z

2

wenn man im Zahler 23 und im Nenner 22 ausklammert, kann man erkennen, dass beide bei 2z = 1 eine

Nullstelle haben: Polynomdivision liefert:

(z* =323 +322 -324+2):(z - 1) =2 - 222 +2-2=2%(zr - 2)+2—-2=(z —2)(z> + 1) und

(et 423 -2 +2-2):(z-1)=234+222 +2+2=2%(2 +2) + 2+ 2 = (z +2)(z2 + 1); das ergibt:
2zt =323 + 322 - 32+2) 2Bz -1)(2*+1)(z-2) =z@xz-2) z*-2

R = = = =
(z) 22(x* + 23 — 22+ 1 —2) 22(x — 1)(22 + 1)(z + 2) z+ 2 T+ 2

Mit einer weiteren Polynomdivision kann nun noch ein ganz—-rationaler Term abgespalten werden:

-2 4
22z :(z+2) =z— ; wir haben erhalten: | R(z) = 2o =2) —r—
T+ 2 x4+ 2 x4+ 2
72+ 2z
—4z
Y
f f f f f f | T
I —11.656854
| Abbildung 3.8
1 z(z —2) 4z
== R = " —_ .
1 Y (z) T+ 2 o x4+ 2
+ R(z) hat einen Pol 1. Ordnung
T bei o = —2 und zwei
T Nullstellen bei 1 =0, o = 2.

X
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Die einfachste echt gebrochen—rationale

Funktion ist die Funktion | r(z) = —

sie hat keine Nullstellen und hat einen

einfachen Pol an der Stelle 2o = 0:

1
Abbildung 3.9 y = —
x

3.E Ubungsaufgaben zu Lektion 3.
U 3.1 o]

Finde die Gleichungen (mdglichst in der Normalform y = maz + b) der folgenden sechs Geraden:

= |Gerade durch den Punkt Py(3 | 2) vom Anstieg —1/2 ] ,
Gerade durch die beiden Punkte P(3 | 2) und Q(—1]4) ] ,

= |Gerade, welche die z—Achse bei 2o = 7 und die y—Achse bei yy = 3.5 schneidet] ,

g1 = [
g2 = [
g3 = [
g4 = [Gerade durch P(3 | 2), die mit der pos. z—Achse den Winkel ¢ = /3 einschlieBt] ,
g5 = |Parallele zur z-Achse durch den Punkt R(7| —2) | und

g6 = [

Parallele zur y—Achse durch denselben Punkt R(7 | —2) } :

U3.2[!] Y

H
Schreibe die Gleichungen der beiden skizzierten
Geraden in der Form y = mxz + b und bestim- T
me im Fall H = 3, R = 2 jeweils den Winkel
@1 bzw. ¢y, den sie mit der positiven x—Achse 1
einschlieBen: —R I I R .
92/ g1
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0 3.3[1]

Welche Gleichung hat der skizzierte Parabelbogen?:

U 3.4[!]

Finde fiir die drei folgenden Parabeln jeweils die Scheitelgleichung y = yo+a(z —z0)?, die Gleichung in
der allgemeinen Form 3y = az? 4 bz + ¢ und ggfs. die Nullstellengleichung y = a(z —z)(z — z2)

P, = [Parabel mit dem Scheitel S(1 | 3) und einer Nullstelle N1(—2 | 0) } ,
P, = [Parabel durch die drei Punkte A(—310), B(0 | —0.3), C'(2]0.5) } ,
P = {Parabel mit dem Scheitel S(1 | —3) durch den Punkt Q(—1 | —7) ] )

0 3.5 1]

Welche Nullstellen (einschlieBlich Vielfachheit) hat das Polynom P(z) = 2® — 3z +2 (eine Nullstelle kann

man raten!) ? Zerlege P(x) in Linearfaktoren.

U 3.6
Bestimme ein Polynom Q(z) so, dass

—627 + 1320 — 112° + 192* — 1823 + 922 — 6z +2 = (32° — 222 +z — 1) - Q(z) .

03.7[1]
5 2 4 6 3 _ 5 2 2
Schreibe die rationale Funktion R(x) = Tt g:; 23: vt als Summe
>+t —z—1

F,
R(z) = G(z) + Q(;((Z)) einer ganzrationalen Funktion G(z) und einer echt gebrochen—rationalen Funktion
F
Ry(z) = Q([))((g;)) (in gekiirzter Form!) und versuche, alle Nullstellen

und Pole (einschlieBlich Vielfachheit) von R(z) zu finden.

U 3.8
Von zwei gleichgroBen Glasern ist das eine nahezu bis zum Rand mit Rotwein, das andere mit der gleichen
Menge Wasser gefiillt.

Wenn man nun zunachst einen Loffel voll Flissigkeit aus dem einen Glas in das andere Glas umfiillt und
gut umrihrt, und dann aus dem zweiten Glas ebensoviel Fliissigkeit wieder herausnimmt und in das erste
Glas zuriick fiillt, enthalten beide Glaser offenbar die gleiche Menge Fliissigkeit.

Mit welchem der beiden Glaser muss man beginnen, damit sich hinterher im Wasserglas nicht mehr Rotwein

befindet als Wasser im Rotweinglas?
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4 Exponentialfunktion und Logarithmus.

Stichpunkte: «” fiir a > 0, insbesondere e” ; allgemeine Logarithmen log, =, besonders
der dekadische Logarithmus lg z und der natiirliche Logarithmus In z ; Schaubilder und die

gangigsten Rechenregeln fiir Exponentialfunktionen und Logarithmen.

4.A Allgemeine Exponentialfunktion.

Fira € R, a > 0, ist die Funktion

4.1

f(z) =a", z € R| die Exponentialfunktion zur Basis a.

Unter den Exponentialfunktionen ist diejenige mit der Basiszahl e (e = Euler’sche Zahl = 2.71828...)
fur Theorie und Praxis die Wichtigste; bei ihr lasst man den Zusatz " zur Basis e * meistens weg oder nennt

sie (manchmal) auch die natiirliche Exponentialfunktion :

Mit der Euler’schen Zahl ¢ = 2.71828... ist

4.2

f(z) =¢e", z € R | die (natiirliche) Exponentialfunktion .

Schreibweise : fiir a > 0 und beliebige z € R ist

4.3 a,_x:i:<l>x
a’® a

i : T : i : x

-1 1 -1 1
Abbildung 4.1 Abbildung 4.2
y=a¢" undy=a " y=a¢" undy=a "

fira>1 fir0<a<1
(Skizze: a =T7/4) (Skizze: a = 4/7)
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42 4 EXPONENTIALFUNKTION UND LOGARITHMUS.

Der Skizze kann man entnehmen:

Die Graphen der beiden Funktionen y = a” und y = a~% sind zueinander spiegelsymmetrisch

4.4
bzgl. der y—Achse,

45 | furallea>0undzeR ist | a®* >0 und

+o00 fir z — +o0

a>1 = a’ — .
0 firz— —o0

4.6

0 firz — +o0

0<a<l = d— -
+oo firz — —o0

4.B Allgemeiner Logarithmus.

In dem selben Sinne, wie das Quadratwurzelziehen die Umkehrung des Quadrierens ist: fiir z > 0 ist

y=+/7 & y?> =z, definieren wir:

Der Logarithmus zur Basis a > 0 ist die Umkehrfunktion der

Exponentialfunktion zur Basis a:

fir z > 0 ist

Yy = logax
R fiira > 1

y=log,z | & | d =1z

4.7

Da a¥ > 0 ist fiir alle y € R,
ist die Logarithmusfunktion

S I So— 2 o ) y =log, =
fird<a<l1

y = log, @

nur fiir x > 0 definiert!:

Abbildung 4.3 Logarithmus zur Basisa > 0 (a # 1)
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4.B Allgemeiner Logarithmus. 43

Aufgrund der Definition: | y =log,z < aY = x | erhalt man die

Logarithmusfunktion y = log, z:

4.8 — rechnerisch durch Vertauschen von x und y in der Gleichung y = a®
und anschlieBendem Auflosen der Gleichung z = a¥ nach y, und
— graphisch durch Spiegelung des Graphen von y = a® an der Winkelhal-

bierenden y = x (denn das bewirkt je gerade die Vertauschung von = und y):

Abbildung 4.4 y = a® und y = log, z (fira > 1)

Unter den Logarithmusfunktionen sind diejenigen mit der Basiszahl e (Euler’sche Zahl) und der Basiszahl

a = 10 die Wichtigsten:

Den Logarithmus zur Basis e nennt man den natiirlichen Logarithmus und bezeichnet

ihn mit Inx statt log, z:

4.9
Inz =log, z | natiirlicher Logarithmus: | y=Inz |& | e/ =2
Der Logarithmus zur Basis a = 10 ist der dekadische oder Brigg’sche Logarithmus
(der ”Zehner—Logarithmus*); wir bezeichnen ihn mit lgz:
4.10
lgz =log,,z | dekadischer Logarithmus: | y=Ilgz |& | 10Y =2
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Beachte : die gebrauchlichen Bezeichnungen fiir den natiirlichen und den dekadischen Logarithmus sind
nicht einheitlich :

auf den Taschenrechnern und in alteren Schul-Formelsammlungen wird der dekadische Logarithmus
lgz mit logz (ohne Basiszahl) bezeichnet, wahrend die Mathematiker es vorziehen, den natiirlichen

Logarithmus Inz mit logz zu bezeichnen!

Wir werden — damit keine Missverstandnisse aufkommen — die Bezeichnungen lgz und Inx verwenden

und bei Bedarf bzw. im Zweifelsfall die Basiszahl des Logarithmus’ angeben!

Naturwissenschaftler und Mathematiker verwenden bevorzugt die natiirliche Exponentialfunktion
y = €* und den natiirlichen Logarithmus y = Inx . Wir wollen diese wegen ihrer groBen Bedeutung
nocheinmal skizzieren: ( beachte, dass die beiden Kurven auseinander hervorgehen, wenn man sie an der
Winkelhalbierenden y = x spiegelt, dass stets e” > 0 ist und dass demzufolge der natiirliche Logarithmus
y =1Inz nur fir x > 0 definiert ist!)

Abbildung 4.5
Natiirliche Exponentialfunktion y = e*

und natirlicher Logarithmus y = Inx .

4.C Rechenregeln.

Zunachst folgt aus der Definition: |y =log, z |< | a¥ =z | sofort:

Firallea>0 (a#1) ist

4.11
log, (a¥) =y | firalley € R, und | /%% =z | fiiralle z > 0.
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4.C  Rechenregeln. 45

Es gelten die liblichen Rechenregeln fiir die Exponentialfunktionen (die von der Schule her unter dem
Namen " Potenzregeln“ bekannt sein diirften) und die sich aus ihnen ergebenden Regeln fiir das Rechnen

mit Logarithmen (fir a, z > 0):

la: a®=1 : log,1=0
20: al=a 2b: log,a=1
3a: a"t¥ =a%a¥ 3b:  log,(zy) =log, z +log,y
4.12 . 1 1 !
da: a = 4b - loga;:—logax
ba : am—y:ﬁ bb: log E:log x —log,y
ay a y a a
b
6a : (a‘”) =a’ 6b: log,z’ =blog, =

Dass sich die jeweils in einer Zeile stehenden Regeln entsprechen, ist einfach einzusehen:

Unmittelbar aus der Definition des Logarithmus’ folgt:

1: log,1=0& 1=a" und 2: log,a=1 % a=a'.

Fiir die weiteren Regeln sei X :=log, = (d.h. a® =2) und Y :=log,y (d.h.a* =y):

Zu3: zy=a a" =a¥t) = log, zy =X +Y =log, z + log, v,

1 1 1

4 ~=—F=a" = log, - =-X=—log,z,
zu _=_x=0 08q — 0g, T
X

w5 L=0 2 XY o logasz—Yzlogax—logay,

Yy a Y

b

zu 6: xb:(ax) =a"X = log, 2" =bX =blog, = . |

Beachte, dass sich aus 6a insbesondere die Regel

413 |am = a | firmeN, m > 2,

b b log, =

: 1 1 . : :
ergibt: denn: am ™ =a' =a = am = %/a, und dass sich 6b auch in der Form: z” =a schreiben

lasst: das gilt fiir alle @ > 0, insbesondere auch mit a = e:

b

4.14 || 2 =¢e"'"7 || so definieren die Mathematiker beliebige " krumme" Potenzen z

SchlieBlich ist noch eine Regel von Interesse, die beliebige Logarithmen z.B. auf den natiirlichen Logarithmus
(oder, bei Bedarf, auf den dekadischen Logarithmus) zuriickfiihrt (damit lassen sich dann auch beliebige

Logarithmen mit dem Taschenrechner ausrechnen):
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46 4 EXPONENTIALFUNKTION UND LOGARITHMUS.

415 || log,z— 0% _ 187

~Ina lga

denn: fir beliebige b > 0 gilt:

y=log,z & z=a" vlogya o log, z = ylogy a, also: log, z =1y =

log,a
Regel 15 erhalt man hieraus mit b = e bzw. b = 10. |

® Einige Rechenbeispiele :
X

log; 25 = 2, denn 52 =25,

logy 25 = logy 52 = 2logs 5 = 2,
In25 In(5-5) In5+1Inb

| 25 = = = =2
085 29 Inb Inb Inb '
lg25 1gh? 2Igh
©8s g5  1gb  lgb
In48 Tr 2.160558422
logg 48 = =" 2.160558422 (Probe: 6% —=48).

In6

Die Verwendung des von der Schule bekannten dekadischen Logarithmus’ ist besonders dann ange-
bracht, wenn Funktionen untersucht werden sollen, deren Wertebereich zugleich betragsmaBig sehr groBe
und sehr kleine Werte umfasst (man kann z.B. — wie wir noch sehen werden — logathmisches Koordina-
tenpapier verwenden, um solche Funktionen zu skizzieren), oder wenn betragsmaBig sehr groBe und sehr

kleine Zahlen zu multiplizieren sind, wie z.B.:
(5000)300 = 5500 . (13)500 — 1500 lg5+3-500 _ 1()1849.485002... _ 1(0.48500216... 11849 _

3.054936307 - 10'84% | oder: (5000)%%0 . 9~1940 — (500 lg5+1500-1940 lg9 _ 1(j=1.74546615 _ ) (17969411 .

©

X

4.D Ubungsaufgaben zu Lektion 4.
0 4.1[1]

Lose die folgenden Gleichungen nach z auf:
(i) In|z| = 3.9, (i) eB®+D) =214, (i) 37 -4 =571, (iv) 3Inz? +2Inz? =12,
(v) e V7 =1/2.

U 4.2[0]
Bestimme (exakt und ohne Taschenrechner!) die Zahlenwerte:

A=1ln <1>3 B:€31n4 O:1n32
e ) )

m, D:10g75'10g549,
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0 4.3][!]

Lose die vier Gleichungen nach y auf:

(i) 3U:lny%1_3 =1 (i) z=2-2"%, (iii) z = log (i), (iv) = =logy, <1>

e

0 4.4

Gibt es eine Zahl > 0 so, dass Inz =1g (x") fir alle z > 0 und eine Zahl A > 0 so, dass 10% = M
fir allexz € R?

045!
Skizziere (ungefahr und ohne Wertetabelle!) die Kurven:

y=f@) =e W y=f@)=1-c" y=file)=¢ ", y=fale) =lnla|,
y=fs(z) =

In , Y = fo(z) =logy z? .

1—

U 4.6 [+]

Versuche, mit Hilfe einer Skizze niherungsweise die Losungen der Gleichung e* — 2 = In(z + 2)

herauszufinden.

0 4.7[!]

Welche Funktionen konnten durch die folgenden Schaubilder dargestellt sein?:

y=g1(x) y = g2(x)
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U 4.8 [+]

Bestimme die Zahl Z = 12347567 mit einer Genauigkeit von "einigen” Tausend Stellen hinter dem

Komma.

0 4.9][!]

Fiir den radioaktiven Zerfall gilt das statistische Zerfallsgesetz | N () = Nye * |; hierbei

bezeichnet N(t) die Anzahl der zur Zeit t und Ny die Anzahl der zur Zeit ¢ = 0 vorhandenen Atome; die
" Zerfallskonstante™ X ist eine Materialkonstante.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen dieser Zerfallskonstenten A\ und der Halbwertszeit ¢, (das ist
die Zeit, nach der etwa die Halfte der radioaktiven Substanz zerfallen ist) ?

Man kann dieses Zerfallsgesetz zur naherungsweisen Altersbestimmung verwenden: von einem Gegenstand,
der eine radioaktive Substanz mit einer Halbwertszeit von 1590 [Jahren] enthalt, wird behauptet, dass er
aus der Gotik (13.-15. Jahrh.) stammt: ist diese Zeitangabe glaubhaft, wenn Proben ergeben, dass von der

zerfallenden radioaktiven Substanz bisher etwa 5% zerfallen sind?
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5 Folgen und Konvergenz.

Stichpunkte: Bildungsgesetz einer Folge, allgemeines Glied: explizit und rekursiv defi-
nierte Folge; Nullfolgen, konvergente und divergente Folgen; eigentliche und uneigentliche,
ein— und zweiseitige Grenzwerte von Funktionen, Zusammensetzungsregeln fiir Grenzwerte,
unbestimmte Formen.

5.A Zum Begriff einer Folge.

Eine (Zahlen—) Folge ist zunichst nur eine beliebige Aufeinanderfolge von gewissen Elementen einer
(Zahlen—) Menge:

a,b,c,d, ...,

also eine (Zahlen—) Menge, deren Elemente einfach hintereinander geschrieben werden. Man nennt diese
Elemente die Glieder der Folge.

Wir werden hier nur reelle Zahlenfolgen betrachten, deren Glieder reelle Zahlen sind.

Um die Reihenfolge festzuhalten, in der die Glieder der Folge nebeneinander angeordnet sind, kann man

sie durchnumerieren; wenn man die Numerierung den natiirlichen Zahlen 1,2,3,4, ... entsprechend
vornimmt:
a b c d )
’ ’ ’ ’ mita; =a,as=b,a3=c,a4=4d, ...,
a , a2 , a3 , a4 , ...,

kann man auch sagen:

eine (reelle) Zahlenfolge (a,)n

oder (ap)nen oder auch kurz:
. . 43
ap=...,n€EIN , ist eine

Funktion nw~—a, (n€N)]|, .
e o |
H ° , H

5.1

von der Menge der natiirlichen Zahlen N oder

in di S S S S S
Ny in die Menge der reellen Zahlen R, durch R ENEREEER

Abbildung 5.1 Folge N - R : n— a,

die jeder natiirlichen Zahl n eine gewisse Zahl a,, €

R zugeordnet wird:

Das allgemeine Glied a,, wird meistens durch eine Vorschrift, d.h. durch ein Bildungsgesetz gegeben.

Wir unterscheiden zwischen einem expliziten und einem rekursiven Bildungsgesetz:
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bei einem expliziten Bildungsgesetz sind die Folgenglieder durch eine direkte Vorschrift

n—a,, n€N

gegeben, wahrend bei einem rekursiven Bildungsgesetz die Glieder der Folge nur implizit durch eine
Vorschrift der Art

a, = Funktion von (an,l,...,al,ao)

gegeben sind, aus dem man (manchmal, in "gutartigen” Fallen) ein explizites Bildungsgesetz herleiten

kann.

) 2B.

X1

(a) Expizit definierte Zahlenfolgen:

1 ap=2n, n €Ny |: 0,2,4,6,8, ... (die geraden Zahlen aus Ny ),
ap=2n+1, n€ Ny |: 1,3,5,7,9, ... (die ungeraden Zahlen aus N),
ap = (—1)", ne Ny |: +1, =1, +1, —1, +1, ... (alternierende Folge),

4. lapn=2"", neNg|: 1 P11 (geometrische Folge)

T n — ) 0 |- 7274787167"'g g¢),

5. | an = 3", neNg |: 1,3,9,27, 81, ... (geometrische Folge),
ao=1,an=nl=1-2---n, neN|: 1,1,2 6, 24, 120, 720, ... (n-Fakultit).

(b) Rekursiv definierte Zahlenfolgen:

1 a=1,ap=0ap_14+2, neEN|: a1 =14+2=3,a1=3+2=5,a3=5+2=7, ...:
das sind wieder die ungeraden Zahlen | a, =2n+1, n € Ny |,

2 ao=1ap,=a-nan_1, ;neN|:a1=a-1-1,a0=0?>-1-2,a3=0-1-2-3, ...:
explizit: | ap =a"-n!, ne€ Ny |,

3. lag=1l, a1 =1, apy1 =apn+an1, n€N| ta3=141=2,a3=2+1=3,
a4 =3+2=5,a5=54+3=8, ag =8+5 =13, ...: das ist eine Fibonacci—Folge mit einem
ziemlich "unhandlichen“ expliziten Bildungsgesetz. @

i
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5.B  Konvergente Folgen. 51

5.B Konvergente Folgen.
Eine Folge (ay)n , deren Glieder a,, sich mit wachsendem n immer mehr dem Wert 0 nahern,
nennt man eine Nullfolge und man schreibt und sagt hierfir:
5.2
ap =0 (n—o00) ~ a, konvergiert (oder strebt ) gegen 0 fiir n — oo,
nhﬂnolo an =0 } die Folge (a,)n hat den Grenzwert (oder Limes) 0.
L n
=) 2.B. an:(_;) -0 (n—00) —1,—,—%,%,—%,%,—;, . =0
ap=2"" =0 (n— o0) 1,%,%,%,%,3%,6%,...%0 C;)
Auch wenn diese Definition fiir sich an
spricht und anschaulich einleuch- A Abbildung 5.2 Nullfolge
tet (und fiir unsere Bediirfnisse !
vollig ausreicht), formulieren die _o _____________________________________________________________
Mathematiker etwas vorsichtiger: c { .
P U Y )
(an)n ist eine Nullfolge, wenn 0—— O ' — R —y e "
es zu jeder (beliebig kleinen) 6{ Ce ¢
Schranke € > 0 einen Index n. so I . e
gibt, dass |a, | < e fiir alle Indices S ~ g

lan| < e fiir alle n>n.

n > Ng:

Offenbar nahern sich die Glieder a,, einer Folge (a,,)y genau dann einem gewissen (endlichen)
Wert a, wenn die Abstdnde |a, — a| zwischen a,, und a immer kleiner werden, also eine

Nullfolge bilden; man schreibt und sagt hierfiir:

5.3
an = a (n— 00) ~ a, konvergiert (oder strebt) gegen a fiir n — oo,
le anp =a die Folge (a,)n hat den Grenzwert (oder Limes) a.
n—oo
n Abbildung 5.3 Folge mit Grenzwert g
A
' lan—a| < ¢ fiir alle n>n.
Genau dann ist lim a, = a fir ; - ~ ~
n—oo !
einen endlichen Wert a, wenn es S S OO
zu jeder (beliebig kleinen) Schran- £ . ! .
ke € > 0 einen Index n. so gibt, af—— T e e : e
® 1 1 | [ ] |
dass |an, —a| < e fir alle 5{ § ¢ ¢
Indices n > n.,: 1T . e T
f > N
1 2 3 Te
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5.4

5 FOLGEN UND KONVERGENZ.

Wenn die Glieder a,, der Folge (a,)n mit wachsendem n beliebig groB werden (also groBer

als jede endliche Zahl), dann sagt man: die Folge a,, konvergiert uneigentlich gegen oo

und schreibt: a, — oo (n — o0) oder lim a, = 0.
n—oo

Entsprechend ist (b,)n eine uneigentlich gegen —oco konvergente Folge, wenn ihre
Glieder mit wachsendem n kleiner werden als jede endliche negative Zahl; hiefiir schreibt

man: b, — —00 (n — o0) oder lim b, = —0c0.
n—oo

Die Folge (an)n konvergiert also uneigentlich gegen +o0o, wenn es zu jeder (beliebig groBen) Zahl

N einen Index ny so gibt, dass a,, > N fiir alle Indices n > ny, und die Folge (b,)n konvergiert

uneigentlich gegen —oo, wenn entsprechend b, < —N firallen > ny:

Folge (a,n)"\. :
— 400

Abbildung 5.4
uneigentlich

konvergente Folgen

Folge (bn)n :
— —00

an, b .
n“ n . . °
[ )
[ )
[ )
N . ...'..' '.': """"""""""""""""""""" ,
¢ a, > N firallen > ny,
also a, = 400 (n — )
SRR ny i
b, < —N firallen > ny,
. also b, -+ —00 (n — )
[ ) N [ ) ° o A
Y . S g e
[ )
[ )
[ ) ° N
° [ )

Die gebrduchlichen Bezeichnungen fiir die verschiedenen Arten von konvergenten und nicht-

konvergenten Folgen sind ziemlich seltsam:

5.5

haben also einen endlichen Grenzwert.

Unter einer konvergenten Folge versteht man ublicherweise eine Folge, die einen endlichen
Grenzwert besitzt, wahrend alle anderen Folgen, also alle diejenigen Folgen, die keinen endli-
chen Grenzwert haben, divergent heien; die uneigentlich konvergenten Folgen sind
in diesem Sinne also divergent, nur eben "nicht so schlimm" divergent; man sagt daher
gelegentlich auch, sie sind (nur) bedingt divergent .

Um zu betonen, dass eine konvergente Folge "echt “ und nicht nur uneigentlich konver-
giert, sagt man auch, sie ist eigentlich konvergent : eigentlich konvergente Folgen

Divergente Folgen, die nicht uneigentlich konvergent sind, nennt man wesentlich di-

vergent (das sind die "schlimm “—divergenten Folgen).
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5.B  Konvergente Folgen.

z.B.:
n 1 2 3 4 5 6 7 n
1 = EIN Oa_a_a_a_a_a_a_a =1 = '
e s R 3°4°5°6°7°8°9 noo L+ 2
(eigentlich) konvergent ;
3 5 7 17 31
— _9\—n - — o = 3 _9\ N\ _
2. | an=1+(=2", neNo |2 2, 5. 7 g g 550 | nl;rgo(1+(2) )_1
(eigentlich) konvergent ;
3 an=2-n, n€Ngy |: 2,1,0, -1, =2, =3, =4, =5, ... = —o0, | lim (2—n) =—-00
— n—00
uneigentlich konvergent (= bedingt divergent) gegen —o0;
o fom () wem o b L (B =
: == =y =y e ; im (-] =
- Gnp 3 y 1 0 '3°9 9781 nro0 \ 3 ’
Nullfolge, insbesondere (eigentlich) konvergent,
5. |an=3", neNoy|: 1,3,9,27,81,... = oo, | lim 3" = oo
JR— n—0o0
uneigentlich konvergent (=bedingt divergent) gegen oo;
an = (—1)", n € N 1, -1,1, -1, +...
6 wesentlich divergent .
| an=(-2)", ne N 1, -2,4, -8, +...

Man kann die drei letzten Beispiele zusammenfassen:

Die geometrische Folge

an =4q", n €Ny

eine Nullfolge fiir |q| < 1, und

Lq ¢% ¢ q* ...

5.6 | wesentlich divergent firq < —1:
oo fir ¢ >1 (s.0.5.)
) A 1 fir g=1
BLUN 0 fir |gl <1 (s.0.4.)

existiert wesentlich nicht fir ¢ < —1.

ist:

uneigentlich konvergent (= bedingt divergent ) gegen +oo fir ¢ > 1,
konstant =1 (somit trivialerweise eigentlich konvergent ) fir ¢ =1,

Jiirgen Maetzke, Juli 2003, Vorkurs zur Mathematik fiir Chemiker und Life Science, Lektion 5

53



54 5 FOLGEN UND KONVERGENZ.

5.C Rechenregeln fiir Folgen.

Jede konstante Folge | a,, = a (fir allen € N)

5.7

ist trivialerweise

(eigentlich) konvergent mit dem Grenzwert a:

lim a = a
n—oo

Manchmal sind schon einige Tricks notig, um entscheiden zu konnen, ob eine Folge konvergiert und welches

(gegebenfalls) der Grenzwert ist. Zu den "erfolgreichsten “ Tricks dieser Art zahlt der folgende Vergleich-

stest (auch Majorantenkriterium genannt): wenn eine Folge (a,)n ab einem Index ngy zwischen

zwei Folgen (b,)n, (cn)n "eingeklemmt” werden kann: b, < a, < ¢, fir n > ng, und wenn diese

Folgen gegen denselben Grenzwert a konvergieren, dann bleibt der Folge (a,)n garnichts anderes ibrig,

als ebenfalls gegen diesen Grenzwert ¢ zu konvergieren:

Vergleichstest fiir Folgen:

5.8 Wenn b, < a, < ¢, firn > ng, und wenn le b, = lim ¢, = a (eigentlich oder
n (0]

uneigentlich) , dann ist auch le an, =a.
n [oe]

n—o0

* Cp
®a,
* by,
Abbildung 5.5 A N
. .. * ; * *
Vergleichtest fiir Folgen: * X kix ok oK K * * ok, .
a : s o
kK ° ° o ®
ab dem Index ng . . | L. o s 2k
ist die Folge a,, ® o e x ¥ **i . ***
. . e ® ©
” i : *
eingeklemmt® zwischen TSRS E
den beiden anderen Folgen
——tttt+t+t++t+—+—+—+—+—t—+—+—+—+> N
no
n = =
b <ap <c, flirn > ng

b, > a, ¢, = afi

= a, > a firn — oo
rn— oo

z.B.: Mit irgendeiner Zahl w € R sei | a, =
5 n

n — sin(nw)

, n €N |. Dann ergibt sich:

0<la, —1| =

sin(nw) ‘ _ |sin(nw)|

n n n

ap —1— 0 firn — oo, d.h. limwzl
n—00 n

1 .
< — — 0 fir n - oo (da stets |sinz| < 1), somit auch:

©

X
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5.C' Rechenregeln fiir Folgen. %)

Wir sagen: eine Nullfolge (a,)n nahert sich dem Wert 0

- von links: lim a, = —0 (oder = 0—), wenn a, — 0 fiir n — oo mit
n—oo
5.9 ap <0 | firallen € N (ab einem Index ng),

- von rechts: lim a, = +0 (oder = 0+), wenn a, — 0 fir n = co mit

ap, >0 | furallen € N (ab einem Index ng).

1 1
z.B.: — — 40 und <——> — —0 firn —o00. @
n n |

i
Fir jede Nullfolge (a,)n mit a, # 0 fiir alle n € N ist:
li =+0 li L_
5.00 | fmon =0 & lim o= beo,
lim ¢, = -0 & lim — = —00.
n—00 n—00
[IN] 1 1
.B.: =n— d =-n— — fiirn — .
= Z (l/n) n +oo un (—l/n) n oo furmn 00 @

Die nachsten Regeln sind — was das Rechnen mit Folgen und deren Grenzwerten betrifft — von groBem
praktischen Nutzen:

Zusammensetzungsregeln :

Wenn die Grenzwerte lim a, = a und lim b, = b (eigentlich oder uneigentlich)
n—o00 n—0o0

existieren, dann existieren (eigentlich oder uneigentlich) auch die Grenzwerte:

lim (an + bn) =a+b (ausgenommen die Fille " 0o — o0 *),

n—0o0
lim (an . bn) =a-b ( ausgenommen die Fille " 0-00 “),
' lim 9 — ¢ die Fille " 2 * und 22~
Jim b b ( ausgenommen die Fille g und " — )
[zum Fall b =0 siehe oben die letzte Nummer],
; bn — b n EA n 0w nA0u 1rqc0 w
nlg](r)lo a,r =a (ausgenommen die Fille "oo” “,”0" ", "1 ).

Die ausgenommenen unbestimmten Formen miissen mit etwas verfeinerten Mitteln

untersucht werden, z.B. mit der Regel von L'Hospital (das wird im Kurs geschehen).
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56 5 FOLGEN UND KONVERGENZ.

Zunichst soll anhand einiger (weitgehend banaler) Beispiele demonstriert werden, dass sich die in

der letzten Nummer ausgenommenen Félle nicht so ohne weiteres entscheiden lassen:

1. |"o0—0":a, — 00, by, = 0

ap=2n,b,=n = a, —b,=n— o0,

an=n, b, =2n = a, —b,=-n— —00,
an—n+a+n,bn:n:> an—bn:a—i—%—mz;
2.|"00-0":a, —00,b, =0
n y N
an=mn, b, =2 = a, b, =a (konstant),
an:nQ,bnziﬁan-bn:n—)oo,
an:n,bn:n—gﬁan-bn:%—)O;
3 ”%” anp — 0, b, =0
an = ¥, n:%:>2—z: (konstant)
an:%,bnzﬁiz—:ﬁ:n—)oo
1 1 n 1
an—ﬁ,bnzﬁﬁ‘g—n—ﬁﬁo,
4. 1" 2" ay =00, by = 00

an=n, by =n? = Z—Z—%%O,
5.1"00% 1 a, =00,b, =0
an:n",bn:% = ab”—\/n”:n—>oo,

an=mn,by=2 = abr=Yn -1 (su),
an =n, bn:%ﬁ—z (a>0,#1) = a’,’l":nllr?_ft:nlogn“:a (konstant) ;

6.0 :a,—=0,b, =0

an %7bn:%:>abn:1/c/__>1( )

an—n%abn:%jabn_l/\/nn_%

an =1, b,=-2 (46>0,#1) = alr = niny = plogna — g (konstant) ;
7.0"1®":a, —1,b, >0

=1 (konstant) b, =n = a’» =1 (konstant),
(1+ ), n=n = a» = (1+ % )» — e (s.u. Ubungsaufgabe 2), und hiermit schlieBlich:
(1+3)y 1t by=n = ar =01+

_ 1
)= 2

3=
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5.C' Rechenregeln fiir Folgen.

Offensichtlich gilt:

Jede Teilfolge einer eigentlich oder uneigentlich konvergenten Folge ist eigentlich

5.12 bzw. uneigentlich konvergent gegen denselben Grenzwert.

n—oo
a1 a9 a3 G4 a5 G Gy aAg -+ Qp - - a
I | | [
k— o0
bl bZ b3 e e bk e - a
Es folgen einige Rechen— und Argumentationsbeispiele
(die auch libersprungen werden kénnen):
2 4 17
3 6—/5 -7+ %

8 6n° — V2n! —4n> +17 n? nt nf 6 3( L s0)
. ap = — S % (S 0),

" 4n3 +3n? —bn+26 3 5 26 42

it -5t
non n
2 n 4 17
—2n% 4+ 4n — 17 n_n? Wt 0 0 (> o0)
: = - = n—00).
4n3 + 3n? — 5n + 26 3 5 26 4
it -5t
non n

1 1 2+%
10.2i——>2:><2——> —22=4 (n— o).
n n

11. | fiir beliebige @ > 0 ist lim_ Ya=1|, dennmit: L 1Ina — 0 erhilt man sofort:

{L/c_z:a%:e%ma —e’=1(n— o).

12. Wir versuchen, fiir die rekursiv definierte Folge | ap = «, ay, =

(e € R beliebig vorgegeben) ein explizites Bildungsgesetz zu finden:

«

@ = 2 +1 usw.: man erkennt dass fiir n > 1 gilt:
« @ 3

g = — +=-+1 = — += a 2" -1 o 1

a = — — — JR— —

’ 8 2 23 4 Damit haben wir unabhingig von «:
@ n 7 41 @ n 15

a = —_— — — JR— J—

! 16 8 21 8 lim a, =2

o« n 15 L1 o= @ n 31 n—00
“ T T T ¥ 16
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13.

14.

15.

5 FOLGEN UND KONVERGENZ.

Wenn man bereits wei3, dass eine rekursiv definierte Folge (a,)n einen endlichen (!) Grenzwert a
besitzt, kann man diesen meistens schon sofort aus der definierenden Beziehung erhalten, wenn man

dort die Grenzwerte a, — a, ap,—1 — a, ap—9 — a (n — 00) einsetzt. Z.B. ergibt sich aus der

an—1
2

Beziehung | a, =

+1, n €N |der letzten Nummer: a:%+1,a|soa:2.

Beachte aber, dass diese Argumentation nur dann zulassig ist, wenn die betrachtete Folge einen

endlichen Grenzwert a besitzt!:

Seiz.B. a,, = 2ap_1+1 (s. Ubungsaufgabe Nr.5). Wennay > 0 ist, ist offenbar a = nl;rgo an = 00,
wahrend sich aus der Beziehung a = 2a + 1 der Wert a = —1 ergabe.

Gn

Wenn wir die Quotienten ¢, = (n € N) der ersten Glieder a,, der rekursiv durch:

Gp—1

ay=1,a1 =1, apr1 =an+an_1, n €N | definierten Fibonacci—Folge betrachten:

aozl,a1:1,a2:2,a3:3,a4:5,a5:8,a6:13,a7:21,a8:34,a9:55,

a9 = 89, ..., somit:

2 3 5 8 13
=1 =—-=2 =—-=1. =-=1. =-=1. = — =1.62
q1 y 42 y 43 2 53 qa 3 667, q5 5 63 g6 3 6 53

1
21 34 55 89
Gn=13= 1.615, g3 = o0 = 1.61905, g9 = 3= 1.617647, q1p = = 1.618182, ...,
so stellen wir fest, dass die Folge (¢,)n offensichtlich gegen eine Zahl ¢ konvergiert, die in der

Nahe der Zahl 0.618 liegt. Den genauen Wert bekommen wir dann aus der definierenden Beziehung:
an+1
Qp,

1 1
=1+ a— d.h.: gnr1 =1+ — : wenn wir hier den Grenzwert ¢
n

Op41 = Gp + ap—1 bzw.

Gp—1

: o 1 . .
einsetzen, ergibt sich: ¢ =14+ =, somit: ¢> —¢q—1 =0, wegen ¢ > 0 also:| lim ¢, =
q

das ist die Zahl des goldenen Schnittes.

1 1
Bei der rekursiv durch: | a1 = =, ap = ap—1 + ————, n > 2 | definierten Folge (a,)n ist die
2 n(n+ 1)
. 1 .
zuletzt verwendete Methode unbrauchbar: fiir n — 0o ist ———— — 0; wenn die Folge (a,)n also

n(n+1)
einen Grenzwert a hat, dann ergibt sich aus dem rekursiven Bildungsgesetz nur die zwar richtige,

aber wenig informative Gleichung: ¢ = a.

Allerdings ist ein explizites Bildungsgesetz einfach zu finden:

1 _1 1 11
M= 2™ 127237 12723734
Lt 1 P SIS S
Ay _ 1 = — _ S — Ay = —— - .
1T 1223 (n—1)n’ " 1.2 2.3 (n—1)n ' n(n+1)
1 1
Wenn wir noch die stets giiltige Zerlegung: m =7 1 verwenden, ergibt sich:
1 11 1 1 1 1 1 1 1 1
o oo =1-——— 1 firn - oo.
T R S S e S i | n+ 1 urn Oo@
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5.D Grenzwerte von Funktionen. 59

5.D Grenzwerte von Funktionen.

Sei 79,6 € R=R U {00} .

Eine Funktion f(z) konvergiert (oder strebt ) eigentlich oder uneigentlich gegen

a furz — x9:

le f(z)=a | oder | f(z) — a firz — z
T—T0o

5.13 || wenn fiir jede (eigentlich bzw. uneigentlich) gegen z¢ konvergente Folge (z,)n

mit x, # x gilt:

flxy) = a, n— oo

(Es geniigt nicht, dass dies fiir eine Folge (z,)n gilt: wie immer = gegen x strebt,

miissen die zugehorigen Funktionswerte f(x) gegen a streben!)

5.14 regeln 5.11 gelten entsprechend auch fiir (eigentliche oder uneigentliche) Grenzwer-

te von Funktionen !

Der Vergleichstest (Majorantenkriterium ) 5.8 und die Zusammensetzungs-

Zum Beispiel:

5
Y
3__ _____________________________________________________
3P =T+ 22
1 hms—: 1
L—00 z° + 2%
7 2
3 4=
. x2+x4 3—0+0
= Jim, 2 1+0
1+ = : : : : >
T

3zt — 722+ 2

Abbildung 5.6 y = 12
x

(In diesem, wie auch im nachsten Beispiel haben wir vereinbarungsgemaB (s.Nr.3.19) zunachst gemein-
same Nullstellen von Zahler und Nenner weggekiirzt!)
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60 5 FOLGEN UND KONVERGENZ.

Polynom-
23 _ division
2. lim - lim(x2+x+1):3: |
=1 ¢ —1 z—1 ;
= s
1
-1
Abbildung 5.7 y = =
r—1
Y
-1 -1
3. lim Z——=—1, lim =—==1 und ] oo
z——o0 |z z=o0 |z
-1 . . /
lim z = —o0, denn: ' ' 1 ' z
=0 |z
r—1 1 Rt |
firx <0 istt —=-14+~- —
|z T
-0 fir z— -0 T
% ’
-1 fir z— —o0
—1 1 1
undfiirx>0ist:$ =1—-—- —
|| T
-0 fir z— 40
— .
1 fir z— o s 1
Abbildung 5.8 y = T
T
) ) ) ) 1
4 tm T i T 0 genns o< [BRE[ B L s deo
r—too I T——00 I x |$| |33|

sinx

Um den Grenzwert lim

A zu bestimmen, betrachten wir zunichst die fir 0 < = < /2 giltige
20 X

Ungleichung sinz < z < tanz = SR (siehe Abb.1.4):
CoS

sinz sinz ) sinx .
aus: = < folgt: cosz < , und aus: sinz < z folgt: —— < 1, insgesamt also:
cos T x x
sinx . . . . .
cosz < —— <1 |. Das gilt zunachst nur fir 0 < z < 7/2; da jedoch stets gilt:
x
sin(—x —sinz  sinz aL . "
( ( ) ) = = und cos(—z) = cosz gilt diese Beziehung fiir alle
—z —z x

0#z€ [—n/2,w/2], und da cosxz — 1 fiir z — 0, ergibt sich der gesuchte Grenzwert:

sinz

lim =1 | (siehe Nr.1.11 und Abb.1.9):
z—0 x
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5.D Grenzwerte von Funktionen. 61

sinx

Abbildung 5.9 y =

5. Mit dem letzten Grenzwert haben wir insbesondere:

sin ap,

lim
n—00 @,

=1 fiir jede Folge (a)n mit ap, — 0 (n — 00)

Wir kénnen diese Regel benutzen, um beispielsweise iiber den Umfang U,, und den Flacheninhalt F),
eines regelmaBigen n-Ecks im Grenzfall n — oo den Umfang U = Uy, und Flacheninhalt F' = F,
eines Kreises zu erhalten:

wenn der Umkreis den Radius r hat, ist

an = 2rsin(n/n), folglich U, =n - a, = 2nrsin(r/n) und

1

Zsin(r/n) cos(n/n) = : 3 nrsin(2m/n)

hp = rcos(m/n), somit F,, =n- % anhy = nr

Ein regelmifliges n-Eck mit dem

Umbkreisradius r hat den Umfang Abbildung 5.10

: regelmaBiges
und den Flédcheninhalt n-Eck

5.15 Uy, = 2nr - sin(7/n)

F, = $nr?-sin(2n/n).

Im Grenzfall n — oo ergibt sich hieraus fir einen Kreis vom Radius r:

der Kreisumfang: U = lim (2nr-sin(n/n)) = 27r - lim sin(r/n) =27r,
n— 00 n—00 7-[-/n -
1 in(2
und der Fldcheninhalt: F = lim (— nr? - sin(27r/n)> = 7r? . lim sin(2r/n) =72,
n—o00 \ 2 n— 00 27r/n -

(Dass sich hier der Kreisumfang U = 27 r ergibt, ist natiirlich nicht verwunderlich, da schlieBlich

die Zahl 7 definiert wird als halber Umfang eines Kreises vom Radius 1: siehe Seite 1.11) @
i
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62 5 FOLGEN UND KONVERGENZ.

Fiir einen endlichen Wert xy schreibt man:
r —x9g— oder £ — x9—0 |, wenn sich x
nur von links dem Wert zy nahert: T — To— T — o+
5.16 || zy >z — z0, und — | R
x — 29+ oder z — 29+ 0 |, wenn sich Zo
2z nur von rechts dem Wert zg nahert: Abbildung 5.11
zo <2 — xo (vgl.Nr.5.9 und 10): einseitige Grenzwerte
Hiermit bekommt man — sofern sie eigentlich oder uneigentlich existieren — die beiden
einseitigen Grenzwerte:
—-0):= 1l linksseiti G t
517 f(zo—0) mﬁ113;1;Jf(z) inksseitiger Grenzwer
f(zo+0):= lim f(z) rechtsseitiger Grenzwert
T—To+
N y
z.B.:
X
x .
1 1 1+ 5 firz >0 1
5. f(x):§<1—|—|x|<l+—>>: -
* —— firz<0
2 T
= f(0-0) = ml_l)n_lo <—§> =0, f(0+0) = xl—1>r£0 (1 + 5) =1: ?bblldung 5.121
=—|1 1+ —
ten(d) @
Die Funktion f(z) ist fir z — xzy wesentlich divergent und der Grenzwert
Jim f(z) existiert wesentlich nicht, wenn es keinen Wert ¢ € R = R U {o0}
0
so gibt, dass f(x,) — a fiir jede Folge (x,)N mit xg # =, — o .
5.18

Das ist genau dann der Fall, wenn es entweder mindestens eine Folge (x,)n mit 2o #
Tn — xo gibt, fir die die Folge (f(zn))lN wesentlich nicht konvergiert, oder wenn es
mindestens zwei verschiedene Folgen (z,)n, (Zn)n Mit g # z, — o, To # Tn — Tp

gibt, fiir die nll)rgo f(zn) # nlggo f(zy).

@ z.B.: Jede Funktion f(z) mit verschiedenen einseitigen Grenzwerten f(xzo —0) # f(zo + 0) ist
i

an dieser Stelle xzy sicher wesentlich divergent, aber es gibt "hasslichere” Formen von wesentlicher

1
Divergenz: bei der Funktion | f(z) =sin — | existieren sogar die beiden einseitigen Grenzwerte f(z —0)
x

und f(z + 0) wesentlich nicht:
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5.E Ubungsaufgaben zu Lektion 5. 63

Alm
Ao

Abbildung 5.13 y = sin %

5.E Ubungsaufgaben zu Lektion 5.

05.1[!]
Bestimme die Grenzwerte:

A nd+72n2+95 . I 4n? — 1 o . V14+n+n2-1
O i\ s —enrs - 0 Te -

" n5oo

U 5.2[0]

1 n
Mit Hilfe des Taschenrechners kann man feststellen, dass die Folge (a,,)n mit a, = (1 + —> eigentlich
n

konvergiert. Bestimme ihren Grenzwert mit einer Genauigkeit von 3 Stellen hinter dem Komma.

0 5.3 1]

Der Wert der meisten Waren (z.B. Autos) nimmt im Verlauf der Jahre ab. Welchen Wert w,, (in % des
Neuwertes wq ) hat eine Ware nach n Jahren, deren Wert am Ende eines jeden Jahres nur noch 80% ihres
Wertes zu Beginn des jeweiligen Jahres betragt? Nach wieviel Jahren hat sie nur noch einen Wert von

weniger als 1% ihres Neuwertes?

U 5.4[!]

Bestimme die Grenzwerte:

2 _

r—F00 z——0 z—+0 z—0 T

(Tip zu (iv) : erweitere mit (y/---+1).).

05.5[!]

Finde fiir die rekursiv definierte Folge | ag = a, a, =2a,_1+1, n € N | ein explizites Bildungsgesetz

und bestimme lim a, .
n—oo
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0 5.6 1]

5 FOLGEN UND KONVERGENZ.

Bestimme mit dem Taschenrechner die Grenzwerte a der zwei rekursiv definierten Folgen:

(i) | ap = 12345678, ap, = \/an—_1, m € N | (wissen Sie schon vorher, was herauskommt?)

(i) | ap=1, ap, =cosap—1, n€N

Kaonnen Sie die beiden Grenzwerte jeweils graphisch als Schnittpunkte von zwei geeigneten Kurven darstel-

len?

U 5.7 [+]

Man kann zeigen (das ist nicht schwer!), dass die rekursiv durch

1

A
nt1 =5 <an + —> , n € INp | fiir beliebig vorgegebenes A > 0 und mit jedem Startwert
Gnp,

ag > 0 eigentlich konvergiert. Bestimme den Grenzwert a = li_>m apn . (Um eine Idee zu bekommen,
n—oo

konnten Sie mit dem Taschenrechner die ersten Glieder dieser Folge einmal fiir A =9 und ein zweites Mal

fir A =16 bestimmen — in beiden Fallen z.B. mit dem Startwert ag = 5.)

U 5.8 [*]

Bestimme die Grenzwerte:

1 n
n a in4 in 2
() lim | -2 + (&) ) fira>0), (i) lm 22T () lim 22T
n—oo \ 1+ qm 1+ (l) z—0 I z—0 sin 3
a
U5.9
Finde fiir die beiden (eigentlich!) konvergenten Folgen:
1 1 B 1 ;
ao_I,al_—l,ag—il,ag——l,...,un
1+I 1+—1 1+71
1+ 1 1+ —T

1+ -

1
bo=V1, by =\1+V1, bp=\1+V1+V1, b3:¢1+\/1+\/1+ﬁ,

ein rekusives Bildungsgesetz und bestimme ihre Grenzwerte a bzw. b.

U 5.10

Im Spatherbst, bevor es Winter wird, hat Petrus im Himmel viel zu tun, weil er neben seiner Alltags-

beschaftigung der Frau Holle auch noch helfen muss, Schneeflocken zu basteln. Bei einem seiner vielen

Schneeflockenmodellen geht er schrittweise vor: er beginnt mit einem gleichseitigen Dreieck der Seitenlange

a = 3 [mm] und setzt iiber dem mittleren Drittel jeder Seite ein nach auBen gerichtetes, gleichseitiges

Dreieck an; dieses Verfahren wiederholt er etwa 40 bis 50 mal: bei jeder entstehenden Figur setzt er wieder

liber dem mittleren Drittel jeder Seite ein nach auBen gerichtetes, gleichseitiges Dreieck an:
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AN IR QR

Abbildung 5.14 Entstehung einer " Schneeflocke“ (10—-fach vergroBert)

Im letzten Winter habe ich genau solch eine Schneeflocke gefunden, und die hatte einen Umfang von knapp

uber einem Kilometer!...

Koénnte das wahr sein, wenn es nicht erfunden ware?
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6 Vektoren.

Stichpunkte: Vektorrechnung im 2- und 3-dimensionalen Anschauungsraum: Charak-
terisierung und Interpretation von Vektoren, Betrag und Richtung, Summe und skalare
Vielfache, iibliche Rechenregeln; vektorielle Darstellung von Geraden und Ebenen.

6.A Die Vektoren des Anschauungsraumes.
Ein Vektor 7 (auch: ?c\) ist charakterisiert durch die Angabe einer positiven MaBzahl |7
(oder ||7]| ) und einer Richtung .

Die MaBzahl || nennt man den Betrag (oder Linge oder Norm) von 7, und die
6.1 || Richtung ist bestimmt durch den Einheitsvektor 7, in Richtung von 7: 7, hat

definitionsgemaB die Lange 1, d.h. |7, | = 1, und dieselbe Richtung wie 7.

Jeder Vektor 7, der nicht gerade die Lange 0 hat (s.u.), ist somit (definitionsgemaB) das

|| —Fache des Einheitsvektors 7, : | 7 = |F| 7,

Urspriinglich wurden Vektoren als GroBen eingefiihrt, die geeignet sind, die Wirkung mechanischer Krafte
zu beschreiben: jede Kraft K wirkt (unabhdngig vom Ansatzpunkt) mit einem gewissen Betrag in einer
bestimmten Richtung.

Mathematisch korrekter stellt jeder Vektor eine Verschiebung dar, durch die alle Punkte der Ebene oder
des Anschauungsraumes um einen gewissen Betrag in eine bestimmten Richtung verschoben werden.

Es ist iiblich, einen Vektor ¥ geometrisch als ”gerichtete Strecke* I% (" Pfeil*) zu
veranschaulichen : als einen von einem Punkt P zu einem Punkt ) gerichteten Vektor, (der als
Verschiebung des Punktes P in den Punkt ) oder z.B. als Kraftvektor, der an der Stelle P mit
dem Betrag PQ in Richtung zum Punkt @ wirkt, gedeutet werden kann):

7 7= |F|m

Pe > ()
~——
Lange 1

~ J

Lange |7|

Zwei gerichtete Strecken stellen denselben Vektor dar, wenn sie dieselbe Lange und dieselbe Richtung

haben:

6.2 Zwei Vektoren sind gleich, wenn sie denselben Betrag und dieselbe Richtung haben.

7 7
/y’ /
T
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Mit —7 bezeichnet man den Vektor, der dieselbe Léinge, aber entgegensetzte Rich-
—
6.3 || tung hat wie der Vektor 7; wenn 7 durch die gerichtete Strecke PQ dargestellt wird, so
—
wird —7 durch die entgegengesetzt gerichtete Strecke QP dargestellt.

—7 . s Q
r . 7
/ —7
[ J
P

6.4 ( -7 = —7, , Tn 7

Neben den Vektoren 7 mit positivem Betrag |7| > 0 definiert man noch den Nullvektor
0': er hat als einziger Vektor den Betrag 0, d.h. |G| =0, und hat keine ausgezeichnete

6.5 Richtung (er ist nicht ungerichtet — ihm wird jede Richtung zugeordnet) .

Ungerichtete GroBen nennt man Skalare — im Gegensatz zu Vektoren.

Zeichnet man (in der Ebene oder im Raum) einen Nullpunkt O aus, so kann man jeden
—

Vektor 7 als eine von O ausgehende gerichtete Strecke OP darstellen.

6.6 Dadurch wird jeder Vektor nur noch durch eine gerichtete Strecke dargestellt, und es ist
. —
tiblich, auch hier zwischen dem Vektor # und der entsprechenden gerichteten Strecke OP
nicht zu unterscheiden. Man nennt solche " gebundenen” Vektoren auch Ortsvektoren —

im Gegensatz zu den bisher betrachteten "freien” Vektoren ohne festen Anfangspunkt.

Wir werden im Folgenden — je nach Bedarf und Zweckméifligkeit — Vek-
6.7 | toren als (”gebundene®) Ortsvektoren oder als ”freie“ Vektoren ansehen,

ohne dies jeweils besonders hervorzuheben.

Die Vektoren der Ebene nennt man auch ebene oder zwei—dimensionale Vektoren und

6.8

die Vektoren des (3—dim.) Raumes auch rdumliche oder drei—dimensionale Vektoren.
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Damit die Lange und Richtung eines Vektors 7 beschrieben werden konnen, muss ein Bezugssystem
gegeben sein. Am einfachsten ist es, wenn ein Koordinatensystem mit dem Nullpunkt O im Koordina-
tenursprung gegeben ist. Dann ist jeder Vektor 7 :(973 eindeutig durch die Koordinaten des Endpunktes
P festgelegt:

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass (wie in der Schule) in der Ebene ein rechtwinkliges
cartesisches 1z, y —Koordinatensystem und im Raum ein rechtwinkliges cartesisches z,vy, z—
Koordinatensystem gegeben ist mit dem Nullpunkt O im Koordinatenursprung.

Ist dann P(z|y) ein Punkt in der Ebene mit den Koordinaten (z,y), bzw. ist P(z|y|z) ein
Punkt im Raum mit den Koordinaten g,y,z), so konnen wir — bzgl. dieses Koordina-

tensystems (!) — den Vektor 7 = OP auch als Spaltenvektor

6.9 g x P N .
: 7 =0P= ( y ) bzw. ¥ =0OP= | 4 schreiben:
z
das ist die Komponentenschreibweise und z,y, 2z sind die Komponenten von 7 bzgl.

dieses Koordinatensystems.

Wegen O = O(0]0) bzw. O = O(0|0|0) schreibt man fiir den Nullvektor entsprechend:

0 0

6’2( >bzw.6’= 0
0

0

z

a: Abbildung 6.1 Darstellung von Vektoren als Spaltenvektoren

Bemerkung: Die Schreibweise der Punkte P als Zeilenvektoren: P = (z,y) bzw. P = (z,y, z)

N T
und der entsprechenden Vektoren 7 =OP als Spaltenvektoren: ¥ = ( z > bzw. ¥ = ( y ) ist
z

(zunachst) véllig willkiirlich und kann von lhnen (zunachst) nach Belieben und Bequemlichkeit gehandhabt
werden! (Nur spater, wenn die Matrizenrechnung ins Spiel kommt, ist eine konsequente Unterscheidung

zwischen Zeilen— und Spaltenvektoren wichtig.)

6.10 y

z

SN x
Der Betrag (= die Lénge ) eines Vektors ¥ =OP = ( “ ) bzw. = ( y ) ist der Pytha-

goraische Abstand der Punkte O und P:
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x
O R ki |0

z

Durch das rechtwinklige cartesische x,y— bzw. x,y, z —Koordinatensystem sind die zuein-

ander orthogonalen natiirlichen Einheitsvektoren vom Betrag 1:

6.11 || €& = < (1) ) , €y = < (1) > (in der Ebene) bzw.

1 0 0
Ep = ( 0 ) , €y = ( 1 ) , €y = ( 0 ) (im Raum) ausgezeichnet:
0 0 1

z-Achse y-Achse
Ix Ix
0
- - 0
& = o g = ( )
@) y-Achse . x-Achse

L 1
0 0 s (1
1 1 €y = 1| 1 7 \o
Cy = 0 0
0

Abbildung 6.2 Die natiirlichen Einheitsvektoren

z-Achse

6.B Summe und Vielfache von Vektoren.

Im Fall von zwei an einem Massenpunkt m angreifen-
den Kraften (Kraftvektoren) K;, K, ist die Vektor-
summe I?l + I?Q gerade die resultierende Kraft, m

die im Kriafteparallelogramm als Diagonalvektor

dargestellt wird:

Mathematisch korrekter versteht man unter der Summe @ + b von zwei Vektoren a, b
(die wir als Verschiebung deuten) die Gesamtverschiebung, die durch die Hinterein-
anderausfiihrung der beiden Einzelverschiebungen @ und b entsteht.

6.12

Da hierbei die Reihenfolge der Einzelverschiebungen offenbar keine Rolle spielt, haben wir

damit auch die fiir Vektoren stets giiltige Regel:

a+b=>b+a Kommutativgesetz der Vektoraddition.
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"zuerst @, dann b “

"zuerst b, dann @

Abbildung 6.3 Zur Kommutativitat der Vektoraddition

Der Differenzvektor 7 = @ —b ist die eindeutig bestimmte Lésung der Gleichung b+7 =

6.13 g dh. @ —b ist der Vektor, den man zum Vektor b addieren muss, um den Vektor @ zu

bekommen: | b+ (@ —b) =@ |;esist | @ —b =a + (—b)

QU

Abbildung 6.4 Zum Differenzvektor

A7 im Fall
A>0

Wenn man einen Vektor ¥ mit einem Skalar A multipliziert,

bekommt man den A-fachen Vektor A7 mit dem |A|-

fachen Betrag | |A7| = |A||F7]

6.14

Der )\ -fache Vektor A7 hat im Fall A > 0 dieselbe, im Fall
A < 0 entgegengesetzte Richtung wie 7; im Fall A = 0
ergibt sich der Nullvektor: 07 = o'

A7 im Fall A <0

Abbildung 6.5
Zur Multiplikation mit Skalaren

Ein Vektor 7 heiBt normiert, wenn er den Betrag 1 hat: || = 1. Man normiert einen

6.15 | Vektor 7, wenn man ihn "auf die Lange 1 bringt"“, d.h. wenn man ihn durch seinen Betrag

<

teilt: dann ergibt sich der Einheitsvektor in Richtung von 7: ﬁ =Ty .
T
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[N 2
z.B.: Der Vektor ¥ = ( 1 ) hat den Betrag |¥| = v4+ 1+ 4 = 3; wenn man 7 normiert,
i
2
1 2/3
ergibt sich der Einheitsvektor 7, = 3 7 = | -1/3 | . Dieser Einheitsvektor hat (natiirlich) den Betrag 1
2/3

) 4 1 4 9
(er ist normiert ): |Fn|:\/§+§+§:\/g:1. C[;;

Fiir das Rechnen mit Vektoren gelten die iiblichen Rechenregeln, z.B.:

Kommutativitiat der Vektoraddition
(s.0.V6.11)

Klammern diirfen beliebig
6.16 2. | (@+b)+&=a+(b+¢)| gesetzt werden — also darf

man sie auch ganz weglassen!

Klammerausdriicke werden in

Ad +
A+ p)@ =A@ + pd der gewohnten Weise ausmultipliziert.

b+¢é

Abbildung 6.6 Zu 3. und 2.

Als erste Konsequenz der Rechenregeln fiir die Vektoraddition und die Multiplikation mit Skalaren ergibt

sich mit der Komponentenschreibweise:

xT
6.17 F:(’ﬂ) & 7 =18, +yé, F:(y

) & 7 =xe; +ye, + z€;
y
z
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o
TE,

Abbildung 6.7 Zu Nr.6.17: Zerlegung bzgl. der Koordinatenachsen

Hieraus erhalten wir eine ebenso einfache wie niitzliche Rechenregel:

Vektoren werden komponentenweise addiert und mit Skalaren multi-

pliziert :
[ by az + by
_ Az be _ Gz + bz
| |(3)(3)-(35) [ [ (-G
[/ Aaz A\
A ay = Aay bzw. >\< e > = ( e >
i . ay Aay

az + by
ay + by

AG = [ Mo
- Aay

x -Achse

Abbildung 6.8 Komponentenweise Vektoraddition und Multiplikation mit Skalaren

Qp - bac
Das ist ganz einfach einzusehen: wenn @ = ( ay ) und b = ( by ) ,d.h. @ = ay€; +ayéy + a.e, und

az bz
b = by€y + by€y +b.€,, dann ist A\d = Aay€, + Aayey + Aa.€, und @ +b = A€y + ay€y +aze; +byéy +
P 5 az + be
byéy + b€, = (ay + by)éy + (ay +by)€y + (a; +b,)€;, also Xd = | Xy, | und @ +b = | a,+b, |.
Aa a; +b,

(Fir zwei-dimensionale Vektoren entsprechend).
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Zwei Rechenbeispiele :

1. Auf einem Billardtisch mit den Abmessungen 300 x 200 (in cm) befinden sich (bzgl. eines gedachten
Koordinatensystems der skizzierten Art) an den Positionen P(100/150) und Q(250|50) je eine Kugel.

Der direkte Weg zwischen ihnen ist durch eine wei- y[em] .
tere Kugel versperrt. Wir wollen herausfinden, langs i ;Q
welcher beiden Vektoren @, b die bei P liegende Ku-
gel mit einem geeigneten StoB in Richtung zur oberen 200
Bande die Kugel bei (Q erreichen kann:
Wenn Q' das Spiegelbild von Q bzgl. der oberen
Bande ist: Q' = Q'(250(50+2-150) = Q'(250|350) , z[cm]
dann hat @ die Richtung des Vektors 300
Iy 250 — 100 150
PQ'= < 350:150 > = ( 200 > ; mit dem Strahlensatz (s. Nr. 6.14,3. und das linke Bild in Abb.6.6) ergibt
sich- g = 1 P?)’: 37.5 somit: B :}?Q g = ( 0-1w0-375 _ ( 1125
' 4 50 ) ' 50 — 150 — 50 150 }°

N
2. An der Stelle P; mit Ortsvektor 1 =OP; befinde sich ein Massenpunkt der Masse 1 und an der
—
Stelle P, mit Ortsvektor 75 =OP, ein Massenpunkt der Masse ms . Der Massenschwerpunkt S dieser
—)

beiden Massenpunkte mit Ortsvektor 7s =S ist charakterisiert durch die Bedingung:

(m1 4+ mo) 7s = mi71 + mars | . Wir wollen zunichst die Lage von S bestimmen:

Aus der Beziehung:

(m1 +ma) s =mi7 + maorh folgt:

my m2 -

Fy= ————— ] + ————— T = (m1 4+ ma) 7y = m1T1 + mar
mi1 + msy mi1 + mso
_ mi o mo o
= 2+7T1+<7—1>r2:
mi1 + msy mi1 + msy
N mi N my N
=Ty + ro— 2 =
m1+m2 m1+m2
o mi o o
:7’24—7(7“1—’)"2):
m1 + ma

damit ist zunachst gezeigt, dass der Mas-

senschwerpunkt S auf der Verbin-
dungsstrecke zwischen P; und P» liegt;
dariiberhinaus haben wir hiermit:

mp

s —Tg = —— (1 —7) und 7s — 7 = ————— (1 — 7 ), d.h. die Strecke P; P, wird durch
mi + mso mi -+ msa

—

den Massenschwerpunkt im Verhaltnis mq : m; geteilt und es ist | my - |[Fs — 71| = mgy - |[Fs — 72|

hinter dieser Aussage verbirgt sich die (sicher schon in der Schule gehérte) Regel:

”Last mal Lastarm = Kraft mal Kraftarm*. @

Jiirgen Maetzke, Juli 2003, Vorkurs zur Mathematik fiir Chemiker und Life Science, Lektion 6



74 6 VEKTOREN.

6.C Geraden und Ebenen.

Unter einer Parameterdarstellung einer Geraden g (in der Ebene oder im Raum)
versteht man eine vektorielle Darstellung der Form:

g: 7=8+td (teR);

jeder Wert des Parameters ¢ liefert einen Ortsvektor ¥ = § + t@ auf der Geraden g (auf
der Geraden g liegen hierbei nur die "Endpunkte® der Vektor-"Pfeile” 7, nicht die ganzen
6.19 . Pfeile!).

In dieser Parameterdarstellung ist § ein Stiitzvektor und @ ein Richtungsvektor fiir

die Gerade g ; der Stiitzvektor ¢ liefert die zu g parallele Gerade
go: 7 =td (tElR)

durch den Koordinatenursprung:

g=35+go

g0

Abbildung 6.9 Zur Parameterdarstellung einer Geraden

Fir die Gerade g durch zwei Punkte P (mit Ortsvektor §) und @ (mit Ortsvektor
—

q) ist zB. @ =PQ= § — § ein Richtungsvektor und § ein Stiitzvektor.

6.20 | Damit hat man fiir g (z.B.) die Parameterdarstellung:

g:F=8+t(7—3) (t€R).

z.B.: Ein Richtungsvektor fiir die Gerade g durch P(3|1]2) und Q(1]3| — 1) ist z.B.

X
1-3 -2 3 9
a = 3-1 | = 2 | . Damit haben wir die Parameterdarstellung: g: ¥ = | 1 | +1¢ 2
—1-2 -3 2 -3

(teR).
FUrdieOrtsvektorenfz(i) auf g:f’z(f)—i—t(;) (teR) gilt:

{x:2+t,d.h.t:x—2,somit: @

y=14+3t=1+3x—-2), dh.|y=3z-5|. =
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Eine Parameterdarstellung einer Ebene F ist eine vektorielle Darstellung

der Form: | E:7 =& +si +1tb (s,t€R)

jeder Wert der beiden Parameter s,t liefert einen Ortsvektor ¥ = ¢ + sa + tb auf der

Ebene. ¢ ist ein Stiitzvektor und @, b sind zwei Richtungsvektoren von F .

6.21 || Die Ebene | Ey: 7 =sad + th (s,t€R) | mit dem Stiitzvektor & ist die zu E parallele

Ebene durch den Koordinatenursprung. (Damit die beiden Richtungsvektoren @, b wirklich
eine Ebene aufspannen — und keine Gerade —, miissen sie linear unabhangig sein, d.h. sie
diirfen nicht Vielfache voneinander sein!)

N

Fiir die Ebene E durch drei Punkte P,Q, R ist z.B. ¢ =OP ein Stiitzvektor und sind
— L —

z.B. @ =PQ, b =PR zwei Richtungsvektoren.

Abbildung 6.10 Zur Parameterdarstellung einer Ebene
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z.B.: Fiir die Ebene E durch die drei Punkte P(—1|1| —2), Q(3|2[4), R(—2| —1|1) haben wir z.B.

. -1 N 341 4
den Stiitzvektor ¢ =0 P= 1 und die beiden Richtungsvektoren @ =PQ= | 2-1 | =] 1
_9 442 6

142 3

o ()(0(2)

Um fiir diese Ebene eine Koordinatendarstellung F : ax + By + vz = d zu erhalten, kann man z.B.

L — —2+1 -1
und b =PR=| -1-1 | =| —2 |.Damit hat E (z.B.) die Parameterdarstellung

[©2 BN

(wir werden spater eine bequemere Methode kennenlernen) die beiden Parameter s,¢ aus der Gleichung:

DEBEE -

(1): z=-1+4s—1
2): y=1+s+2t
(3): z=—-2+6s+3t

(1)’
(2)'

21)+(2): 2z+y=-1+09s

3(1)+(3): 3z+2=-5+18s } 2(1)—(2) : E:2x+2y—2=3.

Wir wollen umgekehrt fiir die Ebene E : 22 — 3y + z = 4 eine Parameterdarstellung finden. Hierzu |6sen

wir die Gleichung 22 — 3y + 2z = 4 nach einer der Variablen, z.B. nach z auf: 2z =4 — 2x + 3y.

Ein Vektor 7 liegt genau dann auf dieser Ebene, wenn z = 4 — 2z + 3y, d.h. wenn

T 0 T 0
7= y = o0 ]+ 0 + | v |, wenn also mit beliebigen z = s, y =1 € R gilt:
4 —2x+ 3y 4 —2z 3y
0 1 0
=10 |+s o |+t 1t |. @
4 —2 3 N

6.D Ubungsaufgaben zu Lektion 6.

U 6.1[0]

-5 T 1
Fir welche Zahlen z,y,z € R ist 5( 1 ) +4(y ) :3(7>?
-3 z 7

U 6.2[0]

6
Welcher Vektor 7 vom Betrag 3 hat dieselbe Richtung wie der Vektor a = ( -2 > 7

06.3[!]

Bestimme (rechnerisch und graphisch) zwei Punkte C' und D, welche die Verbindungsstrecke AB der
beiden Punkte A(1]|3) und B(7| — 1.5) in drei gleichlange Teilstiicke unterteilt.

Jiirgen Maetzke, Juli 2003, Vorkurs zur Mathematik fiir Chemiker und Life Science, Lektion 6



6.D Ubungsaufgaben zu Lektion 6. 77

06.4[!]

Welche Punkte auf der Geraden ¢ : ¥ = < _z > + t( ; > (t € R) haben vom Koordinatenursprung O
den Abstand d = 2v/57?

0 6.5 1]

An den Stellen A(0|0), B(7]0), C(3|4) befinde sich jeweils ein Massenpunkt der Masse 1. Welche Orts-
vektoren @, g, ¢ ergeben sich fiir diese Punkte, wenn das Koordinatensystem so parallel verschoben wird,
dass der neue Koordinatenursprung im Massenschwerpunkt dieser drei Massenpunkte liegt? (Der Ortsvektor
7s des Massenschwerpunktes von drei Massenpunkten mit den Ortsvektoren 7, 75, 73 und den Massen
mq, ma, mg ist definiert durch die Beziehung: m 7 + mors + msrs = (mq + mgo + mg) 7' : vgl. mit dem
letzten Beispiel in Abschnitt 6.C.)

0 6.6 [1]

Bestimme den Schnittpunkt P der beiden Geraden ¢y : 7 = ( 72 > +t< _; ) (t€eR) und go: 7 =
0 3
(2)+e( 1)

U 6.7 1]

3 1 2
Liegt der Punkt P(1/|2|3) auf der Ebene E : ¥ = ( 2 ) +s ( 0 ) +1 ( 1 ) ?
1 -1 2

06.8[!]

Finde fiir die Schnittgerade g der beiden Ebenen Fy : x +y+2 = 2, Ey : £ +2y — 2z = 1 eine

Parameterdarstellung.

U 6.9 [*]

Bestimme die Gleichungen der vier Ebenen, die ein Tetraeder mit den vier Eckpunkten
A(1111), B(-1]1]1), C(1] = 1]1) und D(1|1] — 1) begrenzen.

U 6.10

Auf einem Mini-Billardtisch von 100 [cm] Lange und 60 [cm] Breite befindet sich (von der linken unteren
Ecke aus gemessen) an der Stelle P(8]12) eine Kugel, die mit einem einzigen StoB ldngs eines Weges
iiber drei verschiedene Banden in das Loch Q(0]60) an der linken oberen Ecke geschossen werden soll.

Beschreibe den Weg mit vier Vektoren @, b, &, d (so dass also ( 182 ) +a+b+E+d= < 600 ) ) -
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78 7 SKALARPRODUKT.

7 Skalarprodukt.

Stichpunkte: Winkel zwischen Vektoren, geometrische Definition des Skalarproduktes,
Skalarprodukt und Betrag, einige Rechenregeln, koordinatenabhangige Darstellung des Ska-
larproduktes, orthogonale Projektion auf die Richtung eines Vektors, orthogonale Zerlegung

bzgl. eines Vektors.

7.A Definition des Skalarproduktes.

71 Fiir zwei Vektoren @, b bezeichnen wir mit 4 (@, b) den kleineren der beiden, von @ nach b

orientierten Winkel (wir setzen 4 (@, b) =0, wenn @ = & oder b =G :

S

¥(d,b) 3(a,b)

a

S

Abbildung 7.1 Winkel zwischen zwei Vektoren.

Sind @ und b parallel und gleichgerichtet (in Zeichen: @ 11 b), so ist 3 (@, b) = 0, und sind
7.2 | @ und b antiparallel (in Zeichen: @ 1| b), so ist 4 (@, b) = (= 180°).

In allen anderen Fallen ist 0 < ¥ (@, b) < .

Hiermit definiert man das Skalarprodukt (auch inneres Produkt genannt)

fiir zwei Vektoren @ und b:

Definition des

73 || @-b =|@||b|cos ¥(a,b)
Skalarproduktes .

Das Skalarprodukt aus zwei Vektoren ist ein Skalar — daher auch der Name — und
kein Vektor!

Merke:

Y = cosg
Abbildung 7.2

Fiir beliebige Winkel ¢ ist
cos p = cos(—yp) = S : /\
| ! ©®

=cos(2mr £ ) =...:
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7.A  Definition des Skalarproduktes. 79

Daher gilt mit ¢ = (&, b) stets:

- — +(2m — ) b
a-b = |d||b|cosep
-7 +
7.4 = |d||b|cos(—p) v -
= |@|b|cos(2m — ¢) Abbildung 7.3

In der Definition des Skalarproduktes a b spielt es also keine Rolle, welcher der

beiden Winkel zwischen @ und b gewdhlt wird und wie dieser Winkel orientiert ist!

Wir werden im nadchsten Abschnitt sehen, wie das Skalarprodukt bequem ausgerechnet werden kann.
Zunachst wollen wir noch einige niitzliche Folgerungen aus der Definition des Skalarproduktes fest-

halten:

1. Esistcos 0 =1, cos m = —1 und cos 7/2 = 0. Mit 7.2 folgt:

= |@||b|  genau dann, wenn @ und b parallel sind: attho,

S

Q-
7.5 . .
—l|@||b| genau dann, wenn @ und b antiparallel sind: @ 1] b

Syl
I

a -

und — das ist besonders wichtig:

ST
Syl
I
o
2y
l_
Sl

7.6

genau dann, wenn @ und b orthogonal sind:

2. Wegen —1 < cosp <1,dh. |cosp|<1,ist |@-b|=]|a|b|lcose|<|al|lb], also:

7.7 Es ist stets: |d@ -b| < |@||b] Schwarz’sche Ungleichung .

3. Im Fall @ = b erhilt man einen wichtigen Zusammenhang zwischen Betrag und
Skalarprodukt :

Sy
Sy
|
B

2 bzw.
7.8 | !

Jiirgen Maetzke, Juli 2003, Vorkurs zur Mathematik fiir Chemiker und Life Science, Lektion 7



80 7 SKALARPRODUKT.

7.B Rechenregeln.

Fiir beliebige reelle Vektoren @, b und reelle Skalare A gilt:

()| @-b=0-ad| (das innere Produkt ist kommutativ),

7.9 } .

Diese Regeln sind einfach einzusehen:

N

u(i): Wenn ¢ =J(a,b) ist, dannist 4 (b, @) = —¢, somit:
b-d=|b||@|cos(—p) =|@||b|cosp=a -b.
Zu (ii): Wenn X > 0 ist, dann ist [A\| = A und A@ hat dieselbe Richtung wie a:
dannist I (Xa, b) =3(@,b) = und (A@)-b = |A@||b|cos = |A||@]|b|cosp = A(@ -b).
Wenn A < 0 ist, dann ist |[A\| = —X und A& hat entgegengesetzte Richtung wie @, d.h. es ist
J(Aa,b)=7m— g (a,b) =m—¢; da cos(m — @) = cos(p — m) = —cosp ist, folgt:
(AG) b = |Ad@|[b| cos(m — ) = |N|@||b|(~ cos ) = —|\[|@||b|cosp = A (@ - b).
Es ist also stets (A@)-b = A(@ - b) . Hieraus ergibt sich mit Hilfe von (i) auch die andere Aussage :
da-(Ab)=(\b)-@=Ab-a@)=A@G-b).

Zu (iii): Hier bedient man sich am bequemsten einer Skizze:
b+é
Aus der Skizze liest man ab:

b +&|cosa = |b|cos o + || cos ).
Damit ergibt sich:

a-(b+¢) = |@l|b+c|coso=
= |&'|(|g|cos<p+|é’|cos1,b):
~d = [@|[Blcos p + [a]¢] cosp =
——— —_——— o
|€] cos |€] cos ¢ = a-b+a-c.
|b] cos
|b+¢|coso
Abbildung 7.4 zum Distributivgesetz 7.9 (iii) |
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Mit Hilfe dieser Regeln kann man z.B. den aus der Schule wohlbekannten Cosinus—Satz der Ebene

herleiten:
C
In jedem (beliebig "schrdgen®) Dreieck mit den
Seiten a,b,c und dem der Seite a gegeniiberlie-
7.10 genden Winkel « ist b a
a? = b+ ¢ — 2bc cos a
«
A c B
Abbildung 7.5
o — — — .
Wenn wir namlich die Vektoren b =AC, ¢ =AB und @ =BC zum Cosinus-Satz

betrachten, dannist [b| = b, || =c und@ = b —C mit || = a,
und es folgt:
a2 =p-eP LG -a)b-e) L

I SN S

=62+ |22 -2 -2)=|b]2+|c]2 - 2b||¢|cosa =

= b2+ % — 2bccos « i

Mit derselben Argumentation bekommen wir auch eine koordinatenabhingige Darstellung des Ska-

a1 - bl
larprodukts: fiir zwei Vektoren @ = ( as ) und b = ( by ) ist:

b3
a1 — by
as — ba
a3 — bs

:a% — 2a1by —i—b%—i—ag —2a2b2+b%+a3 —2@31)3—{—()% =

a3
2

@ —b|? = = (a1 = b1)* + (a2 — b2)* + (a3 — b3)* =

= (a% + CZ% + a%) + (b% + b% + b%) — 2(&1[)1 + ang + a3b3) =
= |d’|2 + |g|2 - 2(a1b1 + agby + a3b3) ;

andererseits ist (s.0.): |@ —b|2 =|@|2+|b]2 —2(a - b):

ein Vergleich dieser beiden Gleichungen ergibt: | @ b= a1by + asbs + asbs

(bei zwei ebenen Vektoren bekommt man ein entsprechendes Ergebnis — man braucht nur jeweils die

dritte Komponente wegzulassen) :
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Das Skalarprodukt aus zwei reellen Vektoren

al - bl -
a=1| a und b = | by bzw.6:<“1> undbz(l;l) ist:
as b as 2

al b1
7.11 ( as > . ( bo > = a1by + asby +a3b3 bzw.
as bs
a1 by _
( >< >—a1b1+a2b2
as ba

Da sich hiermit das Skalarprodukt @ - b von zwei Vektoren a, b sehr bequem berechnen lasst, konnen
wir nun die Beziehung: @ - b = |@||b|cos, mit der wir urspriinglich das Skalarprodukt definiert haben,

verwenden, um den Winkel ¢ =J (@, b) zu bestimmen:

=0
7.12 Cos p = Ci =
|aflb]

insbesondere kann hiermit einfach iiberpriift werden, ob zwei Vektoren @, b orthogonal sind:

713 || dlb o @b =0

Einige Rechenbeispiele:

-2 4
1. Fira = 1 ) , b= ( 2 ) istd-b =—-8+246 =0, d.h. die beiden Vektoren stehen senkrecht

2

aufeinander.

=0
a |(;| % - hieraus ergibt sich mit dem TR: ¢ = cos™! (2—61) = 1.281 = 0.4077x (= 73.4°).

o
o
193]

S

Il
Il

3. Die zwei Vektoren @ = ( _é ) und b = < g > sind senkrecht , wenn ¢ — 18 = 0, d.h. fir ¢ = 18.
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4. Ein Vektor A ist ein Normalenvektor
einer Ebene F, wenn er auf der zu F par-
allelen Ebene Ey durch den Koordinatenur-
sprung O senkrecht steht. Damit ist fiir jede
Ebene F : ax + By + vz = & der Vektor

=

I
—/
2 ™ R
~——

« A
h = ( 8 ein Normalenvektor, denn fiir E:ar+py+vz=94§
v
x
alle ¥ = y aus der zu E parallelen
2 ) : _
Ursprungsebene E; gilt: %) Eo:az+fy+yz=0
@ T Abbildung 7.6 Normalenvektor einer Ebene
B 1| v |=ax+By+v2=0.
o’ z

5. Der Schnittwinkel ¢ der beiden Ebenen Fy : 22 — 3y + 22 =4 und Es : 42 + 6y — 22 = —3

2 4
ist offenbar gerade der Winkel, den die beiden Normalenvektoren h; = ( -3 ) und he = ( 6 )

2 —2
hy - h 4-18 -4 -1
einschlieBen: cosgp = ———> = 8 = 5 _ —3, somit (mit dem TR):
hy|lhe|  VI+9+4VI6+36+4 V784 14
@ = cos ! (—%) = 2.269 = 0.722257 (= 130°). @

7.C Orthogonale Zerlegung bzgl. eines Vektors.

Fiir zwei Vektoren @, b # 0 und mit dem Einheitsvektor € = % zZu @ ist:
a
by =(€-b)éE : _ -
- { die orthogonale Projektion des Vektors b
- TW q auf die Richtung des Vektors @ und
a
7.14
o o das zu @ senkrechte orthogonale Komplement
bt =b — b, )@ R o
von b bzgl. @; hiermit ist
Al die orthogonale Zerlegung von b bzgl. a:
ot b, ist parallel und l_% ist senkrecht zu a.

Die folgenden Skizzen illustrieren und erklaren diese Sachverhalte:
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84 7 SKALARPRODUKT.

B

Es sei jeweils & = der Einheitsvektor zu @ (= |&] = 1), und es sei ¢ = (&, b) (die Orientierung

a|

|
von ¢ spielt gemaB Nr.7.4 keine Rolle):

a
&b
im Fall § <o <7 ist
by = —(€-b)(=¢), also erneut
—-a a

>
>
Jie
e

b | cos(m — @) = —|b|cos = —|€]||b|cosp = —(& - b)

Abbildung 7.7 orthogonale Projektion des Vektors b auf die Richtung des Vektors @ .

Abbildung 7.8
orthogonale Zerlegung
des Vektors b bzgl. des Vektors a .

>
>
- -
e

Dass der Vektor l;j zu @ orthogonal ist, kann man auch ausrechnen:

=
F
ST
I
—~
S
|
Is]
S

(B-8) = (- 0)) =
(5-5)5)@)] =@l (&) - (@ b)e-e)) =

BN

)-lale =

I
B
—~

S
™y
N
|
—~

:|a|((5-5)—(g-5)):0, dh.esist | b 1a |. |

N x
@ z.B.: 1. Die orthogonalen Projektionen eines Vektors 77 = ( y ) auf die Koordinatenachsen sind
X

z
— wie man das auch erwarten darf! —:
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. . 6 1
2. Um die Projektion b, des Vektors b = ( 2 | auf die Richtung des Vektors 7 = ( —1 ) zu

) . . ) LT 1 1 .
bekommen, wird zunachst ¥ normiert: € = — = — ( -1 ) . Hiermit ist dann
2

cene () (] ()= 0)-(3)

6 2 4
Das orthogonale Komplement von b bzgl. 7 ist b~ =b — b, = ( 2 ) — ( -2 ) = ( 4 ) ;
4

. 6 2 4
b=1 2 = —2 + 4 -
damit ist 4 4 0 die orthogonale Zerlegung von b bzgl. .

7.D Ubungsaufgaben zu Lektion 7.

0 7.1[1]
1

Welche Winkel oy , oy, o, schlieBt der Vektor 7 = ( 1 > mit den drei Koordinatenachsen ein?
1

U7.2[0]

Bestimme den Schnittwinkel ¢ und den Schnittpunkt S der beiden Geraden

gl:F:<;>+t<i> (teR) undgy?z(i)—i—s(é) (seR).

U 7.3 [¢]

Bestimme den Schnittwinkel ¢ und die Schnittgerade g : ¥ = @ + tb (t € R) der beiden Ebenen
Ey: 2z —y+32=4, By :x+3y —2z = —5.

0741

5
Schreibe den Vektor @ = ( -2 ) als Summe von zwei Vektoren, von denen der eine parallel,
-3
. 2
der andere senkrecht zum Vektor b = -1 ist. Welchen Abstand d hat der Punkt
—2

P(5| — 2| — 3) von der Geraden g durch O(0[0|0) und Q(2| — 1| —2)7

Jiirgen Maetzke, Juli 2003, Vorkurs zur Mathematik fiir Chemiker und Life Science, Lektion 7



86 7 SKALARPRODUKT.

07.5/[1]
1

Schreibe den Vektor 7 = ( 2 > als Summe von zwei Vektoren, von denen der eine parallel,
3

der andere senkrecht zur Ebene E : 3z — 2y + z = 0 ist. Welchen Abstand d hat der Punkt P(1]2]3) von
dieser Ebene?

U7.6]!]

Bestimme die Winkel «, 3, v des Dreiecks mit den Eckpunkten A(—1|1|3), B(2|1 + v/2|0),
C(11]1).

U 7.7 [5]

Welchen Abstand dr haben die beiden Ebenen Fy : 2x — 6y 4+ 32 = 0 und
E : 2z — 6y + 3z = 3 voneinander und welche Abstande dy, d hat der Punkt P(1|2|1) jeweils von den
beiden Ebenen?

07.8][!]

Finde in den drei Koordinatenebenen jeweils einen Punkt A, B, C so, dass das Tetraeder OABC' gleich-

seitig ist (mit der Seitenlange @) und bestimme den Winkel v zwischen zwei Seiten.

U 7.9 [*x]

Wie ist es moglich, dass ein Segelboot — ohne Motor, allein vom Wind angetrieben! — vorwarts fahren
kann, obwoh| der Wind fast von vorn kommt?: wieviel % der Windkraft bleibt z.B. wirksam, wenn der
Wind in einem Winkel von 60° von vorn blast und das Segel "dazwischen®, in einem Winkel von 30° zur
Fahrtrichtung steht?
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8 Differentiation.

Stichpunkte: Erste und hohere Ableitungen von Funktionen einer Veranderlichen: Defi-
nition, Schreibweisen und anschauliche Deutung; niitzliche Ableitungsregeln, niitzliche Ab-
leitungen; Ableitung von Vektoren, Geschwindigkeit und Beschleunigung.

8.A Zur Definition der ersten Ableitung.

Die 1. Ableitung f'(z() einer Funktion f(z) an einer Stelle z; ist gleich dem Anstieg
der Tangente an die Kurve y = f(z) im Punkt (xo, f(xo)) :

Man nennt die 1. Ableitung auch den Differentialquotienten von f(z) an der Stelle

_df(mo) _ df
T T dr %(950)-

zo und verwendet die Schreibweisen f’(z)

f'(zo) ist die Anderung von f(z) an der Stelle 2y pro z—Einheit.

o M soll

x
daran erinnern, dass sich die 1. Ableitung als Grenzwert eines Differenzenquotien-

Die symbolische Schreibweise der 1.Ableitung als Differentialquotient

ten ergibt: als Grenzwert der Anstiege der durch den Punkt (xo, f(:zo)) verlaufenden

Sekanten :

ooy = L) _ & ) iy L@ = Ta0) _ g Sl +0) = o)

dx dx ToTO T — T t—0

df (zo)

7 ist "anschaulich® als "sehr kleines” Delta, d.h. als "sehr
T

(Das "d * im Differentialquotient

d
kleine” Differenz zu deuten: —f = lim —f und man bezeichnet den symbolisch als Quotient
dz Az—0 Az

geschriebenen Differential quotienten d_f nicht wie einen Bruch mit "df durch dz “, sondern mit
x

"df nach dz.)

Anstieg der Tangente: (Differentialquotient)

m f(z) = f(=o) — lim f(zo +1) — f(z0)
t

T—xg T — T t—0

Anstieg der Sekante: (Differenzenquotient)

:f(x)—f(l’o) _ flwo+1t) — f(xo)

T — X t

f@) = f(zo +1) ]
f(@o) 7

Abbildung 8.1
Differenzen— und Differentialquotient
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Eine Funktion f(z) ist differenzierbar an der Stelle z, /\
wenn an dieser Stelle die Ableitung f'(zg) existiert: :
die Kurve y = f(z) darf dann an dieser Stelle weder eine
Sprungstelle noch einen Knick haben. /I |

8.2 || Die Funktion f(x) ist differenzierbar, wenn sie an jeder To  x1

Stelle (ihres Definitionsbereiches) eine Ableitung besitzt: in
Abbildung 8.2

diesem Fall wird durch z — f'(x) eine neue Funktion f’(z)
an Sprungstellen z

definiert: das ist die erste Ableitung

flay=TE_ 4,

de _ dr ). existiert keine Tangente.

und Knicken z

z.B.: 1. Fir y=f(z)=ax+b ist
S

y':f'(x)zlimf(m+t)_f(x) — lim (a($+t)+b)_(a$+b) :limam—i-at—i-b—am—b:

t—0 t t—0 t t—0 t

a,

das war zu erwarten: die Gerade y = ax + b hat den konstanten Anstieg

also: | (ax +b) =a

Y =a.
2. Fiir die Normalparabel y = z? ergibt sich:

t) — t 2 .2 2 2% t2 2
y':f'(w):limf(x+) f(a:):lim(as+) 20 g T2t T i (2 4 f) = 22
t—0 t t—0 t t—0 t t—=0

— 32
y== Anstieg 3
"(1.5) =3
die Parabel y = 22 y'(1:5)
2\’ .
(g: ) =2z |: hat an jeder Stelle = C;)
! e
den Anstieg v/ = 2. y(-1) = -2
/ T
Anstieg —2

Wenn man die erste Ableitung f'(z) einer Funktion f(z) erneut ableitet, bekommt man
die zweite Ableitung f"(z) = ( f’(m)) , diese abgeleitet ergibt die dritte Ableitung

8.3 f"(z) = (f”(x)),, usw.. Bei héheren Ableitungen empfiehlt sich die bequemere Schreib-
weise f(")(z) (lies: "f oben n*“) statt der schwerfilligen Schreibweise f”'*'(z) mit
n Strichen. (Bitte verwechseln Sie nicht die n—te Ableitung f(™(z) mit der n—ten
Potenz f"(z)!)
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8.B Niitzliche Ableitungsregeln.

(Fiir Rechenbeispiele zu diesen Regeln siehe den nachfolgenden Abschnitt!)

8.4

8.5

8.6

8.7

¢ =0 (c konstant)

: jede konstante Funktion hat iiberall den Anstieg 0;

umgekehrt: wenn die Funktion f(z) auf einem Intervall I = [a,b] stetig ist (d.h. wenn

der Graph von y = f(z) Uber I "keine Spriinge“ macht und ohne Abzusetzen gezeichnet

werden kann), dann gilt:

f'(x) =0 fir z €I = f(x)=c (konstant) auf I

(Da die Ableitung f'(x)

die Anderung von f(z) beschreibt, kann man ganz grob sagen:

eine Funktion, die sich nicht &ndert, muss konstant sein.)

1. | (¢ f(#) =¢- f'(2) (ckonstant)

die Ableitung eines Vielfachen
ist das Vielfache der Ableitung.

die Ableitung einer

Summe oder Differenz ist die

Summe bzw. Differenz

der Ableitungen.

1. | (f@)-g()) = f'@)-g(a) + f(@) - d'(z) | Produktregel

Quotientenregel

(f (g(m))>l = f (g(x)) -¢'(z) | Kettenregel

(f' (g(x)) ist die dussere Ableitung an der Stelle g(z) und ¢'(z) ist die

innere Ableitung.)

Jiirgen Maetzke, Juli 2003, Vorkurs zur Mathematik fiir Chemiker und Life Science, Lektion 8

89



90 8 DIFFERENTIATION.

Die Ableitung der Umkehrfunktion z = f~'(y) einer Funktion y = f(z)

88 |  ld v 1 |
ist: d_y:(f )(y):m:@
dx

Eine differenzierbare Funktion f(z) ist offenbar genau dann iiber einem Intervall I = [a,b] monoton
wachsend (d.h. f(z) < f(z) fir x < Z aus I'), wenn die Tangenten an die Kurve y = f(z) (ber
diesem Intervall stets positiven Anstieg haben: dann "nimmt f(z) zu“, und entsprechend genau dann
monoton fallend iber I, (d.h. f(z) > f(z) fir x < & aus I), wenn die Tangenten negativen

Anstieg haben: dann "nimmt f(z) ab™

Wenn die Funktion f(z) iber einem Intervall I differenzierbar ist (wenn also die Kurve

y = f(z) iberall Giber I eine Tangente besitzt), dann gilt:

8.9
f(z) >0 aufI < f(z) monoton wachsend iiber

f'(z) <0 aufI < f(z) monoton fallend iiber I .

y = f(x)

Ty

I I T

' O Z2

fl(z) <0 f'(@) =0 fl(z) <0
f(z) mon. fallend f(z) mon. wachsend f(z) mon. fallend
Vorzeichenwechsel Vorzeichenwechsel
von f'(z) von f'(z)

f"(z) >0 (f'(x) nimmt zu) f"(z) <0 (f'(z) nimmt ab)
Vorzeichenwechsel von f"(z)

Abbildung 8.3 zu Nummer 8.9 und 10.
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8.10

In der Schule haben Sie gelernt:

(1) Eine differenzierbare Funktion f(z) hat an der Stelle z( ein

lokales Extremum, wenn | f'(zo) =0 und f"(z¢) #0 |, und zwar:

ein lokales Minimum (einen Tiefpunkt ), wenn

F'(zo) =0 und f"(zo) > 0 |, und

ein lokales Maximum (einen Hochpunkt ), wenn

f'(zo) =0 und f"(z) < 0 |; und:

(2) f(z) hat an der Stelle zyp einen Wendepunkt , wenn

f"(w0) =0 und f"(z0) # 0

Das Wesentliche an diesen beiden Aussagen ist nicht, dass an der Stelle x( die erste
bzw. zweite Ableitung den Wert 0 hat (es ist sehr wohl méglich, dass f'(zg) bzw.
f"(zo) garnicht existieren!), sondern das Wesentliche ist der Vorzeichenwechsel
von f'(z) bzw. f”(x) an dieser Stelle (siehe hierzu die letzte Abbildung):

(3) Ist die Funktion f(z) an der Stelle zy stetig und beiderseits von zy (in einer
Umgebung von x ) differenzierbar, so hat f(z) genau dann an dieser Stelle
ein lokales Extremum, wenn die erste Ableitung f'(z) bei zy ihr

Vorzeichen wechselt: f(x) hat bei z

ein lokales Minimum (einen Tiefpunkt ), wenn

fl(x) < 0 firz <zo und f'(z) > 0 firz>zo |1 ¢ N

und ein lokales Maximum (einen Hochpunkt ), wenn

f'(z) > 0 firz <zo und f'(z) < 0 firz>zo |1 7 \¢;

(4) f(z) hat genau dann an der Stelle 7y einen Wendepunkt , wenn die zwei-
te Ableitung f"(x) bei zy ihr Vorzeichen wechselt .

Beachte: in (3) wird nicht gefordert, dass f'(z() existiert (die Kurve y = f(z)
kann an dieser Stelle einen Knick haben): wenn jedoch f/(z() existiert, dann muss
f'(zo) = 0 sein! Ebenso wird in (4) nicht gefordert, dass f”(xy) existiert: wenn

jedoch f"(zg) existiert, dann muss f”(z¢) =0 sein!
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z.B.: 1. Die Betragsfunktion f(z) = |z| hat
offenbar im Koordinatenursprung O ein (sogar glo-
bales) Minimum , obwohl ihre Ableitung f'(z) an

8 DIFFERENTIATION.

= ||
N - - -
.. ' . : oy
keiner Stelle den Wert 0 hat (f'(0) existiert nicht!); =-1<0 =+1>0
aber die Ableitung f’(z) wechselt bei O ihr Vorzei-
-1 fi
chen: f'(z) = { iro o <0

+1 far z>0.

2. Die Funktion

2

_r fir <0
TP S
x—2$— 2

+% fir >0

hat offensichtlich im Koordinatenursprung O einen
Wendepunkt , obwohl ihre 2. Ableitung f”(z) an f'(=

keiner Stelle den Wert 0 hat (f”(0) existiert nicht!); f'(z) =

aber die 2. Ableitung f”(x) wechselt bei O ihr Vor-
{ —1 fir <0

zeichen: f"(z) =
/(@) +1 far z>0.

Minimum im Koordinatenursprung

) =

-1

:_I
2z
(@) =+
() =+1>0
X
<0

Wendepunkt im Koordinatenursprung

3. Die Funktion f(x) = z* hat im Koordinatenursprung O
ein Minimum , obwohl die zweite Ableitung an dieser Stelle
den Wert 0 hat: f/(z) = 422, f"(z) = 1222, somit f'(0) =0
und f"(0) = 0; wir haben jedoch:

f’(z)—43:3 <0 fur <0
B >0 fir 2>0,

f'(z) wechselt bei o = 0 ihr Vorzeichen.
GemaB Nr. 8.10,(3), hat f(z) bei zp =0 ein Minimum .

}, d.h. die 1. Ableitung

4. Die Funktion f(x) = 2° hat die Ableitungen

f'(z) =5z, f"(x) =202, f"(x) = 6022, f®)(z) = 120z,
also ist £(0) = £/(0) = £"(0) = f"(0) = f*(0) = 0. Trotz-
dem hat f(z) an der Stelle zg = 0 nach Nr.8.10,(4), einen
<0 fir z<0

Wendepunkt , denn #"(z) = 202>
P f'(@) = 20a {>o fiir >0,

©

X

y =z
fl(z) <0 f(z) >0
O xr

Minimum im Koordinatenursprung

y=a’

f(x) <0

Wendepunkt im Koordinatenursprung
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8.C Einige wichtige Ableitungen.

Wir beschranken uns auf einige wenige Standard—Ableitungen, die auch in jeder Schul-Formelsammlung zu

finden sind:

Die wichtigste aller Ableitungen ist sicher die der Exponentialfunktion
e”, liber die alle anderen Ableitungen — nicht nur die hier aufgelisteten — erhalten

werden konnen (das werden wir im ersten Semester sehen):

Die e—-Funktion e” ist die einzige Funktion f(z) mit
!
(1) (ex) =¢® || f(0) =1 ist, die mit ihrer Ableitung iiberein-

stimmt!

!
(2) (x“) =az® ! fir beliebige Konstanten a,

insbesondere, mit a = —1 bzw. a = % :
1\’ 1
LI R
8.11 () (m) x? irz #£0,
1

(4) (\/5)': fiir z > 0.

(5) (lnx),: firz > 0.

!
(6) (sinx) = cosz || fir alle 2, und hiermit noch:

(7) | (cosz) = —sinz | fiir alle z (beachte das Minuszeichen!).

Als Argumentationsiibung wollen wir zumindest zeigen, wie sich die Ableitung des natiirliche Logarithmus’
mit Hilfe der Ableitung der e —Funktion ergibt. Dariiberhinaus wollen wir die Ableitung des Sinus unabhangig
von e¥ bestimmen — auf eine recht "handwerkliche”, dafiir einfach nachvollziehbare Weise:
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Zu (5): Seiy = f(z) =e*. Dannist y > 0 und Iny = f~'(y) = = und die Regel iiber die Ableitung
der Umkehrfunktion (V 8.8) ergibt:

M:d—xzizizl;damitist: (lnac)lz1 firz > 0.
Yy

dy dy dy e x
dx
Zu (6) und (7):
. A s
(sinx), = lim sin(z +1) — sinw = (s.Nr.1.12)
t—0 t
. sinx-cost + cosz-sint
= lim =
t—0 t
. . cost —1 . sint )
= sinz-lim——— 4 cosz-lim—— mit
t—0 t t—0 ¢
sint . . . .
-5 1 firt — 0 (s.Beispiel 4 in Abschnitt 5.D und Abb.5.9) und
cost — 1 1 t ot
= = —+ -] —-1)= Nr.V1.12
; t(COS<2+2> > (s. Nr )
1 t t t t 1 t t
= 5 <cos§ cos 5 —sin§ sini - 1> =7 (cos2§ —sin2§ - ) = (s.Nr.V1.38)
1 t t 2 t
= —<[1—sin2—] —sin? = —1) =—Zsin? = =
t 2 2 t 2
t/2
= sin(t/2) Smt(/# —0-1=0 firt— 0, somit also:
!
(sinx) = sinx-04cosz-1 =cosx.

Hiermit bekommt man auch gleich die nachste Ableitung:

Wenn man die Sinuskurve um 7 /2 nach links verschiebt, ergibt sich die Cosinuskurve, und wenn man diese

ebenfalls um /2 nach links verschiebt, erhalt man die negative Sinuskurve (vgl. Abb.1.6):

sin (m + g) = CoSZx, COS (m + g) = —sinz . Damit haben wir sofort:

N !
(cosx) :<sin<x+g>> = cos (x—i—g):—sinx. 1

Mit diesen Standard—Ableitungen und den Ableitungsregeln lassen sich sidmtliche Ablei-

tungen bestimmen.

@ Rechenbeispiele :

X1

1. (sin® 3$)I = 28in3z - cos 3z - 3 = 6sin3z - cos 3z, 2. (6—5902)' = 757" . (—5) .2z = —10z e~5%"

3. (tanz) = <

sinx)' cosx-cosx —sing - (—sinz)  cos?z +sinz 1

COS T cos? z cos? z cos?zg’
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1y 1 1 cos’z 1 1
/_ _ _ _ . .
4. (cotz) = <tang:> = Ton?r or = wntr colr - sia (beachte das Minuszeichen!),
3 2 1
5. (lnm + 22 ) el (322 4 2z) = % 6. (Incosz) = COSI-(—sinx):—tanx,
/
-3/2\' 3 —5/2 -3z
( +$2 1+$2> ( ) 2( ) (1+$2)2 1+.’,U2

N ( N ) 1 <1+ 1 ) 27 + 1 27 + 1

T _— = = :

/2 + vz Ve, 4mfr v wfe 4oy

9. (2””)' = (e”” 1“2)' - (eman),-an —2%1n2, 10. (1gx)' = (11;—13%)/ = ﬁ : i :% Ige.

11. Wir wollen vom Koordinatenursprung aus die Tangente y=1+zlnz

y = az an die Kurve y = f(z) = 1+ zlnz (z > 0) legen

I
8

und den Berithrpunkt B(zg|azg) bestimmen: Y
die beiden Bedingungen: (1) a = f’(z¢) (die Anstiege sind
gleich) und (2) axzy = f(zo) (der Punkt B liegt auf beiden
Kurven) liefern:

()a=1Inzy +1,dh. zg=e*!, und 1
(2) aet™! = 1+ev " (a—1) = 1+ae? 1 —e®"!  dh. et !t =1, B

also a = 1. Damit haben wir die Tangente y = = und den . 2
Beriihrpunkt B(1|1).

>

8.D Ableitung von Vektoren.

Die Ableitung eines variablen Vektors 7 () = (x(t), y(t), z(t)) wird wie im Fall skalarer Funktionen

definiert: (Wir schreiben die Vektoren aus Platzgriinden als Zeilenvektoren.)

» i . 7F(t+h)—7(t)
8.12 || (1) = — = lim
Rk —rw) L (R, ), 2+ R) = (20), y(), 2(2)
Wegen: I!blg[l) Y :I!bg% - =
_ }lll_% <$(t + h})Z - x(t)’ y(t + h})L - y(t), z(t + h})l - z(t)) _ (x'(t), J (1), z'(t)) gilt:

Vektoren werden komponentenweise abgeleitet :

8.13

Jiirgen Maetzke, Juli 2003, Vorkurs zur Mathematik fiir Chemiker und Life Science, Lektion 8



96 8 DIFFERENTIATION.

@ z.B.: (t2,1—t,3t)':(2t, ~1,3), (t,e3t,sin2t)':(1, 3e3t, 2cos2t) (6,t)’:(0,1).@

Die Ableitungsregeln fiir Vektoren entsprechen denen fiir skalare Funktionen (s. Abschnitt 8.B):

8.14 ,
2. (#(t) £g(1) =7'() £7'(1);
Produktregel fir die
!
1. (f(t)F(t)) = f'(O)7 () + f(OF' () | Multiplikation mit
8.15 skalaren Funktionen,

Produktregel fiir
das Skalarprodukt;

8.16 (F (f(t)))l = f'(t)7 (f(t)) Kettenregel .

z.B.: 1. (e_Qt (t?, 1+ 3t))' = —2e72 (#2, 1 4 3t) + e731(2t, 3) = e3¢ (2t — 2t2, 1 — 6t) .
X

2. Fiir 7(t) = (142, t2) ist 7' (t) = (2, 2t) , somit: (F(cos t)), = —sint (2, 2cost).

3. Die folgende niitzliche Tatsache ergibt sich aus der Produktregel fiir das Skalarprodukt:

8.17 | Wenn |7 (t)| = ¢ konstant ist, dann ist 7' (t)L7(t).

2

Denn: mit |7 (¢ c ist auch |7 (t)|?> = ¢ konstant, somit:

)| =
0=() = (1F("P) = (F(t) - 7(0) =7(t)- 7(6) + (1) -7 (1) = 27 (1) - 7(1),, also:
P -7(t) =0, dh 7 (L) | ©)

X

Jeder "ordentliche” Kurvenbogen im Raum kann in der Form C : ¥ = 7 (t), t; < t < t2, beschrieben
werden: die zuldssigen Werte des Parameters ¢ liefern dann die Punkte 7(¢) auf C'; und ist ¢ die Zeit, so
kann ¥ = 7 (r) zugleich als Ortsvektor eines Korpers aufgefasst werden, der sich auf der Bahnkurve
C bewegt.
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8.D Ableitung von Vektoren.

Damit ist der Geschwindigkeitsvektor

7 (t) = 7' (t) ein Tangentialvektor an die Kurve C
mit dem Tangenteneinheitsvektor £ (t) = Y und der
(skalaren) Momentangeschwindigkeit Y

v =7 (6] =[(t)-
Da #(t) die konstante Lange 1 hat, ist (gem3B

t' (¢
Nr.8.17) der Vektor 7 (t) = 7 Et;|

(Haupt—) Normaleneinheitsvektor von C an
der Stelle 7 (¢) . Abbildung 8.4

- Orts—, Tangential—-
Der Vektor b (t) = o'(t) = 7"(t) ist der

Beschleunigungsvektor .

und Normalenvektor.

97

z.B.: Wir betrachten den Kurvenbogen C :z =t,y=1t>2 =213 mitt >0, den wir auch als

die Bahnkurve eines sich bewegenden Korpers auffassen konnen. Zu jedem Zeitpunkt ¢ haben wir dann:

. C 20 — 2 2.3
(1) den Kurvenpunkt auf C' bzw. den Ortsvektor des Kérpers: 7 (t) = (t, t°, 5t ) ,

(2) den Tangentialvektor von C' an der Stelle () bzw. die vektorielle Geschwindigkeit des

Korpers: 7 (t) = 7 (t) = (1, 2t, 2t?),
(3) die skalare Momentangeschwindigkeit v = |7 (t)| = /1 + 412 + 4t4 = 1 + 2t

(4) den Tangenteneinheitsvektor von C an der Stelle 7 (¢):

S v (t 1

t(t) = % = 1o (1, 2t, 2t2) mit der Ableitung

- 4t

t'(t) = ———— (1, 2t, 2t 0,2, 4t) = ———— ( —2t,1 -2t 2t
() (1+2t2)2(, 9 )+1—|—2t2(, 9 ) (1+2t2)2( 9 9 )

~ 2 2

d |t'(t)] = s /482 + (1 — 262)2 4 442 = — |

und [#7(2)] (1+2t2)2\/ * ) 1+ 262

(5) den Hauptnormaleneinheitsvektor zu C an der Stelle 7 (%) :

Lot 1
Rt = £7(t)]  1+2t

(— 2%, 1 — 22, 2t) und

(6) die vektorielle Beschleunigung des Kérpers: b(t) = &'(t) = 7"(t) = (0, 2, 4t) .
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8.E Ubungsaufgaben zu Lektion 8.

U 8.1[0]

Bestimme die Ableitungen:
!

. 221\ geey 221\ feeen tan? x , L
(i): (62 1) , (i) : (62 1) . (iii) : ( 5 +In cos:z) , (iv): ( m/xﬁ) .
0 8.2 1]

Bestimme die Gleichungen der beiden Tangenten g7, , g7, an die Kurve
273 — x?y? — 3z +y + 7 =0 im Punkt (1, y(l)) .

(Man muss diese Gleichung nicht zunichst nach y auflésen, um y(1) und 3/(1) zu erhalten!)

08.3][!]

Finde eine Formel fiir die n—te Ableitung (m”)(n) (n € Ng).

U8.4[!]

Bestimme alle Extrema und Wendepunkte von
(i): f(z) = (x —2)*® und (ii): g(z) = (z — 2)%.

08.5[!]

Bestimme alle Extrema und Wendepunkte von
z? zt o3 x? 23 (8 — 1)

1): f(z) = 5 lz|, (ii): g(z) = — — — — — +z und (iii): h(z) =

(Versuche jeweils eine grobe Skizze.)

0 8.6 [!]

1
Vergleiche die beiden Kurven y = f(z) = e~

14 22

CE2

und y = g(z) = mit einer groben Skizze und

bestimme ihre Wendepunkte.

U 8.7
Welche Gerade g durch den Koordinatenursprung beriihrt die Kurve y = Inxz ? Bestimme den Beriihrungs-
punkt B .

U 8.8
Bestimme die Ableitung g(u) = f'(x) der Funktion f(z) =

0 8.9 [1]

Der Ortsvektor eines sich in der Ebene bewegenden Teilchens sei 7(t) = ( deost > . Fir welche t ist

1T tonz in Abhangigkeit von u = tanx .

2sint

die Momentangeschwindigkeit v = |7#/(¢)| maximal bzw. minimal und welche Momentanbeschleunigung
b= |r"(t)| ergibt sich fiir diese ¢ ?
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08.10[!]

Aus drei gleichbreiten Brettern soll fiir eine Berghiitte eine Dachrinne gezimmert werden. Welchen Nei-
gungswinkel @ (von der Horizontalen aus gemessen) miissen die Seitenbretter haben, damit die Dachrinne

moglichst viel Wasser fasst?

U 8.11

In einer Altstadt mit engen Gassen soll ein Narrenbaum durch eine 5[m] breite Gasse in eine senkrecht
abbiegende, 3 [m] breite Gasse geschleppt werden. Wie lang darf der Narrenbaum hochstens sein?
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100 9 INTEGRATION.

9 Integration.

Stichpunkte: Das bestimmte Integral als Summationsprozess, insbesondere als vorzei-
chenbehafteter Flacheninhalt; Integrationsregeln; Stammfunktion und unbestimmtes Inte-

gral als Umkehrung der Differentiation, der Hauptsatz; einige wichtige Stammfunktionen.

9.A Bestimmtes Integral.

b
Das bestimmte Integral F = / f(z)dz einer ("halbwegs anstandigen”)

a
Funktion f(z) uber einem Intervall [a,b] ist der Grenzwert aller Summen

9.1 || der Form f(xo) Azo+ f(x1) Az +- -+ f(2m) Az, , genommen iber alle (" moglichst

feinen”) Unterteilungen des Intervalls [a,b] in Teilintervalle

a=129 <z <+ < Ty < Ty = b der Teilintervall-Langen Az; =z — ;.

Wenn z und y = f(x) die Dimension einer A

\
\

Linge haben, dann ist das bestimmte In- f(as])——/
b
tegral F :/ f(x)dxz der vorzeichenbe- /

haftete Fléicfleninhalt zwischen dem Kur-
9.2 | venbogen y = f(z), a < z < b, und dem In-
tervall [a,b]; "vorzeichenbehaftet”, weil hier-

JALARARRRRRRRRRN

bei unterhalb der xz—Achse gelegene Flachen-

8

8
S
|
e
s
<

teile einen negativen Flacheninhalt haben (da
ja in diesem Fall AF; = f(z;) Az; <0 ist).

b= ZTmi1

:
1

v
B

Abbildung 9.1

das bestimmte Integral als Flacheninhalt
2
So ist z.B. sinxdr = 0, da die beiden oberhalb und unterhalb der z—Achse gelegenen Teilflachen

0
dem Betrage nach denselben Flacheninhalt haben (s. Abbildung 1.5).

b
Beachte, dass das bestimmte Integral f(z)dz a priori kein Flicheninhalt ist, sondern

nur als Fldcheninhalt interpretiert werden kann! Das Wesentliche am bestimmten Integral

ist seine Definition als Grenzwert eines Summationsprozesses:

als Grenzwert einer Summenbildung ist es — salopp formuliert — eine ”Summe¥, die aus

unendlich vielen unendlich kleinen Summanden besteht. (Gerade diese letzte Bemerkung

hilft, das bestimmte Integral zu verstehen und sinnvoll einzusetzen!)
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9.B Niitzliche Integrationsregeln. 101

Zum Beispiel: o(t)

dL = v(t)dt
1. Wird z.B. auf der Abszisse die Zeit t [sec] und auf -

der Ordinate die Momentangeschwindigkeit y = v(t)
[ m/sec] eines sich bewegenden Teilchens aufgetragen, so ist . .
dL = v(t) dt die zur Zeit t im Zeitabschnitt dt zuriickgelegte , I .
Weglange; " Addition “ dieser Teilwege dL liefert die Gesamt- a — — b
Lange L des Weges, den das Teilchen in dem Zeitintervall

b
a <t <b zuriicklegt: L :/ v(t)dt [m] .
a

Abbildung 9.2
Geschwindigkeit - Zeit = Weg

G(T)
2.. Bezeichnet d.le Abszisse die Zeit T mI[Tagen] un.d ' Vv = G(T) dT
wird auf der Ordinate der Tagesgewinn (Einnahmen mi-
nus Ausgaben) G(T') [DM/Tag] abgetragen (unterhalb der 20007
Abszisse gelegene Flachenteile kennzeichnen hierbei die Ta- 10004
ge mit negativem Gewinn, also die Tage mit Verlust ), so
ist dV = G(T)dT der Verdienst im Zeitabschnitt dT . 0 L . 7
Werden diese Teilverdienste "aufaddiert”, ergibt sich der _HdT"_ T
Gesamt-Verdienst V im Zeitraum der ersten T} Tage: —1000

Abbildung 9.3

Ty
V= /0 G(T)dT [DM]. Tagesgewinn - Tage = Verdienst

Die letzten Bemerkungen und Beispiele machen deutlich:

1. Die Bezeichnung der Integrationsvariablen z eines bestimmten Integrals spielt

keine Rolle und kann nach Belieben gedndert werden (wesentlich ist nur die Bedeutung ) :
b b b

03 | [ fwd= [ fwyat= [ feyds = ...
a a a

2. Das symbolische dz, dt, d¢, ... kann — etwas salopp — als "sehr kleines” Az, At,

bzw. A ¢ (also jeweils als "sehr kleine” Differenz) gedeutet werden.

9.B Niitzliche Integrationsregeln.

(Die meisten dieser Regeln sind sofort einzusehen, wenn man das bestimmte Integral als Flacheninhalt oder

als Summe deutet.)

<

o
[y

b
9.4 /da:: l-de=b—a
a
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9 INTEGRATION.

Hiermit ergibt sich:

9.5

a b
/dx =a—b= —/dfﬁy allgemein: die Umkehrung des Integrationswe-
b , a ges eines bestimmten Integrals bewirkt eine

/af(x) dr = —/f(x) dz Vorzeichenénderung des Integrals.
b

a

Trivialerweise gilt:

9.6

9.7

/af(x)dxzo

Der Integrationsweg "von a nach b * darf — mit

b c b einem beliebigen Wert ¢ innerhalb oder auBerhalb
/f(x) dr = /f(m) dz + /f(m) dx des Intervalls [a,b] — durch den zusammen-
a ¢ gesetzten Integrationsweg "von a nach ¢ *,

a

dann "von ¢ nach b “ ersetzt werden.

(Hierbei muss natiirlich gewahrleistet sein, dass der Integrand f(z) auf jedem der Teilwege definiert und

"einigermaBen anstandig" ist — so, dass die Integrale dort Sinn geben.)

Die Aussage ergibt sich miihelos mit der zweiten Regel in Nr.9.5:

(S
I
~
&
SN
<
I
~
&
SN
(S
I
>
&
SN

AN

7))
)

c a b v a ¢ b v a p ¢ v
c<a<hb: a<c<b a<b<ec:

b b
f(z)dz = b /f(m)dx:

¢ b a f(m)dx: ¢ c c

:/C f(z)ds — j f(z)dz = “ , :/a f(m)dx—/b f(z)dz =
. ) =/ f(z)dx + j f(z)dx . )

=/ f(z)dx + j f(z)dz. :/a f(a:)dw—{—/c f(z)dx.

b
9.8 Ist f(z) >0 fiir alle z € [a,b], so ist/ f(z)dz > 0.
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1. /abc-f(m)dx:c-/abf(m)dx,
2. [ o) dr= [ f@dns [ o) da.

aber: (!)

3. [ (1) gla) do 5 ( [ s dx> - ( [ o) dx> |

9.9

9.C Stammfunktionen und der Hauptsatz.

Wir wollen uns iiberlegen, wie das Integrieren und das Differenzieren zusammenhangen. Hierzu

definieren wir zunachst (fiir eine stetige Funktion f(x)):

y=f(z)
N
Fiir jeden beliebigen, aber fest vorgegebenen N
x
Wert zo wird die Funktion I(z) :/ f(&)de N
o
9.10 als Integralfuktion von f(z) bezeichnet (z 7 N
natiirlich nur insoweit beliebig, als dieses Integral (513) N
noch definiert sein muss!). N
N
T x
o Tx+h

Abbildung 9.4 Integralfunktion I(x)

Wie man an der Skizze sehen kann, ist fiir kleine A :
f(z)-h~AI(z) =I(x + h) — I(x), umso genauer, je mehr sich b dem Wert 0 nahert, und damit:

PR (L hf)L ~I(z)

— I'(z) firh — 0, d.h.:

p N Die Ableitung eines bestimmten Integrals
9.11 | — </ (&) d£> =TI'(z) = f(z) nach der oberen Grenze ergibt den Inte-
’ granden an der oberen Grenze.

Integralfunktionen gehoren zur Klasse der Stammfunktionen :

Eine Funktion F'(z) ist eine Stammfunktion zu f(z) iiber einem Intervall [a,b],

9.12 | wenn F(z) uber [a,b] differenzierbar ist mit der Ableitung | F'(z) = f(x)

Nr.9.11 besagt demnach: jede Integralfunktion ist eine Stammfunktion.
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104 9 INTEGRATION.

Ist F'(z) eine Stammfunktion zu f(z) iiber [a,b], so auch G(z) = F(z)+c fiir jede Konstante
!
c: denn mit F'(z) = f(z) ist auch G'(z) = (F(x) + c) = F'(z) +0 = f().

Umgekehrt: Sind F(z) und G(z) zwei Stammfunktionen zu f(z) iiber [a,b], so gibt es
/

eine Konstante ¢ mit G(z) = F(z) + c¢: denn mit F'(z) = G'(z) = f(z) ist (G(z) —F(gs)) =

G'(z) — F'(z) = f(z) — f(z) =0, und damit ist die Funktion G(z) — F'(z) = ¢ konstant. (s. Nr.8.4)

Wir kénnen diese beiden Aussagen zusammenfassen:

Man kennt alle Stammfunktionen einer Funktion f(z) lber [a,b], wenn man

eine kennt:

ist F'(z) eine Stammfunktion zu f(z) Gber [a,b], so ist

013 {F(:z) +cle konstant} die Gesamtheit aller Stammfunktionen zu f(z)

iber [a,b].

Man schreibt diese Gesamtheit symbolisch als unbestimmtes Integral :

/f(I) dx = F(z) + ¢ (c beliebig konstant)

Definitionsgemall haben wir also:

d
1. dz (/f(x) dx) = Fl(a) = f(2) Das unbestimmte Integral
ist die Umkehrung

2. /f'(a:) dz = f(z) +c (c konst.) der Ableitung.

9.14

(Aus diesem Grund nennt man das unbestimmte Integral gelegentlich auch die " Aufleitung*.)

Ist nun f(x) stetig und F(z) (irgend-)eine Stammfunktion zu f(x), so ist die Integralfunktion

I(z) = / (&) d¢ ebenfalls eine Stammfunktion (9.10) und es gibt eine Konstante ¢ so, dass
o

I(z) = F(z) + c. Damit gilt:
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<
I
~
—~
&

/abf(:p)da: (.7) /Iof(g:)dx+ " () dw =

Y

8
o
S
S

Wir haben erhalten:

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Ist f(x) stetig und F(z) (irgend-)eine Stammfunktion zu f(z) iber [a,b], so

ist

’ b
/ f@)de=[F@)]_ = Fla)

9.15

Fir [F(x)]b oder F(x) ’

Dieser Hauptsatz ist einer der niitzlichsten Sétze zur Berechnung bestimmter Integrale!

Es sind jedoch noch zwei Bemerkungen angebracht:

Niemals iiber ”Problemstellen“ des Integranden oder der

Stammfunktion hinwegintegrieren!:

wenn es z.B. im Integrationsintervall [a,b] eine Problemstelle ¢ gibt, unterteilt
man das Intervall [a,b] an dieser Stelle ¢ in zwei Teilintervalle (so dass also f(x)

im Inneren der beiden Teilintervalle stetig ist!):

/f:z da:—/f dx+/f dz . Ist dann

eine Stammfunktion zu f(x) iber [a,c] und

9.16

eine Stammfunktion zu f(x) i ber[ ,b], so ist

/fxda:_/f dx+/f Fi(c) = Fy(@)) + (Fa(b) — Fa(0))
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Bei der Bestimmung der Werte einer Stammfunktion F'(x) an der unteren und oberen

Grenze: [F(m)]b = F(x) ’

r=a TI=a

= F(b) — F(a)

gibt es folgende Konventionen :

In den Fallen a = —oc0, b = 00 ist

9.17

F(-o) = lim F(a), F(o0)= lim F(b) |, und wenn

a——00 b—o0

F(z) bei a oder b unstetig ist (eine Pol- oder Sprungstelle hat), dann ist

F(a) = lim F(z), F(b) = lim F(z)

z—a+0 z—b—0

z.B.: 1. Esist
X

=2z +1) - =2 =
f(@) (@ ) 22 +1 fir >0

|z 20 +3 fir <0
x
und (22 +32) =22 +3, (22 +2) =22+ 1.

Damit ist F}(7) = 2 + 3z eine Stammfunktion zu f(z) iiber
] — 00,0[ und Fy(z) = 2% + = eine Stammfunktion zu f(r)

iiber ] 0,00[, und wir haben z.B.:

1.5 |,’L‘|
/ 2z +1)— — | dxr = ;
—~1.5 z —-1.5 :
0 1.5 157
:/ (2x+3)dx+/ (2 + 1) de = /
—1.5 0
9 0 9 1.5
= [w + 396] st [ﬂf + w] o = Abbildung 9.5
(225 —4.5) + (225 + 1.5) = 6. fa) =2z +1) - 2
X
. I . .
2. Firalle z € R ist (Smx> — 2% _ 2T also st F(z) = ———— eine Stammfunktion zu
X X x x

si cos . si cos si .
fx) = 1n2:1c T h. esist / ( m;: - 3:) de = -2 1 ¢ (¢ konstant), und wir haben z.B.
x z z z z

/7T/2 <singg B cosa:) dr — — [sinxrﬁ _ <L — lim Sinx) = _ <g _ 1> = 1—2 (=0.36338).
0 2 T T o T/2 o500 @ T "

!
3. Wegen (e_xz) = 227" st F(z) = —e*" eine Stammfunktion zu f(z) =2ze ",

d.h. es ist /2]7 e dr = —e® +c (¢ konstant), und (z.B.)

[Taetdn— =3 [e T = =5 (Jime ™ — ) = -3 0-1) = ©

0 T—00 2 4

Jiirgen Maetzke, Juli 2003, Vorkurs zur Mathematik fiir Chemiker und Life Science, Lektion 9



9.D FEinige wichtige Stammfunktionen. 107

9.D Einige wichtige Stammfunktionen.

Wenn man einige Standard—Ableitungen kennt, lassen sich mit Hilfe der Ableitungsregeln samtliche Ab-
leitungen weitgehend problemlos erhalten. Das Integrieren geht nicht so einfach, denn es gibt zwar einige
Integrationsmethoden, die beim Integrieren helfen kdnnen, aber es gibt keine Regel, die angibt, welche
Methode im konkreten Fall anzuwenden ist: das Ziel beim Interieren ist ja, eine Funktion zu finden,
die genau den Integranden als Ableitung hat ; hierzu muss dieser haufig so " manipuliert” werden
(durch Substitution und andere Integrations—"Tricks"), dass er einer bekannten, "passenden* Ableitung
dhnlich wird. (Siehe auch die nachste Lektion, Abschnitt 10.1: Integration mit Substitution!)

Wahrend das Differenzieren ein Handwerk ist, ist das Integrieren eine Kunst, die Fingerspitzengefiihl und

vor allem Erfahrung voraussetzt.

c ist jeweils eine beliebige Konstante:

e denn fﬂrg#—l ist:
0.18 || [s%dr=" e (1) A W R
a+1)  a+1 77
(Zum hier ausgeschlossenen Fall « = —1 siehe die nachste Nummer!)
z.B.:
5
8 2
a="1 :/x7dx:x—+c, a=1 :/xdx:m——{—c,
8 2
2 2 3 3
a=3% /\/de:§x3/2+c:§x\/5+c, a=1% /%dazzzx”?’%—c:za:%—i-c,
dz dx 1
1
= -3 —dx =2 =-2 : —dr = ——
a 5 NG T VI +c, a /x2 0 . +c,
dz 1
a=-4 : /de:—@+c. C;)

(0) /C;—x:ln|x|+c (z £0)

9.19
. f'(=z)
dzx =1
(i7) / o) x n‘f(a:)‘ +c
I I 1
Denn: (i) fir z > 0 ist |x| = =, somit (ln|x|) = (lnx) = und fir z < 0 ist [z] = —z, somit
I I 1 1 l 1
1 = (In(— =—(-1)=—, also fii tets (1 =—.
(n|:z|) (n( I)) —x( ) _» also urx;éOses(n|z|) -
(ii) Die zweite Regel folgt hieraus mit Hilfe der Kettenregel der Differentialrechnung:
P 1 /(=)
1 =—— f'(z), also: / dz =1 : I
( n|f(x)|) @) f'(z), also o) x n‘f(m)‘ +c
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108 9 INTEGRATION.

z.B.: 1. Wegen (cosz )’ = —sinz ist /tanzd:z: —/ — S = —In |cosz| + c;
X cos
T 1 2z 1 9 _ 5
2./x2+1dx—§/x2+1dx—§ln‘x —i—l‘—l—c-ln\/a: +1+c. C;D

Fiir ¢ > 0 und beliebige X ist (e/\x)l =XeM und (a,)‘m), = (e/\’D ln“)l = (eM lna) Ana = XaMIna,
damit:

(0) /e”dmz %e” +e (A£0)
9.20

1
(i7) /a/\xdx: Xa)‘m Ina + ¢

@ z.B.: 3. / (e?’x +673I) dx = 1e?”” - 1e*?”” +c= E (63m - 673I) +c,

i 3 3 3
14 e 1
4. /27$/3d:z:3-2*m/3 In2 +¢, 5. / +: dwz/(e*“v—i—e?’x) dr = —e ” —i-ge?’m +c. C;)
e

(1) /sinxdz:—cosw +c
9.21 denn: (cosz)' = —sinz, (sinz)’ =cosz.
(17) /coszd:p =sinz +c¢

@ z.B.: 6. /(sin3x —cos5m) de = —% cos 3x — % sinbz +c. @

>

9.E Ubungsaufgaben zu Lektion 9.

U9.1[0]

Berechne die Integrale:

I 57d I ’ Yo I mld mt—l/?’dt
1—[3 v 2—/1 (“ﬁ) v 3—/1 %x‘/s |

U9.2[0]

Berechne die Integrale:

T w/2 ™ T
I :/ sinzdr, I :/ sinxdr, Ij :/ sinxdr, I :/ coszdr,
—7/2 0 w/2 —7/2

0 m/2
I5 = / cosxdx, Ig= / cosz dx. Warum bekommt man jedesmal dasselbe Ergebnis?
—7/2 0

09.3[1]

Berechne die Integrale:
1 00

11:/ Mz fir A <1, 12:/ Mz fird=1, 13:/ Nz fir A > 1.
0 1/e 1
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9.E Ubungsaufgaben zu Lektion 9. 109

0 9.4[!]

Berechne die Integrale:

In3 2m T 1 |(L‘|
11:/ 3e 1ol dr 12:/ |cos z|dx , 13:/ sin |z| dz , I4:/ <2+—> dx .
—In3 0 -7 —1 x

0 9.5 1]

!/
Bestimme die Integrale: (beachte dabei: (ln|f(m)|), = ‘é((;)) und (f(m)Q), =2f(z)f'(z)):
3 — 22 13— 2? dx ¢ dx
L=|"""dz, I,= dv, Iy= | ——, I =
! 0z — 23 00 2 /4 9z — 23 00 B /wlnx’ 4 /e zlnz’

w/2

I5:/sin2x cos2zdzr, 16:/

| €]
sin 2z cos 2z dx Iyz/—nxdx, Igz/ —nxdm.
w/4 x 1

U 9.6 [**]

6
Finde (z.B. mit Hilfe einer Skizze fiir die Funktion y = %) fur das Integral I = / do eine Abschatzung
2

1 1
der Form: a = 3 + 1 +oo<IKL B + 3 + 1 + .-+ = b und vergleiche die hiermit gewonnene Naherung
a+b

I~ mit dem exakten Wert des Integrals.

09.7[1]

Die Erdbeschleunigung ist auf der Erdoberfliche naherungsweise konstant: g = 9.81 [m/sec®]. Welche

Tiefe L hat demnach ein Brunnenschacht, wenn ein Stein genau 1.9 [sec] bendtigt, um unten anzukommen,

und mit welcher Geschwindigkeit trifft er unten auf?

U 9.8 [+]

Welche Masse m in [kg] hat ein Stab mit der Lange L = 200 [¢m ] und der Querschnittsflaiche ¢ =
1007 [cm?], wenn die Dichte des Stab—Materials niherungsweise durch p(z) = 2 + 22 - 107* [g/cm?]
beschrieben werden kann (z = Abstand in [cm | von einem der Stab—Enden: 0 < z < 200) ? Mit welcher

konstanten Dichte pg kdme man auf dieselbe Gesamtmasse?

U 9.9 [%]

Bestimme das Volumen (i) einer Kugel vom Radius R und (ii) eines Rotationsparaboloides,
(iii) eines geraden Kreiskegels, beide der Hohe H und mit dem Grundkreisradius R . Schneide hierzu jeweils
den Korper in "sehr diinne Scheiben" der Dicke dz und "addiere” die Rauminhalte dV dieser "diinnen

Scheiben. ;. - -

Kugel Paraboloid Kegel
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10 Substitution und Trennung der Variablen.

Stichpunkte: Verwendung der symbolischen Differentialquotienten wie echte Quotien-
ten: Integration bestimmter und unbestimmter Integrale mit Hilfe geeigneter Substitutio-
nen, Losen von einfachen Differentialgleichungen 1. Ordnung durch Trennung der Variablen,

Berechnung von Integralen langs eines Weges.

Der Inhalt dieser letzten Lektion des Vorkurses lasst sich (nicht ganz im Sinne der Mathematiker, wohl

aber nach bewahrter Praktiker—Art) im Wesentlichen in der folgenden Feststellung zusammenfassen:

d
Man kann mit jedem gewodhnlichen Differentialquotienten 3'(z) = d_y (" dy nach
T
10.1 dz ) rechnen, als ware er ein echter Bruch (" dy durch dz *); die Differentiale dz und

dy = y'(z) dz kdénnen hierbei als "sehr kleine“ Delta, d.h. als "sehr kleine“ Differenzen

oder Anderungen interpretiert werden.

(" gewohnlich“ bedeutet hier, dass die abgeleiteten Funktionen nur eine unabhangige Veranderliche haben.

Fir nicht—gewdhnliche, d.h. partielle Differentialquotienten ist 10.1 nicht richtig!)

Wir wollen den Nutzen dieser Feststellung — jeweils nur in einfachen Fallen — in drei Anwendungsbereichen

aufzeigen (die unabhingig hiervon auch ganz gute Ubungen zur Integration sind ).

10.A Integration mit Substitution.

Ein bestimmtes oder unbestimmtes Integral lasst sich mitunter einfacher berechnen, wenn
man statt der alten Integrationsvariablen = eine "geeignete” neue Integrationsvariable u

10.2 einfiihrt: hierbei ist

entweder die alte Variable = eine Funktion der neuen Variablen u: | = z(u)

oder die neue Variable u ist eine Funktion der alten Variablen z: | u = u(z)

In beiden Fillen ist statt des Differentials dz das neue Differential du einzufiihren (nicht einfach nur zu

ersetzen!) :
. . . dz ' - /
Im Fall der Substitution | z = z(u) | ist — = z'(u), somit | dz = 2'(u) du |,
du
10.3 d
im Fall der Substitution | v = u(z) | ist % =4/(z), somit | u'(z)dz = du
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10.A Integration mit Substitution. 111

Zum Beispiel: Es gibt sehr trickreiche Substitutionen, auf die man, wenn man sie nicht gerade
5
kennt, auf Anhieb nicht kommt. Wir wollen hier die Substitutionsregel nur anwenden, um Integrale, die
bekannten Integralen sehr ahnlich sind, in solche umzuformen: (im Folgenden sei stets ¢ eine beliebige

Konstante.)

d d
1. v : die Substitution | © =2x +1 | liefert: a_ 2, also: | dz = 2du |; hiermit ist
2z +1 dr
d d
z :2/—u:2ln|u|+c:21n|2x+1|+c.
2z + 1 u
) L ) du du )
2. /tan (37r3:) dz || : die Substitution | ©w = 3wz | liefert: — = 3, also: | dz = — |, und damit:
dz 3T

1 1 1
/tan (37rx) dx = 3—/tanudu: —3- In|cosul +c= —3- In|cos3rz| + c.
™ s s

(siehe das 1. Beispiel zu Nr.9.19)

e’ —1 . _ . . I dr 1 .
3. / dx || : die Substitution| = Inwu | bzw. (gleichwertig) | u = €” | liefert: — = =, somit:
e? +1 du u

d r -1 —1d
dr = au , und: /e dr = / Y —u; wenn man den letzten Bruch aufspaltet:
U eT+1 u+1 u

u—1 2 1
(Wt ) u :u+1 o bekommt man:

-1 d d
/e dz:2/ a —/—u:2ln|u+1|—ln|u|+c:21n(ex+1)—z—i—c.
e? +1 u+1 u

Faustregel:

Wenn der Integrand von der Form: | ¢’(x) - Funktion von g(z) | ist, dann

10.4
0 empfiehlt sich oft die Substitution | u = g(x)
. du , ,
denn dann ist =Y (), also ¢'(z)dzx = du.
T
4. coszVsinzdx ||: die Substitution | u =sinz | ergibt: Z—U = cosx, folglich:| cosxdz = du
x

2 2 2
und damit: /cosx\/sinxdm:/\/ﬂdu:§u3/2+c:§u\/ﬂ+c:§ sinz Vsinz + c. @
S
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112 10 SUBSTITUTION UND TRENNUNG DER VARIABLEN.

b
Wenn ein bestimmtes Integral / f(x) dz mit Hilfe einer Substitution v = u(x) oder
a

x = x(u) zu lésen ist, kann man

(i) zunachst das unbestimmte Integral in der gezeigten Weise ermitteln:

/f dr = --- = G(u) + ¢ = F(z) + ¢, und kann danach die gegebenen
b b
Grenzen einsetzen: / f(z)dz = [F(:p)] , oder

r=a

(i) man rechnet die Grenzen um (in Grenzen fiir die neue Variable u):

b Up
/ ---dx:/ -+« du , wobei
a Uq

im Fall u = u(z) : uq = u(a), up =u(db), und

10.5

im Fall z = xz(u) : ug, up durch die Gleichungen :(ug) = a,z(up) = b
gegeben sind .

Up

Dann ist /abf(g:) dz = [G(u)]

(Eine Riicksubstitution ist in diesem Fall nicht mehr nétig!)

U=1Ug

Zum Beispiel: Wir nehmen wieder die Integrale von eben:
X

5. (s.0.Beispiel 1.): | u=2x+1

01 2xdi1 = lgci—u =2 [ln|u|]i:1 =2(In3-1In1) =23,

(denn: u, = u(0) =1, up = u(l) = 3) oder, gleichwertig:

L dy
0 2(L‘+1

[1n|2a:+1|] B =2(In3-1In1) =2In3.

6. (s.o.Beispiel 2.): | u=3nx

1/12 1 w/4 1 /4
/0 tan(?m:z) dz:—/o tanudu:—3—7r[ln|cosu|] /70:

3

1 1 1
=3 (lncosw/él —lncosO) ~3 (ln\/§ ln1> =3 Inv?2,

(denn: ug =u(0) =0, up =u(1/12) = w/4) oder, gleichwertig:

iz 1 o0 1
] 2 (lncosw/él —lncosO) 2 3 Inv?2.
s

1/12 1
/0 tan (37r:z) dr = ~3. [ In | cos(3mz)| w0 = 37
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7. (s.0.Beispiel 3.): | z=Inu | bzw. | u=¢

Inb5 T _ 5 2 1 5
/ ¢ dx:/ < ——) du=[2Inu+1]-Infu] =
o e*+1 1 \u+1 wu u=1

36
=2In6—-In5—-2In2=1n36 —In5 —In4 =1n T4 =1In(9/5),

Inb

(denn: u, =e® =1, uy = "5 = 5) oder, gleichwertig:

mre -1, = [2In(e" +1 ]1“5—216 In5—2In2 = In(9/5)
/0 a1 E= n(e ) z| =2 n n2 = In :

8. (s.o.Beispiel 4.): | u =sinz

2 2

/2 1
/ cos:z\/sinxda::/ \/ﬁdu:2 [u\/ﬁr =-(1-0)==,
0 0 3 u=0 3 3

(denn: ug, =sin0 =0, up, =sinw/2 = 1) oder, gleichwertig:

/2 2 /2 2 [ m 2
/ cosx Vsinx dr = 3 [sinz\/sinx] / == (simz sing —0) ==, @

=0 3 2 3 >4

o

10.B Trennung der Variablen.

Eine Differentialgleichung der Ordnung1 fiir eine (gesuchte) Funktion y = y(z) hat im

allgemeinsten Fall die Form: | F (:E,y(x),y'(:z)) =0

Wenn man diese Gleichung nach 4/(z) auflésen kann — was keineswegs immer moglich ist —, ergibt sich

eine Differentialgleichung 1. Ordnung der etwas spezielleren Form: | 3/ = f(z,y)

Den einfachen Sonderfall hiervon: | ¢/ = f(x) | haben wir mit den unbestimmten Integralen bereits

"erledigt “: die Lésungen sind: y(x) = /f(x) dx +c.

Wir wollen hier kurz auf einen anderen, nicht ganz so einfachen Sonderfall eingehen:

Eine Differentialgleichung 1. Ordnung der Art: (*)| 3 = f(z) g(y) | kann, wenn die beiden

Funktionen f(z) und g(y) "einigermaBen gutartig"” sind, durch Trennung der Variablen
gelost werden:
d
hierzu fasst man den Differentialquotienten 3’ = d—y als echten Bruch auf und
X

10.6
"sortiert“: alles mit y nach links, alles mit = nach rechts (so, dass dy und dz nicht im

d
Nenner stehen!): (_y) = f(z)dz : (die Variablen sind getrennt)
g\y

Jetzt werden beide Seiten integriert: (**) /% = /f(x) dx +c |.
g\y

Jiirgen Maetzke, Juli 2003, Vorkurs zur Mathematik fiir Chemiker und Life Science, Lektion 10



114 10 SUBSTITUTION UND TRENNUNG DER VARIABLEN.

1
Ist H(y) eine Stammfunktion der Funktion ) und F'(z) eine Stammfunktion der
g\y

Funktion f(z), so liefert die Gleichung (**), wenn man die Integrationskonstanten

von beiden Seiten zu einer Konstanten ¢ auf der rechten Seite zusammenfasst:
%k
( * ) H(y)=F(z)+c¢

Durch diese Gleichung sind die Lésungen y = y(xz) der urspriinglichen

10.7

Differentialgleichung (*) | v/ = f(z) g(y) | implizit gegeben.

Um die Losungen explizit zu bekommen, muss man die Gleichung <*>k*> noch nach

y = y(z) aufldsen — was mitunter gelingt.

Es ist nicht schwer einzusehen, dass dieser Losungsweg " legal“ ist und wirklich die Losungen der Differen-
tialgleichung (*) liefert: Aus der Gleichung H(y) = F(x) + ¢ folgt ndmlich mit Hilfe der Kettenregel:
d y' I

fla) = F'(a) = 2o H (y(@) = H'(n)y' = 05 somit: o = {(@)g(y).

Diese Methode der Trennung der Variablen ist in der Regel (sofern sie anwendbar ist) die einfachste

Lésungsmethode fiir Differentialgleichungen der Form (*)| ¢/ = f(x) g(y)

@ z.B.: (¢, ¢y, c1, ... sind jeweils beliebige Konstanten)
X

d d d d d
1. y/:Q : _y:g:>_y:_x:>/_y:/_$$m|y|:1n|x|+c():>
T T Y T Y z

ly| = eIl — %0 |z] = y = +e% g, dh.| y =cz | (¢ bel. konst.).

2

d
2. |yy' =" 1yd_yze"”iydyze‘xdxﬁ/ydy:/e_‘”dxi%:_e"”+co:>
x
YP=c—2" = |y=*\/c—2e
1—y? dy 1+ d 1/ 2 d
3. | zy = Y :m—y: +y:> Y dy:—$:>—/ L y:/—x:>
Y dx Y 1492 T 2/ 1+4y? T

1
5 In(144?) =Injs|+c = In(1+y?) =2Injs| + s =Ina® +¢ =

1492 = ecttina® — ge1 g2 oy y> =ca® —1,dh.| y==+y/ca2 —1|; wenn die Losung y(z) mit

y(1) = —1 gesucht ist, muss die Konstante ¢ entsprechend bestimmt werden:
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!
-1=y(l)=xve—1=>c=2und | y=—/222 — 1

d d
4. |y =tanz tany |: Y _ tang tany = =tanzdr = / - /tanwdw, d.h.
dx tany tany
i 1
/c?sydy:/smm dxr = In|siny| = —In|cosz| + ¢y =ln—— + ¢y =
siny cos T | cos z|

|siny| = e®

. c . .1 c
= siny = —— , somit: | y = sin
COS &

| cos x| cos T

Wenn die Losung y(x) mit y <£> = % gesucht ist, muss wieder ¢ passend bestimmt werden:

% ; y (%) = gin~! ( ¢ > —sin~! (cﬁ) = V2 =sin /4 =1/V2, also: ¢ =1/2, und

cos /4

1
damit | y = sin * < >
2cos x

5. Bemerkung zur Exponentialfunktion :

Wachstums— und Zerfallsprozesse werden erfahrungsgemaB durch Funktionen f(¢) beschrie-
ben, deren relative Anderung in einem kurzen Zeitintervall At niherungsweise pro-

portional zur Linge des Zeitintervalls ist; mit einer Proportionalitatskonstanten « ist also:

(i) Afth()t) ~ vy At |, somit auch: Ai_it) ~yf(t).

Das gilt umso genauer, je kiirzer die Zeitintervalle werden: im Grenzfall At — 0 hat man demnach
Gleichheit:

A A= ()
IO =t A = AT A Fe);

wenn man diese Funktion noch "normiert“: (ia)| f'(0) = f(0) =1 |, so hat man die Bedingungen:

(i) | f'(t) = f(t) und f(0) =1

d, d, d,
Trennung der Variablen liefert nun sofort: i =f = i =dt = /7f = /dt =

dt I;

In|f|=t+cy = |f|=eT®=¢le = f(t)=ce’ mit 1 = f(0) =c.

Wir erhalten als eindeutig bestimmte Lésung des Problems (i), (ia) bzw. (ii) die

Exponentialfunktion || f(t) = ¢ ||. @
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10.C Integration lings eines Weges.

Die Feststellung 10.1 vom Anfang dieser Lektion schlieBt sinngemaB auch Vektoren ein:

Ist ¥ = 7(t) ein variabler Vektor (z.B. ein von der Zeit ¢t abhidngiger Orstvektor),

t
so kann man mit dem gewohnlichen Differentialquotienten 7 (t) = % ("di nach
10.8 dt *) rechnen, als ware er ein echter Bruch ("d7 durch dt *): das vektorielle Diffe-

rential | di¥ = 7'(t) dt | kann hierbei als die "sehr kleine“ vektorielle Differenz oder

Anderung interpretiert werden, die sich aus der Anderung dt von t ergibt.

Denn: mit ¥ = (z,y,2) und z = z(t), y = y(t), z = z(t) ist
dz dz

at, W & dt) = (#'(1), (1), #' (1)) dt = 7" (t) dt. |

dr = (dz,dy,dz) = <E , = db —

Hiermit lassen sich z.B. allgemeine Wegintegrale definieren und berechnen:

Das allgemeine Wegintegral (=Linien— oder Kurvenintegral )
einer vektorwertigen Funktion K () = (P(F), Q(7), R(F)) langs eines Weges
C: 7 =7(t) = (a(t), y(t), 2(t)) , a<t<b, ist:

10.9 /I?-dv? :/de+Qdy+Rdz:
C C

- /abf? (F(0) - #(t) dt =

-/ b (P (F®) =) +Q (F®) v ) + R (F (1)) zf@) dt

Diese Wegintegrale werden am bequemsten und anschaulichsten physikalisch gedeutet:

Ist K ein Kraftvektor (z.B. die Schwerkraft), so ist A = / K - d7 die von der Kraft K bei der
c

Bewegung eines Massenpunktes langs des Weges C' geleistete Arbeit,

oder ist C ein elektrischer Leiter und K ein elektrisches Feld,soist U = / K-dr die Spannung
c

zwischen dem Anfang @ = 7 (a) und Ende b = 7(b) des elektrischen Leiters.
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z.B.: Ein schwerer Massenpunkt M der Masse m (mit Ortsvektor 7*) bewege sich unter dem Einfluss
einer Kraft K vom Punkt P(1|0|k) langs einer Windung C' einer Schraubenlinie mit der Ganghéhe h und
dem Radius 1, mit der z—Achse als Schraubenachse, abwarts bis zum Punkt Q(1]0]0) . Wir wollen ausrech-
nen, welche Arbeit die Kraft K hierbei leistet, wenn sich K zusammensetzt aus der Schwerkraft —mge,
und einer zum Koordinatenursprung O hin gerichteten, elastischen, also zum Abstand OM proportionalen

Zugkraft —\7" (g die Erdbeschleunigung und X > 0 eine Proportionalitdtskonstante) :

Zunachst benotigen wir eine Darstellung der
Schraubenlinienwindung C':
C:m:cost,y:sint,z:%tmit27r2t20 z
(M bewegt sich von oben nach unten!)

Auf C' ist dann:

dr = —sintdt, dy = costdt, dz = %dt, und es ist

—

K-dF:(—mgé’z—AF).dF:

—\z dz
= -y . dy -
—mg — Az dz x Q
= —Azdr — Aydy — (mg + \z)dz. Abbildung 10.1

eine Windung einer Schraubenlinie
mit der Ganghohe h

Damit ist A:/I?-df:
C

= —/ Az dz + Aydy + (mg + A\z)dz =
c

0 2 2
:—/ —)\costs;inrH—>\si1r1tcost—i—<>\E—i—mg)i dt:/ &thm_gh dt =
o 27 2 0 472 2

[ M2 ., mgh r“

t=0

A

Dieselbe Arbeit verrichtet K , wenn man statt der Schraubenwindung C' den direkten Weg C; von P
nach @ wahlt: Mit Cy:x2=1,y=0,h > 22> 0 ist dr = dy =0 und somit

0 A h A
A:—/ ()\z+mg) dz:{—zZ—i-mgz} =~ h%+mgh.

h 2 z=0 2

(Das ist nicht immer so, dass die Arbeit, die eine Kraft leistet, nicht vom Weg abhangt, sondern nur vom

Anfangs— und Endpunkt des Weges: das trifft (definitionsgemaB) nur auf Krifte zu, die konservativ sind!)

©

X
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10.D Ubungsaufgaben zu Lektion 10.

0 10.1 1]

Berechne die Integrale mit der angegebenen Substitution v = u(z) :

. {1. u=+V1+az?2,

1

(3) L= /0 V1+ 22 v 2. uzl—i—xZ;
%) :172

(1) I = /1 mdm, u=1z—3;

2 g 3

(151) I3 = /1/2md$, u=1+z";

(iw) I = /07xx3/zmdx, u=z+1.

U102
Berechne die unbestimmten Integrale mit einer geeigneten Substitution:

(i) Fi(z) = /sinx cos® zda

) B = [,

cos3 x
(i) Fy(z) = /ﬁdx,
(v) Fu(z) = /x\/4—3x2dx,
0 B = [

0 10.3[!]

Berechne die Integrale mit der angegebenen Substitution z = z(u) :

. U de .
('L) Il = /0 7@, r =S8mu,
L d
i) I = T , z =tanu,
0o 1+ a?
3/2
(i) Is = Va4 +z?de, x =€ —e " (Rechenhilfe: u=1In2 = z =7),
0
] In3 dx
) B = [ graryew oo lva L
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0 10.4 1]

Bestimme mit Hilfe der Methode der " Trennung der Variablen“ die Lésungen y(z) der Differentialglei-

chungen (jeweils unter Beriicksichtigung der angegebenen Anfangsbedingung):

(1) yetV=1, y(0) =0,
(ie) 2>y =y*(1—2%), y(1)=1/4,
(i) y’zxy—%, y(0) = 2.

0 10.5[!]

Sei K = (y, —z, z) . Berechne das Wegintegral / K - dr:
c
(¢) langs der Verbindungsstrecke von Q(1|0|0) nach P(1|0|k) (h >0),

(i7) langs einer Windung (aufwérts von @@ nach P) der Schraubenlinie aus Abbildung 10.1 (mit der
Ganghdhe h > 0).

U 10.6

Das skalare Bogenelement ds eines ebenen Kurvenbogens C : z = z(t), y = y(t), a <t < b, bekommt

man mit Hilfe des Satzes von Pythagoras:

ds =/(dz)? + (dy)? =

() e (3) -

=\/z/(t)2 + y'(t)% dt.

Abbildung 10.2
das skalare Bogenelement ds

eines ebenen Kurvenbogens

d
(i) Welche skalare Momentangeschwindigkeit v = |7/(t)| = d—i hat ein Teilchen mit dem von der Zeit
t abhangigen Ortsvektor 7 (t) = (x(t), y(t)) = (2, t3) ? Berechne die Linge L = / ds des von dem
c
Teilchen im Zeitintervall 0 < t < /5 zuriickgelegten Weges (z,y in [m], t in [sec]).

(i) Welche Lange Lo hat eine Windung der Schraubenlinie aus Abbildung 10.1 (von @ bis P)? (Wie

wird wohl das skalare Bogenelement ds eines drei—dimensionalen Kurvenbogens aussehen?)
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11 Nocheinmal alle Ubungsaufgaben.

Stichpunkte: Aufgaben zu den einzelnen Lektionen zur Bearbeitung in den begleitenden

Ubungsstunden, Ergebnisse bzw. Musterlésungen.

Bedeutung der Symbole: [o]: Fingeriibungen, E: wichtig und obligatorisch, m: ebenfalls wichtig, [ ]
Zusatzaufgabe bei Unterbelastung, [*x|: Zusatzaufgabe fiir Spezialisten .

11.A Aufgaben.

Zu Lektion 1: Trigonometrische Funktionen.

0 1.1[1]

Ergénze die folgende Tabelle so, dass jeder Winkel sowohl im BogenmaB (oben) als auch im GradmaB

(unten) angegeben ist:

0.31416 0.24r | 1 2.82743

I~
3
(=2}
3

Bogenm.:

&l

Gradm.: 1° ] 7° 39° 144° 220°

U 1.2 o]

Welche Innenwinkel vy und Aussenwinkel 5 hat ein 7-Eck? (Beide Winkel im BogenmaB!)

013[!1]

Welche Lange hat die Raumdiagonale AB des skizzierten, ge-

raden und quadratischen Pyramidenstumpfes mit
a=h=100[cm] und ¢’ =50[cm]?

01.4][]

Bestimme in dem Pyramidenstumpf der letzten Aufgabe die Winkel o (unten) und 3 (oben) und die
Seitenlangen s und den Flacheninhalt F' der Seitenflachen und bestimme auBerdem den Winkel v, den

die Seitenflichen mit dem Grundquadrat einschlieBen.

U15][!]

An zwei gegeniiberliegenden Seiten eines Sees befinden sich je ein 100 m hoher Mast. Wegen der Erd-
kriimmung kann man von der Spitze des einen Mastes gerade noch die Spitze des anderen Mastes erkennen.
Eine Ente schwimmt auf dem kiirzesten Weg von einem Mast zum anderen, und eine Move fliegt auf dem
kiirzesten Weg von der einen Mastspitze zur anderen: wer von beiden hat den langeren Weg? (um wieviel
langer?) [ mittlerer Erdradius ~ 6378 km ]
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U 1.6 [**]

Zeige mit Hilfe des Satzes von Pythagoras, dass das skizzierte rechtwinklige Dreieck die Hohe

h = Vab hat und folgere daraus,
dass fiir beliebige positive, reelle Zahlen
a,b deren geometrisches Mittel Vab

hochstens so groB ist wie ihr arithmeti-

b
sches Mittel a,—21— :
m < a —2{— b

U 1.7 0]

Bestimme jeweils (exakt und ohne TR) sinz und cosz fir

T 3T 5 i
=+— — =, t—
(@) w=20, 7 &7 LT,
T 3T 5 i

b =4, +— +— —
() o=+, 220, 22 LT
T T 2 51
=4 +— +£F— +—:
(€) o=%F, £, +2, £T,

(d) = = 4273r, 4274x .

01.8[!]

Bestimme sinz und cosz: (a) fir x = mm und (b) fir z = % (meZ).

01.9][!]

Fir welche ¢, z ist sint = cost und sinz = —v/3 cosx und fiir welche ¢ ist (fiir alle ¢ ) sint = cos(t—¢) 7

U 1.10

@ Was ist hier falsch?:
i

Wenn man in der oberen der gezeichneten Flachen
die Teilflichen A und C' vertauscht, bekommt .
man die untere Flache. F —3.10 = .30 [FE]
Obwohl offenbar in beiden Abbildungen die vier

gezeichneten Teilflaichen A, B, C, D jeweils ent- —t—t—+— —+—
sprechend gleich groB sind, scheint die untere m B T

Flache (mit 32 [FE]) groBer zu sein als die obere

(mit 30 [FE] ) . Finde durch Berechnung geeigneter A

Winkel heraus, wo hier der Trugschluss liegt:

F=2-6+5-4=32[FE]
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Zu Lektion 2: Betrag, Funktionen, Kreise, Ellipsen.

U 2.1[0]

Schreibe die drei Mengen jeweils als Intervall:

My: |z =3 <2, My: |2+2z|>3, Ms: |[x+05<0.5 und |z —1.5] <25.

0 2.2 1]

Skizziere die Kurve y = f(z) = |z + 2| — |z — 2].

023[!]

Skizziere in der x,y —Ebene die vier Bereiche:

Bi: o] —2<y<2—|z[, By: |yl -2<z<2—yl,
Bs : max{|x+y|,|x—y|} <2, By: |z|+yl <2.

02.4]]

Skizziere (grob und freihandig) mit exakten Angaben lber Lage und Wert der Extrema die Funktion
y = f(z) = |cosz| + |sinx| und bestimme die Periode T', mit der f(x) periodisch ist.

025][!]

Stelle die Funktion f(x) = sinz 4 cosx in der Form f(z) = acos(z — ) mit "geeigneten” a > 0 und
¢ > 0 dar und versuche, y = f(x) (grob und freihandig) zu skizzieren.

026][!]

Skizziere die folgenden Kreis— und Ellipsenbdgen und finde jeweils eine Parameterdarstellung:
Cr: (r+22%+(@y-1)%=4,24+2>0,y-1<0,
Co: (z+22%+@w—-1)2%=4,y>z+3,

C3: (z+2)2+4(y—-1)2=4,y<1.

0 2.7 [+]

Beschreibe den dickumrandeten Bereich der
x,y—Ebene und bestimme seinen Flacheninhalt:
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U 2.8 [+]

Yin und Yang teilen eine Kreisflache in zwei gleichgroBe Teile. Welchen

B
’, Winkel v schlieBt eine gerade Linie AB durch den Kreismittelpunkt mit
A

der Vertikalen ein, die sowohl Yin als auch Yang in zwei flichengleiche Teile
zerlegt?

0 2.9]!]

Wenn ein Einspanner, dessen Rader in einem Abstand von 1.20 m an der Achse befestigt sind, auf seinem
(kleinstmoglichen) Wendekreis chauffiert wird, drehen sich die duBeren Rader dreimal so schnell wie die

inneren. Welche Umfange haben die Kreise, den die auBeren und die inneren Rader hierbei vollziehen?

Zu Lektion 3: Rationale Funktionen.

U 3.1 o]

Finde die Gleichungen (mdglichst in der Normalform y = maz + b) der folgenden sechs Geraden:

= |Gerade durch den Punkt Py(3 | 2) vom Anstieg —1/2 ] ,
Gerade durch die beiden Punkte P(3 | 2) und Q(—1]4) ] ,
Gerade, welche die z—Achse bei 2y = 7 und die y—Achse bei yg = 3.5 schneidet] ,

g1 = [
g2 = [
g3 = [
g4 = [Gerade durch P(3 | 2), die mit der pos. z—Achse den Winkel ¢ = /3 einschlieBt] ,
g5 = |Parallele zur z-Achse durch den Punkt R(7| —2) | und

g6 = [

Parallele zur y—Achse durch denselben Punkt R(7 | —2) } :

0 3.2[1]

Schreibe die Gleichungen der beiden skizzierten
Geraden in der Form y = mxz + b und bestim- T
me im Fall H = 3, R = 2 jeweils den Winkel
w1 bzw. @y, den sie mit der positiven z —Achse

einschlieBen:

0 3.3[1]

Welche Gleichung hat der skizzierte Parabelbogen?:

Jiirgen Maetzke, Juli 2003, Vorkurs zur Mathematik fiir Chemiker und life science, ﬂbungsaufgaben



124 11 NOCHEINMAL ALLE UBUNGSAUFGABEN.

0 3.4[!]

Finde fiir die drei folgenden Parabeln jeweils die Scheitelgleichung y = yo+a(z —z0)?, die Gleichung in
der allgemeinen Form 3y = az? 4 bz + ¢ und ggfs. die Nullstellengleichung y = a(z —z)(z — z2)

P, = [Parabel mit dem Scheitel S(1 | 3) und einer Nullstelle N1(—2 | 0) ] ,
P, = [Parabel durch die drei Punkte A(—310), B(0 | —0.3), C'(2]0.5) } ,
Py = [Parabel mit dem Scheitel S(1 | —3) durch den Punkt Q(—1| —7) ] _

0 3.5 1]

Welche Nullstellen (einschlieBlich Vielfachheit) hat das Polynom P(z) = 2® — 3z +2 (eine Nullstelle kann
man raten!) ? Zerlege P(x) in Linearfaktoren.

U 3.6
Bestimme ein Polynom Q(z) so, dass

—627 + 1325 — 1125 + 192* — 1823 + 922 — 62 +2= (32 — 222 + 2 — 1) - Q(x) .

03.7[1]
5 2 4 3 _ 2 2
Schreibe die rationale Funktion R(z) = vt 2w - 6o S 420 als Summe
4a?—-—z—1

F
R(z) = G(x) () einer ganzrationalen Funktion G(z) und einer echt gebrochen—rationalen Funktion

+
b Qo(z)
Ry(z) = Q(;((g;)) (in gekiirzter Form!) und versuche, alle Nullstellen

und Pole (einschlieBlich Vielfachheit) von R(z) zu finden.

U 3.8 [x+]

Von zwei gleichgroBen Glasern ist das eine nahezu bis zum Rand mit Rotwein, das andere mit der gleichen

Menge Wasser gefiillt.

Wenn man nun zunachst einen Loffel voll Fliissigkeit aus dem einen Glas in das andere Glas umfiillt und
gut umrihrt, und dann aus dem zweiten Glas ebensoviel Flissigkeit wieder herausnimmt und in das erste

Glas zuriick fullt, enthalten beide Glaser offenbar die gleiche Menge Fliissigkeit.

Mit welchem der beiden Glaser muss man beginnen, damit sich hinterher im Wasserglas nicht mehr Rotwein

befindet als Wasser im Rotweinglas?

Zu Lektion 4: Exponentialfunktion und Logarithmus.

0 4.1[1]

Lose die folgenden Gleichungen nach z auf:
(i) In|z| = 3.9, (i) eB®+D) =214, (i) 37 -4 =571, (iv) 3Inz? +2Inz? =12,
(v) e V7 =1/2.
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U 4.2[0]

Bestimme (exakt und ohne Taschenrechner!) die Zahlenwerte:

A=1ln <1>3 B:€31n4 C:1n32
e ) )

m, D:10g75'10g549,

0 43][!]

Lose die vier Gleichungen nach y auf:

(i) z=1In =1 (i) z=2-2"Y, (i) = = logy/, <$>, (iv) = =logy, <1>

e

y+3

04.4][1]

Gibt es eine Zahl 7 > 0 so, dass Inz =1g (w") fir alle z > 0 und eine Zahl A > 0 so, dass 10% = M
fir alle x € R?

045!

Skizziere (ungefahr und ohne Wertetabelle!) die Kurven:

y=filg)=e y=fa)=1-e y=faa)=e, y=falz) =In|z
y = f5(z) =

In

1719~ fo(z) :log1/2$2.

U 4.6 [+]

Versuche, mit Hilfe einer Skizze naherungsweise die Losungen der Gleichung e® — 2 = In(x + 2) heraus-

zufinden.

U 4.7 [+]

Bestimme die Zahl Z = 12347557 mit einer Genauigkeit von "einigen“ Tausend Stellen hinter dem

Komma.

U 4.8][!]

Welche Funktionen konnten durch die folgenden Schaubilder dargestellt sein?:

y=g1(x) y = g2(x)
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0 4.9][!]

Fiir den radioaktiven Zerfall gilt das statistische Zerfallsgesetz | N (t) = Nye™*' |; hierbei

bezeichnet N(t) die Anzahl der zur Zeit t und Ny die Anzahl der zur Zeit ¢ = 0 vorhandenen Atome; die

" Zerfallskonstante“ X\ ist eine Materialkonstante.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen dieser Zerfallskonstenten A\ und der Halbwertszeit ¢, (das ist
die Zeit, nach der etwa die Halfte der radioaktiven Substanz zerfallen ist) ?

Man kann dieses Zerfallsgesetz zur naherungsweisen Altersbestimmung verwenden: von einem Gegenstand,
der eine radioaktive Substanz mit einer Halbwertszeit von 1590 [Jahren] enthalt, wird behauptet, dass er
aus der Gotik (13.-15. Jahrh.) stammt: ist diese Zeitangabe glaubhaft, wenn Proben ergeben, dass von der

zerfallenden radioaktiven Substanz bisher etwa 5% zerfallen sind?

Zu Lektion 5: Folgen und Konvergenz.

05.1[!]

Bestimme die Grenzwerte:

(i)_lim\/n3+72n2+95 L 4n? 1 . VItn+n?-1

D lim ————, (i) 1
dn3 —6n+5 ' (i) nglgon(Qn—i—l)’ (i) n00 n

n— 00

U 5.2[0]

1 n
Mit Hilfe des Taschenrechners kann man feststellen, dass die Folge (a,,)n mit a, = <1 + —> eigentlich
n

konvergiert. Bestimme ihren Grenzwert mit einer Genauigkeit von 3 Stellen hinter dem Komma.

0 5.3 [1]

Der Wert der meisten Waren (z.B. Autos) nimmt im Verlauf der Jahre ab. Welchen Wert w,, (in % des
Neuwertes wq ) hat eine Ware nach n Jahren, deren Wert am Ende eines jeden Jahres nur noch 80% ihres
Wertes zu Beginn des jeweiligen Jahres betragt? Nach wieviel Jahren hat sie nur noch einen Wert von

weniger als 1% ihres Neuwertes?
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05.4[!]

Bestimme die Grenzwerte:
1 2_1
() lim ", (i) lim /", (i) lim e"*, (iv) i YLz -1

r—+o0 z——0 z—+0 z—0 T

(Tip zu (iv) : erweitere mit (v/---+1).).

05.5][!]

Finde fiir die rekursiv definierte Folge | ag = a, a, =2a,-1+1, n €N | ein explizites Bildungsgesetz

und bestimme lim a, .
n—oo

0 5.6 1]

Bestimme mit dem Taschenrechner die Grenzwerte a der zwei rekursiv definierten Folgen:

(i) | ap = 12345678, a, = \/an—1, n € N | (wissen Sie schon vorher, was herauskommt?)

(i) | ap=1, ap =cosap—1, n€N

Konnen Sie die beiden Grenzwerte jeweils graphisch als Schnittpunkte von zwei geeigneten Kurven darstel-

len?

U 5.7 [+]

Man kann zeigen (das ist nicht schwer!), dass die rekursiv durch

1 A
nt1 =5 <a,n + —> , n € Ny | fiir beliebig vorgegebenes A > 0 und mit jedem Startwert
Gnp,

ap > 0 eigentlich konvergiert. Bestimme den Grenzwert a = le ap . (Um eine Idee zu bekommen,
n—oo
konnten Sie mit dem Taschenrechner die ersten Glieder dieser Folge einmal fir A =9 und ein zweites Mal

fir A =16 bestimmen — in beiden Fallen z.B. mit dem Startwert ag = 5.)

U 5.8 [*]

Bestimme die Grenzwerte:

(i) lim( v, (&)

GO

sin 2z

=0 r—0sin 3z

) (fira>0), (i) lim 22 (i) fim

U 5.9 [*]

Finde fiir die beiden (eigentlich!) konvergenten Folgen:
1 1 1 1

-, 01=—,00=——+—,03=—————, ..., und
) 1’ 1 ) 1 )
L L+ 1+ — L+ ——7—
I+ 7 L+ —7
1+ -

1
bo=V1, by =\1+V1, by=\1+\1+V1, b3:¢1+\/1+\/1+ﬁ,

ein rekusives Bildungsgesetz und bestimme ihre Grenzwerte a bzw. b.

apg —
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U 5.10

Im Spatherbst, bevor es Winter wird, hat Petrus im Himmel viel zu tun, weil er neben seiner Alltags-
beschaftigung der Frau Holle auch noch helfen muss, Schneeflocken zu basteln. Bei einem seiner vielen
Schneeflockenmodellen geht er schrittweise vor: er beginnt mit einem gleichseitigen Dreieck der Seitenlange
a = 3 [mm] und setzt iiber dem mittleren Drittel jeder Seite ein nach auBen gerichtetes, gleichseitiges
Dreieck an; dieses Verfahren wiederholt er etwa 40 bis 50 mal: bei jeder entstehenden Figur setzt er wieder

liber dem mittleren Drittel jeder Seite ein nach auBen gerichtetes, gleichseitiges Dreieck an:

AN XXX

Entstehung einer " Schneeflocke* (10—fach vergroBert)

Im letzten Winter habe ich genau solch eine Schneeflocke gefunden, und die hatte einen Umfang von knapp

uber einem Kilometer!...

Koénnte das wahr sein, wenn es nicht erfunden ware?

Zu Lektion 6: Vektoren.

U 6.1[0]

-5 T 1
Fir welche Zahlen z,y,z € R ist 5( 1 ) +4(y ) :3(7>?
-3 z 7

U 6.2 [o]

6
Welcher Vektor ©* vom Betrag 3 hat dieselbe Richtung wie der Vektor d = ( -2 ) ?
3

06.3[!]

Bestimme (rechnerisch und graphisch) zwei Punkte C' und D, welche die Verbindungsstrecke AB der
beiden Punkte A(1]|3) und B(7| — 1.5) in drei gleichlange Teilstiicke unterteilt.

U 6.4[!]

Welche Punkte auf der Geraden ¢ : 7 = < 7; > + t( ; > (t € R) haben vom Koordinatenursprung O
den Abstand d = 21/57?
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0 6.5 1]

An den Stellen A(0|0), B(7]0), C(3|4) befinde sich jeweils ein Massenpunkt der Masse 1. Welche Orts-
vektoren @, l;, ¢ ergeben sich fiir diese Punkte, wenn das Koordinatensystem so parallel verschoben wird,
dass der neue Koordinatenursprung im Massenschwerpunkt dieser drei Massenpunkte liegt? (Der Ortsvektor
7s des Massenschwerpunktes von drei Massenpunkten mit den Ortsvektoren 7 , 7, 73 und den Massen
mq, ma, mg ist definiert durch die Beziehung: m 7 + mors + msrs = (mq + mgo + mg) 7' : vgl. mit dem
letzten Beispiel in Abschnitt 6.C.)

0 6.6 [1]

Bestimme den Schnittpunkt P der beiden Geraden ¢y : 7 = ( 2 > +t< _; > (t€eR) und go: 7 =

(2)+(2). *4

0 6.7 1]

3 1 2
Liegt der Punkt P(1|2|3) auf der Ebene E : 7 = ( 2 ) + s ( 0 ) +1 ( 1 ) ?
1 —1 2

06.8[!]
Finde fiir die Schnittgerade g der beiden Ebenen Fy : x +y+2 = 2, Ey : £ +2y — 2z = 1 eine

Parameterdarstellung.

U 6.9
Bestimme die Gleichungen der vier Ebenen, die ein Tetraeder mit den vier Eckpunkten
A(1111), B(-1|1]1), C(1] = 1|1) und D(1|1] — 1) begrenzen.

U 6.10

Auf einem Mini-Billardtisch von 100 [cm] Lange und 60 [cm] Breite befindet sich (von der linken unteren
Ecke aus gemessen) an der Stelle P(8]12) eine Kugel, die mit einem einzigen StoB ldngs eines Weges

uber drei verschiedene Banden in das Loch Q(0]60) an der linken oberen Ecke geschossen werden soll.

Beschreibe den Weg mit vier Vektoren @, g, c, d (so dass also ( 182 > +a+b+é+d= < 600 > ).

Zu Lektion 7: Skalarprodukt.
07.1[1]
1

Welche Winkel a, , oy, a, schlieBt der Vektor 7 = ( 1 ) mit den drei Koordinatenachsen ein?
1

U7.2[0]

Bestimme den Schnittwinkel ¢ und den Schnittpunkt S der beiden Geraden

gsz(é)—i—t(i) (teR) undgy?z(_i)—i—s(i) (s € R).

U73[]
Bestimme den Schnittwinkel ¢ und die Schnittgerade g : # = @ + tb (t € R) der beiden Ebenen
Ey: 2z —y+32=4, By :x+3y —2z = —5.
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0741

5
Schreibe den Vektor @ = ( -2 ) als Summe von zwei Vektoren, von denen der eine parallel,
-3
. 2
der andere senkrecht zum Vektor b = -1 ist. Welchen Abstand d hat der Punkt
-2

P(5| — 2| — 3) von der Geraden g durch O(0[0|0) und Q(2| — 1| —2)7

07.5][1]
1

Schreibe den Vektor ¥ = | 2 | als Summe von zwei Vektoren, von denen der eine parallel,
3
der andere senkrecht zur Ebene E : 3z — 2y + z = 0 ist. Welchen Abstand d hat der Punkt P(1]2]3) von

dieser Ebene?

07.6][]
Bestimme die Winkel «, 3, v des Dreiecks mit den Eckpunkten A(—1|1|3), B(2|1 + v/2|0),
C(11]1).

u77

Welchen Abstand dgr haben die beiden Ebenen Fy : 22 — 6y + 32 = 0 und

E : 2z — 6y + 3z = 3 voneinander und welche Abstinde dy, d hat der Punkt P(1|2|1) jeweils von den
beiden Ebenen?

07.8][]
Finde in den drei Koordinatenebenen jeweils einen Punkt A, B, C so, dass das Tetraeder OABC' gleich-
seitig ist (mit der Seitenldnge @) und bestimme den Winkel v zwischen zwei Seiten.

U7.9

Wie ist es moglich, dass ein Segelboot — ohne Motor, allein vom Wind angetrieben! — vorwarts fahren
kann, obwoh| der Wind fast von vorn kommt?: wieviel % der Windkraft bleibt z.B. wirksam, wenn der
Wind in einem Winkel von 60° von vorn blast und das Segel "dazwischen”, in einem Winkel von 30° zur
Fahrtrichtung steht?

Zu Lektion 8: Differentiation.

U 8.1[0]

Bestimme die Ableitungen:
!

(i) : (62952—1)', (ii) : (62:132—1)”, (iii) : (taﬁx-i-ln cos:z) , (iv): ( m/xﬁ) .
U8.2[!]

Bestimme die Gleichungen der beiden Tangenten g7, , g7, an die Kurve
273 — x?y? — 3z +y + 7 =0 im Punkt (1, y(l)) .

(Man muss diese Gleichung nicht zunichst nach y auflésen, um y(1) und 3/(1) zu erhalten!)
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08.3][!]

Finde eine Formel fir die n—te Ableitung (x”)(n) (n€Ng).

0 8.4 1]
Bestimme alle Extrema und Wendepunkte von
(i): f(z) = (z—2)% und (ii): g(z) = (z — 2)%.

08.5[!]

Bestimme alle Extrema und Wendepunkte von
. x2 . 2t 2 22 23 (8 — 1)
(i): f(x)—7—|a:|, (ii) g(x)—z—?—?+:z und (iii): h(z)—T.

(Versuche jeweils eine grobe Skizze.)

0 8.6 [!]

Vergleiche die beiden Kurven y = f(z) = e

P

und y = g(z) = T2 mit einer groben Skizze und
x

bestimme ihre Wendepunkte.

U 8.7 [*]

Welche Gerade g durch den Koordinatenursprung beriihrt die Kurve y = Inxz ? Bestimme den Beriihrungs-
punkt B .

U 8.8 [*]

Bestimme die Ableitung g(u) = f'(x) der Funktion f(z) = in Abhangigkeit von v = tanx .

1+tanx

0 8.9 [!]

Der Ortsvektor eines sich in der Ebene bewegenden Teilchens sei 7(t) = ( i;:?sz > . Fiir welche t ist

die Momentangeschwindigkeit v = |7/(¢)| maximal bzw. minimal und welche Momentanbeschleunigung
b=|7"(t)| ergibt sich fiir diese ¢?

08.10[!]

Aus drei gleichbreiten Brettern soll fiir eine Berghiitte eine Dachrinne gezimmert werden. Welchen Nei-
gungswinkel @ (von der Horizontalen aus gemessen) miissen die Seitenbretter haben, damit die Dachrinne

moglichst viel Wasser fasst?

U 8.11

In einer Altstadt mit engen Gassen soll ein Narrenbaum durch eine 5[m] breite Gasse in eine senkrecht
abbiegende, 3 [m] breite Gasse geschleppt werden. Wie lang darf der Narrenbaum hochstens sein?
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Zu Lektion 9: Integration.

U 9.1[0]

Berechne die Integrale:

5 2 1 10 1 10 1/
I = Tdex, I = — ) dx, I3 = —dz — t7dt.
= [ = [ (eegg) ae s [ |

U9.2[0]

Berechne die Integrale:

T w/2 ™ T
11:/ sinx dzx , [2:/ sinx dz , 13:/ sinz dz, I4:/ coszdr,
0 s

—7/2 /2 /2
0 m/2

I5 = / cosxdx, Ig= / cosz dx. Warum bekommt man jedesmal dasselbe Ergebnis?
—/2 0

09.3[1]

Berechne die Integrale:

1
11:/ Nz fir A <1, 12:/
0 1

e o0
Nz fir A\ =1, 13:/ rNdr fir A > 1.
/e 1

0 9.4[!]

Berechne die Integrale:

In3 27 s 1 |l‘|
11:/ 3e 1"l dr 12:/ |cos z|dx , 13:/ sin |z| dz , I4:/ <2+—> dx .
0 -1

—1In3 - T
0 9.5 1]
Bestimme die Integrale: (beachte dabei: (ln|f(3:)|), = % und (f(a:)Q), =2f(x)f'(z)):

3 — 12 -1 3 — g2 dz e dx
L= ——=dzx, Ib= de, Iy = , I = ,
! /936—:163 o2 /4 9z — g3 00 73 /xlnx 4 /e z lnx

I; = /sinQ:E cos2zxdr, Ig= /W/Qsin2x cos 2z dx, I7 :/ln—wd:z, Is = /eln—xda:.

/4 T 1z
09.6
Finde (z.B. mit Hilfe einer Skizze fiir die Funktion y = %) fur das Integral I = [26 df eine Abschatzung
der Form: a = % + i +--<I< % + % + i + .-+ = b und vergleiche die hiermit gewonnene Naherung
=2 +b mit dem exakten Wert des Integrals.
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09.7[1]

Die Erdbeschleunigung ist auf der Erdoberfliche niherungsweise konstant: ¢ = 9.81 [m/sec?]. Welche
Tiefe L hat demnach ein Brunnenschacht, wenn ein Stein genau 1.9 [sec] bendtigt, um unten anzukommen,

und mit welcher Geschwindigkeit trifft er unten auf?

U 9.8 [*]

Welche Masse m in [kg] hat ein Stab mit der Lange L = 200 [em] und der Querschnittsfliche ¢ =
1007 [em?], wenn die Dichte des Stab-Materials niherungsweise durch p(z) = 2 + 22 - 10~* [g/em?]
beschrieben werden kann (z = Abstand in [cm | von einem der Stab—Enden: 0 < z < 200) ? Mit welcher

konstanten Dichte py kame man auf dieselbe Gesamtmasse?

U 9.9 [*]

Bestimme das Volumen (i) einer Kugel vom Radius R und (ii) eines Rotationsparaboloides, (iii) eines
geraden Kreiskegels, beide der Hohe H und mit dem Grundkreisradius R. Schneide hierzu jeweils den
Kérper in "sehr diinne Scheiben® der Dicke dxz und "addiere” die Rauminhalte dV dieser "diinnen*

Scheiben. ;.

Kugel Paraboloid Kegel

Zu Lektion 10: Substitution und Trennung der Variablen.

0 10.1 1]

Berechne die Integrale mit der angegebenen Substitution v = u(z) :

() L = /17:” dz L u=vl+a,
! 0o Vi+az2 2. u=1+2%

. g2
(Z) IQ = /l mdﬂf, U:$—3,

2 1‘2 3
('LZ'L) 13 = A/de]?, U:1+l' 3

7
(iw) I = /xf/x—i—ldm, u=x+1.
0
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0102

Berechne die unbestimmten Integrale mit einer geeigneten Substitution:

(i) Fi(zx) = /sin:p cos® zdz

i) R = [I5a,

cos3 x
(i#i) Fy(z) — / ﬁm,
(iv) Fy(z) = /x\/4—3x2dx,

0 10.3 [1!]

Berechne die Integrale mit der angegebenen Substitution z = z(u) :

b d
(4) I = /07113:102’ T =sinu,
L d
1) Iy = —m, T =tanu,
0o 1+a?
3/2
(i) Is = Va4 +z?de, x =€ —e " (Rechenhilfe: u=1In2 = z =7),
0
] In3 dx
) 1= [ ram =hVes L

0 10.4 [1]

Bestimme mit Hilfe der Methode der " Trennung der Variablen“ die Lésungen y(z) der Differentialglei-
chungen (jeweils unter Beriicksichtigung der angegebenen Anfangsbedingung):

(i) yetV=1, y(0) =0,
(it) «?y =y*(1—2?), y(1)=1/4,
(ii7) o =2y — % , y(0) =2.

0 10.5[!]
Sei K = (y, —z, z) . Berechne das Wegintegral / K - dr:
c
(¢) langs der Verbindungsstrecke von Q(1|0|0) nach P(1]0|k) (h >0),

(i7) langs einer Windung (aufwérts von @@ nach P) der Schraubenlinie aus Abbildung 10.1 (mit der
Ganghdhe h > 0).
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U 10.6

Das skalare Bogenelement ds eines ebenen Kurvenbogens C : z = z(t), y = y(t), a < t < b, bekommt

man mit Hilfe des Satzes von Pythagoras:

ds =1/ (dz)? + (dy)? = dy V
dz\? dy\? (v) dx
- () - G-

=\/z/(t)2 + y'(t)% dt.

C

/

S

das skalare Bogenelement ds eines ebenen Kurvenbogens

d
(i) Welche skalare Momentangeschwindigkeit v = |7/ (t)| = d—i hat ein Teilchen mit dem von der Zeit

t abhangigen Ortsvektor 7 (t) = (x(t), y(t)) = (2, t3) ? Berechne die Linge L = / ds des von dem
c

Teilchen im Zeitintervall 0 < t < /5 zuriickgelegten Weges (x,y in [m], t in [sec]).

(#7) Welche Lange Ly hat eine Windung der Schraubenlinie aus Abbildung 10.1 (von @ bis P)? (Wie

wird wohl das skalare Bogenelement ds eines drei—dimensionalen Kurvenbogens aussehen?)
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11.B Ergebnisse der Ubungsaufgaben.

—_
—_
| —
w

0.31416 0.24n 1 0.87 | 2.82743

=N
3
oI~
3
|
3
(=2}
3

—_
[02]
(=)
—_
03]
o
—_
&l

Gm.| 1° | 7° | 10° 18° 39° | 43.2° | 57.3° | 144° | 162° | 315° | 220° | 390°

zu U 1.2
2 5t

T
7—7,/3—7T—’Y—7-
zu U 1.3

In einem geeigneten Koordinatensystem ist A = A(—50 | =50 | 0) und B = B(25 | 25 | 100), somit
L="AB =752 + 752 + 1002 = 25V/34.

zu U 1.4

Den Skizzen vom halben Querschnitt (links) und von der halben Seite (rechts) entnimmt man:

25
—— (2510 100)

tany = @ =4
Y= o5~ *
v = 0.42207 (= 75.96°),

hs = v/10000 + 625 = 103.0776 ,
tan o = ;L—; , a=0.42421 (=76.37°),
B=m—a=0575Tr (=103.63°),

F =175-hy = 7730.823.
(501070

zuU 1.5

(La/2)? = (R+0.1)2 — R? = Ly
Ly = 0.8R +0.04 = /5102.44 = |
= 71.43136566 [km], 100 m

cos(p/2) = R/(R+0.1) =
Lg = ¢ R =06378-2-arccos 6%?3{?1 =
= 71.43061815 [km].

R = 6378 km
Der Weg Ljs der Mowe ist also um 74.75 [em]

langer als der Weg L der Ente.
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zu U 1.6
Losungsweg (z.B.):
b+a b—a

Esei0<a<b;dannist r = 5 , p= 5

 hP=r?—pP=ab<r?.

zu U0 1.7
(siehe hierzu die Abbildungen 1.5 und 1.61!)

(a) sin (:I:—) = +1, sin <:|:377r> = F1, sin <:|:577r> = +1, sin <:|:—> =7l
cos <:|:2> = cos (:I:%T) = cos <:|:577r> = cos <:|:—> =0

(b) sin (:i:%) = sin (i:%r = :I:g , sin (:i:%) = sin <:I:%r> = :F? ,
oS (:I:%) = g, oS (:I:%%) = COos <:|:%r> = —ﬁ, oS <i%> = g

(c) sin (:i:%) = :i:% , sin <i§> = sin (:i:%T) = :i:? , sin (:I:%) = :i:% ,
cos (:l:%) = ?, cos (:l:%) = %, cos (:l:%) = —%, cos (:l:%) = —?;

(d) sin4273w = sin4274w =0, cos42737w = —1, cos 4274w = 1.

zu U 1.8

1 fu d
Sinm’]r:[)’cosm,]r:(_l)m:{—i_ ur geraae m,

—1 fiir ungerade m,

mm 0 fiir gerade m,
(—1)F  fiir ungerade m der Form m = 2k + 1,

mm 0 fiir ungerade m ,
(=1)*  fiir gerade m der Form m = 2k.

zu U 1.9
t:<m+1>7r (meZ);
2
tanz = —Vv3, also z = (m—{—g)w (meZ);
sint = cos(t — ¢) fUr(p:g+k-27r (keZ).

zu U 1.10
Die entsprechenden Winkel in A und C' sind verschieden, daher hat die schrage Verbindungslinie bei P
einen Knick!:

tana = 1/4, a =0.07807 und tany=1/3, v = 0.1024~w
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zu U 2.1
zEM & 3-2<z<3+2,dh M =][1,5]: - %
1 )
TEMy & < —-2—3o0derz>-2+3,dh. My=] —oco, 5[ U ]1l,00[ =R\ [ -5,1]:
) | | _|2 | | O
_\J5 T T T T T \f
r€EM; < —05-05<x<—-05+05und 1.5-25<z<1.5+25,dh
-1 0 1.5 4
M3:]—1,0[ﬂ]—1,4[:]—1,0[ o——0
—0.5

zu U 2.3

Esist B =By =B3=B;=B:

y=|r+2|—|z—2|
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zu U 2.4

Die Funktion f(z) = |cosz|+ |sinz| ist T —periodisch mit der Periode T' = 7/2, hat ihre Minima bei
Ty, = mm/2 mit f(z,,) =1 und ihre Maxima bei 2, = (2m + 1)7/4 mit f(z,) =2 (m € Z):

____________________________________ V2
¥ f Y f ¥ f Y f f ¥ f Y f ¥ f Y T
0 /2 T

zu U 2.5
f(z) =sinz + cosz = v/2 cos (:1:— 7r/4): Yy
zu U 2.6
- :p:—2+2'cos<p ,—nggo,

y=142sinp 2
Cy - x:—2+2.cos<p ’z§¢§5_7r,

y=1+2sing 4 4
03:{ z:—2+‘2cos<p } r<p<or

y=1+singp
zu U 2.7

B: —2<y<2 —-2+/4—y? <z <2—1/4—1y?, oder (gleichwertig):

B'{ |x|§2—2cos<p} T
’ 2~

] . Esist F =16 — 47 (= 3.3436).
y = 2sinp

wm
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zu U 2.8
m
T = 4
zu U 2.9
Ist 7 der Radius des inneren Kreises, so ist 27 (r + 1.2) = 3 - 27, somit
r = 0.6 und Innenumfang = 3.77 [m], Aussenumfang = 11.31[m)].

zu U 3.1
‘ y—2 4 -2 _ 1:> —
Yy X
P — -—=1= = = ;
g3 3.54—7 g3 = 92 = g1

gi:y—2=tanm/3 - (z—-3)=V3-(2-3) = | y=V3z+(2-3V3)

g5:|ly=-21|, ge:|xz =17

zu U 3.2

H
g1: yZH—E:z, 01 = —0.31287,

H
g2 y=H+§x, 0o = 0.31287 .
zu U 3.3

H

y:H_ﬁIQ, |$|§R
zu U 3.4

1 1 2 1
Piiy=3-g@-1)"= —§x2+§x+§ = —3@-4+2),

Py:y=-044+01(x+1)%*=012>4+022-03 = 0.1(z —1)(z +3),
Py:y=-3—(x—1)%=—2>+22—4, P; hat keine (reellen) Nullstellen.

zu U 3.5
P(z) = (x — 1)%(z +2): P(z) hat die Nullstellen 71 = 1 (zweifach) und z3 = —2 (einfach).

zu U 3.6
Q(z) = —22* + 323 — 22 + 42 — 2.
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zu U 3.7

306 o(@=-2)(s+3B- V) (s+13+VI3))
r2 -1 (x+1)(z—1)

R(x) hat jeweils einen einfachen Pol bei Z; 2 = £1 und je eine einfache Nullstelle bei z; =0,

1
T9 = 2 und x3,4:—§(3:i:\/ﬁ).

R(z) =2 +z -6+

zu U 3.8

Unabhangig davon, mit welchem Glas begonnen wird, befindet sich hinterher ebensoviel

Wasser im Rotweinglas wie Rotwein im Wasserglas:
wenn man aus dem ersten Glas den n—ten Teil der Flissigkeit herausnimmt und in das zweite Glas fiillt,

befindet sich dort das (1 + —> —Fache der urspriinglichen Fliissigkeitsmenge. Damit
n
der m —te Teil hiervon ebensoviel Fliissigkeit ist wie der n —te Teil der urspriinglichen Menge, muss gelten:

1 ¢ 1 1 1 n+1
— = (142 )==- yalsorm=n+1.
n o m n m n

: . R : : :
Fiillen wir also z.B. den Anteil — aus dem Rotweinglas in das Wasserglas und danach den Anteil
n
1

n+1
in beiden Glasern gleich viel Fliissigkeit und:

R : . : :
<W + —> aus dem Wasserglas wieder zuriick in das Rotweinglas, so haben wir
n

| |
im Rotweinglas das Gemisch: (R— 5) b <W+ 5) - W+ "R und

n n+1 n n+1 n+1
: : R 1 R 1
im Wasserglas das Gemisch: W + — — (W + —> = R+ r W,
n n+1l n n+1 n+1
wobei + " —1 ist: damit ist das Verhaltnis von Wasser zu Rotwein im Rotweinglas
n+1l n+1

gleich dem Verhaltnis von Rotwein zu Wasser im Wasserglas.

zu U 4.1
() |z| = > = |z = +e3% = +49.40245

1
(i) 32 +1=In214 = |z =2 (n2.14 — 1) = —0.07973
Inb
i) 12° =5°. 12.4% = = =1
(iii) 5.5 = 5= |x o4 83837 |,
(iv) 12In2® =12 = | 2 = e = 2.71828 |,
(v) e/** =2 = Lo a=al —aio0112m
x? V2
zu U 4.2
In 2° In5 In7?
A=lne3=-3, B=e"¥ =64, C=—— =5/4, D= — . — =
e ’ ¢ ’ ot~ /% In7 Inb
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zu U 4.3
1 _ 1 In(2 — z)
o+l _ - _ (z+1) W — = — 7
(i) y+3:> Yy 3+e (ii) 5, | Y 7
_Inl/y —Iny — _ _Inl/e -1 _ 1z
(iii) w_lnl/e =— Y= (iv) x_lnl/y_ "y =|y=e
zu U 4.4
n=A=1Inl0.
zu U 4.5
y = fi(z) y = fa(z) y = f3(z)
] r 1
f f T f f T f f x
-1 | 1 ~1 1 -1 |1
fi(z) = eI fi(w) = e
fala) =10 v el
y— 1) v= 5e) !
T
—1 1 . | -1 1
T T T X
-1 1
1 1
fs(xz) = ln1 ‘:|ln(1—x)|
fa(z) = In|z| -
2
fo(x) = logy/p 2% = ™) In |z|
zu U 4.6 y
i1.85 : - z1 ~ —1.85 (genau: = —1.84140566 ),
2 -1 1.15 s 2 1.15 (genau: = 1.146193221) .
-1
e . e

y=In(r+2) undy =€ —2
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zu U 4.7
Zum Beispiel:
gi(x) =2—2e77 go(2) =2 -3e7", g3(2) =2—2e7" , gy(z) =In(z +1) — 1:
y=g1(z) y = g2(x)
2 2
f f f f x f f f f x

zu U 4.8
7 — 192345678 _ 1()—5678.1g1234 _ (—17552.48748... _ 1()—1755340.5125232... _ 1()0-5125232... . 1(—17553 _

= 3.254791701 - 1017553

zu U 4.9

Atp =1In2 |; mit dem Zerfallsgesetz ergibt sich fiir den Gegenstand ein Alter von etwa

118 [Jahren], er ist also wesentlich jiinger als behauptet.

zu U 5.1

(i) n3+ 7202495 |14 72/n + 95/n3 "i;o\/I_l
' 4n3 —6n+5  \| 4— 6/n2 + 5/n3 4 2

4n? — 1 4 1/n? noeo 4

(if): n(2n+1) 24 1/n — 522
/ 2 _
(iif) : Ltntn 1:\/%+1+1—1"i’>°\/1:1.
n n n n
zu U 5.2

Der Grenzwert ist (definitionsgemafB!) die Euler’sche Zahl e = 2.71828182846.. . :
asno0 = 2.7180, a10000 = 2.7181, e
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zu U 5.3

wp, = (0.8)" wo |, w, <0.0lwy fiirn > 21.

zu U 5.4

(i): =1, (ii): ee>® =0, (iii): e = o0,

(iv)_m—l_(\/?—l)(\/fﬂ)_ 1+ g 11
' x - z (v +1) Vit z4224+1 1+1 2

zu U 5.5

ap=a,a1 =2a0+1=2a+1,a9=2a1+1=4a+2+1,a3=2a3+1=8a+4+2+1,
as =2a3+1=16a +8 +4+2+1, usw.:
+o0o fir a> -1

= 2" —1
an=2"a+» 2 =2"a+ 1:2’"b(a+1)—1”i’>° —1 fir a=-1
=0 B

-0 fir a< -1
zu U 5.6

(i): a = 1: (a,a) ist der nicht-triviale Schnittpunkt der Geraden y = x mit der Parabel y = /z; (ii):
a = 0.739085133: (a,a) ist der Schnittpunkt der Geraden y = x mit der Kurve y = cosx:

zu U 5.7
a=VA.
zu U 5.8
(): 1, (i): 4, (iii): 2/3.
zu U 5.9

1 ~1++/5 1+5
an+1:1+an,a:T; bpt1 =vV1+0b,, b= 5 )

zu U 5.10
4 n
Die n-te Schneeflocke S,, hat den Umfang U,, = <§> -3a, mit a = 3 [mm] also den Umfang U,, =

2 o

Damit haben alle Schneeflocken ab Sy; mehr als 1 Kilometer Umfang:
Uy = 1193247.987 [mm] =~ 1.19 [km].
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zu U 6.1
r=T7,y=4,2=9 y
) A(113)

zu U 6.2
18/7

=1 —6/7 |.
9/7

zu U 6.3

zu U 6.4
P;(4.40.8), Py(2| —4). C(3]4)

zu U 6.5

- —10/3 T 11/3
“‘( 4/3>’b_<4/3>'

A(0]0) B(7(0)

zu U 6.6
Die beiden Geraden schneiden sich im Punkt P(0|2).

zu U 6.7

Der Punkt P(1]2|3) liegt auf dieser Ebene, die sich auch in der Form E : z — 4y + z = —4 darstellen
lasst.

zu U 6.8

0 -3
Die Schnittgerade ist g:f’:(l)—i—t( 2),(tEIR).
1 1
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zu U 6.9

Fir diese Ebenen hat man z.B. die Parameterdarstellungen (jeweils mit beliebigen
Parametern s, € R:

0 0 1
Ebene durch durch B,C,A: Ey :7 = 0o |+s| 1 | +t| o |,
1 0 0
0 0
Ebene durch durch C,D,A: Ey : 7= o | +s| o | +¢t| 1 ],
0 1 0
0 0 1
Ebene durch durch D,B,A: F3 :¥=| 1 | +s{ o | +¢t| o |,
0 1 0
1 1 1
Ebene durch durch B,C,D: E4 :¥ =1 o | +s| -1 | +¢ 0o |,
0 0 -1

oder die (wesentlich einfacheren) Koordinatendarstellungen :

Ei:z=1,FE:x=1,FE3:y=1, Ey:zc+y+z2z=1.

zu U 6.10

Mit A(@|60) an der oberen Bande, B(100|%) an der rechten Bande und C'(%82]0) an der unteren Bande
— RN .
ist @ =PA= ( 38448/7 > §—AB= ( 260/7 ) & =BC= ( ~9220/7 )

7

—65/2

—55/2

7 oA —480/7 .
und d =CQ= < 60 > : Q"' (200]180)

Q(0]60) 5
® ~ 60
a
12
o L_P(8[12) iy
Q'(0| = 60) Q"(2od| — 60)

100
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Es gibt noch eine zweite Moglichkeit:
Mit A'(0]222) an der linken Bande, B'(82(0) an der unteren Bande, C’(100|2%)) an der rechten Bande

3 |
| b —
ist[i:PA/z( 8 ) , b :A'B':< E ) ,
—36/13 L
c :B’_(E'/: 220/3 und 526752: 10
330/13 ) 450/13
Q(060) Q' (200/60)
A’ P(§|12) _’ .Cl
................. - C i
.................................... .
i |

zu U 7.1
Alle drei Winkel sind gleich: o, = oy = a; =: o mit cos o = , d.h.

ay =0y =, =0.30417 (= 57.7356°) .

Sl

zu U 7.2
<2>‘<_1>
4 3 1 s
O e= Vi e P (5. Esis (Jegmg“:*

r=14+2t=2—-s5s=>s=1-2¢
y=3+4t=—-4+3s = 4431 -2)=—1—6t=10t = 4=t =—0.4;

damitistz =1—-0.8=0.2, y =3 — 1.6 = 1.4, d.h. der Schnittpunkt der Geraden ist S(0.2|1.4).

z2ulU73

) L ()

cosy = 11 =3 = ¢ = 3 die Schnittgerade ist g : 7 = 73 1
(teR).
zu 074

5 4 1
&’:(—2): (-2) + (0);d:\/§.

-3 —4 1

b 1b
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zulU75
1 47 3/7 5
r=12|= 16/7 + —2/7 : d:\/j
3 20/7 1/7 7
| E 1 F
zu07.6
3 2
(,@) . (@) e 5 caif)
cos o = ‘EHB = 55 V3 :\/ﬁ’
-3 —1 A(-1113)
— — .
(BA) : (BC) DE B )
_ - B(2]1+v2]0
cos ‘ﬁ‘ ‘% VoI v (21 +30)

somit: o = 0.10247 (= 18.435°), B = 0.14767 (=26.565°), y=7 —a — 3 = 0.757 (= 135°).

z2u U 7.7 h
. 1
Mit dem Ortsvektor ¥ =OP= | 2 |,
1
. 2 et
dem Normalenvektor h = | -6 E
3 /7 et } dp
i — My
und dem Einheitsvektor € = — o 7 d
I | do
27 ! a
ist 7, = 6/7 = —¢, Fo=—-c P
—3/7
somit dy = d(P, Ey) = || = 1;
und es ist dg = d(O E)—#—§ somit: d =d(P, E) =dy+d _
E — ) - /744-364-9_7' - U= ) = Qg E'—7
z

zu U0 7.8

Aus Symmetriegriinden (keine Richtung ist bevorzugt) ist
A = A(b|b|0), B = B(0|b|b) und C = C(b|0]b)

mit einer gewissen Zahl b. Dann muss gelten:

a’ = |OA? = OB = |0C> = b* + b2,

also b=a/V2.

Hiermit hat man bereits (wie gefordert):
|AB|? = |AC|? = |BC]> = b + b = a® .

Das ergibt die Punkte:

O
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a

ale a | A gle C(bj0]b)

(Gl val0) 20175 15) o (Glols)

Ferner hat man: \\ B(0]b|b)
e (03] Y

(DC) - (DO) b/2 b/2 1 0 b

a

fry g = — D = b Q
“CT=TDODO] T (/4 +1+ 1/4) 3 (z1bl3)
somit: v = 0.39187 (= 70.53°). A(b|b|0)
z2u07.9

Fahrtrichtung
Wenn €, , €s und €r die Einheitsvektoren Fig

in Wind— bzw. Segel- bzw. Fahrtrichtung

Segel
e

sind, dann ist

€y - &y = cos(m —m/6) = —/3/2,
€p - €y =cos(m —7/3) =—-1/2,
€p - € =cosm/6 =+/3/2,

und mit I?w = K &, ergibt sich:
K, = (V3/2)K &,

K =K (8, - (V3/2)&),
Kp=(1/4) K &, also

Windrichtung

K 1
|f| — = —925%.
|Ky| 4
zu U 8.1

(i): (€2I271), =4z 1, (ii) (e2m2*1)” = (4:10 €2I271)I = (4 + 165%) 2”1

tan® ' ' 7
(iii) : (an Y cosw) =tan®z, (iv): ( x xﬁ) = (3:%"'%"'%),:53:_%.

2

zu U 8.2

Zunichst wird in die gegebene Kurvengleichung = = 1 gesetzt: das liefert: 4> — y — 6 = 0 und somit die
beiden Punkte P;(1,—2) und P»(1,3). Wenn man nun beide Seiten der Kurvengleichung nach = ableitet
(und hierbei beriicksichtigt, dass y = y(z)): 62% — 2zy? — 22%yy’ — 3 + 3y = 0 und ebenfalls z = 1
2y? — 3
1 -2y

einsetzt, so bekommt man: 3 = . Die Anstiege in P; und P, ergeben sich nun durch Einsetzen

von y = —2 bzw. y = 3:
8§—-3 18 -3 : :
Y| = 1712 =1, yh= 16 — —3. Damit erhalt man die Tangenten:

y+2=1-(r—1),dh |gr:y=2-3|,und y—3=-3(x—1),dh.|gn,=—-3z+6 |
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zu U 8.3

(z") =na" "t = 0 T_L!l)! @) = (- 1)na" 2 = o T_L!Q)! "2

()" = (n—-2)(n—1)na"3 = o Tg)! " usw.: (w")(k) = o i!k)! "k firk=0,...,n:
(x”)(n) = g—:xo, also (x") =n! fir n € Ny.

zu U 8.4

(i) : f(z) = (z — 2)® hat keine Extrema und hat bei o = 2 einen Wendepunkt ;
(ii) : g(z) = (r — 2)?® hat keinen Wendepunkt und hat bei 7 = 2 ein Minimum .

zu U 8.5
(i) : fl(z) = {

f"(z) =1>0 fir z # 0: damit hat f(z) bei o =0 ein Maximum, bei z; 9 = £1 je ein Minimum

z+1 fir <0, >0 fir -1<zxz<0, =0 fir z=-1
z—1 fir >0, <0 fir 0<z<l, =0 fir z=1 [’
und hat keine Wendepunkte ;

(ii) : g(x) hat bei z; = —1 ein Minimum und an den Stellen zo = —1/3, z3 = 1 je einen Wende-

punkt :

y = h(z)
(iii) : I
h(z) hat 1
bei z1 =0
und z9 =4 1
je einen
Wendepunkt ’ e et I I I I I I x
und bei
3 = 6 ein 1
Maximum : 1
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zu U 8.6

Beide Funktionen haben einen Hochpunkt an der Stelle (0,1) und gehen gegen +0 fir z — +oo.
1

(i) : Die Funktion f(z) = e * hat (if) - Die Funktion g(z) = 1——3
zwei Wendepunkte an den Stellen hat zwei Wendepunkte an den
Wia (£1/V2]e12): Stellen Wi (+1/v310.75)
y=e™ y=1/(1+42)
—t —t T , , . . .
-1 1 i 1

Tangente: y = % T,
Beriihrpunkt: B(e|1):

zu U 8.8
p 1 cos’ z + sin’z 9 9 .
u = tanz = u = 5= = 5 = 1+4+tan“z = 1+ u”. Ist G(u) = , SO ist
cos? cos? x ) 1+u
1 1 1+u
:G = = d ! :G, - = — = .
@) = G (u(o) = T = 1o v (o) = G w(0) =~y = g
zu U 8.9
Y ‘( Asint >‘ _y /1 T 3sin?t ist mini.mal (=2) ﬁ.i.r t=kr (k€ Ng),
2cost maximal (=4) fir t=(2k+1)x/2 (k€ Ny),
_ _ 4 firt="kr (k€ Np)
mit b = ( 4C?St>‘:2\/1+3c0s2 = ’
‘ —2sint 2 firt=2k+1)7/2 (k€ Np).
zu U 8.10
Mit h = a sina und b = a cosa hat man die Querschnittsflache )
F=ah+bh=a%sina(l+ cosa). Dann ist g 5 =
F' = a? (cosa +cos?a —sin?a) = a? (2cos? a + cosa — 1) h A
somit: F/ =0 cosa = —1 /7 + 3 =—1 oder =1/2: /o

damit wird F' maximal fir « = 7/3 (= 60°).
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zu U 8.11

5/L1 =sina, 3/Ly = cosa =

) 3
L =L+ Ly =
() = e T sa Ly
cos a sin « o
I = _ _ i
ssin2a+3COSZOz -3
L'=0%tana = ¢/5/3 (d.h. a = 0.276967 ). Ly 5
Damit ist L = 11.19 [Meter] . a
zu U 9.1
2 2 8 8
L=7-8=56, L= |2 -1 =9, Igz/tl/?’dt:Pt?/?’] -
2 x|, . 2" ], T2
zu U 9.2

Eine Symmetriebetrachtung ergibt (siehe die Abbildungen 1.5 und 1.6):

0 w/2 w/2 0 T
I:/ cosz dx :/ sinz dz :/ cosrdr = —/ sinz dz = —/ cos z dx, somit:
—m/2 0 0 —m/2 /2

/2 ™
/ sinz dx = / coszdxr =0 und damit:
—7/2 0

z.B. rm/ . w/2
L=lh=Ii=IL=Is=1Ig=1 :/ cosxdx:[smx]o —1.
0

zu U 9.3
1 PREDY 1 1
St /0 SR T [
e e
)\:1:12:/ xildx:ln|x| =2;
/e 1/e
00 l,l—)\ o0 1
A>1: I3 = Adr = — _
Ch /1 TETION TXL
zuU 9.4
In3 In3 In3
I1=/ 3e*|$|dx:6/ e fde=—-6e"| =4,
—1In3 0 0

2m /2
12:/ |cosa:|d:z:4/ coszdr =4,
0 0

™ w/2
Igz/ Sln|$|dI—4/ sinzdr =4,

e (o) aem [ e
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zu U 9.5

3 — z? 1
Ilz/gxifx?)dx:§ln|9x—w3| +C,

-1 3 — 22 1 3,11
Igz/_2 9x—x3d$:§ [ln|9x—$ |]72:

| =

1/z

= —
3 Inzx

dr =In|lnz| +¢,
e 1 e3
14:/ l/ﬁﬁdx: [ln|lnx|} — In3 = 1.09861 ;

nx e

1
I; = /sinQ:E cos 2z dx = 1 sin 2z + ¢,

w/2 1 /2 1
I :/ sin 2z cos 2z dx = = sin? 2z =_:
/4 4 /4 4
Inz 1 2
I7:/7da::§(lnx) +C,
€lnzx 1 21€ 1
zu U 9.6
y=1/z
PR IR 0 TR O
3 4 5 6 2 2 3 4 5 1/24
19 77 67
lso:a=—.,b=—, [~ —=1.12;
=557 60 T 60

6
genau: [ = lnx‘2 =1n3 =1.10.

1
(In8 —In10) = 3 In0.8 = ~0.074381;

zu U 9.7

153

Der zur Zeit t zuriickgelegte Weg sei z(t) mit z(0) = 0; dann ergibt sich die Geschwindigkeit: v(t) =

/g -dt = gt + const., wegen v(0) =0 also: v(t) = gt, und:

z(t) = /U(t) dt = g/tdt:%th + const., und wegen z(0) = 0: z(t) = 3 gt*.

1
Damit ist L = 3 9.81(1.9)> = 17.7 [m] und vy = 1.9 - g = 18.64 [m/sec] = 67.1 [km/h].

zu U 9.8

200 200
m = ///pdV:q/o p(x)ds = 1007r/0 (2—1—3:2 10_4) dxr = 100w

Stab
2
=3 10° m = 209439.51 [g ] = 209.44 [kg |;
m 2-10°7 10

= —-= - = — = 3
M=y =3 q0en 200 3 - oos lofem]

x?)
27 + —10~*
x + 3
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zu U 9.9
In allen drei Fallen hat die Scheibe den Rauminhalt dV = 71'7“%. dx , wenn r, den Radius der Zylinderscheibe

an der Stelle  bezeichnet.

R R 4
(i) r2 = R%— 2, folglich: V = 2/ w2 dy = 27(/ (B~ #?) do = SR
0 0
2
( Halbkugel-Volumen = 3 Grundflache - Hohe ).
H 2
(i) x—ﬁﬂ = r; —RF:E, somit: V:/O s dm-w—/ :1cclac——7rR2
( Paraboloid—Volumen = 5 - Grundflache - Hohe ).
L R . R> rH 1
(i) Mit o= @ ist: V:/O s dx—ﬂm/ x2dx:§7rR2H
1
( Kegel-Volumen = 3" Grundflache - Hohe ).
zu U 10.1
du x xdz
N1l |lu=vV1+z2 | — = = =du;z=0=u=1,z=1=u=+v2;
) dr  1+z2  V1+22 V2
2
x
somit: I :/7dx:/du:\/§
' s V1 + z2
d
2. lu=1+2%| du —2z:>xd:z——du r=0=z=1, z=1= u=2; hiermit ist
x

1
T 1
[:/761:/ V2-1.
I AV e VT u= Vil =

(i |lu=z—-3 |tdu=dr;z=4=u=1, £ = o0 = u— 00; somit:

[ OO(U+3)2 [ -8 -9 ~10

1

-7 78 79
u 1 3 53
_ 6L +9Y | —Z4241=22_-1892857.
e i 9] A RET
d 1
(i) | u=1+2" :d—u:3x2—>x2d:z:§du;x:1/2:>u:9/8,:z:2:>u:9;hiermit:
X
I /2 x? 4 1 [ du 1) 1(1 8) 7 0.950750
K (1+ 23)2 u? 3 ulys  3\9 9) 27

1/2 9/8

(v lu=z+1|ide=du;z=0=>u=1 z=7=u=_8,; somit:

8

7 8
I4:/x\S/x+1dx:/(u—1)u1/3du:/(u4/3—u1/3) du =
0 1

1

3 3 8
e u7/3 v u4/3 _

7 ",

(27—1)—2(24—1):%-%:%:4&17857.
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zu U 10.2

(i), (i) : Mit der Substitution | u = cosz | ist o = —sing = sing de = —du = :
z

3 3 ut L a4
Fi(x) :/sinxcos xdm:—/u du = - +C:—Z cos” z +c¢ und
sinx du 1 1
Fy(z) = d :_/ du w2 =
2() /cos3x v — 2" te 2cos?z

du -3z T 1
i1i), (v): | u=14/4—-32%2 | = — = = dr = ——du =
(i), (&) dr /4 — 322 V4 — 3z2 3

1 1 1
0= [ Jrgmite =g [ dv==gute=—g/t-37 +e ud
1 1 3/2
:/m\/4—3m2dm:—g/u2du:—§u3+c:_ (4—3:1:2)/ +e:

1
9

d 1
(v) : mit der Substitution | u =3 + 4z | ist d_u =4,dh. dz = 1 du , somit:
x

d 1 1
F5(z) = 3+4$ 4/ - Zln|u|+c:zln|3+4x|+c.
zu U 10.3
(i) | z =sinu V1 —22=4/1—-sin?u=cosu und dz =cosudu;z=0=u=0,

w/2 w/2

/ dz _/cosudu_/du_z_
/ \/1—x2_0 cosu 2

x=1=u=m/2; hiermitist [} =

2 .92
1 d 1
(i) | z = tanu 1422 =1+tanZy= > 0 S U _ und £ = d.h.
cos?u  cos?u  cos?u du  cos?u

d .
dr = Z s z=0=>u=0,z=1=u=mr/4, somit:

cos

w/4

I du = —
2= l—l—:Jc2 / v

(i) | z=¢"—e™™ VAt a2 =Ad+te2u —2 e 2u— ¢l , dr = (e" +e™) du;
r=0=>u=0,2=3/2=u=1In2 (denn mitu=In2 istz =2- 1/2=13/2);

3/2 In2 In2
hiermit folgt: 13:/\/4—1—362(136: / (" +e™)du= / (62“—{—2—}—6_2“) du =

0 0 0
- [ 242 —ZU}M—I(@L 1) +2In2 1(1 1>—l5+21 2 = 3.26129;
T 2¢ TR |, T2 1792 Ty TemET e '
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156 11 NOCHEINMAL ALLE UBUNGSAUFGABEN.

du, 2+ e* + e 2% = (e” + (fm)2 =

(iv) | z=lnvu—1|: Eln(u—l) :;dg;_g.u_l

<\/—1+ ! >2 u = dx L1y 0= 2 In3 =
= u — = =—-—du;z = u=2,x=1In
Vu—1 u—1 242t 420 2 2

vu—1=3= u=10; somit:

In3

I_/L_l/md_“__l lw__l<i_l>_02
4_0 24+ e te2r 2y w2 2 ul,  2\10 2) 7
zu U 10.4
() | ¢ e =1,y(0)=0 |: Z—y e/ =" = /eydy = /e_xdx, dh. e = —e™" + ¢ bzw.
x

y:ln(c—efz);Ozy(O):ln(C—l):>c—1:1,d.h.c:2: y(a:):ln(2—efx)

Yy
dy 1—a? 1 11 T
— = de= [ (= —1)dz, dh. — == bzw. y = —— .
/y2 / 2 7 /<x2 > T Yy I+3:+c, Wy 24cx+1"

1 T
1 = y()=5-— alsoc y(z) TERE
T dy 1 y3—1 y?
(iii) y'zmy—;,y(O)zQ :%:x<y—?>:x e :>/y3_1dy:/xdx:>

2

1 1/3
3 ln‘y3— 1‘ - %+CO' dh.y* -1 =ce?” bzw. Y= <1+ ce%m2> ;

2= y(0)=(1+c)3 dh c=7: |y(z) = (1 i 7e%z3)1/3

zu U 10.5

o h h2
(i Cr:z=1,y=0,0<z<h = dx=dy =0 und: K-dF:/zdzZE;
Cy 0

(ii) C’4:a::cost,y:sint,z:%t,OStSQW,:>

dxr = —costdt, dy =sintdt, dz = ;dt und
T

5 27 h2 h2
K-dF:/ yda:—xdy+zdz:/ —Sin2t—COSQt+—2t dt = — —2m.
Cs Co 0 47 2
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11.B  Ergebnisse der Ubungsaufgaben. 157

zu U 10.6

(i) v =tv4+9¢2, und mit der Substitution u = 4 + 9¢2 ergibt sich:

V5 1 49
L1:/ t\/4+9t2dt:1—8 \/ﬂdu:% (=12.407407...).
0 4

1
(i) Mit z =cost, y =sint, z =2 ¢ ist ds = \/(:E’)2 + (y)2 + ()% dt = %\/hZ + 4n2 dt

1 2w
_ _ 2 2 — 2 2
und Lg—/cds —2W\/h + 47 dt =+\/h* + 472,

0

Das kann man auch ohne Integration herausbekommen: wenn man die Schraubenlinie zu einer ebenen
Figur entrollt, bekommt man ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten & und 27

(2m = Umfang eines Kreises vom Radius 1):

mit Hilfe des Satzes von Pythagoras ergibt sich: I P
2

Ly, = [h2 + 472 A//Ih

Q 27 Q

OIOX®)
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Index

D(f), 15

R(f). 15

Anderung einer Funktion, 87
Anderung, relative, 115
Offnun einer Parabel, 28
auBere Ableitung, 89

Ableitung der Umkehrfunktion, 90
Ableitung einer Funktion, 87

Ableitung einer Summe oder Differenz, 89
Ableitung eines Produktes, 89

Ableitung eines Quotienten, 89

Ableitung nach der oberen Grenze eines Integrals,

103
Ableitung von Vektoren, 95
Ableitung, hohere, 88
Ableitungen einiger Funktionen, 93
Ableitungsregeln, 89
Abstand von zwei reellen Zahlen, 12
Achse, Parabel-, 30
Achsenabschnittsgleichung einer Geraden, 24
achsensymmetrisch, 8
Additionstheoreme fiir sin und cos, 9
allgemeine Exponentialfunkrion, 41
allgemeiner Logarithmus, 42
Anstieg der Tangente, 87
antiparallele Vektoren, 79
Arbeit einer Kraft, 116
Aufleitung, 104

bedingte Divergenz, 52
Beschleunigungsvektor, 97

bestimmtes Integral, 100

Betrag einer reellen Zahl, 12

Betrag eines Vektors, 66, 68, 79
Betragsfunktion, 13

Bildbereich einer Funktion, 15
Bildungsgesetz einer Folge, explizites, 50
Bildungsgesetz einer Folge, rekursives, 50
Billard, 73

BogenmaB, 1

158

Brigg'scher Logarithmus, 43

Cosinus, 4, 5

Cosinus, Additionstheorem, 9
Cosinus, Funktionswerte, 6
Cosinus—Satz, 81
Cosinuskurve, verschoben, 18
Cotangens, 4, 5

Cotangens, Funktionswerte, 6

Definitionsbereich einer Funktion, 15
dekadischer Logarithmus, 43
Diagonale eines Quaders, 3
Differential, vektorielles, 116
Differentiale, 110
Differentialgleichung der Ordnung 1, 113
Differentialquotient, 87
Differenzenquotient, 87
differenzierbare Funktion, 88
Differenzvektor, 70

Divergenz, bedingte, 52

Divergenz, wesentliche, 52

Division, Polynom—, 33

Drehsinn eines Winkels, 1

Dreiecksungleichung, 15

Ebene durch drei Punkte, 75
Ebene, Normalenvektor, 83
Ebene, Parameterdarstellung, 75
Ebene, vektorielle Darstellung, 75
Ebenen, Schnittwinkel, 83

echt gebrochen-rationale Funktion, 37
eigentliche Konvergenz, 52
Einheitskreis, 4

Einheitsvektor, 66
Einheitsvektoren, natirliche, 69
Einschrankung einer Funktion, 16
einseitiger Grenzwert, 62

Ellipse, Flacheninhalt, 21

Ellipse, Halbachsen, 21

Ellipse, Mittelpunktsgleichung, 21



INDEX

Ellipse, Parameterdarstellung, 21
Ellipse, zum Umfang einer —, 21
Erdbeschleunigung, 117

Euler'sche Zahl e, 41

explizites Bildungsgesetz einer Folge, 50
Exponentialfunktion, 41, 115
Exponentialfunktion, Rechenregeln, 45

Extremwerte einer Funktion, 91

Faktorzerlegung eines Polynoms, 35
Fakultat, 50

Fibonacci—Folge, 50, 58
Flacheninhalt einer Ellipse, 21
Flacheninhalt eines Kreises, 61
Flacheninhalt eines regelmaBigen n-Ecks, 61
Flacheninhalt unter einer Kurve, 100
Folge, explizites Bildungsgesetz, 50
Folge, Fibonacci-, 50, 58

Folge, Grenzwert, 51

Folge, Null-, 51

Folge, rekursives Bildungsgesetz, 50
Folge, Zahlen—, 49

Folgen, bedingt divergente, 52
Folgen, eigentlich konvergente, 52
Folgen, konvergente, 51

Folgen, Majorantenkriterium, 54
Folgen, Rechenregeln, 54

Folgen, Teil-, 57

Folgen, uneigentlich konvergente, 52
Folgen, Vergleichstest, 54

Folgen, wesentlich divergente, 52
Folgen, Zusammensetzungsregeln, 55
Formel, Mitternachts—, 29

Formel, p-g-, 29

freier Vektor, 67

Funktion, 15

Funktion, Anderung, 87

Funktion, Ableitung, 87

Funktion, Betrags-, 13

Funktion, Bildbereich, 15

Funktion, Definitionsbereich, 15
Funktion, differenzierbare, 88
Funktion, echt gebrochen-rationale, 37

Funktion, Einschrankung, 16
Funktion, Expinential-, 115
Funktion, Extremwerte, 91
Funktion, gerade, 8
Funktion, Integral-, 103
Funktion, Knick, 88
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Funktion, monoton wachsende oder fallende, 90

Funktion, Sprungstelle, 838
Funktion, Stamm-, 103

Funktion, ungerade, 8

Funktion, Urbildbereich, 15
Funktion, Wendepunkt, 91
Funktion, Wertebereich, 15
Funktion, Zielbereich, 15
Funktionen, einige Ableitungen, 93
Funktionen, einige Stamm-, 107
Funktionen, gebrochen-rationale, 36
Funktionen, Grenzwerte, 59
Funktionen, Potenz—, 36
Funktionen, trigonometrische, 4
Funktionsgraph, Spiegelung, 16
Funktionsgraph, Verschiebung, 16
Funktionswert, 16

Funktionswerte der trigonom. Funktionen, 6

Ganghdhe einer Schraubenlinie, 117
ganzrationale Funktion, 32
gebrochen—rationale Funktionen, 36
Gerade durch zwei Punkte, 25, 74

gerade Funktion, 8

Gerade, Achsenabschnittsgleichung, 24
Gerade, Normalform, 25

Gerade, Parameterdarstellung, 74
Gerade, Punkt-Steigungsgleichung, 25
Gerade, vektorielle Darstellung, 74
Geraden in der Ebene, 24
Geschwindigkeit, Momentan-, 97
Geschwindigkeitsvektor, 97

Gleichung einer Geraden in der Ebene, 24
Gleichung einer Parabel, 28

Gleichung eines Kreises, 19

Gleichung, Differential- der Ordnung 1, 113
Glieder einer Folge, 49
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goldener Schnitt, 58
GradmaB, 1

Grenzwert einer Folge, 51
Grenzwert, einseitiger, 62
Grenzwert, linksseitiger, 62
Grenzwert, rechtsseitiger, 62

Grenzwerte von Funktionen, 59

hohere Ableitung, 88

Halbachsenlangen einer Ellipse, 21

Hauptnormaleneinheitsvektor einer Kurve, 97

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,
105

Hochpunkt, 91

innere Ableitung, 89

inneres Produkt, 78

Integral, bestimmtes, 100

Integral, unbestimmtes, 104
Integral, Weg-, 116

Integrale, einige unbestimmte —, 107
Integralfunktion, 103

Integration langs eines Weges, 116
Integration mit Substitution, 110
Integrationsgrenzen bei Substitution, 112
Integrationsregeln, 101
Integrationsvariable, 101

Intervall, abgeschlossenes, 12
Intervall, offenes, 12

Kettenregel, 89

Knick einer Funktion, 88

Kommutativgesetz der Vektoradditiion, 69

Komplement, orthogonales, eines Vektors, 83

Komponentenschreibweise eines Vektors, 63

konvergente Folgen, 51

Konvergenz von links oder rechts, 55

Konvergenz, eigentliche, 52

Konvergenz, uneigentliche, 52

konvergieren, 51

koordinatenabhangige Darstellung des Skalarpro-
dukts, 81

Krafteparallelogramm, 69

Kreis, Mittelpunktsgleichung, 19

INDEX

Kreis, Parameterdarstellung, 19
Kreisflache, 19
Kreisflacheninhalt, 61
Kreisumfang, 1, 19, 61
Kreiszahl =, 1

Kurvenintegral, 116

Limes einer Folge, 51

Linie, Schrauben-, 117
Linienintegral, 116
linksseitiger Grenzwert, 62
Logarithmus zur Basis a, 42
Logarithmus, Brigg'scher, 43
Logarithmus, dekadischer, 43
Logarithmus, naturlicher, 43
Logarithmus, Rechenregeln, 45

lokale Extremwerte einer Funktion, 91

Majorantenkriterium fiir Folgen, 54

Majorantenkriterium fiir Grenzwerte von Funktio-
nen, 59

Massenschwerpunkt, 73

Maximum einer Funktion, 91

mehrfache Nullstelle, 32

Minimum einer Funktion, 91

Mittelpunktsgleichung einer Ellipse, 21

Mitternachtsformel, 29

Momentangeschwindigkeit, 97

monoton wachsende oder fallende Funktion, 90

Multiplikation mit Skalaren, 70

n-Eck, regelmaBiges, 61
natiirliche Einheitsvektoren, 69
natirlicher Logarithmus, 43
negativer Winkel, 1

Norm, 66

Normalenvektor einer Ebene, 83
Normalenvektor einer Kurve, 97
Normalgorm einer Geraden, 25
Normalparabel, Ableitung, 88
normieren, 70

Nullfolge, 51,55

Nullstellen einer Parabel, 29

Nullstellen eines Polynoms, 32, 35
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Orientierung eines Winkels, 1

orthogonale Projektion auf einen Vektor, 83
orthogonale Vektoren, 79, 82

orthogonale Zerlegung eines Vektors, 83
orthogonales Komplement eines Vektors, 83
Ortsvektor, 67, 97

p-q-Formel, 29

Parabel, (")ffnung, 28

Parabel, Nullstellen, 29

Parabel, Scheitel, 29

Parabelachse, 30

Parabeln, 28

parallele Vektoren, 79
Parameterdarstellung einer Ellipse, 21
Parameterdarstellung einer Geraden, 74, 75
Parameterdarstellung eines Kreises, 19
Periode, 7

periodische Funktion, 7

Pol einer rationalen Funktion, 37
Polynom, Faktorzerlegung, 35
Polynom, reelle Nullstellen, 35
Polynom, Wurzeln, 32
Polynomdivision, 33

Polynome, 32

Polynome, Linearfaktoren, 32
Polynome, Nullstellen, 32

positiver Winkel, 1

Potenzfunktionen, 36

Produkt, inneres, 78

Produkt, Skalar-, 78

Produktregel, 89

Projektion, orthogonale, eines Vektors, 83
punktsymmetrisch, 8

Pythagoras am Einheitskreis, 7
Pythagoras, Satz von, 3

quadratische Erganzung, 29
Quotientenregel, 89

rational, gebrochen-, 36
rationale Funktion, Pol, 37
Rechenregeln fiir Exponentialfunktionen, 45

Rechenregeln fiir Folgen, 54
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Rechenregeln fiir Logarithmen, 45
rechtsseitiger Grenzwert, 62

reelle Zahlengerade, 12

Regel, Ketten-, 89

Regel, Produkt-, 89

Regel, Quotenten-, 89
regelmaBiges n-Eck, 61

Regeln, Ableitungs-, 89

Regeln, Integrations-, 101
rekursives Bildungsgesetz einer Folge, 50
relative Anderung, 115
resultierende Kraft, 69

Richtung eines Vektors, 66
Richtungsvektor einer Geraden, 74

Richtungsvektoren einer Ebene, 75

Satz von Pythagoras, 3

Satz, Cosinus-, 81

Satz, Haupt— der Differential- und Integralrech-
nung, 105

Scheitel einer Parabel, 29

Scheitelpunktsgleichung einer Parabel, 28

Schnittwinkel zweier Ebenen, 83

Schraubenlinie, 117

Schwarz'sche Ungleichung, 79

Schwerkraft, 117

Schwerpunkt, Massen-, 73

Sekante einer Kurve, 87

Sinus, 4, 5

Sinus (1/x), 63

Sinus nahe 0, 8

Sinus x durch x, 60

Sinus, Additionstheorem, 9

Sinus, Funktionswerte, 6

Sinuskurve, verschoben, 18

Skalar, 67

Skalarprodukt, 78

Skalarprodukt, koordinatenabhangige
Darstellung, 81

Spaltenvektor, 68

Spannung, elektrische, 116

Spiegelung des Funktionsgraphen, 16

Sprungstelle einer Funktion, 88
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Stiitzvektor einer Ebene, 75 Vektoren, parallele, 79

Stiitzvektor einer Geraden, 74 Vektoren, Summe und Vielfache, 69
Stammfunktion, 103 vektorielle Darstellung einer Ebene, 75
Stammfunktionen einiger Funktionen, 107 vektorielle Darstellung einer Geraden, 74
Substitution, Integration mit —, 110 Vergleichstest fiir Folgen, 54

Substitution, Integrationsgrenzen bei —, 112 Vergleichstest fiir Grenzwerte von Funktionen, 59
Summe von Vektoren, 69 Verschiebung, 66

Verschiebung des Funktionsgraphen, 16

_ Vielfache von Vektoren, 69
Tangens, Funktionswerte, 6 voller Winkel. 1

Tangens, 4, 5

Tangente an eine Kurve, 95 Vorzeichen eines Winkels, 1

Tangente einer Kurve, 87 vorzeichenbehafteter Flachenihalt, 100

Tangenteneinheitsvektor einer Kurve, 97

Tangentialvektor eines Kurve, 97 Wachstums- und Zerfallsprozesse, 115
Teilfolgen, 57 Wegintegral, 116

Tiefpunkt, 91 Wendepunkt, 91

Trennung der Variablen, 113 Wertebereich einer Funktion, 15
trigonometrische Funktionen, 4 wesentliche Divergenz, 52
trigonometrische Funktionen, Funktionswerte, 6 Winkel, 1

Winkel zwischen zwei Vektoren, 78, 82

Umfang einer Ellipse, 21 Wurzel eines Polynoms, 32

Umfang eines Kreises, 61

Umfang eines regelmaBigen n-Ecks, 61 Zahlenfolge, 49

Umkehrfunktion, Ableitung, 90 Zahlengerade, 12

unbedingte Divergenz, 52 Zehner—Logarithmus, 43

unbestimmte Formen, 55 Zeilenvektor, 68

unbestimmtes Integral, 104 Zerlegung, orthogonale, eines Vektors, 83
uneigentliche Konvergenz, 52 Zielbereich einer Funktion, 15

ungerade Funktion, 8 Zusammensetzungsregeln fiir Grenzwerte von
Ungleichung, Dreiecks-, 15 Funktionen, 59

Ungleichzng, Schwarz'sche, 79 Zusammensetzungsregeln fiir Zahlenfolgen, 55

Urbildbereich einer Funktion, 15

Vektor, 66

Vektor, Ableitung, 95

Vektor, Beschleunigungs-, 97

Vektor, Betrag, 79

Vektor, Geschwindigkeits-, 97

Vektor, Komponentenschreibweise, 68
Vektor, Normalen-, 97

Vektor, Tangential-, 97
Vektoraddition, Kommutativgesetz, 69
Vektoren, antiparallele, 79

Vektoren, orthogonale, 79, 82
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