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Kapitel 1

Einleitung

Wir verbringen einen Grof3teil unserer Zeit mit anderen Menschen, ange-
fangen bei der Familie, unserem Arbeits- oder Ausbildungsplatz bis hin zu
Freizeitaktivitdten in Vereinen oder mit Freunden. Jede dieser Personengrup-
pen kann als soziales Netzwerk beschrieben werden. Sowohl die graphische
Darstellung sozialer Netzwerke, als auch die Betrachtung der sozialen Ver-
flechtungen spielen in dieser Arbeit eine zentrale Rolle.

Bestandteile eines solchen Netzwerkes bilden die sozialen Einheiten (auch
Akteure genannt) und die Beziehungen zwischen ihnen. Akteure miissen da-
bei nicht notwendigerweise Personen verkérpern, sondern kénnen auch ganze
Gruppen (z.B. Abteilungen einer Firma) oder auch geographische Einheiten
(z.B. Stidte) darstellen. Beziehungen wie “stehen in geschéftlicher Verbin-
dung” oder “ist befreundet mit” sind typisch fiir soziale Netzwerke.

In der Mathematik bildet die Graphentheorie die Grundlage fiir diese Struk-
turen. Akteure konnen als Knoten, Beziehungen als Kanten eines Graphen
dargestellt werden. Knoten werden dabei zumeist als Punkte in der gra-
phischen Darstellung gezeichnet, Kanten als Linien oder Pfeile. Kapitel 2
beschiftigt sich mit der allgemeinen Definition von Graphen und den Eigen-
schaften, die fiir die Untersuchung eines sozialen Netzwerkes von Wichtigkeit
sind.

Die graphische Darstellung von Netzwerkdaten wird auch als Visualisierung
bezeichnet. Das Kapitel 4 befafit sich mit der genauen Kliarung des Begriffes
Visualisierung und dessen Eigenschaften.

Ein Layout, also die rdumliche Anordnung der graphischen Objekte, muf
dabei bestimmten Bedingungen geniigen, wie z.B. dem Kriterium der guten
Lesbarkeit oder der Datentreue. Die Aussagen, die mittels dieses Layouts ge-
macht werden, sollten moglichst einfach und schnell zu erkennen sein. Daten
diirfen durch die Umsetzung in ein Bild nicht verfilscht werden. Dies spricht
auf der einen Seite fiir die Verwendung von Statistiken spricht. Andererseits



kann dabei die Ubersicht iiber die Gesamtstruktur des Netzwerkes verloren
gehen, was durch die hier benutzte Methode verhindert wird.

Betrachten wir die Struktur eines Netzwerkes etwas genauer. Es ist moglich
durch die Lage der Knoten und Kanten ein Mafl anzusetzen, durch das
den Knoten innerhalb der vorliegenden Struktur ein Wert zugeordnet wird.
Ubertragen wir diese Werte wieder auf das soziale Netzwerk, so sprechen wir
von der Wichtigkeit der einzelnen Akteure, die durch die auf der Struktur
gemessenen Werte bestimmt ist. Es kdnnen dabei verschiedene Arten von
Wichtigkeit unterschieden und berechnet werde. Damit befafit sich das Ka-
pitel 3.

Ein zentraler Gegenstand dieser Arbeit ist ein spezielles Maf}, genannt Status.
Die Grofle der Statuswerte bestimmt die Position eines Akteurs im Layout.
Neu ist, dal die Wichtigkeit oder in diesem Fall der Status nicht etwa durch
Grofle der Knoten, sondern durch die zugewiesenen y-Koordinaten im zwei-
dimensionalen Layout visualisiert wird.

Ein Hauptanliegen dieser Arbeit ist es, die Verbindung zwischen den berech-
neten Daten, in unserem Fall den Statuswerten und dem Netzwerk herzustel-
len und graphisch sichtbar zu machen. Dafiir werden Verfahren benutzt, die
noch nicht in dieser Kombination zusammengestellt wurden.

Die hier verwendete Art der Visualisierung entsteht durch den Algorithmus
von Sugiyama, der die Positionierung von Knoten und Kanten eines Graphen
in drei Schritte unterteilt.

1. Die Layerzuweisung: In der urspriinglichen Form des Algorithmus wer-
den die Knoten einzelnen Schichten, sogenannten Layern zugewiesen.
Sie bestimmen die y-Koordinaten der Knoten und werden iiblicherweise
dquidistant gesetzt. Dies ist in der hier zu beschreibenden Vorgehens-
weise nicht der Fall, da die Héhe der Layer durch die berechneten Sta-
tuswerte bestimmt werden. Zusétzlich wird eine Clusterung vorgestellt,
die mehrere Layer, die dicht beieinander liegen, verschmelzen kann.

2. Die Kreuzungsminimierung (Vermeidung moglichst vieler Kanteniiber-
schneidungen): Bisherige Verfahren versuchen zumeist, Schicht fiir
Schicht die Anzahl der Kreuzungen zwischen einem Layer und dem
néichsten zu minimieren. Eine davon verschiedene Methode wird be-
nutzt, um durch Kombination eines herkémmlichen Verfahrens mit
dieser Methode bessere Ergebnisse zu erhalten. Die Effektivitit dieser
Kombination wird anhand von Testergebnissen dargestellt.

3. Die Zuweisung der horizontalen Koordinaten: Der letzte Schritt
beschéftigt sich mit der horizontalen Positionierung der Akteure und



der zusétzlich eingefiigten Knickpunkte der Kanten. Durch die oben be-
schriebene Verschmelzung der Layer, ist es notig, weitere Knickpunkte
zu integrieren und geeignet zu positionieren.

Neben den oben erwdhnten Methoden wird in Kapitel 5 eine Vielzahl von
verschiedenen Losungsmoglichkeiten fiir jedes der drei Teilprobleme beschrie-
ben. Im Anhang wird die Umsetzung des Themas durch eine Implementation
in C4++ dargelegt. Die Klassen und Funktionen werden aufgefiihrt und er-
klart, ebenso die Benutzung des Programmes und Moglichkeiten, die sich
durch neu eingefiihrte Funktionen bieten.Die erhaltenen Ergebnisse werden
am Ende der Arbeit durch einige graphische Beispiele veranschaulicht.



Kapitel 2

Einfithrung in die
Graphentheorie

Die Struktur, die einem Sozialen Netzwerk zugrunde liegt, ist die eines G'ra-
phen. Um das Verstidndnis zu erleichtern und mit den Begriffen vertraut zu
werden, wird hier eine kurze Einfiihrung in das Thema gegeben.

Ungerichteter Graph:
Ein ungerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Knotenmen-
ge V und einer Kantenmenge FE, fiir die gilt:

E C {{u,v}:u,v eV}

Gerichteter Graph:
Ein gerichteter Graph D = (V, A) besteht aus einer endlichen Knotenmenge
V und einer Menge A von gerichteten Kanten, fiir die gilt:

A C {(u,v):u,v eV}

Gerichtet bedeutet, dafl Anfangs- und Endknoten einer Kante genau defi-
niert sind, was bei ungerichteten Kanten nicht der Fall ist.

Eine Kante in einem Graphen verbindet im Normalfall zwei Knoten. Die Kno-
ten bezeichnet man dann mit adjazent oder benachbart, Knoten und Kante
sind inzident. Besitzt eine Kante nur einen inzidenten Knoten, spricht man
von einer Schleife oder einem [oop. Ein Knoten ohne inzidente Kanten heifit
isoliert. Es wird der Fall auftreten, dafl wir die Knoten eines Graphen in zwei
Hilften unterteilen, zwischen denen Kanten existieren, innerhalb der Halften
nicht. Man spricht dabei von einem bipartiten Graphen. Ein bipariter Graph
ist ein ungerichteter Graph G = (V, E), in dem die Menge der Knoten V in
zwei Mengen Vi, V5 eingeteilt werden kann, so daf fiir eine Kante {u,v} € E
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gilt, daf} entweder v € V] und v € V, oder u € V5 und v € V;. Da wir uns
bei der Netzwerkanalyse stark mit den zu einem Knoten inzidenten Kanten
beschéftigen und gerichtete und ungerichtete Kanten unterscheiden miissen,
wird der Grad eines Knotens eine wichtige Rolle spielen. Der Grad eines
Knotens u in einem ungerichteten Graphen ist die Anzahl der zu u inziden-
ten Kanten. Er wird mit deg(u) bezeichnet. In einem gerichteten Graphen ist
der Fingangsgrad eines Knoten u die Anzahl der in u einlaufenden Kanten,
der Ausgangsgrad die Anzahl der aus u auslaufenden Kanten. Die Notation
fiir einen Knoteneingangsgrad ist deg;, (u), die fiir einen Knotenausgangsgrad
degour(u). Wir wollen uns aber nicht nur mit den direkten Verbindungen zwi-
schen Knoten, also adjazenten Knoten beschiftigen, sondern insbesondere
mit den indirekten, d.h. Verbindungen, die Knoten iiber mehrere Kanten und
Zwischenknoten miteinander verbinden. In diesem Zusammenhang tritt der
Begriff des Weges auf. Ein Weg der Linge k (bzw. gerichteter Weg der Linge
k) in G (bzw. D) ist eine Knotenfolge < vy, v1,...,vx > mit {v;_1,v;} € E
(bzw. (v;_1,v;) € A) fiir alle 1 < i < k. vy, heifit von vy aus erreichbar, falls
ein Weg zwischen vy und v, bzw. von vy nach v, existiert. Falls v; # v; fiir
alle 0 < 4,5 <k, heifit der Weg einfach. Gilt fiir einen Weg < vg, ..., v >,
daB vy = vg, so nennt man ihn Zykel. Ist zusétzlich die Bedingung v; # v;
fiir alle 0 < 7,j < k mit ¢ # j erfiillt, wird er als einfacher Zykel bezeichnet.
Besitzt ein Graph keinen Zykel, nennt man ihn azyklisch.

Einige der zum Messen der Wichtigkeit benutzten Mafle konnen nur unter
der Bedingung angewandt werden, daf§ der Graph zusammenhdngend ist. Im
ungerichteten Fall bedeutet dies, es gitl fiir je zwei Knoten u,v € V. ,dafl v
von u aus erreichbar ist. La8t man in einem gerichteten Graphen die Rich-
tungen der Kanten weg, entsteht der zugeordnete ungerichtete Graph. Ist
dieser zugeordnete ungerichtete Graph zusammenhéngend, gilt dasselbe fiir
den gerichteten Graphen. Man spricht von einem stark zusammenhdngenden
Digraphen, falls es zu je zwei Knoten u,v € V einen gerichteten Weg von u
nach v und von v nach u gibt. Ein ungerichteter, zusammenhéngender Graph
ohne Zykel heifit Baum. Wir werden auf diesen Begriff in Verbindung mit der
Closeness-Zentralitidt noch zu sprechen kommen.

Unter Umstédnden wollen wir uns bei der Analyse nur auf einen Teil des
Netzwerkes beschrinken. G' = (V', E') heifit Teilgraph (oder Subgraph) von
G = (V,E), falls V! C V und E' C F und alle Inzidenzen in G’ den
Inzidenzen in G entsprechen. Gilt dabei, V! C V und E' = {e € E :
Endknoten von e sind in V'}, bezeichnet man G’ als knoteninduzierten Teil-
graphen von G. G' = (V', E') heifit kanteninduzierter Teilgraph von G, falls
E' C Eund V' = {v € V : v ist Endknoten von mindestens einem e € E'}.
Die beziiglich der Knotenmenge inklusionsmaximalen, zusammenh&ngenden
Teilgraphen von G heilen Zusammenhangskomponenten. Der Graph G =



(V,E) mit £ = {{u,v} : u,v € V,u # v} heifit vollstindiger Graph (iiber
V). Ein knoteninduzierter Teilgraph von G, der vollsténdig ist, heifit Clique
in G.

Zwei Begriffe, die in engem Zusammenhang mit der Wichtigkeit innerhalb
eines Netzwerkes stehen, sind Broker und Briicke. Ein Broker, zu deutsch
Makler, ist eine Person, die eine Verbindung zwischen mehreren Parteien bil-
det, z.B. zwischen dem Kdufer und dem Verkdufer. In der Graphentheorie
entspricht dies der Struktur eines cutpoint. Ein cutpoint ist ein Knoten n eines
Graphen G, der bei Entnahme den Graphen in mindestens eine Zusammen-
hangskomponente mehr als vorher zerlegt, d.h. hat der Graph das Aussehen
G = (V, E) und entspricht k& der Anzahl der Zusammenhangskomponenten,
dann zerfillt G bei Entnahme von n in einen Graphen G' = (V', E') mit
mindestens & + 1 Zusammenhangskomponenten, wobei V' = V' \ {n} und
E' = E\ {{u,v} : u=noderv = n}. Eine Briicke kann analog definiert wer-
den, mit dem Unterschied, daf} es sich um eine Kante, keinen Knoten handelt.
Ist eine Kante e des Graphen G = (V, E') mit k£ Zusammenhangskomponen-
ten eine Briicke, so zerfallt der Graph bei Entnahme von e in einen Graphen
G’ = (V, E') mit mindestens k + 1 Komponenten, wobei E' = E'\ {e}.



Kapitel 3

Soziale Netzwerke

Das Kapitel “Soziale Netzwerke” teilt sich in mehrere Abschnitte. Es wird
eingeleitet mit einem geschichtlichen Uberblick zur Entstehung und Verwen-
dung der sozialen Netzwerke. Dann folgt eine allgemeine Einfiihrung in das
Themengebiet, um Begriffe, die zur Darstellung nétig sind, zu erldutern und
einen allgemeinen Uberblick zu schaffen. Anschliefend werden die im Mit-
telpunkt stehenden Mafle fiir die Wichtigkeit innerhalb eines Netzwerkes,
ndmlich Zentralitdt und Prestige, zuerst allgemein, dann einzeln beschrie-
ben. Die Darstellung der Themen des Kapitels folgt im wesentlichen dem
Buch [WF94].

3.1 Ein kurzer, geschichtlicher Uberblick

Die ersten wichtigen Untersuchungen zu sozialen Netzwerken finden vor iiber
60 Jahren statt, eingeleitet durch Jakob L. Moreno. Im April 1933 stellt More-
no das “Soziogramm” auf einer Medizinertagung vor. Auch die Offentlichkeit
erfihrt von dieser Entwicklung durch einen Bericht der New York Times vom
3. April 1933. Andere Zeitungen greifen das Thema auf und die Forschungs-
ergebnisse werden in ganz Amerika bekannt.

Dieser Zeitpunkt markiert den Anfang der Soziometrie, dem Vorlaufer der
sozialen Netzwerkanalyse und vieler Gebiete der Sozialpsychologie. Mit So-
ziometrie bezeichnet man das Messen (griech. metron = das Maf}) von Be-
ziehungen in kleineren sozialen Einheiten. Diese Einheiten konnen aus ein-
zelnen Personen oder kollektiven sozialen Einheiten bestehen. Eine genauere
Erlduterung folgt im Abschnitt Grundlagen. Moreno veranschaulichte diese
Beziehungen von Einheiten durch die graphische Darstellung des Netzwerkes
in Form des Soziogrammes, der ersten Visualisierung (siehe Kapitel 4) von
sozialen Netzwerken [Mor53]. Das Soziogramm stellt die zu betrachtenden



sozialen Einheiten eines Netzwerkes (z.B. Menschen, Firmen, Vereine, ... )
als Punkte im zweidimensionalen Raum dar und die Beziehungen zwischen
Paaren dieser Einheiten durch Linien, welche die entsprechenden Punkte ver-
binden. Diese Form wird bis heute in ihrer Grundidee beibehalten, auch wenn
die Einheiten nicht notwendigerweise als einfache Punkte dargestellt werden.
Weiteres zur Geschichte des Soziogrammes findet sich in [HNC65]. Forsyth
und Katz [FK46] waren unter den Ersten, die Matrizen zur Untersuchung von
sozialen Netzwerken benutzten. Insbesondere die Arbeit von Katz [Kat53]
macht es mdglich, den Status sozialer Einheiten zu messen und ihn dann in
der hier dargestellten Form sichtbar zu machen.

3.2 Grundlagen

Die Basisstruktur eines Netzwerkes ist ein Graph, wie in Kapitel 2 beschrie-
ben. Da es sich bei der Analyse von sozialen Netzwerken in erster Linie
nicht um Graphentheorie, sondern um die Untersuchung sozialer Eigenschaf-
ten handelt, werden wir einige Bezeichnungen einfiihren, die in das Gebiet
der Sozialwissenschaften gehoren. Die Struktur ist und bleibt nach wie vor
die eines Graphen, es werden Methoden der Graphentheorie angewandt wie
“Suchen von kiirzesten Wegen” u.i., die Notation wird sich jedoch in man-
chen Teilen dndern. Dies liegt an der Interpretation der einzelnen graphischen
Komponenten, die je nach Art der Anwendung eine andere Bedeutung erhal-
ten (s.u.). In einem sozialen Netzwerk bezeichnet man die Knoten des darun-
terliegenden Graphen als Akteure und die Kanten als Beziehungen zwischen
diesen Akteuren.

Akteure Die Akteure eines sozialen Netzwerkes sind die individuellen, so-
zialen Finheiten, zwischen denen Beziehungen bestehen. Es kann sich dabei
um Personen, aber auch um Personengruppen oder Institutionen handeln.
Alle Einheiten zusammen bilden ein Gruppe, die klar nach aufien hin abgrenz-
bar ist. Betrachten wir den Fall einer Menge von Studenten, die gemeinsam
ein Vorlesung besuchen. Jeder Student bildet eine individuelle, soziale Ein-
heit, die Menge aller Studenten, die diese Vorlesung besucht, bildet die Grup-
pe. Sie ist klar zu trennen von anderen Gruppen, da nur Studenten enthalten
sind, die diese eine, spezielle Vorlesung besuchen. Weitere Beispiele aus der
Praxis wiren

e Kinder in einer Klasse

e Bewohner eines Stadtviertels



e Abteilungen einer Firma
e offentliche Amter in einer Stadt
e Staaten der Erde

In den meisten Fillen konzentrieren sich soziale Netzwerke auf eine Ansamm-
lung von Akteuren desselben Typs, also z.B. Menschen in einer Arbeitsgrup-
pe. Dies wird als One Mode Network bezeichnet. Der Inhalt dieser Arbeit be-
schriankt sich auf die Beschreibung von Netzwerken dieser Art. Es sei jedoch
auf die Existenz anderer Typen von Netzwerken hingewiesen. Two Mode Net-
works konzentrieren sich auf entweder zwei Mengen von Akteuren, oder auf
eine Menge von Akteuren und eine Menge von Ereignissen. Schenkungen von
profitablen Firmen an caritative Einrichtungen beispielsweise beschreiben ein
Two Mode Network, das sich auf zwei Gruppen von Akteuren bezieht [Gal85],
[GW89]. Eine Gruppe von Frauen, die eine Vielzahl von sozialen Funktionen
iibernimmt, ist ein Two Mode Network, das die Beziehungen einer Gruppe
von Akteuren mit einer Gruppe von Ereignissen beschreibt und deshalb auch
als affiliation network (affiliation = Teilnahme) bezeichnet wird.

Es ist moglich, Netzwerke mit einer hoheren Anzahl von modes zu betrach-
ten, in der Praxis aber nicht iiblich. Daher wollen wir uns auf die Beschrei-
bung der ersten Moglichkeiten beschranken.

Beziehungen Akteure in einem sozialen Netzwerk sind durch soziale Be-
ziehungen miteinander verkniipft. Diese kénnen unterschiedlichste Formen
annehmnen. Die Besonderheit einer solchen Beziehung ist, daf} sie eine Bezie-
hung zwischen einem Paar von Akteuren begriindet und niemals nur einem
Akteur zugeschrieben werden kann. Beispiele solcher Beziehungen sind

e Bewertung einer Person durch eine andere, z.B. durch Freundschaft,
Liebe, Respekt

e Transfer von Materialressourcen, z.B. Geschiftstransaktionen, verlei-
hen oder borgen von Materialien

o Gesellschaft oder Zugehorigkeit, z.B. Teilnahme am selben sozialen Er-
eignis, Mitglied im gleichen Club

e Kontakte untereinander, z.B. miteinander reden, Briefe schreiben

e Bewegung zwischen Plidtzen oder gesellschaftlichen Leveln, soziale (Auf-
stieg von der “Arbeiterklasse” in die “gehobene Gesellschaft”) oder
physikalische Bewegungen (Wanderungen)



e Physikalische Beziehungen, z.B. Straflen, Fliisse, Briicken
e Formale Beziehung, z.B. Autoritét

e Biologische Beziehung, z.B. Verwandtschaft

Beziehungen zwischen Akteuren kénnen auf zwei verschiedene Arten auftre-
ten, gerichtet oder ungerichtet. Wie sich herausstellen wird, ist die Trennung
dieser beiden Typen von Beziehungen sehr wichtig bei der Berechnung von
Maflen fiir die Akteure. Fiir die Betrachtung einiger Mafle ist es notig, Sen-
der und Empfinger einer Beziehung zu unterscheiden, also Ursprung und
Ziel einer Kante.

Dyade, Triade, Untergruppe Die Daten eines soziales Netzwerk konnen
in verschiedene Level eingeteilt werden. Auf dem untersten Level sind die Ak-
teure selbst angesiedelt. Sobald zwischen zwei Akteuren eine Beziehung be-
steht, erreichen wir das néchste Level, die Dyade, gefolgt von der Triade und
der allgemeinen Untergruppe. Diese Begriffe werden im folgenden definiert.

Definition 1 (Dyade, Triade, Untergruppe) FEine Dyade besteht aus ei-
nem Paar von Akteuren und den (mdglichen) Beziehungen zwischen diesen
Akteuren.

FEine Triade ist eine Menge von drei Akteuren und den (mdglichen) Bezie-
hungen zwischen diesen.

Fine Untergruppe ist eine Menge von beliebig vielen Akteuren und deren
Beziehungen untereinander

Die Dyade ist hdufig die Basiseinheit fiir die Analyse von sozialen Netzwerken.
Fiir bestimmte Anwendungen reichen sie jedoch nicht mehr aus, die Berech-
nung von Status beispielsweise ist allein mit dieser Betrachtungsweise nicht
moglich. Erst die Erforschung von Untergruppen héherer Kardinalitit oder
des gesamten Netzwerkes liefert ein verwertbares Ergebnis. Interessant ist die
Untersuchung der Transitivitit bei Triaden oder grofleren Untergruppen. Sie
fithrt in einem spéteren Abschnitt zur Berechnung verschiedener Zentralitéits-
und Prestigewerte, insbesondere zur Bestimmung des Status eines Akteurs.

Gruppe Die Netzwerkanalyse beschéftigt sich nicht nur mit Dyaden, Tria-
den oder allgemeinen Untergruppen, sondern auch mit den Beziehungen zwi-
schen Systemen von Akteuren. Dabei besteht ein System aus Beziehungen
zwischen Mitgliedern einer (mehr oder weniger) begrenzten Gruppe. Gruppe
bezeichnet hier die Ansammlung aller Akteure, zwischen denen Beziehungen
gemessen werden konnen. Folglich mufl es moglich sein, die Akteure durch
bestimmte Kriterien zu einer begrenzten Menge zusammenzufassen.
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Definition 2 (Gruppe) FEine Gruppe ist eine endliche Menge von Akteu-
ren, die durch konzeptionelle, theoretische oder empirische Grinde als endli-
che Menge von Individuen behandelt werden. Auf diese Menge von Akteuren
kénnen Netzwerkmafle angewandt werden.

Wir beschrinken uns zur Vereinfachung auf den endlichen Fall.

Relation Eine Beziehung besteht immer zwischen zwei Akteuren, einem
einzelnen Paar. Die Gesamtheit der Beziehungen einer bestimmten Art zwi-
schen Mitgliedern einer Gruppe nennt man Relation. Die Menge von Freund-
schaften zwischen je zwei Kindern einer Klasse oder die Menge der formalen
Beziehungen zwischen Nationen dieser Erde bilden beispielsweise eine solche
Relation.

Soziales Netzwerk Das Soziale Netzwerk umfafit alle bisher eingefiihrten
Begriffe und bildet den Abschlufl der einfithrenden Definitionen.

Definition 3 (Soziales Netzwerk) FEin Soziales Netzwerk besteht aus ei-
ner endlichen Menge (oder Mengen) von Akteuren und einer Relation zwi-
schen diesen.

Die Besonderheit des Sozialen Netzwerkes ist die Prasenz einer solchen Re-
lation.

3.3 Prominenzmalifle

Zentralitdt und Prestige

Einer der wichtigsten Punkte bei der Analyse von Netzwerken ist die Identi-
fikation des wichtigsten Akteurs. Wichtigkeit ist dabei nicht eindeutig. Aus
diesem Grund existieren verschiedene Definitionen fiir Wichtigkeit bzw. Pro-
minenz. Eines haben alle Mafle gemeinsam - sie machen die Wichtigkeit von
der Lage des Akteurs im Netzwerk abhingig. Das bedeutet, daf} sich die
wichtigsten Akteure an strategisch wichtigen Positionen im Netzwerk befin-
den. Diese wichtigen Positionen koénnen sich je nach Art des Mafles unter-
scheiden. An dieser Stelle sei schon ein kleiner Einblick in die im folgen-
den noch genau zu erklidrenden Begriffe gewéihrt, um diese Unterschiede an
einem Beispiel deutlich zu machen. Ein besonders zentraler Knoten muss
nicht notwendigerweise einen hohen Status besitzen. Da bei der Berechnung
von Status insbesondere die indirekten Beziehungen benutzt werden, ist es
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moglich, dafl der Akteur mit dem hdochsten Status nur eine einzige einlau-
fende Kante besitzt, was beim Messen von Degree-Zentralitit im gerichteten
Fall einen geringen Zentralitdtswert zur Folge hétte. Es wird sich zeigen,
daB sich die Bedingungen fiir Wichtigkeit in den Bereichen Zentralitit und
Prestige stark unterscheiden, zum Teil sogar entgegengesetzt sind. Werden
beim Berechnen der Degree-Zentralitit im Fall von gerichteten Beziehungen
die Knotenausgangsgrade betrachtet, verwendet man beim Degree-Prestige
nur die Knoteneingangsgrade. Schon an dieser Stelle soll darauf hingewie-
sen werden, dafl Prestige, anders als Zentralitdt, nur anhand von gerichteten
Beziehungen berechnet werden kann. Der Sender und der Empfinger einer
Beziehung miissen ganz klar voneinander zu unterscheiden sein. Zentralitit
kann dagegen sowohl in gerichteten, als auch in ungerichteten Beziehungen
berechnet werden.

Die Maf}e fiir Wichtigkeit basieren auf folgenden Eigenschaften, die noch
genau erldutert werden

e Degree (Knotengrad)
e Closeness (Distanz)

Betweenness

Information

Proximity (N&he) und
e Status (Rang)

Durch diese Definitionen kénnen die Akteure mit Werten versehen werden,
welche die Wichtigkeit eines Akteurs innerhalb eines Netzwerkes widerspie-
geln sollen. Diese Werte werden wir mit Indexr bzw. Indizes bezeichnen. Fer-
ner existiert die Moglichkeit, verschiedene Netzwerke untereinander mittels
Gruppenindizes zu vergleichen.

Mafle fiir Wichtigkeit in gerichteten und ungerichteten Beziehun-
gen Wie wir bereits gesehen haben, gibt es zwei Arten von Beziehungen,
gerichtete und ungerichtete. Unterscheidet sich die Berechnung der Mafle in
diesen Fillen? Kann es sein, dal manche Mafle bei der Verwendung von ge-
richteten bzw. ungerichteten Beziehungen nicht berechnet werden koénnen?
In beiden Féllen kann die Frage mit JA beantwortet werden. Da die genaue
Berechnung der Mafle noch beschrieben wird, soll auf diese Fragen an spéte-
rer Stelle eingegangen werden.
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Im folgenden werden zuerst Mafe fiir die einzelnen Akteure definiert und
dann, sofern moglich, auf Gruppenmafle ausgeweitet. Zum besseren Versténd-
nis und um die Unterschiede verdeutlichen zu konnen, werden die Zentra-
litdtsmafle zuerst auf Graphen angewandt, die sich nicht in der Anzahl ihrer
Knoten, sondern in der Form ihrer Beziehungen unterscheiden. Im Anschlufl
daran wird ein komplexeres Netzwerk betrachtet, dessen Layout je nach Art
der Berechnung variiert.

Es werden die gleichen Beispielgraphen wie in [WF94] bzw. [Fre80] benutzt,
um die Ideen, die hinter den Maflen stecken, zu verdeutlichen.

e Stern
o Kreis
e Pfad
v7 vl
v7
v2 V6 v2
v
V6 v3
v5 v3
o —o 0 0 0 0 o
v5 v4 v4 v6 v4 v2 vl v3 v5 v7
(a) (b) (c)

Abbildung 3.1: 3 Spezialgraphen mit jeweils 7 Knoten

Die Besonderheiten der Graphen liegen in der Struktur ihrer Beziehungen.
Die Indizes kénnen daher je nach Graphstruktur stark variieren.

Der Stern besitzt einen Knoten, der zentral erscheint, obwohl wir Zentralitét
noch nicht genau definiert haben. Bei Entfernung dieses Knotens existieren
keine Beziehungen mehr und der Graph zerféllt in einzelne Knoten. Allein
dieser Aspekt gibt Hinweise darauf, wie zentral der Knoten v; sein muf}, was
sich in der Berechnung der Zentralitdtsmafle bestitigen wird.

Der Kreis besitzt keinen Knoten, der in irgendeiner Weise hervorsticht. Alle
Knoten haben dieselbe Anzahl von Beziehungen, egal welcher Knoten ent-
fernt wird, es entsteht immer dasselbe Bild.

Beim Pfad dagegen verhélt es sich anders. Es existiert weder nur eine Klas-
se von Knoten, wie es im Kreis der Fall ist, noch zwei Klassen, in die der
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Stern bei genauerer Betrachtung aufgeteilt werden kann. Die Zentralitéit der
Knoten im Pfad nimmt ab, je weiter ein Knoten von der Mitte entfernt ist.
Einen ersten Eindruck davon erhélt man bei der Entfernung eines Knotens.
Ein Endknoten (vg, v7) besitzt nur eine einzige Beziehung, die bei Loschung
des Knotens entfillt, den noch verbleibenden Graphen aber nicht in verschie-
dene Zusammenhangskomponenten teilt. Im Gegensatz dazu hinterldfit das
Fehlen eines Knotens mit zwei Beziehungen zwei Zusammenhangskomponen-
ten.

Zu Beginn der 80er Jahre fing man an, Prominenz mit Sichtbarkeit gleichzu-
setzen [KB83]. Ein Akteur gilt als prominent, falls ihn seine Beziehungen fiir
andere Akteure sichtbar machen. Man unterscheidet zwei Typen von Sicht-
barkeit, Zentralitit und Prestige. Zentrale Akteure sind sichtbar, da sie in
viele Beziehungen verwickelt sind, prestigreiche Akteure sind sichtbar, da vie-
le Beziehungen auf sie gerichtet sind. Beide Arten von Wichtigkeit basieren
auf den Zeilen- und Spalteneintrigen der Soziomatrix. Diese Matrix besteht
im einfachsten, nicht-gewichteten Fall aus den Eintrigen 0 und 1. Die 1 zeigt
an, da} zwischen den Akteuren eine Beziehung besteht. Falls keine solche
Beziehung existiert, wird die Stelle mit 0 markiert.

Im ungerichteten Fall ist die Matrix symmetrisch, d.h. die Beziehungen eines
Akteurs konnen durch Ablesen der zugehorigen Zeilen- oder Spalteneintrige
bestimmt werden, da Zeile und Spalte fiir einen Akteur identisch sind. Die
n — 1 Eintrage der n x n-Matrix bestimmen die Wichtigkeit eines Akteurs.
Im gerichteten Fall unterscheiden sich die Zeilen- und Spalteneintréige in der
Regel. Somit sind 2(n — 1) Eintréige fiir die Wichtigkeit der Akteure ver-
antwortlich. Da bei der Berechnung des Status insbesondere die indirekten
Beziehungen einfliefien, beschréinkt sich die Berechnung nicht auf die 2(n—1)
Eintrége. Alle Akteure, von denen ein gerichteter Pfad zu dem betrachteten
Akteur existiert, werden beriicksichtigt.

3.3.1 Akteur- und Gruppenmafle

Der folgende Abschnitt enthélt eine kurze, allgemeine Beschreibung der Pro-
minenzmafle Zentralitit und Prestige. Da Wichtigkeit auf verschiedenen Ebe-
nen gemessen werden kann, wird diese Trennung hier mit der getrennten
Darstellung von Akteurmaflen und Gruppenmaflen aufrecht erhalten.

Akteurzentralitit und Akteurprestige Zentralitit bedeutet fiir einen
Akteur soviel wie “verwickelt in viele Beziechungen”. Da Zentralitdt auch im
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ungerichteten Fall berechnet werden kann, hingt die Wichtigkeit nicht im-
mer von der Sender- oder Empfingerrolle eines Akteures ab. Dies #dndert
sich bei gerichteten Beziehungen. Ist ein Akteur im Bereich “Senden” aktiv,
spricht das fiir einen hohen Zentralitdtswert. Im Gegensatz dazu fiihrt eine
hohe Menge von “empfangenen” Beziehungen zu einem hohen Prestigewert.
Es wird sich zeigen, dafl die Knotenein- und -auslaufgrade einfache Mafle zur
Berechnung von Prestige und Zentralitdt sind.

Der Ausdruck Prestige sollte an dieser Stelle nicht miflverstanden werden.
Ein hoher Prestigewert in einem Netzwerk, das Verachtung in einer Grup-
pe von Personen darstellen soll, bedeutet keinesfalls, dafl der Akteur hoch
angesehen ist. Bedeutet die Beziehung “gibt einen Rat an”, dndert sich die
Berechnung des Prestigemafles nicht. Auch wenn vom allgemeinen Verstéind-
nis her Akteure, die einen Rat geben, wichtig sein sollten, wird dennoch der
Akteur als prestigereich erachtet, der viele Beziehungen “empfingt”. Die Idee
des Prestige mufl daher immer im Zusammenhang mit der Art der Relation
betrachtet werden.

Gruppenzentralitit und Gruppenprestige Es besteht die Moglichkeit,
einige Akteurmafle auf Gruppenmafle auszuweiten, um Netzwerke miteinan-
der vergleichen zu kénnen. Dabei ist noch nicht klar, was genau ein Grup-
penmafl mifit. Die Einfiihrung eines allgemeinen Gruppen-Zentralititsindex
gibt einen ersten Aufschluf} iiber diese Frage.

Sei dazu C4(v;) der Zentralitditsindex eines Akteurs v;, gemessen durch ein
ZentralititsmaBl A in einem Netzwerk mit n Akteuren. Sei ferner C4(v*)
definiert als max;C4(v;), das Maximum iiber alle berechneten Werte der n
Akteure. Der Ausdruck

n

S ICAw) — Calwn)]

i=1
beschreibt die tatséchliche Summe der Differenzen zwischen dem grofiten
Wert v* und allen anderen. Er wird mit Numerator bezeichnet [Fre79]. Neben
diesem fiir ein bestimmtes Netzwerk berechneten Wert, wird ein theoretischer
Wert zur Definition des allgemeinen Gruppen-Zentralitdtsindex benutzt, der
Denominator. Er beschreibt die theoretisch maximal mégliche Summe von
Differenzen eines Netzwerkes mit n Akteuren, d.h.

max Z[C’A(U*) — Ca(vi)]

Man geht also nicht von einem bestimmten Netzwerk aus, sondern von al-
len méglichen Netzwerken mit n Akteuren. Durch Vergleich der beiden Géflen
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Numerator und Denominator ergibt sich der allgemeine Gruppen-Zentralitéits-

index als " i

O _  T(Ca(r") = Ca(ws)

maz 3 i [Ca(v*) — Calvi)]

Die Werte fiir diesen Index liegen aufgrund der Konstruktion zwischen 0
und 1. Extremwerte werden fiir Graphen mit spezieller Struktur angenom-
men, beispielsweise von dem bereits erwidhnten Stern. Ein Akteur besitzt
Beziehungen zu allen anderen, wobei diese keine direkten Beziehungen un-
tereinander haben. Bei Loschen des zentralen Knotens zerfillt das Netzwerk
in n — 1 Zusammenhangskomponenten. Die maximal mogliche Summe von
Differenzen wird angenommen, weshalb Numerator und Denominator fiir
diesen Spezialgraphen identisch sind und C4(Stern) den Wert 1 annimmt.
Ein anderer Spezialfall ist die Gruppe von Netzwerken, in denen die Zen-
tralitdtswerte fiir alle Akteure identisch sind, beispielsweise im Kreis, einem
Netzwerk, das nur aus isolierten Knoten oder einem vollstdndigen Graphen
besteht. Die Summe der Differenzen der Zentralitdtswerte ergibt 0, was zu
einem Gruppenmaf} von 0 fiihrt.
Das Gruppenmaf ist also ein Indikator dafiir, wie stark die Werte eines Netz-
werkes variieren. Existieren Akteure, die im Gegensatz zu den anderen Ak-
teuren des Netzwerkes einen hohen Zentralitdtswert besitzen, so ist das Grup-
penmaf} entsprechend hoch, je nach Hohe der Differenzwerte. Je dhnlicher die
Indizes fiir die einzelnen Akteure sind, desto néher liegt der Wert des Grup-
penmafles bei 0. Das Gruppenmafl kann somit als Maf fiir die Variabilitét,
Zerstreuung oder Ausdehnung angesehen werden.
Im Fall des allgemeinen Gruppen-Prestigemafles ist die Konstruktion des De-
nominators jedoch nur in Spezialfdllen moglich. Daher werden oft einfacher zu
berechnende Grofien wie Varianz benutzt, um einen Gruppen-Prestigeindex
zu berechnen.

In den folgenden Abschnitten werden zunichst jeweils die Mafe fiir die ein-
zelnen Akteure definiert und soweit moglich, auf Gruppenmafle ausgeweitet.
Dabei werden zuerst die ungerichteten, dann die gerichteten Beziehungen
untersucht.

3.3.2 Degree-Zentralitit

Nach der einfachsten Definition fiir Akteur-Zentralitit ist der Akteur der zen-
tralste, der die meisten Beziehungen besitzt. Im Fall der Degree-Zentralitét
wird dies anhand der adjazenten Knoten bzw. inzidenten Kanten, gemessen,
mittels des Knotengrades. Vergleichen wir die Graphen Stern und Kreis mit-
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einander, wird die Wichtigkeit (oder Unwichtigkeit) eines Knotens deutlich.

Stern: Ein Akteur hat Beziehungen zu allen n — 1 anderen. Diese n — 1
anderen sind untereinander nicht direkt verbunden, nur iiber den zentralen
Akteur in der Mitte. Fehlt er, fehlen alle Beziehungen, der Graph zerfillt in
nicht-zusammenhingende Komponenten. Fehlt ein nicht-zentraler, ein Rand-
knoten, &ndert sich nichts an der Struktur, allein die Kardinalitéit der Knoten
und Kanten wurde um 1 verringert.

Kreis: Alle Akteure haben den gleichen Zentralitdtsindex, da sie beliebig
austauschbar sind, keiner ist aktiver als der andere. Egal welcher Knoten aus
dem Graphen entfernt wird, die Struktur ist danach immer dieselbe.

Es sollte bemerkt werden, dafl nur direkte, d.h. adjazente Beziehungen be-
trachtet werden, indirekte gehen nicht mit in die Betrachtung ein. Prominenz
wird an dieser Stelle also gleichgesetzt mit Aktivitdt bzw. Knotengrad.

Akteur Degree-Zentralitdt Ein Degree-Zentralititsindex fiir einen ein-
zelnen Akteur 1a8t sich durch den Grad eines Knotens deg(v;) im darunter-
liegenden Graphen berechnen. Daraus ergibt sich folgende Definition fiir den
Index OD(Ui)

CD(Ui) = deg(vz‘) = degout(vi) = degm(vi)

degout(v;) und deg;, (v;) bezeichnen jeweils den Knotenaus- bzw. den Knoten-
eingangsgrad. Da wir uns im ungerichteten Fall befinden, unterscheiden sich
deg;, und degqy; nicht. Der maximal annehmbare Wert liegt bei n — 1. Somit
kann der Index mittels Division durch n — 1 normiert werden

! deg Ui
Ch() = 2

Diese Normierung bietet den Vorteil einer Unabhéngigkeit von n, die Werte
konnen mit Indizes aus anderen Netzwerken verglichen werden. Im folgenden
sind alle normierten Mafle mit einem Apostroph gekennzeichnet, um sie von
den nicht-normierten Maflen zu unterscheiden.

Betrachte dazu die Werte fiir Degree-Zentralitét fiir die Spezialgraphen Stern,
Kreis und Pfad.

Stern:

deg(v1) = 6,deg(v;) =1 fiir i=2, ... 7

Die normierten Werte sind somit {1.0,0.167,...,0.167}.

Kreis:

deg(v;) = 2 fiir alle i, also C,(v;) = 0.333
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Pfad:
deg(v;) = 2,C(v;) = 0.333 fiir i=1, ... )5
deg(v;) = 1,C(v;) = 0.167 fiir i=6,7.

Diese Art von Zentralitdtsindizes 148t sich durch Programme wie UCINET
u.a. berechnen, muf} also fiir grofle Netzwerke nicht von Hand untersucht
werden. Ein hoher Knotengrad spricht somit fiir eine hohe Zentralitit, eine
zentrale Position im Netzwerk. Akteure mit niedrigem Knotengrad konnen
als Randpunkte betrachtet werden. Falls sie komplett isoliert sind, besitzen
sie den Knotengrad deg(v;) = 0.

Beispiel Als Vorlage fiir dieses Beispiel dient Padgett’s Netzwerk der Flo-
rentinischen Famailien und den Beziehungen, die durch Heirat entstanden
sind. Die Akteure dieses Netzwerkes sind somit ganze Familien, keine einzel-
nen Personen. Es handelt sich um ein Beispiel aus der Praxis, die Familien
und Beziehungen haben im Italien des 15. Jahrhunderts wirklich existiert.
16 Familien wurden aufgrund ihrer historischen Wichtigkeit aus einer Menge
von 116 Familien ausgewihlt. Die gesammelten Daten wurden aus [Ken78§]
entnommen und in [PA93] und anderen analysiert.

Die berechneten Degreeindizes finden sich in Tabelle 3.1.

Figur 3.2 zeigt eine graphische Darstellung der berechneten Indizes.

Gruppen-Degree-Zentralisierung Wie wir bereits wissen mifit ein Gruppen-
Zentralitdtsmafl die Variabilitdt der einzelnen Akteur-Indizes. Benutzen wir
zur Berechnung den allgemeinen Gruppen-Zentralitdtsindex, so erhalten wir
den Denominator durch die Berechnung der Akteurindizes. Da fiir den Stern
das Maximum angenommen wird, besitzt der Denominator den Wert (n —
1)(n — 2). Diese Zahl setzt sich aus der Differenz der Werte des zentralen
Knotens und der anderen Knoten ((n—1) —1) = (n —2) und aus der Anzahl

der Differenzen (n — 1) zusammen. Insgesamt ergibt sich somit der Index

¢, — 2=i=ilCn(v) = Cp(vi)]
[(n—1)(n —2)]
Berechnen wir diese Indizes fiir unsere drei Spezialgraphen, erhalten wir fol-
gende Werte:
Cp(Stern) = 1, der Index wird maximal, da ein Akteur alle anderen iiber-
schattet.
Cp(Kreis) = 0, der Index wird minimal, da sich die Werte der einzelnen Ak-

teure nicht unterscheiden.
Cp(Pfad) = 0.277.
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Tabelle 3.1: Degreeindizes fiir Padgett’s Florentinische Familien Netzwerk

Akteurnummer | Familienname | Degreeindex
1 Acciaiuoli 0.0714286
2 Albizzi 0.214286
3 Barbadori 0.142857
4 Bischeri 0.214286
5 Castellani 0.214286
6 Ginori 0.0714286
7 Guadagni 0.285714
8 Lamberteschi | 0.0714286
9 Medici 0.428571
10 Pazzi 0.0714286
11 Peruzzi 0.214286
12 Pucci 0
13 Ridolfi 0.214286
14 Salvati 0.142857
15 Strozzi 0.285714
16 Tornabuoni 0.214286

Verwenden wir anstelle des allgemeinen Gruppen-Zentralitdtsmafles die Va-
rianz der Knotengrade zur Berechnung eines Gruppenindex, erhalten wir

n

St =1 _(Cp(v;) = Cp)?]

=1

wobei C' den Degreeindex des Hauptakteurs, d.h. den maximalen Index, be-
schreibt. Dieser Index nimmt das Minimum von 0 an, wenn alle Knotengrade
gleich sind bzw. der Graph reguldr ist. Das Maximum héngt von n und der
gesamten Menge der Knotengrade ab.

Auch der Durchschnitt der Knotengrade 148t sich zur Berechnung eines Gruppen-

Degreemafles verwenden. Als Formel ergibt sich

CD o ZCD(Uz)/n = Zdegout(vi)/n

Die Werte liegen im Bereich zwischen 0 und n — 1. Daher kann eine Normie-
rung mittels Division durch n —1 erhalten werden. Dieser normierte Knoten-
graddurchschnitt entspricht exakt der Dichte des Graphen

ZC’D vi)/n(n—1) = ZC" vi)/n=A
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Abbildung 3.2: Degreeindex fiir Padgett’s Florentinische Familien

Werte der Dichte variieren zwischen 0 bei einem leeren Graphen bis 1 bei
einem vollstdndigen Graphen.

Da keiner der drei hier betrachteten Spezialgraphen diesen Anforderungen
entspricht, ergeben sich keine Extremwerte, sondern alle Werte liegen relativ
nahe beieinander.

Stern: 0.286

Kreis: 0.333

Pfad : 0.286

Die Dichte ist der vielleicht am weitesten verbreitete Index fiir Gruppenma-
e, was sich in der Héufigkeit der Verwendung widerspiegelt (siehe [Bla77],
[Bot57], [Bar69]).

Weitere Gruppen-Degreemafe finden sich z.B. bei [Sni81a], [Sni81b].
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Degree-Zentralitit bei gerichteten Beziehungen Da es bei den ge-
richteten Beziehungen fiir die Berechnung der Zentralitéit um die Eigenschaft
“senden” geht, wiahlt man anstelle des allgemeinen Knotengrades den Kno-
tenausgangsgrad. Dadurch erhalten wir fiir den Akteurindex

C1D (Uz) = degout(vi) .

Da n—1 den maximalen Wert darstellt, kann eine Normierung wieder mittels
Division durch diesen maximalen Wert erhalten werden

Cp(v;) = degous(vi)/(n —1).

Der allgemeine Gruppenindex fiir Degree-Zentralitit berechnet sich wie im
ungerichteten Fall durch Numerator und Denominator. Da der Denominator

max Z[CD (v*) — Cp(vs)]

den Wert (n — 1)? annimmt, schreibt sich der Index als

¢, = 2i=iCo(v") — Cp(w)]
(n—1)?

Eine weitere Mo6glichkeit besteht in der Berechnung der Varianz. Sie setzt
sich zusammen aus der Summe der quadrierten Differenzen jedes Knoten-
ausgangsgrades und des maximalen Knotenausgangsgrades

n

S%) = [Z(degout(vi) - maxi(degout(vi)))Z]-

=1

3.3.3 Closeness-Zentralitat

Das Prinzip dieser Art von Zentralitit beruht auf der Distanz, nicht mehr
direkt auf den Knotengraden. Man mifit, wie nahe ein Akteur allen anderen
Akteuren im Netzwerk ist. Die Idee fiir diese Zentralitat ist, dafl ein Ak-
teur genau dann zentral ist, wenn er schnell mit allen anderen “interagieren”
kann. Anders ausgedriickt benétigen zentrale Knoten in einem Netzwerk “ei-
ne minimale Anzahl von Schritten”, um andere Knoten zu erreichen. Die
kiirzesten Wege, die zentrale Knoten und andere verbinden, miissen so kurz
wie moglich sein. Closeness kann also mit “minimaler Distanz” gleichgesetzt
werden. Zentralitit steht durch diese Erkldrung in inverser Beziehung zu Di-
stanz. Die Zentralitdt eines Knotens nimmt bei groflerer Entfernung zu den
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anderen Knoten ab, da mehr Kanten auf den kiirzesten Pfaden existieren,
die diesen Knoten mit den anderen verbinden.

Ein Beispiel fiir maximale Closeness-Zentralitit ist der Stern. Es existiert
ein Knoten, der adjazent zu allen anderen ist, d.h. er besitzt die kiirzest
moglichen Pfade zu allen andern. Da er der einzige Akteur ist, der alle ande-
ren in einer minimalen Anzahl von Schritten erreichen kann, erhilt er einen
maximalen Wert fiir Closeness. Er benétigt keine anderen Akteure fiir eine
Interaktion, da er direkt mit jedem einzelnen verbunden ist.

Akteur-Closeness-Zentralitdt Eine Moglichkeit, um zu messen, wie na-
he ein Akteur allen anderen ist, ist die Verwendung von kiirzesten Wegen.
Damit sind Pfade von einem Knoten zu einem anderen gemeint, die eine mi-
nimale Anzahl von Kanten durchlaufen. Werden die Kanten gewichtet, spielt
nicht mehr nur die Anzahl der Kanten, sondern auch die Gewichtung eine
relevante Rolle. Somit gehen bei dieser Art der Zentralitdtsmessung nicht nur
die direkten, sondern insbesondere die indirekten Beziehungen in die Berech-
nung mit ein.

Betrachte dazu folgende Situation. Sei < v; = ug, u1, ... ,ur = v; > eine Kno-
tenfolge, die einen Weg von Akteur ¢ zu Akteur j beschreibt. Die Lénge des
Weges berechnet sich durch die Anzahl £k der (in diesem Fall ungewichteten)

Kanten. Existiert kein [ mit [ < k, so daf3 ein Pfad < v; = ug, uy,... ,u; =
v; > zu finden ist, der die Akteure ¢ und j durch eine geringere Anzahl
von Kanten verbindet, dann ist < v; = ug,u1,... ,ur = v; > ein kiirzester

Weg von Akteur 7 zu Akteur j. Kiirzeste Wege miissen nicht eindeutig sein,
was gerade bei ungerichteten Graphen hiufig der Fall ist. Sei d(x,x) eine
Distanzfunktion, d.h.

d(v;, v;) := Anzahl Kanten auf dem kiirzesten Weg von Akteur i zu Akteur j.

Die Gesamtdistanz von Akteur 7 zu allen anderen berechnet sich durch
Z?Zl d(v;, v;). Da die Zentralitédt bei steigender Distanz abnimmt, kann der
Closenessindex durch

Co(v;) = [Z d(v;, )]

beschrieben werden. Ist ein Akteur zu allen anderen adjazent, bestehen die
kiirzesten Wege aus jeweils nur einer Kante. Dies ist beim Stern der Fall. Der
Index nimmt dann den maximalen Wert von (n — 1)~! an. Sind einer oder
mehrere Akteure von dem betrachteten Akteur 7 aus nicht erreichbar, d.h.
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existiert kein verbindender Pfad zwischen den beiden Akteuren, so erhilt
der Index den Wert 0. Daher ist es sinnvoll, diesen Index nur auf zusam-
menhéngende Graphen anzuwenden.

Um dieser Forderung einen Sinn zu geben, nehmen wir an, der Graph sei
nicht zusammenhéngend. Insbesondere existiere ein isolierter Knoten vy, der
damit Knotengrad 0 hat. Dann gilt fiir alle Knoten v; # vy

d(v;, vg) = 00.

Damit ist die Distanzsumme fiir jeden Knoten oo und die berechneten Indizes
sind alle gleich, der Wert ist 0.

Um Akteure verschiedener Netzwerke vergleichen zu kénnen, mufl wieder eine
Normierung durchgefiihrt werden. Da der maximale Wert fiir einen Akteur
in einem Netzwerk mit n Knoten n — 1 betrégt, lassen sich alle Werte durch
Multiplikation mit n — 1 normieren. Somit erhalten wir

n—1
[> = d(vi, v))]

Die normierten Werte liegen wieder im Intervall [0, 1]. Der normierte Index
ist also nichts anderes als die umgekehrte, durchschnittliche Distanz zwischen
Akteur ¢ und allen anderen. Graphentheoretiker reden in diesem Zusammen-
hang vom Center des Graphen. Ein spezielles Center ist das Jordan Center
[Jor69]. Es bezeichnet die Menge von Knoten, welche die kleinste maximale
Distanz zu allen anderen Knoten hat. Die Vorgehensweise, um ein solches
Center zu finden, sei hier kurz beschrieben. Sei A eine n x n-Matrix der
kiirzesten Wege, wobei die Eintrége die Linge der kiirzesten Wege zwischen
allen Paaren von Knoten beinhalten. Finde den jeweils grofiten Eintrag in
jeder Zeile. Diese Distanzen (auch eccentricities [Bra99]) sind die maxima-
len Distanzen von jedem Akteur zu den anderen. Suche nun den kleinsten
dieser maximalen Abstinde. Alle Knoten, die diese kleinste, maximale Di-
stanz besitzen, sind Teil des Center des Graphen. Ein weiterer Begriff, der in
diesem Zusammenhang genannt werden sollte, ist der des Centroid [Syl82].
Dieser Centroid ist abhéngig von den Knotengraden und wird hauptséchlich
bei Biumen angewandt. Um den Centroid zu finden, betrachte die Aste von
jedem Knoten aus. Definiere das Gewicht des Astes als Anzahl der Kanten.
Das Gewicht des Knotens ist das maximale Gewicht jedes Astes am Kno-
ten. Der Centroid ist dann die Teilmenge von Knoten mit dem kleinsten,
maximalen Gewicht.

Zur Veranschaulichung des Closenessindex werden die Werte fiir die drei Spe-
zialgraphen Stern, Kreis und Pfad berechnet. Alle drei sind zusammenhéngend,
d.h. die kiirzesten Wege sind endlich und der normierte Closenessindex kann

Co(v;) = = (n—1)Cc(v;).
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berechnet werden.

Stern: Cp(v1) = 1.0, Cf(v;) = 0.545 fiir i=2, ... .7

Kreis: Cj(v;) = 0.5 fiir alle i

Pfad : Cf(v1) = 0.5, absteigend bis zu Cf(vg) = Cf(v7) = 0.286

Um kiirzeste Wege zu finden und deren Linge zu berechnen existieren gute
Algorithmen, z.B. durch n-maliges Anwenden einer Breitensuche oder den
Algorithmus von Dijkstra. Einige davon sind bereits implementiert in Pro-
grammen wie UCINET oder SNAPS.

Beispiel Wir wollen uns den Closenessindex wieder am Beispiel von Pad-
gett’s Florentinischem Familien Netzwerk verdeutlichen. Die Struktur hat
sich an einigen Stellen verdndert. Akteure, die zuvor den gleichen Degreeindex
hatten, unterscheiden sich im Closenessindex. Gut zu sehen ist diese Verédnde-
rung bei den Familien Albizzi, Bischeri, Castellani, Peruzzi, Ridolfi und Tor-
nabuoni. Bei exakt gleichem Degreeindex zeigt sich hier ein relativ breiter
Wertebereich. Im Gegenzug dazu besitzen die Familien Castellani und Sal-
vati denselben Closenessindex, unterscheiden sich jedoch deutlich bei den
Werten des Degreeindex. Die Tabelle 3.2 gibt Aufschlufl iiber die genauen
Werte, die dann in Figur 3.3 graphisch dargestellt werden.

Gruppen-Closeness-Zentralisierung Aufgrund der verschiedenen Moglich-
keiten zur Berechnung eines Gruppen-Closenessindex wollen wir an dieser
Stelle wieder zuerst vom allgemeinen Gruppenindex ausgehen. Der Numera-
tor schreibt sich durch Einsetzen der normierten Akteur-Closeness-Zentralitét

als
n

> [Ce(v*) = Ce(wi)]

i=1
Die grofitmogliche Differenz ergibt sich bei einem Stern. Daher berechnet sich
der Denominator durch

- li * / n-1 nol
mar 3ICH0) = Co)) = 0= V=] = 15—
B (n2—3n—|—2) .
e (31)
_ (n— 2)(n— 1)
(2n — 3)

Der Index a3t sich somit schreiben als
0 = ZialColv) = Colw))].
[(n—=2)(n—1)]/(2n - 3)

24




Tabelle 3.2: Closenessindizes fiir Padgett’s Florentinische Familien Netzwerk

Akteurnummer | Familienname | Closenessindex | Degreeindex
1 Acciaiuoli 0.368421 0.0714286
2 Albizzi 0.482759 0.214286
3 Barbadori 0.4375 0.142857
4 Bischeri 0.4 0.214286
5 Castellani 0.388889 0.214286
6 Ginori 0.333333 0.0714286
7 Guadagni 0.466667 0.285714
8 Lamberteschi | 0.325581 0.0714286
9 Medici 0.56 0.428571
10 Pazzi 0.285714 0.0714286
11 Peruzzi 0.368421 0.214286
12 Pucci 0 0
13 Ridolfi 0.5 0.214286
14 Salvati 0.388889 0.142857
15 Strozzi 0.4375 0.285714
16 Tornabuoni 0.482759 0.214286

Das Maximum von 1 wird hier erreicht, falls ein Akteur zu allen anderen
die kiirzesten Wege der Lénge 1 hat und die anderen Akteure kiirzeste Wege
der Léinge 2 zu den verbleibenden n — 2 Akteuren haben. Dies trifft beim
Stern-Graphen zu.

Das Minimum von 0 wird beim Kreis bzw. bei einem vollstindigen Graphen
erreicht, wenn die Linge der kiirzesten Wege immer gleich ist.

Fiir den dritten Spezialgraph, den Pfad, liegt der Wert des Index bei 0.277.
Wie beim Gruppen-Degreeindex kann man auch hier die Varianz anwenden,
um einen Gruppen-Closenessindex zu berechnen. Dabei werden die Ungleich-
heiten zwischen den C(v;) aufsummiert. Zur Vereinfachung definiere C als
den Durchschnitt der normierten Closeness

Co=>_ Ci(vy)/n.

Als Index erhalten wir dann

n

S =1 _(Co(v) = Ce)l/n

=1

Das Minimum von 0 wird angenommen, falls alle Knoten den gleichen Ab-
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Abbildung 3.3: Closenessindex fiir Padgett’s Florentinische Familien

stand voneinander, also gleichen Akteur-Index haben, was nicht notwendi-
gerweise bedeutet, dafl der Graph vollstindig ist.

Closeness-Zentralitéit bei gerichteten Beziehungen Definiere die Di-
stanzen zwischen zwei Akteuren 7,5 als die Lange der kiirzesten Wege von v;
nach v;. Der Unterschied zum ungerichteten Fall ist der, daf} die kiirzesten
Wege von v; nach v; nicht notwendigerweise dieselben sind wie die von v;
nach v;, d.h. es ist moglich, da§ d(v;,v;) # d(vj,v;). Seien die Distanzen
d(v;, v;) die Elemente einer n x n Distanzmatrix. Zur Berechnung des Akteur-
Closenessindex bendtigt man die minimal mdgliche Gesamtdistanz n—1 und
die Summe der Zeile 7, was der totalen Distanz von v; zu allen anderen Ak-
teuren entspricht. Der normierte Akteurindex hat dann das Aussehen

(n—1)

Co(vi) = Do d(vi,v5)]
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Dieser Index unterscheidet sich in keiner Eigenschaft vom Index im unge-
richteten Fall, ausser der Tatsache, dafl die kiirzesten Wege von ¢ nach j
nicht dieselben sein miissen wie die von j nach i. Zur Berechnung des Grup-
penindex kann man analog zum ungerichteten Fall vorgehen, indem man die
normierten Indizes benutzt. Bisher ist jedoch keine Quelle bekannt, in der
der Denominator dieses Index fiir gerichtete Beziehungen berechnet wurde.

Fiir den Akteur-Closenessindex tritt wie im ungerichteten Fall ein Problem
auf, falls der Graph nicht streng zusammenhéngend ist. Streng zusammenhéngend
bedeutet, dafl zwischen je zwei Akteuren ein gerichteter Pfad existiert. Ist
dies nicht der Fall, gibt es mindestens ein Paar von Akteuren 7, j , so daf} die
Distanz d(v;, v;) = oo ist. Das Problem l&8t sich 16sen, indem nur die von ¢
aus erreichbaren Akteure betrachtet werden, die anderen nicht.

Ein weiterer Akteurindex kann durch Verallgemeinerung des einfachen Index
Ct(v;) erhalten werden. Hierzu wird der Einflufibereich von v; benotigt,der
aus der Menge von Knoten besteht, die in endlichen Schritten von v; aus
erreichbar sind (vgl. Graphentheorie). Sei J; die Anzahl der Akteure im Ein-
flubereich von v;. Der erweiterte Akteur-Closenessindex mif3t, wie nahe v;
den Akteuren im Einflulbereich ist. Closeness wird somit tiber die Distanzen
von Akteur ¢ zu den Akteuren im EinfluBbereich definiert. Betrachte dazu
den Quotienten ) d(v;,v;)/J;, d.h. den durchschnittlichen Abstand. Da nur
erreichbare Knoten in Betracht gezogen werden, kann dieses Mafl auch fiir
nicht-zusammenhingende Graphen gebraucht werden und wird definiert als

TS d (v, vg) [

Dieser Index gibt das Verhéltnis der Menge der erreichbaren Akteure in der
Gruppe zu den durchschnittlichen Distanzen dieser Akteure zu Akteur ¢ an.
Er dhnelt einem Prestigeindex, der zu einem spéteren Zeitpunkt betrachtet
wird.

3.3.4 Betweenness-Zentralitiat

Die Betweenness-Zentralitit mifit den Anteil von kiirzesten Verbindungen
zwischen anderen Akteuren, auf denen ein Akteur ¢ liegt. Zur Verdeutlichung
betrachte folgende Situation:

Gegeben seien zwei Knoten u und v, die nicht adjazent sind. Seien a und b die
zwei Knoten auf dem kiirzesten Weg zwischen v und v, d.h. es existiert ein
Weg < u,a,b,v >. Dann kann die Kommunikation zwischen u und v durch
a und b beeinfluBt werden (beispielsweise die Ubertragung einer miindlichen

27



Nachricht beim Kinderspiel “Stille Post”). Dies wird besonders deutlich am
Spezialfall Stern.

Der mittlere Knoten liegt auf allen kiirzesten Wegen zwischen den anderen
sechs Knoten. Dieser eine Knoten in der Mitte, der eine zwischen den anderen,
hat die Kontrolle iiber die Wege im Graphen. Beim Spezialgraph Pfad haben
die inneren Knoten mehr Kontrolle iiber einige Wege als die dufleren, die
iiberhaupt keine Kontrolle haben.

Man sagt, die Akteure in der Mitte haben “mehr interpersonellen Einfluf”
auf die anderen. Um zentral zu sein muf} hier ein Akteur also auf kiirzesten
Wegen liegen. Diese Vermutung wurde schon friith angestellt [Bav48], [Shi53],
[Shab4], aber erst ca. 20 Jahre spéter konnte diese Art von Zentralitit ge-
messen werden [Ant71], [Fre79], [Pit79].

Akteur-Betweenness-Zentralitit Die Vorgehensweise beim Messen von
Betweenness-Zentralitét ist relativ einfach. Man zéhle die Anzahl der kiirzesten
Wege zwischen den Akteuren j und & - alle mit derselben Lénge d(v;, vg).
Dann entscheide man, auf wievielen Wegen Akteur ¢ enthalten ist.
Betrachten wir nun die Wahrscheinlichkeit, dafl eine Kommunikation einen
bestimmten Weg nimmt.

Annahme: Alle Kanten besitzen das gleiche Gewicht und die Kommunikation
nimmt einen kiirzesten Weg. Dann ergibt sich die folgende Wahrscheinlich-
keit: Sei g;k gleich der Anzahl der kiirzesten Wege (engl. geodesics) zwischen
J und k. Somit liegt die Wahrscheinlichkeit fiir die Wahl eines solchen Weges
bei 1/g;k. Sei ferner g;j;(v;) die Anzahl der kiirzesten Wege, die Akteur ¢ ent-
halten. Ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Wahl eines beliebigen Weges immer
gleich hoch, so erhalten wir eine Wahrscheinlichkeit von g;i(v;)/g; i fiir die
Wahl eines Weges, auf dem i liegt. Der Akteur- Betweennessindex berechnet
sich dann fiir v; durch die Summe der Wahrscheinlichkeiten

Cp(v;) = Z Lk(vl)
ek Jik

fir ¢« # j,k. Das Minimum von 0 wird erreicht, falls v; auf keinem der

kiirzesten Wege liegt.

Das Maximum hat den Wert (n — 1)(n — 2)/2, was der Anzahl der Paare

von Akteuren entspricht, die v; nicht enthalten. Das Maximum wird erreicht,

falls v; auf allen kiirzesten Wegen liegt, z.B. beim Stern. Eine Normierung

des Index kann mittels Division durch den maximalen Wert, also

(n — 1)(n — 2)/2 erhalten werden.

CB(Ui)
(n—1)(n—-2)/2
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Der Wertebereich ist das Intervall [0,1].

Der Vorteil zum normierten Closenessindex im ungerichteten Fall ist der, daf}
der Betweennessindex auch fiir nicht zusammenhingende Graphen berechnet
werden kann. Das Finden von kiirzesten Wegen und der Anzahl von Wegen,
auf denen v; liegt, ist bereits implementiert in Programmen wie UCINET
u.a. .

Als Betweenness-Werte fiir unsere Spezialgraphen ergeben sich:

Stern: Clz(v1) = 1,C%(v;) = 0 fir i=2, ... ,7

Kreis: Cy(v;) = 0, 2fiir alle i

Pfad: Die Werte liegen hier im Bereich von C’;(vg) = Clz(v7) = 0 iiber C(vy) =
C(v3) = 0,533 bis Cz(v1) = 0, 6.

Beispiel Wieder zuriick zum Netzwerk der Florentinischen Familien. Aufféllig
ist hier, dal im Gegensatz zu den bisher betrachteten Fillen die Indizes vieler
Akteure den Wert 0 annehmen. Es existieren also einige Akteure, die nicht
auf kiirzesten Wegen liegen. Deutlich wird dies bei Betrachtung der Figur
3.4. Die Tabelle 3.3 gibt die berechneten Indizes wieder.

Gruppen-Betweenness-Zentralisierung Beginnen wir wieder mit der
Berechnung mittels des allgemeinen Gruppenindex. Der Numerator 148t sich
schreiben als Y "  [Cp(v*) — Cp(v;)]. Da der maximale Wert fiir den Stern
angenommen wird, erhalten wir fiir den Denominator den Wert (n —1)2(n —
2)/2. Daraus ergibt sich

2>, [Cp(v*) — Cp(vi)]
[(n—1)*(n — 2)]

als Gruppen-Betweennessindex. Analog kann der Index dargestellt werden

durch

(o SO () — Ch(w)

B -— )
(n—1)

indem die normierten Indizes verwendet werden. Das Minimum von 0 wird
angenommen, falls alle Akteure den gleichen Akteur-Betweennessindex be-
sitzen, z. B. beim Kreis. Fiir den Stern wird das Maximum von 1 erreicht,
der Pfad erhilt einen Wert von 0,311.
Eine weitere Moglichkeit, den Gruppen-Betweennessindex zu berechnen, wére
wiederum die Anwendung der Varianz der Akteur-Betweennessindizes. Da
dies analog zum Closenessindex geschieht, sei auf die genaue Beschreibung
verzichtet.

CB =
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Tabelle 3.3: Betweenness-Indizes fiir Padgett’s Florentinische Familien Netz-

werk

Akteurnummer | Familienname | Betweennessindex

1 Acciaiuoli 0.0

2 Albizzi 0.212454
3 Barbadori 0.0934066
4 Bischeri 0.104396
5 Castellani 0.0549451
6 Ginori 0.0

7 Guadagni 0.254579
8 Lamberteschi | 0.0

9 Medici 0.521978
10 Pazzi 0.0

11 Peruzzi 0.0

12 Pucci 0.0

13 Ridolfi 0.113553
14 Salvati 0.142857
15 Strozzi 0.102564
16 Tornabuoni 0.0915751

30




10

12

Abbildung 3.4: Betweennessindex fiir Padgett’s Florentinische Familien

Betweenness-Zentralitit fiir gerichtete Beziehungen Diese Indizes
wurden unter Benutzung spezieller Algorithmen und Theorien fiir ungerich-
tete Beziehungen entwickelt. In [Gou87] wird der Betweennessindex auf ge-
richtete Beziehungen durch Betrachtung der kiirzesten Wege zwischen je zwei
Akteuren erweitert. Ferner wird gezeigt, dafl sich der Algorithmus fiir unge-
richtete Beziehungen auch auf gerichtete anwenden 1483t, da er automatisch
geordnete Paare von Akteuren benutzt. Die Indizes Cp(v;) werden also fiir
gerichtete und ungerichtete Beziehungen korrekt berechnet. Die normierten
Indizes C’;(v;) jedoch miissen mit 2 multipliziert werden, da der maximale
Wert fiir den Index (n — 1)(n — 2) ist. Diese Aussage basiert auf der Annah-
me, daf} eine gerichtete Beziehung durch Verdndern von gegenseitigen Be-
ziehungen zu Kanten und Ignoranz der asymmetrischen Beziehungen in eine
ungerichtete umgewandelt werden kann. Im ungerichteten Graphen existiert
somit genau dann eine Kante, wenn beide Akteure sich im Originaldigraph
gewdhlt haben.

31



3.3.5 Information-Zentralitiat

Bei der Berechnung des Betweennessindex sind wir davon ausgegangen, dafl
alle kiirzesten Wege mit der gleichen Wahrscheinlichkeit gewihlt werden.
Betrachten wir nun die Akteure genauer, die auf diesen kiirzesten Wege lie-
gen. Pfade, die iiber Knoten mit hohem Knotengrad verlaufen, werden eher
gewihlt als andere. Der Grund dafiir ist die Tatsache, dafl ein Knoten mit
z.B. Grad 10 auf wahrscheinlich mehr kiirzesten Wegen liegt als ein Kno-
ten mit einem geringeren Grad. Dies erklédrt sich durch die hohe Zahl von
inzidenten Kanten. Freeman’s Annahme, daf} alle Pfade mit derselben Wahr-
scheinlichkeit gewdhlt werden wire also korrekt, wenn alle Knoten denselben
Grad besitzen.

Ferner fillt auf, daf nur kiirzeste Wege betrachtet werden. Dies muf§ aber
nicht unbedingt realistisch sein. Denn es kann durchaus sinnvoll sein, ldngere
Wege zu wihlen, beispielweise um eine Information zu schiitzen oder zu ver-
stecken. Im Fall des Informationindex werden daher alle Wege zwischen zwei
Akteuren betrachtet. Ausserdem erhalten die Wege Gewichte, die abhéngig
von der Lénge der Wege sind. Eine mogliche Gewichtung versieht jeden Weg
mit dem Inversen der Lénge der untersuchten Wege. Multiplizieren wir diese
Gewichte mit der Linge eines kiirzesten Weges, beschrinken sich die Werte
auf den Bereich zwischen 0 und 1.

Akteur-Information-Zentralitdt Die Berechnung der Information-Zentralitit
setzt eine Reihe von Matrixoperationen voraus. Ausgangspunkt ist eine n xn
Matrix bei n Akteuren. Initialisiert wird sie mit folgenden Werten

a;; = 1+ Summe der Werte aller zu v; inzidenten Kanten,
A = ¢a;; =1, falls v; und v; nicht adjazent, i # j
Q5 = 1— Tij sonst

(3.2)

z;; bezeichnet dabei den Wert der Beziehung zwischen Akteur ¢ und j. Die
Elemente der Matrix konnen also aus den Eintrigen der Soziomatrix be-
rechnet werden. Im néchsten Schritt wird die inverse Matrix zu A berech-
net, C := A', mit den Elementen ¢;;. An dieser Stelle entscheidet sich,
ob der Akteur-Informationindex berechnet werden kann oder nicht, denn
nicht jede Matrix ist invertierbar. Besitzt die Soziomatrix eine oder mehrere
Spalten oder Zeilen, die nur aus 0 bestehen, ist C' nicht definiert, der Akteur-
Informationindex kann nicht berechnet werden. Dies ist bei isolierten Knoten
der Fall. Bestehen keine Beziehungen, sind die gesamte Spalte und Zeile des
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Akteurs mit 0 belegt. Loschen wir isolierte Knoten aus der Menge der Ak-
teure, konnen wir die Indizes fiir die verbleibenden, nicht-isolierten Knoten
berechnen. Zur endgiiltigen Berechnung des Index bendtigen wir noch zwei
weitere Mafe

T =" ¢, die Summe der Diagonalelemente und

R =77, ¢ij, die Zeilensumme einer beliebigen Zeile,

da alle Zeilensummen gleich sind.

Der Akteur-Informationindex hat dann die Form

1

O](?’Ll) =

Er mif3t, wieviel Information in den Wegen enthalten ist, die bei einem spe-
ziellen Akteur beginnen oder enden. Das Minimum liegt bei 0, Maximum
existiert keines. Falls T'= 2R und ¢; = 0, wird durch 0 dividiert, der Bruch
wird unendlich.
Der relative Informationindex

(o) = )

> Cr(v;)

stellt eine Normierung dar, indem jeder Index durch die Gesamtsumme der
Indizes geteilt wird. Die Werte beschrianken sich auf das Intervall [0,1] und
summieren sich zu 1 auf. Somit konnen die Werte als Verhéltnis von “tota-
lem Informationsflufl” eines Graphen, kontrolliert von einem einzigen Akteur,
aufgefafit werden.
Verdeutlichen wir uns die Situation anhand der Spezialgraphen Stern, Kreis
und Pfad.
Stern: Cj(vy) = 0,234, C(v;) = 0,1277 firi =2, ... ,7
Bemerkung:
Obwohl v; auf allen kiirzesten Wegen liegt, ist C}(v;) # 0 fir i=2, ... 7
Kreis: C'(v;) = 0,1429 fiir alle i
Pfad : Hier bewegen sich die Werte zwischen C(v;) = 0,1822 und C}(v7) =
0,1041.

Gruppen-Informations-Zentralisierung Die Anwendung des allgemei-
nen Gruppenmafes ist eine Moglichkeit, den Informationindex auf dem Grup-
penlevel zu berechnen. Ungliicklicherweise ist bisher keine Quelle bekannt, in
welcher der Denominator dafiir berechnet ist.

Berechnen wir den Gruppen-Informationindex mittels Durchschnittsinfor-
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mation iiber alle Akteure ;
O] = Z C](Ui),

wird ein Vergleich mit anderen Netzwerken schwierig. Die Grenzen hidngen
von der Anzahl der Akteure n ab. Da die Berechnung eines Gruppenmafles
dem Vergleich von Netzwerken miteinander dient, wollen wir diesen Durch-
schnitt nicht als echten Zentralitdtsindex betrachten.

Die Berechnung der Varianz der Akteurindizes wiederum beschreibt einen
echten Gruppenindex

n

St =1 (Ci(w) = Cr)’l/n.

=1

Fiir die drei Spezialgraphen ergeben sich die folgenden Varianzen:

Stern: 0,001614

Kreis: 0,0

Pfad : 0,000986

was bedeutet, dafl der Stern der heterogenste und der Kreis der am wenigsten
heterogene Graph ist. Dieser Informationindex ist der einzige (dem Autor be-
kannte) Index, der auf gewichtete Relationen angewandt werden kann. Durch
die Betrachtung aller Wege zwischen zwei Akteuren verallgemeinert er den
von Freeman beschriebenen Betweennessindex, der nur die kiirzesten Wege
zur Berechnung beriicksichtigt.

Information-Zentralitét fiir gerichtete Beziehungen Fiir den Infor-
mationindex miissen wir alle gerichteten Wege zwischen zwei Akteuren be-
trachten. Bisher ist jedoch nicht bekannt, wie die Theorie von Stephenson
und Zelen [SZ89], die zur Beschreibung des Informationindex benutzt wur-
de, auf gerichtete Beziehungen erweitert werden kann. Daher empfiehlt sich
im Fall von gerichteten Beziehungen der Gebrauch der Indizes C’,(v;) und
Ct(v;) oder CF(v;).

3.3.6 Akteur-Degree-Prestige

Das einfachste Akteur-Prestigemafl ist der Knoteneingangsgrad eines Ak-
teurs, dhnlich der Degree-Zentralitéit, bei welcher der Knotenausgangsgrad
zur Berechnung benutzt wird. Der Index hat das Aussehen

Pp(v;) = degin(v;)
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Wie beim Degree-Zentralitdtsmafl und den verwendeten Knotenausgangsgra-
den héingt das Mafl von der Anzahl der Akteure, n, ab. Eine Normierung ist
daher mittels Division durch den maximalen Knoteneingangsgrad mdoglich.

Pp(v;) = degin(v;)/n— 1

Dieses Mafl wird auch als “relativer Knoteneingangsgrad” bezeichnet. Je
grofler der Index, desto wichtiger ist der Akteur. Die Werte liegen durch
die Normierung im Intervall [0,1]. Das Maximum von 1 wird erreicht, wenn
ein Akteur von allen anderen “gewéhlt” wird, d.h. gerichtete Verbindungen
von allen Knoten zu diesem einen Knoten existieren.

Gruppen-Degree-Prestige Die Berechnung des Degree-Prestige fiir Grup-
pen kann mit Hilfe der Varianz durchgefiihrt werden. Sie setzt sich zusammen

aus der Summe der quadrierten Differenzen jedes Knoteneingangsgrades und

des maximalen Knoteneingangsgrades

n

Sp =D (degin(vs) — mazi(degin(vi)))’]

=1

Die Berechnung erfolgt analog zur Berechnung der Degree-Zentralitit von
Gruppen im gerichteten Fall. Der Unterschied besteht nur in der Verwendung
des Knoteneingangsgrades im Unterschied zum Knotenausgangsgrad.

3.3.7 Akteur-Proximity-Prestige

In der Berechnung des Degree-Prestige wurden nur die direkten Beziehungen
betrachtet. Das Prozimity-Prestige erweitert diese Anschauungsweise durch
Hinzunahme des Einflulbereiches eines Akteurs . Der Einflulbereich eines
Akteurs ¢ beschreibt in diesem Fall die Menge von Akteuren, von denen aus
Akteur 7 erreichbar ist. Formal gesehen beinhaltet eine solche Domain alle
Akteure, deren Eintrige in der i-ten Spalte der Distanzmatrix endlich sind.
Alle Graphen, die hier bei der Messung des Proximity-Prestigemafies betrach-
tet werden, miissen gerichtet sein, da Prestige sonst nicht gemessen werden
kann. Das bedeutet insbesondere, daf} sich die Distanzen von ¢ zu den anderen
Akteuren vermutlich von der Distanz von den anderen Akteuren unterschei-
den. Die Ndhe oder Wichtigkeit eines Akteurs ¢ hingt also von der Distanz
zu diesem Akteur ab, nicht von der Distanz, die von diesem Akteur zu allen
anderen berechnet werden kann.

Definiere I; als die Anzahl der Akteure im Einflubereich von 7. Dann erhalten
wir ein grobes Ma$ fiir die Ndhe durch die Berechnung der durchschnittlichen
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Distanz ) d(v;, v;)/1;. Es sollte beachtet werden, daf$ hier nicht alle Akteu-
re, sondern nur diejenigen aus dem EinfluBBbereich von i betrachtet werden.
Das bietet den Vorteil, dafl sich das Mafl auch auf nicht-zusammenhéngende
Netzwerke anwenden 1d3t. Da der Index von der Grofle des Netzwerkes bzw.
von der Grofle des Einflulbereiches abhingt, ist es schwer, die Werte mit
denen anderer Netzwerke zu vergleichen.

Ein besseres Maf§ fiir Proximity erhélt man, indem das Verhéltnis der Ak-
teure, die 7 erreichen konnen zur durchschnittlichen Distanz der Akteure zu
i betrachtet wird.

I;/(n—1)

PP = a1

Auch hier wird nur iiber die Akteure im EinfluBbereich aufsummiert. Das
Verhéltnis wird grofler, falls die Akteure, die ¢ erreichen kénnen, im Durch-
schnitt ndher sind.

Die Eigenschaften dieses Maf3es entsprechen denen des Closeness-Zentralitéts-
index. Das Maximum von 1 wird erreicht, falls alle Akteure adjazent zu n;
sind, also gerichtete Beziehungen von allen Akteuren zu Akteur i bestehen
und die Lénge 1 besitzen. Ist ein Akteur ¢ nicht erreichbar, also I; = 0,
dann wird das Minimum von Pp(v;) = 0 angenommen. Die Grofie des Index
spiegelt wider, wie nah ein Akteur der Menge der Akteure insgesamt ist.

Gruppen-Proximity-Prestige Gruppenmafle lassen sich einfach anhand
des Durchschnitts oder der Varianz der Akteur- Proximityindizes definieren.

1. Pp = z?:l Pp(’Uz)/n
2. Sp =31 (Pr(vi) — Pp)?/n

Die Werte fiir Pp liegen im Intervall [0,1]. Das Minimum von 0 wird fiir einen
leeren Graphen, das Maximum von 1 fiir einen vollstdndigen Graphen ange-
nommen.

Die Varianz ist positiv und mif3t, wie heterogen eine Menge von Akteuren im
Bezug auf Nihe ist.

Ein weiteres Ma8 fiir Proximity wurde in [Har59] vorgestellt. Er benutzt ne-
ben dem Begriff des Status, den er als Gesamtdistanz von Akteur i zu allen
anderen Akteuren definiert, den Begriff Contrastatus, der die Gesamtdistanz
von allen Akteuren zu Akteur ¢ beschreibt. Die Mafle wiirden sich also in der
hier verwendeten Schreibweise darstellen als

> d(vi, v;) und

Zj d(Uj, Ui) .
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Status wird somit als Synonym fiir Akteur-Closeness-Zentralitat und Con-
trastatus fiir Akteur-Prozimity-Prestige benutzt. Der Netzstatus eines Ak-
teurs beschreibt die Differenz zwischen diesen beiden Summen.

3.3.8 Status (Rang)

Bisher wurde die Betrachtungsweise fiir Prestige immer um einen Schritt er-
weitert. Der erste Index betrachtet nur die direkten Beziehungen zwischen
Akteuren, wihrend der zweite alle Akteure aus dem Einfluibereich einschlief3t,
also Akteure, die direkt oder indirekt in Beziehung stehen. Im né&chsten
Schritt werden diese Beziehungen mit folgendem Ziel gewichtet: Akteure,
die von wichtigen Akteuren gewéhlt wurden, erhalten einen héheren Presti-
gewert als andere, die von unwichtigeren Akteuren gewéhlt wurden. Der Sinn
dieser Wertung wird an einem Beispiel deutlich. Nehmen wir an, die Bezie-
hung in dem betrachteten Netzwerk bedeutet “um Rat fragen”. Nehmen wir
weiter an, daf viele Akteure existieren, die den Akteur mit Namen “Weise”
um Rat fragen. Dadurch erhilt “Weise” folgerichtig einen hohen Prestige-
wert. Richtet dieser Akteur “Weise” wiederum seine Fragen an den Akteur
mit dem Namen “Noch-Weiser”, so muf dieser einen noch hoheren Prestige-
wert erhalten als “Weise”, da er in diesem Fall die “letzte Instanz” ist. Die
Berechnung des Statusindex erweist sich als aufwendiger als die Berechnung
der bisherigen Mafle. Daher miissen zuerst einige Konstrukte eingefiihrt wer-
den.

Definiere Pg(v;) als Status- oder Rang-Prestigema$ fiir Akteur i. Die Idee
ist, da3 der Rang eines Akteurs als Funktion der Rénge der anderen Akteure
angesehen wird [Kat53|. Betrachte dazu die i-te Spalte der Soziomatrix, die
beinhaltet, welche Akteure 7 wihlen. Durch Multiplikation der Eintrége z;;
mit dem Rang Pgp der Akteure erhalten wir eine Linearkombination, die den
Rang von 7 mifit.

PR(Ui) = 1 PR(Ul) + To; PR(UQ) + ..ty PR(Un)

Nehmen wir an, dafl v, von vs und v; gewédhlt wird, x5, und x75 seien 1 und
alle anderen Eintrige in der zweiten Zeile der Soziomatrix seien 0. Der Rang
von vy wiirde sich dann berechnen als

Pr(ve) = Pr(vs) + Pr(v7)

Hier wird deutlich, dafl bei hohem Rang von vs und v; Akteur 2 ebenfalls
einen hohen Rang erhilt, durch die Addition sogar einen noch hoheren.
Beschreiben wir dieses Problem auf mathematischer Ebene. Es existieren n

37



Gleichungen, die alle von den Indizes Pg(v;) abhingen, also n Gleichungen
mit n Unbekannten. Definiere p als den Vektor der Rangindizes

p = (Pr(v1), Pr(va), ..., Pr(vn))
und X als die gesamte Soziomatrix. Daraus ergibt sich
p = X'p oder analog

(I —X"p=0.

I beschreibt hier die Einheitsmatrix der Dimension n und p und 0 Vektoren
der Liange n. Diese Gleichung ist identisch zu einer charakteristischen Glei-
chung, um das Eigensystem einer Matrix zu finden, in dem p der Eigenvektor
von X’ zum Eigenwert 1 ist. Da diese Gleichung nicht notwendigerweise end-
liche Losungen produziert, mufl ein Weg gefunden werden, der das Problem
16st und unendliche Losungen vermeidet.

Im ersten Schritt wird die Soziomatrix so normiert, dafl die Spaltensumme 1
ergibt. Dies hat zur Folge, dafl eine charakteristische Matrixgleichung mit ei-
ner wohlbekannten Losung entsteht. Insbesondere wird bei diesem Vorgehen
der Eigenvektor zum grofiten Eigenwert der normierten Matrix X’ gesucht.
Da die Summen der Spalten der Soziomatrix 1 ergeben, wird der erste Eigen-
wert 1 sein und der dazugehérige Eigenvektor p; der Vektor der Rangindizes,
d.h.

P11 = (PR(Ul), Ce ,PR(Un))I

Diese Methode kann noch ein wenig verdndert werden, um die Losung zu
erhalten, die in der Implementation umgesetzt wurde. Dazu muss die Matrix
nicht normiert werden. Im Gegenzug flieft der Vektor der Spaltensumme in
die Berechnung ein. Ein weiterer Faktor a wird eingefiihrt. Die Ausgangssi-
tuation an dieser Stelle ist die Matrix aX + a?X? + ... + a*X* 4+ .... was
bedeutet, dafl man eine Matrix mit einer verminderten Anzahl von Wegen
zwischen je zwei Knoten betrachtet. Da der Parameter ¢ unbekannt ist und
nicht genau bestimmt werden kann, mufl er geschitzt werden. Katz gibt als
Schranken fiir a den grofiten Eigenwert A; und 2)\; an. Als einfache, obere
Schranke kann die grofite Spalten- oder Zeilensumme definiert werden. Um
eine Losung fiir das modifizierte System von Gleichungen zu finden, muf} ein
Vektor p berechnet werden, der das System

(1/a)] — Xlp=2

16st. = ist der Vektor der Knoteneingangsgrade der nichtnormierten Matrix,
entspricht also dem Vektor der Spaltensummen. Unterschiede zum urspriing-
lichen Gleichungssystem sind somit zum einen das Erscheinen des Faktors a
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und zum anderen die Gleichsetzung mit Vektor x, der aus der Summe der
“direct choices”, der direkten Wahlen besteht und nicht der Nullvektor ist.
Ein Beispiel zur Berechnung der Statusprestigewerte eines gerichteten Netz-
werkes findet sich in Kapitel 5, Abschnitt 5.1.
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Kapitel 4

Visualisierung von Status

Visualisierung ist ein wichtiger Faktor bei der Analyse von Netzwerken.
Durch sie kann auf einfache Weise die Struktur eines Netzwerkes veranschau-
licht und erkannt werden. Insbesondere lassen sich die wichtigen Akteure und
Beziehungen dazwischen hervorheben. Der folgende Teil besteht aus zwei
Hauptabschnitten, der Untersuchung von Wichtigkeit und Geschichte der
Visualisierung einerseits und der Beschreibung der drei Aspekte der Visua-
lisierung von Information, Substanz, Design und Algorithmus, andererseits.
Das Ziel dieser Visualisierung von Status ist kein Balkendiagramm, an dem
die Werte der einzelnen Akteurindizes abgelesen werden kénnen, sondern die
kompakte Darstellung von Statuswerten, Akteuren und Beziehungen zwi-
schen ihnen. Eine zentrale Rolle spielen dabei die Beziehungen, die zwischen
den Akteuren bestehen und durch ein Balkendiagramm allein nicht darge-
stellt werden konnen. Der Zusammenhang zwischen den Akteuren geht ver-
loren. Eine genaue Erkldrung des Zieles wird im Abschnitt Substanz gegeben.

4.1 Entwicklung und Ziel der Visualisierung

Geschichtliche Entwicklung der Visualisierung von Netzwerken Auf-
grund der Fiille von zur Verfiigung stehenden Daten, sei hier nur ein klei-
ner Einblick gegeben. Fiir ausfiihrlichere Informationen sei auf [Klo81] oder
[BKR99] verwiesen.

Eine der ersten Visualisierungen von Netzwerken ist das Soziogramm von
Moreno (1933), das schon in Kapitel 3 beschrieben wurde. Es hatte grofie
Auswirkungen auf Teile der Sozialwissenschaften, der Sozialpsychologie, So-
zialanthropologie und andere Bereiche der Forschung. Ein Beispiel fiir die
Anwendung der Soziogramme ist die Hawthorne-Studie, in der soziale Bezie-
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hungen durch Soziogramme beschrieben werden [RD39]. Die Akteure werden
dabei durch Kreise dargestellt, Beziehungen durch Pfeile. Um den Status
der Akteure anzuzeigen, werden sie auf horizontalen Linien plaziert. Diese
Darstellung erinnert stark an die implementierte Form der Visualisierung
von Status in sozialen Netzwerken. Die Knoten werden zwar nach anderen
Mafistében als in der Hawthorne-Studie auf die verschiedenen Level verteilt,
die Grundstruktur ist jedoch dieselbe.

Durch das Aufkommen von Computern verbessern sich die Moglichkeiten zur
graphischen Darstellung erheblich, beispielsweise durch interaktives Bewegen
von Akteuren oder die Nutzung von Animationen. Ein Beispiel, bei dem der
Einsatz von Computern hilfreich gewesen wire, ist das Lady Bountiful Dia-
gramm [LS38]. Lundberg und Steel untersuchten ein Dorf mit etwa 1000
Einwohnern und erhielten dabei Daten von 200 Familien (94%). Es entstan-
den aufgrund der Fiille der Daten 8 Soziogramme, von denen eines als das
Lady Bountiful Diagramm bekannt wurde. In dieser Situation wurden Cluster
verwendet, um Individuen zu einer Einheit zusammenzuschlieen. Auf eine
dhnliche Vorgehensweise bei der Bestimmung der Layer im spéter beschrie-
benen Algorithmus sei an dieser Stelle schon einmal hingewiesen. Weiteres
zum Lady Bountiful Diagramm findet sich in [Klo81].

Zu Beginn der Entwicklung entstanden zwei besondere Arten von Prisenta-
tionen fiir Soziogramme. Die erste bestand darin, die zentralsten Akteure in
die Mitte des Blattes zu zeichnen, um die restlichen Akteure um sie herum zu
plazieren. Um dabei eine gute Ubersicht zu erhalten, wurde darauf geachtet,
so wenig Kantenkreuzungen wie moglich zu verursachen. Diese Idee wurde
1940 von Northway [Nor40] ausgearbeitet, der die Akteure nach ihrer Zen-
tralitat auf konzentrischen Kreisen anordnete, so dafl die zentralsten Akteure
in der Mitte plaziert wurden. Je weniger zentral ein Akteur war, desto weiter
wurde er nach auflen versetzt.

Bei der zweiten Methode wurden die Knoten auf einer Kreislinie angebracht,
so da} die Kanten zwischen ihnen alle innerhalb der Kreislinie gezeichnet
werden konnten. Dadurch wurde versucht, die Anzahl der Kanteniiberschnei-
dungen zu minimieren. Man bezeichnet diese Darstellung auch als Kreis-
diagramm. Auch in den heute verwendeten Programmen, z.B. dem in der
Implementation verwendeten GraphWin, werden Funktionen zur Verfiigung
gestellt, die diese Form von Layout erzeugen koénnen.

Um die Knoten mit Attributen zu versehen, wurden Formen und Beschriftun-
gen benutzt, durch welche die Akteure zu unterscheiden waren. Diese Vor-
gehensweise wurde bis heute beibehalten. Das erste dreidimensionale Bild
erschien 1966 in [LG66].

In den 70er Jahren konnten mit Hilfe von Computerprogrammen Daten vi-
sualisiert werden, auch in grofleren Mengen und in relativ kurzer Zeit im
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Vergleich zur manuellen Ausarbeitung. Techniken und Ideen zur Visualisie-
rung, die gleichzeitig mit der Einfiihrung von Hilfsmitteln der relationalen
Analyse in der Sozialwissenschaft entwickelt wurden, fasste man in den 70er
und 80er Jahren unter dem Begriff “Soziale Netzwerkanalyse” zusammen.
Es wurden Programme entwickelt, die mittels mathematischer und statisti-
scher Techniken Indizes fiir die Akteure und komplette Netzwerkstrukturen
berechnen, mit Methoden wie “multi-dimensional scaling” (MDS) oder Clu-
steranalyse. Seit den 70er Jahren wurde MDS von vielen Autoren benutzt,
um Prozimity oder Zentralitdt von Akteuren zu visualisieren [LP76], [LK87].

Ziel der Visualisierung Programme fiir die Netzwerkanalyse dienen in
erster Linie der Berechnung von Maflen wie Zentralitdt, Prestige oder der
Dichte eines Netzwerkes. Einige bieten jedoch auch die Mdoglichkeit der gra-
phischen Darstellung von Daten, was fiir das Verstindnis sehr wichtig sein
kann, da man auf einen Blick wichtige Akteure und Beziehungen erkennt. In
der Literatur finden sich deutlich mehr Artikel und Biicher, die sich mit der
Berechnung von Maflen in Netzwerken beschéftigen, als mit der Visualisie-
rung derselben. Doch ganz ohne Visualisierung kann es sehr schwer fallen,
sich mit dem Thema zu beschiftigen. Die graphische Darstellung erleichtert
es uns, Probleme zu sehen, und diese zu l6sen. Aus diesem Grund wurden in
Kapitel 3 einfache Beispielgraphen, die sich nicht in der Anzahl ihrer Kno-
ten, aber in der Art, wie diese miteinander verbunden sind, unterscheiden,
eingefiihrt, um sofort ein Gefiihl entwickeln zu kénnen, was die einzelnen,
berechneten Mafle wirklich wiedergeben sollen.

Die Techniken zur Darstellung haben sich seit dem Beginn der Netzwerk-
visualisierung nicht wesentlich gedndert, es wurden lediglich einige Verfei-
nerungen, oder die Hinzunahme von Hilfsmitteln vorgenommen. Gerade die
Zuhilfenahme von Computern macht es heutzutage mdoglich, die Darstellung
dem gewiinschten Ideal von Schdénheit anzupassen. Es konnen Verédnderungen
vorgenommen werden durch direktes Bewegen von Objekten mittels Mouse
oder Keyboard, was frither bei Zeichnungen von Hand nicht moglich war.
Manche Forscher benutzten Pokerchips, um die Akteure darzustellen und
diese beliebig verschieben zu kénnen, bevor sie eine Zeichnung anfertigten
[Nor40]. Eine optimale Darstellung eines Netzwerkes mit einer Knotenzahl
von etwa 100 war vor der Benutzung von Rechnern kaum denkbar und extrem
zeitaufwendig. Zu grofle Netzwerke wurden auf mehrere einzelne Diagramme
aufgeteilt, was z.B. beim Lady Bountiful- Diagramm zu beobachten ist.

Wir sehen also, daf} die Visualisierung einen wichtigen Platz in der Ana-
lyse von Netzwerken einnimmt und daher nicht vernachlissigt werden darf.
Zusiatzlich hilft die Betrachtung des Aussehens von visualisierten Netzwerken
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Tabelle 4.1: Adjazenzmatrix eines gerichteten Graphen

O~ O Ot i W N =
SO OO OO OO
SO OO OO O I
SO OO OO+ W
_ O O OO = O Ok
_— O = O == O O|ut
SO = OO OO OO
SO O OO OO O
O = = O = O O Ol

bei der Bewertung von bisherigen Arten der Visualisierung ebenso wie bei
der Entwicklung objektiver Standards von graphischer Schénheit.

Die Daten eines Netzwerkes lassen sich auf verschiedene Arten darstellen. Ein
Netzwerk kann beispielsweise durch eine Adjazenzmatrix A = (a,;) beschrie-
ben werden. Die Akteure werden durch Zahlen oder Buchstaben reprisen-
tiert.

Besteht eine Beziehung zwischen Akteur ¢ und Akteur 7, enthélt die Matrix
an den Positionen a;; und aj; den Eintrag 1, ansonsten den Eintrag 0. Dies
gilt natiirlich nur bei ungerichteten Graphen, ansonsten erhilt die Matrix nur
an einer der beiden Positionen den Eintrag 1 (s. Abbildung 4.1). Da wir uns
in diesem Abschnitt auf die Visualisierung von Status konzentrieren wollen,
sollten wir, wie in Kapitel 3 beschrieben, von gerichteten Beziehungen, also
gerichteten Graphen ausgehen.

Die graphische Darstellung derselben Daten durch Abbildung 4.1 ist erheblich
einfacher zu lesen, als die oben beschriebene Adjazenzmatrix. Dies bezieht
sich nicht darauf, dal direkte Beziehungen leicht zu erkennen sind (welche
in der Matrix auch einfach zu finden sind), sondern insbesondere auf das
Erkennen der indirekten Beziehungen. Solche Beziehungen koénnen in der
Matrixdarstellung nur sehr schlecht und mit deutlich héherem Zeitaufwand
erkannt werden, z.B. der Weg von Knoten 2 iiber Knoten 3 und 4 bis zum
Knoten 8. Daher bietet es sich an, sich bei der Netzwerkanalyse intensiv
mit der Visualisierung, insbesondere der graphischen Darstellung, zu befas-
sen. Bei der bloflen Analyse von Tabellen oder Matrizen kann es sehr leicht
passieren, daf$ der Uberblick verloren geht, einfache Zusammenhénge, die in
einem Bild sofort erkannt werden kénnen, werden erst nach langwierigen Un-
tersuchungen deutlich.

Die graphische Visualisierung bietet ausserdem die Moglichkeit, auf einfache
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Abbildung 4.1: Graphische Darstellung des Graphen aus Tabelle 4.1

Weise zusitzliche Informationen sichtbar zu machen. Diese Informationen las-
sen sich im wesentlichen in zwei Arten unterteilen, Attribute semantischer
und syntaktischer Art. Darauf soll an einem spéteren Zeitpunkt noch ge-
nauer eingegangen werden. Es sei nur soviel vorweg genommen, daf} sich die
Moglichkeiten zur Sichtbarmachung von Information nicht nur auf die For-
men, Farben und Gréflen der Knoten und Kanten beziehen, sondern auch,
was in unserem Fall sehr wichtig ist, auf die Positionierung derselben. Da-
durch, dafl Knoten oder Kanten an bestimmte Positionen gesetzt werden,
lassen sich Eigenschaften wie der oben beschriebene Status sehr leicht erken-
nen.

Isolierte Knoten, also Akteure, die in keiner Beziehung zu den anderen Akteu-
ren stehen, sind auch in Matrizen schnell zu finden, da sowohl Zeile als auch
Spalte nur Nullen enthalten. Schwieriger wird es beim Zerfall des Graphen
in mehrere Zusammenhangskomponenten, wenn diese nicht nur aus isolierten
Knoten bestehen. Gibt es also Gruppen von Akteuren in einem Netzwerk, die
zwar innerhalb der Gruppe miteinander agieren, mit den anderen Gruppen
aber nicht in Beziehung stehen? Oder existieren Beziehungen, die nur in eine
Richtung flielen, also eine eindeutige Hierarchie bilden? Fragen solcher Art
konnen durch eine Visualisierung schneller und einfacher beantwortet werden.

Es ist klar, daf es fiir dieselben Daten verschiedene Darstellungen gibt. Dabei
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konnen sich die visualisierten Daten nicht nur in der Art der Wiedergabe (z.B.
“Werden Akteure nach Zentralitéitswerten auf konzentrischen Kreisen ange-
ordnet oder nach Prestigewerten auf verschiedenen Schichten?”), sondern
auch in der Qualitdt der Darstellung unterscheiden. Diese Qualitdt hiangt
aber nicht unbedingt von den benutzten Hilfsmitteln ab, die im Laufe der
Zeit immer vielseitiger geworden sind. So ist es heute moglich, mittels spe-
zieller Software, neuen Algorithmen, Verwendung von 3D und Animationen
die Gestalt eines Netzwerkes anders aussehen zu lassen, als das noch vor
ein paar Jahren der Fall war. Durch farbige Darstellungen kénnen wichtige
Eigenschaften oder Informationen hervorgehoben werden, was jedoch nicht
immer ein Garant fiir eine bessere Qualitét ist. Tufte [Tuf83] stellt einige
Prinzipien zur Bewertung der Qualitéit einer Visualisierung auf. Hervorra-
gende Grafiken

e sind die gut dargestellte Pridsentation von interessanten Daten - eine
Sache von Substanz, von Statistiken und von Design

e bestehen aus komplexen Ideen in Verbindung mit Klarheit, Prézision
und Effizienz

e geben dem Betrachter die grofite Anzahl von Ideen in der kiirzesten
Zeit mit der wenigsten Farbe auf kleinstem Raum

e sind beinahe immer vielseitig
e erfordern es, die Wahrheit iiber die Daten zu sagen (Datentreue)

Diese Grundsétze bilden kein absolutes Muf} fiir ein gelungenes Layout, konnen
jedoch als ein Anhaltspunkt dienen, der unter Umsténden angepafit oder er-
weitert werden kann. Oft ist es nicht moglich, alle erwéhnten Grundsétze
zu beachten. Einerseits existieren Probleme technischer Art, bei denen die
geforderten Prinzipien nicht umgesetzt werden konnen. Ein Beispiel dafiir
wire ein gewichtetes Layout, bei dem die Beziehungen zwischen allen Akteu-
ren mit dem Wert 1 gewichtet sind. Daher miissten alle Kanten im Netzwerk
nach Tufte’s Prinzip der Datentreue die gleiche Linge besitzen. Wir wissen,
aber, daf} dies nicht immer moglich ist oder die Darstellung uniibersichtlich
macht. Betrachte dazu als Beispiel den K}, den vollstdndigen Graphen mit 4
Knoten. Im dreidimensionalen Fall kann die angesprochene Bedingung durch
die Darstellung in einem gleichseitigen Tetraeder erfiillt werden. Im zweidi-
mensionalen Fall jedoch ist dies unmdoglich.

Auf der anderen Seite kann eine schlechtere Darstellung gewollt und durchaus
von Nutzen sein. Bei den Tests von Algorithmen werden Graphen produziert,
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die eine besonders schlechte Darstellung besitzen, um die Giite des Algorith-
mus zu testen. Es gibt also keine Techniken, die hohe Qualitéit garantieren,
auch wenn in manchen Féllen einige Priasentationen niitzlicher und effektiver
sind.

Die drei Aspekte der Visualisierung von Information Die Visua-
lisierung von Information besteht darin, gegebene Daten in eine graphische
Darstellung umzuwandeln. Dies mufl durch bestimmte Methoden bewerkstel-
ligt werden, welche die in den Daten enthaltenen Informationen offenlegen.
Eine akzeptable Visualisierungsmethode muf} somit die wichtigen Informatio-
nen herausstellen, eine passende Abbildung definieren und ein entsprechendes
Bild erzeugen. Wir wollen diese Aspekte mit Substanz, Design und Algorith-
mus bezeichnen und im folgenden genauer darauf eingehen.

4.2 Netzwerksubstanz

Die Substanz der Daten eines sozialen Netzwerkes ist es, Informationen iiber
die sozialen Strukturen zu geben. Die typische Substanz eines sozialen Netz-
werkes sind die Netzwerkmajfle, also Indizes, die fiir die Akteure berechnet
werden, um sie in ihrer Wichtigkeit messen und zu unterscheiden. Jede Netz-
werkvisualisierung mufl im Bezug auf die Information, die betrachtet wird,
prézise sein, da ansonsten vielfiltige Interpretationen moglich sind, die auch
zu falscher Auslegung der Information fiihren kann.

Um die Wichtigkeit eines Akteurs innerhalb eines Netzwerkes zu messen,
gibt es viele Moglichkeiten, die von den direkten und indirekten Beziehun-
gen der Akteure abhidngen. Auf der Ebene der Graphentheorie bedeutet dies
z.B. messen von Ereichbarkeit, Linge von Wegen, Knotengrad usw. . Eine
genaue Beschreibung befindet sich in Kapitel 3, in dem verschiedene Mafle
beschrieben und berechnet werden.

Aufgabe einer Visualisierung ist es, Eigenschaften des Netzwerkes darzustel-
len und hervorzuheben. Diese Eigenschaften kénnen in zwei Kategorien einge-
teilt werden, die syntaktischen und die semantischen Attribute, die in Tabelle
4.2 genauer beschrieben werden.

Mafe fiir die syntaktischen Attribute sind nur abhéngig von der Netzwerk-
struktur, d.h. von bestehenden und nichtbestehenden Beziehungen zwischen
den Akteuren. Diese Attribute spiegeln sich in der Visualisierung durch die
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Tabelle 4.2: Kategorien der Netzwerksubstanz

Syntaktische Attribute Semantische Attribute
abgeleitete Akteurattribute Akteurattribute z.B.
Zentralitat Grofle einer sozialen Einheit
Prestige Alter einer sozialen Einheit
Strukturelle Aufteilung Aufteilung der Attribute z.B.
Cohesive Untergruppen Organisatorische Untereinheiten

Strukturell gleiche Akteure
Abgeleitete Netzwerkattribute Netzwerkattribute z.B.

Grofe Zeitraum der Datenerfassung

Dichte Verléafllichkeit

Zentralisierung

Ausgewihlte strukturelle Rollen | Ausgewidhlte Attribute z.B.
Briicke verschiedene institutionelle Rollen wie
Broker Chef einer Firma

Klassensprecher in einer Schulklasse

Position der Akteure wieder. Da wir uns auf Status beschranken wollen, spie-
len die vertikalen Koordinaten eine grofie Rolle. Sie beschreiben die Hohe des
Levels, auf dem sich der Akteur befindet und geben gleichermaflen die be-
rechneten Prestigewerte wieder.

Semantische Attribute beziehen sich auf die einzelnen Akteure und Bezie-
hungen und héngen nur von diesen, nicht aber von der gesamten Netzwerk-
struktur ab. Handelt es sich bei den Akteuren beispielsweise um Personen, so
konnen sich diese im Aussehen unterscheiden durch Alter, Grosse, Geschlecht
usw., was sich jedoch nicht auf ihre Position, sondern nur auf ihre Form, Far-
be oder Grofe auswirkt. Die ersten drei Unterkategorien der beiden Attribute
syntaktisch und semantisch, befassen sich jeweils mit Akteuren, Gruppen und
dem gesamten Netzwerk, also den Unterteilungen, die schon zuvor eingefiihrt
wurden. Je nach der Art der Analyse, die gemacht werden soll, kann es sein,
da man sich fiir die eine oder andere Unterkategorie mehr interessiert oder
alle Teile in ihrer Gesamtheit betrachten will, was es unmdoglich macht, die
Unterkategorien nach Wichtigkeit und Nutzen zu ordnen.

4.3 Design

Das graphische Design beschreibt die Art, wie die Substanz eines Netzwer-
kes in graphische Elemente umgesetzt wird. Da die Substanz eines sozialen
Netzwerkes die Netzwerkmafle sind und uns in diesem Fall insbesondere der
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Status von Akteuren interessiert, wollen wir uns mit der Frage beschéftigen,
wie Akteure, Beziehungen und der Status der Akteure graphisch dargestellt
werden.

Man kann bei der Netzwerkanalyse zwei Arten von strukturellen Perspekti-
ven unterscheiden, die “Beziehungs-” und die “Profil-” Perspektive. Liegt das
Ziel einer Netzwerkanalyse in der genauen Untersuchung der direkten und
indirekten Beziehungen zwischen den Akteuren, so bezeichnet man diesen
Standpunkt als Beziehungsperspektive. Bei der Betrachtung eines Netzwerkes
durch die Profilperspektive interessieren die Ahnlichkeiten der verschiedenen
Profile der einzelnen Akteure. Akteure mit &hnlichem Profil befinden sich an
dahnlichen Positionen im Netzwerk. Die verschiedenen Level, auf denen sozia-
le Netzwerke betrachtet werden konnen, also Akteur, Gruppe und gesamtes
Netzwerk, werden in einem spéteren Teil des Abschnittes ausfiihrlich behan-
delt. Beschiftigen wir uns zuerst mit der Darstellung von Status in sozialen
Netzwerken.

In [BKR'99] wird beschrieben, wie die Idee, ein Strukturmaf$l als Neben-
bedingung in eine Netzwerkvisualisierung einzubauen, fiir Zentralitdt umge-
setzt werden kann. Dieselbe Situation liegt hier vor, mit dem Unterschied,
daf} nicht Zentralitét, sondern Prestige, insbesondere Status, als Strukturmaf
dient. Ziel ist es, sowohl die Rohdaten, das Netzwerk, sowie das Strukturmafs,
also Zentralitit oder Prestige, gemeinsam darzustellen. Im Normalfall wird
dies getrennt getan durch Verwendung einer Tabelle oder eines Balkendia-
grammes zur genauen Auflistung der berechneten Werte und einer graphi-
schen Darstellung durch beispielsweise einen Springembedder. Durch die al-
leinige Betrachtung der Zentralitéts- bzw. Prestigewerte ist es nicht moglich,
die Struktur des Netzwerkes zu rekonstruieren. Der Gruppen-Degreeindex ei-
nes Kreises unterscheidet sich beispielsweise nicht von dem eines vollstindi-
gen Graphen. Beide Indizes sind 0, da die Léinge der kiirzesten Wege immer
gleich ist. Daher ist es sinnvoll, sowohl die Struktur, als auch die Struktur-
mafle gleichzeitig in einer einzigen Zeichnung widerzugeben.

Beispiele, in denen ein Strukturmaf} als Nebenbedingung in eine Zeichnung
eingebaut wurde, finden sich in Kapitel 3, Padgett’s Netzwerk der Florenti-
nischen Familien oder in [BKR99].

Bei der Verwendung der Zentralitét als Strukturmaf bei einer Netzwerkvisua-
lisierung, werden die Knoten, entsprechend ihren Werten, auf konzentrischen
Kreisen angeordnet. Der Abstand der Knoten vom Mittelpunkt, d.h. der Ra-
dius der konzentrischen Kreise wird anhand der Zentralitdtswerte bestimmt.
Im Fall der Benutzung von Status als Strukturmaf geschieht dies auf &hnliche
Weise. Die einzelnen Akteure werden in Schichten eingeteilt, die durch ihre
Statuswerte bestimmt sind. Schichten werden aber nicht durch konzentrische
Kreise kenntlich gemacht, sondern durch horizontal angeordnete Level, soge-
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nannte Layer. Der oder die Knoten mit dem hochsten Statuswert werden in
der hier benutzten Fassung auf dem obersten Level positioniert, die Knoten
mit dem niedrigsten Index auf dem untersten.

Die graphische Darstellung kann in einigen Punkten variieren. Daher kann
das graphische Design in drei Teile zerlegt werden, die

Layoutspezifikation (Positionierung), die

Renderingspezifikation(Aussehen, retinale Eigenschaften) und die
Animation (Zeitpunkt).

Eine Positionierung versieht die Knoten eines Netzwerkes nicht mit fe-
sten Koordinaten. Die Koordinaten miissen jedoch bestimmte Bedingungen
erfiillen, die unabhéngig von ihren exakten Positionen sind.

Der erste Schritt zur Positionierung teilt die Knoten in Schichten ein, so
dafl die Hohe jedes Knotens durch eine y-Koordinate gegeben ist. Die exak-
te Position ergibt sich erst am Ende des Algorithmus, wenn die Knoten in
Schichten eingeteilt und auf diesen geordnet sind. Dann werden die genauen
x-Koordinaten unter Beriicksichtigung der Eigenschaften, die fiir die Kanten
erfiillt sein miissen, berechnet. In der dieser Arbeit zugrunde liegenden Im-
plementation ist ein Ziel, dafl Kanten zwischen zwei Knoten maximal zwei
Knicke besitzen und zwischen diesen Knicken vertikal verlaufen. Da bei der
Bestimmung der Layer Clusterung verwendet werden kann, ist es nicht im-
mer moglich, die maximale Grenze von zwei Knicken einzuhalten. Der Grund
liegt in der Positionierung zusétzlicher Dummyknoten, was in Kapitel 5, Ab-
schnitt 5.1 genau beschrieben wird. Da die Layer nicht dquidistant gesetzt
werden, ist der Abstand unter Umstédnden sehr gering. Unterschreitet die Di-
stanz einen festgelegten Schwellenwert, werden die Layer zu einem einzigen
zusammengefaft.

Das Aussehen, also die retinalen Figenschaften der Objekte, ist bestimmt
durch Grofle, Form, Orientierung, Fiillung, Farbe, Helligkeit und Transpa-
renz. Die verschiedenen Darstellungsmoglichkeiten spiegeln die semantischen
Eigenschaften eines Objektes wieder, haben also nichts mit Status- oder Zen-
tralitdtswerten zu tun. Eine Ausnahme dazu bildet die Kantenfdrbung. Durch
sie wird gekennzeichnet, ob eine Kante von oben nach unten (rot), von unten
nach oben (schwarz) oder in beide Richtungen (griin) verlduft. Eine andere
Moglichkeit, die Orientierung kenntlich zu machen, ist die Verwendung von
Pfeilen am Ende einer Kante. Da Kanten sehr kurz sein kénnen, wurde in
der Implementation auf diese Methode verzichtet, um die Lesbarkeit des Lay-
outs zu erhohen. Um die Layer von Kanten des Netzwerkes unterscheiden zu
konnen, wird fiir sie eine blaue Farbung gewihlt. Die Farbe der Knoten ist
nicht festgelegt und kann daher von Netzwerk zu Netzwerk variieren. Typi-
scherweise werden Farben und Formen benutzt, um verschiedene Arten von
Akteuren zu trennen, beispielsweise mdannliche und weibliche Akteure, staat-
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liche und ehrenamtliche Behorden, einzelne Abteilungen u.d. . Da sich die
Formen der Akteure innerhalb eines Netzwerkes unterscheiden kénnen (Krei-
se, Ellipsen, Rechtecke, Rauten ... ), kann die Grofie einer Institution durch
den Fldcheninhalt der jeweiligen geometrischen Objekte représentiert wer-
den. Eine weitere Moglichkeit besteht darin, durch das Verhiltnis zwischen
Hohe und Breite das Verhiltnis von Knoteneingangsgrad und Knotenaus-
gangsgrad wiederzugeben. Wird ein Knoten v durch eine Ellipse représen-
tiert, kann die Bestimmung der Radien in x- bzw. y-Richtung durch die
Gleichungen

ry(v) _ degin(v)

re(v)  degou(v)

ro(v) + 1y (v) = 27 - degin (v) - degou(v)

erfolgen. Ist die vertikale Lange grofler als die horizontale, laufen mehr Kan-
ten in den Knoten ein als aus, was fiir einen hohen Status spricht. Auch
wenn diese Methode nicht den genauen Status widerspiegeln kann, so erhélt
man doch einen ersten Eindruck von der ungefihren Lage des Knotens in der
Hierarchie.

Das graphisches Design spezifiziert also gewiinschte Eigenschaften der Ko-
ordinaten fiir die zu zeichnenden Elemente wie Knoten, Kanten und Label.
Dabei miissen bestimmte Designbedingungen eingehalten werden, soweit dies
moglich ist. Es ist nicht immer moglich, alle Bedingungen, die gestellt sind,
zu erfiillen. So 148t sich ein Layout, bei dem alle Kanten dieselbe Lénge haben
sollen, nicht immer zeichnen (siehe ersten Abschnitt des Kapitels). Diese Art
von Bedingung nennt man Designkriterium. Es kann nicht immer vollstédndig
erfiillt werden, sollte jedoch optimiert werden. Je besser die Designkriterien
erfiillt werden, desto besser ist das Layout. Da zumeist mehr als eines zu
erfiillen sind, ist es verstindlich, daf} die Kriterien im Konflikt miteinander
stehen konnen. Somit muf} ein gutes Layout nicht jedes einzelne Kriterium
optimal erfiillen, sondern die Gesamtheit der Kriterien. Dabei konnen ver-
schiedene Kriterien auch unterschiedlich gewichtet sein.

Wir erhalten als Resultat, dal Design in erster Linie auf eine effektive Umset-
zung der Substanz Wert legt und erst dann auf die Schénheit der Bilder. Klar
ist jedoch, dafl auch das Verstdndnis von der Art der Darstellung abhéngt.
Wie schnell die Substanz des Netzwerkes in einer Visualisierung erkannt wer-
den kann, liegt an der Effektivitdt des Design. Mathematisch gesehen steht
eine solche Spezifikation in engem Zusammenhang mit einem Optimierungs-
problem und muf} daher die Bedingungen und die Zielfunktion fiir ein solches
Problem naher bestimmen. Ein perfekter Algorithmus wiirde ein graphisches
Layout erstellen, das alle Bedingungen erfiillt und fiir die Zielfunktion ein
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Optimum erreicht.Wie wir bereits wissen, ist die Mathematische Grundla-
ge eines Netzwerkes ein Graph G = (V, E), der aus einer endlichen Menge
V von Knoten und einer Menge E von Kanten besteht, welche die Kno-
ten untereinander verbinden. Dabei stellen die Knoten Akteure dar und die
Kanten die Beziehungen unter diesen. Semantische Attribute kénnen durch
Form und Farbe oder durch angebrachte Label angezeigt werden. Die Auf-
gabe des Designs ist es, die Art der Netzwerkelemente zu bestimmen, d.h.
wie werden Akteure und ihre Beziehungen dargestellt. Ublicherweise werden
Akteure durch Punkte, Beziehungen durch Linien repriisentiert [Ber83]. Dia-
gramme, die dieses Design erfiillen, sind beispielsweise das Soziogramm und
das Scattergram (bei dem die Kanten typischerweise weggelassen werden).
Eine weitere Art der Darstellung wire die Verwendung von Namen oder Lo-
gos fiir die Akteure, die Beziehungen konnten verschiedene Dicken haben,
um anzuzeigen, wie intensiv eine Beziehung ist. Doch alle diese Mo6glichkei-
ten dndern nur etwas am Aussehen des Layouts, nicht die Positionen der
Elemente oder die Prasentation selbst. Es werden nur retinale Eigenschaften
verdndert. Fiir weitere Informationen siehe z.B. [Tuf83]. Im Unterschied zu
den semantischen Eigenschaften eines Netzwerkes (siehe 4.2), lassen sich die
syntaktischen Eigenschaften am besten durch die Positionierung der Akteu-
re und Beziehungen darstellen. Dies zeigt sich besonders gut bei Zentralitéit
oder Prestige. Ein Broker oder eine Briicke sind durch ihren Standort leicht
zu erkennen, ebenso wie Akteure, die von ihrer Wichtigkeit auf derselben
Stufe stehen.

4.4 Algorithmus

Aufgabe des Algorithmus ist es, eine Designspezifikation fiir einen gegebene
Netzwerksubstanz umzusetzen. Die durch das Design gestellten Forderungen,
Designkriterien, miissen durch die Anwendung eines Algorithmus verwirk-
licht werden. In vielen Fillen ist es nicht moglich, eine perfekte Visualisierung
zu schaffen, die den Anforderungen des Designs geniigt. Und oft fiihrt die -
augenscheinlich - bestmogliche Realisierung zu groflen Problemen, die durch
Abschwéchung eines Kriteriums erheblich besser gelost werden konnen. Ein
Beispiel findet sich in der hier beschriebenen Umsetzung des Algorithmus von
Sugiyama. Eine Voraussetzung zur Layerzuweisung ist urspriinglich der Fakt,
daf} der Graph kreisfrei ist. Dazu miissen unter Umsténden einige Kanten in
ihrer Richtung umgekehrt werden. Es treten dabei mehrere Probleme auf,
die durch die umgesetzte Art der Layerzuweisung umgangen werden.

Ein Punkt ist die Berechnung des Status. Da die einlaufenden Kanten fiir die
Bestimmung des Ranges benutzt werden, verdndert sich das Ergebnis durch
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das Umkehren einer Kante. Auflerdem muf§ die Menge der in der Richtung
vertauschten Kanten nicht eindeutig sein, was wiederum zu verschiedenen
Ergebnissen fiihren kann. Dazu kommt noch, dafl das Problem, eine solche
Menge zu finden, N'P-schwer ist [Kar72].

Gegebenenfalls ist es sogar unmdoglich, ein Kriterium zu erfiillen (sieche Ab-
schnitt Ziel der Visualisierung). Algorithmen kénnen (oder miissen) also ein
spezielles Design definieren, aber nicht unbedingt jedes Design implementie-
ren. Um ein Layout zu erhalten, das zu einem gegebenen Netzwerk und einem
graphischen Design alle geforderten Bedingungen erfiillt, bentigt man eine
algorithmische Umsetzung. Diese berechnet ein Layout, das Aussehen und
unter Umsténden eine Animation. Da sich die Anforderungen in der Rende-
ringspezifikation normalerweise nicht iiberschneiden, gibt es im Bezug auf die
Umsetzung dieser Bedingungen fiir den Algorithmus keine Schwierigkeiten.
Ein Algorithmus muf} aber jede der gestellten Bedingungen erfiillen und die
Kriterien so gut es moglich ist optimieren. Es liegt also ein Optimierungs-
problem vor, das nicht immer in annehmbarer Zeit gelést werden kann. In
diesem Fall werden Ndherungslosungen gesucht.

Ein Beispiel ist die Kreuzungsminimierung. Ein optimales Layout eines Netz-
werkes, das den Status von Akteuren beschreibt, besitzt keine Kreuzung. Dies
ist in vielen Féllen unmoglich. Auch die Verwendung eines Algorithmus, der
eine optimale Losung zur Kreuzungsminimierung berechnet, ist nicht im-
mer ratsam, insbesondere bei groflen Netzwerken. Daher werden Heuristiken
benutzt, die zwar nicht immer die optimale Lésung finden, aber einen Kom-
promif} aus Giite und Laufzeit eingehen. In Figur 4.2 ist zu sehen, wie eine
Kreuzungsminimierung gut und weniger gut gelost werden kann. Die nicht
gefiillten Knoten sind Dummyknoten, die durch die Konvertierung in ein
vollstéandig geschichtetes Layout entstanden sind.

Die algorithmische Umsetzung des in dieser Arbeit zu behandelnden Pro-
blems ist aufgrund des Umfangs Thema des nichsten Kapitel und wird dort
ausfiihrlich behandelt.
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Abbildung 4.2: Schlechtes (a) und gutes (b) Beispiel fiir Kreuzungsminimie-
rung
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Kapitel 5

Geschichtete Darstellung von
Netzwerken

Wie wir bereits gesehen haben, gibt es verschiedene Md&glichkeiten, Netzwerke
darzustellen. Als Beispiel wiren nur die Darstellung mittels eines Kreisdia-
grammes oder nach der Bestimmung von Zentralitdtswerten die Darstellung
der Akteure auf konzentrischen Kreisen erwihnt. In diesem Abschnitt wol-
len wir uns mit der geschichteten Darstellung von Netzwerken beschéftigen.
Da wir uns dem Problem der Darstellung auf graphentheoretischen Niveau
ndhern, wollen wir die fiir diesen Bereich iiblichen Notationen verwenden.
Wir sprechen im folgenden daher nicht mehr von Akteuren, Verbindungen
und Netzwerken, sondern von Knoten, Kanten und Graphen.

Die Knoten werden aufgrund berechneter Prestigewerte in verschiedene Schich-
ten, sogenannte Layer eingeteilt. Dabei entsteht eine Ordnung, die als Hier-
archie bezeichnet wird. Im folgenden werden die Knoten auf ihren jeweiligen
Schichten geordnet und positioniert. Diese Vorgehensweise wird mit Hilfe des
Algorithmus von Sugiyama durchgefiihrt [DETT99], [STT81]. Er berechnet
fiir einen gegebenen, azyklischen und gerichteten Graphen G = (V| F) ein
hierarchisches Layout. Der Algorithmus 148t sich in drei Schritte untertei-
len, die unabhéngig voneinander auf verschiedene Arten behandelt werden
konnen. Diese Schritte sind

1. Zuweisung eines Layers fiir jeden Knoten im Graph
2. Minimierung der Kanteniiberschneidungen

3. Zuweisung der Koordinaten fiir die Knoten und die Layer

Die drei Teile konnen voéllig unabhéngig voneinander behandelt werden. Die
einzelnen Schritte liefern jeweils ein Ergebnis, das im néchsten Schritt ver-
wendet wird, miissen aber nicht gezwungenermaflen in dieser Form bearbeitet
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werden. So ist beispielsweise die Minimierung der Kanteniiberschneidungen
ein Problem rein kombinatorischer Natur. Die Anzahl der Kreuzungen hingt
nur von der Reihenfolge der Knoten, nicht aber von der genauen Position
ab. Auch bei der Zuweisung der Layer spielen die endgiiltigen Koordinaten
keine Rolle, die Knoten werden nur in Schichten eingeteilt und zu Beginn
beliebig geordnet. Die fiir das Problem bestmégliche Ordnung und genaue
Positionierung wird in den Schritten 2 und 3 behandelt.

Um den Algorithmus von Sugiyama in seiner urspriinglichen Form anzuwen-
den, muf} vor Beginn der Prozedur der Graph azyklisch gemacht werden, falls
dies noch nicht der Fall ist. Dies geschieht mit Hilfe des Cycle Remouwal. Die
Idee hierbei ist, so wenig Kanten wie moglich umzudrehen, um den Graphen
azyklisch, d.h. kreisfrei zu machen. Diese Vorgehensweise erlaubt es uns, alle
Kanten in eine Richtung zu zeichnen, was fiir die normalerweise benutzte
Layerzuweisung von grofler Wichtigkeit ist. Am Ende des Algorithmus wer-
den die zuvor umgedrehten Kanten wieder mit ihrer originalen Orientierung
versehen. Da die Layerzuweisung in der Implementation auch bei azyklischen
Graphen funktioniert, wird auf die genauere Beschreibung des Cycle Removal
verzichtet. Ein weiterer Grund ist die Tatsache, dal durch das Umdrehen ei-
niger Kanten die Statuswerte verfilscht werden kénnen. Zur Berechnung der
Prestigewerte werden die einlaufenden Kanten betrachtet. Verdndert man bei
einer Kante die Richtung, dndern sich bei zwei Kanten der Eingangs- bzw.
Ausgangsgrad der Knoten, was zu einer Verdnderung der Werte fiihrt (siehe
auch Kapitel 4, Abschnitt 4.4).

5.1 Layerzuweisung

Das Ziel des ersten Schrittes des Algortihmus von Sugiyama ist es, jeden
Knoten einer Schicht der Hierarchie zuzuordnen. Aufgrund der Vielzahl der
Moglichkeiten, die zur Layerzuweisung existieren, soll hier nur ein kleiner
Einblick gegeben werden.

Der erste Teil des Kapitels beschéftigt sich mit der Layerzuweisung allge-
mein. Definitionen und Bedingungen fiir das Bilden einer Hierarchie werden
angesprochen. Danach werden verschiedene Methoden der Layerzuweisung
erkldrt, gefolgt von einer Beschreibung der implementierten Version, die un-
ter anderem Status und Clusterung benutzt.
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5.1.1 Allgemeines

Um eine sinnvolle Zuweisung der Layer gewéhrleisten zu kénnen, miissen Be-
dingungen, die an ein gutes Layout gestellt werden, erwidhnt und erldutert
werden. Dazu gehort beispielsweise nicht die genaue Positionierung der Kno-
ten oder Kanten, da dies Aufgabe der Koordinatenzuweisung ist, sondern
etwa die Bestimmung der Héhe und Breite des Layouts.

Gegeben sei ein azyklischer, gerichteter Graph G = (V, E).

Definition 4 Mit einer Schichtung oder Hierarchie von G bezeichnet man
die Aufteilung der Knotenmenge V' in Untermengen Ly, ... , Ly, so daf gilt

weLj,vel;(uv)c E=1i>j

Dabei entspricht die Hohe H des geschichteten Graphen der Anzahl h der
Layer, die Breite W der Anzahl der Knoten im grofsten Layer, d.h. mazi<;<n|L;|.
Die Hohe einer Kante (u,v) € E mit u € L;,v € L; ist die Differenz der
betden Layer, also i — j. Man nennt den Graphen einfach geschichtet genau
dann, wenn keine Kante eine Hohe grofier 1 besitzt.

Es ist moglich, daf3 die Hierarchie schon vorgegeben ist, beispielsweise bei
einem Stammbaum, einer Laufbahn oder d&hnlichem. Dann wird dieser erste
Schritt des Algorithmus {ibersprungen. Bei der Umsetzung des Algorithmus
in der Implementation wird die Hierarchie durch die Berechnung der Sta-
tuswerte der Knoten bestimmt. Breite und Hohe kénnen somit nicht mehr
in der hier beschriebenen Form beeinflufit werden. Das Ziel der Layerzuwei-
sung ist es, einen azyklischen Digraphen in einen geschichteten Digraphen zu
transformieren. Dabei sollten drei Bedingungen beachtet werden.

1. Das Layout sollte kompakt sein, d.h. die Hohe und die Breite sollten
gering gehalten werden. Da die Layerdistanz in allgemeinen konstant
ist, ergibt sich als untere Schranke fiir die Héhe die maximale Anzahl
der Kanten eines Weges von einem Knoten mit Knoteneingangsgrad
0 (auch: Source) zu einem Knoten mit Knotenausgangsgrad 0 (auch:
Sink).

2. Das Layout muf} einfach geschichtet sein. Dazu werden Dummyknoten
eingefiigt. Jede Kante (u,v) mit einer Héhe grofler 1 wird durch einen
Weg (u = vy,...,v, = v) ersetzt, indem Dummyknoten vs, ..., vy 1
eingefiigt werden. Dieser Vorgang wird in Abbildung 5.1 verdeutlicht.
Das Hinzufiigen von Dummyknoten ist notwendig, um die Kreuzungs-
minimierung optimal durchfiihren zu kénnen, da es sehr schwierig ist,
Kreuzungen fiir Kanten mit einer Hohe gréfier 1 zu behandeln.
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3. Die Anzahl der Dummyknoten soll niedrig gehalten werden. Falls die
Anzahl der Kanten im Bereich O(n) liegt mit einer Hohe im Bereich
O(n), so ist die Anzahl der Dummies quadratisch.

Daf} die Bedingung, die Anzahl der Dummyknoten niedrig zu halten,
sinnvoll ist, wird nach der Betrachtung der folgenden Argumente deut-
lich.

e Die Laufzeit des Algorithmus hingt von der Anzahl der Knoten
ab, wobei sowohl echte Knoten als auch Dummyknoten gerechnet
werden.

e Knicke in den Kanten machen das Layout unleserlicher. Da Knicke
nur bei Dummyknoten auftreten, sollte auf eine erhthte Anzahl
von Dummies verzichtet werden. Obwohl das Problem durch die
Setzung der horizontalen Koordinaten gemindert werden kann,
ist es dennoch besser, von Anfang an weniger Dummyknoten zu
setzen.

e Die Anzahl der Dummies ist eine Anzeige fiir die Linge einer
Kante, d.h. je mehr Dummies vorhanden sind, desto ldnger ist die
Kante. Je linger eine Kante ist, desto uniibersichtlicher wird das
Layout, da es einfacher ist, einer kurzen Kante mit dem Auge zu
folgen als einer langen.

In [Fri96] wird eine obere Schranke fiir die Anzahl der Dummyknoten ange-
geben. Frick fafit seine Ergebnisse in einem Satz zusammen.

Satz 1 Eine k-Schicht-Hierarchie eines azyklischen Digraphen D = (V, A)
mit n = |V|,m = |E| und Linge der lingsten Kante k — 1 kann hichstens

-1
d(h,n,m) Zn—k—i—z k—i—1)+
=1
- (5.1)
min{n—k—i—l,m—Z(n—k—i—j)}-(k—l—l)

i=1

Dummuyknoten besitzen, wobet h < n,m >n — 1 und

l=min{k —2,00/(n — k)2 +n+2m —3k+9/4—n+k+1/2.}.

Der Beweis, ebenso wie Beispiele, finden sich in [Fri96].
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Abbildung 5.1: Hierarchy vor (a) und nach (b) dem Einfiigen von Dummy-
knoten

5.1.2 Methoden der Layerzuweisung

Es werden nun einige Moglichkeiten der Schichtung beschrieben und an Bei-
spielen verdeutlicht. Um eine moglichst eindeutige Beschreibung zu erhalten,
wird an einigen Stellen der Pseudo-Code angegeben.

Longest-Path-Layering Das Longest Path Layering ist in zwei Schritte
unterteilt.
1. Schritt:

Plaziere alle Knoten mit Knotenausgangsgrad 0 (Sink) in Layer L;
2. Schritt:

Plaziere dann alle erreichbaren Knoten v in Layer Ly, falls der léng-
ste Weg von v zu einem Sink die Linge p hat.

Der Algorithmus besitzt zwei positive Eigenschaften.

e Da der Graph keine Zykel besitzt, kann die Schichtung in Linearzeit
berechnet werden.

e Die Anzahl der Layer ist minimal, was zur Folge hat, dafl die Hohe
insgesamt minimal ist.
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Ein Nachteil ist, dafl das Layout zu breit sein kann. Folglich muf} ein Lay-
out mit Breitenminimierung gesucht werden. Dabei ist zu beachten, daf} das
Problem, ein Layout mit minimaler Héhe und minimaler Breite zu finden,
NP-vollstindig ist. Zur Verdeutlichung betrachte folgende Situation: Jeder
Knoten reprisentiere eine Aufgabe in einem Multiprozessorsystem, die eine
Zeiteinheit zur Bearbeitung benotige. Diese Aufgaben werden auch als Unit-
Time-Task bezeichnet.

Ferner existiere genau dann eine Kante im darstellenden Graphen, wenn Auf-
gabe u vor v erledigt wird und die Aufgaben voneinander abhéngig sind. Eine
graphische Darstellung wird durch Abbildung 5.2 gegeben. Das Ziel ist, jeder

Prozessor 1 Prozessor 2 Prozessor 3

__t=0

_t=1

_t=2

O ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, _t=4

O Tasks \ Abhaengigkeiten

Abbildung 5.2: Multi-Prozessor-Scheduling

Aufgabe einen der W Prozessoren zuzuweisen, so dafy alle Aufgaben in der
Zeit H bearbeitet sind. Dieses Problem wird mit
Precedence-Constrained-Multiprocessor-Scheduling- Problem bezeichnet.
Wenn wir dieses Problem auf das unsere iibertragen, erkennen wir, dal W
der Breite und H der Hohe des Layouts entspricht. Da das Multiprocessor-
Scheduling-Problem N P-vollstindig ist [GJ91], ergibt sich die N'P-Vollstéindig-
keit fiir unser Problem. Daher werden wir Heuristiken betrachten, die das
Problem mdoglichst effektiv 16sen.
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Das Coffman-Graham-Layering ist eine Heuristik zur Losung unseres Pro-
blems, die aus dem Bereich des Multiprozessor-Scheduling kommt.
Gegeben sei ein gerichteter, Graph G = (V, E) und eine Konstante W € N.
Gesucht ist ein Layout von G mit einer Breite von hochstens W. Ziel der
Heuristik ist es, die Hohe des Layouts moglichst klein zu halten [LS77].
Bisher sind wir bei der Bestimmung der Breite eines Layouts nur von der
Anzahl der echten Knoten ausgegangen. Die Dummyknoten wurden nicht
beriicksichtigt. Diese Vorgehensweise kann beibehalten werden, solange die
echten Knoten sichtbar gréfler sind als die Dummies. Meistens ist dies der
Fall, da die echten Knoten der Darstellung von Personen, Aufgaben usw.
dienen und damit sichtbar sein miissen, die Dummyknoten jedoch nur die
Knickpunkte fiir die Kanten darstellen. Ist dies nicht der Fall, muf§ diese
Tatsache beim Coffman-Graham-Algorithmus beriicksichtigt werden.
Der Algorithmus besteht wiederum aus zwei Phasen. In der ersten Phase
werden die Knoten geordnet, in der zweiten Phase werden sie einem Layer
zugewiesen. Um die Knoten zu sortieren, muf§ zuerst eine Ordnung festgelegt
werden, die eine Sortierung moglich macht. Sei S eine endliche Menge mit
Elementen aus N. Sei ferner das Maximum einer solchen Menge S definiert
als

maz(S):={s€ S:s>tVteS\{s}}

Dann gilt fiir zwei Mengen S, T, dal S < T, falls
e S =0 und T # 0 oder
o S#£0, T #0 und maz(S) < mazx(T) oder

o S#NDT #0, max(S) = max(T) und
S —maz(S) < T — max(T)

Sei ferner 7(v) eine Funktion, die jedem Knoten v € G ein Label € N zuordne.

Algorithmus: Coffman-Graham-Layering

Gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V| E), eine positive, ganze Zahl W
Gesucht: Ein Layout von GG mit einer Breite von hochstens W

Zu Beginn seien die Label der Knoten nicht inititalisiert
Fiir ¢ = 1 bis |V| fiihre aus
Wihle einen Knoten v, der noch kein Label besitzt, so dafl die Menge
{m(v) : (u,v) € E} beziiglich der oben definierten Ordnung minimal
ist
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Setze 7(v) =i
Solange U # V fiihre aus
Wiihle ein v € V' '\ U, so daB} jeder Knoten der Menge
{v: (u,v) € E} in U liegt und 7(u) maximal wird
Falls |Lg| < W und fiir jede Kante (u,w),w € Ly ULy U...U Ly 4
Fiige u in Ly ein
Sonst setze k =k +1,Ly =u
Fiige u in U ein

Man erhélt somit eine einfache, lexikographische Ordnung, bei welcher der
grofite Wert die wichtigste Rolle spielt. Folglich ist {1,2,3} < {3,4} und
{1,2,4} < {1,3,4}. In der ersten Phase des Algorithmus werden den Knoten
entsprechend der Ordnung Label zugewiesen. Nachdem die ersten k£ —1 Label
zugewiesen wurden, weise das Label k einem Knoten v zu, der die folgenden
Bedingungen erfiillt

1. v besitzt noch kein Label
2. alle Knoten u mit (u,v) € E besitzen schon Label

3. Bei den Knoten die (1) und (2) erfiillen ist die Menge der direkten
Vorgénger von v, d.h. die Menge {m(u) : (u,v) € E}, minimiert nach
der obigen Definition von Ordnung.

Die Abbildung 5.3 zeigt die berechneten Label. Aufgrund der eben beschrie-
benen Ordnung wird Knoten a vor b und Knoten ¢ vor d mit Labeln versehen,
da {4} < {3,4} und ebenso {4,5} < {3,8}.

In der zweiten Phase des Algorithmus werden die Knoten den Layern zu-
gewiesen. Dabei kommt die in der Voraussetzung geforderte Bedingung ins
Spiel, daf} kein Layer mehr als W Knoten enthalten darf. Beginne mit dem
untersten Layer L; und arbeite sich dann Layer fiir Layer bis zum obersten
Layer L; vor. Dabei wird ein Knoten v einem Layer L, zugewiesen, falls

e v noch keinem Layer zugewiesen wurde und
e gilt: Yu mit (v,u) € Fist u € Ly,... , Ly 4

Falls mehrere Knoten mit diesen Eigenschaften existieren, wihle den mit dem
grofiten Label. Existieren keine derartige Knoten oder ist Layer Ly voll, d.h.
|Li| = W, so gehe weiter zu Layer Lj;. Die Hohe h des Layouts unterliegt
bei dieser Vorgehensweise der Schranke

2
h < 2__'h’min7
<@-)
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Abbildung 5.3: Durch das Coffman-Graham-Layering berechnete Label

wobei W fiir die Breite, hyp;, fir die minimale Héhe bei Breite W steht [LS77].

Die eingefiigten Dummyknoten, die in dieser Art der Berechnung fiir die
Bestimmung der Breite nicht beriicksichtigt wurden, verursachen trotz ih-
res minimalen Platzbedarfes Kosten. Die Griinde wurden am Anfang des
Abschnittes beschrieben. Daher ist es sinnvoll, die Anzahl der Dummies zu
minimieren. Es ist moéglich, in polynomialer Zeit ein Layout zu berechnen,
das eine minimale Anzahl von Dummyknoten besitzt [GKNV93], und zwar
mit Hilfe der Integer-Programmierung.

Wir gehen dabei davon aus, dafl jeder Knoten u eines azyklischen, gerichteten
Graphen G = (V, E) eine y-Koordinate y(u) besitzt, die folgende Eigenschaf-
ten erfiillt:

1. y(u) e NV u
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2. y(u) >1VYu
3. y(u) —y(v) > 1V (u,v) € E

Durch diese Funktion y erhalten wir ein Layout mit Layern L,, = {u € V :
y(u) = m} Definiere eine weitere Funktion f mit

=) () —yw)—1)

(uw)eV

als Summe der vertikalen Hohe von Kanten in diesem Layout minus der An-
zahl von Kanten. Das bedeutet, dafl f die totale vertikale Ausdehnung aller
Kanten mifit, d.h. die Anzahl der Dummyknoten eines durch die Funktion
y gegebenen Layouts berechnet. Damit haben wir das Layerzuweisungspro-
blem reduziert auf die Auswahl von y-Koordinaten, um f zu minimieren
unter Beriicksichtigung der Bedingungen (1),(2) und (3). Das Problem be-
sitzt nach [GKNV93] eine ganzzahlige Losung.

Nehmen wir an, dafl der Wert y(u) einer optimalen Losung nicht in N liegt.
Das bedeutet, dafl u zwischen den Linien "y(u)™ und Ly(u)J liegt mit y, :=
Ly(u)a. Nach Bedingung (3) gilt aber, da§ kein Nachbar von u zwischen y,,
und y, 1 liegt. Falls der Knotenausgangsgrad von u grofler als der Knoten-
eingangsgrad ist, so wird die der Wert von f nicht grofler, falls wir u ein
Stiick nach unten verschieben. Solange keine Kanten (u, v) mit y(v) > y, — 1
existieren, kann u bis y, nach unten geschoben werden, ohne die Bedingun-
gen (2) und (3) zu verletzen (siehe Figur 5.4). Also wird f nicht grofier, falls

Abbildung 5.4: Verschieben eines Knotens nach unten

y(u) ¢ N abgerundet wird. Achtet man auf die Reihenfolge, in der die Kno-
ten bewegt werden, so konnen alle Knoten mit einem héheren Knotenaus-
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als Knoteneingangsgrad nach unten auf eine y-Koordinate aus N verschoben
werden. Analog kann man verfahren bei niedrigerem Knotenaus- als Knoten-
eingangsgrad. Folglich kann jedes y ¢ N zu einem y € N gemacht werden,
ohne die Bedingungen (1) - (3) zu verletzen oder den Wert von f zu erhdhen.
Verschiedene Moglichkeiten zur Losung dieses Problems werden in [GKNV93|
behandelt.

Oft eignen sich Multiprozessor-Scheduling-Methoden besser, um Kompakt-
heit fiir ein Layout zu erreichen. Da die Knoten meist horizontal beschriftet
sind, sind die Zwischenrdume in dieser Richtung grofler als in der vertika-
len. Es ist also sinnvoll, zu versuchen, die Breite klein zu halten, was bei
Multiprozessor-Scheduling-Methoden bevorzugt getan wird. Will man eine
geringe Breite des Layouts erreichen, bietet sich das Longest-Path-Layering
an. In der Praxis dient die Minimierung der Anzahl von Dummyknoten nicht
nur der kiirzeren Kantenldnge und damit der besseren Lesbarkeit, sondern
auch besserer Kompaktheit. Doch auch hier ergibt sich wieder das Problem
der extremen Laufzeit. Die Kombination von Hohen- und Dummyminimie-
rung fiihrt zu einem N P-vollstindigen Problem. Genauere Beschreibungen
finden sich in [Lin92].

Schichtung fiir Allgemeine Graphen Bis zu diesem Zeitpunkt sind
wir davon ausgegangen, dafl der Graph azyklisch ist, um die Existenz einer
Schichtung zu garantieren. Es existieren jedoch auch Methoden, mit denen
allgemeine Graphen ein hierarchisches Layout erhalten kénnen. Die Vorge-
hensweise in diesem Fall ist relativ einfach. Die Kanten, die nach oben zeigen,
werden einfach umgedreht. Einige Moglichkeiten zur Bestimmung einer Hier-
archie seien hier kurz beschrieben.

1. Die Tiefensuche oder die Breitensuche ermdglichen die Schaffung einer
Hierarchie in Linearzeit.

2. Durch das Berechnen eines minimal aufspannenden Baumes fiir unge-
richtete Graphen ergibt sich ebenfalls ein Hierarchisches Layout. Diese
Methode ist sehr niitzlich, falls die Kanten gewichtet sind. Besitzen
sie ein Gewicht w(e), so beschreiben wir ihre Kosten mit —— Damit

w(e)
erhalten Kanten mit hoher Prioritat kleine Hohen.

3. Eine weitere Methode besteht in der Verwendung eines Spring-Embedders.
Dabei werden die Koordinaten unter Verwendung von Anziehungs-
und Abstofungskriften zwischen den Knoten berechnet. Der Spring-
Embedder produziert eine Schichtung mit beinahe gleich langen Kan-
ten.
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Die hier noch nicht erwihnte, fiir diese Arbeit aber wichtigste Form der
Bestimmung einer Hierarchie ist die Layerzuweisung der Knoten durch Be-
rechnung ihrer Statuswerte. An dieser Stelle kommt die Clusterung ins Spiel,
die unter bestimmten Bedingungen Layer verschmelzen kann. Im kommen-
den Abschnitt werden wir genauer auf die Berechnung der Statuswerte und
die Clusterung eingehen.

Statusberechnung und Clusterung Der Aufbau einer Hierarchie kann
durch die Berechnung der Statusindizes fiir die einzelnen Akteure erfolgen.
Dadurch erhalten die Layer keine ganzzahligen Werte, sondern, nach Nor-
mierung, Werte aus dem Intervall [0,1]. Bei Layern, die zu nahe aneinander
liegen, wird eine Clusterung angewandt, die mehrere Layer miteinander ver-
schmelzen 148t. Wir werden uns im folgenden zuerst mit der Berechnung
der Statuswerte, dann mit der Clusterung beschéftigen. Beide Teile werden
jeweils durch ein Beispiel ergénzt.

Hierarchieaufbau mittels Statusberechnung Durch die Berechnung
des Statusmafles, kann eine Hierarchie fiir den Graphen erstellt werden. Je-
der Knoten erhilt einen Prestigewert, der das Layer bestimmt. Anders als
in den bereits beschriebenen Moglichkeiten der Layerzuweisung werden die
Layer nicht in gleichen Abstéinden angeordnet, sondern erhalten einen nor-
mierten Wert, der im Intervall [0,1] liegt. Dem Layer mit dem hochsten Pre-
stigewert wird das Label 1, dem Layer mit dem niedrigsten Wert das Label 0
zugeordnet. Da die Werte im Normalfall nicht automatisch innerhalb dieser
Grenzen liegen, muf} eine Normierung der berechneten Werte vorgenommen
werden. Eine genauere Beschreibung erfolgt spéiter. Nach dieser Normierung
werden Layer zusammengefaflt, die einen Abstand zueinander besitzen, der
einen individuell bestimmbaren Schwellenwert unterschreiten. Dadurch ent-
stehen Cluster, der Vorgang an sich wird mit Clusterung bezeichnet. Dieser
komplette Vorgang der Layerzuweisung und Clusterung soll nun im Detail
beschrieben werden.

Layerzuweisung durch Berechnung der Prestigewerte Die Berech-
nung der Prestigewerte folgt der im Abschnitt 3.3.8 beschriebenen Vorge-
hensweise. Zur Losung der Gleichung

[(1/a)I = A'lp =,

welche uns die Statuswerte fiir die einzelnen Knoten liefert, benotigen wir
noch einige Voraussetzungen. Mit x bezeichnen wir den Vektor der Kno-
teneingangsgrade der nichtnormierten Matrix A, was einem Vektor aus den
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Spaltensummen entspricht. Der Vektor b bezeichnet den Losungsvektor, der
die jeweiligen Prestigewerte fiir die Knoten enthilt. A" beschreibt die Trans-
ponierte Adjazenzmatrix und I die Einheitsmatrix der Grofle n x n, wenn n
die Anzahl der Knoten ist. Der noch fehlende Faktor a bzw. 1/a kann nicht
berechnet und muf§ daher geschétzt werden. Der Wert fiir diesen Faktor sollte
zwischen dem grofiten Eigenwert und dem doppelten des grofiten Eigenwertes
liegen. Katz verwendet zur Bestimmung des endgiiltigen Statusvektor noch
einen Faktor m, der sich ndherungsweise durch

(n —1)la" tel/e

berechnen 14f3t. Dies wird in der Implementation nicht getan, da die Werte
normiert werden und durch das Intervall [0,1] beschréinkt sind. Zum besseren
Versténdnis sei nun ein Beispiel angefiihrt.

Beispiel zur Berechnung der Prestigewerte Gegeben sei eine 6 X 6-
Matrix mit folgenden Eintrégen

HTEHOQW@ =
I ===l
o oo~ o ol
Rloo oo~ onN
wWHR = o= o oy
—lo oo o olm
=lOo = O =

Spaltensumme

Der daraus resultierende Graph ist in Figur 5.5 dargestellt.
Der konventionelle Statusvektor wiirde sich berechnen durch Division der
Spaltensummen durch n —1 = 5, d.h. der Vektor der Prestigewerte hiitte das
Aussehen

p=1(0.4,0.2,0.2,0.6,0.2,0.8).

Da bei der Berechnung von Status nicht nur direkte, sondern insbesondere
indirekte Verbindungen zéhlen, erhalten wir ein anderes Ergebnis. Dabei va-
riiert neben den Statuswerten auch die Reihenfolge der Akteure im Bezug
auf ihre Wichtigkeit.

Nach der Berechnung des grofiten Eigenwertes A; = 1.68377 wihlen wir den
Faktor a als 1/2, was bedeutet 1/a = 2. Dann erhalten wir als zu 16sendes
Gleichungssystem
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Abbildung 5.5: Ausgangsgraph zum Prestigelayout

2p1 Z - Do =2
2p2 - p3 =

-p2 + 2ps3 =1

-P3 +2ps -ps  -ps =3
- D4 + 2ps =

-p1 -pP2 -D3 - D5 +2ps =4

Daraus resultieren die Werte p; = 13.0,p, = 1.0,p3 = 1.0,py, = 11.4,p5 =
6.2,ps = 12.6. Um eine Beschrinkung auf das Intervall [0,1] zu erhalten,
miissen zuerst die niedrigsten Werte auf 0 gesetzt werden. Dazu subtrahieren
wir von allen Elementen des Vektors den Wert 1.0, was zum Zwischenergebnis
p = (12.0,0.0,0.0,10.4,5.2,11.6) fiihrt. Eine Normierung erhalten wir mittels
Division durch 12 woraus sich der neue Statusvektor

p = (1.0,0.0,0.0,0.8667, 0.4333, 0.9667)

ergibt.

Der aus dem Ursprungsgraph 5.5 entstandene Graph ist in Figur 5.6 zu sehen.
Auftillig ist die Tatsache, dal sich die hier berechneten Statuswerte von
denen des konventionellen Statusvektors unterscheiden, und zwar nicht nur
in ihrem exakten Wert. Der wichtigste Akteur ist jetzt nicht mehr Akteur F',
wie das bei der Berechnung des konventionellen Statusvektor der Fall war,
sondern Akteur A.
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D - 0.848101
. A 0.827004
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Abbildung 5.6: Graph nach berechnetem Prestigelayout

Clusterung Da die Layer nicht wie normalerweise iiblich dquidistant ge-
setzt werden, sondern in ihren y-Koordinaten einem Vielfachen der Status-
werte entsprechen, kann es vorkommen, dafl Kanten sehr flach zwischen zwei
Layern verlaufen, so dafl sie kaum von den horizontal laufenden Layern zu
unterscheiden sind. Kreuzungen, die durch solche Kanten produziert werden,
sind damit schlecht zu erkennen.

Aus diesen Griinden werden Layer, die sehr nahe beieinander liegen, d.h.
deren Distanz einen selbst festzulegenden Schwellenwert unterschreiten, zu
einem Layer zusammengefaflt. Dies kann auf verschiedene Arten geschehen.
Die Vorgehensweise ist von der Idee her dieselbe. Man betrachtet die Hierar-
chie Bottom-Up, d.h. von unten nach oben. Begonnen wird mit Layer 0, bei
Layer h endet die Betrachtung, wobei der Anzahl der Layer - 1 entspricht.
Nun wird iiberpriift, wie grof3 die vertikale Distanz zwischen Layer ¢ und
Layer ¢ 4+ 1 ist. Wird hierbei die Schranke unterschritten, so werden die bei-
den Layer zusammengefasst, alle Knoten auf Layer ¢ + 1 werden dem Layer ¢
zugewiesen. Alle weiter oben angesiedelten Layer, d.h. die Layer i+1,... , h,
mit h :=Anzahl der Layer, werden um eine Stufe herabgesetzt. Das bedeutet,
daf} aus Layer ¢ + 2 das Layer ¢ + 1 wird, aus Layer ¢ + 3 Layer ¢ + 2 usw. .
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Fall 1:

Bei der Clusterung der Layer wird jeweils die y-Koordinate des als néchstes
zu betrachtenden Layers mit der y-Koordinate des unteren der beiden bereits
verschmolzenen Layer verglichen. Ist die Distanz immer noch unterhalb des
festgelegten Wertes, wird das zu betrachtende Layer ebenfalls mit den beiden
bereits vereinigten Layern zusammengefafit, ansonsten nicht.

Fall 2:

Es werden jeweils die originalen y-Koordinaten der aufeinanderfolgenden
Layern miteinander verglichen. Auch wenn zwei Layer geclustert werden,
bleiben die urspriinglich berechneten originalen y-Koordinaten, die aus den
Prestigewerten resultieren, gespeichert. Liegen diese Werte wiederum unter-
halb einer Schranke, so wird das obere der beiden betrachteten Layer mit
dem unteren zusammengefasst. [st dieses auch schon verschmolzen, so bilden
jetzt alle drei Layer eine Einheit. Diese Methode erscheint sinnvoll, da im
endgiiltigen Layout die Layer wieder ent-clustert werden, d.h. sie werden je-
weils auf der Hohe der urspriinglich berechneten y-Koordinaten gezeichnet.
In der Implementation wurde daher diese Methode eingesetzt. Der Unter-
schied der beiden Clusterungen ist am besten an einem Beispiel zu sehen. Sei
folgende Situation gegeben:

Die Hierarchie besitze fiinf Layer mit den Werten:

Layer 4 : 1.0
Layer 3 : 0.7
Layer 2 : 0.5
Layer 1: 0.3
Layer 0 : 0.0

Der Schwellenwert sei 0.25 . Im Fall 1 wird zuerst der Wert von Layer 0
mit dem von Layer 1 verglichen. Die Differenz ist 0.3, also grofler als der
Schwellenwert, die Layer werden nicht zusammengefafit. Der Vergleich der
Werte von Layer 1 und 2 ergibt einen Unterschied von 0.2, also unterhalb
der Schranke von 0.25, daher werden die Layer 1 und 2 geclustert. Der Ein-
fachheit halber werden in diesem Beispiel die Namen der Layer auch nach
der Clusterung beibehalten und nicht wie oben beschrieben gedndert. Die
Differenz der Werte von Layer 3 und Layer 1 (da Layer 1 das untere der
beiden zusammengefafiten Layer ist) liegt bei 0.4, also oberhalb des Schwel-
lenwertes, was bei Layer 3 und Layer 4 mit einem Abstand von 0.3 auch der
Fall ist. Es wird also keine weitere Clusterung durchgefiihrt.

Im Fall 2 ist der Anfang derselbe, Layer 0 und 1 werden nicht geclustert,
Layer 1 und 2 werden wie in Fall 1 zusammengefasst. Jetzt werden jedoch
nicht die Werte von Layer 1 und Layer 3 verglichen, sondern die von Layer
2 und Layer 3. Die Differenz ergibt 0.2, also einen Wert kleiner als 0.25 .
Damit wird Layer 3 mit Layer 1 und 2 verschmolzen, also zu einem einzigen
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Cluster, bestehend aus drei Layern, zusammengefaft. Bei der Betrachtung
von Layer 3 und 4 ergibt sich keine neue Clusterung, analog zu Fall 1. Das
Ergebnis im ersten Fall ist also eine Hierarchie mit vier Layern, von denen
eines geclustert ist und die Knoten von zwei Layern enthélt. Im zweiten Fall
entsteht eine Hierarchie mit dre: Layern, eines davon geclustert und mit dem
Inhalt von dre: Layern.

5.2 Kreuzungsminimierung

Zum Beginn der Kreuzungsminimierung im Algorithmus von Sugiyama muf}
der erste Schritt, die Layerzsuweisung, bereits abgeschlossen sein, d.h. die
Eingabe zum zweiten Schritt ist ein einfach geschichteter Digraph. Noch
einmal zur Erinnerung, einfach geschichtet bedeutet, dafl keine Kante iiber
mehr als ein Layer geht. Dies geschieht durch Einfiigen der Dummyknoten
bei lingeren Kanten. Betrigt die Hohe einer Kante mehr als 1, so wird auf
jedem Layer, das von der Kante gekreuzt wird, ein Dummyknoten eingefiigt.
Bei der Kreuzungsminimierung sollte man beachten, dafl die Anzahl der
Kreuzungen nicht von der genauen Position der Knoten abhingt, sondern
von ihrer Reihenfolge. Das Ziel dieses zweiten Schrittes bei Sugiyama ist
somit, eine angemessene Reihenfolge der Knoten zu bestimmen und keine
Zuweisung der horizontalen Koordinaten, was im dritten und letzten Schritt
geschieht. Auch wenn das Problem damit vereinfacht klingt (und es auch
ist), ist es immer noch NP -vollstéindig, sogar fiir den Fall von nur 2 Layern
[GJ83] oder falls nur ein einziger Nicht-Dummyknoten in jedem Layer ist
[MNF90]. Zur Losung des Problems wurden deshalb Heuristiken entwickelt,
von denen ein Auswahl im folgenden dargestellt wird.

Layer-by-layer-sweep Die Vorgehensweise besteht aus zwei Schritten.
1. Wéhle eine Knotenordnung fiir Layer 1

2. Wihle eine Knotenordnung fiir Layer i, 2 = 2,3, ... , h, wobei die Ord-
nung auf L;_; fix bleibt und L; so geordnet wird, daf} die Kreuzungen
minimal (bzw. reduziert) werden zwischen Kanten mit Endknoten in
den Layern L; und L; ;.

Das Problem beschrinkt sich damit auf die Reduktion von Kreuzungen zwi-
schen Kanten mit Endknoten in benachbarten Layern, daher auch der Na-
me 2-Layer-Crossing-Minimization oder One-Sided-Crossing-Minimization.
Fiir das Layer-by-Layer-Sweep gibt es verschiedene Varianten. Es besteht die
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Moglichkeit, jeweils das obere und untere Layer zu fixieren und die Reihen-
folge im Layer dazwischen zu dndern, d.h. fixiere L; | und L;,, suche eine
Reihenfolge fiir L; zur Minimierung der Kreuzungen.

Weitere Varianten unterscheiden sich in der Wahl des Weges, d.h. ob das
Layer-by-Layer-Sweep von oben nach unten oder von unten nach oben durch-
gefiihrt wird. Auch eine Kombination von beidem ist moglich (und sinnvoll),
d.h. fiithre in beide Richtungen so viele Sweeps aus, bis sich die Anzahl der
Kreuzungen nicht mehr vermindert.

Wir werden uns nun genauer mit dem 2-Layer-Crossing-Problem beschéfti-
gen, da dies die gemeinsame Basis fiir die angesprochenen Moglichkeiten ist.
Doch vorab miissen noch einige Begriffe definiert werden.

Definition 5 Fin 2-Schicht Digraph ist ein bipartiter Digraph G = (Ly, La, E)
mit Ly N Ly = 0. Ly, Ly sind Mengen von Knoten und E C L, x Lo, d.h. fiir
{u,v} € E gilt : w € Ly und v € Ly oder u € Ly und v € L.

Eine Ordnung auf dem Layer L; sei gegeben durch eine Permutation 7;. m(u)
beschreibe die Position von u in dieser Reihenfolge.

Definition 6 Sei cross(G,m,m) definiert als die Anzahl der Kreuzungen
eines Layouts, das beschrieben wird durch m und my. Ferner sei opt(G,my)
definiert als ming,cross(G,m, m), d.h. als Minimale Anzahl von Kreuzungen
im Bezug auf die Knoten von Ly geordnet durch .

Damit 148t sich das 2-Layer-Crossing-Problem wie folgt beschreiben.
Gegeben: ein 2-Schicht Digraph G = (L4, Le, F'), geordnet durch m fiir L;.
Gesucht: eine Reihenfolge 7y fiir Ly, so dafl

cross(G,m, me) = opt(G, )

Es ist zu beobachten, dafl die Anzahl der Kreuzungen zwischen Kanten die
inzident zu Knoten u sind und Kanten, die inzident zu Knoten v sind, nur
abhéingig ist von der relativen Position von u und v, nicht von den Positionen
anderen Knoten. In Figur 5.7 ist ein Beispiel fiir einen 2-Schicht-Graph zu
sehen. Tabelle 5.1 zeigt die zugehorige Kreuzungsmatrix.

In diesem Zusammenhang tritt der Begriff der Kreuzungszahl auf, der fiir
viele Heuristiken ein wichtige Rolle spielt.

Definition 7 Die Kreuzungszahl ¢, ist definiert als die Anzahl der Kreu-
zungen zwischen zu u inzidenten Kanten und zu v inzidenten Kanten, wobers

To(u) < mo(v).
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Abbildung 5.7: Ein 2-Schicht Graph mit 8 Knoten

Tabelle 5.1: Kreuzungsmatrix C' zum Graph in Abbildung 5.7

C |
;
g
h

O NN Ol

g
1
0
3

ot Oy O

Anders ausgedriickt: Fiir u # v € Ly ist ¢, die Anzahl der Paare (u, w), (v, 2)
von Kanten mit 7 (2) < m1(w). Sei ferner ¢,,, = 0 fiir alle u € Ly. Mittels der
Anzahl der Kreuzungen lassen sich cross(G, 71, m2) und eine untere Schranke
fiir opt(G, ) berechnen.

Lemma 1 Fulls G = (L1, Ly, E) ein 2-Schicht Digraph ist und m, 7o zwei
Ordnungen von Ly bzw. Ly sind, dann gilt:

cross(G, 1, T2) = D2 ) <ma(w) Cuv (1.1)

opt(G,m1) > >, , min(cyy,cv,u) (1.2),

wobei die Summe iiber alle ungeordneten Paare w,v von Knoten des oberen
Layers sind.

Beweis: (1.1) ist klar nach Definition.
(1.2) Man beachte, daf§ bei jeder Reihenfolge von Lo (inklusive der optimalen)
gilt:
mo(u) < mo(v)
oder
ma(v) < ma(u)

woraus sofort die Behauptung folgt. 0
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Das Ziel der 2-Layer-Crossing-Minimization ist es, bei gegebener Ordnung 7,
fiir L, eine Reihenfolge 7, fiir Ly zu finden, so dafl die Anzahl der Kreuzungen
minimiert wird. Das heifit, die Knoten auf L, miissen sortiert werden, um
eine Losung zu erhalten.

Einige Sortiermethoden werden im folgenden beschrieben.

Sortiermethoden

Adjacent-Exchange (auch: greedy-switching-heuristic)

Die erste Methode dhnelt dem Algorithmus Bubblesort. Hier werden ad-
jazente Knotenpaare vertauscht unter Beriicksichtigung der Kreuzungszahl
[GKNV93].

Algorithmus: Adjacent-Exchange

Gegeben: Eine Ordnung 7 fiir Ly
Gesucht: Eine Ordnung my fiir Lo

Wiihle eine Reihenfolge fiir L,

Wiederhole folgenden Schritt
Betrachte die Knoten von Ly von links nach rechts,
Vertausche u und v, falls ¢, > ¢,

Bis die Anzahl der Kreuzungen nicht mehr kleiner wird.

Die Laufzeit dieser Methode liegt bei O(|L»|?) aufgrund der inneren Schleife.
Der worst-case fiir Adjacent-Exchange ist in Abb. 5.8 dargestellt.

Abbildung 5.8: Worst-case fiir Adjacent-Exchange

Split
Die zweite Methode erinnert stark an den Algorithmus Quicksort. Auch hier
wird ein Pivot-Element zur rekursiven Sortierung benutzt [EK86].
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Algorithmus: Split

Gegeben: Eine Ordnung 7 fiir Ly
Gesucht: Eine Ordnung 7y fiir Lo

Falls Ly nicht leer ist, fithre aus
Wihle ein Pivotelement p € Lo
Weft - V;‘z'ght - @
Fiir jedes p # u € L, fiihre aus
falls ¢, , < cpu

plaziere u in Vi

ansonsten in Vyjgne
Wende den Algorithmus rekursiv auf den durch Vj.5 und Vign:
induzierten Digraphen an und gib die Konkatenation der Ausgaben
dieser zwei Anwendungen aus.

Die Laufzeit dieses Algorithmus liegt wie bei Quicksort im worst-case bei
O(|L2)?), in der Praxis bei O(|Ly| - log|Ls]).

Die nun folgenden Methoden werden aufgrund ihrer positiven Eigenschaften,
wie z.B. relativ gute Ergebnisse bei geringer Laufzeit, und ihrer Verwendung
in der Implementation ausfiihrlicher beschrieben.

Barycenter-Methode Die meistverbreitetsten Methoden zur Losung des
2-Layer-Crossing-Problems sind Variationen der Barycenter-Methode. Hier
wird die x-Koordinate jedes Knotens u € Ly gewihlt als Barycenter (Durch-
schnitt) der x-Koordinaten seiner Nachbarn, d.h.

mo(u) := bary(u)Vu € Lo,
wobei 1
bary(u) .= —— m(v).
( ) deg(u) vg];u 1( )

deg(u) bezeichnet hier den Grad des Knotens v und N, = {v : {u,v} € E}
die Menge der Nachbarn von wu.
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Barycenter-Methode

Sortiere Ly nach bary(u)
Falls bary(u) = bary(v) trenne u und v beliebig durch einen kleinen Wert

Die Laufzeit betrigt hier nur O(|Ls|), d.h. das Problem kann in Linearzeit
gelost werden, da der Aufwand, bary(u) zu finden, proportional zu deg(u)
ist. Wenn wir die Sortierung mit einbeziehen, erhalten wir eine Laufzeit von
|Ly|log|Ls|. Die Anzahl der von der Barycenter-Methode ausgegebenen Kreu-
zungen wird mit bary(G, m) bezeichnet.

Interessant ist die Tatsache, dafl eine Lésung mit 0 Kreuzungen von der
Barycenter-Methode gefunden wird, falls eine existiert.

Dasselbe gilt fiir die Median-Methode, die anstelle des Durchschnittes (bei
der Barycenter-Methode) den Median zur Berechnung der Position benutzt.

Median - Methode Bei der Median-Methode wird die x-Koordinate fiir
einen Knoten u € L, berechnet durch den Median der x-Koordinaten der
adjazenten Knoten. Seien dazu vy, ... ,v; die Nachbarn von u und m (v;) <
... < my(vj). Dann gilt

med(u) = z(v_j/2,)-

Falls N, = (), dann wird der Median auf 0 gesetzt, also med(u) := 0. Um eine
Ordnung fiir die Knoten im Layer L, herzustellen, geht man folgendermaflen
vor:

Median-Methode

Sortiere Ly nach med(u)
Falls med(u) = med(v) fiihre aus
Falls ein Knoten geraden Knotengrad, einer ungeraden besitzt,
setze den Knoten mit ungeradem Knotengrad links vom Knoten
mit geradem Knotengrad
Falls die Knoten dieselbe Paritét besitzen, wihle eine beliebige
Reihenfolge.
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Wir werden spéiter noch einmal auf diese Art der Ordnung zuriickkommen,
wenn in Satz 1 eine Performance-Garantie gegeben wird.

Fiir jedes u € Ly kann med(u) in einer Zeit proportional zum Knotengrad
deg(u) berechnet werden, analog zur Barycenter-Methode, womit die Lauf-
zeit wieder in |Lq|log|Lsy| liegt [AHUS83], [CLR90]. Das Layout kann somit
in Linearzeit berechnet werden. Die Anzahl der Kreuzungen, die bei dieser
Methode entstehen, werden mit med(G, m;) bezeichnet.

Auch wenn es moglich ist, ein Layout ohne Kreuzungen zu berechnen, falls es
existiert, so gewihrt keine der beiden Methoden eine optimale Losung. Als
Gegenbeispiele dienen die Abbildungen 5.9 und 5.10. Die Barycentermethode
plaziert den Knoten u links von v und erzeugt £ —1 Kreuzungen. Die optimale
Losung wiirde ein Layout mit nur einer Kreuzung produzieren.

Durch die Medianmethode werden 2k(k + 1) + k? Kreuzungen erzeugt, die
optimale Losung besitzt nur (k + 1)? Kanteniiberschneidungen.

<~ S - -kl

Abbildung 5.9: Worst case fiir die Barycentermethode

Dadurch ergibt sich das folgende Lemma.

Lemma 2 1. Fiir jedes natiirliche n ezistiert ein 2-Schicht Digraph G =
(L1, Ly, E) mit |Li| = n,|Ly| = 2 und eine Reihenfolge m von Ly, fir
den gilt

bary(G, )
opt(G, )

liegt in Q(v/n).
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- K- - - kK+1- > <--k+]1--> -k-»

Abbildung 5.10: Worst case fiir die Medianmethode

2. Fir jedes natirliche n existiert ein 2-Schicht Digraph G' = (L}, L, E')
mit |LY| = n,|Ly| = 2 und eine Reihenfolge w1 von L, fir den gilt

!

med(G', m) >3- 0(1/n).

opt(G', 1)
Beweis: Als Ausgangssituation bei der Barycentermethode betrachte Fi-
gur 5.9, den Worst-Case. Seien wq, ws, ... ,w, die Knoten von L, von links
nach rechts geordnet mit einem Abstand von jeweils 1. Sei ferner n gege-
ben durch n = k?> + k — 1. Sei v verbunden mit wy: und u mit w; und
W21, Wg219, ... , W24 1. Dann gilt

bary(u) = k* — k/2 —1/2 < k* = bary(v)

Somit wird Knoten u links von Knoten v plaziert, wodurch k£ —1 Kreuzungen
entstehen. Falls v links von u ist, so entsteht nur eine Kreuzung. Da k in
O(y/n), folgt die Ungleichung. Fiir die Medianmethode wird ein &hnliches
Argument angewandt, indem Figur 5.10 als Worst-Case-Ausgangssituation
betrachtet wird. Hier wird Knoten u links von Knoten v plaziert, was 2k(k +
1) + k? Kreuzungen verursacht. Das optimale Layout verursacht nur (k + 1)?
Kreuzungen. 0

Der nun folgende Satz bietet eine Performance-Garantie fiir die Median-
Methode. Im Beweis wird die zuvor beschriebene Ordnung benutzt.

Satz 2 Fir alle 2-Schicht Digraphen G = (Ly, Ly, E) und alle Knotenrei-
henfolgen w1 von Ly gilt

med(G,m) < 3-opt(G,m).
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Beweis: Seien u und v Knoten in L,. Die Medianmethode plaziere u links
von v. Definiere 4 Sorten von Kanten, die zu u und v inzident sind (siehe
auch 5.11 und 5.12)

a=(u,w) € E:m(w) < med(u)
= (v,w) € E:m(w)>med(v)
v=(v,w) € E:m(w) < med(v)
d=(u,w) € E:m(w) > med(u)

Abbildung 5.11: Schematische Darstellung der 4 Gruppen von Kanten
a’ /87 ’}/76
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Abbildung 5.12: Beispielgraph mit den 4 Gruppen von Kanten «, 3,7, d

Wichtig ist, dal u und v mit ihren jeweiligen Medianen durch Kanten verbun-
den sind, die wir mit e, und e, bezeichnen wollen. Diese zwei Kanten sind in
keiner der oben angefiihrten Gruppen enthalten. Sei a = |a|, b = |B],c = ||
und d = |J]. Sei ferner ¢ = 0 falls med(u) = med(v) und € = 1 sonst.

Um die Behauptung des Satzes zu beweisen, werden zunichst einige Un-
gleichungen bewiesen, die uns Schritt fiir Schritt dem endgiiltigen Ergebnis
nédher bringen werden.

Behauptung:

1)Cp > ab+a+b+e

2.)Cuy < ac+ced+bd+c+d

3.)Cuw < 3ab+a+3b+1

4-)Cuv < chu

zu 1.) Nehmen wir an, dafl v links von u plaziert wird (siehe Abbildung
5.11). Dann kreuzen alle Kanten aus « die Kante e,, ebenso wie die aus /3,
die wiederum die Kante e, treffen. Falls med(u) = med(v), dann kreuzen
sich e, und e, nicht und € = 1. Falls med(u) # med(v), dann kreuzen sich e,
und e, und € = 1. Daraus folgt die Behauptung 1.) .

zu 2.) Falls u links von v plaziert wird, dann kénnen sich die Kanten in « nicht
mit denen in 3 kreuzen und e, und e, ebenso nicht, woraus Behauptung 2.)
folgt. zu 3.) Betrachten wir nun das Verhéltnis der Groflen der vier Gruppen
untereinander. Falls u geraden Knotengrad hat, dann gilt a = d. Falls der
Knotengrad ungerade ist, so ist a+1 = d. Analog gilt fiir geraden Knotengrad
von v, dafl ¢ = b, und bei ungeradem Grad ¢+ 1 = b. Ferner gilt immer, dafl
d < a+1und ¢ < b. Setzen wir diese Werte in 2.) ein, so erhalten wir 3.) . zu
4.) Um zu zeigen, dal med(G, m) < 3opt(G, ), werden wir noch beweisen,
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daB ¢,, < 3cyy. Dazu nehmen wir an, dafl das Gegenteil der Fall ist und
fiihren diese Annahme zum Widerspruch.

Sei also ¢y, — 3¢y, > 0. Aus den Gleichungen 1.) und 3.) folgt 2a+3e—1 < 0.
Da a und € nichtnegative Zahlen sind, miissen a und € 0 sein. Das wiirde
bedeuten, dal « leer ist und u einen Knotengrad von hochstens 2 hat. Aus
Cuv — 3w > 0 folgt, dafl der Knotengrad genau 2 sein muf}, da die Gleichung
sonst nicht 16sbar wére. Folglich ist d = 1. Nach der Definition von € und aus
a = € = 0 folgt, med(u) = med(v). Haben zwei Knoten denselben Median,
so wird Knoten v links von u plaziert, falls der Knotengrad von u gerade, der
von v ungerade ist. Daraus folgt fiir unsere Situtation, da} der Grad von v
gerade ist. Folglich ist ¢ = b — 1. Aus diesen Erkenntnissen und den 1.) und
2.) folgt, da3 ¢,, = 3b—1 und ¢, = b. Dies fiihrt zum Widerspruch, also gilt
Cuv < 3Cyy, womit 4.) bewiesen wire. Da dies fiir jedes Paar u,v € Ly gilt,
ergibt sich

Cup < 3Min(Cyy, Cpu)-

Wenn wir diese Ungleichung iiber alle Paare u, v mit mo(u) < m2(v) aufsum-
mieren und Lemma 1 verwenden, so erhalten wir

cross(G,m, m) < 3opt(G, )

O

Dieses Ergebnis kann unter gewissen Voraussetzungen, wie der Einschriankung
des Knotengrades auf héchstens 3, noch verbessert werden zu

med(G,m) < 20pt(G, 1),

worauf aber an dieser Stelle nicht ndher eingegangen werden soll.

Im Fall eines geraden Knotengrades deg(u) ergibt sich das Problem, daf§ der
Median nicht eindeutig bestimmt ist. Daher existieren verschiedene Moglich-
keiten, med(u) festzusetzen.

Varianten zur Median-Methode Awverage Median:

Falls der Knotengrad von u deg(u) gerade ist, so wihle das arithmetische
Mittel der beiden Mediane.

Semi Median:

Falls der Knotengrad von u deg(u) gerade ist, setze Speq(u) = bary(u).

Fiir beide Varianten gilt, da8 bei ungeradem Knotengrad deg(u) der Me-
dian med(u) zuriickgegeben wird.

Tests belegen, dafl diese Heuristiken die Ergebnisse des Originalalgorithmus
verbessern.
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Eine weitere Verbesserung der Average Median Methode ergibt sich durch
die Einfiihrung folgender Bedingungen [GKNV93|:

e Falls der Knotengrad deg(u) ungerade ist, so setze wyeq(u) = med(u)
(Wmea = weighted median = gewichteter Median)

e Falls der Knotengrad deg(u) = 2, dann setze wmed als das arithmeti-
sche Mittel der Positionen der zwei Nachbarn.

e Falls der Knotengrad deg(u) > 2 und gerade ist, so setze

71 (vjj2)right + m1(vj/041)left
left + right

Wmed =

wobei
left = m(vj/2) — m1(v1) und
right = '/Tl(Uj) - 7r1(vj/2+1)

Durch diese Bedingung werden die Knoten auf die Seite gesetzt, auf der die
Nachbarn enger beieinander sind [JM97].

Sifting Diese Methode geht zuriick auf Rudell [Rud93] und wurde ur-
spriinglich eingefiihrt, um die Anzahl von Knoten in Reduced Ordered Bi-
nary Decision Diagrams - ROBDD’s - zu reduzieren. Durch den Aufbau des
Algorithmus ist es moglich, ihn auch bei dem hier vorliegenden Problem zu
verwenden.

Die Vorteile dieses Algorithmus liegen in der Giite der Ergebnisse, die be-
sonders bei diinnen Graphen erzielt werden kann. Andererseits benoetigt er
eine hohe Laufzeit, was gerade bei groflen oder dichten Graphen ein Problem
ist. Die Idee dabei ist, die optimale Position eines Knotens u zu bestimmen,
wiahrend die anderen Knoten an ihren Positionen fixiert bleiben.

Algorithmus: Sifting

Fiir jedes u € Vj fiihre aus
Verschiebe u an die linkeste Position

crossings := Zm(u)qz(v) Cuv
MIN_Crossings 1= Crossings
Fiir p =1 bis |V3| — 1 fiihre aus
Crossings := Crossings — Cp(p+1) + Cpt1)p

Vertausche die Knoten von Position p und p + 1
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Falls crossings < min_crossings
Setze min_crossings := crossings
best_position == p
Verschiebe u an die Position best_position

Da jeder Knoten an jede Postition gesetzt wird, ist die Laufzeit quadratisch,
d.h. in O(|Ly|?)

Greedy-Insertion-Algorithmus Bei diesem Algorithmus besteht die Idee
darin, als néichsten Knoten immer den Knoten u zu wahlen, der die Anzahl
der Kreuzungen minimiert, die zu v inzidente Kanten mit Kanten inzident
zu Knoten rechts von u haben. Dies gilt nur, falls wir die Knoten von links
nach rechts betrachten, ansonsten werden die Knoten links von u betrachtet.
Zur genaueren Betrachtung siehe [EK86]. Die Laufzeit des Algorithmus ist
wie bei Sifting quadratisch, also in O(]Ly|?).

Stochastische Heuristik Diese Heuristik kann auf unser Problem, die
Ordnung auf einem Layer bei fixiertem zweiten Layer herzustellen, ange-
wandt werden, obwohl sie urspriinglich dazu gedacht ist, die Ordnung auf
beiden Layern zu schaffen. Bei der Originalmethode werden Knoten von L,
und L, an freie Positionen nach ihren assessment numbers gesetzt. Diese
werden mit Hilfe der frequency matriz F = (f;;);; berechnet. Hier wird die
Wahrscheinlichkeit fiir ein Kante geschétzt, eine Kreuzung im Layout zu ver-
ursachen. Genauer: Die frequency number f;; einer Kante e ist die Anzahl
von Kanten, die e kreuzen, falls der komplette, bipartite Graph gezeichnet
wird. Die genaue Definition und der Pseudo-Code fiir diese Heuristik sind in
[Dre95] zu finden.

Assignment Heuristik Zur Problemlésung mittels dieser Heuristik wer-
den vorab einige Definitionen eingefiihrt. Seien i, j = 1,2, ..., |Ls|. Definiere
d;; als die Anzahl der Kantenkreuzungen, die verursacht werden von Kanten
inzident zu Knoten i, falls 7 an Postion j gesetzt wird und fiir den restlichen
Graphen gilt, daf} jeder andere Knoten in L, adjazent zu allen v € L, ist.
Somit ist d;; eine obere Schranke fiir die tatséchliche Anzahl der Kreuzungen
zwischen zu ¢ inzidenten und allen anderen Kanten, unter der Voraussetzung,
dafl Knoten 7 an Position j gesetzt wird. Sei D := ((d;;)) die Matrix, die aus
den Eintrégen d;; bestehe. Dann wihle |Ly| Elemente aus der Matrix, so
daBl jede Zeile und jede Spalte einmal benutzt wurde und die Summe der
Elemente minimal ist [Cat95].
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Optimale Kreuzungsminimierung Um die Giite einer heuristischen Losung
einzuschétzen, ist es natiirlich nétig, die optimale Losung zu kennen. Ein Bei-
spielalgorithmus dafiir wére der Branch-and-Cut-Algorithmus, der bereits an-
gesprochen wurde. Er liefert exakte Losungen bei relativ geringer Laufzeit.

In Zahlen ausgedriickt bedeutet dies, dafy der Algorithmus bei bis zu 60 Kno-
ten mindestens so schnell ist wie die anderen Heuristiken, mit Ausnahme der
Barycenter- und Median-Methode.

Wenn wir das 2-Layer-Crossing-Problem umschreiben zu einem Integer- Program,
so konnen wir eine optimale Losung angeben mit Hilfe der

Integer-Programing-Methode Definiere fiir G = (Ly, Lo, E') einen Binérvek-
(ILs]
tor x € 0, 1( o) mit Eintrdgen z,, fiir u < v, x,, = 1, falls u links von v,

ZTyy = 0 sonst. Unter Benutzung von Lemma 1 erhalten wir

cross(G,my, m) = Z (CuvTup + Cou(l — Typ)) =

u<v€Ls

— Z (Cuv_cvu)xuv+ Z Cou

u<v€Ls u<v€Lls
Da die hintere Summe konstant ist, 148t sich das Problem wie folgt beschrei-
ben:
Minimiere
Zz = Z (Cuv - Cuu)xuv
u<vels

mit

1. 0<Zup + Tpw — Tuw < 1Vu < v <wmitu#v#wéeE Ly

2. Typ € {0,1}Vu < vmit u#v€ Ly

Die erste Bedingung garantiert, dal der Vektor x wirklich eine totale Ord-
nung auf L, induziert.

Bemerkung: Der optimale Wert 2* mufl nicht unbedingt der minimalen An-
zahl der Kreuzungen entsprechen, da nach obiger Gleichung gilt:

minimale Anzahl Kreuzungen = 2* + 37 _ c/ cuu.

Um eine optimale Losung zu erhalten, wird ein Branch-and-Cut-Ansatz ge-
macht [JM97]. Dabei wird die Bedingung 2. etwas abgeschwicht zu

0<zp <lVu<uv,u#ve€lL
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. Da die zuerst aufgestellte Menge von Bedingungen in O(|L,|?) liegt, wird
zur Losung ein Schnitt- Ebenen-Ansatz benutzt, die folgendermaflen beschrie-
ben werden kann:

e Beginne mit nur den oberen Ungleichungen

e Die Elemente der ersten Menge werden iterativ benutzt, um den Losungs-
raum zu schneiden

e Ergibt dies eine ganzzahlige Losung, beende den Algorithmus

e Ansonsten wahle Variable z,, und behandle zwei Probleme,
einmal mit x,, = 0 und das andere mal x,, = 1

o Lose dieses Problem rekursiv

Zur genaueren Untersuchung dieses Problems sieche [JM97]. Ein grofier Vorteil
dieses Integer-Programing-Ansatzes ist die Tatsache, dafl die optimale Losung
garantiert gefunden wird. Der Nachteil wiederum ist, dafl der Algorithmus
nicht notwendigerweise in polynomialer Zeit endet. Daher eignet er sich gut
fiir Graphen kleiner und mittlerer Grofle.

Eine weitere Methode zur Losung bietet die

Planarisation Hierbei wird kurzzeitig eine minimale Menge von Kanten
geloscht, so dafl der Graph planar wird, also ohne Kreuzungen gezeichnet
werden kann. Zum Schlufl werden die entfernten Kanten wieder eingefiigt.
Diese Methode kann jedoch sehr viele Kreuzungen erzeugen, was in Abbil-
dung 5.13 und 5.14 deutlich wird.

4 6 8 7 51514 3 2 1312 9 1 11

21 23 29 28 25 26 27 20 22 17 30

Abbildung 5.13: Mittels Planarisation gezeichneter Graph

Andererseits muf} eine bessere Lesbarkeit nicht unbedingt weniger Kreuzun-
gen bedeuten, was in Abbildung 5.13 zu sehen ist. Hier stechen die vier
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4 6 3 7 5 814 2 12 15 9 13 1 11

21 23 29 28 26 25 27 20 22 17 30

Abbildung 5.14: Graph mit minimaler Kreuzungszahl

kreuzenden Kanten sofort ins Auge und man kann allen Kanten gut folgen,
was beim Layout mit weniger Kreuzungen in Abbildung 5.14 nicht unbe-
dingt der Fall ist. Trotz der Nachteile, die diese Methode mit sich bringt,
ist das Interesse an der Planarisation grofl. Grund dafiir ist die Moglich-
keit, durch Losung des k-Layer-Planarization-Problem eine bessere Losung
fiir das k-Layer-Crossing-Problem zu finden. Doch auch wenn das k-Layer-
Planarization-Problem einfacher zu 16sen erscheint, ist es Tatsache, dafy auch
das 2-Layer-Planarisations-Problem N P-schwer ist. Zur genaueren Untersu-
chung und Betrachtung einer Losung dieses Problems siehe [Mut96].

Bisher haben wir uns nur mit der 2-Layer- Crossing-Minimization beschiftigt.
Dies ist auch sinnvoll, da die Minimierung mit zunehmender Anzahl der
Layer schwieriger wird. Dennoch sollte eine Methode zur Minimierung der
Kreuzungen bei auch mehr als zwei Layern erwdhnt werden.

k-Schicht-Kreuzungsminimierung Tutte’s Algorithmus, der in [ES90]
beschrieben wird, beschiéftigt sich mit diesem Problem. Die Ergebnisse sind
denen der Barycenter-Methode sehr dhnlich. Beim Positionieren der Knoten
werden die Knoten des ersten und des letzten Layers fixiert. Dann werden
in jedem anderen Layer die x-Koordinaten der Knoten berechnet durch den
gewichteten Durchschnitt der x-Koordinaten der Nachbarn, d.h.

1 1
Z‘(U):m Z Z’(U)-Fm Z x(w)

UeNout(u) weNi"(u)

Es mufl nun also ein System von linearen Gleichungen geltst werden, um
x(u) fiir alle u zu berechnen. Im Anschlufl wird jedes Layer nach x sortiert.

Zusammenfassung der bisherigen Ergebnisse In der Theorie klingt
die Median-Methode am geeignetsten, um das hier gestellte Problem zu 16sen.
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Es wird eine Reihenfolge konstruiert, die eine Anzahl von Kreuzungen verur-
sacht, welche innerhalb eines Faktors 3 der minimalen Zahl von Kreuzungen
liegt und auerdem in polynomialer Laufzeit berechnet werden kann.

In der Praxis wurden viele Tests durchgefiihrt, zum einen mit zufillig er-
zeugten Digraphen [EKS86], [Mdk90], [JM97] oder mit konstruierten Digra-
phen [GKNV93]. Hierbei konnte jedoch keine Methode ermittelt werden, die
eindeutig die besten Ergebnisse im Gesamtvergleich liefert. Somit empfiehlt
sich eine Mischung aus mehreren Methoden, die in [GKNV93] getestet und
bewertet wurde. Die Vorgehensweise ist hierbei die folgende:

1. Benutze die Median-Methode, um einen Initialreihenfolge zu bestim-
men. Falls die Knoten u und v die gleichen Medianwerte besitzen, sor-
tiere sie nach den Barycenterwerten.

2. Um die Ausgabe des ersten Schrittes zu verbessern, benutze den Adjacent-
Exchange-Algorithmus.

Eine weitere, sehr gute Methode ergibt sich bei der gemeinsamen Verwen-
dung der Barycenter-Heuristik mit einer Heuristik, die sich Global Sifting
nennt. Die Grundidee entspricht dem oben beschriebenen Sifting. Der Unter-
schied liegt in der Tatsache, dafl nicht schichtweise die besten Positionen be-
stimmt werden, sondern global, d.h. in einer bestimmten Reihenfolge, welche
die Knoten aus dem gesamten Netzwerk ordnet. Die Reihenfolge ergibt sich
aus der Hohe der Knotengrade, die im Normalfall nicht schichtabhéngig sind.
Das Global Sifting eignet sich aufgrund der globalen Sichtweise gut fiir mehr-
schichtige Graphen, hat jedoch auch Nachteile. Bei schlechter Initialreihen-
folge der Knoten ergeben sich viele Kreuzungen, die mit anderen Methoden
verhindert werden konnen. Unzusammenhéngende Teilgraphen kénnen nicht
gut entwirrt oder optimale Positionen nicht bestimmt werden. Dieses Ver-
halten kann durch das Vorwegschalten der Barycenter-Heuristik verbessert
werden. Anhand einer Versuchsreihe wurde die Giite der jeweiligen Heuristik
iiberpriift. Es wird sich zeigen, dafl sich durch das Zusammenspiel zweier
Heuristiken die besten Ergebnisse erzielen lassen. Die gesammelten Ergeb-
nisse finden sich im Anschlufl an die genaue Beschreibung von Global-Sifting

Global Sifting In der Implementation wird der erste Schritt zur Kreu-
zungsminimierung durch eine bereits umgesetzte Barycenterheuristik durch-
gefiihrt. Die Vorgehensweise ist bereits beschrieben, ndheres zur Umsetzung
findet sich in der AGD-Library, aus der die Heuristik importiert wird. Nach
diesem ersten Schritt wird eine weitere Technik angewandt, die in dieser Form
noch nicht beschrieben wurde, das Global Sifting. Das Global Sifting ist eine
Variante des zuvor erlduterten Sifting. Der Unterschied besteht darin, daf
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das Verschieben der Knoten nicht schichtweise geschieht, was beim Sifting
der Fall ist. Im Falle des Sifting werden immer zwei Schichten betrachtet,
von denen die Reihenfolge der einen fix ist, die Reihenfolge der anderen va-
riabel.

Global Sifting weicht von diesem Konzept ab. Hier werden alle Knoten des
Graphen G = (V,E) = (V4,..., Vi, E) in einer Liste [ = (ly,...,[,) mit
n = |V gespeichert in absteigender Reihenfolge ihrer Knotengrade. Die ;
werden nun in ihren jeweiligen Layern in dieser Reihenfolge gesiftet, d.h. sie
werden mittels Verschieben an die linkeste Position und dann durch Ver-
tauschen mit dem jeweils rechten Nachbarn an die Position gesetzt, welche
die geringste Anzahl von Kreuzungen verursacht. Falls keine Verbesserung
erzielt werden kann, wird die Liste [ invertiert und es wird ein Fehlversuch
gezahlt. Andernfalls wird die Reihenfolge fiir den néchsten Versuch beibehal-
ten. Sind diese zwei Zyklen durchlaufen, wird die Reihenfolge der Listenele-
mente auf jeden Fall umgekehrt. Diese Vorgehensweise wird wiederholt, bis
eine bestimmte Anzahl von Fehlversuchen erreicht worden ist. Die detaillierte
Beschreibung fiir Global-Sifting wird im Anschluf} gegeben.

Algorithmus: Global Sifting

Setze failcount auf 0
Wiederhole
Fiir alle Knoten [; aus [ fiihre sift_node(l;) aus
Falls keine Verbesserung erzielt werden konnte
Drehe die Reihenfolge in Liste [ um
failcount + +

Fiir alle Knoten [; aus [ fiihre sift_node(l;) aus

Falls keine Verbesserung erzielt werden konnte
failcount + +

Drehe die Reihenfolge in Liste [ um

Bis (failcount > MAXFAILS)

Die Konstante MAXFAILS gibt die maximale Anzahl von Fehlversuchen an,
die mittels der Variablen failcount gezihlt werden. Die Funktion si ft_node(l;)
setzt das bereits beschriebene Sifting um, d.h. jeder Knoten wird von seiner
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Tabelle 5.2: Definition der in Tabelle 5.3 benutzten Abkiirzungen

Bary := Barycenter-Heuristik

Med Median-Heuristik

GS Global Sifting

Bary+GS := Kombination aus Barycenter und Global Sifting

Med+GS := Kombination aus Median und Global Sifting
EC = Beidseitig bestitigte Verbindungen
EU := Einseitig bestétigte Verbindungen

Tabelle 5.3: Anzahl der Kreuzungen bei verschiedenen Heuristiken

Stadt Verbindung | Bary | Bary+GS | Med | Med+GS | GS
Ahlen EU 33 31 34 31 68
Dresden EC 1 1 0 0 1
Dresden EU 215 165 | 209 163 | 279
Essen EU 675 552 | 659 586 | 554
Ko6ln EU 884 813 | 1007 942 | 1051
Leipzig EC 0 0 0 0 2
Leipzig EU 1160 1021 | 1178 1092 | 1184
Plauen EU 8 8 8 8 12
Ravensburg | EC 27 23 24 21 45
Ravensburg | EU 439 376 | 441 381 | 561
Singen EU 54 48 49 43 92
Stuttgart EU 233 213 | 221 212 | 483

aktuellen Position im Layer so weit links wie moglich geschoben und dann
Position um Position nach rechts, um die Stelle im Layer zu finden, an der die
wenigsten Kreuzungen produziert werden. Diese Methode hat sich in Tests
als sehr erfolgreich erwiesen [MMS].

Durch das Zusammenspiel von Barycentermethode und Global Sifting konnte
in Tests, die mittels der Implementation durchgefiihrt wurden, eine zum Teil
recht hohe Verminderung der Kreuzungszahl erreicht werden. Die Ergebnisse
sind in Tabelle 5.3 aufgefiihrt, die benutzten Abkiirzungen werden in Tabelle
5.2 definiert.

Die Abkiirzungen stehen fiir:

Wie wir sehen konnen, liefert die Barycenter-Heuristik nicht immer die op-
timale Losung fiir ein k-Schicht-Layout fiir k > 2 (siehe Dresden, EC'), auch
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wenn dies fiir 2 Schichten der Fall ist. Ebenfalls auffillig sind die relativ
schlechten Ergebnisse des Global Sifting ohne Vorsortierung im Vergleich zur
Kombination einer guten Heuristik wie Median oder Barycenter mit Global
Sifting. Die Wahl der Heuristik zur Vorsortierung ist dabei nicht unbedingt
von Bedeutung, je nach Graph erhalten wir mit Barycenter oder Median
die besseren Ergebnisse. Existieren im Graphen mehrere dichter miteinander
verbundene Teilgraphen, so konnen diese durch Global Sifting allein nicht gut
entworren werden, was durch ein Vorwegschalten einer der beiden anderen
Heuristiken verbessert werden kann.

Die Verminderung betrigt bei der Kombination von Barycenter und Global
Sifting bis zu 23%, im Schnitt etwa 12, 9%. Bei der Kombination von Median
und Global Sifting erhalten wir eine Verbesserung um bis zu 22%, im Schnitt
etwa 11, 9%.

Die Abbildung 5.15 zeigt drei verschiedene Darstellungen des Graphen Dres-
den, EU, jeweils mit unterschiedlicher Kreuzungsminimierung. Es ist zu se-
hen, dafl Global Sifting (Abb. 5.15(a)) alleine nicht den erwarteten Erfolg im
Bezug auf Ubersicht liefern kann. Die Barycenter-Methode (Abb. 5.15(b))
liefert ein recht iibersichtliches Layout, daf§ jedoch an manchen Stellen (z.B.
um die zwei Knoten in der linken oberen Ecke, betrachte die griinen Kanten)
noch Méngel aufweist, die durch die Kombination mit Global Sifting (Abb.
5.15(c)) beseitigt werden konnen.

Auf das Anzeigen der Label wurde an dieser Stelle verzichtet, da das Haupt-
interesse nicht in der Beschriftung, sondern in der besseren Ubersicht liegt.
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Abbildung 5.15: Graph Dresden,EU erzeugt unter Verwendung von Global
Sifting (a), Barycenter-Heuristik (b) und einer Kombination aus Barycenter-
Heuristik und Global Sifting (c)
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5.3 Zuweisung der Koordinaten

Bisher wurden die ersten zwei Schritte des Algorithmus von Sugiyama be-
sprochen und Methoden zur Losung dargestellt. Die Knoten wurden zum
Aufbau einer Hierarchie in Layer eingeteilt, die Anzahl der Kreuzungen, die
sich zwischen Kanten ergeben, wurde mittels Permutation der Knoten auf
ihren Layern minimiert.

Der letzte Schritt weist die Knoten ihren genauen, horizontalen Positionen
zu. Die Bedingungen fiir ein gutes Layout sind am Anfang dieses Kapitels be-
schrieben. Dazu gehort unter anderem die Forderung, dafl Kanten mdoglichst
gerade, d.h. vertikal, gezeichnet werden sollen.

Wie wir bereits wissen, werden Kanten mit einer Hohe gréfler 1 durch Dum-
myknoten unterteilt. Je nach Lage der Dummyknoten kénnen Knicke ent-
stehen. Wir suchen also Positionen fiir die Knoten, so daf} die Winkel der
Knicke relativ klein, die Kanten somit mdoglichst gerade sind, um eine bes-
sere Lesbarkeit zu erreichen. Die Reihenfolge der Knoten darf hierbei nicht
vertauscht werden.

Fiir die Losung existieren exakte Algorithmen, die jedoch aufgrund ihrer
Komplexitit nur kleine Instanzen optimal 16sen.

Exakte Algorithmen Das Problem kann wie folgt beschrieben werden :
Sei p = (v1, vy, ... vg) ein gerichteter Pfad mit Dummyknoten vo, vs, ... v5 ;.
Wiire der Weg gerade, so wiirde fiir 2 < i < k — 1 gelten:

P(0i) — o(02) = 1 (o(wx) — a(w))

wobei x(v;)) die x-Koordinate von Knoten v; beschreibt. Wichtig ist, daf
diese Formel nur fiir ein Layout gilt, bei dem die Layer denselben Abstand
haben. Die Formel kann jedoch auf Layer mit verschiedenem Abstand ange-
passt werden. Zur Vereinfachung definiere

1 —1
k—1

z(v;) = (x(v) — z(v1)) + z(vy).

Dies bezeichnet die x-Koordinate von wv;, falls der Knoten auf der direkten
Verbindung von z(v;) und z(vg) liegt. Ein Ma$ fiir die Abweichung des Pfa-
des von der geraden Strecke wiirde daher folgendermaflen berechnet werden
konnen

>

-1

dev(p) =) (x(v;) — Z(v;))?

3

||
N
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Um den Pfad so gerade wie méglich zu machen, minimiere die globale Summe

Z dev(p)

p ist ein Kantenpfad

unter Beriicksichtigung der Bedingung
z(w) — z(v) = 6(w,v)

fiir alle Paare von Knoten w,v desselben Layers mit w rechts von v. Die
Bedingung garaniert einen minimalen Abstand von § zwischen zwei Knoten
auf einem Layer. Aulerdem bleibt damit die Reihenfolge, die durch den zwei-
ten Schritt des Sugiyama-Algorithmus, die Kreuzungsminimierung, erzeugt
wurde, erhalten. §(w, v) wird berechnet durch die Gréfle der Knoten und die
minimale Distanz, die zwischen zwei Knoten eingehalten werden soll.

Da die Zielfunktion dieses Problemes quadratisch ist, kann sie nur fiir kleine
Instanzen optimal gel6st werden. Ausserdem wiirde eine optimale Losung,
falls diese nicht durch weitere Bedingungen eingeschrinkt wiirde, eine expo-
nentiale Breite zur Folge haben.

Ein anderes Ziel ist es, die Kanten so nahe wie moglich an senkrechte Lini-
en zu zeichnen. Dieses Ziel wurde auch in der Implementation verfolgt. Die
zugehorige Zielfunktion wiirde dann wie folgt aussehen

> Qu,v)w(u,v)le(u) - z(v)]

(uw)EE

wobei 2 ein Gewicht um lange Kanten zu begradigen bezeichnet und w ein
Ma# fiir die Wichtigkeit einer Kante darstellt. Eine mégliche Gewichtung fiir
die Kanten wére die folgende:

8 , falls beide Endknoten Dummyknoten sind
Q(e) =<2 , falls genau ein Endknoten ein Dummyknoten ist (5.2)

1 , sonst

Somit erlangen die inneren Kanten eines Pfades (die Kanten zwischen Dum-
myknoten) eine erheblich hohere Priotitét als die anderen Kanten.

Zur Losung dieses Problems wurde in [GKNV] eine vollig neue Methode ent-
wickelt, die einen Hilfsgraphen erzeugt, mit dessen Hilfe das Problem in eine
leichter zu losendes umgewandelt werden kann.

Der Hilfsgraph G, = (V},, E},) enthélt zusétzlich zu allen in G vorhandenen
Knoten fiir jede Kante in G einen weiteren. V}, 148t sich damit schreiben V}, =
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V U {[uv]|(u,v) € E}. Im Hilfsgraphen G}, unterscheiden wir zwei Klassen
von Kanten. Die eine Klasse beinhaltet die in G vorhandenen Originalkanten,
die andere Klasse trennt die Knoten mit demselben Rang.

Fiir jede Kante (u,v) € E werden zwei neue Kanten ([uv], u) und ([uv],v) in
G, eingefiigt. Wir definieren

wp([uv], v) = wp([uv], v) = Q(u, v)w(u, v)

und

An([uv], w) = A ([uv], v) = 0.

Falls v ein linker Nachbar von w in G ist, so wird eine Kante (v,w) in Ej,
eingefiigt. Ferner definieren wir wy (v, w) = 0 und Ap(v,w) = §(v,w). Um
den Zusammenhang zwischen den Problemen zu verstehen, betrachte die
folgende Situation. Sei eine Losung fiir das Positionierungsproblem auf G
gegeben. Weise den Knoten [uv] dem Minimum der beiden Layer, auf denen
die Knoten w und v liegen, zu. Um eine optimale Layerzuweisung in G, zu
erhalten, muss [uv] auf einem der beiden Layer liegen, also entweder auf
dem Layer von v oder auf dem von w. Dann besitzt die eine, der beiden
Kanten ([uv],u), ([uv],v) die Linge 0, die andere die Lénge |z(u) — z(v)].
Somit impliziert eine optimale Losung in G ein Optimum in G und ein
Layout fiir G, ergibt eine Losung fiir G.

Bestimmung des endgiiltigen Layout In der Implementation wurde
das in der AGD-Library zur Verfiigung stehende FastHierarchyLayout zur
Bestimmung der endgiiltigen Koordinaten der Knoten benutzt, allerdings
in einer verdnderten Form. Da die umgesetzte Hierarchie nicht den fiir das
FastHierarchyLayout geforderten Bedingungen entspricht, mufiten einige
Verdnderungen  vorgenommen  werden, die in  der Klasse
MyHierarchicallLayout umgesetzt sind. Hierzu gehort die nicht dquidistan-
te Positionierung der Layer und die Bestimmung des Mindestabstandes zwi-
schen zwei Knoten auf einem Layer. Die Werte der Layer liegen im Intervall
[0,1], das Layout soll auf die y-Koordinaten 0 bis 500 beschrénkt sein. Da-
her ergibt sich fiir die vertikale Koordinate der Layer die Position normierter
Prestigewert-500. Zur Bestimmung des Mindestabstandes zwischen zwei Kno-
ten werden alle benachbarten Knotenpaare betrachtet. Der Durchschnitt der
Breiten wird mit einem Faktor (hier: 1.5) multipliziert. Die minimale Distanz
wird als das Maximum der berechneten Werte gesetzt.

Die Positionierung der Dummyknoten in geclusterten Layern wird anschlie-
end in einem nicht zum MyHierarchicalLayout gehdrenden Teil des Pro-
grammes durchgefiihrt. Dabei werden die Dummyknoten so gesetzt, daf die
zugehorigen Kanten, wenn moglich, senkrecht durch die verschmolzenen, d.h.

93



geclusterten Schichten verlaufen.

Die durch das FastHierarchyLayout generierten Layouts haben im optima-
len Fall die Eigenschaft, dafl die Kanten nicht mehr als zwei Knicke besitzen
und die Teilstiicke zwischen diesen Knicken vertikal gezeichnet werden. Eine
genaue Beschreibung findet sich in [BJL99].
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Kapitel 6

Schluflbemerkung

Wir haben unterschiedliche Moéglichkeiten zur graphischen Darstellung von
Wichtigkeit in einem Sozialen Netzwerk kennengelernt und untersucht. Die
Unterschiede bestehen zum einen in der Wahl des Mafles fiir Wichtigkeit —
Zentralitiat oder Prestige, werden Knotengrade oder kiirzeste Wege zur Be-
stimmung des Wichtigkeitsmafles verwendet, sind die Verbindungen gerichtet
oder nicht — zum anderen in der Darstellung selbst.

Je nach Art der Beziehung erweist sich ein bestimmtes Maf} als sinnvoll. Es
gibt somit kein “generelles Maf3” fiir Wichtigkeit, das sich auf alle auftreten-
den Beziehungen anwenden 148t, weshalb in dieser Arbeit auf die moglichst
breitgeficherte Auswahl an Maflen Wert gelegt wurde. Zentraler Gegenstand
war die Visualisierung von Status, d.h. die graphische Darstellung von Wich-
tigkeit, basierend auf berechneten Statuswerten.

Die Visualisierung an sich unterschied sich nicht wesentlich von den bishe-
rigen Darstellungen von Netzwerken. Knoten wurden als geometrische Figu-
ren wie Kreise, Rechtecke oder Rauten gezeichnet, Kanten als Linien. Die
Farbung der Kanten diente einzig und allein der besseren Lesbarkeit. Sehr
kurze Kanten konnten nicht mit Pfeilenden versehen werden; daher wurde die
Farbe als Indikator fiir die Richtung der Kanten gewihlt, schwarze Kanten
verliefen von unten nach oben, rote von oben nach unten und griine in beide
Richtungen. Status wurde nicht durch die Grofle eines Akteurs angezeigt,
sondern durch verschiedene Hohen im Layout. Der Unterschied zu bisherigen
Darstellungen bestand somit in der Art, wie die Positionen der Knoten und
Kanten festgelegt wurden.

Die Positionen der einzelnen Akteure und Verbindungen bei der Visualisie-
rung von Status in Sozialen Netzwerken wurden mit Hilfe des Algorithmus
von Sugiyama bestimmt. Die Art der Bearbeitung der einzelnen Teilschritte
unterschied sich jedoch von bisherigen Umsetzungen. Durch die strikte Tren-
nung der verschiedenen Berechnungsschritte war es moglich, aus einer grofien
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Bandbreite von Variationen zur Bearbeitung der im Algorithmus auftreten-
den Teilprobleme zu wihlen.

Neu war die Benutzung von Statuswerten, um die Layerzuweisung durch-
zufithren. Die Bedingung eines azyklischen Graphen als Eingabe fiir die Be-
stimmung der Schicht fiir jeden einzelnen Knoten konnte véllig vernachléssigt
werden. Die normalerweise dquidistante Positionierung der Layer wurde da-
durch ersetzt, dafl die Distanz zwischen zwei Layern durch die berechneten
Statuswerte festgelegt wurde. Ebenfalls neu war die Clusterung der Layer.
Eine Verschmelzung ist zwar in manchen sozialen Netzwerken zu finden, je-
doch nicht bei Layern, sondern eher bei Akteuren. Durch die Clusterung
haben sich neue Probleme ergeben, z.B. das Einfiigen neuer Dummyknoten.
Um Kantenabschnitte, die durch verschmolzene Layer verlaufen, besser sicht-
bar zu machen, wurde ein moglichst vertikaler Verlauf der Kanten gewiinscht
und durch die Positionierung der neuen Dummyknoten verwirklicht. Dadurch
konnte die Bedingung, daf3 eine Kante hochstens zwei Knickpunkte besitzen
darf, nicht immer eingehalten werden, was aber nicht als grofier Nachteil ge-
sehen werden sollte.

Die Kreuzungsminimierung wurde durch die Kombination zweier Heuristi-
ken im Vergleich zu bisher benutzten Versionen verbessert. Durch das Vor-
sortieren mittels Barycenter- oder Medianheuristik und die anschlieflende
Verwendung des Global Sifting konnte eine Verminderung der Kreuzungs-
zahl um etwa 12% erreicht werden (siehe Kapitel 5, Abschnitt 5.2). Neben
wiedergegebenen Giitegarantien wurden verschiedene Mdoglichkeiten zur Mi-
nimierung von Kanteniiberschneidungen vorgestellt, von denen die 2-Schicht-
Kreuzungsminimierung die grofite Anzahl an Variationen bot. Durch die pro-
blematische Durchfiihrung einer k-Schicht-Kreuzungsminimierung, konzen-
trierten sich die meisten Heuristiken auf die Minimierung der Kreuzungen
zwischen zwei Layern, was sich in der Fiille der in der Literatur zu findenden
Moglichkeiten wiederspiegelte. Die Besonderheit im Global Sifting lag darin,
dafl zwar Kanteniiberschneidungen zwischen zwei Layern vermindert wur-
den, die Vorgehensweise aber von der iiblichen Reihenfolge abwich. Es wurde
nicht schichtweise eine Kreuzungsminimierung durchgefiihrt, sondern global.
Das bedeutet, die Knoten wurden aufgrund der Hohe ihres Knotengrades in
eine Liste sortiert, die dann — unabhéngig von den Schichten — durchlaufen
wurde, um die Knoten in ihren jeweiligen Layern an die bestmdogliche Posi-
tion zu setzen.

Die Zuweisung der Koordinaten bot durchaus auch Varianten, die jedoch im
Vergleich zur Auswahl an Heuristiken zur Kreuzungsminimierung eher in ge-
ringer Zahl zu finden waren. Ein Hauptanliegen war, die Kanten moglichst
senkrecht verlaufen zu lassen, um eine gute Lesbarkeit zu gewihrleisten.
Ebenso wurden Uberschneidungen von Knoten derselben Schicht durch einen
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Mindestabstand vermieden. Durch die untypische Verschmelzung von Layern
muflten zusitzliche Dummyknoten eingefithrt werden, die nicht durch das
Bilden einer fiir die Kreuzungsminimierung notwendigen vollstdndigen Hier-
archie gesetzt wurden.

Die hier eingefiihrte Art der Visualisierung von Status in sozialen Netzwer-
ken bietet mit Sicherheit noch Gelegenheit zur Variation oder Weiterent-
wicklung. Clusterungen konnen auf die unterschiedlichsten Weisen vollzogen
werden, von denen eine hier sinnvoll erscheinende umgesetzt wurde. Die Kreu-
zungsminimierung ist noch nicht an ihre Grenzen gestoflen, da zum Teil mit
blolem Auge eine Kanteniiberschneidung zu erkennen ist, die vermieden wer-
den konnte. Das Problem liegt in der Komplexitét, d.h. eine minimale Anzahl
von Kreuzungen soll in moglichst geringer Zeit gefunden werden, was (im Mo-
ment noch) einen erheblichen Aufwand zur Folge hat. Bisher sind jedoch noch
keine Algorithmen bekannt, die das Problem effektiver 16sen. Beim Setzen der
zusitzlich durch die Clusterung notwendig gewordenen Dummyknoten wurde
eine Moglichkeit, die an dieser Stelle sinnvoll erschien, ausgewiihlt. Andert
sich die Art der Clusterung oder ein anderer Teil der Knotenpositionierung,
kann eine andere Variation die Anforderungen besser erfiillen.

Im Anhang folgt nun die Beschreibung der durch die Implementation um-

gesetzten Methoden und eine Anleitung zur Anwendung des Programmes,
ebenso wie einige graphische Beispiele.
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Anhang A

Implementation

Die Beschreibung der Implementation wird in drei Abschnitte unterteilt. Der
erste beschiftigt sich mit den verwendeten, zur Verfiigung stehenden Soft-
warepaketen LEDA, AGD und LAPACK. Der zweite Abschnitt erldutert
die selbst implementierten Module und Funktionen. Im letzten Teil wird dem
Benutzer eine Einfiihrung in den Umgang mit der Implementation gegeben.

A.1 Softwarepakete

Die Pakete LEDA und AGD héngen eng zusammen. LEDA steht fiir
Library of Efficient Data types and Algorithms, AGD kiirzt Algorithms
for Graph Drawing ab. Die Pakete stehen fiir die Forschung und nicht kom-
merzielle Nutzung kostenlos zur Verfiigung und kénnen unter

http://www.mpi-sb.mpg.de/LEDA
bzw. http://www.mpi-sb.mpg.de/AGD

heruntergeladen werden.

LAPACK bietet die Mdoglichkeit, komplizierte Berechnung aus dem Be-
reich der Linearen Algebra durchzufiithren. Die Abkiirzung steht fiir Linear
Algebra PACKage. Ein kostenloses Download ist unter

http://www.netlib.org

erhéltlich.
Alle drei Pakete sind in C+4 implementiert.
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LEDA Verwendet werden aus dieser Bibliothek in der Hauptsache zwei Da-
tenstrukturen, graph und GraphWin. In diesem Zusammenhang werden Ty-
pen benutzt, die in enger Beziehung mit diesen beiden stehen, unter anderem
node und edge, welche Knoten und Kanten représentieren. Jeder Knoten kann
mit verschiedenen Eigenschaften versehen werden wie Farbe, Form, Grife,
Label . .. , ebenso die Kanten. Weitere Eigenschaften zu Knoten kénnen mit-
tels eines node- bzw. edgearray oder einer node- bzw. edgemap gespeichert
werden.

GraphWin vereint die Eigenschaften der Datenstrukturen graph und window,
so daf ein Graph bildlich dargestellt werden kann.

AGD Benutzt werden mehrere Strukturen und Module, die in erster Linie
dem Layout dienen. Die Klasse FastHierarchyLayout wurde umgewandelt
und ergédnzt zu MyHierarchicalLayout. Der Hauptunterschied besteht in der
Bestimmung der vertikalen Koordinaten, die durch die berechneten Status-
werte festgelegt sind. Auf diesen Punkt wird in der Beschreibung der Klasse
MyHierarchicalLayout genauer eingegangen.

Die Verwendung eines hierarchischen Layout setzt eine Datenstruktur
Hierarchy voraus. In ihr werden die Knoten in verschiedenen Schichten ge-
speichert, die den Namen Layer tragen. Ein Layer beinhaltet die Knoten und
ihre Reihenfolge innerhalb der Schicht, nicht aber die genauen Positionen. Al-
le Layer zusammen bilden die Hierarchy. Sie ermoglicht die Benutzung der
Heuristiken zur Minimierung der Kreuzungen.

Die Voraussetzung, eine Kreuzungsminimierung in der hier benutzten Form
durchfiihren zu konnen, ist ein vollstdndig geschichteter Graph. Keine Kante
darf eine Hohe gréfler 1 besitzen. Dies geschieht durch die Einfiihrung der
Dummyknoten. Da die Schichtung fiir die originalen Knoten schon gegeben
ist, konnen die Dummyknoten unter Benutzung einer GraphCopy eingesetzt
werden. Damit wird eine Kopie GC' des Graphen GG angelegt, wobei zusétzli-
che Informationen gespeichert werden. Zu jedem Knoten v, in GC' wird der
korrespondierende Knoten v des Originalgraphen G gespeichert, ebenso wie
zu jeder Kante e. aus GC die Originalkante e in GG. Dies ist natiirlich nur
der Fall, wenn Knoten und Kanten bereits in G existiert haben, also nicht
nachtréiglich eingefiigt wurden, wie das bei den Dummyknoten der Fall ist.
Fiir jeden Knoten v aus G wird die Kopie v. in GC' gespeichert, fiir jede
Kante in G eine Liste von Dummykanten in GC', die durch das Einfiigen
der Dummyknoten entsteht. Werden auf einer Kante e = {u,v} aus G in
GC' zwei Dummyknoten dy, ds eingefiigt, wird in GC die Liste der Kanten
{u,dy},{dy,ds}, {da, v} gespeichert.
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Zur Minimierung der Kreuzungen konnen verschiedene Heuristiken benutzt
werden, von denen in der Implementation der BarycenterHeuristic der
Vorzug gegeben wurde in Verbindung mit einer selbst implementierten Ver-
sion von GlobalSifting. Griinde dafiir finden sich in Kapitel 5, Abschnitt
5.2.

LAPACK Die Verwendung von LAPACK beschrénkt sich auf zwei Berech-
nungen, die der Eigenwerte und Eigenvektoren der Adjazenzmatrix A zur Be-
rechnung des Faktors 1/a und Losung der linearen Gleichung
{[1/a x I — A’] * p} = z zur Berechnung der Statuswerte. Eine genauere
Beschreibung wird in Abschnitt A.2 unter A.2.2 gegeben.

A.2 Module und Funktionen

Der Abschnitt A.2 beschreibt den Aufbau und die Handhabung der in der
Implementation benutzten Klassen und Programmteile. Bei dariiber hinaus-
reichendem Interesse sei auf die jeweiligen Source- und Headercodes verwie-
sen, die hinreichend kommentiert sind.

Die Aufteilung entspricht im grolen und ganzen dem in der Implementation
gewihlten zeitlichen Ablauf, d.h. es wird zundchst das Hauptprogramm be-
schrieben, dann die Layerzuweisung, gefolgt von der Kreuzungsminimierung
und der endgiiltigen Positionierung der Knoten und Kanten.

A.2.1 Hauptprogramm

Durch die Bereitstellung des Menus Sugiyama (siehe Abbildung A.1) erhilt
der Benutzer die Moglichkeit, die Art des Layouts zu bestimmen. Die ver-
schiedenen FEinstellungen, die zur Verfiigung stehen, werden im Abschnitt
A.3 beschrieben und sollen deshalb an dieser Stellen nicht weiter ausgefiihrt
werden.

Je nach Wahl der gewiinschten Hierarchiebestimmung wird eine Funktion
aufgerufen, welche die gewiinschte Einteilung der Knoten in Level vornimmt.
Die Verwendung der in Kapitel 5 beschriebenen Clusterung ist ebenfalls op-
tional, und hat bei Benutzung an spéterer Stelle das Einfiigen und Positio-
nieren neuer Dummyknoten zur Folge.

Ist dieser erste Teil des Algorithmus von Sugiyama, die Layerzuweisung, ab-
geschlossen, wird die Minimierung der Kreuzungen vorgenommen. Aufgrund
der guten Ergebnisse in der Praxis wird hierzu eine Kombination einer bereits
in der AGD zur Verfiigung stehenden Heuristik, der BaeycenterHeuristic, und
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fﬂ Graphwin 1.4
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Abbildung A.1: Beispiel mit gedffnetem Menu Sugiyama

einer eigens fiir dieses Programm implementierten Version des GlobalSifting
verwendet. Wird GlobalSifting nach der Erstellung einer ersten Knotenrei-
henfolge fiir die einzelnen Level durch die BarycenterHeuristic angewandt,
so ergibt sich eine zum Teil erhebliche Verminderung der Kreuzungen. Zur
genauen Analyse betrachte die in Tabelle 5.3 gemachten Untersuchungen.
Genauere Beschreibungen zur Kreuzungsminimierung finden sich in einem
spateren Teil dieses Kapitels.

Ist auch die Kreuzungsminimierung abgeschlossen, kann mit der genauen Po-
sitionierung der Knoten und Kanten begonnen werden. Dazu wird im ersten
Schritt die Klasse MyHierarchicalLayout benutzt. Nach dem Einfiigen der
Level, die durch blaue Kanten représentiert werden, mufl gepriift werden,
ob Level geclustert wurden oder nicht. Ist dies der Fall, wird im Anschluf}
an die Verwendung des MyHierarchicalLayout die Clusterung der Level
riickgéngig gemacht, was sich im Einfiigen neuer Dummyknoten wiederspie-
gelt. Die Vorgehensweise dabei ist die folgende:

Durchkreuzt eine Kante ein verschmolzenes Level, ohne einen Endknoten in-
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nerhalb dieser Clusterung zu haben, wird der bereits durch die oben erwéhnte
GraphCopy gesetzte Dummyknoten geloscht und durch zwei neue ersetzt. Die
x-Koordinate entspricht dabei der x-Koordinate des geloschten Knotens, die
y-Koordinate ist durch das jeweils oberste und unterste Level der Clusterung
bestimmt.

Befindet sich ein Endknoten einer Kante, deren zweiter Endknoten hoher
liegt, innerhalb oder auf dem untersten Level eines verschmolzenen Layers,
so wird ein zusétzlicher Dummyknoten auf dem obersten Level eingefiigt.
Analoges gilt fiir den Fall, da} der zweite Knoten tiefer liegt und der erste
innerhalb oder auf dem obersten Level.

Die x-Koordinate des neu gesetzten Knotens entspricht zu Beginn der ho-
rizontalen Koordinate des entsprechenden Endknotens. Da jedoch mehrere
Kanten die Hinzunahme eines solchen Dummyknotens erfordern konnten,
miissen die Knoten nach rechts oder links verschoben werden, um eine Uber-
lagerung zu verhindern. Welcher Knoten auf welche Seite verschoben wird,
wird anhand der Lage des jeweils folgenden Dummy- oder Endknoten be-
stimmt. Je nach Position des Nachfolgers (oder - falls die Kanten in entgegen-
gesetzter Richtung verlaufen - des Vorgéngers) wird einer der Dummyknoten
um eine Konstante nach rechts oder links versetzt. Ist auch diese Position
schon durch einen Dummyknoten belegt, wird wiederum fiir diese zwei ent-
schieden, welcher Knoten versetzt wird. Die Entscheidung, welcher Knoten
auf welche Seite verschoben wird, wird anhand der Steigung des néchsten
Teilstiickes der Kante bestimmt, d.h. die Steigung des Abschnittes zwischen
dem eben gesetzten Dummy und dem auf der Kante folgenden Nachfolger
(bzw. Vorgénger).

Um das endgiiltige Layout zu erhalten, werden Pfeile an den Kanten, falls
sie existieren, geloscht und die Richtung durch Farben kenntlich gemacht.
Fiihrt eine Kante von oben nach unten, erhilt sie die Farbe rot, fiihrt sie von
unten nach oben die Farbe schwarz und falls zu einer Kante eine Riickwirts-
kante existiert, wird eine der beiden Kanten geloscht und die andere grin
gefirbt. Kanten zwischen Knoten desselben Levels werden als Kreiskanten,
also circle-edges, dargestellt. Dazu wird zusétzlich ein bendpoint eingefiigt
in der Mitte der beiden Knoten, mit einer y-Koordinate, die eine konstante
Entfernung vom gemeinsamen Level hat und je nach Bedarf ober- oder un-
terhalb gesetzt wird. Durch den Verlauf des Kreisbogens wird die Richtung
der Kante anzeigt. Verlduft eine Kante von links nach rechts, so wird der Bo-
gen oberhalb des Levels gezeichnet, ansonsten unterhalb. Schleifen (loops),
also circle-edges mit demselben Anfangs- und Endknoten werden immer
oberhalb der Level positioniert.
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A.2.2 Bestimmung der Hierarchie

Die Bestimmung der Hierarchie, also die Layerzuweisung kann auf unter-
schiedliche Arten geschehen. Im Vordergrund steht die Verwendung der Klas-
se PrestigeRanking, somit die Benutzung von Statuswerten. Weitere Moglich-
keiten bestehen beispielsweise, wie bereits oben erwédhnt, in der Verwen-
dung einer Tiefen- oder Breitensuche. Da diese Moglichkeiten in der AGD
zur Verfiigung und nicht im Mittelpunkt dieser Arbeit stehen, wird auf ei-
ne ausfiihrlichere Beschreibung verzichtet. Bei Verwendung einer Clusterung
kommt eine weitere Klasse ins Spiel, die Klasse LevelMelting.

Die Berechnung der Statuswerte Aufgabe der Klasse PrestigeRanking
ist es, die Knoten eines Graphen den Leveln beziiglich ihrer Statuswerte zuzu-
ordnen. Dazu wird dem Konstruktor der Klasse der Graph und ein node_array
iibergeben. In diesem node_array wird zu jedem Knoten des Graphen das zu-
gehorige Level als ganze Zahl gespeichert. Der Index des untersten Level ist
0, der Index des obersten ist Anzahl der Level - 1. Die Berechnung und In-
itialisierung erfolgt durch Aufruf der Funktion call().

Zu Beginn wird die Adjazenzmatrix A bestimmt. Fiir diese Matrix werden
alle Eigenwerte und Eigenvektoren mit Hilfe des LinearAlgebraPACKage
LAPACK berechnet. Der grofite,reelle, berechnete Eigenwert wird zur Bestim-
mung des Faktors 1/a verwendet, dessen Herleitung im Kapitel 5, Abschnitt
5.1 beschrieben wird. Die Eigenwerte und -vektoren werden in der Klas-
se my_lapack durch Aufruf einer externen, zu LAPACK gehorenden Funkti-
on, berechnet. Wird diese Rechnung korrekt ausgefiihrt, kann der grofite,
reelle Eigenwert bestimmt und ausgegeben werden. Der Aufruf der exter-
nen LAPACK-funktion Lapack LU linear solve(Diff, x) liefert eine Losung
zum linearen Gleichungssystem

Diffxp=u=,

welche die bendtigten Statuswerte im Vektor p speichert (siche oben). Hier-
bei ist Diff die durch [1/ax I — A’} beschriebene Matrix und z der Vektor,der
aus den Knoteneingangsgraden besteht. Anhand der hier berechneten Sta-
tuswerte werden die Knoten in ihre jeweiligen Level eingeteilt, d.h. das zuvor
dem Konstruktor iibergebene node_array wird initialisiert. Dabei muf§ beach-
tet werden, daf die Statuswerte normiert werden, der kleinste Statuswert ist
immer 0, der grofte immer 1. Die Reihenfolge der Layer in einer Hierarchy
verlduft normalerweise von oben nach unten. In dem hier gewdhlten Verfah-
ren muf} diese umgekehrt werden, um ein dem Problem angepasstes Layout zu
erhalten. Damit im Hauptprogramm auf die Statuswerte zugegriffen werden
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kann, miissen die Werte “von Hand” auf das zum Hauptprogramm geh6rende
node_array status iibertragen werden.

Die Clusterung der Layer Die Klasse LevelMelting kann fiir eine ge-
gebene Hierarchie eine Clusterung vornehmen. Bedingungen, die an diese
Clusterung gestellt werden, miissen dafiir in der Funktion melt_level() im-
plementiert werden. In dem hier umgesetzten Fall werden zwei Layer jeweils
dann verschmolzen, wenn die vertikale Distanz kleiner als eine selbst festzu-
setzende Schranke epsilon ist. Der Wert kann mittels get_bound() abge-
fragt und mittels set_bound () auf einen Defaultwert (hier: 0.05) oder durch
set_bound(value) auf den Wert “value” gesetzt werden. Initialisiert werden
muf ein Objekt der Klasse LevelMelting mit dem im Hauptprogramm ver-
wendeten graph G, GraphWin gw, einem node_array level, in dem zu jedem
Knoten das zugehorige Layer nach der Verschmelzung gespeichert wird, und
einem node_array original_rank, in dem zu jedem Knoten die urspriinglich
berechneten Statuswerte enthalten sind.

Der Aufruf der Clusterung erfolgt mittels der Funktion call().

In den Abbildungen map<int,bool> uppermost_bound und
map<int,bool> lowest_bound werden zu jeder Layernummer die obere und
untere Grenze gespeichert. Dies bedeutet, wurde das Layer ¢ verschmolzen,
so enthélt uppermost_bound[i] den Statuswert des Layers, das beim Ver-
schmelzen den hochsten Statuswert hatte, lowest_bound[i] den Statuswert
des Layers, das den niedrigsten Statuswert hatte. Wurde das Layer nicht ver-
schmolzen, so sind uppermost_bound[i] und lowest_bound[i] identisch und
entsprechen dem Statuswert des Layers. Durch Vergleich von uppermost_bound [i]
und lowest_bound[i] kann somit sehr schnell entschieden werden, ob ein Le-
vel verschmolzen wurde oder nicht. Daher sollten diese maps auf das Haupt-
programm iibertragen werden.

A.2.3 Minimierung der Kreuzungen

Die Minimierung der Kreuzungen verlduft in der Implementation in zwei
Schritten. Im ersten Schritt werden die Kreuzungen mittels einer in der AGD
verfiigharen Heuristik primér geordnet. Auf diese bestehende Ordnung wird
dann das GlobalSifting angewandt, welches auf keinen Fall eine Erh6hung der
Kreuzungszahl zur Folge hat, da jeweils die beste Position im Layer gesucht
wird und im Notfall die Ausgangsposition beibehalten werden kann.

Die Berechnung der priméren Kreuzungsminimierung mit Hilfe der Barycen-
terHeuristic erfolgt innerhalb der Klasse SugiyamaLayout durch das Festset-
zen der Heuristik mittels der Funktion set_cross min(BarycenterHeuristic())
und dem folgenden Aufruf von reduce_crossings(GC,H). Es muf} also eine
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Kopie des Graphen durch ein Objekt GC' der Klasse GraphCopy und eine mit
dem Knotenarray, das die Nummern der Level fiir jeden Knoten enthilt, in-
itialisierten Hierarchie H iibergeben werden. Zur Verfiigung stehen neben der
BarycenterHeuristic unter anderem die SplitHeuristic, die MedianHeuristic
oder die GreedylnsertHeuristic, die in Kapitel 5, Abschnitt 5.2 angesprochen
wurden.

Die Umsetzung des GlobalSifting ist in der Klasse MyCrossing implementiert.

Verwendung von GlobalSifting Der Unterschied zwischen GlobalSifting
und den oben erwdhnten Heuristiken zur Kreuzungsminimierung ist in erster
Linie die Tatsache, daf} es sich bei GlobalSifting nicht um eine 2-Schichten-
Kreuzungsminimierung handelt, sondern dafl die Knoten global, d.h. nicht
durch Betrachtung von je zwei Schichten geordnet werden. Der Vorteil dieser
Arbeitsweise ist in der Verminderung der Kreuzungszahl deutlich zu erken-
nen. Voraussetzung fiir diese guten Ergebnisse ist eine gute Ausgangssitua-
tion, also eine schon recht gut geordnete Hierarchie. Nur dann kénnen auch
gute Ergebnisse erzielt werden.

Der Aufruf der Kreuzungsminimierung erfolgt, anders als beispielsweise in
den Klassen, die eine 2-Schichten-Kreuzungsminimierung implementieren,
durch call(GC,H), also die Ubergabe einer GraphCopy GC und einer
Hierarchy H. Die call(GC,L)-Aufrufe in den anderen Klassen erhalten je-
weils eine GraphCopy G'C' und ein einzelnes Layer L, wobei die Klassen aber
mittels init (GC,H) mit der GraphCopy und der Hierarchy initialisiert wer-
den miissen.

Der genaue Aufbau des Algorithmus fiir GlobalSifting ist in Kapitel 5, Ab-
schnitt 5.2 beschrieben.

Die Anzahl der Fehlschlige wird in der Variablen failcount gespeichert.
Uberschreitet diese Anzahl eine zuvor festgelegte Konstante MAXFAILS, wird
der Sortiervorgang abgebrochen. Aufgrund der in Testreihen erzielten, guten
Ergebnisse (s.[MMS99]) wurde diese Schranke auf den Wert 0 gesetzt. Die
Anzahl der Kreuzungen zwischen Layer 7 und Layer 41 wird jeweils mit Hilfe
der fiir eine Hierarchy gegebenen Funktion calc_crossings(i) berechnet.
Da die Linge einer Kante durch das Einfiigen der Dummyknoten immer 1
ist, geniigt es, die Kreuzungen zwischen dem Layer, auf dem der betrachtete
Knoten liegt, und den beiden jeweils direkt benachbarten Layern zu betrach-
ten. Eine Ausnahme ist die Situation, dafl der Knoten auf dem obersten oder
untersten Layer plaziert ist. Dann beschrinkt sich die Betrachtung auf die
Kreuzungen zwischen diesem und dem einen, direkt benachbarten Layer.
Da die im Konstruktor {ibergebene Hierarchie eine Referenz ist, werden au-
tomatisch alle Anderungen iibertragen und nach auBen sichtbar. Die neu
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entstandene Hierarchie ist somit sofort im Hauptprogramm verfiighar und
kann zur genauen Positionierung benutzt werden.

A.2.4 Positionierung

Die Positionierung der Knoten und Kanten erfolgt in mehreren Schritten.
Zunichst wurden die Knoten mittels der Kreuzungsminimierung auf ihren
jeweiligen Layern geordnet. Wurde bei der Bestimmung der Hierarchie Clu-
sterung benutzt, so kann sich das Aussehen und die Anzahl der Layer mit und
ohne Verschmelzung von Layern erheblich unterscheiden. Daher miissen be-
sonders bei der endgiiltigen Positionierung Unterschiede gemacht werden, die
beispielweise in der Verwendung der Klasse MyHierarchicalLayout deutlich
werden. Es ist aulerdem moglich, dal neue Dummyknoten eingefiigt werden,
um ein iibersichtlicheres Layout zu erhalten.

Erster Teil der Koordinatenbestimmung Die Klasse
FastHierarchyLayout ist die Ausgangsbasis fiir die hier verwendete Klasse
MyHierarchicalLayout. Der Unterschied liegt in der Bestimmung der y-
Koordinate fiir die Knoten (und damit die Layer), ebenso wie Bestimmung
des minimalen Abstandes zwischen zwei Knoten auf einem Layer. Daher sei
im folgenden nur die Modifikation beschrieben, der beibehaltene Teil wird
nicht weiter erldutert und kann in der Beschreibung der Ursprungsklasse
FastHierarchyLayout nachgelesen werden, z.B. in [BJL99].

Die Modifikation muflte aus mehreren Griinden gemacht werden. Zum einen
aufgrund der nicht dquidistanten Setzung der Layer, zum anderen durch die
mogliche Clusterung einiger Layer. Durch die Clusterung 148t sich einem
verschmolzenen Layer keine eindeutige y-Koordinate zuweisen. Um dieses
Problem zu beheben wird jedem geclusterten Layer als y-Koordinate der
Durchschnitt der y-Koordinaten der in diesem einen Layer zusammengefaf3-
ten Layer zugewiesen. Wird die Verschmelzung im Hauptprogramm nicht
riickgéngig gemacht, werden die Layer also an dieser, somit bestimmten ver-
tikalen Position gezeichnet. FastHierarchyLayout zeichnet die Layer in glei-
chem Abstand, d.h. eine minimale Layerdistanz muf} gewéihrleistet sein. Dies
ist in MyHierarchicalLayout nicht der Fall, da die Layer entsprechend ihrer
Statuswerte plaziert werden. Wird die Clusterung riickgéngig gemacht, was
in der hier gewihlten Implementation der Fall ist, miissen neue Dummykno-
ten eingefiigt und positioniert werden.

Aufhebung der Clusterung Wurden Layer verschmolzen, wird dies nach
der primdren Positionierung der Knoten und Kanten durch
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MyHierarchicalLayout riickgéngig gemacht. Da zu jedem Knoten im node_array
org_rank die urspriinglichen Statuswerte gespeichert sind, werden die Knoten
dementsprechend in ihrer Hohe positioniert. Analoges gilt fiir das Zeichnen

der Layer, deren y-Koordinate durch einen auf ihnen liegenden Knoten gege-

ben ist. Die x-Koordinate jedes Knotens ist durch den in MyHierarchicalLayout
berechneten x-Wert genau bestimmt und wird nicht mehr veréndert.

Das Einfiigen und Positionieren neuer Dummyknoten ist im Abschnitt A.2.1
beschrieben.

A.3 Benutzerfiihrung

Die Beschreibung des Umgangs mit den hier verwendeten Klassen ist im
Abschnitt iiber die jeweilige Klasse beschrieben. Daher wird nur kurz die
Benutzung von GraphWin und im Anschlufl der Gebrauch des im Hauptpro-
gramm entworfenen Menues beschrieben.

Fiir die Benutzung der implementierten Version des Sugiyamaalgorithmus ist
es nicht wichtig, ob ein Graph von Hand erzeugt wurde, also durch den Ge-
brauch der Maus, das kreieren eines neuen Graphen durch den Menupunkt
Graph — create (s. Abbildung A.2) oder ob er geladen wird. Es kénnen also
auch bereits bestehende Graphen benutzt werden, die im GraphWin-Format
abgespeichert sind.

rll GraphWin 1.4

File Edit Graphl Layout Window Options Help undo done
Clear

T Sugiyama
0 Create I~ complete graph

Make | random graph
Test ™| random planar
Delete ™| complete bipartite
Sort ™| random bipartite
planar graph
triangulated
grid graph
| nodes: 0 edges: 0 -178.68 -455.68

Abbildung A.2: Méglichkeiten zur Grapherzeugung mittels Menupunkt crea-
te

Ferner ist bereits eine Version des Algorithmus von Sugiyama implementiert,
die unter Layout — AGD — Algorithms — Sugiyama (s. Abbildung A.3)
zu finden ist.
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B GraphWin 1.4

File Edit Graph Layuutl Window Options Help undo done
ESg g Layout Tools ™~
Simple Layouts I~
Planar Layouts I
Spring Layouts ™
AGD Algorithms ™~ de Fraysseix et al.
AGD Options l‘l Schnyder
GraVis | Convex
ConvexDraw
PlanarStraight
PlanarDraw
Mixed-Model
Orthogonal {Tamassia)
Quod
Treelayout
Sugivama
Planarization
Spring Embedder
Tutte
Visibility Representation

| nodes: 0 edges: 0 -241.68 -153.82

Abbildung A.3: Bereits implementierte AGD-Algorithmen, u.a. Algorithmus
von Sugiyama

Unter dem Menupunkt Window gibt es unter anderem Moglichkeiten, den
aktuell angezeigten Graphen zu vergrofleren oder zu verkleinern. Mittels zoom
to graph wird eine Darstellung erreicht, die das komplette GraphWinfenster
fiillt. Probleme kann es geben, falls die Koordinaten des Graphen zu grof3
sind. Dann muf} durch zoom to area ein Ausschnitt gewéhlt werden, der dann
das komplette Fenster fiillt. Diese Problem beruhen auf der Implementation
der Klasse GraphWin.

A.3.1 Spezielle Optionen des Hauptprogrammes

Das Programm sugi_menu bietet einige Erweiterungen zum urspriinglichen
GraphWin. Das Menu Sugiyama, sichtbar im Kopfbereich des GraphWin-
Fensters, enthélt drei Unterpunkte, Layout, Options und Scale, deren Be-
deutung nun genauer erkléart wird.

Layout Die Benutzung von Layout startet die Berechnung eines Layouts
unter den in Options voreingestellten Bedingungen. Werden die Wahlmoglich-
keiten in Options nicht genutzt, wird die Default-Einstellung zur Layoutbe-
rechnung zugrunde gelegt. Dies bedeutet, die Hierarchie wird anhand der
Statuswerte augebaut, die Hauptrichtung der Kanten ist von unten nach
oben, der Faktor 1/a wird automatisch berechnet und eine Clusterung wird
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- falls moglich - durchgefiihrt. Ndheres zu den moglichen Voreinstellungen
findet sich im folgenden Paragraphen.

-'_'ﬂ Options i
automatical choice of 1/a [
edge direction upward il
read in ranks by hand _
melt level =
Choose a Ranking DFS | EBF= | Hierarchical || Prestige
pDefault| cancel | accept |

Abbildung A.4: Das Menu Options

Options Der Menupunkt Options bietet die Mo6glichkeit, die Berechnung
des Layouts zu beeinfluen. Die Wahl des Faktors 1/a kann automatisch er-
folgen oder durch Eingabe von Hand. Wichtig hierbei ist, daf je nach Grofie
des Faktors die Zuweisung der Level fiir die Knoten variieren kann. Ein gutes
Beispiel dafiir ist der Graph 5.6. Andert man den Wert 1/a von 2 auf 1, ist
der Akteur mit dem hochsten Status nicht mehr Akteur F', sondern Akteur
A. Die Eingabe des Faktors von Hand erfolgt nach Aufruf des Layout in ei-
nem separaten Fenster.

Mit der Option edge direction upward kann der Aufbau der Hierarchie be-
einflult werden, d.h. die Hauptrichtung der Kanten. Verlaufen die Kanten
im originalen Sugiyamaalgorithmus - soweit mdéglich - von oben nach unten,
ist in diesem Layout das Gegenteil der Fall. Die wichtigsten Akteure sitzen
oben im Layout, die Hauptrichtung der Kanten ist somit bottom-up, also von
unten nach oben.

Sollte es erforderlich sein, die Rénge der Knoten von Hand iiber Standard-
Input einzugeben, kann dies mittels der Option read in ranks by hand ange-
geben werden. Der Benutzer wird dann nach dem Starten des Layout jeweils
nach der Nummer des Knotens und dem zugehorigen Rang gefragt.

Durch die Option Choose a Ranking kann die Art der Bestimmung fiir eine
Hierarchie angegeben werden. Die Moglichkeiten bestehen in der Verwen-
dung einer Tiefensuche, einer Breitensuche, der von der AGD empfohlenen
Bestimmung der Hierarchie fiir ein SugiyamaLayout oder der speziell fiir die-
ses Problem implementierten Bestimmung der Prestige-Werte. Der Button
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melt_level bestimmt, ob eine Clusterung durchgefiihrt werden soll oder nicht.
Die Defaulteinstellung empfiehlt eine Clusterung.

Scale Scale bietet zwei Moglichkeiten der Skalierung, Skalierung des ge-
samten Graphen, also der Positionen, Knoten und Kanten und Skalierung
der Knoten. Da die berechneten Werte fiir den Status urspriinglich sehr hoch
sein konnen und nach der Normierung im Bereich zwischen 0 und 500 liegen,
kann es sein, daf} die Knoten durch diese Normierung so klein gemacht wer-
den, daf} sie nicht mehr oder nur sehr schlecht zu erkennen sind. Dies kann
mittels einer Verdnderung der Breite und Hohe verbessert werden. Werden
Breite und Hohe nicht im selben Mafle verdndert, kann unter Umstidnden
eine Eigenschaft verloren gehen. Spiegelt sich im Verhéltnis Héhe zu Breite
das Verhiltnis zwischen ein- und auslaufenden Kanten wieder, gilt dies nach
einseitiger Verdnderung der Daten nicht mehr.
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Anhang B

Graphische Beispiele

Die hier dargestellten Beispiele stammen alle aus dem Gebiet der sozialen
Netzwerke. Auf die Beschriftung der Akteure wurde verzichtet, da sich diese
Arbeit mit der Positionierung der Akteure, nicht mit den Akteuren selbst
beschéftigt und da somit eine bessere Lesbarkeit erreicht wird.

Die Abbildungen B.1, B.2 und B.3 zeigen drei verschiedene Moglichkeiten
der Visualisierung ein und desselben Graphen. Abbildung B.1 zeigt die Ak-
teure in einem Kreisdiagramm, fiir das Layout von Abbildung B.2 wurde ein
2D-Springembedder benutzt und Abbildung B.3 zeigt schliellich eine Visua-
lisierung mittels der in der Arbeit beschriebenen Methode zur Darstellung
von Status unter Zuhilfenahme des Algorithmus von Sugiyama. Benutzt wer-
den hierbei die Statuswerte zur Bestimmung der vertikalen Koordinaten, eine
Clusterung zum Verschmelzen der Layer, die Kombination von Barycenter-
Heuristik und Global Sifting, das Einfiigen neuer Dummyknoten aufgrund der
Clusterung und das Setzen der horizontalen Koordinaten, beschrieben in den
Klassen MyHierarchicalLayout und FastHierarchyLayout.

Im Anschlufl daran folgt eine Reihe von weiteren Bildern, die alle auf dieselbe
Weise wie Abbildung B.3 erzeugt wurden.

Einige der hier dargestellten Graphen haben auflerdem die Eigenschaft, durch
das Verhéltnis von Hohe und Breite eines Knotens das Verhiltnis von ein-
und auslaufenden Kanten wiederzuspiegeln (siehe auch Kapitel 4, Abschnitt
4.3).
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Abbildung B.1: Layout mittels eines Kreisdiagrammes
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Abbildung B.2: Layout mittels eines 2D-Springembedders
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