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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden zu Beginn einige Grundlagen zu linearen Ord-
nungen, Ordinal- und Kardinalzahlen eingefiihrt. Anschlieend werden
Na-Ordnungen studiert. Dabei wird eine Ubersicht zur Existenz von
No-Ordnungen der Kardinalitit X, gegeben und es wird die Isomor-
phie von n,-Ordnungen betrachtet. Aulerdem wird bewiesen, dass alle
reell abgeschlossenen 7,-Korper der Kardinalitdt N, zueinander iso-
morph sind. Anschliefend wird unter verschiedenen Voraussetzungen
mithilfe geeigneter Gegenbeispiele gezeigt, dass reell abgeschlossene
Korper desselben Ordnungstyps im Allgemeinen nicht isomorph sind.
Abschlieflend werden einige noch offene Fragen zusammengefasst.
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1 Einleitung

1 Einleitung

Die Theorie der 7,-Ordnungen, wobei « eine Ordinalzahl bezeichnet, wurde
Anfang des 20. Jahrhunderts von dem deutschen Mathematiker Felix Haus-
dorff (1868-1942) entwickelt. Hausdorffs Resultate finden sich beispielswei-
se in [§] und [9]. Da die ny-Ordnungen mit den nichtleeren dichten linea-
ren Ordnungen ohne Endpunkte iibereinstimmen, sind die 7,-Ordnungen ei-
ne Verallgemeinerung der dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte. Die
abzéhlbaren dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte sind nach einem
Isomorphiesatz des deutschen Mathematikers Georg Cantor (1845-1918) aus
dem Werk , Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre (Erster
Artikel)* [3] alle zueinander ordnungsisomorph. Dieses Resultat verallgemei-
nert Hausdorff in [9], indem er zeigt, dass alle 7,-Ordnungen der Kardina-
litdt N, zueinander ordnungsisomorph sind. Auflerdem trifft Hausdorff in [§]
und [9] einige Aussagen zur Existenz von 7,-Ordnungen. Ungefihr vierzig
Jahre spéter greift der polnische Mathematiker Wactaw Sierpinski (1882—
1969) in seiner Arbeit ,Sur un propriété des ensembles ordonnés® [20] die
Ideen Hausdorffs auf und vereinfacht diese deutlich. Er definiert mithilfe von
Binarfolgen konkrete 7,-Ordnungen und bestimmt deren Kardinalitét. Einige
Jahre spéter beweist auch der amerikanische Mathematiker Leonard Gillman
(1917-2009) in seiner Arbeit ,,Some remarks on 7,-sets* [6] weitere Existenz-
und Isomorphieaussagen zu 7,-Ordnungen.

Im Jahr 1955 beweisen der ungarische Mathematiker Paul Erdds (1913-
1996) und die amerikanischen Mathematiker Leonard Gillman und Melvin
Henriksen (1927-2009) in ihrem gemeinsamen Paper ,, An isomorphism theo-
rem for real-closed fields* [4] ein Analogon zum Steinitzschen Isomorphiesatz,
welcher besagt, dass jeder iiberabzéhlbare algebraisch abgeschlossene Korper
durch seine Kardinalitit und Charakteristik bis auf Isomorphie bestimmt
wird. Sie zeigen ndmlich, dass fiir jede Ordinalzahl o > 0 alle reell abgeschlos-
senen 7,-Korper der Kardinalitdt R, isomorph (als angeordnete Korper)
sind. Weil fiir a > 0 alle n,-Korper iiberabzahlbar, nicht-archimedisch und
nach dem oben erwidhnten Isomorphiesatz von Hausdorff zueinander ord-
nungsisomorph sind, fragen Erdés, Gillman und Henriksen in [4], ob jeder
iiberabzdhlbare nicht-archimedische reell abgeschlossene Kérper durch sei-
nen Ordnungstyp bis auf Isomorphie bestimmt wird.

Diese Frage wird ein Jahr spédter von dem amerikanischen Mathematiker
Abraham Robinson (1918-1974) in seinem Paper ,,Solution of a problem by
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Erdos-Gillman-Henriksen“ [17] durch die Konstruktion eines Gegenbeispiels
verneint. Er trifft dabei einige Fehlaussagen, welche wir in dieser Arbeit kor-
rigieren werden.

Ziel dieser Arbeit ist es, die oben erwidhnten Resultate zu 7,-Ordnungen
und den Isomorphiesatz von Erdds, Gillman und Henriksen zu beweisen so-
wie das Beispiel von Robinson zu betrachten. SchlieSlich mochten wir reell
abgeschlossene Korper desselben Ordnungstyps unter verschiedenen Voraus-
setzungen auf Isomorphie untersuchen.

Basierend auf dem Buch , Linear Orderings“ von Joseph G. Rosenstein [18]
werden wir daher in Abschnitt [2] zunéchst die Grundlagen zu linearen Ord-
nungen einfithren. Dazu gehoren der Begriff der Ordnungsisomorphie sowie
Verkniipfungen auf der Klasse der linearen Ordnungen. Auflerdem werden wir
einige Eigenschaften von linearen Ordnungen definieren. Damit haben wir die
notigen Hilfsmittel, um in Abschnitt [3| Cantors Isomorphiesatz zu beweisen
und mithilfe dessen die abzdhlbaren dichten linearen Ordnungen bis auf Iso-
morphie zu charakterisieren. Um darauthin wie Hausdorff den Isomorphiesatz
von Cantor verallgemeinern zu koénnen, geben wir in Abschnitt 4] zuerst eine
kurze Einfithrung in die Mengenlehre. Wir betrachten dabei die Theorie der
Ordinal- und Kardinalzahlen, welche eine Teilklasse der linearen Ordnungen
bilden. Wir werden die Beweismethode der Induktion entlang einer Ordinal-
zahl einfithren, die wir bei einem Grof3teil der Isomorphiebeweise verwenden
werden. Ferner geben wir eine knappe Einfithrung in die Kardinalzahlarith-
metik. In Abschnitt [5| beschéftigen wir uns dann mit den 7,-Ordnungen. Wir
geben eine vollstiandige Ubersicht zur Existenz von 1,-Ordnungen und bewei-
sen daraufhin den Isomorphiesatz von Hausdorff. In Abschnitt [6] beschéftigen
wir uns mit den Grundlagen zu angeordneten Strukturen, insbesondere zu
reell abgeschlossenen Kérpern. Damit konnen wir in Abschnitt [7] den Iso-
morphiesatz von Erdos, Gillman und Henriksen beweisen. Ferner klaren wir
die Isomorphieverhéltnisse reell abgeschlossener Korper desselben Ordnungs-
typs unter verschiedenen Voraussetzungen. Dabei gehen wir insbesondere auf
das Beispiel von Robinson ein und korrigieren die darin enthaltenen Fehlaus-
sagen. Alle Fragen, die wir bisher nicht beantworten konnten, fassen wir
schlielich in Abschnitt I8 zusammen.

In der gesamten Arbeit nehmen wir das Auswahlaxiom an, welches nach [5]
Satz 9.1] dquivalent zum Wohlordnungsprinzip ist. Dies ist notwendig, um
von der Kardinalitéit einer Menge sprechen zu kénnen.
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2 Lineare Ordnungen

Dieser Abschnitt schafft die Grundlage dieser Arbeit. Lineare Ordnungen
werden in allen Abschnitten eine zentrale Rolle spielen. Daher fithren wir
zundchst die wichtigsten Definitionen und Resultate zu linearen Orndungen
ein. Dabei orientieren wir uns hauptséichlich an [I8, Chapter 1] und teilweise
an [18 Chapter 2].

2.1 Einfithrung

2.1.1 Definition. Sei A = (A, <4) ein Paar bestehend aus einer Menge A
und einer zweistelligen Relation <4 auf A so, dass fiir alle z,y, z € A gelten:

(1) mx <y =,
(2) (z<ayNy<az) —x<gz,
B)x<yVae=yVy<uz.

Dann nennen wir A eine lineare Ordnung und sagen, dass A durch <4 li-
near angeordnet wird. Wir sprechen von einer nichtleeren linearen Ord-
nung, wenn die Trigermenge A nichtleer ist. Ensprechend nennen wir A
endlich, abzihlbar oder iiberabzihlbar, falls A endlich, abzéhlbar, oder
iiberabzéhlbar ist. In dieser Arbeit heifit eine Menge M abzihlbar, falls eine
Bijektion f: N — M existiert.

2.1.2 Beispiel. Mit N := {0,1,2,...} bezeichnen wir die natiirlichen, mit
7 die ganzen, mit QQ die rationalen und mit R die reellen Zahlen.
Fir A € {N,Z,Q,R} bezeichne <, die gewohnliche ,kleiner“-Relation auf
der Menge A. Dann sind NV := (N, <y), Z := (Z,<z), Q = (Q, <g) und
R := (R, <g) lineare Ordnungen. Eine genaue Konstruktion der Zahlenmen-
gen mit ihren zugehorigen Anordnungen findet sich in Anhang

2.1.3 Beispiel. Um zu sehen, dass eine Menge auf sehr verschiedene Arten
angeordnet werden kann, betrachten wir die Menge N der natiirlichen Zahlen.
Diese bildet nicht nur mit <y, sondern auch mit folgenden Relationen eine
lineare Ordnung;:

a)

m>nn <= n<ym (gewohnliche ,grofier“-Relation),
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b)
0 A 0Am< d
m<on o m # n # m <yn oder
m#0An=0,
c)
m <yn A m=mn (mod?2) oder
m <gy N &
0 (mod2) A n=1 (mod?2)
N m <yn A n—m gerade oder
m gerade A m ungerade,
d)
<y n A m=mn (mod?2) oder
m <y N &
m=1(mod2) A n=0 (mod?2)

{m <y n A n—m gerade oder

m ungerade A n gerade.

Es lasst sich leicht iiberpriifen, dass diese Relationen tatsichlich die Bedin-
gungen (1)—(3) aus Definition[2.1.1 erfiillen. Es ist also wichtig zwischen einer
Menge A und der linearen Ordnung A = (A, <4) zu unterscheiden.

Bei der Arbeit mit linearen Ordnungen ist es sehr niitzlich sich vorzustellen
wie diese aussehen. Daher geben wir nun eine kurze Anleitung zur Visuali-
sierung:

2.1.4 Bemerkung. Um eine lineare Ordnung A = (A, <4) zu visualisieren,
kann man sich eine horizontale Linie vorstellen und auf dieser die Elemente
der Menge wie folgt platzieren: a; € A liegt genau dann links von ay € A,
wenn a; <4 ag. Wir erhalten beispielsweise fiir die linearen Ordnungen aus

Beispiel [2.1.3 folgende Erscheinungsbilder:
3 2 1 0

a) e o o [ [ ) [ ) [ J
1 2 3 0

b) [ ] [ ] [ ] e o o o
0 2 4 1 3 5

C) [ J [ J [ e o o [ ] [ J [ J e o o
1 3 5 0 2 4

d) ° ° ° o o o ° ° ° o o o
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Um den Umgang mit linearen Ordnungen zu erleichtern, fithren wir einige
Abkiirzungen und Schreibweisen ein:

2.1.5 Notation. Sei A = (A, <4) eine lineare Ordnung.

1. Falls aus dem Kontext ersichtlich wird, auf welche Relation wir uns bezie-
hen, schreiben wir zur Vereinfachung < statt <4 und manchmal A statt

A.
2. Wir verwenden Standardnotationen wie

e r<y:& (z<yVazxz=y),
e r >y = y<uw,
e x>y = (z>yVar=y).

3. Firn € Nund z4,...,z, € A schreiben wir ;1 < x5 < --- < x, statt
n—1
/\ T < Tjgq.
i=1

4. Seien X, Y C Aund y € A. Wir kiirzen Vx € X z < y durch X < y ab.
Analog schreiben wir y < X statt Vo € X y < . AuBerdem schreiben
wir fiir X, Y C Akurz X <Y statt Ve e X VyeY x <.

Den Zusammenhang zwischen < und < beschreiben wir durch das folgende
Resultat:

2.1.6 Lemma. Ist (A, <) eine lineare Ordnung, so erfillt < die folgenden
Aussagen fir alle x,y,z € A:

(i) x <z
(i) (x <y ANy<z)—ax<z
(iii) v <y Vy<ux.
Erfillt umgekehrt < die Bedingungen (i)—(iii) fir alle x,y,z € A, so bildet
(A, <) mit
r<y s @<y Arty)
eine lineare Ordnung.

Beweis. Dieser Zusammenhang folgt direkt aus der Definition einer linearen
Ordnung. O]

Aufgrund von Lemma [2.1.6 nennen wir manchmal auch (A, <) eine lineare
Ordnung.



2

Lineare Ordnungen

2.2 Beziehungen zwischen linearen Ordnungen

2.2.1 Definition. Seien A = (A, <4) und B = (B, <p) lineare Ordnungen.

1.

Eine Abbildung f: A — B heiit ordnungserhaltend, falls fiir alle
ay,02 € A gllt
a1 <4 az = f(a1) <p f(az).

Wir nennen f dann auch Ordnungseinbettung (oder kurz Einbettung)
von A in B.

. Eine surjektive Ordnungseinbettung nennen wir einen Ordnungsisomor-

phismus von A nach B.

. A und B heilen ordnungsisomorph (oder kurz isomorph), falls es einen

Ordnungsisomorphismus von 4 nach B gibt. Wir schreiben dann A = B.

2.2.2 Bemerkung.

a)

In der Tat ist der Begriff ,,Ordnungseinbettung“ gerechtfertigt, denn ord-
nungserhaltende Funktionen sind stets injektiv. Gilt a; # ao, so folgt
namlich

a; <gq a9 V oas <4 aq,

was wiederum
fla1) <5 flaz) V flaz) <p f(a1)
bzw. f(a1) # f(as) impliziert.
Aus der Implikation a1 <4 ay — f(a1) <p f(ay) folgt bereits die Aqui-
valenz a; <4 ag > f(a1) <p f(az). Gilt ndmlich a; >4 as, so folgt

f(a1) >p f(az). Insbesondere ist die Umkehrabbildung eines Ordnungs-
isomorphismus von A nach B ein Ordnungsisomorphimus von B nach A.

2.2.3 Beispiel.

a)

Die Abbildung f: N — Q, definiert durch

£(n) ::{1 firm=20

n )
o furn >0,

ist eine Einbettung von (N, <) in Q.
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b) Die Abbildung ¢g: N — N, definiert durch
n+ 1 fiir n gerade
g9(n) =

n —1 fiir n ungerade,

ist ein Ordnungsisomorphismus von (N, <,,) nach (N, <,,). Betrachtet
man die Erscheinungsbilder in Bemerkung |2.1.4, wird klar, dass der Un-
terschied zwischen (N, <g,) und (N, <,) nur in der Beschriftung liegt.

2.2.4 Lemma. Seien A = (A, <4) eine lineare Ordnung und B C A eine
Teilmenge. Definiert man <g=<4 N (B x B), so ist B = (B, <g) ebenfalls
eine lineare Ordnung.

Beweis. Die Eigenschaften (1)—(3) aus Definition [2.1.1 iibertragen sich direkt
von A auf B. n

2.2.5 Definition. In der Situation aus Lemma [2.2.4 nennen wir die lineare
Ordnung B eine Unterordnung von A und schreiben dafiir B C A. Die
Relation <z nennen wir auch die von A auf B induzierte Anordnung.
Meist identifizieren wir B mit der Menge B und schreiben zur Vereinfachung
<4 statt <g.

2.2.6 Beispiel.
1. Esgilt N C Z C Q C R, was in Anhang [A] bewiesen wird.

2. Um zu sehen, dass die gleiche Teilmenge verschiedene Unterordnungen er-
zeugen kann, fassen wir die geraden Zahlen als
Unterordnung von den linearen Ordnungen (N, >), (N, <o), (N, <g,) und
(N, <yg) aus Beispiel [2.1.3 auf und erhalten die folgenden Erscheinungs-
bilder:

5! 4 3 2 1 0
a) e o o [ J [ J
1 2 3 4 5) 0
b) [ J [ ] [ ] e o o
0 2 4 1 3 )
C) [ ] [ ] [ ] e o o
1 3 5! 0 2 4
d) [ ] [ o e o o
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2.2.7 Definition. Sei A eine lineare Ordnung. Wir bezeichnen die Aquiva-
lenzklasse von A beziiglich = als den Ordnungstyp von A. Fiir Ordnungs-
typen verwenden wir meist griechische Kleinbuchstaben.

Georg Cantor gilt als Begriinder der Mengenlehre und er war es auch, der erst-
mals den Begriff einer (einfach) geordneten Menge definierte und die Theorie
der Ordnungstypen entwickelte. Dass Ordnungsisomorphie tatséchlich eine
Aquivalenzrelation auf der Klasse der linearen Ordnungen definiert, stellte
Cantor bereits 1895 in seiner Arbeit ,,Beitrdge zur Begriindung der trans-
finiten Mengenlehre (Erster Artikel)“ [3, S. 497] fest. Wir beweisen dieses
Resultat nun:

2.2.8 Lemma. Ordnungsisomorphie definiert eine Aquivalenzrelation auf
der Klasse der linearen Ordnungen.

Beweis. Da die Umkehrabbildung eines Ordnungsisomorphismus ebenfalls
ein Ordnungsisomorphismus ist, ist die Relation = symmetrisch. Weiterhin
ist id ein Ordnungsisomorphismus, was die Reflexivitdt von = zeigt. Sind
f: A—= Bund g: B — C Ordnungsisomorphismen, so ist es auch die Ver-

kettung go f: A — C, was die die Transitivitdt von = impliziert. m
2.2.9 Bemerkung.

a) Haben A und B denselben Ordnungstyp, so haben beide dasselbe Erschei-
nungsbild. Der Unterschied liegt dann, wie in Bemerkung[2.1.4, nur in der
Beschriftung. Ordnungstypen sind anschaulich also die verschiedenen Fr-
scheinungsbilder, die man durch Visualisieren von linearen Ordnungen
erhélt.

b) Isomorphe lineare Ordnungen haben diesselbe Machtigkeit. Daher spre-
chen wir auch von endlichen, abzdhlbaren und iiberabzéhlbaren Ord-
nungstypen.

2.2.10 Notation.

1. Mit w bezeichnen wir den Ordnungstyp von N.
2. Mit ¢ bezeichnen wir den Ordnungstyp von Z.
3. Mit n bezeichnen wir den Ordnungstyp von Q.

4. Mit A bezeichnen wir den Ordnungstyp von R.
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In 3] S. 498] findet sich folgende Isomorphieaussage iiber die endlichen li-
nearen Ordnungen:

2.2.11 Lemma. Alle gleichmdichtigen endlichen linearen Ordnungen sind
isomorph.

Beweis. Die Erscheinungsbilder endlicher linearer Ordnungen machen die
Isomorphie offensichtlich:

aq a9 as ap,
[ J [ J [ ] e o o )
[ J [ J [ ] e o o )
by by b3 by
Fiir einen formalen Beweis verweisen wir auf [18 Lemma 1.32]. [l

2.2.12 Definition. Sei n € N. Wir schreiben n fiir den Ordnungstyp einer
endlichen linearen Ordnung mit n Elementen.

2.2.13 Satz. Es gibt genau abzihlbar viele endliche Ordnungstypen.

Beweis. Wegen Lemma [2.2.11] definiert n — n eine Bijektion von N in die
Menge der endlichen Ordnungstypen. O

2.3 Operationen auf linearen Ordnungen

Wir mochten nun eine Addition und eine Multiplikation auf der Klasse der
linearen Ordnungen und auf der Klasse der Ordnungstypen einfithren. Die-
se Operationen werden uns vor allem bei der Konstruktion von Beispielen
helfen.

Seien im Folgenden Ay = (Ag, <o) und A; = (A, <;) lineare Ordnungen.
2.3.1 Definition. Wir definieren die Summe A, + A; = (A, <) durch die

Menge
A= (A x {0}) U (A1 x {1})

und fiir (a,z), (a',2") € A definieren wir die Relation < durch
r=0A2"=1 oder
(a,) < (d,2') & Cx=2"=0Aa<gd oder

r=2'"=1Aa<;a.
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2.3.2 Bemerkung.

a) Es lasst sich leicht zeigen, dass die Summe Ay + A; wieder eine lineare
Ordnung bildet. Anschaulich bedeutet die Addition von A; zu Ay, dass
man das Erscheinungsbild von A; rechts vom Erscheinungsbild von Ay
platziert:

.A() -Al

b) Das kartesische Produkt mit {0} bzw. {1} ist wichtig, falls Ay und A;
nicht disjunkt sind. Bei disjunkten Mengen kann man Ay + A; = (A, <)
durch A = AgUA; und

a€ Ay Nd e A oder
a<d & <aad €Ay Na<gd oder
a,a € Ay N a<qd

fir a,a’ € A definieren und erhélt so eine lineare Ordnung, die zu der
Summe aus Definition |2.3.1 isomorph ist.

2.3.3 Definition. Seien 7y, 77 Ordnungstypen und sei Ay € 7 fiir £ = 0, 1.
Wir definieren die Summe 7 + 77 als den Ordnungstyp von Ag + A;.

Nach [18 Lemma 1.30] ist diese Operation wohldefiniert.
2.3.4 Beispiel.

a) Die linearen Ordnungen (N, <,,) und (N, <,,) haben beide den Ordnungs-
typ w + w. Wir wissen, dass (N, <g,) = (N, <) und zeigen nun, dass
N + N = (N, <g). Die Abbildung ¢g: (N x {0}) U (N x {1}) — N mit

der Vorschrift

(0,0) (1,0) (2,0) (0,1) (1,1) (2,1)
S T T S T S
0 2 4 1 3 5

ist offensichtlich ein Ordnungsisomorphismus von N+ N nach (N, <g,).

10
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Formal definieren wir g durch

2n, falls © =0
g(n,z) =

2n+1, falls z =1.

Es gilt ¢ = w* + w, wobei w* den Ordnungstyp von N* := (N, >) be-
zeichnet. Das folgende Bild zeigt, dass f: Z — (N x {0}) U (N x {1})
mit

f(x) = {(_(QCJF 1),0) firz<0

(x,1) firz >0

einen Ordnungsisomorphismus von Z nach N* + N definiert:

O N A

(2,0) (1,0) (0,0) (0,1) (1,1) (2,1) (3,1)

Es gilt w + 1 # w. Lineare Ordnungen mit Ordnungstyp w + 1 haben
namlich ein ,letztes” Element und konnen damit nicht den Ordnungstyp
w haben (siche Lemmal[2.4.8). Es gilt jedoch 14+w = w, denn die Abbildung
9: N = {(0,0)} U(N x {1}),

(n) = (0,0) fir n =10
= (n—1,1) fiir n>0

definiert einen Ordnungsisomorphismus von N nach {0} + A Insbeson-
dere folgt 1 +w # w+ 1.

Die Ungleichheit 1 + w # w + 1 zeigt, dass die Addition von Ordnungstypen
und damit auch von linearen Ordnungen im Allgemeinen nicht kommutativ

ist. Nach [18] Lemma 1.35 und Corollary 1.36] ist sie jedoch eine assoziative

Operation. Wir kénnen daher bei der Addition auf Klammerung verzichten.

2.3.5 Definition. Wir definieren das Produkt Ay - A; = (A, <) durch die
Menge A = Ay x Ay und fir (ag,a1), (aj,a}) € Ag x Ay definieren wir die
Relation < durch

ap <1 a;, oder
(a0, a1) < (ag, ay) 3@{ P

a; = ay N\ ag <p a.

11



2 Lineare Ordnungen

2.3.6 Bemerkung. Es ldsst sich leicht zeigen, dass auch das Produkt Ag-.A;
wieder eine lineare Ordnung bildet. Anschaulich bedeutet die Multiplikation
von Ay mit Ay, dass jeder Punkt in der linearen Ordnung .4, durch A ersetzt
wird. Beispielsweise hat {0,1} - N fiir 0 < 1 das Erscheinungsbild:

01 01 01 01
o o L) o o o o

Durch dieses Erscheinungsbild kann man vermuten, dass {0,1} - N = N.
Tatséchlich liefert die Abbildung f: {0,1} x N = N, (z,n) — 2n + z einen
Ordnungsisomorphismus von {0, 1} - A" nach V.

2.3.7 Definition. Seien 7y, 77 Ordnungstypen und sei A, € 7 fiir £ = 0, 1.
Wir definieren das Produkt 7 - 71 als den Ordnungstyp von Ajg - A;.

Auch diese Operation ist nach [I8, S. 21] wohldefiniert, assoziativ und im
Allgemeinen nicht kommutativ. Wir kénnen also auch bei der Multiplikation
auf Klammerung verzichten.

2.4 Eigenschaften von linearen Ordnungen

Sei im Folgenden A = (A, <) stets eine lineare Ordnung.

2.4.1 Definition. Eine Unterordnung von A, die fiir a1, a2 € A mit a; < ay
eine der folgenden Formen hat, nennen wir ein Intervall von A:

1. (a1,a9) :={a €Al a <a<as},
2. [a1,a2) ={a € Ala; <a<as},
3. (a,ae) :i={a€ Al ay <a<as},

4. Jay,as) ={a € Al a; <a<as},

5. (—00,a) := A<y :={d € A|d < a},
6. (—o00,a]:= A<, :={d € A|d <a},
7. (a,00) :=Asg i ={d € A|d > a},

8. [a,00) :=As, :={d € A|d > a}.

12



2 Lineare Ordnungen

2.4.2 Bemerkung.

a) Wir schreiben oft (a1,a2)4 oder (ai,az)a statt (ai,asz), um zu betonen,
dass (ay, az) ein Intervall von A = (A, <) ist. Fiir die Intervallformen 2.-8.
verwenden wir eine entsprechende Notation.

b) Ist I ein Intervall von A, so gilt
Voo €lVace A(xy <a<zy—a€l). (%)

Unterordnungen I C A, die erfiillen, nennt man konvex. Es gibt auch
konvexe Mengen, die kein Intervall sind, zum Beispiel die Unterordnung

{g€eQ]|q¢>0,¢>>2} von Q= (Q,<) (siche Anhang [A).

2.4.3 Beispiel. Eine lineare Ordnung kann auch zu einer echten Unterord-
nung isomorph sein. In @ = (Q, <) gelten zum Beispiel folgende Isomorphien:

a) (0,1) = (ay,a9) fiir alle ay, as € Q mit a; < as.
Die Abbildung fi: (0,1) — (a1,a2), © — (az — a1)x + a; definiert einen
Ordnungsisomorphismus. Insbesondere gilt (a1, as) = (b, be) fiir beliebige
ai,as,b1,b0 € Q mit a; < as,b; < by. Fiir die Intervallformen 2.-4. aus
Definition [2.4.1 gelten entsprechende Isomorphien.

b) (—00,a) = (—o0,b) fir alle a,b € Q.
Betrachte den Ordnungsisomorphismus fy: (—00,a) — (—o00,b) mit der
Vorschrift x — x + b — a. Auch hier gelten entsprechende Isomorphien fiir
die Intervallformen 6.-8. aus Definition 2.4.1.

¢) (—oo,—1) =(0,1).
Die Abbildung f3: (—oo0, —1) = (0,1),  — —= ist ein Ordnungsisomor-
phismus. Insbesondere gilt also (—o0,a) = (aq,a9) fiir alle a,a1,a2 € Q
mit a1 < as.

d) @=(0,1).
Wir haben gesehen, dass Ordnungsisomorphismen f: (—o00,0) — (0 1)

2
und g: [0,00) — [%, 1) existieren. Diese kénnen wir wie folgt zu einem

Ordnungsisomorphismus h: Q — (0, 1) zusammenfiigen:

{f(q), falls ¢ € (—o0,0)
qr
g(q), falls g € [0,00).

In R = (R, <) gelten die gleichen Resultate.

13
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Lineare Ordnungen

2.4.4 Definition. Sei ag € A.

1. Gilt ag < a fiir alle a € A, so nennen wir ag ein erstes bzw. kleinstes
Element von A.

2. Gilt a < ag fiir alle a € A, so nennen wir aq ein letztes bzw. grofltes
Element von A.

3. Wir sagen, A hat keine Endpunkte, wenn A weder ein erstes noch ein
letztes Element hat.

2.4.5 Bemerkung.

a)

Sind aj,a; € A erste Elemente von A, so gilt a; < ag und ay < aq,
also a; = ay. Daher nennen wir ein erstes Element ay von A auch das
erste Element von A und schreiben dafiir min A = a¢ oder min A = qy.
Entsprechend sprechen wir von dem letzten Element von A, falls dieses
existiert, und schreiben max A = a.

Nichtleere endliche lineare Ordnungen haben stets ein erstes und ein letz-
tes Element. Insbesondere hat jede nichtleere lineare Ordnung ohne End-
punkte unendlich viele Elemente.

2.4.6 Definition. Sei A eine lineare Ordnung.

1.

Eine Unterordnung D C A liegt dicht in A, falls fiir alle a;,a; € A mit
a1 < ag stets ein d € D mit a1 < d < ay existiert.

. Wir nennen A dicht, falls A dicht in sich selbst liegt, d.h. wenn fiir alle

ai,as € A mit a1 < ag stets ein a € A mit a; < a < ay existiert.

2.4.7 Bemerkung. Liegt D C A dicht in A, dann werden sowohl A als auch
D durch <4 dicht angeordnet. Hat zudem A keine Endpunkte, so hat auch
B keine Endpunkte und es gilt:

VCZEAHbl,bQEB by < a < by.

2.4.8 Lemma. Seien A und B lineare Ordnungen und f: A — B ein Ord-
nungshomomorphismus.

1.

Hat A ein erstes (bzw. letztes) Element ag, so ist f(ag) das erste (bzw.
letzte) Element von f(A).

14



2 Lineare Ordnungen

2. Fiir ay,ay € A mit ay < a gilt f((a1,a2)a) = (f(a1), f(a2))sca)-
Entsprechende Gleichungen gelten fir die Intervallformen 2.-8. aus Defi-

nition |2.4.1.

3. Liegt eine Unterordnung D C A dicht in A, so liegt ihr Bild f(D) dicht
in f(A). Insbesondere bleibt Dichtheit unter Ordnungsisomorphismen er-
halten.

Beweis. Da die Beweise der Aussagen dhnlich sind, fithren wir nur den von
1. vor. Wir nehmen daher an, dass A ein erstes Element ay € A hat und
zeigen, dass f(ag) das erste Element von B ist. Sei hierfiir b € B beliebig.
Dann gilt f~1(b) € A, also ag <4 f~'(b). Wir erhalten damit f(ag) <g b,
weil f ordnungserhaltend ist. Die Riickrichtung folgt analog, da auch f~! ein
Ordnungsisomorphismus ist. O

Insbesondere haben zwei zueinander isomorphe lineare Ordnungen diesselben
Charakteristika, was Dichtheit, Endpunkte und Intervalle anbelangt. Daher
nennen wir im Folgenden einen Ordnungstyp 7 dicht, falls eine lineare Ord-
nungen mit Ordnungstyp 7 dicht ist. Nach Lemma [2.4.8 ist dazu dquivalent,
dass alle linearen Ordnungen mit Ordnungstyp 7 dicht sind. Ebenso sprechen
wir beispielsweise von Ordnungstypen ohne Endpunkte.

Im Folgenden mdochten wir die dichten linearen Ordnungen genauer unter-
suchen. Deshalb betrachten wir zunéchst einige Beispiele. Hierbei ist das
folgende Resultat hilfreich:

2.4.9 Lemma. Jedes Intervall einer dichten linearen Ordnung ist dicht.
Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus der Konvexitat von Intervallen. [
2.4.10 Beispiel. Die folgenden linearen Ordnungen sind jeweils dicht:

1. a) Die rationalen Zahlen Q = (Q, <).
Fiir q1,¢2 € Q mit q; < g2 gilt ¢1 < g < ga, wobei ¢ =

b) Das Produkt Q - Q.
Seien (q1,p1), (g2, p2) € Q x Q mit (g1,p1) < (go, p2). Fiir

(O, 7%) , falls p1 < po
(q’p) - a1+g2
(T,p) , fallspy=py=p

1+ g2
2

€ Q.

gilt (¢,p) € Q x Q und (g1,p1) < (¢,p) < (g2, p2).

15



2 Lineare Ordnungen

¢) Die Intervalle (0,1),]0,1),(0,1],[0,1] von Q nach Lemma [2.4.9.

d) Die Unterordnung Q \ {0} von Q.
Hier scheitert die Wahl von ¢ aus (a) nur, falls ¢ = —¢; > 0.
In diesem Fall wihlen wir ¢ = £ € Q\{0}, um ¢; < g < ¢ zu erhalten.

e) Die Unterordnung Q \ (0, 1] von Q.

Hier scheitert die Wahl von ¢ aus (a) nur, falls ¢ <0 < 1 < ¢o.

1+go
2

In diesem Fall wéhlen wir ¢ = ,um q; < q < gy zu erhalten.

2. a) Die reellen Zahlen R = (R, <).

) Das Produkt R - R.

¢) Die Intervalle (0,1),[0,1),(0,1],[0,1] von R nach [2.4.9.
) Die Unterordnung R \ {0} von R.

e) Die Unterordnung R\ (0,1] von R.

o

o,

Die Begriindungen sind analog zu denen in 1.

3. Die beiden einzigen endlichen dichten Ordnungstypen sind offensichtlich
0 und 1.

Aus Kardinalitatsgriinden ist keine lineare Ordnung aus einer der Gruppen
1.-3. in Beispiel isomorph zu einer linearen Ordnung aus einer anderen
Gruppe, und offensichtlich gilt 0 # 1. Aus Lemma [2.4.8 folgt zudem, dass es
keine Isomorphien innerhalb der Gruppen 1.¢) und 2.c¢) gibt. In Beispiel @
haben wir auerdem gesehen, dass Q = (0,1)p und R = (0, 1)g. Folgende
Fragen bleiben jedoch zunéchst offen:

2.4.11 Frage.

a) In welchem Isomorphieverhéltnis stehen die linearen Ordnungen Q, Q- Q,

Q\ {0} und @\ (0,17

b) In welchem Isomorphieverhéltnis stehen die linearen Ordnungen R, R-R,
R\ {0} und R\ (0,1]?

Obwohl die beiden Fragen #hnlich klingen, werden wir sehen, dass sie sehr
unterschiedliche Antworten haben. Die Antwort auf Frage a) liefern wir im
nichsten Abschnitt und die auf Frage b) ist in Anhang|A|zu finden.
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3 Abzidhlbare dichte lineare Ordnungen

3 Abzihlbare dichte lineare Ordnungen

Die dichten linearen Ordnungen spielen in dieser Arbeit eine zentrale Rolle.
Ziel dieses Abschnittes ist es, die abzéhlbaren dichten Ordnungstypen zu un-
tersuchen und zu charakterisieren. Hierbei orientieren wir uns hauptséchlich
an [18) Chapter 2].

3.1 Einfiihrung

Wir wissen durch Satz [2.2.13] dass es abzdhlbar viele endliche Ordnungsty-
pen gibt. Folgendes Resultat zeigt, dass es mindestens iiberabzéhlbar viele
abzéhlbare Ordnungstypen gibt:

3.1.1 Satz. Es gibt mindestens ¢ viele verschiedene abzihlbare Ordnungsty-

penl]
Beweis. Nachzulesen in [18, Chapter 1, Proposition 1.48]. ]

Wir sind nun also auf der Suche nach einer oberen Schranke fiir die Anzahl
der abzéhlbaren Ordnungstypen. Hierbei hilft uns das Konzept der Dichtheit,
denn die abzdhlbaren dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte haben
folgende universelle Eigenschaft:

3.1.2 Theorem. Scien A eine beliebige hichstens abzihlbare lineare Ord-
nung und B eine abzihlbare dichte lineare Ordnung ohne Endpunkte. Dann
ist A isomorph zu einer Unterordnung von B, d.h. wir konnen A in B ein-
betten.

Wir werden in Abschnitt eine Verallgemeinerung dieses Resultats bewei-
sen, daher verweisen wir an dieser Stelle auf [18, Theorem 2.5 fiir einen
Beweis von Theorem [3.1.2, der ein Spezialfall von Theorem [5.3.1 ist.

3.1.3 Korollar. Es gibt genau ¢ viele abzdhlbare Ordnungstypen.

Beweis. Da Q@ = (Q, <) eine abzéhlbare dichte lineare Anordnung ohne End-
punkte ist, ist nach Theorem [3.1.2 jede abzihlbare lineare Ordnung isomorph
zu einer Unterordnung von Q. Die Anzahl verschiedener abzédhlbarer Ord-
nungstypen ist also nach oben beschréinkt durch die Anzahl der Teilmengen

IWir bezeichnen mit ¢ die Kardinalitit des Kontinuums.
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3 Abzidhlbare dichte lineare Ordnungen

von Q, also durch [P(Q)|. Mit [5, Lemma 12.8, Satz 13.1 Satz 13.2] erhalten
wir zudem

P(Q)| =21% =2% =
Andererseits gibt es laut Satz[3.1.1 mindestens ¢ viele verschiedene abzéhlbare
Ordnungstypen, woraus die Behauptung folgt. O

Wir interessieren uns nun fiir die abzéhlbaren dichten Ordnungstypen. Dafiir
erinnern wir uns an den ersten Teil von Beispiel [2.4.10| und bestimmen die
zugehorigen Ordnungstypen:

3.1.4 Beispiel.

a) Die rationalen Zahlen Q haben den Ordnungstyp 7.
b) Das Produkt Q- Q hat den Ordnungstyp 7 - 7.

c¢) Die Intervalle (0,1), [0, 1), (0, 1], [0, 1] von Q@ haben nach Beispiel [2.4.3 und
Lemma [2.4.8 die Ordnungstypen n,1+n,n+1,1+n+ 1.

d) Die Unterordnung Q \ {0} C Q hat den Ordnungstyp n + 1, denn es gilt
Q\ {0} = (=00,0)g + (0,0)p = 2 + Q.

e) Die Unterordnung Q \ (0,1] = {g € Q| ¢ <0V g > 1} C Q hat den
Ordnungstyp n+1+n, da Q\ (0,1] = (—o0,0]g+(1,0)g = Q+ {0} + Q.

Man koénnte nun vermuten, dass es recht viele abzédhlbare dichte Ordnungs-
typen gibt. Der Isomorphiesatz von Cantor wird jedoch zeigen, dass das Ge-
genteil der Fall ist.

3.2 Isomorphiesatz von Cantor

Der folgende Isomorphiesatz stammt urspriinglich aus Cantors Werk , Prin-
cipien einer Theorie der Ordnungstypen, Erste Mittheilung®. Cantor hatte
diese Arbeit 1884 zur Publikation an die schwedische Zeitschrift Acta Mathe-
matica geschickt; sie wurde dort jedoch nie veroffentlicht. Spéater wurde sie
durch Ivor Grattan-Guinness in einem Archiv wiederentdeckt. Dieser publi-
zierte sie erstmalig 1970, 86 Jahre nach ihrer Entstehung, unter dem Namen
»An unpublished paper by Georg Cantor: Principien einer Theorie der Ord-
nungstypen, Erste Mittheilung® |7, S. 82-101]. Der Isomorphiesatz findet sich
jedoch auch in Cantors Arbeit ,Beitrdge zur Begriindung der transfiniten
Mengenlehre (Erster Artikel)“ [3| S. 504] aus dem Jahr 1895.
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3 Abzidhlbare dichte lineare Ordnungen

3.2.1 Bemerkung. Im folgenden Beweis werden wir einen Ordnungsiso-
morphismus konstruieren. Hierbei ist es wichtig sich zu erinnern, dass eine
Abbildung f: A — B eigentlich eine Teilmenge f C A x B mit der folgenden
Eigenschaft ist:

Vae A3lbe B (a,b) € f.

Verstehen wir Abbildungen auf diese Weise als Mengen, so konnen wir auch
eine Vereinigung von Abbildungen bilden.

3.2.2 Theorem (Cantor). Seien A und B abzihlbare dichte lineare Ordnun-
gen ohne Endpunkte. Dann gilt A = B.

Beweis. Da A = (A, <4) und B = (B, <) abzédhlbar sind, schreiben wir

A= {an}nEN und B = {bn}nEN-

Diese Nummerierungen sind unabhéngig von der Anordnung der Elemente
von A und B. Wir werden per Induktion fiir jedes n € N endliche Teil-
mengen A, C A B, C B und einen Ordnungsisomorphismus f,: A, — B,
konstruieren mit

(1) A, € Api1, By € By fiir allen € N,
(2) far1la, = fa fir alle n € N und
(3) A= U 4B = U By

neN neN

Dann folgt aus (2) und (3), dass
f=Jf:A>B

neN

eine wohldefinierte Abbildung ist. Seien zudem a,a’ € A mit a <4 a’. Dann
gibt es wegen (1) und (3) ein n € N mit a,a’ € A,. Da f,, ordnungserhaltend
ist, folgt f(a) = fu(a) <g fu(a’) = f(da’). Nach (3) gibt es auch zu jedem
be Beinn e Nmitbe B,. Da f, surjektiv ist, gibt es ein a € A, C A mit
f(a) = fn(a) = b. Somit ist f der verlangte Ordnungsisomorphismus.

Fiir n = 0 erfiillen Ag = {ao}, By = {bo} und fo: Ag — By, ag — by die
gewiinschten Eigenschaften. Wir gehen also nun davon aus, dass wir fiir ein
festes n € N endliche Teilmengen A, € A, B, € B und einen Ordnungsi-
somorphismus f,: A, — B, gebildet haben. Ist n gerade, so betrachten wir
@y, WObEI

m=min{l e N|a ¢ A,}.

19



3 Abzidhlbare dichte lineare Ordnungen

Dieses m existiert, da A, C A eine endliche Teilmenge ist. Wir schreiben
An, = {zo,...,x} mit g < 27 < -+- < xy fiir ein k& € N. Dann gilt auch
Yo < Y1 < -+ <y fir die Bilder y; = f.(x;) (i =0,...,k), weil f, ordnungs-
erhaltend ist. Da a,, ¢ A,, gibt es k + 1 mogliche Positionen fiir a,,:

® a,y < Xo:
In diesem Fall gibt es ein b € B mit b < gy, da B kein erstes Element hat.

o T < Uy < Titq fiir ein 7 € {O,,k—l}
In diesem Fall gibt es ein b € B mit y; < b < y;11, da B dicht ist.

o Tp <
In diesem Fall gibt es ein b € B mit y, < b, da B kein letztes Element hat.

Offensichtlich gilt in jedem Fall b ¢ {yo,...,yx} = B,. Wir definieren nun
Ay = A, U{an}, Buyr = B, U {b} und setzen f, durch f,.i(a,) = b
zu foi1: Angr — Bpyq fort. Nach Konstruktion ist f,,; ein Ordnungs-
isomorphismus, der f, fortsetzt, und es gelten A,, C A, .1, B, C B,y1, wie
gewiinscht. Ist n ungerade, so betrachtet man m = min{l € N | b, ¢ B,}
und verfdhrt analog mit vertauschten Rollen, um geeignete A, .1, B,+1 und
fns1 zu erhalten. Offensichtlich sind durch diese Vorgehensweise (1) und (2)
gewéhrleistet. Es bleibt zu zeigen, dass auch (3) erfiillt wird. Wir beweisen
hierfiir per Induktion, dass

VneNImeN q, € A,. (%)

Der Fall n = 0 ist trivial, da ag € Ap. Sei nun n € N so, dass es ein m € N mit
a, € A,, gibt. Dann gilt nach der obigen Konstruktion, dass a, 1 € A, 0.
Damit ist (x) bewiesen und es folgt

A= {an}nGN g U An

neN

Entsprechend zeigt man, dass auch B C |J B,. Somit wird (3) erfiillt. [
neN

Wir erhalten, dass n der einzige dbzdhlbare dichte Ordnungstyp ohne End-
punkte ist. Insbesondere gelten n =n-n=mn+n=n+ 1+ n (siche Beispiel
3.1.4). Hieraus folgt @ = Q- Q= Q\ {0} = Q) (0,1], was Frage 2.4.11h)

beantwortet.

Insbesondere gibt es nur vier abzdhlbare dichte Ordnungstypen und damit
sechs hochstens abzéhlbare dichte Ordnungstypen:
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3 Abzidhlbare dichte lineare Ordnungen

3.2.3 Korollar. Jede hichstens abzihlbare dichte lineare Ordnung hat den
Ordnungstyp 0,1,7,1 +n,n+1 und 1 +n+ 1.

Beweis. Sei A eine dichte lineare Ordnung. Ist A endlich, so hat A entwe-
der den Ordnungstyp 0 oder 1. Sei nun A abzéhlbar. Hat A nur ein erstes
Element a und kein letztes Element, so hat die Unterordnung A’ = A\ {a}
von A keine Endpunkte. Aulerdem weist man leicht nach, dass auch A’ ei-
ne abzihlbare dichte lineare Ordnung ist. Aus Theorem [3.2.2 folgt daher,
dass 1 der Ordnungstyp von A’ ist. Also hat A wegen A = {a} + A" den
Ordnungstyp 1 + 7. Die anderen Fille zeigt man analog. O

Es folgt auBlerdem, dass sich in jeder abzéhlbaren dichten linearen Ordnung
eine Unterordnung mit Ordnungstyp 7 findet.

Durch eine kleine Modifikation des Beweises von Theorem [3.2.2 erhalten wir
zudem folgendes Resultat:

3.2.4 Korollar. Seien A = (A, <4) und B = (B,<p) abzihlbare dichte
lineare Ordnungen ohne Endpunkte. Seien weiter n € N und

To<AaTp <g- - <aATg

Elemente von A und
Yo <B Y1 <B - <B Yk

FElemente von B. Dann gibt es einen Ordnungsisomorphismus f: A — B mit
fxi) =y firi=0,... k.

Beweis. Wir schreiben A = {a, | n € N} und B = {b, | n € N} so,
dass a; = x; und b; = y; fiir « = 0,..., k gilt. Wir modifizieren den Beweis
von Theorem [3.2.2, indem wir im Induktionsanfang Ay = {xo, ..., x4}, By =
{Y0,.--,ye} und fo: Ay — By durch fo(x;) = y; fiir i = 0, ...,k definieren.
Am Induktionsschritt dndert sich nichts. Dadurch erhalten wir schliefllich
einen Ordnungsisomorphismus f von A nach B, wie gewiinscht. m

3.2.5 Bemerkung. Im Beweis von Theorem [3.2.2 kénnen wir also beim In-
duktionsanfang eine beliebige endliche Abbildung fy: z; — v; (i =0,... k)
festlegen und finden stets einen Isomorphismus zwischen A und B, der f fort-
setzt. Deshalb liegt es nahe zu fragen, ob wir zu Beginn sogar eine abzéhlbare
Abbildung festlegen konnen. Wir haben allerdings festgestellt, dass die Ant-
wort auf diese Frage negativ ist. Um dies zu zeigen, betrachten wir die dichten
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4 Ordinalzahlen und Kardinalzahlen

Unterordnungen (0, 1), (1,2), (—o00,0) und (1,00) von Q = (Q, <), die alle
keine Endpunkte haben. Dann existieren nach Theorem [3.2.2 Ordnungsiso-
morphismen f;: (0,1) — (—00,0) und fo: (1,2) — (1,00). Die abzéhlbare
Abbilung fo = f1 U fo: (0,1)U(1,2) = (—00,0)U(1,00) kann aber offen-
sichtlich nicht zu einem Ordnungsautomorphismus auf Q fortgesetzt werden:

0 1 2
fa
7
‘ 1 ‘e

Die Existenz des Ordnungsisomorphismus aus Theorem [3.2.2 ist nicht ein-
deutig. Tatséchlich haben wir herausgefunden, dass es iiberabzahlbar viele
verschiedene Ordnungsisomorphismen zwischen zwei abzihlbaren dichten li-
nearen Ordnungen ohne Endpunkte gibt. Fiir den Beweis dieses Resultats
fehlen uns noch einige Grundlagen zur Kardinalitdt von Mengen, welche wir
erst im folgenden Abschnitt einfithren werden. Daher werden wir die obige
Aussage erst spéter beweisen.

Unser néchstes Ziel ist es, das Konzept der Dichtheit zu verallgemeinern.
Hierfiir ben6tigen wir ebenfalls einige Grundlagen aus der Mengenlehre, die
wir im néchsten Abschnitt einfithren werden.

4 Ordinalzahlen und Kardinalzahlen

Erstmalig wurden die Ordinal- und Kardinalzahlen 1895/97 von Cantor in
seinem Werk , Beitrage zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre® ein-
gefithrt. Wir geben nun die fiir diese Arbeit wichtigen Definitionen und Re-
sultate an und orientieren uns dabei hauptsichlich an [5].

4.1 Ordinalzahlen

Die Gesamtheit der Ordinalzahlen ist eine Teilklasse der linearen Ordnungen,
welche ein Représentantensystem der Ordnungstypen von Wohlordnungen
bildet, wie wir im Folgenden sehen werden.
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4 Ordinalzahlen und Kardinalzahlen

4.1.1 Definition. Wir nennen eine lineare Ordnung A eine Wohlordnung,
wenn jede nichtleere Unterordnung von A ein erstes Element hat.

4.1.2 Definition. Sei A eine Menge.

1. Wir nennen A transitiv, wenn aus a € A und b € a stets b € A folgt.
Anders formuliert gilt a C A fiir jedes a € A, falls A transitiv ist.

2. Die Menge A heifit Ordinalzahl, falls A transitiv ist und (A, €) eine
Wohlordnung bildet.

Wir schreiben On fiir die Klasse aller Ordinalzahlen und kiirzen ,, A ist eine
Ordinalzahl“ durch A € On ab. Nach [5, Bemerkung 7.5] ist On eine echte
Klasse.

Fiir Ordinalzahlen nutzen wir meist griechische Kleinbuchstaben wie «, 3, .

4.1.3 Satz. Die Klasse On ist transitiv und € erfillt alle Eigenschaften
einer Wohlordnung auf On. Insbesondere ist jedes Element einer Ordinalzahl
wieder eine Ordinalzahl.

Beweis. Nachzulesen in [5, Lemma 7.1 und Lemma 7.4]. O

Seien a, f € On. Wir schreiben im Folgenden o < (8 statt o € 3. Dadurch gilt
a={f € On | f < a}. Also ist jede Ordinalzahl die Menge aller kleineren
Ordinalzahlen. Wir weisen darauf hin, dass @ < ( nie wie in Notation [2.1.5.4
zu verstehen ist, d.h. a < [ bedeutet nicht, dass Vx € aVy € § x < y gilt.

4.1.4 Satz. Ist A eine Wohlordnung, so existiert genau eine zu A ordnungs-
isomorphe Ordinalzahl.

Beweis. Nachzulesen in [5, Korollar 6.4]. O

Die Ordinalzahlen bilden somit ein Repridsentantensystem der Ordnungs-
typen von Wohlordnungen.

4.1.5 Lemma.

1. Die leere Menge () ist eine Ordinalzahl und ist ) # o € On, so folgt ) < .
Folglich ist () die kleinste Ordinalzahl.

2. Ist « € On, so ist auch a+ 1 := aU{a} eine Ordinalzahl. Zudem gilt fir
jedes € On mit a < B bereits a+ 1 < 3. Dadurch ist a+ 1 die kleinste
Ordinalzahl, die grifer als o ist.
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4 Ordinalzahlen und Kardinalzahlen

3. Ist A eine Menge von Ordinalzahlen, so ist auch v = |J a € On. Weiter
acA
gilt fiir jedes 5 € On mit A < (8 bereits v < .

Beweis.

1. Offensichtlich ist () eine Ordinalzahl. Die Minimalitéit folgt aus der Tran-
sitivitdt von On.

2. Nachzulesen in [0, Lemma 7.7].

3. Dies folgt aus [5, Lemma 7.6] und der Transitivitdt von On.

4.1.6 Bemerkung.

a) Hat a € On den Ordnungstyp 7, so hat die Ordinalzahl a + 1 den Ord-
nungstyp 7+ 1. Die Notation v+ 1 = U {a} ist hier also gerechtfertigt.

b) Wir kénnen nun die ersten Ordinalzahlen beschreiben:
Die kleinste Ordinalzahl ist 0 := () mit Ordnungstyp 0. Die darauf-
folgenden Ordinalzahlen sind 1 := 0+ 1 = {0} mit Ordnungstyp 1,
2:=1+1={0,{0}} mit Ordnungstyp 2 und so weiter. Die erste unend-
liche Ordinalzahl ist die Vereinigung iiber alle endlichen Ordinalzahlen
w:={0,1,2,3,...}. Diese Notation vertrégt sich mit unserem bisherigen
Versténdnis von w als Ordnungstyp von N = (N, <), da N = (w, €) gilt.

Wir kénnen nun zwei Arten von Ordinalzahlen unterscheiden:

4.1.7 Definition. Eine Ordinalzahl o heifit Nachfolgerordinalzahl, falls
ein f € On mit a = § + 1 existiert, sonst Limesordinalzahl.

4.1.8 Bemerkung. Jede Nachfolgerordinalzahl o+ 1 besitzt ein letztes Ele-
ment, und zwar «. Umgekehrt ist jede Ordinalzahl o mit einem letzten Ele-
ment § der Form o« = {y € On | v < S} U{B} = pU{S} = f+ 1, also
eine Nachfolgerordinalzahl. Eine Limesordinalzahl o hat deshalb nie ein letz-
tes Element. Insbesondere gilt § < 4+ 1 < « fiir alle 8 < «, falls a eine
Limesordinalzahl ist.

Im Umgang mit Ordinalzahlen ist die (transfinite) Induktion, welche in den
folgenden beiden Resultaten beschrieben wird, eine der wichtigsten Beweis-
techniken.
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4.1.9 Satz (transfinite Induktion). Sei P eine Teilklasse von On mit den
folgenden Eigenschaften:

e 0e P,
e ista€ P, soist aucha+1¢€ P,

e ist a eine Limesordinalzahl mit B € P fiir alle § < «, so ist auch o € P.
Dann ¢ilt P = On.
Beweis. Nachzulesen in [5, Lemma 7.9]. O

4.1.10 Satz (Induktion entlang einer Ordinalzahl). Sei o € On und P C «
eine Teilmenge so, dass fir jedes f < o mit v € P fiir alle v < [ bereits
B € P gilt. Dann gilt P = «.

Beweis. Gilt P C «, so existiert § = min(a\ P) < «, da («, <) wohlgeordnet
ist. Dann gilt aber v € P fiir alle v < . Somit folgt g € P, was f € a\ P
widerspricht. Wir erhalten daher P = «. O

In den folgenden Abschnitten werden wir mithilfe des Induktionsprinzips
Isomorphismen definieren. Hierbei wird es hilfreich sein, die Ordinalzahlen
wie folgt in zwei disjunkte Teilklassen zu unterteilen:

4.1.11 Definition. Wir nennen jede Limesordinalzahl gerade. Ist &« € On
gerade, so nennen wir a + 1 ungerade. Ist & € On ungerade, so nennen wir
a + 1 gerade.

Nach Satz [4.1.9 ist jede Ordinalzahl gerade oder ungerade. Auflerdem kann
gezeigt werden, dass keine Ordinalzahl gerade und ungerade ist.

4.2 Kardinalzahlen

Sei A eine Menge. Da wir das Wohlordnungsprinzip annehmen, existiert eine
zweistellige Relation < auf A so, dass (A, <) eine Wohlordnung bildet. Nach
Satz @ gibt es somit eine Ordinalzahl «, die ordnungsisomorph zu (A, <)
ist. Insbesondere haben wir eine Bijektion von o nach A. Da die Ordinalzah-
len auflerdem wohlgeordnet sind, gibt es eine minimale Ordinalzahl x so, dass
eine Bijektion von k nach A existiert. Wir nennen dieses k die Kardinalitét
von A und schreiben |A| = k. Ist A eine Menge und x = |A], so finden wir
eine Bijektion f: k — A. Also kénnen wir A schreiben als {ag}s<., wobei

ag = f(B) fir jedes 5 < k.
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4.2.1 Definition.
1. Eine Ordinalzahl £ heit Kardinalzahl, wenn |k| = k.

2. Nach [5, Lemma 11.9] existiert zu jeder Kardinalzahl x eine Kardinal-
zahl, die grofler als k ist. Die kleinste Kardinalzahl, die grofler als « ist,
bezeichnen wir mit 7.

3. Eine Kardinalzahl x heifit Nachfolgerkardinalzahl, falls eine Kardinal-
zahl A mit AT = k existiert, sonst Limeskardinalzahl.

4.2.2 Bemerkung. Seien A und B zwei Mengen. Es gibt genau dann eine
Injektion von A nach B, wenn |A| < |B] gilt. Aulerdem gibt es genau dann
eine Surjektion von A nach B, wenn |B| < |A| gilt. Ein Beweis hierfiir findet
sich in [5, Lemma 11.4 und Lemma 11.5].

4.2.3 Beispiel. Offensichtlich ist jede endliche Ordinalzahl eine Kardinal-
zahl. Es folgt aus [0, Lemma 9.5], dass auch w eine Kardinalzahl ist. Da der
kardinale Nachfolger einer endlichen Ordinalzahl wieder endlich ist, bildet
w eine Limeskardinalzahl. Dass w zudem eine Limesordinalzahl ist, ist kein
Zufall, denn nach [5], S. 77] ist jede unendliche Kardinalzahl eine Limesordi-
nalzahl.

4.2.4 Definition. Sei o € On. Dann definieren wir

w, falls « =0
Wy = { Wi, falls « = B+ 1 fiir ein f € On

J ws, falls o # 0 eine Limesordinalzahl ist.
B<a

4.2.5 Bemerkung.

a) Nach [5 Satz 11.10] ist w,, fiir jedes a € On eine unendliche Kardinalzahl
und umgekehrt ist jede unendliche Kardinalzahl der Form w, fiir eine
Ordinalzahl «. Aus [5, Satz 11.10] folgt auBlerdem, dass fiir o, 5 € On
mit o <  auch w, < wg gilt. Wenn wir den kardinalen Charakter von w,
betonen mochten, schreiben wir N, statt w,.

b) Ist a eine Nachfolgerordinalzahl, so ist X, nach Definition eine Nachfol-
gerkardinalzahl. Da der kardinale Nachfolger einer endlichen Kardinalzahl
wieder endlich ist, ist auch Ny eine Limeskardinalzahl. Ist a eine Limes-
ordinalzahl mit « > 0, so gilt §# < f+ 1 < a und damit ¥ = Rz, <R,
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4 Ordinalzahlen und Kardinalzahlen

fiir jedes B < a. Also ist N, stets eine Limeskardinalzahl, wenn « eine
Limesordinalzahl ist. Wir erhalten schliefilich, dass Y, genau dann eine
Nachfolgerkardinalzahl, wenn a eine Nachfolgerordinalzahl ist. Jede un-
endliche Nachfolgerkardinalzahl hat als die Form Ng, fiir ein 8 € On.

Da die Kardinalzahlen eine Teilklasse der linearen Ordnungen bilden, kénnen
wir die Operationen aus Abschnitt auch auf Kardinalzahlen anwenden.
Diese Operationen miissen jedoch streng von der Kardinalzahlarithmetik un-
terschieden werden, welche wir nun definieren:

4.2.6 Definition. Seien x, A Kardinalzahlen und A, B beliebige Mengen mit
|A| =k und |B| = A

1. Die kardinale Summe r + A ist die Kardinalzahl |A x {0} U B x {1}|.

2. Das kardinale Produkt « - A ist die Kardinalzahl |A x B|.

3. Die kardinale Exponentation definieren wir durch x* = }AB , wobei

wir mit A? die Menge aller Funktionen f: B — A bezeichnen.
Es ist nicht schwer nachzuweisen, dass diese Operationen wohldefiniert sind.
4.2.7 Lemma. Seien k, A\ Kardinalzahlen.
1. Gilt max{kr, \} > Ny, so folgt Kk + X\ = k- XA = max{k, \}.
2. Gelten 2 < k < X und X\ > Vg, so folgt 2) = k* = \*.
Beweis. Nachzulesen in [5, Satz 12.2] und [12, Chapter I, Lemma 10.26]. O

4.2.8 Bemerkung. Nach [5, Korollar 12.9] gilt R, < 2% fiir alle € On.
Insbesondere erhalten wir R, < 2% fiir jedes o € On, da X, ; die kleinste
Kardinalzahl ist, die grofler als X, ist. Unter der verallgemeinerten Kontinu-
umshypothese verstehen wir die Aussage

N1 = 2Ra fiir alle & € On.

Das folgende Resultat benotigen wir fiir die beiden zentralen Isomorphiebe-
weise in dieser Arbeit:

4.2.9 Lemma. Fliir jede Ordinalzahl o gilt

H{B < wa | B gerade}| = {8 < wq | B ungerade}| = N,,.
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4 Ordinalzahlen und Kardinalzahlen

Beweis. Seien G = {f < w, | B gerade} und U = {f < w, | B ungerade}.
Dann gilt w, = GUU. Die Abbildung f: G — U, 8 — B+1 ist offensichtlich
bijektiv, d.h. es gilt |G| = |U|. Auerdem ist die Menge G unendlich, da sie
eine Kopie der geraden natiirlichen Zahlen 2N enthélt. Wir erhalten daher
mit Lemma [£.2.7, dass

Ro = [wa| = |G| + U] = |G| = |U].
O

Mithilfe der folgenden Definition unterteilen wir die Kardinalzahlen in zwei
disjunkte Teilklassen:

4.2.10 Definition.

1. Eine Unterordnung B einer linearen Ordnung A ist kofinal in A, falls
zu jedem a € A ein b € B mit a < b existiert. Entsprechend heifit B
koinitial in A, falls zu jedem a € A ein b € B mit b < a existiert.

2. Die kleinste Kardinalzahl , zu der eine kofinale Unterordnung B in A
mit |B| = k existiert, heiit Kofinalitét der linearen Ordnung A und wir
schreiben cof(A) = k.

3. Wir nennen eine Kardinalzahl « regulir, falls cof(k) = & gilt, sonst
singulér.

4.2.11 Bemerkung.

a) Sind A und B lineare Ordnungen, f ein Ordnungsisomorphismus von A
nach B, und ist A" C A kofinal in A, so ist f(A’) kofinal in B.
Ist ndmlich b € B beliebig, so existiert zu f~1(b) € A ein ' € A’ mit
f7Yb) < d/, da A’ kofinal in A ist. Insbesondere gilt b < f(a'), was die
Kofinalitidt von f(A’) in B zeigt.

b) Ist A C A kofinal in der linearen Ordnung A und A” C A’ kofinal in A’,
so ist A” zugleich kofinal in A.
Ist ndmlich a € A beliebig, so exsitiert ein @’ € A" mit a < a/, weil A’
kofinal in A ist. Da aber A” kofinal in A’ ist, existiert zudem ein a” € A”

mit a < d’ < a”, was die Kofinalitdt von A” in A zeigt.

Nun kénnen wir — wie am Ende von Abschnitt angekiindigt — beweisen,
dass es iiberabzihlbar viele Ordnungsisomorphismen zwischen zwei abzéhl-
baren dichten linearen Ordnungen ohne Endpunkte gibt.
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4.2.12 Satz. Seien A und B abzihlbare dichte lineare Ordnungen ohne End-
punkte. Dann gibt es genau ¢ viele Ordnungsisomorphismen von A nach B.

Beweis. Nach Theorem [3.2.2 gibt es einen Ordnungsisomorphismus ¢ von A
nach @ = (Q, <) und einen Ordnungsisomorphismus h von Q nach B. Die
Vorschrift f — h o f o g definiert dann eine Bijektion von der Menge M der
Ordnungsautomorphismen auf @ in die Menge der Ordnungsisomorphismen
von A nach B. Es geniigt also die Kardinalitdt von M zu bestimmen. Da M
cine Teilmenge der Menge Q@ aller Abbildungen von Q nach Q ist, erhalten
wir mit Lemma [4.2.7 zunéchst

|M| < ‘QQ| _ |@||@\ — N§0 — 9No

Im Folgenden definieren wir eine Injektion von der Menge {0, 1} aller Folgen
{zp}neny mit x,, € {0,1} fiir n € N nach M, denn dann erhalten wir zudem

M| > [{0, 1}Y] = [{0, 1} = 2%,

Weil die lineare Ordnung {0, 1} - N aus Bemerkung [2.3.6 ordnungsisomorph
zu der Unterordnung N' = (N, <) C Q ist, kénnen wir diese ebenfalls als Un-
terordnung von Q auffassen. Wir erhalten die folgenden Erscheinungsbilder:

0 1 2 3 4
gQ LN LN

{0,1} NCQ eee—o—90—0—90—0—90—0—0o—0—o
o 1 o0 1 0o 1 o0 1 0 1

—_— = Y Y Y

0 1 2 3 4

Sei nun = = {z,, }nen € {0, 1} beliebig. Dann definiert die Abbildung
fi:N—={0,1} x N, n.— (x,,n)

offensichtlich eine Ordungseinbettung von A nach {0,1} - A. Wir definieren
auerdem fiir jedes n € N in Q die Intervalle

—00,0) 4 firn=0

n—1,n)4 firn>0,

(
(

B _ {<—oo,f;<o>>g fir 1 — O
(fi(n—1), fi(n))s  fiir n > 0.
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Fiir die Folge z = (0,1,0,0,1,...) € {0, 1} bedeutet dies anschaulich:

Ag Ay Ay Az Ay
0 1 2 3 4
Q o000 LN )
Iz J \ J J \
o) — e

o1 01 0 1 0 1 0 1
—_ Y Y
By B, B, Bs B,

Nach Anhang[A|liegt N kofinal in Q. Zudem liegt f.(N) kofinal in {0,1}- N,
denn fiir (z,n) € {0,1} x N gilt

(z,n) < (Tpyr,n+1) = fo(n +1).

Damit folgt aus Bemerkung |4.2.11} dass f.(N) auch kofinal in Q liegt. Also

erhalten wir

NUl J4, =Q=fiNu (] B. (+)
neN neN
Wir bemerken, dass es sich jeweils um disjunkte Vereinigungen handelt. Weil
A, und B, fiir jedes n € N abzidhlbare dichte lineare Ordnungen ohne End-
punkte definieren, gibt es nach Theorem [3.2.2 fiir jedes n € N einen Ord-
nungsisomorphismus g,,: A, — B,,. Schlielich liefert die Abbildung

=fulJmQ@—Q

neN

einen wegen (*) wohldefinierten Ordnungsautomorphismus auf Q.
Folglich ist die Abbildung

f{0, 13N = M,z f,

wohldefiniert. Weiter gibt es fiir zwei Folgen z,y € {0, 1} mit z # y stets
ein n € N mit z,, # y,,. Insbesondere gilt dann

fx(n) = f;(n) = (xmn) #* (ymn> = f{,(n) = fy(n)

Also ist f die gesuchte Injektion von {0, 1} nach M. Mit [5, Satz 13.2] folgt
schlieBlich |M| = 2% = ¢, was zu zeigen war. O
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Das folgende Resultat werden wir héufig verwenden, denn es hilft die Kardi-
nalitét einer Vereinigungsmenge zu bestimmen:

4.2.13 Lemma. Seien I eine Menge mit |I| < W, und A; fir jedes i € T

eine nichtleere Menge mit |A;| < R,. Wir definieren A = J A;.
el

1. Es gilt |A| <X,.

2. Gilt |I| =X, oder |A;| =R, fiir eini € I, so auch |A| = X,.

3. Ist R, reguldr und gelten |I| < X, und |A;| < R, fir alle i € I, so gilt
auch |A] < R,.

Beweis. Die Behauptung folgt aus [5, Lemma 12.3, Lemma 12.4 und Lem-
ma 12.6]. O

Abschlieflend mochten wir noch einmal auf regulédre Kardinalzahlen eingehen.

4.2.14 Lemma. Jede unendliche Nachfolgerkardinalzahl ist reguldr. Insbe-
sondere ist jede unendliche singuldre Kardinalzahl eine Limeskardinalzahl.

Beweis. Nach Bemerkung [4.2.5 ist jede unendliche Nachfolgerkardinalzahl
der Form R, 4 fiir ein o € On. Es folgt aus [5l, Satz 12.7], dass N, fir jedes
a € On regulér ist. O

4.2.15 Beispiel. Auch Limeskardinalzahlen konnen regulér sein. Beispiels-
weise gilt cof(w) = w, denn jede endliche Teilmenge A C w hat ein letztes
Element max A und fiir dieses gilt A < max A+ 1 < w.

4.2.16 Definition. Sei « > 0 eine Ordinalzahl.

1. Wir nennen R, schwach unerreichbar, falls N, eine reguliare Limeskar-
dinalzahl ist.

2. Ist N, regular und gilt 2% < N, fiir alle Kardinalzahlen x < X, so heift
N, stark unerreichbar.

4.2.17 Bemerkung.

a) Die Existenz regulirer Limeskardinalzahlen grofler als Wy, bzw. die Exis-
tenz von schwach unerreichbaren Kardinalzahlen, ist in ZFC nicht be-
weisbar (siehe [12] S. 34]). Hierbei bezeichnet ZFC die Zermelo-Fraenkel-
Mengenlehre zusammen mit dem Auswahlaxiom.
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b) Sei a > 0 eine Ordinalzahl. Ist R, stark unerreichbar, so ist N, auch
schwach unerreichbar. Fiir alle 5 < « gilt dann nédmlich

N =Ngyq <2% <R,

Dies zeigt, dass N, eine Limeskardinalzahl ist. In [21] Satz 9] wird be-
wiesen, dass unter Annahme der verallgemeinerten Kontinuumshypothese
auch die Umkehrung der obigen Aussage gilt. In diesem Fall stimmen also
die stark unerreichbaren mit den schwach unerreichbaren Kardinalzahlen
iiberein.

5 MNo-Ordnungen

Wir haben uns in Abschnitt [3] mit abzdhlbaren dichten linearen Ordnungen
beschéftigt und dann in Abschnitt 4] Grundlagen zu Ordinal- und Kardi-
nalzahlen eingefiihrt. Damit kénnen wir nun das Konzept der Dichtheit auf
hohere Kardinalitédten iibertragen.

Sei stets o eine Ordinalzahl.

5.1 Einfiihrung

Die Theorie der 7,-Ordnungen wurde von Felix Hausdorff entwickelt. Ei-
nige seiner Resultate sind in seinem Werk , Grundziige einer Theorie der
geordneten Mengen® [9] zu finden. Wir orientieren uns bei diesem Abschnitt
hauptséchlich an [9, Abschnitt 23].

5.1.1 Definition. Eine lineare Ordnung A = (A, <) heifit n,-Ordnung,
falls fur alle Teilmengen X,Y C A mit |X|,|Y] <N, und X <Y eina€c A
existiert mit X <a <Y.

5.1.2 Bemerkung.

a) Eine 7n,-Ordnung A hat keine kofinale Unterordnung mit Kardinalitét
kleiner als N,. Ist ndmlich X C A eine Teilmenge mit |X| < Y,, so gibt
es aufgrund der 7,-Eigenschaft von A ein a € A mit X < a < (). Damit
ist X nicht kofinal in A. Entsprechend kann man zeigen, dass A keine
koinitiale Unterordnung mit Kardinalitéit kleiner als N, hat.

b) Da jede lineare Ordnung kofinal in sich selbst liegt, folgt aus a) insbeson-
dere, dass jede 1,-Ordnung mindestens Kardinalitdt N, hat.
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Wir haben bereits erwiahnt, dass die 79-Ordnungen mit den nichtleeren dich-
ten linearen Ordnungen ohne Endpunkte iibereinstimmen. Diesen Zusam-
menhang beweisen wir nun:

5.1.3 Lemma. Jede ny-Ordnung ist zugleich eine dichte lineare Ordnung
ohne Endpunkte und umgekehrt ist jede nichtleere dichte lineare Ordnung
ohne Endpunkte eine ng-Ordnung.

Beweis. Sei A = (A, <) eine nichtleere dichte lineare Ordnung ohne End-
punkte. Seien weiter X,Y C A mit | X, |Y| < Xy und X < Y. Dann sind X
und Y endlich. Wir gehen zunichst davon aus, dass X, Y # (). Dann existie-
ren z = max X und y = minY und es gilt x < y wegen X < Y. Da A dicht
ist, findet sich also ein a € A mit X <z < a <y <Y. Ist eine der beiden
Mengen X,Y leer, so nutzt man die Tatsache, dass A keine Endpunkte hat.
Der Fall X =Y = () ist trivial. In jedem Fall ist A eine 1y-Ordnung. Seien nun
umgekehrt A eine 19-Ordnung und a € A beliebig. Dann gilt ) < {a}. Wir
finden daher ein o’ € A mit ) < o’ < a. Somit kann A kein erstes Element
haben. Analog zeigt man, dass A kein letztes Element hat. Um die Dichtheit
von A nachzuweisen, betrachtet man einelementige Teilmengen. O

Jede abzédhlbare 7yp-Ordnung hat also nach dem Isomorphiesatz von Cantor
den Ordnungstyp 7 (siehe Abschnitt .

5.1.4 Beispiel. Aus Lemma [5.1.3 folgt direkt, dass die rationalen Zahlen
Q = (Q,<) und die reellen Zahlen R = (R, <) jeweils eine 7y-Ordnung
definieren. Die reellen Zahlen R sind allerdings keine 7;-Ordnung, denn die
natiirlichen Zahlen N haben Kardinalitit 8y < ¥; und liegen kofinal in R
(siehe Abschnitt , was Bemerkung @ widerspricht.

5.1.5 Bemerkung.

a) Fir a,f € On mit a < f gilt nach Bemerkung [4.2.5 stets X, < Ngs.
Hieraus folgt, dass jede ng-Ordnung zugleich eine 7,-Ordnung ist.

b) Ist A = (A,<) eine 7,-Ordnung, so hat die Menge A nach Bemer-
kung[5.1.2 mindestens Kardinalitéit X,. Wir haben bereits am Beispiel der
rationalen Zahlen gesehen, dass es im Fall a = 0 moglich ist |A] = R, zu
erreichen. Im Allgemeinen gilt jedoch |A| # X, denn jede 7,41-Ordnung
ist nach a) zugleich eine 7,-Ordnung, die nach Bemerkung @ mindes-
tens Kardinalitdt N,,.; > N, hat.
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Das folgende Resultat findet sich in [4] Lemma 1.3] und wird spéter in einem
Isomorphiebeweis niitzlich sein, weshalb wir es nun beweisen.

5.1.6 Lemma. Seien A eine n,-Ordnung und B eine Unterordnung, die dicht
in A liegt. Dann ist auch B eine 14-Ordnung.

Beweis. Seien X, Y C B mit |X|,|Y| < R, und X < Y. Dann existiert ein
a; € A mit X < a; <Y. Wenden wir die 7n,-Eigenschaft von A nochmals
auf {a;} und Y an, so erhalten wir ein a; mit X < a; < as < Y. Da B dicht
in A liegt, gibt es schliellich ein b € B mit a; < b < ay. Insbesondere gilt
X <b< Y. Somit ist auch B eine 1,-Ordnung. O

5.2 Existenz von 7,-Ordnungen

Bisher haben wir von 7,-Ordnungen gesprochen ohne uns Gedanken iiber
ihre Existenz fiir & > 0 zu machen. Dies wollen wir nun nachholen. Schon
Hausdorff selbst bewies 1908 in [9, S. 474-505] und 1914 in [8, Kapitel 6]
einige Aussagen zur Existenz von 7,-Ordnungen und konstruierte Beispiele
durch Mengen von Abbildungen der Form a: w, — A, wobei A eine lineare
Ordnung mit Ordnungstyp 3 war. Wir orientieren uns in dieser Arbeit jedoch
an den Resultaten von Wactaw Sierpinski in [20] aus dem Jahr 1949.

Zunéchst definieren wir A, als die Menge aller Abbildungen a: w, — {0,1}
wobei wir {0,1} als Unterordnung von (N, <) auffassen, d.h. es gilt 0 < 1.
Wir ordnen A, lexikographisch an, also definieren wir fiir a,b € A, mit a # b

a <iex b 1 a(7y) < b(7), wobei v = min{{ < wa | a(§) # b(€)}-

Es ldsst sich leicht iiberpriifen, dass (A, <je) eine lineare Ordnung ist. Wir
betrachten nun die Unterordnung @, C (Aq, <iex) bestehend aus allen Ele-
menten a € A,, fiir die es ein v < w, gibt mit

e a(y)=1und
e a(§) =0 fir alle £ < w, mit v < &.

Dann ist max{§ < w, | a(§) = 1} fiir a € Q, stets wohldefiniert. In anderen
Worten hat jedes a € @, eine letzte 1.

Wir erhalten nun folgendes Resultat von Sierpinski, das sich im Beweis von
[20, Théoreme III] mit leicht unterschiedlichen Bedingungen an X, findet.
Beim Beweis orientieren wir uns an [I8, Theorem 9.24].
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5.2.1 Theorem (Sierpinski). Ist X, requldr, so ist (Qq, <iex) €ine 1o-Ordnung.

Beweis. Wir schreiben zur Vereinfachung < statt <j.,. Seien X,Y C (), mit
| X[, Y| <R, und X < Y. Wir definieren zunédchst die Menge

Tx ={¢ <w,|x(§)=1firenze X}
und die Abbildung
tx: X = Wy, ¢ +— max{{ <w, | z(§) = 1},

welche wohldefiniert ist, da X C @, gilt. Wir zeigen nun, dass Ty C w,.
Gilt namlich Tx = w,, so gibt es zu jedem £ € w, ein z € X mit z(£) = 1,
woraus & < tx(z) folgt. Damit ist tx(X) eine kofinale Teilmenge von w,
mit [tx(X)| < |X| < N,, was der Regularitat von X, widerspricht. Daher
erhalten wir Tx C w,. Sei also

fx = min(w, \ Tx).
Dann gilt z(£) = 0 fiir alle x € X und alle £ < w, mit fx < &. Entsprechend
kann man Ty, ty definieren und zeigen, dass auch

Py = min(w, \ Ty )

existiert. Dann gilt auch y(§) = 0 fiir alle y € Y und alle £ < w, mit By < &.
Wir konstruieren nun ein Element a € @), das minimal bzgl. der Eigenschaft
X < aist. Ist £ < By beliebig und a(y) fiir alle v < £ bereits definiert, so
setzen wir

L falls3r e X (a(§) =1 A Yy <Ealy) =a(y))
£ 0, sonst.

(%)

Nach dem Prinzip der Induktion entlang Sx (siehe Satz [4.1.10) haben wir
dadurch a(&) fiir alle £ < (5, definiert. Fiir £ < w, mit £ > [x setzen wir

af€) = {1, falls £ = max{Sx, By } (+5)
0, sonst.

Sei fp = max{fx, By }. Nach Konstruktion ist Sy = max{{ < w, | a(§) = 1},
also a € Q,. Wir zeigen nun, dass tatsdchlich X < a gilt. Sei dafiir z € X
beliebig. Dann gilt z(5y) = 0 < 1 = a(fy), was = # a zeigt. Somit existiert
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v = min{é < wy | (&) # a(y)} < Bo. Aus und folgt dann, dass

z(y) = 0 < 1 = a(y), also x < a. Damit erhalten wir X < a. In [18
Theorem 9.24] wird bewiesen, dass auch a < Y gilt. Schliefilich haben wir
X < a <Y. Folglich definiert (Q,, <) eine 1,-Ordnung. O

Sieben Jahre nach dem Erscheinen der Resultate von Sierpinski stellte
Leonard Gillman in [6] weitere Untersuchungen zu @, an. Dabei kamen bei-
spielsweise die beiden folgenden Resultate zustande:

5.2.2 Theorem (Gillman). Genau dann ist (Qq, <iex) €ine n-Ordnung,
wenn N, requldr ist.

Beweis. Ist a eine Nachfolgerordinalzahl, so ist N, eine Nachfolgerkardinal-
zahl und damit reguldr (vgl. Lemma . Folglich ist (Qa, <iex) nach
Theorem [5.2.1 eine 7,-Ordnung. Fiir Limesordinalzahlen findet sich ein Be-
weis in |6, Theorem 2]. O

Ist N, singulér, so ist (Qq, <iex) wegen Theorem [5.2.2 keine 7,-Ordnung.
Allgemein gilt jedoch der folgende Zusammenhang zwischen 7,-Ordnungen

und (Qa; <tex):

5.2.3 Theorem (Gillman). Jede 1,-Ordnung hat eine Unterordnung, die
ordnungsisomorph zu (Qq, <iex) iSt.

Beweis. Nachzulesen in [6, Theorem 4]. O

Wir wenden unser Augenmerk nun auf jene a € On, fiir die N, singulér ist.
Wir wissen bereits, dass (Qq, <iex) keine 7,-Ordnung ist, falls X, singulér ist.
Nun wollen wir zeigen, dass in diesem Fall dennoch 7,-Ordnungen existieren.
Ist N, singulér, so ist nach Lemma N, 11 reguldr. Nach Theorem [5.2.1
ist also (Qa+1, <lex) €ine 7441-Ordnung. Diese ist nach Bemerkung @ Zu-
gleich eine 7,-Ordnung. Wir werden gleich sehen, dass in gewisser Weise auch
die Umkehrung dieser Aussage gilt. Dies stellte Hausdorff (ohne Beweis) be-
reits 1908 in [9, S. 488] fest. Wir werden das Resultat nun beweisen:

5.2.4 Satz (Hausdorff). Ist W, singuldr, so ist jede n,-Ordnung zugleich eine
Nat1-Ordnung.

Beweis. Sei X, singuldr und A eine 7,-Ordnung. Da X, singulér ist, gilt
Kk = cof (R,) < X,. Wir finden in w, also eine kofinale Unterordnung der Form
Z = {ms}tp<r C wy. Seien weiter X, Y C A Unterordnungen mit X < Y
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und | X|,|Y] < Nyq1. Dann gilt | X|, Y| < R,. Wir zeigen nun, dass es
in X eine kofinale Teilmenge X’ und in Y eine koinitiale Teilmenge Y’ so
gibt, dass | X'|,|Y’] < N,. Wir betrachten zunéchst X. Gilt |X| < N,, so
konnen wir X’ = X als kofinale Teilmenge wihlen. Ansonsten schreiben wir
X = {%¢}ecw, und definieren X = {2¢}ecr, C X fiir alle § < . Es gilt
| X5 = |mg] < N, fiir jedes f < k. Ist X3 kofinal in X fiir ein 8 < &, so
konnen wir X’ = Xj als kofinale Teilmenge wéhlen. Ansonsten finden wir
fir jedes 8 < k ein cg € X mit Xz < cg. Wir zeigen, dass in diesem Fall
die Menge C' = {cg}s<s kofinal in X ist. Sei hierfiir x € X beliebig. Dann
gibt es ein & < w, mit x = z¢. Da Z = {mg}s<, kofinal in w, ist, gibt es
ein B < k mit £ < mg. Insbesondere gilt * = 2, € Xg und damit = < cg
wegen Xg < cg. AuBerdem gilt |C] = k < N,. Somit ist X' = C' die gesuchte
kofinale Teilmenge in X. Entsprechend finden wir eine koinitiale Teilmenge
Y in Y mit |Y'| < R,. Nun gibt es ein a € A mit X’ < a <Y’ weil A eine
No-Ordnung ist. Da X’ kofinal in X liegt, gibt es fiir jedes x € X ein 2/ € X’
mit = < z’. Insbesondere haben wir dann = < 2’ < a, also X < a. Analog
erhdlt man a < Y, da Y’ koinitial in Y liegt und a < Y’ gilt. Schliellich
erhalten wir X < a <Y, d.h. A ist eine 7,,1-Ordnung. O

5.2.5 Korollar. Ist R, singuldr, so existiert keine n,-Ordnung der Kardina-
litdit N,,.

Beweis. Es folgt aus Satz [5.2.4 und Bemerkung [5.1.2; dass jede 1,-Ordnung
mindestens Kardinalitdt X, > R, hat, falls R, singular ist. O

Wir wollen im Folgenden die Existenz von 7,-Ordnungen der Kardinalitit
R, untersuchen. Aufgrund von Korollar [5.2.5 kénnen wir uns hierbei auf
jene o € On beschrianken, fiir die N, regulér ist. Da wir fiir diese « bereits
eine konkrete 7,-Ordnung, namlich (Q,, <iex), gefunden haben, liegt es nahe
zunéchst die Kardinalitiat von @, zu bestimmen. In [20, Théoréme IV] findet
sich beispielsweise das folgende Resultat fiir Nachfolgerordinalzahlen:

5.2.6 Theorem (Sierpinski). Es gibt eine 1441-Ordnung der Kardinalitit
Ra

Beweis. Nach Lemma ist N,4q reguldr. Somit ist (Qai1, <jex) nach
Theorem @ eine 7,4 1-Ordnung. Tatséchlich gilt |Q,41| = 2. Fiir einen
Beweis dieser Identitdt verweisen wir auf [18, S. 166] und [20, S. 65], weil
dafiir Resultate aus der Kardinalzahlarithmetik benotigt werden, die iiber
den Rahmen dieser Arbeit hinausgehen. m
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5.2.7 Korollar. Unter der Annahme 2% = R, gibt es eine 1y41-Ordnung
der Kardinalitdt N,1.

Beweis. Diese Aussage folgt unmittelbar aus Theorem [5.2.6. O

Sierpiriski zeigte in [20, Théoréme V| zudem, dass 2% eine untere Schranke
fiir die Kardinalitét jeder 7,41-Ordnung ist:

5.2.8 Theorem (Sierpiniski). Jede 1441-Ordnung hat mindestens Kardina-
litiit 2%

Beweis. Nach dem Beweis von [20, Théoreme V] hat jede 1,.1-Ordnung ei-
ne Unterordnung, die ordnungsisomorph zu (A,, <jex) ist. Daraus folgt die
Behauptung, denn es gilt

[Aal = [{0, 13| = [{0, 1}[* = 2%,

Damit kénnen wir folgende Aquivalenz aus [20, S. 67] beweisen:

5.2.9 Korollar (Sierpinski). Genau dann existiert eine nq.41-Ordnung der
Kardinalitit Xo, 1, wenn 2% = R, gilt.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass eine 7,,1-Ordnung A der Kardina-
litdt R+ existiert. Dann gilt nach Bemerkung [4.2.8 und Theorem [5.2.8

Nop1 < 2% <|A| = R,
Somit haben wir 2% = R, ;. Korollar [5.2.7 liefert die Riickrichtung. O

Schliellich betrachten wir noch den Fall, dass «a eine Limesordinalzahl bzw.
N, eine Limeskardinalzahl ist. Auch hier bestimmen wir zunéchst die Kar-
dinalitdt von @), und erhalten dadurch das folgende Resultat aus [18, Theo-
rem 9.26]:

5.2.10 Theorem. Ist N, stark unerreichbar, so existiert eine 1,-Ordnung
der Kardinalitdt N,,.

Beweis. Ist X, stark unerreichbar, so ist N, insbesondere regulir. Somit ist
(Qa; <lex) nach Theorem 5.2.1 eine 71,-Ordnung. In [I8] S. 166] wird aulerdem
bewiesen, dass |Q.| = N, wenn X, stark unerreichbar ist. ]
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In [6 Theorem 3| findet sich fiir Limesordinalzahlen « eine allgemeine Cha-
rakterisierug der Existenz von 7,-Ordnungen der Kardinalitéit N,,:

5.2.11 Theorem (Gillman). Sei a eine Limesordinalzahl. Genau dann gibt
es eine 1,-Ordnung der Kardinalitit R, wenn R, requlir ist und 2% < R,
fur alle B < « gilt.

Beweis. Existiert eine 7,-Ordnung A der Kardinalitat N,, so muss X, nach
Korollar [5.2.5 reguldr sein. Sei nun 8 < «a. Da « eine Limesordinalzahl
ist, gilt auch 4+ 1 < «. Inbesondere bildet A nach Bemerkung [5.1.5 eine
ng+1-Ordnung. Nach Theorem @ gilt deshalb 2% < |A| = N,. Damit er-
halten wir 2% < R, fiir alle 8 < o, wie gewiinscht. Sei nun umgekehrt R,
reguldr. Dann ist nach Theorem @ (Qus <iex) eine 1,-Ordnung. Aufler-
dem folgt |Qa] = N,, wenn 2% < R, fiir alle 8 < « gilt. Dies wird in [6]
Theorem 3] und [18, S. 166] bewiesen. O

Da stark unerreichbare R, nach Definition regulir sind und 2% < R, fiir alle
£ < « erfiillen, konnen wir Theorem [5.2.10| auch direkt aus Theorem [5.2.11

folgern.

Die Resultate fiir Nachfolger- und Limesordinalzahlen konnen wir schliellich
wie folgt zusammenfassen:

5.2.12 Korollar. Genau dann gibt es eine 1n,-Ordnung der Kardinalitit X,
wenn R, requldr ist und 2% < N, fiir alle B < « erfiillt.

Beweis. Ist « eine Limesordinalzahl, so folgt die Behauptung aus Theo-
rem Ist andererseits a eine Nachfolgerordinalzahl, so ist N, nach
Lemma reguldr. Schreiben wir weiter « = § + 1 fiir ein § € On,
so ist nach Korollar [5.2.9 die Existenz einer 7,-Ordnung der Kardinalitit X,
Aquivalent zu 2% = Nz, = N,. Es geniigt also die Aquivalenz von

2% = Ng,; = N, und (1)
2% <, fiir alle v < a (2)

zu zeigen. Gilt (1) und ist 7 < « beliebig, so folgt v < 5 und damit
2% < 2N = N5, =N,

Gilt umgekehrt (2), so erhalten wir
2N <N, = Ng,; < 2%,

Letztlich folgt 2% = R, wie gewiinscht. O
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Zusammenfassend konnen wir sagen, dass fiir jedes a € On eine 7,-Ordnung
existiert, ndmlich (Qu+1, <iex). Interessanter ist die Frage, fiir welche o € On
eine 7,-Ordnung der Kardinalitat X, existiert. Wir haben zu Beginn festge-
stellt, dass dafiir N, reguldr sein muss. Fiir singuldre X, ist namlich jede
Na-Ordnung zugleich eine 7,41-Ordnung und hat deshalb mindestens Kardi-
nalitdt No4q > N, (vgl. Satz @ und Korollar m Fiir eine Nachfolger-
ordinalzahl a = g + 1 ist die Existenz einer 7,-Ordnung der Kardinalitat X,
dquivalent zu der Kontinummshypothese 2% = X, (vgl. Korollar @ All-
gemein existiert genau dann eine 7,-Ordnung der Kardinalitit N,, wenn XN,
regulir ist und 2% < N, fiir alle 8 < « erfiillt ist (vgl. Korollar . Um
die Existenz von 7,-Ordnungen der Kardinalitdt N, zu gewédhrleisten, muss
also beispielsweise die Existenz von stark unerreichbaren Kardinalzahlen oder
die verallgemeinerte Kontinuumshypothese angenommen werden (vgl. Theo-

rem [5.2.10| und Korollar [5.2.7).

5.3 Isomorphie von 1,-Ordnungen

Wie bereits erwéhnt sind die 7,-Ordnungen eine Verallgemeinerung der dich-
ten linearen Ordnungen ohne Endpunkte. Daher ist es keine all zu grofie
Uberraschung, dass wir Theorem @ auf n,-Ordnungen iibertragen kénnen.
Diese Verallgemeinerung stammt von Hausdorff und findet sich in [9, Ab-
schnitt 23, Satz XVIII]. Wir orientieren uns beim Beweis an [18] Theorem
9.22].

5.3.1 Theorem (Hausdorff). Seien A = (A, <) eine beliebige lineare Ord-
nung mit |[A| < R, und B = (B, <) eine n,-Ordnung. Dann kénnen wir A
in B einbetten.

Beweis. Zunéchst schreiben wir unabhéngig von der Anordnung der Elemente

A ={ac}ecn,

wobei k = |A| < N,. Wir zeigen per Induktion entlang k, dass fiir jedes § < k
eine Ordnungseinbettung fz: {a¢}e<s — B mit

folag) = fy(ag) fiir alle { <y < f8 (*)
existiert. Dann ist

f=Uf A-B

B<kK

wegen eine wohldefinierte Ordnungseinbettung von A in B.
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Sei also 8 < k so, dass es fiir jedes 7 < f eine Einbettung f,: {a¢}e<y — B
gibt mit

fy(ag) = fs(ae) fir alle £ <0 < 7. (xx)
Dann ist

fo=U fv: {aeyecs = B

<8
wegen eine wohldefinierte Ordnungseinbettung. Wir betrachten nun die
Mengen

X ={ae | €< B,ae <ag}und Y = {ae | £ < B,a5 < ag}.

Dann gilt offensichtlich X < as < Y. Da f} ordnungserhaltend ist, erhalten
wir deshalb auch

f5(X) < f(Y).
Aufgrund der Injektivitit von f5 gilt zudem

[f(X)| = X < 18] < |k = 5 < Rq

und entsprechend ’ fé(Y)‘ < N,. Da B eine 7,-Ordnung ist, existiert also ein
b€ B mit f5(X) <b< fa(Y). Damit definiert die Abbildung

fo:{agte<s — B,

v {fé(ag), falls £ < 3
b, falls £ =

eine Ordnungseinbettung, die erfiillt. m

Wir wissen, dass (Qy, <jex) nach Theorem @ keine 7,-Ordnung ist, wenn
R, singulér ist. Dennoch erfiillt (Q,, <jex) auch in diesem Fall die obige uni-
verselle Eigenschaft, denn jede lineare Ordnung der Kardinalitdt R, kann in
(Qa, <1ex) eingebettet werden, wie Gillman in [6] Theorem 1] zeigt.

Auch Theorem [3.2.2 koénnen wir auf 7,-Ordnungen {ibertragen. Diese Ver-
allgemeinerung stammt ebenfalls von Hausdorff und findet sich in [9, Ab-
schnitt 23, Satz XIX].

5.3.2 Theorem (Hausdorft). Seien A und B zwei n,-Ordnungen der Kar-
dinalitit X,. Dann gilt A= B.
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Beweis. Wir gehen ohne Einschriankung davon aus, dass N, regulér ist. An-
sonsten finden wir nach Korollar [5.2.5 iiberhaupt keine 7,-Ordnung der Kar-
dinalitét X,. Da A = (A, <) und B = (B, <) beide Kardinalitat X, haben,
schreiben wir

A ={ac}ecw, und B = {be}ecw, .

Auch hier sind die Nummerierungen unabhéngig von der Anordnung der
Elemente. Wir zeigen per Induktion entlang w,, dass fiir jedes § < w, Teil-
mengen Az C A, Bz C B und ein Ordnungsisomorphismus fz: Ag — Bg
mit

(I) |Agl|,|Bs| <R, fiir alle 8 < w,,
(II) A, C Ag, B, € Bg und f3la, = f, fiir alle v < 8 < w,,
(III) A= U A[gU.IldB: U Bﬁ
B<wa B<wa

existieren. Wie im Beweis von Theorem [3.2.2 zeigt man mithilfe von (II) und
(III), dass

f= fs:A—>B
B<wa
ein wohldefinierter Ordnungsisomorphismus von A nach B ist. Folglich sind
A und B ordnungsisomorph. Wir beginnen also nun mit der Induktion und
gehen davon aus, dass wir fiir ein festes f < w, und alle v < g Teilmengen
A, C A B, C B und einen Ordnungsisomorphismus f,: A, — B, mit

(i) |A,],|By| < R, fiir alle v < 3,
(11) A5 - A,Y,B(g - 37 und f’7|A6 = f§ fir alle 6 < v < ﬁ
gegeben haben. Dann ist aufgrund von (ii)
fi=\J £ Ay - B}
v<B
ein wohldefinierter Ordnungsisomorphismus, wobei
Ay={JA, md B, = | B,
¥<B v<B

Nach (i) sind Aj; und Bj Vereinigungen von |3| < R, vielen Mengen, die je-
weils eine Kardinalitét kleiner als X, haben. Es folgt somit aus Lemma [4.2.13
und der Regularitidt von XN,, dass

| A5, |By| < Ra, also Ay C A, By G B. (%)
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Ist 8 eine gerade Ordinalzahl, so betrachten wir a,, wobei

p=min{€ < w, | ag ¢ A3}, M)

Dieses u existiert wegen () und da (w,, <) als Ordinalzahl wohlgeordnet ist.
Wir betrachten nun die Mengen

X={acAyla<a,}undY = {a € Aj|a, <a}.
Dann gelten X < a, <Y und nach
XTIV < [AQ] < Ra.
Weil fj ordnungserhaltend ist, gelten auch f3(X) < f5(Y) und
| 5] F5(Y)] < Ra.

Da B eine 1,-Ordnung ist, existiert deshalb ein b € B mit

FA(X) <b < fY).

Wir definieren

Ag = A,IB U {(lu}, B,B = B,ﬁ U {b} (2)
und setzen fj durch fg(a,) = bzu fz: Ag — Bg fort. Ist 3 ungerade, so setzt
man p = {§ < wa | be ¢ Bj} und verfihrt analog mit vertauschten Rollen.
Durch diese Konstruktion von Ag, Bz und fs fir f < w, haben wir (I)
und (IT) gewéhrleistet. Es bleibt noch zu zeigen, dass auch (III) erfiillt wird.
Hierfiir betrachten wir zunéchst die Teilmenge

E—{£<wa ag € U Ag} C wy
B<wa
und zeigen, dass = = w, gilt. Daraus folgt dann unmittelbar, dass

A={actecw. = | 45
B<wa
Wegen und ist = ein Anfangssegment von w,, d.h. fiir alle £ € = und
alle 7 € w, folgt aus v < & bereits v € Z. Nach [5, Lemma 6.1] ist daher
E=wy oder = = {€ < w, | £ < B} fir ein f < w,. Insbesondere ist = eine

Ordinalzahl mit = < w,. Aulerdem folgt aus , und Lemma 4.2.9, dass

2] > {8 <wa | B gerade}| = N,.

43



5 1e-Ordnungen

Es gelten also £ < w, und |Z| = |ws|. Weil w, eine Kardinalzahl ist, folgt
daraus = = w,, wie gewiinscht. Analog zeigt man, dass

B = {be}ecw. = |J Bs

B<wa
Somit wird auch (III) erfiillt, was zu zeigen war. O

5.3.3 Korollar. Sei A eine n,-Ordnung der Kardinalitdt X, und B eine
beliebige lineare Ordnung. Genau dann gilt A = B, wenn B ebenfalls eine
No-Ordnung der Kardinalitit N, ist.

Beweis. Gilt A = B so iibertriagt sich die n,-Eigenschaft von A = (A, <)
auf B = (B, <). Um dies zu beweisen, betrachten wir einen Ordnungsisomor-
phismus f: A — B von A nach B und X, Y C B mit |X|,|Y| < X, und
X < Y. Dann gilt fiir X' = f71(X) C Aund V' = f~}(Y) C A ebenfalls
X', Y] < R, und X’ < Y’. Da A eine 7,-Ordnung ist, gibt es deshalb
eina € A mit X' <a <Y’ Esfolgt X < f(a) < Y. Damit ist auch B
eine 7,-Ordnung. Auerdem gilt dann |B| = |A| = X,. Die Umkehrung folgt
direkt aus Theorem [5.3.2. O

Seien nun A und B zwei 1,4;-Ordnungen der Kardinalitit 2%, Diese exis-
tieren nach Theorem @ Gilt 2% =R, 1, so haben A und B beide Kardi-
nalitit N,41 und sind somit nach Theorem [5.3.2 ordnungsisomorph. Gillman
stellt in [6, S. 81] die Frage, ob man die Ordnungsisomorphie von .4 und
B auch ohne die Verwendung von 2% = N,,; beweisen kann. Die Antwort
liefert er selbst:

5.3.4 Theorem (Gillman). Gilt 2% # R, so gibt es zwei N4 1-Ordnungen,
die nicht ordnungsisomorph sind.

Beweis. Nachzulesen in [6], S. 82]. O

Wir koénnen letztlich Theorem [5.3.2 und Theorem [5.3.4 zusammenfassen, um
die folgende Aquivalenz zu erhalten:

5.3.5 Korollar. Zwei nq,1-Ordnungen der Kardinalitit 28 sind genau dann
isomorph, wenn 2% = N, gilt.

Beweis. Diese Aquivalenz folgt direkt aus Theorem [5.3.2 und Theorem [5.3.4.
[
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6 Algebraische Grundlagen

In Abschnitt [7] werden wir die Isomorphie von reell abgeschlossenen Koérpern
untersuchen. Dafiir beschéftigen wir uns in diesem Abschnitt zunéchst mit
den dafiir benétigten Definitionen und Resultaten zu Koérpererweiterungen
und angeordneten Korpern.

6.1 Korpererweiterungen

Dieser Abschnitt orientiert sich hauptsichlich an [2 Kapitel 2 und 3].

6.1.1 Definition. Seien R, S kommutative Ringe mit 1. Unter einem Ring-
homomorphismus von R nach S verstehen wir eine Abbildung ¢: R — S
mit den folgenden Eigenschaften:

(1) o(r1 +12) = @(r1) + p(r2) fiir alle 1,75 € R,
(2) @(ry-r2) = p(r1) - p(re) fiir alle ry, 7 € R,
(3) p(1)=1.

Existiert ein Ringisomorphismus, d.h. ein bijektiver Ringhomomorphis-
mus, von R nach S dann heiflen die Ringe R und S isomorph. Wir schreiben
in diesem Fall R = S.

6.1.2 Lemma. Ist K ein Koérper der Charakteristik 0, so hat K bis auf
eindeutige Isomorphie Q als Primkérper. Insbesondere gilt | K| > Ny.

Beweis. Nachzulesen in [2] Kapitel 3.1, Satz 2]. O
6.1.3 Bemerkung.

a) Aufgrund von Lemma [6.1.2 identifizieren wir den Primkorper eines Kor-
pers der Charakterisitik 0 stets mit Q.

b) Seien K und L zwei Korper der Charakteristik 0 und ¢: K — L ein
Ringhomomorphismus. Dann folgt aus ¢(1) = 1 und dem Beweis von

Lemma |6.1.2, dass ¢(q) = ¢ fiir alle ¢ € Q.

Wir werden haufig die Kardinalitit von algebraischen Korpererweiterungen
bestimmen miissen. Hierbei helfen uns die nichsten beiden wohlbekannten
Resultate:
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6.1.4 Lemma. Ist K ein Korper der Charakteristik 0, so hat der Polynom-
ring K[X] dieselbe Kardinalitit wie K.

Beweis. Wir betrachten zunéchst fiir ein beliebiges n € N die Teilmenge
K[X], :={p € K[X] | deg(p) < n} C K[X]. Da die Koeffizientenabbildung

K[X], = K™Y e X* e (ao, .. . )
k=0
bijektiv ist und nach Lemma[6.1.2 |K| > Nq gilt, folgt mit Lemma [4.2.7
KX = [E™ = [K" = |K].

Nun gilt
K[X]= ] K[X]..
neN

Damit gilt nach Lemma 4.2.13| schlie8lich
| KX]| = max{Ro, | K[} = |K].
O

6.1.5 Lemma. Ist L | K eine algebraische Korpererweiterung der Charakte-
ristik 0, so haben K und L dieselbe Kardinalitdt.

Beweis. Aus K C L folgt zunéchst |K| < |L|. Umgekehrt ist jedes Element
a € L eine Nullstelle eines Polynoms 0 # p € K[X]. Also gilt

Lc |J {aeL|p(a)=0}

0#£peK[X]

Die Nullstellenmenge eines Polynoms ist stets endlich und nach Lemma|6.1.4
gilt |K[X]| = |K|. Somit folgt mit Lemma [4.2.13| dass

Ll <| |J {e€L|pla)=0} <I|K].
0#£peK[X]

Wir erhalten |K| = |L|, wie gewiinscht. O

Um eine beliebige, nicht zwangsweise algebraische, Kérpererweiterung zu be-
schreiben, wird uns das Konzept von Transzendenzbasen weiterhelfen. Darauf
werden wir im folgenden Abschnitt néher eingehen.
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6.2 Transzendenzbasen und Transzendenzgrad

Im Folgenden orientieren wir uns an [2, Kapitel 7.1].

Sei L | K stets eine Korpererweiterung.

6.2.1 Definition. Sei n € N. Die Elemente ay,...,a, € L heiflen alge-
braisch unabhingig iiber K, falls p(ay,...,a,) # 0 fiir alle nichttrivialen
Polynome p € K[Xy,...,X,]\ {0}. Eine beliebige Menge A C L heifit alge-
braisch unabhéngig tiber K, wenn jede endliche Teilmenge von A algebraisch
unabhéngig iber K ist.

6.2.2 Bemerkung.

a) Ist eine Menge algebraisch unabhéngig iiber K, so ist sie offensichtlich
auch linear unabhéngig iiber K. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen je-
doch nicht, denn bekanntlich sind die Elemente 1,v2 € @(\/5) linear
unabhingig iiber Q. Andererseits gilt (v/2)> —2-1 = 0, d.h. das Paar
(1,v/2) ist eine Nullstelle des Polynoms p = Y2 — 2X € Q[X,Y]\ {0},
was die algebraische Abhingigkeit von 1 und v/2 zeigt.

b) Offensichtlich ist ein Element a € L genau dann algebraisch unabhéngig
iiber K, wenn a transzendent iiber K ist.

c¢) Jede Teilmenge einer iiber K algebraisch unabhéngigen Menge ist eben-
falls algebraisch unabhéngig iiber K.

6.2.3 Bemerkung. Sei A C L algebraisch unabhéngig iiber K.

Mit K (A) bezeichnen wir den kleinsten Teilkorper von L, der KU A enthilt.
Ist A ={ai,...,a,} endlich, so ist K(ay,...,a,) das Bild des Einsetzungs-
homomorphismus

o: K(Xq,...,X,) = L, BHE(al,...,an).
q q

Dieser ist wohldefiniert, denn aufgrund der algebraischen Unabhéngigkeit von
A gilt q(aq,...,a,) # 0 fir jedes ¢ € K[Xq,...,X,] \ {0}. Ist A unendlich,
so gilt

EA =) | K. .. a).

neN ai,...,an€A

Die Beweise hierfiir konnen in |2, S. 93] nachgelesen werden.
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6.2.4 Definition. Eine Menge T C L heifit Transzendenzbasis von L | K,
falls T' algebraisch unabhéngig tiber K ist und L | K(T') eine algebraische
Erweiterung ist.

6.2.5 Satz. Fine Menge T' C L ist genau dann eine Transzendenzbasis von
L| K, wenn T eine mazximale iber K algebraisch unabhingige Teilmenge von
L 1st. Insbesondere besitzt jede Korpererweiterung eine Transzendenzbasis.

Beweis. Nachzulesen in [2, Kapitel 7.1, Satz 3. ]
Mit dieser Aquivalenz kénnen wir ein weiteres niitzliches Resultat beweisen:

6.2.6 Lemma. Ist A C L algebraisch unabhdngig iber K und ist a € A
beliebig, so ist a transzendent iber K(A\ {a}).

Beweis. Sei A C L algebraisch unabhéngig iiber K. Angenommen, das Ele-
ment a € A ist algebraisch tiber K (A \ {a}). Dann ist die Erweiterung
K(A)| K(A\{a}) algebraisch. Insbesondere ist die Menge A\ {a} eine Trans-
zendenzbasis von K(A) | K. Nach Satz[6.2.5 ist A\ {a} damit eine maximal
algebraisch unabhéngige Teilmenge von K (A). Das widerspricht jedoch der
algebraischen Unabhéngigkeit von A D A\ {a}. O

Es ist bekannt, dass alle (linearen) Basen eines Vektorraums iiber einem
festen Korper dieselbe Kardinalitdt haben. Wir sehen nun, dass dieser Zu-
sammenhang auch fiir Transzendenzbasen gilt.

6.2.7 Satz. Alle Transzendenzbasen einer Korpererweiterung haben dieselbe
Kardinalitdt.

Beweis. Nachzulesen in [2, Kapitel 7.1, Theorem 5]. O

6.2.8 Definition. Der Transzendenzgrad von L | K ist die Kardinalitét
einer Transzendenzbasis von L | K. Wir schreiben dafiir trdeg L.

Nach Satz[6.2.5 und Satz |6.2.7 ist der Transzendenzgrad einer Korpererwei-
terung wohldefiniert.

6.2.9 Bemerkung. Ist K = Q, so schreiben wir trdeg L statt trdegg L.
Seien nun L und L' zwei Korper der Charakteristik 0 und ¢: L — L’ ein
Ringisomorphismus. Dann wird Q nach Bemerkung[6.1.3 von ¢ fixiert. Damit
folgt aus [2, Kapitel 7.1, Korollar 8], dass trdeg L = trdeg L’
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Die Kardinalitét von algebraischen Kérpererweiterungen der Charakteristik 0
konnen wir bereits bestimmen. Im Folgenden wollen wir die Kardinalitéit
einer allgemeinen Korpererweiterung der Charakteristik 0 berechnen:

6.2.10 Lemma. Gelte char(K) = 0 und sei A C L algebraisch unabhingig
tiber K. Dann qilt
| K(A)] = max{|K|,[A]}.

Beweis. Sei zundchst A = {a}. Dann gilt

U U e

pEK[X] qeK[X]\{0}

Aus Lemma [6.1.4 und Lemma [4.2.13] erhalten wir also, dass |K(a)| = |K].
Man kann auf die gleiche Weise induktiv zeigen, dass stets |K(A)| = |K],
falls A endlich ist. Ist A unendlich, so haben wir nach Bemerkung [6.2.3

EA=]) | K. .. a).

Fiir alle n € N gilt |A"| = |A| nach Lemma [4.2.7 und aus Lemma [6.1.4 folgt
zudem
|K(CL1, PN ,an_l)[XH = |K(a1, PN 7(ln_1)| = |K| .

Daher erhalten wir mit Lemma [4.2.13| dass
|K(A)] = max{|K]|, |A],No}.

Wir erhalten schlieBlich |K(A)| = max{|K|,|A|}, da A und K unendlich
sind. O

6.2.11 Bemerkung. Sei wieder K ein Koérper der Charakteristik 0. Dann
hat K nach Lemma [6.1.2 bis auf Isomorphie die rationalen Zahlen Q als
Primkorper. Sei weiter 7' eine Transzendenzbasis von K | Q. Dann ist die
Erweiterung K | Q(T) algebraisch und daher erhalten wir nach Lemma [6.1.5
und Lemma [6.2.10]

K| = Q(T)] = max{|Q|, |T[} = max{Ry, |T}.

Ist K iiberabzdhlbar, so folgt damit |K| = |T'| = trdeg K. Also stimmen die
Kardinalitét von K und der Transzendenzgrad von K |Q iiberein, falls K
iiberabzéhlbar ist.
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6.3 Angeordnete Korper

Bisher haben wir Mengen nur mit einer linearen Anordnung ausgestattet.
Nun wollen wir den Mengen durch Verkniipfungen noch mehr Struktur ver-
leihen. Dabei verlangen wir, dass sich diese Verkniipfungen und die Anord-
nung , vertragen“. Dies fithrt uns zum Konzept einer angeordneten abelschen
Gruppe und eines angeordneten Korpers. Wir orientieren uns im Folgenden
hauptséchlich an [10].

6.3.1 Definition. Wir nennen (G,+,0,<) eine angeordnete abelsche
Gruppe, falls (G, +,0) eine abelsche Gruppe ist und (G, <) eine lineare
Ordnung so, dass

a<b—a+c<b+ec

fiir alle a,b, ¢ € G gilt. Meist schreiben wir nur (G, <) statt (G, +, 0, <).
6.3.2 Definition.

1. Wir nennen (K, +,-,0,1, <) einen angeordneten Koérper, falls das Tu-
pel (K,+,-,0,1) einen Korper bildet und (K,+,0,<) eine angeordnete
Gruppe so, dass

0<aNn0<b)—>0<a-b

fiir alle a, b € K gilt. Meist schreiben wir nur (K, <) statt (K, +,+,0,1, <).

2. Ein Korper K heifit reell, falls eine zweistellige Relation < auf K existiert,
die (K, <) zu einem angeordneten Koérper macht.

6.3.3 Beispiel. Sowohl (Q, <) als auch (R, <) bilden mit der iiblichen Ad-
dition, Multiplikation und Anordnung einen angeordneten Korper (siche An-

hang .

6.3.4 Bemerkung. Nach [16, Folgerungen 1.3] hat jeder reelle Kérper K
die Charakterisitik 0 und damit nach Lemma [6.1.2 bis auf Isomorphie (von
Ringen) Q als Primkorper. Fixiert man eine Anordnung auf K, so ist der
eindeutig bestimmte Ringisomorphismus von Q in den Primkorper von K
sogar ordnungserhaltend.

6.3.5 Definition. Zwei angeordnete Korper (K, <) und (L, <') nennen wir
isomorph und schreiben (K, <) = (L, <), wenn es einen ordnungserhalten-
den Ringisomorphismus ¢: K — L gibt.
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6.3.6 Bemerkung.

a) Meist schreiben wir zur Vereinfachung auch fiir <’ nur <. Aus dem Kon-
text wird dann klar, in welchem Korper wir uns befinden.

b) Seien (K, <) und (L, <) zwei angeordnete Korper. Ein Ringhomomorphis-
mus p: K — L ist genau dann ordnungserhaltend, wenn fiir alle a € K
gilt:

a>0 < p(a) >0. (%)

Um diese Aquivalenz zu beweisen, nehmen wir zunéchst an. Seien
weiter a < b Elemente aus K. Dann folgt aus der Definition eines ange-
ordneten Korpers, dass b —a > 0 in K und aus (), dass ¢(a) — p(b) =
¢(a —b) > 0 in L. Dies impliziert wiederum ¢(a) < ¢(b) in L. Die Um-
kehrung ist trivial.

Wir mochten an dieser Stelle betonen, dass wir nun fiir angeordnete Struktu-
ren zwei zwei verschiedene Isomorphiebegriffe verwenden. Zum einen die Ord-
nungsisomorphie, die nur eine ordnungserhaltende Bijektion verlangt, und
zum anderen die Isomorphie von angeordneten Korpern, die einen ordnungs-
erhaltenden Ringisomorphismus verlangt. Wir werden in Abschnitt[7.2]sehen,
dass diese Begriffe streng getrennt werden miissen. Daher verwenden wir in
dieser Arbeit fiir Ordnungsisomorphismen stets lateinische Kleinbuchstaben
wie f, g, h und fiir ordnungserhaltende Ringisomorphismen stets griechische
Kleinbuchstaben wie ¢, 9, o.

Wir unterteilen die Klasse der angeordneten Korper mithilfe der folgenden
Definition in zwei Teilklassen:

6.3.7 Definition. Ein angeordneter Kérper (K, <) heifit archimedisch,
falls N kofinal in (K, <) liegt, d.h. wenn

Vae KdneN a<n. (%)

Ansonsten nennen wir (K, <) nicht-archimedisch.
6.3.8 Bemerkung.

a) Die folgenden Bedingungen sind in einem angeordneten Koérper (K, <)
dquivalent zu der Bedingung ((x)):
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e Es gibt kein infinitesimales positives Element in K, d.h. es gibt kein
aEKmit0<a<%ﬁirallen€N>0.
Existiert ndmlich solch ein a, so gilt N < ¢~! und damit ist (K, <)
nicht-archimedisch. Die Umkehrung zeigt man analog.

e Fiir alle a,b € K* existiert ein n € N mit |a| < n|b| und [b| < n|al,
wobei |z| ;= max{z, —z} fiir alle x € K.

Sind namlich a,b € K* beliebig, so gilt %, ‘%" € K und wegen gibt
[o]

% <nund 5 <m. Fir k= max{m,n} € N gilt also
la| < n|b| und |b| < n|a|, wie gewiinscht. Umgekehrt gilt 0 < 1 und fiir

ace K*undb=1¢€ K* gibt es ein n € Nmit a < |a| < n|l| =n.

es n,m € N mit

b) Da ordnungserhaltende Ringisomorphismen die natiirlichen Zahlen (N, <)
fixieren (sieche Bemerkung , folgt aus Bemerkung [4.2.11], dass zwei
isomorphe angeordnete Korper entweder beide archimedisch oder beide
nicht-archimedisch sind.

c¢) Die rationalen Zahlen (Q, <) liegen dicht in jedem archimedisch angeord-
neten Korper. Ein Beweis hierfiir findet sich in [16, Lemma 1.7].

In Anhang |[A| kann nachgelesen werden, dass (R, <) archimedisch ist. Da-
mit ist offensichtlich auch jeder Teilkérper von R archimedisch angeordnet.
Tatsédchlich gilt in gewisser Weise auch die Umkehrung dieser Aussage, wie
der Satz von Holderf] zeigt:

6.3.9 Satz (Holder). Sei (K, <) ein archimedisch angeordneter Kérper. Dann

gibt es einen eindeutigen ordnungserhaltenden Ringhomomorphismus von
(K, <) nach (R, <).

Beweis. ITm Beweis von [10, Vorlesung 2, Theorem 4.2] wird ein ordnungs-
erhaltender Ringhomomorphismus ¢: K — R konstruiert. Angenommen, es
gibt zwei ordnungserhaltende Ringhomomorphismen ¢, ¢o: K — R und
ein @ € K mit ¢1(a) # 2(a). Dann nehmen wir ohne Einschrinkung an,
dass p1(a) < @o(a). Da Q dicht in (R, <) liegt, existiert ein ¢ € Q mit
¢1(a) < ¢ < pa(a). Nach Bemerkung|[6.1.3 wird Q von ¢; und ¢ fixiert, also
gilt a < p7'(q) = ¢ = ¢5'(¢) < a und damit a < a, ein Widerspruch. O

Aufgrund von Satz [6.3.9 identifizieren wir jeden archimedisch angeordneten
Korper (K, <) mit dem eindeutig bestimmten Unterkorper von (R, <), der
isomorph zu (K, <) ist.

20tto Holder (1859-1937), deutscher Mathematiker
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6.3.10 Korollar. Sind (K, <) und (L, <) zwei isomorphe archimedisch an-
geordnete Korper, so gilt bereits K = L.

Beweis. Gilt K # L, so gibt es einen ordnungserhaltenden Ringisomorphis-
mus id # ¢: K — L. Dann sind id: K — R und ¢: K — R zwei verschiede-
ne ordnungserhaltende Ringhomomorphismen von (K, <) nach (R, <), was
Satz[6.3.9 widerspricht. Somit folgt K = L. O

6.4 Reell abgeschlossene Korper

Wir betrachten nun eine Teilklasse der angeordneten Korper, und zwar die
reell abgeschlossenen. In Abschnitt [7| werden wir die Isomorphie reell abge-
schlossener Korper untersuchen. Daher fiihren wir zunéchst einige Grundla-
gen ein. Dabei orientieren wir uns hauptséchlich an [10].

6.4.1 Definition. Ein Korper K heifit reell abgeschlossen, falls K reell
ist und keine echte reelle algebraische Korpererweiterung von K existiert.

Laut dem folgenden Resultat ist die Anordnung eines reell abgeschlossenen
Korpers eindeutig bestimmt:

6.4.2 Lemma. Ist R ein reell abgeschlossener Korper, so gibt es genau eine
zweistellige Relation <, die (R,<) zu einem angeordneten Kdrper macht.
Diese st fiir a,b € R wie folgt definiert:

a<b:&= 0<b—a, wobei
0<a:= 3Ibe R a=".

Beweis. Nachzulesen in [10, Script 5, Corollary 1.2]. O

6.4.3 Bemerkung. Ringisomorphismen zwischen reell abgeschlossenen Kor-
pern sind stets ordnungserhaltend, da Quadrate auf Quadrate abgebildet
werden. Insbesondere sind zwei reell abgeschlossene Korper genau dann iso-
morph als angeordnete Korper, wenn sie isomorph als Ringe sind.

Unter gewissen Voraussetzungen ist die Vereinigung von reell abgeschlossenen
Korpern wieder reell abgeschlossen, wie das folgende Resultat zeigt:

6.4.4 Lemma. Seien R ein reell abgeschlossener Korper und (I,<) eine
lineare Ordnung. Fiir jedes i € I sei R; C R ein reell abgeschlossener Korper
und es gelte

R; C R; fiir allei,j € I miti < j. (%)
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Dann ist auch R' = |J R; C R reell abgeschlossen.
i€l
Beweis. Als Vereinigung von aufsteigenden Korpern ist auch R’ ein Korper.
Sei < die eindeutige Anordnung von R aus Lemma @ Wir wenden [10],
Script 5, Corollary 1.4] an, um zu zeigen, dass der angeordnete Kérper (R', <)
reell abgeschlossen ist. Sei dafiir zundchst a € R’ mit a > 0. Dann gibt es ein
i € I mit a € R;. Da R; reell abgeschlossen ist, existiert ein b € R; C R’ mit
b? = a. Sei nun .
p= Zaka € R'[X]
k=0

ein Polynom ungeraden Grades. Fiir jedes k € {0,...,n} existiert dann ein
ir € I mit a, € R;,. Sei j = max{io, ...,i,} € I. Wegen () gilt dann a;, € R;
fur alle & € {0,...,n}. Folglich gibt es eine Nullstelle ¢ € R; C R’ von p,
weil R; reell abgeschlossen ist. Damit ist nach [10, Script 5, Corollary 1.4]
auch R’ reell abgeschlossen. O]

Haben wir zwei solche Vereinigungen von aufsteigenden reell abgeschlossenen
Korpern, so liefert das néchste Resultat eine hinreichende Bedingung fiir
deren Isomorphie:

6.4.5 Lemma. Seien R, S reell abgeschlossene Korper und (I, <) eine lineare
Ordnung. Fiir jedes i € I seien R;, S; reell abgeschlossene Kdorper mit

R, C R;,S; CS; firallei,j el miti <j (%)

und @;: R; — S; ein Ringisomorphismus mit

©ilr, = @i fir allei,j € I miti < j. (%)

Dann ist

Q= U 0i: R — S’
icl
ein wohldefinierter Ringisomorphismus, wobei
R =|JRi und ' =] S..
iel iel

Beweis. Es folgt aus , dass ¢ wohldefiniert ist. Seien a,b € R’ mit a < b.
Dann gibt es wegen ein ¢ € I mit a,b € R;. Da ¢; als Ringisomorphismus
zwischen reell abgeschlossenen Korpern automatisch ordnungserhaltend ist,
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folgt p(a) = ¢i(a) < i(b) = p(b). Damit ist ¢ insbesondere injektiv. Dass
die Abbildung ¢ auflerdem ein surjektiver Ringhomomorphismus ist, kann
dhnlich bewiesen werden. O

Es ist bekannt, dass jeder Korper einen (bis auf Isomorphie) eindeutigen
algebraischen Abschluss besitzt. Entsprechend definieren wir nun fiir ange-
ordnete Korper einen reellen Abschluss und untersuchen dessen Existenz und
Eindeutigkeit.

6.4.6 Definition. Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Ein Korper R heifit
reeller Abschluss von (K, <), wenn

(1) R reell abgeschlossen ist,

(2) R| K eine algebraische Erweiterung ist,

(3) (K,<) C (R, <) eine Unterordnung von (R, <') ist, wobei <’ die eindeu-
tige Anordnung von R aus Lemma [6.4.2 bezeichnet.

Nach [10, Script 8, Theorem 1.2] hat jeder angeordnete Korper (K, <) einen
reellen Abschluss und nach [10, Script 8, Corollary 2.3] ist dieser bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt. Daher sprechen wir auch von dem reellen
Abschluss von (K, <).

6.4.7 Lemma. Seien R ein reell abgeschlossener Korper und (K, <) ein an-
geordneter Korper mit (K, <) C (R, <’), wobei <’ die eindeutige Anordnung
von R aus Lemma [6.4.2 bezeichnet. Dann ist der relative algebraische
Abschluss von K in R

KR .= {a € R|a ist algebraisch iber K}
ein reeller Abschluss von (K, <).

Beweis. Nachzulesen in [10, Script 8, Corollary 2.5]. m

Exkurs: Hahn- und Puiseux-Reihen

Wir haben bereits gesehen, dass die archimedisch angeordneten Koérper bis
auf Isomorphie mit den Unterkorpern von R iibereinstimmen (vgl. Satz[6.3.9).
Ziel dieses Exkurses ist es, Beispiele von nicht-archimedisch angeordneten
Korpern anzugeben. Dabei orientieren wir uns hauptséchlich an [11].

Seien stets (k, <) ein Teilkorper von R (bzw. ein archimedisch angeordneter
Korper) und (G, <) eine angeordnete abelsche Gruppe.
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6.4.8 Definition. Fiir eine beliebige Abbildung s: G — k definieren wir
zunéchst die Unterordnung

supp(s) == {g € G | s(g) # 0} € (G, <).

Damit definieren wir die Menge der Hahn-Reihe (mit Koeffizienten in k
und Exponenten in G) durch

E((G)) := {s: G — k | supp(s) ist wohlgeordnet} C k.
Da supp(s) fiir s € k((G)) wohlgeordnet ist, ist
Umin: K((G)) \ {0} — G, s — minsupp(s)
eine wohldefinierte Abbildung. Wir setzen

1 firg=0

0:G—k,g—0und1: G =k, g—
0 firg#0.

Statt s: G — k schreiben wir meist

s = ngtg = Z sgt?, wobei s, = s(g).

geG g€supp(s)
Seien nun s = ) 49 und r = > 74t beliebige Elemente von k((G)).

geG geG
Wir definieren auf k((G)) eine Addition und eine Multiplikation durch

S+ri= Z(sg +14)t9,

geG
S-ri= E ( E shrgh> 9.
geG \heaG

Zudem definieren wir eine Anordnung <., auf k((G)) durch
s <1 1 $(Umin(r — ) < 7(Vmin(r — 5))

fir s,r € k((G)) mit s # r. D.h. an der ersten Stelle, an der sich s und r
unterscheiden, ist der Wert von s kleiner als der von r. Zur Vereinfachung
schreiben wir oft < statt <je.

3Hans Hahn (1879-1934), 6sterreichischer Mathematiker
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6 Algebraische Grundlagen

6.4.9 Satz (Hahn). Das Tupel (k((G)),+,-,0,1, <iex) definiert einen ange-
ordneten Korper.

Beweis. In [11], Script 11] wird bewiesen, dass (k((G)),+,+,0,1) ein Korper
ist. Dass sich Arithmetik und Anordnung vertragen, ist einfach nachzuweisen.
O

6.4.10 Bemerkung.
a) Die Abbildung
0: k= k(Q)), a— at’

definiert offensichtlich einen ordnungserhaltenden Ringhomomorphismus.
Dabher identifizieren wir (k, <) mit (¢(k), <jex). Insbesondere identifizieren
wir die natiirlichen Zahlen N mit der Menge {nt° | n € N}.

b) Falls G # {0}, so ist (k((G)), <iex) tatséchlich ein nicht-archimedisch

angeordneter Korper. In diesem Fall existiert ndmlich ein ¢ € G mit
g < 0 und damit erhalten wir N < t9, wobei tY die Abbildung

1 firh=g

0 sonst

G%k,hw{

in k((G)) bezeichnet.

¢) Aus Griinden der Vollstéandigkeit wollen wir darauf hinweisen, dass die
Abbildung vy, eine Bewertung auf k((G)) definiert, d.h. es gelten fiir alle

s,r € k((G)) \ {0}:

® Unin($ - 7) = Umin($) + Umin(r) und
L4 Urnin<5 + T) Z miH{Umin(S), Umin(r)}a
was leicht nachgewiesen werden kann.

Da wir spéater angeordnete Korper desselben Ordnungstyps untersuchen wer-
den, brauchen wir eine hinreichende Bedingung fiir die Ordnungsisomorphie
von zwei Hahn-Reihenkorpern:

6.4.11 Lemma. Seien k,l zwei Teilkorper von R und (G, <), (H, <) zwei
angeordnete abelsche Gruppen. Gibt es Ordnungsisomorphismen fi: k — 1

mit f1(0) =0 und fo: G — H mit f»(0) =0, so sind auch (k((G)), <iex) und

(I((H)), <iex) zueinander ordnungsisomorph.
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6 Algebraische Grundlagen

Beweis. Wir definieren eine Abbildung F': k((G)) — I((H)) durch
st s* = floso fy !,

d.h. es gilt
f (ZS@W) =S (froso fy)(n)th,
geG heH

Sei zunéichst s = ) s(¢)t? € k((G)) beliebig.
geG
Da supp(s) wohlgeordnet und f, ordnungserhaltend ist, ist aufgrund von

Lemma [2.4.8 und der Gleichheit

supp(s”) = {h € H | s"(h) # 0}
={he H| fi(s(f;'(h)) # 0}

={he H|s(f;"(h) # 0} (f1 injektiv und f,(0) = 0)
={he H| f;"(h) € supp(s)}
= fa(supp(s)) (f2 injektiv und f»(0) = 0).

auch supp(s*) wohlgeordnet, was die Wohldefiniertheit von F' zeigt.

Seinunr = Y r(g)t? € k((G)) beliebig mit s < r. Sei weiter gg = vVmin(r—).
geG
Dann gilt s(g) = r(g) = 0 fiir alle ¢ € G mit g < go und wegen s < r auch

s(go) < 7(go). Sei nun hy = f2(go) und h € H beliebig mit h < hg. Dann
gilt auch g < gy fiir g = f, '(h), da f> ein Ordnungsisomorphismus ist. Wir
erhalten

s"(h) = s"(fa(9)) = fi(s(9)) = fi(r(9)) = r"(fa(g)) = r"(h)

und, da f; ordnungserhaltend ist, auch

s"(ho) = 5"(f2(90)) = f1(s(90)) < f1(r(g0)) = 7 * (f2(90)) = 7" (ho).

Das bedeutet gerade s* < r*. Somit ist I’ ordnungserhaltend. Sei schliellich
u € I((H)) beliebig. Dann kann man wie oben zeigen, dass s = f; ' ouo f, ein
wohldefiniertes Element in k((G)) ist. AuBlerdem gilt offensichtlich s* = wu,
was die Surjektivitat von F' zeigt. Folglich ist F' ein Ordnungsisomorphismus.

[]

Auflerdem brauchen wir ein Kriterium dafiir, wann ein Hahn-Reihenkorper
reell abgeschlossen ist:
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6 Algebraische Grundlagen

6.4.12 Satz. Der angeordnete Kirper (k((G)), <iex) ist genau dann reell
abgeschlossen, wenn k reell abgeschlossen ist und G eine divisible Gruppe ist,
dh.VYneN,WVgeGIdheG h+---+h=yg.

n-mal
Beweis. Nachzulesen in |11 Script 14, Proposition 4.1] und [11 Script 15,
Theorem 4.2]. O

Im Folgenden betrachten wir einige konkrete Beispiele von Hahn-Reihenkor-
pern, die auch in Abschnitt eine zentrale Rolle spielen werden.

6.4.13 Beispiel. Wir betrachten den Kérper der formalen Laurent-Reihen(]
R((¢)) := R((Z)) und bezeichnen mit R((Z-¢)) die Menge der s € R((Z)),
fiir die supp(s) C Zso gilt. Da fiir s, € k((G)) \ {0} stets vmin(s + 1) >
Min{Vin (), Vmin (1)} gilt, ist R((Zso)) unter Addition abgeschlossen. Wir
definieren

exp: R(Z0) > R(Z), 51 3 2

Es folgt aus [11], Script 11, Lemma 1.6], dass exp eine wohldefinierte Abbil-
dung ist. Zudem gilt fiir s,7 € R:

Allgemeiner gilt sogar
exp(s + 1) = exp(s) exp(r)

fiir alle s, € R((Zsy)), was dhnlich nachgewiesen werden kann. Wir bemer-
ken zudem, dass exp ordnungserhaltend und somit injektiv ist.

4Pierre Alphonse Laurent (1813-1854), franzosischer Mathematiker
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6 Algebraische Grundlagen

Spéter werden wir den Transzendenzgrad von R((Z)) bestimmen. Hierfiir
haben wir folgendes festgestellt:

6.4.14 Lemma. Sei k € N. Sind a4, ...,a; € R linear unabhdngig tiiber Q,
so sind exp(ait), ..., exp(axt) € R((Z)) algebraisch unabhdngig tiber R.

Beweis. Sei p € R[Xq, ..., Xg]. Wir schreiben
p=>Y puX"

wobei p, = 0 fiir fast alle n = (ny,...,n;) € NF und X% = X™ . . . X",
Wir nehmen nun an, dass p(exp(ait), . ..,exp(axt)) = 0 gilt, und zeigen, dass
daraus bereits p = 0 folgt. Nach Beispiel [6.4.13| haben wir

0 = p(exp(ast),...,exp(axt))
= Zpﬁexp(cut)”l - ..o exp(agt)™

= Zpﬂexp(nlalt) - .. exp(ngagt)

- aneXp(nlCht + ..+ ngagt)

n

= Zpﬁexp((nlal + ...+ nkak)t). (1)

n

Fiir n,m € N* mit n # m gilt

niay + - -+ npag #F miag + - -+ mgay, (2)
da wir aq,...,a als linear unabhéngig iiber Q annehmen. Wir zeigen nun,
dass fiir jedes [ € N und alle paarweise verschiedenen r1,...,r; € R die

Elemente exp(rit),...,exp(rt) € R((Z)) linear unabhéingig tiber R sind.
Dann erhalten wir mit insbesondere, dass die Familie

{exp((n1a1 + -+ nk&k)t)}ﬂeNk

linear unabhéingig iiber R ist. Daraus folgt wegen schlieflich p,, = 0 fiir
alle n € N*. Dann gilt also p = 0, wie gewiinscht. Wir betrachten daher nun
beliebige x1,...,z; € R mit

0= Z x; exp(r;t). (3)
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6 Algebraische Grundlagen

Durch den Vergleich der Koeffizienten von #/ in fir y =0,...,[ erhalten
wir das homogene Gleichungssystem:

Der Vektor z = (z, ..

I
0= Z Xy,
i—1
!
0= Z T,
i—1

l
1 2
0= 5 Zl’ﬂ“i,
i=1

l
1 n—1
=1

., m)7T ist folglich eine Losung der Gleichung Ax = 0,

wobei

1 1 | |

™ T2 T3 Ce T

A= r2oor3 i c R¥!
rll_l ré‘l ré‘l ce Tf_l

eine Vandermonde—Matrixﬂ ist. Da ry,...,r paarweise verschieden sind, gilt

det(A) = [J(ri—r;) #0

i#]

und damit x = 0. Die Elemente exp(rit),...,exp({;t) sind somit linear un-

abhéngig iiber R. Hieraus folgt, wie oben beschrieben, die Behauptung. [J

6.4.15 Beispiel. Die rationalen Zahlen sind divisibel, denn fiir Pe Q und

n € Ny gilt stets

q
L4 2 undﬁe(@.
ngq ng ng
N————
n-mal

® Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796), franzosischer Mathematiker
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6 Algebraische Grundlagen

Damit folgt aus Satz|6.4.12] dass der Korper R((Q)) reell abgeschlossen ist.
Nach [19] Kapitel V, Korollar 5.14] ist

R{{t}} := {Z asts

k=m

m € Z,n € N>0,a% € R} CR((Q))

der reelle Abschluss der formalen Laurent-Reihen R((Z)), also insbesondere
ein reell abgeschlossener Korper. Diesen nennen wir den Korper der Puiseux-
Reihen (mit Koeffizienten in R).

6.4.16 Definition. Wir definieren allgemein fiir einen Unterkorper k£ von R
den Korper der Puiseux-Reihen (mit Koeffizienten in k) durch

o0

K{{t}} = {Z actr

k=m

m € Z,n € N>0,a% € k} C E(Q)).

Wir statten k{{t}} stets mit der von k((Q)) induzierten Anordnung aus.

Ist k reell abgeschlossen, so ist es auch k{{t}}. Dies folgt wieder mit [19]
Kapitel V, Korollar 5.14].

6.4.17 Beispiel. Wir statten Q x Q mit komponentenweiser Addition und
der Anordnung aus Definition [2.3.5 aus, d.h.

(01,G2) + (p1,p2) = (@1 + p1, @2 + Pp2),
p1 < py oder

(q1,p1) < (q2:p2) &
pr=p2 N q1 <@

fir (q1,¢2), (p1,p2) € Q x Q. Dann bildet (Q,+, (0,0), <) eine angeordnete
Gruppe, die aufgrund der Divisibilitdt von Q ebenfalls divisibel ist. Der

Korper R((Q x Q)) ist deshalb nach Satz [6.4.12] reell abgeschlossen. Via
dem ordnungserhaltenden Ringhomomorphismus

R((Q) = R(Qx Q)), Y agt? = agt+?

q€Q q€Z

verstehen wir R((Q)) als Unterkorper von R((Q x Q)).

Wir haben also nun

R C R((2)) = R((*)) € R{{t}} CR((@Q)) € R((Q x Q).
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7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

Damit gilt
¢ = [R| < |R((2))] < [R{t}} < R((Q))] < R((Q x Q))]- (%)
Aus Lemma folgt, dass
exQ=J J{wa}

peQ ¢eQ

eine abziihlbare Menge ist. Wir erhalten daher wegen R((Q x Q)) C RYx@
und Lemma 4.2.7

R((Q x Q)] < R = RPN = = 2% =
Dies zeigt mit , dass

IR((Z)| = R{{t}} = R(Q))] = IR((Q x Q))| = ¢.

7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

Wir haben bereits festgestellt, dass ein Ringisomorphismus zwischen reell ab-
geschlossenen Korpern notwendigerweise ordnungserhaltend ist (siehe Bemer-
kung . Insbesondere haben zwei isomorphe reell abgeschlossene Korper
denselben Ordnungstyp. Im Folgenden untersuchen wir die Frage, unter wel-
chen Bedingungen die Umkehrung dieser Aussage gilt. Wir betrachten also
ordnungsisomorphe reell abgeschlossene Korper und untersuchen diese auf
Isomorphie. Daher méchten wir an dieser Stelle noch einmal darauf hinwei-
sen, dass dabei zwei verschiedene Isomorphiebegriffe verwendet werden. Seien
Ry, Ry zwei reell abgeschlossene Korper. Gibt es einen ordnungserhaltenden
Ringisomorphismus ¢: Ry — Rs, so heiflen R; und R, isomorph. Existiert
nur eine ordnungserhaltende Bijektion f: Ry — Rs, die nicht unbedingt ein
Ringisomorphismus ist, so heiflen Ry und Ry ordnungsisomorph.

7.1 Reell abgeschlossene 1,-Korper

In Abschnitt [5| haben wir das Konzept der Dichtheit von linearen Ordnungen
verallgemeinert und kamen so zum Begriff einer ,,7,-Ordnung®. Spéater haben
wir in Abschnitt lineare Ordnungen mit mehr Struktur ausgestattet, was
uns zum Begriff eines ,,angeordneten Korpers® fithrte. Wir bringen nun diese
beiden Konzepte zusammen:
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7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

7.1.1 Definition. Sei o € On. Einen angeordneten Korper (K, <) nennen
wir no-Korper, falls (K, <) eine 7,-Ordnung ist.

Wir erhalten direkt das folgende Resultat:
7.1.2 Lemma. Jeder angeordnete Korper ist ein ng-Korper.

Beweis. Nach Lemma [5.1.3 geniigt es zu zeigen, dass jeder angeordnete
Korper (K, <) zugleich eine dichte lineare Ordnung ohne Endpunkte ist.
Tatséchlich gilt fiir a,b € K mit a < b, dass

b
a—1<a<%<b<b+1.

O

Paul Erdos, Leonard Gillman und Melvin Henriksen zeigen in ihrem ge-
meinsamen Paper ,,An isomorphism theorem for real closed fields* [4, Theo-
rem 2.1], dass fiir jede Ordinalzahl o > 0 alle reell abgeschlossenen n,-Korper
der Kardinalitéit N, zueinander isomorph sindﬁ

Die Frage, ob es iiberhaupt reell abgeschlossene 7,-Korper der Kardina-
litdt N, gibt, kann im Fall @« = 0 leicht beantwortet werden. Der relative
algebraische Abschluss von Q in R ist ndmlich aufgrund von Lemma [6.4.7
reell abgeschlossen und wegen Lemmal6.1.5 abzéhlbar. Auierdem ist QR als
angeordneter Korper nach Lemma [7.1.2 zugleich eine 7y-Ordnung.

Seil nun stets o € On mit o > 0.

Die Frage nach der Exisenz von reell abgeschlossenen 7,-Kérpern der Kardi-
nalitdt N, beantworten wir fiir & > 0 mit dem folgenden Resultat:

7.1.3 Theorem. Genau dann gibt es einen reell abgeschlossenen 1,-Kdrper
der Kardinalitit N,, wenn X, reguldr ist und

2N < N, fir alle B < «, (%)
erfillt.

Beweis. Fiir reguldre N, mit wird in [I] mithilfe von Hahn-Reihen ein
konkreter reell abgeschlossener n,-Korper der Kardinalitdt N, angegeben.

SWir gehen hierbei davon aus, dass X, regulir ist, denn ansonsten existiert nach Theo-
rem iiberhaupt kein 7,-Korper der Kardinalitat N, .

64



7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

Ist andererseits N, singulédr oder verletzt, so gibt es nach Korollar
keine 7,-Ordnung der Kardinalitit 8. In diesem Fall kann also insbesondere
kein reell abgeschlossener 7n,-Kérper der Kardinalitdt N, existieren. Damit
ist die Aquivalenz gezeigt. O]

Wir erinnern daran, dass fiir die Existenz regulédrer Kardinalzahlen X, mit
zum Beispiel die verallgemeinerte Kontinuumshypothese oder die Existenz
von stark unerreichbaren Kardinalzahlen angenommen werden muss (siehe

Abschnitt .

Unser néchstes Ziel ist es, den oben erwdhnten Isomorphiesatz von Erdos,
Gillman und Henriksen zu beweisen. Dafiir brauchen wir zunéchst zwei wei-
tere Resultate zu angeordneten Korpern, die sich ebenfalls in [4, Lemma 2.2
und Lemma 2.3] finden.

7.1.4 Lemma (Erdés—-Gillman—Henriksen). Seien (K, <) ein angeordneter
Korper und FF C K ein Teilkorper. Enthdlt F' ein offenes Intervall von K,
d.h. existieren a,b € K mit a < b und (a,b)x = {x € K |a<x <b} CF,
so qilt bereits F' = K.

Beweis. Da (K, <) dicht ist, existieren ej,es € K mit a < e; < e < b.
Wegen (a,b)x C F folgt daraus eq, ey € F, d.h. es gilt

le1, ea]k € (a,b)x C F.
Fiir d = e5 — €1 € F gilt dann d > 0 und die Intervalle
L =1[0,dlx = [e1, 2]k —e1 ={x —e1 | € [e1, €3]k} und
L=[d"' 00)g={z""zel)\{0}}
liegen beide in F', da F' ein Korper ist. Folglich enthélt F' auch das Intervall
L=[doo)x=L—-d'+d={x—d"'+d|z €L}

Daraus folgt [0,00)x = I; U I3 C F. Wegen (—o00,0]x = —[0,00)k erhalten
wir schliellich
K = (—O0,0]K U [0, OO)K - F.

[]

7.1.5 Satz (Erd6s-Gillman—Henriksen). Sei (K, <) ein tberabzihlbarer an-
geordneter Kérper. Dann existiert eine Transzendenzbasis von K |Q, die
dicht in (K, <) liegt.
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7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

Beweis. Da K iiberabzahlbar ist, existiert nach Bemerkung [4.2.5 eine Ordi-
nalzahl o > 0 mit |K| = X,. Wir betrachten die Menge

Z=A{(a,b)x |a,be K,a < b}.

Die Abbildungen K - Z, a — (a,a+ 1)g und Z — K x K, (a,b)x +— (a,b)
sind beide injektiv, da (K, <) dicht ist. Daher erhalten wir zusammen mit

Lemma [4.2.7
N, =|K|<|Z| < |K x K| = |K||K| =R, R, =R,,
also |Z| = X,. Wir schreiben deshalb

I = {I€}€<wa7

wobel Iz = (ag,be)k fir € < w, und geeignete ag,be € K mit ag < be.
Wir konstruieren nun per Induktion entlang w, eine iiber QQ algebraisch un-
abhingige Menge

T = {te}ecwn

derart, dass t¢ € I¢ fiir alle £ < w,. Sei daher fiir f < w, eine iiber Q
algebraisch unabhéngige Menge Ts = {t¢}ecp mit te € I fir alle £ < S
gegeben. Mit K bezeichnen wir den relativen algebraischen Abschluss von
Q(Tp) in K, d.h.

Kz = {x € K | x ist algebraisch tiber Q(7})}.

Wir suchen nun ein t3 € Ig, das iiber Kz transzendent ist. Angenommen,
ein solches existiert nicht, dann ist die Erweiterung Kg(I3) | K3 algebraisch.
Damit gilt nach Lemma|6.1.5 und Lemma |6.2.10

[Ks(1p)] = | K] = |Q(T}s)| = max{Q, [Ts[} = max{Ry, [5[]} < Ra.

Das bedeutet aber (ag, bg)x = Is € Kg C K, was Lemmal|7.1.4 widerspricht.
Folglich gibt es ein iiber Kg transzendentes Element tg3 € Ig. Die Menge
TsU{ts} = {te}e<p ist also algebraisch unabhéngig iiber Q. Nach dem Prinzip
der Induktion entlang w,, (vgl. Satz erhalten wir schlieflich eine Menge
T = {te}ecw,, die iber Q algebraisch unabhéngig ist und t, € I, fiir alle
¢ < w, erfilllt. Da es fiir beliebige a,b € K mit a < b stets ein £ < w,
mit t¢ € I = (a,b)x gibt, liegt T' dicht in (K, <). Nach [2| Kapitel 7.1,
Lemma 4] konnen wir 7" zu einer Transzendenzbasis von K | Q erweitern, die
dann ebenfalls dicht in (K, <) liegt. O
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7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

7.1.6 Bemerkung. Da wir o > 0 voraussetzen und eine 7,-Ordnung nach
Bemerkung[5.1.2 mindestens Kardinalitét R, hat, ist jeder n,-Koérper iiberab-
zéhlbar. Insbesondere stimmen fiir v > 0 nach Bemerkung der Trans-
zendenzgrad iiber Q und die Kardinalitat eines n,-Korpers iiberein. Aufler-
dem ist ein 7n,-Koérper fiir @ > 0 nie archimedisch, da sonst die natiirlichen
Zahlen N eine abzihlbare kofinale Teilmenge wiren, was Bemerkung [5.1.2
widerspricht.

Wir sind nun bereit, den Isomorphiesatz aus |4, Theorem 2.1] zu beweisen:

7.1.7 Theorem (Erdés—Gillman—Henriksen). Seien R und R’ zwei reell ab-
geschlossene n,-Korper der Kardinalitit R,. Dann sind R und R’ isomorph.

Beweis. Wir gehen ohne Einschrankung davon aus, dass X, regulér ist, denn
ansonsten existiert nach Theorem [7.1.3 kein n,-Korper der Kardinalitéit X,.
Zur Vereinfachung schreiben wir < fiir die eindeutigen Anordnungen von R
und R’ aus Lemma [6.4.2. Seien P und P’ die Primkérper von R bzw. R
Wegen Bemerkung [6.3.4 identifizieren wir beide Primkérper mit Q. Nach
Satz [7.1.5 existieren eine Transzendenzbasis T von R |Q, die dicht in (R, <)
liegt, und eine Transzendenzbasis 7" von R’ |Q, die dicht in (R’, <) liegt. Da
nach Bemerkung[7.1.6 |T'| = |T"| = X, gilt, schreiben wir

T = {te}ecw, wnd T = {tc e,

Im Folgenden konstruieren wir per Induktion entlang w,, fiir jedes 8 < w, reell
abgeschlossene Teilkérper Fg C R, Fjz C R’ und einen Ringisomorphismus
wp: Fg — Fj mit

(I) |Fp], |Fé‘ < R, fiir alle 8 < wy,
(II) F, C FB,FW/ - Fé und @g|p, = @, fiir alle v < 3 < w,,

() 7C U Frund T"C U F

,8<wa 5<wo¢

Zu Beginn setzen wir
F,=Q% CR F)=Q% C R und ¢, = idg.

Um genau zu sein, miissten wir £y = PR und F}, = (P")RC betrachten. Dann
existiert nach Bemerkung[6.3.4 ein ordnungserhaltender Ringisomorphismus
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7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

o: P — P', welcher nach [10, Script 8, Theorem 2.2] zu einem Ringisomor-
phismus ¢g: PRC — (P")RC fortgesetzt werden kann.

Sei nun 0 < f < w, beliebig. Wir nehmen an, dass wir fiir jedes v < [ reell
abgeschlossene Teilkorper F,, C R, F C R und einen Ringisomorphismus
@y By — F) mit

(1) B3],

(ii) F5 C F,, F; C F, und @, |p; = @5 fiir alle § <y <

Fé‘ < N, fiir alle v < § und

gegeben haben. Dann definieren wir

E=|JF.E=JF mdy=|]p,: E-E

y<pB v<pB v<B

Nach (ii), Lemma|6.4.4 und Lemma|6.4.5 sind £ und E’ reell abgeschlossene
Korper und ¢ ein wohldefinierter ordnungserhaltender Ringisomorphismus.
Da X, nach Annahme regulér ist, folgt aus (i) und Lemma [4.2.13] dass

|E| <R, =|T], also T ¢ E, (%)

und ebenso |E'| < R, = |T"] und 7" ¢ E'. Ist S gerade, so betrachten wir
x = t,, wobei

= minf€ < we |t ¢ F}. 1)
Dieses p existiert wegen () und da (w,, <) als Ordinalzahl wohlgeordnet ist.
Fiir die Teilmengen A ={y € E |y <z} und B={y € F |z <y} von E
gilt A<z < Bund F= AU B. Da % ordnungserhaltend ist, erhalten wir

U(A) <¢(B) und [p(A)], [¥(B)] < [E'] < Ra. (2)

Weil T” dicht in (F', <) liegt, liegt auch 7" U E’ dicht in (F”, <). Daher folgt
aus Lemma |5.1.6, dass 7" U E’ eine 7,-Ordnung ist. Wegen gibt es also
ein ' € T"U E' mit

P(A) <2’ <(B).
Es gilt ' € T, denn 2’ ¢ Y(A)UY(B) = ¢ (E) = E'. AuBerdem gilt fiir jedes
beliebige y € F

y<z & Yy < (3)
Sei nun ¢: E(z) — E'(2') die lineare Fortsetzung von ¢ mit ¢(x) = 2/, d.h.

(ao +ayw+ e+ a"“’ﬂ> ~ Plao) + (a4 -+ Plan)(2')”
P\ b+ b1zt A b ) T O(bo) + (b)) £ -+ (o) ()
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7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

Dann ist ¢ offensichtlich ein Ringisomorphismus. Um zu zeigen, dass ¢ ord-
nungserhaltend ist, betrachten wir zunéchst ein beliebiges

f= Zakxk € Elz]
k=0
mit n € N,a, € F,a,, # 0. Wir nehmen an, dass f > 0 und zeigen
o(f) =) wlar)(@’)* > 0.
k=0

Wir gehen ohne Einschrinkung von a, = 1 aus, denn es gilt fiir « € F und
f € E[z] stets
af >0 < (a>0A f>0).

Im Fall n = 0 folgt direkt ¢(f) > 0, da 1 ordnungserhaltend ist. Fiir n = 1
folgt ¢(f) > 0 aus (3)). Ist n = 2, so schreiben wir

f=(@—a)*+b

fiir geeignete a,b € E. Da ¢(a) € E' und 2’ ¢ F', gilt (' —(a))* > 0. Ist
also b > 0, so folgt direkt (f) = (' — 1 (a))* + 1(b) > 0. Gilt andererseits
b < 0, so gibt es ein ¢ € E mit ¢ > 0 und ¢ = —b, da E reell abgeschlossen
ist. Nun folgt aus f = (z —a)* — ¢* > 0, dass * < a — c oder * > a + c.
Mit (3) folgt daraus 2’ < ¥(a) — 1 (c) oder 2’ > 1 (a) + 1(c) und damit auch
¥(f) > 0. Aus Lemma @ folgt, dass = transzendent iiber E ist, d.h. der
Ring E[z] ist isomorph zum Polynomring E[X]. Deshalb zerfallt f fiir n > 2
nach [10, Script 5, Corollary 3.1] in lineare und quadratische Faktoren. Somit
folgt aus f > 0 stets ¥(f) > 0. Daher ist auch ¢ ordnungserhaltend, denn es
gelten E(z) = Quot(E|x]), E'(z') = Quot(E’[2']) und

fi

—=>0<« fife >0.

f2

Nach dem Beweis von [10, Script 8, Theorem 2.2] ldsst sich ¢ daher eindeutig
zu einem Ringisomorphismus g: Fg — Fj fortsetzen, wobei F = E(x)R¢
den relativen algebraischen Abschluss von E(x) in R bezeichnet und Fj =
E'(2")RC den relativen algebraischen von E’(z') in R’. Offensichtlich haben
wir nun

.’B:tMEFg. (4)
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7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

Zudem gilt
[Fs| = 1F5l = | E(2)™] (da F; = Fy = B(@)")
= |E(z)| (nach Lemma [6.1.5)
= |E| (nach Lemma [6.2.10])
<N, (vel. ().

Ist B ungerade, so betrachtet man 2’ = ¢, wobei p = min{¢ < w, | t¢ ¢ E'},
und verfahrt analog mit vertauschten Rollen.
Durch die obige Konstruktion existieren nach dem Prinzip der Induktion

entlang w, (vgl. Satz 4.1.10) fir jedes f < w, reell abgeschossene Teilkorper
Fg C R, Fy C R und ein Ringisomorphismus ypg: Fjg — Fj mit (I) und (II).
Schlieflich definieren wir

G=J FG = Ffund®= | ] ps: GG

B<wa B<wa B<wa

Dann sind nach (II), Lemma [6.4.4 und Lemma |[6.4.5 G und G’ reell abge-
schlossene Korper und @ ist ein ordnungserhaltender Ringisomorphismus.
Um zu zeigen, dass auch (III) erfiillt ist, betrachten wir zunéchst die Menge

E={{ <w,|te € G} Cws.

Wegen (1)) und (4)) ist diese Menge ein Anfangssegment von w,, und zusammen
mit Lemma |4.2.9 folgt

IZ] > {8 < wa | B gerade}| = R,

Wie im Beweis von Theorem 5.3.2 folgt daraus = = w,, also T" C G. Ent-
sprechend kann man zeigen, dass auch 7" C G’ gilt. Somit haben wir

P(T)CGC Rund P(T"YCG CR.

Da T eine Transzendenzbasis von R| P ist, sind die Erweiterung R | P(T)
und die Zwischenerweiterung G | P(T') beide algebraisch. Damit sind sowohl
R als auch G reelle Abschliisse von P(T'). Nach [10, Script 8, Corollary 2.3]
sind R und G daher isomorph. Entsprechend zeigt man, dass auch R’ und G’
isomorph sein miissen. Wir erhalten

[}
R¥G2G >R,

wie gewiinscht. O]
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7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

Wir haben nun gesehen, dass alle reell abgeschlossenen 7,-Korper der Kardi-
nalitéit N, zueinander isomorph sind. Da diese Kérper nach Bemerkung[7.1.6
und Theorem [5.3.2 insbesondere iiberabzihlbar, nicht-archimedisch und ord-
nungsisomorph sind, beschéftigen wir uns im néchsten Abschnitt unter an-
derem mit der folgenden Frage, die auch Erdés, Gillman und Henriksen in
[4, Problem 5.1] stellen:

7.1.8 Frage. Sind alle iiberabzéhlbaren nicht-archimedischen reell abge-
schlossenen Korper desselben Ordnungstyps zueinander isomorph?

7.2 Reell abgeschlossene Korper desselben
Ordnungstyps

Seien R; und Ry zwei beliebige reell abgeschlossene Korper desselben Ord-
nungstyps. Im Folgenden untersuchen wir das Isomorphieverhéltnis von R;
und Rs. Da zwei isomorphe angeordnete Korper stets dieselbe Kardinalitét
haben und nach Bemerkung [6.3.8 entweder beide archimedisch oder beide
nicht-archimedisch sind, unterscheiden wir die folgenden vier Félle:

a) Ry und R, sind abzdhlbar und archimedisch,

C

)

b) R; und Rs sind abzdhlbar und nicht-archimedisch,
) Ry und R, sind iiberabzéhlbar und nicht-archimedisch,
)

d) Ry und R, sind iiberabzdhlbar und archimedisch.

In jedem dieser Fille mochten wir die folgende Frage beantworten:

7.2.1 Frage. Sind R; und Rs isomorph?

Fall a)

Hier ist die Antwort auf Frage [7.2.1 negativ. Um dies zu zeigen, betrachten
wir zwei verschiedene iiber Q algebraisch unabhéngige Elemente t1,t, € R.
Dann sind

R =Q(t)* CRund Ry, = Q(t,)%° CR (1)

nach Lemma [6.4.7 reell abgeschlossene Kérper. Als Unterkorper von R sind
sie auflerdem beide archimedisch. Mit Lemma[6.1.5 und Lemma [6.2.10] erhal-
ten wir weiter

| Ri| = Q(t)| = Q| = R fiir k=1,2.
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7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

Wir statten die Korper R; und R, jeweils mit der von R induzierten Anord-
nung aus. Dann folgt aus Lemma [7.1.2, dass R; und Ry zwei 7-Ordnungen
sind. Nach Theorem [5.3.2 haben R; und Ry daher denselben Ordnungstyp.
Nun nehmen wir fiir einen Widerspruch an, dass R; und Ry isomorph sind.
Dann folgt aus Korollar bereits Ry = Ry. Wir erhalten daher t; € Ry,
d.h. ¢; ist algebraisch iiber Q(¢2). Aufgrund der algebraischen Unabhéngigkeit
von ¢, und ¢, iiber Q widerspricht dies Lemma [6.2.6. Somit sind R; und Ry
trotz ihrer Ordnungsisomorphie nicht isomorph.

Dadurch haben wir Frage [7.2.1 beantwortet. Dieses Beispiel zeigt insbeson-
dere, dass Theorem [7.1.7 fiir o = 0 falsch ist.

Neben dem Ordnungstyp ist nach Bemerkung [6.2.9 auch der Transzendenz-
grad iiber Q invariant unter Ringisomorphismen zwischen reell abgeschlosse-
nen Korpern. Wir betrachten daher noch einmal die Korper aus . Offen-
sichtlich ist {tx} eine Transzendenzbasis von Ry |Q fiir £ = 1,2. Demnach
haben R; und R, sogar denselben Transzendenzgrad iiber Q, und zwar

trdeg R = trdeg Ry = 1.

Ordnungstyp und Transzendenzgrad iiber QQ allein reichen folglich nicht aus,
um abzdhlbare archimedische reell abgeschlossene Korper bis auf Isomorphie
zu charakterisieren.

Ein Spezialfall von (1| findet sich auch in [4, S. 546], und zwar fiir t; = =
und ¢y = e. Wir wollen hier aber darauf hinweisen, dass die Frage nach der
algebraischen Unabhéngigkeit von 7 und e noch offen ist (siche [15] S. 138]).
Wegen folgendem Resultat ist das Beispiel in [4, S. 546] also nur korrekt, falls
m und e tatsdchlich algebraisch unabhéngig sind.

7.2.2 Lemma. Sind ti,ts € R zwei tiber Q algebraisch abhdngige Elemente,
so gilt Q(t1)RC = Q(t9)RC.

Bewers. Zunéchst erhalten wir aufgrund der algebraischen Abhéngigkeit der
Elemente t; und ¢,

trdeg Q(t1) = trdeg Q(t1,t2) = trdeg Q(12).

Fiir einen Widerspruch nehmen wir ohne Einschriankung an, dass ein Element
v € Q(t)RY\ Q(£2)RC existiert. Weil Q(;)RC fiir k = 1,2 den relativen
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7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

algebraischen Abschluss von Q(¢x) in R bezeichnet, ist dieses = algebraisch
iiber Q(¢;) und transzendent iiber Q(t2). Damit folgt

trdeg Q(tla t27 [E) = trdeg Q(th .I') < trdeg Q(t27 Jf) - trdeg Q(tla t2a ZE),

ein Widerspruch. Daher muss Q(¢;)%¢ = Q(t)RC gelten. O

Fall b)

Auch hier ist die Antwort auf Frage|7.2.1 negativ. Um dies zu zeigen, betrach-
ten wir zunéchst den reell abgeschlossenen Korper R((Q)) aus Beispiel 6.4.15
Dann folgt aus Lemma [6.4.7, dass dessen Teilkorper

Ry = Q)" und R, = Q(¢, )R (2)
ebenfalls reell abgeschlossen sind. Hierbei bezeichnet ¢ die Abbildung

1 firg=1
t:Q—R,qg— ()

0 sonst.
Wir statten die Korper R; und R, jeweils mit der von R((Q)) induzier-
ten Anordnung aus. Dann kann man wie in Fall a) zeigen, dass R; und Ry
abzéhlbare 79-Ordnungen und deshalb zueinander ordnungsisomorph sind.
Weil N < t~! sowohl in R; als auch in Ry gilt, sind auBerdem beide Kérper
nicht-archimedisch.

Wir bestimmen nun den Transzendenzgrad von Ry fiir £ = 1,2. Es ist be-
kannt, dass 7w transzendent iiber Q ist. Da R reell abgeschlossen ist, gilt
zudem

R = RR° = {4 € R((Q)) | a ist algebraisch iiber R}.

Insbesondere ist t € R((Q)) \ R transzendent iiber R und damit auch {iber
Q(7) C R. Hieraus folgt zum einen, dass {t} eine Transzendenzbasis von
R, |Q ist, und andererseits, dass {t,7} eine Transzendenzbasis von Ry |Q
ist. Wir erhalten somit

trdeg Ry = 1 # 2 = trdeg Rs.

Weil der Transzendenzgrad iiber Q nach Bemerkung [6.2.9 invariant unter
Ringisomorphismen zwischen reell abgeschlossenen Kérpern ist, konnen die
Korper Ry und R, daher nicht isomorph sein.
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7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

Folglich brauchen wir neben dem Ordnungstyp weitere Invarianten, um die
abzéhlbaren reell abgeschlossenen Korper bis auf Isomorphie zu beschreiben.

Wenn wir zusétzlich verlangen, dass R und Rs denselben Transzendenzgrad
tiber Q haben, so bleibt die Antwort auf Frage[7.2.1 dennoch negativ. Um dies
zu zeigen, betrachten wir wieder den reell abgeschlossenen Korper R((Q)).
Seien weiter £1,1o € R zwei verschiedene iiber Q algebraisch unabhéngige
Elemente und ¢ das Element aus . Wir betrachten nun die Korper

Ry = Q(t,4)"° CR((Q)) und Ry = Q(t, )" C R((Q)). (3)

Wie bei den Korpern aus kann man zeigen, dass diese ebenfalls abzéhlbar,
nicht-archimedisch, reell abgeschlossen und zueinander ordnungsisomorph
sind. Wir beweisen nun, dass fiir £k = 1,2 die Menge {¢,?;} eine Transzen-
denzbasis der Erweiterung Ry | Q ist. Dafiir nehmen wir an, dass die Elemente
t und t; tiber Q algebraisch abhéngig sind. Dann folgt

t € Q(tx)"° = {a € R((Q)) | a ist algebraisch iiber Q(t;)}. (%)
Da R reell abgeschlossen ist, gilt jedoch
R = RRC = {4 € R((Q)) | a ist algebraisch iiber R}.

Insbesondere ist ¢ € R((Q)) \ R transzendent iiber R und damit auch iiber
Q(tr) € R, was widerspricht. Folglich sind ¢ und ¢, algebraisch un-
abhéngig iiber Q und wir erhalten

trdeg R = trdeg Ry = 2.

Um Ry % R, zu zeigen, betrachten wir die Restklassenkorper Ry, R beziiglich
der Bewertung v,;,. Fiir £ = 1,2 gilt

Ry = Q(t, t)RC = Q(t)"°.
In Fall a) haben wir gezeigt, dass
Ry = Q(t1)" # Q(t2) = Ra.

Daher sind auch R; und Rs nicht zueinander isomorph. Um die Details dieser
Argumentation zu beweisen, werden Resultate aus der Bewertungstheorie
benotigt, die iiber den Rahmen dieser Arbeit hinausgehen.
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7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

Die Korper aus zeigen, dass Ordnungstyp und Transzendenzgrad iiber Q
allein nicht ausreichen, um abzdhlbare nicht-archimedische reell abgeschlos-
sene Korper bis auf Isomorphie zu charakterisieren.

Wir wenden uns nun den iiberabzidhlbaren reell abgeschlossenen Koérpern
zu. Im Folgenden stimmen deshalb der Transzendenzgrad iiber Q und die
Kardinalitét iiberein (siehe Bemerkung 6.2.11]).

Fall c)

Hier stimmt Frage [7.2.1 mit der Frage [7.1.8 aus [4, Problem 5.1] von Erdés,
Gillman und Henriksen aus dem Jahr 1955 {iberein. Dass die Antwort darauf
negativ ist, zeigt Abraham Robinson 1956 in seinem Paper , Solution of a
problem by Erdos—Gillman—Henriksen* [17], indem er ein Gegenbeispiel kon-
struiert. Wir mochten jedoch darauf hinweisen, dass sich in [17] einige Fehl-
aussagen finden. Beispielsweise behauptet Robinson gleich zu Beginn, dass
er zwei ,algebraically isomorphic real-closed non-archimedean and nondenu-
merable ordered fields, such that no order-preserving isomorphism exists®“ an-
geben wird. Doch da jeder Ringisomorphismus zwischen reell abgeschlossenen
Koérpern notwendigerweise ordnungserhaltend ist, ist dies nicht moglich. In
Wirklichkeit konstruiert er jedoch zwei iiberabzéhlbare nicht-archimedische
ordnungsisomorphe reell abgeschlossene Korper, die nicht isomorph sind. Der
Begriff ,,algebraically isomorphic® sollte also durch ,,order isomorphic* ersetzt
werden. Im Folgenden fithren wir Robinsons Konstruktion vor und weisen an
den entsprechenden Stellen auf die Fehler in [17] hin.

Seien t1,t, € R zwei verschiedene positive iiber Q algebraisch unabhéngige
Elemente. Wie in Fall a) betrachten wir zunéchst die abzidhlbaren archime-
dischen reell abgeschlossenen Korper

Ry =Q(t))" CRund Ry = Q(2)*° C R.

Robinson behauptet in [17], dass R; und Rs ,algebraically isomorphic* sind,
d.h. dass es einen Ringisomorphismus zwischen R, und R, gibt. Wir haben
allerdings in Fall a) gesehen, dass dies nicht der Fall ist. Daher sollte auch
an dieser Stelle der Begriff , algebraically isomorphic* durch ,order isomor-
phic* ersetzt werden. Wie wir ndmlich bereits in Fall a) gezeigt haben, sind
Ry und R als abzédhlbare ny-Ordnungen tatséchlich ordnungsisomorph (mit
Ordnungstyp 7). Insbesondere gibt es nach Korollar @ einen Ordnungs-
isomorphismus f: Ry — Ry mit f(0) = 0.
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7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

Nun betrachten wir die nach [19] Kapitel V, Korollar 5.14] reell abgeschlos-
senen Korper

Ry = Ri{{t}} € R{{t}} und Ry = Rp{{t}} C R{{t}} (4)
der Puiseux-Reihen (mit Koeffizienten in R; bzw. Ry). Offensichtlich gilt
{0,1}" C Ry C R
und damit
¢ =2% = |{0, 1} < |R;| < |RZ| =®y° = 2% =¢
fiir £ = 1,2. Somit haben R} und R; beide Kardinalitét c¢. Insbesondere gilt
trdeg R} = trdeg R} = .

Wir versehen die Kérper aus (4)) mit der lexikographischen Anordnung. Dann
gilt N < ¢! sowohl in R} als auch in R}. Folglich sind beide Kérper nicht-
archimedisch.

Den Beweis der Ordnungsisomorphie von R} und R} fiihrt Robinson in [17]
nicht aus. Daher zeigen wir nun dhnlich wie in Lemma dass die Ab-
bildung

F:R —-R;,a— foa

einen Ordnungsisomorphismus definiert:

Zunéchst stellen wir fest, dass

supp(F'(a)) = supp(f o a) = supp(a) ()

fiir jedes a € R, da f bijektiv ist und f(0) = 0 gilt. AuBlerdem ist es nicht
schwer zu sehen, dass aufgrund der Surjektivitat von f auch F surjektiv ist.
Es bleibt zu zeigen, dass F' ordnungserhaltend ist. Seien dafiir a,b € R} mit
a < b. Wir schreiben ohne Einschrénkung

a= iaﬁtﬁ und b = ibﬁtﬁ
k=m k=m

fir n € Nyg,m € Z,a%,b% € Ry und setzen " = vy, (a) und 2 = vy, (b).
Sei m’ € Z mit %' = Upin(b — a). Dann gilt mT/ = Umin(b — @) > min{™*, ™2

und wegen a < b auch @, < b,. Auflerdem haben wir wegen 1'

n n

Fla) = i f <a%> #% und F(b) = i f <b§> £
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7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

Fiir k € Z mit % < %/ = Unmin(b — @) gilt ar = bx, woraus

Fla)s = | <a%> —f (bg) = F(b):

folgt. Zudem gilt a,v < b, und somit auch

(@) = f (@ ) < f (but ) = F0)r,

n

da f ordnungserhaltend ist. Das bedeutet gerade F'(a) < F'(b). Folglich ist
F ordnungserhaltend.

Damit haben R} und R} denselben Ordnungstyp. Auch an dieser Stelle be-
hauptet Robinson in [17], dass R} und R} ,algebraically isomorphic* sind.
Wir werden jedoch gleich sehen, dass dies nicht der Fall ist. Daher sollte auch
hier ,algebraically isomorphic“ durch ,order isomorphic* ersetzt werden. Im
Folgenden zeigen wir also, wie angekiindigt, dass R} und R; nicht isomorph
sind:

Wir nehmen fiir einen Widerspruch an, dass es einen Ringisomorphismus
¢: R — R; gibt. Da R} und Rj reell abgeschlossen sind, ist dieser au-
tomatisch ordnungserhaltend. Wir betrachten im Folgenden das Element
t7 = ¢(t1) € R. Da ¢ die rationalen Zahlen Q fixiert und ordnungserhal-
tend ist, haben wir fiir alle ¢ € Q

g<t < qg<t. (*)

Insbesondere gilt t7 > 0, da nach Annahme ¢; > 0. Weil der Korper R; C R
archimedisch ist, existieren ¢,¢' € Q mit ¢ < t; < ¢. Wegen gilt damit
auch ¢ < t7 < ¢. Hieraus folgt v, () = 0. Wir erhalten somit

o0
tr = tﬁ
1 Arlm,
n
k=0

wobei ar € Ry und ag = ao > 0. Da t; und ¢, algebraisch unabhéngig sind,
gilt #; §én Q(t2)R¢ = R,. Insbesondere sind die Elemente t1 € Ry C R und
ag € Ry C R verschieden. Wir gehen zunéchst davon aus, dass t; < ag gilt.
Weil Q dicht in R liegt, gibt es dann ein ¢ € Q mit ¢; < ¢ < ag. Daraus folgt
t1 —q < 0und

* - k
Pt —q) = p(t1) — pla) = t; —q = (a0 — q) + Y _axtr >0.
k=1
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7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

Dies ist ein Widerspruch, denn ¢ ist ordnungserhaltnd. Gilt ag < ¢, so erhélt
man durch eine analoge Vorgehensweise ebenfalls einen Widerspruch. Daher
sind ?] und R5 nicht isomorph.

Zusammenfassend sind R} und R; aus zwel liberabzdhlbare nicht-archi-
medische reell abgeschlossene Korper desselben Ordnungstyps, die nicht iso-
morph sind. Deshalb kénnen wir Frage [7.1.8 verneinen, stellen aber gleich-
zeitig eine neue Frage:

7.2.3 Frage. Werden zwei reell abgeschlossene Korper Ry und R, die R
echt enthalten, durch ihren Ordnungstyp und den Transzendenzgrad iiber R
(bis auf Isomorphie) charakterisiert (vgl. [4, S. 546])7

Doch auch diese Modifikation von Frage[7.1.8 konnen wir verneinen. Tatséch-
lich werden wir spéter sehen, dass bereits die Korper aus (4)) ein Gegenbeispiel
sind. Wir betrachten jedoch zunéchst die beiden Korper

Ry = R((Q)) und R, = R((Q x Q)). (5)

Dann ist ( Ry, <jex) fiir £ = 1,2 (via dem ordnungserhaltenden Ringhomomor-
phismus ¢ : R — Ry, 7 — rt°) eine echte Erweiterung von (R, <). Wir haben
am Ende von Abschnitt bereits gesehen, dass beide nicht-archimedische
reell abgeschlossene Korper der Kardinalitdt ¢ sind. Da Q@ = (Q, <) und
Q-9 = (QxQ, <) zwei abzahlbare dichte lineare Ordnungen ohne Endpunkte
sind (siehe Abschnitt 7 finden wir nach Korollar @ einen Ordnungsiso-
morphismus f; : Q = Q x Q von (Q, <) nach (Q x Q, <) mit f»(0) = (0,0).
Anwenden von Lemma mit f; = idr und f5 liefert dann, dass R; und
Ry denselben Ordnungstyp haben. Nun zeigen wir, dass R; und Rs trotzdem
nicht zueinander isomorph sind:

Wir nehmen fiir einen Widerspruch an, dass es einen Ringisomorphismus
@: Ry — Ry gibt. Da R; und R, reell abgeschlossen sind, ist dieser automa-
tisch ordnungserhaltend. Wir betrachten zunéchst die Menge

M = {(t"*N)" | n € Nog} C Ry,
Fiir n € Ny gilt (t(*l’o))n = t(=9 ynd damit
N < M <O,

Nun betrachten wir die Bilder s = ¢ (¢-19) und r = ¢ (t©7) in R;. Weil
¢ ein ordnungserhaltender Ringisomorphismus ist, erhalten wir

o(M)={s"|n€Nsg} und N < p(M) <.
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7 Isomorphie reell abgeschlossener Korper

Aus N < 5,7 folgt vpmin(s), Umin(r) < 0 in (Q, <). Da auBerdem (Q, <) ein
archimedisch angeordneter Korper ist, existiert nach Bemerkung [6.3.8 ein
n € N mit
Vmin(8") = NUmin(8) < Vmin (7).
Daraus folgt jedoch
r<s"e M),

was ¢(M) < r widerspricht. Folglich kénnen R; und Ry nicht isomorph sein.

Damit wir Frage |7.2.3 tatséchlich verneinen kénnen, miissen wir noch den
Transzendenzgrad von R; |R und R, |R bestimmen:

7.2.4 Lemma. Fs gilt trdegg Ry = trdegg Ry = trdegg R((Z)) = ¢, wobei
Ry =R((Q)) und Ry = R((Q x Q)) die Korper aus bezeichnen.

Beweis. Sei T' C R eine Transzendenzbasis von R|Q. Wir zeigen, dass die
Menge
T" = {exp(at) | a € T} C R((Z))

algebraisch unabhéngig iiber R ist. Seien dafiir £ € N und ay,...,a;, € T
beliebig. Dann sind aq, ..., a; algebraisch unabhéngig iiber @Q, also insbe-
sondere linear unabéngig iiber Q. Aus Lemma folgt daher, dass die
Elemente exp(ait),...,exp(axt) € R((Z)) algebraisch unabhéngig iiber R
sind. Somit ist 7" algebraisch unabhéngig iiber R. Zudem gilt aufgrund der
Injektivitét von exp, dass |T"| = |T| = trdegR = |R| = ¢. Da die Korper
R((Z)), Ry und R, selbst schon Kardinalitét ¢ haben (vgl. Abschnitt [6.4)),
folgt die Behauptung. O

Aus dem obigen Beweis folgt insbesondere
trdegyp R} = trdegg R; = ¢

fiir die Korper R} und Rj aus (4]), da beide den Korper R((Z)) enthalten.

Es werden daher zusétzlich zum Ordnungstyp und zum Transzendenzgrad
iiber R weitere Invarianten bendétigt, um die nicht-archimedischen iiberab-
zéhlbaren reell abgeschlossenen Korper bis auf [somorphie zu beschreiben.
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8 Offene Fragen

In den Féllen a), b) und ¢) konnten wir Frage[7.2.1 verneinen — auch, wenn wir
zusétzlich denselben Transzendenzgrad iiber Q bzw. R vorausgesetzt haben.
In diesen Féllen fehlen uns deshalb noch Invarianten, um die entsprechenden
reell abgeschlossenen Korper bis auf Isomorphie zu beschreiben. Was konnten
diese Invarianten sein?

In Fall d) haben wir bisher noch keine Antwort auf Frage[7.2.1 gefunden. Die
folgende Frage bleibt daher ungeklért:

8.1 Frage. Sind alle iiberabzidhlbaren archimedischen reell abgeschlossenen
Korper desselben Ordnungstyps zueinander isomorph?

Da wir nach Satz [6.3.9 jeden archimedisch angeordneten Koérper auf eindeu-
tige Weise in die reellen Zahlen einbetten kénnen, geniigt es die iiberabzéhl-
baren reell abgeschlossenen Teilkérper von R zu betrachten, um Frage zZu
beantworten. In einem Trivialfall kennen wir die Antwort bereits, denn jeder
Teilkorper K C R, der ordnungsisomorph zu R ist, ist vollstdndig. Daraus
folgt, dass K und R auch als angeordnete Korper zueinander isomorph sind.
Dies kann in Anhang[A]nachgelesen werden. Fiir den Ordnungstyp A der reel-
len Zahlen ist die Antwort auf Frage damit positiv. Wir vermuten jedoch,
dass Frage im Allgemeinen negativ zu beantworten ist. Wir sind daher
auf der Suche nach zwei iiberabzéhlbaren reell abgeschlossenen Teilkérpern
von R, die denselben Ordnungstyp haben, aber nicht zueinander isomorph
sind. Nach Korollar geniigt es dafiir zwei verschiedene iiberabzéhlbare
ordnungsisomorphe Teilkérper von R zu finden.

Sei T eine Transzendenzbasis von R | Q.

8.2 Frage. Gibt es zwei verschiedene iiberabzéhlbare Teilmengen 17,7, C T
so, dass die Kérper R, = Q(T1)R¢ C R und Ry = Q(T3)RC C R zueinander
ordnungsisomorph sind?

Falls Frage[8.2] positiv zu beantworten ist, so kénnen wir Frage [8.1] verneinen.
Aufgrund der Ordnungsisomorphie von R; und R, erhalten wir ndmlich mit

Lemma [6.1.5 und Lemma [6.2.10)

|Ri| = |Ro| = |Q(T2)] = max{Ro, [T2[} = [To] > Ry
und tatséchlich gilt Ry # R,. Um dies zu zeigen, wahlen wir wegen 17 # 15
ohne Einschrankung ein ¢ € T} \ 7. Es folgt aus Lemma[6.2.6 (mit a = ¢ und
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A=TyU{t} CT), dass dieses t transzendent iiber Q(73) ist, woraus wieder-
um t ¢ Ry = {a € R | a ist algebraisch iiber Q(753)} folgt. Andererseits gilt
offensichtlich ¢ € R;. Wir erhalten also Ry # R,. Wie bereits erwéhnt, folgt
daraus mit Korollar [6.3.10, dass R; % R». In diesem Zusammenhang kommt

auBerdem folgende Frage auf:

8.3 Frage. Sind die reellen Abschliisse von zwei angeordneten Koérpern des-
selben Ordnungstyps ebenfalls zueinander ordnungsisomorph?

Im abzéahlbaren Fall ist dies natiirlich der Fall, denn der reelle Abschluss ei-
nes abzahlbaren angeordneten Koérpers ist als algebraische Erweiterung nach
Lemma [6.1.5 ebenfalls abzihlbar. Nach Lemma [7.1.2 ist also jeder angeord-
nete Korper eine 7p-Ordnung der Kardinalitit Rg. Aus Theorem [5.3.2 folgt
damit, dass alle abzdhlbaren angeordneten Korper denselben Ordnungstyp
haben, namlich 7. Ist die Antwort auf Frage [8.3| auch im iiberabzéhlbaren
Fall positiv, so wiirde es in Frage geniigen nur die Ordnungsisomorphie
von Q(T}) und Q(T3) (statt der von Q(77)RC und Q(7%)R°) zu fordern.

Wir haben bereits festgestellt, dass alle abz&hlbaren archimedisch angeord-
neten Korper, insbesondere die reell abgeschlossenen, denselben Ordnunstyp
haben, namlich 1. Welche Ordnungstypen kénnen im iiberabzéhlbaren Fall
auftreten?

8.4 Frage.

a) Was sind die Ordnungstypen der iiberabzéahlbaren archimedisch angeord-
neten Korper?

b) Was sind die Ordnungstypen der iiberabziahlbaren archimedischen reell
abgeschlossenen Korper?
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A Anhang: Konstruktion der Zahlenmengen

Da wir die Zahlenmengen in dieser Arbeit héufig als Beispiele verwenden,
mochten wir diese nun formal definieren. In den folgenden Abschnitten orien-
tieren wir uns dabei hauptséchlich an [13] fiir die Einfithrung der natiirlichen,
ganzen und rationalen Zahlen und an [14] fiir die Konstruktion der reellen
Zahlen. Alle Beweise, die wir hier auslassen, konnen dort nachgelesen werden.
Wie wir in Abschnitt die rationalen Zahlen (Q, <) bis auf Ordnungsiso-
morphie beschrieben haben, mochten wir am Ende dieses Anhangs auch einen
Isomorphiesatz fiir die reellen Zahlen (R, <) formulieren und beweisen.

Natiirliche Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sind eine Menge N, in der ein Element 0 € N
(die Null) ausgezeichnet ist und auf der eine Selbstabbildung s: N — N

(Nachfolgerfunktion) definiert ist so, dass folgende Axiome erfiillt sind:

(1) s ist injektiv,

(2) 0¢ s(N),

(3) fiir jede Teilmenge M C N mit 0 € M und s(M) C M gilt schon M = N.

Die Vorstellung ist, dass s jeder natiirlichen Zahl n € N die nachfolgende
Zahl zuordnet. Wir schreiben 1 := 5(0),2 := s(1),3 := s(2) und so weiter.
Dadurch erhalten wir

N={0,1,2,3,...}.

Wir definieren rekursiv eine Addition auf N durch
n+0=0und n+ s(m) = s(n+m)

fir n,m € N. Dann ist (N, +,0) nach [I3] Abschnitt 2.3] eine kommutative
Halbgruppe mit Kiirzungsregel, d.h. fiir alle n,m,k € N folgt aus n + k =
m + k stets n = m.

Ebenso definieren wir eine Multiplikation auf N durch
n-0=0undn-s(m)=n-m+n

fiir n,m € N. Fiir diese Multiplikation gelten die iiblichen Rechenregeln.
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Schliefllich wird N durch die Relation, definiert durch
n<ym & dkeNn+k=m,

fiir n,m € N, zu einer linearen Ordnung N := (N, <y).

Ganze Zahlen
Wir definieren auf N x N die Aquivalenzrelation
(a,b) ~ (¢,d) == a+d=b+c

fir (a,b),(c,d) € N x N. Die ganzen Zahlen Z sind dann die Menge der
Aquivalenzklassen dieser Relation, d.h.

Z=(NxN)/~
= {[a,b] [ a,b € N}.

In [B, Satz 13.1] wird bewiesen, dass die Menge Z abzdhlbar ist.
Wir definieren eine Addition und eine Multiplikation auf Z durch

[a, 0] + [e,d] = la+ ¢, b+ d]

la,b] - [c,d] = [ac + bd, ad + bc]

fiir a, b, ¢, d € N. Dadurch bildet (Z, +, -, [0, 0], [1, 0]) nach [13] Abschnitt 3.2]
einen Integrititsring mit Einselement. Insbesondere hat jedes z = [a,b] € Z
ein eindeutig bestimmtes additiv Inverses, und zwar —z = [b, a]. Da sich die

Injektion
t:N—=Z, n—[n0=n-0

mit den Operationen auf N und Z vertragt, identifizieren wir die Teilmenge
t(N) C Z mit den natiirlichen Zahlen N. Dadurch erhalten wir

Z=A...,—2,-1,0,1,2,...}.
Schliellich wird Z durch die Relation, definiert durch

a<zb:= 0<yzb—a, wobei
0<7a & a€eN

fir a,b € Z, zu einer linearen Ordnung Z := (Z,<z) und offensichtlich
gilt N C Z. Durch diese Anordnung wird (Z, +, [0, 0], <z) sogar zu einer
angeordneten Gruppe.
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Rationale Zahlen
Auf Z x (Z\ {0}) definieren wir eine Aquivalenzrelation durch
(a,b) ~ (¢,d) & ad = be

fiir a,b,c,d € Z mit b, d # 0. Die rationalen Zahlen Q sind dann die Menge
der Aquivalenzklassen dieser Relation, d.h.

Q= (Zx(Z\{0}))/ ~
= {la,b] | a,b € Z,b # 0}

In [5, Satz 13.1] wird bewiesen, dass die Menge Q abzéhlbar ist. Fiir ganze
Zahlen a,b € Z mit b # 0 schreiben wir § statt [a, b].

Wir definieren eine Addition und eine Multiplikation auf Q durch

g_i_f_ad—i-bc
b d  bd
a c_ac
b d bd

fiir a,b,¢,d € Z mit b,d # 0. Dadurch wird (Q,+,-,%, 1) zu einem Kérper.
Insbesondere hat jedes § € Q ein eindeutig bestimmes additiv Inverses,
namlich =%, und gilt ¢ # 0, so hat £ zudem ein eindeutig bestimmtes multi-
plikativ Inverses, und zwar g Da sich die Injektion

LIZ—)@,(II—)%

mit den Operationen auf Z und Q vertrégt, identifzieren wir die Teilmenge
1(Z) C Q mit den ganzen Zahlen Z.

Schlieflich wird Q durch die Relation <g, definiert durch

%<Q§ ®O<Q2 C—;, wobei
O<@% & 0<gzab

fir a,b,c,d € Z mit b,d # 0, zu einer linearen Ordnung Q : (Q <)
und offensichtlich gilt Z C Q. Mit dieser Anordnung bildet (Q, +, -, 1, 1, <g)
sogar einen archimedisch angeordneten Korper, denn es gilt

=l

fir ¢ € Q und |a| = max{a, —a} € N. Insbesondere liegt N kofinal in Q.
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Reelle Zahlen

Definition. Sei A = (A4, <) eine lineare Ordnung. Unter einem Dedekind-
Schnitt’] in A verstehen wir eine nichtleere Unterordnung C' C A, die kein
erstes Element hat und nach oben abgeschlossen ist, d.h. fiir allea € A,c € C
mit ¢ < a gilt auch a € C.

Beispiel. Fiir jede rationale Zahl ¢ € Q ist C, = (¢,00)g ein Dedekind-
Schnitt in Q. Es gibt aber auch Dedekind-Schnitte, die nicht die Form C,, fiir
ein ¢ € Q haben, zum Beispiel v2:={g € Q| ¢ >0,¢*> >2} C Q.

Die reellen Zahlen R sind die Menge aller Dedekind-Schnitte in Q = (Q, <).
In [5, Satz 13.2] wird bewiesen, dass ¢ := |R| = 2%0 gilt.

Mit der Relation <g, definiert durch
C<gD : & DCC

fir C, D € R, bildet R := (R, <g) eine lineare Ordnung. Wir definieren
zudem eine Addition auf R durch

C+D={c+d|ceC,de D}

fir C, D € R. Dadurch wird (R, +, Cy, <g) zu einer angeordneten abelschen
Gruppe. Fiir positive reelle Zahlen C;, D > 0 = Cj definieren wir zudem eine
Multiplikation durch

C-D={c-d|ceC,deC}.

Diese kann dann eindeutig zu einer Multiplikation auf ganz R fortgesetzt
werden. Da sich die Injektion

t:Q =R, qg— C;=(q,00)q

mit den Operationen auf Q und R vertragt, identifizieren wir die Teilmenge
t(Q) € R mit den rationalen Zahlen Q. Dann gilt offensichtlich @ C R.
Schlieflich bildet (R, +, -, Cy, C, <gr) einen angeordneten Korper. Insbeson-
dere ist R nach Lemma [7.1.2 eine 7o-Ordnung. Nach [16, Satz 1.28] ist R
sogar reell abgeschlossen, da R C C = R(¢) algebraisch abgeschlossen ist.

"Richard Dedekind (1831-1916), deutscher Mathematiker
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Cantor hat in [3] nicht nur den Ordnungstyp 7 der rationalen Zahlen (siehe
[3, S. 504]), sondern auch den Ordnungstyp A der reellen Zahlen R (siehe
[3, S. 511]) charakterisiert. Die rationalen Zahlen haben wir bereits in Ab-
schnitt betrachtet. Unser néchstes Ziel ist es, die lineare Ordnung R bis
auf Isomorphie zu beschreiben. Dabei orientieren wir uns hauptséchlich an
[18, Chapter 2].

Definition. Seien A = (A, <) eine lineare Ordnung und B C A eine Unter-
ordnung.

1. Wir nennen B nach unten beschrinkt in A, falls ein a € A mit a < b
fiir alle b € B existiert. Solch ein ¢ heifit dann untere Schranke von B.

2. Ein Element a € A heiit Infimum von B, wenn a die grofite untere
Schranke von B ist, d.h. a ist eine untere Schranke von B und es gilt
a’ < a fiir jede untere Schranke a’ von B.

3. Wir nennen A vollstindig, wenn jede nichtleere nach unten beschréinkte
Unterordnung von A ein Infimum in A hat.

Bemerkung.

a) Existiert ein Infimum a von X in A, so kann man zeigen, dass dieses
eindeutig ist und daher schreiben wir a = inf 4 X oder kurz a = inf X.

b) Es ist nicht schwer zu sehen, dass zwei isomorphe lineare Ordnungen ent-
weder beide vollstdndig oder beide nicht vollstdndig sind. Um dies zu
beweisen, verfihrt man #hnlich wie in Lemma [2.4.8. Deshalb kénnen wir
auch von vollstdndigen Ordnungstypen sprechen.

Beispiel.

a) Die linearen Ordnungen A und Z sind beide vollstéindig, denn fiir jede
nichtleere nach unten beschrinkte Unterordnung A C Z gilt inf A =
min A € A.

b) Die reellen Zahlen R sind vollstdndig, denn das Infimum einer nichtleeren

unbeschrankten Unterordnung A C R ist gegeben durch inf A= J C.
CeA

c¢) Die Unterordnung {q € Q¢ | ¢> > 2} C Q ist nach unten beschrinkt, hat
aber kein Infimum in Q. Also ist Q nicht vollstdndig. Hieraus folgt, dass

86



A Anhang: Konstruktion der Zahlenmengen

eine dichte vollstdndige lineare Ordnung nie abzéhlbar sein kann, denn
nach Korollar [3.2.3 hat eine abzéhlbare dichte lineare Ordnung entweder
Ordnungstyp 77, 147, n+1 oder 14+n+1 und kann deshalb nicht vollstandig
sein.

Definition. Wir nennen eine lineare Ordnung A separabel, falls eine ab-
zdhlbare Unterordnung B C A existiert, die dicht in A liegt.

Bemerkung.
a) Ist eine lineare Ordnung separabel, so ist sie offensichtlich auch dicht.

b) Wegen Lemma [2.4.8 sind zwei ordnungsisomorphe lineare Ordnungen ent-
weder beide separabel oder beide nicht separabel. Deshalb koénnen wir
auch von separablen Ordnungstypen sprechen.

Um zu zeigen, dass R tatséchlich separabel ist, verwenden wir das folgende
Resultat:

Lemma. Jeder vollstindig angeordnete Kérper ist archimedisch.

Beweis. Ist (K, <) ein nicht-archimedischer angeordneter Korper, so definiert
M = {a € K | N < a} eine nichtleere nach unten beschrénkte Unterordnung
von (K, <), die keinen Infimum hat. Daher kann (K, <) nicht vollstindig
sein. [l

Die rellen Zahlen (R, <g) sind somit ein archimedisch angeordneter Kérper.
Insbesondere liegt @Q nach [16, Lemma 1.7] dicht in (R, <g), was die Sepa-
rabilitidt von R zeigt. Wir erhalten nun die folgende Charakterisierung der
reellen Zahlen aus [3, S. 511], welche ein Analogon zu Theorem [3.2.2 ist:

Theorem (Cantor). Eine lineare Ordnung A ist genau dann separabel, voll-
standig und hat keine Endpunkte, wenn A ordnungsisomorph zu R ist.

Beweis. Zunichst gehen wir davon aus, dass A eine separable vollstandige
lineare Ordnung ohne Endpunkte ist. Es gibt also eine abzéhlbare Unter-
ordnung B C A, die dicht in A liegt. Insbesondere ist auch B eine dich-
te lineare Ordnung ohne Endpunkte. Nach Theorem [3.2.2 finden wir daher
einen Ordnungsisomorphismus f: B — Q. Wir definieren nun eine Abbil-
dung g: A — R durch die Vorschrift

g(a) :=infg f({b€ B|a<4b}).
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Es ist nicht schwer zu sehen, dass g wohldefiniert und ordnungserhaltend
ist. Die Surjektivitéit von ¢ folgt aus der Vollsténdigkeit von A. Damit sind
A und R ordnungsisomorph. Nun gehen wir umgekehrt davon aus, dass ein
Ordnungsisomorphismus f: R — A von R nach A existiert. Da R keine
Endpunkte hat, folgt mit Lemma [2.4.8, dass auch A keine Endpunkte hat.
Entsprechend iibertragen sich auch die Vollstandigkeit und Separabilitéit von
R via f auf A. O

In Abschnitt konnten wir mithilfe der Charakterisierung von Q alle
abzahlbaren dichten Ordnungstypen angeben. Ebenso erhalten wir nun alle
separablen vollstdndigen Ordnungstypen:

Korollar. Jede separable vollstindige lineare Ordnung hat den Ordnungstyp
0,1, 1+ XM A+1oder1+A+1.

Beweis. Sei A eine separable vollsténdige lineare Ordnung. Falls A endlich
ist, so hat A entweder den Ordnungstyp O oder 1. Ansonsten miissen wir
unterscheiden, ob A Endpunkte hat oder nicht. Hat A beispielsweise nur ein
erstes Element a und kein letztes Element, so hat die Unterordnung A’ =
A\ {a} keine Endpunkte. Aulerdem ldsst sich leicht nachweisen, dass A’
auch separabel und vollstandig ist. Nach dem obigen Theorem hat A’ damit
den Ordnungstyp A. Wegen A = {a} + A’ hat A den Ordnungstyp 1+ \. Die
anderen Fille zeigt man analog. O

Mithilfe dieser Ergebnisse zu R konnen wir schlieBlich auch Frage [2.4.11p)
beantworten und die Isomorphieverhéltnisse von den linearen Ordnungen

R,R-R,R\ {0} und R\ (0, 1] kldren:

a) Die reellen Zahlen R sind bis auf Ordnungsisomorphie die einzige separa-
ble vollstéandige lineare Ordnung ohne Endpunkte.

b) Das Produkt R - R ist nicht separabel. Um dies zu zeigen, betrachten wir
eine Unterordnung B C R - R, die dicht in R - R liegt. Zu jedem x € R
gibt es also ein b, € B mit (0,z) < b, < (1,z) und offensichtlich gilt
b, # b, fiir x # y. Daraus folgt jedoch |B| > |R| = ¢ > ¥,. Folglich ist
das Produkt R - R nicht separabel. Insbesondere gilt R 2 R - R.

c¢) Die Unterordnung R \ {0} C R ist separabel, denn Q \ {0} liegt dicht
in R\ {0}. Damit erhalten wir R - R 2 R\ {0}, da Separabilitit durch
Ordnungsisomorphismen iibertragen wird. Andererseits ist R \ {0} nicht
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vollstéindig, denn die nach unten beschrénkte Unterordnung {X | n € N5}
hat kein Infimum in R\ {0}. Also haben wir R 2 R\ {0}. Insbesondere ist
es im obigen Theorem von Cantor nicht ausreichend statt Separabilitét
nur Dichtheit (und |A| = ¢) zu fordern.

Die Abbildung f: R — R\ (0, 1] mit der Vorschrift

T firz <0
T —
z+1 firxz>0

definiert offensichtlich einen Ordnungsisomorphismus von (R, <g) nach
(R\ (0,1], <g). Somit gilt R = R\ (0, 1]. Insbesondere ist auch die Un-
terordnung R\ (0, 1] separabel, vollstdndig und hat keine Endpunkte.
Auflerdem folgt R - R 2R\ (0,1] 2R\ {0}.

Zuletzt mochten wir noch erwéhnen, dass (R, <g) nach [14, Abschnitt 5.3]
bis auf eindeutige Isomorphie der einzige vollstindig angeordnete Korper ist.

Insbesondere ist jeder vollstdndig angeordnete Korper archimedisch und reell

abgeschlossen.
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