Mathematik an der Schule und an der Uni

am Beispiel der Exponentialfunktion

Robert Denk
28. 10. 1999

1. Die Exponentialfunktion im Reellen

Jeder kennt aus der Schule (hoffentlich) die Exponentialfunktion z — exp(z) mit
dem zugehorigen Graphe, siehe Abbildung 1.

Abbildung 1: Die reelle Exponentialfunktion

Aus der Schule weiff man auch viele Eigenschaften dieser Funktion, z.B. exp(z) > 0
fiir alle z € R, exp(l) = e = 2.71828... und daf die Ableitung der Exponential-
funktion wieder dieselbe Funktion ist. Aber an der Uni kann man die Eigenschaften
dieser Funktion nicht einfach glauben, man mufl vielmehr klar trennen, was die
Definition ist und welche Eigenschaften aus der Definition folgen.

In einem ersten Schritt mufl man also eine exakte Definition der Exponentialfunktion
angeben. Dies kann auf verschiedene Weise geschehen, so ist etwa in einem Buch von
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O. Forster!, einem Standardbuch fiir die Analysis, folgendes zu finden (siche [F], S.
45):

Definition 1. Die Exponentialfunktion exp: R — R ist definiert als

2 2 = z"

o— [ — - J— e = R

exp(z) :== e .—1+x+2+3!+ —Eon!-
n=

Dabei stellen sich sofort Fragen, die man noch klaren mufi:

e Sind die Punkte ,,...“ iiberhaupt gerechtfertigt? (Dies ist die Frage nach der
Konvergenz der entsprechenden unendlichen Reihe.)

e Beschreibt diese Funktion das, was man eigentlich haben will?

Als Antwort auf die erste Frage lernt man im ersten Semester an der Uni, dafl diese
Reihe iiberall (d.h. fiir alle ) und absolut konvergiert. Tatséchlich ist die Konvergenz
auch relativ schnell, wie man an folgendem Beispiel lernt, das e = exp(1) berechnet.
In der folgenden Liste werden die Partialsummen

IS S 1
SN = + +§+§+"'+m

aufgelistet (diese sind mit einem Computer berechnet, was iibrigens nicht typisch
fiir die Mathematik ist):

so = 1.

s1 = 2.

$9 = 2.500000000
s3 = 2.666666667
s4 = 2.708333334
§5 = 2.716666667
s¢ = 2.718055556
s7 = 2.718253969
sg = 2.718278771
S9 = 2.718281527
S10 = 2.718281803
S11 = 2.718281828
S19 = 2.718281830
s13 = 2.718281830
S14 = 2.718281830

LO. Forster: Analysis 1 (4.Auflage), Vieweg-Verlag, Braunschweig 1983. Dieses Buch wird im
folgenden mit [F] abgekiirzt.



Um die zweite Frage zu beantworten, mufl man die Aussagen, welche man fiir die
Exponentialfunktion gerne hétte, jetzt beweisen. Vor allem sollten dabei auch andere
Darstellungen abgeleitet werden, welche man als alternative Definitionen auch noch
im Kopf haben konnte.

Im Beispiel der Exponentialfunktion kann man etwa folgendes beweisen (vgl. [F], S.
49):

Satz 2. Es gilt exp(z +y) = exp(z) exp(y) fir alle z,y € R.
Der Beweis dieses Satzes ist keineswegs trivial und erfordert einigen Aufwand! Aber

wenn man diesen Satz kennt, kann man weitere Aussagen finden:

Satz 3. a) Es gilt exp(—x) = expl(w).

b) Es gilt exp(xz) > 0 fir alle x € R.
Beweis. Um a) zu sehen, wendet man Satz 2 an und erhélt

exp(z) exp(—z) = exp(z + (—)) = exp(0)..

Aber nach Definition ist exp(0) =14+ 0404 --- =1, d.h. man erhélt exp(—z) =
1/ exp(z), wie gewiinscht.

b) Fiir x > 0 ist, wieder nach Definition der Exponentialfunktion,

2
exp(x):1+x+%+---21>0.

Fiir z < 0 erhélt man mit Teil a) exp(z) = 1/ exp(—z) > 0, da jetzt —z > 0 ist und
man damit Teil a) auf —z anwenden kann. O

Unter Verwendung der Definition kann man auch folgendes zeigen:

Satz 4. Die Ableitung der Exponentialfunktion ist wieder die Exponentialfunktion.

Fiir einen Beweis mochte man gerne die Reihe

2 $3
exp(x):1+x+5+§+...

Term fiir Term ableiten. Man erhilt

.Z'2

d T

aexp(w) =0+1+2-§+3-§+---=exp(x).

Aber ob man das wirklich tun darf, ist nicht so klar und mufl auch zunéchst noch
bewiesen werden. In der Mathematik mufl man sich bei jedem Schritt fragen, ob und

warum dies wirklich erlaubt ist.



2. Die Exponentialfunktion im Komplexen (der héhere Stand-
punkt)

a) Was sind komplexe Zahlen?

Ein wichtiger Punkt beim Rechnen mit Zahlen ist das Lésen von Gleichungen, etwa
von Gleichungen der Form 3z = 2 mit der Losung = = % oder der Form z? =
4 mit den beiden Losungen z = 2 und x = —2. Gerade bei den quadratischen
Gleichungen gibt es aber einige, die sich nicht lésen lassen, etwa x? = —1. Daher
ist es notwendig (oder zumindest in vielen Fillen giinstig), die Menge der (reellen)
Zahlen zu erweitern. Man definiert die Zahl i als eine Lésung der Gleichung 2> = —1.

Damit ist automatisch auch —i eine Losung dieser Gleichung, denn
(i) =((-1)-i)*=(-1)*-i?=1-i*= -1,

vorausgesetzt, man kann mit dem neuen Symbol i genauso rechnen, wie man’s von
den reellen Zahlen gewohnt ist. Wenn man das weiterhin auch wirklich tun will, muf
man auch Ausdriicke wie 2i, 3 4+ 1 und 1+ 2i zulassen, allgemein alle Ausdriicke
der Form x + yi mit x,y € R. Tatsédchlich definiert man die komplexen Zahlen C
als

C={z+yi:z,yeR}

mit der zusétzlichen Vereinbarung, daf alle Rechenregeln weiterhin gelten sollen und
daB auBlerdem 1% = —1 gilt. Fiir eine Zahl z = x + yi € C heifit x der Realteil von
z und y der Imaginérteil von z.

Es stellt sich damit heraus, dafl man damit in gewisser Weise eine endgiiltige Er-
weiterung der Zahlen gefunden hat. Insbesondere kann man etwa alle quadratischen
Gleichungen damit 16sen. So hat z.B. die Gleichung

2 +9=0
die Losungen x = 31 und x = —31, denn
(3i)*’=3%-i?=9-(-1) = -9

(und genauso fiir x = —31).

b) Die komplexe Exponentialfunktion

Durch Anwendung der iiblichen Rechenregeln und der Vereinbarung i%2 = —1 kann
man auch die Potenzen 22, 23,... berechnen. Fiir z = x + yi erhiilt man etwa

= (z+yi) =2+ 2zyi+ (yi)? =2* +22yi —y* = (2° — v?) + 22yi .



Dies ist wieder eine komplexe Zahl mit Realteil ?—y? und Imaginirteil 2zy. Genauso
geht’s mit den hoheren Potenzen 23, 2%, ... weiter.

Sieht man sich noch einmal die Definition der Exponentialfunktion an (Definition
1), so sieht man, dafl diese Definition genauso fiir komplexe Zahlen iibernommen
werden kann. Wir definieren also

Definition 5. Die komplexe Exponentialfunktion exp: C — C ist definiert als

22 28 2, "
=e* =1 —+ 5+ = — .
exp(z) e +z+ 5 + a3 + ;n!

Auch hier ist wieder die Frage nach der Konvergenz zu stellen, aber die beweist man
wortlich genauso wie im Fall der reellen Exponentialfunktion. Es hat sich ja jetzt
auch nichts Wesentliches verindert, aufler dafl wir jetzt mit anderen Zahlen rechnen
als vorher.

Fiir eine komplexe Zahl z = x + yi ist der Wert der Exponentialfunktion exp(z)
wieder eine komplexe Zahl, also von der Form exp(z) = v+ wi. Jetzt kann man die
Exponentialfunktion also nicht mehr so einfach zeichnen, weil man mit z, y, v, w vier
Groflen hat und damit eine vierdimensionale Zeichnung briuchte. Aber wenn man
sich auf den Realteil v beschriankt, so erhdlt man Abbildung 2. In dieser Abbildung
ist v = Re exp(z + y1i) als Funktion von z und y zu sehen.

Entlang der x-Achse, also fiir y = 0, kann man noch unsere altbekannte reelle Ex-
ponentialfunktion erkennen. Doch was ist fiir ¥ # 0?7 Wir erkennen, dafl uns diese
einfache Wiederholung der Definition fiir komplexe Zahlen auf neue Fragestellun-
gen fiihrt. Es ist die Aufgabe der Mathematik (und im iibrigen das Spannende an
der Mathematik), diese neuen Strukturen, die sich so natiirlich ergeben haben, zu
analysieren.



Abbildung 2: Der Realteil der komplexen Exponentialfunktion.
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Abbildung 3: Der Realteil der komplexen Exponentialfunktion, gedrehte Darstellung



In unserem Beispiel stellt sich heraus, dafi die komplexe Exponentialfunktion nicht
nur eine Erweiterung der reellen Exponentialfunktion ist, sondern auch die trigono-
metrischen Funktionen sin und cos enthélt. Tatsédchlich gilt

exp(z + yi) = exp(z)(cosy + isiny) .

Dabei stellt sich jetzt natiirlich, wie schon bei der Exponentialfunktion, die Frage,
wie der Cosinus und der Sinus iiberhaupt definiert werden. Am giinstigsten ist es,
wenn man die obige Gleichung als Definition dieser Funktionen betrachtet. Dann
hat man diese Gleichung natiirlich nicht zu beweisen, denn sie gilt nach Definition.
Aber was man beweisen muf} ist, dafi diese Definition von sin und cos das erfiillt,
was man gerne haben mdochte.

Also noch einmal formal (siehe auch [F], S. 86):

Definition 6. Fiir y € R sei

cos(y) == Re(exp(iy)) und sin(y) :=Im(exp(iy)).

In dieser Definition ist der , Winkel“ y in Bogenmaf} zu interpretieren. Unmittelbar
aus dieser Definition sieht man die beriihmte Formel von Euler

e'¥ = cos(y) + i sin(y)

und damit auch die obige Formel fiir exp(z + iy). Setzt man in der Eulerschen
Formel y = 7 (was einem Winkel von 180° entspricht), so erhilt man die schone
Formel

e'™"=—-1.

An den Abbildungen 3-5 erkennt man, wo sich der Cosinus in der komplexen Ex-
ponentialfunktion wiederfinden 148t. Jetzt mufl man diese Funktion fiir festes z
betrachten. Abbildung 3 ist dasselbe wie Abbildung 2, nur gedreht, und die ande-
ren beiden Abbildungen sind in einem etwas verdnderten Mafitab gezeichnet. Zur
Erinnerung ist die cos-Funktion noch in Abbildung 6 zu finden.
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Abbildung 5: Dasselbe wie Abbildung 4 in gedrehter Darstellung.




Abbildung 6: Die cos-Funktion.

Wie schon bei der Exponentialfunktion, erlaubt es diese Definition, alle Aussagen
iiber die trigonometrischen Funktionen herzuleiten. Ein Beispiel dafiir ist der fol-
gende Satz.

Satz 7. FEs gilt fiir a,b € R das Additionstheorem
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) .

Beweis. Um dies zu sehen, kann man Satz 1 verwenden. Damit gilt

el(a—|—b) — elo. elb

= (cosa + isina) - (cosb+ isinb)
=cosacoshb+ icosasinb+ isinacosbhb+ i2sinasinb

= (cosacosb — sinasinb) + i(cosasinb + sinacosb) .
Andererseits gilt nach der Eulerschen Formel
(@) = cos(a + b) + i sin(a +b) .
Vergleicht man von den beiden Darstellungen jeweils den Realteil, erhilt man
cosacosb —sinasinb = cos(a + b) ,

also genau das, was wir wollten. Durch einen Vergleich der Imaginirteile erhalten
wir iibrigens das Additionstheorem fiir den Sinus. O
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Die Definition von sin und cos 148t sich iibrigens auch in einer etwas anderen Form
schreiben. Dazu beachtet man cos(—y) = cos(y) und sin(—y) = —sin(y) (was man
aber auch noch zun#chst beweisen muf}!) und erhélt

e'Y =cosy+ isiny,

e ¥ =cosy— isiny.
Addiert man diese beiden Gleichungen, bekommt man
Lo —i
cosy = i(e Y+ e ),
subtrahiert man beide Gleichungen, so ergibt sich

siny = 2—,(eiy —e V).
i

Unter Verwendung dieser Formeln kann man etwa die Ableitung des Cosinus aus-
rechnen (da wir die Ableitung der Exponentialfunktion schon kennen).

Satz 8. Die Ableitung der cos-Funktion ist das Negative der sin-Funktion, d.h.

—cosx = —sinz  fir alle x € R.
dz

Beweis. Wir wenden Satz 4 an, miissen aber beachten, dafl bei der Nachdifferentia-
tion zusétzliche Terme der Form +i nach unten kommen. Wir erhalten

%cosm = %(%(eiy + e_iy)>
1 . .
= 5(1 e —ie ')
_ %(eim e~ i)
I TRE
= —sinz.
Dabei haben wir verwendet, da§ i = —1/1 gilt. O

Wir sehen also, daf} die (wortliche) Ausweitung der Definition der Exponentialfunk-
tion von den reellen auf die komplexen Zahlen zu einer neuen, reicheren Struktur
fithrt, die es uns erlaubt, die trigonometrischen Funktionen wiederzufinden (bzw. zu
definieren). Die Aussagen iiber diese Funktionen, wie etwa der letzte Satz, erweisen
sich bei diesem Standpunkt als Folgerungen von entsprechenden Aussagen iiber die
Exponentialfunktion.

Zusammenfassend kann man sagen, daf} fiir die Mathematik an der Uni (anders als
an der Schule) folgende Punkte von wesentlicher Bedeutung sind:
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e Saubere Definition aller Ausdriicke und ,,Gegenstinde®, die man behandeln
will (hier kann man sich als Erfinder fiihlen).

e Klare Trennung von Aussagen, die nach Definition gelten, und Aussagen, die
man erst noch beweisen muf.

e Untersuchung der Strukturen, die sich aus den Definitionen ergeben (hier kann
man sich als Entdecker fiihlen).

e Betrachtung ,altbekannter” Ausagen von einem héheren Standpunkt aus (wie
im Beispiel der neue Zusammenhang von Exponentialfunktion und trigonome-
trischen Funktionen, die nur zwei Seiten derselben Medaille sind).

Gerade der letzte Punkt kann unglaubliche Zusammenhénge liefern und dement-
sprechend viel Spafl machen. Aber bis man soweit ist, ist eine Menge harter Arbeit
zu leisten!
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