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I am a firm believer that without speculation
there is no good or original observation.

CHARLES ROBERT DARWIN (1809-1882)
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Einleitung

Bei einer Platte handelt es sich um einen dreidimensionalen elastischen Festkorper, welchen
man sich in der einfachsten Variante als einen Quader vorstellen kann, dessen Hohe viel gerin-
ger als die Abmessungen der Grundfldche ist. Im Rahmen der Kontinuumsmechanik geht man
in der allgemeinen Situation von der folgenden Beschreibung aus: Zu einem Korper B C R3
gebe es ein Gebiet ) C IR? und eine stetige Funktion h: Q — R derart, dass

B = {(x1,x2,x3) | |x3] < h(x1,x2), (x1,%2) € Q}

gilt. Wenn das Verhiltnis von max,, ,,)cq i(x1,x2) zu einer charakteristischen Lange von ()
(z. B. dem minimalen Kriimmungradius von () oder der kleineren Kantenldnge, falls () ein
Rechteck ist, usw.) gering ist, dann wird B als eine Platte bezeichnet (vgl. [61]). Je nach die-
sem Verhiltnis wird zwischen diinnen Platten oder Platten mittlerer Dicke unterschieden. Ist
h konstant, so spricht man von einer Platte gleichméfiger Dicke. Die Menge Q) x {0} heif3t die
Mittelebene der Platte. Eine besondere Rolle in der Plattenmodellierung spielen die auf der Mit-
telebene senkrecht stehenden Fasern parametrisiert durch die Segmentenschar {{(x1,x2)} x
[—h(x1,x2),h(x1,x2)] | (x1,x2) € O}

Auf den ersten Blick stellt eine Platte einen Spezialfall eines dreidimensionalen Festkorpers
dar. Jedoch gibt es eine Reihe wesentlicher Unterschiede zwischen der konventionellen Elasti-
zitdtslehre und den Plattentheorien. Es seien unter anderem die folgenden Aspekte erwédhnt:
Im Gegensatz zu der in der allgemeinen Elastizitdtstheorie essentiellen Tatsache, dass es in ei-
nem Korper keine grofien Deformationen gibt, ohne dass im Inneren des Korpers grofie Span-
nungen herrschen, kann eine Platte deutliche Verformungen erfahren, ohne dass diese betracht-
liche Spannungen hervorrufen (s. [44]). Ein weiterer Unterschied besteht darin, dass man bei
einer Platte in der Regel keine Randbedingungen an der Ober- bzw. Unterseite vorschreibt. Au-
erdem stellt eine Platte, mathematisch gesehen, einen singuldren Limit eines dreidimensiona-
len Korpers fiir i — 0 dar. Neben rein analytischen Schwierigkeiten im Falle i — 0 tauchen
auch numerische Probleme auf, wie z. B. das , Locking-Problem”, welches erst im Jahre 1986
von Brezzi und Fortin in ihrem Artikel [8] gelost wurde.

Um dem Streben nach physikalisch addquater und mathematisch sauberer Beschreibung
von Platten nachzukommen, hat man eine Reihe von Modellen entwickelt, welche ihre breite
Anwendung in der Mechanik finden. Ein detaillierter Uberblick iber die historische Entwick-
lung verschiedener Plattentheorien findet sich in der Arbeit [61] von Naghdi. Zu den bekann-
tensten und populédrsten Theorien gehoren die von POISSON und KIRCHHOFF (zu welcher auch
LOVE und VON KARMAN beigetragen haben) und die von REISSNER und MINDLIN (welche
auch teilweise auf den Ideen aus der Balkentheorie von TIMOSHENKO aufgebaut ist). Obwohl
der klassische Zugang von KIRCHHOFF in der Mathematik sehr beliebt und gut erforscht ist,
sodass man die KIRCHHOFFsche Gleichung sogar gelegentlich als , die” Plattengleichung be-
zeichnet, wird in der Mechanik die deutlich allgemeinere Theorie von REISSNER und MIND-
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Einleitung 4

LIN bevorzugt. Dies ist nicht nur damit zu begriinden, dass man dadurch sowohl diinne und
schubstarre als auch mitteldicke und schubweiche Platten gut modellieren und die Randbe-
dingungen leichter vorschreiben kann, sondern auch, dass das Problem numerisch viel besser
handhabbar ist und stirkere strukturelle Ahnlichkeiten mit der zweidimensionalen Elastizitit
aufweist, was das Modell fiir die zahlreichen Anwendungen in der Strukturmechanik beson-
ders attraktiv macht (s. z. B. [25], [26]).

Ein weiterer Aspekt, welchen wir beriicksichtigen mdochten, ist, dass die meisten Elasti-
zitdtsvorgdnge in einem Festkorper eng an die thermischen Prozesse gekoppelt sind, denn ei-
nerseits wird durch elastische Reibungen Warme im Korper produziert, andererseits fithren
Temperaturunterschiede zu lokalen Korperausdehnungen und somit auch zu Spannungen.
Wir haben uns hier fiir die Warmeflussgleichung nach CATTANEO entschieden. Im Gegensatz
zum klassischen parabolischen Warmeleitungssystem nach FOURIER

0 +xA0 =0 bzw. 6;+ divg=0, g+xV0=0
handelt es bei dem CATTANEO-System
0y 4+ divg =0, Tq:+g+xV8 =0

um ein System hyperbolischer partieller Differentialgleichungen (s. [9]). Obwohl die beiden
Modelle sich in den meisten Fillen sowohl qualitativ als auch quantitativ dhneln] (cf. [32]),
zeichnet sich die FOURIER-Warmeleitung dadurch aus, dass die Warmeausbreitungsgeschwin-
digkeit unendlich ist: &ndert sich die Temperatur an einer Stelle, so ist die Wirkung ohne Zeit-
verzogerung tiberall im Korper zu sehen (vgl. [10]). Dieses physikalische Paradoxon wird
durch das CATTANEO-Gesetz behoben, welches den Warmetransport durch Pulswellen be-
schreibt, welche sich im Korper mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten. Als bekanntes An-
wendungsbeispiel hierfiir dient das Laser-Reinigen von Computer Chips: die mit kleinen Teil-
chen verschmutzten Silizumwafern werden kurz einem Laserimpuls grofier Amplitude aus-
gesetzt, um die Scheibe in Schwingung zu versetzen und dadurch die Teilchen abzustofSen (s.
[54]). Ein weiterer Vorteil besteht darin, dass hyperbolische Warmeleitung einen einfachen Weg
zur exakten Randsteuerbarkeit fiir thermoelastische Systeme 6ffnet.

In dieser Arbeit haben wir uns fiir nichtlineare REISSNER-MINDLIN-Gleichungen entschie-
den, weshalb wir unsere Resultate ins Themengebiet der Nichtlinearen Elastizitdt einordnen
konnen. Obwohl wir uns bei der Gleichungsherleitung immer noch des linearen HOOKEschen
Gesetzes bedient haben, kann man die Gleichung fast uneingeschréankt in der Technischen Me-
chanik einsetzen, um tiber die Grenzbelastung elastischer Korper besser urteilen zu kénnen.
Auch an dieser Stelle ist eine wichtige Beziehung zur nichtlinearen zweidimensionalen Elasti-
zitdt zu sehen, welcher ein Teil des Systems — die sogenannten elastischen Dehnungen 11, 1>
— gehorcht. Das Problem ist aber deutlich komplizierter als die zweidimensionale Elastizitét,
da es neben einer dritten nichtlinearen Gleichung fiir die Biegung w eine Kopplung mit den
Faserdrehwinkeln ¢, ¢ und samtlichen thermischen Variablen 6, qp, 0, q; gibt.

Das oben genannte nichtlineare Modell einer warmeleitenden Platte nach CATTANEO mit
dem strukturellen Ansatz nach REISSNER und MINDLIN wird ausfiihrlich im ersten Kapitel

IEs sei hier aber auf zwei Ausnahmen hingewiesen: die mit dem CATTANEO-System gekoppelte Balkenglei-
chung nach TIMOSHENKO ist nicht exponentiell stabil, wogegen das FOURIERsche Gesetz die exponentielle Sta-
bilitdt liefert (s. [19]). Wohlgemerkt handelt es sich bei diesem Resultat um einen singuldren Fall, der allerdings
physikalisch nicht eintreten kann. Ein weiteres Beispiel ist durch die Resonatorgleichungen im beschrankten Gebiet
des R", n > 2, gegeben. Auch bei diesem System fiihrt der Ubergang zum CATTANEO-Gesetz zum Verlust der im
Falle des FOURIERschen Gesetzes vorhandenen exponentiellen Stabilitét (s. [68]).
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hergeleitet. Dabei haben wir die in [42] entwickelte Methode auf unser Problem ijbertragerﬁ.
Dies fiihrt auf das folgende System partieller Differentialgleichungen:

phdtur — (05, Ni1 (Vuu, Vo) + 9, Nio(Vit, V) + 575504,0 = fi, (1)
phd?uy — (3¢, Nay (Vi V) + 95, Nap (Vu, Vo)) + 2(1—711)3,629 = f, 2)
00:q5 + 95 = — AoV, 3)

19,6 + div qg + a7 (9x, 01111 + 0y,0412) = £+ (12 — #1), 4)

phd7w — K (9x, (35,0 + §) + 9x, (3,0 + @)
— 9y, (N11(Vw, Vu)oy, w + Nio(Vw, Vu)oy,w) 5)
— 02, (No1 (Vw, Vu)oy,w + Nop(Vw, Vu)oy,w) = f3,

Br0ty — D2y + 5102 g+ 5510,00,0) + K(p +0nw) + 2500 = M1, (6)
Ph 270 — D(32,9 + 5192 ¢ + B3, 05, 9) + K(¢ + dw) + 223 0 =My, (7)
Toatqe +q9 = —AoVH, 8)

1010+ div go + a7 (9,09 + 9,919) + 3 (Ao — 10 = Lp+ H (B~ 1), ()

wobei N eine glatte R?>*2-Matrixfunktion ist, komplettiert durch entsprechende Anfangs- und
Randbedingungen. Hierbei sind wir der Einfachheit halber von einer Platte konstanter Dicke
ausgegangen.

Im zweiten Kapitel beschiftigen wir uns mit einer Linearisierung von (I)-(9), wobei das
Problem in zwei Teile zerfillt, indem sich die Gleichungen fiir die klassischen TIMOSHENKO-
Variablen von den Gleichungen fiir die elastischen Dehnungen entkoppeln. Die dadurch ent-
stehenden Probleme werden separat behandelt. Sie werden jeweils unter Verwendung einer
geschickten Transformation auf die Form

Vi(t) + AV(t) = F(t) fir t € (0,00), V(0) = V°

gebracht, um schliefslich mit Hilfe der Halbgruppentheorie gelost zu werden. Dabei gehen wir
von der allgemeinen Situation aus, in der man sowohl fiir die elastischen, als auch auch fiir die
thermischen Variablen die gemischten DIRICHLET-NEUMANN-Randbedingungen vorschreibt.
Danach wird die Frage nach der Abklingrate der zum jeweiligen System gehorigen Energie ge-
stellt. Selbst bei einem mechanisch ungeddmpften TIMOSHENKO-Balken mit der Warmeleitung
nach CATTANEO, welcher nichts anderes als eine eindimensionale REISSNER-MINDLIN-Platte
ist, fallt die Energie nicht exponential ab (s. [19]), was unsere Suche nach passenden Dampfun-
gen berechtigt. In [43] hat man unter anderem eine rein elastische REISSNER-MINDLIN-Platte
studiert. Das iiber die NEUMANNschen Randbedingungen linear geddampfte System hat sich
als exponentiell stabil erwiesen, wenn man zusitzlich voraussetzt, dass das Gebiet sternkom-
plementéir-sternformig ist (vgl. Definition 41.3.7). Unsere Aufgabe war es zu untersuchen, wie
sich die durch die Warmedissipation produzierte Daimpfung auf die Stabilitdt auswirkt. Dabei
haben wir eine gewisse Bilanz zwischen den elastischen Ddmpfungen, auf die man natiirlich
nicht komplett verzichten kann, und den geometrischen Bedingungen gefunden.

Im dritten Kapitel kehren wir zu dem urspriinglichen nichtlinearen Problem zurtick, wel-
ches wir in einer etwas allgemeineren Form betrachten. Bei diesem handelt es sich um ein rein

2 Aulerdem haben wir den physikalischen Zugang gegeniiber dem axiomatischen Zugang nach COSSERAT be-
vorzugt, da Letzterer in der (vor allem ingenieurwissenschaftlichen) Literaur weniger verbreitet und nicht hinrei-
chend intuitiv ist.
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hyperbolisches System, welches jedoch von gemischter Ordnung ist, sodass klassische Resul-
tate fiir hyperbolische Systeme zweiter Ordnung leider nicht anwendbar sind. Deshalb wird
das System auf ein semilineares symmetrisch-hyperbolisches System erster Ordnung transfor-
miert, welches wiederum nicht strikt hyperbolisch ist, da die zugehorige Randmatrix nicht
invertierbar ist. Um dieses Problem zu 16sen, wenden wir die Losungstheorie von Secchi [75]
an, was uns lokale Existenz und Eindeutigkeit der Losungen liefert. Als Hauptziel dieses Kapi-
tels haben wir aber die globale Existenz der Losungen zu beweisen. Wir zeigen, dass die lokal
existierende Losung fiir hinreichend kleine Daten global fortsetzbar ist und exponentiell ab-
klingt, indem wir uns die im ersten Kapitel bewiesene exponentielle Stabilitdt im Linearen zu
Nutze machen.

Das vierte Kapitel ist der exakten Randsteuerbarkeit des thermoelastischen REISSNER-MIND-
LIN-Systems mit der Warmeleitung nach CATTANEO gewidmet. So konnen wir mit den klas-
sischen Methoden der Kontrolltheorie in BANACHrdumen zur Existenz einer Lz—optimalen
Randsteuerung gelangen. Dabei verallgemeinern wir die Resultate von Lagnese und Lions [42]
auf die thermoelastische Situation. Am Ende des Kapitels werden alle Resultate auf den Fall
einer dissipationsfreien Platte tibertragen, welche sich mit Hilfe der sogenannten Thermoela-
stizitdt vom Typ Il nach GREEN & NAGHDI (cf. [24]) modellieren lésst.

Im Anhang werden alle unkonventionellen Hilfsmittel, welche wir in dieser Arbeit benutzt
haben, zusammengefasst. Wir zitieren Losungstheorien fiir abstrakte CAUCHY-Probleme so-
wie semilineare symmetrisch-hyperbolische Systeme und diskutieren die Eigenschaften des
BOGOWSKII-Operators.



Kapitel 1

Thermoelastizititstheorie

Die (Thermo)elastizitdtstheorie ist ein Teilgebiet der Kontinuumsmechanik. Diese alte und eta-
blierte Theorie kann auf eine fast 350-jahrige Geschichte zurtickblicken. So hat HOOKE im Jahre
1678 sein beriihmtes Gesetz ,,ut tensio sic Vis’ formuliert, welches er zwei Jahre zuvor in Form
eines Anagramms ,,ceiiinosssttuv” aufschrieb (cf. [6]). Parallel zu HOOKE hat JACOB BERNOUL-
LI in seinen Arbeiten den Grundstein fiir die Rationale Mechanik — auch Analytische Mecha-
nik genannt — gelegt, welche im Anschluss von EULER, CAUCHY sowie vielen Generationen
der Naturphilosophen weiterentwickelt wurde (s. [81]). Fiir eine detaillierte Abhandlung iiber
die Geschichte der Elastizitidtslehre sei der Leser auf das klassische Buch [82] von Truesdell
verwiesen. Heute liegt die Elastizitdt im Forschungsschwerpunkt der Theoretischen und Ex-
perimentellen Physik, der Analytischen und Numerischen Mathematik, der Ingenieur- und
Bauwissenschaften und findet immer wieder neue Anwendungsgebiete wie z. B. Medizin (s.
[65]).

Um das mechanisch-thermische Verhalten von Stoffen aus der wirklichen Welt zu beschrei-
ben, werden diese als Kontinuum, d. h. als eine , liickenlose” Anhdufung von materiellen Punk-
ten, aufgefasst. Die zentrale Aufgabe der Thermoelastizitdtslehre besteht darin, die zeitliche
Evolution der auf diesem Kontinuum definierten Feld- (Temperatur, Entropie etc.), Vektorfeld-
(Verschiebungsvektor, Warmefluss etc.) sowie Tensorfeldgrofien (Spannungs- und Verzerrungs-
tensor etc.) zu beschreiben. Natiirlich miissen dabei die physikalischen Parameter, der An-
fangszustand, die auf den Korper wirkenden dufieren Kréfte und die Warmezufuhr sowie die
Randbedingungen vorgeschrieben werden. Nachdem ein solches Modell aufgestellt ist, kann
man den Deformationsvorgang prognostizieren, Parameter schitzen, durch eine entsprechen-
de Wahl der , Steuergrofien” das System in einen gewiinschten Zustand lenken oder die mit
der Verformung verbundenen Gréfien optimieren, komplizierte Strukturen mit gewtiinschten
Eigenschaften entwerfen usw.

Das mechanische Verhalten eines Korpers kann dabei elastisch oder inelastisch (z. B. an-
elastisch (thermisch, elektrisch, viskos usw.), viskoelastisch, plastisch usw.) sein. Bei einem
elastischen Korper verschwinden die Verformungen, sobald der Korper entlastet ist. Wie die
Experimente allerdings zeigen, weichen wirkliche Werkstoffe von dieser Idealvorstellung ab
(cf. [6] und Referenzen ebd.). Auch thermische Effekte fiihren in diesem Sinne zum inelasti-
schen Verhalten, weil sie die Deformation wegen der Energiedissipation irreversibel macherl]

Hat.: Wie die Dehnung, so die Kraft
2Ein sehr interessantes Beispiel fiir ein (nichtlineares) inelastisches Verhalten ist von Formgedachtnislegierungen
(shape memory alloys) gegeben. So kann man durch gezieltes Aufheizen mechanische Eigenschaften des Stoffes
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(vgl. [4], Kapitel 3). In der vorliegenden Arbeit betrachten wir ausschliefSlich elastische und
thermoelastische Korper.

In der ersten Halfte des Kapitels stellen wir eine kurze Zusammenfassung der Thermo-
elastizitdtstheorie vor, welche wir spéter bei der Modellierung von wéarmeleitenden Platten
benutzen. Dabei haben wir die folgenden Literaturquellen verwendet: [4], [6], [21]], [28], [44],
[67], [81], [85]. Das Ziel der nédchsten Abschnitte besteht nicht darin, neue physikalische Kon-
zepte zu entdecken, sondern eine einfache, in sich geschlossene Herleitung der nichtlinearen
Thermoelastizitdtsgleichungen mit einheitlichen Notationen zu gewinnen, was z. B. fiir die in
diesem Umfeld tatigen Mathematiker von Interesse sein kann. Die im zweiten Teil des Kapitels
hergeleiteten nichtlinearen Plattengleichungen nach REISSNER & MINDLIN mit dem Warme-
fluss nach CATTANEO, welche auf den Resultaten aus dem ersten Teil des Kapitels aufgebaut
sind, kamen in der Literatur dagegen noch nie vor.

Im Laufe des Kapitels verwenden wir die in der Physik gdngigen Schreibweisen: fette
Schriftart fiir Vektoren und Matrizen, typische Buchstaben fiir entsprechende Grofien usw. Die-
se Regeln werden bei den mathematischen Abhandlungen in den spéteren Kapiteln meistens
nicht beachtet.

1.1 Kinematische Grundlagen

Verformbare Korper (Festkorper und Fluide) dndern ihre Grofie und Gestalt unter der Ein-
wirkung duflerer Krifte, auch Lasten genannt, sowie der Warmezufuhr. Im Folgenden be-
schranken wir uns ausschliefSlich auf Beschreibung der Festkorper. Bei Festkorpern werden
Verformungen erzeugt, welche zur Entstehung innerer Kréfte sowie eines Warmeflusses fiithren.
Deren Grofie und Verteilung im betrachteten Korper hangen sowohl von den Lasten als auch
von den geometrischen und physikalischen Eigenschaften des Korpers ab (vgl. [28]).

Um das mechanische Verhalten eines Korpers zu beschreiben, wird der Korper in der idea-
lisierten Form als Kontinuum angenommen. Obwohl es in der Wirklichkeit keine kontinuier-
lichen Korper gibt, weist die Materie im makroskopischen Bereich die , Stetigkeit” auf. Dieser
Ubergang von der diskreten Struktur der Materie auf der Mesoskala zum Kontinuum auf der
Makroskala findet ihre mathematische Berechtigung auch darin, dass (lokal) gemittelte Zufalls-
felder eine bessere Regularitit besitzen. Eine andere wichtige Berechtigung fiir die Einfiihrung
des Kontinuums ergibt sich aus der Erfahrung, dass sich die darauf aufgebauten Theorien ex-
perimentell verifizieren lassen.

Ein infinitesimales Materialvolumen kann als ,, Teilchen” des Kontinuums aufgefasst wer-
den, wobei man von der beliebigen Teilbarkeit der Materie sowie der Nichtunterscheidbarkeit
der einzelnen Teilchen ausgeht. In jeder Umgebung eines einzelnen materiellen Teilchens ist
immer Materie vorhanden, die aufSerdem stetig verteilt ist. Bei Belastung durch dufiere Kréfte
dndern die materiellen Teilchen ihre Lage im Raum. Dieser Vorgang wird oft als Bewegung des
Kontinuums bezeichnet. Als Spezialfall ist dabei die gleichméfliige Bewegung des gesamten be-
trachteten Kontinuums zu beachten. Dabei treten weder Verformungen noch innere Spannun-
gen auf, sodass man von einem starren Korper sprechen kann. Die Bewegung des Kontinuums
beschrieben durch eine Funktion wird ebenfalls als stetig angenommen. Dies bedeutet, dass
alle fiir die Verformung wichtigen Grofien stetige Zeit- und Ortsfunktionen sind (s. [28]).

Wir beschrianken unsere Uberlegung auf elastische und thermoelastische Kérper. In der

,programmieren”. Auflerdem zeichnen sich Formgedachtnislegierungen durch eine sehr langsame Ermiidung aus

(s. [270).



1.1: Kinematische Grundlagen 9

Kontinuumsmechanik wird als Korper eine Teilmenge des euklidischen Raumes bezeichnet,
welche sich durch einen Homdomorphismus auf einen Bereich 3, C R3 abbilden lisst, welcher
Referenzmenge heift. Dieser Homdomorphismus wird Konfiguration des Korpers genannt. In
der Regel unterscheidet man nicht zwischen dem Koérper und der Referenzmengeﬁ.

Bei der Beschreibung des elastischen Verhaltens des Kérpers sei angenommen, dass der
Korper hinreichend grofs ist, sodass seine mikroskopische Struktur vernachldssigt werden kann.
Dabei setzen wir zunéchst keine physikalische Linearitdt voraus. Thermoelastische Stoffe kon-
nen sich im Allgemeinen durch ein nichtlineares Verhalten auszeichnen, nicht nur wegen der
geometrischen Nichtlinearitdt, sondern auch wegen eines nichtlinearen Stoffgesetzes (wie z. B.
das MOONEY-RIVLIN-Materialgesetz fiir Gummi).

1.1.1 Deformationsvorgang

Bis Ende des Abschnitts richten wir uns ziemlich nah an [21], [81] und [85]. Wir betrachten
einen Korper, welcher in einer Referenzkonfiguration einen Bereich B, C R belegt. Materi-
elle Punkte werden dabei durch ihren Ortsvektor X mit Koordinaten (Xj, Xz, X3) beziiglich
eines CARTESIschen Koordinatensystems gekennzeichnet. Wir bezeichnen diese Koordinaten
als materielle oder LAGRANGEsche Koordinaten.

Der Rand S, von B, sei gemafs

Sr = Sr,l U Sr,Z

zerlegt, wobei &1 und S, relativ offene, disjunkte Teilmengen von S, seien. Auf S, ; und S;»
werden Verschiebungen bzw. Zugkrifte (Oberfldchenkréfte) vorgeschrieben.

Der Korper moge sich tiber die Zeit t € I verformen, wobei I C R ein Intervall ist. Zu einem
festen Zeitpunkt t € I betrachten wir den Korper in seiner verformten Konfiguration B;. Die
Verformung wird gegeben durch einen Homdomorphismus x;: B, — B;, welcher jeden Punkt
Xe B,H auf einen anderen Punkt x € B; eindeutig abbildet, d. h.

x=x(X), XeB, (L1)

worin x den Ortsvektor des zu X gehorigen Punktes in B; bezeichnet. Fiir die Umkehrabbil-
dung x; ! von y; gilt
X=yx1(x), xecB. (1.2)

Die Punkte in B; werden durch ihre Koordinaten (x1, x2, x3) in einem CARTESIschen Koordina-
tensystem gekennzeichnet. Sie werden raumbezogene oder EULERsche Koordinaten genannt.
Die einparametrige Familie {8, };c; heifit dann eine Bewegung des Korpers, falls x;(X) =
x(X, t) ein glattes Vektorfeld auf B, x I ist.
Das Verschiebungsfeld U setzt die Lage eines jeden Teilchens in der Referenzkonfiguration
mit einer solchen in der verformten Konfiguration in Verbindung. In den LAGRANGEschen
Koordinaten schreibt man hierzu

UX, t) =x(X,t) = X,
wiahrend sich in den EULERschen Koordinaten

u(x, ) =x—X(x,t)

3Manche Autoren kritisieren diese Vereinfachung (s. [8T]).
4Oft wird die Anfangskonfiguration By, als Referenzkonfiguration gewahlt, was nicht immer korrekt ist.
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ergibt. Es besteht zwischen den beiden Betrachtungsweisen der Zusammenhang
UX,t) = U(x; ' (x),t) = u(x,t).

Die momentane Geschwindigkeit V sowie die Beschleunigung A eines materiellen Punktes

in LAGRANGEschen Koordinaten sind gegeben durch
ox ?x
VX, t) = =—=(X,t), AXt)=—=5(X1). 1.3
%6 =X, Axn =250 13)

Es sei erwidhnt, dass der Operator d/0dt die materielle Zeitableitung bezeichnet, d. h. die Zeita-
bleitung an einem festen Ort xH

Um lokale Verformungen in einem Korper messen zu konnen, setzen wir das Prinzip der
Lokalitdt voraus, wonach die innere Energiedichte in einem materiellen Punkt X € B, nur von
dem lokalen Zustand einer infinitesimalen Umgebung von X abhédngt. Der Deformationsgra-
dient F (eine Matrix) ist gegeben durch

F =Gradx =1+ Gradu
mit CARTESIschen Komponenten F;, = a&% =1+ aa%' Die Schreibweisen Grad und grad ste-
hen fiir den Gradienten bzgl. der X- bzw. x-Variablen. Lokale Invertierbarkeit von x verlangt,
dass F regulér ist, d. h.
J = detF # 0.

Die JACcOBIsche Determinante | setzt zwei Volumenelemente gemdfs
dV = JdVy (1.4)

in Verbindung. Fiir den Inversdeformationsgradienten gilt analog

_ _ 0X, ou,
Fl=gradX=1+gradU, (F1), = axj =1 axj'
Da auch F~! invertierbar ist, folgt
0<] <oo.
Die Identitit
dx = FdX bzw. dx; = F,,dX, (1.5)

beschreibt die Art und Weise, wie ein Linienelement dX des Stoffes um den Punkt X unter der
Deformation linear auf ein Linienelement dx um x abgebildet wird.

Durch einsetzen der Beziehung (1) in (L3) lasst sich eine Darstellung der Geschwindigkeit v sowie der Be-
schleunigung a in den EULERschen Koordinaten bestimmen:

V(X/t) = VXf(X)rt) = %(X_l(xz t)) = (Vox;l)(xl t)/ a(x,t) = A(Xt(x)/t) = %(X_l(xl t)) = (on;l)(xl t)'

Letztere ist in der Elastizitdtstheorie seltener gebrauchlich, spielt aber eine wichtige Rolle in der Fluiddynamik.
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1.1.2 Polare Zerlegung des Deformationsgradienten

Der Deformationsgradient F beinhaltet vollstandige Informationen tiber die lokal linearisierte
Deformation an einem festen materiellen Ort. Daher ist es sinnvoll, zur Beschreibung des Be-
wegungsvorganges in einem Kontinuum den Deformationsgradienten heranzuziehen. Da er
jedoch auch Starrkérperbewegung beinhaltet, muss diese getrennt werden, um einen Zugang
zu Verzerrungstensoren zu finden.

Da es sich bei der Menge aller zuldssigen Deformationsgradienten um eine lineare Unter-
gruppe der orientierungserhaltenden Abbildungen handelt, ist eine multiplikative Zerlegung
von F sehr naheliegend. An einem festen materiellen Ort zu einem festen Zeitpunkt wenden
wir das Polare Zerlegungstheorem (s. [6], Ziffer 1.5) auf F an, welches zwei eindeutige Aufspal-
tungen gemafs

F=RU = VR (1.6)

ergibt, wobei
R !'=R!, u=U!, v=v. (1.7)

Darin heiflen U und V Rechts- bzw. Links-Streck-Tensor.
Diese Tensoren besitzen eine Spektraldarstellung. Fiir U ergibt sich

wobei die Eigenwerte A; > 0 LAGRANGEsche Hauptdehnungen und die Einheitseigenvekto-
ren U) LAGRANGEsche Hauptrichtungen heifen. Auf dhnliche Weise ldsst sich V wie folgt
zerlegen:

V =1,V @ v mit v = RUO,

Trivialerweise ergibt sich

] =detF = det(R) det(U) = /\1)\2/\3.

1.1.3 Verzerrungsmafie und Verzerrungstensoren

In diesem Abschnitt stellen wir einige wichtige Verzerrungstensoren vor, welche bei der For-
mulierung des Stoffgesetzes oft herangezogen werden. Um der historischen Entwicklung der
Elastizitdtslehre ndher zu sein, fangen wir mit dem GREENschen Verzerrungstensor E an. Unter
Beachtung von (L.3) findet man

|dx|* = (FM) - (FM)|dX|? = (FTFM) - M|dX|?,

wobei M = %. Das Verhiltnis zwischen den Lingen der Linienelemente in der verformten

Konfiguration und der Referenzkonfiguration ist gegeben durch
|dx|
|dX|

= |[FM| = (M- (FTFM))% =A(M). (1.8)

Gleichung (L.8) definiert die Streckung in Richtung M am Ort X. Die Funktion A: S2Cc R —
(0,00) gibt ein Beispiel eines Verzerrungsmafles an. Gibt es keine Streckung (Stauchung) in
Richtung M, so gilt A(M) = 1 und daher

(FTFM) - M = 1. (1.9)
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Verschwindet die Streckung in allen Richtungen, also gilt (L.9) fiir alle M, dann heifSt der Kérper
ungedehnt am Ort X. Es folgt insbesondere FTF = I, wobei I den Identititstensor bezeichnet.
Ein geschickter Verzerrungstensor ist demnach durch FTF —1 gegeben, da dieser in unverzerr-
ten Korpern verschwindet. Dies motiviert die Definition des GREENschen Verzerrungstensors

E=J(F'F-I). (1.10)

Gilt [L9) fiir ein festes M und fiir alle moglichen Deformationsgradienten, so heifit der Kérper
unausdehnbar in Richtung M.

Unter Benutzung der Polarzerlegung (1.6) des Deformationsgradienten F kann man auch
folgende Verzerrungstensoren definieren:

C=F'F=U? B=FF =V

Letztere heifSen GREENscher Rechts- bzw. Links-Streck-Tensor.

Eine allgemeinere Klasse von Verzerrungstensoren kann man aus der Tatsache, dass im un-
verzerrten Korper U = I gilt, gewinnen. Also definieren wir nachstehend die LAGRANGEschen
Verzerrungstensore

B = 30" 1), me (0.),

Der Tensor H = InU = %ln F'F wird auch HENCKYscher oder logarithmischer Verzerrungs-
tensor genannt. Gegeniiber anderen Verzerrungstensoren bietet er den Vorteil, dass er sich ad-
ditiv in Volumenédnderung und Gestaltinderung aufspalten ldsst. Diese Aufspaltung entspricht
einer Tensorzerlegung in Deviator und Kugeltensor. Darin ist der Deviator fiir die Gestaltdnde-
rung und der Kugeltensor fiir die Volumenédnderung verantwortlich. Details dazu findet man
in [6], Ziffern 1.6 und 1.7. Die EULERschen Verzerrungstensoren ergeben sich vollig analog,
wenn man anstatt von U den Tensor V verwendet.

Bei kleinen Verzerrungen kénnen in (LI0) geometrische Nichtlinearitdten vernachléssigt
werden. Dies fithrt auf den infinitesimalen LAGRANGEschen Verzerrungstensor

e=3(F'+F-2I) = {(Gradu + (Gradu)"). (1.11)

Da die Referenzkonfiguration und die verformte Konfiguration im Rahmen der linearen Elasti-
zitdtstheorie tibereinstimmen, stellt (LI1) eine feine Approximation nichtlinearer Verzerrungs-
tensoren dar. Diese Bedingung ist in allen Festkorpern unter hinreichend kleinen Lasten immer
erfullt.

1.1.4 Verzerrungsrate

Der Geschwindigkeitsgradient 1 = grad v in der EULERschen Betrachtungsweise driickt sich
tiber den Deformationgradienten F
1=FF!

aus. Die Verzerrungsrate d definiert man dann als

d=1@1+1". (1.12)

®Der Audruck In U ist hier im Sinne des Spektralsatzes zu verstehen.
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1.2 Statische Grundlagen

Auf einen Korper konnen sowohl rdumlich verteilte Volumenkrifte als auch tiber die Ober-
flache verteilte Flachenlasten wirken. Hierdurch entstehen im Innern des Kérpers Spannungen,
welche den Beanspruchungszustand charakterisieren. Der Spannungszustand ist eine Tensor-
feldgroBe und kann im Allgemeinen vom Punkt zu Punkt variieren (hier und £f. [6], [67], [85]).

1.2.1 CAuUcCHYscher Spannungstensor

Um die durch die duleren Lasten hervorgerufenen Spannungen im Kérper B an einer Stelle
x in einer verformten Konfiguration zu bestimmen, wird der Kérper nach dem EULERschen
Prinzip aufgeschnitten. Der Spannungsvektor t definiert sich als
t= lim ﬂ = d_p
As—0 As ds
Darin ist Ap die auf eine gedachte Schnittfldche, welche durch x verlduft, wirkende resultie-
rende Kraft. Das parallel zur resultierenden Kraft entstehende Momentum verschwindet beim
Ubergang zum Grenzwert. Im COsSERAT-Kontinuum] miissen Momentspannungen, welche
als Reaktion auf eine aufgezwungene Gitterkriimmung entstehen, dagegen berticksichtigt wer-
den. Die Orientierung der Fldche As ist eindeutig durch den Normalenvektor n an As in x
bestimmt.
Fiir die Spannungsvektoren an den gegeniiberliegenden Schnittseiten gilt

tp(x t),n) = —t(p(x,£), —n).

Nach dem CAUCHYschen Fundamentaltheorem hdngt der Spannungsvektor t von n linear ab.
Daher gilt
t(x, t) = o(x, t)n(x,t).

Darin ist o(+,t): x¢(B,) — R>*3 der CAUCHYsche Spannungstensor, welcher den Spannungs-
zustand in x eindeutig bestimmt. Da bei o sowohl die einwirkenden Krifte als auch die Span-
nungen in der Momentankonfiguration (EULERsche Betrachtungsweise) betrachtet werden,
handelt es sich bei o um einen wahren Spannungstensortl.

1.2.2 1.und 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor

Analog kann man fiir ein X in der Referenzkonfiguration (LAGRANGEsche Betrachtungsweise)
den Spannungsvektor T
_ o AP _dp
T= s ~as
fiir eine durch X verlaufende Flache AS und die resultierende Kraft Ap betrachten. Mit dem 1.

PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor P(-, t): B, — R3*3 schreibt man dann

T(X,t) = P(X, )N(X, 1).

7C0SSERAT-Kontinuum ist ein Instrument zur Modellierung diinner Schalen und Platten (cf. [61]).

8In der Werkstoffpriifung wird zwischen der Nennspannung, welche beziiglich des Anfangsquerschnitts eines
Zugstabes gemessen wird, und der wahren Spannung, welche anhand des Momentanquerschnitts bestimmt wird,
unterschieden (s. [6]]).
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Im Gegensatz zu o ist P ein Nennspannungstensor. Unter Benutzung der NANSONschen For-
mel ergibt sich die PIOLA-Transformation

o =] 'PF..

Da P zwischen der Referenz- und Momentankonfiguration abbildet, ist P (so wie F) ein Dop-
pelfeldtensor und weist daher im Allgemeinen keine Symmetrie auf.

Geht man nun komplett in die Referenzkonfiguration iiber, so kann man den 2. PIOLA-
KIRCHHOFF-Spannungstensor S(-, t): B, — R3*3 definieren

To(X,t) = S(X, t)N(X, ),

wobei A d
_ 1im 2P0 _ 9Po
To= lim 35 = 45

Sowohl die differentielle Kraft pg als auch die differentielle Fliche werden in der Referenzkon-
figuration betrachtet. Dann gelten die folgenden Beziehungen zwischen den Tensoren

o = J 'FSFT,
P =FS, (1.13)
S=JF l¢F ! =FP.

1.3 Bilanzgleichungen

Die meisten Bilanzgleichungen leiten sich von den Erhaltungsgesetzen (Massenerhaltung, Im-
pulserhaltung, Energieerhaltung usw.) ab. Andere physikalischen Prinzipien, wie z. B. der 2.
Hauptsatz der Thermodynamik, préazisieren die Stuktur der allgemeinen Gleichungen.

1.3.1 Massenbilanz

Seien po(X,t) und p(x,t) die Massendichten pro Volumeneinheit in der Referenz- sowie der
Momentankonfiguration. Nun greift man eine beliebige offene Menge B C B, in der Referenz-
konfiguration heraus, welche sich zum Zeitpunkt t € I zu x;(B) C B; verformt. Da die Masse
von B erhalten sein muss, gilt

' X,th:/ 1d
/Bpo( ) Xt(B)p(x )do

und daher
dm = po(X,t)dV = p(x,t)dv.

Mit dem Transformationssatz ergibt sich die Massenbilanz in den LAGRANGEschen Koordina-
ten

po = Jp.

Im Folgenden werden wir meistens der Einfachheit halber bei den Funktionen die Argumente
auslassen.
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1.3.2 Impulsbilanz

Wir bezeichnen mit B: B, — R3und b: x;(B,) — R3 die auf den Korper wirkenden Volumen-
krifte per Volumeneinheit in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration. Sei dm die Masse
eines Volumenelementes dv und sei df die resultierende Kraft tiber dv. Dann gilt

df = B(X,t)dm = b(x, t)dm,

d.h.box; =B.

Analog kann man die auf die Oberfliche des Korpers einwirkenden Oberflichenkrifte
T: S, — R3und t: x;(S;) — R3 in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration, auch ma-
terielle bzw. raumliche Oberfldchenkréfte genannt, betrachten. Seien dS und ds infinitesimale
Fldchen, welche X € S, bzw. x € x;(S;) enthalten, mit den dufleren Einheitsnormalen N bzw.
n. Die resultierende Oberflichenkraft lautet

df = T(X,t)dS = t(x, t)ds.

Sei B C B, ein offenes GAUSSsches Normalgebiet mit dem dufSeren Einheitsnormalenvek-
tor N an die Oberfliche S = 9B. Der resultierende Impuls von B lautet

L= /B poVav.

Die resultierende Kraft schreibt sich dhnlich zu

F= /B poBdV + /S PNdS. (1.14)
Unter Verwendung des zweiten NEWTONschen Gesetzes
d _
—L =B
dt

und (L.14) folgt die Identitét

/ 00AdV — / oBAV + / PNS,
B B S

mit dem Beschleunigungsvektor A. Der GAUSSsche Divergenzsatz liefert dann
/B(po(A _B)— DivP)dV =0, (1.15)

wobei Div den Divergenzoperator bzgl. der Referenzkonfiguration bezeichnet. Da (1.15) fiir
alle B gilt, folgt
poA = poB + Div Pin B,. (1.16)

Gleichung (L.16) stellt die Impulsbilanz in den LAGRANGEschen Koordinaten dar und wird in
der Regel durch die Randbedingungen

PN =TaufS,; (statische bzw. NEUMANNsche Randbedinungen),
x =xauf S;» (kinematische bzw. DIRICHLETsche Randbedinungen)

mit vorgegebenen T und x komplettiertﬁ

9Ein Beispiel fiir ,,exotische” Randbedingungen findet man bei den Kontaktproblemen, z. B. nach SIGNORINI,
bei welchen die Randbedingungen als Ungleichungen gegeben sind (s. z. B. [15]).



1.3: Bilanzgleichungen 16

1.3.3 Drehimpulsbilanz

Sei B C B, wiederum ein offenes GAUSSsches Normalgebiet mit dem &ufieren Einheitsnorma-
lenvektor N an die Obefliche S = 9B. Den resultierenden Drehimpuls G bzw. das resultieren-
de Momentum M definiert man als

G = /B<X_XO) X ponV,
M — /B(x—xo) ><po]_3dV+/S(x—xo) « (PN)dS.

Da die Anderungsrate des Drehimpulses dem Gesamtmomentum aller auf den Kérper von
auflen wirkenden Flichen- und Volumenlasten gleicht, bekommt man die Drehimpulsbilanz-

gleichung

d
—G =M.
dtG

Der CAUCHYsche Satz (s. Beweis in [84]) liefert dann die Symmetrie von o

o =0".

1.3.4 Mechanische Energiebilanz

Sei B wie oben. Die kinetische Energie K von B wird durch
K= %/B polV[*dV

gegeben. Die Leistung PF aller auf B wirkenden duferen Kraftfelder (Volumen- und Ober-
flachenkrifte) lautet dann

pE :/l;pOB-VanL/SPN-VdS.

Die Deformationsleistung PP ist die Leistung aller duferen Kraftfelder, welche nicht in die
kinetische Energie transformiert wird, d. h.

pP = pF K. (1.17)
Damit bekommen wir
pb — / pOB-VdV—l—/ PN-VdS—/ 00A - VAV,
B S B
was unter Beachtung des GAUSSschen Divergenzsatzes zu

pD — /l'g(po(]; — A) + DivP)-VdV + /z;P : Grad VdV (1.18)

3 .
fithrt, wobei A: B := spur (AB) = Y a;bj;j fir A,B € R>*® die doppelte Uberschiebung
ij=1

bezeichnet. Ferner folgt aus Gleichung (I.15) wegen Grad V = F

pb — / P:FdV. (1.19)
B
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LAGRANGEsche Form EULERsche Form
Masse po = Jp %p = pdivv
Impuls poA = poB + Div P poa = pb + Div o
Drehimpuls c=ocT PF = FP
Mechanische Energie U=P:F U=]Jo:d
Thermische Energie U=P:F—divQ+R U=]Jo:d—divq+r

Tabelle 1.1: Lokale Energiebilanzgleichungen in der LAGRANGEschen und der EULERschen Be-
trachtungsweise

Der 1. PIOLA-KIRCHHOFF-Tensor P und der Deformationsgradient F sind in diesem Sinne ar-
beitskonjugiert, d. h. deren Produkt definiert die Anderungsrate der inneren mechanischen
Leistung, welche man grob als potentielle Energie bezeichnen kann. Mit (I.10), (L.12) und (T.13)
folgt

P:F=S:E=Jo:d

1.3.5 Energieerhaltung
Die Funktion U: B, — R bezeichne die Dichte der inneren Energie pro Volumeneinheit in der

Referenzkonfiguration. Die gesamte innere Energie schreibt sich dann als

E :/ udv = Jludv.
r xt(Br)

Fiir elastische Korper muss die Energie konstant bleiben, sodass die dufsere Energiezufuhr ohne
Verluste in die kinetische Energie tiberfiihrt wird, d. h.

PE=E+K. (1.20)
Setzt man Gleichung (L.17) in (1.20) ein, so ergibt sich die triviale Gleichheit
E=rPP, (1.21)

sodass wir keine neue Bilanzgleichung erhalten. Mit (LT9) kann man (L2I) in der Endform
schreiben
U=P:F. (1.22)

Gleichung ([.22) heif$t Energieerhaltungsgleichung in der LAGRANGEschen Form.

Alle Bilanzgleichungen, welche wir in diesem Abschnitt hergeleitet haben, lassen sich auch
in EULERschen Koordinaten formulieren. Tabelle[I.T] welche wir nach [85] reproduzieren, listet
die Bﬂanzgleichunger@ in beiden Betrachtungsweisen auf.

1.3.6 Thermische Energie

Nun wollen wir zu irreversiblen Prozessen tibergehen, woftir wir uns die Hauptsatze der Ther-
modynamik zu Nutze machen. Dabei orientieren wir uns an [85].

19Die Herleitung der Bilanzgleichung fiir die thermische Energie wird am Ende des Abschnitts nachgeholt.
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1. Hauptsatz der Thermodynamik

Sei Q: B, — R die thermische Energie und seien q und Q der Warmefluss je Zeit- und Flachen-
einheit in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration. Bezeichnet man mit R und r die Warme-
zufuhr je Flacheninhalt in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration, so gilt

Q:/ RdV—/ Q-NdS:/ rdv— [ q-nds. (1.23)
Br Sr Xt(Br) Xf(sf)

Da die Energie in einem geschlossenen System nach dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik
konstant bleibt, gilt
PE+Q=E+K
d. h. . . .
/B(po]?-V+R)dV+/$(T~V—\7-N)dS - /B UdV+/Bp0A~VdV

fir alle GAUSSnormalgebiete B C B, mit 0B = S, woraus sich die Bilanzgleichung fiir die
thermische Energie in der LAGRANGEschen Form ergibt

U=P-F—divQ+R. (1.24)

2. Hauptsatz der Thermodynamik

Seien S: B, -+ Rund X: B, — R die Entropiedichte bzw. die Gesamtentropieinderung. Der 2.
Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass die Entropiednderung nichtnegativ ist:

T > 0. (1.25)

Ein thermodynamischer Prozess ist reversibel, falls ¥ = 0 ist, was z. B. bei der reinen Elastizitat
der Fall ist. Gilt ¥ > 0, so ist der Prozess irreversibel, was insbesondere fiir thermoelastische
Prozesse gilt.

Mit der Einfithrung des Warmeflusses Q, der Warmezufuhr R, der absoluten Tempera-
tur T sowie der Entropiezufuhr % schreibt sich (L.25) zur sogenannten CLAUSIUS-DUHEM-
Ungleichung um:

2:/ SdV+/ 9d5—/ Rav>o. (1.26)
: sT BT

Die Energie, welche in mechanische Leistung transformiert werden kann, wird als HELM-
HOLTZsche freie Energie oder HELMHOLTZ-Potential A: B, — R bezeichnet

A=U-—ST. (1.27)
Unter Benutzung von (L.27) kann man (1.24) zu
A=P:F—divQ+R—ST - ST
umschreiben sowie die lokale Form von (1.26))
A+5T—P:F+%Grad:r§0 (1.28)

herleiten. Formel (I.28) wird als CLAUSIUS-PLANCK-Ungleichung bezeichnet.



1.4: Stoffgleichungen 19

1.4 Stoffgleichungen

Die in der Tabelle[l.Ilzusammengefassten Bilanzgleichungen (auch Feldgleichungen genannt),
welche wir im letzten Abschnitt hergeleitet haben, sind allgemein und beschreiben neben der
Thermoelastizitdt in einem Festkorper auch viele andere Phdanomene der Kontinuumsmecha-
nik — (Thermo)plastizitit (s. [6]), (Thermo)viskositit, (Thermo)viskoelastizitdt usw. Diese Glei-
chungen sind aber nicht geschlossen, weil wir noch keinen Zusammenhang zwischen P und
Q bzw. F und T festgelegt haben. Die verschiedenen Stoffe unterscheiden sich in ihrer Natur.
Um diese Eigenschaften in der Sprache der Rationalen Mechanik zu beschreiben, werden die
sogenannten Stoff- oder Materialgleichunge postuliert. Wiahrend die Feldgleichungen mei-
stens von theoretischen Physikern und Mathematikern untersucht werden (s. z. B. [21], [81]),
beruhen viele Stoffgleichungen auf Experimentaldaten empirischer Natur. Im Folgenden be-
schranken wir uns auf Materialgleichungen fiir (thermo)elastische Stoffe.

1.4.1 Elastizitat

Wir betrachten ein Volumenelement dV in der materiellen Konfiguration, welches einer Defor-
mation entlang eines glatten Weges T': [t;, ;] — IR3 folgt. Die dadurch erbrachte Leistung ist
durch

t
W= [ P(t):F()dt (1.29)

f
gegeben. Ein Stoff wird elastisch genannt, wenn das Integral (L29) wegunabhéngig ist. Somit

ist die Schreibweise fiir die elastische Verzerrungsenergiedichte
W(F) = / P: dF (1.30)
r

berechtigt. Leicht sieht man ein, dass die elastische Verzerrungsenergie nur von F abhédngt und

dass W
P(F) = F (F) (1.31)

gilt. Gleichung (L.31) ist die allgemeine variationelle Form einer Materialgleichunﬂ fir ela-
stische Stoffe. Stoffe mit einer solchen Stoffgleichung nennt man auch hyperelastische Stoffe.
Sie sollten mit hypoelastischen Stoffen nicht verwechselt werden, deren Stoffgleichung in der
Regel von der Form

o = G(F)

mit einem symmetrisch-tensorwertigen G ist (cf. [21]). Solche Betrachtung wird vor allem in
der ingenieurwissenschaftlichen Literatur bevorzugt (s. [4], [6], [28] usw.).

Ein Stoff heifst homogen, wenn W nicht vom materiellen Punkt X in der Referenzkonfigura-
tion abhdngt. Sonst heifst der Stoff heterogen. Der Einfachheit halber beschranken wir uns auf
homogene Stoffe.

An die Funktion W werden zusdtzlich folgende Bedingungen gestellt:

i) W ist nichtnegativ und W(I) = 0 ist das einzige globale Minimum von W.

"Das in der Einleitung erwahnte HOOKEsche Gesetz ist eines der einfachsten Beispiele einer Stoffgleichung.
2Unter Benutzung der Ungleichung (I.28) fiir den Fall der konstanten Temperatur kann man schlieen, dass

P= aa—‘i:‘/ eine zu (L.31) d4quivalente Bedingung darstellt (cf. [85]).



1.4: Stoffgleichungen 20

ii) W ist monoton wachsend in F, wobei die Matrizen bzgl. der komponentenweisen Halb-
ordnung zu vergleichen sind.

iii) W(F) — oo fiir det(F) — oo oder det(F) — 0. Dies bedeutet, dass man unendlich viel
Energie aufbringen muss, um den Kérper unendlich zu strecken oder zu stauchen.

Oft wird noch die LEGENDRE-HADAMARD-Bedingung

0*W
OFoF

(F)>c>0

vorausgesetz. Unter dieser Bedingung ist das stationdre Problem elliptisch, was die mathema-
tische Behandlung wesentlich erleichtert.

Ein weiterer wichtiger Aspekt, auf welchen man bei der Formulierung von Stoffgleichun-
gen achten soll, ist das Prinzip der materiellen Objektivitdt, wonach Beobachter, welche sich un-
terschiedlich bewegen, aus einer Materialgleichung auf den selben Spannungszustand schlie-
Ben miissen (cf. [6]). Materialgleichungen miissen deshalb invariant unter starren Drehungen
und Translationen des Bezugssystems sein. So heifit ein elastischer Stoff objektiv, wenn

W(QF) = W(F) (1.32)
fiir alle Q € SO(3) gilt. Mit dieser Defintion beweist man (s. [85])
P(QF) = QP(F) fiir alle Q € SO(3),
Cinee (QF)QudFyr = QiiCipkr (F)dFir = QijQuCipir (F),

wobei wir C;jx; nachstehend definieren.

1.4.2 Elastizititstensor

Linearisiert man Gleichung ([.3]), so ergibt sich in der Koordinatenform
dP;; = Cijxr (F)dF,

wobei
B *W
N 81—"1- ]E)Pk L

die LAGRANGEschen Elastizititsmoduln heifien und sich zum Elastizitdtstensor C;jire; ® ej ®
ex @ ey, vierten Grades mit 81 Komponenten schreiben. Unter Beachtung von (I.30) sowie der
Annahme W € C?(IR3*3,R) folgt nach dem SCHWARZen Satz, dass der Elastizititstensor C; JkL
sowohl kleine

Cijkr (F)

Cinit = Cjirr. = Cijix = Cirk
als auch grofse Symmetrie
Cinkt = Crrji

aufweist. Daher hat C;j;;, nur 21 wesentliche Koordinaten (cf. [6]).
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1.4.3 Isotropie

Ein Stoff heifst isotrop, wenn er sich in allen Richtungen gleich verhdlt, d. h. wenn zusétzlich

zu (L.32)
W(FQ) = W(F) fiir alle Q € SO(3)

gilt. Dann kann man
W(C) = W(If, I3, If)

zeigen, wobei
If = spur (C),
I = (spur (C?) — (spur (C))?),
I§ = det(C)

die Eigenwerte des CAUCHY-GREEN-Tensors sind.

1.4.4 HOOKEsches Gesetz

Bei dem HOOKEschen Gesetz handelt es um eine lineare Stoffgleichung der Form
S =CE,
wobei € ein Tensor vierten Grades mit den Koeffizienten C;j;; ist. Im isotropen Fall gilt
S = AlIspur (E) + 2uE, (1.33)

wobei
1 - Ev _ E
T O+n-z2n) ' 20+

die LAME-Zahlen und E, v der Elastizititsmodul (auch YOUNGscher Modul genannt) bzw. die
Po1ssoNzahl sind. Dies fiihrt auf eine (zundchst isothermische) Verzerrungsenergiedichte

W(E) = (spur (E))* + uspur (E?). (1.34)

Ein Stoff mit Materialgleichung (1.34) heifst SAINT-VERNANT & KIRCHHOFF-Stoff. Dieser ist
physikalisch linear, was z. B. bei den meisten Metallen unter normalen Bedingungen der Fall
ist, aber geometrisch nichtlinear. Daher kénnen auch grofie Verzerrungen addquat behandelt
werden, was zu Aufgaben der sogenannten Finiten Elastizitidt gehort.

Stoffgleichung (1.34) kann leicht auf thermoelastische Stoffe erweitert werden:

W(E, T) = 3(A(spur (E) — (3A 4+ 2u)a(T — Tp))* + poco T (1 — log(TlO)) + pspur (E?), (1.35)

wobei a der Warmeausdehnungskoeffizient, T eine Referenztemperatur und c, die spezifische
Wairmekapazitdt per Masseneinheit beim konstanten Volumen sind. Geht man von kleinen
Temperaturdnderungen aus, so wird der zweite Term vernachlassigt:

W(E, T) = 3(A(spur (E) — (3A + 2u)a(T — Tp))* + pspur (E?). (1.36)

Nimmt man sogar die Deformationen als klein an, so kann man S und E durch o bzw. ¢
ersetzen. Dann vereinfacht sich (1.36) zu

o = AMspur (&) + 2ue
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und es gilt
W(e, T) = J(A(spur (€) — (3N +2u)a(T — Tp))* + pspur (£2). (1.37)

In diesem Fall spricht man von der Linearen Thermoelastizitét.

Inzwischen werden auch viel allgemeinere Stoffgesetze verwendet, wie z. B. die sogenann-
ten neoHOOKEschen Gesetze, die Gesetze nach OGDEN, MOONEY-RIVLIN, ARRUDA-BOYCE
usw. (s. Referenzen in [85]).

1.4.5 Thermoelastizitit

Fasst man die Gleichungen (I.16) und ([.24) zusammen, so ergibt sich

PoXtt — divP = pOB

. ) in (0,0) x B,. (1.38)
U, — divQ—P-F=R

Nach ([.27) wird das HELMHOLTZ-Potential durch A = U — ST gegeben. Damit die CLAUSI-
US-DUHEM-Ungleichung (1.28) erfiillt ist, muss A von F, T und Q abhingen, was der nachste-
hende Satz besagt.

Satz 1.4.1. Gleichung (1.28) ist genau dann erfiillt, wenn die folgenden drei Bedingungen gel-
ten:

i) Die Funktion A hdngt nicht vom Temperaturgradienten ab.

i) Es gilt
A A

PZE(F/T/Q)/ SI_ﬁ(

F,T,Q).

ii1) Q erfiillt die Bedingung
Q(F,T,Grad T)Grad T < 0.

Beweis: s. [35]. O

Formel ([.39) liefert uns eine Stoffgleichung fiir den mechanischen Anteil des Systems. Um
die Gleichungen (1.38) abzuschliefen, brauchen wir noch eine Stoffgleichung fiir Q.

1.4.6 CATTANEOsches Gesetz

Eine Moglichkeit, Grad T und Q in Verbindung zu setzen, besteht darin, das FOURIERsche

Gesetz
Q = —KGradT (1.39)

zu verwenden, wobei K die Warmeleitfahigkeit bezeichnet. Das durch (1.39) gegebene Q erfiillt
die Voraussetzungen von Satz[[.4.]] Eingesetzt in (L38) fithrt diese Wahl auf ein hyperbolisch-
parabolisches System

poxit — div %(F, T, Q) = poB

T(—ZA(F,T,Q)T, — Z4(F,T,Q)F;) + KAT = R

in B, x (0, 00). (1.40)
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Gleichung ([L.40) wurde sowohl in der physikalischen als auch mathematischen Literatur in-
tensiv studiert (s. [35] und Referenzen ebda). Obwohl sich die Gleichung als ein gutes Mo-
dell zur Beschreibung der meisten thermoelastischen Vorgiange erwiesen hat, fithrt das FOU-
RIERsche Gesetz (L39) zu einem physikalischen Paradoxon der unendlichen Warmeausbrei-
tungsgeschwindigkeit, was insbesondere dem Prinzip der Kausalitdt widerspricht.

So haben PESHKOVs Experimente (s. [66]) bereits in den 60er Jahren gezeigt, dass das FOU-
RIERsche Modell den sogenannten ,,second sound” Effekt (zweiten Klang), welcher experi-
mentell beobachtet wurde, nicht addquat beschreiben kann. Spéter hat man diesen Effekt auch
in Festkorpern beobachtet (cf. [10]). Um dieses Paradoxon zu beheben, wurden relativistische
Wirmeleitungstheorien (RH (1) entwickelt, darunter auch die Theorie von CATTANEO (s. [9]).

In der einfachsten Version fithrt man einen kleinen Relaxationsparameter T > 0 ein, wel-
cher die durchschnittliche Relaxationszeit des Warmetréagers beschreibt (vgl. [78]), und ersetzt
Gleichung (1.39) durch

7Q; + Q = —KGrad T. (1.41)

Diese Gleichung war bereits MAXWELL bekannt. In der vollstindigen Form beinhaltet (1.41)

noch weitere Terme wie Druck usw. (s. [10]).
Durch einsetzen von (L.4])) in (I.38) finden wir

poxit — div %4 (F, T, Q) = poB
T( _ 3271‘21@:’ T,Q)T; — 3271‘2‘(1:, T,Q)Ft) +KDivQ =R in B, x (0, 00). (1.42)
TQ;+Q+ KGrad T =0

Im Gegensatz zu (L40) wird die Warmeausbreitung nach (1.42)) als pulsartige Wellen mo-
delliert. Eine moderne Anwendung dieses Modells liegt im Bereich der Laser-Reinigung von
Silizium-Wafern (s. z. B. [54]).

Im néchsten Abschnitt benutzen wir Gleichungen (1.42)), um ein Modell fiir die wéarmelei-
tende Platte herzuleiten.

1.5 Modellierung von Platten

Als Platte gleichmaéfiiger Dicke wird ein prismatischer Korper bezeichnet, dessen Hohe /1 im
Vergleich zu den Abmessungen der Grundfliche () gering ist. Ein Beispiel fiir eine Platte
wird in der Abbildung [L.1] gegeben. Neben Balken, Scheiben und Schalen gehoren Platten als
ein Flachentragwerk zum zentralen Punkt der Technischen Mechanik. Obwohl es sich bei ei-
ner Platte um ein dreidimensionales Objekt handelt, besteht der wesentliche Unterschied zu
gleichmiéfiig dicken Festkorpern unter anderem darin, dass eine Platte grofie Deformationen
erfahren kann, ohne dass im Korper grofie Spannungen entstehen. Das Ziel einer Plattentheorie
ist es, eine Platte auf ein zweidimensionales Kontinuum zuriickzufiihren, ohne die dreidimen-
sionale Natur der Platte zu vernachldssigen. Erste Plattenbetrachtungen gehen auf JAKOB II.
BERNOULLI, EULER, LAGRANGE, POISSON u. a. zuriick. Die erste vollstandige Plattentheorie,
welche zum Teil auf den Arbeiten von POISSON beruhte, wurde allerdings von den dreidi-
mensionalen Elastizitdtsgleichungen von KIRCHHOFF abgeleitet (cf. [61]). Nach ca. vierzig Jah-
ren folgte die LOVEschd!4 Schalentheorie, sodass man heute von einer POISSON-KIRCHHOFE-
LovEe-Theorie spricht.

13Relativistic heat conduction
4Tnteressant ist die Tatsache, dass LOVE mit Hilfe seiner Theorie Vibrationen von Glocken beschreiben wollte,
was er auch in seinem Artikel aus dem Jahre 1888 schrieb.
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X1

X2
X3

Abbildung 1.1: Platte

Die KIRCHHOFFsche Strukturannahme, dass die in der Referenzkonfiguration auf der Mit-
telebene senkrecht stehenden Fasern auch in der verformten Konfiguration senkrecht auf der
verformten Mittelebene stehen bleiben, hat nicht nur aus der physikalischen Sicht einen Wider-
spruch dargestellt, sondern das Verstdndnis der Gleichung erschwert, sodass man bis Mitte des
19. Jahrhunderts damit Probleme hatte, physikalisch und mathematisch korrekte Randbedin-
gunen zu formulieren. Diese Erkenntnis sowie die Nachfrage nach einer guten Plattentheorie
seitens der Ingineure haben TIMOSHENKO, MINDLIN und REISSNER Anfang—Mitte des 20. Jahr-
hunderts dazu veranlasst, sich mit neuen Strukturannahmen auseinanderzusetzen. So entstand
die TIMOSHENKO-MINDLIN-REISSNER-Plattentheorie, welche urspriinglich linear war.

In diesem Abschnitt wollen wir eine nichtlineare Theorie fiir eine homogene, isotrope ther-
moelastische Platte herleiten. Dabei verallgemeinern wir den in [42] vorgestellten variationel-
len Zugan zur Plattenmodellierung iiber die dreidimensionalen nichtlinearen Thermoela-
stizitdtsgleichungen (1.42). Wir versuchen moglichst konsistent mit den Notationen der letzten
Abschnitte zu bleiben, verwenden aber an manchen Stellen die in den Plattentheorien gdngigen
Bezeichnungen.

Wir betrachten eine Platte, welche in der Referenzkonfiguration die Menge B, = ) X
(— %, %), h > 0, belegt, wobei Q) C IR? ein Gebiet mit dem Rand I := 9Q) ist. Jedes in B, liegende
Teilchen sei tiber die LAGRANGEschen Koordianten x = (x1, X2, x3) parametrisier@. Die Men-
ge () x {0} hei3t Mittelebene der Platte. Durch U = U(¢, x) mit Koordinaten U;(t,x),i = 1,2,3,
sei der Verschiebungsvektor gegeben, welcher die Differenz zwischen den LAGRANGEschen
Koordinaten des materiellen Punktes in der verformten Konfiguration bzw. der Rerefenzkon-
figuration angibt. Also verschiebt sich ein auf der Mittelebene liegender Punkt (x1, xp,0) um
u(t, (x1,x2)) := U(t, (x1,x2,0)). Neben mechanischen Spannungen moge die Platte auch einer
Temperaturverteilung T = 7(t,x) unterliegen, welche beziiglich einer Referenztemperatur Y
gemessen sei, fiir welche der Korper von thermischen Spannungen frei ist. Dannist Y = Yo+ T
die absolute Temperatur.

15Ein alternativer Zugang erfolgt iiber das sogenannte COSSERAT-Kontinuum. Diese Methode ist axiomatisch,
aber deutlich komplizierter und weniger intuitiv.
16 Ab hier stehen kleine fettgedruckte Buchstaben nicht mehr fiir EULERsche Betrachtungsweise.
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1.5.1 Bewegungsgleichungen fiir den elastischen Anteil

Seien o, € der 1. PIOLA-KIRCHHOFFsche-Spannungs- bzw. der GREENsche Verzerrungsten-
sof]. In der Koordinatenform schreibt sich & zu

AN
€ij = % (aul ’) 1 o 9L (1.43)

an axi 2 axi ax] '

Wir berticksichtigen geometrische Nichtlinearitdten, beschranken uns aber der Einfachheit hal-
ber auf physikalisch lineare Stoffgesetze. Diese Annahme fiirt einerseits dazu, dass sich das
Stoffgesetz zum linearen HOOKEschen Gesetz vereinfacht. Andererseits ist das Modell hinrei-
chend allgemein, um die meisten im Ingenieurwesen géngigen Stoffe beschreiben zu kénnen.

Das in (L.33) formulierte HOOKEsche Gesetz postuliert die Beziehung zwischen Verzerrun-
gen und Spannungen in der Form

i = aij (ek — €x1),

wobei €' den thermischen Verzerrungstensor bezeichnet, deren genaue Form wir noch festle-
gen miissen. Im Folgenden nehmen wir die Platte als thermisch isotrop an, woraus man

T _ TS,
gjj = € 0jj

folgert. Hierbei stellt e* = €"(7) ein Maf8 thermischer Verzerrung dar. Insbesondere gilt ¥ = 0,
wenn T = 0 ist, denn die Platte ist im Referenzzustand spannungsfrei.
Unter Beachtung elastischer Isotropie und Homogenitét der Platte bekommt man

Oij = % [(81‘]‘ - €T(51‘]‘) + ﬁ(‘gkk — €T)(5ij]

o (1.44)
= i (e + Thendi) — mhpe 0y, i) =1,2,3,
worin E der YOUNGsche Modul und y € (0, ) die PO1SSONzahl sind.
Da die Platte als diinn vorausgesetzt ist, ist es sinnvoll, die Annahme
033 = 0 (145)

zu treffen. Diese Annahme wird in den meisten Plattentheorien gemacht. Physikalisch bedeutet
dies, dass die Schubspannung o33 verglichen mit anderen Spannungen vernachléssigbar ist.
Setzt man nun (L.45) in (L.44) fiir i = j = 3 ein und 16st die resultierende Gleichung nach ¢33
auf, so folgt

1+
€33 = ——1514(811 +e2) + —1_,’15,
womit sich (T44) zu
_ _E E T _ _E E T
= 1o (e11 + pexn) — € 02 = —1,ﬂz(7«l€11 +exn) — =€
_ _E L _
ij = Tepije LF 033 =0

17Trotz des Notationsmissbrauchs sollen diese nicht mit dem CAUCHYschen Spannungs- bzw. dem LAGRAN-
GEschen Verzerrungstensor verwechselt werden.
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umschreibt. Um die Tatsache zu berticksichtigen, dass die Schubspannungen {tiber die Platten-
dicke nicht konstant sind, schlug TIMOSHENKO vor, einen Scherfaktor k > 0 einzufiihre
Damit ergibt sich eine neue Form des HOOKEschen Gesetzes:

_ E _ _E E
o =1-z ﬂ 7 (€11 + plszz) 1jlglr, 0 = m(gf{sn + 322) — WET'

_ . . o E . .
ij = 1+;4‘°'i]" =1 j=2 Oij = kmﬁij, i=12 j=3, (1.46)
0ij = 0ji, o33 = 0.

Um die Plattengleichungen herzuleiten, machen wir uns das Variationsprinzip zu Nutze,
indem wir {iber die Energieminimierung zu Bewegungsgleichungen gelangen. Die potentielle
Energie P wird durch

/2
/ oijeijdx

Y
gegeben. Unter Benutzung des HOOKEschen Gesetzes (L.46) erhalten wir

S A 2 2 2 2
P =305 / ” /Q €11 + 2pennen + €35 +2(1 — p)et, + 2k(1 — ) (33 + €33)
- (1.47)

— (1+ p)e™(e7; + €3,) ] dx.

Die kinetische Energie lautet

h/2
i / [(th)” + () + ()] dx, (1.48)

wobei p die spezifische~Dichte bezeichnet.
Die Vektoren f = (f;); und g = (&;); bezeichnen die auf die Platte einwirkenden Volumen-
bzw. Oberflichenkrifte. Die dadurch erbrachte Leistung schreibt sich als

o Y. . 4 o o 4
N E/h/z /QﬂUI X+E/h/2/rgIUZdl—‘ *a-

Es geniigt mit den tiber die Plattendicke integrierten Kraften und Momenten zu arbeiten, wel-
che sich gemafs

hf2 h/2
fi(x1,x2) = fz'dx3/ Qi(x1,x2) = y Sidxs,
—n/2
h/z h/2
M;(x1,x2) = /h x3 fidxs, mi(x1,x2) = /h/ x3g;idx3
_ —h/2

ergeben. Auflerdem ist es geschickter, statt der Temperatur T und des Warmeflusses q folgende
gewichtete und tiber die Plattendicke gemittelte Funktionen zu betrachten:

g L[ eq 6 12 /" ed
(x1,22) = L, A, (x1,22) = 73 /;,/2x38 X3,
/2 12 [
Qo1 22) = / qdxs, Qs ) = 35 [, vad (1.49)
i

18Die tatséchliche Schubspannung muss einen mindestens quadratischen Verlauf iiber den Querschnitt haben.
Am oberen und unteren freien Ende muss sie schlieSlich verschwinden. Um ihre effektive Grofie zu berticksichtigen
wird meist k = 5/6 gesetzt (vgl. [85]]). Die KIRCHHOFFsche Platte entspricht dabei dem Grenzwert fiir k — oo (cf.

[43]).
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X3

Y
Abbildung 1.2: Gebogene Platte im Querschnitt

Wir nehmen ferner an, dass die ebenen Gradienten von U; und U, verglichen mit den rest-
lichen Gradienten klein sind. Dies ermdglicht die folgende Approximation von (T.43)

oy = 2 1(0UsY° o= 2z 13U
= axl 2 axl ! 2= axz 2 8x2 !

C1/aup )\ | 19Us aUs 1/auy  aus\ | 1aUs aUs
812_§<E+a—x1>+ia E’ elS_Z(BX3 8x1>+28x1 8x3’ (150)
ey L(Us OUp) 13U 9Us o 9Us  1(0Uy)"

23_2 axz a.X3 233(3 axz' 3 a.X3 2 a.X3 '

Die Strukturannahme von REISSNER, MINDLIN und TIMOSHENKO lautet

Us(x1, %2, x3) = up(x1, x2) — x31p(x1, x2),
Uz (x1, %2, x3) = up(x1, x2) — x3¢(x1, X2), (1.51)
Us(x1, x2, x3) = w(x1, x2).

Physikalisch bedeutet dies, dass die in der Referenzkonfiguration auf der Mittelebene senk-
recht stehenden Fasern auch nach Deformation gerade bleiben, diirfen sich aber im Gegensatz
zur KIRCHHOFFschen Hypothese im Laufe der Plattendeformation drehen. Es gilt

Jw N Jw B
w = us, ¢%—<—+l/’>r 90%—<—+9">'

a.X1 axZ

Dabei bemessen 1 und @ die Winkel zwischen der verformten Faser, welche in der Referenz-
konfiguration auf der Mittelebene () im Punkt (x1, xp,0) senkrecht steht, und der verformten
Mittelebene (s. Abbildung [1.2)).
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Setzt man (L5I) in (L50) ein, so ergibt sich
2
_diy 31#
=g T8, T2 <8x1> ’
_ Jup 0 ow
€0 = a—x,z+x3E+§<a—xz> ’
_ 1[ouy | dup op  0d¢ ow ow
f12 = 2 [axZ + ax1 + <8x2 + ax1 o ax1 ax2 (1.52)
. 1/ 0w L
13= 2 axl ll) !
Fel — 1 a_w +
23 2 aJC2 ?)
1
e = 5 (¥7 + ¢?)

Unter Verwendung von ([L.47) und (L.52) driickt man die potentielle Energie iiber uy, up, w,
und ¢ aus, was unmittelbar zu

[a(p, ¢, w) + N(uy, ua, w)]

I\JI»—\

mit den Bilinearenformen

a(w, Y, g; @, P, ) = ao(Y, ¢) + Kay (, ¢, w),

a¢ o, 909 dwdp g dh
(9§ D/ ox1 0X1 axz X2 - 9x1 0x2 + 9xy 0X1

¥(g—z+ax1)<§i+axl> +1;%<887¢1+8;Z> ]dx,

o 050,81 = [, [(94 22) (922 + (o4 22) 9+ 22 o

axz

und der nichtlinearen Form

o Eh ouy /0w \2 10l  Jw oW
N(uq,up, w; 01,10, W) = 17112/0 [a—m—i—z(E) Ha_xﬁa_xlﬁ}
S +3(50) 5 * e o)
a)(,‘2 axz axz axz a)(,‘2
duy dw\211d1l, Jdw oW duy dw\?211d17 Jdw oW
iam +21(5e) 1oe * 3mm) *lae 2 65) 1 5 * 30 o)
140Uy  Oup ~Ow dw\ (dily  dilp  Jdw dW  Jw IV
(5 T T aman) (om T on T anan © anom)

on on
Thp (901 | 952
2 (8x1+8x2>9dx

fithrt, wobei wir zunichst 6 und 6 nicht als Argumente von ag bzw. N explizit auffiihren.

a(y, ¢, w) bedeutet dabei a(y, ¢, w) = a(y, ¢, w; P, ¢, w) usw. Hier und im Folgenden sei x =
(x1,x2).
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Nun setzen wir das Prinzip der virtuellen Arbeit ein, um Bewegungsgleichungen fiir die
Verschiebungskomponenten herzuleiten. Letzteres besagt, dass unter allen kinematisch zulassi-
gen Zustdnden des Systems derjenige angenommen wird, welcher das LAGRANGE-Funktional

T
z:/ () + W(t) — P(t)]dt
0

minimiert. Als Grundraum fiir die Funktionen w, ¥, ¢, u; und u; wahlen wir alle hinreichend
reguldren Funktionen mit der Eigenschaft

w=19=¢=u =up=0aufTyfirt e [0,T].

Dies modelliert eine auf I'y festgeklemmte Platte. Dabei gelte I' = o UT;, wobei die Mengen
Iy # @, I' relativ offen in I' und disjunkt seien. AuSerdem sei I' LIPSCHITZ-stetig.

Eine notwendige Bedingung dafiir, dass eine Bewegung das Funktional £ minimiert, ist
dadurch gegeben, dass seine erste Variation (d. h. die GATEAUX-Ableitung)

SL(w, P, @, uq, uz)[W 117 ¢, 111, 1]

~
A,

fir alle hinreichend glatten Testfunktionen @, ¢, ¢, 111 und i, verschwindet, wobei
W(t) =P(t) = ¢(t) = 01(t) = (t) =0inQfirt e {0,T}

und
W(t) = ¢(t) = P(t) = 01(t) = h2(t) = 0 auf Iy fir t € [0, T).

Die Variationsgleichung schreibt sich explizit zu
T AN CAA A . A AR
/0 C(w/ l/J/ 4’/ ul/uz; Zz\)/ l/J/ §0/ ui, 1/[2) - ﬂ(w, l/J/ §0/ w, l/J/ QD)

AR A A A T N N A
—N(@, §, ¢, 111, tha; b, §, §, 1y, 1) + /0 (Fill1 + fata + f0)dxdt

oW oW

T T
—|—/0 /Fl (g101 + gotip + ga)dTdt — /O (mla o + mZax >d1“dt
mit a, N wie oben und
c(ab, @i, i, §, by 1) = ph [ iy + ity + 20 + (9 + 9.
Nach Umformen ergibt sich die folgende Gestalt von N

% ow aZU)
axl axl axl

N<w/l)’.)/ qbl T/.ll, u2/ d\]ll)’;}l ¢/ ﬁl/ﬁZ) = / |:N11<
. (1.53)

onl ow 0w o1l o1l dw oW  Jdw 0w
M2 (G + o) (gt an Fanan *anen)
wobei
2 2
M= (S g 5 () +5Ge) T
0 d 1 /0w\?2 ow \ 2
N = a5 g +3(5) () )

ou ou Jw Jw
_ _En (941 , 9H2 , 94 9
N2 = 5 <ax2 9x; | oxp ax2)‘
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Die Funktionen Nj; ergeben sich dabei als die tiber die Plattendicke gemittelten Spannungs-
komponenten (7,], welche man durch Einsetzen von (I.51) in (1.46) und Verwerfen des thermi-
schen Anteils 1 e gewinnt. Wendet man den GAUSSschen Satz auf (1.53)) an, so ergibt sich

N(w/’j]/¢/u1,ﬂz;@,$,¢,ﬁ1,ﬁ2):—/ [(aI\I_H_F%)ﬁl_}_(%_'_aNlZ) fo+

ox1 09X 0x2 oxq
d Jw Jw J Jw Jw\y
8—x1( oy, TG )w+8x2<N228 , T Nig - )]t
+ /r V1N11 + v2Ni2) 11 + (V2Np + v1Ny2) 1l
1
Jw Jw Jw Jw\
+ 11 (Nlla —|—N128 2>ZU+V2<N228 +N128x1> ]dl“.

Mit dem Variationslemma bekommen wir dann das folgende System partieller Differentialglei-
chungen:

oONy;;  ON
phity = ( ot Bxi_z

ox, >+ (
oo K2 (2 )+ (02 0]

20
E _
21—;4)E—f1'
E a0 _

dx1 \dxq dxp \dxo (1.54)
d Jw Jw d ow Jw :
5 (Mg + Mg o) = - (Nag o+ N g =) = £,

2 2

o PP _ya_lp 1 079 9w\ | by 99 _

¥ D(a 2+ 2 8 T 8x1axZ>+K(lI)+axl>+ 2 =M
02

_‘P 1 0% dwy | b 99 _
8 X7 + 2 8x18x2>+K(q)+8x2) + 2 _M2

2
ph3 .. d ) —u
12 ( ax% 2
fir (t,x) € (0, T) x Q) mit den Randbedingungen

up=up=w=1y=¢=0fur (t,x) € (0,T) x Iy
und

v1N11 + 12N + 5 ( )V19 g1,
VN2 + 11N + 5 PTG )V29 92,

K<%—Z] +unyp+ 1/2§0> + <1/1N11 + Vlez) ;;7%01 - <V2N22 + VlNlZ) gw 83

(1.55)
d d —u/0 d
X1 2

d Jx dx,  Ixp
d¢ 0 1 (9% 99 DO+p) o _
D[Vza—JCz_F'uVZE_FT(a—Xz_FE)Vl] + —= 10 = my

fur (t,x) € (0,T) x I'y.
Um das System abzuschlielen, benstigen wir noch Differentialgleichungen fiir 6 und 6.
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1.5.2 Wairmeleitung in diinnen Platten

Das Vektorfeld q = (41,42, 93) gebe den Warmefluss in der Platte an. Das CATTANEO-Gesetz
(L4I) der Warmeleitung besagt

. aY .
TO% + 5]1 - _/\Oa_xi/ 1= 1/ 2/ 3/
wobei Y die absolute Temperatur und Ay > 0 die Warmeleitfdhigkeit bezeichnen. Die Zahl
Tp > 0 ist ein kleiner Relaxationsparameter (vgl. Kapitel [L.4.6). Wegen T = Y — Y|, folgt ferner

w4 + 49 = —Ao5—, 1=123. (1.56)

oT z
axi !

Bezeichnet man die Entropie mit S, so besagt das Gesetz der Entropiebilanz aus (1.24)

YS=—-——+H, 1.57
o (1.57)
worin H fiir die Warmezufuhr steht.

Nach dem 2. Satz der Thermodynamik fiir irreversible Prozesse (s. Gleichung (1.24)) hdngt
die Entropie S mit den elastischen Verzerrungen ¢;; zusammen. Im Rahmen der linearen Theo-
rie setzen wir -

— 1 1.58
| Yo < (1.58)
voraus, was fiir kleine T

e =at (1.59)

bedeutet, wobei « der Warmedehnungskoeffizient ist. Unter Benutzung von (1.58) und (L.59)
erhélt man wegen der elastischen und thermischen Isotropie

_ pe
S = e + T (1.60)
worin ¢ die spezifische Warmekapazitit des Korpers ist und v = £2 i
Durch Einsetzen von ([L&Q) in (I.57) erhalten wir
. 0C .\ ach
Y(vére + Y—OT) = —/\og + H. (1.61)
1

(L.61) ist eine nichtlineare Gleichung in 7 (oder Y). Mit der Annahme (L.58) kann man aber
diese linearisieren, indem man Y durch Y| ersetzt. Dies fithrt auf

o0
Yo(’)/ékk + \%T) = —Aoa—zf + H, (162)
1
wobei A y
k="2undy = 1o
oc Ao

Gleichung (1.62) beschreibt den Warmeleitungsvorgang in einem isotropen, elastischen Korper.
Setzt man (L51) in (L.62) ein, so ergibt sich eine Gleichung fiir die Warmebilanz in REISSNER-
MINDLIN-Platten:

aql‘

1 .
T + ;T—i—my div (111, 112) + nyxz div (¢, @) = /THO (1.63)
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Analog zu 0 und @ definieren wir qs = (qg,1,462) und q = (951,95,) als die iiber die
Plattendicke mit geschickten Gewichten gemittelten Warmefliisse qg = (gg,1,402) und q5 =

(%,1/ ’19,2) gemaf
1 [

1
qo(x1,x2) = i _h/zqusl qs(x1,x2) = F/ x3qdaxs.

Unser néchtes Ziel ist es, mit Hilfe von (L.63) Gleichungen fiir 6 und qg sowie § und q; zu
gewinnen.

Gleichungen fiir 6 und qg

Das fiir einen allgemeinen dreidimensionalen, isotropen Korper geltende CATTANEO-Gesetz
der Warmeleitung (L.56) ladsst sich in der zur Mittelebene normalen Richtung gut durch das
FOURIER-Gesetz approximieren:

a7

TO‘?z‘ + Qz - _)\0 7 Z - 1/ 2/
ox;
_ (1.64)
7= OaJC3'

Diese Anndherung ist im physikalischen Sinne sowohl quantitativ als auch qualitativ gerecht-
fertigt, denn die durch das FOURIERsche Gesetz verursachte unendliche Warmeausbreitungs-
geschwindigkeit ist wegen der geringen Dicke der Platte unwesentlich.
Nach der Multiplikation der Gleichung (L.64) mit x3 fiir i = 1,2 und Integration iiber x3
bekommt man
Todivqe + divgg = — Ao V0.

Analog ergibt sich aus (L.63) nach Multiplikation mit x3 und Integration die Identitat

a h/2 d h/2 aq d 1 d h/2 d h3
Z / x3q x3 + —h/2 x3£ x3 + ;E /—11/2 x3T x3 + —(11[] + q)) 12/\0 p,

wobei

12 2
=2 Hdxs.
P [t

Anhand der geschickten Definition von 6 in (.49) sehen wir leicht die Giiltigkeit von
h3 h/2 aq
125 [47va0 9 T+ ¢)] 12/\ 12707 / s Py 1

ein. Der hintere Term lasst sich mittels partieller Integration wie folgt umformen:

h/2 993 % 4 h/2 4 I/
X X3+ x
/—”/2 a353 3T / h/2 95cLX3 + X33 —nf
Mit ([L64) folgt weiter
h/2 aC]3 2t /2 ”
/h/z 8x3 3= i R 3 3 393 s [Ao 343) -

= Ao[t(tx1, %2, 3) = T(t,x1, 20, —5)] + 3 [%U/ X1, %2, 5) +4a(t, x1, %2, —%>]'
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Die Platte befinde sich in einem Medium der Temperatur (¢, x) (gemessen bzgl. der Refe-
renztemperatur). Das NEWTONsche Abkiihlungsgesetz angewendet auf die untere und obere
Plattenseiten besagt

g3t x1, %0, 8) = M[Ba(t x1,x0) — T(t 21,20, 8)],
p , (1.65)
q3(t, x1,x2, —5) = =M [T1(t, x1, x2) — T(t, x1, %2, —3)],
wobei
#(t x1,x2) = T(t, x1, %0, 4 +0),
B (t x1,x2) = T(t, x1,%, — 4 = 0)

und 71, T und Ag bekannt sind. Zusammenfassen liefert
1.
divqg + — 9 +an(p+ ¢) = A —p+ (hAl Ao)[T(t, x1, 20, %) — T(t, x1, 20, — 1))

F{hzﬁ(fz - ’i—l) - %[T(tl X1, x?./%) - T(t,X], xZ/_%)]}'

Um die Gleichung bzgl. 6 und qg abzuschlieffen, muss man 6 mit der Oberfldichentemperatur
T(t, x1, X2, %) bzw. T(t,x1,x2, — %) in Verbindung setzen. Hierzu bote sich der Ansatz

T(t,x1,x2,%3) = To(t, x1,x2) + 2373 (£, X1, X2) (1.66)

an, welcher wegen der kleinen Plattendicke plausibel ist. Wir haben dann
0 =am,

T(t, xl,xz,X3){ /h/ = hty(t,x1,x2) = %G(t,xhxz)

und somit
divge + 20 + an (9 + ¢) + 3 (Ao — 51)0 = £p + %21 (1 — 1)
Wir setzen weiter
B=5(A—"), g1 = fop + %Gt (2 — 1)
und schreiben die obige Gleichung um in
divge + 0 +an(y + @) + o0 = g1.

Die Randbedingungen fiir 6 ergeben sich wiederum unter Verwendung des NEWTONschen
Abkiihlungsgesetzes:

q-v=—-MA(t—1)fiir (x,x) €T, x3 € [—%,%]
fiir ein Ay > 0, was nach Multiplikation mit x3 und anschliefSender Integration tiber x3 zu
qo-v= —/\2(9 — é) fur (xl,xz) er

120 /2

mitf = 75 J_i; xaTdxs fihrt. Alternativ schreibt man die DIRICHLETschen Randbedingungen

T="1fir (x,x) €T, x3 € [—%, %]

vor, wodurch man
0 =0 fur (x;,x) €T

erhalt.
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Gleichungen fiir § und q;

Gleichungen fiir § und qj lassen sich genauso wie die fiir  und q herleiten. Integriert man
(L&4) iiber x3 fiir i = 1,2, so bekommt man sofort

Todivqé + divqé = _/\OVé.

Wir mitteln Gleichung (L.63) tiber x3 und finden unter Beachtung von

~ a [
0= x37dx3
h —h/2
die Identitat
) h/2 h/2 aq 1d h/2 . o )
div o qdxs + o %3 ——dx3 + < d / tdxs + ndiv(uj, us) = A_op
mit
h/2
ﬁ =h Hd.’X3.
—h/2
Es folgt daher
ah h/2
hldivgs + — 9 +andiv(iy, ip)] = —p — '
/\() —h/2

Unter Beachtung von (L.65) und (]]E) bekommen wir

14 h
h[divqy + 9 + andiv (i, 1in)] D/i P+ A[ta(t, x1,x2) — T1(t, x1, x2) ]+
/\l[ (t,X1,x2,—%> - (t/xl/-xZ/%)]

ah . .
:/\_015 + A [T2(t, x1,x2) — T1(t, x1, x2)].

Nach Umskalierung ergibt sich
1
divqy + EG + andiv(iy, p) = /\ — P+ [t (t, x1,x2) — T (t 21, %2)].

Wegen
« A
@ =t Bt ) 11 0]

findet man ,
divqy + }é + andiv (i, 1) = .

In voller Analogie zu 6 und q lauten die Randbedingungen fiir § und q;

qo-v = —/\2(9 — 5) fur (xl,xz) er

™
Il
xn
=

iir (x1,x2) € T.
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1.5.3 Zusammenfassung und Linearisierung
Fasst man alle oben hergeleiteteten Gleichungen zusammen, so ergibt sich das Gesamtsystem

" dN;1 | dNpp g 00
phul B < axl * axz ) 2(1-p )g N fl’
.. aNZZ aNlZ E 89 .
phu2_<8x2 + 8x1) 20-1) 9xy fa

Toq5 +95 = —/\0V§,

12
divay + 0+ aydiv(in, i) = Ai;a + A8 — 1),
0

o K2 (22 44) 2 (22 1)

dx1 \dxq dxz \0x2

0 ow ow 0 ow ow
T o (N“a t Nuaxz) - @(Nﬂ@ + Nua) far
o 1/) 150% 14y %9 OwY | Dty 98 _
79 - D<8xl AP ERFT: Taan) TK(E5) PR S =M

o p(LP, 1-ud
¢ D<ax+2

90 +qe = —Ao V0,
divqe + 16 + any div (¢, ¢) + 12(%—’%) —Aip—f—@ml( — 1)

Po 1 Py oW\ | D+ 99 _
o2 T2 axlax2)+K<¢+ax2)+ n - M

fir (£,x) € (0,T) x Q) mit den Nichtlinearititen

9 9 9 ow \2
N11:1E';2[a_2+”az+ (az> +35) )
2

N[220 L) 0y

Ju u Jw ow
Eh 1, 7% W 9%
2(1+p) <ax2 * 0x1 + 0x1 axZ)

zuziiglich der Randbedingungen fiir den mechanischen Anteil
up=up=w=1y=¢=0fur (t,x) € (0,T) x Iy
und
v1N11 + 12 N2 + 2( )V19 g1,
vaNa + 11N + 5= )V29 $2,

K(B_w + v+ Vz(/)) + <V1N11 + Vlez) w <V2N22 + V1N12) g—:; = &3,

ov dxq
9P 09 | 1y al/J dg DO+p), o _
D[Vl 0x1 tm x> T4 <8x2 + 8x1> 2] + =7l =m,
a al[) al[) aq) D(1+4) B
D{Vza_+”Va_+ 2 <8x2+8x1> 1]+—V29 "

fiir (t,x) € (0, T) x I'1 sowie den thermischen Anteil

6 =0=0fir (t,x) € (0,T) xT
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oder
Qo v =—A(0—0) fir (t,x) € (0,T) x T,
q-v = —A2(6 — 0) fiir (£,x) € (0,T) x T.
Nun wollen wir das obige nichtlineare Problem um die Nulllosung linearisieren. Dies ergibt

folgendes System partieller Differentialgleichungen

.. E azMl —u
phul_l—ptz(axz +Tax§

T4+ 95 = —/\0V§,
1=
divgz + EG + OCﬂdiV(L'l],L'lz) )\ —P —|— [Tz — f'l],

ol — K[+ J <aw +¢)+i(a—w+q> | =5

dx1 \dxq dx7 \ 0x>
o P Ll Y 1 P oW\ | pap 98 _
79 - D<8x1 2 9x3 T 2 oxpox ) K (p g ) + P = M,
Ph3 I’ ;Ha_qo p Py a_w D(+p) 99 =
79~ D(ax2+ 2 5x2 1 2 Taan) TR0+ 5y ) R0 = My

Toqe + qo = —Ao V0,
divge + 20 + an div (i, @) + 2 (Ao — "31)0 = £ p + %1 (1, — 1)
mit den Randbedingungen fiir den mechanischen Anteil

um=upy=w=4¢=¢=0fur (t,x) € (0,T) x I

und
15—};2[ g +y1?+7”<g—2 gz) V| + gEnd = g1,
o+ 2 Gt B et =i
K(Z— + i+ 129) = gs,
D[ 1%+yv1%+1%‘(§i+gz) 2} +MV19:7’11/
D[W%‘Hfﬂ’ gj + = (§i+axl)v1}+MV20:M2

fiir (t,x) € (0,T) x I'; und den thermischen Anteil
6 =0=0fir (t,x) € (0,T) xT

oder
qQo-v=—A(0— ) fiir (t,x) € (0,T) xT,

q-v = —A2(6 — 0) fiir (,x) € (0,T) x T.

Es seien auch entsprechende Anfangsbedingungen vorgegeben.



Kapitel 2

Existenz und Stabilitat im Linearen

2.1 REISSNER-MINDLIN-Gleichungen

Sei O C RR? ein beschrianktes Gebiet mit einem LIPSCHITZ-Rand T, fiir welchen ' = Ty UT;
gilt, wobei I'y # @ und I'; relativ offen und disjunkt sind. Wir betrachten eine thermoelasti-
sche diinne Platte nach REISSNER und MINDLIN, deren Mittelbene in einem spannungslosen
Referenzzustand das Gebiet () belegt und welche die Warme geméifs des CATTANEO-Gesetzes
leitet.
Wir wollen die in Kapitel [lhergeleiteten REISSNER-MINDLIN-Gleichungen fiir die Biegung
w, Drehwinkel ¢ und ¢, das thermische Moment 6 und das Moment des Warmeflusses g in der
symmetrisierten Form auf Wohlgestelltheit untersuchen:
prwy — K(wy, +9)x, — K(wy, + ¢)x, +dwi = f3in (0,00) x Q,
Pleff - D(¢X1X1 + l7711"/7962962 + Hqu)xlxz) + KWJ + wxl) + ’)’9961 = Ml in (O,oo) X Qr
P2Pt — D(q)xzxz + %q)xm + HTyl/]Xle) + K(QD + wxz) + ’)’ze = M in (O,oo) x Q), (2'1)
036 + x div g + BO + ¥ (P, + Prx,) = h2in (0,00) X O,
T0q: + 09 +xV8 = 01in (0,00) x Q.

Bemerkung 2.1.1. Wihrend wir den in der ersten Gleichung von (2.I) auftretende Term dw;
aus technischen Griinden eingefiihrt haben, um das System zu stabilisieren, handelt es sich bei
dem in der vierten Gleichung vorkommenden Term 56 um keine kiinstliche Dampfung. Dieser
Term ist physikalischer Natur, da 6 hier nicht die Temperatur, sondern das thermische Moment
ist. Aulerdem ist B grof3, da es sich fiir die Plattendicke i — 0 wie h—2 verhilt.

Eine am Randteil I'y festgeklemmte sowie am ganzen Rand I' thermisch isolierte Platte wird
durch folgende Randbedingungen modelliert:

w =1 = ¢ = 0auf (0,00) x Ty,
K(2 + 119 + v29) = 0 auf (0,00) x T,
D(Vllpxl + pv1 @y, + 1_Ty(lpxz + q?xl)Vz) — vy = 0 auf (0,00) x Iy, (2.2)

D(vp@x, + pvapy, + 1_7”(1/7,(2 + ¢z, )v1) — ¥Ov2 = 0 auf (0,00) x Ty,
g-v=0auf (0,00) xT,

wobei v = (v1,1,)’ den du8eren Einheitsnormalenvektor an T bezeichne.

37
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Bemerkung 2.1.2. Im Allgemeinen kann man auch gemischte Randbedingungen betrachten,
indem man auf einem Teil des Randes DIRICHLETsche oder NEUMANNsche Randbedingungen
fiir w, ¢, ¢ bzw. 6 und g vorschreibt. Dabei muss man den Rand in vier Teile unterteilen, um alle
moglichen Kombinationen zu bekommen. Obwohl die nachstehend prasentierten Losbarkeits-
und Eindeutigkeitsresultate auch in diesem allgemeinen Fall gelten, haben wir der Einfachheit
halber auf diese allgemeinere Betrachtung verzichtet.

An dieser Stelle ist es geschickt, die in der Elastizitdtstheorie géngigen Notationen fiir den
verallgemeinerten Gradienten einzufiithren. Wir definieren den verallgemeinerten Gradienten
D sowie den zugehorigen Randoperator N mittels

Jg 0 vy 0
D= 0 9 |, N=| 0 wn |.
dy 0 v 1

Mit dieser Notation rechnet man leicht die Giiltigkeit von

1

( l)bxlxl + 2 ¢x2x2 + ery (lexz ) _ D,SDU,
q)xzxz + 2 q)xlxz + 2 lljxlxz

D 1/1110351 + pun Px, + 2 (lrbxz + (le)vz — N,SDZ)
2@y, + VVZIIJXl + 2 (1/]352 + q)xl)vl

0

L p
nach, wobei v := (¢, ¢) und S := D ( w1 0 ) Gilt p € (—1,1), so ist die Matrix S
0 0 1—pu

2
symmetrisch und positiv definit, denn

det(S — Al) = (D5 —A)((D — A)? — 42D?) = (D 5E — A)(D — A — uD)(D — A + uD),

womit 0(S) = {D1 E,D(1—u),D(1+ u)}. Man beachte, dass u € (—1,1) gilt, da nach phy-
sikalischer Voraussetzung p € (0, %) stets erfiillt ist. Im Folgenden gehen wir daher von einer
allgemeinen symmetrischen, positiv definiten Matrix S aus.

Mit obiger Notation kénnen wir 2.I)-(2.2) wie folgt umschreiben

P1Wt — Kdiv (Vw + U) + dwt = f3 in (0,00)
020 — D'SDv+ K(v + Vw) + 1V = Min (0,00) x
036 + xdivg + B0 + vy divo; = hy in (0,00) x

T0q¢ + 09 +xV60 = 0in (0, 0 )XQ,

0 2.3
0 (2.3)

7

wobei M = (M;j, M»)'. Die Randbedingungen sind nun durch

w = |v| = 0auf (0,00) x Iy,
(Vw+0)-v=0auf (0,00) x T},
N'SDv — 40y = 0 auf (0,00) x T,
g-v=~0auf (0,00) xT

(2.4)
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gegeben. Um das System abzuschliefSen, werden noch Anfangsbedingungen vorgeschrieben

w(t=0) =u", wi(t =0) = w?,
o(t =0) =", v (t =0) =o',
0(t =0) =", q(t=0) =¢’

2.1.1 Wohlgestelltheit

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Losbarkeit der REISSNER-MINDLIN-Gleichungen,
indem wir uns die Halbgruppentheorie zu Nutze machen. Wir formulieren 2.3)—2.4) in ein
Evolutionsproblem der Form

Vi(t) = AV (t) + F(t) fiir t € (0,00),
V(0) =V’
um. Die klassische Wohlgestelltheit letzteren Problems im Sinne von HADAMARD ist bekann-

terweise dazu dquivalent, dass der Operator A eine Cyp-Halbgruppe erzeugt.
Wir setzen V := (w, v, wy, v4,6,q)" und definieren formal den Differentialoperator

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
A pfl KA K div —d 0 0 0
’ —KV D'SD—-K 0 0 -V 0
0 0 0 —vqdiv —-B —xdiv
0 0 0 0 —xV )
mit p := diag (1,1, p1, 02,03, ). Da wir im Folgenden im schwachen funktionalanalytischen

Rahmen arbeiten moéchten, wihlen wir als Grundraum den HILBERTraum
H = (Hp, (Q))° x (L(Q))° x (L*(Q))°
versehen mit dem Skalarprodukt

(V, W) := p1(V>, W) 12y + 02(VE, W) (12(q0) 2+
K(VV! + V2, VW' + W?) 12y + (DV?, SDW?) (12(q) s+
03 <V5, W5> (L2(Q))2 T T0<V6, W6>L2(Q).

Dabei ist

H1 (Q) = {u € C=(Q) [ supp (u) NTo = &} #®),

Bemerkung 2.1.3. Da I ein LIPSCHITZ-Rand ist, existiert ein stetiger, linearer Spuroperator
T: H'(Q)) — HY*(T). Damit ist fir u € H{ () < H'(Q) auch die Schreibweise u|r = 0
berechtigt.

Dass (-,-)y tatsdchlich ein Skalarprodukt darstellt, folgt aus der im nachstehenden Satz
formulierten KORNschen Ungleichung.
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Satz 2.1.4 (KORNsche Ungleichung). Es gibt Konstanten Cx 1, Ci 2, Cx > 0 derart, dass
Creallvll s (aye < I1VSDol| 120y < Crallollaayy
und
||\/§DU||%L2(Q))2 +K[[Vw + UH%LZ(Q))2 2 CK(||U||%H1(Q))2 + ||w||§{1(g))
fur alle w € H%O(Q) und v € (H}O(Q))2 gilt.
Beweis: Der Ausdruck v/S ist dabei im Sinne des Spektralsatzes zu verstehen. Der Beweis des

Lemmas ist eine direkte Folgerung aus den Resultaten in [42]. Die gleiche Aussage gilt auch
fiir Gebiete mit strikter Kegeleigenschaft (s. [48]). O

Wir definieren weiter den Operator

Vi— AV,

wobei

D(A) ={V € H| AV € H,V erfiillt verallgemeinerte NEUMANNsche RB (2.5) }
={VeH|V',V® e H ),V V€ (Hf )
AV € L2(Q),D'SDV? € (L*(Q))?,
V° € HE (Q), divV® € L*(Q),
V erfiillt verallgemeinerte NEUMANNsche RB 2.5) },

worin die NEUMANNschen Randbedingungen durch

(AV 4 div V2, ) 12q)H(VV + V2, V) (12(q) 2
= 0 fiir alle ¢ € Hr, (Q)
(D'SDV? — YV V®,¢) (12(02) . +(SDVZ, D) (12(c2yp — YV, div ) 12 (2.5)
= Ofuralle ¢ € (Hllo(ﬂ))2
(div V®, ) 120) = —(V°, V) (12(qy)p fiir alle ¢ € H' (Q)

gegeben sind. Man kann leicht nachrechnen, dass D(.A) ein linear Unterraum von # ist.
Das Problem

Vi= AV +F,
0 (2.6)
V)=V
stellt eine Verallgemeinerung von (2.3)—2.4) dar, wobei
F:= (0,0, f3, M, h,0)" € C([0,0), D(.A)),
V= (@, w!, 0", 6%4°) € D(A).

Denn jede klassische Losung von 2.3)—2.4) geniigt auch dem System (2.6).
Der folgende Satz charakterisiert A als Erzeuger einer C’-Kontraktionshalbgruppe auf #.
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Satz 2.1.5. Es gilt:
1. D(A) liegt dicht in H.
2. Aist abgeschlossen.
3. im (A — A) = H furalle A > 0.
4. Aist dissipativ.
Beweis:

1. Dass D(.A) dicht in H liegt, ergibt sich aus folgender Inklusion:
D(A) > (C57(QY))°,

welche sich aus der GREENschen Formel herleiten ldsst. Man beachte, dass dabei die
NEUMANNschen Randbedingungen (2.5) trivialerweise erfiillt sind.

2. Um die Abgeschlossenheit von A zu beweisen, wihlen wir eine beliebige Folge (V;,),en C
D(A) mitV, - V € Hund AV, — F € H fir n — oo und zeigen fiir diese, dass
V € D(A)und AV = F gilt.

Da die starke Konvergenz die schwache Konvergenz nach sich zieht, folgt
<.AVn, CI>>(L2(Q))9 — <F, CI>>(L2(Q))9

fir alle ® € (L%(Q))°. Hierbei ist zu beachten, dass ((L?(Q)))?)" C H'. Der Beweis wird
tiber geschickte Wahl von @ erfolgen.

Allgemein gilt fiir V € D(A)

V3
V4
KAV + KdivV? —dVv3
—KVV! 4+ D'SDV2 —KV2 — 4V V5
—ydiv V* — BV — x div V®
—xVV° — Vo

AV =p7!

Nun untersuchen wir folgende Flle:

i) Wir wéhlen zunichst ® = (¢,0,0,0,0,0)', ¢ € H%O (Q), und finden
(FL,¢)12(00) = (F, P) (120000 ¢ (AVi, @) (12(02) 0 = ﬁ<V3/¢>L2(Q) — %<V3/¢>L2(Q)«

Demnach gilt %V3 = F!,d. h. (AV)! = F'. Da F! € H{ (Q), folgt sofort V3
H%O<Q).

i) Mit ® = (0,¢,0,0,0,0), ¢ € (Hf (Q), ergibt sich vollig analog (AV)* = F? und
V*e (Hf ()~



2.1: REISSNER-MINDLIN-Gleichungen 42

iii) Ferner wihlen wir ® = (0,0,¢,0,0,0), ¢ € H%O(Q) Es folgt
(F,9)12(q0) ¢ (KAV + Kdiv Vi — V0, ¢) 120
<VVnr V) (12 + (Kdiv V2 AV, ¢)12(a)
<vv1 V) (12(q)p + <1< div V? —dV?,¢) 2.

Dies bedeutet aber, dass AV! € L?(Q) und - (KAV1 +KdivV? —dVv3) = F3,d. h.
(AV)3 = I3,
iv) Seinun ® = (0,0,0,0,0,¢)’, ¢ € (Hf,(Q2))?. Dann ergibt sich
(F°,0) 1200y <= (—KkVVy = 6V2, ) 122 = (V) diV‘P>L2(Q) — 2V, ) (12102
—E(V°, dive) 2 — —(V 4>> 2(0
Daher gilt V5 € Hf (Q) und (—xVV? —§V°) = F6, d.h. (AV)® = F°.
v) Wir setzen nun ® = (0,0,0,¢,0,0)’, ¢ € (H%O(Q))2 an und finden
(F% ) (12(00))2 pi< KVV, +D'SDV; — KV; = yVV,,¢) 12(00)2
_p£<sz>v,3~, D) (12(q l(—KVV,} — KV = 9VV., ) (12(0)2
=2 (SDVZ, Do) 120y + o5 (—KV V! = KV =4V V?, ) (1202

Demnach ist D'SDV? € (L*(Q)))? und p—z(—KVV1 +D'SDV? —KV? —yVV) = F4,

h. (AV)* = F4.
Uz) SchlieBlich wihlen wir ® = (0,0,0,0,¢,0)" mit ¢ € Hr (Q)). Dies fiihrt zu
(F°, ¢) 12 <—p—13 ydivVy — BVy —xdiv Ve, ¢)12(q)

(
(=
=2V, V) 12i0) — o5 (7 div Vg + BV, ) 120y
=2V, V) 120y — o5 (7 div VE+ BV, 9) 12
Dies impliziert wiederum, dass div V® € L2(Q)) und % (—ydivV*— BV —kdivV®) =
FS gilt, d. h. (AV)5 = 5.

Es bleibt noch zu zeigen, dass V die verallgemeinerten NEUMANNschen Randbedingun-
gen ([2.0) erfiillt. Um das zu zeigen, gehen wir wie folgt vor.

i) Sei ¢ € Hf (Q). Es gilt
(AV! + div v2,4>>L2(Q) <AV1 + div V2, @) 2
—(VVi + V5, V) (122 = (VV' + V2, V) (12(q
ii) Sei¢p € (H%O(()))2 Dann folgt
<’D’SDV2—’yVV5,<P>(Lz(Q)) <D’SDV2— Vi ) (120

— (SDV;}, D) (1202 + fy<vn, div )12
— (SDV?, D) (12(qay2 + 1(V°, div ) 12
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iii) Fiir beliebiges ¢ € H'(Q) ergibt sich schliellich
(div Ve, )12y = (div Ve, @) 122 = (Vi V)12 = — (VO V) (1200 2-
Insgesamt haben wir gezeigt, dass A abgeschlossen ist.

3. Wir zeigen nun, dass im (A — .A) = H fiir alle A > 0 gilt. Hierzu ist zu zeigen, dass die
Gleichung
(A—AV=F (2.7)

fiir alle F € H losbar ist. Da D(.A) dicht in H liegt und A abgeschlossen ist, kann man
ohne Einschriankung F € D(.A) wihlen.

Seialso F € D(.A). Zu l6sen ist das Problem
AV - V3 = FL,
AVZ—VE=P?,
AV — KAV — Kdiv V2 +dVe = o F?,
AV 4+ KVV! — D'SDV? + KV? +4VV° = p,F?,
AV® + ¢ div V* + BV° + k div V8 = p3F>,
AV 4 xkVV° + 6V = 7 F°.

Eliminiert man nun V3, V*#, indem man

Vi=aAvl—F, VE=AV2 - P, VO = 25 (—xVV° 4+ F°)

substituiert, so ergibt sich
AMA+d)VE = KAV — KdivV? = o1 F° + (A +d)F!,
A*VZ 4+ KVV! — D'SDV? + KV? + yVV° = poF* + AF?,
AV + yAdiv V2 + BV — £ AVS = p3F5 + o div F? + 25 div FO.

1+0 A+0
Setzt man
Gi:=mF+ (A+d)F},
Gy := poF* + AF?,
Gs := p3F° + vy div F* + {5 div F®,
so folgt

AMA+d) VI — KAV — KdivV? = Gy,
A2V2 £ KVVE —D'SDV2 + KV? 4+ 4V V° = Gy, (2.8)
YAdiv V2 — ELAVS 4 (A + B)VE = Gs.

Nun wollen wir das elliptische Problem (2.8) 16sen, indem wir das Lemma von LAX &
MILGRAM darauf anwenden. Wir definieren den HILBERTraum

V= Hi, (Q) x (Hy,())* x H, ()
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mit dem tiblichen Skalarprodukt. Auf V fiithren wir eine Bilinearform a: V x V — R
gemaf3

a(V, W) :=A2(A +d)(V, W) 120y + A3 (VEW2) (122 + (A + B)(VZ, W) 120y
KA(VV! 4+ V2, VW + W?) (12(q)2 + A(SDVZ, DW?) 120+ (2.9)
VS, YWO) (1212 + YAV VE, W) (120 + ¥A{div V2 WE) 12 )
ein, multiplizieren die Gleichungen (2.8) skalar in L?(Q) x (L2(Q))? x L2(Q) mit AV,

AV?2 bzw. V3, addieren das Resultat auf und finden mittels partieller Integration die
schwache Formulierung von (2.8) in der Form: Gesuchtist ein V € V mit

a(V,W) = MG, W") 1) + MG, W?) (12(q) 2 + (G°, W) 120y

fiir alle W € V. Die Bilinearform a ist stetig. Aufgrund der im Satz R.1.4] formulierten
KORNschen Ungleichung ist sie stetig und koerziv auf V. Das Funktional

VoW— A<G1,W1>L2(Q) + /\(Gz, W2>(L2(Q))2 + <G3, W5>L2(Q)

ist linear und stetig auf V. Unter Verwendung des Lemmas von LAX & MILGRAM ergibt
sich also die Existenz einer Losung V € V zu (2.9), welche dann auch (2.8) 16st.

Setzt man
V3 =Av!—Fl Vi = AV? - F?, Ve = L (—xVV° 4 1oF®),
solost V = (V1,...,V®) das Gleichungssystem (2.7).

Damit haben wir gezeigt, dass D(A) C im (A — A) gilt. Da aber A abgeschlossen ist,
weshalb auch im (A — A) abgeschlossen ist, und D(.A) dicht in H liegt, folgt schlieflich

im(A—A) =H.
4. Esbleibt nur zu zeigen, dass A dissipativ ist. Sei V € D(.A) beliebig. Dann folgt

(AV,V)y =(KAVy + Kdiv V? —dV?, V) 120+
(—=KVV!+ D'SDV* — KV* — 9V V>, V*) 122+
K(VV+ V4, VV 4+ V?) 12q)2 + (DVH,SDV?) (1200 s+
(—ydiv V* = BV —kdiv VO, V) 20y 4+ (—kVV® =6V, V) 1210

= —d|V*|[121q) = BIV° 12200 — 61Vl 12y <O,
was die Dissipativitdt von A bedeutet.

Dies beendet den Beweis. O

Nun kénnen wir den Satz[A.1.§lvon LUMER & PHILLIPS auf das CAUCHYproblem (Z.6) anwen-
den. Damit folgt der nachstehende

Satz 2.1.6. Seien Vo € D(A) und F € C°([0,00), D(.A)) U C([0,00), ). Dann existiert eine
eindeutige Losung

V € CL([0,00), H) NC°(]0,0), D(A)).
Ist tiberdies V) € D(A®) und F = 0 fiir ein s € IN, so gilt

Ve ﬂ Ck ([0, 00), D(ASK)).

k=0



2.1: REISSNER-MINDLIN-Gleichungen 45

2.1.2 Exponentielle Stabilitit bzw. deren Fehlen

Nun wollen wir die Stabilitdtseigenschaften von REISSNER-MINDLIN-Gleichungen diskutie-
ren, welche wir hier der Bequemlichkeit halber noch einmal auffiihren:

p1wy — K(wy, + )y, — K(wy, + @)z, = 0in (0,00) x O, (2.10)
02t — D (210, + S Pryes + o i) + K(P +w0s,) + 70y, = 0in (0,00) x Q,  (2.11)
0291t — D(Prory + 2 Py + 2 Priny) + K(@ + W3,) + 905, = 0in (0,00) x Q,  (2.12)

030 + x div g + BO + ¥ (Prx, + Prr,) = 01in (0,00) x Q, (2.13)
g + 69+ kV60 = 0in (0,00) x Q. (2.14)

In grober Betrachtung stellt das System eine Kopplung der zweidimensionalen Wellenglei-
chung (2.10) an die zweidimensionalen hyperbolischen Thermoelastizititsgleichungen @.11)-
(2.14) dar, sodass keine direkte Kopplung zwischen w und 6, g vorliegt. Es ist also zu erwarten,
dass die Abklingrate des Systems nicht besser als die von den zweidimensionalen hyperboli-
schen Thermoelastizitdtsgleichungen ist. Tatsdchlich zeigen wir im Korollar 018 dass die zu
@2.10)-@2.14) gehorige Energie im Allgemeinen nicht exponentiell abklingt. Das gilt auch fiir
das in (ZI0) durch w; oder in @II)-@.II) durch ¢, ¢; (aber nicht gleichzeitig) geddmpfte Sy-
stem, sodass man stiarkere Dampfungen benétigt. Bevor wir auf diese Diskussion im Detail
eingehen, wollen wir einige Resultate tiber das elastische und thermoelastische — nach FOU-
RIER und CATTANEO — REISSNER-MINDLIN-System und sein eindimensionales Analogon —
TIMOSHENKO-Balken - zitieren. Es sind auch zahlreiche Ergebnisse fiir die (thermo)elastische
Platte nach KIRCHHOFF vorhanden. Da sich aber der Charakter dieser Gleichungen von dem
der REISSNER-MINDLIN-Gleichungen stark unterscheidet, lassen wir die Diskussion weg und
verweisen den Leser auf die Arbeiten [13], [37] und [43].

In [18] hat Ferndndez Sare die in den Winkelgleichungen geddmpften rein elastischen REIS-
SNER-MINDLIN-Gleichungen studiert

p1wit — K(wy, + 1), — K(wy, + ¢)x, = 0in (0,00) x O, (2.15)

pzlljff - D(l/]xlxl + l7Tﬂ":[]>€2%2 + HTquxlxz) + K(I’IJ + wxl) + ’)/le + d1¢f =0in (O,oo) X Q/ (2‘16)

P2@tt — D(Goxzxz + 17T‘u§0%1>€1 + HTM¢X1X2) + K(gD + wxz) + ’)’9362 + d2§01‘ =0in (O,oo) X Q. (2‘17)

Es wurde gezeigt, dass das System fiir die Randbedingung w = ¢ = ¢ = 0 polynomial stabil

ist. Auerdem wurde fiir den Fall QO = (0,L1) x (0,Ly) bewiesen, dass das System fiir eine
gewisse Randbedingung nicht exponentiell stabil ist.

In der Monographie [43] von Lagnese wurde die Frage nach der gleichmé&Bigen (insbeson-
dere exponentiellen) sowie der starken Stabilisierung von Platten tiber gewisse Randriickkopp-
lungen gestellt. Fiir die folgende Wahl der Randbedingungen

w =1 = ¢ = 0auf (0,00) x Iy,

K(Z + 11 +129) = my auf (0,00) x Ty,

D(vipx, + 1@, + 5 (x, + @z, )v2) = mz auf (0,00) x T,
D(v2gx, + pva, + 5 (x, + @, )v1) = m3 auf (0,00) x Ty

wurde gezeigt, dass das System ZI5)-2.17) mit d; = d, = 0 stark stabil ist, d. h. £(t) — 0 fiir
t — oo, falls Ty # @ und (my, my, m3) = —F(ws, 1, ¢¢), wobei F € L®(I'1,R3*3) eine auf Ty
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symmetrische, positiv semidefinite und auf einem zusammenhé&ngenden Stiick von I'; positiv
definite Matrixfunktion ist. Unter der Voraussetung, dass das Tripel (Q), T, I';) sternkomple-
mentir-sternformig ist (vgl. Voraussetzung£.3.7), wurde sogar die exponentielle Stabilitét fiir
ein geeignetes F bewiesen. Ahnliche Resultate wurden in [60] auch fiir die Randbedingungen
vom Gedéchtnistyp

w =1 = ¢ =0auf (0,00) x T,

't
w +/ g1(t—8)K(22 + v1¢p + 159)(s)ds = 0 auf (0,00) x Ty,
0
t
P +/O gl(t - S)D(Vﬂbm + V1 @x, + 1_Ty(libxz + qoxl)(s)ds =0, auf (O,oo) x I,
t
¢+ /0 g1(t = $)D(v2x, + pvatp, + 155 (r, + @, )11) (s)ds = 0 auf (0,00) x Ty

mit exponentiellen Kernen g1, g2, g3 hergeleitet.
In [59] haben Mufioz Rivera und Racke einen nichtlinearen TIMOSHENKO-Balken mit FOU-
RIER-Widrmeleitung

P19t — 0(@x, P)x = 0in (0,00) x (0, L),
o2 — bll)xx + k(q’x + 1,’)) + 90y =0in <0/ oo) X (0/ L)/
030 — K0xx + Y1y = 01in (0,00) x (0,L)

mit den Randbedingungen ¢ = ¢ = 0, und ¢ = ¢, = 0 auf Stabilitdt untersucht. Sowohl im
linearen Fall fiir o(r,s) = kr + s als auch im nichtlinearen Fall fiir glatte ¢ mit Vo = (k, k),
V20 = 0, aber dann nur fiir kleine Anfangsdaten, wurde bewiesen, dass das System genau
dann exponentiell stabil ist, wenn £} = £2 gilt. An dieser Stelle sei angemerkt, dass diese Situa-
tion physikalisch nicht eintreten kann.

Uberraschenderweise lie8 sich dieses Resultat nicht auf den Fall der FOURIER-Wéarmelei-
tung tibertragen. Es wurde in der Arbeit [19] von Fernandez Sare und Racke bewiesen, dass
das System

P19 — k(@x +1)x = 0in (0,00) x (0,L), (2.18)

021t — biprx + k(@x + ¢) + 90, = 0in (0,00) x (0, L), (2.19)
030t + kg5 + Y = 01in (0,00) x (0, L), (2.20)

T4t + 0q + x6, = 0in (0,00) x (0,L) (2.21)

nicht exponentiell stabil ist, selbst wenn %1 = %2 gilt. Ersetzt man aber die Gleichung (2.18) wie
in [57]] durch
0191t — 0(@x, ¥)x + per = 0in (0,00) x (0, L)

fiir ein > 0, so haben Messaoudi et al. die exponentielle Stabilitdt im Linearen und Nicht-
linearen fiir die Randbedingungen ¢ = ¥ = g = 0 und ¢, = ¥ = q beweisen kénnen. Ein
Uberblick iiber weitere Stabilititsresultate fiir rein mechanische TIMOSHENKO-Balken sowie
mehrdimensionale Thermoelastizitdtsgleichungen findet sich ebenda.

Bevor wir auf Stabilisierungsmoglichkeiten von Z.I0)-(2.14) eingehen, wollen wir bewei-
sen, dass das System an sich nicht exponentiell stabil ist. Zu beachten ist, dass die Resultate



2.1: REISSNER-MINDLIN-Gleichungen 47

von Fernédndez Sare und Racke aus [19] leider nicht direkt anwendbar sind, da dort der Damp-
fungsterm 0 nicht berticksichtigt wurde. Wir betrachten also das System (2.10)-2.14) im Ge-
biet ) = (0, L)? zuziiglich der Rand-

wa = ll)xZ = qo = qz = Oauf (0,L) X {O,L},

w =1, =¢=0 =0auf {0,L} x (0,L) (2.22)

und Anfangsbedingungen

w(t =0) =u’, wi(t =0) = w!,
o(t =0) =, v (t =0) =o',
0(t=0) = 6", q(t =0) = ¢".

Dabei gehen wir von der isotropen Situation aus, d. h.

1 puw O
1—
00 -

Als Nachstes wollen wir unser zweidimensionales Problem auf den eindimensionalen Balken-
fall zuriickfithren. Wir definieren

L
w(t,x) = %/o w(t, x1,x2)dx,
L
/O @(t, x1,x2)dx2,

_ L L
0(t,x1) = %/o @(t, x1,x2)dx2, g(t,x1) = %/o q1 (£, x1, x2)dxs.

=l

- .L
Btx) =1 [Tl x)d, §(tx1) =

Durch Aufintegrieren iiber x, und Verwerfen der Gleichungen fiir ¢ und g, erhilt man

P14 — K(@x +P)x = 0, (2.23)
021t — Dy + K(Wy + ) + 70, =0, (2.24)
030; + Ky + BO + Y = 0, (2.25)
T0g; + 07 + 10, =0 (2.26)
mit den Rand-
W=10,=0=0

und Anfangsbedingungen, wobei wir der Einfachheit halber die Ortsvariable x; mit x und g;
mit g bezeichnen. Die zum System gehorige Energie lautet

_ L L _ L _

E(t) =% [ widv+ 3 [ Fdr+§ [ (@+§) des
D L‘2 03 L_2 T L—2
b [ gdx+g [Pax+3 [ fax

Aufgrund von
|\/§'DZ)| = D(’#?q + q)?cz + 1_Ty(":bxz + g0x1)2 + 2‘u¢xl §0x2)
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erhélt man unter Zuhilfenahme der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung
E(t) < T E(1) furt >0,
wobei
Et) =5 |th%2(Q) + %ZHUtH%Lz(Q))z + %H\/EDUH%Lz(Q))s + 3o+ VZUH%U(Q))H‘
1611721 + 29l 22

die Energie des Gesamtsystems (2.10)-(2.14), (2.22) bezeichnet. Hat man gezeigt, dass £ nicht
exponentiell abklingt, kann auch £ kein exponentielles Abklingverhalten aufweisen. Um Letz-
teres zu beweisen, schreiben wir das System in die Evolutionsform

Vi(t) = AV (t) far t € (0,00), V(0) = V°
um, wobei V = (@, @;, ¥, ¥1,0,4), Vo = (@°, @', ¢, 91, 0°,7°),
A:HCDA) 5 H, Ve AV

mit dem formalen Differentialoperator

0 1 0 0 0 0

K K

Eaxx 0 p—lax 0 0 0

i 0 0 0 1 0 0
= K D K i

_p_zax O p_zaxx - PZ O _Eax O
0 0 0 -1, —B X,
0 0 0 —x Ky, L

und dem HILBERTraum
M= HY((0,1)) x L2((0, 1)) x (H'((0,1)) /{1}) x (L2((0,1)) /{1}) x L*((0, L)) x L*((0, L))
versehen mit dem Skalarprodukt
(V,W)g = pr(VL, WH 20.n)) + 02V WH 12(0,0)) + DAV, W3 120,y +
K(VE 4 V3, Wi+ W2) 12 0.)) + 030V, W) r2(0,0)) + T0(VE W) 120,
Dabei ist
L2((0,L))/{1} = {u € L*((0, L)) | {1, 1) 12((0,1)) = O},
H'((0,L))/{1} = H'((0,L)) N (L*((0, L)) /{1}).
Der Definitionsbereich von A wird durch
D(A) ={V e H |V e H*((0,L)), V!, V? e H}((0,L)),V® e H*((0,L)),
V4, v3 e HY((0,L))/{1},V° € H{((0,L)), Ve € HY((0,L)),
@xx V2, 9)12((0,0)) = —(0xV>, 0x¢) 12((0,1) fiir alle g € H'((0,L))}

gegeben.
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Satz 2.1.7. Die von A erzeugte Cp-Kontraktionshalbgruppe (T (#))¢>0 ist nicht exponentiell sta-
bil.

Beweis: Um das Fehlen der exponentiellen Stabilitdt bei (Z.23)-(2.26) zu zeigen, machen wir

uns das Resolventenkriterium aus [52, Theorem 1.3.2] zu Nutze. Demnach reicht es zu zeigen,

dass es eine Folge (A;),en C R mit lgn |An| = oo und zwei Folgen {V, },en C D(A) und
n—00

{Fi}nen C H derart gibt, dass (iA, — A)V,, = F, gilt, { F, },en beschrinkt ist und nlgn Vil =
oo gilt.
Wir wihlen F, = (0,sin(a),x),0,cos(aA,x),0,0), A, = Ton €N, und a := %, wobei
F € H,n € N, aufgrund der Regularitdtsbedingungen sowie der Mittelwertbedingungen
L L L
/ 0dx =0, / cos(aA,x)dx = / cos Ztdx =0
0 0 0
gilt.
Eine Losung V,, = (V},...,V¢)' von (iA — A)V, = F, geniigt dem System
i\ VI — V2 =0,
A V2 — V=0,
_A%an - pﬁlvnl,xx - F%VI’?,X = Fi%’

AV = DV KV BV LV = Fy,
(A0 + £) V2 + £V +iM LV =0,
(z‘/\,1 + %) Ve+ £V, =0
Zum Losen dieses Problems bietet sich der Ansatz

V= A, sina),x, V3 = B, cosalA,x,

V2 = C,sinal,x, V8 = D, cosal,x

mit zu bestimmenden A,,, B,;, C;, D;; € R an, wobei V,f, V,f durch die ersten zwei Gleichungen
gegeben sind. Leicht sieht man ein, dass dann V,, € D(.A) gilt. Durch Einsetzen bekommt man

AR Au+ S0PAT Ay + Tady By =1, (2.27)
—A%B, + P—DzazAﬁBn + o @A Ay + 5By + LadaCy =1, (2.28)
(i/\n + p—ﬁz) Cu — EaAyDy — Ay LaA, By =0, (2.29)
<i}\n 4 %) Dy — £aA,Cy = 0. (2.30)
Mit 2.30) folgt
KA,

Dy,=-——"¢C 2.31
L @31)

Gleichungen @2.31) und (2.30) liefern

AZ(A i

C, 78X (AnTo + 10) B,. (2.32)

" AZ(0370 + K202) — i(Anp3d + PAaTo + PO)
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Unter Beachtung von a? = £ folgt mit (227)

_ P
B, = Kah, (2.33)

Definiert man @ = % — 1, so ergibt sich durch Einsetzen von 2.32) und 2.33) in (2.28) die
Gleichung

242 K Ka Y02 A5 (AuTo+id) _
O )‘nBﬂ + EB” + p_z/\”A” + pz(A%(p3To+K21x2)—i(Anp35+/5/\nTo+/55))Bn =1

Formt man die obige Gleichung um, so erhilt man unter Beachtung von (2.33)

Ko~ p2thn  Kpa(W(pato+1202) —i(Aupsd+BAnTo+ PO))

K 2 01 20A2 (Ao +i6
p_g/\nAnzl_@An I 1 P17°0A5 (AnTo+id)

Wegen o = /B ist dies mit

An=gox, O™ — 5+ P(Aa),

gleichbedeutend, worin

. P17°A% (Ao +id)
P()‘) - _KZ(A%(p3r0+;2a2)—i(A:p35+ﬁAnro+ﬁ5))'

Hierbei gilt

lim |P(A)| = oo.

A—ro0

Unter Beachtung von V,% = 1A, an = iA, Ay cos(a), x) bekommen wir

V2 = (% _ @2)\”% — /\ln + i/\nP()\n)) cos(awA,x).

Ferner gilt

~ L 1/2 ) )
P2laey = ( ) VaPax) = ¥E[ - @2, = i +ia,p(a)

> LIl oL P(A) — (8- 8) 2| 1A
weshalb
lim 1V, > o1 lim IV 220y = o
sogar unter der Bedingung %1 = % gilt. -

Korollar 2.1.8. Das System 2.10)—2.14), (2.22) ist nicht exponentiell stabil.

Somit ist weder der eindimensionale TIMOSHENKO-Balken noch die zweidimensionale REIS-
SNER-MINDLIN-Platte exponentiell stabil. Daher kann man auf eine zusitzliche mechanische
Dampfung im Allgemeinen nicht verzichten, um das System exponentiell zu stabilisieren.
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2.1.3 Exponentielle Stabilitit — Vollgedampftes System

Im vorliegenden und nédchsten Abschnitt wenden wir uns der Untersuchung der Stabilidt einer
am ganzen Rand festgeklemmten, thermisch isolierten Platte zu. Neben der thermischen Dissi-
pation fithren wir zusatzliche mechanische Dampfungen sowohl fiir die Biegungskomponente
w als auch die Drehwinkel v = (i, ¢) ein. Diese Terme beschreiben physikalisch die Reibung.
Letztere kann beispielsweise dadurch entstehen, dass sich die Platte in einem akustischen Me-
dium befindet (vgl. [25]], [26]). Der Widerstand des Mediums gegentiber der Plattenschwingung
fiihrt dann zu einer Energiedissipation. Wir beweisen, dass diese inneren Reibungen sowie die
thermische Dissipation zum exponentiellen Abklingen der natiirlichen Energie fiihren.

In diesem kurzen Abschnitt diskutieren wir das vollgeddampfte REISSNER-MINDLIN-System

p1wy — Kdiv (v + Vw) + dwy = 0in (0, 00) X
p20t — D'SDv + K(v + Vw) + V6 + Doy = 0in (0, 00) x (234
p30; + xdivg + pO + ydivo, = 0 in (0, 00) X '
gt + 69 +xV6O = 01in (0,00) x
zuziiglich der Rand-
w = |v] = 0auf (0,00) x T,
(V/w +9)-v=0auf (0,00) x Ty, (2.35)
N'SDv — v0v = 0 auf (0,00) x Iy,
q-v=0auf (0,00) xT
und der Anfangsbedingungen
w(t=0)=uw’, w(t=0)=uw?
o(t = ) = v (t =0) =o', (2.36)
0

Dabeiistd > 0 und D € R?*? eine positiv definite Matrix. I'g sei wie friither nichtleer.
Wir definieren den Operator B: H — H, V — diag(0,0,d,D,0,0)V. Dann schreibt sich
das Problem (2.34)-(2.36)) in der Evolutionsform zu

Vi(t) = (A= B)V(t)+ F(t) furt € (0,00), V(0) =V (2.37)

mit V, A, F, Vp wie im Abschnitt 2.1.7] Der Operator B ist eine beschriankte Stérung des Ope-
rators A, welcher eine C’-Kontraktionshalbgruppe auf H erzeugt. Damit erzeugt der Operator
A — B mit D(A— B) = D(A) nach Satz[A1.13 eine C-Halbgruppe (T(t));>0 auf H. Also gilt
fiir das Problem (2.37) ein direktes Analogon von Satz

Fiir die zum System (2.34)-(2.36) gehorige Energie

E(t) =G willfz( + Fllolfizqaye + 3IIVSDO 2 ) + 5l + Veollfyaga ot
S1161T2 () + %HQH(LZ(O))Z'

gilt der folgende Satz.
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Satz 2.1.9 (Exponentielle Stabilitit). Alle in (2.34) auftretenden Koeffizienten seien positiv. Dann
existieren positive Konstanten C und « derart, dass

E(t) < CE(0)e 2

fur alle ¢ > 0 gilt. Die Konstanten C und « hdngen dabei nicht von t und den Anfangsdaten ab
und lassen sich anhand der Koeffizienten des Systems explizit berechnen.

Beweis: Um die Behauptung zu beweisen, wollen wir ein LYAPUNOV-Funktional F konstru-
ieren. Multipliziert man die erste und dritte Gleichung in L?(Q) mit w; bzw. 0 und die zweite
und vierte Gleichung in (L?(Q)))? mit v; bzw. g, so ergibt sich mit partieller Integration

h < d/ w%dx—A/ ]vflzdx—ﬁ/ 92dx—5/ Iq2dx, (2.38)
(@) @) @) @)

wobei A := mino(D) > 0 den kleineren Eigenwert von D bezeichnet. Das Funktional F muss
also so konstruiert werden, dass dt]: negative Vielfache von [, |Vw|?dx und Ja |v/SDv|?dx
enthélt. Wir definieren

.F](f) =01 /thwdx, .Fz(t) =01 /Qvf -vdx

und erhalten unter Benutzung von (2.34) und (2.35) mit partieller Integration

%]—"1( t) = / (Kdiv (Vw + v) —dwt)wdx+p1/ w?dx
e}
= / K(Vw + v) - Vwdx — dwyw + plwfdx,

. (2.39)
SR = /Q(D’SDU ~ K(v+ V) — V6 — Do) - vdx + p2 /Q l0¢[2dx

= / —|V/SDv|? — K(v + Vw) - v 4 v8; div o — Doy - v + pa || *dx.
0

Unter Verwendung der YOUNGchen, der 1. POINCAREschen sowie der KORNschen Unglei-
chung kann man fiir ¢, ¢ > 0 die Funktionale in (Z.39) abschéitzen
d

FFO < [ KVl + £Vl + Kl + 40? + (4 +01)wids

g/ﬂ—(g—%ﬁ)\waerg\vszr(% + p1)widx,

d : /
5720 < [ ~IVEDoP — Klof + KL o2 +

T \Vw|* + L | divol?

T+7) (2.40)

20+ 1900+ (4 o) o

' D|))
< [ =(1- A - 920G |\/5Dop — £Jof? + yr Vul?

+2:6% + (120 + 02) o P,

wobei Cp die 1. POINCAREsche und Cy 1 die KORNsche Konstante aus Satz 2.1.4] bezeichnen.
Wir setzen

L(t) := Fi(t) + Fo(t) + NE(t)
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und bekommen mit 2.38) und (2.40)

d

L L) < Cy, / widx + Cy, / |vt]2dx+C19/ #2dx + C, / g2 dx+
dt Q 0 O Q

Cw/Vd C / SDoldx,
Vv Q’ w‘ x+ \/§DU Q‘\/_ 'U’ X

wobei
CZUt:Nd_%+pl/ Cvr:N/\_%_}'F)Z_%,
Co = NB— % +p3, C, = N9, (2.41)
_TK K Cpd _ Ke' (¢+ID1)
va - [7 o 2(1+€’)] o _ZLe’ C\/§DU - [1 o ZCEJ] o WZC‘;CJ S'

Wir wihlen ¢’ > 0 so klein, dass die Terme in den eckigen Klammern in (2.41) positiv werden.
Danach fixieren wir ein hinreichend kleines ¢ > 0 so, dass Cy, > 0 und C N gilt.
SchliefSlich wihlen wir N > 0 so grof, dass alle Terme in (2.41) positiv sind. Also gilt

Cmin = min{Cu]t, C'Utl CG, Cq, CVZUI C\/EDU} > O.
Mit Hilfe der KORNschen Ungleichung (Satz[2.1.4) finden wir

d min{l,CK} . ~

Unter Beachtung von

max 4 1,01, A
i+ o)) < 2ot o) eeq

ergibt sich
,Blg(t) S E(t) S ﬁ25<t) fur t 2 0,

wobei f; = N — C, B2 = N + C. Damit B; > 0 gilt, vergrofern wir eventuell N. Unter Benut-
zung des GRONWALLschen Lemmas ergibt sich

C

E(t) < %ﬁ(t) < E(O)e_ﬁzt =: CE(0)e 2 fiir alle t > 0,

1
B1
wobei C,a > 0, d. h. £ klingt exponentiell ab. O

2.1.4 Exponentielle Stabilitit - Gedimpfte Biegung, Rotationsfreiheit

In diesem Abschnitt wollen wir das System (2.34) fiir den Fall D = 0 untersuchen. Diese Si-
tuation entspricht einer thermoelastischen Platte, welche der Biegung Widerstand leistet, ohne
dass Reibung bei der Faserrotation entsteht. Modelliert wird dies dadurch, dass die Gleichung
fiir die Biegungskomponente w durch den Term dw; mit einem positiven d > 0 geddmpft wird.
Wir betrachten also das Problem

prwy — Kdiv (v + Vw) + dwy = 0in (0,00) x (), (2.43)

0204 — D'SDv + K(v + Vw) + vV = 0in (0,00) x Q, (2.44)
p30; +xdivg+ B + ydivo, = 0in (0,00) x Q, (2.45)

Tt + 69 +xV8 = 0in (0,00) x O (2.46)



2.1: REISSNER-MINDLIN-Gleichungen 54

mit gewissen Randbedingungen, welche wir noch spéter festlegen werden, und den Anfangs-
daten

=1, w(t=0)=7! (2.47)
0

Wie frither lautet die zum System gehorige natiirliche Energie

E(t) =8 [wil 720y + B0t lF2 ) + 2I1VSDOIR 2y + 510 + Vol Pyt
%||9||7i2(0) %HQH(LZ(Q))Z'

Es stellt sich aber leider heraus, dass dieses geddmpfte System nicht einmal stark stabil ist,
da man den divergenzfreien Anteil von v nicht stabilisieren kann. Betrachtet man z. B. folgende
Randbedingungen

= |v| =0 =0auf (0,00) x T, (2.48)
so lasst sich der nachstehende Satz formulieren.

Satz 2.1.10. Das System (2.43)—(2.47), (2.48) ist nicht stark stabil, insbesondere nicht exponenti-
ell stabil.

Beweis: Das Problem (2.43)-(2.47), (2.48) lasst sich in der Evolutionsform umschreiben. Vollig
analog zu Satz kann man beweisen, dass die eindeutige Losung V = (w, v, wy, v4,0,9)’
durch Anwenden der C’-Kontraktionshalbgruppe auf den Anfangswert gegeben ist.

Nun wollen wir die Anfangsdaten so wahlen, dass die Losungskomponente v divergenzfrei
ist,d. h. divo = divo; = 0 gilt. Da I glatt ist, existiert die HELMHOLTZ-Projektion

P: (L*(Q))* — L3(QY)
(s. [77]) in den HILBERTraum
L2(Q) = {u € (L*(Q))?| (u, Vo) (12() = O ftir alle ¢ € Ll .(Q) mit Vg € (L*(Q))?}.

P ist ein orthogonaler Operator und L2(Q)) ist abgeschlossen. Wenden wir P auf (ZZ4) an und
berticksichtigen die Darstellung

D'Sdv = DS Av + DEEV divo,
so ergibt sich

0201 — Dl_T”PAU +Kv=0 in (0,00) x Q,
v=0 in (0,00) x T, (2.49)
v(t=0) =1y, v(t =0) =v1inQ
(2.49) dhnelt einer KLEIN-GORDON-Gleichung mit dem unbeschréinkten selbsadjungierten Di-
RICHLET-STOKES-Operator DP/Av. Wir definieren den Operator

A: D(A) C L2(Q) — [2(Q), v~ —DEPAv+Ko,
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wobei
D(A) = {v e [2(Q)| PAv € L2(Q)}.

Es ist bekannt (s. z. B. [39]), dass fiir das Spektrum o(—PA) von —PA
o(—PA) = 0,(—=PA) = {Ax |k € N}

gilt, wobei jeder Eigenwert Ay, k € IN, eine endliche Vielfachheit hat und 0 < A1 < Ap <
Aky1 — oo flir k — oo gilt. Somit ist 0(A) = 0,(A) = {p |k € N} mit py = Dl_T”)\k + K fiir
k € IN.

Sei v* € o(A), v* > 0, und sei v* die zu v* gehérige Eigenfunktion mit [[0*||(12(q)2 = 1.
Wir wihlen vy := v*, v1 := 0 und bekommen iiber den Ansatz

- v* *
v(t) := cos (Mgt)v

eine Losung v von (2.49). Die zu v gehorige Energie lautet

Ei(t) = %Hth 12(00 2+D1 V||VUH2L2 2 =g ~ cos (w/ t> Y- cos? (w;—:t)
= V" cos (\/g—ét) - 0 fur t — oo.

Also 16st (w,v,0,q)" = <0, cos (, / Z—:t) v*,0, 0) " das urspriingliche Problem (2.43)-(2.47), 2.48)

zu den Anfangsdaten

und erfiillt
E(t) = Bllvell z2(yy2 + DNVl 200y + DZENVO2 00y + DHEE N div o]
%HUtH L2(Q) )2+D _VHVU1H2L2 2+D1 ”HVUZH (L2(Q 2—51(t)+>0furt—>oo

Deshalb kann £ nicht abklingen. O

Bemerkung 2.1.11. Satz[2.1.10/kann auch auf viele weitere Sdtze von Randbedingungen, z. B.
w=|v| =q-n=0auf (0,00) xT

oder
ow
ov

usw. iibertragen werden. Um die triviale konstante Losung auszuschlieffen, muss man aller-

dings voraussetzen, dass die Anfangswerte fiir die Variablen, an welche die NEUMANNschen
Randbedingungen gestellt sind, im Mittelwert verschwinden.

= |v] =q-n=0auf (0,00) x T,

Wir miissen also nach weiteren Stabilisierungsmoglichkeiten suchen, um eine exponenti-
elle Abklingrate fiir unser Problem zu bekommen. In diesem Abschnitt suchen wir nach den
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Losungen des Problems (2.43)-(2.46) zu den Anfangsbedingungen (2.47), welche die Randbe-
dingungen

w=9p=¢=gq-v=0auf (0,00) xT,
die Mittelwertbedingung
/ fdx = 0 (2.50)
o)
und die Rotationsfreiheitsbedingung
rotv = U1y, — Vo, =0 (2.51)

erfiillen. Im nachstehenden Satz formulieren und beweisen wir das exponentielle Stabilitatsre-

sultat fiir das defimpte REISSNER-MINDLIN-System 2.43)-2.46), 2.47), Z50), @.51).

Satz 2.1.12 (Exponentielle Stabilitdt). Es seien alle in (2.43)-(2.46) auftretenden Koeffizienten
positiv und f sei nichtnegativ. Auflerdem gelte

/ Gde =0.
Q

Dann existieren zur eindeutigen Losung (w, i, ¢, q,0)" des REISSNER-MINDLIN-Problems (2.43)-
2.46), 2.47), (2.50), welche die Rotationsfreiheitsbedingung @2.51) erfiillt, positive Konstanten
C und « derart, dass

E(t) < CE(0)e 2

fir alle t > 0 gilt. Die Konstanten C und « hdngen dabei nicht von t und den Anfangsdaten ab
und lassen sich anhand der Koeffizienten des Systems explizit berechnen.

Beweis: Satz liefert uns die Existenz der eindeutigen Losung fiir den Fall I'1 = @. Ohne
Einschrankung sei § = 0, denn: Es bezeichne £(t) die natiirliche Energie des Systems fiir
ein gegebenes B > 0 bei festen Anfangsdaten. Gibt es von den Anfangsdaten unabhidngige
Konstanten C und « so, dass

Eo(t) < C&(0)e 2 fiar t > 0
gilt, dann folgt unter Beriicksichtigung von

d d .. d
- < — < — U >
SE5() < 61 [s/ge dx < T E(F) firt > 0

sowie B > 0 und &4(0) = &(0) die Abschétzung
(c/‘/g(f) S 50(t) S Cgo(O)e_ZM furt Z 0.

Wir gehen also im Folgenden von der Situation fp = 0 aus. Die Beweislogik richtet sich an
manchen Stellen an die in [57] besprochene eindimensionale Situation.

Multipliziert man die erste und dritte Gleichung in L2(Q) mit w; bzw. § und die zweite und
vierte Gleichung in (LZ(Q))2 mit v; bzw. g, so ergibt sich mit partieller Integration

d _ C o2 o2
SE(M) = —d/ﬂwtdx—é/g Ig2dx.
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Fiir die Losung u € H}(Q) der POISSONschen Gleichung

—Au = divoin ),
u=0aufl

findet man

/ ]Vu]zdx:—/ v Vuds,
@) @)

woraus sich mit der YOUNGschen Ungleichung unmittelbar

/ |Vul*dx < %/ \v[zdx—l—%/ |Vu|*dx

0 0 0

und damit . .
/ |Vu|2dx§/ l0[2dx 2.52)

0 0

ergibt. Analog folgt auch
/ Vi [2dx < / (04| 2dx. (2.53)
0 O

Wir definieren das Funktional
Fi(t) := /Q (o1wiu + porviv — L2og) dx.

Unter Zuhilfenahme von (2.43) ergibt sich mit partieller Integration

d o
E/Q prwiudx = py /Q(wttu+wtut)dx
= K/ diV(Vw—H))-udx—d/ wtudx+p1/ wyudx
Q Q Q
= —K/ (Vw—l—v)-Vudx—d/ wtudx—i—pl/ wenpdx
Q Q Q
= K/ wAudx—K/ U-Vudx—d/ wtudx+p1/ wupdx
Q Q Q Q
= —K/ wdivvdx+K/ \Vu\zdx—d/ wtudx—i—pl/ wynpdx.
Q Q Q Q

Ferner folgt

d n
a/@vat'de :pz/ﬂvﬁ~vdx+p2/ﬂ ’Z)t"zdx
- /D,SDU'de_K/(U+Vw)'UdX—’Y/ V9~de+pz/ 0| 2dx
Q 0O Q 0
:—/ \\/gDv‘de—K/ ]v\zdx—f—K/ wdivvdx—'y/ V9-vdx—|—p2/ |02
Q O Q o) o)

sowie

d . . .
— [ —1%y. —_10 . 20 . .
dt/Q v - gdx . /Qvt gdx + - 07 qu+'y/Qv Vodx.
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Zusammenfassen liefert

2.7:1 K/ ]Vu]zdx—K/ \v[zdx—d/ wtudx—i—m/ weudx+

dt
pz/ ]vt\zdx—/ \\/_Dv\zdx—To/ vt-qu+77‘5 v - gdx.
0 0 0 0

Unter Verwendung der 1. POINCAREschen, der YOUNGschen, der KORNschen Ungleichung
aus Satz[2.1.4lsowie der Abschitzungen (2.52) und @2.53) finden wir nun

%]—"1() %/Q <e u°+ wt>dx+pl é(eluﬁ— wt)dx+pz/ FARCE:
— [ 1VsDoPdx+ 52 [ (eifor + L1al?) dx+ 8 [ (erfo + Llg?) ax
< %/Q<‘C'1C |VSDol? + L wt>dx—|—p1 (Cper o> + 1wf) dx—l—pz/Q]vt]de
- [ IV8DoPax+ 32 [ (ellvt]2+l]q]2) dx+ % [ (E51VDoP + Ligl?) dx
< P;;d/ widx + [p2 — & (01Cp + 12)] / o |*dx
—[1- 28 (acp+22)] [ 1VSDoPax+ 15222 [ g
mit der POINCAREschen Konstanten Cp = Cp(Q)) > 0 und einem kleinen ¢; > 0, wobei wir

/ lu2dx < Cp/ |Vul?dx < C'p/ lv|?dx < £7’—/ 1V/SDo|?dx
Q Q Q Crr Jao

abgeschitzt haben.
Als néichstes betrachten wir das Funktional

Fo(t) == p1/ wywdx
Q

und finden

%]—"2 — / wtdx+K/ div (v + V) - wdx—d/ wrwdx

:pl/ wfdx—K/ |Vw]2dx—K/ U-dex—d/ wwdx.
0 0 0 0

Dieses lasst sich wie folgt abschétzen:

d ' 2 K [ 2 1.2
—F(t) < —K/Q\Vw] dx—|—7/0 (Szlvw‘ +5‘U’ )dx+

dt
d 2, 1.2 2
z/ﬂ(&zw +5wt)dx+p1/ﬂwtdx

< (K- %B(Kﬂi))/ Vw[2dx + X
QO

/\va\zdx—f— 3e; T 01 /wtdx

826;{

Unter Berticksichtigung von

0:p3/ thx+K/ diqux+’y/ divo,dx
0 o) o)

d d
—pga/n()dx%—x/rq-vdx%—’y/rvt-vdx = pga/n@dx
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folgt .
/Qe(t,x)dx = /QQ(O,x)dx = /Q 6o (x)dx = 0.

Dies ermdglicht uns aber, die 2. POINCAREsche Ungleichung auf § anzuwenden. Unter Ver-
wendung des im Anhang[Cldefinierten Bogowskii-Operators B;o; fithren wir das nachstehende
Funktional ein:

F3<t) ‘= 0203 /Q Brote - vpda.

Demnach gilt

d o
a]:?,(t) = p203 /Q Brotbs - vidx + p2p3 /Q Brotf - vidx
=2 / Biot(—x divg — ydivo) - vidx + p3 / Bt - (D'SDv — K(v+ Vw) — yV0)dx
o} o}
= —p2kK /Q(Brot divg) - vydx — pzfy/ﬂ lo¢|*dx — 3 /Q(DBrotG) - (SDv)dx
—mK%f%ﬁ«v+Vwmx+myLdemamn
= —pok /Q(Brot divg) - vpdx — pzfy/n lo¢|*dx — p3 /Q(DBrotG) - (SDv)dx
— pgK/Q Brotf - (v 4+ Vw)dx — p37y /Q 0%dx.
Es ist zu beachten, dass wir wegen der Injektivitdt des BOGOWSKII-Operators durch Byt div vy
die Funktion v; rekonstruieren kénnen, was fiir nicht rotationsfreie Vektorfelder im Allgemei-

nen leider nicht moglich ist. Unter Zuhilfenahme der YOUNGschen Ungleichung sowie der
Stetigkeit des BOGOWSKII-Operators aus Satz[C.2.2 finden wir

d : " C/
a]—%(t) < —Pz’Y/Q |Ut|2dx+ %/Q <€3]vt|2+ %’q’.z) do

+p3QSH /Q (ggySDvyMrf—ng) dx+%/0 <£§,\v]2+c’2—33c‘302) dx

psk ! 24 cg? 2
+5 /Q(e3]Vw| —|—€/39)dx—}—p3fy/09 dx
S|le: Cpé! /
< - (PZ’)’ - %) /Q lo¢ |2 dx + (P32|\2 lle3 + Pszlé;le3> /Q ]\/§'D0|2dx—|— % /Q |Vw|2dx
p3([ISII+K)C 03KC 2 > szC’Bw 2

(PS’Y— 3 L B 328/339>/09 dx + . t/ﬂw dx

fir willkiirliche positive e3 und ¢;. Die Konstanten Cp

rot
Sdtzen bzw.
Schliefllich setzen wir

und C;gmt kommen dabei aus den

Fu(t) :== —10p3 /Qq - Brot 0dx
und finden

i]-"4(if) = —pg/ (=69 —xV0) - Brot0dx — 19 / g - Brot (—xdivg — ydivoy)dx
Q Q

T
_ 5/‘-BM.— /9%.+ /  Bdivadx + / oy,
psd | 4 x—psk | Odx+ x| g ivadx+wy | q-odx



2.1: REISSNER-MINDLIN-Gleichungen 60

weil [ VO Bt fdx = — [ 0div Byt 0dx = — [, 6*dx. Dies ergibt folgende Abschétzung

d n 5 n
Sr < - 2 P30 2 1,2
Fi < —psk /09 dx + 5 /Q (€4CBM9 + =gl )dx

dt
+1or(1+Ch,,) [ laPdx+ %t [ (o + FIgP) dx
= (—p31< + %) /092dx + Si‘% /Q o |*dx
+ <(1 + Cg,,, ) 0K + ‘2773;5 + %) /Q |q|dx.
Fiir positive N, Ny > 0 definieren wir das Hilfsfunktional F vermoge
L(t) := NE(t) + Fi(t) + Fa(t) + Fa(t) + NyFy(t).

Mit den Abschitzungen fiir Fi, F», F3, F4 folgert man nun:

d
L §—Cw,/nwfdx—cw,/n\Vw]zdx—Cvt/Q\vtlzdx—C\/gm/Q]\/gD’vlzdx

dt
—-C /sz - C / 2dx,
0 X q |C]| X

wobei

_ +d d
Coy =dN =855 — (L 4 p1),

Cyw = [K— 552 (K + )] - 252,

Co, = [02— § (P1Cp + T2)] + [p2y — B52] — N, 427,
21S|| e KCpe
C\/gDv = |:1 o %/lm (dCP + 775)} - <P3 H2 H€3 + PSZCKI’TS) ’
Cy = <p3,y _ oa(lISlI+K)Cs p32125392> N, [PsK _ e4p352cBmt} )

/
2¢e5

o C/
Cy = N — (w+s) P2K2 Brot N, <(1 + C;gmt)TOK YL M) )

2Keq £3 2ey 2¢,

Nun wéhlen wir €1, ¢€3,€3,€4 > 0 so klein, da die Terme in den eckigen Klammern in C NG
Cvuw, Co, und Cy positiv werden. Danach wéhlen wir ein &5 > 0 so klein, dass Cy,, und C J/SDo
positiv werden. Desweiteren fixieren wir Ny > 0 so grof3, dass Cy > 0 gilt. Im Anschluss wéihlen
wir &) > 0 so klein, dass Cy, positiv wird. Schliellich wahlen wir N > 0 so grof3, dass Cy, und
C, positiv sind. Somit haben wir

Crin = min{Cu,, Cva, Co,, C /5p,, Co, Cg} > 0.
Unter Verwendung der YOUNGschen Ungleichung
IVw + o> < 1(|Vw]* + |Vo]?),
bekommen wir mit der KORNschen Ungleichung

|Vw| + |VSDo|* > |Vw| + 3Cia|v[* + 3|VSDo> > min{2, Cx1 }|Vw + of* + L[V SDo|?
> min{3, Cic1}(|Vw + 0|* + [VSDo|?).
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Daraus folgt
d zmin{l,min{%,c)c,l}_l}
© < max{1,01,02,03,70,K}

|
s
IA

E(t) =: CE(t). (2.54)
Andererseits gilt

Pt Fat Pt aFl(0) < 3 [ (a6 10P) + paforl + o) + T2(oP + g+
o1 (? %) + a0 Brsfl? + [ouP) + ops(lgf? + erter?-))dx
<3 (201l +orllolBi ) + 2l + (o2 T2 ol
+ Ci (0203 + TOPS)HQH%Z(Q) + (L2 + 7003) 191712 >

(zplnwfn |+ oIz +

max{py, (02 +52)}
Ck

(KIIVw + 0|20y + VSDO| T2 2)

+ Cr (0203 + T0p3) 6] 22y + (22 +rop3>||qn%p<m)z) < Ce(t).

. . . .. ,C ,C
Damit ergibt sich fiir a1 := N — %, ay := N + % die Abschétzung

w1 E(t) < L(t) < wp€(t) furt > 0.

Nun vergroflern wir ggf. N so, dass a; > 0 ist. Dann sind die Konstanten C, x; und a; positiv.
Unter Zuhilfenahme des GRONWALLschen Lemmas folgert man

C
E(t) < LL(t) < LE(0)e " = CE(0)e fiar t > 0.

Deshalb klingt £ exponentiell ab. O

Bemerkung 2.1.13. Man kann leicht nachrechnen, dass Satz[2.1.12]auf fiir die folgenden Rand-
bedingungen
ow
v
giiltig ist, wenn man [, wodx = [ widx = [, 6dx = 0 voraussetzt. Der Beweis iibertrégt sich
direkt, ohne das man das LYAPUNOVsche Funktional anpassen muss. Manche Abschidtzungen
sind dann allerdings mit der 2. POINCAREschen Ungleichung durchzufiihren.

2.2 Gleichungen fiir thermoelastische Dehnungen

Um die Schwingungen einer thermoelastischen Platte nach REISSNER und MINDLIN vollstindig
beschreiben zu konnen, muss man neben den Gleichungen .) fiir die Biegung w, Drehwinkel
¢ und ¢, das thermische Moment 6 und das Moment des Warmeflusses g noch die Gleichun-
gen fiir die sogenannten thermoelastischen Dehnungen u; und u», die tiber die Plattendicke
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gemittelten Temperatur § und den Warmefluss § untersuchen, welche wir im Kapitel [ her-
geleitet haben. Wie bereits zuvor gemerkt, entkoppeln sich die beiden Systeme im Linearen
voneinander.

Es sei QO C R? wieder ein beschrinktes Gebiet mit einem LIPSCHITZ-Rand T, fiir welchen
I' =Ty UTy gilt, wobei Iy und T'; relativ offen und disjunkt sind. Die Gleichungen fiir thermo-
elastische Dehnungen 11, 1> lauten in der symmetrisierten Form

1— 1 ]
p1U1p — 1——E;42(”1,x1X1 + g U, + 5 U2 ) + Oy = fi,
E 1— 1+ 50
O1U2tt — m(uz,xle + TyuZ,xﬂl + Tyullxlzb) + 79"2 = fZ/ (2.55)
030 + R div  + (U pr, + Uzp,) = 1,

Die zu einer am Randteil I'y festgeklemmten sowie am ganzen Rand I' thermisch isolierten
Platte gehorigen thermoelastischen Dehnungen 1 und u; sowie die gewichteten Temperatur 6
und Wiarmefluss § gentigen den folgenden Randbedingungen

1y = upy = 0 auf (0,00) x Ty,

0 auf (0,00) x Ty,
(2.56)
0 auf (0,00) x T,

E 1 -G
o (Vb + it + 5 (0 + o0 )12) — 700 =

#(Vzuz,xz + pvouq x, + 1_Ty(ul,xz + Upy )11) — YOvy =
q-v=0auf (0,00) xT,

wobei v = (11,12)" wie zuvor den dufleren Einheitsnormalenvektor an T in einem Punkt be-
zeichne.

1 pu O
Wir definieren die Gewichtsmatrix S := 1%2 ,g (1) 19;4 mito(S) = { 2(1514) , %, %}
2

und schreiben die Gleichungen (Z.55) fiir u = (u1, u2)" in kurzer Form um:
ooty — D'SDu+ V0 = f,
036 + &k divg + ydivuy = Iy, (2.57)
Tode + 64+ &VE = 0.
Die Randbedingungen (2.56) lauten dann
|u| = 0 auf (0,00) x T,
N'SDu — 40v = 0 auf (0,00) x Iy, (2.58)
g-v=_0auf (0,00) xT,
wobei f = (f1, f2)". Desweiteren schreiben wir die Anfangsbedingungen

u(t=0)=ug, u(t=0)=uy, O(t=0)=0, G§t=0)=4do (2.59)

Vor.

Bei (2.57)-2.59) handelt es sich um die zweidimensionalen linearen Thermoelastizitdtsglei-
chungen mit ,,second sound”. Da wir bei nichtlinearen Betrachtungen die Existenz und Asym-
ptotik im Linearen bendtigen, werden wir in den ndchsten Abschnitten einige wichtige Sitze
formulieren, welche wir meistens nicht beweisen, sondern auf die zahlreich verfiigbaren Ar-
beiten zu diesem Thema verweisen werden.
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2.2.1 Wohlgestelltheit

Um die Wohlgestellheit zu beweisen, verfolgen wir die tibliche Strategie: Wir formulieren das
Problem 2.57)-(2.59) in ein Evolutionsproblem

Vi(t) = AV (t) + F(t) fir t € (0,00),
V(0)=V°
um und beweisen, dass A eine C’-Kontraktionshalbgruppe erzeugt. Die Eindeutigkeit ergibt

sich trivialerweise aus der Energieabschdtzung.
Wir definieren V := (u,u;, 0, 4)" und erkldren formal den Differentialoperator

0 1 0 0

A gt PSP 0 -4V 0
0 —#div 0 —#div
0 0 —&vV -4

mit ﬁ = dlag (1, P1/p3/ fo).

Bemerkung 2.2.1. Wir haben uns fiir die Transformation V = (u,u,0,4)’ gegeniiber der in
der Literatur verbreiteteren Transformation V = (Du, u;,0,§)" (vgl. [70]) entschieden, da die-
se Form einerseits mit der Transformation fiir die REISSNER-MINDLIN-Gleichungen 2.3)-2.4)
besser kompatibel ist und andererseits keinen kiinstlichen Nullraum des Differentialoperators
schafft (cf. [35]), was die spétere Stabilitdtsuntersuchung einfacher macht.

Um den Operator Aim funktionalanalytischen Rahmen definieren zu kénnen, wahlen wir
als Grundraum den HILBERTraum

H = (Hf,(Q))? x (L*(Q))? x (L*(Q))°
mit dem Skalarprodukt
(V, W)y := p1(V2, W) 120y + (DV, SDWY) 1200y + B3 (V, W) 1200 + To(VE, WH) (12002
Wie gewohnt, gilt die KORNsche Ungleichung (s. [48])

Satz 2.2.2. Es gibt Konstanten C 1, C» > 0 derart, dass

Cicallull (g ayye < H\/EDL‘H(LZ(Q)P < Crallull )y
firalle u € (Hf, (Q))? gilt.

Wir setzen also A: D(A) ¢ H — H, V — AV, wobei
D(A) = {V € H| AV € H,V erfiillt verallgemeinerte NEUMANNsche RB (2.60) }
={Ven|V,V? e H}, (Q),D'SDV? € (L*(Q))%, V? € H(Q), divV* € L*(Q),
V erfiillt verallgemeinerte NEUMANNsche RB 2.60) },
worin die NEUMANNschen Randbedingungen durch
(D'SDV! — 4V V2, 0) (12(00) 2+ (SDVY, D) (12000 — TV, div ) 12(qy)
= Ofiiralle ¢ € (H'(Q))? (2.60)
(div V*, ) 12(0) = —(VH, V) (12(q) fiir alle ¢ € H' (Q)
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gegeben sind.
Analog zum Abschnitt2.I.Tloder [70| Theorem 2.2], wo man allerdings die DIRICHLETschen
Randbedingungen fiir u, 0, g betrachtet hat, 1dsst sich der folgende Satz beweisen:

Satz 2.2.3. Seien Vo € D(A) und F € C°([0,00), D(A)) U C([0,00),H). Dann existiert eine
eindeutige Losung

V € C1([0,00), H) NC([0,00), D(A)).
Ist tiberdies Vy € D(A°) und F = 0 fiir ein s € IN, so gilt

Ve ﬂ Ck([0,00), D(A*FY).
k=0

2.2.2 Exponentielle Stabilitit bzw. deren Fehlen

Die Frage nach der Stabilitdt der thermoelastischen Gleichungen — mit parabolischer Warme-
leitung nach FOURIER, hyperbolischer Warmeleitung nach CATTANEO oder JEFFREY sowie mit
,,dual phase lag” usw. — in verschiedenen Dimensionen wurde in vielen Arbeiten und Mono-
graphien studiert ([33], [34], [35], [41l], [69], [70], [71], [86] u.a.). Im Gegensatz zu den energie-
erhaltenden Elastizitdtsgleichungen verfiigen thermoelastische Gleichungen {tiber einen dissi-
pativen Mechanismus, welcher durch die Warmedissipation entsteht. Obwohl sich das eindi-
mensionale System im beschréankten Gebiet sowohl im Linearen als auch im Nichtlinearen als
exponentiell stabil erweist ([69]), klingt die Energie bereits im Zweidimensionalen nicht ab, wie
z. B. in Gebieten, in welchen reflektierende Strahlen existieren (s. [35]).

In den Gebieten, wo die Gleichung ,,im Wesentlichen” eindimensional ist, z. B. in radial-
symmetrischen Gebieten mit rotationssymmetrischen Daten, klingt die Energie exponentiell ab
([34], [33]). Dieses Resultat ldsst sich sogar auf rotationsfreie Verschiebungsfelder mit rotations-
freien Warmefliissen erweitern ([70]), was auch sehr plausibel klingt, da der thermische Anteil
des Systems mit dem elastischen Anteil iiber die Divergenz des Verschiebungsfeldes gekop-
pelt ist. Daher kann man im rotationsfreien Fall tiber die Divergenz den gesamten Gradienten
kontrollieren.

Um das System exponentiell zu stabilisieren, ohne weitere Voraussetzungen an die Geome-
trie des Gebiets oder die Daten zu stellen, wird das System in der Regel vollgeddampft. Man
betrachtet also

paust — D'SDu+ 4V + Du; = f,
030 + & div g + g divu; = hy, (2.61)

Todi + 64 + &V =0
mit einer positiv de~ﬁniten Matrix D (cf. [71]). Dabei darf D auch ortsabhingig sein. Im eindi-
mensionalen darf D sogar stiickweise verschwinden. So gilt nach [71] fir 2.6I) mit DIRICH-

LET-Randbedingungen
|u| =60 =0auf (0,00) xT (2.62)

der nachstehende

Satz 2.2.4 (Exponentielle Stabilitdt). Zur eindeutigen Losung (u,0,4) der Gleichungen fiir
thermoelastische Dehnungen 2.61)), (2.62)), (2.59) existieren positive Konstanten C und « derart,
dass

E(t) < Ce2£(0)
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fur alle ¢ > 0 gilt. Die Konstanten C und « hdngen dabei nicht von t und den Anfangsdaten ab
und lassen sich anhand der Koeffizienten des Systems berechnen.

Bemerkung 2.2.5. Die Aussage letzteren Satzes ldsst sich praktisch auf alle natiirlichen Rand-
bedingungen erweitern.

Wir wollen diesen Abschnitt mit einem weiteren Stabilitatresultat fiir die rotationsfreie Si-
tuation abschlielen. Im Gegensatz zum gut bekannten Resultat von Racke in [70] miissen wir
keine Rotationsfreiheit des Warmeflusses voraussetzen und benotigen keine hoheren Energien.
Allerdings funktioniert unser Beweis auch fiir einen anderen Satz (natiirlicher) Randbedingun-
gen

|u| =q-n=0auf (0,00) xT. (2.63)

Satz 2.2.6 (Exponentielle Stabilitit). Die Losung (u,6,7)" des ungeddmpften Problems (257),
(Z.63) zu Anfangswerten 2.59) mit [ fodx = 0 erfiille die Bedingung

rotu = 0.
Dann existieren positive Konstanten C und a derart, dass
E(t) < Ce £(0)

fur alle ¢ > 0 gilt. Die Konstanten C und « hdngen dabei nicht von t und den Anfangsdaten ab
und lassen sich als Funktionen der Koeffizienten des Systems berechnen.

Beweis: Da sich die Abschidtzungen in diesem Beweis denen aus dem Beweis des Satzes
dhneln, verzichten wir darauf, offensichtliche Schritte im Detail auszufiiren, geben dafiir das
LYAPUNOV-Funktional explizit an.

Multipliziert man die ersten zwei Gleichungen in 257) in (L?(Q))? mit u; bzw. § und die
dritte Gleichung in (L2(Q))? mit 8, so ergibt sich mit partieller Integration

d e
60 =8 [ |aPdx.

Wir definieren das Funktional
Fi(t) :== /Q (pzutu — ?uq) dx.
Unter Zuhilfenahme der ersten Gleichung in (2.61)) ergibt sich mit partieller Integration
d v »
a/ﬂpzut-udx :pz/ﬂutt-udxjtpz/ﬂ || “dx
= / D'SDu - udx — 'y/ Vo - udx+p2/ |us[2dx
0 0 0
= —/ \\/EDu\zdx— 'y/ Vé-udx—f—m/ |us[Pdx
o) 0 0
sowie

= 5 -~ 5 <5 5 5 -
/Q—%u-qu:—% Quf-qu+%/Qu-qujL’y/QVG-udx.
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Zusammenfassend liefert dies
—Fl / ]\/_Dulzdx + pz/ |ug|?dx — 10 / upgdx + %5 /Q ugdx.
Es folgt nun unter Verwendung der YOUNGschen sowie der KORNschen Ungleichung
—./—"1 < Pz/ Jus *dx — / [V/$Duldx
+ 32 [ (el + LigP ) dxt 3 [ (erfuf+ Lig1) dx
< (p2+52) /Q 2 — (1 - 2% / V8Dudx + (150) / g Pdx

fiir ein kleines €1 > 0.
Analog zu Satz[2.1.12]findet man

/9dx:/ fpdx = O fiir alle t > 0.
0 0

Dies ermoglicht uns, die 2. POINCAREsche Ungleichung auf § anzuwenden. Wir definieren das
Funktional

.Fz(t) = 0203 /Q Broté ~updx

und finden

d ~ ~
EFZ( = 0203 /Q Brot 0 - updx + p203 /Q Biot 0 - ugrdx

= P2 / Birot (—R div § — Fdiv ug) - updx + ps / Biot0 - (D'SDu + 4V9)dx
Q Q

= 02 /Q Brot div G - uydx — p2y /Q lus|*dx — 3 /Q DBot§ - SDudx — p3y /Q 6%dx.

Unter Zuhilfenahme der YOUNGschen und der KORNschen Ungleichung sowie der Eigen-
schaften des BOGOWSKII-Operators (s. Anhang[C) schitzen wir

d : . -
G720 <5 [ (&1 dival + eafun?) dx — pa7 [ s

dt
%/ <1\fDBrot9\2+£2]\/_Du] )dx—pg,'y/ 6%dx
( —M /]utlzdx+2—p3/ ]\FDulzdx

(P y— CBthmHSHPs /Gde+p2K/ ‘q‘zdx

fiir willkiirliche positive €, und 82 ab.
Schliefslich setzen wir

_|_

fg,(t) = —Toﬁg,/ﬁﬁ- Brotédx

und finden

i73( t) = — s /Q(—gq—kV@-Brotédx—fo/ﬂq-Brot(—kdiVQ—'ydivut)dx

dt
= ”5/.”-Br05dx—””/92dx+f /”-Bro divgdx + T /”- dx.
P3 q t P3K ok [ 4 t A1V (g 0Y | g - Ut



2.2: Gleichungen fiir thermoelastische Dehnungen 67

Dies ergibt die folgende Abschédtzung
—FRt) < B (%yoﬂz +8318r0té|2) dx — ps& /Q 0%dx
+/ (177 +1Beo div %) dx+ 5 [ (E1a + ebfusf?) v
< @/ﬂ,ut‘zdx_ <ﬁ31€— £3C§ﬁ35>/ 02dx + <p35 707_1_ ToK / ‘q‘zdx
Fiir noch zu bestimmende positive N, N, > 0 definieren wir das Funktional
L(t) := NE(t) + Fi(t) + NoFo(t) + F3(t)

und erhalten

iL',(t) <-C |lus|*dx — C ]\/gDu\zdx —Cy [ 0°dx—C; [ |G]*dx

ET: = u o) 1HE N o ? /4 74 q

mit den Konstanten

Cur = { = (o2 + 2) + Na |02y — 28] | — 577,

_ [ a¥ ] _ A eabs
Cpu = [1 2c,c/1k} N>~

C;=Ns (p v cgmtg@zlwéwlﬁ3> n [ﬁsk—@},

2£1K 2&2 2¢e3

Nun wéhlen wir €1,€2,e3 > 0 so klein, dass die Terme in den eckigen Klammern in C,,,
C V3Du und Cj positiv werden. Danach wihlen wir N, > 0 so grof3, dass der Term in den
geschweiften Klammern positiv wird. AnschliefSend wéhlen wir ein 8/2 > (0 soklein, dass C VEDu
positiv wird. Nun fixieren wir ein hinreichend grofies N3 > 0 so, dass C; > 0 gilt. Danach
wihlen wir ein ¢ > 0 derart, dass C,, > 0 positiv ist. SchlieSlich wird ein groSes N > 0 so
fixiert, dass C, positiv wird. Somit haben wir

Cmin := min{Cy,, Cyy, C\/§Du, Cs Cs} > 0.
Also gilt
= min{py,03,%}

%E(t) < ———fmn__£(t) =: —CE(t).

Andererseits ergibt sich unter Benutzung der YOUNGschen und der KORNschen Unglei-
chungen sowie der Stetigkeit des BOGOWSKII-Operators analog zum Beweis von Satz[2.1.12

| F1(t) + NoFao(t) + Fa(t)| < CE(H).

max{p1,02,C' } o max{p1,02,C;c' }
min{p1,02,63} * az =N+ min{py,02,03}

w1 E(t) < L(t) < wp€(t) furt > 0.

Daraus folgt fiir ay := N — die Ungleichung

Damit a1 > 0 gilt, vergrofiern wir eventuell N. Dann sind die Konstanten C, a; und a» positiv
und man folgert mit Hilfe des GRONWALLschen Lemmas

C
E(t) < LL(H) < LE(0)e " = CE(0)e™ fiir t > 0,
sodass die Energie £ exponentiell abklingt. O



Kapitel 3

Existenz und Stabilitat im
Nichtlinearen

In diesem Kapitel diskutieren wir die lokale sowie die globale Existenz und exponentielle Sta-
bilitit fiir eine nichtlineare REISSNER-MINDLIN-Platte in einem beschriankten Gebiet Q) C RR?
mit glattem Rand T’ = 9Q). Im Abschnitt[3.I]stellen wir einen lokalen Existenzsatz vor, welchen
wir mit Hilfe der im Anhang entwickelten allgemeinen Losungstheorie fiir hyperbolische
Systeme nach [63] beweisen. Ferner werden wir im AbschnittB.2]die lokal existierende Losung
fiir gentigend kleine Daten global fortsetzen, falls die Losung rotationsfrei ist. Hierfiir bedienen
wir uns der klassischen Fortsetzungssargumente fiir exponentiell stabile Systeme (vgl. [35]).

3.1 Ein Lokaler Existenzsatz

Bevor wir auf die lokale Losbarkeit fiir die nichtlineare REISSNER-MINDLIN-Platte eingehen,
wollen wir einige bekannte Resultate {iber thermoelastische Systeme im Nichtlinearen kurz zi-
tieren. In [76] hat Slemrod eindimensionale hyperbolisch-parabolische Thermoelastizitdtsglei-
chungen

Uy — a(uty, 0)tyy + b(uy,0)0, = 0in (0,00) x (0, L),
0 — b(1ty, 0)0xx + c(uy, 0)us = 0in (0,00) x (0,L)

fir die Randbedingungen
uy =0 =0in (0,00) x {0, L}

studiert. Mit Hilfe des FAEDO-GALERKIN-Verfahrens wurde die Existenz einer eindeutigen lo-
kalen Losung bewiesen, welche anschlieflend fiir kleine Daten global fortgesetzt wurde. Ein
deutlicher Nachteil dieses Zugangs besteht darin, dass er nicht fiir alle natiirlichen Randbe-
dingungen funktioniert. Dieses Resultat wurde in [57] auf die eindimensionale Version der
REISSNER-MINDLIN-Platte — den TIMOSHENKO-Balken — {ibertragen:

P19 — 0(@x, ) x + per = 01in (0,00

P21 — bipsx + k(@x + ) + PO = 0in (0, c0
030 + Yqx + 0P = 0in (0,00
Tt + q + k6 = 0in (0, 00

68
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mit den Randbedingungen
¢x =1 =0in (0,00) x {0, L}.
In [79] hat Tarabek einen lokalen Existenzsatz fiir hyperbolische Thermoelastizitdtsglei-
chungen

e — a(ty, 0, 9)tyy + b(uy,0,9)0, = 0in (0,00) x (0,L),
0r — g(1x,0,9)0xx +d(1y,0,9) 11y = 0in (0,00) x (0,L),
T(uy, 0)q: + q + k(uy, 0)0y = 01in (0,00) x (0,L)

fiir die Randbedingungen
u=0, 0=40in(0,00) x {0,L}

bewiesen.
Mehrdimensionale parabolisch-hyperbolische Thermoelastizitdtsgleichungen

Uy — divS(VU,8) = fin (0,00) x O,
(0 + To){a(VU,0)0; — spur ((Se(VU,0)) - VU;) } + divg(VU,0,VE) = gin (0,00) x O

fiir gegebenen Warmefluss g mit den DIRICHLETschen Bedingungen fiir U und 6 wurden in
[35] von Jiang und Racke fiir den Fall eines beschrankten, glatt berandeten Gebietes () C R3
untersucht. Unter Verwendung des BANACHschen Fixpunktsatzes wurde lokale Losbarkeit be-
wiesen. Die bei der Konstruktion der kontrahierenden Abbildung entstehenden linearen Evo-
lutionsgleichungen wurden mit Hilfe einer allgemeinen Losungstheorie fiir CD-Systeme nach
[38] gelost. Dabei war es moglich, die beiden Gleichungen voneinander zu entkoppeln, sodass
man im Wesentlichen eine Elastizitdtsgleichung und eine Warmeleitungsgleichung bekommen
hat. Dieser Zugang ldsst sich aber nicht direkt auf die hyperbolische Warmeleitung tibertragen,
da der Warmefluss bereits im Linearen keine volle Regularitét besitzt.

Wir haben uns daher fiir einen alternativen Zugang entschieden. Da sich unser Problem auf
die Form eines symmetrisch-hyperbolischen Systems bringen ldsst, wollen wir die in [63] ent-
wickelte Losungstheorie fiir quasilineare symmetrisch-hyperbolische Systeme benutzen. Eine
dhnliche Beweismethode wurde in [31] fiir eine eindimensionale Warmeleitungsgleichung mit
,,second sound” verwendet. Der Arbeit liegt eine Theorie fiir nicht charakteristische quasili-
neare symmetrisch-hyperbolische Systeme nach zugrunde, welche sich leider auf mehr-
dimensionale hyperbolische Thermoelastizitdtsgleichungen nicht anwenden lédsst, da die zum
Differentialoperator gehorige Randmatrix singulér ist.

Mit den in Kapitel 2] eingefiihrten Notationen betrachten wir ein geddmpftes REISSNER-
MINDLIN-System, welches sich in der symmetrisierten Form zu

p201 — D'SDv+ K(v + Vw) + C1(VU,0,Q)Ve = M, (3.1)

prus — div N(Vw, Vu) + C(VU,0,Q)VH = f, (3.2)

prwy — Kdiv (Vw 4+ v) — div (N(Vw, Vu)Vw) +d(U, VU, O, Q)w; = f3, (3.3)
a1(VU,0,Q)6; + b1 (VU,0,Q)divg + B(VU,O, Q)8 + spur (C1(VU,®,Q)Vuvy) = hy, (3.4)
a,(VU,®,Q)0; + b(VU,®,Q) divj + spur (Co(VU,®, Q) Vu;) = hy, (3.5)

A1(VU,0,Q)gq: + B1(VU,0,Q)q + b1 (VU,0,Q)Vo =0, (3.6)

Ax(VU,0,Q)d;: + B2(VU,0,Q)§ + b (VU,0,Q)VE =0  (3.7)
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schreibt. Darin setzen wir zur Abkiirzung U = (v,u, w)’, © = (6, 0),Q = (q,4). Desweiteren
ist N eine hinreichend glatte Matrixfunktion und M, f, f3, h1, hy sind gegebene Funktionen.
Ein einfaches Beispiel fiir N ist durch die geometrische Nichtlinearitat

1_
N(Vw, Vit) = Eh <u1 x U, + lw,%l + E 2 2”(u1 x, T U xl + wxleZ) ) (3.8)

112 1—p 2
# E(u1,0, + o, + wx1wxz) Uz,x, + Pl + zwa + 5w Wy

gegeben. Das System (B.I)-(3.7) ist eine Verallgemeinerung der in Kapitel [l hergeleiteten Glei-
chungen fiir den Fall, dass die Funktionen C;,a;, b;, A;, B;, d und B, i = 1,2, nicht konstant sind.
Als Randbedingungen wihlen wir

w=v|=ul=q-v=4-v=0aufl. (3.9)
Hinzu kommen noch die Anfangsbedingungen

w(t=0)=uw’, o(t=0)=2, u(t=0)=u’
wi(t =0) = wt, v(t=0) = ol u(t=0) = ut, (3.10)
0(t=0)=6", q(t=0)=4", 6(t=0)=8" G(t=0) =

Im Folgenden gehen wir von allgemeinen Nichtlinearitdten N aus. Dabei kann man ohne
Weiteres nicht erwarten, dass tiberhaupt lokale Losungen fiir beliebig grofse Daten existieren.
Letzteres wollen wir anhand der eindimensionalen Elastizitdtsgleichung erldutern.

Beispiel 3.1.1. Die eindimensionale Elastizitdtsgleichung lautet
uy —o(uy)y =0in (¢, x) € (0,00) x (0,L) (3.11)

zuziiglich der Anfangsbedingungen u(t = 0) = up, u¢(t = 0) = 13 und der DIRICHLETschen
oder NEUMANNschen Randbedingungen. Ist o glatt, so ist Gleichung (3.11) gleichbedeutend
mit

up — 0 (ux)yy = 0in (¢, x) € (0,00) x (0,L). (3.12)

Gehen wir von dem HOOKschen Gesetz sowie dem Verzerrungstensor o(p) = 1+ %2 nach
GREEN und LAGRANGE aus, so lautet ¢’/(p) = 1 + p. Somit ist es nur dann sinnvoll (3.12) als
hyperbolische Gleichung zu bezeichnen, wenn u, > —1 gilt. Da man bekanntlich

3
el ogo,0)) < Nl pzqony) < X N0t ga-ico,y) < C) ol o,ny) + el 2 go,ny)
=0

mit einem in 0 stetigen C abschédtzen kann (vgl. [35]), muss man beispielsweise von den An-
fangsdaten
[0l 3 (0,0)) < 1und [[ug || o, < 1

verlangen, damit ¢’ (1) > 0 gilt.

Wird hingegen ein hypoelastisches Gesetz der Form ¢ = o(p) derart postuliert, dass ¢’
gleichmidfiig positiv ist, so besteht die Hoffnung, eine lokale Losung auch fiir grofle Anfangs-
daten (evtl. mit einer kleinen Lebensdauer) gewinnen zu konnen (vgl. [35], Kapitel 5). In dieser
Arbeit wird aber eine solche Situation nicht betrachtet.
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Nun wollen wir die Gleichungen B.I)-(33) geschickt umformen. Wir setzen U := (u,w)’

und finden
- 2 Ny (VU)
< div N(Vw, Vu) ) Yo Ny (V)
div (N(Vw, Vu Vw i a0 5 3
(N (Ve v A\ K N (V)3 4 N (V)3
2 o
- kz‘i ‘ZZ:1 OUsx, foxix;
=L1i= ON» ~ ~ ~
Ko; lgx%sl + ( ]3 u3 x T ~—];1113,%?_) Uk JXjX] + le u3,xlx]-
1/ ON1j IN
2 (auklj k,xjx; + = oy . Y Uk xlx])
> v (0N aNz,
- Z Z Z(au ukx]xl ukx;x)
k=1j=1 aN }
Ky; lgxl{fl 1 ( u ST u3 xz) (uk,xjx; + uk,xlx]-) + le u3,x1xj
3 2
= (Z Y Cia (V) Uy i = 1, 23)
k=1j,l=1
wobei
oN;;(P) . .
= , <3,k=123j1=12
Ciju (P) = . O l ] (3.13)
] ale(P) aNjZ(P) (S (S (5 . k o . l -
o+ —ap, T Njtdis + Kosdjy, 1=3,k=1,2,3,j1=12
fir P € R3*2. Analog zur zweidimensionalen Elastizitat (s. [35]) ergibt sich
2
D/SDU = ( Z Cacj‘BlU,B,xjxu N = 1,2>
Bil=1
mit
D, a=p=1j=1=1,
DUE, w=p=1j=1=2
DEE w=1,=2,j#1,
Cajpr = DL, a=2,8=1,j#1, (3.14)
DLE, w=p=2j=1=1,
D, a=p=2j=1=2,
0, sonst.

Damit bekommen wir eine dquivalente Form der Gleichungen (B.I)-(.7), welche sich unter

Benutzung der EINSTEINschen Summenkonvention wie folgt umschreiben lassen:
0204t — Cai‘BlU‘B,xjxl + K(Ua + 1:[3,3(“) + Cl/”(VU, O, Q)ij = M,,

= fl-,

0 (VU,0,Q)0; + b1 (VU,©,Q)q;, + B(VU,©,Q)0 + C14i(VU,©, Q)vusx, = I,

o103 — Cij(VU, 0, Q) Uy 1.5, + 04iCaj(VU, O, Q)0y; + 03d (VU, ©, Q) Ui

az(vu/ ®/ Q)ét + bZ(VU, G)/ Q)%‘,xj + Cz,aj(vu/ G)/ Q)ua,txj ==

A (VU,©,Q)qp+ + Brapg(VU,0,Q)g5 +a1(VU, ®,Q)0x, =0

Az,txﬁ(vu/ G)/ Q)qﬁ,t + Bz,aﬁ(vu/ ®/ Q)qﬁ + a2(vu/ ®/ Q)éXﬁ —

(3.15)
(3.16)
(3.17)
(3.18)
(3.19)
(3.20)
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in (0,00) x () mit den Rand-

U; = vy = quVa = Gavy = 0 auf (0,00) x T (3.21)
und Anfangsbedingungen
U(t=0) = UZQ, U, = LIl-l, v (t=0) = vg, U t(t =0) = v}c, (3.22)
0(t=0)=0", qu(t=0)=4qy 0(t=0)=0, Gu(t=0 =47, ‘

wobei U° = (w®,u%), U' = (w!,u')’ und die Indizes i,k = 1,2,3 sowie j,l,a, = 1,2 durch-
laufen.

Im Folgenden sei s € IN.
Voraussetzungen 3.1.2. Es gelte
1. € € C3(IR3*2, R(3x2)x(3x2)),
2. Der Tensor C sei symmetrisch im Sinne

Cijui(P) = Cuy(P) fiir alle P € R*2. (3.23)
3. Cijkl sei anfanglich isotrop, d. h.,
Ciiui (0) = (1= 613) (1 — 63) (1%251']'51(1 + z(lLW(fsikfsﬂ +0idit)) + Kdiadady.  (3.24)

Man rechnet leicht nach, dass die geometrische Nichtlinearitédt die Voraussetzungen[3.1.2erfillt.

Satz 3.1.3 (Geometrische Nichtlinearitdt). Der durch die geometrische Nichtlinearitdit N aus
Gleichung (3.8) in (3.13) definierte Tensor C erfiillt die VoraussetzungenB.1.2fiir alle s € INj.

Bewelis:

1. Dass C ijk1 eine glatte Funktion ihrer Variablen ist, ergibt sich direkt aus der Tatsache, dass

Cijs ein Polynom ist.
2. Um die Symmetrie von C nachzurechnen, werten wir Cijkl (Vw, Vu) mit
Ci111 Cinz Ciiz1 Craze Crazn Ciaso

Ci211 C1212 Ci221 C1222 Ci231 Ci232

Corn1 Carnz2 Cor21 Corz Co131 Cozn

™
Il

Coo11 C212 Cono1 Coo22 Conz1 Coo3

Cz111 Ca112 Ca121 Ca122 C3131 Ca132

Cso11 Ca212 Ca221 C3222 C3231 Ca32

aus.
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Unter Verwendung der Gleichung (3.13) finden wir

_Eh_ 0 0 Eh Ehwx1 Ehwa
1—p? 4(1—p) 1—p? 4(1—p)
0 Eh Eh 0 Ehwy, Ehwy,
2(1+p) 4(1-p) 4(1—p) 2(1+p)
0 Eh Eh 0 Ehwy, Ehwy,
c— 4(1—p) 2(1+p) 2(;+14) 4(1—p)
= Eh 0 0 Eh Ehwy, Ehwy,
4(1—p) 1-p? R 4(1-p) 1-p?
Ehwy, Ehwy, Ehwy, Ehwy Ehwxl Eh(1-p)ws, Elpt wi, wx Eh(1—p)wy wy,
2 W 2000 Wow 1@ T g Ttk 1(*P‘2 o2 2(1-p)? +Niz
Ehwy, Ehwy, Ehwy, Ehwy, Ehpwsx,wxy ER(1—p)ws, wx, Eh(1—p Wy Ehwa
A(T—p) 200+p) 40T—p) 192~ 142 @) TN e 2 t N2+ K

Da Nj; = Nj; fiir j, I = 1,2 gilt, ist die obige Matrix symmetrisch, was die Symmetrie von
Cijkl nach sich zieht.

- - A di
3. Schlussendlich folgt mit Ci]-kl(O)axjx, Uy = ( ST R ; A( )V v u) die anfangliche
w
Isotropie von Cijkl.
Dies beendet den Beweis. O]

Nun kann man analog zu den mehrdimensionalen Elastizitdtsgleichungen sehen, dass sowohl
Cujpr als auch Cijkl im Allgemeinen leider keine positiv definiten Bilinearformen auf R?*? x
R?*2 bzw. R¥*2 x R3*2 erzeugen. Deshalb folgen wir dem Zugang von John in [36] und defi-
nieren analog die Tensoren

* _ E
Cajpt = Cajpt + 37— (0a0p1 — Suidjp),

N 3 D141 (3.25)
Ciiu(P) = Cija(P) + (1 = 613) (1 — bx3) =5 (6011 — Gdje)
fiir P € R3*2,
Lemma 3.1.4. Es gibt x1,%; > 0und é; > 0 so, dass
§ajC,x]-ﬁl§ﬁl > Kléajgaj fir alle ¢ € R*>?und P € ]RSXZ, (3.26)
&iiCia(P)Gij > FagijGy fiir alle ¢ € R¥? und P € R*? mit ||Pllos < 41. ‘
Uberdies gilt fiir alle v € (H*(Q))?und U € (H?(Q))3
C;jﬁlaxjx,vﬁ = C;‘jﬁlaxjx,v,g und C;;-klaxjx, l:[k = Cijklax].xl l:Ik fir P € ]RSXZ. (3.27)

Beweis: Die Behauptungen fiir C* und C wurden in [36] bewiesen. Es bleibt also nur C* und C
zu betrachten. Da C?jkl im Ursprung stetig ist, reicht es, (3.26) fiir P = 0 zu beweisen. Es gilt

Sk (0) =Cija (0) + (1= 613) (1 = dk3) g1 )<5z]5k1+5115 )
=(1=033) (1 = d3) (g5 0 + gy Oikdin) + Kdiadiadyr-

Damit folgt fiir alle ¢ € R3*?

8iCin(0)8u = D(lzﬂl) (1—0i3) (1 — 03) (CiiCrx + CiCi) + Kdizdradj > min{ﬁ/K}gijgij'
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Unter Benutzung des SCHWARZschen Satzes
(810k1 — 6101 ) ;o) Uk = 95,0, U — 02,05, Ux = 0,
wobei i, j, k,I = 1,2 durchlaufen, bekommen wir ferner
Cf}kzax,x, Uy = Cijra02,z, Ui,
was wir behauptet haben. O

Einerseits sind C* und C* nach Lemma Mpositiv definit, andererseits dndern sich die Glei-
chungen (B.15)-@.20) nicht, wenn man C und C durch C* bzw. C* ersetzt. Deshalb schreiben
im Folgenden der Einfachheit halber C und C statt C* bzw. C*.

Voraussetzungen 3.1.5. Es gelte
1. a;,b;,d, B € C3(R>*2 x R? x R4, R), A;, B;,C; € C*(R%*2 x R? x R*, R?>*?),i = 1,2.
2. @, a2, by, by seien positiv, d. h., es gebe d, > 0 und x, > 0 so, dass
a;(P) > ko und b;(P) >k, i=1,2, (3.28)
fiir alle P € R>? x R? x R* mit ||P||« < &, gilt.
3. A1, Ay, By, By seien positiv definit, d. h. es gebe 3 > 0 und x3 > 0 so, dass
¢ Ai(P)E > x3|¢]* und &'Bi(P)¢ > :alg?, i=1,2, (3.29)
firr alle & € R? und P € R>*? x R? x R* mit ||P|| < 35 gilt.

4. C;, C, seien punktweise invertierbar, d. h. es gebe ein d; > 0 so, dass C; und C; fiir alle
P € R*? x R? x R* mit || P|| < &4 invertierbar sind.

5. M, fe () C0,T], (H5(Q))2), fa, hu, ha € () CE([0, T], H+(Q)).
k=0 k=0

Um die NEUMANNschen Randbedingungen fiir die Warmefliisse zu verallgemeinern, erkldren
wir den folgenden SOBOLEVraum.

Definition 3.1.6. Sei
Hy, (Q) = {u € (H'(Q))*| (divu, ¢)20) = —(u, V) 121 fiir alle p € H'(Q)}.
Voraussetzung 3.1.7. Es gelte:
1. Die Anfangsdaten mogen den Regularitats-
w’ € H*TH Q)N H(Q), w!e H(Q)NH(Q),
o, u’ e (T (Q)NHLQ))?, o0 € (HS(Q)NHLQ))?, (3.30)
0°,0° e H*(Q)), ¢°,4° € H'(Q)NHY, (Q)
sowie den Kompatibilitdtsbedingungen
w" € HSTUMQ)NHY(Q) fiur2 <m <s, w'tl e L2(Q),
", u™ e (AT M(Q)NHY(Q)) fur2 <m <s, @'t e (12(Q))%, (331
q",q" € H"(Q)NHY, (Q) fir1<m <s—1, ¢4 € (L*(Q))?
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gentiigen, wobei w™, 0™, u™, Gm,ém,qm,qm fur m € Ny die m-te Zeitableitung jeweiliger
Funktion zum Anfangszeitpunkt t = 0 bezeichnen und sich fiir m > 2 bzw. m > 1
rekursiv durch die Anfangsdaten unter Verwendung der Differentialgleichungen (3.1)-
(@.2) berechnen lassen.

2. Sei éy € (0,min{é1,d2,03,94}). Es gelte

|(2°, VP, Vol w?, ot, 69,89, 4%, 4°) [ (o,r2) < 2, (3.32)

Satz 3.1.8 (Lokale Existenz). ) C IR? sei ein beschranktes Gebiet, welches lokal auf einer Seite
seines C®-glatten Randes I liegt. Sei s > 8. Unter den Voraussetzungen B.1.2, B.1.5 und B.1.7]
existiert ein T > 0 so, dass das Problem (3.I)-(3.10) eine eindeutige Losung (u,w,v,6,q,8,§)’
besitzt, deren Regularitdt nachstehend beschrieben wir:

woe (YOO T) (K@) NHIQ)R), 35, 9o € ([0, T), (12(Q))2),
k=0

S
w € () C*([0, T], HE1K(Q) N Hy(Q)), os 1w € ([0, T, L (),
k=0
~ S_l ~
0,0 € (" C* ([0, T", HI *(0)), 0360, a6 € C°([0, T], L2(QY)),
k=0

s—1
g.q€ () ([0, T], (HIK())?), dq, 9;q € C°([0,T], (L2(€2))?).
m=0

Beweis: Wir transformieren das zu (3.I)-(3.10) dquivalente Problem (3.15)-(3.22) auf ein semi-
lineares symmetrisch-hyperbolisches System erster Ordnung. Hierzu definieren wir
V= (Va}/ Va¢2/ Vp?]/ ‘/1'4/ ‘/;'?VG)/ VZ/ VS/ Va?>, = (vac/ Ou,ts va,xj/ C[i,t/ C[i,xj/ 0/ Qocr é/ qﬂé)//

F=(F,F2F FF,FS E],F8, F)) = (0, M,,0, f;,0,hy,0,h2,0),

wjr Fi s Fijr

(3.33)

wobei die Indizes i,k = 1,2,3 und «, 8,1,j = 1,2 durchlaufen, und finden

V) —VZ=F,

0201V — Cajpi0iVig + K(Vy + SuiaVig) + C1,aj(V)0,V® = FZ,
CajpidiVy: — Cpaji Vi = Fy,

p10: Vit — Ciju (V)9 Vig — 84iCoi(V)9;V® + 655d Vi = F,
Cijt (V)31V} = Cuij(V)y Vi = E,

a1(V)3;V® + by (V)800;V] + BV + C1,4;(V)9,; V7 = F®,
Arap(V)O:VE + Brap(V)VE +a1(V)6,0, VO = F],
(V)3 V® + b1 (V)840 V + Co i (V)3;V 4 = FS,
A2up(V)OVE + Boap(V) VG + a2(V)0,0;V® = F,

Die anisotropischen SOBOLEVraume H!(Q) werden in Defintion [AZTlerklart.
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(3.34)

A"V, + AY V)V, + A2(V)V,, + B(V)V = F,

=
“ococoocoocooo

~
OOOOOOOXWLO
< <
OOOZOOOOrW.

cococo<Sooo

o

O O O OO OO oo

0

00
0

0

0
Kég d 0 0 Kdsdy O

0

o O O O

o O O O

co So

Q. O O

o O O O
o O O O

o O O O

worin wir der Einfachheit halber alle nichtlinearen Koeffizienten sogar von ganz V abhidngen

lassen. Damit schreibt sich das Problem (3.1)-(3.10) zu

3.1: Ein Lokaler Existenzsatz

worin

((Plﬂ,bl,wl)/-

— ((PO/ lI)OI wO)/, ul

.8, ut

0
,0%,4Y,

1.0
o vzx,xj

0
V0,0

0

i,

0 0 0 0 0O

1
17

fir V€ R und
f=(
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Die Randmatrix AY(V) = A"(V)v,, V € R?, lautet dann

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 —CarpiVr 0 0 C1urVy 0 0 0

0 —Cgarvr 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 _Cirler 0 0 (SM'C2 arVr 0
AV=10 0 0 —CyiyVr 0 0 0 0 0

0 Cipvr 0 0 0 0 116,8Vr 0 0

0 0 0 0 0 104, Vy 0 0 0

0 0 0 C_Z,r,BVr 0 0 0 0 ﬂz(sr‘gvr

0 0 0 0 0 0 0 a0, Vy 0

Wir wollen nun mit Hilfe von Satz [A.2.5| beweisen, dass es ein T > 0 derart gibt, dass das
S
Problem (3.34) eine eindeutige Losung V € () C¥([0, T], H; ¥ (Q, R?)) besitzt. Wir priifen also
k=0
nach, ob die Voraussetzungen des Satzes[A.2.5]erfiillt sind.

i) ) ist nach Voraussetzung beschrankt, C*-glatt berandet und liegt lokal auf einer Seite
vonT.

ii) Seie € (0, %0) mit 6y > 0 wie in der Voraussetzung. Wir definieren
No:={V e R®[||V — f() |l (ar) < €}
Fiir alle V € Ny gilt dann
VI < Lf () [l o (resy + € < do-

Damit sind die Voraussetzungen[3.1.2lund 3.1.5lauf V € Ny anwendbar.
Unter Beachtung der VoraussetzungenB.1.2lsowie B.1A folgt

AO/ Ar,B c CS<NO,R23X23).

Da es sich bei Cz‘jkl und C,jg nach Voraussetzung[B.1.2]bzw. Gleichung (3.14) um symme-
trische Tensoren handelt, ergibt sich sofort unter Beachtung ihrer Struktur die Symmetrie
von AY, A” in Np.

Sei a, := min{p1, p2, k1, &1, k2 }. Aufgrund der Voraussetzungen[3.1.2lund B.1.5 sowie des
Lemmas[B.I4 ergibt sich die gleichmaRige Positivitdt von A? geméf

G ANV)E = aglg]?
firr alle & € R® und V € Ny. Andererseits ist A” stetig auf dem Kompaktum Ny C R%,
sodass max || A%(V)]| (g g2s) = af) gilt. Damit folgt mit ag := min{ay, %
VeNy ! 0
ag < §'A°(V)g < L firalle § € R®.
ii() Wir wollen den Rang der Randmatrix A" untersuchen. Dabei ist es bequem, die Matrix
2.
AN(V) = Y. AI(V)n;, n € {v}+, parallel zu betrachten. Da A” und A’ iiber eine gewisse
j=1
Blockstruktur verfiigen, kann man sie mittels einer Indexpermutation

aw)= (3 ) wwmanm - (4 ) w



3.1: Ein Lokaler Existenzsatz 78

auf die Blockdiagonalform fiir V. € Ny und n € {v}* bringen, wobei fiir die Blocke
Av(V), Av(V) € R™>*12und AY(V), A1(V) € R""*! gilt. Letztere Matrizen konnen jetzt
separat behandelt werden. Wir sehen uns nur die komplizierteren Matrizen AV und A7
an, welche den Unbekannten (U, ;, Hi,x]-/ 6, g4)" entsprechen.

Es gilt fiiry € {v}+

0 0 Ay Ay B 0

0 Cirklvl (SmCZ,MVr 0 0 0 Allz Alzz 0 0

AV _ Ck_lirVy 0 0 0 _ A11 A12 0 0 0 0
(5ﬁkC2,kv, 0 0 azérﬁvr A21 Azz 0 0 0 0

0 0 a0, Vy 0 B 0 0 0o o0 C

0 0 0 0 C 0

0 0 Ay, Ay B 0

_ 0 Cirklrll 51'04(_:2,0477’]1’ 0 _0 _0 Allz Alzz 0 0

An— Chiirllr 0 0 0 _|Aun A 0 0 0 O
OpxConktly O 0 26,1y 21 A 0 0 0 0

0 0 a20ur My 0 B 0 0 o o0 C

0 0 0 0 C 0

mit A11, AH S 1R4><2/ Alz, A12 S IRZXl, A21, A21 S ]RZXZ, Ar, Azz S ]RZXl, B, Be R*2 und
C,C € R**!. Dabei verschwinden Ay, Ay, Ajpund Ajpin V =0.Fiir V=10 ergibt sich

1+ 1+
L O C R
1—u 1+u 1—u 1+u
1 — (—E\* 2V g Tt g
det(A11(0), A11(0)) = (1=z) det 43, = 2 154 12
=z V2 7 T g
1+ 1+
v n 1 —1
1+ 1+
— (£ )4det =t —Stn SR S
— \12 1+ 1+ 1— 1—
. e R o O Ot )
1+ 1+
v Tn V2 —n
1
10 -2t o0
1—u 1+pu 1 1
:( E2)4det % —= 19 7 | get | ve =V 1/L
1—p __4V 0 _2V 0 v v —v
1
o = o0 1

= 4(rE2) (1 + 5 > ofiir p € R\{-1,1,3} 5 (0, })
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sowie
det(Ax(0),A2(0)) = det(Kv, Kvt) = K* > 0 fir u € R.

Somit ist rang (A1, A11)(V) = 4 fiiralle v € T und V — 0. Ferner gilt

An Ap An _
det i = det(A11, A11) (V) - det(Ap, Axn)(V
¢ <A21 Ap An A22> e 11 11)( ) e( 22 22)( )
= 4(rE) I + ) > 0fir € R\{-1,1,3} 5 (0, 1),
weshalb

An Ap An Ap An An
- - V) =6und V)=3
rang <A21 An An A22> V) HRe NS (AZl A22> ")

tiur V — 0 gilt.

Wir wollen nun den Rang von AY(V) fiir V — 0 untersuchen. Es gilt

)
0 0 A} A, B

0 0 0 Ay Ay 0 0

Ao Ao A, A, 00 0 0 A, A, 0 0

v | AL A 0 0 0 0 Ly 0 0 0 0 O
A= Ay An 0 0 0 0 01 0 0 0 0 (3.35)

B 0 0 O0 o0 C 00 0 0 o0C

0 0 0O 0 C 0 00 0 0 1 0

Also ist rang A¥(V) = 8 < 12 konstant in einer Umgebung von V = 0. Wir verkleinern
Np gegebenenfalls so, dass rang A"(V) = 8 < 12 in ganz N gilt. Insbesondere gilt dann
rang AY(V) =8 < 12in N C Nj.

iv) Da T von der Klasse C® ist, folgt v € C*(I',R?) und damit M € C*(Q, R®). AuBerdem

gilt
0LOOOO O 0 0 0 0
B 000LOO O 0 0 0 0 |_
rang M(x) = rang | o 6 0 0 0 0 u(x) wx) 0 0 o | =7
000 0O0O0O O 0 0 wnx) n)

v) Wir zeigen, dass ker M maximal nichtnegativ ist. Unter Beachtung von
ker M(x) = {(61, 82,8384, 8525, 80,88,8) € R®|& = & = Fua(x) = Eva(x) = 0}
ergibt sich fiir alle x € I, V € N und ¢ € ker M(x)
(AYE,€) = — Cujprile;Cs — CpiajniCalp; + Crai€8s + Cripuil3e®

CiiprviGaiC — CriViGalsj + 0uiCraiE 8y + Cripni&ps®
+ 015“]'1/]"/]-7‘/6 + 015“]'1/]"/6‘/‘,(7 + Cz(sajl/jv]-gvg + Cz(sajVngVo? =0.

Esbleibt zu zeigen, dass ker M(x) ein maximaler Untervektorraum bzgl. der Mengeninklu-
sion ist, auf welchem A" positiv semidefinit ist. Da sich M analog zu A" gemif8 M(x) =
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<M(()x) M(()x)> zerlegen ldsst, geniigt es entsprechende Aussagen fiir M(x) und M(x)

zu beweisen. Wir beschranken uns hier auf M(x), da sich M(x) vollig analog behandeln

lasst. Es ist
~ (I 00 0 O Ax12
M(x)-(o 00 1 V2>€IR .

Nach dem SYLVESTERschen Trdgheitssatz gentiigt es zu beweisen, dass die Anzahl der
nichtnegativen Eigenwerte A"(V), V € N, gleich der Dimension von ker M(x) ist, d. h.,
8 =135 = ker M(x) = r, (M(x)) + ro(M(x)), wobei In(M(x)) = (ry,r_,r0)(M(x))
den Tragheitsindex bezeichnet. r, ¥_, 1y stehen fiir die Anzahl der positiven, negativen
und Nulleigenwerte von M (x).

Ist M € R™*" eine Matrix mit linear unabhdngigen Spaltenvektoren, so wird das Resul-
tat der Anwendung des Orthonormalisierungsverfahrens nach GRAM & SCHMID auf die
Spaltenvektoren von M durch

gegeben. Wir setzen

<A11 A An A12> _ (A AR Af Ag

An An An Ax '<A§1 A Ay Aiz)

fiir V € V und bekommen
<A11 A12>/ (Aﬁ A%z) — 03,3
Ay Apx Ay As o
Nun wollen wir die zum Eigenwert A = 0 gehorigen Eigenvektoren bestimmen. Hier-

zu lésen wir das Problem AY(V)U = 0 nach U fiir V € N auf. Unter Beachtung der
Stufenform (3.35) erhalten wir

0
0
Afic1 + Ao
A2L161 —+ AZLZCZ ’
0
CLC3

U=

wobeic; € R, ¢5,c3 € R beliebig sind. Durch geeignete Wahl von ¢y, c3, c3 bekommen
wir eine Orthonormalbasis des Kerns von A, welche wir zu einer R2*4-Matrix zusam-
menfassen:

BN

=

BN

<F
cococoo

0 0 Ct
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Nun wollen wir diese Vektoren zu einer Orthonormalbasis von R!2 erweitern. Dies liefert
eine orthogonale Transformationsmatrix

0 0 by 0 00 0 0 0

0 0 0100 0 0 0

| Ay A, 0 0 0 0 AL AL 0
WOVI=1 as 4 0 0 0 0 AL AL o |

0 0 000 1 0 0 0

0O 0 0 0C*0 O0 0 cCt

welche die Matrix A" auf die gewiinschte Blockform bringt. So findet man unter Beach-

tung von
0 0 (43) (4%) 0 0
0 0 (Ap)" (A%) 0 0
Ly 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0
Wl=w=]0 0 0 0 0 (cv
0 0 0 0 1 0
0 0 (Af) (4%) 0 0
0 0 (Ap) (Ap) 0 0
0 0 0 0 0 (Cty
die Darstellung
My Mp, 0 0 0 B 000
My Mpy O 0 0 0 000
Y a2l 0 0 Ay Ap, 0 0 000
woAW =W 0 0 Ay Ap 0 0 0 0 0
0 0 B 0 CC* 0 000
o 0 0 0 0 C 000
0 0 M, My O 0 000
0o 0 M, My 0 0 (000
My Mjp 0 0 0 B |0 0 0
My My O 0 0 0 (000 A0
=] 0 0 0 0 0 (CHC|0 0O ::<01A>
0O 0 B 0 Cc* 0 (000 1
0 0 0 0 0 0 (000
0O 0 0 0 0 0 (000
0o 0 0 o0 0 0 (000

mit einer positiv definiten Diagonalmatrix M = (M;;);; € R3%3, M;; = AflAi‘]- + A§2A§j.
Hierbei ist A; € R8*® symmetrisch, gleichmaBig positiv definit und Aj; = Ogs«s. Die
Matrix A besteht nun aus vier Blocken

0 0 M, My| 0 0
0o o0 M, My| 0 0
A = My My O 0 0 B’ . <A1,11 A1,12>
My Mp O 0 0 0 A1 Arn)’
0 0 0 0] 0 (@©)C
0 0 B 0 | C'cH 0
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wobei Ar11 € R6*6, A 12 € R?*2. Da A 111 invertierbar ist, gilt die HAYNSWORTHsche
Tragheitsformel (vgl. [29]):

In(A;) =In(Ar11) +In(A/ A1),

wobei Aj/ A1 == A — A1,21A;111A 112 das SCHUR-Komplement von Ajj1 bzgl. A
bezeichnet. Man findet sofort

(Miiui EMM 0 0
M), M=), 0 0
A A AL = Ao 21 2 C1h— -1 | Az
I11 0 0 M 1)111 (M 1)121
0 0 (M, (Mh)y
0

N (8 B(M_1)113'> ’

Weil M positiv definit ist und (C*)'C, B(M~!)11 B’ positiv sind, bekommen wir aufgrund
der Blockstruktur von Ay 13

det(Ap11 — Alg) = det(A2l; — M2) = [ (A+VA), o(M?) = {31, 45, A5} C (0,00),
2

Aco(M2)
A (c*)c _ —A a
det(A1/ A — AL) = det (C 'Ct —A— B( 1)1lB’> = det ( 0 A b)

= (A~ SR () b P

Somit gilt
II’I(A[) = II’I(AI,H) —|—II’1<A1/A[’11) = (3,3, 0) + (1, 1,0) = (4,4, 0)

Damit ist
In(A") = In(A7) +In(Ag) = (4,4,0) + (0,0,4) = (4,4,4).

Weil dimker M(x) = 8 = r, (AY) + ro(AY), ist ker M(x) maximal nichtnegativ.
vi) Nach Voraussetzung[B.1.7 gilt

F=(F, F,F, FL B F FL P, F)
= (0, M,,0, f;,0,h1,0,hy,0) € ﬂ ck(jo, T], (H*F(Q))®),
k=0
6°,48,6°,40)" € (H* ()™,

0o .1 .0 1 0
f = (Uou U sz,xj/ uz ’ uz X/

Die Kompatibilititsbedingungen sind ebenfalls erfiillt.

Satz[A.2.5 liefert also die Existenz einer eindeutigen Losung V' € ﬂ Ck([0, T, (H5(0))®),
k_

T’ € (0, T] zum Problem (334), fiir welche M(x)9*V(t,x) = 0 firk =0,...,s —lund x € T

gilt. Mit (3.33) folgt schlieBlich, dass die durch

_ 3 t /
(v,u,w,0,9,0,9) (t,x) = <V;(t,x),lllo+/0 Vf(r,x)dr, V6(t,x),VZ(t,x),VS(t,x),VD?(t,x)>
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definierten Funktionen die eindeutige Losung von (B.I)-(3.10) mit der behaupteten Regularitit
darstellen. O]

Augrund des Satzes[A.2.3]gilt das nachstehende Korollar.

Korollar 3.1.9. Seis = 25/, s’ > 4. Die in Satz[3.1.8 gegebene Losung erfiillt

u,v € ﬂ Ck ([0, T], (HE 1M Q) N HY(Q))?), 8w, 8 +1o e CO([0, T], (L2(Q))?),
k=0

w e ﬂ ck([o, T], H¥*1*(Q) N HA(Q)), o tlw e ([0, T], L2(QY)),
k=0
0,0 Sﬁl ck(o, T/, H¥ (), 370, 376 € ([0, T], L*(Q)),
k=0
q,q € Sﬁl ([0, T, (H*5(Q) N Hy, (Q))?), 37 q, 934 € C°([0,T], (L*(Q))?).

m=0

3.2 Globale Existenz und Exponentielle Stabilitit

Nun wollen wir die im AbschnittB.Jlgewonnene lokale Losung global fortsetzen. Im Allgemei-
nen besteht leider keine Hoffnung, das Problem @.I)-(.10) zuziiglich Anfangs- und Randbe-
dingungen global 16sen zu kénnen. So hat man in [55] bewiesen, dass bereits das semilineare
thermoelastische Problem

u — uu— (u+A)Vdivu + V0 = |u|Puin (0,00) x O,
0; + ydivg + ddivu; = 0in (0,00) x Q),
Tt +g+xV0 =0in (0,00) x O,
lu] = 6 =0in (0,00) x 9QY,
u(0,-) =uo, u(0,-) =ug, 6(0,-) =6, 4g(0,:) =goinQ
fir p > 2 im Allgemeinen keine globale Losung zuldsst: die zu Anfangswerten mit negativer
Energie gehorigen Losungen explodieren in endlicher Zeit, auch wenn die Anfangsdaten belie-
big glatt und klein sind. Dieses Resultat wurde in [56] sogar auf eine Klasse von Anfangsdaten
mit positiver Energie erweitert. Daher ist es naheliegend, dass wir auch bei unserem Problem
nicht von globaler Existenz ausgehen kénnen, ohne dass wir das System stabilisieren. Bevor
wir die globale Losbarkeit beweisen, stellen wir einige relevante Resultate aus der Literatur
Vor.

In [35] haben Jiang und Racke die nichtlinearen hyperbolisch-parabolischen Thermoelasti-
zitdtsgleichungen studiert:

Uit = Cijra(VU, 0) U xz, + Cij(VU, 0)0y, in (0,00) x O,

a(VU,0)6; = — 5 divg(VU,0,V0) + C;j(VU, 0)Uj 1y, in (0,00) x O

mit den tiblichen Anfangsbedingungen und den Randbedingungen

U; =0 = 0in (0,00) x 9L
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Unter gewissen technischen Annahmen wurde bewiesen, dass hinreichend kleine Anfangsda-
ten stets zu globalen Losungen (U, 0) fithren, sofern U rotationsfrei ist. Letztere Annahme ist
z. B. fiir radialsymmetrische Gebiete bei radialsymmetrischen Daten erfiillt. Der Beweis ber-
uhrt auf Fortsetzungsargumenten sowie der exponentiellen Abklingrate fiir das linearisierte
System.

Ein analoges Resultat wurde von Irmscher in [32], [33] fiir nichtlineare Thermoelastizitats-
gleichungen mit Warmeleitung nach CATTANEO erzielt. Es wurde bewiesen, dass das nichtli-
neare Problem

uise — Aij(Vu, 0, 9)uj .z, + Bii(Vu, G,q)Gx]. = 0in (0,00) x (),
o(Vu,0,q)6: + g(Vu,0,q) div g + B;j(Vu, 0, q) s, = 0in (0,00) x Q),
T;j(Vu,0)q;: + g + Ki]-(Vu,G)ij =0in (0,00) x O
mit den Randbedingungen
u; =0 =0in (0,00) x 9Q)

im radialsymmetrischen Fall fiir kleine Anfangsdaten global 16sbar und exponentiell stabil ist.
Es sei allerdings angemerkt, dass der Autor keinen Beweis fiir lokale Losbarkeit erbracht hat
(worauf der Autor in der Arbeit auch hingewiesen hat), welcher keineswegs trivial ist, da die
letzten zwei Gleichungen im Vergleich zur nichtlinearen parabolischen Gleichung zweiter Ord-
nung , weniger Struktrur” aufweisen. So kann man ohne Weiteres nicht von der Existenz von
Vg ausgehen.

Zu erwéhnen ist auch die Arbeit [79], in welcher globale Existenz fiir das Problem

e — a(ty, 0, 9)tyy + b(uy,0,9)0y = 01in (0,00) x (0,L),
0r + g(ux,0,9)qx + d(11y,0,9) sy = 0in (0,00) x (0,L),
T(uy, 0)q: + q + k(uy,0)0y = 0in (0,00) x (0,L)
mit den Randbedingungen
u=0, 0=40in(0,00) x {0,L}

fiir kleine Anfangsdaten nachgewiesen wurde. Es wurde allerdings keine Aussage iiber die
Abklingrate der Losungen gemacht, aufSer dass (u,6)’ gegen (0,0)’ fiir t — co konvergiert.

Bekannt sind auch einige Resultate fiir ein semilineares REISSNER-MINDLIN-System ohne
den Anteil fiir thermoelastische Dehnungen. In wurde ein vollgeddmpftes semilineares
Problem

oy + Povr — alANv — {V divo + pov + yVu + V0 = —(VP)(v) in (0,00) x Q,
U + Brur — up — y1divo = F(u) in (0,00) x Q,
0 — A0+ divo, = 0in (0,00) x Q
fir die DIRICHLET-Randbedingungen an v, # und 6 untersucht. Unter Einschrankungen an
und F wurde insbesondere die Existenz globaler schwacher Losungen bewiesen.

Die eindimensionale Version der REISSNER-MINDLIN-Platte — den TIMOSHENKO-Balken —
hat man in [57] studiert. So ldsst das System

P19t — 0(@x, P)x + per = 0in (0,00) x (0, L),

02y — b¢xx + k(QDx + IIJ) + ,Bex =0in (O,oo) X (Or L)/
030; + 7qx + 0P = 01in (0,00) x (0, L),

Toqt + ¢ + x0y = 0in (0,00) x (0,L)



3.2: Globale Existenz und Exponentielle Stabilitat 85

mit den Randbedingungen
px =19 =0=0in (0,00) x {O,L}
fiir kleine Anfangsdaten globale Losungen zu. Uberdies klingen die Losungen exponentiell ab.
Im Folgenden wollen wir die Gleichungen (3.I)-(3.10) global l6sen. Mit der Notation U =
(Uy, Uy, U3) := (v,u,w)’, ® := (6,0)', Q := (g,7)" schreiben sich die Gleichungen wie folgt
um:
p2Uy i — D'SDU; + K(Uy + VU3) + C1(VU,0,Q)VO; =0, (3.36)
P11l — divN(VUs, VU,) + C(VU,0,Q) VO, =0, (3.37)
p1Us 4 — Kdiv (VU3 + Uy) — div (N(VU;, VU)VU3) +d(VU,©, Q) Uz, = 0, (3.38)
11(VU,0,Q)0:; + b1 (VU,0,Q) divQ; + B(VU, O, Q)0,
+spur (C1(VU,0,Q)VU,) =0, (3.39)
1 (VU,0, Q)0 + b2(VU,0,Q) div Q, + spur (C2(VU,0,Q)VU,,) =0, (3.40)
A1(VU,0,Q)Q1: + B1(VU,0,Q)Q1 + 11 (VU,0,Q)VO; =0,  (341)
A2(VU,0,Q)Q¢ + B2(VU,0,Q)Q2 + b2(VU, 0,Q) VO, = 0 (3.42)

fiir (¢, x) € (0,00) x Q) mit den Rand-
U=0, Q-v=Qy-v=0in(0,00) xT (3.43)
und Anfangsbedingungen
uo,)=u’, w,)=u', 00, )=06" Q0 )=0Q%nQ. (3.44)

Selbst bei den hyperbolisch-parabolischen (s. [34]) sowie den hyperbolischen Thermoela-
stizitdtsgleichungen (s. [32] und [33]) war die Rotationsfreiheit des Verschiebungsfeldes bzw.
des Verschiebungsfeldes und des Warmeflusses unabdingbar, um das linearisierte Problem ex-
ponentiell zu stabilisieren und damit das nichtlineare Problem global 16sen zu kénnen. Ein
alternativer Zugang besteht darin, das System vollstdndig zu ddmpfen, was z. B. in [71] fiir die
hyperbolischen Thermoelastizitdtsgleichungen gemacht wurde.

In dieser Arbeit kombinieren wir die beiden Vorgehensweisen, indem wir nur die Biegungs-
komponente Uz = w durch einen Dampfungsterm stabilisieren und fiir Uy, U, Qq, Q; die
Rotationsfreiheit voraussetzen. Die Dampfung fiir w ist notig, um das nichtlineare System zur
exponentiellen Stabilitdt zu fithren, da w nicht an die Warmeleitungsgleichungen angeschlos-
sen ist (vgl. SatzR2.T.7lim Linearen).

Um die Resultate aus dem Linearen anwenden zu kénnen, wollen wir das Problem (3.36)-
(3.44) als Storung der isotropen Situation betrachten.

Voraussetzungen 3.2.1. Wir setzen voraus, dass die Nichtlinearitdten anfidnglich isotrop sind.

1. Die Funktionen N und a;,b;, A;, B;,C;, i = 1,2, seien glatt im Sinne der Voraussetzungen

BI2bzw.B.15
2. Es gelte
C1(0,0,0) = 1, C2(0,0,0) = 41, d(0,0,0) =4, $(0,0,0) = B,
a1(0,0,0) = p3, 1,(0,0,0) = g3, b1(0,0,0) = «, b>(0,0,0) =&,

A1(0,0,0) = I, A2(0,0,0) = Ty, B1(0,0,0) = 61, B»(0,0,0) = 4.

Alle Konstanten seien dabei positiv.
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Um die Stabilitdtsresultate aus dem Linearen fiir den globalen Existenzsatz anwenden zu
kénnen, benétigen wir, dass ®;, 0, in L*(Q)/{1} fiir alle t € [0, T] liegen, d. h. fQ Odx =
f q ©2dx = 0. Daher modifizieren wir die Gleichungen (B.I5)-(B.20), indem wir einige Koeffizi-
enten als linear voraussetzen:

poUy 4 — D'SDU; + K(Uy + VU3) + VO, =0, (3.45)

o1 5 — div N(VUs, VU) +5VO, = 0, (3.46)

01Uz 4 — Kdiv (VU3 + Uy) — div (VU3N(VU3, VL)) +d(VU,®, Q) Uz = 0, (3.47)
03091 +xdivQ; + pO; +ydivU;; =0, (3.48)

A1(VU,0,Q)Q1;+ B1(VU,0,Q)Q1 + kVO; =0, (3.49)

0302 + &k div Qy + g div Uy = 0, (3.50)

Ax(VU,0,Q)Qa; + B2 (VU,0,Q)Q; + kVO, = 0. (3.51)

Die Rand- und die Anfangsbedingungen bleiben unverdndert. Der Unterschied zu den
Gleichungen (3.15)-(3.20) besteht darin, dass

g, Ci=qI, GC=4% (3.52)

m=p3 Bm=p, bh=x b
konstant sind und dass die Gleichungen (3.48), (3.49) in der Divergenzform geschrieben sind.

Satz 3.2.2. Die Anfangsdaten uo, ut, @, Q° bzw. die nichtlinearen Koeffizienten erfiillen die
Voraussetzungen von Satz [3.1.8] und Korollar 3.1.9fiir s = 4. AuBlerdem gelte die Vorausset-
zung B.2Tund die Bedingung (3.52). Fiir die Anfangsdaten ®°, ®! gelte @, ©) € L?(Q))/{1},
d. h.

/Q @0dx = /Q ®Jdx = 0. (3.53)
Die im Satz[3.1.8 gegebene lokale Lésung (U, ©, Q)" zu (3.45)-@.51), (3.43), (3.44) mit
2
ue (c(o,T), (Hy ¥(Q)), U e (L3(Q))°,
k=0

SAS h C([0,T), (H* (Q)/{1})?), 90 € (L*(Q)/{1})?,
k=0

Qe h ([0, T), (HEM(Q))?),  97Q € (LX(Q)*
k=0

auf einem maximalen Existenzintervall [0, T), T > 0, erfiille die Rotationsfreiheitsbedingung

rotU; =rotU; =0in [0, T) x Q,

. (3.54)
rotQp =rotQ, =0in [0, T) x Q.

Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0 derart, dass die Losung global existiert, falls

3 2 2
) HLI"H%?M +) H@kHik,z +) HQkH%fk,z <&
k=0 k=0 k=0
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Uberdies klingt die Losung exponentiell ab, d. h. es existieren Konstante C > 0 und a« > 0 so,
dass

ZHB" B k2+2 lof(t, )13 kz+ZH3" E k2 < CemA(0)
k=0

gilt. Dabei bezeichnet || - || , die tibliche Norm des SOBOLEVschen Raumes H*”(Q)) bzw. die
daruch induzierte Norm auf dem jeweiligen Produktraum.

Beweis: Wir orientieren uns an die Vorgehensweise von Jiang et al. in [34] beim Beweis der
globalen Existenz fiir nichtlineare hyperbolisch-parabolische Thermoelastizitdtsgleichungen.
Wir definieren

Fl = O,
B = (Ciju(VU, 0, Q) — Cijia (0)) U v, fliri = 1,2,
F3 = (C3ju(VU, 0, Q) — Cajt1 (0)) U v x, — (d(VUN(VUs, VUy) — d(0,0,0))Us,

F; =0, (3.55)
F=—(A1(VU,0,Q) — A1(0,0,0)) Q1 — (B1(VU,©,Q) — B1(0,0,0))Qs,

F6 = 0,

F7 = —(Az(VU, @, Q) — Az(0,0, 0))Q2,t - (Bz(VU, @, Q) — B2<0,0, 0))Q2

und schreiben die Gleichungen (3.45)-(3.51) wie folgt um

ooUy 4 — D'SDU; + K(Uy + VU3) + VO, = F, (3.56)
o2l — D'SDU, + 5VO, = B, (3.57)

01Uz 51 — KAUz — Kdiv Uy 4 dUs; = F, (3.58)

0301 ¢ + xdiv Q1 + fO; + ydiv U, = Fy, (3.59)

10Q1s +0Q1 +xVO; = Fs, (3.60)

0302 + & div Qs + ydivlUy; = Fe, (3.61)

%0Q2¢ +0Q2 +&VO, = F. (3.62)

Unter Beachtung der Randbedingungen (3.21) sowie der Gleichungen (3.59), (3.61) bekommen
wir mit der Voraussetzung (3.53))

%/Q@z(t)dxﬂLﬁ/Q@,z(t)dx:Oin 0,T), /()@2(0)dx:0,

woraus sich @, @, € L*(Q)/{1} fiiralle t € [0, T) ergibt.
Mit der Theorie von Agmon, Douglis und Nirenberg aus [3] (vgl. auch [43] Section 2.3])
folgt die elliptische Regularitit von D’'SD, D'SD, KA. Es existiert also ein Cg¢ > 0 so, dass

161220y < Ce (ID'SDGH Ry 2 + ID'SDGol 2 + IKAGa |2 ) (3:63)

fiir k = 0,1 und alle G € (H}(Q))® mit D'SDG,, D'SDG; € (L?(Q))?, KAGs € L*(Q) gilt. Fiir
ein noch spiter zu bestimmendes a > 0 definieren wir

M(t) := e A(t).
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Ferner setzen wir

N - L. 2
L max{1,01,02,03,03,7,T0,Kx,%7,74,8} ._ 3
Q T max{l’ Cg} (mi-n{1/P1/P2/P3rﬁ3/70/f0/K/K/k/’)’r’7/d/,B} und m T 2328 Q

und finden aufgrund der Stetigkeit von M ein T’ € [0, T) so, dass
M(t) < Me? firralle t € [0, T"). (3.64)

Sei nun
T* :=sup{T' > 0| M(t) < Me* firalle t € [0, T")}.

Ist T* = T, so folgt, dass die Losung fiir alle t € [0, T) existiert. Ist ¢ > 0 hinreichend klein, so
impliziert der SOBOLEVsche Einbettungssatz, dass die Losung fiir alle ¢ € [0, T) hinreichend
klein ist. Damit kann man mit dem lokalen Existenzsatz die Losung aufierhalb des Intervalls
[0, T) fortsetzen, was der Maximalitdt von T widerspricht. Deshalb bleibt es nur, den Fall T <
T* zu betrachten. Wir wollen namlich beweisen, dass dieser Fall nicht eintreten kann, sofern ¢
hinreichend klein ist.

Unter Beachtung des SOBOLEVschen Einbettungssatzes fiir QO C R?

HY(Q) — L®(Q)
sowie der Gleichung (3.64) bekommen wir
(U, 0, Q) |20 |0:(U, ®, Q) [|1,00, 197 (U, ®, Q) || oo < Cee™""* fiir alle t € [0, T*), (3.65)

wobei die Konstante C > 0 weder von t noch von den Anfangsdaten abhangt.
Wir definieren

F(5U,0,Q) = (Wl + U2 + VUl + O] + |Q]) (1),

wobei || - || die tibliche L>-Norm auf dem jeweiligen Produktraum bezeichnet. Fasst man die
Funktion F = (Fy,...,Fy)" als eine Inhomogenitit auf und fithrt den Beweis von Satz 2.1.12]
und Satz2.2.4 fiir die inhomogenen Gleichungen (3.56)—3.62) durch, so ergibt sich
. t
F(tU,0,Q) < CF(0;U,0,Q) +C/O ENIUN + U + 0] + (1Rl (t)ds
=CF(0;U,0,Q) +R(tU,O,Q,F),

(3.66)

wobei C > 0 hier und folgend eine generische positive Konstante bezeichnet und C > 0 wie in
Satz ist. Wendet man auf die Gleichungen (3.56)-(3.62) den Operator 8’;, k=1,2, an, so
sieht man, dass (95U, 9¥®,0¥Q) den Gleichungen (3.56)-(.62) fiir die rechte Seite ofF geniigt.
Damit ergibt sich fiir k = 0,1,2

F(0{U,9{0,0;Q) < CF(0;9{U,9{0,9;Q) + R(t;9{U, 9{©,0; Q, o} F).
Fiir die obigen Abschitzungen war entscheidend, dass

F4/F6 € CZ([O’ T)/LZ(Q)/{l})
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gilt, was wegen Fy, Fs = 0 trivialerweise erfiillt ist. Unter Benutzung der LEIBNIZschen Pro-
duktregel sowie des Mittelwertsatzes der Integralrechnung folgt

ot
R(t;0fU,9[0,0{Q) < C/O IOFF(I(llofU]| + [lof e[| + [|0f@ ]| + ([0 Q1) (s)dis fiir k = 0,1,2.

Fiir k = 0,1 schitzen wir mit Hilfe der LEIBNIZschen Produktregel sowie des Mittelwertsatzes
der Integralrechnung
R(t;fU,050,05Q) < Ce?

ab, wobei die dritte Potenz von € wegen (3.65) auftritt. Es gilt z. B.

Cii(EVU,EO
Cz;kl(vu O, Q l]kl / C ]klvgu @th Q) (VUIG)I Q)dg,
woraus sich unmittelbar
IFL ]| < 1(Cia(VU, ©, Q) = Cija (0)) Uy, || < Ce?

ergibt. Der Fall k = 3 muss separat behandelt werden, da 9?F im Allgemeinen nicht existiert.
Die Terme in R(t; 8‘:’ U, Bf’@, B?Q) lassen sich aber mittels partieller Integration behandeln, so-
dass wir gar keine dritte Ableitung von F brauchen. Beispielsweise ergibt sich

t t
/0 e Fy Uy pds = — /0 e FyU (ally ¢ + Uy ) ds + ¥ Fy Uy e
2
<Ce+& Y |F(t0fU,050,05Q) — F(0;0fU,950,9Q)|.
k=0
Die letzten zwei Terme werden von den F-Termen in (3.67) absorbiert, sodass wir insgesamt
2 ~
Y F(t0fU,0{0,9{Q) < 3/2Ce* + Cé’ (3.67)
k=0

mit C wie in (3:66) fiir hinreichend kleine ¢ bekommen.
Nun miissen wir die fehlenden Terme abschitzen, um die Funktion M mittels F kontrollie-
ren zu konnen. Unter Benutzung von (3.60), (3.62) ergibt sich

IVO* = 2||Fs||? + 2||F|* + Z [[0Qus + 0Q11* + Z [ T0Qz + 5Q2|1?
< 4CA(t) + Ce furalle t € [0, T*)

n n
Hierbei haben wir die JENSENsche Ungleichung in der Spezialform ( ) ak)2 < ny a: ver-
k=1 k=1
wendet. Analog folgt mit (3.59), (3.61)

IVQI? = 2|[Eal|* + 2/ F6||* + 21|03@1 + pO1 + 7y div U o[> + Z[|302, + 7 div Une®
< 6CA(t) + Ce® furalle t € [0,T*),

wobei || div Q;|| = [|[VQ;|| wegenrot Q; = 0,i = 1,2 gilt (vgl. Satz[C.2.). Differenziert man die
Gleichungen B.59)-3.62) nach ¢, so ergibt sich analog

VO, ||> < 4CA(t) + Ce®, || VQ:||* < 6€A(t) 4 Ce
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firalle t € [0, T*). Unter Benutzung von (3.63) und B.56)-(3.58) kénnen wir ||U||3 , abschitzen:

IU|32 < Ce(|D'SDUL|* + || D'SDU|* + [[KAUs|?)
< 2C¢(||(Fy, B, B)[1?) + 8€([|Use | + [[U: > + U] + [V U|? + [ VO?)
< 32¢2A(t) 4 Cé furalle t € [0, T*).
Differenziert man (3.56)-(3.58) nach ¢, so folgt analog
[Ue|)3, < 32¢€2A(t) + Cé fiiralle t € [0, T*).
Wir wenden den Gradienten auf die Gleichungen (3.59)—(3.62) an und erhalten

V20| = 2||V(Fs, F7) |1 + 2 110V Que + 6V Qi[> + 21|50V Q2 + 5VQ2|?
< 4¢(||Qt]12 + [[VQ|?) + Ce® < 48¢2A(t) 4 Ce fiiralle t € [0, T*)

sowie

IV2QI? = 2[[V(Fy, Fs) || + & [03VO1 + BVO; + 9V div Uy 4> + 5 [|0302, + 7V div Up |
< 6C([|[VO:|* + |[VO||? + || VU |?) + Ce® < 42¢€2A(t) + Ce fiir alle t € [0, T*).

Schliefslich ergeben sich die Abschédtzungen

IVU|22 < Ce(|IVD'SDUL |2 + | VD'SDU | + | KV AU )
<2Ce([[V(Fi, By, B3)[1?) +8€([[ VU > + [VUL? + VU + [ VU + [ VZOl1?)
< 664€3A(t) + Ce® firalle t € [0, T*)

und

1Utll22 < Ce(ID'SDUL|* + [[VD'SDU|* + [|KV Al . |?)
< 2C¢([|0+(F1, B, F3)[?) + 8 ([[Uee||* + || U ||* + [ VU |* + [ VU + [ VO:]?)
< 80€3A(t) + Cé furalle t € [0, T*).
Somit gilt
M(t) < 776€3 F(t) < 1164Ce? + Ce> < M /2 + Ce>.

Nun wihlen wir ¢ > 0 so klein, dass Ce < /3 gilt. Dann folgt M(t) < 5/60 & fiir alle
t € [0, T*). Im Grenzwert bekommen wir also M(T*) < 5/6 Me> < IMe?, was der Maximalitat
von T* widerspricht. Daher muss die Losung fiir alle t > 0 existieren. Unter Beachtung von
[B.64) ergibt sich schliefllich die exponentielle Stabilitdt der Losung. ([l



Kapitel 4

Exakte Randsteuerbarkeit im Linearen

In diesem Kapitel wenden wir uns einem Steuerungsproblem fiir eine warmeleitende REIS-
SNER-MINDLIN-Platte mit hyperbolischer Warmeleitung nach CATTANEO sowie eine dissipa-
tionsfreie thermoelastische REISSNER-MINDLIN-Platte nach GREEN & NAGHDI zu. Unter einer
geometrischen Restriktion an das Gebiet geben wir die positive Antwort auf die Frage nach
exakter Randsteuerbarkeit des Systems durch NEUMANNsche Randsteuerungen, indem wir
die Surjektivitdt des Steuerungszustandsoperators L1 bzw. stetige Invertierbarkeit des dualen
Operators L} nachweisen (cf. [45], [46], ). Diesen Zugang haben wir gegeniiber dem auf
LioNs ([50], [51]) zuriickgehenden HU -Prinzip —auch (F,F’, A)-Methode genannt — be-
vorzugt. Dabei verwenden wir die im Anhang [Bl vorgestellten allgemeinen Resultate aus der
Steuerungstheorie. Ein wichtiger Unterschied zu den konventionellen Evolutionsgleichungen
besteht darin, dass wir einen schwicheren Losungsbegriff benotigen, welcher fiir kontrolltheo-
retische Anwendungen sehr wichtig ist, da die Lz—optimalen Steuerungen in der Regel sehr
irreguldr sind, wovon man sich gut anhand der typischen numerischen Graphiken {iiberzeu-
gen kann (s. z. B. [23]).

Bei einem Steuerungsroblem (auch Kontroll- oder Regelungsproblem genannt) fiir ein Sy-
stem partieller Differentialgleichungen handelt es sich um die Frage, ob man durch eine ge-
schickte Manipulation einer Steuergrofie die zum Anfangszeitpunkt in einem gegebenen Zu-
stand befindende Zustandsgrofie zum Endzeitpunkt in einen , beliebigen” vorgegebenen Ziel-
zustand tiberfithren kann. Je nach dem, ob die Steuerungsgroflen als rechte Seite oder Rand-
bedingungen auf das System einwirken, spricht man von den verteilten Steuerungerﬂ bzw.
Randsteuerungen. Wihrend sich viele Arbeiten der Existenz verteilter Steuerungen fiir par-
tielle Differentialgleichungen widmen (s. z. B. [14], [50], [51], [83], [89] usw.), gibt es keinen
einheitlichen Zugang zur Randsteuerbarkeit, vor allem fiir gekoppelte Systeme, weil solche
Abhandlungen immer auf sehr speziellen Abschédtzungen beruhen, sodass allgemeine Argu-
mente in der Regel nicht anwendbar sind, was insbesondere der Situation bei der Suche nach
der Randstabilisierung &hnelt (cf. [43]). Nachstehend wollen wir dem Leser einen Uberblick
iiber die Resultate zur Randsteuerbarkeit fiir (thermo)elastische Systeme verschaffen.

In [42] haben Lagnese und Lions rein elastische REISSNER-MINDLIN-Gleichungen im be-
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schrankten, glatt berandeten Gebiet () C R? studiert

3 _ .
%¢ff - D(l/]xlxl + 1Ty¢xzxz + 1+T]4§0%1Xz) + K(’vb + wxl) =0in (Or T) X Q/

3 _ .
%qoff - D(Goxzxz + 1Tﬂg0x1x1 + HTH¢X1XZ) + K(I’IJ + wxl) =0in (O/ T) x Q,
phwﬁ - K((wx1 + ¢)x1 + (wxz + QD)xZ) =0in (O/ T) X Q).

Fiir die folgende Wahl der Randsteuerungen wurde exakte Steuerbarkeit des Systems fiir hin-
reichend grofse T > 0 nachgewiesen:

i) NEUMANN-Randsteuerungen

w=9P=¢=0 in(0,T) x I,

K(32 + 11+ 129 = up in (0,T) x Iy,

D(n1tpy, + pv1 @y, + 52 (2, + @y )v2) = 2 in (0, T) x Ty,
D(vag, + pvathe, + 5 (P, + @, )11) = 3 in (0, T) x T,

ii) DIRICHLET-NEUMANN-Randsteuerungen

w=0v, p =03, ¢ =0v3in[0,T] x Iy,

K(32 + 119+ 129 = up in (0, T) x Iy,
D (vitpy, + pvi @x, + 58 (Y, + @x,)12) = 12 in (0, T) x Ty,
D (va@x, + HVatpy, + 58 (Y, + @x,)11) = 13 in (0, T) x Ty,

wobei Iy, I'; disjunkte, relativ offene Teilmengen des Randes 0Q) = Ty U T sind.

Fiir den Fall von DIRICHLET-NEUMANN-Randsteuerungen wird zusitzlich eine geometrische
Voraussetzung an die Geometrie von (), I'g und I'y gestellt: Es gelte TN} = & und

(x—x0)-v<O0aufly (x—xp) -v>0aufly. 4.1)

Die Bedingung (£.I) wird auch benétigt, um exakte Randsteuerbarkeit fiir die Wellengleichung
durch NEUMANNsche Randsteuerungen zu beweisen (s. [45] und Referenzen ebda).

Narukawa hat in [62] fiir die dreidimensionalen homogenen, isotropen Thermoelastizitéts-
gleichungen mit der Warmeleitung nach FOURIER

povy — uAv+ (A+pu)Vdivu —aVe =0in (0, T) x Q,
0,5 —KA9+’BdiVUt =0in <0,T) x Q.

bewiesen, dass man durch Vorschreiben der DIRICHLETschen oder ROBINschen Randsteue-
rungen sowie der homogenen DIRICHLETschen Randbedingungen die elastische Zustandsva-
riable v in einen , beliebigen” Zielzustand bringen kann. Es wurden keine Aussagen iiber die
Steuerbarkeit von 6 gemacht. Werden die Randsteuerungen durch eine iiber eine offene Menge
w C Q verteilte Steurung fiir v ersetzt, so liegen laut Zuazua (s. [88]) die exakte Steuerbarkeit
fiir v und approximative Nullsteuerbarkeit fiir 6 vor.

In der Arbeit [2] von Avalos und Lasiecka wurde eine thermoelastische Platte nach KIRCH-
HOFF mit der Warmeleitung nach FOURIER studiert (vgl. [16] fiir den Fall &« = a(x)):

Wy — YAwy + A*w + div (aV0) = 0in (0, T) x Q,

42
B0, — NG + 09 — div (aVaw,) = 0in (0, T) x Q. *.2)
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Wihlt man die Randsteurungen als Oberflichenkréfte und -momente auf I';, die ROBINschen
Randsteurungen fiir 6 auf I'; sowie die homogenen DIRICHLET-Randbedingungen auf Iy, so
folgt, dass das System in (w,w;) exakt und in 6 approximativ nullsteuerbar ist. Dabei sind
[y, I'1, T; relativ offen und disjunkt mit 9Q = ToUT; UT,, [y NT; = @ und

(x —xp)-v < 0aufTy.

Weitere Referenzen findet man in der Ubersichtsarbeit [80].

Das Ziel dieses Kapitels ist es, ein exaktes Steuerbarkeitsresultat fiir eine warmeleitende
REISSNER-MINDLIN-Platte zu beweisen. Dabei soll ein Randsteuerungsmechanismus durch
die NEUMANNschen Randsteuerungen sowohl fiir den elastischen als auch den thermischen
Anteil des Systems hergestellt werden.

4.1 Formulierung und Reduktion

Wir betrachten ein Randsteuerungsproblem fiir eine warmeleitende REISSNER-MINDLIN-Platte
mit Warmeleitung nach CATTANEO, deren Mittelbene im Referenzzustand ein beschrédnktes
Gebiet O C R? mit dem LIPSCHITZ-Rand T belegt. Die Platte sei am Randteil T befestigt
und auf Nulltemperatur gehalten. Am Randteil I'; sei sie tiber das Vorschreiben der Normal-
spannungen sowie des Warmeflusses in der Richtung der Normalen gesteuert. I'g und I'; seien
offen, disjunkt, nichtleer und erfiillen I' = I’y UT;. Das Problem der exakten Randsteuerbarkeit,
welches wir zunédchst unprazise formulieren, lautet dann wie folgt.

Problem 4.1.1. Man tiberfiihre die den REISSNER-MINDLIN-Gleichungen

p1wy — Kdiv (Vw +v) = 01n (0,00) x Q,

0201 — D'SDv + K(v+ Vw) +yV0 = 0in (0,00) x O (43)
p30; + xdivg + B0 + ydivo, = 0in (0,00) X O, )
T4t + 69 +xV8 = 0in (0,00) x O
mit den DIRICHLETschen Randbedingungen auf I'y
w = |v] =60 = 0auf (0,00) x Iy (4.4)

gehorchenden Zustandsfunktionen (w,v,0,q)" aus einem beliebigen, aber festen Anfangszu-
stand
w(0) = w?, we(0) = wt, v(0) = o0, v:(0) = ol 6(0) = 0°, q(0) = qo 4.5)

in einen gegebenen Endzustand
w(T) = w™®, wi(T) = w'?, o(T) = 0™°, v(T) = o™, O(T) = 70, g(T) = 4. (4.6)
zu einem gegebenen Zeitpunkt T > 0 durch die Wahl der Steuerungsfunktionen
(u1,uz,u3)’: [0,T] xT; - RxR?x R
fur die inhomogenen NEUMANNschen Randbedingungen auf I'y

(Vw+v) - v =uy auf (0,00) x Ty,
N'SDv — v0v = up auf (0,00) x I'q, (4.7)
q-v =uzauf (0,00) x Iy.
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Das Problem 1.7l muss natiirlich in geschickten Rdumen interpretiert werden, worauf wir
noch spiter eingehen werden. Alle Konstanten seien dabei positiv. Die Matrix S € R®>*3 sei
symmetrisch, positiv definit.

Die Tatsache, dass die Gleichungen (2.3) von gemischter Ordnung sind, erschwert deutlich
deren Behandlung. Deshalb transformieren wir sie auf ein System hyperbolischer Gleichungen
zweiter Ordnung, um die klassischen Methoden fiir die hyperbolische Randsteuerbarkeit an-
wenden zu konnen. Wir nehmen an, dass 6 und g hinreichend glatt sind, wenden auf die dritte
bzw. die vierte Gleichung in (£.3)) den Operator 0; bzw. div an und bekommen

0304 + x div g + 6 + ydivoy = 0in (0,00) X Q, 4.8)
Todivg; +ddivg + kA0 = 0in (0,00) x Q. '

Lost man die dritte Gleichung in (4.3) nach div g auf

divg = —26, — £9 — 2 divo; in (0,00) x O

und setzt das Resultat in die zweite Gleichung von (.38) ein, so folgt
po
=0

P35 0, —

1 div g, — — X divo; + kA8 = 0in (0,00) x Q. (4.9)

Lost man (4.9) nach div g; auf

divg; = pog 4 Bog 7‘5 divo; —

KTp KTy

£ A8 =0in (0,00) x Q)
und setzt das Resultat in die erste Gleichung von (.8) ein, so ergibt sich

P36 — SN0+ (22 + B0, + 20+ L divo, + v divoy = 0in (0,00) x Q. (4.10)

Nun setzen wir (4.10) in (4.3) ein und bekommen nach Verwerfen der vierten Gleichung

p1wy — Kdiv (Vw +v) = 01in (0,00) x Q,
p201t — D'SDv+ K(v+ Vw) + yV60 = 01in (0,00) x Q,
036 — K—A9+(p3o +B)6: + ﬁ‘)(H— wdlvvmt'ydlvvtt =0in (0,00) x Q.

(4.11)

Motiviert durch [40], wollen wir statt 6 dessen zeitliche Stammfunktion ¢ (¢
betrachten. Mit diesem Ansatz geht (4.11) in

p1wy — Kdiv (Vw +v) = 01n (0,
P20 — D'SDv + K(v+ Vw) + vV = 0in (0,
P30 — —Al9+ (p3o + B)Y: + ﬁ‘)ﬂ—l— 75 divo + ydivo, = 0in (0,

= Jo 6

o) x ),
o) x ),
o0) x ()

(4.12)

iiber. Schliefllich setzen wir

P35_|_‘B n':ﬁ_, /\:7_5

L) ’ 0

und finden

prwy — Kdiv (Vw +v) =01in (0,
P20y — D'SDv + K(v+ Vw) + vV = 01in (0,
P319tt — (UA@-F(XI% +7719+/\diVU+’)/diVUf =0in (O,

(4.13)

o) x (),
) x (),
o) x Q.

(4.14)
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Multipliziert man die vierte Gleichung in (4.3) skalar mit v
2 _
v
so ergeben sich mit (4.7) die Randbedingungen fiir (w, v, ¢)’

—(2g;-v+2q-v)in (0,00) x T, (4.15)

w = |v| =¥ = 0auf
(Vw +v) -v = up auf
N'SDv — y8w = uy auf
00
5=
Integriert man (&.9) iiber [0, T]

wdiv (¢(T) — (0)) — 22(6(T) — 6(0)) + (xA — £2)8(T) — L div (o(T) — 0(0)) =0,

)
)
) x Ty, (4.16)
)

so bekommt man mit @.I5) eine inhomogene elliptische Gleichung fiir ¢(T)

— (kA = BDYY(T) = 1 div (70 — ¢°) — 22(™0 — 0°) — L div (070 —2°) in O,
0T T

—8(1/ ) = _/o (Quz; + %Mg,)dt auf I'q.
Aufgrund der elliptischen Theorie (s. [49]) besitzt die Gleichung @.I7) fiir reguldre Daten im

glatt berandeten Gebiet eine eindeutige Losung 97, welche uns jetzt die Endbedingung fiir
O(T) liefert

(4.17)
%(T) = 0auf Ty,

(T) = 870
Auflerdem gilt
8;(T) = 070, (4.18)
Daher schreiben sich die Anfangs- und Endbedingungen fiir (w, v, 0) als
w(0) = w°, w;(0) = w', v(0) =°, v;(0) =o', 8(0) =0, 8;(0) = 6" (4.19)
bzw.

w(T) = w™, wi(T) = w', o(T) = 0™°, v(T) = v, HT) =810, 8,(T) =670 (4.20)
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 4.1.2. Sei (w v, 9 q)’ eine hinreichend glatte Losung von (4.3), 4.4), @.5), 4.6), 1.7). Dann
16st (w,v,9), = fo -)ds, die Gleichung @.14), (4.16), @.19), (@.20). Ist umgekehrt

(w,v, ) eine hlnrelchend glatte Losung des zweiten Problems, so 16st (w,v,6,4)" mit 6 = 9,
q(t,-) = fot e~ 0(1=5)/09,(s, -)ds das erste Problem.

Deshalb untersuchen wir im Folgenden

Problem 4.1.3. Bestimme die Steuerfunktionen (11, u, u3)": [0, T] x T'1 — R x R? x R so, dass
die Losung (w, v, 9)" des Problems
prwy — Kdiv (Vw +v) =01n (0,00) x Q,
p201 — D'SDv + K(v + Vw) + vV = 0in (0,00) x O, (4.21)
P30 — wAY +ad; + 10+ Adivo+ ydive, = 0in (0,00) x Q
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mit den Randbedingungen

w = |v] =9 = 0auf (0,00) x Ty,
(Vw+v) - v =uy auf (0,00) x T}y,
N'SDv — vy = uy auf (0,00) x Ty,

foli
5, = U auf (0,00) x I'y

und den Anfangsbedingungen

w(0) =0, w;(0) =0, v(0) =0, v:(0) =0, 6(0) =0, g(t

einen gegebenen Endzustand zum Zeitpunkt T > 0

w(T) = w', wi(T) = w™, o(T) = o0, v,(T) = o1, HT) = 870, 9,(T) = 9™

erreicht.

4.2 Losbarkeit des Inhomogenen Problems

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Losbarkeit des Problems

0)=0

p1wy — Kdiv (Vw +v) = 01in (0,00) x Q,
0201 — D'SDv + K(v + Vw) + vV = 0in (0,00) x O,
0304 — wAY +ad + %+ Adivo + ydivo; = 0in (0,00) x Q

mit den Rand-

w = |v| =¥ = 0auf (0,00) x Iy,

(Vw+v) - v =uy auf (0,00) x Iy,

N'SDv — y8w = uy auf (0,00) x Ty,
v

5, = U auf (0,00) x I'y

und Anfangsbedingungen

w(0) =0, w;(0) =0, v(0) =0, v:(0) =0, 6(0) =0, q(0) = 0.

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

Da die Randbedingungen die zeitliche Ableitung der unbekannten Funktion & enthalten, lasst
sich die Losungstheorie fiir die allgemeine Wellengleichung (s. z. B. [83]) im Gegensatz sowohl
zu den Elastizitdtsgleichungen als auch rein mechanischen REISSNER-MINDLIN-Gleichungen
nicht anwenden, weshalb wir den langeren Weg tiber die Halbgruppentheorie gehen miissen.

Im Laufe des Abschnitts benutzen wir Begriffe und Resultate aus dem Anhang[A.]l

Definiert man
V(t) := (w,v,8,wy, 01, 8:)(t),

(4.28)
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so lasst sich das Problem ({@.25)-@.27) mit Hilfe der zunéchst formal definierten Operatoren

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
o oo 0 0 0 0 1
Ap = diag (1,1,1, p1, 02, p3) KA K div 0 0 0 0 ’
—KV D'SD-K 0 0 0 -V
0 0 wA—-n 0 —gdiv 0
O 0 000 0
0O 0 000 0
- 4lo 0 000 o0
Ay =diag(LLLoue203) | o 0 000 o0 |
0O 0 000 0
0 —Adiv 0 0 0 —«
A AO+A}’I
V1 (vvl+V2) Y
Co=|Va], Ci=|N'SDV2—quV5
Vs VV3 .y
zu
Vi(t) = AV(t) in(0,00) x
CoV(t) = 0 in (0, 00) X ro/
CiV(t) = u(t) in(0,00) x Ty, “2)
V() = 0 in Q)

umschreiben. Wir definieren den HILBERTraum H := (H}O(Q))4 x (L%(Q)))* mit dem Skalar-
produkt

(V, W)y 2:K<VV1 + VZ, VW + W2>(L2(Q))z + <5DV2, DW2>(L2(Q))3 + w(VV3, VW3>L2(Q)+
o1 (VW) 1) + 02(V2, W) (12(00) 2 + 03 (VO WO) 12

und betrachten den Operator
.AQZD(A())C,H%,H, Vi AgV

mit dem Definitionsbereich

D(Ao) = {V eEH ’ AV € H,C1V = 0}
={V € (H},(Q))*| AV, AV € L2(Q), D'SDV; € (L*(Q))?,
(VVI4V?) v =0, N'SDV? —quV® =0, VV®.v = 0auf I},
wobei die NEUMANNschen Randbedingungen im schwachen Sinne (vgl. Gleichung (2.5)) er-

klart sind. Nun ist
A H—->H, V— AV

ein beschrankter Operator, sodass wir den Operator

A:DA) CH—=H, Vi (Ag+ AV (4.30)
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mit D(A) = D(Ap) definieren kénnen.
Da wir spéter eine hohere Regularitit fiir die Losung benétigen werden, stellen wir eine
Voraussetzung an den Rand.

Voraussetzung 4.2.1. Es gelte 'y NT'; = &@. Der Rand I des Gebietes () erfiille eine der folgen-
den Bedingungen:
a) T sei von der Klasse C''1.
b) T bestehe aus endlich vielen zusammenhéngenden, relativ offenen C'!-KurvenTy, ..., T,
dhTl= 6 I}, T;NT; = @,i # j. Schneiden sich I'; und T;, dann sei der innere Schnitt-

k=1
winkel a; € [5, 7).

Satz 4.2.2. Gilt die Voraussetzung @.2.)), so ist D(A) C (H?(Q))* (cf. Section 2.3.1]).

Nun wollen die Eigenschaften des Operators .Ay beschreiben.
Satz 4.2.3. Es gilt:
i) [0,00) C p(Ap).
ii) Ap und — A sind m-dissipativ.
iii) Ao ist schiefadjunigert, d. h. Aj = —A,.
iv) Aj ist m-dissipativ.

Bewelis:

i) Es reicht zu zeigen, dass 0 € p(Ap). Da p(.Ap) offen ist, muss (—A,A) C p(Ap) fiir hin-
reichend kleine A > 0 gelten. Mit Satz und der Dissipativitdt aus ii) folgt dann
[0,00) C (—A,00) C p(Ap). Wir wollen also beweisen, dass es ein C > 0 so gibt, dass zu
jedem F € H eine Losung V € D(Ap) von

AV =T (4.31)

derart existiert, dass ||V||% < C||F||% gilt. Um diese Aussage zu beweisen, wenden wir
das Lemma von LAX & MILGRAM an.

Die Gleichung (£.31) ist gleichbedeutend mit

vi=TF
Vo =F?
Ve =rp?

4.32
KAV + KdivV? = pF%, (.32

—KVV! 4+ D'SDV? — KV? - yVV® = p,F5,
WAV? — 4 divV° = p3F°.
Wir eliminieren V#, V>, V® aus (.32) und bekommen
KAV! + KdivV? = F! := oy F4,
—KVV! 4+ D'SDV? — KV? = F% := 0, F5 + yVF?, (4.33)
WAV3 = 3 := p3F® + ydiv F?,
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wobei (V1, V2, V3)" € H, (Q) x (Hf, (Q))* x Hf (Q) mit
(VVI4+V2).v=0 N'SDV?2=uF?, VV3.v=0aufly,
wobei F3|r, € H'2(T1). Das inhomogene elliptische Problem

D'SD® =0in Q,
® = 0aufl,
N'SD® = yvF? auf I'y

besitzt nach [3] eine eindeutige Losung ® € (H2(Q) N H%O(()))2 mit |||y <
Ce || F?[| (p11(qay2 fiir ein von F? unabhéngiges C¢ > 0. Setzt man V := (V!, V2 — @, %)/, so

folgt, dass (£.33) zu
KAV! + KdivV? = F!
—KVV!+D'SDV? — KV? = F?, (4.34)
wAV? = F3

furVevy dquivalent ist, wobei
V:={V e H} (Q) x (H{,(Q))* x HL (Q) [ (VV' + V%) -v =0,
N'SDV? =0, VV? v =0auf I}

mit dem {iblichen Skalarprodukt von (H!(Q)))* versehen sei. Die NEUMANNschen Rand-
bedingungen sind im schwachen Sinne zu verstehen.

Wir definieren den Raum
= L*(Q) x (L2(Q))? x L2(QQ),
mutliplizieren @34) skalar in L2(Q) x (L?(Q)))? x L*(Q)) miteinem W = (W!, W2, W3)’ €
H, und erhalten
a(V,W) = (F, W)z, (4.35)
wobei F = (F!, F?,F3)" € H{ und die symmetrische Bilinearform a: H x H — R mittels
a(V,W) = K(VV! + V2, VW' + W?) + (SDV?, DW?) 4+ w(V V3, VIW?)

erkldrt ist. Mit der 1. POINCAREschen und der KORNschen Ungleichung aus Satz [2.1.4]
folgt die Stetigkeit sowie die Koerzivitdt von a. Damit existiert ein eindeutiges Vevy,
welches (£.35) 16st und fiir welches

IVlly < CallFll
gilt, wobei C, > 0 nicht von E abhangt. Fiir
V= (W, Va+®,V3,Fy, Fs, Fs)'
folgt dann V € D(Ap) und AgV = F. AuBlerdem ist V eindeutig bestimmt und es gilt

V]l < max{Cs, Ce, 1}[|F|l3:
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ii) Furalle V € D(Ap) folgt mit partieller Integration
<.A()V, V>’H :K<VV4 + V5, VV] + V2>(L2(Q))2 + w(SDV5,DV2>(L2(Q))3+
(VVs, VV3>(L2(Q))2 + (KAV; + Kdiv V3, V4>L2(Q)+
<—KVV1 + D,SDVZ — KVZ — ’)/VV(,, V5>(L2(Q))2 -+ <CUAV3 — ’)’diV V5, V6>L2(Q)
=0.

Also sind A und — A dissipativ. Mit i) folgt die Dissipativitdt von Ag. Weil A € p(—.Ay)
fur hinreichend kleine A > 0 gilt, ist —.Ap auch m-dissipativ.

iii) Die Aussage folgt mit Satz[A.1.11]
iv) Die Aussage folgt mit ii) und iii).

Dies beendet den Beweis. ]

Korollar 4.2.4.
i) Apund Aj erzeugen C°-Kontraktionshalbgruppen (So(t))e>0 bzw. (Sj(t))e=0 auf H.
ii) A und A* erzeugen C°-Halbgruppen (S(t));>0 bzw. (S*(t));>0 auf H. Ferner gilt die

Abschitzung
1S* (D]l cz) = IS | ey < elAleoot far £ > 0.
Beweis: Die Behauptung folgt mit Satz4.2.3und [A.T.13 O

Wir folgen der Vorgehensweise im Anhang|[A.]1.3l und definieren den Extrapolationsraum
H_4 als Abschluss von H bzgl. der Norm

Il = 14" I

sowie den Raum D(Af)" als den zu D(.A{) bzgl. H dualen Raum, d. h., D(.A{)’ ist der Ab-
schluss von H bzgl. der Norm

X
[ Tyr———— M—”f’
xeD(A\{0} 1M IID(AY)

wobei || - [[p(as) = [[Ap - [l Die Rdume H_; und D(Aj) sind isomorph (s. [46] Section 0.3]).
Auflerdem gilt
D(Ay) = H < H_1,

wobei die Einbettungen stetig und dicht sind.
Der Operator A ldsst sich zu einem m-dissipativen Operator

./40,,12 H — 'Hf]

fortsetzen. Da A = Ao + A, gilt und A, eine beschrankte Storung von A ist, existiert ebenfalls
eine Erweiterung
A_1: H — 7'[_1

von A. Es gilt
Ho1 D (L))" x ((H(Q))*
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Satz 4.2.5. Es gilt:

i) Zu jedem u € (L*(T1))* existiert eine eindeutige Losung V € (H*(Q) N H%O(Q))4 X
(H{,(©)))* des Randwertproblems

AV =0in Q,
C()V = 0 auf ro, (4.36)
C1V =uaufly,

wobei die Randbedingungen nicht nur im schwachen Sinne, sondern auch im Sinne der
Existenz eines stetigen Spuroperators

(Co,C1)': (H*(Q))* x (HY(Q))* — (L*(To))* x (LX(T1))*, V= (CoV, GV
erfiillt sind.
ii) Die durch R: u — V,, definierte Abbildung ist stetig, d. h. es gibt ein Cxz > 0 so, dass

||Ru||(H3/2(Q))4><(H1(Q))4 < CRH”H(LZ(Fl))‘l fur alle u € (LZ(F1))4.

Beweis: Mit (.36) folgt

V=V =V®=0inQ,

KAV +KdivV? =0in Q,

—KVV! +D'SDV? —KV? —9VV® =0inQ,
wAV? —4divV® =0in Q.

(4.37)

Elliminiert man V*#, V5, V®, so ergibt sich ein inhomogenes elliptisches Randwertproblem

KAV! +KdivV?=0inQ,
—KVV!+D'SDV? — KV? =0in Q,
wAV? =0in Q, (4.38)
Vi=0, Vo, =0, V3 =0aufl),
(VVI4V2) v =uy, N'SDV? = up, VV? . v = uz auf I'y.
(@.38) ist ein regulires elliptisches Problem in Sinne von [3] (vgl. auch [43] Section 2.3.1]), wel-

ches durch ein (Vy, V5, V3) € (H”?(Q))* 16sbar ist. Der Losungsoperator ist linear und stetig,
d. h., es gibt eine Konstante C¢ > 0 so, dass

1V, Vo, Va) | ppreayys < Cellull n2(ry )

gilt. Desweiterenist V = (Vi, V5, V3,0,0,0)" € (H2(Q) NH{ (Q))* x (H{ (Q))* die eindeutige
Losung des urspriinglichen Problems (#.36) und der Operator R ist stetig mit der Stetigkeits-
konstante Cg¢. Die Existenz und Stetigkeit von (Cp, C1)’ folgt dann mit den klassischen SOBO-
LEVschen Spursitzen (s. z. B. [1], [49]). O
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Nun kénnen wir den Begriff einer schwachen Losung des Problems @.29) erkléren. Ist V eine
klassische Losung von (£29), dann ist V — Ru € D(.A) und es gilt

Vi+ A(V —Ru) =0in C°([0, T], H),
V(0) =0.

Insbesondere folgt dann wegen A_1Ru = Ay _1Ru

Vi+ A1V = Ao,_fRu in LZ([O, T],H_1),

V(0) = 0. (4.39)

Dies fiihrt zur Definition der schwachen Losung von (£.29).
Definition 4.2.6. Seiu € L?((0,T), (L?(T'1))*). Eine Funktion
V € HY((0,T),H_1),

welche eine milde Losung der Gleichung (4.39) auf #_; darstellt (s. Definition [A.1.T)), heif3t
eine schwache Lbsun£ von (4.29).

Wir definieren den Steuerungsraum ¢/ := (L?(T';))* und den Steuerungsoperator
B:U—H_, u— Ayp_1Ru.
Offensichtlich ist B € L(U, H_1).

Lemma 4.2.7. Der zu B bzgl. H_; duale Operator lautet
B :D(A*) - U, V= ((A7'V)L (A7) (A7),
Beweis: Seien u € Y und V € D(A*). Zur Abkiirzung setzen wir
Ru=W= (W', W2 W?0,00), A'V=uU= U, U?usuu,usy
(vgl. Satz[£.2.5) und erhalten unter Beachtung von A} = — Ay
(Bu, V)gy_, = (Ao, 1Ru, V), = (A5 1V, Ruyy_, = (AgV, Ru)y_,
=((Ao) TAGV, (Ao) "Ry = —(V, (Ao) "Ry = (Ay'V, Ru)y
=K(VU" 4+ U*, VW' + W?) 1212 + (SDU?, DW?) (12(0y) 5 + w(VU?, VIW?) (1202
=K(VU", VW) (12(q) 2 + K(VU', W?) 120y )2 + K(U?, VW) (120 2+
K(U? W?) (12(qy)2 + (SDUZ, DW?) (12(qy) s + w(VU>, VIW?) (12102
= — KU, AW 12y — K(U?, div W?) 2 + K(U?, VW) (12002 +
K(U? W?) (12(qy)2 — (U?, D'SDW?) (122 — (U, AW?) 2y
KU v (VW + W) 1ar,) + (U N'SDW?) (1212 + (U3, v - VIW?) 121
=(U, AgW)y + (U, U, UP) |1, u)y = (U, U, UP) [ry, u)y =: (B*V, u)y.
Damit folgt die Behauptung. O

Desweiteren folgt unter Beachtung von B € L(U, H 1)

3Diese Losung wird manchmal auch Extrapolationslésung genannt.
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Satz 4.2.8. Es existiert eine eindeutige schwache Losung V € H([0, T],H_1) von #39).

Bemerkung 4.2.9. Es seiangemerkt, dass der Steuerungsoperator 3 nicht zuldssig im Sinne der
Definition [B.1.4]ist. Dies bedeutet aber keineswegs, dass das Steuerungsproblem nicht lésbar
ist. Dass B nicht zuldssig ist, fithrt nur dazu, dass die Abbildung u — V unstetig in der Topo-
logie von C%(U,H) ist und dass die Funktion V den Raum H auf dem Weg zum gewiinschten
Endzustand verlassen kann. Es ist aber trotzdem sinnvoll, das Steuerungsproblem ausgerech-
net im Raum H zu betrachten, da dieser dem Energieraum entspricht und deshalb vom physi-
kalischen Interesse ist.

Die selben Schwierigkeiten treten auch beim NEUMANNschen Randsteuerungsproblem fiir
die Wellengleichung auf. Betrachtet man z. B. wie in [45] das Problem

wtt—Aw:Oin (O,T) X Q,
w(0,-) = w?, w(0,-) = w' in O,
w=0in (0,T) x Iy,
Jw

= =uin (0,T) T

mit u € L*((0,T),L*(T'1)), so liegt w(T) im Allgemeinen in einem Raum Z, welcher strikt
grofler als H(Q)) x L?(Q)) ist und sogar vom Gebiet Q) abhingt. So gilt insbesondere

e Z=H?3(Q) x HY3(Q), falls O = B(0, R),
e Z D H3¥*¢(Q) x HV/47¢(Q), & > 0 hinreichend klein, falls Q = (a,b) x (c,d).

4.3 Exakte Steuerbarkeit

In diesem Abschnitt wollen wir beweisen, dass das System [@.25)-(#.27) exakt steuerbar ist.
Dabei bedienen wir uns der Methoden aus Anhang[Bl Im Folgenden gehen wir von einer iso-
Voraussetzung 4.3.1. Fiir D > 0, u € (0, 3) gelte

tropen Platte aus.
1 0
S=D|u 0 .
1—
0 =t

Unter gewissen Voraussetzungen besagt das RUSSELLsche Prinzip (s. [72, Chapter 5]): kann
man ein konservatives hyperbolisches System zweiter Ordnung durch Randkopplungen expo-
nentiell stabilisieren, dann ist das System auch exakt steuerbar, sollten die Kopplungen durch
Randsteuerungen ersetzt werden. In manchen Féllen ist sogar die Umkehrung giiltig (s. [87]).
Da es sich bei den Gleichungen

O ==

p1wy — Kdiv (Vw +v) = 01n (0,00) x ),
0201 — D'SDv + K(v + Vw) + vV = 0in (0,00) x O, (4.40)
0304 — wAY + ydivo, = 01in (0,00) x Q)
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mit den Randbedingungen

w = |v] =9 = 0auf (0,00) x Iy,
(Vw+v)-v=0auf (0,00) x Iy,
N'SDv — 48w = 0 auf (0,00) x Ty,
0
81/ (0, OO) X 1—'1
um ein nicht konservatives System handelt, da fiir die in (4.44) definierte natiirliche Energie £
(;jté’( =—a /Q 19;2dx+}\/0 divo - 9;dx

gilt, ist das RUSSELLsche Prinzip leider nicht anwendbar, sodass wir das System gesondert
untersuchen miissen.

4.3.1 Eine Energieabschitzung
Wir betrachten die homogene Version des Problems @.25)-@.27), welche sich als
p1wy — Kdiv (Vw +v) =0in (0,00) x Q,
0201 — D'SDv + K(v + Vw) + vV = 0in (0,00) x O, (4.41)
304 — wAY +ad + %+ Adivo + ydivo; = 0in (0,00) x Q
mit den Rand-
w = |v] =9 =0auf (0,00) x I,
(Vw+0)-v=0auf (0,00) x T},
N'SDv — vy = 0 auf (0,00) x T, (4.42)

folig
3, = 0 auf (0,00) x T

und Anfangsbedingungen
w(0) = w’, wi(0) = w', v(0) =°, v;(0) =o', 8(0) = 8°, 8,(0) = ' (4.43)
schreibt. Die zu (@.41)-(@.42) gehorige Energie lautet

1
E(t) =5 /Qplwf + 2|vs? + 0307 + K|Vw + 0|2 + |VSDo|? + w| VO] + no*dx.  (4.44)

Mit dem in der Gleichung (@.30) eingefiihrten Operator A ldsst sich ({.41)—(@.43) als ein System
erster Ordnung umschreiben

Vi(t) = AV(t) furt >0, V(0) =V’ (4.45)
wobei
V(t) := (w,0,0,w,0:,9)(t), V= (0% w0, 8.

Da der Operator A nach Korollar .24 eine C°-Halbgruppe (S(t)):>0 auf H erzeugt, ist das Pro-
blem (#.45) durch V(t) = S(t) V' eindeutig 16sbar, sodass die Unbekannten (w, v, 9)" eindeutig
bestimmt sind. Uberdies gilt

£(t) = LIV (IR, furt > 0.
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Satz 4.3.2. Es gelte A < 2a. Dann gibt es Konstanten und «1, a2 > 0 so, dass
E(0)e Mt < E(t) < £(0)e™ fiir alle t > 0 gilt.

Beweis: Multipliziert man die Gleichungen in @42) skalar in L?(Q)), (L*(Q)))?, L?(Q) mit wy,
v¢ bzw. 0; und integriert partiell, so folgt

e = / a92dx + A / div o - B:dx, (4.46)
dt Q Q

was wir mit der YOUNGschen sowie der KORNschen Ungleichung (s. Satz[2.1.4)

d .
SE < —/Q(zx — 1)y + 2 /Q(d1vv)2dx < %/Q VSDoPdx < A-£(1)
abschidtzen konnen. Unter Verwendung des GRONWALLschen Lemmas bekommen wir
E(t) < e™E(0) furt >0,
wobei ay = % Analog ergibt sich mit (4.46)

AN 92 2
1t5<t) / (lx+ 2) tdx A/ ‘ v‘ dx

A_A
Ay 92 A ’ max{Hz,r}
> _/Q(lX‘Ff)ﬁth—m/Q’\/g’DU’ dx > —WSU)

und damit auch
E(t) > E(0)e ™! fur t > 0,

max {tx-l—%,%’l}

wobei aq 1= P

Korollar 4.3.3. Firall t > 0und Vp € D(A) = D(A*) gilt
IVoll3e" < IS VoIl = 11S™ () Vollg, < [1Voll5e,

wobei (S*(t))>o die zu (S(t))i>o duale C°-Halbgruppe bezeichnet.

4.3.2 Beobachtbarkeitsungleichung und Exakte Steuerbarkeit

Um die Losbarkeit des exakten RandsteuerungsproblemsE.1.3]in der Klasse der L2-Steuerungen
zu beweisen, gentigt nach Satz[B.2.3|zu zeigen, dass der zum Steuerungszustandsoperator

T
Lr: 12((0,T), (L2T))Y) = H, urs / S_\(T — t)Bu(t)dt
0
duale Operator L fiir hinreichend groie T > 0 einen stetigen Inversen besitzt, wobei (S_1(t))¢>0
die Erweiterung von (S(t));>0 auf H_; bezeichnet (s. Satz [A.1.20). Ist B ein zuldssiger Steue-

rungsoperator, so ist diese Bedingung dazu dquivalent, dass fiir das duale Problem die soge-
nannte Beobachtbarkeitsungleichung

T
/O 1B*S* (1) Voll2,dt > Crl|Voll2, fiir alle Vo € D(A*)
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mit einem Cr > 0 gilt. Die Halbgruppe (S*(t)):>0 stellt den Losungsoperator fiir die Gleichung
Vi(t) = A*V(t) firt >0, V(0) =V’
dar. Unter Beachtung der Struktur von A*
A=A+ Al = Ao+ A7,

wobei A ein beschrinkter Operator ist, bekommen wir wegen @.28) ein dquivalentes System
zweiter Ordnung

p1wit — K((Wy, + ), + (Wy, + @)xy) + R1(E,VE, Er) =0,
o2 = Dy + 5 e + S Pra) + KW+ 00) + 90 + RaE VEE) =0 )
P2Pt — D<§0x2x2 + l7Tﬂ§03€13€1 + HTHlpxlxz) + K(ll) + wxl> + 7191‘362 + R3<€ VC Ct) 0'
P30 — WA + ad + 7 (P, + Prvy) + Ra(G, VE, &) =0
in (0,T) x Q) mit den Rand-
w=9P=¢=0in(0,T) x Ty,
K(%2 + 11 +129) =0in [0, T] x Ty,
( 19 +129) [0, T] x Ty w49
(V1¢x1 + 1@, + 2 (IIJXz + qoxl)VZ) =0in ( ’ T) x T,
(VngxZ + pvaipy + 2 (IIJXz + q)xl)vl) =0in ( ,T) x I
und den Anfangsbedingungen
0) =’ w', (0
o0) =% (0) <!, $00) = . 40) = ¢ o

9(0) = ¢°, 9:(0) = ', 8(0) = 8°, 9,(0) = 9",
wobei ¢ = (w, ¢, ¢, ¥)" und
R = (Ri,...,Ra)"s (HE, (Q))* x (L(Q))2 x (L2(Q))* — (L*(Q))*

ein beschréankter linearer Operator ist, welcher entsprechend durch A; definiert ist.
Ferner erkldren wir die Rdume

X o= (LX(Q))Y V= (Hp,(Q)*
mit der tiblichen Produkttopologie und fiihren die Bilinearformc¢: X x X — R,
(w,0,9;,9,8) — p1 /Q wivdx + o /Q v odx + p /Q 9ddx,
sowie die Bilinearforma: V x V — R,
(w,v,9;W,9,8) — (Kay + ar + a3)(w, v, %, W, 9, 9),

ein, wobei

av: (w,, 9,0 D, 9,¢,9) — /Q [(ws, + ) (D, + ) + (ws, + 9) (s, + §)]dx,

ay: (w, 9, 9,9 ©,P,d,0) —

D /Q (Y515, + P Py + s, Py + U, Py + liT”(@’)xz + @x) (Y, + Py ] dx,

as: (w, 9, 9,8; B, 9, $,9) >—>w/ w-v@dxm/ 9ddx.
(@) (@)
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Definition 4.3.4. Sei xg € R? und sei m: R?> — R?, x — x — xg. Wir definieren die Funktionale
1 /T _
[ [ DI + s 2 — (04 )
— (14 1) (s + 1290)?] + K(w? + w3, — 2w?) + wd?}dIdt,
2 / /Fl {D lpxl + ¢x1 + 2 (lpxz + qoxl) + 2]’”’/]3& Qoxz]
+K[(p + wy,)* + (¢ + wy,)?] + w|VO* + 87 }dTdt,

2/ /r let + 02(y7 + ¢7) +P?>192}drdt
1

Lemma 4.3.5. Zu jedem T > 0 existieren cr > 0 und Cr > 0 so, dass die Lésung (w, ¢, ¢, ¢)’
des Problems (4.47)-(4.49) der Ungleichung

Cr&o<h—T1—Jo—Jy (4.50)

gleichméBig in v € [0, cr| fiir alle Anfangsdaten gentigt, falls
A < 2a und min{max{l,\\m\\w}max{l,a,'y,/\}%%, ’y} cr

gilt, wobei ||m||2, := ||m]|? und

~(OR?)
T
J, = ¢, max{1, Hmugo}/o /r (19¢(w, , 9, 8)|* + |V (w, , ¢, 8)'|?)dT') dxdt (4.51)
1
fiir ein ¢, mit ¢, — 0 fiir v — 0.

Beweis: Zur Abkiirzung setzen wir & := (w, ¥, ¢,9)’, & := (@, $, ¢, 3)’, multiplizieren die Glei-
chung @.47) skalar in (L2(Q))* mit ¢ € (H!(Q))* und finden mit partieller Integration

(8w, ) +a(G,¢) —K/F w,®dI’ — %/r (1= 1)y + (1 + p)vi (s, + 9y) | AT
- %/r (1 =) eu + (14 p)va(hy, + ¢x,) ] @dT — w . 0, 0dr (4.52)

7 [ B+ 00+ 91+ pB)dr+ [ R(E VE L) -2dx =0

Wir substituieren ¢ = (@, 9, P, 19)’ = (Vw-v,V¢-v,Vo-u Vo v), setzen dies in (A52) ein,

integrieren iiber die Zeitvariable und finden

I+1;+ I, + 1, +1Ig = /OTC(Ctt, é) +a(g, é)dt
T T
N K/o e v)wydldt — 2 /O /FO (1= )y + (1 + v (px, + Pr,)] (m - v) 9, dTdE
b [T T ,
-5 /0 /Fo (1= p)pu + (T4 ) va(tpr, + @x,)] (1 - v) @y dldt — w/o Fo(m -v)82dTdt (4.53)

T ,
1 [ Oy () 4 8oy 1 ) s (- V9) + s (- V)l

T
+/ /R.édxdt:o.
0 @)

Nun formen wir die Integrale in .53) geschickt um.
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i) Wir beginnen mit I, und sehen uns einen typischen Term genau an. Mit partieller Inte-
gration folgt

T T T
K/ /wﬁ(m-Vw)dxdt:K/ wt(m-Vw)dx‘ —K/ / we(m - Vw)dxdt
0 Ja 0 0 0o Jo
- T T T ,
:K/ wt(m.Vw)dx‘ —|—K/ /w%dxdt—%/ / div (mw?)dxdt
0 0 0o Ja 0 Ja
T T
:K/ wt(m-Vw)dx‘ —|—K/ /w%dxdt—%/ (m - v)w?dldt,
0 0 0 Jo r,
wobei wir die Identitat
/ div(mw%)dx:/(divm)w%—l—2wt(th dx—2/ w?dx + 2w (Vw; - m)dx
0 0

benutzt haben. Formt man die restlichen Terme analog um, so folgt

T
I.=) —|—/0 c(wt,zpt, Pt, ﬁt dt — —/ A m-v {plwt +P2(¢t + §0t +p3192}dfdt
1

T
=Y+ /0 c(we, Pr, pr, O)dt — Jo, (4.54)

wobei Y1 = [ {prw(m - Vw) + poips(m - Vp) + pogi(m - V) + p3d(m - Vﬁ)}dx‘z.

ii) Nun analysieren wir die Terme in I,. Die Bilinearformen a; und a; lassen sich dabei ge-
nauso wie in [42], Theorem 4.1, behandeln. Man bekommt

am(w, ¢, 9,9 m-Nw,m-V,m-Ve,m-V0)
:D/Q(l/)—l—wxl)(m-l/)—l—(m-Vw)xl)—l—(qo—l—wa)(m-Vq)—I—(m-Vw)x,_)dx

> /o div {m[(ws, +9)* + (wx, + ¢)°] pdx - /Q [(wa, + )¢ + (wy, + @) ] dx
: /rl(m V) {m[(we +9)* + (we, + 9)"] Jdx + 3 /ro<m V)| Vawdr—

[ (s + 90+ (0 + )]

Analog folgt
a(w, ¥, 9,9 m-Vw,m-Vp,m-Veo,m-V0I)
=D [ [ (- V), + @ (1 V) + pitp (- V@), + iy (- Vs,
SE (r, + @2, (- V), + (m- V), )] dx

= %/ V{m 1Px1 + (sz + 2y, @x, + 1 = SE (Y, + 9y) ]}dx

Sllej

div {m ¢x1 + q)xz + 2‘u¢xl Px, + 2 (IIJXz + q)xl ] }dr‘
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Im Gegensatz zur rein mechanischen Situation in [42] miissen wir noch a3 umzuformen.
Triviale Identitdten

VY-V(m- Vo) =2|VOP + (VO-m)AY,
div (m|V9|?) = 2|V8|* +2(m - VI)ASY,
div (m®?) = 20%> +2(m - V©)o
liefern
az(w, 9,0 m-Nw,m-Vip,m-NVeo,m-V0O) =w /Q V-V(m-9)+nd(m-Vo)dx
= %/ div (m|V98|?) dx+cu/ \Vﬁ\zdx—f—l/ div (md?) dx—Hy/ #2dx

_w/ VP dx + & / m-v ]Vﬁ]zdf—i—n/ #?dx + 1 / m-v)9>dr.

Zusammenfassen ergibt
T T
/ a(w,, ¢, % m-NVw,m-Vip,m-Veo,m-Vo)dt = | +%/ / (m-v)
0 0 Jro
{KIVWl® + D3, + g7, + 2P, 9, + 7" (P, + 90)?] + | VO hdTdt (4.55)
T , T
cu/ / VO [2dxdt — K/ / [(wy, + )¢ + (wx, + @) p|dxdt.
0 Jo 0 Ja
iii) Wegen ¢y, = vipy, ¢x, = vi@y, i = 1,2, folgt

//mvww+[ (W + )+
(14 ) (vipy + v2900)?] + w?; }dTdE.

(4.56)

iv) Ein weiterer Unterschied zu den rein elastischen Gleichungen ist der Kopplungterm I,.
Diesen kann man wie folgt behandeln

L, =y /T/ (Otxy (1 - V) + Oty (m - VP) + W, (m - V) + s, (m - VI))dxdt
—')’/ / O, (m - Vip) — Oy (m - Vpy) + Py, (m - VO) + Ppy, (m - V) )dxdt + Y’

:7A \/(’) { - ﬁx1m2¢txz - ﬁxzmlq)txl + ¢tme]I9xl + l/]txlmzﬁxz}dxdt + Y/ = Y. (4.57)

Die Funktionale Y’, Y enthalten die bei der partiellen Integration entstehenden Randter-
me. So gilt

~ : T
V= [ (8- V) + By (- V) 4ty (1 V) + s (- V9))dx|
und

_ 5 T
Y =Y+ ’Y/ / Pi0y, + @0y, dxdt
0 Ja (4.58)

T
* r)//O /1” —Ox MoV + Prvimal, — Grymi@ivy + @rvpmy Oy, dI'de
1
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Mit Satz[d.3.2]ergibt sich die Abschitzung

B T ,
Y| §cn,max{l,HmHoo}(Te"‘zTg(O)-i—/o /r<lct!2+\vgy-’~)dr)dxdt:: CyE(0) + Jy,

wobei c, — 0,a; — 0 fiir v — 0.

v) Da fiir R wegen der Stetigkeit von A,

R(S,VE, &) < max{a, v, A([IE]l 12y + VSl (12(0))e<2) + max{a, v, A ([[Gt] (12(0r))e

gilt, bekommen wir unter Beachtung von

[ lm-VfPRax < mll [ V5Pt £ € {w,4,9,0)

die Abschédtzung

T
1 max{py,0,03}
T+ 123)/05(t)dt

I (£)] < max{1, ||m||3} max{a, v, A} J Dl puinl

Sl
min{p1,02,03

T (4.59)
=: CR/ E(t)dt fiurt € [0,T],

0

wobei ¢ > 0 zunéchst beliebig ist.

Fasst man ({.53), (@.54), (@.55) und (@.56) zusammen, so folgt
T T T
,,,19dt/ ,,,ﬁdt// ; ; dxdt
| et pogu00dt+ [Casw g o)t [0 [ (o + )yt (o + glpldrdt

+Yi+Y+Ir=Nh—J1i—Jo— ]

Um die im Satz behauptete Aussage zu beweisen, bleibt uns die Storterme auf der linken Seite
von [.60) zu beseitigen oder geschickt abzuschétzen sowie ein Vielfaches von a(wy, 1, ¢, 9t)
durch geschickte Wahl von @, ¢, ¢, ¢ zu produzieren. Dabei richten wir uns zum Teil an den
Beweis von [42, Theorem 4.1].

i’) Wir setzen also @ = w, ) = ¢ = ¢ = 0 in (@52) ein und erhalten nach partieller Integra-
tion

T T

T
wobei Yo = p1 [ wwtdx‘o.

ii’) Die Wahl® =0, $ = ¢, § = ¢, & = 0 fithrt zu

T T
o2 [ (Wi pPdxdt = [ m(ew,p, g, 0)dt

. (4.62)
— K/O /Q [(wy, + )¢ + (wx, + @)p|dxdt — Y3 =0

T
mit Y3 = 02 [o, [rp + qvtqv]dX\o-
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Sei ¢ > 0 beliebig. Nun multiplizieren wir (.61) mit ¢, (£.62) mit 1 — ¢, ziehen das Resultat von
(@60) ab und finden

T

T T
(1—2e) pl/ / w%dxdt+s/ c(wt,1pt,got,19t)dt+(1—e)/ a (w, ¥, @, 9)dt
0

+/ az(w, P, ¢, 0 dt+£K/ / w? +w — ¢*)dxdt
+Y1+8Y2+(1—£)Y3+Y—]2—]1—]0—]7-

(4.63)

Wendet man die YOUNGsche Ungleichung an
Wy, 1wy, = 3[(wn +9)° + (we, + 9)°] - (9 + 97),
so folgt mit der KORNschen Ungleichung
! 2 2 2_ 2 e« [T ! 2, 2
eK/O /Q(wxquwa—glJ — ¢°)dxdt > 7/0 am(w, P, ¢, 0) +sK/ / P+ ¢°)dxdt
T
> TK/O ai(w, 9, 9,8) + & / @+ ¢)dxat

Damit ldsst sich (£.63) wie folgt abschitzen

T , T T
(1 —2£)p1/0 /Q w%dxdt—i—s/o c(w, Pr, @, Bp)dt + [(1—¢) — Cgf ]/0 ay(w, ¥, ¢, 0)dt

T T
—1—%/0 ax(w, P, @, l9)dt—|—/0 az(w, ¥, @, 9)dt (4.64)
+1R—|—Yl—|—€Y2—|—(1—€)Y3 <h-"h —]0—]7.
Nun wihlen wir € > 0 so klein, dass
Ce:=min {1 —2¢¢ (1 —¢) — £~ —} > 0.
Dann folgt offensichtlich
T
cg/o WA+ Y1 +eYa+ (1—e)Ys+ I < Ja—J1—Jo— ) (4.65)
Mit Satz[A32]kénnen wir Y = Y1 + €Yo + (1 —¢) Y3
T
Y| << (01007 + 02(7 + @1)* + p387) + F max{p1, p2, p3} | (w, ¢, 9, 9)' !!%Lz(g))4) .
{01,02,05) T
<(&+ dptpt e ()| (4.66)

<(1+enT) (¢ + S melpnesl ) £ (0) = CyE(0)

fiir ein ¢ > 0 abschétzen. Unter Benutzung von #.59) und @.69) erhalten wir

T
(Ce — CR)/O EOA LYY < Ji—Jo— ) (4.67)
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Nun wenden wir den Satz auf (£.67) und (@.66) an und bekommen schlieSlich
Cré(0) = (15" (Ce — Cr) = (Cy +C3) )EO) < o= 1 = Jo — -

/ max{py,02,03}
’ min{K,D,w,n} >0

v eventuell so verkleinert, dass Ct > 0

Seien T, a > 0 fest. Wir wahlen & > 0 so klein, dass C¢ > 0 gilt. Ferner seien ¢

r max{p1,02.03}
’ min{K,D,w,1}’

gilt (zu beachten ist, dass a1 in y monoton falled ist). Die Konstantenwahl war nach Vorausset-
zung moglich. 0

so klein, dass Cr < Cg ist. Dann werden ¢

Bemerkung 4.3.6. Wenn man die genaue Gestalt von R4 = a;8¥; im Beweis von Lemma 4.3.5)
ausnutzt, kann man die Voraussetzungen von Lemma abschwichen: Es muss gelten A <
2x und

max { max{1, |m||e } max{1, ’y,/\}%, max{1, ||m||oo}max{1,oc}m, 'y} <ecr,

indem man die Parameter « und K, D voneinander entkoppelt. Diese Voraussetzung ist z. B.
von hinreichend diinnen Platten (Plattendicke # — 0 und damit p;, po — 0), deren Relaxations-
parameter (proportional zu 1p) und Warmedehnungskoeffizient (proportional zu ) geniigend
klein sind, erfiillt.

Voraussetzung 4.3.7. Damit die Funktionale ]y, [1, J> auf I'g bzw. I'; positiv sind, benétigen wir

eine geometrische Voraussetzung an die Mengen I'y und T'q: Es existiere ein xo € IR so, dass
m-v < 0aufI'ound m-v > o auf I' gilt. (4.68)

Ein Tripel (Q), Ty, T'1) mit der Eigenschaft (4.68) heif3t stark sternkomplementér-sternférmig.

Die Bedingung4.3.7/findet man typischerweise in der Literatur iiber die Randwertsteuerbarkeit
von hyperbolischen Systemen durch ROBINsche oder NEUMANNsche Randsteuerungen (cf.
(110, [42], [43], [45]). Gleichung (#.68) hat ihren Ursprung in der Streutheorie: es besteht ein
Zusammenhang zwischen der Energiedissipation und der Streuung durch ein reflektierendes
Hindernis (s. [73] und [43, Chapter 1.2], vgl. auch [5]).

Satz 4.3.8. Unter Voraussetzung[.3.7lsowie den Bedingungen von Satz gibt es eine Kon-
stante Ct > 0 so, dass

. T
i) TarCrE(0) < 3 [y Jr, (P10} + o297 + 29 + p387)dIdt,
i) [, 1B*S*(H)VO||3dt > Cr|| V0|3, fiir alle VO € D(A*)
gilt, wobei (w, ¢, ¢, 9)’ eine Losung des dualen homogenen Problems (£.47)-(@.49) ist.

Bewelis:

i) Unter Beachtung von ¢y, = v;{y, ¢x, = vi¢py, i = 1,2, findet man durch Umformen

1 /T —_
=75 [ [ m-v){D[np + 12007 + 15 (aipy —vi)] +
0
Kw} + wd; + 59> }drdt > 0.
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Die KORNschen Ungleichung liefert die Abschdtzung
e 2 1-p 2
1= E/o /r (m-v){D[(ntpy +v29,)" + =E (2, +v19,)* ]+
1
T
K(32)? + w(3)? + 6% }dxdt = §min{Cr,w,n} [ [ [VEPdadt
0 Jr

Desweiteren gilt

T
J2 < H’Z””/O /r (o107 + 27 + p2¢p1 + p307)dI'dt.
1

Nun spalten wir |, gemafs

T
iy = cymax{, [mll} [ [ (01w, , 9, 8) Pdxdt + |V (w, . 9, 9) [P)dxds
1
= Jyit+ Jyx

auf. Es gilt

2cy

Jot < )2 1= gp s

C
Jr Jyx < )1 = mamrcoant v

woraus sich

Cré(0) <(1—c1)a—(1—co)hr
ergibt. Fiir hinreichend kleine  sind 1 — ¢; und 1 — ¢¢ positiv. Damit folgt

T
0< £L& < /O /F (01w} + 297 + P29+ + p397)dTdE.
1

ii) Wir setzen V (t) := S*(t)V". Unter Benutzung der Gestalt von A, ' ergibt sich
(V4 Vo,V = (A7) (Ag V)% (A 1V)%)
Mit i) folgt
r 1 2 3y/ 2 T 4 1/5 16/ 2
L LIV A0V 2 AV Ol Rt = [ 107 v, vy o), e
1 1

T
= [t g+ g+ oF)ardt > i£0) = VI

l[m]leo

O

Korollar 4.3.9. Das Randsteuerungsproblem E.1.3 ist in der Klasse der L?(T;)-Steuerungen
exakt 16sbar: Unter Voraussetzungen von Satz gibt es zu jedem Anfangs- bzw. Endzu-
stand (w?, ¢°, ¢°,9°)" € (H%O(Q))4 bzw. (w?,yT, oT,87) € (H%O(Q))4 eine Steuerungsfunkti-
onu € L2((0,T),(L*(T1))*), welche die sich zum Zeitpunkt t = 0 im Anfangszustand befin-
dende Zustandsgroe (w, ¥, ¢, 9)" (gegeben als schwache Losung der partiellen Differential-
gleichung) in den Endzustand lenkt.



4.4: Dissipationsfreie Platten 114

Beweis: Die Behauptung folgt mit Satz[B.2.3 O

Die Einschrankung an die Koeffizienten stellt einen wesentlichen Unterschied zu den rein
elastischen REISSNER-MINDLIN-Gleichungen dar. Im Gegensatz zum thermoelastischen Pro-
blem @.41)-(@.43) ist das Steuerungsproblem durch NEUMANNchen Randsteurungen im rein
elastischen Fall fiir alle Koeffizienten 16sbar, sofern T hinreichend grof3 ist. Dass eine solche
Einschrankung in der dissipativen Situation technisch unabdingbar ist, kann man auch fiir die
gedampfte Wellengleichung beobachten. Lopez et al. haben in [53] ein verteiltes Steuerungs-
problem

ewy — Aw+w; = Xou in (0,00) x Q,
w = 0 in (0,00) x 9T,
w(0) =w®, w;(0) = w' inQ

studiert, wobei () C IR” ein beschrdnktes Gebiet mit einem C*-Rand T ist und ), die Indika-
torfunktion einer offenen Menge w,

To(xo) :={xeT|(x—xp)-v>0} CwCQfiireinxy € R"

bezeichnet. Die Kleinheitsbedingung an ¢ war wichtig, um unter Benutzung einer globalen
CARLEMAN-Ungleichung die Beobachtbarkeitsungleichung

T
19"z 0+ 19" Iy < CUT)ET [ [ g (4.69)

fir das duale System

epu— Do —@r = Xou in (0,
p = 0 in (0
9(0) =¢" ¢:(0) = ¢! inO

zu bewiesen.

4.4 Dissipationsfreie Platten

Zum Abschluss des Kapitels wollen wir die Ergebnisse der letzten Abschnitte auf dissipati-
onsfreie Platten tibertragen. In diesem Fall kénnen wir nicht nur die Voraussetzungen an die
Koeffizienten des Systems abschwiéchen, sondern ein exaktes Randsteuerbarkeitsresultat mit
einer gleichméfiiger Konstanten fiir hinreichend grofie T beweisen. In haben Green und
Naghdi eine Thermoelastizitdtstheorie ohne Energiedissipation — die sogenannte Thermoela-
stizitdt vom Typ II — hergeleitet. Angewendet auf die REISSNER-MINDLIN-Plattentheorie fiihrt
dies auf das folgende Modell

prwy — Kdiv (Vw +v) = 01in (0,00) x Q,
0201 — D'SDv + K(v + Vw) + 7V = 0in (0,00) x O, (4.70)
0394 — wAY + ydivo; =0in (0,00) x ),
wobei die Unbekannten die selbe physikalische Bedeutung wie friiher haben. Die konstanten

Parameter setzen sich aus den physikalischen Konstanten zusammen und unterscheiden sich
von denen in der Gleichung (4.14). Wir betrachten also das folgende Problem.
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Problem 4.4.1. Bestimme die Steuerfunktionen (u1, up,u3)": [0, T] x I'1 — R x R? x R so, dass
die Losung (w, v, ¢)’ des Problems

prwy — Kdiv (Vw +v) = 01in (0,00) x Q),
0201 — D'SDv + K(v + Vw) + 7V = 0in (0,00) x O, 4.71)
0394 — wAY +ydivo; = 0in (0,00) x O,

mit den Randbedingungen

w = |v] =9 = 0auf (0,00) x Ty,
(Vw+v) - v =uy auf (0,00) x Iy,
N'SDv — vy = uy auf (0,00) x Ty, (4.72)
to1%4

5, = U3 auf (0,00) x I'y

und den Anfangsbedingungen
w(0) = w°, w;(0) = w!, v(0) =°, v;(0) = o!, ¥(0) =0 q(t=0) =4° (4.73)
einen gegebenen Endzustand zum Zeitpunkt T > 0
w(T) = w, wi(T) = wl, o(T) = 0™, v(T) = v, §(T) = 870, 0(T) = 971 (4.74)

erreicht.

Bemerkung 4.4.2. Da es sich bei @.Z1)-(4.73) um ein System hyperbolischer Differentialglei-
chungen handelt, kann aufgrund der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit nur fiir hinrei-
chend grofse T erwartet werden, dass sich das System in einen beliebigen Zustand lenken ladsst
(vgl. [42] und [45]).

Mit den Notationen aus den fritheren Abschnitten finden wir analog zu (4.39) die schwache
Formulierung des Problems .71)-(#.74)

Vt + Aol_lv = Ao,_lRu in LZ([O, T], H_l),

() 0. (4.75)

Der Operator Ajg, 1 ist schiefadjungiert und m-dissipativ. Daher erzeugt er eine Kontraktions-
halbgruppe (So —1(t))i>0 auf H_;. Satz[d.2.8 angewendet auf A_1 = Ag_1+ A, 1, A,—1 =0,
liefert

Satz 4.4.3. Zujedem u € L2((0,T), (L?(T1))*) existiert eine eindeutige schwache Losung V €

H((0,T),H) von @T75).

Um die Beobachtbarkeitsungleichung zu beweisen, gehen wir wieder vom isotropen Fall
aus und betrachten die homogenisierten Gleichungen

p1Ws — K((wy, + )3, + (Wi, + @)x,) =0,

P21t — D(Pryx, + 1_Ty¢xzxz + #%m) + K +wy,) + 90, =0,

P2Prt — D(q)xzxz + 1_qu)xlxl + ##’xm) + K(IIJ + wxl) + ’Yﬁfxz =0,

0301 — WAOY (Przy + Prr,) =0

(4.76)
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in (0, T) x Q) mit den Rand-

w=9P=¢=0in(0,T) x Ty,
K(% + 11+ 1290 = 0in [0,

1—u . (4.77)
D(Vllpxl +H1Px, + T(lrbxz + q)xl)VZ) =0in (O/ T) x Iy,
D(qu)xz + pvathy + PTP[(IIJJQ + q)xl)vl) =0in(0,T) x Iy
und den Anfangsbedingungen
0) =’ w(0) = w', p(0) = ¢°, P1(0) = 9",
w(0) = v, wi(0) = w', Y(0) = ¢, yi(0) wrs)

9(0) = ¢°, ¢:(0) = ¢', 8(0) = 8°, 8:(0) = 9.
Ferner gilt

Lemma 4.4.4. Es existieren Ty > 0, Cop > 0 und 7o > 0 so, dass fiir alle T > Ty und -y € [0,70)
die Losung (w, 1, ¢, )" des Problems (d.47)—(@.49) der Ungleichung

Co(T-To)so<o=T1—Jo—Jy (4.79)

geniigt, wobei

T
iy = cymax{l, mll} [ [ (13u(e0,p,9,0) P+ (0, , 9, 8)/2)dr)dxdt
1
mit einem ¢, — 0 fiir 7 — 0.

Beweis: Der Beweis von Lemma [£.4.4] l4sst sich im Wesentlichen wortwortlich tibertragen. Es
gilt
T R R
L+L+In,+1,= /0 c(Cr,¢) +a(g,¢)dt
T T
- K/O /r (m - v)w>drdt — %/O /r (1= )y + 1+ u)va(@x, + Pu,) ]| (m - v)p,dIdt
0 0
T T
- %/O /r (1= 1)y + (1+ wva(th, + px)] (m -v)govdl"dt—w/o /r (m - v)82dTdt
0 0

by [ (Bt - F) + By - 79) + (- V) + (- 78)) el = 0
0 JO

(4.80)

Wir schitzen I, I,, Ir,, I, genauso wie im Lemma [4.4.4] ab und finden in der vollen Analogie

zu (4.65)
T
cg/o E(HAE+ Y1 + €Yo+ (1—€)Ys + ¢y max{L, [ml|e}E(H) < Jo— J1— Jo— ], (4.81)

wobei
Ce:=min{l—2¢¢ (1—¢) — &, 51 >0

Cra’

und ¢, — O fiir v — 0. Wir wihlen & > 0 so klein, dass C¢ positiv ist. Unter Beachtung von

d
€D =0, d.hE(t) = £(0),
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sowie
‘Yl +eYr + (1 - S)Yg,’ < 8max{p1,p2,p3} =: Cy

folgt mit @.81)
[(Ce — cymax{1, ||m||e})T —Cy|& < Jo—J1 — Jo — J-
Wir wihlen nun ein g > 0 so, dass Cy := Cg — ¢, max{1, |||} > O fiir alle y € [0,70) gilt.
Dann setzen wir Ty := % und finden
Co(T—To)EO) < a—=T1—Jo— o

Dies beendet den Bewelis. ]

Analog zum Satz [4.3.8/folgt

Satz 4.4.5. Unter Voraussetzung[4.3.7|gibt es T} > 0, C{; > 0 und 7}, > 0 so, dass fiir alle T > T}
und 7y € [0 Y0)

D) et (T—T)) < L f) Jr, (01007 + oot} + papi + p397)dTdlt,
i *GX ZC, .
i) Jo 1B°S5(VOI3dt > sy (T = To) VOl fiir alle VO € D(Ay)

gilt, wobei (w, ¢, ¢, 9)’ die Lésung des dualen homogenen Problems (£.76)—(4.78) bezeichnet.

Korollar 4.4.6. Das Randsteuerbarkeitsproblem . 4.T]ist in der Klasse der L?(T';)-Steuerungen
exakt16sbar: Unter Voraussetzungen von Satz gibt es zu jedem Anfangs- bzw. Endzustand
(w?, 90, ¢°, 8%, (w?, yT, oT,87) € (H}0 (Q))* eine Steuerunsfunktionu € L2((0,T), (L?(T'1))*),
welche die sich zum Zeitpunkt t = 0 im Anfangszustand befindende Zustandsgrofe (w, ¥, ¢, 9)’
(gegeben als schwache Losung der Differentialgleichung) in den gewtinschten Endzustand
lenkt.

Bemerkung 4.4.7. Als triviale Folgerung bekommen wir folgendes Resultat: Gilt Ty > T und
v € [0,7), so folgt fiir jede Losung (w, i, ¢, ¢)’ von
prwy — K((wy, + ¢)x, + (0x, + ¢)x,) = 0in

(0,T) x Q)
PZlI)tt - <IPX1X1 + 2‘ulpxzxz + HTﬂgoXﬂQ) + K<IP + wx1) + 'Yl%xl =0in <0/ T) x Q)
(0,T) x
(0,T) x

7

P2@tt — (q)xzxz + Tq)xlxl + HTﬂlI)XﬂCz) + K<ll) + wx1) + 'YﬂtxZ =0in
030 — WAY + ¥(Prr, + Prr,) = 0in

7

7

und
w=9p=¢=0in(0,T) x Ty,
K(a—w +up+1re=0in (0,T) x I'y,
D(v1¢px, + pvi¢px, + - 2 7" (Y, + @x,)v2) = 0in (0, T) x Iy,
D(v2¢x, + pvaipx, + - (5, + @5, )v1) = 0in (0, T) x Iy
die Identitat

w=9p=¢=20in[0,T] x Q.
Dies ist ein Analogon des fiir die Wellengleichung geltenden HOLMGREN-JOHN-Theorems (s.
[30, Theorem 5.33]).



Anhang A

Evolutionsgleichungen

In diesem Anhang wollen wir zwei Losungstheorien, welche wir in der vorliegenden Arbeit
verwendet haben, prasentieren.

A.1 Operatorhalbgruppen und Lineare CAUCHY-Probleme

Die Resultate in diesem Abschnitt werden nach [12], [64] und [83]] zitiert.

A.1.1 Stark Stetige Halbgruppen

Sei X ein BANACHraum mit der Norm || - || x.

Definition A.1.1. Eine einparametrige Familie (S(t));>o linearer, beschrénkter Operatoren auf
X heifdt eine Halbgruppe linearer beschriankter Opeatoren auf X, falls

i) S(0) = id,
ii) S(t+s) = S(t)S(s) fur alle t,s > 0.
Der auf dem Definitionsbereich

D(A) = {x eX| %{g&fﬁ existiert in X}

definierte lineare Operator

A: D(A) = X, x— lim 3=
N0

heiflt infinitesimaler Erzeuger der Halbgruppe (S(f)):>o.

Definition A.1.2. Eine Halbgruppe (S(t)):>o linearer, beschriankter Operatoren auf X heif3t
stark stetig oder eine C’-Halbgruppe, falls limy o S(t)x = x fiir alle x € X gilt.

Satz A.1.3 (HILLE & YOSIDA). Sei (S(t));>0 eine C’-Halbgruppe auf X und es gebe Konstanten
w > 0und M > 1 so, dass [|S(t)|lgx) < Me“! fiir alle t > 0 gilt. Ein linearer Operator
A: D(A) C X — X erzeugt (S(t))>0 auf X genau dann, wenn:

118
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i) Aist dicht definiert und abgeschlossen.
ii) (w, o) liegt in der Resolvente p(.A) von A.
iii) Es gilt die Resolventenabschitzung

IR(A, A)"|| < 25 fiir alle A > 0, (A1)

w)"

wobei R(A, A) = (A — A)~! die Resolventenabbildung von .4 bezeichnet.

Dissipative Operatoren

Sei X ein BANACHraum mit dem Dualraum X’. Fiir jedes x € X betrachten wir das Subdiffe-
rential
J(x) = {x' € X' | |I'[|% = [|x]* = (x', %) x x}- (A2)

Nach dem Satz von HAHN-BANACH ist J(x) # @. Ist X ein HILBERTraum, so gilt aufgrund des
RiESszschen Darstellungssatzes J(x) = {(-, x)x }.

Definition A.1.4. Ein linearer Operator A: D(A) C X — X heif$t dissipativ, falls es zu jedem
x € D(A) ein x’ € J(x) mit (x’, Ax)x x < 0 gibt.

Satz A.1.5. Sei A: D(A) — X ein dissipativer Operator. Gilt im (Ao — A) = H fiir ein Ay > 0,
so gilt im (A — A) = H fiir alle A > 0.

Definition A.1.6. Ein dissipativer Operator A: D(A) — X heifit m-dissipativ, wenn im (A —
A) = H fiirrein A > 0 gilt.

Definition A.1.7. Eine C’-Halbgruppe (S(t)):>0 heifit Kontraktrionshalbgruppe, falls || T(t)|| <
1 fir t > 0 gilt.

Fiir m-dissipative Operatoren kann Satz[A.T.3langewendet werden, ohne dass man die Giiltig-
keit von (A.J) explizit tiberpriifen muss.

Satz A.1.8 (LUMMER & PHILLIPS). Ein linearer, dicht definierter Operator A: D(A) C H —

H ist genau dann Erzeuger einer C*-Kontraktrionshalbgruppe (S(t))i>o auf X, wenn A m-

dissipativ ist.

Definition A.1.9. Sei A: D(A) C X — X ein dicht definierter linearer Operator. Der auf
D(A") = {x" e X'|3y' € X' Vx € D(A) (x', Ax)x,x = (v, X)x x}

durch A*x := y definierte Operator A*: D(A*) C X" — X’ heifit der Dualoperator von A.

Sei nun X ein HILBERTraum und A: D(A) C X — X ein linearer, dicht definierter Operator.
Dann lasst sich der Dualoperator als eine Abbildung A*: D(A*) C X — X auffassen.

Definition A.1.10. Ein linearer Operator A heif$t schiefadjungiert, wenn A* = —A.
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Satz A.1.11. Sei A: D(A) C X — X ein linearer, dicht definierter Operator. Aquivalent sind
die Aussagen:

i) Die Operatoren A und —.A sind m-dissipativ.

ii) A ist schiefadjungiert.

Duale Halbgruppe

Satz A.1.12. Sei X ein reflexiver BANACHraum. Die Halbgruppe (S(t))>0 sei durch einen Ope-
rator A: D(A) C X — X erzeugt. Dann ist die durch

S*(t): X' = X!, ¥ (S(t))"x firt >0

gegebene duale Halbgruppe stark stetig und wird von A* erzeugt.

Beschrankte Storungen

Satz A.1.13. Sei X ein BANACHraum. Der lineare Operator A: D(A) C X — X erzeuge eine
C°-Halbgruppe (S(t))s>0 auf X mit

IS(D) | cx) < Me! fiir alle ¢ > 0,

wobei M > 1, w > 0.Sei B € £L(X). Dann erzeugt A + B eine C°-Halbgruppe (S(t)) =0 auf X
mit
15() | 2(x) < e @t IBleco)t fisr alle t > 0.

A.1.2 Homogene CAUCHY-Probleme

Sei X ein BANACHaum und sei A: D(A) C X — X ein dicht definierter, abgeschlossener
Operator. Wir betrachten ein abstraktes CAUCHY-Problem

ye(t) = Ay(t) fir t > 0, a3

mit )’ € D(A).
Definition A.1.14. Eine Funktion u € C'([0,00),H) N C%([0,00),D(A)), deren Einsetzen in
(A3) eine Tautologie ergibt, heifit klassische Losung von (A3).

Satz A.1.15. Das Problem (A.3) besitzt genau dann eine klassische Losung 1, wenn der Opera-
tor A eine C%-Halbgruppe (T(t)):>0 auf X erzeugt. Die Lésung u ist gegeben durch  — T(t)u®.

Satz A.1.16. Der Operator A erzeuge eine C°-Halbgruppe (S(t))>0 auf X. Dann existiert eine
eindeutige klassische Losung zu (A.3)

y € C°([0,00), D(A)) UC([0, ), X),
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welche durch y: t — S(t)y° gegeben ist. Gilt iiberdies y° € D(A%) fiir ein s € IN, so folgt sogar

y € () CH([0,00), D(AH)),

k=0

wobei D(AY) := X.

Schwache Losungen

Sei X ein BANACHraum. Sei (5(t))>0 eine C’-Halbgruppe auf X mit dem Erzeuger A: D(A) C
X — X.Sei B € p(A) NR.

Definition A.1.17. Wir definieren den BANACHraum X; := D(.A) versehen mit der Norm
[y = [1(B = A)x[|x
und den BANACHraum X_; als Abschluss von X bzgl. der Norm
lxll—1 = 11(B —A)"x|x.

Satz A.1.18. Es gilt:

i) (Xy, |- ]]1) ist ein BANACHraum.
ii) Die Inklusionen X; — X — X_; sind stetig und dicht.
iii) Die Normen || - ||; sind dquivalent fiir alle 8 € p(A).
iv) Die Normen || - || 1 sind dquivalent fiir alle § € p(A).
Desweiteren betrachten wir den Raum D(A*) versehen mit der Graphennorm
1¥l[pasy = (B = A")xl[x,
wobei B € p(A*) wegen p(A) = p(A*) gilt.

Satz A.1.19. Ist X reflexiv, dann sind X_; und D(.A*)’ isomorph.

Satz A.1.20. Der Operator A erzeuge eine C°-Halbgruppe (S(t));>0 auf einem reflexiven BA-
NACHraum X. Dann kann man A zu einem Operator A_1: D(A_1) = X — X_; und die
Halbgruppe (S(t)):>0 zu einer Halbgruppe (S_1(t));>0 auf X_; fortsetzen, welche von A_;
erzeugt wird.

Satz A.1.21. Ist A dissipativ bzw. m-dissipativ, so ist auch .A_; dissipativ bzw. m-dissipativ.

Definition A.1.22. Seiy’ € X_;. Die Funktion y: t — S(#)y° heift eine schwache Lésung von
(A3).

Bemerkung A.1.23. Gilt y° € H, soisty € C°([0,00), X) N C1(]0,00), X_1).
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A.1.3 Inhmogene CAUCHY-Probleme

Sei T > 0. Der lineare Operator A: D(A) C X — X erzeuge eine C°-Halbgruppe (S(t));>0 auf
einem BANACHraum X. Wir betrachten das inhomogene CAUCHY-Problem

yi(t) = Ay(t) + f(t) furalle t € [0, T], (A8

Definition A.1.24.
i) Seien 4’ € X und f € L'((0, T), X). Die Funktion

t
y: t— S(t)y° +/ S(t—s)f(s)ds
0
mit
y €C°([0,T], X)
heift eine milde Losung von (A.4).
ii) Seieny? € D(A) und f € C°([0, T], X). Gilt fiir die in i) gegebene Losung
y € C°([0,T], D(A)) nc([o, T], X),
s0 heifit y eine klassische Losung (A.4).
iii) Sei X reflexiv. Seien y® € X_1 ~ D(A*)" und f € L'((0,T), X_1). Die durch

y:it S_q(t)y° + /OtS_l(t —s)f(s)ds

definierte Funktion mit y € H'((0,T), X_1) wird als schwache Lésung zu (A4) bezeich-
net.

Satz A.1.25. Seien y° € D(A) und f € C([0,T], X) (oder f € C°([0, T], D(.A))). Dann besitzt
(A4) eine eindeutige klassische Losung.

Korollar A.1.26. Seien y° € X und f € C!([0,T], X_1) (oder f € C°([0, T], X)). Dann gilt fiir
die schwache Losung y von (A.4)

y e CY([0,T],X)NC([0,T], X_1).

A.2 Quasilineare Symmetrisch-Hyperbolische Systeme

Viele Gleichungen der mathematischen Physik, insbesondere die REISSNER-MINDLIN-Platten-
gleichungen, lassen sich auf die Form eines symmetisch-hyperbolischen Systems erster Ord-
nung bringen. Nachstehend présentieren wir eine allgemeine Losungstheorie fiir symmetrisch-
hyperbolische Systeme nach [75], welche auch den ,charakteristischen” Fall bertiicksichtigt,
welcher z. B. bei dem CATTANEO-System, der Wellengleichung, den Elastizitdtsgleichungen,
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den REISSNER-MINDLIN-Gleichungen im Mehrdimensionalen usw. auftritt und somit eine Ver-
allgemeinerung von (s. auch [31]]) sowie der klassischen Arbeiten von Friedrichs [20] u.a.
darstellt. In diesem Kapitel betrachten wir also quasilineare symmetrisch-hyperbolische Sy-
steme erster Ordnung in beschridnkten, glatt berandeten Gebieten mit geeigneten Rand- und
Anfangsbedingungen. Folgende Resultate werden nach [75] zitiert.

Sei () C R", n > 2, ein beschrdnktes Gebiet mit glattem Rand I und sei T > 0. Wir betrach-
ten das Anfangsrandwertproblem

L(u)u=Fin[0,T] x Q,

u(0,-) = fin Q, (A.5)
Mu =01in [0, T] x 00},

wobei ;
L(u)u:= A%(u)o; + Y Al(u)0; + B(u) fiir (£, x) € [0,T] x Q,
j=1
J; = % und J; = a%j. Ferner seien A%, Al,..., A", B: RN — RN*N Matrixfunktionen. Die

Matrizen A%, Al,..., A" seien symmetrisch und A sei positiv definit. F: [0,T] x O — RN
und f: O — RN seien vorgegebene Funktionen. M: I' — R¥*N sei eine Matrixfunktion mit
konstantem Rang rang M (x) =d < N fir x € T,

Seiv: I' — R" der dufSere Einheitsnormalenvektor an () in x € dQ). Die durch

AV(u) = Zn;vj(x)Aj(u) fiir u € RN
j=1

gegebene Funktion heifst die zum Operator L gehorige Randmatrix.

Die Randbedingung sei maximal nichtnegativ, d. h. ker M sei ein maximaler Untervektor-
raum von RY, auf welchem AY positiv semidefinit ist. Gilt rang AY = N konstant auf I', d. h.
A" ist invertierbar, so heifst I nicht charakteristisch. Ist rang AY < N konstant auf I', so heifst I
charakteristisch mit konstanter Vielfachheit. Sonst heifst I charakteristisch mit nicht konstanter
Vielfachheit.

Im nicht charakteristischen Fall kann von der Losung volle Regularitidt erwartet werden:
Liegen die Anfangsdaten in einem SOBOLEVraum H*(Q) fiir s > [ 5] + 2, so besitzt auch die
Losung unter zusétzlichen Voraussetzungen eine H*(())-Regularitdt in der Ortsvariablen (s.
[74])). Ist T charakteristisch mit konstanter Vielfachheit, so kann man im Allgemeinen nicht er-
warten, dass die Losung die volle Regularitit besitzt. Die Regularitdt wird mit Hilfe der aniso-
tropischen gewichteten SOBOLEVraumen H; beschrieben, welche wir nachstehend definieren.
Wird an die Randmatrix A" eine zusétzliche Bedingung vom KREISS-Typ gestellt, so kann man
auch in diesem charakteristischen Fall die volle Regularitdt bekommen (s. z. B. [63]). Fur die
meisten Anwendungen ist diese hinreichende Bedingung aber zu einschrankend. Schlimm-
stensfalls kann das Problem nicht einmal wohlgestellt sein, wenn I' charakteristisch mit nicht
konstanter Vielfachheit ist (s. Referenzen in [75]).

Definition A.2.1. Fiir s € IN definieren wir den anisotropischen SOBOLEVraum fiir den Halb-
raumfall

HS(R™) = {u € L2(R") | (x191,92, ..., 9n)"ku € L2(R™) fiir |a| 4 2k < s}
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versehen mit der Norm

e ey = Y ||(x1al,a?_,...,an)“a’;u||-’iz(m) fiir u € HS(R™).
|a|+2k<s

Diese Definition ldsst sich auf kompakte Gebiete erweitern.

Definition A.2.2. Sei () ein beschranktes Gebiet, welches lokal auf einer Seite seines C*°-glatten
Randes I' liegt. Sei { Uy}, eine offene Uberdeckung von €, fiir welche Folgendes gilt:

1) U()CQ.

it) Fiirjedesk = 1,...,n gibt es einen C*-Diffeomorphismus ®;: QN U, — B4 (0,1) := {x €
B(0,1) |x; > 0} mit & (T NU) = {x € B(0,1) | x; = 0}.

Sei {{ }r=0,..,m eine zu {U;}}* ) gehorige Partition der Eins. Der Raum Hj(Q)) wird definiert
als
H(Q) := {u € L*(Q) | hou € H*(R"), u € H"(RY) firk =1,...,m}

zusammen mit der Norm

4]

m
(0 = I1oullp ey + 3 el -
k=1

Der Bequemlichkeit halber setzen wir
HY(Q) := L*(O).

Obwohl der Raum H"(Q)) im Hinblick auf symmetrisch-hyperbolische Probleme, vor allem
im Halbraum, ein ganz natiiliches Konstrukt ist, lasst sich H"(Q)) als kein Interpolationsraum
auffassen. Trotzdem hat der Raum gute Eigenschaften, welche nachstehend beschrieben wer-
den (vgl. [58])

Satz A.2.3. H;(R".) und H;(Q) sind HILBERTrdume, deren Normen zwar abhingig von der
Wahl der offenen Uberdeckung, aber dquivalent sind. Aufserdem gelten die Einbettungen

H(Q) — H(Q) — HIZ/(Q), H(Q)=H'(Q).

Unter Benutzung der oben definierten anisotropen Rdume hat Secchi in [75] die folgenden
zwei Existenzsédtze bewiesen.

Satz A.2.4. Seis € N mits > 4| 5] + 12. Vorausgesetzt sei:

i) Q) C IR" sei ein beschranktes Gebiet, welches auf einer Seite seines C*-glatten Randes I
liegt.

ii) Fiireine > 0 gelte A%, ..., A", B € C*(No, RN*N), wobei Ny := {v € RN |||v — flle < €}
AY ... A" seien symmetrisch in Ny und es gebe ein a 40 > 0 so, dass

ag < & Ap(v)¢ < al—o fir alle € RN, v € N,.

iii) Der Rang von A"(v) ist konstant mit 0 < rang A”(v) < N fiirallev € N := {v €
No | Mo = 0.
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iv) M € C®(T,R¥N) mit rang M(x) = d fiir x € T.

v) ker M(x) sei maximal nichtnegativ, d. h. ker AY(v) sei fiir alle v € Ny ein maximaler
Untervektorraum von RN bzgl. der Mengeninklusion, auf welchem AY(v) positiv semi-
definit ist.

vi) F € (S) HE* ([0, T], HSK(Q)), f € Hi(Q). Uberdies mogen F und f die Kompatibilitéts-
k=0

bedingugen von der Ordnung s — 1 erfiillen, d. h. u¥ € H:%(Q) und Mu* = 0 fiir

k=0,...,s, wobei u* die k-te Zeitableitung von u an der Stelle t = 0 bezeichnet, wel-

che sich iterativ mit Hilfe der Gleichung berechnen lasst.
Dann existiert eine Zahl T' € (0, T] so, dass das Problem (A.D) eine eindeutige Losung u €
S
N Ck([0, "], HSF(Q)) besitzt.
k=0

Wenn die Daten tiber volle Regularitét verfiigen, kann man die Voraussetzung an s etwas ab-
schwiéchen.

Satz A.2.5. Seis € IN mits > 2[%] + 6. Es gelten die Voraussetzungen i)-v) von Satz[A.2.4l
Zusétzlich gelte:
vi’) Seien f € H*(Q)), F € ﬂ Ck([0, T], H*~¥(Q)). Es gelten die Kompatibilitdtsbedingungen
uk € HK(Q) fur k = O
Dann existiert eine Zahl T’ € (O, T] so, dass das Problem (A.5) eine eindeutige Losung u €
kﬁo Ck([0, T']), H:%(Q)) besitzt.

Der Vollstandigkeit halber zitieren wir nach [63]] noch einen Satz, welcher unter der Annah-
me der Giiltigkeit der nachstehend definierten KREISS-Bedingung eine volle Losungsregula-
ritdt garantiert.

Definition A.2.6. Ist rang A¥(u) < N konstant fiir v € N, so folgt wegen der Symmetrie und
der positiven Semidefinitheit von A" die Existenz einer N x N-Transformationsmatrix W und
positiver Zahlen ag, a; > 0 so, dass

(W*lAVW)(v;v(x)) — (‘31 f&[) (v;v(x)),

det Ar(v;v(x)) #0, An(v;v(x)) =0,
AT <m,  [WH < ag

fir v € N gilt. Dabei ist A; € R¥*?, Aj; € RIN-9)x(N=4) Gind v € N und 7(x) € {v(x)}+\{0},
so ergibt sich

& A A
WlAVW 1A]W tx Il 1H> -1(x)),
( )= 1w W) = (40 A1) @)
wobei A;; € R, Ay € RIN-d)x(N=d) 1n [63] wurde bewiesen, dass es eine eindeutige

Losung A(t, x, u;v(x); n(x)) € ]R(N_d)Xd der Gleichung
(AAr = A A) (o;v(x);7(x)) = Ap(o;v(x);77(x)) (A.6)
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fir v € N gibt. Die durch Gleichung (A.6) definierte Matrix A erfiillt die KREISS-Bedingung,
falls

(AA; 1 — A A)(v;v(x);(x)) =0und (AA; 1) (v;v(x);n(x)) =0 (A7)
fiir alle v € N gilt.

Satz A.2.7. Unter Voraussetzungen von Satz sowie der KREISSschen Bedingung (A.7)
S
besitzt (A.5) eine eindeutige Losung u € ) C¥([0, T], H*~F(Q)).
k=0

Bemerkung A.2.8. Alle in diesem Abschnitt formulierten Resultate lassen sich auf den Fall der
zeit- und ortsabhdngigen Koeffizientenmatrizen A% ... A", B verallgemeinern (vgl. [75]). M
muss leider konstant bleiben.



Anhang B

Steuerungstheorie in BANACHraumen

Seien X und U BANACHrdume. Der lineare Operator A: D(A) C X — X erzeuge eine C’-
Halbgruppe (5(t) )0 auf X. Sei B € L(U, X_1) (s. Definition[A.1.T7). Wir betrachten das linea-
re unendlichdimensionale Steuerungssystem

yi(t) = Ay(t) + Bu(t) fiir t € [0, T},
y(0) ="

Die folgenden Resultate werden nach [12] und [64] zitiert.

(B.1)

B.1 Steuerungs- und Beobachtungsoperatoren

Definition B.1.1. Der Steuerungsoperator B € £(U, X_1) heifit beschréankt, falls B € £(U, X).
Sonst heifst er unbeschréankt.

Satz B.1.2. Seiu € L%((0,T), U). Dann ist die durch
y:it= S ()Y’ + Liu
gegebene Funktion y € H((0,T), X_1) die eindeutige schwache Losung von (B.1), wobei
t
Loy = / S_1(t —s)Bu(s)ds,
0

worin (S_1(t))>o die Erweiterung von (S(t));>0 auf X_1 bezeichnet (vgl. Definition[A.1.17).

Bemerkung B.1.3. Die Anfangsbedingung ist sogar im Sinne der Einbettung H'((0, T), X_1) —
C°([0, T], X_1) erfiillt.

Definition B.1.4. Ein Steuerungsoperator B € L£(U, X_1) heifdt zuldssig fiir (S(f))s>o, falls fiir
¥’ € Xund u € L?((0,T), U) die schwache Loésung y fast tiberall nach X abbildet.

Unser néchstes Ziel ist es nun, die zuldssigen Steuerungsoperatoren zu charakterisieren.
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Bemerkung B.1.5. Definition [B.T.4] ist dazu &dquivalent, dass der sogenannte Steuerungszu-
standsoperator

T
Lr:U—X_4, u— / S_1(t —s)Bu(s)ds
0

in £(L2((0,T), U), X) liegt.

Satz B.1.6. Ist B ein zulédssiger Steuerungsoperator, so gilt fiir die Losung y von (B.I)
y € H'((0,T),X) < €°([0, T}, X)

und die Gleichung
ye(t) = Ay(t) + Bu(t) fur t € [0, T]

ist un X erfuillt.

Definition B.1.7. Ein linearer Operator A: D(A) C X — X erzeuge eine C’-Halbgruppe
(S(t))t>0 auf einem BANACHraum X. Sei Y ein BANACHraum und sei C € L(D(A),Y). Der
Operator C heifdt zuldssiger Beobachtungsoperator fiir (S(t)):>o, falls es eine Konstante Ct > 0
so gibt, dass

T

| llestyia < crlyli
fir alle y € D(A) gilt.
Satz B.1.8. Sei X ein reflexiver BANACHraum. Der lineare Operator A: D(A) C X — X er-
zeuge eine C’-Halbgruppe (S(t))¢>0 auf X. Dann ist B € £(U, X_1) genau dann ein zuldssiger
Steuerungsoperator] fiir (S(t));>0, wenn B* € L(D(A*),U’) ein zulédssiger Beobachtungsope-
rator fiir (5*(#))s>o ist.
Korollar B.1.9. Der zum £; duale Operator L} ist durch

Lix =B*S*(T—t)xfurallet € [0,T] und x € D(A"),
Lix = B\S*(T —t)x fiir fast allet € [0, T] und x € X’

gegeben, wobei
Bz = Alirn AB*(A— A"z
—00

die LEBESGUEsche Erweiterung von B* bezeichnet.

B.2 Steuerbarkeit

Seien X und U BANACHrdume. Der lineare Operator A: D(A) C X — X erzeuge eine C’-
Halbgruppe (S(t))¢>0 auf X und B € L£(U,X_1) sei ein zulédssiger Steuerungsoperator. Wir
betrachten das Steuerungssystem (B.).

IDie nachstehenden Resultate gelten auch dann, wenn B kein zuldssiger Steuerungsoperator ist. Im diesem Fall
hat man allerdings nur y € H*((0,T), X_1) und nicht y € H! ((0,T),X).
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Definition B.2.1. Sei T > 0. Das System (B.) heif3t
i) exakt steuerbar bzw.
ii) approximativ steuerbar

zum Zeitpunkt T,

i) falls es fiir alle y°, yT € X eine Steuerungsfunktion u € L2((0,T), U) so gibt, die Losung
y € H'((0,T),X_1) von (BI) zum Anfangswert y° die Endbedingung y(T) = y! erfiillt
bzw.

ii) fallses fiiralley’, y” € X und alle & > 0 eine Steuerungsfunktionu € L2((0,T), U) so gibt,
dass fiir die Losung y € H'((0,T), X_1) von (B.I) zum Anfangswert 3 die Abschitzung

|y(T) — ]/T |x < egilt.
Das System (B.I) heifit exakt bzw. approximativ nullsteuerbar, wenn i) bzw. ii) fiir yT = 0 erfiillt

ist.

Satz B.2.2. Das System ist genau dann exakt bzw. approximativ steuerbar zum Zeitpunkt
T > 0, wenn Lr: L2((0,T),U) — X surjektiv ist bzw. im £(T) in X dicht liegt.
Satz B.2.3. Die BANACHrdume X und U seien reflexiv. Das System ist genau dann
i) exakt steuerbar bzw.
ii) approximativ steuerbar bzw.
iii) exakt nullsteuerbar
zum Zeitpunkt T > 0,

i) wenn es ein Ct > 0 so gibt, dass

T
188 @yt > crliylk

fiir alle p € D(.A*) gilt, d. h. wenn L} nach unten beschréankt ist, bzw.

ii) wenn die Bedingung
B*S*(t)p =0 furalle t € [0, T]

die Identidt ¢ = 0 fiir alle y € D(A*) nach sich zieht, d. h. wenn L5 bijekiv ist, bzw.
ii() wenn es ein Ct > 0 so gibt, dass
T * o 2 * 2
188 @yl = Crls* (T

fiir alle p € D(.A*) gilt, d. h. wenn im S(T) C im L5.



Anhang C

Das Divergenzproblem

Bei zahlreichen Betrachtungen von partiellen Differentialgleichungen, wie etwa bei den NA-
VIER-STOKES-Gleichungen, taucht das sogenannte ,,Divergenzproblem” auf: Zu einer gegeben
Funktion f bestimme ein Gradientenfeld u, dessen Divergenz mit f iibereinstimmt. Nachste-
hend wollen wir einen Losungszugang zum Divergenzproblem in beschrankten Gebieten nach
[22] vorstellen. AnschliefSend beschrianken wir das Problem auf rotationsfreie Vektorfelder, um
die Eindeutigkeit der Losung zu gewdhrleisten.

C.1 Der BOGOWSKII-Operator
Sei () C R" ein beschrianktes Gebiet mit dem LIPSCHITZ-Rand I'. Seiens € R, p € (1,00) und
f € W;7(Q). Das Divergenzproblem lautet dann: Bestimme ein u € (Wgﬂ,p (Q))" mit

divu = f,

wobei W, (Q) fiir s > 0 der iibliche homogene SOBOLEVraum ist. Fiir nichtpositive Exponen-
ten haben wir
W, P (Q) = (W*1(Q)) und WP (Q) = LP(Q)

fﬁrs>0und%+%:1.

Bemerkung C.1.1. Die Gleichheit

d:/-dr:o
/Qfx v

stellt eine Kompatibilititsbedingung an f dar: der Mittelwert [, fdx muss verschwinden.

Bemerkung C.1.2. Fiir n > 2 kann man keine eindeutige Losbarkeit erwarten: Ist z. B. u eine
Losung des Divergenzproblems fiir n = 3, so gilt

div (u +rote) = divu = f

fir alle Testfunktionen ¢ € Cg°(Q2), weshalb u + rot ¢ eine weitere Losung darstellt. Dagegen
gilt fiirn = 1:

divu = u, = f furx € (0,L),
u(0) =u(L) = 0.
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Alsoistu: x — [; f(€)d¢ die einzige Losung.

Wir definieren
() {1} = {f e 17(0) | /Qfdx =o}.

Der nachstehende Satz stellt die Existenz eines stetigen Losungsoperators fest, welcher BO-
GOWSKII-Operator genannt wird.

Satz C.1.3 (BOGOWSKII-Operator). Fiirs € R, p € (1,00) existiert eine lineare Abbildung
B Wy ()0 (LM(Q)/{1}) — (W5 ()"
so, dass fiir alle f € W7 (Q)
divBf = f

gilt. Diese Abbildung bildet C3°(Q2) auf (C§°(€2))" ab und besitzt eine explizite Darstellung in
sternformigen Gebieten. Fiir s > —2 + % ist B stetig.

Beweis: Ein Beweis findet sich in [22]]. ]

C.2 Anwendung auf Rotationsfreie Vektorfelder

Ferner wollen wir uns auf rotationsfreie Vektorfelder im HILBERTraum beschrianken. Hierzu
benotigen wir den folgenden in [32] bewiesenen Satz.

Satz C.2.1. Sei ) C R" ein glatt berandetes Gebiet. Dann gibt es fiir alle u € H!(Q), R") mit
v®u = u® v auf dQ) die Gleichheit

IVul[f2q) = 1 divullf ) + 21 Ve — (Vi) [ T2 + (1 = 1) /BQ lu|*H,dS, (C.1)

wobei H,: 000 — R, x — H,(x) die mittlere Krimmung von 9Q) bzgl. der duleren Normalen
bezeichnet. In n = 2,3 reduziert sich (C.I) zu

||Vu|\i2(0) = | divuﬂiz(m + ||rotu|\%2(m +(n—-1) /ag |u|*H,dS, (C2)
wobei

8x2u3 — 8x3 Uun
rotu = | dy,uy — Oy u3 | fiird =3 und rotu = dy,up — dy,uq fird = 2.
axl Uy — axzul

Istu € H}(Q,R"), so verschwindet jeweils der letzte Term in (CI) und (C2) und die Voraus-
setzungen an den Rand entfallen:

||V”H%2(Q) = || diV”H%Z(Q) + ||f0t”|‘%2(n)~ (C3)

Wir definieren den Raum
H rot () = {u € (Hy(Q))" | Vu = (Vu)'}

versehen mit dem iiblichen Skalarprodukt von (H{(Q))". Da H}

0,rot (Q)) ein abgeschlossener
Unterraum von (H}(Q))" ist, ist H} ., (Q) ein HILBERTraum. Dann gilt

,rot
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Satz C.2.2. Die Abbildung
diV : H(%,rot (Q) - LZ(Q)/{l}

ist ein Isomorphismus mit der Inversen div ~! = B
Brot : LZ(Q)/{l} — H(%,rot (Q)
im Sinne

div Brot = id LZ(Q)/{l} und Brot div = id H

0,rot

Q)
Ferner gibt es ein Cz > 0 so, dass
[ Brot fll (1)) < Chi [l fl12(00)
fir alle f € L2(Q) gilt.
(Q) ist divu € L?(Q) und es gilt

Beweis: Die Linearitdt von div ist klar. Zu jedem u € H&rot

/ divudx = /u -vdl' =0,
0 r
also divu € L*(Q)/{1}. Die Stetigkeit ist auch trivial, weil
| divull2q) < VUl < llullmq)-
Der Operator div ist injektiv, denn: Seien uy, uy € H&rot (Q)). Gilt divuy = div uy, so folgt
0= H div uy — div MZHLZ(Q) > HVm - VMQHLZ(Q) > é”tﬂ - M2HLZ(Q),

d. h.u; = us.

Um den Operator B, explizit zu konstruieren, wenden wir uns einem variationellen Zu-
gang zur Konstruktion des BOGOWSKII-Operators zu. Fiir f,g € L*(Q))/{1} betrachten wir
das Randwertproblem fiir ¢, € H'(Q))/{1}:

—div (Ve +rot'yp) = fin Q,
—rot (Vg +rot’y) = gin Q,
v (Ve +rot'yp) = 0auf o), €4
vt (Ve +rot'yh) = 0 auf 90,

wobei vt = (12, —11)/, rot’ = (dx,, —0y, )’. Wir multiplizieren die linken Seiten der ersten zwei
Gleichungen mit @, ¢ € H!(Q)/{1}, addieren sie auf und finden mit partieller Integration
unter Beachtung der Randbedingungen

— / div (V¢ + rot’y) gdx — / rot (V¢ + rot'y)pdx = / (Vo +rot'y) - (V@ + rot P)dx
0 O O
Dies fiihrt zur folgenden Operatorgleichung
Alg,9)' = (£,8)" (C5)

wobei

| , —div (V¢ + rot'y)
A:D(A)CH=H, (9 9) = <_rot(w+mt'¢)>
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und
D(A) = {(g.9) € V| esgibt (fi, f2)' € H mit B(g, ;. § / f1¢+ faipdx

fiar alle (¢, §)' € V'}

mit der Bilinearform

VXV =R, (o,9,¢,9) >—>/ (Vo +rot'y) - (Ve + rotP)dx

Darin sind

H = (L(Q)/{1}) x (L3O
HILBERTrdume mit den {iblichen Skalarprodukten von L2(Q) x L*(Q)) bzw. H'(Q) x H'(Q)
Da aber A einen nichttrivialen Kern besitzt, betrachten wir den durch die Restriktion von A

)/{1}), V= (HY(Q)/{1}) x (H'(Q)/{1})

auf den abgeschlossenen Untervektorraum

V={(p,9) €V| /()Vgo-rot'gl}dx:/Qqu-rot’qux:Ofﬁralle(@,1/3)'GV}

von V gegebenen Operator

A:D(A) :=DA)NV CH—H.

Dann reduziert sich (CJ) zu i
Al p) = (f,8)" (C.6)

Multipliziert man (C.6) skalar in H mit einem (@, 1)’ € V, so ergibt sich mit partieller Integra-
tion die schwache Formulierung von (C.6): Bestimme ein (¢, )" € V mit
(C.7)

B(o, ¢ ¢, ) = F(¢, ) firalle (¢, )" €V,

wobei
B:VxV =R, (¢,9¢19) />—>/ (Vo +rot'y) - (V¢ +rot)dx

F: V=R, (¢9) >—>/(pfdx—|—/1[)gdx

Die Bilinearform B und das lineare Funktional F sind stetig auf V x V bzw. V. Die Bilinearform
B ist symmetrisch. Wegen der 2. POINCAREschen Ungleichung gilt

+2<Vgo,rot "¥) + |[rot’ 1/J||
= HV€0||L2(Q) + VY1220

) =31+ )@ )15 =bl(e. )3

B(g. ) = Vel
= HVG”HU(Q) +[|rot"Pl72 )

> 104+ &) (N9l + 19120
d. h. B ist koerziv. Der Satz von LAX & MILGRAM liefert also die Existenz einer eindeutigen
Losung (¢,%)" € V von (CZ). Ferner gilt

bli(g, 9)'II5 < Blg,¥) < 310, 9)' I3 + %1 (£,8)' 113 < 3lI(9. )'II5 + 5 1(f,8) 15,

-2
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d. h.
1o, )15 < $1(f,8) 13-

Unter Benutzung der Tatsache
divrot’p =0, rotVe = 0usw.in (C5°(Q))’

und der Definition von V bekommen wir
/Fvgo 1ot pdx = /Q V¢ - rot'ipdx =0, /rle/) -Vdl' = /Frot’gl) - Vgdx = 0 usw.
fiir alle (¢, ¢)’ € V und (¢, $)’ € V. Damit folgt
— /Q div (Vg+rot'ip)@ + rot (Ve + rot ') pdx
=B(g 3 @,§) — [ v- (Vo +rot'y)p+v" - (Vo + rot'y) pdr

fiir alle (¢, )" € V sowie die Losung (¢, )" € V von ([C2). Also ist (¢, 9)" € D(A). Somit
haben wir gezeigt, dass A invertierbar ist und dass die Inverse A~!: H — D(A) stetig ist:

AT, 8) v < §I1CF,8) 113,

Sei f € L>(Q))/{1}. Wir definieren (¢, ) := A~1(f,0)’, u := V¢ + rot'y und erhalten nach
Konstruktion

divu = A¢ = fin (),
rotu =rot0 =01in (), (C.8)
u = Ve -+roty = 0auf dQ),

d.h.u € HL, (Q) mit divu = f. Damit existiert eine stetige Inverse
Brot : LZ(Q)/{l} - Hé,rot (Q), frou
von div mit

1Brot fll e = 1Brot flIrz(cayyz + 1V Brot f Iy
= [V + 1ot $lF2ca)y2 + | div Brot f 72
< 2|V ollf 22 + 2lrot 172 + 112
<(3+ 1)”f”%2(0) =1 Cao | fllz2 ()

Damit folgt die Behauptung. O

Korollar C.2.3. B ldsst sich zu einem stetigen linearen Operator
Brot: (H(Q)) = (L*(Q2))

fortsetzen.
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Beweis: Aufgrund der Koerzitivit der Bilinearform B ist der im Beweis von Satz definier-
te Operator A strikt positiv. Nach [83], Section 3.4 kann man die Wurzeln

AV2 e L(H,H) und AV?: D(AY?) := im A"V2 5 H
aus A~! bzw. A definieren. Desweiteren existiert eine stetige Fortsetzung von A~}
Al e £(D(A71/?), D(AV?Y),
wobei D(A~1/2) = D(A'/?)’. Damit stellt
Brot: D(A7Y2) = (L2(Q))%,  f > Ve +rot’y mit (¢, ) := AL(f,0) € ¥
eine stetige Fortsetzung von Bt auf D(A~1/2) dar. Weil (H*(Q))" € D(A~1/2) und die Nor-
men von (H'(Q))’ und D(A~1/2) dquivalent sind, folgt die Behauptung (vgl. auch [7], [22])). O
Es sei nun u € (H!(Q))? ein Vektorfeld mit u - v = 0 auf I'. Im Allgemeinen ist
Brot divu = u

leider nicht giiltig, denn u muss nicht zwingend in Hé/rot (Q)) liegen. Dafiir gilt aber der folgen-
de

Satz C.2.4. Sei u € H!(Q) mit u - v = 0 auf I'. Dann gibt es ein Cp,,, > 0so, dass
[[Brot div |12y < Ch,, 1ull (12 (02)y2-

Beweis: Wir schitzen ab

rot

||Br0t diVLlH(Lz(Q))z <Cgp || diV”HH‘l(Q)‘

Ferner gilt
di d:—/Vd+/ -dF:—/Vd C.9
/Q ivufdx Qu fdx aQu vf Qu fdx (C.9)

fiir alle f € H'(Q), woraus sich

= sup
HfHHl(Q>:l

divufd
/Q ivufdx

/Q UV fdx

|divullg1q)= sup

< sup  ullzellflla o) = lullzq)y
Hf“Hl(Q):l

ergibt. Daraus schlieffen wir
”Brot diVMHLp(Q) S C;grot HuHLP(Q) furalleu € H1<Q>, (ClO)

wobei Ci; = Cg,,. O
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