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I am a firm believer that without speculation
there is no good or original observation.

CHARLES ROBERT DARWIN (1809–1882)
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liche Diskussionen möchte ich mich auch bei Herrn Prof. Dr. Johannes Schropp, Frau Prof. Dr.
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Einleitung

Bei einer Platte handelt es sich um einen dreidimensionalen elastischen Festkörper, welchen
man sich in der einfachsten Variante als einen Quader vorstellen kann, dessen Höhe viel gerin-
ger als die Abmessungen der Grundfläche ist. Im Rahmen der Kontinuumsmechanik geht man
in der allgemeinen Situation von der folgenden Beschreibung aus: Zu einem Körper B ⊂ R

3

gebe es ein Gebiet Ω ⊂ R
2 und eine stetige Funktion h : Ω̄→ R+ derart, dass

B = {(x1, x2, x3) | |x3| ≤ h(x1, x2), (x1, x2) ∈ Ω̄}

gilt. Wenn das Verhältnis von max(x1,x2)∈Ω̄ h(x1, x2) zu einer charakteristischen Länge von Ω

(z. B. dem minimalen Krümmungradius von Ω oder der kleineren Kantenlänge, falls Ω ein
Rechteck ist, usw.) gering ist, dann wird B als eine Platte bezeichnet (vgl. [61]). Je nach die-
sem Verhältnis wird zwischen dünnen Platten oder Platten mittlerer Dicke unterschieden. Ist
h konstant, so spricht man von einer Platte gleichmäßiger Dicke. Die Menge Ω̄× {0} heißt die
Mittelebene der Platte. Eine besondere Rolle in der Plattenmodellierung spielen die auf der Mit-
telebene senkrecht stehenden Fasern parametrisiert durch die Segmentenschar {{(x1, x2)} ×
[−h(x1, x2), h(x1, x2)] | (x1, x2) ∈ Ω̄}.

Auf den ersten Blick stellt eine Platte einen Spezialfall eines dreidimensionalen Festkörpers
dar. Jedoch gibt es eine Reihe wesentlicher Unterschiede zwischen der konventionellen Elasti-
zitätslehre und den Plattentheorien. Es seien unter anderem die folgenden Aspekte erwähnt:
Im Gegensatz zu der in der allgemeinen Elastizitätstheorie essentiellen Tatsache, dass es in ei-
nem Körper keine großen Deformationen gibt, ohne dass im Inneren des Körpers große Span-
nungen herrschen, kann eine Platte deutliche Verformungen erfahren, ohne dass diese beträcht-
liche Spannungen hervorrufen (s. [44]). Ein weiterer Unterschied besteht darin, dass man bei
einer Platte in der Regel keine Randbedingungen an der Ober- bzw. Unterseite vorschreibt. Au-
ßerdem stellt eine Platte, mathematisch gesehen, einen singulären Limit eines dreidimensiona-
len Körpers für h → 0 dar. Neben rein analytischen Schwierigkeiten im Falle h → 0 tauchen
auch numerische Probleme auf, wie z. B. das ,,Locking-Problem“, welches erst im Jahre 1986
von Brezzi und Fortin in ihrem Artikel [8] gelöst wurde.

Um dem Streben nach physikalisch adäquater und mathematisch sauberer Beschreibung
von Platten nachzukommen, hat man eine Reihe von Modellen entwickelt, welche ihre breite
Anwendung in der Mechanik finden. Ein detaillierter Überblick über die historische Entwick-
lung verschiedener Plattentheorien findet sich in der Arbeit [61] von Naghdi. Zu den bekann-
tensten und populärsten Theorien gehören die von POISSON und KIRCHHOFF (zu welcher auch
LOVE und VON KÁRMÁN beigetragen haben) und die von REISSNER und MINDLIN (welche
auch teilweise auf den Ideen aus der Balkentheorie von TIMOSHENKO aufgebaut ist). Obwohl
der klassische Zugang von KIRCHHOFF in der Mathematik sehr beliebt und gut erforscht ist,
sodass man die KIRCHHOFFsche Gleichung sogar gelegentlich als ,,die“ Plattengleichung be-
zeichnet, wird in der Mechanik die deutlich allgemeinere Theorie von REISSNER und MIND-
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Einleitung 4

LIN bevorzugt. Dies ist nicht nur damit zu begründen, dass man dadurch sowohl dünne und
schubstarre als auch mitteldicke und schubweiche Platten gut modellieren und die Randbe-
dingungen leichter vorschreiben kann, sondern auch, dass das Problem numerisch viel besser
handhabbar ist und stärkere strukturelle Ähnlichkeiten mit der zweidimensionalen Elastizität
aufweist, was das Modell für die zahlreichen Anwendungen in der Strukturmechanik beson-
ders attraktiv macht (s. z. B. [25], [26]).

Ein weiterer Aspekt, welchen wir berücksichtigen möchten, ist, dass die meisten Elasti-
zitätsvorgänge in einem Festkörper eng an die thermischen Prozesse gekoppelt sind, denn ei-
nerseits wird durch elastische Reibungen Wärme im Körper produziert, andererseits führen
Temperaturunterschiede zu lokalen Körperausdehnungen und somit auch zu Spannungen.
Wir haben uns hier für die Wärmeflussgleichung nach CATTANEO entschieden. Im Gegensatz
zum klassischen parabolischen Wärmeleitungssystem nach FOURIER

θt + κ∆θ = 0 bzw. θt + div q = 0, q + κ∇θ = 0

handelt es bei dem CATTANEO-System

θt + div q = 0, τ0qt + q + κ∇θ = 0

um ein System hyperbolischer partieller Differentialgleichungen (s. [9]). Obwohl die beiden
Modelle sich in den meisten Fällen sowohl qualitativ als auch quantitativ ähneln1 (cf. [32]),
zeichnet sich die FOURIER-Wärmeleitung dadurch aus, dass die Wärmeausbreitungsgeschwin-
digkeit unendlich ist: ändert sich die Temperatur an einer Stelle, so ist die Wirkung ohne Zeit-
verzögerung überall im Körper zu sehen (vgl. [10]). Dieses physikalische Paradoxon wird
durch das CATTANEO-Gesetz behoben, welches den Wärmetransport durch Pulswellen be-
schreibt, welche sich im Körper mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten. Als bekanntes An-
wendungsbeispiel hierfür dient das Laser-Reinigen von Computer Chips: die mit kleinen Teil-
chen verschmutzten Silizumwafern werden kurz einem Laserimpuls großer Amplitude aus-
gesetzt, um die Scheibe in Schwingung zu versetzen und dadurch die Teilchen abzustoßen (s.
[54]). Ein weiterer Vorteil besteht darin, dass hyperbolische Wärmeleitung einen einfachen Weg
zur exakten Randsteuerbarkeit für thermoelastische Systeme öffnet.

In dieser Arbeit haben wir uns für nichtlineare REISSNER-MINDLIN-Gleichungen entschie-
den, weshalb wir unsere Resultate ins Themengebiet der Nichtlinearen Elastizität einordnen
können. Obwohl wir uns bei der Gleichungsherleitung immer noch des linearen HOOKEschen
Gesetzes bedient haben, kann man die Gleichung fast uneingeschränkt in der Technischen Me-
chanik einsetzen, um über die Grenzbelastung elastischer Körper besser urteilen zu können.
Auch an dieser Stelle ist eine wichtige Beziehung zur nichtlinearen zweidimensionalen Elasti-
zität zu sehen, welcher ein Teil des Systems – die sogenannten elastischen Dehnungen u1, u2

– gehorcht. Das Problem ist aber deutlich komplizierter als die zweidimensionale Elastizität,
da es neben einer dritten nichtlinearen Gleichung für die Biegung w eine Kopplung mit den
Faserdrehwinkeln ψ, ϕ und sämtlichen thermischen Variablen θ, qθ, θ̃, qθ̃ gibt.

Das oben genannte nichtlineare Modell einer wärmeleitenden Platte nach CATTANEO mit
dem strukturellen Ansatz nach REISSNER und MINDLIN wird ausführlich im ersten Kapitel

1Es sei hier aber auf zwei Ausnahmen hingewiesen: die mit dem CATTANEO-System gekoppelte Balkenglei-
chung nach TIMOSHENKO ist nicht exponentiell stabil, wogegen das FOURIERsche Gesetz die exponentielle Sta-
bilität liefert (s. [19]). Wohlgemerkt handelt es sich bei diesem Resultat um einen singulären Fall, der allerdings
physikalisch nicht eintreten kann. Ein weiteres Beispiel ist durch die Resonatorgleichungen im beschränkten Gebiet
des R

n, n ≥ 2, gegeben. Auch bei diesem System führt der Übergang zum CATTANEO-Gesetz zum Verlust der im
Falle des FOURIERschen Gesetzes vorhandenen exponentiellen Stabilität (s. [68]).
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hergeleitet. Dabei haben wir die in [42] entwickelte Methode auf unser Problem übertragen2.
Dies führt auf das folgende System partieller Differentialgleichungen:

ρh∂2
t u1 − (∂x1

N11(∇u,∇w) + ∂x2 N12(∇u,∇w)) + E
2(1−µ)

∂x1
θ̃ = f1, (1)

ρh∂2
t u2 − (∂x1

N21(∇u,∇w) + ∂x2 N22(∇u,∇w)) + E
2(1−µ)

∂x2 θ̃ = f2, (2)

τ0∂tqθ̃ + qθ̃ = −λ0∇θ̃, (3)

1
κ ∂t θ̃ + div qθ̃ + αη(∂x1

∂tu1 + ∂x2 ∂tu2) =
α

λ0
p̃ + λ1

h (τ̂2 − τ̂1), (4)

ρh∂2
t w− K

(

∂x1
(∂x1

w + ψ) + ∂x2(∂x2 w + ϕ)
)

− ∂x1
(N11(∇w,∇u)∂x1

w + N12(∇w,∇u)∂x2 w) (5)

− ∂x2(N21(∇w,∇u)∂x1
w + N22(∇w,∇u)∂x2 w) = f3,

ρh3

12 ∂2
t ψ− D

(

∂2
x1

ψ + 1−µ
2 ∂2

x2
ψ + 1+µ

2 ∂x1
∂x2 ϕ

)

+ K(ψ + ∂x1
w) + D(1+µ)

2 ∂x1
θ = M1, (6)

ρh3

12 ∂2
t ϕ− D

(

∂2
x2

ϕ + 1−µ
2 ∂2

x1
ϕ + 1+µ

2 ∂x1
∂x2 ψ

)

+ K(ϕ + ∂x2 w) + D(1+µ)
2 ∂x2 θ = M1, (7)

τ0∂tqθ + qθ = −λ0∇θ, (8)

1
κ ∂tθ + div qθ + αη(∂x1

∂tψ + ∂x2 ∂t ϕ) + 12
h2 (λ0 − hλ1

2 )θ = α
λ0

p + 6αλ1

h2 (τ̂2 − τ̂1), (9)

wobei N eine glatte R
2×2-Matrixfunktion ist, komplettiert durch entsprechende Anfangs- und

Randbedingungen. Hierbei sind wir der Einfachheit halber von einer Platte konstanter Dicke
ausgegangen.

Im zweiten Kapitel beschäftigen wir uns mit einer Linearisierung von (1)–(9), wobei das
Problem in zwei Teile zerfällt, indem sich die Gleichungen für die klassischen TIMOSHENKO-
Variablen von den Gleichungen für die elastischen Dehnungen entkoppeln. Die dadurch ent-
stehenden Probleme werden separat behandelt. Sie werden jeweils unter Verwendung einer
geschickten Transformation auf die Form

Vt(t) +AV(t) = F(t) für t ∈ (0, ∞), V(0) = V0

gebracht, um schließlich mit Hilfe der Halbgruppentheorie gelöst zu werden. Dabei gehen wir
von der allgemeinen Situation aus, in der man sowohl für die elastischen, als auch auch für die
thermischen Variablen die gemischten DIRICHLET-NEUMANN-Randbedingungen vorschreibt.
Danach wird die Frage nach der Abklingrate der zum jeweiligen System gehörigen Energie ge-
stellt. Selbst bei einem mechanisch ungedämpften TIMOSHENKO-Balken mit der Wärmeleitung
nach CATTANEO, welcher nichts anderes als eine eindimensionale REISSNER-MINDLIN-Platte
ist, fällt die Energie nicht exponential ab (s. [19]), was unsere Suche nach passenden Dämpfun-
gen berechtigt. In [43] hat man unter anderem eine rein elastische REISSNER-MINDLIN-Platte
studiert. Das über die NEUMANNschen Randbedingungen linear gedämpfte System hat sich
als exponentiell stabil erwiesen, wenn man zusätzlich voraussetzt, dass das Gebiet sternkom-
plementär-sternförmig ist (vgl. Definition 4.3.7). Unsere Aufgabe war es zu untersuchen, wie
sich die durch die Wärmedissipation produzierte Dämpfung auf die Stabilität auswirkt. Dabei
haben wir eine gewisse Bilanz zwischen den elastischen Dämpfungen, auf die man natürlich
nicht komplett verzichten kann, und den geometrischen Bedingungen gefunden.

Im dritten Kapitel kehren wir zu dem ursprünglichen nichtlinearen Problem zurück, wel-
ches wir in einer etwas allgemeineren Form betrachten. Bei diesem handelt es sich um ein rein

2Außerdem haben wir den physikalischen Zugang gegenüber dem axiomatischen Zugang nach COSSERAT be-
vorzugt, da Letzterer in der (vor allem ingenieurwissenschaftlichen) Literaur weniger verbreitet und nicht hinrei-
chend intuitiv ist.
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hyperbolisches System, welches jedoch von gemischter Ordnung ist, sodass klassische Resul-
tate für hyperbolische Systeme zweiter Ordnung leider nicht anwendbar sind. Deshalb wird
das System auf ein semilineares symmetrisch-hyperbolisches System erster Ordnung transfor-
miert, welches wiederum nicht strikt hyperbolisch ist, da die zugehörige Randmatrix nicht
invertierbar ist. Um dieses Problem zu lösen, wenden wir die Lösungstheorie von Secchi [75]
an, was uns lokale Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen liefert. Als Hauptziel dieses Kapi-
tels haben wir aber die globale Existenz der Lösungen zu beweisen. Wir zeigen, dass die lokal
existierende Lösung für hinreichend kleine Daten global fortsetzbar ist und exponentiell ab-
klingt, indem wir uns die im ersten Kapitel bewiesene exponentielle Stabilität im Linearen zu
Nutze machen.

Das vierte Kapitel ist der exakten Randsteuerbarkeit des thermoelastischen REISSNER-MIND-
LIN-Systems mit der Wärmeleitung nach CATTANEO gewidmet. So können wir mit den klas-
sischen Methoden der Kontrolltheorie in BANACHräumen zur Existenz einer L2-optimalen
Randsteuerung gelangen. Dabei verallgemeinern wir die Resultate von Lagnese und Lions [42]
auf die thermoelastische Situation. Am Ende des Kapitels werden alle Resultate auf den Fall
einer dissipationsfreien Platte übertragen, welche sich mit Hilfe der sogenannten Thermoela-
stizität vom Typ II nach GREEN & NAGHDI (cf. [24]) modellieren lässt.

Im Anhang werden alle unkonventionellen Hilfsmittel, welche wir in dieser Arbeit benutzt
haben, zusammengefasst. Wir zitieren Lösungstheorien für abstrakte CAUCHY-Probleme so-
wie semilineare symmetrisch-hyperbolische Systeme und diskutieren die Eigenschaften des
BOGOWSKIĬ-Operators.



Kapitel 1

Thermoelastizitätstheorie

Die (Thermo)elastizitätstheorie ist ein Teilgebiet der Kontinuumsmechanik. Diese alte und eta-
blierte Theorie kann auf eine fast 350-jährige Geschichte zurückblicken. So hat HOOKE im Jahre
1678 sein berühmtes Gesetz ,,ut tensio sic vis“1 formuliert, welches er zwei Jahre zuvor in Form
eines Anagramms ,,ceiiinosssttuv“ aufschrieb (cf. [6]). Parallel zu HOOKE hat JACOB BERNOUL-
LI in seinen Arbeiten den Grundstein für die Rationale Mechanik – auch Analytische Mecha-
nik genannt – gelegt, welche im Anschluss von EULER, CAUCHY sowie vielen Generationen
der Naturphilosophen weiterentwickelt wurde (s. [81]). Für eine detaillierte Abhandlung über
die Geschichte der Elastizitätslehre sei der Leser auf das klassische Buch [82] von Truesdell
verwiesen. Heute liegt die Elastizität im Forschungsschwerpunkt der Theoretischen und Ex-
perimentellen Physik, der Analytischen und Numerischen Mathematik, der Ingenieur- und
Bauwissenschaften und findet immer wieder neue Anwendungsgebiete wie z. B. Medizin (s.
[65]).

Um das mechanisch-thermische Verhalten von Stoffen aus der wirklichen Welt zu beschrei-
ben, werden diese als Kontinuum, d. h. als eine ,,lückenlose“ Anhäufung von materiellen Punk-
ten, aufgefasst. Die zentrale Aufgabe der Thermoelastizitätslehre besteht darin, die zeitliche
Evolution der auf diesem Kontinuum definierten Feld- (Temperatur, Entropie etc.), Vektorfeld-
(Verschiebungsvektor, Wärmefluss etc.) sowie Tensorfeldgrößen (Spannungs- und Verzerrungs-
tensor etc.) zu beschreiben. Natürlich müssen dabei die physikalischen Parameter, der An-
fangszustand, die auf den Körper wirkenden äußeren Kräfte und die Wärmezufuhr sowie die
Randbedingungen vorgeschrieben werden. Nachdem ein solches Modell aufgestellt ist, kann
man den Deformationsvorgang prognostizieren, Parameter schätzen, durch eine entsprechen-
de Wahl der ,,Steuergrößen“ das System in einen gewünschten Zustand lenken oder die mit
der Verformung verbundenen Größen optimieren, komplizierte Strukturen mit gewünschten
Eigenschaften entwerfen usw.

Das mechanische Verhalten eines Körpers kann dabei elastisch oder inelastisch (z. B. an-
elastisch (thermisch, elektrisch, viskos usw.), viskoelastisch, plastisch usw.) sein. Bei einem
elastischen Körper verschwinden die Verformungen, sobald der Körper entlastet ist. Wie die
Experimente allerdings zeigen, weichen wirkliche Werkstoffe von dieser Idealvorstellung ab
(cf. [6] und Referenzen ebd.). Auch thermische Effekte führen in diesem Sinne zum inelasti-
schen Verhalten, weil sie die Deformation wegen der Energiedissipation irreversibel machen2

1lat.: Wie die Dehnung, so die Kraft
2Ein sehr interessantes Beispiel für ein (nichtlineares) inelastisches Verhalten ist von Formgedächtnislegierungen

(shape memory alloys) gegeben. So kann man durch gezieltes Aufheizen mechanische Eigenschaften des Stoffes

7
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(vgl. [4], Kapitel 3). In der vorliegenden Arbeit betrachten wir ausschließlich elastische und
thermoelastische Körper.

In der ersten Hälfte des Kapitels stellen wir eine kurze Zusammenfassung der Thermo-
elastizitätstheorie vor, welche wir später bei der Modellierung von wärmeleitenden Platten
benutzen. Dabei haben wir die folgenden Literaturquellen verwendet: [4], [6], [21], [28], [44],
[67], [81], [85]. Das Ziel der nächsten Abschnitte besteht nicht darin, neue physikalische Kon-
zepte zu entdecken, sondern eine einfache, in sich geschlossene Herleitung der nichtlinearen
Thermoelastizitätsgleichungen mit einheitlichen Notationen zu gewinnen, was z. B. für die in
diesem Umfeld tätigen Mathematiker von Interesse sein kann. Die im zweiten Teil des Kapitels
hergeleiteten nichtlinearen Plattengleichungen nach REISSNER & MINDLIN mit dem Wärme-
fluss nach CATTANEO, welche auf den Resultaten aus dem ersten Teil des Kapitels aufgebaut
sind, kamen in der Literatur dagegen noch nie vor.

Im Laufe des Kapitels verwenden wir die in der Physik gängigen Schreibweisen: fette
Schriftart für Vektoren und Matrizen, typische Buchstaben für entsprechende Größen usw. Die-
se Regeln werden bei den mathematischen Abhandlungen in den späteren Kapiteln meistens
nicht beachtet.

1.1 Kinematische Grundlagen

Verformbare Körper (Festkörper und Fluide) ändern ihre Größe und Gestalt unter der Ein-
wirkung äußerer Kräfte, auch Lasten genannt, sowie der Wärmezufuhr. Im Folgenden be-
schränken wir uns ausschließlich auf Beschreibung der Festkörper. Bei Festkörpern werden
Verformungen erzeugt, welche zur Entstehung innerer Kräfte sowie eines Wärmeflusses führen.
Deren Größe und Verteilung im betrachteten Körper hängen sowohl von den Lasten als auch
von den geometrischen und physikalischen Eigenschaften des Körpers ab (vgl. [28]).

Um das mechanische Verhalten eines Körpers zu beschreiben, wird der Körper in der idea-
lisierten Form als Kontinuum angenommen. Obwohl es in der Wirklichkeit keine kontinuier-
lichen Körper gibt, weist die Materie im makroskopischen Bereich die ,,Stetigkeit“ auf. Dieser
Übergang von der diskreten Struktur der Materie auf der Mesoskala zum Kontinuum auf der
Makroskala findet ihre mathematische Berechtigung auch darin, dass (lokal) gemittelte Zufalls-
felder eine bessere Regularität besitzen. Eine andere wichtige Berechtigung für die Einführung
des Kontinuums ergibt sich aus der Erfahrung, dass sich die darauf aufgebauten Theorien ex-
perimentell verifizieren lassen.

Ein infinitesimales Materialvolumen kann als ,,Teilchen“ des Kontinuums aufgefasst wer-
den, wobei man von der beliebigen Teilbarkeit der Materie sowie der Nichtunterscheidbarkeit
der einzelnen Teilchen ausgeht. In jeder Umgebung eines einzelnen materiellen Teilchens ist
immer Materie vorhanden, die außerdem stetig verteilt ist. Bei Belastung durch äußere Kräfte
ändern die materiellen Teilchen ihre Lage im Raum. Dieser Vorgang wird oft als Bewegung des
Kontinuums bezeichnet. Als Spezialfall ist dabei die gleichmäßige Bewegung des gesamten be-
trachteten Kontinuums zu beachten. Dabei treten weder Verformungen noch innere Spannun-
gen auf, sodass man von einem starren Körper sprechen kann. Die Bewegung des Kontinuums
beschrieben durch eine Funktion wird ebenfalls als stetig angenommen. Dies bedeutet, dass
alle für die Verformung wichtigen Größen stetige Zeit- und Ortsfunktionen sind (s. [28]).

Wir beschränken unsere Überlegung auf elastische und thermoelastische Körper. In der

,,programmieren“. Außerdem zeichnen sich Formgedächtnislegierungen durch eine sehr langsame Ermüdung aus
(s. [27]).



1.1: Kinematische Grundlagen 9

Kontinuumsmechanik wird als Körper eine Teilmenge des euklidischen Raumes bezeichnet,
welche sich durch einen Homöomorphismus auf einen Bereich Br ⊂ R

3 abbilden lässt, welcher
Referenzmenge heißt. Dieser Homöomorphismus wird Konfiguration des Körpers genannt. In
der Regel unterscheidet man nicht zwischen dem Körper und der Referenzmenge3.

Bei der Beschreibung des elastischen Verhaltens des Körpers sei angenommen, dass der
Körper hinreichend groß ist, sodass seine mikroskopische Struktur vernachlässigt werden kann.
Dabei setzen wir zunächst keine physikalische Linearität voraus. Thermoelastische Stoffe kön-
nen sich im Allgemeinen durch ein nichtlineares Verhalten auszeichnen, nicht nur wegen der
geometrischen Nichtlinearität, sondern auch wegen eines nichtlinearen Stoffgesetzes (wie z. B.
das MOONEY-RIVLIN-Materialgesetz für Gummi).

1.1.1 Deformationsvorgang

Bis Ende des Abschnitts richten wir uns ziemlich nah an [21], [81] und [85]. Wir betrachten
einen Körper, welcher in einer Referenzkonfiguration einen Bereich Br ⊂ R

3 belegt. Materi-
elle Punkte werden dabei durch ihren Ortsvektor X mit Koordinaten (X1, X2, X3) bezüglich
eines CARTESIschen Koordinatensystems gekennzeichnet. Wir bezeichnen diese Koordinaten
als materielle oder LAGRANGEsche Koordinaten.

Der Rand Sr von Br sei gemäß
Sr = S̄r,1 ∪ S̄r,2

zerlegt, wobei S1 und S2 relativ offene, disjunkte Teilmengen von Sr seien. Auf Sr,1 und Sr,2

werden Verschiebungen bzw. Zugkräfte (Oberflächenkräfte) vorgeschrieben.
Der Körper möge sich über die Zeit t ∈ I verformen, wobei I ⊂ R ein Intervall ist. Zu einem

festen Zeitpunkt t ∈ I betrachten wir den Körper in seiner verformten Konfiguration Bt. Die
Verformung wird gegeben durch einen Homöomorphismus χt : Br → Bt, welcher jeden Punkt
X ∈ Br

4 auf einen anderen Punkt x ∈ Bt eindeutig abbildet, d. h.

x = χt(X), X ∈ Br, (1.1)

worin x den Ortsvektor des zu X gehörigen Punktes in Bt bezeichnet. Für die Umkehrabbil-
dung χ−1

t von χt gilt
X = χ−1

t (x), x ∈ Bt. (1.2)

Die Punkte in Bt werden durch ihre Koordinaten (x1, x2, x3) in einem CARTESIschen Koordina-
tensystem gekennzeichnet. Sie werden raumbezogene oder EULERsche Koordinaten genannt.

Die einparametrige Familie {Bt}t∈I heißt dann eine Bewegung des Körpers, falls χt(X) =
χ(X, t) ein glattes Vektorfeld auf Br × I ist.

Das Verschiebungsfeld U setzt die Lage eines jeden Teilchens in der Referenzkonfiguration
mit einer solchen in der verformten Konfiguration in Verbindung. In den LAGRANGEschen
Koordinaten schreibt man hierzu

U(X, t) = x(X, t)− X,

während sich in den EULERschen Koordinaten

u(x, t) = x− X(x, t)

3Manche Autoren kritisieren diese Vereinfachung (s. [81]).
4Oft wird die Anfangskonfiguration Bt0 als Referenzkonfiguration gewählt, was nicht immer korrekt ist.
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ergibt. Es besteht zwischen den beiden Betrachtungsweisen der Zusammenhang

U(X, t) = U(χ−1
t (x), t) = u(x, t).

Die momentane Geschwindigkeit V sowie die Beschleunigung A eines materiellen Punktes
in LAGRANGEschen Koordinaten sind gegeben durch

V(X, t) =
∂χ

∂t
(X, t), A(X, t) =

∂2χ

∂t2
(X, t). (1.3)

Es sei erwähnt, dass der Operator ∂/∂t die materielle Zeitableitung bezeichnet, d. h. die Zeita-
bleitung an einem festen Ort X.5

Um lokale Verformungen in einem Körper messen zu können, setzen wir das Prinzip der
Lokalität voraus, wonach die innere Energiedichte in einem materiellen Punkt X ∈ Br nur von
dem lokalen Zustand einer infinitesimalen Umgebung von X abhängt. Der Deformationsgra-
dient F (eine Matrix) ist gegeben durch

F = Grad x = 1 + Grad u

mit CARTESIschen Komponenten Fiα = ∂xi
∂Xα

= 1 + ∂ui
∂Xα

. Die Schreibweisen Grad und grad ste-
hen für den Gradienten bzgl. der X- bzw. x-Variablen. Lokale Invertierbarkeit von χ verlangt,
dass F regulär ist, d. h.

J = det F 6= 0.

Die JACOBIsche Determinante J setzt zwei Volumenelemente gemäß

dV = JdV0 (1.4)

in Verbindung. Für den Inversdeformationsgradienten gilt analog

F−1 = grad X = 1 + grad U, (F−1)αi =
∂Xα

∂xi
= 1 +

∂Uα

∂xi
.

Da auch F−1 invertierbar ist, folgt
0 < J < ∞.

Die Identität
dx = F dX bzw. dxi = FiαdXα (1.5)

beschreibt die Art und Weise, wie ein Linienelement dX des Stoffes um den Punkt X unter der
Deformation linear auf ein Linienelement dx um x abgebildet wird.

5Durch einsetzen der Beziehung (1.1) in (1.3) lässt sich eine Darstellung der Geschwindigkeit v sowie der Be-
schleunigung a in den EULERschen Koordinaten bestimmen:

v(x, t) = Vχt(X), t) = ∂χ
∂t

(

χ−1(x, t)
)

= (V ◦ χ−1
t )
(

x, t
)

, a(x, t) = A(χt(X), t) = ∂V
∂t

(

χ−1(x, t)
)

= (A ◦ χ−1
t )
(

x, t
)

.

Letztere ist in der Elastizitätstheorie seltener gebräuchlich, spielt aber eine wichtige Rolle in der Fluiddynamik.
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1.1.2 Polare Zerlegung des Deformationsgradienten

Der Deformationsgradient F beinhaltet vollständige Informationen über die lokal linearisierte
Deformation an einem festen materiellen Ort. Daher ist es sinnvoll, zur Beschreibung des Be-
wegungsvorganges in einem Kontinuum den Deformationsgradienten heranzuziehen. Da er
jedoch auch Starrkörperbewegung beinhaltet, muss diese getrennt werden, um einen Zugang
zu Verzerrungstensoren zu finden.

Da es sich bei der Menge aller zulässigen Deformationsgradienten um eine lineare Unter-
gruppe der orientierungserhaltenden Abbildungen handelt, ist eine multiplikative Zerlegung
von F sehr naheliegend. An einem festen materiellen Ort zu einem festen Zeitpunkt wenden
wir das Polare Zerlegungstheorem (s. [6], Ziffer 1.5) auf F an, welches zwei eindeutige Aufspal-
tungen gemäß

F = RU = VR (1.6)

ergibt, wobei
R−1 = RT, U = UT, V = VT. (1.7)

Darin heißen U und V Rechts- bzw. Links-Streck-Tensor.
Diese Tensoren besitzen eine Spektraldarstellung. Für U ergibt sich

U = λiU
(i) ⊗U(i),

wobei die Eigenwerte λi > 0 LAGRANGEsche Hauptdehnungen und die Einheitseigenvekto-
ren U(i) LAGRANGEsche Hauptrichtungen heißen. Auf ähnliche Weise lässt sich V wie folgt
zerlegen:

V = λiV
(i) ⊗V(i) mit V(i) = RU(i).

Trivialerweise ergibt sich

J = det F = det(R)det(U) = λ1λ2λ3.

1.1.3 Verzerrungsmaße und Verzerrungstensoren

In diesem Abschnitt stellen wir einige wichtige Verzerrungstensoren vor, welche bei der For-
mulierung des Stoffgesetzes oft herangezogen werden. Um der historischen Entwicklung der
Elastizitätslehre näher zu sein, fangen wir mit dem GREENschen Verzerrungstensor E an. Unter
Beachtung von (1.5) findet man

|dx|2 = (FM) · (FM)|dX|2 = (FTFM) ·M|dX|2,

wobei M = dX
|dX| . Das Verhältnis zwischen den Längen der Linienelemente in der verformten

Konfiguration und der Referenzkonfiguration ist gegeben durch

|dx|
|dX| = |FM| = (M · (FTFM))

1
2 ≡ λ(M). (1.8)

Gleichung (1.8) definiert die Streckung in Richtung M am Ort X. Die Funktion λ : S2 ⊂ R
3 →

(0, ∞) gibt ein Beispiel eines Verzerrungsmaßes an. Gibt es keine Streckung (Stauchung) in
Richtung M, so gilt λ(M) = 1 und daher

(FTFM) ·M = 1. (1.9)
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Verschwindet die Streckung in allen Richtungen, also gilt (1.9) für alle M, dann heißt der Körper
ungedehnt am Ort X. Es folgt insbesondere FTF = I, wobei I den Identitätstensor bezeichnet.
Ein geschickter Verzerrungstensor ist demnach durch FTF− I gegeben, da dieser in unverzerr-
ten Körpern verschwindet. Dies motiviert die Definition des GREENschen Verzerrungstensors

E = 1
2(F

TF− I). (1.10)

Gilt (1.9) für ein festes M und für alle möglichen Deformationsgradienten, so heißt der Körper
unausdehnbar in Richtung M.

Unter Benutzung der Polarzerlegung (1.6) des Deformationsgradienten F kann man auch
folgende Verzerrungstensoren definieren:

C = FTF = U2, B = FFT = V2.

Letztere heißen GREENscher Rechts- bzw. Links-Streck-Tensor.
Eine allgemeinere Klasse von Verzerrungstensoren kann man aus der Tatsache, dass im un-

verzerrten Körper U = I gilt, gewinnen. Also definieren wir nachstehend die LAGRANGEschen
Verzerrungstensoren6

E(m) = 1
m (U

m − I), m ∈ (0, ∞),

E(0) = ln U, m = 0.

Der Tensor H = ln U = 1
2 ln FTF wird auch HENCKYscher oder logarithmischer Verzerrungs-

tensor genannt. Gegenüber anderen Verzerrungstensoren bietet er den Vorteil, dass er sich ad-
ditiv in Volumenänderung und Gestaltänderung aufspalten lässt. Diese Aufspaltung entspricht
einer Tensorzerlegung in Deviator und Kugeltensor. Darin ist der Deviator für die Gestaltände-
rung und der Kugeltensor für die Volumenänderung verantwortlich. Details dazu findet man
in [6], Ziffern 1.6 und 1.7. Die EULERschen Verzerrungstensoren ergeben sich völlig analog,
wenn man anstatt von U den Tensor V verwendet.

Bei kleinen Verzerrungen können in (1.10) geometrische Nichtlinearitäten vernachlässigt
werden. Dies führt auf den infinitesimalen LAGRANGEschen Verzerrungstensor

ε = 1
2(F

T + F− 2I) = 1
2(Grad u + (Grad u)T). (1.11)

Da die Referenzkonfiguration und die verformte Konfiguration im Rahmen der linearen Elasti-
zitätstheorie übereinstimmen, stellt (1.11) eine feine Approximation nichtlinearer Verzerrungs-
tensoren dar. Diese Bedingung ist in allen Festkörpern unter hinreichend kleinen Lasten immer
erfüllt.

1.1.4 Verzerrungsrate

Der Geschwindigkeitsgradient l = grad v in der EULERschen Betrachtungsweise drückt sich
über den Deformationgradienten F

l = ḞF−1

aus. Die Verzerrungsrate d definiert man dann als

d = 1
2(l + lT). (1.12)

6Der Audruck ln U ist hier im Sinne des Spektralsatzes zu verstehen.
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1.2 Statische Grundlagen

Auf einen Körper können sowohl räumlich verteilte Volumenkräfte als auch über die Ober-
fläche verteilte Flächenlasten wirken. Hierdurch entstehen im Innern des Körpers Spannungen,
welche den Beanspruchungszustand charakterisieren. Der Spannungszustand ist eine Tensor-
feldgröße und kann im Allgemeinen vom Punkt zu Punkt variieren (hier und ff. [6], [67], [85]).

1.2.1 CAUCHYscher Spannungstensor

Um die durch die äußeren Lasten hervorgerufenen Spannungen im Körper B an einer Stelle
x in einer verformten Konfiguration zu bestimmen, wird der Körper nach dem EULERschen
Prinzip aufgeschnitten. Der Spannungsvektor t definiert sich als

t = lim
∆s→0

∆p

∆s
=

dp

ds
.

Darin ist ∆p die auf eine gedachte Schnittfläche, welche durch x verläuft, wirkende resultie-
rende Kraft. Das parallel zur resultierenden Kraft entstehende Momentum verschwindet beim
Übergang zum Grenzwert. Im COSSERAT-Kontinuum7 müssen Momentspannungen, welche
als Reaktion auf eine aufgezwungene Gitterkrümmung entstehen, dagegen berücksichtigt wer-
den. Die Orientierung der Fläche ∆s ist eindeutig durch den Normalenvektor n an ∆s in x

bestimmt.
Für die Spannungsvektoren an den gegenüberliegenden Schnittseiten gilt

t(p(x, t), n) = −t(p(x, t),−n).

Nach dem CAUCHYschen Fundamentaltheorem hängt der Spannungsvektor t von n linear ab.
Daher gilt

t(x, t) = σ(x, t)n(x, t).

Darin ist σ(·, t) : χt(Br) → R
3×3 der CAUCHYsche Spannungstensor, welcher den Spannungs-

zustand in x eindeutig bestimmt. Da bei σ sowohl die einwirkenden Kräfte als auch die Span-
nungen in der Momentankonfiguration (EULERsche Betrachtungsweise) betrachtet werden,
handelt es sich bei σ um einen wahren Spannungstensor8.

1.2.2 1. und 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor

Analog kann man für ein X in der Referenzkonfiguration (LAGRANGEsche Betrachtungsweise)
den Spannungsvektor T

T = lim
∆S→0

∆p

∆S
=

dp

dS

für eine durch X verlaufende Fläche ∆S und die resultierende Kraft ∆p betrachten. Mit dem 1.
PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor P(·, t) : Br → R

3×3 schreibt man dann

T(X, t) = P(X, t)N(X, t).

7COSSERAT-Kontinuum ist ein Instrument zur Modellierung dünner Schalen und Platten (cf. [61]).
8In der Werkstoffprüfung wird zwischen der Nennspannung, welche bezüglich des Anfangsquerschnitts eines

Zugstabes gemessen wird, und der wahren Spannung, welche anhand des Momentanquerschnitts bestimmt wird,
unterschieden (s. [6]).
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Im Gegensatz zu σ ist P ein Nennspannungstensor. Unter Benutzung der NANSONschen For-
mel ergibt sich die PIOLA-Transformation

σ = J−1PFT.

Da P zwischen der Referenz- und Momentankonfiguration abbildet, ist P (so wie F) ein Dop-
pelfeldtensor und weist daher im Allgemeinen keine Symmetrie auf.

Geht man nun komplett in die Referenzkonfiguration über, so kann man den 2. PIOLA-
KIRCHHOFF-Spannungstensor S(·, t) : Br → R

3×3 definieren

T0(X, t) = S(X, t)N(X, t),

wobei

T0 = lim
∆S→0

∆p0

∆S
=

dp0

dS
.

Sowohl die differentielle Kraft p0 als auch die differentielle Fläche werden in der Referenzkon-
figuration betrachtet. Dann gelten die folgenden Beziehungen zwischen den Tensoren

σ = J−1FSFT,

P = FS,

S = JF−1
σF−1 = F−1P.

(1.13)

1.3 Bilanzgleichungen

Die meisten Bilanzgleichungen leiten sich von den Erhaltungsgesetzen (Massenerhaltung, Im-
pulserhaltung, Energieerhaltung usw.) ab. Andere physikalischen Prinzipien, wie z. B. der 2.
Hauptsatz der Thermodynamik, präzisieren die Stuktur der allgemeinen Gleichungen.

1.3.1 Massenbilanz

Seien ρ0(X, t) und ρ(x, t) die Massendichten pro Volumeneinheit in der Referenz- sowie der
Momentankonfiguration. Nun greift man eine beliebige offene Menge B ⊂ Br in der Referenz-
konfiguration heraus, welche sich zum Zeitpunkt t ∈ I zu χt(B) ⊂ Bt verformt. Da die Masse
von B erhalten sein muss, gilt

∫

B
ρ0(X, t)dV =

∫

χt(B)
ρ(x, t)dv

und daher
dm = ρ0(X, t)dV = ρ(x, t)dv.

Mit dem Transformationssatz ergibt sich die Massenbilanz in den LAGRANGEschen Koordina-
ten

ρ0 = Jρ.

Im Folgenden werden wir meistens der Einfachheit halber bei den Funktionen die Argumente
auslassen.
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1.3.2 Impulsbilanz

Wir bezeichnen mit B̄ : Br → R
3 und b̄ : χt(Br)→ R

3 die auf den Körper wirkenden Volumen-
kräfte per Volumeneinheit in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration. Sei dm die Masse
eines Volumenelementes dv und sei df die resultierende Kraft über dv. Dann gilt

df = B̄(X, t)dm = b̄(x, t)dm,

d. h. b̄ ◦ χt = B̄.
Analog kann man die auf die Oberfläche des Körpers einwirkenden Oberflächenkräfte

T̄ : Sr → R
3 und t̄ : χt(Sr) → R

3 in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration, auch ma-
terielle bzw. räumliche Oberflächenkräfte genannt, betrachten. Seien dS und ds infinitesimale
Flächen, welche X ∈ Sr bzw. x ∈ χt(Sr) enthalten, mit den äußeren Einheitsnormalen N bzw.
n. Die resultierende Oberflächenkraft lautet

df = T̄(X, t)dS = t̄(x, t)ds.

Sei B ⊂ Br ein offenes GAUSSsches Normalgebiet mit dem äußeren Einheitsnormalenvek-
tor N an die Oberfläche S = ∂B. Der resultierende Impuls von B lautet

L =
∫

B
ρ0VdV.

Die resultierende Kraft schreibt sich ähnlich zu

F =
∫

B
ρ0B̄dV +

∫

S
PNdS. (1.14)

Unter Verwendung des zweiten NEWTONschen Gesetzes

d

dt
L = B̄

und (1.14) folgt die Identität
∫

B
ρ0AdV =

∫

B
ρ0B̄dV +

∫

S
PNdS,

mit dem Beschleunigungsvektor A. Der GAUSSsche Divergenzsatz liefert dann
∫

B
(ρ0(A− B̄)− Div P)dV = 0, (1.15)

wobei Div den Divergenzoperator bzgl. der Referenzkonfiguration bezeichnet. Da (1.15) für
alle B gilt, folgt

ρ0A = ρ0B̄ + Div P in Br . (1.16)

Gleichung (1.16) stellt die Impulsbilanz in den LAGRANGEschen Koordinaten dar und wird in
der Regel durch die Randbedingungen

PN = T̄ auf Sr,1 (statische bzw. NEUMANNsche Randbedinungen),

x = x̄ auf Sr,2 (kinematische bzw. DIRICHLETsche Randbedinungen)

mit vorgegebenen T̄ und x̄ komplettiert9

9Ein Beispiel für ,,exotische“ Randbedingungen findet man bei den Kontaktproblemen, z. B. nach SIGNORINI,
bei welchen die Randbedingungen als Ungleichungen gegeben sind (s. z. B. [15]).
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1.3.3 Drehimpulsbilanz

Sei B ⊂ Br wiederum ein offenes GAUSSsches Normalgebiet mit dem äußeren Einheitsnorma-
lenvektor N an die Obefläche S = ∂B. Den resultierenden Drehimpuls G bzw. das resultieren-
de Momentum M definiert man als

G =
∫

B
(x− x0)× ρ0VdV,

M =
∫

B
(x− x0)× ρ0B̄dV +

∫

S
(x− x0)× (PN)dS.

Da die Änderungsrate des Drehimpulses dem Gesamtmomentum aller auf den Körper von
außen wirkenden Flächen- und Volumenlasten gleicht, bekommt man die Drehimpulsbilanz-
gleichung

d

dt
G = M.

Der CAUCHYsche Satz (s. Beweis in [84]) liefert dann die Symmetrie von σ

σ = σ
T.

1.3.4 Mechanische Energiebilanz

Sei B wie oben. Die kinetische Energie K von B wird durch

K = 1
2

∫

B
ρ0|V|2dV

gegeben. Die Leistung PE aller auf B wirkenden äußeren Kraftfelder (Volumen- und Ober-
flächenkräfte) lautet dann

PE =
∫

B
ρ0B̄ ·VdV +

∫

S
PN ·VdS.

Die Deformationsleistung PD ist die Leistung aller äußeren Kraftfelder, welche nicht in die
kinetische Energie transformiert wird, d. h.

PD = PE − K̇. (1.17)

Damit bekommen wir

PD =
∫

B
ρ0B̄ ·VdV +

∫

S
PN ·VdS−

∫

B
ρ0A ·VdV,

was unter Beachtung des GAUSSschen Divergenzsatzes zu

PD =
∫

B
(ρ0(B̄−A) + Div P) ·VdV +

∫

B
P : Grad VdV (1.18)

führt, wobei A : B := spur (AB) =
3

∑
i,j=1

aijbij für A, B ∈ R
3×3 die doppelte Überschiebung

bezeichnet. Ferner folgt aus Gleichung (1.15) wegen Grad V = Ḟ

PD =
∫

B
P : Ḟ dV. (1.19)
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LAGRANGEsche Form EULERsche Form

Masse ρ0 = Jρ d
dt ρ = ρ div v

Impuls ρ0A = ρ0B̄ + Div P ρ0a = ρb̄ + Div σ

Drehimpuls σ = σ
T PF = FP

Mechanische Energie U̇ = P : Ḟ U̇ = Jσ : d

Thermische Energie U̇ = P : Ḟ− div Q + R U̇ = Jσ : d− div q + r

Tabelle 1.1: Lokale Energiebilanzgleichungen in der LAGRANGEschen und der EULERschen Be-
trachtungsweise

Der 1. PIOLA-KIRCHHOFF-Tensor P und der Deformationsgradient F sind in diesem Sinne ar-
beitskonjugiert, d. h. deren Produkt definiert die Änderungsrate der inneren mechanischen
Leistung, welche man grob als potentielle Energie bezeichnen kann. Mit (1.10), (1.12) und (1.13)
folgt

P : Ḟ = S : Ė = Jσ : d.

1.3.5 Energieerhaltung

Die Funktion U : Br → R bezeichne die Dichte der inneren Energie pro Volumeneinheit in der
Referenzkonfiguration. Die gesamte innere Energie schreibt sich dann als

E =
∫

Br

UdV =
∫

χt(Br)
J−1UdV.

Für elastische Körper muss die Energie konstant bleiben, sodass die äußere Energiezufuhr ohne
Verluste in die kinetische Energie überführt wird, d. h.

PE = Ė + K̇. (1.20)

Setzt man Gleichung (1.17) in (1.20) ein, so ergibt sich die triviale Gleichheit

Ė = PD, (1.21)

sodass wir keine neue Bilanzgleichung erhalten. Mit (1.19) kann man (1.21) in der Endform
schreiben

U̇ = P : Ḟ. (1.22)

Gleichung (1.22) heißt Energieerhaltungsgleichung in der LAGRANGEschen Form.
Alle Bilanzgleichungen, welche wir in diesem Abschnitt hergeleitet haben, lassen sich auch

in EULERschen Koordinaten formulieren. Tabelle 1.1, welche wir nach [85] reproduzieren, listet
die Bilanzgleichungen10 in beiden Betrachtungsweisen auf.

1.3.6 Thermische Energie

Nun wollen wir zu irreversiblen Prozessen übergehen, wofür wir uns die Hauptsätze der Ther-
modynamik zu Nutze machen. Dabei orientieren wir uns an [85].

10Die Herleitung der Bilanzgleichung für die thermische Energie wird am Ende des Abschnitts nachgeholt.
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1. Hauptsatz der Thermodynamik

Sei Q : Br → R die thermische Energie und seien q und Q der Wärmefluss je Zeit- und Flächen-
einheit in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration. Bezeichnet man mit R und r die Wärme-
zufuhr je Flächeninhalt in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration, so gilt

Q =
∫

Br

RdV −
∫

Sr

Q ·NdS =
∫

χt(Br)
rdV −

∫

χt(Sr)
q · ndS. (1.23)

Da die Energie in einem geschlossenen System nach dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik
konstant bleibt, gilt

PE + Q = Ė + K̇,

d. h.
∫

B
(ρ0B̄ ·V + R)dV +

∫

S
(T̄ ·V− V̄ ·N)dS =

∫

B
U̇dV +

∫

B
ρ0A ·VdV

für alle GAUSSnormalgebiete B ⊂ Br mit ∂B = S , woraus sich die Bilanzgleichung für die
thermische Energie in der LAGRANGEschen Form ergibt

U̇ = P · Ḟ− div Q + R. (1.24)

2. Hauptsatz der Thermodynamik

Seien S : Br → R und Σ : Br → R die Entropiedichte bzw. die Gesamtentropieänderung. Der 2.
Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass die Entropieänderung nichtnegativ ist:

Σ ≥ 0. (1.25)

Ein thermodynamischer Prozess ist reversibel, falls Σ = 0 ist, was z. B. bei der reinen Elastizität
der Fall ist. Gilt Σ > 0, so ist der Prozess irreversibel, was insbesondere für thermoelastische
Prozesse gilt.

Mit der Einführung des Wärmeflusses Q, der Wärmezufuhr R, der absoluten Tempera-
tur T sowie der Entropiezufuhr R

T schreibt sich (1.25) zur sogenannten CLAUSIUS-DUHEM-
Ungleichung um:

Σ =
∫

Br

ṠdV +
∫

S
Q

T
dS−

∫

B
R

T
dV ≥ 0. (1.26)

Die Energie, welche in mechanische Leistung transformiert werden kann, wird als HELM-
HOLTZsche freie Energie oder HELMHOLTZ-Potential A : Br → R bezeichnet

A = U − ST. (1.27)

Unter Benutzung von (1.27) kann man (1.24) zu

Ȧ = P : Ḟ− div Q + R− ṠT − SṪ

umschreiben sowie die lokale Form von (1.26)

Ȧ + SṪ− P : Ḟ +
Q

T
Grad T ≤ 0 (1.28)

herleiten. Formel (1.28) wird als CLAUSIUS-PLANCK-Ungleichung bezeichnet.
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1.4 Stoffgleichungen

Die in der Tabelle 1.1 zusammengefassten Bilanzgleichungen (auch Feldgleichungen genannt),
welche wir im letzten Abschnitt hergeleitet haben, sind allgemein und beschreiben neben der
Thermoelastizität in einem Festkörper auch viele andere Phänomene der Kontinuumsmecha-
nik – (Thermo)plastizität (s. [6]), (Thermo)viskosität, (Thermo)viskoelastizität usw. Diese Glei-
chungen sind aber nicht geschlossen, weil wir noch keinen Zusammenhang zwischen P und
Q bzw. F und T festgelegt haben. Die verschiedenen Stoffe unterscheiden sich in ihrer Natur.
Um diese Eigenschaften in der Sprache der Rationalen Mechanik zu beschreiben, werden die
sogenannten Stoff- oder Materialgleichungen11 postuliert. Während die Feldgleichungen mei-
stens von theoretischen Physikern und Mathematikern untersucht werden (s. z. B. [21], [81]),
beruhen viele Stoffgleichungen auf Experimentaldaten empirischer Natur. Im Folgenden be-
schränken wir uns auf Materialgleichungen für (thermo)elastische Stoffe.

1.4.1 Elastizität

Wir betrachten ein Volumenelement dV in der materiellen Konfiguration, welches einer Defor-
mation entlang eines glatten Weges Γ : [t1, t2] → R

3 folgt. Die dadurch erbrachte Leistung ist
durch

W =
∫ t2

t1

P(t) : Ḟ(t)dt (1.29)

gegeben. Ein Stoff wird elastisch genannt, wenn das Integral (1.29) wegunabhängig ist. Somit
ist die Schreibweise für die elastische Verzerrungsenergiedichte

W(F) =
∫

Γ
P : dF (1.30)

berechtigt. Leicht sieht man ein, dass die elastische Verzerrungsenergie nur von F abhängt und
dass

P(F) =
∂W

∂F
(F) (1.31)

gilt. Gleichung (1.31) ist die allgemeine variationelle Form einer Materialgleichung12 für ela-
stische Stoffe. Stoffe mit einer solchen Stoffgleichung nennt man auch hyperelastische Stoffe.
Sie sollten mit hypoelastischen Stoffen nicht verwechselt werden, deren Stoffgleichung in der
Regel von der Form

σ = G(F)

mit einem symmetrisch-tensorwertigen G ist (cf. [21]). Solche Betrachtung wird vor allem in
der ingenieurwissenschaftlichen Literatur bevorzugt (s. [4], [6], [28] usw.).

Ein Stoff heißt homogen, wenn W nicht vom materiellen Punkt X in der Referenzkonfigura-
tion abhängt. Sonst heißt der Stoff heterogen. Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf
homogene Stoffe.

An die Funktion W werden zusätzlich folgende Bedingungen gestellt:

i) W ist nichtnegativ und W(I) = 0 ist das einzige globale Minimum von W.

11Das in der Einleitung erwähnte HOOKEsche Gesetz ist eines der einfachsten Beispiele einer Stoffgleichung.
12Unter Benutzung der Ungleichung (1.28) für den Fall der konstanten Temperatur kann man schließen, dass

P = ∂Ẇ
∂F eine zu (1.31) äquivalente Bedingung darstellt (cf. [85]).
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ii) W ist monoton wachsend in F, wobei die Matrizen bzgl. der komponentenweisen Halb-
ordnung zu vergleichen sind.

iii) W(F) → ∞ für det(F) → ∞ oder det(F) → 0. Dies bedeutet, dass man unendlich viel
Energie aufbringen muss, um den Körper unendlich zu strecken oder zu stauchen.

Oft wird noch die LEGENDRE-HADAMARD-Bedingung

∂2W

∂F∂F
(F) ≥ c > 0

vorausgesetz. Unter dieser Bedingung ist das stationäre Problem elliptisch, was die mathema-
tische Behandlung wesentlich erleichtert.

Ein weiterer wichtiger Aspekt, auf welchen man bei der Formulierung von Stoffgleichun-
gen achten soll, ist das Prinzip der materiellen Objektivität, wonach Beobachter, welche sich un-
terschiedlich bewegen, aus einer Materialgleichung auf den selben Spannungszustand schlie-
ßen müssen (cf. [6]). Materialgleichungen müssen deshalb invariant unter starren Drehungen
und Translationen des Bezugssystems sein. So heißt ein elastischer Stoff objektiv, wenn

W(QF) = W(F) (1.32)

für alle Q ∈ SO(3) gilt. Mit dieser Defintion beweist man (s. [85])

P(QF) = QP(F) für alle Q ∈ SO(3),

CiJkL(QF)QkldFlL = QijCiJkL(F)dFkL = QijQklCjJlL(F),

wobei wir CiJkL nachstehend definieren.

1.4.2 Elastizitätstensor

Linearisiert man Gleichung (1.31), so ergibt sich in der Koordinatenform

dPiJ = CiJkL(F)dFkL,

wobei

CiJkL(F) =
∂2W

∂FiJ∂FkL
(F)

die LAGRANGEschen Elastizitätsmoduln heißen und sich zum Elastizitätstensor CiJkLei ⊗ eJ ⊗
ek ⊗ eL vierten Grades mit 81 Komponenten schreiben. Unter Beachtung von (1.30) sowie der
Annahme W ∈ C2(R3×3, R) folgt nach dem SCHWARZen Satz, dass der Elastizitätstensor CiJkL

sowohl kleine
CiJkL = CJikL = CiJLk = CJiLk

als auch große Symmetrie
CiJkL = CkLJi

aufweist. Daher hat CiJkL nur 21 wesentliche Koordinaten (cf. [6]).
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1.4.3 Isotropie

Ein Stoff heißt isotrop, wenn er sich in allen Richtungen gleich verhält, d. h. wenn zusätzlich
zu (1.32)

W(FQ) = W(F) für alle Q ∈ SO(3)

gilt. Dann kann man
W(C) = W(IC

1 , IC
2 , IC

3 )

zeigen, wobei

IC
1 = spur (C),

IC
2 = 1

2(spur (C2)− (spur (C))2),

IC
3 = det(C)

die Eigenwerte des CAUCHY-GREEN-Tensors sind.

1.4.4 HOOKEsches Gesetz

Bei dem HOOKEschen Gesetz handelt es um eine lineare Stoffgleichung der Form

S = CE,

wobei C ein Tensor vierten Grades mit den Koeffizienten CiJkL ist. Im isotropen Fall gilt

S = λIspur (E) + 2µE, (1.33)

wobei

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2µ)
, µ =

E

2(1 + ν)

die LAMÉ-Zahlen und E, ν der Elastizitätsmodul (auch YOUNGscher Modul genannt) bzw. die
POISSONzahl sind. Dies führt auf eine (zunächst isothermische) Verzerrungsenergiedichte

W(E) = λ
2 (spur (E))2 + µspur (E2). (1.34)

Ein Stoff mit Materialgleichung (1.34) heißt SAINT-VERNANT & KIRCHHOFF-Stoff. Dieser ist
physikalisch linear, was z. B. bei den meisten Metallen unter normalen Bedingungen der Fall
ist, aber geometrisch nichtlinear. Daher können auch große Verzerrungen adäquat behandelt
werden, was zu Aufgaben der sogenannten Finiten Elastizität gehört.

Stoffgleichung (1.34) kann leicht auf thermoelastische Stoffe erweitert werden:

W(E, T) = 1
2(λ(spur (E)− (3λ + 2µ)α(T − T0))

2 + ρ0cvT
(

1− log( T
T0
)
)

+ µspur (E2), (1.35)

wobei α der Wärmeausdehnungskoeffizient, T eine Referenztemperatur und cv die spezifische
Wärmekapazität per Masseneinheit beim konstanten Volumen sind. Geht man von kleinen
Temperaturänderungen aus, so wird der zweite Term vernachlässigt:

W(E, T) = 1
2(λ(spur (E)− (3λ + 2µ)α(T − T0))

2 + µspur (E2). (1.36)

Nimmt man sogar die Deformationen als klein an, so kann man S und E durch σ bzw. ε

ersetzen. Dann vereinfacht sich (1.36) zu

σ = λIspur (ε) + 2µε
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und es gilt
W(ε, T) = 1

2(λ(spur (ε)− (3λ + 2µ)α(T − T0))
2 + µspur (ε2). (1.37)

In diesem Fall spricht man von der Linearen Thermoelastizität.
Inzwischen werden auch viel allgemeinere Stoffgesetze verwendet, wie z. B. die sogenann-

ten neoHOOKEschen Gesetze, die Gesetze nach OGDEN, MOONEY-RIVLIN, ARRUDA-BOYCE

usw. (s. Referenzen in [85]).

1.4.5 Thermoelastizität

Fasst man die Gleichungen (1.16) und (1.24) zusammen, so ergibt sich

ρ0xtt − div P = ρ0B̄

Ut − div Q− P · Ḟ = R
in (0, ∞)×Br. (1.38)

Nach (1.27) wird das HELMHOLTZ-Potential durch A = U − ST gegeben. Damit die CLAUSI-
US-DUHEM-Ungleichung (1.28) erfüllt ist, muss A von F, T und Q abhängen, was der nachste-
hende Satz besagt.

Satz 1.4.1. Gleichung (1.28) ist genau dann erfüllt, wenn die folgenden drei Bedingungen gel-
ten:

i) Die Funktion A hängt nicht vom Temperaturgradienten ab.

ii) Es gilt

P =
∂A

∂F
(F, T, Q), S = −∂A

∂T
(F, T, Q).

iii) Q erfüllt die Bedingung
Q(F, T, Grad T)Grad T ≤ 0.

Beweis: s. [35]. �

Formel (1.39) liefert uns eine Stoffgleichung für den mechanischen Anteil des Systems. Um
die Gleichungen (1.38) abzuschließen, brauchen wir noch eine Stoffgleichung für Q.

1.4.6 CATTANEOsches Gesetz

Eine Möglichkeit, Grad T und Q in Verbindung zu setzen, besteht darin, das FOURIERsche
Gesetz

Q = −KGrad T (1.39)

zu verwenden, wobei K die Wärmeleitfähigkeit bezeichnet. Das durch (1.39) gegebene Q erfüllt
die Voraussetzungen von Satz 1.4.1. Eingesetzt in (1.38) führt diese Wahl auf ein hyperbolisch-
parabolisches System

ρ0xtt − div ∂A
∂F (F, T, Q) = ρ0B̄

T
(

− ∂2 A
∂T2 (F, T, Q)Tt − ∂2 A

∂T2 (F, T, Q)Ft

)

+ K△T = R
in Br × (0, ∞). (1.40)
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Gleichung (1.40) wurde sowohl in der physikalischen als auch mathematischen Literatur in-
tensiv studiert (s. [35] und Referenzen ebda). Obwohl sich die Gleichung als ein gutes Mo-
dell zur Beschreibung der meisten thermoelastischen Vorgänge erwiesen hat, führt das FOU-
RIERsche Gesetz (1.39) zu einem physikalischen Paradoxon der unendlichen Wärmeausbrei-
tungsgeschwindigkeit, was insbesondere dem Prinzip der Kausalität widerspricht.

So haben PESHKOVs Experimente (s. [66]) bereits in den 60er Jahren gezeigt, dass das FOU-
RIERsche Modell den sogenannten ,,second sound“ Effekt (zweiten Klang), welcher experi-
mentell beobachtet wurde, nicht adäquat beschreiben kann. Später hat man diesen Effekt auch
in Festkörpern beobachtet (cf. [10]). Um dieses Paradoxon zu beheben, wurden relativistische
Wärmeleitungstheorien (RHC13) entwickelt, darunter auch die Theorie von CATTANEO (s. [9]).

In der einfachsten Version führt man einen kleinen Relaxationsparameter τ > 0 ein, wel-
cher die durchschnittliche Relaxationszeit des Wärmeträgers beschreibt (vgl. [78]), und ersetzt
Gleichung (1.39) durch

τQt + Q = −KGrad T. (1.41)

Diese Gleichung war bereits MAXWELL bekannt. In der vollständigen Form beinhaltet (1.41)
noch weitere Terme wie Druck usw. (s. [10]).

Durch einsetzen von (1.41) in (1.38) finden wir

ρ0xtt − div ∂A
∂F (F, T, Q) = ρ0B̄

T
(− ∂2 A

∂T2 (F, T, Q)Tt − ∂2 A
∂T2 (F, T, Q)Ft

)

+ K Div Q = R

τQt + Q + KGrad T = 0

in Br × (0, ∞). (1.42)

Im Gegensatz zu (1.40) wird die Wärmeausbreitung nach (1.42) als pulsartige Wellen mo-
delliert. Eine moderne Anwendung dieses Modells liegt im Bereich der Laser-Reinigung von
Silizium-Wafern (s. z. B. [54]).

Im nächsten Abschnitt benutzen wir Gleichungen (1.42), um ein Modell für die wärmelei-
tende Platte herzuleiten.

1.5 Modellierung von Platten

Als Platte gleichmäßiger Dicke wird ein prismatischer Körper bezeichnet, dessen Höhe h im
Vergleich zu den Abmessungen der Grundfläche Ω gering ist. Ein Beispiel für eine Platte
wird in der Abbildung 1.1 gegeben. Neben Balken, Scheiben und Schalen gehören Platten als
ein Flächentragwerk zum zentralen Punkt der Technischen Mechanik. Obwohl es sich bei ei-
ner Platte um ein dreidimensionales Objekt handelt, besteht der wesentliche Unterschied zu
gleichmäßig dicken Festkörpern unter anderem darin, dass eine Platte große Deformationen
erfahren kann, ohne dass im Körper große Spannungen entstehen. Das Ziel einer Plattentheorie
ist es, eine Platte auf ein zweidimensionales Kontinuum zurückzuführen, ohne die dreidimen-
sionale Natur der Platte zu vernachlässigen. Erste Plattenbetrachtungen gehen auf JAKOB II.
BERNOULLI, EULER, LAGRANGE, POISSON u. a. zurück. Die erste vollständige Plattentheorie,
welche zum Teil auf den Arbeiten von POISSON beruhte, wurde allerdings von den dreidi-
mensionalen Elastizitätsgleichungen von KIRCHHOFF abgeleitet (cf. [61]). Nach ca. vierzig Jah-
ren folgte die LOVEsche14 Schalentheorie, sodass man heute von einer POISSON-KIRCHHOFF-
LOVE-Theorie spricht.

13Relativistic heat conduction
14Interessant ist die Tatsache, dass LOVE mit Hilfe seiner Theorie Vibrationen von Glocken beschreiben wollte,

was er auch in seinem Artikel aus dem Jahre 1888 schrieb.
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Abbildung 1.1: Platte

Die KIRCHHOFFsche Strukturannahme, dass die in der Referenzkonfiguration auf der Mit-
telebene senkrecht stehenden Fasern auch in der verformten Konfiguration senkrecht auf der
verformten Mittelebene stehen bleiben, hat nicht nur aus der physikalischen Sicht einen Wider-
spruch dargestellt, sondern das Verständnis der Gleichung erschwert, sodass man bis Mitte des
19. Jahrhunderts damit Probleme hatte, physikalisch und mathematisch korrekte Randbedin-
gunen zu formulieren. Diese Erkenntnis sowie die Nachfrage nach einer guten Plattentheorie
seitens der Ingineure haben TIMOSHENKO, MINDLIN und REISSNER Anfang–Mitte des 20. Jahr-
hunderts dazu veranlasst, sich mit neuen Strukturannahmen auseinanderzusetzen. So entstand
die TIMOSHENKO-MINDLIN-REISSNER-Plattentheorie, welche ursprünglich linear war.

In diesem Abschnitt wollen wir eine nichtlineare Theorie für eine homogene, isotrope ther-
moelastische Platte herleiten. Dabei verallgemeinern wir den in [42] vorgestellten variationel-
len Zugang15 zur Plattenmodellierung über die dreidimensionalen nichtlinearen Thermoela-
stizitätsgleichungen (1.42). Wir versuchen möglichst konsistent mit den Notationen der letzten
Abschnitte zu bleiben, verwenden aber an manchen Stellen die in den Plattentheorien gängigen
Bezeichnungen.

Wir betrachten eine Platte, welche in der Referenzkonfiguration die Menge Br = Ω ×
(− h

2 , h
2 ), h > 0, belegt, wobei Ω ⊂ R

2 ein Gebiet mit dem Rand Γ := ∂Ω ist. Jedes in Br liegende
Teilchen sei über die LAGRANGEschen Koordianten x = (x1, x2, x3) parametrisiert16. Die Men-
ge Ω×{0} heißt Mittelebene der Platte. Durch U = U(t, x) mit Koordinaten Ui(t, x), i = 1, 2, 3,
sei der Verschiebungsvektor gegeben, welcher die Differenz zwischen den LAGRANGEschen
Koordinaten des materiellen Punktes in der verformten Konfiguration bzw. der Rerefenzkon-
figuration angibt. Also verschiebt sich ein auf der Mittelebene liegender Punkt (x1, x2, 0) um
u(t, (x1, x2)) := U(t, (x1, x2, 0)). Neben mechanischen Spannungen möge die Platte auch einer
Temperaturverteilung τ = τ(t, x) unterliegen, welche bezüglich einer Referenztemperatur Υ0

gemessen sei, für welche der Körper von thermischen Spannungen frei ist. Dann ist Υ = Υ0 + τ
die absolute Temperatur.

15Ein alternativer Zugang erfolgt über das sogenannte COSSERAT-Kontinuum. Diese Methode ist axiomatisch,
aber deutlich komplizierter und weniger intuitiv.

16Ab hier stehen kleine fettgedruckte Buchstaben nicht mehr für EULERsche Betrachtungsweise.
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1.5.1 Bewegungsgleichungen für den elastischen Anteil

Seien σ, ε der 1. PIOLA-KIRCHHOFFsche-Spannungs- bzw. der GREENsche Verzerrungsten-
sor17. In der Koordinatenform schreibt sich ε zu

ε ij =
1

2

(

∂Ui

∂xj
+

∂Uj

∂xi

)2

+
1

2

∂Uk

∂xi

∂Uk

∂xj
. (1.43)

Wir berücksichtigen geometrische Nichtlinearitäten, beschränken uns aber der Einfachheit hal-
ber auf physikalisch lineare Stoffgesetze. Diese Annahme fürt einerseits dazu, dass sich das
Stoffgesetz zum linearen HOOKEschen Gesetz vereinfacht. Andererseits ist das Modell hinrei-
chend allgemein, um die meisten im Ingenieurwesen gängigen Stoffe beschreiben zu können.

Das in (1.33) formulierte HOOKEsche Gesetz postuliert die Beziehung zwischen Verzerrun-
gen und Spannungen in der Form

σij = aijkl(εkl − ετ
kl),

wobei ε
τ den thermischen Verzerrungstensor bezeichnet, deren genaue Form wir noch festle-

gen müssen. Im Folgenden nehmen wir die Platte als thermisch isotrop an, woraus man

ετ
ij = ετδij

folgert. Hierbei stellt ετ = ετ(τ) ein Maß thermischer Verzerrung dar. Insbesondere gilt ετ = 0,
wenn τ = 0 ist, denn die Platte ist im Referenzzustand spannungsfrei.

Unter Beachtung elastischer Isotropie und Homogenität der Platte bekommt man

σij =
E

1+µ

[

(ε ij − ετδij) +
µ

1−2µ (εkk − ετ)δij

]

= E
1+µ (ε ij +

µ
1−2µ εkkδij)− E

1−2µ ετδij, i, j = 1, 2, 3,
(1.44)

worin E der YOUNGsche Modul und µ ∈ (0, 1
2) die POISSONzahl sind.

Da die Platte als dünn vorausgesetzt ist, ist es sinnvoll, die Annahme

σ33 = 0 (1.45)

zu treffen. Diese Annahme wird in den meisten Plattentheorien gemacht. Physikalisch bedeutet
dies, dass die Schubspannung σ33 verglichen mit anderen Spannungen vernachlässigbar ist.
Setzt man nun (1.45) in (1.44) für i = j = 3 ein und löst die resultierende Gleichung nach ε33

auf, so folgt

ε33 = − µ
1−µ (ε11 + ε22) +

1+µ
1−µ ετ,

womit sich (1.44) zu

σ11 = E
1−µ2 (ε11 + µε22)− E

1−µ ετ, σ22 = E
1−µ2 (µε11 + ε22)− E

1−µ ετ ,

σij =
E

1+µ ε ij, i 6= j, σ33 = 0

17Trotz des Notationsmissbrauchs sollen diese nicht mit dem CAUCHYschen Spannungs- bzw. dem LAGRAN-
GEschen Verzerrungstensor verwechselt werden.
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umschreibt. Um die Tatsache zu berücksichtigen, dass die Schubspannungen über die Platten-
dicke nicht konstant sind, schlug TIMOSHENKO vor, einen Scherfaktor k > 0 einzuführen18.
Damit ergibt sich eine neue Form des HOOKEschen Gesetzes:

σ11 = E
1−µ2 (ε11 + µε22)− E

1−µ ετ, σ22 = E
1−µ2 (µε11 + ε22)− E

1−µ ετ ,

σij =
E

1+µ ε ij, i = 1, j = 2, σij = k E
1+µ ε ij, i = 1, 2, j = 3, (1.46)

σij = σji, σ33 = 0.

Um die Plattengleichungen herzuleiten, machen wir uns das Variationsprinzip zu Nutze,
indem wir über die Energieminimierung zu Bewegungsgleichungen gelangen. Die potentielle
Energie P wird durch

P =
1

2

∫ h/2

−h/2

∫

Ω
σijε ijdx

gegeben. Unter Benutzung des HOOKEschen Gesetzes (1.46) erhalten wir

P = E
2(1−µ2)

∫ h/2

−h/2

∫

Ω

[

ε2
11 + 2µε11ε22 + ε2

22 + 2(1− µ)ε2
12 + 2k(1− µ)(ε2

13 + ε2
23)

− (1 + µ)ετ(ε2
11 + ε2

22)
]

dx.

(1.47)

Die kinetische Energie lautet

K =
ρ

2

∫ h/2

−h/2

∫

Ω

[(

U̇1

)2
+
(

U̇2

)2
+
(

U̇3

)2]
dx, (1.48)

wobei ρ die spezifische Dichte bezeichnet.
Die Vektoren f̃ = ( f̃i)i und g̃ = (g̃i)i bezeichnen die auf die Platte einwirkenden Volumen-

bzw. Oberflächenkräfte. Die dadurch erbrachte Leistung schreibt sich als

W =
ρ

2

∫ h/2

−h/2

∫

Ω
f̃iUidx +

ρ

2

∫ h/2

−h/2

∫

Γ
g̃iUidΓdx3.

Es genügt mit den über die Plattendicke integrierten Kräften und Momenten zu arbeiten, wel-
che sich gemäß

fi(x1, x2) =
∫ h/2

−h/2

f̃idx3, gi(x1, x2) =
∫ h/2

−h/2

g̃idx3,

Mi(x1, x2) =
∫ h/2

−h/2

x3 f̃idx3, mi(x1, x2) =
∫ h/2

−h/2

x3 g̃idx3

ergeben. Außerdem ist es geschickter, statt der Temperatur τ und des Wärmeflusses q folgende
gewichtete und über die Plattendicke gemittelte Funktionen zu betrachten:

θ̃(x1, x2) =
1

h

∫ h/2

−h/2

ετdx3, θ(x1, x2) =
12

h3

∫ h/2

−h/2

x3ετdx3,

qθ(x1, x2) =
1

h

∫ h/2

−h/2

qdx3, qθ̃(x1, x2) =
12

h3

∫ h/2

−h/2

x3qdx3. (1.49)

18Die tatsächliche Schubspannung muss einen mindestens quadratischen Verlauf über den Querschnitt haben.
Am oberen und unteren freien Ende muss sie schließlich verschwinden. Um ihre effektive Größe zu berücksichtigen
wird meist k = 5/6 gesetzt (vgl. [85]). Die KIRCHHOFFsche Platte entspricht dabei dem Grenzwert für k → ∞ (cf.
[43]).
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Abbildung 1.2: Gebogene Platte im Querschnitt

Wir nehmen ferner an, dass die ebenen Gradienten von U1 und U2 verglichen mit den rest-
lichen Gradienten klein sind. Dies ermöglicht die folgende Approximation von (1.43)

ε11 =
∂U1

∂x1
+

1

2

(

∂U3

∂x1

)2

, ε22 =
∂U2

∂x2
+

1

2

(

∂U3

∂x2

)2

,

ε12 =
1

2

(

∂U1

∂x2
+

∂U2

∂x1

)

+
1

2

∂U3

∂x1

∂U3

∂x2
, ε13 =

1

2

(

∂U1

∂x3
+

∂U3

∂x1

)

+
1

2

∂U3

∂x1

∂U3

∂x3
, (1.50)

ε23 =
1

2

(

∂U3

∂x2
+

∂U2

∂x3

)

+
1

2

∂U3

∂x3

∂U3

∂x2
, ε33 =

∂U3

∂x3
+

1

2

(

∂Uk

∂x3

)2

.

Die Strukturannahme von REISSNER, MINDLIN und TIMOSHENKO lautet

U1(x1, x2, x3) = u1(x1, x2)− x3ψ(x1, x2),

U2(x1, x2, x3) = u2(x1, x2)− x3 ϕ(x1, x2),

U3(x1, x2, x3) = w(x1, x2).

(1.51)

Physikalisch bedeutet dies, dass die in der Referenzkonfiguration auf der Mittelebene senk-
recht stehenden Fasern auch nach Deformation gerade bleiben, dürfen sich aber im Gegensatz
zur KIRCHHOFFschen Hypothese im Laufe der Plattendeformation drehen. Es gilt

w = u3, ψ ≈ −
(

∂w

∂x1
+ ψ̃

)

, ϕ ≈ −
(

∂w

∂x2
+ ϕ̃

)

.

Dabei bemessen ψ̃ und ϕ̃ die Winkel zwischen der verformten Faser, welche in der Referenz-
konfiguration auf der Mittelebene Ω im Punkt (x1, x2, 0) senkrecht steht, und der verformten
Mittelebene (s. Abbildung 1.2).
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Setzt man (1.51) in (1.50) ein, so ergibt sich

ε11 =
∂u1

∂x1
+ x3

∂ψ

∂x1
+

1

2

(

∂w

∂x1

)2

,

ε22 =
∂u2

∂x2
+ x3

∂ϕ

∂x2
+

1

2

(

∂w

∂x2

)2

,

ε12 =
1

2

[

∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1
+ x3

(

∂ψ

∂x2
+

∂ϕ

∂x1

)]

+
∂w

∂x1

∂w

∂x2
,

ε13 =
1

2

(

∂w

∂x1
+ ψ

)

,

ε23 =
1

2

(

∂w

∂x2
+ ϕ

)

,

ε33 =
1

2

(

ψ2 + ϕ2
)

.

(1.52)

Unter Verwendung von (1.47) und (1.52) drückt man die potentielle Energie über u1, u2, w, ψ
und ϕ aus, was unmittelbar zu

P =
1

2
[a(ψ, ϕ, w) + N(u1, u2, w)]

mit den Bilinearenformen

a(w, ψ, ϕ; ŵ, ψ̂, ϕ̂) = a0(ψ, ϕ) + Ka1(ψ, ϕ, w),

a0(ψ, ϕ; ψ̂, ϕ̂) = D
∫

Ω

[ ∂ψ

∂x1

∂ψ̂

∂x1
+

∂ϕ

∂x2

∂ϕ̂

∂x2
+ µ

∂ψ

∂x1

∂ϕ̂

∂x2
+ µ

∂ϕ

∂x2

∂ψ̂

∂x1
+

1−µ
2

( ∂ψ

∂x2
+

∂ϕ

∂x1

)( ∂ψ̂

∂x2
+

∂ϕ̂

∂x1

)

+ 1+µ
2

( ∂ψ̂

∂x1
+

∂ϕ̂

∂x2

)

θ

]

dx,

a1(w, ψ, ϕ; ŵ, ψ̂, ϕ̂) =
∫

Ω

[(

ψ +
∂w

∂x1

)(

ψ̂ +
∂ŵ

∂x1

)

+
(

ϕ +
∂w

∂x2

)(

ϕ̂ +
∂ŵ

∂x2

)]

dx

und der nichtlinearen Form

N(u1,u2, w; û1, û2, ŵ) = Eh
1−µ2

∫

Ω

[∂u1

∂x1
+ 1

2

( ∂w

∂x1

)2][∂û1

∂x1
+

∂w

∂x1

∂ŵ

∂x1

]

+

[∂u2

∂x2
+ 1

2

( ∂w

∂x2

)2][∂û2

∂x2
+

∂w

∂x2

∂ŵ

∂x2

]

+

µ
[∂u1

∂x1
+ 1

2

( ∂w

∂x1

)2][∂û2

∂x2
+

∂w

∂x2

∂ŵ

∂x2

]

+ µ
[∂u2

∂x2
+ 1

2

( ∂w

∂x2

)2][∂û1

∂x1
+

∂w

∂x1

∂ŵ

∂x1

]

+

1−µ
2

(∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1
+

∂w

∂x1

∂w

∂x2

)(∂û1

∂x2
+

∂û2

∂x1
+

∂w

∂x1

∂ŵ

∂x2
+

∂w

∂x2

∂ŵ

∂x1

)

+ 1+µ
2

(∂û1

∂x1
+

∂û2

∂x2

)

θ̃dx

führt, wobei wir zunächst θ und θ̃ nicht als Argumente von a0 bzw. N explizit aufführen.
a(ψ, ϕ, w) bedeutet dabei a(ψ, ϕ, w) = a(ψ, ϕ, w; ψ, ϕ, w) usw. Hier und im Folgenden sei x =
(x1, x2).
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Nun setzen wir das Prinzip der virtuellen Arbeit ein, um Bewegungsgleichungen für die
Verschiebungskomponenten herzuleiten. Letzteres besagt, dass unter allen kinematisch zulässi-
gen Zuständen des Systems derjenige angenommen wird, welcher das LAGRANGE-Funktional

L =
∫ T

0
[K(t) +W(t)−P(t)]dt

minimiert. Als Grundraum für die Funktionen w, ψ, ϕ, u1 und u2 wählen wir alle hinreichend
regulären Funktionen mit der Eigenschaft

w = ψ = ϕ = u1 = u2 = 0 auf Γ0 für t ∈ [0, T].

Dies modelliert eine auf Γ0 festgeklemmte Platte. Dabei gelte Γ = Γ̄0 ∪ Γ̄1, wobei die Mengen
Γ0 6= ∅, Γ1 relativ offen in Γ und disjunkt seien. Außerdem sei Γ LIPSCHITZ-stetig.

Eine notwendige Bedingung dafür, dass eine Bewegung das Funktional L minimiert, ist
dadurch gegeben, dass seine erste Variation (d. h. die GÂTEAUX-Ableitung)

δL(w, ψ, ϕ, u1, u2)[ŵ, ψ̂, ϕ̂, û1, û2]

für alle hinreichend glatten Testfunktionen ŵ, ψ̂, ϕ̂, û1 und û2 verschwindet, wobei

ŵ(t) = ψ̂(t) = ϕ̂(t) = û1(t) = û2(t) = 0 in Ω für t ∈ {0, T}
und

ŵ(t) = ϕ̂(t) = ψ̂(t) = û1(t) = û2(t) = 0 auf Γ0 für t ∈ [0, T].

Die Variationsgleichung schreibt sich explizit zu

∫ T

0
c(ẇ, ψ̇, ϕ̇, u̇1, u̇2; ˙̂w, ˙̂ψ, ˙̂ϕ, ˙̂u1, ˙̂u2)− a(ẇ, ψ̇, ϕ̇; ˙̂w, ˙̂ψ, ˙̂ϕ)

−N(ẇ, ψ̇, ϕ̇, u̇1, u̇2; ˙̂w, ˙̂ψ, ˙̂ϕ, ˙̂u1, ˙̂u2) +
∫ T

0
( f1û1 + f2û2 + f3ŵ)dxdt

+
∫ T

0

∫

Γ1

(g1û1 + g2û2 + g3ŵ)dΓdt−
∫ T

0

(

m1
∂ŵ

∂x1
+ m2

∂ŵ

∂x2

)

dΓdt

mit a, N wie oben und

c(ẇ, ψ̇, ϕ̇, u̇1, u̇2; ˙̂w, ˙̂ψ, ˙̂ϕ, ˙̂u1, ˙̂u2) = ρh
∫

Ω
[u̇1

˙̂u1 + u̇2
˙̂u2 + ẇ ˙̂w + h2

12 (ψ̇
˙̂ψ + ϕ̇ ˙̂ϕ)]dx.

Nach Umformen ergibt sich die folgende Gestalt von N

N(ẇ, ψ̇, ϕ̇, u̇1, u̇2; ˙̂w, ˙̂ψ, ˙̂ϕ, ˙̂u1, ˙̂u2) =
∫

Ω

[

N11

(∂û1

∂x1
+

∂w

∂x1

∂ŵ

∂x1

)

+

N22

(∂û2

∂x2
+

∂w

∂x2

∂ŵ

∂x2

)

+ N12

(∂û1

∂x2
+

∂û2

∂x1
+

∂w

∂x1

∂ŵ

∂x1
+

∂w

∂x1

∂ŵ

∂x2

)]

dx,

(1.53)

wobei

N11 = Eh
1−µ2

[∂u1

∂x1
+ µ

∂u2

∂x2
+

1

2

( ∂w

∂x1

)2
+

µ

2

( ∂w

∂x2

)2]

,

N22 = Eh
1−µ2

[∂u2

∂x2
+ µ

∂u1

∂x1
+

1

2

( ∂w

∂x2

)2
+

µ

2

( ∂w

∂x1

)2]

,

N12 = Eh
2(1+µ)

(∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1
+

∂w

∂x1

∂w

∂x2

)

.
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Die Funktionen Nij ergeben sich dabei als die über die Plattendicke gemittelten Spannungs-
komponenten σij, welche man durch Einsetzen von (1.51) in (1.46) und Verwerfen des thermi-

schen Anteils E
1−µ ετ gewinnt. Wendet man den GAUSSschen Satz auf (1.53) an, so ergibt sich

N(ẇ, ψ̇, ϕ̇, u̇1, u̇2; ˙̂w, ˙̂ψ, ˙̂ϕ, ˙̂u1, ˙̂u2) = −
∫

Ω

[(∂N11

∂x1
+

∂N12

∂x2

)

û1 +
(∂N22

∂x2
+

∂N12

∂x1

)

û2+

∂

∂x1

(

N11
∂w

∂x1
+ N12

∂w

∂x2

)

ŵ +
∂

∂x2

(

N22
∂w

∂x2
+ N12

∂w

∂x1

)

ŵ
]

dx+

+
∫

Γ1

[

(ν1N11 + ν2N12)û1 + (ν2N22 + ν1N12)û2

+ ν1

(

N11
∂w

∂x1
+ N12

∂w

∂x2

)

ŵ + ν2

(

N22
∂w

∂x2
+ N12

∂w

∂x1

)

ŵ
]

dΓ.

Mit dem Variationslemma bekommen wir dann das folgende System partieller Differentialglei-
chungen:

ρhü1 −
(∂N11

∂x1
+

∂N12

∂x2

)

+ E
2(1−µ)

∂θ̃

∂x1
= f1,

ρhü2 −
(∂N22

∂x2
+

∂N12

∂x1

)

+ E
2(1−µ)

∂θ̃

∂x2
= f2,

ρhẅ − K
[ ∂

∂x1

( ∂w

∂x1
+ ψ

)

+
∂

∂x2

( ∂w

∂x2
+ ϕ

)]

− ∂

∂x1

(

N11
∂w

∂x1
+ N12

∂w

∂x2

)

− ∂

∂x2

(

N22
∂w

∂x2
+ N12

∂w

∂x1

)

= f3,

ρh3

12 ψ̈− D
(∂2ψ

∂x2
1

+ 1−µ
2

∂2ψ

∂x2
2

+ 1+µ
2

∂2 ϕ

∂x1∂x2

)

+ K
(

ψ +
∂w

∂x1

)

+ D(1+µ)
2

∂θ

∂x1
= M1,

ρh3

12 ϕ̈− D
(∂2 ϕ

∂x2
2

+ 1−µ
2

∂2 ϕ

∂x2
1

+ 1+µ
2

∂2ψ

∂x1∂x2

)

+ K
(

ϕ +
∂w

∂x2

)

+ D(1+µ)
2

∂θ

∂x2
= M2

(1.54)

für (t, x) ∈ (0, T)×Ω mit den Randbedingungen

u1 = u2 = w = ψ = ϕ = 0 für (t, x) ∈ (0, T)× Γ0

und

ν1N11 + ν2N12 +
E

2(1−µ)
ν1θ̃ = g1,

ν2N22 + ν1N12 +
E

2(1−µ)
ν2θ̃ = g2,

K
(∂w

∂ν
+ ν1ψ + ν2 ϕ

)

+
(

ν1N11 + ν2N12

) ∂w

∂x1
−
(

ν2N22 + ν1N12

) ∂w

∂x2
= g3,

D
[

ν1
∂ψ

∂x1
+ µν1

∂ϕ

∂x2
+ 1−µ

2

( ∂ψ

∂x2
+

∂ϕ

∂x1

)

ν2

]

+ D(1+µ)
2 ν1θ = m1,

D
[

ν2
∂ϕ

∂x2
+ µν2

∂ψ

∂x1
+ 1−µ

2

( ∂ψ

∂x2
+

∂ϕ

∂x1

)

ν1

]

+ D(1+µ)
2 ν2θ = m2

(1.55)

für (t, x) ∈ (0, T)× Γ1.
Um das System abzuschließen, benötigen wir noch Differentialgleichungen für θ und θ̃.
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1.5.2 Wärmeleitung in dünnen Platten

Das Vektorfeld q = (q1, q2, q3) gebe den Wärmefluss in der Platte an. Das CATTANEO-Gesetz
(1.41) der Wärmeleitung besagt

τ0q̇i + qi = −λ0
∂Υ

∂xi
, i = 1, 2, 3,

wobei Υ die absolute Temperatur und λ0 > 0 die Wärmeleitfähigkeit bezeichnen. Die Zahl
τ0 > 0 ist ein kleiner Relaxationsparameter (vgl. Kapitel 1.4.6). Wegen τ = Υ− Υ0 folgt ferner

τ0q̇i + qi = −λ0
∂τ

∂xi
, i = 1, 2, 3. (1.56)

Bezeichnet man die Entropie mit S, so besagt das Gesetz der Entropiebilanz aus (1.24)

ΥṠ = − ∂qi

∂xi
+ H, (1.57)

worin H für die Wärmezufuhr steht.
Nach dem 2. Satz der Thermodynamik für irreversible Prozesse (s. Gleichung (1.24)) hängt

die Entropie S mit den elastischen Verzerrungen ε ij zusammen. Im Rahmen der linearen Theo-
rie setzen wir

∣

∣

∣

τ

Υ0

∣

∣

∣≪ 1 (1.58)

voraus, was für kleine τ
ετ = ατ (1.59)

bedeutet, wobei α der Wärmedehnungskoeffizient ist. Unter Benutzung von (1.58) und (1.59)
erhält man wegen der elastischen und thermischen Isotropie

S = γεkk +
ρc
Υ0

τ, (1.60)

worin c die spezifische Wärmekapazität des Körpers ist und γ = Eα
1−2µ .

Durch Einsetzen von (1.60) in (1.57) erhalten wir

Υ(γε̇kk +
ρc
Υ0

τ̇) = −λ0
∂qi

∂xi
+ H. (1.61)

(1.61) ist eine nichtlineare Gleichung in τ (oder Υ). Mit der Annahme (1.58) kann man aber
diese linearisieren, indem man Υ durch Υ0 ersetzt. Dies führt auf

Υ0(γε̇kk +
ρc
Υ0

τ̇) = −λ0
∂qi

∂xi
+ H, (1.62)

wobei

κ =
λ0

ρc
und η =

γΥ0

λ0
.

Gleichung (1.62) beschreibt den Wärmeleitungsvorgang in einem isotropen, elastischen Körper.
Setzt man (1.51) in (1.62) ein, so ergibt sich eine Gleichung für die Wärmebilanz in REISSNER-
MINDLIN-Platten:

∂qi

∂xi
+

1

κ
τ̇ + αη div (u̇1, u̇2) + ηx3 div (ψ̇, ϕ̇) = H

λ0
. (1.63)
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Analog zu θ und θ̃ definieren wir qθ = (qθ,1, qθ,2) und qθ̃ = (qθ̃,1, qθ̃,2) als die über die
Plattendicke mit geschickten Gewichten gemittelten Wärmeflüsse qθ = (qθ,1, qθ,2) und qθ̃ =
(qθ̃,1, qθ̃,2) gemäß

qθ(x1, x2) =
1

h

∫ h/2

−h/2

qdx3, qθ̃(x1, x2) =
12

h3

∫ h/2

−h/2

x3qdx3.

Unser nächtes Ziel ist es, mit Hilfe von (1.63) Gleichungen für θ und qθ sowie θ̃ und qθ̃ zu
gewinnen.

Gleichungen für θ und qθ

Das für einen allgemeinen dreidimensionalen, isotropen Körper geltende CATTANEO-Gesetz
der Wärmeleitung (1.56) lässt sich in der zur Mittelebene normalen Richtung gut durch das
FOURIER-Gesetz approximieren:

τ0q̇i + qi = −λ0
∂τ

∂xi
, i = 1, 2,

q3 = −λ0
∂τ

∂x3
.

(1.64)

Diese Annäherung ist im physikalischen Sinne sowohl quantitativ als auch qualitativ gerecht-
fertigt, denn die durch das FOURIERsche Gesetz verursachte unendliche Wärmeausbreitungs-
geschwindigkeit ist wegen der geringen Dicke der Platte unwesentlich.

Nach der Multiplikation der Gleichung (1.64) mit x3 für i = 1, 2 und Integration über x3

bekommt man
τ0divq̇θ + divqθ = −λ0∇θ.

Analog ergibt sich aus (1.63) nach Multiplikation mit x3 und Integration die Identität

2

∑
i=1

∂xi

∫ h/2

−h/2

x3qdx3 +
∫ h/2

−h/2

x3
∂q

∂x3
dx3 +

1

κ

d

dt

∫ h/2

−h/2

x3τdx3 +
ηh3

12
(ψ̇ + ϕ̇) =

h3

12λ0
p,

wobei

p =
12

h3

∫ h/2

−h/2

x3Hdx3.

Anhand der geschickten Definition von θ in (1.49) sehen wir leicht die Gültigkeit von

h3

12α
[divqθ +

1

κ
θ̇ + αη(ψ̇ + ϕ̇)] =

h3

12λ0
p−

∫ h/2

−h/2

x3
∂q3

∂x3
dx3

ein. Der hintere Term lässt sich mittels partieller Integration wie folgt umformen:

∫ h/2

−h/2

x3
∂q3

∂x3
dx3 = −

∫ h/2

−h/2

q3dx3 + x3q3

∣

∣

∣

h/2

−h/2

.

Mit (1.64) folgt weiter

∫ h/2

−h/2

x3
∂q3

∂x3
dx3 = λ0

∫ h/2

−h/2

∂τ

∂x3
dx3 + x3q3

∣

∣

∣

h/2

−h/2

= [λ0τ + x3q3]
∣

∣

∣

h/2

−h/2

= λ0[τ(t, x1, x2, h
2 )− τ(t, x1, x2,− h

2 )] +
h
2

[

q3(t, x1, x2, h
2 ) + q3(t, x1, x2,− h

2 )
]

.
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Die Platte befinde sich in einem Medium der Temperatur τ̂(t, x) (gemessen bzgl. der Refe-
renztemperatur). Das NEWTONsche Abkühlungsgesetz angewendet auf die untere und obere
Plattenseiten besagt

q3(t, x1, x2, h
2 ) = λ1[τ̂2(t, x1, x2)− τ(t, x1, x2, h

2 )],

q3(t, x1, x2,− h
2 ) = −λ1[τ̂1(t, x1, x2)− τ(t, x1, x2,− h

2 )],
(1.65)

wobei

τ̂1(t, x1, x2) = τ̂(t, x1, x2, h
2 + 0),

τ̂2(t, x1, x2) = τ̂(t, x1, x2,− h
2 − 0)

und τ̂1, τ̂2 und λ0 bekannt sind. Zusammenfassen liefert

divqθ +
1

κ
θ̇ + αη(ψ̇ + ϕ̇) =

α

λ0
p + ( hλ1

2 − λ0)[τ(t, x1, x2, h
2 )− τ(t, x1, x2,− h

2 )]

− 12

h3

{

hλ1
2 (τ̂2 − τ̂1)− hλ1

2 [τ(t, x1, x2, h
2 )− τ(t, x1, x2,− h

2 )]
}

.

Um die Gleichung bzgl. θ und qθ abzuschließen, muss man θ mit der Oberflächentemperatur
τ(t, x1, x2, h

2 ) bzw. τ(t, x1, x2,− h
2) in Verbindung setzen. Hierzu böte sich der Ansatz

τ(t, x1, x2, x3) = τ0(t, x1, x2) + x3τ1(t, x1, x2) (1.66)

an, welcher wegen der kleinen Plattendicke plausibel ist. Wir haben dann

θ = ατ1,

τ(t, x1, x2, x3)
∣

∣

h/2

−h/2
= hτ1(t, x1, x2) =

h
α θ(t, x1, x2)

und somit
divqθ +

1
κ θ̇ + αη(ψ̇ + ϕ̇) + 12

h2 (λ0 − hλ1
2 )θ = α

λ0
p + 6αλ1

h2 (τ̂2 − τ̂1).

Wir setzen weiter

β = 12
h2 (λ0 − hλ1

2 ), g1 = α
λ0

p + 6αλ1

h2 (τ̂2 − τ̂1)

und schreiben die obige Gleichung um in

divqθ +
1
κ θ̇ + αη(ψ̇ + ϕ̇) + βθ = g1.

Die Randbedingungen für θ ergeben sich wiederum unter Verwendung des NEWTONschen
Abkühlungsgesetzes:

q · ν = −λ2(τ − τ̂) für (x1, x2) ∈ Γ, x3 ∈ [− h
2 , h

2 ]

für ein λ2 ≥ 0, was nach Multiplikation mit x3 und anschließender Integration über x3 zu

qθ · ν = −λ2(θ − θ̂) für (x1, x2) ∈ Γ

mit θ̂ = 12α
h3

∫ h/2

−h/2
x3τ̂dx3 führt. Alternativ schreibt man die DIRICHLETschen Randbedingungen

τ = τ̂ für (x1, x2) ∈ Γ, x3 ∈ [− h
2 , h

2 ]

vor, wodurch man
θ = θ̂ für (x1, x2) ∈ Γ

erhält.
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Gleichungen für θ̃ und qθ̃

Gleichungen für θ̃ und qθ̃ lassen sich genauso wie die für θ und qθ herleiten. Integriert man
(1.64) über x3 für i = 1, 2, so bekommt man sofort

τ0divq̇θ̃ + divqθ̃ = −λ0∇θ̃.

Wir mitteln Gleichung (1.63) über x3 und finden unter Beachtung von

θ̃ =
α

h

∫ h/2

−h/2

x3τdx3

die Identität

div
∫ h/2

−h/2

qdx3 +
∫ h/2

−h/2

∂q

∂x3
dx3 +

1

κ

d

dt

∫ h/2

−h/2

τdx3 + ηdiv(u′1, u′2) =
h

λ0
p̃

mit

p̃ = h
∫ h/2

−h/2

Hdx3.

Es folgt daher

h[divqθ̃ +
1

κ
˙̃θ + αηdiv(u̇1, u̇2)] =

αh

λ0
p̃− q3

∣

∣

∣

h/2

−h/2

.

Unter Beachtung von (1.65) und (1.66) bekommen wir

h[divqθ̃ +
1

κ
˙̃θ + αηdiv(u̇1, u̇2)] =

αh

λ0
p̃ + λ1[τ̂2(t, x1, x2)− τ̂1(t, x1, x2)]+

λ1[τ(t, x1, x2,− h
2 )− τ(t, x1, x2, h

2 )]

=
αh

λ0
p̃ + λ1[τ̂2(t, x1, x2)− τ̂1(t, x1, x2)].

Nach Umskalierung ergibt sich

divqθ̃ +
1

κ
˙̃θ + αηdiv(u̇1, u̇2) =

α

λ0
p̃ + λ1

h [τ̂2(t, x1, x2)− τ̂1(t, x1, x2)].

Wegen

g2 =
α

λ0
p̃ +

λ1

h
[τ̂2(t, x1, x2)− τ̂1(t, x1, x2)]

findet man

divqθ̃ +
1

κ
˙̃θ + αηdiv(u̇1, u̇2) = g2.

In voller Analogie zu θ und q lauten die Randbedingungen für θ̃ und qθ̃

qθ · ν = −λ2(θ − ˜̂θ) für (x1, x2) ∈ Γ

mit ˜̂θ = α
h

∫ h/2

−h/2
τ̂dx3 oder

θ̃ = ˜̂θ für (x1, x2) ∈ Γ.
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1.5.3 Zusammenfassung und Linearisierung

Fasst man alle oben hergeleiteteten Gleichungen zusammen, so ergibt sich das Gesamtsystem

ρhü1 −
(∂N11

∂x1
+

∂N12

∂x2

)

+ E
2(1−µ)

∂θ̃

∂x1
= f1,

ρhü2 −
(∂N22

∂x2
+

∂N12

∂x1

)

+ E
2(1−µ)

∂θ̃

∂x2
= f2,

τ0q̇θ̃ + qθ̃ = −λ0∇θ̃,

divqθ̃ +
1

κ
˙̃θ + αηdiv(u̇1, u̇2) =

α

λ0
p̃ + λ1

h [τ̂2 − τ̂1],

ρhẅ − K
[ ∂

∂x1

( ∂w

∂x1
+ ψ

)

+
∂

∂x2

( ∂w

∂x2
+ ϕ

)]

− ∂

∂x1

(

N11
∂w

∂x1
+ N12

∂w

∂x2

)

− ∂

∂x2

(

N22
∂w

∂x2
+ N12

∂w

∂x1

)

= f3,

ρh3

12 ψ̈− D
(∂2ψ

∂x2
1

+ 1−µ
2

∂2ψ

∂x2
2

+ 1+µ
2

∂2 ϕ

∂x1∂x2

)

+ K
(

ψ +
∂w

∂x1

)

+ D(1+µ)
2

∂θ

∂x1
= M1,

ρh3

12 ϕ̈− D
(∂2 ϕ

∂x2
2

+ 1−µ
2

∂2 ϕ

∂x2
1

+ 1+µ
2

∂2ψ

∂x1∂x2

)

+ K
(

ϕ +
∂w

∂x2

)

+ D(1+µ)
2

∂θ

∂x2
= M2,

τ0q̇θ + qθ = −λ0∇θ,

divqθ +
1
κ θ̇ + αη div (ψ̇, ϕ̇) + 12

h2 (λ0 − hλ1
2 )θ = α

λ0
p + 6αλ1

h2 (τ̂2 − τ̂1)

für (t, x) ∈ (0, T)×Ω mit den Nichtlinearitäten

N11 = Eh
1−µ2

[∂u1

∂x1
+ µ

∂u2

∂x2
+

1

2

( ∂w

∂x1

)2
+

µ

2

( ∂w

∂x2

)2]

,

N22 = Eh
1−µ2

[∂u2

∂x2
+ µ

∂u1

∂x1
+

1

2

( ∂w

∂x2

)2
+

µ

2

( ∂w

∂x1

)2]

,

N12 = Eh
2(1+µ)

(∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1
+

∂w

∂x1

∂w

∂x2

)

zuzüglich der Randbedingungen für den mechanischen Anteil

u1 = u2 = w = ψ = ϕ = 0 für (t, x) ∈ (0, T)× Γ0

und

ν1N11 + ν2N12 +
E

2(1−µ)ν1θ̃ = g1,

ν2N22 + ν1N12 +
E

2(1−µ)ν2θ̃ = g2,

K
(∂w

∂ν
+ ν1ψ + ν2 ϕ

)

+
(

ν1N11 + ν2N12

) ∂w

∂x1
−
(

ν2N22 + ν1N12

) ∂w

∂x2
= g3,

D
[

ν1
∂ψ

∂x1
+ µν1

∂ϕ

∂x2
+ 1−µ

2

( ∂ψ

∂x2
+

∂ϕ

∂x1

)

ν2

]

+ D(1+µ)
2 ν1θ = m1,

D
[

ν2
∂ϕ

∂x2
+ µν2

∂ψ

∂x1
+ 1−µ

2

( ∂ψ

∂x2
+

∂ϕ

∂x1

)

ν1

]

+ D(1+µ)
2 ν2θ = m2

für (t, x) ∈ (0, T)× Γ1 sowie den thermischen Anteil

θ = θ̃ = 0 für (t, x) ∈ (0, T)× Γ
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oder

qθ · ν = −λ2(θ − θ̂) für (t, x) ∈ (0, T)× Γ,

qθ̃ · ν = −λ2(θ̃ − ˜̂θ) für (t, x) ∈ (0, T)× Γ.

Nun wollen wir das obige nichtlineare Problem um die Nulllösung linearisieren. Dies ergibt
folgendes System partieller Differentialgleichungen

ρhü1 −
E

1− µ2

(

∂2u1

∂x2
1

+ 1−µ
2

∂2u1

∂x2
2

+ 1+µ
2

∂2u2

∂x1∂x2

)

+ E
2(1−µ)

∂θ̃

∂x1
= f1,

ρhü2 −
E

1− µ2

(

∂2u2

∂x2
2

+ 1−µ
2

∂2u2

∂x2
1

+ 1+µ
2

∂2u2

∂x1∂x2

)

+ E
2(1−µ)

∂θ̃

∂x2
= f2,

τ0q̇θ̃ + qθ̃ = −λ0∇θ̃,

divqθ̃ +
1

κ
˙̃θ + αηdiv(u̇1, u̇2) =

α

λ0
p̃ + λ1

h [τ̂2 − τ̂1],

ρhẅ − K
[ ∂

∂x1

( ∂w

∂x1
+ ψ

)

+
∂

∂x2

( ∂w

∂x2
+ ϕ

)]

= f3,

ρh3

12 ψ̈− D
(∂2ψ

∂x2
1

+ 1−µ
2

∂2ψ

∂x2
2

+ 1+µ
2

∂2 ϕ

∂x1∂x2

)

+ K
(

ψ +
∂w

∂x1

)

+ D(1+µ)
2

∂θ

∂x1
= M1,

ρh3

12 ϕ̈− D
(∂2 ϕ

∂x2
2

+ 1−µ
2

∂2 ϕ

∂x2
1

+ 1+µ
2

∂2ψ

∂x1∂x2

)

+ K
(

ϕ +
∂w

∂x2

)

+ D(1+µ)
2

∂θ

∂x2
= M2,

τ0q̇θ + qθ = −λ0∇θ,

divqθ +
1
κ θ̇ + αη div (ψ̇, ϕ̇) + 12

h2 (λ0 − hλ1
2 )θ = α

λ0
p + 6αλ1

h2 (τ̂2 − τ̂1)

mit den Randbedingungen für den mechanischen Anteil

u1 = u2 = w = ψ = ϕ = 0 für (t, x) ∈ (0, T)× Γ0

und

Eh

1− µ2

[

ν1
∂u1

∂x1
+ µν1

∂u2

∂x2
+ 1−µ

2

(∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1

)

ν2

]

+ E
2(1−µ)

ν1 θ̃ = g1,

Eh

1− µ2

[

ν2
∂u2

∂x2
+ µν2

∂u1

∂x1
+ 1−µ

2

(∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1

)

ν1

]

+ E
2(1−µ)

ν2 θ̃ = g2,

K
(∂w

∂ν
+ ν1ψ + ν2 ϕ

)

= g3,

D
[

ν1
∂ψ

∂x1
+ µν1

∂ϕ

∂x2
+ 1−µ

2

( ∂ψ

∂x2
+

∂ϕ

∂x1

)

ν2

]

+ D(1+µ)
2 ν1θ = m1,

D
[

ν2
∂ϕ

∂x2
+ µν2

∂ψ

∂x1
+ 1−µ

2

( ∂ψ

∂x2
+

∂ϕ

∂x1

)

ν1

]

+ D(1+µ)
2 ν2θ = m2

für (t, x) ∈ (0, T)× Γ1 und den thermischen Anteil

θ = θ̃ = 0 für (t, x) ∈ (0, T)× Γ

oder

qθ · ν = −λ2(θ − θ̂) für (t, x) ∈ (0, T)× Γ,

qθ̃ · ν = −λ2(θ̃ − ˜̂θ) für (t, x) ∈ (0, T)× Γ.

Es seien auch entsprechende Anfangsbedingungen vorgegeben.



Kapitel 2

Existenz und Stabilität im Linearen

2.1 REISSNER-MINDLIN-Gleichungen

Sei Ω ⊂ R
2 ein beschränktes Gebiet mit einem LIPSCHITZ-Rand Γ, für welchen Γ = Γ̄0 ∪ Γ̄1

gilt, wobei Γ0 6= ∅ und Γ1 relativ offen und disjunkt sind. Wir betrachten eine thermoelasti-
sche dünne Platte nach REISSNER und MINDLIN, deren Mittelbene in einem spannungslosen
Referenzzustand das Gebiet Ω belegt und welche die Wärme gemäß des CATTANEO-Gesetzes
leitet.

Wir wollen die in Kapitel 1 hergeleiteten REISSNER-MINDLIN-Gleichungen für die Biegung
w, Drehwinkel ψ und ϕ, das thermische Moment θ und das Moment des Wärmeflusses q in der
symmetrisierten Form auf Wohlgestelltheit untersuchen:

ρ1wtt − K(wx1
+ ψ)x1

− K(wx2 + ϕ)x2 + dwt = f3 in (0, ∞)×Ω,

ρ2ψtt − D(ψx1x1
+ 1−µ

2 ψx2x2 +
1+µ

2 ϕx1x2) + K(ψ + wx1
) + γθx1

= M1 in (0, ∞)×Ω,

ρ2 ϕtt − D(ϕx2x2 +
1−µ

2 ϕx1x1
+ 1+µ

2 ψx1x2) + K(ϕ + wx2) + γθx2 = M2 in (0, ∞)×Ω,

ρ3θt + κ div q + βθ + γ(ψtx1
+ ϕtx2) = h2 in (0, ∞)×Ω,

τ0qt + δq + κ∇θ = 0 in (0, ∞)×Ω.

(2.1)

Bemerkung 2.1.1. Während wir den in der ersten Gleichung von (2.1) auftretende Term dwt

aus technischen Gründen eingeführt haben, um das System zu stabilisieren, handelt es sich bei
dem in der vierten Gleichung vorkommenden Term βθ um keine künstliche Dämpfung. Dieser
Term ist physikalischer Natur, da θ hier nicht die Temperatur, sondern das thermische Moment
ist. Außerdem ist β groß, da es sich für die Plattendicke h → 0 wie h−2 verhält.

Eine am Randteil Γ0 festgeklemmte sowie am ganzen Rand Γ thermisch isolierte Platte wird
durch folgende Randbedingungen modelliert:

w = ψ = ϕ = 0 auf (0, ∞)× Γ0,

K( ∂w
∂ν + ν1ψ + ν2 ϕ) = 0 auf (0, ∞)× Γ1,

D(ν1ψx1
+ µν1 ϕx2 +

1−µ
2 (ψx2 + ϕx1

)ν2)− γθν1 = 0 auf (0, ∞)× Γ1,

D(ν2 ϕx2 + µν2ψx1
+ 1−µ

2 (ψx2 + ϕx1
)ν1)− γθν2 = 0 auf (0, ∞)× Γ1,

q · ν = 0 auf (0, ∞)× Γ,

(2.2)

wobei ν = (ν1, ν2)′ den äußeren Einheitsnormalenvektor an Γ bezeichne.

37
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Bemerkung 2.1.2. Im Allgemeinen kann man auch gemischte Randbedingungen betrachten,
indem man auf einem Teil des Randes DIRICHLETsche oder NEUMANNsche Randbedingungen
für w, ψ, ϕ bzw. θ und q vorschreibt. Dabei muss man den Rand in vier Teile unterteilen, um alle
möglichen Kombinationen zu bekommen. Obwohl die nachstehend präsentierten Lösbarkeits-
und Eindeutigkeitsresultate auch in diesem allgemeinen Fall gelten, haben wir der Einfachheit
halber auf diese allgemeinere Betrachtung verzichtet.

An dieser Stelle ist es geschickt, die in der Elastizitätstheorie gängigen Notationen für den
verallgemeinerten Gradienten einzuführen. Wir definieren den verallgemeinerten Gradienten
D sowie den zugehörigen RandoperatorN mittels

D :=





∂1 0
0 ∂2

∂2 ∂1



 , N :=





ν1 0
0 ν2

ν2 ν1



 .

Mit dieser Notation rechnet man leicht die Gültigkeit von

D

(

ψx1x1
+ 1−µ

2 ψx2x2 +
1+µ

2 ϕx1x2

ϕx2x2 +
1−µ

2 ϕx1x2 +
1+µ

2 ψx1x2

)

= D′SDv,

D

(

ν1ψx1
+ µν1 ϕx2 +

1−µ
2 (ψx2 + ϕx1

)ν2

ν2 ϕx2 + µν2ψx1
+ 1+µ

2 (ψx2 + ϕx1
)ν1

)

= N ′SDv

nach, wobei v := (ψ, ϕ)′ und S := D





1 µ 0
µ 1 0

0 0
1−µ

2



. Gilt µ ∈ (−1, 1), so ist die Matrix S

symmetrisch und positiv definit, denn

det(S− λI) = (D
1−µ

2 − λ)((D− λ)2 − µ2D2) = (D
1−µ

2 − λ)(D− λ− µD)(D− λ + µD),

womit σ(S) = {D 1−µ
2 , D(1− µ), D(1 + µ)}. Man beachte, dass µ ∈ (−1, 1) gilt, da nach phy-

sikalischer Voraussetzung µ ∈ (0, 1
2) stets erfüllt ist. Im Folgenden gehen wir daher von einer

allgemeinen symmetrischen, positiv definiten Matrix S aus.
Mit obiger Notation können wir (2.1)–(2.2) wie folgt umschreiben

ρ1wtt − K div (∇w + v) + dwt = f3 in (0, ∞)×Ω,

ρ2vtt −D′SDv + K(v +∇w) + γ∇θ = M in (0, ∞)×Ω,

ρ3θt + κ div q + βθ + γ div vt = h2 in (0, ∞)×Ω,

τ0qt + δq + κ∇θ = 0 in (0, ∞)×Ω,

(2.3)

wobei M = (M1, M2)′. Die Randbedingungen sind nun durch

w = |v| = 0 auf (0, ∞)× Γ0,

(∇w + v) · ν = 0 auf (0, ∞)× Γ1,

N ′SDv− γθν = 0 auf (0, ∞)× Γ1,

q · ν = 0 auf (0, ∞)× Γ

(2.4)
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gegeben. Um das System abzuschließen, werden noch Anfangsbedingungen vorgeschrieben

w(t = 0) = w0, wt(t = 0) = w1,

v(t = 0) = v0, vt(t = 0) = v1,

θ(t = 0) = θ0, q(t = 0) = q0.

Darin ist v0 = (ψ0, ϕ0)′, v1 = (ψ1, ϕ1)′.

2.1.1 Wohlgestelltheit

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Lösbarkeit der REISSNER-MINDLIN-Gleichungen,
indem wir uns die Halbgruppentheorie zu Nutze machen. Wir formulieren (2.3)–(2.4) in ein
Evolutionsproblem der Form

Vt(t) = AV(t) + F(t) für t ∈ (0, ∞),

V(0) = V0

um. Die klassische Wohlgestelltheit letzteren Problems im Sinne von HADAMARD ist bekann-
terweise dazu äquivalent, dass der Operator A eine C0-Halbgruppe erzeugt.

Wir setzen V := (w, v, wt, vt, θ, q)′ und definieren formal den Differentialoperator

A := ρ−1

















0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

K△ K div −d 0 0 0
−K∇ D′SD − K 0 0 −γ∇ 0

0 0 0 −γ div −β −κ div
0 0 0 0 −κ∇ −δ

















mit ρ := diag (1, 1, ρ1, ρ2, ρ3, τ0). Da wir im Folgenden im schwachen funktionalanalytischen
Rahmen arbeiten möchten, wählen wir als Grundraum den HILBERTraum

H := (H1
Γ0
(Ω))3 × (L2(Ω))3 × (L2(Ω))3

versehen mit dem Skalarprodukt

〈V, W〉H := ρ1〈V3, W3〉L2(Ω) + ρ2〈V4, W4〉(L2(Ω))2+

K〈∇V1 + V2,∇W1 +W2〉(L2(Ω))2 + 〈DV2, SDW2〉(L2(Ω))3+

ρ3〈V5, W5〉(L2(Ω))2 + τ0〈V6, W6〉L2(Ω).

Dabei ist

H1
Γ0
(Ω) = {u ∈ C∞(Ω) | supp (u) ∩ Γ0 = ∅}‖·‖H1(Ω) .

Bemerkung 2.1.3. Da Γ ein LIPSCHITZ-Rand ist, existiert ein stetiger, linearer Spuroperator
T : H1(Ω) → H1/2(Γ). Damit ist für u ∈ H1

Γ0
(Ω) →֒ H1(Ω) auch die Schreibweise u|Γ = 0

berechtigt.

Dass 〈·, ·〉H tatsächlich ein Skalarprodukt darstellt, folgt aus der im nachstehenden Satz
formulierten KORNschen Ungleichung.
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Satz 2.1.4 (KORNsche Ungleichung). Es gibt Konstanten CK,1, CK,2, CK > 0 derart, dass

CK,1‖v‖(H1(Ω))2 ≤ ‖
√

SDv‖(L2(Ω))3 ≤ CK,2‖v‖(H1(Ω))2

und
‖
√

SDv‖2
(L2(Ω))2 + K‖∇w + v‖2

(L2(Ω))2 ≥ CK
(‖v‖2

(H1(Ω))2 + ‖w‖2
H1(Ω)

)

für alle w ∈ H1
Γ0
(Ω) und v ∈ (H1

Γ0
(Ω))2 gilt.

Beweis: Der Ausdruck
√

S ist dabei im Sinne des Spektralsatzes zu verstehen. Der Beweis des
Lemmas ist eine direkte Folgerung aus den Resultaten in [42]. Die gleiche Aussage gilt auch
für Gebiete mit strikter Kegeleigenschaft (s. [48]). �

Wir definieren weiter den Operator

A : D(A) ⊂ H −→ H,

V 7−→ AV,

wobei

D(A) = {V ∈ H | AV ∈ H, V erfüllt verallgemeinerte NEUMANNsche RB (2.5)}
= {V ∈ H |V1, V3 ∈ H1

Γ0(Ω), V2, V4 ∈ (H1
Γ0(Ω))

2,

△V1 ∈ L2(Ω),D′SDV2 ∈ (L2(Ω))2,

V5 ∈ H1
Γ0
(Ω), div V6 ∈ L2(Ω),

V erfüllt verallgemeinerte NEUMANNsche RB (2.5)},

worin die NEUMANNschen Randbedingungen durch

〈△V1 + div V2, φ〉L2(Ω)+〈∇V1 + V2,∇φ〉(L2(Ω))2

= 0 für alle φ ∈ H1
Γ0
(Ω)

〈D′SDV2− γ∇V5, φ〉(L2(Ω))2+〈SDV2,Dφ〉(L2(Ω))3 − γ〈V5, div φ〉L2(Ω)

= 0 für alle φ ∈ (H1
Γ0
(Ω))2

〈div V6, φ〉L2(Ω) = −〈V6,∇φ〉(L2(Ω))2 für alle φ ∈ H1(Ω)

(2.5)

gegeben sind. Man kann leicht nachrechnen, dass D(A) ein linear Unterraum vonH ist.
Das Problem

Vt = AV + F,

V(0) = V0
(2.6)

stellt eine Verallgemeinerung von (2.3)–(2.4) dar, wobei

F := (0, 0, f3, M, h2, 0)′ ∈ C([0, ∞), D(A)),
V0 := (w0, v0, w1, v1, θ0, q0)′ ∈ D(A).

Denn jede klassische Lösung von (2.3)–(2.4) genügt auch dem System (2.6).
Der folgende Satz charakterisiert A als Erzeuger einer C0-Kontraktionshalbgruppe aufH.
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Satz 2.1.5. Es gilt:

1. D(A) liegt dicht in H.

2. A ist abgeschlossen.

3. im (λ−A) = H für alle λ > 0.

4. A ist dissipativ.

Beweis:

1. Dass D(A) dicht in H liegt, ergibt sich aus folgender Inklusion:

D(A) ⊃ (C∞
0 (Ω))9,

welche sich aus der GREENschen Formel herleiten lässt. Man beachte, dass dabei die
NEUMANNschen Randbedingungen (2.5) trivialerweise erfüllt sind.

2. Um die Abgeschlossenheit vonA zu beweisen, wählen wir eine beliebige Folge (Vn)n∈N ⊂
D(A) mit Vn → V ∈ H und AVn → F ∈ H für n → ∞ und zeigen für diese, dass
V ∈ D(A) und AV = F gilt.

Da die starke Konvergenz die schwache Konvergenz nach sich zieht, folgt

〈AVn, Φ〉(L2(Ω))9 → 〈F, Φ〉(L2(Ω))9

für alle Φ ∈ (L2(Ω))9. Hierbei ist zu beachten, dass ((L2(Ω))9)′ ⊂ H′. Der Beweis wird
über geschickte Wahl von Φ erfolgen.

Allgemein gilt für V ∈ D(A)

AV = ρ−1

















V3

V4

K△V1 + K div V2 − dV3

−K∇V1 +D′SDV2− KV2− γ∇V5

−γ div V4 − βV5 − κ div V6

−κ∇V5 − δV6

















.

Nun untersuchen wir folgende Fälle:

i) Wir wählen zunächst Φ = (φ, 0, 0, 0, 0, 0)′, φ ∈ H1
Γ0
(Ω), und finden

〈F1, φ〉L2(Ω) = 〈F, Φ〉(L2(Ω))9 ← 〈AVn, Φ〉(L2(Ω))9 = 1
ρ1
〈V3

n , φ〉L2(Ω) → 1
ρ1
〈V3, φ〉L2(Ω).

Demnach gilt 1
ρ1

V3 = F1, d. h. (AV)1 = F1. Da F1 ∈ H1
Γ0
(Ω), folgt sofort V3 ∈

H1
Γ0
(Ω).

ii) Mit Φ = (0, φ, 0, 0, 0, 0), φ ∈ (H1
Γ0
(Ω), ergibt sich völlig analog (AV)2 = F2 und

V4 ∈ (H1
Γ0
(Ω))2.
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iii) Ferner wählen wir Φ = (0, 0, φ, 0, 0, 0)′, φ ∈ H1
Γ0
(Ω). Es folgt

〈F3, φ〉L2(Ω) ← 1
ρ1
〈K△V1

n + K div V2
n − dV3

n , φ〉L2(Ω)

=− K
ρ1
〈∇V1

n ,∇φ〉(L2(Ω))2 + 〈K div V2
n − dV3

n , φ〉L2(Ω)

→ K
ρ1
〈∇V1,∇φ〉(L2(Ω))2 + 〈K div V2 − dV3, φ〉L2(Ω).

Dies bedeutet aber, dass△V1 ∈ L2(Ω) und 1
ρ1
(K△V1 + K div V2 − dV3) = F3, d. h.

(AV)3 = F3.

iv) Sei nun Φ = (0, 0, 0, 0, 0, φ)′, φ ∈ (H1
Γ0
(Ω))2. Dann ergibt sich

〈F6, φ〉(L2(Ω))2 ← 1
τ0
〈−κ∇V5

n − δV6
n , φ〉(L2(Ω))2 = κ

τ0
〈V5

n , div φ〉L2(Ω) − δ
τ0
〈V6

n , φ〉(L2(Ω))2

→ κ
τ0
〈V5, div φ〉L2(Ω) − δ

τ0
〈V6, φ〉(L2(Ω))2.

Daher gilt V5 ∈ H1
Γ0
(Ω) und 1

τ0
(−κ∇V5 − δV6) = F6, d. h. (AV)6 = F6.

v) Wir setzen nun Φ = (0, 0, 0, φ, 0, 0)′, φ ∈ (H1
Γ0
(Ω))2 an und finden

〈F4, φ〉(L2(Ω))2 ← 1
ρ2
〈−K∇V1

n +D′SDV2
n − KV2

n − γ∇V5
n , φ〉(L2(Ω))2

= K
ρ2
〈SDV2

n ,Dφ〉(L2(Ω))3 + 1
ρ2
〈−K∇V1

n − KV2
n − γ∇V5

n , φ〉(L2(Ω))2

→ K
ρ2
〈SDV2,Dφ〉(L2(Ω))3 + 1

ρ2
〈−K∇V1− KV2− γ∇V5, φ〉(L2(Ω))2.

Demnach istD′SDV2 ∈ (L2(Ω))2 und 1
ρ2
(−K∇V1 +D′SDV2−KV2−γ∇V5) = F4,

d. h. (AV)4 = F4.

vi) Schließlich wählen wir Φ = (0, 0, 0, 0, φ, 0)′ mit φ ∈ H1
Γ0
(Ω). Dies führt zu

〈F5, φ〉L2(Ω) ← 1
ρ3
〈−γ div V4

n − βV5
n − κ div V6

n , φ〉L2(Ω)

= κ
ρ3
〈V6

n ,∇φ〉L2(Ω) − 1
ρ3
〈γ div V4

n + βV5
n , φ〉L2(Ω)

→ κ
ρ3
〈V6

n ,∇φ〉L2(Ω) − 1
ρ3
〈γ div V4 + βV5, φ〉L2(Ω).

Dies impliziert wiederum, dass div V6 ∈ L2(Ω) und 1
ρ3
(−γ div V4− βV5− κ div V6) =

F5 gilt, d. h. (AV)5 = F5.

Es bleibt noch zu zeigen, dass V die verallgemeinerten NEUMANNschen Randbedingun-
gen (2.5) erfüllt. Um das zu zeigen, gehen wir wie folgt vor.

i) Sei φ ∈ H1
Γ0
(Ω). Es gilt

〈△V1 + div V2, φ〉L2(Ω) ←〈△V1
n + div V2

n , φ〉L2(Ω)

=− 〈∇V1
n + V2

n ,∇φ〉(L2(Ω))2 → 〈∇V1 + V2,∇φ〉(L2(Ω))2 .

ii) Sei φ ∈ (H1
Γ0
(Ω))2. Dann folgt

〈D′SDV2− γ∇V5, φ〉(L2(Ω))2 ←〈D′SDV2
n − γ∇V5

n , φ〉(L2(Ω))2

=− 〈SDV2
n ,Dφ〉(L2(Ω))2 + γ〈V5

n , div φ〉L2(Ω)

→− 〈SDV2,Dφ〉(L2(Ω))2 + γ〈V5, div φ〉L2(Ω).
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iii) Für beliebiges φ ∈ H1(Ω) ergibt sich schließlich

〈div V6, φ〉L2(Ω) ←〈div V6
n , φ〉(L2(Ω))2 = 〈V6

n ,∇φ〉L2(Ω) → −〈V6,∇φ〉(L2(Ω))2 .

Insgesamt haben wir gezeigt, dassA abgeschlossen ist.

3. Wir zeigen nun, dass im (λ−A) = H für alle λ > 0 gilt. Hierzu ist zu zeigen, dass die
Gleichung

(λ−A)V = F (2.7)

für alle F ∈ H lösbar ist. Da D(A) dicht in H liegt und A abgeschlossen ist, kann man
ohne Einschränkung F ∈ D(A) wählen.

Sei also F ∈ D(A). Zu lösen ist das Problem

λV1 −V3 = F1,

λV2 −V4 = F2,

λV3 − K△V1 − K div V2 + dV3 = ρ1F3,

λV4 + K∇V1 −D′SDV2 + KV2 + γ∇V5 = ρ2F4,

λV5 + γ div V4 + βV5 + κ div V6 = ρ3F5,

λV6 + κ∇V5 + δV6 = τ0F6.

Eliminiert man nun V3, V4, indem man

V3 = λV1 − F1, V4 = λV2 − F2, V6 = 1
λ+δ (−κ∇V5 + τ0F6)

substituiert, so ergibt sich

λ(λ + d)V1 − K△V1 − K div V2 = ρ1F3 + (λ + d)F1,

λ2V2 + K∇V1−D′SDV2 + KV2 + γ∇V5 = ρ2F4 + λF2,

λV5 + γλ div V2 + βV5 − κ2

1+δ△V5 = ρ3F5 + γ div F2 + τ0κ
λ+δ div F6.

Setzt man

G1 := ρ1F3 + (λ + d)F1,

G2 := ρ2F4 + λF2,

G3 := ρ3F5 + γ div F2 + τ0κ
λ+δ div F6,

so folgt

λ(λ + d)V1 − K△V1 − K div V2 = G1,

λ2V2 + K∇V1 −D′SDV2 + KV2 + γ∇V5 = G2,

γλ div V2 − κ2

λ+δ△V5 + (λ + β)V5 = G3.

(2.8)

Nun wollen wir das elliptische Problem (2.8) lösen, indem wir das Lemma von LAX &
MILGRAM darauf anwenden. Wir definieren den HILBERTraum

V := H1
Γ0
(Ω)× (H1

Γ0
(Ω))2 × H1

Γ0
(Ω)
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mit dem üblichen Skalarprodukt. Auf V führen wir eine Bilinearform a : V × V → R

gemäß

a(V, W) :=λ2(λ + d)〈V1, W1〉L2(Ω) + λ3〈V2, W2〉(L2(Ω))2 + (λ + β)〈V5, W5〉L2(Ω)

Kλ〈∇V1 + V2,∇W1 +W2〉(L2(Ω))2 + λ〈SDV2,DW2〉(L2(Ω))3+

κ2

λ+δ〈∇V5,∇W5〉(L2(Ω))2 + γλ〈∇V5, W2〉(L2(Ω))2 + γλ〈div V2, W5〉L2(Ω)

(2.9)

ein, multiplizieren die Gleichungen (2.8) skalar in L2(Ω) × (L2(Ω))2 × L2(Ω) mit λV1,
λV2 bzw. V3, addieren das Resultat auf und finden mittels partieller Integration die
schwache Formulierung von (2.8) in der Form: Gesucht ist ein V ∈ V mit

a(V, W) = λ〈G1, W1〉L2(Ω) + λ〈G2, W2〉(L2(Ω))2 + 〈G3, W5〉L2(Ω)

für alle W ∈ V . Die Bilinearform a ist stetig. Aufgrund der im Satz 2.1.4 formulierten
KORNschen Ungleichung ist sie stetig und koerziv auf V . Das Funktional

V ∋ W 7→ λ〈G1, W1〉L2(Ω) + λ〈G2, W2〉(L2(Ω))2 + 〈G3, W5〉L2(Ω)

ist linear und stetig auf V . Unter Verwendung des Lemmas von LAX & MILGRAM ergibt
sich also die Existenz einer Lösung V ∈ V zu (2.9), welche dann auch (2.8) löst.

Setzt man

V3 = λV1 − F1, V4 = λV2 − F2, V6 = 1
λ+δ (−κ∇V5 + τ0F6),

so löst V = (V1, . . . , V6)′ das Gleichungssystem (2.7).

Damit haben wir gezeigt, dass D(A) ⊂ im (λ − A) gilt. Da aber A abgeschlossen ist,
weshalb auch im (λ−A) abgeschlossen ist, und D(A) dicht in H liegt, folgt schließlich

im (λ−A) = H.

4. Es bleibt nur zu zeigen, dass A dissipativ ist. Sei V ∈ D(A) beliebig. Dann folgt

〈AV, V〉H =〈K△V1 + K div V2 − dV3, V3〉L2(Ω)+

〈−K∇V1 +D′SDV2 − KV2 − γ∇V5, V4〉(L2(Ω))2+

K〈∇V3 + V4,∇V1 + V2〉(L2(Ω))2 + 〈DV4, SDV2〉(L2(Ω))3+

〈−γ div V4 − βV5 − κ div V6, V5〉L2(Ω) + 〈−κ∇V5 − δV6, V6〉(L2(Ω))2

=− d‖V3‖2
L2(Ω) − β‖V5‖2

L2(Ω) − δ‖V6‖L2(Ω) ≤ 0,

was die Dissipativität von A bedeutet.

Dies beendet den Beweis. �

Nun können wir den Satz A.1.8 von LUMER & PHILLIPS auf das CAUCHYproblem (2.6) anwen-
den. Damit folgt der nachstehende

Satz 2.1.6. Seien V0 ∈ D(A) und F ∈ C0([0, ∞), D(A)) ∪ C1([0, ∞),H). Dann existiert eine
eindeutige Lösung

V ∈ C1([0, ∞),H) ∩ C0([0, ∞), D(A)).
Ist überdies V0 ∈ D(As) und F ≡ 0 für ein s ∈N, so gilt

V ∈
s
⋂

k=0

Ck([0, ∞), D(As−k)).
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2.1.2 Exponentielle Stabilität bzw. deren Fehlen

Nun wollen wir die Stabilitätseigenschaften von REISSNER-MINDLIN-Gleichungen diskutie-
ren, welche wir hier der Bequemlichkeit halber noch einmal aufführen:

ρ1wtt − K(wx1
+ ψ)x1

− K(wx2 + ϕ)x2 = 0 in (0, ∞)×Ω, (2.10)

ρ2ψtt − D(ψx1x1
+ 1−µ

2 ψx2x2 +
1+µ

2 ϕx1x2) + K(ψ + wx1
) + γθx1

= 0 in (0, ∞)×Ω, (2.11)

ρ2 ϕtt − D(ϕx2x2 +
1−µ

2 ϕx1x1
+ 1+µ

2 ψx1x2) + K(ϕ + wx2) + γθx2 = 0 in (0, ∞)×Ω, (2.12)

ρ3θt + κ div q + βθ + γ(ψtx1
+ ϕtx2) = 0 in (0, ∞)×Ω, (2.13)

τ0qt + δq + κ∇θ = 0 in (0, ∞)×Ω. (2.14)

In grober Betrachtung stellt das System eine Kopplung der zweidimensionalen Wellenglei-
chung (2.10) an die zweidimensionalen hyperbolischen Thermoelastizitätsgleichungen (2.11)–
(2.14) dar, sodass keine direkte Kopplung zwischen w und θ, q vorliegt. Es ist also zu erwarten,
dass die Abklingrate des Systems nicht besser als die von den zweidimensionalen hyperboli-
schen Thermoelastizitätsgleichungen ist. Tatsächlich zeigen wir im Korollar 2.1.8, dass die zu
(2.10)–(2.14) gehörige Energie im Allgemeinen nicht exponentiell abklingt. Das gilt auch für
das in (2.10) durch wt oder in (2.11)–(2.11) durch ψt, ϕt (aber nicht gleichzeitig) gedämpfte Sy-
stem, sodass man stärkere Dämpfungen benötigt. Bevor wir auf diese Diskussion im Detail
eingehen, wollen wir einige Resultate über das elastische und thermoelastische – nach FOU-
RIER und CATTANEO – REISSNER-MINDLIN-System und sein eindimensionales Analogon –
TIMOSHENKO-Balken – zitieren. Es sind auch zahlreiche Ergebnisse für die (thermo)elastische
Platte nach KIRCHHOFF vorhanden. Da sich aber der Charakter dieser Gleichungen von dem
der REISSNER-MINDLIN-Gleichungen stark unterscheidet, lassen wir die Diskussion weg und
verweisen den Leser auf die Arbeiten [13], [37] und [43].

In [18] hat Fernández Sare die in den Winkelgleichungen gedämpften rein elastischen REIS-
SNER-MINDLIN-Gleichungen studiert

ρ1wtt− K(wx1
+ ψ)x1

− K(wx2 + ϕ)x2 = 0 in (0, ∞)×Ω, (2.15)

ρ2ψtt − D(ψx1x1
+ 1−µ

2 ψx2x2 +
1+µ

2 ϕx1x2) + K(ψ + wx1
) + γθx1

+ d1ψt = 0 in (0, ∞)×Ω, (2.16)

ρ2 ϕtt − D(ϕx2x2 +
1−µ

2 ϕx1x1
+ 1+µ

2 ψx1x2) + K(ϕ + wx2) + γθx2 + d2 ϕt = 0 in (0, ∞)×Ω. (2.17)

Es wurde gezeigt, dass das System für die Randbedingung w = ψ = ϕ = 0 polynomial stabil
ist. Außerdem wurde für den Fall Ω = (0, L1) × (0, L2) bewiesen, dass das System für eine
gewisse Randbedingung nicht exponentiell stabil ist.

In der Monographie [43] von Lagnese wurde die Frage nach der gleichmäßigen (insbeson-
dere exponentiellen) sowie der starken Stabilisierung von Platten über gewisse Randrückkopp-
lungen gestellt. Für die folgende Wahl der Randbedingungen

w = ψ = ϕ = 0 auf (0, ∞)× Γ0,

K( ∂w
∂ν + ν1ψ + ν2 ϕ) = m1 auf (0, ∞)× Γ1,

D(ν1ψx1
+ µν1 ϕx2 +

1−µ
2 (ψx2 + ϕx1

)ν2) = m2 auf (0, ∞)× Γ1,

D(ν2 ϕx2 + µν2ψx1
+ 1−µ

2 (ψx2 + ϕx1
)ν1) = m3 auf (0, ∞)× Γ1

wurde gezeigt, dass das System (2.15)–(2.17) mit d1 = d2 = 0 stark stabil ist, d. h. E(t) → 0 für
t → ∞, falls Γ0 6= ∅ und (m1, m2, m3)′ = −F(wt, ψt, ϕt)′, wobei F ∈ L∞(Γ1, R

3×3) eine auf Γ1
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symmetrische, positiv semidefinite und auf einem zusammenhängenden Stück von Γ1 positiv
definite Matrixfunktion ist. Unter der Voraussetung, dass das Tripel (Ω, Γ0, Γ1) sternkomple-
mentär-sternförmig ist (vgl. Voraussetzung 4.3.7), wurde sogar die exponentielle Stabilität für
ein geeignetes F bewiesen. Ähnliche Resultate wurden in [60] auch für die Randbedingungen
vom Gedächtnistyp

w = ψ = ϕ = 0 auf (0, ∞)× Γ0,

w +
∫ t

0
g1(t− s)K( ∂w

∂ν + ν1ψ + ν2 ϕ)(s)ds = 0 auf (0, ∞)× Γ1,

ψ +
∫ t

0
g1(t− s)D(ν1ψx1

+ µν1 ϕx2 +
1−µ

2 (ψx2 + ϕx1
)(s)ds = 0, auf (0, ∞)× Γ1,

ϕ +
∫ t

0
g1(t− s)D(ν2 ϕx2 + µν2ψx1

+ 1−µ
2 (ψx2 + ϕx1

)ν1)(s)ds = 0 auf (0, ∞)× Γ1

mit exponentiellen Kernen g1, g2, g3 hergeleitet.
In [59] haben Muñoz Rivera und Racke einen nichtlinearen TIMOSHENKO-Balken mit FOU-

RIER-Wärmeleitung

ρ1 ϕtt − σ(ϕx, ψ)x = 0 in (0, ∞)× (0, L),

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) + γθx = 0 in (0, ∞)× (0, L),

ρ3θt − κθxx + γψtx = 0 in (0, ∞)× (0, L)

mit den Randbedingungen ϕ = ψ = θx und ϕ = ψx = θ auf Stabilität untersucht. Sowohl im
linearen Fall für σ(r, s) = kr + s als auch im nichtlinearen Fall für glatte σ mit ∇σ = (k, k)′,
∇2σ = 0, aber dann nur für kleine Anfangsdaten, wurde bewiesen, dass das System genau
dann exponentiell stabil ist, wenn

ρ1

k = ρ2

b gilt. An dieser Stelle sei angemerkt, dass diese Situa-
tion physikalisch nicht eintreten kann.

Überraschenderweise ließ sich dieses Resultat nicht auf den Fall der FOURIER-Wärmelei-
tung übertragen. Es wurde in der Arbeit [19] von Fernández Sare und Racke bewiesen, dass
das System

ρ1 ϕtt − k(ϕx + ψ)x = 0 in (0, ∞)× (0, L), (2.18)

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) + γθx = 0 in (0, ∞)× (0, L), (2.19)

ρ3θt + κqx + γψtx = 0 in (0, ∞)× (0, L), (2.20)

τ0qt + δq + κθx = 0 in (0, ∞)× (0, L) (2.21)

nicht exponentiell stabil ist, selbst wenn ρ1

k = ρ2

b gilt. Ersetzt man aber die Gleichung (2.18) wie
in [57] durch

ρ1 ϕtt − σ(ϕx, ψ)x + µϕt = 0 in (0, ∞)× (0, L)

für ein µ > 0, so haben Messaoudi et al. die exponentielle Stabilität im Linearen und Nicht-
linearen für die Randbedingungen ϕ = ψ = q = 0 und ϕx = ψ = q beweisen können. Ein
Überblick über weitere Stabilitätsresultate für rein mechanische TIMOSHENKO-Balken sowie
mehrdimensionale Thermoelastizitätsgleichungen findet sich ebenda.

Bevor wir auf Stabilisierungsmöglichkeiten von (2.10)–(2.14) eingehen, wollen wir bewei-
sen, dass das System an sich nicht exponentiell stabil ist. Zu beachten ist, dass die Resultate
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von Fernández Sare und Racke aus [19] leider nicht direkt anwendbar sind, da dort der Dämp-
fungsterm βθ nicht berücksichtigt wurde. Wir betrachten also das System (2.10)–(2.14) im Ge-
biet Ω = (0, L)2 zuzüglich der Rand-

wx2 = ψx2 = ϕ = q2 = 0 auf (0, L)× {0, L},
w = ψx1

= ϕ = θ = 0 auf {0, L} × (0, L)
(2.22)

und Anfangsbedingungen

w(t = 0) = w0, wt(t = 0) = w1,

v(t = 0) = v0, vt(t = 0) = v1,

θ(t = 0) = θ0, q(t = 0) = q0.

Dabei gehen wir von der isotropen Situation aus, d. h.

S = D





1 µ 0
µ 1 0

0 0
1−µ

2



 .

Als Nächstes wollen wir unser zweidimensionales Problem auf den eindimensionalen Balken-
fall zurückführen. Wir definieren

w̄(t, x1) =
1
L

∫ L

0
w(t, x1, x2)dx2,

ψ̄(t, x1) =
1
L

∫ L

0
ψ(t, x1, x2)dx2, ϕ̄(t, x1) =

1
L

∫ L

0
ϕ(t, x1, x2)dx2,

θ̄(t, x1) =
1
L

∫ L

0
ϕ(t, x1, x2)dx2, q̄(t, x1) =

1
L

∫ L

0
q1(t, x1, x2)dx2.

Durch Aufintegrieren über x2 und Verwerfen der Gleichungen für ϕ und q2 erhält man

ρ1w̄tt − K(w̄x + ψ̄)x = 0, (2.23)

ρ2ψ̄tt − Dψ̄xx + K(w̄x + ψ̄) + γθ̄x = 0, (2.24)

ρ3θ̄t + κq̄x + βθ̄ + γψ̄tx = 0, (2.25)

τ0q̄t + δq̄ + κθ̄x = 0 (2.26)

mit den Rand-
w̄ = ψ̄x = θ̄ = 0

und Anfangsbedingungen, wobei wir der Einfachheit halber die Ortsvariable x1 mit x und q1

mit q bezeichnen. Die zum System gehörige Energie lautet

Ē (t) := ρ1

2

∫ L

0
w̄2

t dx + ρ2

2

∫ L

0
ψ̄2

t dx + K
2

∫ L

0
(w̄x + ψ̄)2dx+

D
2

∫ L

0
ψ̄2

xdx + ρ3

2

∫ L

0
θ̄2dx + τ0

2

∫ L

0
q̄2dx.

Aufgrund von

|
√

SDv| = D(ψ2
x1
+ ϕ2

x2
+ 1−µ

2 (ψx2 + ϕx1
)2 + 2µψx1

ϕx2)
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erhält man unter Zuhilfenahme der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung

Ē(t) ≤ 1
1−µE(t) für t ≥ 0,

wobei

E(t) := ρ1

2 ‖wt‖2
L2(Ω) +

ρ2

2 ‖vt‖2
(L2(Ω))2 + 1

2‖
√

SDv‖2
(L2(Ω))3 + K

2 ‖v +∇w‖2
(L2(Ω))2+

ρ3

2 ‖θ‖2
L2(Ω) +

τ0
2 ‖q‖(L2(Ω))2

die Energie des Gesamtsystems (2.10)–(2.14), (2.22) bezeichnet. Hat man gezeigt, dass Ē nicht
exponentiell abklingt, kann auch E kein exponentielles Abklingverhalten aufweisen. Um Letz-
teres zu beweisen, schreiben wir das System in die Evolutionsform

V̄t(t) = ĀV̄(t) für t ∈ (0, ∞), V̄(0) = V̄0

um, wobei V̄ = (w̄, w̄t, ψ̄, ψ̄t, θ̄, q̄)′, V̄0 = (w̄0, w̄1, ψ̄0, ψ̄1, θ̄0, q̄0)′,

Ā : H ⊂ D(A)→ H, V̄ 7−→ ĀV̄

mit dem formalen Differentialoperator

Ā =



















0 1 0 0 0 0
K
ρ1

∂xx 0 K
ρ1

∂x 0 0 0

0 0 0 1 0 0

− K
ρ2

∂x 0 D
ρ2

∂xx − K
ρ2

0 − γ
ρ2

∂x 0

0 0 0 − γ
ρ3

∂x −β − κ
ρ3

∂x

0 0 0 − κ
τ0

− κ
τ0

∂x − δ
τ0



















und dem HILBERTraum

H = H1
0

(

(0, L)
)

× L2
(

(0, L)
)

×
(

H1
(

(0, L)
)

/{1}
)

×
(

L2
(

(0, L)
)

/{1}
)

× L2
(

(0, L)
)

× L2
(

(0, L)
)

versehen mit dem Skalarprodukt

〈V, W〉H = ρ1〈V1, W1〉L2((0,L)) + ρ2〈V4, W4〉L2((0,L)) + D〈V3
x , W3

x 〉L2((0,L))+

K〈V1
x + V3, W1

x + W3〉L2((0,L)) + ρ3〈V5, W5〉L2((0,L)) + τ0〈V6, W6〉L2((0,L)).

Dabei ist

L2((0, L))/{1} = {u ∈ L2((0, L)) | 〈u, 1〉L2((0,L)) = 0},
H1((0, L))/{1} = H1((0, L)) ∩ (L2((0, L))/{1}).

Der Definitionsbereich von Ā wird durch

D(Ā) = {V ∈ H |V1 ∈ H2((0, L)), V1, V2 ∈ H1
0((0, L)), V3 ∈ H2((0, L)),

V4, V3 ∈ H1((0, L))/{1}, V5 ∈ H1
0((0, L)), V6 ∈ H1((0, L)),

〈∂xxV3, φ〉L2((0,L)) = −〈∂xV3, ∂xφ〉L2((0,L)) für alle φ ∈ H1((0, L))}

gegeben.
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Satz 2.1.7. Die von Ā erzeugte C0-Kontraktionshalbgruppe (T̄(t))t≥0 ist nicht exponentiell sta-
bil.

Beweis: Um das Fehlen der exponentiellen Stabilität bei (2.23)–(2.26) zu zeigen, machen wir
uns das Resolventenkriterium aus [52, Theorem 1.3.2] zu Nutze. Demnach reicht es zu zeigen,
dass es eine Folge (λn)n∈N ⊂ R mit lim

n→∞
|λn| = ∞ und zwei Folgen {V̄n}n∈N ⊂ D(Ā) und

{F̄n}n∈N ⊂ H derart gibt, dass (iλn− Ā)V̄n = F̄n gilt, {Fn}n∈N beschränkt ist und lim
n→∞
‖V̄n‖H =

∞ gilt.

Wir wählen F̄n = (0, sin(αλnx), 0, cos(αλnx), 0, 0)′, λn = πn
αL , n ∈ N, und α :=

√

ρ1

K , wobei

F̄ ∈ H, n ∈ N, aufgrund der Regularitätsbedingungen sowie der Mittelwertbedingungen

∫ L

0
0 dx = 0,

∫ L

0
cos(αλnx)dx =

∫ L

0
cos πn

L dx = 0

gilt.
Eine Lösung V̄n = (V̄1

n , . . . , V̄6
n )
′ von (iλ− Ā)V̄n = F̄n genügt dem System

iλnV̄1
n − V̄2

n = 0,

iλnV̄3
n − V̄4

n = 0,

−λ2
nV̄1

n − K
ρ1

V̄1
n,xx − K

ρ1
V̄3

n,x = F̄2
n ,

−λ2
nV̄3

n − D
ρ3

V̄3
n,xx +

K
ρ2

V̄1
n,x +

K
ρ2

V̄3
n + γ

ρ3
V̄5

n,x = F̄4
n ,

(

iλn +
β
ρ3

)

V̄5
n + κ

ρ3
V̄6

n,x + iλn
γ
ρ3

V̄3
n,x = 0,

(

iλn +
δ
τ0

)

V̄6
n + κ

τ0
V̄5

n,x = 0.

Zum Lösen dieses Problems bietet sich der Ansatz

V̄1
n = An sin αλnx, V̄3

n = Bn cos αλnx,

V̄5
n = Cn sin αλnx, V̄6

n = Dn cos αλnx

mit zu bestimmenden An, Bn, Cn, Dn ∈ R an, wobei V̄3
n , V̄4

n durch die ersten zwei Gleichungen
gegeben sind. Leicht sieht man ein, dass dann V̄n ∈ D(Ā) gilt. Durch Einsetzen bekommt man

−λ2
n An +

K
ρ1

α2λ2
n An +

K
ρ1

αλnBn = 1, (2.27)

−λ2
nBn +

D
ρ2

α2λ2
nBn +

K
ρ2

αλn An +
K
ρ2

Bn +
γ
ρ2

αλnCn = 1, (2.28)
(

iλn +
β
ρ2

)

Cn − κ
ρ3

αλnDn − iλn
γ
ρ3

αλnBn = 0, (2.29)
(

iλn +
δ
τ0

)

Dn − κ
τ0

αλnCn = 0. (2.30)

Mit (2.30) folgt

Dn =
καλn

δ + iλnτ0
Cn. (2.31)

Gleichungen (2.31) und (2.30) liefern

Cn =
γαλ2

n(λnτ0 + iδ)

λ2
n(ρ3τ0 + κ2α2)− i(λnρ3δ + βλnτ0 + βδ)

Bn. (2.32)
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Unter Beachtung von α2 = ρ1

K folgt mit (2.27)

Bn =
ρ1

Kαλn
. (2.33)

Definiert man Θ = Dρ1

ρ2K − 1, so ergibt sich durch Einsetzen von (2.32) und (2.33) in (2.28) die

Gleichung

Θ2λ2
nBn +

K
ρ2

Bn +
Kα
ρ2

λn An +
γ2α2λ3

n(λnτ0+iδ)
ρ2(λ2

n(ρ3τ0+κ2α2)−i(λnρ3δ+βλnτ0+βδ))
Bn = 1.

Formt man die obige Gleichung um, so erhält man unter Beachtung von (2.33)

Kα
ρ2

λn An = 1−Θ2λn
ρ1

Kα
− ρ1

ρ2αλn
− ρ1γ2αλ2

n(λnτ0+iδ)
Kρ2(λ2

n(ρ3τ0+κ2α2)−i(λnρ3δ+βλnτ0+βδ))
.

Wegen α =
√

ρ1

k ist dies mit

An = ρ2

Kαλn
−Θ2 ρ2

K − 1
λ2

n
+ P(λn),

gleichbedeutend, worin

P(λ) = − ρ1γ2λ2
n(λnτ0+iδ)

K2(λ2
n(ρ3τ0+κ2α2)−i(λnρ3δ+βλnτ0+βδ))

.

Hierbei gilt

lim
λ→∞
|P(λ)| = ∞.

Unter Beachtung von V̄2
n = iλnV̄1

n = iλn An cos(αλnx) bekommen wir

V̄2
n =

(

iρ2

Kα −Θ2λn
iρ2

K − 1
λn

+ iλnP(λn)
)

cos(αλnx).

Ferner gilt

‖V̄2
n ‖L2((0,L)) =

(

∫ L

0
|V2

n |2dx

)1/2

=
√

L
2

∣

∣

∣

iρ2

Kα −Θ2λn
iρ2

K − 1
λn

+ iλnP(λn)
∣

∣

∣

≥ −
√

L
2

∣

∣

∣

1
λn

+ ρ2

Kα

∣

∣

∣
+
√

L
2

∣

∣P(λ)− ( ρ2

D −
ρ1

K

)

D
K

∣

∣ |λ|,

weshalb
lim
n→∞
‖V̄n‖2

H ≥ ρ1 lim
n→∞
‖V̄2

n ‖2
L2((0,L)) = ∞

sogar unter der Bedingung
ρ1

K = ρ2

D gilt. �

Korollar 2.1.8. Das System (2.10)–(2.14), (2.22) ist nicht exponentiell stabil.

Somit ist weder der eindimensionale TIMOSHENKO-Balken noch die zweidimensionale REIS-
SNER-MINDLIN-Platte exponentiell stabil. Daher kann man auf eine zusätzliche mechanische
Dämpfung im Allgemeinen nicht verzichten, um das System exponentiell zu stabilisieren.
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2.1.3 Exponentielle Stabilität – Vollgedämpftes System

Im vorliegenden und nächsten Abschnitt wenden wir uns der Untersuchung der Stabiliät einer
am ganzen Rand festgeklemmten, thermisch isolierten Platte zu. Neben der thermischen Dissi-
pation führen wir zusätzliche mechanische Dämpfungen sowohl für die Biegungskomponente
w als auch die Drehwinkel v = (ψ, ϕ)′ ein. Diese Terme beschreiben physikalisch die Reibung.
Letztere kann beispielsweise dadurch entstehen, dass sich die Platte in einem akustischen Me-
dium befindet (vgl. [25], [26]). Der Widerstand des Mediums gegenüber der Plattenschwingung
führt dann zu einer Energiedissipation. Wir beweisen, dass diese inneren Reibungen sowie die
thermische Dissipation zum exponentiellen Abklingen der natürlichen Energie führen.

In diesem kurzen Abschnitt diskutieren wir das vollgedämpfte REISSNER-MINDLIN-System

ρ1wtt − K div (v +∇w) + dwt = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ2vtt −D′SDv + K(v +∇w) + γ∇θ + Dvt = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ3θt + κ div q + βθ + γ div vt = 0 in (0, ∞)×Ω,

τ0qt + δq + κ∇θ = 0 in (0, ∞)×Ω

(2.34)

zuzüglich der Rand-

w = |v| = 0 auf (0, ∞)× Γ0,

(∇w + v) · ν = 0 auf (0, ∞)× Γ1,

N ′SDv− γθν = 0 auf (0, ∞)× Γ1,

q · ν = 0 auf (0, ∞)× Γ

(2.35)

und der Anfangsbedingungen

w(t = 0) = w0, wt(t = 0) = w1,

v(t = 0) = v0, vt(t = 0) = v1,

θ(t = 0) = θ0, q(t = 0) = q0.

(2.36)

Dabei ist d > 0 und D ∈ R
2×2 eine positiv definite Matrix. Γ0 sei wie früher nichtleer.

Wir definieren den Operator B : H → H, V 7→ diag (0, 0, d, D, 0, 0)V. Dann schreibt sich
das Problem (2.34)–(2.36) in der Evolutionsform zu

Vt(t) = (A−B)V(t) + F(t) für t ∈ (0, ∞), V(0) = V0 (2.37)

mit V, A, F, V0 wie im Abschnitt 2.1.1. Der Operator B ist eine beschränkte Störung des Ope-
ratorsA, welcher eine C0-Kontraktionshalbgruppe aufH erzeugt. Damit erzeugt der Operator
A−B mit D(A−B) = D(A) nach Satz A.1.13 eine C0-Halbgruppe (T(t))t≥0 auf H. Also gilt
für das Problem (2.37) ein direktes Analogon von Satz 2.1.6

Für die zum System (2.34)–(2.36) gehörige Energie

E(t) := ρ1

2 ‖wt‖2
L2(Ω) +

ρ2

2 ‖vt‖2
(L2(Ω))2 + 1

2‖
√

SDv‖2
(L2(Ω))3 + K

2 ‖v +∇w‖2
(L2(Ω))2+

ρ3

2 ‖θ‖2
L2(Ω) +

τ0
2 ‖q‖(L2(Ω))2 .

gilt der folgende Satz.
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Satz 2.1.9 (Exponentielle Stabilität). Alle in (2.34) auftretenden Koeffizienten seien positiv. Dann
existieren positive Konstanten C und α derart, dass

E(t) ≤ CE(0)e−2αt

für alle t ≥ 0 gilt. Die Konstanten C und α hängen dabei nicht von t und den Anfangsdaten ab
und lassen sich anhand der Koeffizienten des Systems explizit berechnen.

Beweis: Um die Behauptung zu beweisen, wollen wir ein LYAPUNOV-Funktional F konstru-
ieren. Multipliziert man die erste und dritte Gleichung in L2(Ω) mit wt bzw. θ und die zweite
und vierte Gleichung in (L2(Ω))2 mit vt bzw. q, so ergibt sich mit partieller Integration

d

dt
E(t) ≤ d

∫

Ω
w2

t dx− λ
∫

Ω
|vt|2dx− β

∫

Ω
θ2dx− δ

∫

Ω
|q|2dx, (2.38)

wobei λ := min σ(D) > 0 den kleineren Eigenwert von D bezeichnet. Das Funktional F muss
also so konstruiert werden, dass d

dtF negative Vielfache von
∫

Ω
|∇w|2dx und

∫

Ω
|
√

SDv|2dx
enthält. Wir definieren

F1(t) := ρ1

∫

Ω
wtwdx, F2(t) := ρ1

∫

Ω
vt · vdx

und erhalten unter Benutzung von (2.34) und (2.35) mit partieller Integration

d

dt
F1(t) =

∫

Ω
(K div (∇w + v)− dwt)wdx + ρ1

∫

Ω
w2

t dx

=
∫

Ω
−K(∇w + v) · ∇wdx− dwtw + ρ1w2

t dx,

d

dt
F2(t) =

∫

Ω
(D′SDv− K(v +∇w)− γ∇θt − Dvt) · vdx + ρ2

∫

Ω
|vt|2dx

=
∫

Ω
−|
√

SDv|2 − K(v +∇w) · v + γθt div v− Dvt · v + ρ2|vt|2dx.

(2.39)

Unter Verwendung der YOUNGchen, der 1. POINCARÉschen sowie der KORNschen Unglei-
chung kann man für ε, ε′ > 0 die Funktionale in (2.39) abschätzen

d

dt
F1(t) ≤

∫

Ω
−K|∇w|2 + K

2 |∇w|2 + K
2 |v|2 + dε

2 w2 +
(

d
2ε + ρ1

)

w2
t dx

≤
∫

Ω
−
(

K
2 − CPdε

2 )|∇w|2 + K
2 |v|2 +

(

d
2ε + ρ1

)

w2
t dx,

d

dt
F2(t) ≤

∫

Ω
−|
√

SDv|2 − K|v|2 + K(1+ε′)
2 |v|2 + K

2(1+ε′) |∇w|2 + γε
2 |div v|2

+ γ
2ε θ2 + ‖D‖ε

2 |v|2 +
( ‖D‖

2ε + ρ2

)

|vt|2dx

≤
∫

Ω
−
(

1− Kε′
2CK,1
− (γ+‖D‖)ε

2CK,1

)

|
√

SDv|2 − K
2 |v|2 + K

2(1+ε′) |∇w|2

+ γ
2ε θ2 +

( ‖D‖
2ε + ρ2

)|vt |2dx,

(2.40)

wobei CP die 1. POINCARÉsche und CK,1 die KORNsche Konstante aus Satz 2.1.4 bezeichnen.
Wir setzen

L(t) := F1(t) +F2(t) + NE(t)
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und bekommen mit (2.38) und (2.40)

d

dt
L(t) ≤ Cwt

∫

Ω
wtdx + Cvt

∫

Ω
|vt |2dx + Cϑ

∫

Ω
ϑ2

t dx + Cq

∫

Ω
|q|2dx+

C∇w

∫

Ω
|∇w|dx + C√SDv

∫

Ω
|
√

SDv|2dx,

wobei

Cwt = Nd− d
2ε + ρ1, Cvt = Nλ− ‖D‖2ε + ρ2 − γ

2ε ,

Cϑ = Nβ− γ
2ε + ρ3, Cq = Nδ, (2.41)

C∇w =
[

K
2 − K

2(1+ε′)

]− CPdε
2 , C√SDv =

[

1− Kε′
2CK,1

]− (γ+‖D‖)ε
2CK,1

.

Wir wählen ε′ > 0 so klein, dass die Terme in den eckigen Klammern in (2.41) positiv werden.
Danach fixieren wir ein hinreichend kleines ε > 0 so, dass C∇w > 0 und C√SDv > 0 gilt.
Schließlich wählen wir N > 0 so groß, dass alle Terme in (2.41) positiv sind. Also gilt

Cmin := min{Cwt , Cvt , Cθ, Cq, C∇w, C√SDv} > 0.

Mit Hilfe der KORNschen Ungleichung (Satz 2.1.4) finden wir

d

dt
L(t) ≤ −2Cmin ·

min
{

1,CK
}

max{1,ρ1,ρ2,ρ3,τ0}E(t) =: −C̃E(t). (2.42)

Unter Beachtung von

|(F1 +F2)(t)| ≤
max
{

1,ρ1,ρ2

}

min{1,CK} E(t) =: ĈE(t)

ergibt sich
β1E(t) ≤ L(t) ≤ β2E(t) für t ≥ 0,

wobei β1 = N − Ĉ, β2 = N + Ĉ. Damit β1 > 0 gilt, vergrößern wir eventuell N. Unter Benut-
zung des GRONWALLschen Lemmas ergibt sich

E(t) ≤ 1
β1
L(t) ≤ 1

β1
E(0)e−

C
β2

t
=: CE(0)e−2αt für alle t ≥ 0,

wobei C, α > 0, d. h. E klingt exponentiell ab. �

2.1.4 Exponentielle Stabilität – Gedämpfte Biegung, Rotationsfreiheit

In diesem Abschnitt wollen wir das System (2.34) für den Fall D = 0 untersuchen. Diese Si-
tuation entspricht einer thermoelastischen Platte, welche der Biegung Widerstand leistet, ohne
dass Reibung bei der Faserrotation entsteht. Modelliert wird dies dadurch, dass die Gleichung
für die Biegungskomponente w durch den Term dwt mit einem positiven d > 0 gedämpft wird.
Wir betrachten also das Problem

ρ1wtt − K div (v +∇w) + dwt = 0 in (0, ∞)×Ω, (2.43)

ρ2vtt −D′SDv + K(v +∇w) + γ∇θ = 0 in (0, ∞)×Ω, (2.44)

ρ3θt + κ div q + βθ + γ div vt = 0 in (0, ∞)×Ω, (2.45)

τ0qt + δq + κ∇θ = 0 in (0, ∞)×Ω (2.46)
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mit gewissen Randbedingungen, welche wir noch später festlegen werden, und den Anfangs-
daten

w(t = 0) = w0, wt(t = 0) = w1,

v(t = 0) = v0, vt(t = 0) = v1,

θ(t = 0) = θ0, q(t = 0) = q0.

(2.47)

Wie früher lautet die zum System gehörige natürliche Energie

E(t) := ρ1

2 ‖wt‖2
L2(Ω) +

ρ2

2 ‖vt‖2
(L2(Ω))2 + 1

2‖
√

SDv‖2
(L2(Ω))3 + K

2 ‖v +∇w‖2
(L2(Ω))2+

ρ3

2 ‖θ‖2
L2(Ω) +

τ0
2 ‖q‖(L2(Ω))2 .

Es stellt sich aber leider heraus, dass dieses gedämpfte System nicht einmal stark stabil ist,
da man den divergenzfreien Anteil von v nicht stabilisieren kann. Betrachtet man z. B. folgende
Randbedingungen

w = |v| = θ = 0 auf (0, ∞)× Γ, (2.48)

so lässt sich der nachstehende Satz formulieren.

Satz 2.1.10. Das System (2.43)–(2.47), (2.48) ist nicht stark stabil, insbesondere nicht exponenti-
ell stabil.

Beweis: Das Problem (2.43)–(2.47), (2.48) lässt sich in der Evolutionsform umschreiben. Völlig
analog zu Satz 2.1.6 kann man beweisen, dass die eindeutige Lösung V = (w, v, wt, vt, θ, q)′

durch Anwenden der C0-Kontraktionshalbgruppe auf den Anfangswert gegeben ist.
Nun wollen wir die Anfangsdaten so wählen, dass die Lösungskomponente v divergenzfrei

ist, d. h. div v = div vt = 0 gilt. Da Γ glatt ist, existiert die HELMHOLTZ-Projektion

P : (L2(Ω))2 → L2
σ(Ω)

(s. [77]) in den HILBERTraum

L2
σ(Ω) = {u ∈ (L2(Ω))2 | 〈u,∇ϕ〉(L2(Ω))2 = 0 für alle ϕ ∈ L1

loc(Ω) mit ∇ϕ ∈ (L2(Ω))2}.

P ist ein orthogonaler Operator und L2
σ(Ω) ist abgeschlossen. Wenden wir P auf (2.44) an und

berücksichtigen die Darstellung

D′Sdv = D
1−µ

2 △v + D
1+µ

2 ∇div v,

so ergibt sich

ρ2vtt − D
1−µ

2 P△v + Kv = 0 in (0, ∞)×Ω,

v = 0 in (0, ∞)× Γ,

v(t = 0) = v0, vt(t = 0) = v1 in Ω

(2.49)

(2.49) ähnelt einer KLEIN-GORDON-Gleichung mit dem unbeschränkten selbsadjungierten DI-
RICHLET-STOKES-Operator DP△v. Wir definieren den Operator

A : D(A) ⊂ L2
σ(Ω)→ L2

σ(Ω), v 7→ −D
1−µ

2 P△v + Kv,
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wobei
D(A) = {v ∈ L2

σ(Ω) | P△v ∈ L2
σ(Ω)}.

Es ist bekannt (s. z. B. [39]), dass für das Spektrum σ(−P△) von −P△

σ(−P△) = σp(−P△) = {λk | k ∈N}

gilt, wobei jeder Eigenwert λk, k ∈ N, eine endliche Vielfachheit hat und 0 < λ1 ≤ λk ≤
λk+1 → ∞ für k → ∞ gilt. Somit ist σ(A) = σp(A) = {µk | k ∈ N} mit µk = D

1−µ
2 λk + K für

k ∈ N.
Sei ν∗ ∈ σ(A), ν∗ > 0, und sei v∗ die zu ν∗ gehörige Eigenfunktion mit ‖v∗‖(L2(Ω))2 = 1.

Wir wählen v0 := v∗, v1 := 0 und bekommen über den Ansatz

v(t) := cos
(√

ν∗
ρ2

t
)

v∗

eine Lösung v von (2.49). Die zu v gehörige Energie lautet

E1(t) =
ρ2

2 ‖vt‖2
(L2(Ω))2 + D

1−µ
4 ‖∇v‖2

(L2(Ω))2×2 =
ν∗
2 cos2

(√

ν∗
ρ2

t
)

+ ν∗
2 cos2

(√

ν∗
ρ2

t
)

= ν∗ cos2
(√

ν∗
ρ2

t
)

9 0 für t→ ∞.

Also löst (w, v, θ, q)′ =
(

0, cos
(√

ν∗
ρ2

t
)

v∗, 0, 0
)

’ das ursprüngliche Problem (2.43)–(2.47), (2.48)

zu den Anfangsdaten

w0 = w1 = 0, v0 = v∗, v1 = 0, θ0 = 0, q0 = 0

und erfüllt

E(t) = ρ2

2 ‖vt‖(L2(Ω))2 + D
1−µ

2 ‖∇v1‖2
(L2(Ω))2 + D

1−µ
2 ‖∇v2‖2

(L2(Ω))2 + D
1+µ

2 ‖div v‖2
L2(Ω)

= ρ2

2 ‖vt‖(L2(Ω))2 + D
1−µ

2 ‖∇v1‖2
(L2(Ω))2 + D

1−µ
2 ‖∇v2‖2

(L2(Ω))2 = E1(t) 9 0 für t→ ∞.

Deshalb kann E nicht abklingen. �

Bemerkung 2.1.11. Satz 2.1.10 kann auch auf viele weitere Sätze von Randbedingungen, z. B.

w = |v| = q · n = 0 auf (0, ∞)× Γ

oder
∂w

∂ν
= |v| = q · n = 0 auf (0, ∞)× Γ,

usw. übertragen werden. Um die triviale konstante Lösung auszuschließen, muss man aller-
dings voraussetzen, dass die Anfangswerte für die Variablen, an welche die NEUMANNschen
Randbedingungen gestellt sind, im Mittelwert verschwinden.

Wir müssen also nach weiteren Stabilisierungsmöglichkeiten suchen, um eine exponenti-
elle Abklingrate für unser Problem zu bekommen. In diesem Abschnitt suchen wir nach den
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Lösungen des Problems (2.43)–(2.46) zu den Anfangsbedingungen (2.47), welche die Randbe-
dingungen

w = ψ = ϕ = q · ν = 0 auf (0, ∞)× Γ,

die Mittelwertbedingung
∫

Ω
θdx = 0 (2.50)

und die Rotationsfreiheitsbedingung

rot v = v1,x2
− v2,x1

= 0 (2.51)

erfüllen. Im nachstehenden Satz formulieren und beweisen wir das exponentielle Stabilitätsre-
sultat für das defämpte REISSNER-MINDLIN-System (2.43)–(2.46), (2.47), (2.50), (2.51).

Satz 2.1.12 (Exponentielle Stabilität). Es seien alle in (2.43)–(2.46) auftretenden Koeffizienten
positiv und β sei nichtnegativ. Außerdem gelte

∫

Ω
θ0dx = 0.

Dann existieren zur eindeutigen Lösung (w, ψ, ϕ, q, θ)′ des REISSNER-MINDLIN-Problems (2.43)–
(2.46), (2.47), (2.50), welche die Rotationsfreiheitsbedingung (2.51) erfüllt, positive Konstanten
C und α derart, dass

E(t) ≤ CE(0)e−2αt

für alle t ≥ 0 gilt. Die Konstanten C und α hängen dabei nicht von t und den Anfangsdaten ab
und lassen sich anhand der Koeffizienten des Systems explizit berechnen.

Beweis: Satz 2.1.6 liefert uns die Existenz der eindeutigen Lösung für den Fall Γ1 = ∅. Ohne
Einschränkung sei β = 0, denn: Es bezeichne Eβ(t) die natürliche Energie des Systems für
ein gegebenes β ≥ 0 bei festen Anfangsdaten. Gibt es von den Anfangsdaten unabhängige
Konstanten C und α so, dass

E0(t) ≤ CE0(0)e
−2αt für t ≥ 0

gilt, dann folgt unter Berücksichtigung von

d

dt
Eβ(t) ≤

d

dt
E0(t)− β

∫

Ω
θ2dx ≤ d

dt
E0(t) für t ≥ 0

sowie β ≥ 0 und Eβ(0) = E0(0) die Abschätzung

Eβ(t) ≤ E0(t) ≤ CE0(0)e
−2αt für t ≥ 0.

Wir gehen also im Folgenden von der Situation β = 0 aus. Die Beweislogik richtet sich an
manchen Stellen an die in [57] besprochene eindimensionale Situation.

Multipliziert man die erste und dritte Gleichung in L2(Ω) mit wt bzw. θ und die zweite und
vierte Gleichung in (L2(Ω))2 mit vt bzw. q, so ergibt sich mit partieller Integration

d

dt
E(t) = −d

∫

Ω
w2

t dx− δ
∫

Ω
|q|2dx.



2.1: REISSNER-MINDLIN-Gleichungen 57

Für die Lösung u ∈ H1
0(Ω) der POISSONschen Gleichung

−△u = div v in Ω,

u = 0 auf Γ

findet man
∫

Ω
|∇u|2dx = −

∫

Ω
v · ∇udx,

woraus sich mit der YOUNGschen Ungleichung unmittelbar

∫

Ω
|∇u|2dx ≤ 1

2

∫

Ω
|v|2dx + 1

2

∫

Ω
|∇u|2dx

und damit
∫

Ω
|∇u|2dx ≤

∫

Ω
|v|2dx (2.52)

ergibt. Analog folgt auch
∫

Ω
|∇ut|2dx ≤

∫

Ω
|vt|2dx. (2.53)

Wir definieren das Funktional

F1(t) :=
∫

Ω

(

ρ1wtu + ρ2vtv− γτ0
κ vq

)

dx.

Unter Zuhilfenahme von (2.43) ergibt sich mit partieller Integration

d

dt

∫

Ω
ρ1wtudx = ρ1

∫

Ω
(wttu + wtut)dx

= K
∫

Ω
div (∇w + v) · udx− d

∫

Ω
wtudx + ρ1

∫

Ω
wtutdx

= −K
∫

Ω
(∇w + v) · ∇udx− d

∫

Ω
wtudx + ρ1

∫

Ω
wtutdx

= K
∫

Ω
w△udx− K

∫

Ω
v · ∇udx− d

∫

Ω
wtudx + ρ1

∫

Ω
wtutdx

= −K
∫

Ω
w div vdx + K

∫

Ω
|∇u|2dx− d

∫

Ω
wtudx + ρ1

∫

Ω
wtutdx.

Ferner folgt

d

dt

∫

Ω
ρ2vt · vdx = ρ2

∫

Ω
vtt · vdx + ρ2

∫

Ω
|vt|2dx

=
∫

Ω
D′SDv · vdx− K

∫

Ω
(v +∇w) · vdx− γ

∫

Ω
∇θ · vdx + ρ2

∫

Ω
|vt|2dx

= −
∫

Ω
|
√

SDv|2dx− K
∫

Ω
|v|2dx + K

∫

Ω
w div vdx− γ

∫

Ω
∇θ · vdx + ρ2

∫

Ω
|vt|2dx

sowie

d

dt

∫

Ω
− γτ0

κ v · qdx = − γτ0

κ

∫

Ω
vt · qdx + γδ

κ

∫

Ω
v · qdx + γ

∫

Ω
v · ∇θdx.
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Zusammenfassen liefert

d

dt
F1(t) =K

∫

Ω
|∇u|2dx− K

∫

Ω
|v|2dx− d

∫

Ω
wtudx + ρ1

∫

Ω
wtutdx+

ρ2

∫

Ω
|vt |2dx−

∫

Ω
|
√

SDv|2dx− γτ0

κ

∫

Ω
vt · qdx + γδ

κ

∫

Ω
v · qdx.

Unter Verwendung der 1. POINCARÉschen, der YOUNGschen, der KORNschen Ungleichung
aus Satz 2.1.4 sowie der Abschätzungen (2.52) und (2.53) finden wir nun

d

dt
F1(t) ≤ d

2

∫

Ω

(

ε1u2 + 1
ε1

w2
t

)

dx + ρ1

2

∫

Ω

(

ε1u2
t +

1
ε1

w2
t

)

dx + ρ2

∫

Ω
|vt|2dx

−
∫

Ω
|
√

SDv|2dx + γτ0

2κ

∫

Ω

(

ε1|vt|2 + 1
ε1
|q|2
)

dx + γδ
2κ

∫

Ω

(

ε1|v|2 + 1
ε1
|q|2
)

dx

≤ d
2

∫

Ω

(

ε1
CP

CK,1
|
√

SDv|2 + 1
ε1

w2
t

)

dx + ρ1

2

∫

Ω

(

CP ε1|vt|2 + 1
ε w2

t

)

dx + ρ2

∫

Ω
|vt|2dx

−
∫

Ω
|
√

SDv|2dx + γτ0
2κ

∫

Ω

(

ε1|vt|2 + 1
ε1
|q|2
)

dx + γδ
2κ

∫

Ω

(

ε1
CK,1
|
√

SDv|2 + 1
ε1
|q|2
)

dx

≤ ρ1+d
2ε1

∫

Ω
w2

t dx +
[

ρ2 − ε1
2

(

ρ1CP +
γτ0
κ

)]

∫

Ω
|vt|2dx

−
[

1− ε1
2CK,1

(

dCP + γδ
κ

)]

∫

Ω
|
√

SDv|2dx + γ(τ0+δ)
2κε1

∫

Ω
|q|2dx

mit der POINCARÉschen Konstanten CP = CP(Ω) > 0 und einem kleinen ε1 > 0, wobei wir
∫

Ω
|u|2dx ≤ CP

∫

Ω
|∇u|2dx ≤ CP

∫

Ω
|v|2dx ≤ CP

CK,1

∫

Ω
|
√

SDv|2dx

abgeschätzt haben.
Als nächstes betrachten wir das Funktional

F2(t) := ρ1

∫

Ω
wtwdx

und finden

d

dt
F2(t) = ρ1

∫

Ω
w2

t dx + K
∫

Ω
div (v +∇w) · wdx− d

∫

Ω
wtwdx

= ρ1

∫

Ω
w2

t dx− K
∫

Ω
|∇w|2dx− K

∫

Ω
v · ∇wdx− d

∫

Ω
wtwdx.

Dieses lässt sich wie folgt abschätzen:

d

dt
F2(t) ≤ −K

∫

Ω
|∇w|2dx + K

2

∫

Ω

(

ε2|∇w|2 + 1
ε2
|v|2
)

dx+

d
2

∫

Ω

(

ε2w2 + 1
ε2

w2
t

)

dx + ρ1

∫

Ω
w2

t dx

≤ −
(

K− ε2CP
2 (K + d)

)

∫

Ω
|∇w|2dx + K

ε2CK,1

∫

Ω
|
√

SDv|2dx +
(

d
2ε2

+ ρ1

)

∫

Ω
w2

t dx.

Unter Berücksichtigung von

0 = ρ3

∫

Ω
θtdx + κ

∫

Ω
div qdx + γ

∫

Ω
div vtdx

= ρ3
d

dt

∫

Ω
θdx + κ

∫

Γ
q · νdx + γ

∫

Γ
vt · νdx = ρ3

d

dt

∫

Ω
θdx
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folgt
∫

Ω
θ(t, x)dx ≡

∫

Ω
θ(0, x)dx =

∫

Ω
θ0(x)dx = 0.

Dies ermöglicht uns aber, die 2. POINCARÉsche Ungleichung auf θ anzuwenden. Unter Ver-
wendung des im Anhang C definierten Bogowskiĭ-OperatorsBrot führen wir das nachstehende
Funktional ein:

F3(t) := ρ2ρ3

∫

Ω
Brotθ · vtdx.

Demnach gilt

d

dt
F3(t) = ρ2ρ3

∫

Ω
Brotθt · vtdx + ρ2ρ3

∫

Ω
Brotθ · vttdx

= ρ2

∫

Ω
Brot(−κ div q− γ div vt) · vtdx + ρ3

∫

Ω
Brotθ · (D′SDv− K(v +∇w)− γ∇θ)dx

= −ρ2κ
∫

Ω
(Brot div q) · vtdx− ρ2γ

∫

Ω
|vt|2dx− ρ3

∫

Ω
(DBrotθ) · (SDv)dx

− ρ3K
∫

Ω
Brotθ · (v +∇w)dx + ρ3γ

∫

Ω
divBrotθ · θdx

= −ρ2κ
∫

Ω
(Brot div q) · vtdx− ρ2γ

∫

Ω
|vt|2dx− ρ3

∫

Ω
(DBrotθ) · (SDv)dx

− ρ3K
∫

Ω
Brotθ · (v +∇w)dx− ρ3γ

∫

Ω
θ2dx.

Es ist zu beachten, dass wir wegen der Injektivität des BOGOWSKIĬ-Operators durch Brot div vt

die Funktion vt rekonstruieren können, was für nicht rotationsfreie Vektorfelder im Allgemei-
nen leider nicht möglich ist. Unter Zuhilfenahme der YOUNGschen Ungleichung sowie der
Stetigkeit des BOGOWSKIĬ-Operators aus Satz C.2.2 finden wir

d

dt
F3(t) ≤ −ρ2γ

∫

Ω
|vt|2dx + ρ2κ

2

∫

Ω

(

ε3|vt |2 +
C′Brot

ε3
|q|2
)

dx

+ ρ3‖S‖
2

∫

Ω

(

ε′3|SDv|2 + CB
ε′3

θ2
)

dx + ρ3K
2

∫

Ω

(

ε′3|v|2 + CK,2CB
ε′3

θ2
)

dx

+ ρ3K
2

∫

Ω

(

ε′3|∇w|2 + cB
ε′3

θ2
)

dx + ρ3γ
∫

Ω
θ2dx

≤ − (ρ2γ− ρ2κε3

2

)

∫

Ω
|vt|2dx +

(

ρ32‖S‖ε′3
2 +

ρ3KCPε′3
2CK,1

)

∫

Ω
|
√

SDv|2dx +
ρ3Kε′3

2

∫

Ω
|∇w|2dx

(

ρ3γ− ρ3(‖S‖+K)CB
2ε′3

− ρ3KCB
2ε′3

θ2
)

∫

Ω
θ2dx +

ρ2κC′Brot
2ε3

∫

Ω
|q|2dx

für willkürliche positive ε3 und ε′3. Die Konstanten CBrot
und C′Brot

kommen dabei aus den
Sätzen C.2.2 bzw. C.2.4.

Schließlich setzen wir

F4(t) := −τ0ρ3

∫

Ω
q · Brot θdx

und finden

d

dt
F4(t) = −ρ3

∫

Ω
(−δq− κ∇θ) · Brot θdx− τ0

∫

Ω
q · Brot (−κ div q− γ div vt)dx

= ρ3δ
∫

Ω
q · Bθdx− ρ3κ

∫

Ω
θ2dx + τ0κ

∫

Ω
q · B div qdx + τ0γ

∫

Ω
q · vtdx,
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weil
∫

Ω
∇θ · Brot θdx = −

∫

Ω
θ divBrot θdx = −

∫

Ω
θ2dx. Dies ergibt folgende Abschätzung

d

dt
F4 ≤ −ρ3κ

∫

Ω
θ2dx + ρ3δ

2

∫

Ω

(

ε4CBrot
θ2 + 1

ε4
|q|2
)

dx

+τ0κ(1 + C′Brot
)
∫

Ω
|q|2dx + τ0γ

2

∫

Ω

(

ε′4|vt|2 + 1
ε′4
|q|2
)

dx

=
(

−ρ3κ +
ε4ρ3δCBrot

2

)

∫

Ω
θ2dx +

ε′4τ0γ
2

∫

Ω
|vt|2dx

+
(

(1 + C′Brot
)τ0κ + ρ3δ

2ε4
+ τ0γ

2ε′4

)

∫

Ω
|q|2dx.

Für positive N, N4 > 0 definieren wir das Hilfsfunktional F vermöge

L(t) := NE(t) +F1(t) +F2(t) +F3(t) + N4F4(t).

Mit den Abschätzungen für F1,F2,F3,F4 folgert man nun:

d

dt
L(t) ≤− Cwt

∫

Ω
w2

t dx− C∇w

∫

Ω
|∇w|2dx− Cvt

∫

Ω
|vt |2dx− C√SDv

∫

Ω
|
√

SD′v|2dx

− Cθ

∫

Ω
θ2dx− Cq

∫

Ω
|q|2dx,

wobei

Cwt = dN − ρ1+d
2ε1
−
(

d
2ε2

+ ρ1

)

,

C∇w =
[

K− ε2CP
2 (K + d)

]

− ρ3Kε′3
2 ,

Cvt =
[

ρ2 − ε1
2

(

ρ1CP + γτ0
κ

)]

+
[

ρ2γ− ρ2κε3

2

]

− N4
ε′4τ0γ

2 ,

C√SDv =
[

1− ε1
2CK,1

(

dCP + γδ
κ

)]

−
(

ρ32‖S‖ε′3
2 +

ρ3KCPε′3
2CK,1

)

,

Cθ =
(

ρ3γ− ρ3(‖S‖+K)CB
2ε′3

− ρ3KCB
2ε′3

θ2
)

+ N4

[

ρ3κ − ε4ρ3δCBrot
2

]

,

Cq = τ0N − γ(τ0+δ)
2κε1

− ρ2κC′Brot
2ε3

− N4

(

(1 + C′Brot
)τ0κ + ρ3δ

2ε4
+ τ0γ

2ε′4

)

.

Nun wählen wir ε1, ε2, ε3, ε4 > 0 so klein, da die Terme in den eckigen Klammern in C√SDv,
C∇w, Cvt und Cθ positiv werden. Danach wählen wir ein ε′3 > 0 so klein, dass C∇w und C√SDv
positiv werden. Desweiteren fixieren wir N4 > 0 so groß, dass Cθ > 0 gilt. Im Anschluss wählen
wir ε′4 > 0 so klein, dass Cvt positiv wird. Schließlich wählen wir N > 0 so groß, dass Cwt und
Cq positiv sind. Somit haben wir

Cmin := min{Cwt , C∇w, Cvt , C√SDv, Cθ, Cq} > 0.

Unter Verwendung der YOUNGschen Ungleichung

|∇w + v|2 ≤ 1
2(|∇w|2 + |∇v|2),

bekommen wir mit der KORNschen Ungleichung

|∇w|+ |
√

SDv|2 ≥ |∇w|+ 1
2 CK,1|v|2 + 1

2 |
√

SDv|2 ≥ min{2, CK,1}|∇w + v|2 + 1
2 |
√

SDv|2

≥ min{ 1
2 , CK,1}(|∇w + v|2 + |

√
SDv|2).
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Daraus folgt
d

dt
L(t) ≤ −2

min{1,min{ 1
2 ,CK,1}−1}

max{1,ρ1,ρ2,ρ3,τ0,K} E(t) =: CE(t). (2.54)

Andererseits gilt

|F1 +F2 +F3+N4F4|(t) ≤ 1
2

∫

Ω

(

ρ1(w
2
t + |u|2) + ρ2(|vt |2 + |v|2) + γτ0

κ (|v|2 + |q|2)+

ρ1(w
2
t + w2) + ρ2ρ3(|Brotθ|2 + |vt|2) + τ0ρ3(|q|2 + |Brot θ|2)

)

dx

≤ 1
2

(

2ρ1‖wt‖2
L2(Ω) + ρ1‖w‖2

H1(Ω) + ρ2‖vt‖2
(L2(Ω)2) + (ρ2 +

γτ0

κ )‖v‖(H1(Ω))2

+ CBrot
(ρ2ρ3 + τ0ρ3)‖θ‖2

L2(Ω) + ( γτ0
κ + τ0ρ3)‖q‖2

(L2(Ω))2

)

≤ 1
2

(

2ρ1‖wt‖2
L2(Ω) + ρ2‖vt‖2

(L2(Ω)2)+

max{ρ1,(ρ2+
γτ0
κ )}

CK
(K‖∇w + v‖2

(L2(Ω))2 + ‖
√

SDv‖2
(L2(Ω))2)

+ CBrot
(ρ2ρ3 + τ0ρ3)‖θ‖2

L2(Ω) + ( γτ0
κ + τ0ρ3)‖q‖2

(L2(Ω))2

)

≤ ĈE(t).

Damit ergibt sich für α1 := N − max{ρ1,ρ2,C−1
K }

min{ρ1,ρ2,ρ3} , α2 := N +
max{ρ1,ρ2,C−1

K }
min{ρ1,ρ2,ρ3} die Abschätzung

α1E(t) ≤ L(t) ≤ α2E(t) für t ≥ 0.

Nun vergrößern wir ggf. N so, dass α1 > 0 ist. Dann sind die Konstanten C, α1 und α2 positiv.
Unter Zuhilfenahme des GRONWALLschen Lemmas folgert man

E(t) ≤ 1
α1
L(t) ≤ 1

α1
E(0)e−

C
α2

t
=: CE(0)e−2αt für t ≥ 0.

Deshalb klingt E exponentiell ab. �

Bemerkung 2.1.13. Man kann leicht nachrechnen, dass Satz 2.1.12 auf für die folgenden Rand-
bedingungen

∂w

∂ν
= |v| = q · ν = 0 in (0, ∞)× Γ

gültig ist, wenn man
∫

Ω
w0dx =

∫

Ω
w1dx =

∫

Ω
θdx = 0 voraussetzt. Der Beweis überträgt sich

direkt, ohne das man das LYAPUNOVsche Funktional anpassen muss. Manche Abschätzungen
sind dann allerdings mit der 2. POINCARÉschen Ungleichung durchzuführen.

2.2 Gleichungen für thermoelastische Dehnungen

Um die Schwingungen einer thermoelastischen Platte nach REISSNER und MINDLIN vollständig
beschreiben zu können, muss man neben den Gleichungen (2.1) für die Biegung w, Drehwinkel
ψ und φ, das thermische Moment θ und das Moment des Wärmeflusses q noch die Gleichun-
gen für die sogenannten thermoelastischen Dehnungen u1 und u2, die über die Plattendicke
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gemittelten Temperatur θ̃ und den Wärmefluss q̃ untersuchen, welche wir im Kapitel 1 her-
geleitet haben. Wie bereits zuvor gemerkt, entkoppeln sich die beiden Systeme im Linearen
voneinander.

Es sei Ω ⊂ R
2 wieder ein beschränktes Gebiet mit einem LIPSCHITZ-Rand Γ, für welchen

Γ = Γ̄0 ∪ Γ̄1 gilt, wobei Γ0 und Γ1 relativ offen und disjunkt sind. Die Gleichungen für thermo-
elastische Dehnungen u1, u2 lauten in der symmetrisierten Form

ρ1u1,tt − E
1−µ2 (u1,x1x1

+ 1−µ
2 u1,x2x2

+ 1+µ
2 u2,x1,x2) + γ̃θ̃x1

= f1,

ρ1u2,tt − E
1−µ2 (u2,x2x1

+ 1−µ
2 u2,x1x1

+ 1+µ
2 u1,x1,x2

) + γ̃θ̃x2 = f2,

ρ̃3θ̃ + κ̃ div q̃ + γ̃(u1,tx1
+ u2,tx2) = h1,

τ̃0q̃t + κ̃q + γ̃∇θ = 0.

(2.55)

Die zu einer am Randteil Γ0 festgeklemmten sowie am ganzen Rand Γ thermisch isolierten
Platte gehörigen thermoelastischen Dehnungen u1 und u2 sowie die gewichteten Temperatur θ̃
und Wärmefluss q̃ genügen den folgenden Randbedingungen

u1 = u2 = 0 auf (0, ∞)× Γ0,

E
1−µ2 (ν1u1,x1

+ µν1u2,x2 +
1−µ

2 (u1,x2
+ u2,x1

)ν2)− γ̃θ̃ν1 = 0 auf (0, ∞)× Γ1,

E
1−µ2 (ν2u2,x2 + µν2u1,x1

+ 1−µ
2 (u1,x2

+ u2,x1
)ν1)− γ̃θ̃ν2 = 0 auf (0, ∞)× Γ1,

q · ν = 0 auf (0, ∞)× Γ,

(2.56)

wobei ν = (ν1, ν2)′ wie zuvor den äußeren Einheitsnormalenvektor an Γ in einem Punkt be-
zeichne.

Wir definieren die Gewichtsmatrix S̃ := E
1−µ2





1 µ 0
µ 1 0

0 0
1−µ

2



mit σ(S̃) = { E
2(1+µ)

, E
1+µ , E

1−µ}

und schreiben die Gleichungen (2.55) für u = (u1, u2)′ in kurzer Form um:

ρ2utt −D′S̃Du + γ̃∇θ̃ = f ,

ρ̃3θ̃t + κ̃ div q̃ + γ̃ div ut = h1,

τ̃0q̃t + δq̃ + κ̃∇θ̃ = 0.

(2.57)

Die Randbedingungen (2.56) lauten dann

|u| = 0 auf (0, ∞)× Γ0,

N ′S̃Du− γ̃θ̃ν = 0 auf (0, ∞)× Γ1,

q̃ · ν = 0 auf (0, ∞)× Γ,

(2.58)

wobei f = ( f1, f2)′. Desweiteren schreiben wir die Anfangsbedingungen

u(t = 0) = u0, ut(t = 0) = u1, θ̃(t = 0) = θ̃0, q̃(t = 0) = q̃0 (2.59)

vor.
Bei (2.57)–(2.59) handelt es sich um die zweidimensionalen linearen Thermoelastizitätsglei-

chungen mit ,,second sound“. Da wir bei nichtlinearen Betrachtungen die Existenz und Asym-
ptotik im Linearen benötigen, werden wir in den nächsten Abschnitten einige wichtige Sätze
formulieren, welche wir meistens nicht beweisen, sondern auf die zahlreich verfügbaren Ar-
beiten zu diesem Thema verweisen werden.
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2.2.1 Wohlgestelltheit

Um die Wohlgestellheit zu beweisen, verfolgen wir die übliche Strategie: Wir formulieren das
Problem (2.57)–(2.59) in ein Evolutionsproblem

Vt(t) = ÃV(t) + F(t) für t ∈ (0, ∞),

V(0) = V0

um und beweisen, dass Ã eine C0-Kontraktionshalbgruppe erzeugt. Die Eindeutigkeit ergibt
sich trivialerweise aus der Energieabschätzung.

Wir definieren V := (u, ut, θ̃, q̃)′ und erklären formal den Differentialoperator

Ã := ρ̃−1









0 1 0 0
D′S̃D 0 −γ̃∇ 0

0 −γ̃ div 0 −κ̃ div
0 0 −κ̃∇ −δ









mit ρ̃ := diag (1, ρ1, ρ̃3, τ̃0).

Bemerkung 2.2.1. Wir haben uns für die Transformation V = (u, ut, θ̃, q̃)′ gegenüber der in
der Literatur verbreiteteren Transformation V = (Du, ut, θ̃, q̃)′ (vgl. [70]) entschieden, da die-
se Form einerseits mit der Transformation für die REISSNER-MINDLIN-Gleichungen (2.3)–(2.4)
besser kompatibel ist und andererseits keinen künstlichen Nullraum des Differentialoperators
schafft (cf. [35]), was die spätere Stabilitätsuntersuchung einfacher macht.

Um den Operator Ã im funktionalanalytischen Rahmen definieren zu können, wählen wir
als Grundraum den HILBERTraum

H := (H1
Γ0
(Ω))2 × (L2(Ω))2 × (L2(Ω))3

mit dem Skalarprodukt

〈V, W〉H := ρ1〈V2, W2〉L2(Ω) + 〈DV1, S̃DW1〉(L2(Ω))3 + ρ̃3〈V3, W3〉L2(Ω) + τ̃0〈V4, W4〉(L2(Ω))2 .

Wie gewohnt, gilt die KORNsche Ungleichung (s. [48])

Satz 2.2.2. Es gibt Konstanten CK,1, CK,2 > 0 derart, dass

CK,1‖u‖(H1(Ω))2 ≤ ‖
√

S̃Du‖(L2(Ω))3 ≤ CK,2‖u‖(H1(Ω))2

für alle u ∈ (H1
Γ0
(Ω))2 gilt.

Wir setzen also Ã : D(Ã) ⊂ H −→ H, V 7−→ ÃV, wobei

D(Ã) = {V ∈ H | ÃV ∈ H, V erfüllt verallgemeinerte NEUMANNsche RB (2.60)}
= {V ∈ H |V1, V2 ∈ H1

Γ0
(Ω),D′S̃DV2 ∈ (L2(Ω))2, V3 ∈ H1(Ω), div V4 ∈ L2(Ω),

V erfüllt verallgemeinerte NEUMANNsche RB (2.60)},
worin die NEUMANNschen Randbedingungen durch

〈D′S̃DV1 − γ̃∇V3, φ〉(L2(Ω))2+〈S̃DV1,Dφ〉(L2(Ω))3 − γ̃〈V3, div φ〉L2(Ω)

= 0 für alle φ ∈ (H1(Ω))2

〈div V4, φ〉L2(Ω) = −〈V4,∇φ〉(L2(Ω))2 für alle φ ∈ H1(Ω)

(2.60)
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gegeben sind.
Analog zum Abschnitt 2.1.1 oder [70, Theorem 2.2], wo man allerdings die DIRICHLETschen

Randbedingungen für u, θ̃, q̃ betrachtet hat, lässt sich der folgende Satz beweisen:

Satz 2.2.3. Seien V0 ∈ D(Ã) und F ∈ C0([0, ∞), D(Ã)) ∪ C1([0, ∞),H). Dann existiert eine
eindeutige Lösung

V ∈ C1([0, ∞),H) ∩ C0([0, ∞), D(Ã)).
Ist überdies V0 ∈ D(Ãs) und F ≡ 0 für ein s ∈N, so gilt

V ∈
s
⋂

k=0

Ck([0, ∞), D(Ãs−k)).

2.2.2 Exponentielle Stabilität bzw. deren Fehlen

Die Frage nach der Stabilität der thermoelastischen Gleichungen – mit parabolischer Wärme-
leitung nach FOURIER, hyperbolischer Wärmeleitung nach CATTANEO oder JEFFREY sowie mit
,,dual phase lag“ usw. – in verschiedenen Dimensionen wurde in vielen Arbeiten und Mono-
graphien studiert ([33], [34], [35], [41], [69], [70], [71], [86] u.a.). Im Gegensatz zu den energie-
erhaltenden Elastizitätsgleichungen verfügen thermoelastische Gleichungen über einen dissi-
pativen Mechanismus, welcher durch die Wärmedissipation entsteht. Obwohl sich das eindi-
mensionale System im beschränkten Gebiet sowohl im Linearen als auch im Nichtlinearen als
exponentiell stabil erweist ([69]), klingt die Energie bereits im Zweidimensionalen nicht ab, wie
z. B. in Gebieten, in welchen reflektierende Strahlen existieren (s. [35]).

In den Gebieten, wo die Gleichung ,,im Wesentlichen“ eindimensional ist, z. B. in radial-
symmetrischen Gebieten mit rotationssymmetrischen Daten, klingt die Energie exponentiell ab
([34], [33]). Dieses Resultat lässt sich sogar auf rotationsfreie Verschiebungsfelder mit rotations-
freien Wärmeflüssen erweitern ([70]), was auch sehr plausibel klingt, da der thermische Anteil
des Systems mit dem elastischen Anteil über die Divergenz des Verschiebungsfeldes gekop-
pelt ist. Daher kann man im rotationsfreien Fall über die Divergenz den gesamten Gradienten
kontrollieren.

Um das System exponentiell zu stabilisieren, ohne weitere Voraussetzungen an die Geome-
trie des Gebiets oder die Daten zu stellen, wird das System in der Regel vollgedämpft. Man
betrachtet also

ρ2utt −D′S̃Du + γ̃∇θ̃ + D̃ut = f ,

ρ̃3θ̃t + κ̃ div q̃ + γ̃ div ut = h1,

τ̃0q̃t + δq̃ + κ̃∇θ̃ = 0

(2.61)

mit einer positiv definiten Matrix D̃ (cf. [71]). Dabei darf D̃ auch ortsabhängig sein. Im eindi-
mensionalen darf D̃ sogar stückweise verschwinden. So gilt nach [71] für (2.61) mit DIRICH-
LET-Randbedingungen

|u| = θ = 0 auf (0, ∞)× Γ (2.62)

der nachstehende

Satz 2.2.4 (Exponentielle Stabilität). Zur eindeutigen Lösung (u, θ̃, q̃)′ der Gleichungen für
thermoelastische Dehnungen (2.61), (2.62), (2.59) existieren positive Konstanten C und α derart,
dass

E(t) ≤ Ce−2αtE(0)
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für alle t ≥ 0 gilt. Die Konstanten C und α hängen dabei nicht von t und den Anfangsdaten ab
und lassen sich anhand der Koeffizienten des Systems berechnen.

Bemerkung 2.2.5. Die Aussage letzteren Satzes lässt sich praktisch auf alle natürlichen Rand-
bedingungen erweitern.

Wir wollen diesen Abschnitt mit einem weiteren Stabilitätresultat für die rotationsfreie Si-
tuation abschließen. Im Gegensatz zum gut bekannten Resultat von Racke in [70] müssen wir
keine Rotationsfreiheit des Wärmeflusses voraussetzen und benötigen keine höheren Energien.
Allerdings funktioniert unser Beweis auch für einen anderen Satz (natürlicher) Randbedingun-
gen

|u| = q · n = 0 auf (0, ∞)× Γ. (2.63)

Satz 2.2.6 (Exponentielle Stabilität). Die Lösung (u, θ̃, q̃)′ des ungedämpften Problems (2.57),
(2.63) zu Anfangswerten (2.59) mit

∫

Ω
θ̃0dx = 0 erfülle die Bedingung

rot u = 0.

Dann existieren positive Konstanten C und α derart, dass

E(t) ≤ Ce−2αtE(0)

für alle t ≥ 0 gilt. Die Konstanten C und α hängen dabei nicht von t und den Anfangsdaten ab
und lassen sich als Funktionen der Koeffizienten des Systems berechnen.

Beweis: Da sich die Abschätzungen in diesem Beweis denen aus dem Beweis des Satzes 2.1.12
ähneln, verzichten wir darauf, offensichtliche Schritte im Detail auszufüren, geben dafür das
LYAPUNOV-Funktional explizit an.

Multipliziert man die ersten zwei Gleichungen in (2.57) in (L2(Ω))2 mit ut bzw. q̃ und die
dritte Gleichung in (L2(Ω))2 mit θ̃, so ergibt sich mit partieller Integration

d

dt
E1(t) = −δ̃

∫

Ω
|q̃|2dx.

Wir definieren das Funktional

F1(t) :=
∫

Ω

(

ρ2utu− γ̃τ̃0

κ̃ uq̃
)

dx.

Unter Zuhilfenahme der ersten Gleichung in (2.61) ergibt sich mit partieller Integration

d

dt

∫

Ω
ρ2ut · udx = ρ2

∫

Ω
utt · udx + ρ2

∫

Ω
|ut|2dx

=
∫

Ω
D′S̃Du · udx− γ

∫

Ω
∇θ̃ · udx + ρ2

∫

Ω
|ut|2dx

= −
∫

Ω
|
√

S̃Du|2dx− γ
∫

Ω
∇θ̃ · udx + ρ2

∫

Ω
|ut|2dx

sowie

d

dt

∫

Ω
− γ̃τ̃0

κ̃ u · q̃dx = − γ̃τ̃0

κ̃

∫

Ω
ut · q̃dx + γ̃δ̃

κ̃

∫

Ω
u · q̃dx + γ̃

∫

Ω
∇θ̃ · udx.
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Zusammenfassend liefert dies

d

dt
F1(t) = −

∫

Ω
|
√

S̃Du|2dx + ρ2

∫

Ω
|ut|2dx− γ̃τ̃0

κ̃

∫

Ω
utq̃dx + γ̃δ̃

κ̃

∫

Ω
uq̃dx.

Es folgt nun unter Verwendung der YOUNGschen sowie der KORNschen Ungleichung

d

dt
F1 ≤ ρ2

∫

Ω
|ut|2dx−

∫

Ω
|
√

S̃Du|2dx

+ γ̃τ̃0

2κ̃

∫

Ω

(

ε1|ut|2 + 1
ε1
|q̃|2
)

dx + γ̃δ̃
2κ̃

∫

Ω

(

ε1|u|2 + 1
ε1
|q̃|2
)

dx

≤
(

ρ2 +
ε1γ̃τ̃0

2κ̃

)

∫

Ω
|ut|2dx−

(

1− ε1γ̃δ̃
2CK,1κ̃

)

∫

Ω
|
√

S̃Du|2dx +
(

γ̃(τ̃0+δ̃)
2ε1κ̃

)

∫

Ω
|q|2dx

für ein kleines ε1 > 0.
Analog zu Satz 2.1.12 findet man

∫

Ω
θ̃dx =

∫

Ω
θ̃0dx = 0 für alle t ≥ 0.

Dies ermöglicht uns, die 2. POINCARÉsche Ungleichung auf θ anzuwenden. Wir definieren das
Funktional

F2(t) := ρ2ρ̃3

∫

Ω
Brot θ̃ · utdx

und finden

d

dt
F2(t) = ρ2ρ̃3

∫

Ω
Brot θ̃t · utdx + ρ2ρ̃3

∫

Ω
Brot θ̃ · uttdx

= ρ2

∫

Ω
Brot (−κ̃ div q̃− γ̃ div ut) · utdx + ρ̃3

∫

Ω
Brot θ̃ · (D′S̃Du + γ̃∇θ̃)dx

= ρ2κ̃
∫

Ω
Brot div q̃ · utdx− ρ2γ̃

∫

Ω
|ut|2dx− ρ̃3

∫

Ω
DBrot θ̃ · S̃Dudx− ρ̃3γ

∫

Ω
θ̃2dx.

Unter Zuhilfenahme der YOUNGschen und der KORNschen Ungleichung sowie der Eigen-
schaften des BOGOWSKIĬ-Operators (s. Anhang C) schätzen wir

d

dt
F2(t) ≤ ρ2κ̃

2

∫

Ω

(

1
ε2
|Brot div q̃|2 + ε2|ut|2

)

dx− ρ2γ̃
∫

Ω
|ut|2dx

+ ρ̃3

2

∫

Ω

(

1
ε′2
|
√

S̃DBrot θ̃|2 + ε′2|
√

S̃Du|2
)

dx− ρ̃3γ
∫

Ω
θ̃2dx

≤−
(

ρ2γ− ε2ρ2κ̃
2

)

∫

Ω
|ut|2dx +

ε′2ρ̃3

2

∫

Ω
|
√

S̃Du|2dx

−
(

ρ̃3γ− CBrot
CK,2‖S̃‖ρ̃3

2ε′2

)

∫

Ω
θ̃2dx + ρ2κ̃

2ε2

∫

Ω
|q|2dx

für willkürliche positive ε2 und ε′2 ab.
Schließlich setzen wir

F3(t) := −τ0ρ̃3

∫

Ω
q̃ · Brot θ̃dx

und finden

d

dt
F3(t) =− ρ̃3

∫

Ω
(−δ̃q̃− κ̃∇θ̃) · Brot θ̃dx− τ̃0

∫

Ω
q̃ · Brot (−κ̃ div q̃− γ div ut)dx

= ρ̃3δ
∫

Ω
q̃ · Brot θ̃dx− ρ̃3κ̃

∫

Ω
θ̃2dx + τ̃0κ

∫

Ω
q̃ · Brot div q̃dx + τ̃0γ

∫

Ω
q̃ · utdx.
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Dies ergibt die folgende Abschätzung

d

dt
F3(t) ≤ ρ̃3δ

2

∫

Ω

(

1
ε3
|q̃|2 + ε3|Brot θ̃|2

)

dx− ρ̃3κ̃
∫

Ω
θ̃2dx

+ τ̃0κ
2

∫

Ω

(

|q̃|2 + |Brot div q̃|2
)

dx + τ̃0γ
2

∫

Ω

(

1
ε′3
|q̃|2 + ε′3|ut|2

)

dx

≤ ε′3τ̃0γ
2

∫

Ω
|ut|2dx−

(

ρ̃3κ̃ − ε3CB ρ̃3δ
2

)

∫

Ω
θ̃2dx +

(

ρ̃3δ
2ε3

+ τ̃0γ
2ε′3

+ τ̃0κ
2

)

∫

Ω
|q|2dx.

Für noch zu bestimmende positive N, N2 > 0 definieren wir das Funktional

L(t) := NE(t) +F1(t) + N2F2(t) +F3(t)

und erhalten

d

dt
L(t) ≤ −Cut

∫

Ω
|ut|2dx− C√

S̃Du

∫

Ω
|
√

S̃Du|2dx− Cθ̃

∫

Ω
θ̃2dx− Cq̃

∫

Ω
|q̃|2dx

mit den Konstanten

Cut =
{

−
(

ρ2 +
ε1γ̃τ̃0

2κ̃

)

+ N2

[

ρ2γ− ε2ρ2κ̃
2

]}

− ε′3τ̃0γ
2 ,

C√
S̃Du

=
[

1− ε1γ̃δ̃
2CK,1κ̃

]

− N2
ε′2 ρ̃3

2 ,

Cθ̃ = N2

(

ρ̃3γ− CBrot
CK,2‖S̃‖ρ̃3

2ε′2

)

+
[

ρ̃3κ̃ − ε3CB ρ̃3δ
2

]

,

Cq̃ = τ̃0N +
(

γ̃(τ̃0+δ̃)
2ε1κ̃

)

− N2
ρ2κ̃
2ε2
−
(

ρ̃3δ
2ε3

+ τ̃0γ
2ε′3

+ τ̃0κ
2

)

.

Nun wählen wir ε1, ε2, ε3 > 0 so klein, dass die Terme in den eckigen Klammern in Cut ,
C√

S̃Du
und Cθ̃ positiv werden. Danach wählen wir N2 > 0 so groß, dass der Term in den

geschweiften Klammern positiv wird. Anschließend wählen wir ein ε′2 > 0 so klein, dass C√
S̃Du

positiv wird. Nun fixieren wir ein hinreichend großes N3 > 0 so, dass Cθ̃ > 0 gilt. Danach
wählen wir ein ε′3 > 0 derart, dass Cut > 0 positiv ist. Schließlich wird ein großes N > 0 so
fixiert, dass Cq positiv wird. Somit haben wir

Cmin := min{Cut , C∇w, C√
S̃Du

, Cθ̃, Cq̃} > 0.

Also gilt
d

dt
L(t) ≤ − Cmin

min{ρ2,ρ̃3,τ̃0}E(t) =: −CE(t).
Andererseits ergibt sich unter Benutzung der YOUNGschen und der KORNschen Unglei-

chungen sowie der Stetigkeit des BOGOWSKIĬ-Operators analog zum Beweis von Satz 2.1.12

|F1(t) + N2F2(t) +F3(t)| ≤ ĈE(t).

Daraus folgt für α1 := N − max{ρ1,ρ2,C−1
K }

min{ρ1,ρ2,ρ̃3} , α2 := N +
max{ρ1,ρ2,C−1

K }
min{ρ1,ρ2,ρ̃3} die Ungleichung

α1E(t) ≤ L(t) ≤ α2E(t) für t ≥ 0.

Damit α1 > 0 gilt, vergrößern wir eventuell N. Dann sind die Konstanten C, α1 und α2 positiv
und man folgert mit Hilfe des GRONWALLschen Lemmas

E(t) ≤ 1
α1
L(t) ≤ 1

α1
E(0)e−

C
α2

t
=: CE(0)e−2αt für t ≥ 0,

sodass die Energie E exponentiell abklingt. �



Kapitel 3

Existenz und Stabilität im
Nichtlinearen

In diesem Kapitel diskutieren wir die lokale sowie die globale Existenz und exponentielle Sta-
bilität für eine nichtlineare REISSNER-MINDLIN-Platte in einem beschränkten Gebiet Ω ⊂ R

2

mit glattem Rand Γ = ∂Ω. Im Abschnitt 3.1 stellen wir einen lokalen Existenzsatz vor, welchen
wir mit Hilfe der im Anhang A.2 entwickelten allgemeinen Lösungstheorie für hyperbolische
Systeme nach [63] beweisen. Ferner werden wir im Abschnitt 3.2 die lokal existierende Lösung
für genügend kleine Daten global fortsetzen, falls die Lösung rotationsfrei ist. Hierfür bedienen
wir uns der klassischen Fortsetzungssargumente für exponentiell stabile Systeme (vgl. [35]).

3.1 Ein Lokaler Existenzsatz

Bevor wir auf die lokale Lösbarkeit für die nichtlineare REISSNER-MINDLIN-Platte eingehen,
wollen wir einige bekannte Resultate über thermoelastische Systeme im Nichtlinearen kurz zi-
tieren. In [76] hat Slemrod eindimensionale hyperbolisch-parabolische Thermoelastizitätsglei-
chungen

utt − a(ux, θ)uxx + b(ux, θ)θx = 0 in (0, ∞)× (0, L),

θt − b(ux, θ)θxx + c(ux, θ)utx = 0 in (0, ∞)× (0, L)

für die Randbedingungen
ux = θ = 0 in (0, ∞)× {0, L}

studiert. Mit Hilfe des FAEDO-GALERKIN-Verfahrens wurde die Existenz einer eindeutigen lo-
kalen Lösung bewiesen, welche anschließend für kleine Daten global fortgesetzt wurde. Ein
deutlicher Nachteil dieses Zugangs besteht darin, dass er nicht für alle natürlichen Randbe-
dingungen funktioniert. Dieses Resultat wurde in [57] auf die eindimensionale Version der
REISSNER-MINDLIN-Platte – den TIMOSHENKO-Balken – übertragen:

ρ1 ϕtt − σ(ϕx, ψ)x + µϕt = 0 in (0, ∞)× (0, L),

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) + βθx = 0 in (0, ∞)× (0, L),

ρ3θt + γqx + δψtx = 0 in (0, ∞)× (0, L),

τ0qt + q + κθx = 0 in (0, ∞)× (0, L)

68
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mit den Randbedingungen
ϕx = ψ = θ in (0, ∞)× {0, L}.

In [79] hat Tarabek einen lokalen Existenzsatz für hyperbolische Thermoelastizitätsglei-
chungen

utt − a(ux, θ, q)uxx + b(ux, θ, q)θx = 0 in (0, ∞)× (0, L),

θt − g(ux, θ, q)θxx + d(ux, θ, q)utx = 0 in (0, ∞)× (0, L),

τ(ux, θ)qt + q + k(ux, θ)θx = 0 in (0, ∞)× (0, L)

für die Randbedingungen
u = 0, θ = θ̄ in (0, ∞)× {0, L}

bewiesen.
Mehrdimensionale parabolisch-hyperbolische Thermoelastizitätsgleichungen

Utt − div S(∇U, θ) = f in (0, ∞)×Ω,

(θ + T0)
{

a(∇U, θ)θt − spur
(

(Sθ(∇U, θ))′ · ∇Ut

)}

+ div q(∇U, θ,∇θ) = g in (0, ∞)×Ω

für gegebenen Wärmefluss q mit den DIRICHLETschen Bedingungen für U und θ wurden in
[35] von Jiang und Racke für den Fall eines beschränkten, glatt berandeten Gebietes Ω ⊂ R

3

untersucht. Unter Verwendung des BANACHschen Fixpunktsatzes wurde lokale Lösbarkeit be-
wiesen. Die bei der Konstruktion der kontrahierenden Abbildung entstehenden linearen Evo-
lutionsgleichungen wurden mit Hilfe einer allgemeinen Lösungstheorie für CD-Systeme nach
[38] gelöst. Dabei war es möglich, die beiden Gleichungen voneinander zu entkoppeln, sodass
man im Wesentlichen eine Elastizitätsgleichung und eine Wärmeleitungsgleichung bekommen
hat. Dieser Zugang lässt sich aber nicht direkt auf die hyperbolische Wärmeleitung übertragen,
da der Wärmefluss bereits im Linearen keine volle Regularität besitzt.

Wir haben uns daher für einen alternativen Zugang entschieden. Da sich unser Problem auf
die Form eines symmetrisch-hyperbolischen Systems bringen lässt, wollen wir die in [63] ent-
wickelte Lösungstheorie für quasilineare symmetrisch-hyperbolische Systeme benutzen. Eine
ähnliche Beweismethode wurde in [31] für eine eindimensionale Wärmeleitungsgleichung mit
,,second sound“ verwendet. Der Arbeit liegt eine Theorie für nicht charakteristische quasili-
neare symmetrisch-hyperbolische Systeme nach [74] zugrunde, welche sich leider auf mehr-
dimensionale hyperbolische Thermoelastizitätsgleichungen nicht anwenden lässt, da die zum
Differentialoperator gehörige Randmatrix singulär ist.

Mit den in Kapitel 2 eingeführten Notationen betrachten wir ein gedämpftes REISSNER-
MINDLIN-System, welches sich in der symmetrisierten Form zu

ρ2vtt −D′SDv + K(v +∇w) + C̄1(∇U, Θ, Q)∇θ = M, (3.1)

ρ̃1utt − div N(∇w,∇u) + C̄2(∇U, Θ, Q)∇θ̃ = f , (3.2)

ρ1wtt− K div (∇w + v)− div (N(∇w,∇u)∇w) + d̃(U,∇U, Θ, Q)wt = f3, (3.3)

a1(∇U, Θ, Q)θt + b1(∇U, Θ, Q)div q + β̃(∇U, Θ, Q)θ + spur (C̄1(∇U, Θ, Q)∇vt) = h1, (3.4)

a2(∇U, Θ, Q)θ̃t + b2(∇U, Θ, Q)div q̃ + spur (C̄2(∇U, Θ, Q)∇ut) = h2, (3.5)

A1(∇U, Θ, Q)qt + B1(∇U, Θ, Q)q + b1(∇U, Θ, Q)∇θ = 0, (3.6)

A2(∇U, Θ, Q)q̃t + B2(∇U, Θ, Q)q̃ + b2(∇U, Θ, Q)∇θ̃ = 0 (3.7)
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schreibt. Darin setzen wir zur Abkürzung U = (v, u, w)′, Θ = (θ, θ̃)′, Q = (q, q̃)′. Desweiteren
ist N eine hinreichend glatte Matrixfunktion und M, f , f3, h1, h2 sind gegebene Funktionen.
Ein einfaches Beispiel für N ist durch die geometrische Nichtlinearität

N(∇w,∇u) = Eh
1−µ2

(

u1,x1
+ µu2,x2 +

1
2 w2

x1
+ µ

2 w2
x2

1−µ
2 (u1,x2

+ u2,x1
+ wx1

wx2)
1−µ

2 (u1,x2
+ u2,x1

+ wx1
wx2) u2,x2 + µu1,x1

+ 1
2 w2

x2
+ µ

2 w2
x1

)

(3.8)

gegeben. Das System (3.1)–(3.7) ist eine Verallgemeinerung der in Kapitel 1 hergeleiteten Glei-
chungen für den Fall, dass die Funktionen C̄i, ai, bi, Ai, Bi, d̃ und β̃, i = 1, 2, nicht konstant sind.
Als Randbedingungen wählen wir

w = |v| = |u| = q · ν = q̃ · ν = 0 auf Γ. (3.9)

Hinzu kommen noch die Anfangsbedingungen

w(t = 0) = w0, v(t = 0) = v0, u(t = 0) = u0,

wt(t = 0) = w1, vt(t = 0) = v1, ut(t = 0) = u1,

θ(t = 0) = θ0, q(t = 0) = q0, θ̃(t = 0) = θ̃0 q̃(t = 0) = q̃0.

(3.10)

Im Folgenden gehen wir von allgemeinen Nichtlinearitäten N aus. Dabei kann man ohne
Weiteres nicht erwarten, dass überhaupt lokale Lösungen für beliebig große Daten existieren.
Letzteres wollen wir anhand der eindimensionalen Elastizitätsgleichung erläutern.

Beispiel 3.1.1. Die eindimensionale Elastizitätsgleichung lautet

utt − σ(ux)x = 0 in (t, x) ∈ (0, ∞)× (0, L) (3.11)

zuzüglich der Anfangsbedingungen u(t = 0) = u0, ut(t = 0) = u1 und der DIRICHLETschen
oder NEUMANNschen Randbedingungen. Ist σ glatt, so ist Gleichung (3.11) gleichbedeutend
mit

utt − σ′(ux)uxx = 0 in (t, x) ∈ (0, ∞)× (0, L). (3.12)

Gehen wir von dem HOOKschen Gesetz sowie dem Verzerrungstensor σ(p) = 1 + p2

2 nach
GREEN und LAGRANGE aus, so lautet σ′(p) = 1 + p. Somit ist es nur dann sinnvoll (3.12) als
hyperbolische Gleichung zu bezeichnen, wenn ux > −1 gilt. Da man bekanntlich

‖ux‖L∞((0,L)) ≤ ‖u‖H2((0,L)) ≤
3

∑
j=0

‖∂tu‖H3−j((0,L)) ≤ C(t)(‖u0‖H3((0,L)) + ‖u1‖H2((0,L)))

mit einem in 0 stetigen C abschätzen kann (vgl. [35]), muss man beispielsweise von den An-
fangsdaten

‖u0‖H3((0,L))≪ 1 und ‖u1‖H2((0,L)) ≪ 1

verlangen, damit σ′(ux) > 0 gilt.
Wird hingegen ein hypoelastisches Gesetz der Form σ = σ(p) derart postuliert, dass σ′

gleichmäßig positiv ist, so besteht die Hoffnung, eine lokale Lösung auch für große Anfangs-
daten (evtl. mit einer kleinen Lebensdauer) gewinnen zu können (vgl. [35], Kapitel 5). In dieser
Arbeit wird aber eine solche Situation nicht betrachtet.
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Nun wollen wir die Gleichungen (3.1)–(3.3) geschickt umformen. Wir setzen Ũ := (u, w)′

und finden

(

div N(∇w,∇u)
div (N(∇w,∇u)∇w)

)

=
2

∑
j=1

∂xj







N1j(∇Ũ)
N2j(∇Ũ)

K ∂Ũ3
∂xj

+ Nj1(∇Ũ) ∂Ũ3
∂x1

+ Nj2(∇Ũ) ∂Ũ3
∂x2







=
3

∑
k=1

2

∑
j,l=1











∂N1j

∂Ũk,xl

Ũk,xlxj

∂N2j

∂Ũk,xl

Ũk,xlxj

Kδjl
∂2Ũ3
∂xj∂l

+
( ∂Nj3

∂Ũk,xl

Ũ3,x1
+

∂Nj2

∂Ũk,xl

Ũ3,x2

)

Ũk,xjxl
+ NjlŨ3,xlxj











=
3

∑
k=1

2

∑
j,l=1











1
2

( ∂N1j

∂Ũk,xl

Ũk,xjxl
+

∂N1j

∂Ũk,xk

Ũk,xlxj

)

1
2

( ∂N2j

∂Ũk,xl

Ũk,xjxl
+

∂N2j

∂Ũk,xl

Ũk,xlxj

)

Kδjl
∂2Ũ3
∂xj∂l

+ 1
2

( ∂Nj3

∂Ũk,xl

Ũ3,x1
+

∂Nj2

∂Ũk,xl

Ũ3,x2

)

(Ũk,xjxl
+ Ũk,xlxj

) + NjlŨ3,xlxj











=
( 3

∑
k=1

2

∑
j,l=1

C̃ijkl(∇Ũ)Ũk,xjxl
, i = 1, 2, 3

)

,

wobei

C̃ijkl(P) =

{ ∂Nij(P)
∂Pkl

, i < 3, k = 1, 2, 3, j, l = 1, 2
∂Nj1(P)

∂P31
+

∂Nj2(P)
∂P32

+ Njlδk3 + Kδk3δjl, i = 3, k = 1, 2, 3, j, l = 1, 2
(3.13)

für P ∈ R
3×2. Analog zur zweidimensionalen Elastizität (s. [35]) ergibt sich

D′SDv =
( 2

∑
β,j,l=1

Cαjβlvβ,xjxl
, α = 1, 2

)

mit

C̃αjβl =











































D, α = β = 1, j = l = 1,

D
1−µ

2 , α = β = 1, j = l = 2,

D
1+µ

4 , α = 1, β = 2, j 6= l,

D
1+µ

4 , α = 2, β = 1, j 6= l,

D
1−µ

2 , α = β = 2, j = l = 1,
D, α = β = 2, j = l = 2,
0, sonst.

(3.14)

Damit bekommen wir eine äquivalente Form der Gleichungen (3.1)–(3.7), welche sich unter
Benutzung der EINSTEINschen Summenkonvention wie folgt umschreiben lassen:

ρ2vα,tt − Cαiβlvβ,xjxl
+ K(vα + Ũ3,xα) + C̄1,αj(∇U, Θ, Q)θxj

= Mα, (3.15)

ρ1Ũi,tt − C̃ijkl(∇U, Θ, Q)Ũk,xjxl
+ δαiC̄2,αj(∇U, Θ, Q)θ̃xj

+ δi3d̃(∇U, Θ, Q)Ũi,t = fi, (3.16)

a1(∇U, Θ, Q)θt + b1(∇U, Θ, Q)qj,xj
+ β̃(∇U, Θ, Q)θ + C̄1,αj(∇U, Θ, Q)vα,txj

= h1, (3.17)

a2(∇U, Θ, Q)θ̃t + b2(∇U, Θ, Q)q̃j,xj
+ C̄2,αj(∇U, Θ, Q)Uα,txj

= h2, (3.18)

A1,αβ(∇U, Θ, Q)qβ,t + B1,αβ(∇U, Θ, Q)qβ + a1(∇U, Θ, Q)θxβ
= 0, (3.19)

A2,αβ(∇U, Θ, Q)q̃β,t + B2,αβ(∇U, Θ, Q)q̃β + a2(∇U, Θ, Q)θ̃xβ
= 0 (3.20)
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in (0, ∞)×Ω mit den Rand-

Ũi = vα = qανα = q̃ανα = 0 auf (0, ∞)× Γ (3.21)

und Anfangsbedingungen

Ũi(t = 0) = U0
i , Ũi,t = U1

i , vα(t = 0) = v0
α, vα,t(t = 0) = v1

α,

θ(t = 0) = θ0, qα(t = 0) = q0
α, θ̃(t = 0) = θ̃0, q̃α(t = 0) = q̃0

α,
(3.22)

wobei Ũ0 = (w0, u0)′, Ũ1 = (w1, u1)′ und die Indizes i, k = 1, 2, 3 sowie j, l, α, β = 1, 2 durch-
laufen.

Im Folgenden sei s ∈N.

Voraussetzungen 3.1.2. Es gelte

1. C̃ ∈ Cs(R3×2, R
(3×2)×(3×2)).

2. Der Tensor C̃ sei symmetrisch im Sinne

C̃ijkl(P) = C̃klij(P) für alle P ∈ R
3×2. (3.23)

3. C̃ijkl sei anfänglich isotrop, d. h.,

C̃ijkl(0) = (1− δi3)(1− δk3)
( Eµ

1−µ2 δijδkl +
E

2(1+µ)
(δikδjl + δjkδil)

)

+ Kδi3δk3δjl . (3.24)

Man rechnet leicht nach, dass die geometrische Nichtlinearität die Voraussetzungen 3.1.2 erfüllt.

Satz 3.1.3 (Geometrische Nichtlinearität). Der durch die geometrische Nichtlinearität N aus
Gleichung (3.8) in (3.13) definierte Tensor C̃ erfüllt die Voraussetzungen 3.1.2 für alle s ∈ N0.

Beweis:

1. Dass C̃ijkl eine glatte Funktion ihrer Variablen ist, ergibt sich direkt aus der Tatsache, dass

C̃ijkl ein Polynom ist.

2. Um die Symmetrie von C̃ nachzurechnen, werten wir C̃ijkl(∇w,∇u) mit

C̃ =



























C̃1111 C̃1112 C̃1121 C̃1122 C̃1131 C̃1132

C̃1211 C̃1212 C̃1221 C̃1222 C̃1231 C̃1232

C̃2111 C̃2112 C̃2121 C̃2122 C̃2131 C̃2132

C̃2211 C̃2212 C̃2221 C̃2222 C̃2231 C̃2232

C̃3111 C̃3112 C̃3121 C̃3122 C̃3131 C̃3132

C̃3211 C̃3212 C̃3221 C̃3222 C̃3231 C̃3232



























aus.
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Unter Verwendung der Gleichung (3.13) finden wir

C̃ =































Eh
1−µ2 0 0 Eh

4(1−µ)

Ehwx1
1−µ2

Ehwx2
4(1−µ)

0 Eh
2(1+µ)

Eh
4(1−µ)

0
Ehwx2
4(1−µ)

Ehwx1
2(1+µ)

0 Eh
4(1−µ)

Eh
2(1+µ)

0
Ehwx2
2(1+µ)

Ehwx1
4(1−µ)

Eh
4(1−µ)

0 0 Eh
1−µ2

Ehwx1
4(1−µ)

Ehwx2
1−µ2

Ehwx1
1−µ2

Ehwx2
4(1−µ)

Ehwx2
2(1+µ)

Ehwx1
4(1−µ)

Ehw2
x1

1−µ2 +
Eh(1−µ)w2

x2
1−µ2 + N11 + K

Ehµ wx2
wx1

1−µ2 +
Eh(1−µ)wx1

wx2
2(1−µ)2 + N12

Ehwx2
4(1−µ)

Ehwx1
2(1+µ)

Ehwx1
4(1−µ)

Ehwx2
1−µ2

Ehµwx2
wx1

1−µ2 +
Eh(1−µ)wx1

wx2
2(1−µ2)

+ N21
Eh(1−µ)w2

x1
2(1−µ)2 +

Ehw2
x2

1−µ2 + N22 + K































Da Njl = Nlj für j, l = 1, 2 gilt, ist die obige Matrix symmetrisch, was die Symmetrie von

C̃ijkl nach sich zieht.

3. Schlussendlich folgt mit C̃ijkl(0)∂xjxl
Ũk =

(

E
2(1+µ)

△u + E
2(1−µ)

∇div u

K△w

)

die anfängliche

Isotropie von C̃ijkl .

Dies beendet den Beweis. �

Nun kann man analog zu den mehrdimensionalen Elastizitätsgleichungen sehen, dass sowohl
Cαjβl als auch C̃ijkl im Allgemeinen leider keine positiv definiten Bilinearformen auf R

2×2 ×
R

2×2 bzw. R
3×2 ×R

3×2 erzeugen. Deshalb folgen wir dem Zugang von John in [36] und defi-
nieren analog die Tensoren

C∗αjβl = Cαjβl +
E

2(1−µ)
(δαjδβl − δαlδjβ),

C̃∗ijkl(P) = C̃ijkl(P) + (1− δi3)(1− δk3)
D(1+µ)

2 (δijδkl − δilδjk)
(3.25)

für P ∈ R
3×2.

Lemma 3.1.4. Es gibt κ1, κ̃1 > 0 und δ1 > 0 so, dass

ξαjCαjβlξβl ≥ κ1ξαjξαj für alle ξ ∈ R
2×2 und P ∈ R

3×2,

ξijC̃
∗
ijkl(P)ξij ≥ κ̃1ξijξij für alle ξ ∈ R

3×2 und P ∈ R
3×2 mit ‖P‖∞ < δ1.

(3.26)

Überdies gilt für alle v ∈ (H2(Ω))2 und Ũ ∈ (H2(Ω))3

C∗αjβl∂xjxl
vβ = C∗αjβl∂xjxl

vβ und C̃∗ijkl∂xjxl
Ũk = C̃ijkl∂xjxl

Ũk für P ∈ R
3×2. (3.27)

Beweis: Die Behauptungen für C∗ und C wurden in [36] bewiesen. Es bleibt also nur C̃∗ und C̃
zu betrachten. Da C̃∗ijkl im Ursprung stetig ist, reicht es, (3.26) für P = 0 zu beweisen. Es gilt

C̃∗ijkl(0) =C̃ijkl(0) + (1− δi3)(1− δk3)
E

2(1−µ)
(δijδkl + δilδjk)

=(1− δi3)(1− δk3)
(

E
2(1−µ)

δijδkl +
E

2(1−µ)
δikδjl

)

+ Kδi3δk3δjl.

Damit folgt für alle ξ ∈ R
3×2

ξijC̃
∗
ijkl(0)ξkl =

D(1+µ)
2 (1− δi3)(1− δk3)(ξiiξkk + ξijξij) + Kδi3δk3δjl ≥ min{ E

2(1−µ) , K}ξijξij.
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Unter Benutzung des SCHWARZschen Satzes

(δijδkl − δilδjk)∂xjxl
Ũk = ∂xi

∂xk
Ũk − ∂xk

∂xi
Ũk = 0,

wobei i, j, k, l = 1, 2 durchlaufen, bekommen wir ferner

C̃∗ijkl∂xjxl
Ũk = C̃ijkl∂xjxl

Ũk,

was wir behauptet haben. �

Einerseits sind C∗ und C̃∗ nach Lemma 3.1.4 positiv definit, andererseits ändern sich die Glei-
chungen (3.15)–(3.20) nicht, wenn man C und C̃ durch C∗ bzw. C̃∗ ersetzt. Deshalb schreiben
im Folgenden der Einfachheit halber C und C̃ statt C∗ bzw. C̃∗.

Voraussetzungen 3.1.5. Es gelte

1. ai, bi, d̃, β̃ ∈ Cs(R5×2×R
2×R

4, R), Ai, Bi, C̄i ∈ Cs(R5×2×R
2×R

4, R
2×2), i = 1, 2.

2. a1, a2, b1, b2 seien positiv, d. h., es gebe δ2 > 0 und κ2 > 0 so, dass

ai(P) ≥ κ2 und bi(P) ≥ κ2, i = 1, 2, (3.28)

für alle P ∈ R
5×2×R

2×R
4 mit ‖P‖∞ < δ2 gilt.

3. A1, A2, B1, B2 seien positiv definit, d. h. es gebe δ3 > 0 und κ3 > 0 so, dass

ξ′Ai(P)ξ ≥ κ3|ξ|2 und ξ′Bi(P)ξ ≥ κ3|ξ|2, i = 1, 2, (3.29)

für alle ξ ∈ R
2 und P ∈ R

5×2×R
2 ×R

4 mit ‖P‖∞ < δ3 gilt.

4. C̄1, C̄2 seien punktweise invertierbar, d. h. es gebe ein δ4 > 0 so, dass C̄1 und C̄2 für alle
P ∈ R

5×2 ×R
2 ×R

4 mit ‖P‖∞ < δ4 invertierbar sind.

5. M, f ∈
s
⋂

k=0
Ck([0, T], (Hs−k(Ω))2), f3, h1, h2 ∈

s
⋂

k=0
Ck([0, T], Hs−k(Ω)).

Um die NEUMANNschen Randbedingungen für die Wärmeflüsse zu verallgemeinern, erklären
wir den folgenden SOBOLEVraum.

Definition 3.1.6. Sei

H1
div (Ω) = {u ∈ (H1(Ω))2 | 〈div u, φ〉L2(Ω) = −〈u,∇φ〉(L2(Ω))2 für alle φ ∈ H1(Ω)}.

Voraussetzung 3.1.7. Es gelte:

1. Die Anfangsdaten mögen den Regularitäts-

w0 ∈ Hs+1(Ω) ∩ H1
0(Ω), w1 ∈ Hs(Ω) ∩ H1

0(Ω),

v0, u0 ∈ (Hs+1(Ω) ∩ H1
0(Ω))2, v1, v1 ∈ (Hs(Ω) ∩ H1

0(Ω))2,

θ0, θ̃0 ∈ Hs(Ω), q0, q̃0 ∈ Hs(Ω) ∩ H1
div (Ω)

(3.30)

sowie den Kompatibilitätsbedingungen

wm ∈ Hs+1−m(Ω) ∩ H1
0(Ω) für 2 ≤ m ≤ s, ws+1 ∈ L2(Ω),

vm, um ∈ (Hs+1−m(Ω) ∩ H1
0(Ω))2 für 2 ≤ m ≤ s, ws+1, vs+1 ∈ (L2(Ω))2,

qm, q̃m ∈ Hs−m(Ω) ∩ H1
div (Ω) für 1 ≤ m ≤ s− 1, qs, q̃s ∈ (L2(Ω))2

(3.31)
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genügen, wobei wm, vm, um, θm, θ̃m, qm, q̃m für m ∈ N0 die m-te Zeitableitung jeweiliger
Funktion zum Anfangszeitpunkt t = 0 bezeichnen und sich für m ≥ 2 bzw. m ≥ 1
rekursiv durch die Anfangsdaten unter Verwendung der Differentialgleichungen (3.1)–
(3.7) berechnen lassen.

2. Sei δ0 ∈ (0, min{δ1, δ2, δ3, δ4}). Es gelte

‖(v0,∇w0,∇v0, w1, v1, θ0, θ̃0, q0, q̃0)‖L∞(Ω,R23) <
δ0
2 . (3.32)

Satz 3.1.8 (Lokale Existenz). Ω ⊂ R
2 sei ein beschränktes Gebiet, welches lokal auf einer Seite

seines C∞-glatten Randes Γ liegt. Sei s ≥ 8. Unter den Voraussetzungen 3.1.2, 3.1.5 und 3.1.7
existiert ein T > 0 so, dass das Problem (3.1)–(3.10) eine eindeutige Lösung (u, w, v, θ, q, θ̃, q̃)′

besitzt, deren Regularität nachstehend beschrieben wird1:

u, v ∈
s
⋂

k=0

Ck([0, T], (Hs+1−k
∗ (Ω) ∩ H1

0(Ω))2), ∂s+1
t u, ∂s+1

t v ∈ C0([0, T], (L2(Ω))2),

w ∈
s
⋂

k=0

Ck([0, T], Hs+1−k
∗ (Ω) ∩ H1

0(Ω)), ∂s+1
t w ∈ C0([0, T], L2(Ω)),

θ, θ̃ ∈
s−1
⋂

k=0

Ck([0, T′, Hs−k
∗ (Ω)), ∂s

t θ, ∂s
t θ̃ ∈ C0([0, T], L2(Ω)),

q, q̃ ∈
s−1
⋂

m=0

Ck([0, T], (Hs−k
∗ (Ω))2), ∂s

t q, ∂s
t q̃ ∈ C0([0, T], (L2(Ω))2).

Beweis: Wir transformieren das zu (3.1)–(3.10) äquivalente Problem (3.15)–(3.22) auf ein semi-
lineares symmetrisch-hyperbolisches System erster Ordnung. Hierzu definieren wir

V = (V1
α , V2

α , V3
αj, V4

i , V5
ijV

6, V7
α , V8, V9

α )
′ ≡ (vα, vα,t, vα,xj

, Ũi,t, Ũi,xj
, θ, qα, θ̃, q̃α)

′,

F = (F1
α , F2

α , F3
αj, F4

i , F5
ij, F6, F7

α , F8, F9
α )
′ ≡ (0, Mα, 0, fi, 0, h1, 0, h2, 0)′,

(3.33)

wobei die Indizes i, k = 1, 2, 3 und α, β, l, j = 1, 2 durchlaufen, und finden

∂tV
1
α −V2

α = F1
α ,

ρ2∂tV
2
α − Cαjβl∂jV

3
kl + K(V1

α + δαlδk3V5
kl) + C̄1,αj(V)∂jV

6 = F2
α ,

Cαjβl∂tV
3
αj − Cβlαj∂lV

2
β = F3

αj,

ρ1∂tV
4
i − C̃ijkl(V)∂jV

5
kl − δαiC̄2,αj(V)∂jV

8 + δi3d̃V4
i = F4

i ,

C̃ijkl(V)∂tV
5
ij − C̃klij(V)∂lV

4
k = F5

ij,

a1(V)∂tV
6 + b1(V)δαj∂jV

7
α + β̃V6 + C̄1,βj(V)∂jV

2
β = F6,

A1,αβ(V)∂tV
7
β + B1,αβ(V)V7

β + a1(V)δαj∂jV
6 = F7

α ,

a2(V)∂tV
8 + b1(V)δαj∂jV

9
α + C̄2,βj(V)∂jV

4,j = F8,

A2,αβ(V)∂V9
β + B2,αβ(V)V9

β + a2(V)δαj∂jV
8 = F9

α ,

1Die anisotropischen SOBOLEVräume Hm∗ (Ω) werden in Defintion A.2.1 erklärt.
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worin wir der Einfachheit halber alle nichtlinearen Koeffizienten sogar von ganz V abhängen
lassen. Damit schreibt sich das Problem (3.1)–(3.10) zu

A0(V)Vt + A1(V)Vx1
+ A2(V)Vx2 + B(V)V = F,

M(·)V = 0,

V(0, ·) = f ,

(3.34)

worin

A0(V) =





























ρ1δij 0 0 0 0 0 0 0 0
0 Cijkl 0 0 0 0 0 0 0
0 0 δαβ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ρ2δαβ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 C̃αjβl 0 0 0 0
0 0 0 0 0 a1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 A1,αβ 0 0
0 0 0 0 0 0 0 a2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 A2,αβ





























(V),

Ar(V) =





























0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −Cαrβl 0 0 C̄1,αr 0 0 0
0 −Cβlαr 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −C̃irkl 0 0 C̄2,αr 0
0 0 0 −C̃klir 0 0 0 0 0
0 C̄1,rβ 0 0 0 0 a1δrβ 0 0
0 0 0 0 0 a1δαr 0 0 0
0 0 0 C̄2,rβ 0 0 0 0 a2δrβ

0 0 0 0 0 0 0 a2δαr 0





























(V), r = 1, 2,

B(V) =





























0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Kδαβ d̃ 0 0 Kδk3δαl 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 β̃ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 B1,αβ 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 B2,αβ





























(V)

für V ∈ R
23 und

M ≡









0 δαβ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 δij 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 νjδjβ 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 νjδjβ









in Ω̄,

f =
(

U1
i , U0

i,xj
, v0

α, v1
α, v0

α,xj
, θ0, q0

α, θ̃0, q̃0
α

)′
, U0 = (ϕ0, ψ0, w0)′, U1 = (ϕ1, ψ1, w1)′.



3.1: Ein Lokaler Existenzsatz 77

Die Randmatrix Aν(V) = Ar(V)νr, V ∈ R
23, lautet dann

Aν =





























0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −Cαrβlνr 0 0 C̄1,αrνr 0 0 0
0 −Cβlαrνr 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −C̃irklνr 0 0 δαiC̄2,αrνr 0
0 0 0 −C̃klirνr 0 0 0 0 0
0 C̄1,rβνr 0 0 0 0 a1δrβνr 0 0
0 0 0 0 0 a1δαrνr 0 0 0
0 0 0 C̄2,rβνr 0 0 0 0 a2δrβνr

0 0 0 0 0 0 0 a2δαrνr 0





























.

Wir wollen nun mit Hilfe von Satz A.2.5 beweisen, dass es ein T > 0 derart gibt, dass das

Problem (3.34) eine eindeutige Lösung V ∈
s
⋂

k=0
Ck([0, T], Hs−k

∗ (Ω, R
23)) besitzt. Wir prüfen also

nach, ob die Voraussetzungen des Satzes A.2.5 erfüllt sind.

i) Ω ist nach Voraussetzung beschränkt, C∞-glatt berandet und liegt lokal auf einer Seite
von Γ.

ii) Sei ε ∈ (0, δ0
2 ) mit δ0 > 0 wie in der Voraussetzung. Wir definieren

N0 := {V ∈ R
23 | ‖V − f (x)‖L∞(Ω,R23) ≤ ε}.

Für alle V ∈ N0 gilt dann

|V| ≤ ‖ f (x)‖L∞(Ω,R23) + ε < δ0.

Damit sind die Voraussetzungen 3.1.2 und 3.1.5 auf V ∈ N0 anwendbar.

Unter Beachtung der Voraussetzungen 3.1.2 sowie 3.1.5 folgt

A0, Ar, B ∈ Cs(N0, R
23×23).

Da es sich bei C̃ijkl und Cαjβl nach Voraussetzung 3.1.2 bzw. Gleichung (3.14) um symme-
trische Tensoren handelt, ergibt sich sofort unter Beachtung ihrer Struktur die Symmetrie
von A0, Ar in N0.

Sei a′0 := min{ρ1, ρ2, κ1, κ̃1, κ2}. Aufgrund der Voraussetzungen 3.1.2 und 3.1.5 sowie des
Lemmas 3.1.4 ergibt sich die gleichmäßige Positivität von A0 gemäß

ξ′A0(V)ξ ≥ a′0|ξ|2

für alle ξ ∈ R
23 und V ∈ N0. Andererseits ist A0 stetig auf dem Kompaktum N0 ⊂ R

23,
sodass max

V∈N0

‖A0(V)‖L(R23,R23) = a′′0 gilt. Damit folgt mit a0 := min{a′0, 1
a′′0
}

a0 ≤ ξ′A0(V)ξ ≤ 1
a0

für alle ξ ∈ R
23.

iii) Wir wollen den Rang der Randmatrix Aν untersuchen. Dabei ist es bequem, die Matrix

Aη(V) =
2

∑
j=1

Aj(V)ηj, η ∈ {ν}⊥ , parallel zu betrachten. Da Aν und Aη über eine gewisse

Blockstruktur verfügen, kann man sie mittels einer Indexpermutation

Aν(V) =

(

Âν 0

0 Ǎν

)

(V) und Aη(V) =

(

Âη 0

0 Ǎη

)

(V)
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auf die Blockdiagonalform für V ∈ N0 und η ∈ {ν}⊥ bringen, wobei für die Blöcke
Âν(V), Âν(V) ∈ R

12×12 und Ǎν(V), Ǎη(V) ∈ R
11×11 gilt. Letztere Matrizen können jetzt

separat behandelt werden. Wir sehen uns nur die komplizierteren Matrizen Âν und Âη

an, welche den Unbekannten (Ũt,i, Ũi,xj
, θ̃, q̃)′ entsprechen.

Es gilt für η ∈ {ν}⊥

Âν =









0 C̃irklνl δiαC̄2,αrνr 0
C̃klirνr 0 0 0

δβkC̄2,rkνr 0 0 a2δrβνr

0 0 a2δαrνr 0









=

















0 0 A′11 A′21 B′ 0
0 0 A′12 A′22 0 0

A11 A12 0 0 0 0
A21 A22 0 0 0 0
B 0 0 0 0 C′

0 0 0 0 C 0

















Âη =









0 C̃irklηl δiαC̄2,αrηr 0
C̃klirηr 0 0 0

δβkC̄2,rkηr 0 0 a2δrβηr

0 0 a2δαrηr 0









=

















0 0 Ā′11 Ā′21 B̄′ 0
0 0 Ā′12 Ā′22 0 0

Ā11 Ā12 0 0 0 0
Ā21 Ā22 0 0 0 0
B̄ 0 0 0 0 C̄′

0 0 0 0 C̄ 0

















mit A11, Ā11 ∈ R
4×2, A12, Ā12 ∈ R

2×1, A21, Ā21 ∈ R
2×2, A22, Ā22 ∈ R

2×1, B, B̄ ∈ R
1×2 und

C, C̄ ∈ R
2×1. Dabei verschwinden A21, Ā21, A12 und Ā12 in V = 0. Für V = 0 ergibt sich

rang A22(0) = rang (−Kν) = 1,

rang C(0) = rang (A2(0)ν) = 1,

rang B′(0) = rang (C̄2(0)ν) = 1,

rang Ā22(0) = rang (−Kη) = 1,

rang C̄(0) = rang (A2(0)η) = 1,

rang B̄′(0) = rang (C̄2(0)η) = 1.

Ohne Einschränkung sei η = ν⊥ := (ν2,−ν1)
′. Dann gilt

det(A11(0), Ā11(0)) =
(

E
1−µ2

)4
det











ν1
1+µ

4 ν2 ν2 − 1+µ
4 ν1

1−µ
2 ν2

1+µ
4 ν1 − 1−µ

2 ν1
1+µ

4 ν2
1+µ

4 ν2
1−µ

2 ν1 − 1+µ
4 ν1

1−µ
2 ν2

1+µ
4 ν1 ν2

1+µ
4 ν2 −ν1











=
(

E
1−µ2

)4
det











ν1 ν2
1+µ

4 ν2 − 1+µ
4 ν1

1−µ
2 ν2 − 1−µ

2 ν1
1+µ

4 ν1
1+µ

4 ν2
1+µ

4 ν2 − 1+µ
4 ν1

1−µ
2 ν1

1−µ
2 ν2

1+µ
4 ν1

1+µ
4 ν2 ν2 −ν1











=
(

E
1−µ2

)4
det











1 0 − 1+µ
4 0

0 1−µ
2 0 1+µ

4

− 1+µ
4 0 1−µ

2 0

0
1+µ

4 0 1











det

(

ν ν⊥ −ν⊥ ν

ν⊥ ν ν −ν⊥

)

= 4
(

E
1−µ2

)4
( 1−µ

2 + (1+µ)2

16 ) > 0 für µ ∈ R\{−1, 1, 3} ⊃ (0, 1
2 )
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sowie

det(A22(0),Ā22(0)) = det(Kν, Kν⊥) = K2
> 0 für µ ∈ R.

Somit ist rang (A11, Ā11)(V) = 4 für alle ν ∈ Γ und V → 0. Ferner gilt

det

(

A11 A12 Ā11 Ā12

A21 A22 Ā21 Ā22

)

(V) = det(A11, Ā11)(V) · det(A22, Ā22)(V)

= 4
(

E
1−µ2

)4
K2( 1−µ

2 + (1+µ)2

16 ) > 0 für µ ∈ R\{−1, 1, 3} ⊃ (0, 1
2 ),

weshalb

rang

(

A11 A12 Ā11 Ā12

A21 A22 Ā21 Ā22

)

(V) = 6 und rang

(

A11 A12

A21 A22

)

(V) = 3

für V → 0 gilt.

Wir wollen nun den Rang von Âν(V) für V → 0 untersuchen. Es gilt

Âν =

















0 0 A′11 A′21 B′ 0
0 0 A′12 A′22 0 0

A11 A12 0 0 0 0
A21 A22 0 0 0 0
B 0 0 0 0 C′

0 0 0 0 C 0

















∼

















0 0 A′11 A′21 0 0
0 0 A′12 A′22 0 0

I2,2 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 C′

0 0 0 0 1 0

















. (3.35)

Also ist rang Âν(V) = 8 < 12 konstant in einer Umgebung von V = 0. Wir verkleinern
N0 gegebenenfalls so, dass rang Âν(V) = 8 < 12 in ganz N0 gilt. Insbesondere gilt dann
rang Âν(V) = 8 < 12 in Ñ ⊂ N0.

iv) Da Γ von der Klasse C∞ ist, folgt ν ∈ C∞(Γ, R
2) und damit M ∈ C∞(Ω̄, R

8). Außerdem
gilt

rang M(x) = rang









0 I2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 I3 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ν1(x) ν2(x) 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 ν1(x) ν2(x)









= 7.

v) Wir zeigen, dass ker M maximal nichtnegativ ist. Unter Beachtung von

ker M(x) = {(ξ1
α, ξ2

α, ξ3
αj, ξ4

i , ξ5
ijξ

6, ξ7
α, ξ8, ξ9

α)
′ ∈ R

23 | ξ2
α = ξ4

i = ξ7
ανα(x) = ξ9

ανα(x) = 0}

ergibt sich für alle x ∈ Γ, V ∈ Ñ und ξ ∈ ker M(x)

〈Aνξ, ξ〉 =− Cαjβlνlξ
3
αjξ

2
β − Cβlαjνlξ

2
αξ3

βj + C̄1,αlνlξ
6ξ2

α + C̄1,lβνlξ
2
βξ6

− Cijβlνlξ
5
αjξ

4
β − Cklijνlξ

4
αξ5

βj + δαiC̄1,αlνlξ
8ξ4

α + C̄1,lβνlξ
4
βξ8

+ c1δαjνjV
7
j V6 + c1δαjνjV

6V7
α + c2δαjνjV

9
j V8 + c2δαjνjV

8V9
α ≡ 0.

Es bleibt zu zeigen, dass ker M(x) ein maximaler Untervektorraum bzgl. der Mengeninklu-
sion ist, auf welchem Aν positiv semidefinit ist. Da sich M analog zu Aν gemäß M(x) =
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(

M̂(x) 0

0 M̌(x)

)

zerlegen lässt, genügt es entsprechende Aussagen für M̂(x) und M̌(x)

zu beweisen. Wir beschränken uns hier auf M̂(x), da sich M̌(x) völlig analog behandeln
lässt. Es ist

M̂(x) =

(

I3 0 0 0 0
0 0 0 ν1 ν2

)

∈ R
4×12.

Nach dem SYLVESTERschen Trägheitssatz genügt es zu beweisen, dass die Anzahl der
nichtnegativen Eigenwerte Aν(V), V ∈ Ñ, gleich der Dimension von ker M̂(x) ist, d. h.,
8 = 13− 5 = ker M̂(x) = r+(M̂(x)) + r0(M̂(x)), wobei In(M̂(x)) = (r+, r−, r0)(M̂(x))
den Trägheitsindex bezeichnet. r+, r−, r0 stehen für die Anzahl der positiven, negativen
und Nulleigenwerte von M̂(x).

Ist M ∈ R
m×n eine Matrix mit linear unabhängigen Spaltenvektoren, so wird das Resul-

tat der Anwendung des Orthonormalisierungsverfahrens nach GRAM & SCHMID auf die
Spaltenvektoren von M durch

G(M) = M(
√

M′M)−1.

gegeben. Wir setzen

G
(

A11 A12 Ā11 Ā12

A21 A22 Ā21 Ā22

)

=:

(

A∗11 A∗12 A⊥11 A⊥12

A∗21 A∗22 A⊥21 A⊥22

)

für V ∈ Ṽ und bekommen

(

A11 A12

A21 A22

)′ (
A⊥11 A⊥12

A⊥21 A⊥22

)

= 03×3.

Nun wollen wir die zum Eigenwert λ = 0 gehörigen Eigenvektoren bestimmen. Hier-
zu lösen wir das Problem Âν(V)U = 0 nach U für V ∈ Ñ auf. Unter Beachtung der
Stufenform (3.35) erhalten wir

U =

















0
0

A⊥11c1 + A⊥12c2

A⊥21c1 + A⊥22c2

0
C⊥c3

















,

wobei c1 ∈ R
2×1, c2, c3 ∈ R beliebig sind. Durch geeignete Wahl von c1, c2, c3 bekommen

wir eine Orthonormalbasis des Kerns von Â, welche wir zu einer R
12×4-Matrix zusam-

menfassen:
















0 0 0
0 0 0

A⊥11 A⊥12 0
A⊥21 A⊥22 0
0 0 0
0 0 C⊥

















.
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Nun wollen wir diese Vektoren zu einer Orthonormalbasis von R
12 erweitern. Dies liefert

eine orthogonale Transformationsmatrix

W(V) :=

















0 0 I2,2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0

A∗11 A∗12 0 0 0 0 A⊥11 A⊥12 0
A∗21 A∗22 0 0 0 0 A⊥21 A⊥22 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 C∗ 0 0 0 C⊥

















,

welche die Matrix Aν auf die gewünschte Blockform bringt. So findet man unter Beach-
tung von

W−1 = W ′ =





























0 0 (A∗11)
′ (A∗21)

′ 0 0
0 0 (A∗12)

′ (A∗22)
′ 0 0

I2,2 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 (C∗)′

0 0 0 0 1 0
0 0 (A⊥11)

′ (A⊥21)
′ 0 0

0 0 (A⊥12)
′ (A⊥22)

′ 0 0
0 0 0 0 0 (C⊥)′





























die Darstellung

W−1 ÂνW = W−1

















M12 M12 0 0 0 B′ 0 0 0
M21 M22 0 0 0 0 0 0 0

0 0 A11 A12 0 0 0 0 0
0 0 A21 A22 0 0 0 0 0
0 0 B 0 C′C∗ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 C 0 0 0

















=





























0 0 M′11 M′21 0 0 0 0 0
0 0 M′12 M′22 0 0 0 0 0

M11 M12 0 0 0 B′ 0 0 0
M21 M22 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 (C∗)′C 0 0 0
0 0 B 0 C′C∗ 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0





























=:

(

AI 0
0 AI I

)

mit einer positiv definiten Diagonalmatrix M = (Mij)ij ∈ R
3×3, Mij := A′i1A∗1j + A′i2A∗2j.

Hierbei ist AI ∈ R
8×8 symmetrisch, gleichmäßig positiv definit und AI I = 0R4×4 . Die

Matrix AI besteht nun aus vier Blöcken

AI =

















0 0 M′11 M′21 0 0
0 0 M′12 M′22 0 0

M11 M12 0 0 0 B′

M21 M22 0 0 0 0

0 0 0 0 0 (C∗)′C
0 0 B 0 C′C∗ 0

















=:

(

AI,11 AI,12

AI,21 AI,22

)

,
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wobei AI,11 ∈ R
6×6, AI,22 ∈ R

2×2. Da AI,11 invertierbar ist, gilt die HAYNSWORTHsche
Trägheitsformel (vgl. [29]):

In(AI) = In(AI,11) + In(AI/AI,11),

wobei AI/AI,11 := AI,22 − AI,21 A−1
I,11AI,12 das SCHUR-Komplement von AI,11 bzgl. AI

bezeichnet. Man findet sofort

AI,21 A−1
I,11AI,12 = AI,21









(M−1)−1
11 (M−1)−1

12 0 0

(M−1)−1
21 (M−1)−1

22 0 0

0 0 (M−1)−1
11 (M−1)−1

12

0 0 (M−1)−1
21 (M−1)−1

22









AI,12

=

(

0 0
0 B(M−1)11B′

)

.

Weil M positiv definit ist und (C∗)′C, B(M−1)11B′ positiv sind, bekommen wir aufgrund
der Blockstruktur von AI,11

det(AI,11 − λI6) = det(λ2 I3 −M2) = ∏
λ̃∈σ(M2)

(λ±
√

λ̃), σ(M2) = {λ̃1, λ̃2, λ̃3} ⊂ (0, ∞),

det(AI/AI,11 − λI2) = det

( −λ (C∗)′C
C′C∗ −λ− B(M−1)11B′

)

≡ det

(−λ a
a −λ− b

)

=
(

λ− −b−
√

b2+4a2

2

)(

λ− −b+
√

b2+4a2

2

)

.

Somit gilt

In(AI) = In(AI,11) + In(AI/AI,11) = (3, 3, 0) + (1, 1, 0) = (4, 4, 0).

Damit ist
In(Âν) = In(AI) + In(AI I) = (4, 4, 0) + (0, 0, 4) = (4, 4, 4).

Weil dim ker M̂(x) = 8 = r+(Âν) + r0(Âν), ist ker M̂(x) maximal nichtnegativ.

vi) Nach Voraussetzung 3.1.7 gilt

F = (F1
α , F2

α , F3
αj, F4

i , F5
ij, F6, F7

α , F8, F9
α )
′

≡ (0, Mα, 0, fi, 0, h1, 0, h2, 0)′ ∈
s
⋂

k=0

Ck([0, T], (Hs−k(Ω))23),

f =
(

v0
α, v1

α, v0
α,xj

, Ũ1
i , Ũ0

i,xj
, θ0, q0

α, θ̃0, q̃0
α

)′ ∈ (Hs(Ω))23.

Die Kompatibilitätsbedingungen sind ebenfalls erfüllt.

Satz A.2.5 liefert also die Existenz einer eindeutigen Lösung V ∈
s
⋂

k=0
Ck([0, T′], (Hs−k(Ω))23),

T′ ∈ (0, T] zum Problem (3.34), für welche M(x)∂k
t V(t, x) = 0 für k = 0, . . . , s− 1 und x ∈ Γ

gilt. Mit (3.33) folgt schließlich, dass die durch

(v, u, w, θ, q, θ̃, q)′(t, x) =
(

V1
α (t, x), Ũ0

i +
∫ t

0
V4

i (τ, x)dτ, V6(t, x), V7
α (t, x), V8(t, x), V9

α (t, x)
)′
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definierten Funktionen die eindeutige Lösung von (3.1)–(3.10) mit der behaupteten Regularität
darstellen. �

Augrund des Satzes A.2.3 gilt das nachstehende Korollar.

Korollar 3.1.9. Sei s = 2s′, s′ ≥ 4. Die in Satz 3.1.8 gegebene Lösung erfüllt

u, v ∈
s′
⋂

k=0

Ck([0, T], (Hs′+1−k(Ω) ∩ H1
0(Ω))2), ∂s′+1

t u, ∂s′+1
t v ∈ C0([0, T], (L2(Ω))2),

w ∈
s′
⋂

k=0

Ck([0, T], Hs′+1−k(Ω) ∩ H1
0(Ω)), ∂s′+1

t w ∈ C0([0, T], L2(Ω)),

θ, θ̃ ∈
s′−1
⋂

k=0

Ck([0, T′, Hs′−k(Ω)), ∂s′
t θ, ∂s′

t θ̃ ∈ C0([0, T], L2(Ω)),

q, q̃ ∈
s′−1
⋂

m=0

Ck([0, T], (Hs′−k(Ω) ∩ H1
div (Ω))2), ∂s′

t q, ∂s
t q̃ ∈ C0([0, T], (L2(Ω))2).

3.2 Globale Existenz und Exponentielle Stabilität

Nun wollen wir die im Abschnitt 3.1 gewonnene lokale Lösung global fortsetzen. Im Allgemei-
nen besteht leider keine Hoffnung, das Problem (3.1)–(3.10) zuzüglich Anfangs- und Randbe-
dingungen global lösen zu können. So hat man in [55] bewiesen, dass bereits das semilineare
thermoelastische Problem

utt − µ△u− (µ + λ)∇div u + β∇θ = |u|p−2u in (0, ∞)×Ω,

θt + γ div q + δ div ut = 0 in (0, ∞)×Ω,

τqt + q + κ∇θ = 0 in (0, ∞)×Ω,

|u| = θ = 0 in (0, ∞)× ∂Ω,

u(0, ·) = u0, ut(0, ·) = u1, θ(0, ·) = θ0, q(0, ·) = q0 in Ω

für p > 2 im Allgemeinen keine globale Lösung zulässt: die zu Anfangswerten mit negativer
Energie gehörigen Lösungen explodieren in endlicher Zeit, auch wenn die Anfangsdaten belie-
big glatt und klein sind. Dieses Resultat wurde in [56] sogar auf eine Klasse von Anfangsdaten
mit positiver Energie erweitert. Daher ist es naheliegend, dass wir auch bei unserem Problem
nicht von globaler Existenz ausgehen können, ohne dass wir das System stabilisieren. Bevor
wir die globale Lösbarkeit beweisen, stellen wir einige relevante Resultate aus der Literatur
vor.

In [35] haben Jiang und Racke die nichtlinearen hyperbolisch-parabolischen Thermoelasti-
zitätsgleichungen studiert:

Ui,tt = Cijkl(∇U, θ)Uk,xjxl
+ C̄ij(∇U, θ)θxj

in (0, ∞)×Ω,

a(∇U, θ)θt = − 1
χ(θ)

div q(∇U, θ,∇θ) + C̄ij(∇U, θ)Ui,txj
in (0, ∞)×Ω

mit den üblichen Anfangsbedingungen und den Randbedingungen

Ui = θ = 0 in (0, ∞)× ∂Ω.
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Unter gewissen technischen Annahmen wurde bewiesen, dass hinreichend kleine Anfangsda-
ten stets zu globalen Lösungen (U, θ)′ führen, sofern U rotationsfrei ist. Letztere Annahme ist
z. B. für radialsymmetrische Gebiete bei radialsymmetrischen Daten erfüllt. Der Beweis ber-
uhrt auf Fortsetzungsargumenten sowie der exponentiellen Abklingrate für das linearisierte
System.

Ein analoges Resultat wurde von Irmscher in [32], [33] für nichtlineare Thermoelastizitäts-
gleichungen mit Wärmeleitung nach CATTANEO erzielt. Es wurde bewiesen, dass das nichtli-
neare Problem

ui,tt − Aij(∇u, θ, q)uj,xkxk
+ Bij(∇u, θ, q)θxj

= 0 in (0, ∞)×Ω,

c(∇u, θ, q)θt + g(∇u, θ, q)div q + Bij(∇u, θ, q)ui,txj
= 0 in (0, ∞)×Ω,

Tij(∇u, θ)qj,t + qi + Kij(∇u, θ)θxj
= 0 in (0, ∞)×Ω

mit den Randbedingungen
ui = θ = 0 in (0, ∞)× ∂Ω

im radialsymmetrischen Fall für kleine Anfangsdaten global lösbar und exponentiell stabil ist.
Es sei allerdings angemerkt, dass der Autor keinen Beweis für lokale Lösbarkeit erbracht hat
(worauf der Autor in der Arbeit auch hingewiesen hat), welcher keineswegs trivial ist, da die
letzten zwei Gleichungen im Vergleich zur nichtlinearen parabolischen Gleichung zweiter Ord-
nung ,,weniger Struktrur“ aufweisen. So kann man ohne Weiteres nicht von der Existenz von
∇q ausgehen.

Zu erwähnen ist auch die Arbeit [79], in welcher globale Existenz für das Problem

utt − a(ux, θ, q)uxx + b(ux, θ, q)θx = 0 in (0, ∞)× (0, L),

θt + g(ux, θ, q)qx + d(ux, θ, q)utx = 0 in (0, ∞)× (0, L),

τ(ux, θ)qt + q + k(ux, θ)θx = 0 in (0, ∞)× (0, L)

mit den Randbedingungen

u = 0, θ = θ̄ in (0, ∞)× {0, L}
für kleine Anfangsdaten nachgewiesen wurde. Es wurde allerdings keine Aussage über die
Abklingrate der Lösungen gemacht, außer dass (u, θ)′ gegen (0, θ̄)′ für t→ ∞ konvergiert.

Bekannt sind auch einige Resultate für ein semilineares REISSNER-MINDLIN-System ohne
den Anteil für thermoelastische Dehnungen. In [17] wurde ein vollgedämpftes semilineares
Problem

vtt + β0vt − α△v− ξ∇div v + µ0v + γ∇u + β∇θ = −(∇Φ)(v) in (0, ∞)×Ω,

utt + β1ut − µ1 − γ1 div v = F(u) in (0, ∞)×Ω,

θt − η△θ + div vt = 0 in (0, ∞)×Ω

für die DIRICHLET-Randbedingungen an v, u und θ untersucht. Unter Einschränkungen an Φ

und F wurde insbesondere die Existenz globaler schwacher Lösungen bewiesen.
Die eindimensionale Version der REISSNER-MINDLIN-Platte – den TIMOSHENKO-Balken –

hat man in [57] studiert. So lässt das System

ρ1 ϕtt − σ(ϕx, ψ)x + µϕt = 0 in (0, ∞)× (0, L),

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) + βθx = 0 in (0, ∞)× (0, L),

ρ3θt + γqx + δψtx = 0 in (0, ∞)× (0, L),

τ0qt + q + κθx = 0 in (0, ∞)× (0, L)
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mit den Randbedingungen

ϕx = ψ = θ = 0 in (0, ∞)× {0, L}
für kleine Anfangsdaten globale Lösungen zu. Überdies klingen die Lösungen exponentiell ab.

Im Folgenden wollen wir die Gleichungen (3.1)–(3.10) global lösen. Mit der Notation U =
(U1, U2, U3)′ := (v, u, w)′, Θ := (θ, θ̃)′, Q := (q, q̃)′ schreiben sich die Gleichungen wie folgt
um:

ρ2U1,tt −D′SDU1 + K(U1 +∇U3) + C̄1(∇U, Θ, Q)∇Θ1 = 0, (3.36)

ρ̃1U2,tt− div N(∇U3,∇U2) + C̄2(∇U, Θ, Q)∇Θ2 = 0, (3.37)

ρ1U3,tt− K div (∇U3 + U1)− div (N(∇U3,∇U2)∇U3) + d̃(∇U, Θ, Q)U3,t = 0, (3.38)

a1(∇U, Θ, Q)Θ1,t + b1(∇U, Θ, Q)div Q1 + β̃(∇U, Θ, Q)Θ1

+spur (C̄1(∇U, Θ, Q)∇U1,t) = 0, (3.39)

a2(∇U, Θ, Q)Θ2,t + b2(∇U, Θ, Q)div Q2 + spur (C̄2(∇U, Θ, Q)∇U2,t) = 0, (3.40)

A1(∇U, Θ, Q)Q1,t + B1(∇U, Θ, Q)Q1 + b1(∇U, Θ, Q)∇Θ1 = 0, (3.41)

A2(∇U, Θ, Q)Q2,t + B2(∇U, Θ, Q)Q2 + b2(∇U, Θ, Q)∇Θ2 = 0 (3.42)

für (t, x) ∈ (0, ∞)×Ω mit den Rand-

U = 0, Q1 · ν = Q2 · ν = 0 in (0, ∞)× Γ (3.43)

und Anfangsbedingungen

U(0, ·) = U0, Ut(0, ·) = U1, Θ(0, ·) = Θ0, Q(0, ·) = Q0 in Ω. (3.44)

Selbst bei den hyperbolisch-parabolischen (s. [34]) sowie den hyperbolischen Thermoela-
stizitätsgleichungen (s. [32] und [33]) war die Rotationsfreiheit des Verschiebungsfeldes bzw.
des Verschiebungsfeldes und des Wärmeflusses unabdingbar, um das linearisierte Problem ex-
ponentiell zu stabilisieren und damit das nichtlineare Problem global lösen zu können. Ein
alternativer Zugang besteht darin, das System vollständig zu dämpfen, was z. B. in [71] für die
hyperbolischen Thermoelastizitätsgleichungen gemacht wurde.

In dieser Arbeit kombinieren wir die beiden Vorgehensweisen, indem wir nur die Biegungs-
komponente U3 = w durch einen Dämpfungsterm stabilisieren und für U1, U2, Q1, Q2 die
Rotationsfreiheit voraussetzen. Die Dämpfung für w ist nötig, um das nichtlineare System zur
exponentiellen Stabilität zu führen, da w nicht an die Wärmeleitungsgleichungen angeschlos-
sen ist (vgl. Satz 2.1.7 im Linearen).

Um die Resultate aus dem Linearen anwenden zu können, wollen wir das Problem (3.36)–
(3.44) als Störung der isotropen Situation betrachten.

Voraussetzungen 3.2.1. Wir setzen voraus, dass die Nichtlinearitäten anfänglich isotrop sind.

1. Die Funktionen N und ai, bi, Ai, Bi, C̄i, i = 1, 2, seien glatt im Sinne der Voraussetzungen
3.1.2 bzw. 3.1.5.

2. Es gelte

C̄1(0, 0, 0) = γI2, C̄2(0, 0, 0) = γ̃I2, d̃(0, 0, 0) = d, β̃(0, 0, 0) = β,

a1(0, 0, 0) = ρ3, a2(0, 0, 0) = ρ̃3, b1(0, 0, 0) = κ, b2(0, 0, 0) = κ̃,

A1(0, 0, 0) = τ0 I2, A2(0, 0, 0) = τ̃0 I2, B1(0, 0, 0) = δI2 B2(0, 0, 0) = δ̃I2.

Alle Konstanten seien dabei positiv.
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Um die Stabilitätsresultate aus dem Linearen für den globalen Existenzsatz anwenden zu
können, benötigen wir, dass Θ1, Θ2 in L2(Ω)/{1} für alle t ∈ [0, T] liegen, d. h.

∫

Ω
Θ1dx =

∫

Ω
Θ2dx = 0. Daher modifizieren wir die Gleichungen (3.15)–(3.20), indem wir einige Koeffizi-

enten als linear voraussetzen:

ρ2U1,tt −D′SDU1 + K(U1 +∇U3) + γ∇Θ1 = 0, (3.45)

ρ̃1U2,tt − div N(∇U3,∇U2) + γ̃∇Θ2 = 0, (3.46)

ρ1U3,tt− K div (∇U3 + U1)− div (∇U3N(∇U3,∇U2)) + d̃(∇U, Θ, Q)U3,t = 0, (3.47)

ρ3Θ1,t + κ div Q1 + βΘ1 + γ div U1,t = 0, (3.48)

A1(∇U, Θ, Q)Q1,t + B1(∇U, Θ, Q)Q1 + κ∇Θ1 = 0, (3.49)

ρ̃3Θ2,t + κ̃ div Q2 + γ̃ div U2,t = 0, (3.50)

A2(∇U, Θ, Q)Q2,t + B2(∇U, Θ, Q)Q2 + κ∇Θ2 = 0. (3.51)

Die Rand- und die Anfangsbedingungen bleiben unverändert. Der Unterschied zu den
Gleichungen (3.15)–(3.20) besteht darin, dass

a1 ≡ ρ3, a2 ≡ ρ̃3, b1 ≡ κ, b2 ≡ κ̃, C̄1 ≡ γI, C̄2 ≡ γ̃ (3.52)

konstant sind und dass die Gleichungen (3.48), (3.49) in der Divergenzform geschrieben sind.

Satz 3.2.2. Die Anfangsdaten U0, U1, Θ0, Q0 bzw. die nichtlinearen Koeffizienten erfüllen die
Voraussetzungen von Satz 3.1.8 und Korollar 3.1.9 für s′ = 4. Außerdem gelte die Vorausset-
zung 3.2.1 und die Bedingung (3.52). Für die Anfangsdaten Θ0, Θ1 gelte Θ0

1, Θ0
2 ∈ L2(Ω)/{1},

d. h.
∫

Ω
Θ0

1dx =
∫

Ω
Θ0

2dx = 0. (3.53)

Die im Satz 3.1.8 gegebene lokale Lösung (U, Θ, Q)′ zu (3.45)–(3.51), (3.43), (3.44) mit

U ∈
2
⋂

k=0

C([0, T), (H3−k
0 (Ω))5), ∂3

t U ∈ (L2(Ω))5,

Θ ∈
1
⋂

k=0

C([0, T), (H2−k(Ω)/{1})2), ∂2
t Θ ∈ (L2(Ω)/{1})2,

Q ∈
1
⋂

k=0

C([0, T), (H2−k
div (Ω))2), ∂2

t Q ∈ (L2(Ω))4

auf einem maximalen Existenzintervall [0, T), T > 0, erfülle die Rotationsfreiheitsbedingung

rot U1 = rot U2 = 0 in [0, T)×Ω,

rot Q1 = rot Q2 = 0 in [0, T)×Ω.
(3.54)

Dann gibt es eine Konstante ε > 0 derart, dass die Lösung global existiert, falls

3

∑
k=0

‖Uk‖2
3−k,2 +

2

∑
k=0

‖Θk‖2
2−k,2 +

2

∑
k=0

‖Qk‖2
2−k,2 < ε.
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Überdies klingt die Lösung exponentiell ab, d. h. es existieren Konstante C > 0 und α > 0 so,
dass

Λ(t) :=
3

∑
k=0

‖∂k
t U(t, ·)‖2

3−k,2 +
2

∑
k=0

‖∂k
t Θ(t, ·)‖2

2−k,2 +
2

∑
k=0

‖∂k
t Q(t, ·)‖2

2−k,2 ≤ Ce−αtΛ(0)

gilt. Dabei bezeichnet ‖ · ‖s,p die übliche Norm des SOBOLEVschen Raumes Hs,p(Ω) bzw. die
daruch induzierte Norm auf dem jeweiligen Produktraum.

Beweis: Wir orientieren uns an die Vorgehensweise von Jiang et al. in [34] beim Beweis der
globalen Existenz für nichtlineare hyperbolisch-parabolische Thermoelastizitätsgleichungen.

Wir definieren

F1 ≡ 0,

F2,i = (Cijkl(∇U, Θ, Q)− Cijkl(0))Uk,xjxl
für i = 1, 2,

F3 = (C3jkl(∇U, Θ, Q)− C3jkl(0))Uk,xjxl
− (d̃(∇U3N(∇U3,∇U2)− d̃(0, 0, 0))U3,t,

F4 ≡ 0,

F5 = −(A1(∇U, Θ, Q)− A1(0, 0, 0))Q1,t − (B1(∇U, Θ, Q)− B1(0, 0, 0))Q1,

F6 ≡ 0,

F7 = −(A2(∇U, Θ, Q)− A2(0, 0, 0))Q2,t − (B2(∇U, Θ, Q)− B2(0, 0, 0))Q2

(3.55)

und schreiben die Gleichungen (3.45)–(3.51) wie folgt um

ρ2U1,tt −D′SDU1 + K(U1 +∇U3) + γ∇Θ1 = F1, (3.56)

ρ2U2,tt−D′S̃DU1 + γ̃∇Θ2 = F2, (3.57)

ρ1U3,tt− K△U3− K div U1 + dU3,t = F3, (3.58)

ρ3Θ1,t + κ div Q1 + βΘ1 + γ div U1,t = F4, (3.59)

τ0Q1,t + δQ1 + κ∇Θ1 = F5, (3.60)

ρ̃3Θ2,t + κ̃ div Q2 + γ̃ div U2,t = F6, (3.61)

τ̃0Q2,t + δ̃Q2 + κ̃∇Θ2 = F7. (3.62)

Unter Beachtung der Randbedingungen (3.21) sowie der Gleichungen (3.59), (3.61) bekommen
wir mit der Voraussetzung (3.53)

d

dt

∫

Ω
Θ1(t)dx = 0 in [0, T),

∫

Ω
Θ1(0)dx = 0,

d

dt

∫

Ω
Θ2(t)dx + β

∫

Ω
Θ2(t)dx = 0 in [0, T),

∫

Ω
Θ2(0)dx = 0,

woraus sich Θ1, Θ2 ∈ L2(Ω)/{1} für alle t ∈ [0, T) ergibt.
Mit der Theorie von Agmon, Douglis und Nirenberg aus [3] (vgl. auch [43, Section 2.3])

folgt die elliptische Regularität von D′SD, D′S̃D, K△. Es existiert also ein CE > 0 so, dass

‖G‖2
(Hk+2(Ω))5 ≤ CE

(

‖D′SDG1‖2
(Hk(Ω))2 + ‖D′S̃DG2‖2

(Hk(Ω))2 + ‖K△G3‖2
Hk(Ω)

)

(3.63)

für k = 0, 1 und alle G ∈ (H1
0(Ω))5 mit D′SDG1,D′S̃DG2 ∈ (L2(Ω))2, K△G3 ∈ L2(Ω) gilt. Für

ein noch später zu bestimmendes α > 0 definieren wir

M(t) := eαtΛ(t).
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Ferner setzen wir

C := max{1, CE}
(

max{1,ρ1,ρ2,ρ3,ρ̃3,τ0,τ̃0,K,κ,κ̃,γ,γ̃,d,β}
min{1,ρ1,ρ2,ρ3,ρ̃3,τ0,τ̃0,K,κ,κ̃,γ,γ̃,d,β}

)2
und M := 2328C3

und finden aufgrund der Stetigkeit von M ein T′ ∈ [0, T) so, dass

M(t) ≤Mε2 für alle t ∈ [0, T′). (3.64)

Sei nun
T∗ := sup{T′ > 0 |M(t) ≤Mε2 für alle t ∈ [0, T′)}.

Ist T∗ = T, so folgt, dass die Lösung für alle t ∈ [0, T) existiert. Ist ε > 0 hinreichend klein, so
impliziert der SOBOLEVsche Einbettungssatz, dass die Lösung für alle t ∈ [0, T) hinreichend
klein ist. Damit kann man mit dem lokalen Existenzsatz die Lösung außerhalb des Intervalls
[0, T) fortsetzen, was der Maximalität von T widerspricht. Deshalb bleibt es nur, den Fall T <

T∗ zu betrachten. Wir wollen nämlich beweisen, dass dieser Fall nicht eintreten kann, sofern ε
hinreichend klein ist.

Unter Beachtung des SOBOLEVschen Einbettungssatzes für Ω ⊂ R
2

H1(Ω) →֒ L∞(Ω)

sowie der Gleichung (3.64) bekommen wir

‖(U, Θ, Q)‖2,∞, ‖∂t(U, Θ, Q)‖1,∞, ‖∂2
t (U, Θ, Q)‖∞ ≤ Cεe−α/2 für alle t ∈ [0, T∗), (3.65)

wobei die Konstante C > 0 weder von t noch von den Anfangsdaten abhängt.
Wir definieren

F(t; U, Θ, Q) := eαt
(

‖Ut‖2 + ‖U‖2 + ‖∇U‖2 + ‖Θ‖2 + ‖Q‖2
)

(t),

wobei ‖ · ‖ die übliche L2-Norm auf dem jeweiligen Produktraum bezeichnet. Fasst man die
Funktion F = (F1, . . . , F7)′ als eine Inhomogenität auf und führt den Beweis von Satz 2.1.12
und Satz 2.2.4 für die inhomogenen Gleichungen (3.56)–(3.62) durch, so ergibt sich

F(t; U, Θ, Q) ≤ C̃F(0; U, Θ, Q) + C
∫ t

0
eαt‖F‖(‖U‖+ ‖Ut‖+ ‖Θ‖+ ‖Q‖)(t)ds

≡ C̃F(0; U, Θ, Q) +R(t; U, Θ, Q, F),
(3.66)

wobei C > 0 hier und folgend eine generische positive Konstante bezeichnet und C̃ > 0 wie in
Satz 2.1.12 ist. Wendet man auf die Gleichungen (3.56)–(3.62) den Operator ∂k

t , k = 1, 2, an, so
sieht man, dass (∂k

t U, ∂k
t Θ, ∂k

t Q) den Gleichungen (3.56)–(3.62) für die rechte Seite ∂k
t F genügt.

Damit ergibt sich für k = 0, 1, 2

F(t; ∂k
t U, ∂k

t Θ, ∂k
t Q) ≤ C̃F(0; ∂k

t U, ∂k
t Θ, ∂k

t Q) +R(t; ∂k
t U, ∂k

t Θ, ∂k
t Q, ∂k

t F).

Für die obigen Abschätzungen war entscheidend, dass

F4, F6 ∈ C2([0, T), L2(Ω)/{1})
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gilt, was wegen F4, F6 ≡ 0 trivialerweise erfüllt ist. Unter Benutzung der LEIBNIZschen Pro-
duktregel sowie des Mittelwertsatzes der Integralrechnung folgt

R(t; ∂k
t U, ∂k

t Θ, ∂k
t Q) ≤ C

∫ t

0
‖∂k

t F‖(‖∂k
t U‖+ ‖∂k

t Ut‖+ ‖∂k
t Θ‖+ ‖∂k

t Q‖)(s)ds für k = 0, 1, 2.

Für k = 0, 1 schätzen wir mit Hilfe der LEIBNIZschen Produktregel sowie des Mittelwertsatzes
der Integralrechnung

R(t; ∂k
t U, ∂k

t Θ, ∂k
t Q) ≤ Cε3

ab, wobei die dritte Potenz von ε wegen (3.65) auftritt. Es gilt z. B.

Cijkl(∇U, Θ, Q)− Cijkl(0) =
∫ 1

0
ξ

∂Cijkl(ξ∇U,ξΘ,ξQ)

∂(∇U,Θ,Q)) · (∇U, Θ, Q)dξ,

woraus sich unmittelbar

‖F1‖ ≤ ‖(Cijkl(∇U, Θ, Q)− Cijkl(0))Uk,xjxl
‖ ≤ Cε2

ergibt. Der Fall k = 3 muss separat behandelt werden, da ∂3
t F im Allgemeinen nicht existiert.

Die Terme in R(t; ∂3
t U, ∂3

t Θ, ∂3
t Q) lassen sich aber mittels partieller Integration behandeln, so-

dass wir gar keine dritte Ableitung von F brauchen. Beispielsweise ergibt sich

∫ t

0
eαtF1,tttU1,ttds = −

∫ t

0
eαsFttU(αU1,tt + U1,ttt)ds + eαsF1,ttU1,tt|t0

≤ Cε3 + ε2
2

∑
k=0

|F(t; ∂k
t U, ∂k

t Θ, ∂k
t Q)−F(0; ∂k

t U, ∂k
t Θ, ∂k

t Q)|.

Die letzten zwei Terme werden von den F -Termen in (3.67) absorbiert, sodass wir insgesamt

2

∑
k=0

F(t; ∂k
t U, ∂k

t Θ, ∂k
t Q) ≤ 3/2C̃ε2 + Cε3 (3.67)

mit C̃ wie in (3.66) für hinreichend kleine ε bekommen.
Nun müssen wir die fehlenden Terme abschätzen, um die Funktion M mittels F kontrollie-

ren zu können. Unter Benutzung von (3.60), (3.62) ergibt sich

‖∇Θ‖2 = 2‖F5‖2 + 2‖F7‖2 + 2
κ2 ‖τ0Q1,t + δQ1‖2 + 2

κ̃2 ‖τ̃0Q2,t + δ̃Q2‖2

≤ 4CΛ(t) + Cε3 für alle t ∈ [0, T∗)

Hierbei haben wir die JENSENsche Ungleichung in der Spezialform
(

n

∑
k=1

ak

)2 ≤ n
n

∑
k=1

a2
k ver-

wendet. Analog folgt mit (3.59), (3.61)

‖∇Q‖2 = 2‖F4‖2 + 2‖F6‖2 + 2
κ‖ρ3Θ1,t + βΘ1 + γ div U1,t‖2 + 2

κ̃‖ρ̃3Θ2,t + γ̃ div U2,t‖2

≤ 6CΛ(t) + Cε3 für alle t ∈ [0, T∗),

wobei ‖div Qi‖ = ‖∇Qi‖ wegen rot Qi = 0, i = 1, 2 gilt (vgl. Satz C.2.1). Differenziert man die
Gleichungen (3.59)–(3.62) nach t, so ergibt sich analog

‖∇Θt‖2 ≤ 4CΛ(t) + Cε3, ‖∇Qt‖2 ≤ 6CΛ(t) + Cε3



3.2: Globale Existenz und Exponentielle Stabilität 90

für alle t ∈ [0, T∗). Unter Benutzung von (3.63) und (3.56)–(3.58) können wir ‖U‖2
2,2 abschätzen:

‖U‖2
2,2 ≤ CE

(

‖D′SDU1‖2 + ‖D′S̃DU2‖2 + ‖K△U3‖2
)

≤ 2CE (‖(F1, F2, F3)‖2) + 8C(‖Utt‖2 + ‖Ut‖2 + ‖U‖2 + ‖∇U‖2 + ‖∇Θ‖2)

≤ 32C2Λ(t) + Cε3 für alle t ∈ [0, T∗).

Differenziert man (3.56)–(3.58) nach t, so folgt analog

‖Ut‖2
2,2 ≤ 32C2Λ(t) + Cε3 für alle t ∈ [0, T∗).

Wir wenden den Gradienten auf die Gleichungen (3.59)–(3.62) an und erhalten

‖∇2Θ‖2 = 2‖∇(F5, F7)‖2 + 2
κ2 ‖τ0∇Q1,t + δ∇Q1‖2 + 2

κ̃2 ‖τ̃0∇Q2,t + δ̃∇Q2‖2

≤ 4C(‖Qt‖2 + ‖∇Q‖2) + Cε3 ≤ 48C2Λ(t) + Cε3 für alle t ∈ [0, T∗)

sowie

‖∇2Q‖2 = 2‖∇(F4, F6)‖2 + 2
κ2 ‖ρ3∇Θ1,t + β∇Θ1 + γ∇div U1,t‖2 + 2

κ̃2 ‖ρ̃3Θ2,t + γ̃∇div U2,t‖2

≤ 6C(‖∇Θt‖2 + ‖∇Θ‖2 + ‖∇Ut‖2) + Cε3 ≤ 42C2Λ(t) + Cε3 für alle t ∈ [0, T∗).

Schließlich ergeben sich die Abschätzungen

‖∇U‖2,2 ≤ CE
(

‖∇D′SDU1‖2 + ‖∇D′S̃DU2‖2 + ‖K∇△U3‖2
)

≤ 2CE (‖∇(F1, F2, F3)‖2) + 8C(‖∇Utt‖2 + ‖∇Ut‖2 + ‖∇U‖2 + ‖∇2U‖2 + ‖∇2Θ‖2)

≤ 664C3Λ(t) + Cε3 für alle t ∈ [0, T∗)

und

‖Ut‖2,2 ≤ CE
(

‖D′SDU1,t‖2 + ‖∇D′S̃DU2,t‖2 + ‖K∇△U3,t‖2
)

≤ 2CE (‖∂t(F1, F2, F3)‖2) + 8C(‖Uttt‖2 + ‖Ut‖2 + ‖∇Ut‖2 + ‖∇Utt‖2 + ‖∇Θt‖2)

≤ 80C3Λ(t) + Cε3 für alle t ∈ [0, T∗).

Somit gilt
M(t) ≤ 776C3F(t) ≤ 1164C̃ε2 + Cε3 ≤Mε2/2 + Cε3.

Nun wählen wir ε > 0 so klein, dass Cε ≤ M/3 gilt. Dann folgt M(t) ≤ 5/6M ε2 für alle
t ∈ [0, T∗). Im Grenzwert bekommen wir also M(T∗) ≤ 5/6 Mε2

< Mε2, was der Maximalität
von T∗ widerspricht. Daher muss die Lösung für alle t ≥ 0 existieren. Unter Beachtung von
(3.64) ergibt sich schließlich die exponentielle Stabilität der Lösung. �



Kapitel 4

Exakte Randsteuerbarkeit im Linearen

In diesem Kapitel wenden wir uns einem Steuerungsproblem für eine wärmeleitende REIS-
SNER-MINDLIN-Platte mit hyperbolischer Wärmeleitung nach CATTANEO sowie eine dissipa-
tionsfreie thermoelastische REISSNER-MINDLIN-Platte nach GREEN & NAGHDI zu. Unter einer
geometrischen Restriktion an das Gebiet geben wir die positive Antwort auf die Frage nach
exakter Randsteuerbarkeit des Systems durch NEUMANNsche Randsteuerungen, indem wir
die Surjektivität des Steuerungszustandsoperators LT bzw. stetige Invertierbarkeit des dualen
Operators L∗T nachweisen (cf. [45], [46], [47]). Diesen Zugang haben wir gegenüber dem auf
LIONS ([50], [51]) zurückgehenden HUM1-Prinzip – auch (F ,F ′, Λ)-Methode genannt – be-
vorzugt. Dabei verwenden wir die im Anhang B vorgestellten allgemeinen Resultate aus der
Steuerungstheorie. Ein wichtiger Unterschied zu den konventionellen Evolutionsgleichungen
besteht darin, dass wir einen schwächeren Lösungsbegriff benötigen, welcher für kontrolltheo-
retische Anwendungen sehr wichtig ist, da die L2-optimalen Steuerungen in der Regel sehr
irregulär sind, wovon man sich gut anhand der typischen numerischen Graphiken überzeu-
gen kann (s. z. B. [23]).

Bei einem Steuerungsroblem (auch Kontroll- oder Regelungsproblem genannt) für ein Sy-
stem partieller Differentialgleichungen handelt es sich um die Frage, ob man durch eine ge-
schickte Manipulation einer Steuergröße die zum Anfangszeitpunkt in einem gegebenen Zu-
stand befindende Zustandsgröße zum Endzeitpunkt in einen ,,beliebigen“ vorgegebenen Ziel-
zustand überführen kann. Je nach dem, ob die Steuerungsgrößen als rechte Seite oder Rand-
bedingungen auf das System einwirken, spricht man von den verteilten Steuerungen2 bzw.
Randsteuerungen. Während sich viele Arbeiten der Existenz verteilter Steuerungen für par-
tielle Differentialgleichungen widmen (s. z. B. [14], [50], [51], [83], [89] usw.), gibt es keinen
einheitlichen Zugang zur Randsteuerbarkeit, vor allem für gekoppelte Systeme, weil solche
Abhandlungen immer auf sehr speziellen Abschätzungen beruhen, sodass allgemeine Argu-
mente in der Regel nicht anwendbar sind, was insbesondere der Situation bei der Suche nach
der Randstabilisierung ähnelt (cf. [43]). Nachstehend wollen wir dem Leser einen Überblick
über die Resultate zur Randsteuerbarkeit für (thermo)elastische Systeme verschaffen.

In [42] haben Lagnese und Lions rein elastische REISSNER-MINDLIN-Gleichungen im be-

1HILBERT Uniqueness Method
2Distributed controls
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schränkten, glatt berandeten Gebiet Ω ⊂ R
2 studiert

ρh3

12 ψtt − D(ψx1x1
+ 1−µ

2 ψx2x2 +
1+µ

2 ϕx1x2) + K(ψ + wx1
) = 0 in (0, T)×Ω,

ρh3

12 ϕtt − D(ϕx2x2 +
1−µ

2 ϕx1x1
+ 1+µ

2 ψx1x2) + K(ψ + wx1
) = 0 in (0, T)×Ω,

ρhwtt − K((wx1
+ ψ)x1

+ (wx2 + ϕ)x2) = 0 in (0, T)×Ω.

Für die folgende Wahl der Randsteuerungen wurde exakte Steuerbarkeit des Systems für hin-
reichend große T > 0 nachgewiesen:

i) NEUMANN-Randsteuerungen

w = ψ = ϕ = 0 in (0, T)× Γ0,

K( ∂w
∂ν + ν1ψ + ν2 ϕ = u1 in (0, T)× Γ1,

D(ν1ψx1
+ µν1 ϕx2 +

1−µ
2 (ψx2 + ϕx1

)ν2) = u2 in (0, T)× Γ1,

D(ν2 ϕx2 + µν2ψx1
+ 1−µ

2 (ψx2 + ϕx1
)ν1) = u3 in (0, T)× Γ1.

ii) DIRICHLET-NEUMANN-Randsteuerungen

w = v1, ψ = v2, ϕ = v3 in [0, T]× Γ0,

K( ∂w
∂ν + ν1ψ + ν2 ϕ = u1 in (0, T)× Γ1,

D(ν1ψx1
+ µν1 ϕx2 +

1−µ
2 (ψx2 + ϕx1

)ν2) = u2 in (0, T)× Γ1,

D(ν2 ϕx2 + µν2ψx1
+ 1−µ

2 (ψx2 + ϕx1
)ν1) = u3 in (0, T)× Γ1,

wobei Γ0, Γ1 disjunkte, relativ offene Teilmengen des Randes ∂Ω = Γ̄0 ∪ Γ̄1 sind.

Für den Fall von DIRICHLET-NEUMANN-Randsteuerungen wird zusätzlich eine geometrische
Voraussetzung an die Geometrie von Ω, Γ0 und Γ1 gestellt: Es gelte Γ̄0 ∩ Γ̄1 = ∅ und

(x− x0) · ν ≤ 0 auf Γ0, (x− x0) · ν ≥ 0 auf Γ1. (4.1)

Die Bedingung (4.1) wird auch benötigt, um exakte Randsteuerbarkeit für die Wellengleichung
durch NEUMANNsche Randsteuerungen zu beweisen (s. [45] und Referenzen ebda).

Narukawa hat in [62] für die dreidimensionalen homogenen, isotropen Thermoelastizitäts-
gleichungen mit der Wärmeleitung nach FOURIER

ρ0vtt − µ△v + (λ + µ)∇div u− α∇θ = 0 in (0, T)×Ω,

θt − κ△θ + β div vt = 0 in (0, T)×Ω.

bewiesen, dass man durch Vorschreiben der DIRICHLETschen oder ROBINschen Randsteue-
rungen sowie der homogenen DIRICHLETschen Randbedingungen die elastische Zustandsva-
riable v in einen ,,beliebigen“ Zielzustand bringen kann. Es wurden keine Aussagen über die
Steuerbarkeit von θ gemacht. Werden die Randsteuerungen durch eine über eine offene Menge
ω ⊂ Ω verteilte Steurung für v ersetzt, so liegen laut Zuazua (s. [88]) die exakte Steuerbarkeit
für v und approximative Nullsteuerbarkeit für θ vor.

In der Arbeit [2] von Avalos und Lasiecka wurde eine thermoelastische Platte nach KIRCH-
HOFF mit der Wärmeleitung nach FOURIER studiert (vgl. [16] für den Fall α = α(x)):

wtt − γ△wtt +△2w + div (α∇θ) = 0 in (0, T)×Ω,

βθt − η△θ + σθ − div (α∇wt) = 0 in (0, T)×Ω.
(4.2)
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Wählt man die Randsteurungen als Oberflächenkräfte und -momente auf Γ1, die ROBINschen
Randsteurungen für θ auf Γ2 sowie die homogenen DIRICHLET-Randbedingungen auf Γ0, so
folgt, dass das System in (w, wt) exakt und in θ approximativ nullsteuerbar ist. Dabei sind
Γ0, Γ1, Γ2 relativ offen und disjunkt mit ∂Ω = Γ̄0 ∪ Γ̄1 ∪ Γ̄2, Γ̄0 ∩ Γ̄1 = ∅ und

(x− x0) · ν ≤ 0 auf Γ0.

Weitere Referenzen findet man in der Übersichtsarbeit [80].
Das Ziel dieses Kapitels ist es, ein exaktes Steuerbarkeitsresultat für eine wärmeleitende

REISSNER-MINDLIN-Platte zu beweisen. Dabei soll ein Randsteuerungsmechanismus durch
die NEUMANNschen Randsteuerungen sowohl für den elastischen als auch den thermischen
Anteil des Systems hergestellt werden.

4.1 Formulierung und Reduktion

Wir betrachten ein Randsteuerungsproblem für eine wärmeleitende REISSNER-MINDLIN-Platte
mit Wärmeleitung nach CATTANEO, deren Mittelbene im Referenzzustand ein beschränktes
Gebiet Ω ⊂ R

2 mit dem LIPSCHITZ-Rand Γ belegt. Die Platte sei am Randteil Γ0 befestigt
und auf Nulltemperatur gehalten. Am Randteil Γ1 sei sie über das Vorschreiben der Normal-
spannungen sowie des Wärmeflusses in der Richtung der Normalen gesteuert. Γ0 und Γ1 seien
offen, disjunkt, nichtleer und erfüllen Γ = Γ̄0∪ Γ̄1. Das Problem der exakten Randsteuerbarkeit,
welches wir zunächst unpräzise formulieren, lautet dann wie folgt.

Problem 4.1.1. Man überführe die den REISSNER-MINDLIN-Gleichungen

ρ1wtt − K div (∇w + v) = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ2vtt −D′SDv + K(v +∇w) + γ∇θ = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ3θt + κ div q + βθ + γ div vt = 0 in (0, ∞)×Ω,

τ0qt + δq + κ∇θ = 0 in (0, ∞)×Ω

(4.3)

mit den DIRICHLETschen Randbedingungen auf Γ0

w = |v| = θ = 0 auf (0, ∞)× Γ0 (4.4)

gehorchenden Zustandsfunktionen (w, v, θ, q)′ aus einem beliebigen, aber festen Anfangszu-
stand

w(0) = w0, wt(0) = w1, v(0) = v0, vt(0) = v1, θ(0) = θ0, q(0) = q0 (4.5)

in einen gegebenen Endzustand

w(T) = wT,0, wt(T) = wT,1, v(T) = vT,0, vt(T) = vT,1, θ(T) = θT,0, q(T) = qT,0. (4.6)

zu einem gegebenen Zeitpunkt T > 0 durch die Wahl der Steuerungsfunktionen

(u1, u2, u3)
′ : [0, T]× Γ1 → R×R

2 ×R

für die inhomogenen NEUMANNschen Randbedingungen auf Γ1

(∇w + v) · ν = u1 auf (0, ∞)× Γ1,

N ′SDv− γθν = u2 auf (0, ∞)× Γ1,

q · ν = u3 auf (0, ∞)× Γ1.

(4.7)
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Das Problem 4.1.1 muss natürlich in geschickten Räumen interpretiert werden, worauf wir
noch später eingehen werden. Alle Konstanten seien dabei positiv. Die Matrix S ∈ R

3×3 sei
symmetrisch, positiv definit.

Die Tatsache, dass die Gleichungen (2.3) von gemischter Ordnung sind, erschwert deutlich
deren Behandlung. Deshalb transformieren wir sie auf ein System hyperbolischer Gleichungen
zweiter Ordnung, um die klassischen Methoden für die hyperbolische Randsteuerbarkeit an-
wenden zu können. Wir nehmen an, dass θ und q hinreichend glatt sind, wenden auf die dritte
bzw. die vierte Gleichung in (4.3) den Operator ∂t bzw. div an und bekommen

ρ3θtt + κ div qt + βθt + γ div vtt = 0 in (0, ∞)×Ω,

τ0 div qt + δ div q + κ△θ = 0 in (0, ∞)×Ω.
(4.8)

Löst man die dritte Gleichung in (4.3) nach div q auf

div q = − ρ3

κ θt − β
κ θ − γ

κ div vt in (0, ∞)×Ω

und setzt das Resultat in die zweite Gleichung von (4.8) ein, so folgt

τ0 div qt − ρ3δ
κ θt − βδ

κ θ − γδ
κ div vt + κ△θ = 0 in (0, ∞)×Ω. (4.9)

Löst man (4.9) nach div qt auf

div qt =
ρ3δ
κτ0

θt +
βδ
κτ0

θ + γδ
κτ0

div vt − κ
τ0
△θ = 0 in (0, ∞)×Ω

und setzt das Resultat in die erste Gleichung von (4.8) ein, so ergibt sich

ρ3θtt − κ2

τ0
△θ + ( ρ3δ

τ0
+ β)θt +

βδ
τ0

θ + γδ
τ0

div vt + γ div vtt = 0 in (0, ∞)×Ω. (4.10)

Nun setzen wir (4.10) in (4.3) ein und bekommen nach Verwerfen der vierten Gleichung

ρ1wtt − K div (∇w + v) = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ2vtt −D′SDv + K(v +∇w) + γ∇θ = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ3θtt − κ2

τ0
△θ + ( ρ3δ

τ0
+ β)θt +

βδ
τ0

θ + γδ
τ0

div vt + γ div vtt = 0 in (0, ∞)×Ω.

(4.11)

Motiviert durch [40], wollen wir statt θ dessen zeitliche Stammfunktion ϑ(t, ·) =
∫ t

0 θ(s, ·)ds
betrachten. Mit diesem Ansatz geht (4.11) in

ρ1wtt − K div (∇w + v) = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ2vtt −D′SDv + K(v +∇w) + γ∇ϑt = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ3ϑtt − κ2

τ0
△ϑ + ( ρ3δ

τ0
+ β)ϑt +

βδ
τ0

ϑ + γδ
τ0

div v + γ div vt = 0 in (0, ∞)×Ω

(4.12)

über. Schließlich setzen wir

ω := κ2

τ0
, α := ρ3δ

τ0
+ β, η := βδ

τ0
, λ := γδ

τ0
(4.13)

und finden

ρ1wtt − K div (∇w + v) = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ2vtt −D′SDv + K(v +∇w) + γ∇ϑt = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ3ϑtt −ω△ϑ + αϑt + ηϑ + λ div v + γ div vt = 0 in (0, ∞)×Ω.

(4.14)
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Multipliziert man die vierte Gleichung in (4.3) skalar mit ν

∂ϑ

∂ν
= −( τ0

κ qt · ν + δ
κ q · ν) in (0, ∞)× Γ1, (4.15)

so ergeben sich mit (4.7) die Randbedingungen für (w, v, ϑ)′

w = |v| = ϑ = 0 auf (0, ∞)× Γ0,

(∇w + v) · ν = u1 auf (0, ∞)× Γ1,

N ′SDv− γϑtν = u2 auf (0, ∞)× Γ1,

∂ϑ

∂ν
= −( τ0

κ u3,t +
δ
κ u3) auf (0, ∞)× Γ1.

(4.16)

Integriert man (4.9) über [0, T]

τ0 div (q(T)− q(0))− ρ3δ
κ (θ(T)− θ(0)) +

(

κ△− βδ
κ

)

ϑ(T)− γδ
κ div (v(T)− v(0)) = 0,

so bekommt man mit (4.15) eine inhomogene elliptische Gleichung für ϑ(T)

−
(

κ△− βδ
κ

)

ϑ(T) = τ0 div (qT,0− q0)− ρ3δ
κ (θT,0− θ0)− γδ

κ div (vT,0− v0) in Ω,

ϑ(T) = 0 auf Γ0,
∂ϑ(T)

∂ν
= −

∫ T

0
( τ0

κ u3,t +
δ
κ u3)dt auf Γ1.

(4.17)

Aufgrund der elliptischen Theorie (s. [49]) besitzt die Gleichung (4.17) für reguläre Daten im
glatt berandeten Gebiet eine eindeutige Lösung ϑT,0, welche uns jetzt die Endbedingung für
ϑ(T) liefert

ϑ(T) = ϑT,0.

Außerdem gilt
ϑt(T) = θT,0. (4.18)

Daher schreiben sich die Anfangs- und Endbedingungen für (w, v, ϑ)′ als

w(0) = w0, wt(0) = w1, v(0) = v0, vt(0) = v1, ϑ(0) = 0, ϑt(0) = θ0 (4.19)

bzw.

w(T) = wT,0, wt(T) = wT,1, v(T) = vT,0, vt(T) = vT,1, ϑ(T) = ϑT,0, ϑt(T) = θT,0. (4.20)

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 4.1.2. Sei (w, v, θ, q)′ eine hinreichend glatte Lösung von (4.3), (4.4), (4.5), (4.6), (4.7). Dann

löst (w, v, ϑ)′, ϑ(t, ·) =
∫ t

0 θ(s, ·)ds, die Gleichung (4.14), (4.16), (4.19), (4.20). Ist umgekehrt
(w, v, ϑ)′ eine hinreichend glatte Lösung des zweiten Problems, so löst (w, v, θ, q)′ mit θ = ϑt,

q(t, ·) =
∫ t

0
e−δ(t−s)/τ0∇ϑt(s, ·)ds das erste Problem.

Deshalb untersuchen wir im Folgenden

Problem 4.1.3. Bestimme die Steuerfunktionen (u1, u2, u3)′ : [0, T]× Γ1 → R×R
2×R so, dass

die Lösung (w, v, ϑ)′ des Problems

ρ1wtt − K div (∇w + v) = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ2vtt −D′SDv + K(v +∇w) + γ∇ϑt = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ3ϑtt −ω△ϑ + αϑt + ηϑ + λ div v + γ div vt = 0 in (0, ∞)×Ω

(4.21)
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mit den Randbedingungen

w = |v| = ϑ = 0 auf (0, ∞)× Γ0,

(∇w + v) · ν = u1 auf (0, ∞)× Γ1,

N ′SDv− γϑtν = u2 auf (0, ∞)× Γ1,

∂ϑ

∂ν
= u3 auf (0, ∞)× Γ1

(4.22)

und den Anfangsbedingungen

w(0) = 0, wt(0) = 0, v(0) = 0, vt(0) = 0, θ(0) = 0, q(t = 0) = 0 (4.23)

einen gegebenen Endzustand zum Zeitpunkt T > 0

w(T) = wT,0, wt(T) = wT,1, v(T) = vT,0, vt(T) = vT,1, ϑ(T) = ϑT,0, ϑt(T) = ϑT,1 (4.24)

erreicht.

4.2 Lösbarkeit des Inhomogenen Problems

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Lösbarkeit des Problems

ρ1wtt − K div (∇w + v) = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ2vtt −D′SDv + K(v +∇w) + γ∇ϑt = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ3ϑtt −ω△ϑ + αϑt + ηϑ + λ div v + γ div vt = 0 in (0, ∞)×Ω

(4.25)

mit den Rand-

w = |v| = ϑ = 0 auf (0, ∞)× Γ0,

(∇w + v) · ν = u1 auf (0, ∞)× Γ1,

N ′SDv− γϑtν = u2 auf (0, ∞)× Γ1,

∂ϑ

∂ν
= u3 auf (0, ∞)× Γ1

(4.26)

und Anfangsbedingungen

w(0) = 0, wt(0) = 0, v(0) = 0, vt(0) = 0, θ(0) = 0, q(0) = 0. (4.27)

Da die Randbedingungen die zeitliche Ableitung der unbekannten Funktion ϑ enthalten, lässt
sich die Lösungstheorie für die allgemeine Wellengleichung (s. z. B. [83]) im Gegensatz sowohl
zu den Elastizitätsgleichungen als auch rein mechanischen REISSNER-MINDLIN-Gleichungen
nicht anwenden, weshalb wir den längeren Weg über die Halbgruppentheorie gehen müssen.
Im Laufe des Abschnitts benutzen wir Begriffe und Resultate aus dem Anhang A.1.

Definiert man
V(t) := (w, v, ϑ, wt, vt, ϑt)(t)

′, (4.28)



4.2: Lösbarkeit des Inhomogenen Problems 97

so lässt sich das Problem (4.25)–(4.27) mit Hilfe der zunächst formal definierten Operatoren

A0 = diag (1, 1, 1, ρ1, ρ2, ρ3)
−1

















0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

K△ K div 0 0 0 0
−K∇ D′SD− K 0 0 0 −γ∇

0 0 ω△− η 0 −γ div 0

















,

Ar = diag (1, 1, 1, ρ1, ρ2, ρ3)
−1

















0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 −λ div 0 0 0 −α

















,

A = A0 + Ar,

C0 =





V1

V2

V3



 , C1 =





(∇V1 + V2) · ν
N ′SDV2 − γνV6

∇V3 · ν





zu
Vt(t) = AV(t) in (0, ∞)×Ω,

C0V(t) = 0 in (0, ∞)× Γ0,
C1V(t) = u(t) in (0, ∞)× Γ1,

V(0) = 0 in Ω

(4.29)

umschreiben. Wir definieren den HILBERTraum H := (H1
Γ0
(Ω))4 × (L2(Ω))4 mit dem Skalar-

produkt

〈V, W〉H :=K〈∇V1 + V2,∇W1 +W2〉(L2(Ω))2 + 〈SDV2,DW2〉(L2(Ω))3 + ω〈∇V3,∇W3〉L2(Ω)+

ρ1〈V4, W4〉L2(Ω) + ρ2〈V5, W5〉(L2(Ω))2 + ρ3〈V6, W6〉L2(Ω)

und betrachten den Operator

A0 : D(A0) ⊂ H → H, V 7→ A0V

mit dem Definitionsbereich

D(A0) = {V ∈ H | A0V ∈ H, C1V = 0}
= {V ∈ (H1

Γ0
(Ω))8 | △V1,△V3 ∈ L2(Ω),D′SDV2 ∈ (L2(Ω))2,

(∇V1 + V2) · ν = 0, N ′SDV2 − γνV6 = 0, ∇V3 · ν = 0 auf Γ1},

wobei die NEUMANNschen Randbedingungen im schwachen Sinne (vgl. Gleichung (2.5)) er-
klärt sind. Nun ist

Ar : H → H, V 7→ ArV

ein beschränkter Operator, sodass wir den Operator

A : D(A) ⊂ H → H, V 7→ (A0 + Ar)V (4.30)
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mit D(A) = D(A0) definieren können.
Da wir später eine höhere Regularität für die Lösung benötigen werden, stellen wir eine

Voraussetzung an den Rand.

Voraussetzung 4.2.1. Es gelte Γ̄0 ∩ Γ̄1 = ∅. Der Rand Γ des Gebietes Ω erfülle eine der folgen-
den Bedingungen:

a) Γ sei von der Klasse C1,1.

b) Γ bestehe aus endlich vielen zusammenhängenden, relativ offenen C1,1-Kurven Γ1, . . . , Γn,

d. h. Γ =
n
⋃

k=1
Γ̄k, Γi ∩ Γj = ∅, i 6= j. Schneiden sich Γ̄i und Γ̄j, dann sei der innere Schnitt-

winkel αi ∈ [π
2 , π).

Satz 4.2.2. Gilt die Voraussetzung (4.2.1), so ist D(A) ⊂ (H2(Ω))4 (cf. [43, Section 2.3.1]).

Nun wollen die Eigenschaften des Operators A0 beschreiben.

Satz 4.2.3. Es gilt:

i) [0, ∞) ⊂ ρ(A0).

ii) A0 und −A0 sind m-dissipativ.

iii) A0 ist schiefadjunigert, d. h. A∗0 = −A0.

iv) A∗0 ist m-dissipativ.

Beweis:

i) Es reicht zu zeigen, dass 0 ∈ ρ(A0). Da ρ(A0) offen ist, muss (−λ, λ) ⊂ ρ(A0) für hin-
reichend kleine λ > 0 gelten. Mit Satz A.1.5 und der Dissipativität aus ii) folgt dann
[0, ∞) ⊂ (−λ, ∞) ⊂ ρ(A0). Wir wollen also beweisen, dass es ein C > 0 so gibt, dass zu
jedem F ∈ H eine Lösung V ∈ D(A0) von

A0V = F (4.31)

derart existiert, dass ‖V‖H ≤ C‖F‖H gilt. Um diese Aussage zu beweisen, wenden wir
das Lemma von LAX & MILGRAM an.

Die Gleichung (4.31) ist gleichbedeutend mit

V4 = F1,

V5 = F2,

V6 = F3,

K△V1 + K div V2 = ρ1F4,

−K∇V1 +D′SDV2− KV2− γ∇V6 = ρ2F5,

ω△V3 − γ div V5 = ρ3F6.

(4.32)

Wir eliminieren V4, V5, V6 aus (4.32) und bekommen

K△V1 + K div V2 = F̃1 := ρ1F4,

−K∇V1 +D′SDV2 − KV2 = F̃2 := ρ2F5 + γ∇F3,

ω△V3 = F̃3 := ρ3F6 + γ div F2,

(4.33)
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wobei (V1, V2, V3)′ ∈ H1
Γ0
(Ω)× (H1

Γ0
(Ω))2× H1

Γ0
(Ω) mit

(∇V1 + V2) · ν = 0 N ′SDV2 = γνF3, ∇V3 · ν = 0 auf Γ1,

wobei F3|Γ1
∈ H1/2(Γ1). Das inhomogene elliptische Problem

D′SDΦ = 0 in Ω,

Φ = 0 auf Γ0,

N ′SDΦ = γνF3 auf Γ1

besitzt nach [3] eine eindeutige Lösung Φ ∈ (H2(Ω) ∩ H1
Γ0
(Ω))2 mit ‖Φ‖(H2(Ω))2 ≤

CE‖F3‖(H1(Ω))2 für ein von F3 unabhängiges CE > 0. Setzt man Ṽ := (Ṽ1, Ṽ2−Φ, Ṽ3)′, so
folgt, dass (4.33) zu

K△Ṽ1 + K div Ṽ2 = F̃1

−K∇Ṽ1 +D′SDṼ2 − KṼ2 = F̃2,

ω△Ṽ3 = F̃3

(4.34)

für Ṽ ∈ Ṽ äquivalent ist, wobei

Ṽ := {Ṽ ∈ H1
Γ0
(Ω)× (H1

Γ0
(Ω))2 × H1

Γ0
(Ω) | (∇Ṽ1 + Ṽ2) · ν = 0,

N ′SDṼ2 = 0, ∇Ṽ3 · ν = 0 auf Γ1}

mit dem üblichen Skalarprodukt von (H1(Ω))4 versehen sei. Die NEUMANNschen Rand-
bedingungen sind im schwachen Sinne zu verstehen.

Wir definieren den Raum

H̃ := L2(Ω)× (L2(Ω))2 × L2(Ω),

mutliplizieren (4.34) skalar in L2(Ω)× (L2(Ω))2× L2(Ω) mit einem W̃ = (W̃1, W̃2, W̃3)′ ∈
H̃, und erhalten

a(Ṽ, W̃) = 〈F̃, W̃〉H̃, (4.35)

wobei F̃ = (F̃1, F̃2, F̃3)′ ∈ H̃ und die symmetrische Bilinearform a : H̃ × H̃ → R mittels

a(Ṽ, W̃) = K〈∇Ṽ1 + Ṽ2,∇W̃1 + W̃2〉+ 〈SDṼ2,DW̃2〉+ ω〈∇Ṽ3,∇W̃3〉

erklärt ist. Mit der 1. POINCARÉschen und der KORNschen Ungleichung aus Satz 2.1.4
folgt die Stetigkeit sowie die Koerzivität von a. Damit existiert ein eindeutiges Ṽ ∈ Ṽ ,
welches (4.35) löst und für welches

‖Ṽ‖Ṽ ≤ Ca‖F̃‖H̃
gilt, wobei Ca > 0 nicht von F̃ abhängt. Für

V := (Ṽ1, Ṽ2 + Φ, Ṽ3, F4, F5, F6)
′

folgt dann V ∈ D(A0) und A0V = F. Außerdem ist V eindeutig bestimmt und es gilt

‖V‖H ≤ max{Ca, CE , 1}‖F‖H .
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ii) Für alle V ∈ D(A0) folgt mit partieller Integration

〈A0V, V〉H =K〈∇V4 + V5,∇V1 + V2〉(L2(Ω))2 + ω〈SDV5,DV2〉(L2(Ω))3+

〈∇V6,∇V3〉(L2(Ω))2 + 〈K△V1 + K div V2, V4〉L2(Ω)+

〈−K∇V1 +D′SDV2− KV2− γ∇V6, V5〉(L2(Ω))2 + 〈ω△V3 − γ div V5, V6〉L2(Ω)

= 0.

Also sind A0 und −A0 dissipativ. Mit i) folgt die Dissipativität von A0. Weil λ ∈ ρ(−A0)
für hinreichend kleine λ > 0 gilt, ist −A0 auch m-dissipativ.

iii) Die Aussage folgt mit Satz A.1.11.

iv) Die Aussage folgt mit ii) und iii).

Dies beendet den Beweis. �

Korollar 4.2.4.

i) A0 und A∗0 erzeugen C0-Kontraktionshalbgruppen (S0(t))t≥0 bzw. (S∗0(t))t≥0 auf H.

ii) A und A∗ erzeugen C0-Halbgruppen (S(t))t≥0 bzw. (S∗(t))t≥0 auf H. Ferner gilt die
Abschätzung

‖S∗(t)‖L(H) = ‖S(t)‖L(H) ≤ e‖Ar‖L(H)t für t ≥ 0.

Beweis: Die Behauptung folgt mit Satz 4.2.3 und A.1.13. �

Wir folgen der Vorgehensweise im Anhang A.1.3 und definieren den Extrapolationsraum
H−1 als Abschluss von H bzgl. der Norm

‖ · ‖H−1
= ‖A−1

0 · ‖H
sowie den Raum D(A∗0)′ als den zu D(A∗0) bzgl. H dualen Raum, d. h., D(A∗0)′ ist der Ab-
schluss vonH bzgl. der Norm

‖ · ‖D(A∗0)′ = sup
x∈D(A∗0)\{0}

|〈·, x〉H|
‖x‖D(A∗0 )

,

wobei ‖ · ‖D(A∗0) = ‖A
∗
0 · ‖H. Die Räume H−1 und D(A∗0)′ sind isomorph (s. [46, Section 0.3]).

Außerdem gilt
D(A0) →֒ H →֒ H−1,

wobei die Einbettungen stetig und dicht sind.
Der Operator A0 lässt sich zu einem m-dissipativen Operator

A0,−1 : H → H−1

fortsetzen. DaA = A0 +Ar gilt undAr eine beschränkte Störung vonA0 ist, existiert ebenfalls
eine Erweiterung

A−1 : H → H−1

von A. Es gilt
H−1 ⊃ (L2(Ω))4 × ((H1(Ω))′)4.
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Satz 4.2.5. Es gilt:

i) Zu jedem u ∈ (L2(Γ1))
4 existiert eine eindeutige Lösung V ∈ (H3/2(Ω) ∩ H1

Γ0
(Ω))4 ×

(H1
Γ0
(Ω))4 des Randwertproblems

A0V = 0 in Ω,

C0V = 0 auf Γ0,

C1V = u auf Γ1,

(4.36)

wobei die Randbedingungen nicht nur im schwachen Sinne, sondern auch im Sinne der
Existenz eines stetigen Spuroperators

(C0, C1)
′ : (H

3/2(Ω))4× (H1(Ω))4 → (L2(Γ0))
4 × (L2(Γ1))

4, V 7→ (C0V, C1V)′

erfüllt sind.

ii) Die durch R : u 7→ Vu definierte Abbildung ist stetig, d. h. es gibt ein CR > 0 so, dass

‖Ru‖(H3/2(Ω))4×(H1(Ω))4 ≤ CR‖u‖(L2(Γ1))4 für alle u ∈ (L2(Γ1))
4.

Beweis: Mit (4.36) folgt

V4 = V5 = V6 = 0 in Ω,

K△V1 + K div V2 = 0 in Ω,

−K∇V1 +D′SDV2 − KV2− γ∇V6 = 0 in Ω,

ω△V3 − γ div V5 = 0 in Ω.

(4.37)

Elliminiert man V4, V5, V6, so ergibt sich ein inhomogenes elliptisches Randwertproblem

K△V1 + K div V2 = 0 in Ω,

−K∇V1 +D′SDV2 − KV2 = 0 in Ω,

ω△V3 = 0 in Ω,

V1 = 0, V2 = 0, V3 = 0 auf Γ0,

(∇V1 + V2) · ν = u1, N ′SDV2 = u2, ∇V3 · ν = u3 auf Γ1.

(4.38)

(4.38) ist ein reguläres elliptisches Problem in Sinne von [3] (vgl. auch [43, Section 2.3.1]), wel-
ches durch ein (V1, V2, V3)′ ∈ (H3/2(Ω))4 lösbar ist. Der Lösungsoperator ist linear und stetig,
d. h., es gibt eine Konstante CE > 0 so, dass

‖(V1, V2, V3)
′‖(H3/2(Ω))4 ≤ CE‖u‖(L2(Γ1))4

gilt. Desweiteren ist V = (V1, V2, V3, 0, 0, 0)′ ∈ (H3/2(Ω)∩H1
Γ0
(Ω))4× (H1

Γ0
(Ω))4 die eindeutige

Lösung des ursprünglichen Problems (4.36) und der Operator R ist stetig mit der Stetigkeits-
konstante CE . Die Existenz und Stetigkeit von (C0, C1)

′ folgt dann mit den klassischen SOBO-
LEVschen Spursätzen (s. z. B. [1], [49]). �
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Nun können wir den Begriff einer schwachen Lösung des Problems (4.29) erklären. Ist V eine
klassische Lösung von (4.29), dann ist V −Ru ∈ D(A) und es gilt

Vt +A(V −Ru) = 0 in C0([0, T],H),

V(0) = 0.

Insbesondere folgt dann wegenA−1Ru = A0,−1Ru

Vt +A−1V = A0,−1Ru in L2([0, T],H−1),

V(0) = 0.
(4.39)

Dies führt zur Definition der schwachen Lösung von (4.29).

Definition 4.2.6. Sei u ∈ L2((0, T), (L2(Γ1))
4). Eine Funktion

V ∈ H1((0, T),H−1),

welche eine milde Lösung der Gleichung (4.39) auf H−1 darstellt (s. Definition A.1.1), heißt
eine schwache Lösung3 von (4.29).

Wir definieren den Steuerungsraum U := (L2(Γ1))
4 und den Steuerungsoperator

B : U → H−1, u 7→ A0,−1Ru.

Offensichtlich ist B ∈ L(U ,H−1).

Lemma 4.2.7. Der zu B bzgl. H−1 duale Operator lautet

B∗ : D(A∗)→ U , V 7→ ((A−1
0 V)1, (A−1

0 V)2, (A−1
0 V)3)′|Γ1

.

Beweis: Seien u ∈ U und V ∈ D(A∗). Zur Abkürzung setzen wir

Ru =: W = (W1, W2, W3, 0, 0, 0)′, A−1
0 V =: U = (U1, U2, U3, U4, U5, U6)′

(vgl. Satz 4.2.5) und erhalten unter Beachtung von A∗0 = −A0

〈Bu, V〉H−1
= 〈A0,−1Ru, V〉H−1

= 〈A∗0,−1V,Ru〉H−1
= 〈A∗0V,Ru〉H−1

=〈(A0)
−1A∗0V, (A0)

−1Ru〉H = −〈V, (A0)
−1Ru〉H = 〈A−1

0 V,Ru〉H
=K〈∇U1 + U2,∇W1 + W2〉(L2(Ω))2 + 〈SDU2,DW2〉(L2(Ω))3 + ω〈∇U3,∇W3〉(L2(Ω))2

=K〈∇U1,∇W1〉(L2(Ω))2 + K〈∇U1, W2〉(L2(Ω))2 + K〈U2,∇W1〉(L2(Ω))2+

K〈U2, W2〉(L2(Ω))2 + 〈SDU2,DW2〉(L2(Ω))3 + ω〈∇U3,∇W3〉(L2(Ω))2

=− K〈U1,△W1〉L2(Ω) − K〈U1, div W2〉L2(Ω) + K〈U2,∇W1〉(L2(Ω))2+

K〈U2, W2〉(L2(Ω))2 − 〈U2,D′SDW2〉(L2(Ω))2 − ω〈U3,△W3〉L2(Ω)

K〈U1, ν · (∇W1 + W2)〉L2(Γ1) + 〈U2,N ′SDW2〉(L2(Γ1))2 + ω〈U3, ν · ∇W3〉L2(Γ1)

=〈U, A0W〉H + 〈(U1, U2, U3)′|Γ1
, u〉U = 〈(U1, U2, U3)′|Γ1

, u〉U =: 〈B∗V, u〉U .

Damit folgt die Behauptung. �

Desweiteren folgt unter Beachtung von B ∈ L(U ,H−1)

3Diese Lösung wird manchmal auch Extrapolationslösung genannt.
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Satz 4.2.8. Es existiert eine eindeutige schwache Lösung V ∈ H1([0, T],H−1) von (4.39).

Bemerkung 4.2.9. Es sei angemerkt, dass der SteuerungsoperatorB nicht zulässig im Sinne der
Definition B.1.4 ist. Dies bedeutet aber keineswegs, dass das Steuerungsproblem nicht lösbar
ist. Dass B nicht zulässig ist, führt nur dazu, dass die Abbildung u 7→ V unstetig in der Topo-
logie von C0(U ,H) ist und dass die Funktion V den Raum H auf dem Weg zum gewünschten
Endzustand verlassen kann. Es ist aber trotzdem sinnvoll, das Steuerungsproblem ausgerech-
net im RaumH zu betrachten, da dieser dem Energieraum entspricht und deshalb vom physi-
kalischen Interesse ist.

Die selben Schwierigkeiten treten auch beim NEUMANNschen Randsteuerungsproblem für
die Wellengleichung auf. Betrachtet man z. B. wie in [45] das Problem

wtt −△w = 0 in (0, T)×Ω,

w(0, ·) = w0, wt(0, ·) = w1 in Ω,

w = 0 in (0, T)× Γ0,

∂w

∂ν
= u in (0, T)× Γ1

mit u ∈ L2
(

(0, T), L2(Γ1)
)

, so liegt w(T) im Allgemeinen in einem Raum Z , welcher strikt

größer als H1(Ω)× L2(Ω) ist und sogar vom Gebiet Ω abhängt. So gilt insbesondere

• Z = H2/3(Ω)× H−1/3(Ω), falls Ω = B(0, R),

• Z ⊃ H3/4−ε(Ω)× H−1/4−ε(Ω), ε > 0 hinreichend klein, falls Ω = (a, b)× (c, d).

4.3 Exakte Steuerbarkeit

In diesem Abschnitt wollen wir beweisen, dass das System (4.25)–(4.27) exakt steuerbar ist.
Dabei bedienen wir uns der Methoden aus Anhang B. Im Folgenden gehen wir von einer iso-
tropen Platte aus.

Voraussetzung 4.3.1. Für D > 0, µ ∈ (0, 1
2) gelte

S = D





1 µ 0
µ 1 0

0 0
1−µ

2



 .

Unter gewissen Voraussetzungen besagt das RUSSELLsche Prinzip (s. [72, Chapter 5]): kann
man ein konservatives hyperbolisches System zweiter Ordnung durch Randkopplungen expo-
nentiell stabilisieren, dann ist das System auch exakt steuerbar, sollten die Kopplungen durch
Randsteuerungen ersetzt werden. In manchen Fällen ist sogar die Umkehrung gültig (s. [87]).
Da es sich bei den Gleichungen

ρ1wtt − K div (∇w + v) = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ2vtt −D′SDv + K(v +∇w) + γ∇ϑt = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ3ϑtt −ω△ϑ + γ div vt = 0 in (0, ∞)×Ω

(4.40)
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mit den Randbedingungen

w = |v| = ϑ = 0 auf (0, ∞)× Γ0,

(∇w + v) · ν = 0 auf (0, ∞)× Γ1,

N ′SDv− γϑtν = 0 auf (0, ∞)× Γ1,

∂ϑ

∂ν
= 0 auf (0, ∞)× Γ1

um ein nicht konservatives System handelt, da für die in (4.44) definierte natürliche Energie E
d

dt
E(t) = −α

∫

Ω
ϑ2

t dx + λ
∫

Ω
div v · ϑtdx

gilt, ist das RUSSELLsche Prinzip leider nicht anwendbar, sodass wir das System gesondert
untersuchen müssen.

4.3.1 Eine Energieabschätzung

Wir betrachten die homogene Version des Problems (4.25)–(4.27), welche sich als

ρ1wtt − K div (∇w + v) = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ2vtt −D′SDv + K(v +∇w) + γ∇ϑt = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ3ϑtt −ω△ϑ + αϑt + ηϑ + λ div v + γ div vt = 0 in (0, ∞)×Ω

(4.41)

mit den Rand-

w = |v| = ϑ = 0 auf (0, ∞)× Γ0,

(∇w + v) · ν = 0 auf (0, ∞)× Γ1,

N ′SDv− γϑtν = 0 auf (0, ∞)× Γ1,

∂ϑ

∂ν
= 0 auf (0, ∞)× Γ1

(4.42)

und Anfangsbedingungen

w(0) = w0, wt(0) = w1, v(0) = v0, vt(0) = v1, ϑ(0) = ϑ0, ϑt(0) = ϑ1 (4.43)

schreibt. Die zu (4.41)–(4.42) gehörige Energie lautet

E(t) :=
1

2

∫

Ω
ρ1w2

t + ρ2|vt|2 + ρ3ϑ2
t + K|∇w + v|2 + |

√
SDv|2 + ω|∇ϑ|2 + ηϑ2dx. (4.44)

Mit dem in der Gleichung (4.30) eingeführten OperatorA lässt sich (4.41)–(4.43) als ein System
erster Ordnung umschreiben

Vt(t) = AV(t) für t > 0, V(0) = V0, (4.45)

wobei
V(t) := (w, v, ϑ, wt, vt, ϑt)(t)

′, V0 := (w0, v0, ϑ0, w1, v1, ϑ1)′.

Da der OperatorA nach Korollar 4.2.4 eine C0-Halbgruppe (S(t))t≥0 aufH erzeugt, ist das Pro-
blem (4.45) durch V(t) = S(t)V0 eindeutig lösbar, sodass die Unbekannten (w, v, ϑ)′ eindeutig
bestimmt sind. Überdies gilt

E(t) = 1
2‖V(t)‖2

H für t ≥ 0.
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Satz 4.3.2. Es gelte λ ≤ 2α. Dann gibt es Konstanten und α1, α2 > 0 so, dass

E(0)e−α1t ≤ E(t) ≤ E(0)eα2 t für alle t ≥ 0 gilt.

Beweis: Multipliziert man die Gleichungen in (4.42) skalar in L2(Ω), (L2(Ω))2, L2(Ω) mit wt,
vt bzw. ϑt und integriert partiell, so folgt

d

dt
E(t) = −

∫

Ω
αϑ2

t dx + λ
∫

Ω
div v · ϑtdx, (4.46)

was wir mit der YOUNGschen sowie der KORNschen Ungleichung (s. Satz 2.1.4)

d

dt
L(t) ≤ −

∫

Ω
(α− λ

2 )ϑ
2
t dx + λ

2

∫

Ω
(div v)2dx ≤ λ

CK,1

∫

Ω
|
√

SDv|2dx ≤ λ
CK,1
E(t)

abschätzen können. Unter Verwendung des GRONWALLschen Lemmas bekommen wir

E(t) ≤ eα2tE(0) für t ≥ 0,

wobei α2 = λ
CK,1

. Analog ergibt sich mit (4.46)

d

dt
E(t) ≥ −

∫

Ω
(α + λ

2 )ϑ
2
t dx− λ

∫

Ω
|∇v|2dx

≥ −
∫

Ω
(α + λ

2 )ϑ
2
t dx− λ

CK,1

∫

Ω
|
√

SDv|2dx ≥ −
max
{

α+
λ
2 ,

λ
CK,1

}

min{ρ3,1} E(t)

und damit auch
E(t) ≥ E(0)e−α1t für t ≥ 0,

wobei α1 :=
max
{

α+
λ
2 ,

λ
CK,1

}

min{ρ3,1} . �

Korollar 4.3.3. Für all t ≥ 0 und V0 ∈ D(A) = D(A∗) gilt

‖V0‖2
He−α1t ≤ ‖S(t)V0‖2

H = ‖S∗(t)V0‖2
H ≤ ‖V0‖2

Heα2t,

wobei (S∗(t))t≥0 die zu (S(t))t≥0 duale C0-Halbgruppe bezeichnet.

4.3.2 Beobachtbarkeitsungleichung und Exakte Steuerbarkeit

Um die Lösbarkeit des exakten Randsteuerungsproblems 4.1.3 in der Klasse der L2-Steuerungen
zu beweisen, genügt nach Satz B.2.3 zu zeigen, dass der zum Steuerungszustandsoperator

LT : L2((0, T), (L2(Γ1))
4)→ H, u 7→

∫ T

0
S−1(T − t)Bu(t)dt

duale OperatorL∗T für hinreichend große T > 0 einen stetigen Inversen besitzt, wobei (S−1(t))t≥0

die Erweiterung von (S(t))t≥0 auf H−1 bezeichnet (s. Satz A.1.20). Ist B ein zulässiger Steue-
rungsoperator, so ist diese Bedingung dazu äquivalent, dass für das duale Problem die soge-
nannte Beobachtbarkeitsungleichung

∫ T

0
‖B∗S∗(t)V0‖2

Udt ≥ CT‖V0‖2
H für alle V0 ∈ D(A∗)
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mit einem CT > 0 gilt. Die Halbgruppe (S∗(t))t≥0 stellt den Lösungsoperator für die Gleichung

Vt(t) = A∗V(t) für t > 0, V(0) = V0

dar. Unter Beachtung der Struktur von A∗

A∗ = A∗0 +A∗r = −A0 +A∗r ,

wobei A∗r ein beschränkter Operator ist, bekommen wir wegen (4.28) ein äquivalentes System
zweiter Ordnung

ρ1wtt− K((wx1
+ ψ)x1

+ (wx2 + ϕ)x2) +R1(ξ,∇ξ, ξt) = 0,

ρ2ψtt − D(ψx1x1
+ 1−µ

2 ψx2x2 +
1+µ

2 ϕx1x2) + K(ψ + wx1
) + γϑtx1

+R2(ξ,∇ξ, ξt) = 0,

ρ2 ϕtt − D(ϕx2x2 +
1−µ

2 ϕx1x1
+ 1+µ

2 ψx1x2) + K(ψ + wx1
) + γϑtx2 +R3(ξ,∇ξ, ξt) = 0,

ρ3ϑtt −ω△ϑ + αϑ + γ(ψtx1
+ ϕtx2) +R4(ξ,∇ξ, ξt) = 0

(4.47)

in (0, T)×Ω mit den Rand-

w = ψ = ϕ = 0 in (0, T)× Γ0,

K( ∂w
∂ν + ν1ψ + ν2 ϕ) = 0 in [0, T]× Γ1,

D(ν1ψx1
+ µν1 ϕx2 +

1−µ
2 (ψx2 + ϕx1

)ν2) = 0 in (0, T)× Γ1,

D(ν2 ϕx2 + µν2ψx1
+ 1−µ

2 (ψx2 + ϕx1
)ν1) = 0 in (0, T)× Γ1

(4.48)

und den Anfangsbedingungen

w(0) = w0, wt(0) = w1, ψ(0) = ψ0, ψt(0) = ψ1,

ϕ(0) = ϕ0, ϕt(0) = ϕ1, ϑ(0) = ϑ0, ϑt(0) = ϑ1,
(4.49)

wobei ξ = (w, ψ, ϕ, ϑ)′ und

R = (R1, . . . ,R4)
′ : (H1

Γ0
(Ω))4 × (L2(Ω))4×2 × (L2(Ω))4 → (L2(Ω))4

ein beschränkter linearer Operator ist, welcher entsprechend durch A∗r definiert ist.
Ferner erklären wir die Räume

X := (L2(Ω))4, V := (H1
Γ0
(Ω))4

mit der üblichen Produkttopologie und führen die Bilinearform c : X ×X → R,

(w, v, ϑ; ŵ, v̂, ϑ̂) 7→ ρ1

∫

Ω
wŵdx + ρ2

∫

Ω
v · v̂dx + ρ3

∫

Ω
ϑϑ̂dx,

sowie die Bilinearform a : V × V → R,

(w, v, ϑ; ŵ, v̂, ϑ̂) 7→ (Ka1 + a2 + a3)(w, v, ϑ; ŵ, v̂, ϑ̂),

ein, wobei

a1 : (w, ψ, ϕ, ϑ; ŵ, ψ̂, ϕ̂, ϑ̂) 7→
∫

Ω

[

(wx1
+ ψ)(ŵx1

+ ψ̂) + (wx2 + ϕ)(ŵx2 + ϕ̂)
]

dx,

a2 : (w, ψ, ϕ, ϑ; ŵ, ψ̂, ϕ̂, ϑ̂) 7→
D
∫

Ω

[

ψx1
ψ̂x1

+ ϕx2 ϕ̂x2 + µψx1
ϕ̂x2 + µϕx2ψ̂x1

+ 1−µ
2 (ψx2 + ϕx1

)(ψ̂x2 + ϕ̂x1
)
]

dx,

a3 : (w, ψ, ϕ, ϑ; ŵ, ψ̂, ϕ̂, ϑ̂) 7→ ω
∫

Ω
∇ϑ · ∇ϑ̂dx + η

∫

Ω
ϑϑ̂dx.
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Definition 4.3.4. Sei x0 ∈ R
2 und sei m : R

2 → R
2, x 7→ x− x0. Wir definieren die Funktionale

J0 =
1

2

∫ T

0

∫

Γ0

(m · ν)
{

D
[

ψ2
x1
+ ϕ2

x1
+ 1−µ

2 (ψx2 + ϕx1
)2 + 2µψx1

ϕx2 − (1− µ)(ψ2
ν + ϕ2

ν)

− (1 + µ)(ν1ψν + ν2 ϕν)
2
]

+ K(w2
x1
+ w2

x2
− 2w2

ν) + ωϑ2
ν

}

dΓdt,

J1 =
1

2

∫ T

0

∫

Γ1

(m · ν)
{

D
[

ψ2
x1
+ ϕ2

x1
+ 1−µ

2 (ψx2 + ϕx1
)2 + 2µψx1

ϕx2

]

+ K
[

(ψ + wx1
)2 + (ϕ + wx2)

2
]

+ ω|∇ϑ|2 + ηϑ2
}

dΓdt,

J2 =
1

2

∫ T

0

∫

Γ1

(m · ν){ρ1w2
t + ρ2(ψ

2
t + ϕ2

t ) + ρ3ϑ2
t

}

dΓdt.

Lemma 4.3.5. Zu jedem T > 0 existieren cT > 0 und CT > 0 so, dass die Lösung (w, ψ, ϕ, ϑ)′

des Problems (4.47)–(4.49) der Ungleichung

CTE0 ≤ J2 − J1 − J0 − Jγ (4.50)

gleichmäßig in γ ∈ [0, cT ] für alle Anfangsdaten genügt, falls

λ ≤ 2α und min
{

max{1, ‖m‖∞}max{1, α, γ, λ}max{ρ1,ρ2,ρ3}
min{K,D,ω,η}, γ

}

≤ cT

gilt, wobei ‖m‖2
∞ := ‖m‖2

L∞(Ω,R2)
und

Jγ = cγ max{1, ‖m‖2
∞}
∫ T

0

∫

Γ1

(|∂t(w, ψ, ϕ, ϑ)′|2 + |∇(w, ψ, ϕ, ϑ)′|2)dΓ
)

dxdt (4.51)

für ein cγ mit cγ → 0 für γ→ 0.

Beweis: Zur Abkürzung setzen wir ξ := (w, ψ, ϕ, ϑ)′, ξ̂ := (ŵ, ψ̂, ϕ̂, ϑ̂)′, multiplizieren die Glei-
chung (4.47) skalar in (L2(Ω))4 mit ξ̂ ∈ (H1(Ω))4 und finden mit partieller Integration

c(ξtt, ξ̂) + a(ξ, ξ̂)− K
∫

Γ0

wνŵdΓ− D
2

∫

Γ0

[

(1− µ)ψν + (1 + µ)ν1(ψx1
+ ϕx2)

]

ψ̂dΓ

− D
2

∫

Γ0

[

(1− µ)ϕµ + (1 + µ)ν2(ψx1
+ ϕx2)

]

ϕ̂dΓ−ω
∫

Γ0

ϑνϑ̂dΓ

+ γ
∫

Ω
(ϑtx1

ψ̂ + ϑtx2 ϕ̂ + ψtx1
ϑ̂ + ψtx2 ϑ̂)dx +

∫

Ω
R(ξ,∇ξ, ξt) · ξdx = 0.

(4.52)

Wir substituieren ξ̂ = (ŵ, ψ̂, ϕ̂, ϑ̂)′ := (∇w · ν,∇ψ · ν,∇ϕ · µ,∇ϑ · ν)′, setzen dies in (4.52) ein,
integrieren über die Zeitvariable und finden

Ic + Ia + IΓ0
+ Iγ + IR ≡

∫ T

0
c(ξtt, ξ̂) + a(ξ, ξ̂)dt

− K
∫ T

0

∫

Γ0

(m · ν)w2
νdΓdt− D

2

∫ T

0

∫

Γ0

[

(1− µ)ψν + (1 + µ)ν1(ϕx1
+ ψx2)

]

(m · ν)ψνdΓdt

− D
2

∫ T

0

∫

Γ0

[

(1− µ)ϕν + (1 + µ)ν2(ψx1
+ ϕx2)

]

(m · ν)ϕνdΓdt− ω
∫ T

0

∫

Γ0

(m · ν)ϑ2
νdΓdt

+ γ
∫ T

0

∫

Ω
(ϑtx1

(m · ∇ψ) + ϑtx2(m · ∇ψ) + ψtx1
(m · ∇ϑ) + ψtx2(m · ∇ϑ))dxdt

+
∫ T

0

∫

Ω
R · ξ̂dxdt = 0.

(4.53)

Nun formen wir die Integrale in (4.53) geschickt um.
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i) Wir beginnen mit Ic und sehen uns einen typischen Term genau an. Mit partieller Inte-
gration folgt

K
∫ T

0

∫

Ω
wtt(m · ∇w)dxdt = K

∫

Ω
wt(m · ∇w)dx

∣

∣

∣

T

0
− K

∫ T

0

∫

Ω
wt(m · ∇w)dxdt

= K
∫

Ω
wt(m · ∇w)dx

∣

∣

∣

T

0
+ K

∫ T

0

∫

Ω
w2

t dxdt− K
2

∫ T

0

∫

Ω
div (mw2

t )dxdt

= K
∫

Ω
wt(m · ∇w)dx

∣

∣

∣

T

0
+ K

∫ T

0

∫

Ω
w2

t dxdt− K
2

∫

Γ1

(m · ν)w2
t dΓdt,

wobei wir die Identität
∫

Ω
div (mw2

t )dx =
∫

Ω
(div m)w2

t + 2wt(∇wt ·m)dx = 2
∫

Ω
w2

t dx + 2wt(∇wt ·m)dx

benutzt haben. Formt man die restlichen Terme analog um, so folgt

Ic = Y1 +
∫ T

0
c(wt, ψt, ϕt, ϑt)dt− 1

2

∫ T

0

∫

Γ1

(m · ν){ρ1w2
t + ρ2(ψ

2
t + ϕ2

t ) + ρ3ϑ2
}

dΓdt

= Y1 +
∫ T

0
c(wt, ψt, ϕt, ϑt)dt− J2, (4.54)

wobei Y1 =
∫

Ω

{

ρ1wt(m · ∇w) + ρ2ψt(m · ∇ψ) + ρ2 ϕt(m · ∇ϕ) + ρ3ϑt(m · ∇ϑ)
}

dx
∣

∣

∣

T

0
.

ii) Nun analysieren wir die Terme in Ia. Die Bilinearformen a1 und a2 lassen sich dabei ge-
nauso wie in [42], Theorem 4.1, behandeln. Man bekommt

a1(w, ψ, ϕ, ϑ; m · ∇w, m · ∇ψ, m · ∇ϕ, m · ∇ϑ)

= D
∫

Ω
(ψ + wx1

)(m · ψ + (m · ∇w)x1
) + (ϕ + wx2)(m · ∇ϕ + (m · ∇w)x2)dx

= 1
2

∫

Ω
div

{

m
[

(wx1
+ ψ)2 + (wx2 + ϕ)2

]}

dx−
∫

Ω

[

(wx1
+ ψ)ψ + (wx2 + ϕ)ϕ

]

dx

= 1
2

∫

Γ1

(m · ν)
{

m
[

(wx1
+ ψ)2 + (wx2 + ϕ)2

]}

dx + 1
2

∫

Γ0

(m · ν)|∇w|2dΓ−
∫

Ω

[

(wx1
+ ψ)ψ + (wx2 + ϕ)ϕ

]

dx.

Analog folgt

a2(w, ψ, ϕ, ϑ; m · ∇w, m · ∇ψ, m · ∇ϕ, m · ∇ϑ)

= D
∫

Ω

[

ψx1
(m · ∇ψ)x1

+ ϕx2(m · ∇ϕ)x2 + µψx1
(m · ∇ϕ)x2 + µϕx2(m · ∇ψ)x1

1−µ
2 (ψx2 + ϕx1

)((m · ∇ψ)x2 + (m · ∇ϕ)x1
)
]

dx

= D
2

∫

Ω
div

{

m
[

ψ2
x1
+ ϕ2

x2
+ 2µψx1

ϕx2 +
1−µ

2 (ψx2 + ϕx1
)2
]}

dx

= D
2

∫

Γ
div

{

m
[

ψ2
x1
+ ϕ2

x2
+ 2µψx1

ϕx2 +
1−µ

2 (ψx2 + ϕx1
)2
]}

dΓ.
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Im Gegensatz zur rein mechanischen Situation in [42] müssen wir noch a3 umzuformen.
Triviale Identitäten

∇ϑ · ∇(m · ∇ϑ) = 2|∇ϑ|2 + (∇ϑ ·m)△ϑ,

div (m|∇ϑ|2) = 2|∇ϑ|2 + 2(m · ∇ϑ)△ϑ,

div (mϑ2) = 2ϑ2 + 2(m · ∇ϑ)ϑ

liefern

a3(w, ψ,ϕ, ϑ; m · ∇w, m · ∇ψ, m · ∇ϕ, m · ∇ϑ) = ω
∫

Ω
∇ϑ · ∇(m · ϑ) + ηϑ(m · ∇ϑ)dx

= ω
2

∫

Ω
div (m|∇ϑ|2)dx + ω

∫

Ω
|∇ϑ|2dx + η

2

∫

Ω
div (mϑ2)dx + η

∫

Ω
ϑ2dx

= ω
∫

Ω
|∇ϑ|2dx + ω

2

∫

Γ0

(m · ν)|∇ϑ|2dΓ + η
∫

Ω
ϑ2dx + η

2

∫

Γ1

(m · ν)ϑ2dΓ.

Zusammenfassen ergibt
∫ T

0
a(w,ψ, ϕ, ϑ; m · ∇w, m · ∇ψ, m · ∇ϕ, m · ∇ϑ)dt = J1 +

1
2

∫ T

0

∫

Γ0

(m · ν)
{

K|∇w|2 + D
[

ψ2
x1
+ ϕ2

x2
+ 2µψx1

ϕx2 +
1−µ

2 (ψx2 + ϕx1
)2
]

+ ω|∇ϑ|2}dΓdt

ω
∫ T

0

∫

Ω
|∇ϑ|2dxdt− K

∫ T

0

∫

Ω

[

(wx1
+ ψ)ψ + (wx2 + ϕ)ϕ

]

dxdt.

(4.55)

iii) Wegen ψxi
= νiψν, ϕxi

= νi ϕν, i = 1, 2, folgt

IΓ0
= −

∫ T

0

∫

Γ
(m · ν)

{

Kw2
ν +

D
2

[

(1− µ)(ψ2
ν + ϕ2

ν)+

(1 + µ)(ν1ψν + ν2 ϕν)
2
]

+ ωϑ2
ν

}

dΓdt.

(4.56)

iv) Ein weiterer Unterschied zu den rein elastischen Gleichungen ist der Kopplungterm Iγ.
Diesen kann man wie folgt behandeln

Iγ =γ
∫ T

0

∫

Ω
(ϑtx1

(m · ∇ψ) + ϑtx2(m · ∇ψ) + ψtx1
(m · ∇ϑ) + ψtx2(m · ∇ϑ))dxdt

=γ
∫ T

0

∫

Ω
(−ϑx1

(m · ∇ψt)− ϑx2(m · ∇ψt) + ψtx1
(m · ∇ϑ) + ψtx2(m · ∇ϑ))dxdt + Ỹ′

=γ
∫ T

0

∫

Ω

{− ϑx1
m2ψtx2 − ϑx2 m1ϕtx1

+ ϕtx2m1ϑx1
+ ψtx1

m2ϑx2

}

dxdt + Ỹ′ = Ỹ. (4.57)

Die Funktionale Ỹ′, Ỹ enthalten die bei der partiellen Integration entstehenden Randter-
me. So gilt

Ỹ′ = γ
∫

Ω
(ϑx1

(m · ∇ψ) + ϑx2(m · ∇ψ) + ψx1
(m · ∇ϑ) + ψx2(m · ∇ϑ))dx

∣

∣

∣

T

0

und

Ỹ =Ỹ′ + γ
∫ T

0

∫

Ω
ψtϑx1

+ ϕtϑx2dxdt

+ γ
∫ T

0

∫

Γ1

−ϑx1
m2ψtν2 + ψtν1m2ϑx2 − ϑx2 m1ϕtν1 + ϕtν2m1ϑx1

dΓdt

(4.58)
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Mit Satz 4.3.2 ergibt sich die Abschätzung

|Ỹ| ≤ cγ max{1, ‖m‖∞}
(

Teα2TE(0) +
∫ T

0

∫

Γ1

(|ξt|2 + |∇ξ|2)dΓ
)

dxdt =: CỸE(0) + Jγ,

wobei cγ → 0, α2 → 0 für γ→ 0.

v) Da für R wegen der Stetigkeit von Ar

|R(ξ,∇ξ, ξt)| ≤ max{α, γ, λ}(‖ξ‖(L2 (Ω))4 + ‖∇ξ‖(L2(Ω))4×2) + max{α, γ, λ}(‖ξt‖(L2(Ω))4

gilt, bekommen wir unter Beachtung von
∫

Ω
|m · ∇ f |2dx ≤ ‖m‖2

∞

∫

Ω
|∇ f |2dx für f ∈ {w, ψ, ϕ, ϑ}

die Abschätzung

|IR(t)| ≤ max{1, ‖m‖2
∞}max{α, γ, λ}

(

ε′
min{ρ1,ρ2,ρ3} +

1
ε′

max{ρ1,ρ2,ρ3}
min{K,D,ω,η}

)

∫ T

0
E(t)dt

=: CR
∫ T

0
E(t)dt für t ∈ [0, T],

(4.59)

wobei ε′ > 0 zunächst beliebig ist.

Fasst man (4.53), (4.54), (4.55) und (4.56) zusammen, so folgt

∫ T

0
c(wt, ψt, ϕt, ϑt)dt +

∫ T

0
a3(w, ψ, ϕ, ϑ)dt+

∫ T

0

∫

Ω

[

(wx1
+ ψ)ψ + (wx2 + ϕ)ϕ

]

dxdt

+Y1 + Ỹ + IR = J2 − J1 − J0 − Jγ.

(4.60)

Um die im Satz behauptete Aussage zu beweisen, bleibt uns die Störterme auf der linken Seite
von (4.60) zu beseitigen oder geschickt abzuschätzen sowie ein Vielfaches von a(wt, ψt, ϕt, ϑt)
durch geschickte Wahl von ŵ, ψ̂, ϕ̂, ϑ̂ zu produzieren. Dabei richten wir uns zum Teil an den
Beweis von [42, Theorem 4.1].

i’) Wir setzen also ŵ = w, ψ̂ = ϕ̂ = ϑ̂ = 0 in (4.52) ein und erhalten nach partieller Integra-
tion

ρ1

∫ T

0

∫

Ω
w2

t dxdt− K
∫ T

0

[

(wx1
+ ψ)wx1

+ (wx2 + ϕ)wx2

]

dxdt− Y2 = 0, (4.61)

wobei Y2 = ρ1

∫

Ω
wwtdx

∣

∣

∣

T

0
.

ii’) Die Wahl ŵ = 0, ψ̂ = ψ, ϕ̂ = ϕ, ϑ̂ = 0 führt zu

ρ2

∫ T

0
(ψ2

t + ϕ2
t )dxdt−

∫ T

0
a1(w, ψ, ϕ, ϑ)dt

− K
∫ T

0

∫

Ω

[

(wx1
+ ψ)ψ + (wx2 + ϕ)ϕ

]

dxdt− Y3 = 0

(4.62)

mit Y3 = ρ2

∫

Ω

[

ψtψ + ϕt ϕ]dx
∣

∣

∣

T

0
.
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Sei ε > 0 beliebig. Nun multiplizieren wir (4.61) mit ε, (4.62) mit 1− ε, ziehen das Resultat von
(4.60) ab und finden

(1− 2ε)ρ1

∫ T

0

∫

Ω
w2

t dxdt + ε
∫ T

0
c(wt, ψt, ϕt, ϑt)dt + (1− ε)

∫ T

0
a1(w, ψ, ϕ, ϑ)dt

+
∫ T

0
a3(w, ψ, ϕ, ϑ)dt + εK

∫ T

0

∫

Ω
(w2

x1
+ w2

x2
− ψ2 − ϕ2)dxdt

+Y1 + εY2 + (1− ε)Y3 + Ỹ = J2 − J1 − J0 − Jγ.

(4.63)

Wendet man die YOUNGsche Ungleichung an

w2
x1
+ w2

x2
≥ 1

2

[

(wx1
+ ψ)2 + (wx2 + ϕ)2

]− (ψ2 + ϕ2),

so folgt mit der KORNschen Ungleichung

εK
∫ T

0

∫

Ω
(w2

x1
+ w2

x2
− ψ2 − ϕ2)dxdt ≥ εK

2

∫ T

0
a1(w, ψ, ϕ, ϑ) + εK

∫ T

0

∫

Ω
(ψ2 + ϕ2)dxdt

≥ εK
2

∫ T

0
a1(w, ψ, ϕ, ϑ) + εK

CK,1

∫ T

0

∫

Ω
(ψ2 + ϕ2)dxdt.

Damit lässt sich (4.63) wie folgt abschätzen

(1− 2ε)ρ1

∫ T

0

∫

Ω
w2

t dxdt + ε
∫ T

0
c(wt, ψt, ϕt, ϑt)dt +

[

(1− ε)− εK
CK,1

]

∫ T

0
a1(w, ψ, ϕ, ϑ)dt

+ εK
2

∫ T

0
a2(w, ψ, ϕ, ϑ)dt +

∫ T

0
a3(w, ψ, ϕ, ϑ)dt

+IR + Y1 + εY2 + (1− ε)Y3 ≤ J2 − J1 − J0 − Jγ.

(4.64)

Nun wählen wir ε > 0 so klein, dass

CE := min
{

1− 2ε, ε, (1− ε)− εK
CK,1

, ε
2

}

> 0.

Dann folgt offensichtlich

CE
∫ T

0
E(t)dt +Y1 + εY2 + (1− ε)Y3 + IR ≤ J2 − J1 − J0 − Jγ (4.65)

Mit Satz 4.3.2 können wir Y = Y1 + εY2 + (1− ε)Y3

|Y| ≤
(

ε′(ρ1w2
t + ρ2(ψ

2
t + ϕt)

2 + ρ3ϑ2
t ) +

1
ε′ max{ρ1, ρ2, ρ3}‖(w, ψ, ϕ, ϑ)′‖2

(L2(Ω))4

)∣

∣

∣

T

0

≤
(

ε′ + 1
ε′

max{ρ1,ρ2,ρ3}
min{K,D,ω,η}

)

E(t)
∣

∣

∣

T

0

≤(1 + eα2T)
(

ε′ + 1
ε′

max{ρ1,ρ2,ρ3}
min{K,D,ω,η}

)

E(0) =: CYE(0)

(4.66)

für ein ε′ > 0 abschätzen. Unter Benutzung von (4.59) und (4.65) erhalten wir

(CE − CR)
∫ T

0
E(t)dt + Y + Ỹ ≤ J2 − J1 − J0 − Jγ (4.67)
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Nun wenden wir den Satz 4.3.2 auf (4.67) und (4.66) an und bekommen schließlich

CTE(0) :=
(

1−e−α1T

α1
(CE − CR)− (CY + CỸ)

)

E(0) ≤ J2 − J1 − J0 − Jγ.

Seien T, α > 0 fest. Wir wählen ε > 0 so klein, dass CE > 0 gilt. Ferner seien ε′, max{ρ1,ρ2,ρ3}
min{K,D,ω,η} > 0

so klein, dass CR < CE ist. Dann werden ε′, max{ρ1,ρ2,ρ3}
min{K,D,ω,η}, γ eventuell so verkleinert, dass CT > 0

gilt (zu beachten ist, dass α1 in γ monoton falled ist). Die Konstantenwahl war nach Vorausset-
zung möglich. �

Bemerkung 4.3.6. Wenn man die genaue Gestalt von R4 = αtϑt im Beweis von Lemma 4.3.5
ausnutzt, kann man die Voraussetzungen von Lemma 4.3.5 abschwächen: Es muss gelten λ ≤
2α und

max
{

max{1, ‖m‖∞}max{1, γ, λ}max{ρ1,ρ2,ρ3}
min{K,D,ω,η}, max{1, ‖m‖∞}max{1, α} ρ3

min{ω,η} , γ
}

≤ cT,

indem man die Parameter α und K, D voneinander entkoppelt. Diese Voraussetzung ist z. B.
von hinreichend dünnen Platten (Plattendicke h→ 0 und damit ρ1, ρ2 → 0), deren Relaxations-
parameter (proportional zu τ0) und Wärmedehnungskoeffizient (proportional zu γ) genügend
klein sind, erfüllt.

Voraussetzung 4.3.7. Damit die Funktionale J0, J1, J2 auf Γ0 bzw. Γ1 positiv sind, benötigen wir
eine geometrische Voraussetzung an die Mengen Γ0 und Γ1: Es existiere ein x0 ∈ R

2 so, dass

m · ν ≤ 0 auf Γ0 und m · ν ≥ σ auf Γ1 gilt. (4.68)

Ein Tripel (Ω, Γ0, Γ1) mit der Eigenschaft (4.68) heißt stark sternkomplementär-sternförmig.

Die Bedingung 4.3.7 findet man typischerweise in der Literatur über die Randwertsteuerbarkeit
von hyperbolischen Systemen durch ROBINsche oder NEUMANNsche Randsteuerungen (cf.
[11], [42], [43], [45]). Gleichung (4.68) hat ihren Ursprung in der Streutheorie: es besteht ein
Zusammenhang zwischen der Energiedissipation und der Streuung durch ein reflektierendes
Hindernis (s. [73] und [43, Chapter 1.2], vgl. auch [5]).

Satz 4.3.8. Unter Voraussetzung 4.3.7 sowie den Bedingungen von Satz 4.3.5 gibt es eine Kon-
stante CT > 0 so, dass

i) 1
‖m‖∞

CTE(0) ≤ 1
2

∫ T
0

∫

Γ1
(ρ1w2

t + ρ2ψ2
t + ρ2 ϕt + ρ3ϑ2

t )dΓdt,

ii)
∫ T

0
‖B∗S∗(t)V0‖2

Udt ≥ CT‖V0‖2
H für alle V0 ∈ D(A∗)

gilt, wobei (w, ψ, ϕ, ϑ)′ eine Lösung des dualen homogenen Problems (4.47)–(4.49) ist.

Beweis:

i) Unter Beachtung von ψxi
= νiψν, ϕxi

= νi ϕν, i = 1, 2, findet man durch Umformen

J0 =
1

2

∫ T

0

∫

Γ0

(m · ν){D
[

(ν1ψν + ν2 ϕν)
2 + 1−µ

2 (ν2ψν − ν1 ϕν)
2
]

+

Kw2
ν + ωϑ2

ν + ηϑ2
}

dΓdt ≥ 0.
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Die KORNschen Ungleichung liefert die Abschätzung

J1 =
1

2

∫ T

0

∫

Γ1

(m · ν)
{

D
[

(ν1ψν + ν2 ϕν)
2 + 1−µ

2 (ν2ψν + ν1 ϕν)
2
]

+

K( ∂w
∂ν )

2 + ω( ∂ϑ
∂ν )

2 + ηϑ2
}

dxdt ≥ σ
2 min{CK, ω, η}

∫ T

0

∫

Γ1

|∇ξ|2dxdt.

Desweiteren gilt

J2 ≤ ‖m‖∞

2

∫ T

0

∫

Γ1

(ρ1w2
t + ρ2ψ2

t + ρ2 ϕt + ρ3ϑ2
t )dΓdt.

Nun spalten wir Jγ gemäß

Jγ = cγ max{1, ‖m‖∞}
∫ T

0

∫

Γ1

(|∂t(w, ψ, ϕ, ϑ)′|2dxdt + |∇(w, ψ, ϕ, ϑ)′|2)dxdt

≡ Jγ,t + Jγ,x

auf. Es gilt

Jγ,t ≤ c2 J2 :=
2cγ

min{ρ1,ρ2,ρ3} J2, Jγ,x ≤ c1 J1 :=
cγ

σ min{CK,ω,η} J1,

woraus sich
CTE(0) ≤ (1− c1)J2 − (1− c0)J1

ergibt. Für hinreichend kleine γ sind 1− c1 und 1− c0 positiv. Damit folgt

0 <
2CT
1−c1
E0 ≤

∫ T

0

∫

Γ1

(ρ1w2
t + ρ2ψ2

t + ρ2 ϕt + ρ3ϑ2
t )dΓdt.

ii) Wir setzen V(t) := S∗(t)V0. Unter Benutzung der Gestalt von A−1
0 ergibt sich

(V4, V5, V6)′ = ((A−1
0 V)1, (A−1

0 V)2, (A−1
0 V)3)′.

Mit i) folgt

∫ T

0

∫

Γ1

‖((A0V)1,(A0V)2, (A0V)3)′(t)|Γ1
‖2
Udt =

∫ T

0

∫

Γ1

‖(V4, V5, V6)′(t)|Γ1
‖2
Udt

=
∫ T

0

∫

Γ1

(w2
t + ψ2

t + ϕ2
t + ϑ2

t )dΓdt ≥ 1
‖m‖∞
E(0) = 2

‖m‖∞
‖V0‖2

H.

�

Korollar 4.3.9. Das Randsteuerungsproblem 4.1.3 ist in der Klasse der L2(Γ1)-Steuerungen
exakt lösbar: Unter Voraussetzungen von Satz 4.3.8 gibt es zu jedem Anfangs- bzw. Endzu-
stand (w0, ψ0, ϕ0, ϑ0)′ ∈ (H1

Γ0
(Ω))4 bzw. (wT, ψT, ϕT, ϑT)′ ∈ (H1

Γ0
(Ω))4 eine Steuerungsfunkti-

on u ∈ L2((0, T), (L2(Γ1))
4), welche die sich zum Zeitpunkt t = 0 im Anfangszustand befin-

dende Zustandsgröße (w, ψ, ϕ, ϑ)′ (gegeben als schwache Lösung der partiellen Differential-
gleichung) in den Endzustand lenkt.
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Beweis: Die Behauptung folgt mit Satz B.2.3. �

Die Einschränkung an die Koeffizienten stellt einen wesentlichen Unterschied zu den rein
elastischen REISSNER-MINDLIN-Gleichungen dar. Im Gegensatz zum thermoelastischen Pro-
blem (4.41)–(4.43) ist das Steuerungsproblem durch NEUMANNchen Randsteurungen im rein
elastischen Fall für alle Koeffizienten lösbar, sofern T hinreichend groß ist. Dass eine solche
Einschränkung in der dissipativen Situation technisch unabdingbar ist, kann man auch für die
gedämpfte Wellengleichung beobachten. López et al. haben in [53] ein verteiltes Steuerungs-
problem

εwtt −△w + wt = χωu in (0, ∞)×Ω,
w = 0 in (0, ∞)× ∂Γ,

w(0) = w0, wt(0) = w1 in Ω

studiert, wobei Ω ⊂ R
n ein beschränktes Gebiet mit einem C∞-Rand Γ ist und χω die Indika-

torfunktion einer offenen Menge ω,

Γ0(x0) := {x ∈ Γ | (x− x0) · ν > 0} ⊂ ω ⊂ Ω für ein x0 ∈ R
n

bezeichnet. Die Kleinheitsbedingung an ε war wichtig, um unter Benutzung einer globalen
CARLEMAN-Ungleichung die Beobachtbarkeitsungleichung

‖ϕ0‖2
L2(Ω) + ‖ϕ1‖2

H−1(Ω) ≤ C1(T)e
C2(T)/

√
ε

∫ T

0

∫

ω
ϕ2dxdt (4.69)

für das duale System

εϕtt −△ϕ− ϕt = χωu in (0, ∞)×Ω,
ϕ = 0 in (0, ∞)× Γ,

ϕ(0) = ϕ0, ϕt(0) = ϕ1 in Ω

zu bewiesen.

4.4 Dissipationsfreie Platten

Zum Abschluss des Kapitels wollen wir die Ergebnisse der letzten Abschnitte auf dissipati-
onsfreie Platten übertragen. In diesem Fall können wir nicht nur die Voraussetzungen an die
Koeffizienten des Systems abschwächen, sondern ein exaktes Randsteuerbarkeitsresultat mit
einer gleichmäßiger Konstanten für hinreichend große T beweisen. In [24] haben Green und
Naghdi eine Thermoelastizitätstheorie ohne Energiedissipation – die sogenannte Thermoela-
stizität vom Typ II – hergeleitet. Angewendet auf die REISSNER-MINDLIN-Plattentheorie führt
dies auf das folgende Modell

ρ1wtt − K div (∇w + v) = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ2vtt −D′SDv + K(v +∇w) + γ∇ϑt = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ3ϑtt −ω△ϑ + γ div vt = 0 in (0, ∞)×Ω,

(4.70)

wobei die Unbekannten die selbe physikalische Bedeutung wie früher haben. Die konstanten
Parameter setzen sich aus den physikalischen Konstanten zusammen und unterscheiden sich
von denen in der Gleichung (4.14). Wir betrachten also das folgende Problem.
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Problem 4.4.1. Bestimme die Steuerfunktionen (u1, u2, u3)′ : [0, T]× Γ1 → R×R
2×R so, dass

die Lösung (w, v, ϑ)′ des Problems

ρ1wtt − K div (∇w + v) = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ2vtt −D′SDv + K(v +∇w) + γ∇ϑt = 0 in (0, ∞)×Ω,

ρ3ϑtt −ω△ϑ + γ div vt = 0 in (0, ∞)×Ω,

(4.71)

mit den Randbedingungen

w = |v| = ϑ = 0 auf (0, ∞)× Γ0,

(∇w + v) · ν = u1 auf (0, ∞)× Γ1,

N ′SDv− γϑtν = u2 auf (0, ∞)× Γ1,

∂ϑ

∂ν
= u3 auf (0, ∞)× Γ1

(4.72)

und den Anfangsbedingungen

w(0) = w0, wt(0) = w1, v(0) = v0, vt(0) = v1, ϑ(0) = ϑ0, q(t = 0) = q0 (4.73)

einen gegebenen Endzustand zum Zeitpunkt T > 0

w(T) = wT,0, wt(T) = wT,1, v(T) = vT,0, vt(T) = vT,1, ϑ(T) = ϑT,0, ϑt(T) = ϑT,1 (4.74)

erreicht.

Bemerkung 4.4.2. Da es sich bei (4.71)–(4.73) um ein System hyperbolischer Differentialglei-
chungen handelt, kann aufgrund der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit nur für hinrei-
chend große T erwartet werden, dass sich das System in einen beliebigen Zustand lenken lässt
(vgl. [42] und [45]).

Mit den Notationen aus den früheren Abschnitten finden wir analog zu (4.39) die schwache
Formulierung des Problems (4.71)–(4.74)

Vt +A0,−1V = A0,−1Ru in L2([0, T],H−1),

V(0) = 0.
(4.75)

Der Operator A0,−1 ist schiefadjungiert und m-dissipativ. Daher erzeugt er eine Kontraktions-
halbgruppe (S0,−1(t))t≥0 auf H−1. Satz 4.2.8 angewendet auf A−1 = A0,−1 +Ar,−1, Ar,−1 = 0,
liefert

Satz 4.4.3. Zu jedem u ∈ L2((0, T), (L2(Γ1))
4) existiert eine eindeutige schwache Lösung V ∈

H1((0, T),H) von (4.75).

Um die Beobachtbarkeitsungleichung zu beweisen, gehen wir wieder vom isotropen Fall
aus und betrachten die homogenisierten Gleichungen

ρ1wtt − K((wx1
+ ψ)x1

+ (wx2 + ϕ)x2) = 0,

ρ2ψtt − D(ψx1x1
+ 1−µ

2 ψx2x2 +
1+µ

2 ϕx1x2) + K(ψ + wx1
) + γϑtx1

= 0,

ρ2 ϕtt − D(ϕx2x2 +
1−µ

2 ϕx1x1
+ 1+µ

2 ψx1x2) + K(ψ + wx1
) + γϑtx2 = 0,

ρ3ϑtt −ω△ϑγ(ψtx1
+ ϕtx2) = 0

(4.76)
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in (0, T)×Ω mit den Rand-

w = ψ = ϕ = 0 in (0, T)× Γ0,

K( ∂w
∂ν + ν1ψ + ν2 ϕ = 0 in [0, T]× Γ1,

D(ν1ψx1
+ µν1 ϕx2 +

1−µ
2 (ψx2 + ϕx1

)ν2) = 0 in (0, T)× Γ1,

D(ν2 ϕx2 + µν2ψx1
+ 1−µ

2 (ψx2 + ϕx1
)ν1) = 0 in (0, T)× Γ1

(4.77)

und den Anfangsbedingungen

w(0) = w0, wt(0) = w1, ψ(0) = ψ0, ψt(0) = ψ1,

ϕ(0) = ϕ0, ϕt(0) = ϕ1, ϑ(0) = ϑ0, ϑt(0) = ϑ1.
(4.78)

Ferner gilt

Lemma 4.4.4. Es existieren T0 > 0, C0 > 0 und γ0 > 0 so, dass für alle T > T0 und γ ∈ [0, γ0)
die Lösung (w, ψ, ϕ, ϑ)′ des Problems (4.47)–(4.49) der Ungleichung

C0(T − T0)E0 ≤ J2 − J1 − J0 − Jγ (4.79)

genügt, wobei

Jγ = cγ max{1, ‖m‖∞}
∫ T

0

∫

Γ1

(|∂t(w, ψ, ϕ, ϑ)′|2 + |∇(w, ψ, ϕ, ϑ)′|2)dΓ
)

dxdt

mit einem cγ → 0 für γ→ 0.

Beweis: Der Beweis von Lemma 4.4.4 lässt sich im Wesentlichen wortwörtlich übertragen. Es
gilt

Ic + Ia + IΓ0
+ Iγ ≡

∫ T

0
c(ξtt, ξ̂) + a(ξ, ξ̂)dt

− K
∫ T

0

∫

Γ0

(m · ν)w2
νdΓdt− D

2

∫ T

0

∫

Γ0

[

(1− µ)ψν + (1 + µ)ν1(ϕx1
+ ψx2)

]

(m · ν)ψνdΓdt

− D
2

∫ T

0

∫

Γ0

[

(1− µ)ϕν + (1 + µ)ν2(ψx1
+ ϕx2)

]

(m · ν)ϕνdΓdt− ω
∫ T

0

∫

Γ0

(m · ν)ϑ2
νdΓdt

+ γ
∫ T

0

∫

Ω
(ϑtx1

(m · ∇ψ) + ϑtx2(m · ∇ψ) + ψtx1
(m · ∇ϑ) + ψtx2(m · ∇ϑ))dxdt = 0.

(4.80)

Wir schätzen Ic, Ia, IΓ0
, Iγ genauso wie im Lemma 4.4.4 ab und finden in der vollen Analogie

zu (4.65)

CE
∫ T

0
E(t)dt + Y1 + εY2 + (1− ε)Y3 + cγ max{1, ‖m‖∞}E(t) ≤ J2 − J1 − J0 − Jγ, (4.81)

wobei
CE := min

{

1− 2ε, ε, (1− ε)− εK
CK,1

, ε
2

}

> 0

und cγ → 0 für γ→ 0. Wir wählen ε > 0 so klein, dass CE positiv ist. Unter Beachtung von

d

dt
E(t) = 0, d. h. E(t) = E(0),
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sowie
|Y1 + εY2 + (1− ε)Y3| ≤ 8 max{ρ1, ρ2, ρ3} =: CY

folgt mit (4.81)
[

(CE − cγ max{1, ‖m‖∞})T − CY
]E0 ≤ J2 − J1 − J0 − Jγ.

Wir wählen nun ein γ0 > 0 so, dass C0 := CE − cγ max{1, ‖m‖∞} > 0 für alle γ ∈ [0, γ0) gilt.

Dann setzen wir T0 := CY
C0

und finden

C0(T − T0)E(0) ≤ J2 − J1 − J0 − Jγ.

Dies beendet den Beweis. �

Analog zum Satz 4.3.8 folgt

Satz 4.4.5. Unter Voraussetzung 4.3.7 gibt es T′0 > 0, C′0 > 0 und γ′0 > 0 so, dass für alle T > T′0
und γ ∈ [0, γ′0)

i)
C′0
‖m‖∞

(T− T′0) ≤ 1
2

∫ T
0

∫

Γ1
(ρ1w2

t + ρ2ψ2
t + ρ2 ϕt + ρ3ϑ2

t )dΓdt,

ii)
∫ T

0
‖B∗S∗0(t)V0‖2

Udt ≥ 2C′0
‖m‖∞ max{ρ1,ρ2,ρ3} (T − T′0)‖V0‖2

H für alle V0 ∈ D(A′0)
gilt, wobei (w, ψ, ϕ, ϑ)′ die Lösung des dualen homogenen Problems (4.76)–(4.78) bezeichnet.

Korollar 4.4.6. Das Randsteuerbarkeitsproblem 4.4.1 ist in der Klasse der L2(Γ1)-Steuerungen
exakt lösbar: Unter Voraussetzungen von Satz 4.3.8 gibt es zu jedem Anfangs- bzw. Endzustand
(w0, ψ0, ϕ0, ϑ0)′, (wT, ψT, ϕT, ϑT)′ ∈ (H1

Γ0
(Ω))4 eine Steuerunsfunktion u ∈ L2((0, T), (L2(Γ1))

4),
welche die sich zum Zeitpunkt t = 0 im Anfangszustand befindende Zustandsgröße (w, ψ, ϕ, ϑ)′

(gegeben als schwache Lösung der Differentialgleichung) in den gewünschten Endzustand
lenkt.

Bemerkung 4.4.7. Als triviale Folgerung bekommen wir folgendes Resultat: Gilt T0 > T′0 und
γ ∈ [0, γ′0), so folgt für jede Lösung (w, ψ, ϕ, ϑ)′ von

ρ1wtt − K((wx1
+ ψ)x1

+ (wx2 + ϕ)x2) = 0 in (0, T)×Ω,

ρ2ψtt − D(ψx1x1
+ 1−µ

2 ψx2x2 +
1+µ

2 ϕx1x2) + K(ψ + wx1
) + γϑtx1

= 0 in (0, T)×Ω,

ρ2 ϕtt− D(ϕx2x2 +
1−µ

2 ϕx1x1
+ 1+µ

2 ψx1x2) + K(ψ + wx1
) + γϑtx2 = 0 in (0, T)×Ω,

ρ3ϑtt −ω△ϑ + γ(ψtx1
+ ϕtx2) = 0 in (0, T)×Ω

und

w = ψ = ϕ = 0 in (0, T)× Γ0,

K( ∂w
∂ν + ν1ψ + ν2 ϕ = 0 in (0, T)× Γ1,

D(ν1ψx1
+ µν1 ϕx2 +

1−µ
2 (ψx2 + ϕx1

)ν2) = 0 in (0, T)× Γ1,

D(ν2 ϕx2 + µν2ψx1
+ 1−µ

2 (ψx2 + ϕx1
)ν1) = 0 in (0, T)× Γ1

die Identität
w = ψ = ϕ = ϑ in [0, T]×Ω.

Dies ist ein Analogon des für die Wellengleichung geltenden HOLMGREN-JOHN-Theorems (s.
[30, Theorem 5.33]).



Anhang A

Evolutionsgleichungen

In diesem Anhang wollen wir zwei Lösungstheorien, welche wir in der vorliegenden Arbeit
verwendet haben, präsentieren.

A.1 Operatorhalbgruppen und Lineare CAUCHY-Probleme

Die Resultate in diesem Abschnitt werden nach [12], [64] und [83] zitiert.

A.1.1 Stark Stetige Halbgruppen

Sei X ein BANACHraum mit der Norm ‖ · ‖X.

Definition A.1.1. Eine einparametrige Familie (S(t))t≥0 linearer, beschränkter Operatoren auf
X heißt eine Halbgruppe linearer beschränkter Opeatoren auf X, falls

i) S(0) = id ,

ii) S(t + s) = S(t)S(s) für alle t, s ≥ 0.

Der auf dem Definitionsbereich

D(A) =
{

x ∈ X
∣

∣ lim
tց0

S(t)x−x
t existiert in X

}

definierte lineare Operator

A : D(A)→ X, x 7→ lim
tց0

S(t)x−x
t

heißt infinitesimaler Erzeuger der Halbgruppe (S(t))t≥0.

Definition A.1.2. Eine Halbgruppe (S(t))t≥0 linearer, beschränkter Operatoren auf X heißt
stark stetig oder eine C0-Halbgruppe, falls limtց0 S(t)x = x für alle x ∈ X gilt.

Satz A.1.3 (HILLE & YOSIDA). Sei (S(t))t≥0 eine C0-Halbgruppe auf X und es gebe Konstanten
ω ≥ 0 und M ≥ 1 so, dass ‖S(t)‖L(X) ≤ Meωt für alle t ≥ 0 gilt. Ein linearer Operator
A : D(A) ⊂ X → X erzeugt (S(t))t≥0 auf X genau dann, wenn:

118



A.1: Operatorhalbgruppen und Lineare CAUCHY-Probleme 119

i) A ist dicht definiert und abgeschlossen.

ii) (ω, ∞) liegt in der Resolvente ρ(A) von A.

iii) Es gilt die Resolventenabschätzung

‖R(λ,A)n‖ ≤ M
(λ−ω)n für alle λ > 0, (A.1)

wobei R(λ,A) = (λ−A)−1 die Resolventenabbildung von A bezeichnet.

Dissipative Operatoren

Sei X ein BANACHraum mit dem Dualraum X′. Für jedes x ∈ X betrachten wir das Subdiffe-
rential

J(x) = {x′ ∈ X′ | ‖x′‖2
X′ = ‖x‖2 = 〈x′, x〉X′,X}. (A.2)

Nach dem Satz von HAHN-BANACH ist J(x) 6= ∅. Ist X ein HILBERTraum, so gilt aufgrund des
RIESZschen Darstellungssatzes J(x) = {〈·, x〉X}.

Definition A.1.4. Ein linearer Operator A : D(A) ⊂ X → X heißt dissipativ, falls es zu jedem
x ∈ D(A) ein x′ ∈ J(x) mit 〈x′,Ax〉X′,X ≤ 0 gibt.

Satz A.1.5. Sei A : D(A)→ X ein dissipativer Operator. Gilt im (λ0 −A) = H für ein λ0 > 0,
so gilt im (λ−A) = H für alle λ > 0.

Definition A.1.6. Ein dissipativer Operator A : D(A) → X heißt m-dissipativ, wenn im (λ−
A) = H für ein λ ≥ 0 gilt.

Definition A.1.7. Eine C0-Halbgruppe (S(t))t≥0 heißt Kontraktrionshalbgruppe, falls ‖T(t)‖ ≤
1 für t ≥ 0 gilt.

Für m-dissipative Operatoren kann Satz A.1.3 angewendet werden, ohne dass man die Gültig-
keit von (A.1) explizit überprüfen muss.

Satz A.1.8 (LUMMER & PHILLIPS). Ein linearer, dicht definierter Operator A : D(A) ⊂ H →
H ist genau dann Erzeuger einer C0-Kontraktrionshalbgruppe (S(t))t≥0 auf X, wenn A m-
dissipativ ist.

Definition A.1.9. SeiA : D(A) ⊂ X → X ein dicht definierter linearer Operator. Der auf

D(A∗) = {x′ ∈ X′ | ∃y′ ∈ X′ ∀x ∈ D(A) 〈x′, Ax〉X′,X = 〈y′, x〉X′,X}

durch A∗x := y definierte Operator A∗ : D(A∗) ⊂ X′ → X′ heißt der Dualoperator von A.

Sei nun X ein HILBERTraum und A : D(A) ⊂ X → X ein linearer, dicht definierter Operator.
Dann lässt sich der Dualoperator als eine Abbildung A∗ : D(A∗) ⊂ X → X auffassen.

Definition A.1.10. Ein linearer Operator A heißt schiefadjungiert, wenn A∗ = −A.
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Satz A.1.11. Sei A : D(A) ⊂ X → X ein linearer, dicht definierter Operator. Äquivalent sind
die Aussagen:

i) Die Operatoren A und −A sind m-dissipativ.

ii) A ist schiefadjungiert.

Duale Halbgruppe

Satz A.1.12. Sei X ein reflexiver BANACHraum. Die Halbgruppe (S(t))t≥0 sei durch einen Ope-
rator A : D(A) ⊂ X → X erzeugt. Dann ist die durch

S∗(t) : X′ → X′, x′ 7→ (S(t))∗x′ für t ≥ 0

gegebene duale Halbgruppe stark stetig und wird von A∗ erzeugt.

Beschränkte Störungen

Satz A.1.13. Sei X ein BANACHraum. Der lineare Operator A : D(A) ⊂ X → X erzeuge eine
C0-Halbgruppe (S(t))t≥0 auf X mit

‖S(t)‖L(X) ≤ Meωt für alle t ≥ 0,

wobei M ≥ 1, ω ≥ 0. Sei B ∈ L(X). Dann erzeugt A+ B eine C0-Halbgruppe (S̃(t))t≥0 auf X
mit

‖S̃(t)‖L(X) ≤ e(ω+‖B‖L(X))t für alle t ≥ 0.

A.1.2 Homogene CAUCHY-Probleme

Sei X ein BANACHaum und sei A : D(A) ⊂ X → X ein dicht definierter, abgeschlossener
Operator. Wir betrachten ein abstraktes CAUCHY-Problem

yt(t) = Ay(t) für t > 0,

y(0) = y0
(A.3)

mit y0 ∈ D(A).

Definition A.1.14. Eine Funktion u ∈ C1([0, ∞),H) ∩ C0([0, ∞), D(A)), deren Einsetzen in
(A.3) eine Tautologie ergibt, heißt klassische Lösung von (A.3).

Satz A.1.15. Das Problem (A.3) besitzt genau dann eine klassische Lösung u, wenn der Opera-
tor A eine C0-Halbgruppe (T(t))t≥0 auf X erzeugt. Die Lösung u ist gegeben durch t 7→ T(t)u0.

Satz A.1.16. Der Operator A erzeuge eine C0-Halbgruppe (S(t))t≥0 auf X. Dann existiert eine
eindeutige klassische Lösung zu (A.3)

y ∈ C0([0, ∞), D(A)) ∪ C1([0, ∞), X),
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welche durch y : t 7→ S(t)y0 gegeben ist. Gilt überdies y0 ∈ D(As) für ein s ∈N, so folgt sogar

y ∈
s
⋂

k=0

Ck([0, ∞), D(As−k)),

wobei D(A0) := X.

Schwache Lösungen

Sei X ein BANACHraum. Sei (S(t))t≥0 eine C0-Halbgruppe auf X mit dem ErzeugerA : D(A) ⊂
X → X. Sei β ∈ ρ(A) ∩R.

Definition A.1.17. Wir definieren den BANACHraum X1 := D(A) versehen mit der Norm

‖x‖1 = ‖(β−A)x‖X

und den BANACHraum X−1 als Abschluss von X bzgl. der Norm

‖x‖−1 = ‖(β−A)−1x‖X .

Satz A.1.18. Es gilt:

i) (X1, ‖ · ‖1) ist ein BANACHraum.

ii) Die Inklusionen X1 →֒ X →֒ X−1 sind stetig und dicht.

iii) Die Normen ‖ · ‖1 sind äquivalent für alle β ∈ ρ(A).

iv) Die Normen ‖ · ‖−1 sind äquivalent für alle β ∈ ρ(A).

Desweiteren betrachten wir den Raum D(A∗) versehen mit der Graphennorm

‖x‖D(A∗) = ‖(β−A∗)x‖X′ ,

wobei β ∈ ρ(A∗) wegen ρ(A) = ρ(A∗) gilt.

Satz A.1.19. Ist X reflexiv, dann sind X−1 und D(A∗)′ isomorph.

Satz A.1.20. Der Operator A erzeuge eine C0-Halbgruppe (S(t))t≥0 auf einem reflexiven BA-
NACHraum X. Dann kann man A zu einem Operator A−1 : D(A−1) = X → X−1 und die
Halbgruppe (S(t))t≥0 zu einer Halbgruppe (S−1(t))t≥0 auf X−1 fortsetzen, welche von A−1

erzeugt wird.

Satz A.1.21. IstA dissipativ bzw. m-dissipativ, so ist auch A−1 dissipativ bzw. m-dissipativ.

Definition A.1.22. Sei y0 ∈ X−1. Die Funktion y : t 7→ S(t)y0 heißt eine schwache Lösung von
(A.3).

Bemerkung A.1.23. Gilt y0 ∈ H, so ist y ∈ C0([0, ∞), X) ∩ C1([0, ∞), X−1).
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A.1.3 Inhmogene CAUCHY-Probleme

Sei T > 0. Der lineare Operator A : D(A) ⊂ X → X erzeuge eine C0-Halbgruppe (S(t))t≥0 auf
einem BANACHraum X. Wir betrachten das inhomogene CAUCHY-Problem

yt(t) = Ay(t) + f (t) für alle t ∈ [0, T],

y(0) = y0.
(A.4)

Definition A.1.24.

i) Seien y0 ∈ X und f ∈ L1((0, T), X). Die Funktion

y : t 7→ S(t)y0 +
∫ t

0
S(t− s) f (s)ds

mit
y ∈ C0([0, T], X)

heißt eine milde Lösung von (A.4).

ii) Seien y0 ∈ D(A) und f ∈ C0([0, T], X). Gilt für die in i) gegebene Lösung

y ∈ C0([0, T], D(A)) ∩ C1([0, T], X),

so heißt y eine klassische Lösung (A.4).

iii) Sei X reflexiv. Seien y0 ∈ X−1 ≃ D(A∗)′ und f ∈ L1((0, T), X−1). Die durch

y : t 7→ S−1(t)y
0 +

∫ t

0
S−1(t− s) f (s)ds

definierte Funktion mit y ∈ H1
(

(0, T), X−1

)

wird als schwache Lösung zu (A.4) bezeich-
net.

Satz A.1.25. Seien y0 ∈ D(A) und f ∈ C1([0, T], X) (oder f ∈ C0([0, T], D(A))). Dann besitzt
(A.4) eine eindeutige klassische Lösung.

Korollar A.1.26. Seien y0 ∈ X und f ∈ C1([0, T], X−1) (oder f ∈ C0([0, T], X)). Dann gilt für
die schwache Lösung y von (A.4)

y ∈ C0([0, T], X) ∩ C1([0, T], X−1).

A.2 Quasilineare Symmetrisch-Hyperbolische Systeme

Viele Gleichungen der mathematischen Physik, insbesondere die REISSNER-MINDLIN-Platten-
gleichungen, lassen sich auf die Form eines symmetisch-hyperbolischen Systems erster Ord-
nung bringen. Nachstehend präsentieren wir eine allgemeine Lösungstheorie für symmetrisch-
hyperbolische Systeme nach [75], welche auch den ,,charakteristischen“ Fall berücksichtigt,
welcher z. B. bei dem CATTANEO-System, der Wellengleichung, den Elastizitätsgleichungen,
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den REISSNER-MINDLIN-Gleichungen im Mehrdimensionalen usw. auftritt und somit eine Ver-
allgemeinerung von [74] (s. auch [31]) sowie der klassischen Arbeiten von Friedrichs [20] u.a.
darstellt. In diesem Kapitel betrachten wir also quasilineare symmetrisch-hyperbolische Sy-
steme erster Ordnung in beschränkten, glatt berandeten Gebieten mit geeigneten Rand- und
Anfangsbedingungen. Folgende Resultate werden nach [75] zitiert.

Sei Ω ⊂ R
n, n ≥ 2, ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand Γ und sei T > 0. Wir betrach-

ten das Anfangsrandwertproblem

L(u)u = F in [0, T]×Ω,

u(0, ·) = f in Ω,

Mu = 0 in [0, T]× ∂Ω,

(A.5)

wobei

L(u)u := A0(u)∂t +
n

∑
j=1

Aj(u)∂j + B(u) für (t, x) ∈ [0, T]×Ω,

∂t = ∂
∂t und ∂j = ∂

∂xj
. Ferner seien A0, A1, . . . , An, B : R

N → R
N×N Matrixfunktionen. Die

Matrizen A0, A1, . . . , An seien symmetrisch und A0 sei positiv definit. F : [0, T] × Ω̄ → R
N

und f : Ω̄ → R
N seien vorgegebene Funktionen. M : Γ → R

d×N sei eine Matrixfunktion mit
konstantem Rang rang M(x) = d < N für x ∈ Γ.

Sei ν : Γ→ R
n der äußere Einheitsnormalenvektor an Ω in x ∈ ∂Ω. Die durch

Aν(u) =
n

∑
j=1

νj(x)Aj(u) für u ∈ R
N

gegebene Funktion heißt die zum Operator L gehörige Randmatrix.
Die Randbedingung sei maximal nichtnegativ, d. h. ker M sei ein maximaler Untervektor-

raum von R
N, auf welchem Aν positiv semidefinit ist. Gilt rang Aν = N konstant auf Γ, d. h.

Aν ist invertierbar, so heißt Γ nicht charakteristisch. Ist rang Aν
< N konstant auf Γ, so heißt Γ

charakteristisch mit konstanter Vielfachheit. Sonst heißt Γ charakteristisch mit nicht konstanter
Vielfachheit.

Im nicht charakteristischen Fall kann von der Lösung volle Regularität erwartet werden:
Liegen die Anfangsdaten in einem SOBOLEVraum Hs(Ω) für s ≥ ⌊ n

2 ⌋+ 2, so besitzt auch die
Lösung unter zusätzlichen Voraussetzungen eine Hs(Ω)-Regularität in der Ortsvariablen (s.
[74]). Ist Γ charakteristisch mit konstanter Vielfachheit, so kann man im Allgemeinen nicht er-
warten, dass die Lösung die volle Regularität besitzt. Die Regularität wird mit Hilfe der aniso-
tropischen gewichteten SOBOLEVräumen Hs

∗ beschrieben, welche wir nachstehend definieren.
Wird an die Randmatrix Aν eine zusätzliche Bedingung vom KREISS-Typ gestellt, so kann man
auch in diesem charakteristischen Fall die volle Regularität bekommen (s. z. B. [63]). Für die
meisten Anwendungen ist diese hinreichende Bedingung aber zu einschränkend. Schlimm-
stensfalls kann das Problem nicht einmal wohlgestellt sein, wenn Γ charakteristisch mit nicht
konstanter Vielfachheit ist (s. Referenzen in [75]).

Definition A.2.1. Für s ∈ N definieren wir den anisotropischen SOBOLEVraum für den Halb-
raumfall

Hs
∗(R

n
+) = {u ∈ L2(Rn

+) | (x1∂1, ∂2, . . . , ∂n)
α∂k

1u ∈ L2(Rn
+) für |α|+ 2k ≤ s}
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versehen mit der Norm

‖u‖2
Hs∗(Rn

+)
:= ∑
|α|+2k≤s

‖(x1∂1, ∂2, . . . , ∂n)
α∂k

1u‖2
L2(Rn

+)
für u ∈ Hs

∗(R
n
+).

Diese Definition lässt sich auf kompakte Gebiete erweitern.

Definition A.2.2. Sei Ω ein beschränktes Gebiet, welches lokal auf einer Seite seines C∞-glatten
Randes Γ liegt. Sei {Uk}m

k=0 eine offene Überdeckung von Ω̄, für welche Folgendes gilt:

i) Ū0 ⊂ Ω.

ii) Für jedes k = 1, . . . , n gibt es einen Cs-Diffeomorphismus Φk : Ω̄∩Uk → B+(0, 1) := {x ∈
B(0, 1) | x1 ≥ 0} mit Φk(Γ ∩Uk) = {x ∈ B(0, 1) | x1 = 0}.

Sei {ψk}k=0,...,m eine zu {Uk}m
k=0 gehörige Partition der Eins. Der Raum Hs

∗(Ω) wird definiert
als

Hs
∗(Ω) := {u ∈ L2(Ω) |ψ0u ∈ Hs(Rn), ψku ∈ Hm

∗ (R
n
+) für k = 1, . . . , m}

zusammen mit der Norm

‖u‖2
Hs∗(Ω) := ‖ψ0u‖2

Hs(Rn) +
m

∑
k=1

‖ψku‖2
Hm∗ (Rn

+)
.

Der Bequemlichkeit halber setzen wir

H0
∗(Ω) := L2(Ω).

Obwohl der Raum Hm
∗ (Ω) im Hinblick auf symmetrisch-hyperbolische Probleme, vor allem

im Halbraum, ein ganz natüliches Konstrukt ist, lässt sich Hm
∗ (Ω) als kein Interpolationsraum

auffassen. Trotzdem hat der Raum gute Eigenschaften, welche nachstehend beschrieben wer-
den (vgl. [58])

Satz A.2.3. Hs
∗(R

n
+) und Hs

∗(Ω) sind HILBERTräume, deren Normen zwar abhängig von der
Wahl der offenen Überdeckung, aber äquivalent sind. Außerdem gelten die Einbettungen

Hs(Ω) →֒ Hs
∗(Ω) →֒ H⌊

s
2 ⌋(Ω), H1

∗(Ω) = H1(Ω).

Unter Benutzung der oben definierten anisotropen Räume hat Secchi in [75] die folgenden
zwei Existenzsätze bewiesen.

Satz A.2.4. Sei s ∈N mit s ≥ 4⌊ n
2 ⌋+ 12. Vorausgesetzt sei:

i) Ω ⊂ R
n sei ein beschränktes Gebiet, welches auf einer Seite seines C∞-glatten Randes Γ

liegt.

ii) Für ein ε > 0 gelte A0, . . . , An, B ∈ Cs(N0, R
N×N), wobei N0 := {v ∈ R

N | ‖v− f‖∞ ≤ ε}.
A0, . . . , An seien symmetrisch in N0 und es gebe ein aA0 > 0 so, dass

a0 ≤ ξ′A0(v)ξ ≤ 1
a0

für alle ξ ∈ R
N, v ∈ N0.

iii) Der Rang von Aν(v) ist konstant mit 0 < rang Aν(v) < N für alle v ∈ Ñ := {v ∈
N0 |Mv = 0}.
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iv) M ∈ C∞(Γ, R
d×N) mit rang M(x) = d für x ∈ Γ.

v) ker M(x) sei maximal nichtnegativ, d. h. ker Aν(v) sei für alle v ∈ N0 ein maximaler
Untervektorraum von R

N bzgl. der Mengeninklusion, auf welchem Aν(v) positiv semi-
definit ist.

vi) F ∈
s
⋂

k=0
Hk,∞([0, T], Hs−k

∗ (Ω)), f ∈ Hs
∗(Ω). Überdies mögen F und f die Kompatibilitäts-

bedingugen von der Ordnung s − 1 erfüllen, d. h. uk ∈ Hs−k
∗ (Ω) und Muk = 0 für

k = 0, . . . , s, wobei uk die k-te Zeitableitung von u an der Stelle t = 0 bezeichnet, wel-
che sich iterativ mit Hilfe der Gleichung (A.5) berechnen lässt.

Dann existiert eine Zahl T′ ∈ (0, T] so, dass das Problem (A.5) eine eindeutige Lösung u ∈
s
⋂

k=0
Ck([0, T′], Hs−k

∗ (Ω)) besitzt.

Wenn die Daten über volle Regularität verfügen, kann man die Voraussetzung an s etwas ab-
schwächen.

Satz A.2.5. Sei s ∈ N mit s ≥ 2⌊ n
2 ⌋ + 6. Es gelten die Voraussetzungen i)–v) von Satz A.2.4.

Zusätzlich gelte:

vi’) Seien f ∈ Hs(Ω), F ∈
s
⋂

k=0
Ck([0, T], Hs−k(Ω)). Es gelten die Kompatibilitätsbedingungen

uk ∈ Hs−k(Ω) für k = 0, . . . , s.

Dann existiert eine Zahl T′ ∈ (0, T] so, dass das Problem (A.5) eine eindeutige Lösung u ∈
s
⋂

k=0
Ck([0, T′], Hs−k

∗ (Ω)) besitzt.

Der Vollständigkeit halber zitieren wir nach [63] noch einen Satz, welcher unter der Annah-
me der Gültigkeit der nachstehend definierten KREISS-Bedingung eine volle Lösungsregula-
rität garantiert.

Definition A.2.6. Ist rang Aν(u) < N konstant für v ∈ Ñ, so folgt wegen der Symmetrie und
der positiven Semidefinitheit von Aν die Existenz einer N × N-Transformationsmatrix W und
positiver Zahlen a0, a1 > 0 so, dass

(W−1AνW)(v; ν(x)) =

(

AI 0
0 AI I

)

(v; ν(x)),

det AI(v; ν(x)) 6= 0, AI I(v; ν(x)) = 0,

|A±1
I | ≤ a1, |W±1| ≤ √a0

für v ∈ Ñ gilt. Dabei ist AI ∈ R
d×d, AI I ∈ R

(N−d)×(N−d). Sind v ∈ Ñ und η(x) ∈ {ν(x)}⊥\{0},
so ergibt sich

(W−1AνW)(v; η(x)) =
n

∑
j=1

(W−1AjW)(t, x, u)ηj(x) =

(

AI I AI I I

AI I I AI I I I

)

(v; η(x)),

wobei AI I ∈ R
d×d, AI I I I ∈ R

(N−d)×(N−d). In [63] wurde bewiesen, dass es eine eindeutige
LösungA(t, x, u; ν(x); η(x)) ∈ R

(N−d)×d der Gleichung

(AAI − AI IA)(v; ν(x); η(x)) = AI I I(v; ν(x); η(x)) (A.6)
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für v ∈ Ñ gibt. Die durch Gleichung (A.6) definierte Matrix A erfüllt die KREISS-Bedingung,
falls

(AAI I − AI I I IA)(v; ν(x); η(x)) = 0 und (AAI I I)(v; ν(x); η(x)) = 0 (A.7)

für alle v ∈ Ñ gilt.

Satz A.2.7. Unter Voraussetzungen von Satz A.2.5 sowie der KREISSschen Bedingung (A.7)

besitzt (A.5) eine eindeutige Lösung u ∈
s
⋂

k=0
Ck([0, T], Hs−k(Ω)).

Bemerkung A.2.8. Alle in diesem Abschnitt formulierten Resultate lassen sich auf den Fall der
zeit- und ortsabhängigen Koeffizientenmatrizen A0, . . . , An, B verallgemeinern (vgl. [75]). M
muss leider konstant bleiben.



Anhang B

Steuerungstheorie in BANACHräumen

Seien X und U BANACHräume. Der lineare Operator A : D(A) ⊂ X → X erzeuge eine C0-
Halbgruppe (S(t))t≥0 auf X. Sei B ∈ L(U, X−1) (s. Definition A.1.17). Wir betrachten das linea-
re unendlichdimensionale Steuerungssystem

yt(t) = Ay(t) + Bu(t) für t ∈ [0, T],

y(0) = y0.
(B.1)

Die folgenden Resultate werden nach [12] und [64] zitiert.

B.1 Steuerungs- und Beobachtungsoperatoren

Definition B.1.1. Der Steuerungsoperator B ∈ L(U, X−1) heißt beschränkt, falls B ∈ L(U, X).
Sonst heißt er unbeschränkt.

Satz B.1.2. Sei u ∈ L2((0, T), U). Dann ist die durch

y : t 7→ S−1(t)y
0 + Ltu

gegebene Funktion y ∈ H1((0, T), X−1) die eindeutige schwache Lösung von (B.1), wobei

Ltu :=
∫ t

0
S−1(t− s)Bu(s)ds,

worin (S−1(t))t≥0 die Erweiterung von (S(t))t≥0 auf X−1 bezeichnet (vgl. Definition A.1.17).

Bemerkung B.1.3. Die Anfangsbedingung ist sogar im Sinne der Einbettung H1((0, T), X−1) →֒
C0([0, T], X−1) erfüllt.

Definition B.1.4. Ein Steuerungsoperator B ∈ L(U, X−1) heißt zulässig für (S(t))t≥0, falls für
y0 ∈ X und u ∈ L2((0, T), U) die schwache Lösung y fast überall nach X abbildet.

Unser nächstes Ziel ist es nun, die zulässigen Steuerungsoperatoren zu charakterisieren.

127
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Bemerkung B.1.5. Definition B.1.4 ist dazu äquivalent, dass der sogenannte Steuerungszu-
standsoperator

LT : U → X−1, u 7→
∫ T

0
S−1(t− s)Bu(s)ds

in L(L2((0, T), U), X) liegt.

Satz B.1.6. Ist B ein zulässiger Steuerungsoperator, so gilt für die Lösung y von (B.1)

y ∈ H1((0, T), X) →֒ C0([0, T], X)

und die Gleichung
yt(t) = Ay(t) + Bu(t) für t ∈ [0, T]

ist un X erfüllt.

Definition B.1.7. Ein linearer Operator A : D(A) ⊂ X → X erzeuge eine C0-Halbgruppe
(S(t))t≥0 auf einem BANACHraum X. Sei Y ein BANACHraum und sei C ∈ L(D(A), Y). Der
Operator C heißt zulässiger Beobachtungsoperator für (S(t))t≥0, falls es eine Konstante CT > 0
so gibt, dass

∫ T

0
‖CS(t)y‖2

Ydt ≤ CT‖y‖2
X

für alle y ∈ D(A) gilt.

Satz B.1.8. Sei X ein reflexiver BANACHraum. Der lineare Operator A : D(A) ⊂ X → X er-
zeuge eine C0-Halbgruppe (S(t))t≥0 auf X. Dann ist B ∈ L(U, X−1) genau dann ein zulässiger
Steuerungsoperator1 für (S(t))t≥0, wenn B∗ ∈ L(D(A∗), U′) ein zulässiger Beobachtungsope-
rator für (S∗(t))t≥0 ist.

Korollar B.1.9. Der zum Lt duale Operator L∗t ist durch

L∗t x = B∗S∗(T − t)x für alle t ∈ [0, T] und x ∈ D(A∗),
L∗t x = B∗ΛS∗(T− t)x für fast alle t ∈ [0, T] und x ∈ X′

gegeben, wobei
B∗Λz = lim

λ→∞
λB∗(λ−A∗)−1z

die LEBESGUEsche Erweiterung von B∗ bezeichnet.

B.2 Steuerbarkeit

Seien X und U BANACHräume. Der lineare Operator A : D(A) ⊂ X → X erzeuge eine C0-
Halbgruppe (S(t))t≥0 auf X und B ∈ L(U, X−1) sei ein zulässiger Steuerungsoperator. Wir
betrachten das Steuerungssystem (B.1).

1Die nachstehenden Resultate gelten auch dann, wenn B kein zulässiger Steuerungsoperator ist. Im diesem Fall
hat man allerdings nur y ∈ H1

(

(0, T), X−1

)

und nicht y ∈ H1
(

(0, T), X
)

.
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Definition B.2.1. Sei T > 0. Das System (B.1) heißt

i) exakt steuerbar bzw.

ii) approximativ steuerbar

zum Zeitpunkt T,

i) falls es für alle y0, yT ∈ X eine Steuerungsfunktion u ∈ L2((0, T), U) so gibt, die Lösung
y ∈ H1((0, T), X−1) von (B.1) zum Anfangswert y0 die Endbedingung y(T) = yT erfüllt
bzw.

ii) falls es für alle y0, yT ∈ X und alle ε > 0 eine Steuerungsfunktion u ∈ L2((0, T), U) so gibt,
dass für die Lösung y ∈ H1((0, T), X−1) von (B.1) zum Anfangswert y0 die Abschätzung
‖y(T)− yT‖X ≤ ε gilt.

Das System (B.1) heißt exakt bzw. approximativ nullsteuerbar, wenn i) bzw. ii) für yT = 0 erfüllt
ist.

Satz B.2.2. Das System (B.1) ist genau dann exakt bzw. approximativ steuerbar zum Zeitpunkt
T > 0, wenn LT : L2((0, T), U)→ X surjektiv ist bzw. imL(T) in X dicht liegt.

Satz B.2.3. Die BANACHräume X und U seien reflexiv. Das System (B.1) ist genau dann

i) exakt steuerbar bzw.

ii) approximativ steuerbar bzw.

iii) exakt nullsteuerbar

zum Zeitpunkt T > 0,

i) wenn es ein CT > 0 so gibt, dass

∫ T

0
‖B∗S∗(t)ψ‖2

Udt ≥ CT‖ψ‖2
X

für alle ψ ∈ D(A∗) gilt, d. h. wenn L∗T nach unten beschränkt ist, bzw.

ii) wenn die Bedingung
B∗S∗(t)ψ = 0 für alle t ∈ [0, T]

die Identiät ψ ≡ 0 für alle ψ ∈ D(A∗) nach sich zieht, d. h. wenn L∗T bijekiv ist, bzw.

iii) wenn es ein CT > 0 so gibt, dass

∫ T

0
‖B∗S∗(t)ψ‖2

Udt ≥ CT‖S∗(T)ψ‖2
X

für alle ψ ∈ D(A∗) gilt, d. h. wenn im S(T) ⊂ imL∗T.



Anhang C

Das Divergenzproblem

Bei zahlreichen Betrachtungen von partiellen Differentialgleichungen, wie etwa bei den NA-
VIER-STOKES-Gleichungen, taucht das sogenannte ,,Divergenzproblem“ auf: Zu einer gegeben
Funktion f bestimme ein Gradientenfeld u, dessen Divergenz mit f übereinstimmt. Nachste-
hend wollen wir einen Lösungszugang zum Divergenzproblem in beschränkten Gebieten nach
[22] vorstellen. Anschließend beschränken wir das Problem auf rotationsfreie Vektorfelder, um
die Eindeutigkeit der Lösung zu gewährleisten.

C.1 Der BOGOWSKIĬ-Operator

Sei Ω ⊂ R
n ein beschränktes Gebiet mit dem LIPSCHITZ-Rand Γ. Seien s ∈ R, p ∈ (1, ∞) und

f ∈W
s,p
0 (Ω). Das Divergenzproblem lautet dann: Bestimme ein u ∈ (W

s+1,p
0 (Ω))n mit

div u = f ,

wobei W
s,p
0 (Ω) für s > 0 der übliche homogene SOBOLEVraum ist. Für nichtpositive Exponen-

ten haben wir
W
−s,p
0 (Ω) = (Ws,q(Ω))′ und W

0,p
0 (Ω) = Lp(Ω)

für s > 0 und 1
p +

1
q = 1.

Bemerkung C.1.1. Die Gleichheit
∫

Ω
f dx =

∫

Γ
u · νdΓ = 0

stellt eine Kompatibilitätsbedingung an f dar: der Mittelwert
∫

Ω
f dx muss verschwinden.

Bemerkung C.1.2. Für n ≥ 2 kann man keine eindeutige Lösbarkeit erwarten: Ist z. B. u eine
Lösung des Divergenzproblems für n = 3, so gilt

div (u + rot ϕ) = div u = f

für alle Testfunktionen ϕ ∈ C∞
0 (Ω), weshalb u + rot ϕ eine weitere Lösung darstellt. Dagegen

gilt für n = 1:

div u = ux = f für x ∈ (0, L),

u(0) = u(L) = 0.

130
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Also ist u : x 7→
∫ x

0 f (ξ)dξ die einzige Lösung.

Wir definieren

Lp(Ω)/{1} =
{

f ∈ Lp(Ω)
∣

∣

∫

Ω
f dx = 0

}

.

Der nachstehende Satz stellt die Existenz eines stetigen Lösungsoperators fest, welcher BO-
GOWSKIĬ-Operator genannt wird.

Satz C.1.3 (BOGOWSKIĬ-Operator). Für s ∈ R, p ∈ (1, ∞) existiert eine lineare Abbildung

B : W
s,p
0 (Ω) ∩

(

Lp(Ω)/{1}
)

−→ (W
s+1,p
0 (Ω))n

so, dass für alle f ∈ W
s,p
0 (Ω)

divB f = f

gilt. Diese Abbildung bildet C∞
0 (Ω) auf (C∞

0 (Ω))n ab und besitzt eine explizite Darstellung in
sternförmigen Gebieten. Für s > −2 + 1

p ist B stetig.

Beweis: Ein Beweis findet sich in [22]. �

C.2 Anwendung auf Rotationsfreie Vektorfelder

Ferner wollen wir uns auf rotationsfreie Vektorfelder im HILBERTraum beschränken. Hierzu
benötigen wir den folgenden in [32] bewiesenen Satz.

Satz C.2.1. Sei Ω ⊂ R
n ein glatt berandetes Gebiet. Dann gibt es für alle u ∈ H1(Ω, R

n) mit
ν⊗ u = u⊗ ν auf ∂Ω die Gleichheit

‖∇u‖2
L2(Ω) = ‖div u‖2

L2(Ω) +
1
2‖∇u− (∇u)′‖2

L2(Ω) + (n− 1)
∫

∂Ω
|u|2HndS, (C.1)

wobei Hn : ∂Ω → R, x 7→ Hn(x) die mittlere Krümmung von ∂Ω bzgl. der äußeren Normalen
bezeichnet. In n = 2, 3 reduziert sich (C.1) zu

‖∇u‖2
L2(Ω) = ‖div u‖2

L2(Ω) + ‖rot u‖2
L2(Ω) + (n− 1)

∫

∂Ω
|u|2HndS, (C.2)

wobei

rot u =





∂x2 u3 − ∂x3 u2

∂x3 u1 − ∂x1
u3

∂x1
u2 − ∂x2 u1



 für d = 3 und rot u = ∂x1
u2 − ∂x2 u1 für d = 2.

Ist u ∈ H1
0(Ω, R

n), so verschwindet jeweils der letzte Term in (C.1) und (C.2) und die Voraus-
setzungen an den Rand entfallen:

‖∇u‖2
L2(Ω) = ‖div u‖2

L2(Ω) + ‖rot u‖2
L2(Ω). (C.3)

Wir definieren den Raum

H1
0,rot (Ω) = {u ∈ (H1

0(Ω))n | ∇u = (∇u)′}
versehen mit dem üblichen Skalarprodukt von (H1

0(Ω))n. Da H1
0,rot (Ω) ein abgeschlossener

Unterraum von (H1
0(Ω))n ist, ist H1

0,rot (Ω) ein HILBERTraum. Dann gilt
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Satz C.2.2. Die Abbildung
div : H1

0,rot (Ω)→ L2(Ω)/{1}
ist ein Isomorphismus mit der Inversen div −1 = Brot

Brot : L2(Ω)/{1} → H1
0,rot (Ω)

im Sinne
divBrot = id L2(Ω)/{1} und Brot div = id H1

0,rot (Ω).

Ferner gibt es ein CB > 0 so, dass

‖Brot f‖(H1(Ω))2 ≤ CBrot
‖ f‖L2(Ω)

für alle f ∈ L2
∗(Ω) gilt.

Beweis: Die Linearität von div ist klar. Zu jedem u ∈ H1
0,rot (Ω) ist div u ∈ L2(Ω) und es gilt

∫

Ω
div udx =

∫

Γ
u · νdΓ = 0,

also div u ∈ L2(Ω)/{1}. Die Stetigkeit ist auch trivial, weil

‖div u‖L2(Ω) ≤ ‖∇u‖L2(Ω) ≤ ‖u‖H1(Ω).

Der Operator div ist injektiv, denn: Seien u1, u2 ∈ H1
0,rot (Ω). Gilt div u1 = div u2, so folgt

0 = ‖div u1 − div u2‖L2(Ω) ≥ ‖∇u1 −∇u2‖L2(Ω) ≥ 1
CP
‖u1 − u2‖L2(Ω),

d. h. u1 = u2.
Um den Operator Brot explizit zu konstruieren, wenden wir uns einem variationellen Zu-

gang zur Konstruktion des BOGOWSKIĬ-Operators zu. Für f , g ∈ L2(Ω)/{1} betrachten wir
das Randwertproblem für ϕ, ψ ∈ H1(Ω)/{1}:

−div (∇ϕ + rot ′ψ) = f in Ω,

−rot (∇ϕ + rot ′ψ) = g in Ω,

ν · (∇ϕ + rot ′ψ) = 0 auf ∂Ω,

ν⊥ · (∇ϕ + rot ′ψ) = 0 auf ∂Ω,

(C.4)

wobei ν⊥ = (ν2,−ν1)
′, rot ′ = (∂x2 ,−∂x1

)′. Wir multiplizieren die linken Seiten der ersten zwei
Gleichungen mit ϕ̃, ψ̃ ∈ H1(Ω)/{1}, addieren sie auf und finden mit partieller Integration
unter Beachtung der Randbedingungen

−
∫

Ω
div (∇ϕ + rot ′ψ)ϕ̃dx−

∫

Ω
rot (∇ϕ + rot ′ψ)ψ̃dx =

∫

Ω
(∇ϕ + rot ′ψ) · (∇ϕ̃ + rot ψ̃)dx

Dies führt zur folgenden Operatorgleichung

A(ϕ, ψ)′ = ( f , g)′ , (C.5)

wobei

A : D(A) ⊂ H → H, (ϕ, ψ)′ 7→
(−div (∇ϕ + rot ′ψ)
−rot (∇ϕ + rot ′ψ)

)
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und

D(A) =
{

(ϕ, ψ)′ ∈ V
∣

∣ es gibt ( f1, f2)
′ ∈ H mit B(ϕ, ψ; ϕ̃, ψ̃) =

∫

Ω
f1 ϕ̃ + f2ψ̃dx

für alle (ϕ̃, ψ̃)′ ∈ V
}

mit der Bilinearform

B : V × V → R, (φ, ψ, φ̃, ψ̃)′ 7→
∫

Ω
(∇ϕ + rot ′ψ) · (∇ϕ̃ + rot ψ̃)dx.

Darin sind

H := (L2(Ω)/{1}) × (L2(Ω)/{1}), V := (H1(Ω)/{1})× (H1(Ω)/{1})

HILBERTräume mit den üblichen Skalarprodukten von L2(Ω)× L2(Ω) bzw. H1(Ω)× H1(Ω).
Da aber A einen nichttrivialen Kern besitzt, betrachten wir den durch die Restriktion von A
auf den abgeschlossenen Untervektorraum

Ṽ = {(ϕ, ψ)′ ∈ V |
∫

Ω
∇ϕ · rot ′ψ̃dx =

∫

Ω
∇ϕ̃ · rot ′ψdx = 0 für alle (ϕ̃, ψ̃)′ ∈ V}

von V gegebenen Operator

Ã : D(Ã) := D(A) ∩ Ṽ ⊂ H → H.

Dann reduziert sich (C.5) zu
Ã(ϕ, ψ)′ = ( f , g)′ . (C.6)

Multipliziert man (C.6) skalar in H mit einem (ϕ̃, ψ̃)′ ∈ Ṽ , so ergibt sich mit partieller Integra-
tion die schwache Formulierung von (C.6): Bestimme ein (ϕ, ψ)′ ∈ Ṽ mit

B(ϕ, ψ; ϕ̂, ψ̂) = F(ϕ̂, ψ̂) für alle (ϕ̂, ψ̂)′ ∈ Ṽ , (C.7)

wobei

B : Ṽ × Ṽ → R, (φ, ψ, φ̂, ψ̂)′ 7→
∫

Ω
(∇ϕ + rot ′ψ) · (∇ϕ̂ + rot ψ̂)dx,

F : Ṽ → R, (φ̂, ψ̂)′ 7→
∫

Ω
ϕ̂ f dx +

∫

Ω
ψ̂gdx.

Die Bilinearform B und das lineare Funktional F sind stetig auf Ṽ × Ṽ bzw. Ṽ . Die Bilinearform
B ist symmetrisch. Wegen der 2. POINCARÉschen Ungleichung gilt

B(ϕ, ψ) = ‖∇ϕ‖2
L2(Ω) + 2〈∇ϕ, rot ′ψ〉+ ‖rot ′ψ‖2

L2(Ω)

= ‖∇ϕ‖2
L2(Ω) + ‖rot ′ψ‖2

L2(Ω) = ‖∇ϕ‖2
L2(Ω) + ‖∇ψ‖2

L2(Ω)

≥ 1
2(1 + 1

CP
)(‖ϕ‖2

H1(Ω) + ‖ψ‖2
H1(Ω)) =

1
2(1 +

1
CP

)‖(ϕ, ψ)′‖2
V =: b‖(ϕ, ψ)′‖2

Ṽ ,

d. h. B ist koerziv. Der Satz von LAX & MILGRAM liefert also die Existenz einer eindeutigen
Lösung (ϕ, ψ)′ ∈ Ṽ von (C.7). Ferner gilt

b‖(ϕ, ψ)′‖2
Ṽ ≤ B(ϕ, ψ) ≤ b

2‖(ϕ, ψ)′‖2
H + 1

2b‖( f , g)′‖2
H ≤ b

2‖(ϕ, ψ)′‖2
Ṽ +

1
2b‖( f , g)′‖2

H,
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d. h.
‖(ϕ, ψ)′‖2

Ṽ ≤ 1
b‖( f , g)′‖2

H.

Unter Benutzung der Tatsache

div rot ′ϕ = 0, rot∇ϕ = 0 usw. in (C∞
0 (Ω))′

und der Definition von V bekommen wir
∫

Γ
νϕ · ˆrot

′
ψdx =

∫

Ω
∇ϕ · rot ′ψ̂dx = 0,

∫

Γ
ν⊥ψ · ∇ϕ̂dΓ =

∫

Γ
rot ′ψ · ∇ϕ̂dx = 0 usw.

für alle (ϕ, ψ)′ ∈ Ṽ und (ϕ̂, ψ̂)′ ∈ V . Damit folgt

−
∫

Ω
div (∇ϕ+rot ′ψ)ϕ̂ + rot (∇ϕ + rot ′ψ)ψ̂dx

=B(ϕ, ψ; ϕ̂, ψ̂)−
∫

Γ
ν · (∇ϕ + rot ′ψ)ϕ̂ + ν⊥ · (∇ϕ + rot ′ψ)ϕ̂dΓ

für alle (ϕ̂, ψ̂)′ ∈ V sowie die Lösung (ϕ, ψ)′ ∈ Ṽ von (C.7). Also ist (ϕ, ψ)′ ∈ D(Ã). Somit
haben wir gezeigt, dass Ã invertierbar ist und dass die Inverse Ã−1 : H → D(Ã) stetig ist:

‖Ã−1( f , g)′‖V ≤ 1
b‖( f , g)′‖2

H

Sei f ∈ L2(Ω)/{1}. Wir definieren (φ, ψ) := Ã−1( f , 0)′, u := ∇ϕ+ rot ′ψ und erhalten nach
Konstruktion

div u = △ϕ = f in Ω,

rot u = rot 0 = 0 in Ω,

u = ∇ϕ + rot ψ = 0 auf ∂Ω,

(C.8)

d. h. u ∈ H1
rot (Ω) mit div u = f . Damit existiert eine stetige Inverse

Brot : L2(Ω)/{1} → H1
0,rot (Ω), f 7→ u

von div mit

‖Brot f‖(H1(Ω))2 = ‖Brot f‖2
(L2(Ω))2 + ‖∇Brot f‖2

(L2(Ω))2×2

= ‖∇ϕ + rot ′ψ‖2
(L2(Ω))2 + ‖divBrot f‖2

L2(Ω)

≤ 2‖∇ϕ‖2
(L2(Ω))2 + 2‖rot ′ψ‖2

(L2(Ω))2 + ‖ f‖2
L2(Ω)

≤ ( 2
b + 1)‖ f‖2

L2(Ω) =: CBrot
‖ f‖L2(Ω).

Damit folgt die Behauptung. �

Korollar C.2.3. Brot lässt sich zu einem stetigen linearen Operator

Brot : (H1(Ω))′ → (L2(Ω))2

fortsetzen.
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Beweis: Aufgrund der Koerzitivät der Bilinearform B ist der im Beweis von Satz C.2.2 definier-
te Operator Ã strikt positiv. Nach [83], Section 3.4 kann man die Wurzeln

Ã−1/2 ∈ L(H,H) und Ã1/2 : D(A1/2) := imA−1/2 → H

aus Ã−1 bzw. Ã definieren. Desweiteren existiert eine stetige Fortsetzung von A−1

Ã−1 ∈ L(D(Ã−1/2), D(Ã1/2)),

wobei D(Ã−1/2) = D(Ã1/2)′. Damit stellt

B̃rot : D(Ã−1/2)→ (L2(Ω))2, f 7→ ∇ϕ + rot ′ψ mit (ϕ, ψ)′ := Ã−1( f , 0)′ ∈ Ṽ

eine stetige Fortsetzung von Brot auf D(Ã−1/2) dar. Weil (H1(Ω))′ ⊂ D(Ã−1/2) und die Nor-
men von (H1(Ω))′ und D(Ã−1/2) äquivalent sind, folgt die Behauptung (vgl. auch [7], [22]). �

Es sei nun u ∈ (H1(Ω))2 ein Vektorfeld mit u · ν = 0 auf Γ. Im Allgemeinen ist

Brot div u = u

leider nicht gültig, denn u muss nicht zwingend in H1
0,rot (Ω) liegen. Dafür gilt aber der folgen-

de

Satz C.2.4. Sei u ∈ H1(Ω) mit u · ν = 0 auf Γ. Dann gibt es ein C′Brot
> 0 so, dass

‖Brot div u‖L2(Ω) ≤ C′Brot
‖u‖(L2(Ω))2.

Beweis: Wir schätzen ab

‖Brot div u‖(L2(Ω))2 ≤ CBrot
‖div u‖H−1(Ω).

Ferner gilt
∫

Ω
div u f dx = −

∫

Ω
u∇ f dx +

∫

∂Ω
u · ν f dΓ = −

∫

Ω
u∇ f dx (C.9)

für alle f ∈ H1(Ω), woraus sich

‖div u‖H−1(Ω) = sup
‖ f ‖

H1(Ω)
=1

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
div u f dx

∣

∣

∣

∣

= sup
‖ f ‖

H1(Ω)
=1

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
u∇ f dx

∣

∣

∣

∣

≤ sup
‖ f ‖

H1(Ω)
=1

‖u‖(L2(Ω))2‖ f‖H1(Ω) = ‖u‖(L2(Ω))2

ergibt. Daraus schließen wir

‖Brot div u‖Lp(Ω) ≤ C′Brot
‖u‖Lp(Ω) für alle u ∈ H1(Ω), (C.10)

wobei C′Brot
= CBrot

. �
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l’Académie des Sciences Paris, 302, pp. 471–475

[51] Lions, J. L. (1988): Exact Controllability, Stabilization and Perturbation for Distributes Systems,
John von Neumann Lecture, Boston, MA, July 1986, SIAM Review, March 1988

[52] Liu, Z., Zheng, S. (1999): Semigroups associatd with dissipative systems, π Research Notes
Math. 398, Chapman & Hall/CRC, Boca Raton
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mathématiques pures et apliquées, 74, pp. 303–346.

[89] Zuazua, E. (2006), Controllability and Observability of Partial Differential Equations: Some re-
sults and open problems, In Handbook of Differential Equations: Evolutionary Differential
Equations, vol. 3, Dafermos, C., Feireisl, E., eds., Elsevier Science


	Inhaltsverzeichnis
	Einleitung
	Thermoelastizitätstheorie
	Kinematische Grundlagen
	Deformationsvorgang
	Polare Zerlegung des Deformationsgradienten
	Verzerrungsmaße und Verzerrungstensoren
	Verzerrungsrate

	Statische Grundlagen
	Cauchyscher Spannungstensor
	1. und 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

	Bilanzgleichungen
	Massenbilanz
	Impulsbilanz
	Drehimpulsbilanz
	Mechanische Energiebilanz
	Energieerhaltung
	Thermische Energie

	Stoffgleichungen
	Elastizität
	Elastizitätstensor
	Isotropie
	Hookesches Gesetz
	Thermoelastizität
	Cattaneosches Gesetz

	Modellierung von Platten
	Bewegungsgleichungen für den elastischen Anteil
	Wärmeleitung in dünnen Platten
	Zusammenfassung und Linearisierung


	Existenz und Stabilität im Linearen
	Reissner-Mindlin-Gleichungen
	Wohlgestelltheit
	Exponentielle Stabilität bzw. deren Fehlen
	Exponentielle Stabilität – Vollgedämpftes System
	Exponentielle Stabilität – Gedämpfte Biegung, Rotationsfreiheit

	Gleichungen für thermoelastische Dehnungen
	Wohlgestelltheit
	Exponentielle Stabilität bzw. deren Fehlen


	Existenz und Stabilität im Nichtlinearen
	Ein Lokaler Existenzsatz
	Globale Existenz und Exponentielle Stabilität

	Exakte Randsteuerbarkeit im Linearen
	Formulierung und Reduktion
	Lösbarkeit des Inhomogenen Problems
	Exakte Steuerbarkeit
	Eine Energieabschätzung
	Beobachtbarkeitsungleichung und Exakte Steuerbarkeit

	Dissipationsfreie Platten

	Evolutionsgleichungen
	Operatorhalbgruppen und Lineare Cauchy-Probleme
	Stark Stetige Halbgruppen
	Homogene Cauchy-Probleme
	Inhmogene Cauchy-Probleme

	Quasilineare Symmetrisch-Hyperbolische Systeme

	Steuerungstheorie in Banachräumen
	Steuerungs- und Beobachtungsoperatoren
	Steuerbarkeit

	Das Divergenzproblem
	Der Bogowskii-Operator
	Anwendung auf Rotationsfreie Vektorfelder

	Literaturverzeichnis

	Text1: Konstanzer Online-Publikations-System (KOPS)
URL: http://nbn-resolving.de/urn:nbn:de:bsz:352-241084


