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Einleitung

Wir betrachten ein elastisches Medium € im Ganzraumfall = R3, welches durch die folgende
partielle Differenzialgleichung modelliert wird:

MUtt — Fu=0.

Dabei beschreibt u = wu(t,z) € R® (x € R? t > 0) den
Verschiebungsvektor bzgl. einer Referenzkonfiguration, d.h. ist
U = U(t,z) € R? die tatsiichliche Position eines Punktes
r = U(0,r) € R® zur Zeit t > 0, dann besteht der Zusam-
menhang

Ut,z) =z +u(t,z).

M = M(z) € R®*3 bezeichnet die symmetrische und gleichmiifig in z positiv definite Massema-
trix und E den Elastizitatsoperator.

Ist das Medium zuséatzlich warmeleitend, so koppeln wir Gleichung (0.1) mit der Warmeleitungs-
gleichung

chy — V'KV = 0. (0.2)

Hierbei beschreibt 6 = 0(t,x) € R die Temperaturdifferenz zu einer festen Referenztemperatur
To € R, d.h. die absolute Temperatur 7' = T'(t,z) € R zur Zeit ¢t im Punkt x ist gegeben durch

T(t,x) =Ty + 0(t, ).

K = K(x) € R3*3 bezeichnet den symmetrischen und gleichmiifig in = positiv definiten Wir-
meleitfahigkeitstensor und ¢ = ¢(z) > ¢; > 0 die spezifische Wérme.

Elastizitat und Warmeleitung werden schon lange intensiv studiert: Bereits 1675 stellte der engli-
sche Naturwissenschaftler Robert Hooke fest, dass sich die Auslenkung eines elastischen Korpers
proportional zur auf ihn wirkenden Kraft verhélt: Ut tensio, sic vis; zusammen mit dem beriithm-
ten Bewegungsgesetz von Isaac Newton, das dieser 1687 in seiner Arbeit Philosophice Naturalis
Principia Mathematica verdffentlichte, ergibt sich Gleichung (0.1). Die Warmeleitungsgleichung
(0.2) formulierte Jean-Baptiste Fourier 1822 in seiner Arbeit Théorie analytique de la chaleur, in
der er auch einen Losungsansatz mittels Fourierreihen gab. Entsprechend liegen fiir diese beiden
Differenzialgleichungen inzwischen zahlreiche Resultate vor; viele Fragen nach der Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen und deren asymptotisches Verhalten konnten beantwortet werden.
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Wirken auf einen Korper allerdings Elongations- und thermische Kréfte zugleich, dann kommt
es zu Uberlagerungseffekten: Bei der Auslenkung kann sich der Korper erwirmen, gleichzeitig
andern sich bei Erhitzung in der Regel die elastischen Eigenschaften.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass unser Medium €2 homogen und isotrop ist, d.h. Masse,
Warmeleitfahigkeit und spezifische Warme héngen nicht vom betrachteten Ort = € € ab und auch
die elastischen Eigenschaften von € sind unabhéngig von Position und Richtung der Auslenkung.
Der Elastizitatsoperator £/ hat dann die Gestalt

Eu = pAu+ A+ p)VV'u; ((-) die Transponierte)

treffen wir zusétzlich ohne Einschrankung die vereinfachenden Annahmen K = sxId, M = mld
mit konstanten Koeffizienten s, m > 0 und Identititsmatrix Id € R3*3 und fithren wir fiir die
Koppelung Koeflizienten v, > 0 ein, dann lésst sich das gekoppelte System modellieren durch

{ muy — pAu — (p+ A)VV'u++4V0 = 0 (0.3)

cly — xAO+6V'u, = 0.

Da dieses System aus einer hyperbolischen und einer parabolischen Gleichung entstanden ist,
stellt sich die Frage, ob das Langzeitverhalten der Elastizititsgleichung oder das der Warmelei-
tungsgleichung die Asymptotik des gekoppelten Systems dominiert.

Ein Nachteil dieser Modellierung ist die unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit der Warme, die
bei Verwendung von Fouriers Wérmeleitungsgesetz

chy+V'qg = 0

cly — xAO =0 bzw. { g+ 2V0 = 0

auftritt. Dies lésst sich korrigieren, indem man statt dessen den Warmefluss ¢ mit Cattaneos
Gesetz
Toqt+q+%V9 = 0

modelliert. Wir fithren dazu in Fouriers Modell fiir den Warmefluss einen zeitlichen (kleinen)
Relaxationsparameter 7y > 0 ein:

q(to+1t) +2VO(t) =0

und fithren eine lineare Taylorentwicklung durch. Diese Verzogerung fiihrt dann zu einer endlichen
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Warme; man spricht vom ,second sound“-Effekt.

Wir erhalten so die hyperbolischen Thermoelastizititsgleichungen

muy — pAu — A+ p)VV'u+~4Ve = 0
ey +pV'qg+ oV =
Togt +q+ »VO = 0

o

(0.4)

(hier mit p = 1).

Nimmt man noch den Einfluss eines Magnetfeldes h = h(t,z) € R3 hinzu, das sich auf die
Auslenkung des Mediums auswirkt, so erhdlt man die Magneto-Thermo-Elastizitatsgleichungen
mit ,second sound”

muy — pAu — (A + p)VV'u 41V — a(V x h) x H
hi — V'AVh — BV x (u; x H)

cby + pV'q + 0V uy

T0qt +q + »Vo =

I
o O O O
—
)
ot
~—



8 Einleitung

mit konstanten Koeffizienten «, G > 0, H= (Hy, Hy, H3)' € R3 und symmetrischem, gleichméfig
in z positiv definitem A = A(x) € R3*3, das wir hier als A = Id annehmen.

Zusétzlich geben wir noch die folgenden Anfangsbedingungen vor:

(u,u)(0,2) = (uo, ur)(2); h(0,z) = ho(x);

0(0,z) = 6p(x); q(0,z2) = qo(x).

Im ersten Kapitel wird das System der Magneto-Thermo-FElastizitdtsgleichungen mit ,second

sound“ aus den physikalischen Grundgleichungen der Elektrodynamik und der Thermodynamik

sowie den Elastizitdtsgesetzen hergeleitet, insbesondere interessieren wir uns hier fiir die Entste-
hung der Koppelungsterme und die Linearisierung der urspriinglich nichtlinearen Gleichungen.

(0.6)

In Kapitel zwei wird mit Hilfe der Theorie der Operatorhalbgruppen gezeigt, dass das Anfangs-
wertproblem (0.5), (0.6) wohlgestellt ist. Wir bringen das System dazu auf die Form

Vi+AV = 0
V() = W

fiir einen geeigneten Operator A : D(A) C L2(R?) — £2(R?) und zeigen mit dem Satz von
Hille & Yosida, dass A eine Co-Kontraktionshalbgruppe auf £2(R?) erzeugt. Dies liefert uns zu
Anfangsdaten Vj aus dem Definitionsbereich D(A) des Differenzialoperators die Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen V in der Funktionsklasse C°(]0, 00), D(A)) N C([0,00), L2(R?)), die
sich schreiben lassen als
V(t) = V5.

Mit (e'4);>0 bezeichnen wir dabei die von A erzeugte Co-Halbgruppe e : ¢ — L(L£2(R?)) und
mit Ly(£%(R3)) den Raum der linearen, stetigen Operatoren auf £2(R3).

Im dritten Kapitel wird nachgewiesen, dass die Energie der Magneto-Thermo-Elastizitéts-
gleichungen mit ,second sound®,

1 « T
et =5 | (W VU + o+ NI + SR+ 2o + jf;rq\?) (o) do,  (0.7)
]R3

polynomial abklingt, wenn die Anfangsdaten geeignete Eigenschaften aufweisen.

In Kapitel vier wird ein energetischer Vergleich zwischen der Energie des klassischen Systems
£Y und der des ,second sound“-Systems €7 durchgefiihrt. Zunichst erhalten wir elementar eine
Abschétzung der Form

3C>0:Vt>0:E7(t) - E%t) < Crd.
Mit Hilfe der in [Ir1] eingefiihrten Methoden lésst sich dieses Resultat verfeinern: Wir werden
die Konstante C' (in Abhéngigkeit der Koeffizienten und Anfangsdaten) explizit angeben und die
zeitliche Entwicklung der Differenz untersuchen. Wir erhalten den Zusammenhang

Vi 0 E7(t) - €°0) < ErtES ),

wobei EY = E9(E9(t),EJ(t),t) eine Funktion in den Energietermen zweiter und dritter Stufe des
klassischen Systems (und in t) ist.

In den Kapiteln fiinf und sechs werden variierte Modelle der Magneto-Thermo-Elastizitét
betrachtet: Wir zeigen Probleme auf, die entstehen, wenn wir zur Modellierung des stationéren
Magnetfeldes H einen allgemeineren Vektor verwenden als bisher, und wir untersuchen das Ab-
klingverhalten des ,rein hyperbolischen Systems, d.h. wir studieren die asymptotische Entwick-
lung des Systems, das entsteht, wenn wir auch das Magnetfeld h relaxieren.

Im siebten und achten Kapitel wird ndher auf die Forderungen eingegangen, die in den einzel-
nen Modellen an die Anfangsdaten gestellt wurden, um polynomiales Abklingen zu gewéhrleisten.



Notationen

Samtliche in dieser Arbeit benutzten Bezeichnungen werden im entsprechenden Kapitel einge-
fiihrt; an dieser Stelle soll dennoch einen Uberblick iiber die am hiufigsten gebrauchten Notatio-
nen gegeben werden.

Mit (u, h,6,q) oder auch (u™,h7,07,q") bezeichnen wir den Losungsvektor des Systems der
Magneto-Thermo-Elastizitatsgleichungen mit ,second sound“, bestehend aus Position, Magnet-
feld, Temperatur und Warmefluss, zu einem Relaxationsparameter 79. (v, w,d,r) := (4, h, é,cj)
schreiben wir fiir die zugehorige Fourier-Transformierte.

Den zugehérigen Energieterm j-ter Stufe notieren wir mit

. . 1 . A A
() = &t = 2(!8§vt\2+mflz\6§v!2+<u+A)<§-8iv)2
#5100l + Jiefop + TN ok ) 1),

wobei (+)¢ 1= 0y := % die Zeitableitung ist.
Die Energie j-ter Stufe des Systems ist dann &;(t) := 7 (t) := [ E;(t, ) de.
R3
Analog bezeichnen wir die entsprechenden GroRen fiir das klassische System mit (u”, h°, 6°) bzw.
(v°, w?,¥9°) und EJQ, EJQ.

Fir die Lésungskomponenten des klassischen und des ,second sound“-Modells der Thermoelasti-
zitéit schreiben wir (4%, %) bzw. (a@”,67,q"); Entsprechendes gilt fiir die Fourier-Transformierten
und die Energien.

Die Differenz zwischen klassischer und relaxierter Losung notieren wir mit (ud, k4,69, ¢9) bzw.
(a4, hd, 04, ¢4) us.w..

Mit £2() bezeichnen wir den Raum der quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf
Q; Entsprechendes gilt fiir £P(Q2) mit p € [1,00) und fiir £>2(Q). Fir p € [1,00] und k € N ist
WFP(Q) der LP-Sobolevraum k-ter Ordnung.

Die Definitionen der benutzten Lebesguerdume, schwachen Ableitungen und Sobolevradume fin-
den sich im Standardwerk , Sobolev Spaces* von R. Adams und J. Fournier, [Ad|.



Was bisher geschah

In diesem Abschnitt werden wesentliche Resultate iiber die Wohlgestelltheit und das asymp-
totische Verhalten von Gleichungen aus den Bereichen der Magneto-Elastizitéit, der Thermo-
Elastizitdt und der Magneto-Thermo-Elastizitdt zusammengefasst. Anschliefend wird der in
[Mul] dargelegte Beweis fiir polynomiale Abklingraten der Energie der klassischen Magneto-
Thermo-Elastizitéatsgleichungen bei geeigneten Daten skizziert.

Magneto-Elastizitdt und Magneto-Thermo-Elastizitét.

In den frithen 1960ern wurde begonnen, die Wechselwirkungen zwischen der mechanischen De-
formation eines elastischen Korpers und einem ihn umgebenden Magnetfeld zu untersuchen. So
beriicksichtigte Cagniard [Ca] das Erdmagnetfeld bei der Modellierung seismischer Wellen vom
Erdmantel zum Kern, um spezielle Phénomene der Geophysik zu erklaren. Fiir spezielle Gebiete
wurden Losungsverfahren entwickelt — Knopoff [Kn| konnte magneto-elastische, ebene Wellen
in einem unendlichen Medium in zwei unabhingige Wellengleichungen entkoppeln, Paria [Pa2]
wendete fiir unendliche Gebiete mit einem zylinderférmigen Loch Methoden aus der Elastizitéts-
theorie an, um Losungsdarstellungen zu erhalten. In [Pal] findet sich ein ausfiihrlicher Uberblick
iiber den Forschungsstand bis 1967 und die speziellen Probleme, die sich bei Beriicksichtigung
magnetischer und auch thermischer Einfliisse auf elastische Medien ergeben.

Bakshi [Ba| leitete fiir Magneto-Thermo-Elastizitatsgleichungen bei eindimensionalen Medien
mittels Laplace-Transformation Losungsdarstellungen her und gab in Spezialfillen auch die riick-
transformierten Losungen an. Roy-Choufthuri und Chatterjee (Roy) erweiterten das Modell aber-
mals, indem sie durch eine Relaxation die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wérme
bertiicksichtigten. Der thermische Einfluss auf das Medium wurde hier in Form einer Schockwel-
le im eindimensionalen Halbraum modelliert. Neben Losungsdarstellungen — wiederum mittels
Laplace-Transformation — wurden numerische Ergebnisse prisentiert, die ein polynomiales Ab-
klingen des Spannungstensors suggerieren.

Asymptotik in der Thermo-Elastizitidt und Magneto-Elastizitét.

Um die Jahrtausendwende riickte die Analyse des Langzeitverhaltens von Losungen verschiede-
ner Elastizitdtsmodelle in den Vordergrund. In [Ral| werden die klassischen Thermoelastizitats-
gleichungen (d.h. unter Verwendung von Fouriers Gesetz) und die hyperbolischen Thermoelas-
tizitdtsgleichungen, bei denen der ,second sound“-Effekt auftritt, ausfiihrlich diskutiert und es
werden Vergleiche zwischen den beiden Modelltypen gezogen.
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Mittels Halbgruppentheorie wird gezeigt, dass die Anfangswertprobleme wohlgestellt sind, an-
schlieffend wird das asymptotische Verhalten der Losungen mit Energiemethoden studiert.

Es wird bewiesen, dass im Eindimensionalen das Langzeitverhalten von Losungen V' = (ug, uy, 6)
des klassischen Systems durch den Einfluss der Warmeleitungsgleichung dominiert wird; mittels
Fourier-Transformation erhédlt man zunéchst punktweise exponenzielles Abklingen der transfor-
mierten Losung V:

Jer,00 > 0:9E >0, £ R [V(1,6))2 < cre2kUED (0, )2 (0.8)
mit | ’2
13
k = .
(€)= 5 T

Daraus ergeben sich polynomiale Abklingraten fiir die £>°-Norm der Losung, sofern die Anfangs-
daten geniigend Regularitéit besitzen, wie in [Zh| gezeigt wird.

Im Dreidimensionalen dagegen dominiert der hyperbolische Anteil des Systems. Durch orthogo-
nale Zerlegung des Grundraumes lésst sich der Verschiebungsvektor u hier schreiben als Summe
einer rotationsfreien Funktion uP° und einer divergenzfreien Funktion ©*° — man erhélt so zwei
unabhéingige Systeme

po o
Uiy _(2M+)‘)Aup +’yV0 =0 SO __ SO _
0, — A0 + 5V'UP° = 0 | {“tt “@“30 ~ 8
Vxu® = 0 v =

Der potenzielle Anteil ©P° klingt dann wie eine Losung der Warmeleitungsgleichung ab, der sole-
noidale Anteil u%° verhéalt sich wie eine Losung der Wellengleichung. Mit Methoden der Fourier-
Analysis wird nachgewiesen, dass die Losung V = (SDu,uy,0) des urspriinglichen Problems
ebenfalls in der £°°-Norm polynomial abklingt:

VOl < e+ )T [V Ot (hier: n = 3)

Im R! fiihrt die Zerlegung in rotations- und divergenzfreie Felder dabei gerade dazu, dass der
solenoidale Anteil V° = (SDu*°, uj°, 0)’ stets die Nullfunktion ist.

In der £2-Norm ist allerdings im Allgemeinen kein Abklingen zu erwarten: Bestehen die Anfangs-
daten nur aus einem solenoidalen Anteil V0 = V9%° dann ist die £2-Norm der Losung invariant
unter der Evolution des Systems. Ist V9 = V0P° dagegen ein Element des rotationsfreien Un-
terraums von £2, dann besteht fiir die Losung V die Abschitzung (0.8) und auch die £2-Norm
der Losung V' klingt (mit unbekannter Rate) ab. Mehr noch: Erfiillen die Daten eine geeignete
Integrierbarkeitsbedingung, genauer:

1 ¥ 2
R[ el VOO de < oo,

dann klingt ||V (¢)||z2 flir ¢ — oo polynomial mit Rate m ab.

Beim ,second sound“-Modell fithrt die Zerlegung des Grundraumes zu den beiden unabhéngigen
Systemen

uby — (2 + N AuP + 4Vl =
100: +YV'q + 6V'ul®

qt +q+ %V

V x uP® =

Viu® = 0

o O O O

{ uyy — pAu® = 0
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Qualitativ erhélt man die gleichen Resultate wie fiir das klassische Modell; insbesondere klingt
auch hier die Losung V' in der £°°-Norm polynomial ab, wobei die hierfiir erforderliche Regula-
ritdt der Daten und die Abklingrate wie iiblich von der Raumdimension abhéngen.

Munoz Rivera und Racke zeigen aufserdem, dass sowohl Losungen der magneto-elastischen Glei-
chungen im Fall eines beschrinkten R2-Gebiets vom ,Rechteck-Typ* polynomial stabil sind [Mu2]
als auch Losungen der klassischen magneto-thermo-elastischen Gleichungen im Ganzraumfall R?
[Mul]. Es stellt sich die Frage, ob sich dieses asymptotische Verhalten auf das zugehéorige hyper-
bolische Modell vererbt oder ob der Einfluss des Magnetfeldes die Stabilitét des thermoelastischen
Systems zerstort.

Polynomiale Stabilitit der klassischen Magneto-Thermo-Elastizititsgleichungen im
Ganzraumfall.

In [Mul| wird gezeigt, dass auch die Losung der klassischen Magneto-Thermo-Elastizitdts-
gleichungen polynomial abklingt, falls die Anfangsdaten eine spezielle Eigenschaften aufweisen:

Sarz 0.1 (Munoz Rivera & Racke, 2001) Seien 19 = 0 und m € Ny beliebig.
Erfiillen die Fourier-transformierten Anfangsdaten (ig, Gy, h,0) des Problems (0.5), (0.6)

K(8) 20
R/dk(g)mé' (0,£) d¢ < o0

&3

= 2
(&7 +&3)21EP (1 + ¢ k(€)== 1+ €]

k(€)=

und Anfangsenergie

A 1 . N N o~ YA
£000.6) = 3 (Iinf + WePlaof + G+ (€ - 20 + ol + Tl ) (6
dann gilt fir die zur Losung (u, h,0) assoziierte Energie

1) = /@m@df
RS

1
- 2/(mﬁ+mvw%uu+MVMP+ng+ymﬁ@wwm:
R3

EY fillt fiir t — oo polynomial mit Rate m, kurz: E9(t) = O(t™™).

Dazu werden die Gleichungen (0.5) zunéchst Fourier-transformiert, was fiir jede Belegung der
transformierten Ortsvariablen x — & ein System gewo6hnlicher Differenzialgleichungen in der Zeit
t liefert. Anschliefend wird mit der Multiplikatormethode ein Lyapunov-Funktional £ = L(¢, &)
konstruiert, das dquivalent zu E0 ist, d.h. es gibt Konstanten dy,ds > 0, so dass fiir alle ¢t > 0
und alle ¢ € R? gilt:

50 ﬁ 50

€17

B OR®
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und das fiir alle t > 0, ¢ € R3 die folgende Abschitzung erfiillt:

d

T L(8.€) < —dk(€)L(0,8).

Mit dem auch im Folgenden immer wieder benutzten

LEMMA 0.2 (Gronwall, 1919) Seien f € C°([0, 00), R)NC((0,00),R) und g € C°([0, 00), R).

Dann gilt:

Vt>0: %u(t) < g(t)u(t) = Vit >0:u(t) <u(0)exp (/g(r) d7'>.
0

folgt dann: £(-, &) fillt fiir jedes & € R3 exponenziell in ¢:
L(t,€) < L(0,&)e N,
Fiir £9(-, €) bedeutet dies:
£9(t,€) < T2E0(0, nle)e MO
1

Schlieflich folgt aus der elementaren Abschétzung

t
¥m e No: 3e(m) >0: V>0, Ve € R? : / k()T
0

IN

dass die Energie £°(¢) polynomial mit Rate m abklingt, sofern das folgende Integral einen end-

lichen Wert annimmt: (5)
n %0 d€.

Wir {ibertragen dieses Ergebnis fiir die klassischen Magneto-Thermo-Elastizitétsgleichungen auf
das entsprechende System mit ,second sound*.

Jiingere Resultate.

Inzwischen ist die numerische Riicktransformation von mittels Laplace-Transformation berechne-
ten Losungen technisch effizient zu bewerkstelligen [Ez|. Dabei konnen allerdings entscheidende
Phénomene wie Spriinge verloren gehen. In [Ti| werden die Magneto-Thermo-Elastizitatsglei-
chungen unter den gleichen Voraussetzungen daher mittels der Methode der Finiten Elemente
numerisch gelost und ein in diesem Fall sprungartiges Abfallen der Temperatur nachgewiesen.

Mit der Methode der Finiten Elemente 16st Doll [Do| auch ein nichtlineares System von Magneto-
Thermo-Elastizititsgleichungen im R? und weist unter vereinfachenden Annahmen ein schwaches
asymptotisches Verhalten der Losung nach — wir gehen am Schluss nidher darauf ein.

Auch lineare Modelle, die weitere Effekte beriicksichtigen wie Elektro-Magneto-Thermo-Elastizi-
tat |El] und Elektro-Magneto-Thermo-Visko-Elastizitét [Ro2| werden derzeit analytisch und nu-
merisch untersucht.



Die Gleichungen der
Magneto-Thermo-Elastizitat

mit ,second sound



1 Physikalische Herleitung der Gleichungen

Gleichungen des elektromagnetischen Feldes

Die Erzeugung und zeitliche Entwicklung elektrischer und magnetischer Felder wird beschrieben
durch vier physikalische Gesetze:

(1) das Gesetz von Gaufs fiir elektrische Felder:
divD = p,
wobei D die elektrische Flussdichte und p die Ladungsdichte bezeichnen;
(2) das Gesetz von Gauf fiir magnetische Felder:
divB =0,

wobei B die magnetische Flussdichte bezeichnet;

(3) das Induktionsgesetz von Faraday:
VXxE= —Bt,

wobei E die elektrische Feldstérke ist, und
(4) das Stromungsgesetz von Ampére & Maxwell:

VxH=J+Dy,

wobei H=H(Hg,h) die (totale) magnetische Feldstérke, bestehend aus dem priméren Feld Hy
und dem induzierten Feld h, und J die Stromdichte beschreiben.

Zusammen bilden diese vier Erhaltungsgesetze die Maxwellschen Gleichungen. Weiter besteht
zwischen den Feldstirken E, H und den Flussdichten D, B der Zusammenhang

fiir gewisse Bijektionen €, u, die wir hier als € = €g- und p = py- mit €g, g > 0 annehmen
wollen. €y wird als ,,Dielektrizitat” bezeichnet und pg als ,Permeabilitat®.
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Vernachldssigen wir die Ladungsdichte p, d.h. nehmen wir an, dass auch D divergenzfrei ist, dann
erhalten wir

AE = -Vx(VxE) = VxB
= wVxH = w(Ji+Dy) = noli+ eoroEy
sowie
AH = -Vx(VxH) = —-Vx(J+Dy
= —-VX (J + €0Et) = —VxJ+eBy = —V xJ+ eguoHy.

Aus den Maxwell-Gleichungen lésst sich also das System der elektromagnetischen Feldglei-
chungen deduzieren:

{AE = no(Ji + €oEwn); (1.1)

AH eguoHy — V x J

Elastizitatsgleichungen

Das Hookesche Gesetz besagt, dass sich ein elastischer Festkorper proportional im Verhéltnis
zu der Kraft, die auf ihn wirkt, dehnt.

Zwischen dem Spannungstensor T und dem Verzerrungstensor e besteht damit der Zusammen-
hang

3
Tij = D SijkiCki; (1.2)

k=1

wobei die Elastizitatskoeffizienten gegeben sind durch die Matrix

S1111 S1122 81133 S1123  S1131  S1112
S2211 52222 S2233 52223 52213 52212
g — S3311 53322 83333 S3323 S3313 53312
S2311 52322 S2333 52323 52313 52312
S1311 S1322 81333 S1323 S1313 S1312
S1211 S1222 S1233 S1223 S1213  S1212

fiir welche die folgenden Symmetrien gelten:
Sijkl = Sklij = Sjikl-

Bezeichnet u den elastischen Verschiebungsvektor, dann besitzt e die Darstellung

1/ 0 0

Nehmen wir zusétzlich an, dass der elastische Korper isotrop ist, d.h. die Auslenkung soll nicht

von der Ausrichtung des Korpers abhingen, dann existieren u,A > 0 (die Lamé-Elastizitéts-
konstanten), so dass

2u+A A A

2+ A A

: +

S

. E oo o
. E oo oo
T oococoo
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Das Hookesche Gesetz liest sich dann wie folgt:
Tij = 2ue;; +Aspure - dyj, (1.4)

wobei d;; das Kronecker-Delta bezeichnet. Einsetzen in das Bewegungsgesetz von Newton
SN
E 5Ty +F = Mutt (15)
— 81/‘]'

ergibt die Elastizitatsgleichungen
Muy — pAu — (p+A)Vdivae = F (1.6)

mit Massematrix M und Kraft F des Korpers (jeweils pro Volumeneinheit).

Magneto-Elastizitatsgleichungen

Wenn ein stromleitender, elastischer Korper in einem variierenden Magnetfeld eine mechanische
Ladung erfdhrt, gelten die Gesetze von Hooke und Maxwell weiterhin; zusétzlich kommt es zu
Uberlagerungseffekten.

Durch das elektromagnetische Feld tritt eine zusétzliche Kraft auf, welche die elastische Aus-
lenkung des Korpers beinflusst: Die Lorentzsche Tragheitskraft. Das Bewegungsgesetz (1.5)
liest sich dann als

3
Z aa +(JxB)+pE+F = Muy, (1.7)

woraus sich im isotropen Fall mit dem Hookeschen Gesetz (1.4) die Elastizitatsgleichung
Muy — pAu— (p+A)Vdivae = (JxB)+pE+F (1.8)

ergibt: Die vom Magnetfeld B induzierte Ladung J bremst die Bewegung des Leiters und auch
die Ladungsdichte p verursacht eine zusétzliche Kraft in der Bewegungsgleichung.

Umgekehrt besagt das folgende Ohmsche Gesetz, wie das elektromagnetische Feld das elasti-
sche Feld beeinflusst:

J = o(E+u xB)+pu. (1.9)

0 bezeichnet hierbei die elektrische Leitfahigkeit. Die Ladungsverteilung héngt also auch von der
elastischen Deformation ab.

Setzen wir wieder p = 0, dann erhalten wir aus den Gleichungen (1.1) und (1.8) das System

AE — eouoEy — nodi = 0;
AH — eguoHy +V xJ = 0 (1.10)
Muy — pAu— (L +A)Vdivu—(J xB)—-F = 0

Mit dem Gesetz von Ampére & Maxwell konnen wir J in der dritten Gleichung eliminieren:

Muy — pAu— (L +A)Vdivae = (V x H —eoEy) x (wpH) + F
= wo(VxH)xH-—ppeoEr x H+ F;
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gleichzeitig ersetzen wir J in der zweiten Gleichung mit Hilfe des Gesetzes von Ohm:

AH — eguoHyy = —0V x (E+ pou x H)
= oppHy — ooV x (u, x H).

Wir vernachléssigen jetzt das elektrische Feld E, die Kraft F und die zweiten Zeitableitungen Hy,
des Magnetfeldes. Ist das induzierte Magnetfeld h klein im Vergleich zum priméren Feld Hy, dann
konnen wir aufserdem H=Hg+h annehmen und die Gleichungen durch Weglassen der Produkte
von h mit u und sich selbst linearisieren.

Wir erhalten so das System der Magneto-Elastizitidtsgleichungen

{ Muy — pAu — (p+A)Vdiva — po(V xh) x Hyp = 0 (1.11)

opohy — Ah — opgV x (wy x Hg) = 0

Wairmeleitungsgleichung

Beschreibe 6 = 0(¢, ) die Temperatur eines wiarmeleitenden Korpers, q den Warmefluss durch
den Korper und f die Intensitéat einer duferen Warmequelle, dann besteht nach der Transport-
gleichung der Zusammenhang

cO; +divg = f, (1.12)

wobei ¢ die spezifische Warme des Korpers beschreibt.

Das Ficksche Gesetz besagt, dass die Warme in Richtung des groften Temperaturunterschieds
fliefdt:

q = —kV0 (1.13)

mit Warmeleitfahigkeitskonstante k. Die Transportgleichung wird zu Fouriers Wairmelei-
tungsgesetz:

O — kA8 = f. (1.14)
Wie eingangs erwdhnt, tritt bei dieser Modellierung das Problem auf, dass sich Warme mit
unendlicher Geschwindigkeit ausbreitet. Aus diesem Grund fiihren wir in Gleichung (1.13) einen
zeitlichen Verzogerungsparameter Tg ein:

At +1) = —KkVO(). (1.15)

Fiihren wir eine Taylorentwicklung bis zur ersten Ordnung durch und setzen in die Transport-
gleichung ein, so erhalten wir Cattaneos Gesetz

Toq; +q+ VO = 0, (1.16)

welches wir im Folgenden zur Modellierung des Warmeflusses verwenden wollen.
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Thermo-Elastizitatsgleichungen

Koppeln wir die Elastizitatsgleichungen (1.5) mit der Transportgleichung (1.12), dann liefert das
Erste Gesetz der Thermodynamik das System

Mutt—diVT = F

{et_Spur(TGt)+divq = f (1.17)

wobei € = 1V + T1 die innere Energie bezeichnet, 1 die freie Helmholtz-Energie, n die spezifische
Entropie, T die absolute Temperatur (d.h. 6 = T — T ist die Temperaturdifferenz zu einer festen
Referenztemperatur Ty) und G den Deformationsgradienten G = 1 + Vu.

Formal bleiben die Elastizitatsgleichungen unverandert, aber der Spannungstensor T ist jetzt —
ebenso wie q, P und 1 — eine Funktion in G, T und VT.

In [Ji] wird gezeigt, dass aus dem Zweiten Gesetz der Thermodynamik

_dIV(T>+% = M

und dem Dissipationsprinzip

qVT

P + T — spur(tGy) + T

folgen:
(1) T, ¥ und n héngen nicht von VT ab, d.h.

=%G,T), b=9(GT), n=nGT);
(2) Spannungstensor T und Entropie 1 sind Anderungsraten der Helmholtz-Energie 1:

HGT) = 2H(GT),  AGT) = —ab(GT);
oG oT
(3) es gilt die Warmeleitungsungleichung
q=q(G,T,vT) < 0.

Wir identifizieren im Folgenden {(G,T) = {(Vu, 0), analog fiir T, 1, q

Mit diesen Erkenntnissen kénnen wir die Warmeleitungsgleichung umformen zu

o= %e(g T) — spur(#(G,T)Gy) + div 4(G,T,V'T)
= jt <1|)(G T)+T -ﬁ(G,T)) — spur (
0

:sw{wwm>e)iw )T - T 2 h(E)

;pr(e T) - Gt) +divg(G,T,VT)

oG
<—1p (G,T) > — spur <a%1p(G,T) : Gt> +divg(G,T, VT)
- wwcw>n+wmwm@T»G»«mmanvm
= ST (Grr(G,T) - Ty + spur(bar(G, T) - Gy)) + div (G, T, VT).
Durch Linearisierung der Gleichung erhalten wir

—To - ¥rr(0,0) - 8, — To - spur(Par(0,0) - Vuy)) +divg = . (1.18)
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Habe die (symmetrische) Matrix [—II)T 0 (0,0)] die Gestalt
?0x; ..
! Y]

. Y1 Y6 V5
|:_¢T7'x_uj(070):| =\1Ye Y2 Y4,

& Y5 Y4 V3

dann ist

spur(—tT)GT(O 0) - Vu)

0
> by, 2 (0,0)- 5 -]

3,j=1

0 0 0
= 'Ylailut +V5a 3ut +Y68

0 8 2
Y25 — ut+V48 ut+v68
0 0 3
+Y38 ut+Y48 2ut+Y5a
= FDut,

wobei ' den Spannungstemperaturtensor bezeichnet und D den verallgemeinerten Gradienten:

81 0 0 Y1
0 82 0 Y2
0 0 05 Y3
D .= , [.=
0 33 82 Y4
(93 0 81 Y5
82 31 0 Y6
Notieren wir schliefslich ¢ := —1I>TT(O, 0) und setzen ohne Einschriankung Ty := 1, dann hat die

modifizierte Transportgleichung (1.18) die Gestalt
cO(t,z) +divq(t,z) + "Du(t,z) = f(t,x). (1.19)
Nun zu den Elastizitatsgleichungen:
Bezeichne S wieder die Matrix der Elastizitatskoeffizienten
0 0

S = gl s = , $0,0)
Mgkt = | (2 w) O ;2 l) kol

dann ist

3 3 ,
0 o = a0 o o - 9
- 0,0) 55w+ ) o 0,0)-6
lz:;i;l 0(50:07) O( 5 ul)w( )3971(9 i z:: OT §(2-u! )11)( )aazz
: > o 0 Y1 0 Y6 Y5 o
= . J v o a0
ZZ; ]Z::l I Oz, Ox Yo | o T\ Y2 a0 1/’4 . 0
= l’ 3
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Die modifizierten Elastizitéatsgleichungen haben also die Form
Muy — D'SDu+DTO = F. (1.20)

Die Gleichungen (1.16), (1.19), (1.20) bilden das System der Thermo-Elastizitatsgleichungen
mit ,;second sound*

Muy — D'SDu+DTO = F
cO; +divg+T"Du = . (1.21)
Toq; +q+«kVO = 0

Im Fall eines homogenen und isotropen Mediums, d.h. mit

2u+A A A 0 00 Y
QWMHAA A0 0 0 v
_ 2u+A 0 0 O %
5= w0 ol =10l
- w0 0
wird Hookes Gesetz (1.4) zu
Tij = 2pe;; + (Aspure —v0) (1.22)
und Ohms Gesetz (1.12) zu
c0; +divq+yspure, = f. (1.23)

Die homogen-isotropen Thermo-Elastizitétsgleichungen mit ,second sound“ lauten dann

Muy — pAu— (u+A)Vdivu+vyVe = F
Oy +divg+ydive = f . (1.24)
Tos +q+kVO = 0

Magneto-Thermo-Elastizitatsgleichungen

Koppeln wir die Magneto-Elastizitatsgleichungen mit der Warmeleitungsgleichung, so kommt
es wiederum zu Uberlagerungseffekten, welche die Transportgleichung und das Ohmsche Gesetz
modifizieren.

Gleichung (1.12) bzw. (1.23) liest sich dann als
c0; +divqg+ yspure, + mpdiv) = f, (1.25)

wobei 11y Strom- und Warmeflussdichte in Beziehung setzt.

Aus Gleichung (1.9) wird
J = o(E+u xB)+ pu —koyV6, (1.26)

wobei kg ein Maf fiir das entgegen gerichtete elektrische Feld ist, das vom Temperaturgradienten
erzeugt wird.
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Diese beiden neuen Phéanomene werden im Folgenden allerdings ignoriert; auferdem vernachlés-
sigen wir die Kréfte F und f.

Unsere Magneto-Thermo-Elastizitatsgleichungen mit ,,second sound‘ lauten

Muy — pAu — (L +A)Vdivu — po(V x h) x Hy +yVe =
opohy — Ah — oppV x (uy x Hp)

Oy +divg +ydivw

Toq; +q+kVO =

(1.27)

o O O O

Die klassischen Thermoelastizitétsgleichungen im linearen und nichtlinearen Fall werden in [Ji]
ausfiihrlich diskutiert; zentrale Resultate fiir das entsprechende Modell mit ,second sound“ und
ein energetischer Vergleich der beiden Modelle werden in [Irl] hergeleitet. In [Wel| werden héhere
Taylorentwicklungen fiir das relaxierte Warmeleitungsgesetz von Fourier betrachtet.

Weitere Ausfiihrungen zur klassischen Magneto-Elastizitiat und Magneto-Thermo-Elastizitét fin-
den sich in [Pal| und der dort angegeben Literatur sowie in [Pa3] und den Literaturangaben in
[Mul].



2 Hilbertraumformulierung und Wohlgestelltheit

Wir beweisen in diesem Abschnitt, dass das System der Magneto-Thermo-Elastizitétsgleichungen,
aufgefasst als Cauchy-Problem im iiblichen £2(R3)-Hilbertraum, eine eindeutig bestimmte, klas-
sisch in der Zeitvariablen t differenzierbare Losung V : Rg — L2%(R3) besitzt, die stetig ist als
Abbildung V : Ry — D(A) in den Definitionsbereich D(A) des z-Differenzialoperators A und
die stetig von den Anfangsdaten Vj abhéngt.

Wir benutzen dazu die gleichen Methoden, mit welchen in [Ji] die Wohlgestelltheit der linearen
Thermoelastizitatsgleichungen nachgewiesen wird.

Durch Transformation auf erste Ordnung

SDu SDug
Ut (75}
V.= h , Vo = ho
0 O
q q0

erhalten wir das Anfangswertproblem

Vi+ AV = 0
{ V() = Vo 21)
mit Operator
S 0 0 0 0 0 -D 0 0 0
0o M' 0 0 0 - 0 —a(Vx-)xH DT 0
A=]0 0 Z1d o o 0 —aVx(-xH)  —5VAV 0 0
o o o L o 0 I'D 0 0 pV
0 0 0 0 =Id 0 0 0 VoL
:;Q =N

auf dem Definitionsbereich D(A) C ‘H := £? mit

D(A) = {VeH|AV eH}
= {(VEH|IWeH VD eCF: (V,AD) 2 = —(W, D)}
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Wir versehen ‘H mit dem modifizierten £2—Skalarprodukt
(o= (Q M) g2
und zeigen, dass A ein dicht definierter, abgeschlossener Operator ist mit
(—00,0) C p(A) (o(A) die Resolventenmenge von A)

und die folgende Resolventenabschitzung erfiillt:

_ 1 .
VA<O0:|[(A=X) IHL:b(H) < - (Il - [lz, () die Operatornorm)

Der Satz von Hille & Yosida liefert dann, dass A eine Co-Kontraktionshalbgruppe (e*4);>¢ erzeugt.
Insbesondere ist das Cauchy-Problem (2.1) wohlgestellt und die Losung V' besitzt die Darstellung

V(t) = 5.

e A ist dicht definiert, denn C5° C D(A).

e A ist abgeschlossen: Seien (V,,) C D(A) und V,W € H mit V,, - V und AV,, — W in H. Sei
weiter @ € C5° beliebig, dann gilt (AV,,, &)y — (W, ®)y.

Wir bezeichnen ab jetzt das Standard-£2-Skalarprodukt (-,-) 2 mit (-,-) und || - ||z2 mit || - ||.
Wihle zuniichst @ = (®1,0,0,0,0), dann
(-DVz2, oY)y — (ST'wl ol
= (sT'wlel) = (V2 Do),

d.h. DV? € L% und —SDVZ =W
Wihle @ = (0,0,0,®*,0), dann

(I'DV2 + pV'V3 4 —  (cW* o)

= (=W T'DV2eY) = (V5 VoY),

d.h. V'V5 € £2 und 2V'V5 + 11DVZ = W,
Wihle ® = (0,0,0,0,®%)’, dann

(PVVE+ LV2.8%) — (2T, )

x ' ny

= (-2WS+1iV5 @%) = —p(ViV'ed),
dh. VV*e £2 und ZVVE 4+ LvE = w5,
Wihle ® = (0,0, ®3,0,0), dann
(—aV x (V2 x H) - §V/AVVS, 83) — (5W?, @%)
— (=W3 -8V x (V2x H),®) = (V3 VAV®?),
dh. V'AVV? € £2 und —V/AVV? — GV x (V2 x H) = W3.
Wihle schlieklich ® = (0, ®2,0,0,0)’, dann
(=D'V! —a(V x V3) x H+ DTV ®?) — (MW?2 &2)
—  (MW?2+a(VxV3xH-DIVH®2) = (V! D2),
dh. DV e £2und —M DV —aM YV x V3) x H+ M- 1DTV4 = W2
Insgesamt also V € D(A) und AV = W, d.h. A ist abgeschlossen.



Kapitel 2: Hilbertraumformulierung und Wohlgestelltheit 25

e Bezeichne A* den zu A adjungierten Operator. Dann gilt D(A) = D(A*), wobei A* die Dar-
stellung

0 D 0 0 0

D 0 a(Vx)yxH DT 0
A'=Q' |0 aVx(xH) —4VAV 0 0

0 -1'D 0 0 —pV

0 0 0 —pvV L

besitzt: Sei W € D(A), dann gilt fiir alle V€ D(A):

(AV, W)y = (=DVZEWY + (=D'V, W?2) + (—a(V x V3) x H,W?) + (D'TV* W?2)
+H—aV x (V2 x H),W3) + (=§V/AVV?, W3) + ('DV2, W)
H(pV'VO, W) + (pVVEWP) + (LV5, WP)
= (VEDWY 4+ (VL DW2) + (V3. aV x (W2 x H)) + (V4 —T'DW?2)
+HV2,a(V x W3) x H) + (V3, =4V AVIVS) + (V2, —DTW?)
H(VB, —pVWH) + (V4 —pV'W?P) + (V> LW5)

= (VA W)
Also ist D(A) C D(A*) mit A* wie angegeben.

Sei andererseits W € D(A*), d.h. es gibt ein F' € £2 mit (AV, W)y = (V, F)y fiir alle V € D(A).
Wir miissen zeigen, dass W € D(A) mit A*W = F.

Wihle zunichst V = (V1,0,0,0,0), dann

(=D'V'W? = (V! §T1F),
d.h. DW? € £? und SDW? = Fl.
Wihle V = (0,0,0,V*,0), dann

(D'TVAW?2) + (pVVAE WD) = (V4 cF?)
= (VLeRt+lrDw?) = (VYL W),

dh. VW5 € £2 und —1I'DW? — EV'W5 = F*.
Wihle V = (0,0,0,0,V?), dann

(PV'VE W) 4 (LY W) = (VP e )
= Ve BE - Lws) = (v,

dh. VW* e £2 und W5 — ZVW* = F5.
Wihle V = (0,0,V3,0,0), dann
(—a(V x V3) x HW?) 4+ (=§V/AVVS, W?) = (V3 2F%)
— (V3,—F3 4 BV x (W2 x H)) = (VAVV3, W3,
dh. VAVIW3 € £2 und BV x (W2 x H) — VAVW3 = F3,
Wihle schlieklich V' = (0,V?2,0,0,0), dann

(—DVZ W) + (—aV x (V2 x H),W?) + (I'DV2E W) = (V2 MF?)
— (V2,-MF? +o(Vx W3) x H-DTW* = (DVZ W),

dh. DWW e £2 und M'D'W! + aM~Y(V x W3) x H— M~'D'TW* = F2,
Insgesamt also W € D(A) und A*W = F.
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e A ist dissipativ: Sei V' € D(A) beliebig, dann gilt

Re(AV,V)y = Re(—=DV2 V1Y) + Re(-D'V!,V?2) + Re(—a(V x V3) x H,V?)
+Re(DTVH,V?) 4 Re(—aV x (V2 x H),V3) + Re(—4V/AVV?, V)
+Re(I'DVZ, V) + Re(pV'V?, V) + Re(pVV*, V) + Re(£V?, V)

GRe(AVV?,VV?3) + LRe(V°,V?)
AGIVVEP + £lIve|)?
0

AV

v

e Zur Resolventenabschéitzung: Seien A € (—o00,0) und V € D(A), dann gilt

p
(A= OVIIVIF= Re{(A = MV, V) = AZ[[VVE2 4 Z[[V[2 = A[[V][* = =[]V

@
B
Ist nun V' # 0, dann folgt ||(A — \)V|| > —A||V]]; insbesondere ist (A — \) injektiv und es gilt
) 1
104 =Xy <~
d.h. (A — \)71 ist stetig. Schlieflich folgt aus Re(A*V,V) = Re(AV,V), dass auch (4* — \)

injektiv ist, mit H = Bild(A — \) @ Kern(A* — A) erhalten wir also: Bild(A — \) liegt dicht in H.
Insgesamt ist A € p(A).

Der Satz von Hille & Yosida liefert jetzt: Zu (2.1) existiert genau eine Losung V. Diese besitzt
die Regularitat
V € C%([0,00), D(4)) NCH([0,00), L2(R?)).

Wir gehen ab jetzt von einer glatten Losung des Cauchy-Problems (2.1) aus.



3 Abklingverhalten bei ,second sound“-Effekt

Im Falle eines beschriankten, thermoelastischen Mediums Q C R3 ldsst sich mit Hilfe der ersten
Poincaré-Ungleichung leicht zeigen, dass die Temperatur(differenz) 6 als Losung von Fouriers
Warmeleitungsgleichung

0y — xA0 =0

exponenziell fallt. Auch als Losung der Warmeleitungsgleichung nach Cattaneo

Ht—i—dlvq = 0
Tt +q+xVl = 0

ist 6 exponenziell stabil, da 6 dann auch die gedampfte, hyperbolische Wellengleichung
Tﬂtt—i-Ot—%AG =0
erfiillt. In beiden Modellen liegt also das gleiche qualitative Langzeitverhalten vor.

Dies fiihrt, wie schon eingangs erwéhnt, dazu, dass sich das asymptotische Verhalten des ,;second
sound“-Modells der Thermoelastizititsgleichungen qualitativ nicht vom asymptotischen Verhal-
ten des klassischen Modells unterscheidet — fordert man noch entsprechende Randbedingungen,
so lasst sich zeigen, dass die Losungen des klassischen und des ,second sound“-Modells im Ein-
dimensionalen bzw. unter zusétzlichen Voraussetzungen wie radialer Symmetrie von Gebiet und
Daten auch im Dreidimensionalen exponenziell stabil sind, vgl. etwa [Ra2|, [Ra3]. Weiter wird in
[Ir1] nachgewiesen, dass die Losungen der Modelle bei einem hinreichend kleinen Relaxationspa-
rameter auch quantitativ nahe beieinander liegen; in [Ir2| wird unter anderem fiir verschiedene
Materialkonstanten gezeigt, dass die Differenz zwischen den beiden Verschiebungsvektoren beim
Vorgang der pulsierten Lasererwirmung nur in einer Gréfenordnung von 10~5m liegt. Dass sich
die Losungen unabhéngig vom verwendeten Modell des Warmeflusses qualitativ und quantitativ
ahnlich entwickeln, ist ein Phédnomen, das auch bei vielen anderen physikalischen Modellen (bei
Verwendung realer Materialkonstanten) beobachtet werden kann.

Es gibt allerdings durchaus auch Situationen in der Thermodynamik, in denen die Energie bei
Modellierung des Warmeflusses mit Fouriers Gesetz exponenziell abklingt, wiahrend bei Ver-
wendung von Cattaneos Gesetz die exponenzielle Stabilitidt verloren geht. In [Fe| wird dies fiir
hyperbolische Schwingungsgleichungen vom ,, Timoshenko-Typ“ nachgewiesen.

Wir zeigen im Folgenden, dass sich bei der Magneto-Thermo-Elastizitdt das polynomiale Ab-
klingverhalten des klassischen Modells auf das ,second sound“-Modell vererbt.
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Eine ausfiihrliche Analyse der Unterschiede zwischen dem klassischen und dem hyperbolischen
Modell findet sich in Kapitel 7.

Habe H die Gestalt H = (0,0, H)' fiir ein H > 0. Mit den Identititen

(Vxh)x H = —HVH + d3h,
V x (u x HY = Hsuy — H(0,0,V'u;)'
lasst sich (0.5) dann umformen zu
g — pAu — (pp+ N VV'u 4+ VO + aHVE? — aHOsh =
hy — Ah — BHO3uy + BH(0,0, V’ut)’
Gt + pV’q + 5V’ut =
T0q: +q+ »xVO =

o O o O

(3.1)

Fiir die Fourier-Transformierte einer Funktion f € E2 schreiben wir

(FNHE) = [f(&) = *“cgf dz.

Fiihren wir fiir die Fourier-Transformierten der Losungskomponenten u, h, 8, q die Bezeichnungen
v:=1q, w:=h, ¥ := 60 und r := ¢ in der neuen Variablen & = ({1, &2, &3)" € R? ein, so erhalten
wir aus (3.1) das transformierte System

vie + pl€]Pv + (e + A) (€ - v)€ — iyIE —iaHw?E +iaHEw =
wy + |€J2w + iBHEv — iBH (0,0, -vy) =
Ve —ip(§-r) —id(§-v) =

Tort +1r — i =

S O O O
—
w
[\
~—

Die assoziierte Energie (vgl. (0.7)) ist

/ freae = 5 [ (| PP + (1t A)E - )? (3:3)

R3 a2 Vg2, TOPY 2
— —¥ —_— t, &) d&.
#Sluf+ 107 + DI ) 1.6) ag

Multiplikation der Gleichungen (3.2) mit oy, 6@ %5, 247 liefert dann fiir die Ableitung von &

CE() = Re(utm) + ulEPRe(wrs) + (1-+ NRe(€oEw)

+%Re(w@ + %Re(m’i) + TO%p(;yRe(rFt)

= ARe(i9T;) + aHRe(iw?Ew;) — aHEsRe(iwy)
—%\€|2wﬁ — aH&Re(ivy@) + aHRe(i€vw3)

N =

+%M@®+wmmm—%f+?mwm

a pY
= —E\£I2\wl2 - %W. (3.4)

Insbesondere kann die Energie nicht zunehmen. Wir suchen nun nach geeigneten Multiplikatoren,
um mit Hilfe der Differenzialgleichungen ein Lyapunov-Funktional £ = £() zu konstruieren, das
aquivalent zu & ist und (zunéchst punktweise in £) exponenziell fallt.

Im Folgenden bezeichne c¢ verschiedene, von t, ¢ unabhingige Konstanten.
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LEMMA 3.1 Sei &3 # 0. Fir die Funktionale

gelten dann die folgenden Abschdtzungen:

d BH | 19 22 |§|
< 7
G0 < D1+ S P
‘€|2 1 3 ’6‘ 19
+Cf§ ’(|U |+ ) |w] + cl¢]|v H7~U|+C’€ ‘| [[wl
und
d BH 19 2 N 2 2
Lo, < P2 5
T 5 ([vfe]? + v )"‘053( + 1€17) Jwy|
€ ol
+C‘€ ’(|Ut|+ 07 ) [we| + cl€[v]w] +C|§ || t][we].

Bewels Mit Hilfe der Multiplikatormethode beweisen wir die erste Ungleichung; zur Abschét-
zung von dt(I)Q multiplizieren wir die Ableitungen der dabei benutzten Differenzialgleichungen
mit den Ableitungen der benutzten Multiplikatoren und argumentieren analog.

Wir erhalten aus (3.2) fiir die einzelnen Komponenten von v, w:

i + plEPol + (4 Né (6o + &0) + (n+ N)éréav? (3.5)
—iaH& WS +iaHEw! — g = 0;

Ui 4 €0 + (1 + N&(&v' + &0%) + (1 + M) Easv? (3.6)
—iaH&wS +iaHEw? — i€, = 0,

vy 4 o + (b + A& (Gt + &v?) + (1 + N)Esésv? (3.7)
—iy¥€s = 0

wi + [€*w' +iBHEvt = 0; (3.8)

wi + [¢PPw? +iBHEw = 0; (3.9)

wy + |€Pw® —iBHE v — iBHEvE = 0. (3.10)

Wir machen bei den folgenden Abschétzungen stdndig von der gewichteten binomischen Unglei-
chung Gebrauch:

Ly, €
Ve>0:Va,b€R:ab§2—a +§b. (3.11)
€

Multipliziert man die Gleichungen (3.5), (3.6) mit w!, w? und die konjugierten Gleichungen
(3.8), (3.9) mit v}, v?, dann ergibt sich:
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d i = = 9 o
&‘I’l = Re (—53 <vtltw1 +ofw} +viw? + vtzwt?))
— Reli ’5‘2 ( o1 2 A T g2
= Re 53 viwl +v?w?) +i(p+ )§ (&1 + &0?) (Guw! + S
+Re <z(;¢ + N3 (ﬁlﬁ—k @E) + angs (ﬁlﬁ—f— §2w2>>
112 212 1 - ol
+Re | —aH (Jw']* + |w?| )—l—’yg—g’ﬂ (glw + Sow )
+Re < ’5‘2 (vlﬁ—{—zﬂﬁ) — 6H (|vl|2 + |112|2)>
g U t t t
< |f|2 1 2 3 [ oH (lw' 2 212
S |(!v |+ [v7DIw] + cl¢l[v’|[w] + c—5-[w]|” — aH (Jw™ ] + [w]7)
3
ﬂﬂ ’f‘4 2, €12 212y _ g (1ul2 212
M ’| ||w|+052 [wl” + 5 (o I° + [ %) = BH (g | + [vE[7)
BH £|? £
< BB utp 162y + Lk el + L ot 4 et
2 & “lesl
§
relélo*lul + 0w
mit e = GH. [l
LEMMA 3.2 Wir definieren neue Funktionale
O3(t) = Re(vjod)(t);
O4(t) == Re(vjud)(t).
2
Sei ¢ := 3 Dann gelten im Fall &1,&3 # 0 die Abschdtzungen
S § ¢? £
2ion < A B @te g+ oo
3
3 u+>\
+C%|§t‘2 51‘ ?‘ + Re (Uttvtt>
& d § § §
Slen < e L@+ gl + K
1
§ H+)\ $
|§| |79t‘2 53 ‘ +§ Re (Uttvtt>
1
&2 d § § £
2ion < e ER@te+ g+ oo
§ H+)\ &2
+c %WHQ 52 ‘ +§ Re (Uftvgt>
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BEWEIS Es geniigt offenbar, nur die erste Abschéitzung zu zeigen.

Multiplikation von (3.5) mit v} liefert

&1 d &1 4 & 1=
——®3 = Re ggvtttvt+§3”ttvtt

§3dt
2 _
— g ePRe (of1F) = (ut N ERe (6ol + @0F)0F) — (u+ NEEREP
—I-ozHZ1 (zwt vt> —aHERe (zwt Ut> + 7? Re (zﬁtvt) + ? Re (Utt’Utt>
|§’4 2 @ 21,22 €2 32 21,312
< 2 v+ §1 02+ e (o [P + &0 + 51"%’ (14 A&y
2 _
el o+ SeRi 4 '2'2 0 + S0P + e (vhiF)
2 2 )\
=l cER @it + g+ el + B - P gl
i 3 3
+ ? Re (vttvtt)
mit € = ul—)\ O
LEMMA 3.3 Die Funktion
&g $ §2
v = P P
1(t) 6 ()+£ 3()+§3 4(t)
erfullt im Falle &1,&3 # 0 die Abschitzung
d 1 1 1 .
G0 < c (e g) (P bR+ (G + g5 ) o + 210
A
M+ — Pl + 5 gg =P ]+ [E9D (o] + [02)-

BEWEIS Addiert man die Abschdtzungen aus Lemma 3.2, so erhélt man

d 1 1 1 -
AR 53)(\11\ )+ 16 (G + g ) Clunl + o)
A
APl + | +§3+§§ (Ioh] + 2Dl

Benutzt man noch (3.7):

ol < e(l€P ol + [&]19]),

so ergibt sich die Behauptung. [l
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LEMMA 3.4 Seien a = a(§) := [£|? < e ) , €1,&3 # 0 und w = w(c) > 0 hinreichend klein,
dann erfullt 3

Ua(t) = (1+a)lEPer(t) +wPa(t)

fir einwp = wo(w) > 0, das nur von w und den Koeffizienten der Differenzialgleichungen abhingt,
die Ungleichung

d H
Uy < f%m S+ 9212) + calSD (14 el + calef2of

&
€

—|—ca—(|v1| + \UQ\)|w| + ca|§]3|vg|]w| + cwa|wt|2 + &uawt]Q

€]

§1+§3+

& & &

dt

+ow (I€P ] + €MD (fog] + [v7]) — wol€?lur]*.

BEWEIS Mit Lemma 3.1 und Lemma 3.3 kénnen wir wie folgt abschéatzen:

d H
S g—@(uwmﬂwﬁﬂvm+m@u+mmm2
el (1] 4 2ol + cale Pl w] + ca S 9] )
€] €]
+ewale (o + [02]2) + cwalur]? + Gwaldi]? — w ’i+)ﬂﬂ! ?
ew |54 8 2L (eR10) + jelo) (o] + 1R
& & &
H
gi(uammwﬁﬂvm+wﬂu+wmm2mmﬂw
4
+w@N&Hw%w+mm%ww+wwwﬂfw%W
tew §1+§+- (1€[2[0] + [€110) (job + [v3])

BH BH TR
e (-2 1022 + 0 (<27 4o ) ek P+ 1) - P 2P

. .| BH _JBH p+A| .
Fiir w := min s 1} und wp := min R wT ist nun
c

GH H A
KF( (W|+hﬂ%+a(ﬁ+w0(ﬁ2+hﬂ% A |)

4
< —wolél’uel,

woraus sich die Behauptung ergibt. Il
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LEMMA 3.5 Das Funktional
®5(t) = Re(v)(t)
erfillt die Abschdtzung

d
dt

u+)\

3% S HIEPRP = E () + el + [0P) + el

BEWEIs Multiplizieren wir die erste Gleichung des Systems (3.2) mit ¥, so erhalten wir

d
5@5 = Re(vtt@—f— Uﬂ)ﬁg)
= —ulglPlof? = (1 + X)(§v)? + YRe(iV(£0))
+aHRe(iw? (£0)) — aHRe(i&3(wt)) + |ve|?
€
< —plePlol® = (u ot A (E0) + i + S (Ev)?
€ €
clw]? + 52(&»)2 + clwf® + P ol + ol
= |§| of? = 22 0 4 eluf? + [9) + o
A A
fﬁrelz'u—I_ ,egziunde;g:,u. O
2 2
LEMMA 3.6 Die Funktion
w,
Us(t) = Ua(t) + [P Rs(0)

erfillt fir ein beliebiges € > 0 und eine von € abhdngige Konstante c(e) > 0 die Abschitzung

d

H
¥ S TP+ o)+ (cle) + £ ) e+ Il
e

§2

_ wo 4
—|—cw0a\wt\2 + CWO@WH2 + CWOG(’vtlt’Q + ’UtQt’z) - Z‘ﬂz&

+eal€ P[0 + cl€PIr® + e ([v' * + [v*?)

BEWEIS Lemma 3.4 und Lemma 3.5 ergeben zusammen

€11

d pH
¥ < — L+l (i * + o )+CG§T(1 + €1 |wl* + calé[*[0)
4
—|—ca||§|(\vl\ + ]v2])|w\ + ca|§|3|v3||w| + cw0a|wt|2 + Ewoawt|2
& 53 &2
+cwo & a + & (€ [v] + 1€119) (lvgel + [07]) — wol€]? o]

wo wo wo wo
—pp 1 = (et V)1 (€0) + e 8Pl + 1) + [l unl®
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BH §
< PRl + 12 + ca‘g’u Pl + calé 0
3
e
+e S (0 + 107P) + cl€Plul + Flelof + Sa?lePlu?
3
reavalun? + Gwoal? + Lan (I of? +E201) + cwoauv}f 2R
+ |eleP(wl? + D2+ Ir[2) = 1ePE] + el (w]? + [9P)
C
< P ool + p) + ( () + w0> [P+ 62wl + cale P92 + clerP
~ W ~
+el&E 02+ 107P) + el + el + cwnal(oh? + 15 ) ~ “LlePé
3
mit elz%und 62:%. O

Wir bemerken, dass die Konstanten ¢ nicht jetzt und auch nicht spéter von wy abhéngen.

LEMMA 3.7 Das Funktional
@W):I%@ﬁ+ﬁ@@

erfillt die Abschdtzung

d w2012 212
— P, < =
7P < PP+ ) +

M+A
=g’

+MM“WW+Wﬂ+MU-

BEWEIS Multiplikation der Differenzialgleichungen (3.6), (3.7) mit v!, v?2 liefert

d
a(b6 = Re ('Uttv + Utt’UQ + Ut Ut + Ut Ut>

= Re(—pul¢f(v' ol +0*02) = (1 + A)(Ev) (€10t + E202)
iy (vt + E9v2) 4 iaHw (E1v! + E9v2)
—iaH&(w' ol + w*o?) + v} (v} + vF0}))

IN

—plg(10' P + ) =+ Nlrv? + €0

Lt W' + 60+ B gp

+ ol + &0 + el + DI + [0?) + cluf?
+ o lew" + &0+ clul® + (jof P + |o7?)

u+A

IN

—LIEP (0 P+ 102P) + ES 2 gl
e+ 19) + (ol + o2
A A

€g=——, €3 =, €4 = ——. O

1
mit €; = > 1 1
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LEMMA 3.8 Fiir ein hinreichend ein kleines wy und ein hinreichend kleines, nur von wy und
den Koeffizienten der Differenzialgleichungen abhdingiges e = £(wo) ldsst sich die Ableitung der
Funktion

.f 21 wo €[*
Wy(t) = ‘I’s(t)‘f‘m@gq’ﬁ(t)

abschatzen durch

d BH c
—VUy < ——al¢P(lv ] + [07 ) + —a®|EP(1 + [¢]*) [wl?
dt 8 wo
+eal€ P91 + cl¢ Pl + cwoalw|* + Ewoal 9y
wo s wo €l
pewnal(eh 4+ 0~ P8 = T (01 + 1)

BEWEIS Nach Lemma 3.6 und Lemma 3.7 gilt

d
Sy
at ?

H
=R leP ol + 107 ) + (cle) + 5 ) le0+ Pl

6
+wmmﬂﬁ+da%ﬁ+f§LWH2+wﬂ%
3

~ wo 4
tewoalwn | + Gwoaldi| + cwoalfvy|* + [vil*) — < I¢[*E

24 w0|§]4 12 212 M2 wo\f‘ﬁi 112 212
— 5 o v+ v - S (v "t
PR £§(|t| v7|?) PR £§(| 2+ [0?%)
wo 54
US4 el (il + o)

3

BH
———a
8
+eal€ 1017 + clé?|r]* + cwoalwe|* + dwoal V¢

6
w 4 W
veunallohl? + e 2) — leE 00 o2 4 o),

IN

C
P (Jop 12 + 07 P) + —a®[€1* (1 + [€]?) Jw]?
wo

‘ 2

2

A
P20 ind wo < BHE2 want., 0
ST 2%

wenn man € =

LEMMA 3.9 Die Funktion
\P5(t) = \114(t) + atIDQ(t)

erfillt fiir ein hinreichend kleines wg die Abschdtzung

d BH 9. 12 22 C 91402 212
Ay, < 22 < 1
Sus < OTaep i + 1) + SaeP 1+l

C ~
+eal€ |9 + clgIrf* + ;OGQ(I + (€[ [we|* + 2ewoal 9|

BH 1,2 212 Wo 26 WO |€|6
———a(lvg|” + Jvi") — 1€ — — 5
i i 16 16 &2

; (10! + 0?2,
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BEWEIS Mit Lemma 3.1 und Lemma 3.8 erhalten wir

d c

¥ = —7a|§| 2(lf 1> + 2 ?) + —a®|€P (1 + [€%) Jw]?
wo

+eal¢ P[9P + cl¢P|r|? + cwoalwy|* + Ewoaldy|?

wo s wo l¢]°
+ewoa(|vy|* + v %) — e Eg(hﬂz + [0*]?)
GH

€I
- a(lvg|* + v )+Ca§ (1 + [€%) we|?
3

el (ol 2 + 10212 ] + callfod wn] + calSh gy

€] €]

IN

GH c
Ot + 142%) + S-a?leP(1 + ol
beal€ P92 + cl€[2irf + analusf? + Eual i
BH wo .04
(w0 = 1) alluh P + 2P - ¢

_Wo ‘f|6 1)2 22 2 2 2
2z U [P+ [v7]7) + ca”(1 + [€]7)wi]
16 &3

€1 €2 €3
+ [*ara%ﬂ? + [02%) + S el lerf? + SLaltsf?

+[ + = ]Qyth
€1 €2 €3

IN

GH c
———aléP (v > + [vf ) + —a®[EP(1 + [€]*)Jw]?
16 wo
c
+ealé PO + cl€Plr|* + —a? (1 + [€]) Jwi]? + 2ewpaldy|?

BH 5w [¢[°
_Ta(|vtlt|2 + og]?) — E!ﬂ%’ - Eg(hﬂz + [v*%)

. BH wo
mit €1 = —, € = — und €3 = cwy. O

8 8

LEMMA 3.10 Fir das Funktional
®,(t) = Re (T,ﬂ%) (t)
&3

gilt die Abschitzung

d » 9 9, BH, 1 212
&q% < _2770‘7975‘ +ca (1+‘§|2> |7¢] +?(‘”tt’ + [viz|%)

+c,‘§3', (I€l2le] + I€119]) Il
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BEWEIs Die Differenzialgleichungen (3.2) liefern

d i _ _
&‘1)7 = Re <§3 (T?tﬁt + T’?Q?tt)>

11 —
= —— —Re(irdd Re 99
7053 (irid) - 70 (9:01)
1
+ —Re rA(€r)) + 0—Re (r3(vy
,053 ( t(g t)) & ( t(f tt))
€1 2 ’§| \Tt\g 2 ’§| 2
< 0P 4 e T — D0+ ey
R A S T
@1 o
+2(| vl + v l?) + |t| +c |£|’tt”rt|
P4 1 H
< ool ca (14 1 ) Ind? o+ Z ek + R P)
€] 8
3
+c,‘f - (J1o + 112 I
V4
mit e = — und 6227. O
70

Wir halten noch fest, dass eine unserer generischen Konstanten c jetzt antiproportional von 7y

abhangt:
1
cr~ —.
70
Im Augenblick spielt das keine Rolle, aber wir werden spiter die Energie £° des klassischen
Systems der Magneto-Thermo-Elastizitatsgleichungen mit der Energie £7 des relaxierten Systems
vergleichen und insbesondere den Grenzwert

lim £7 — &°
T0—0
untersuchen.
LEMMA 3.11 Die Funktion
O(t) = Us(t) + adPr(t)
erfillt die Abschdtzung
d wo 24 > 2 wp [€]° 12 22
- < —= — —al|l]* — ——=5
TP S aglElE = Lol = S (0P 7P

BH
—7a\€| (v 1|2 + 10 ) = - allvul” + o)

*a2!€| (1+ ) [w]® + ca(1 + [¢*)|r[?

1
FZ@ gl + o (14 o0 ) I
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BEWEIS Aus den Differenzialgleichungen (3.2) erhalten wir

C
e (el + 1r?);

I <
s

Lemma 3.9 und Lemma 3.10 ergeben dann zusammen

d
42 < —falél (Jog 2 + v [?) + Oa2!§\2(1+!£\2)\w!2

C ~
+eal€ P9 + clePIr? + 07002(1 + [€[*)[we|* + 2ewoal 9y [

6H wo s wo l€°
——=a(lvy* + vi*) — E\fl%’ — = (0P [o? )

4 16 €2
> 1 GH
a4 ea® (1 ol ) I+ O aleh P + 2 P)
¢
+earg (EP ol +[€][0DIr
BH
< g Pl P+ 1 P) + a0+ el
Fea(L+ [6P)r? + S a?(L+ |¢*)wl + calri
0
BH wo 2s  wo[¢°
_?a(lvtltp +opl?) - E\fpg - 176?(’”1’2 + [v*[?)
+ <25w0 - %> al¥* + ca <1 + 2) Ire]?
219 €]
‘ m
+5 (6o + [EPIP) + = 5-a?lref?
6
< 26 T 2 WO@ 12 2|2
< —ggl€PE = aldd = g (o' PP
OH
?MWWW+wﬁf§MMﬁ+%W

S QIR0+ Il + cal + P

) 2 2, ¢3 1 2
“ a2 - 14—
+Z a1 1Pl + 56 (1+ 0 ) nd

fiir € := w—mln uz. |
32 0

A~ A~ ~

Fiir & (t) == E(t;v,w,0,7) und Ex(t) := E(t; vy, wy, Vg, 7;) definieren wir

gw:=¢@+m¥uHW%m+%ﬁQ+mQ 2(t)

mit spéter zu bestimmenden Konstanten Ni, No > 0. Dann gilt:
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SATZ 3.12 Sind Ny, Ny grof genug, dann ist £ dquivalent zu € und fillt exponenziell, d.h. fir
jedes € € R3 gibt es Konstanten C1(€), Co(€), C3(€) > 0 mit

VE>0:  CiEE(LE) < L(tE) < CalOE(E),  L(tE) < L(0,&)e O,

Insbesondere fallt & exponenziell.

BEWEIS In Gleichung (3.4) haben wir gezeigt:

da Q202 PY 2
Gh = 5Pl - L,
Analog gilt fiir die Ableitung des Energieterms zweiter Stufe:
d
e - 2 2 2
GE = SRl - Snf,
Definieren wir also
N(t) = [¢PE+alv]* + |€| (!v 2+ [0*1%) + aleP(jo, 1 + [f]?)

+a(lvy|* + ol ) + a?[§]* (1 + &%) [w]* + a® (1 + [¢]*) [y |

+m+mmm+a@+mgn%

dann gibt es nach Lemma 3.11 ein dy > 0, so dass fiir hinreichend grof gewéhlte Konstanten
Ny, Ny gilt:

d wo 24 > 2 wo [€]° 12 22
_ < = - — - ==
LS —gE awt| 6 &2 ([o7[* + [v7%)
BH
——a\§| (Jv 1|2+|v3|2) = g allol* + [vil)
(SN ) i Pl + (e — 2L a1+ el
wo B 0
o« 3 2 2 _ P _— 2
(E- gt B (o )i
< —doN.

Mit Hilfe der Differenzialgleichungen (3.2) kénnen wir &, gegen & abschitzen:

& c(Jvee? + [P ve? + [wil® + |94 + |re[?)
c([€1*o]? + 1EP[O + [P w]? + 1€ el + 1€*w]* + €2 + [7[*)
c(1+[E]%)%Er.

ININ TN

Auflerdem ist

d = (1+a)|§]2<1>1+a<1>2+w<§1 f3>q>3+ 52(1,“7‘& D

& & &3
+$?g‘%+a¢7
— (1 +a)¢[*Re <€3 (vl ! —|—’Utw2)> — aRe <£3 (vl wl —i—vttw%))
+w (2 S) Re(v}, )+w§2Re(vttvt)+|£| Re(v)
+l:_/\uf|§éRe(v}v1 +v20%) + aRe <§3rt ﬁt)
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d.h. fiir ein geeignetes C' > 0 gilt

B < c(a2|vt|2+a|5|2|w2 ouel? + alwnl? + alouf? + [ou]? + €202

€2

PP + algPluel® + alelof? + |2|7“t|2+a|19t\2>

3

< C<M1+m%&+iﬂgg&> (3.12)

Wir kénnen daher £ auch nach oben gegen &, abschitzen:

R 1 A
£§|®+M¥@HWM+MfG+>

€2
< (C+N1)a2(1+|§|2)€1+(C+N2)a3( |€1| )5
< (C+ M)A+ EP)E +(C + Noa? (1 T |§1,2) (1 + |€[2)%)
< <|£|2 \512> 1+ €6, (3.13)
fiir ein genligend grofes di > 0. Aus
jtz < AN
< —d0|§\2<§1
do [k
] c
= A P P )
= =ik(¢)

folgt dann mit dem Lemma von Gronwall:
VE>0: L(t) < £(0)e” kO, (3.14)
Bleibt noch zu zeigen, dass sich £ nach unten gegen &1 abschitzen lisst.

Wir setzen dazu dy := N; — C. Nach (3.12) gilt

L > —|®|+ Na*(1+ €& + Noa® <1 + \§|2>

(N — C)a®(1 + [€))E + (Ny — C)a® <1+|£1|2> &

daa®(1+ [§%)é1, (3.15)
wobei N1 — C > 0 und No — C > 0 fiir hinreichend groft gewéhlte Ny, No.

v

v

Mit (3.13), (3.14) und (3.15) erhalten wir, dass auch € exponenziell fallt. O

Fiir das Abklingen von & ergibt sich daraus die Abschéitzung
; L(t)
Et) < —rt—nr
W = G
L£(0)e~ dk (&)t
d2a2(1 +1¢1%)

a(!f\Q |€|2) (0)e~ @k ©, (3.16)

IN
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Um von punktweisem Abklingen in £ auf das Abklingverhalten von & = [ E (&) d¢ schliefen zu
konnen, bendtigen wir noch folgendes

LEMMA 3.13 Fiir alle m € Ny gilt mit geeigneten Konstanten c(m) > 0:

t
Vt>0: /sme_dk(g)s ds < c(m)
> =K
0

Insbesondere ist

t
VtzO:/smff(s)dsg
0

BEWEIS Per Induktion.

Induktionsanfang: Fiir m = 0 ist

/ —dk(§)s g _ 1 1 —dk (&)t < 1 1\
femrn = gt < i (i)

Induktionsschritt: Gelte die Formel fiir m, dann liefert partielle Integration

t t
1
/Sm+ledk(§)s ds — _dk(g) (thrlefdk /Smedk s Jg
0 0
_ cm)(m+1) < 1 )m“
B d k(€) '
Die zweite Formel ergibt sich dann aus (3.16). O

Damit kénnen wir nun unser Hauptresultat beweisen:

SATZ 3.14 (polynomiale Abklingraten) Seien m € Ny beliebig und r(€),k(€),E(E) wie
oben.

0, G) des Anfangswertproblems (3.2)

alt

Erfiillen die Anfangsdaten (g, 01, h,
/ )Zn (0,€) de < oo,
R3

dann fallt die zur Losung (u, h,0,q) assoziierte Energie

1

« T
)= 5 [ (1l + AP + ot NI+ G0 + T + N ) (1 2)

R3

fir t — oo mit Rate m, d.h. E(t) = O(t™™).

BEWEIS Nach (3.4) und Lemma 3.13 gilt
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also

dh. E(t,&) =O0@t™).

Entsprechend erhalten wir aus

d o oga _ 5 2d 4 5
a(t Et) = 2E(t)+t dté’(t) < 2tE(t),
d.h. .
: : 2e(1)k(€) ;
2E(t) < Q/Scf’sds < £(0),
0 (5) wer €O
0
dass £(t,€) = O(t~2) u.s.w. bis R
E(t.E) = O(t™).
Integration von £ iiber ¢ liefert dann die Behauptung. O
Bemerkung.
Aus Symmetriegriinden hétten wir ¥y in Lemma 3.3 auch als
i) = Saa+ (242w
€3 £ &

wéahlen konnen und a(§) in Lemma 3.4 als

(L 1>
a€) : M|<g—%g .

Gilt fiir die zugehorigen, wie oben definierten Funktionen k(§) = kq(§) und k(§) = kq(§) dann

KE) .
[ freme0.6) de <.

R3

so ist wiederum E(t) = O(t™™).



4 Ein Vergleich zwischen klassischem und hyperbolischem Modell

Im Folgenden wollen wir die Losung (u®, h°,0%) der klassischen Magneto-Thermo-Elastizitits-
gleichungen

u — pAUY — (p 4+ NVV'U0 +4V0 —a(VxhO) x H = 0

hY — AR® — BV x (u? x H)
09 — 5AQ° +6V'u) = 0

Il
o

(4.1)

mit der Losung (u”,h™,07,q") der Magneto-Thermo-Elastizitatsgleichungen mit ,second sound*

ufy — pAuT — (p+ N VV'U™ + VO™ — (V X A7) x {;[ =
hi — ART — BV x (u] x H) =

07 +pV'q" +0V'u] =

T0qf +q7 + V0T =

(4.2)

o O O O

vergleichen. Unser Ziel ist es, die Differenz der Energien der beiden Systeme gegen eine Funktion
in 79 abzuschétzen, die sonst nur von den Koeffizienten der Differenzialgleichungen und den
Anfangsdaten der Systeme abhéngt. Anschliefend untersuchen wir die zeitliche Entwicklung der
Differenz.

Ein solcher Vergleich fiir die parabolische Thermoelastizitat

iy — pAI® — (p+ NVV'@* +4VE° = 0
09 — 3A° +5V'a) = 0

und die hyperbolische Thermoelastizitét

iy — AT — (n+ \)VV'i" + V0" 0
0f +pV'q" +oV'a; = 0
T0q +q +»V0T = 0
als Randwertproblem in einem beschriinkten Gebiet  C R! wird in [Ra2] durchgefiihrt. Es wird

gezeigt, dass zwischen den Energien E0 des klassischen Systems und 7 des Systems mit ,second
sound” folgender Zusammenhang besteht:

30 >0:Vt>0:E7(t) - E%(t) < C7E.

Insbesondere konvergiert £7 fiir 79 — 0 quadratisch gegen E°.
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Bezeichne (ud, 4,09, ¢9) die Differenz der beiden Losungen
(ud’ hd, 6d7 qd) _ (UT o uO’ hT — hO7 7 — 90’ qT . q(])
(mit ¢ := —»V#Y), dann 16st (ud, hd, 09, ¢%) das System

ud — pAut — (u+ N VVU 44V —a(Vx kY x H = 0

hd — AR — BV x (uf x H) = 0 (4.3)
08 + pV'gd +6V'ug = 0 '
T0g8 + ¢4 + Vot = —1oq)
zu der Anfangsbedingung
(ut, ufl, h?,6%,¢%)(0) = (0,0,0,0,0), (4.4)
falls die Kompatibilitdtsbedingung
¢°(0) = —»V6°(0) (4.5)

erfillt ist.

Sei £ die zu (ud, hd, 09, ¢%) gehorige Energie

gy = / E4(t,6) de
RS

2
R3

= 5 [ (1P PP + Gk e oty

g2, Viedi2 , TOPY | d,2
— - —_— d
LG e ><t,£) ;

1
= 5 [ (WP TP s G W
R3

o Yipdi2 , TOPY | d,2
+—|rd2 + Ll 2F7 t.z) d
5||+5||+%5|q|>(,x)w

mit (vd, wd, 94, rd) = (ud, hd, Od,qd> die Fourier-Transformierte von (u4, R4, 04, ¢%).
Weiter seien die Energien erster, zweiter und dritter Stufe des klassischen Systems (4.1), £, &9

und &Y, gegeben durch

&) = /g}’(t,g) de¢
RB

1

= 5 (1077 wlePlod 0P + Gk w0l

- QO oj—1. 012, Y 5i—190)2
510 R+ Ti0 R ) 1) e (=123
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Aus den Differenzialgleichungen (4.2) erhalten wir:

Qa(te) = Re(wfo) + plePRe(wofd) + (4 + NRe((€0%) (o)

d¢
o i dod TopY
—i-ﬂRe(w wt) 6Re(19 U9 + - Re(r4 rt)

= Re(vf(—plév? — (1 + V) (€0)E + i€ + iaH (w)’¢ — iaHEzu?))
+pl¢PRe(vush) + (14 MRe((€0) (Svf))
+%Re@(—|§y2wd — iBHES + iBH (£09)(0,0,1)))

+%Re(@(z‘p(§rd) +id(Evh))) + %Re(ﬁ(—rd + ise0¢ — imo290€))

(0% T . J—
= IR = T - BT Re(ioR(E )

it e 1. (4.6)

Gilt nun fiir geeignete Anfangsdaten des klassischen Modells, dass

[ [ieroteagar < . (47)

0 R3
dann folgt per Integration tiber ¢ mit der Anfangsbedingung (4.4):
vi>0: &) <Oor

fiir eine von t, 79 unabhéngige Konstante C, d.h. die Energie £ des Modells mit ,second sound®
konvergiert fiir 7o — 0 quadratisch gegen die Energie £° des klassischen Modells.

Die Forderung (4.7) lasst sich als erweiterte Kompatibilitdtsbedingung auffassen, denn es ist

7/MWW%M //V@<m&//m e dt,

0 R3 0 R3

d.h. wir benétigen fiir die ,kiinstliche* Losungskomponente ¢ = — V6 des klassischen Modells
das gleiche Abklingverhalten wie fiir den Warmefluss ¢/ des Cattaneo-Modells.

In der klassischen Thermoelastizitit lésst sich die Bedingung (4.7) ohne zusétzliche Vorausset-
zungen folgern:

d . . . . .
GO = JIVRIE = ] [IVR)E ds = E(0) - Jim o)

das Abklingen von &Y liefert dann das gewiinschte asymptotische Verhalten von ||V6?|| 2.

In der klassischen Magneto-Thermo-Elastizitdt haben wir sogar

d

o ¥
TE80) = = SIIHEIE — IV e,
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d.h. die zusétzliche Dampfung durch den Einfluss des Magnetfeldes A fithrt zu
0 : 04y - & 0/ (2 2l 0/ (]2 )
£(0) - Jim £8(0) =5 [ I ds+ 7 [ VORI ds
0 0
insbesondere ist also die Bedingung (4.7) erfiillt, falls
£(0) = [ €0, de < o
R3

Wir erhalten:

SATzZ 4.1 (Energetischer Vergleich) Es existiert eine Konstante C > 0, die nur von den
Anfangsdaten und den Koeffizienten der Magneto-Thermo-Elastizitdtsgleichungen (nicht jedoch
von Ty ) abhdngt, so dass fiir die Differenz der Energieterme £ und E° gilt:

VE>0:E7(t) — E%t) < O,

Insbesondere konvergiert E™ fiir 1o — 0 quadratisch gegen E°.

Wir wollen dieses Ergebnis mit den in [Ir1] eingefiihrten Methoden verfeinern. Speziell wollen wir
eine mogliche Konstante C' explizit angeben und die zeitliche Entwicklung der Differenz zwischen
ET und &£° untersuchen.

LEMMA 4.2 Wir definieren

£9(0).
£9(0)°

NO

BO1) = { 2VEND)E0) — £2€5(t) falls 0 <t <
58 (O) sonst
Dann gilt fir alle t > 0:

£(0) -~ &) < EJ().

BEeEwEIs Die Ungleichungen von Cauchy & Schwarz und Hoélder ergeben

d

&Sg = /Uz?tt'vgt ¢ + ...
R3

Z —/‘U%'U?tt’ d£ + e
R3

> /|v?t|2—|— d&-/|v?tt|2 d + ..
R3 R3

vV
|
<
fo
o
o
78%
+
<
<o

<

o
(o}

I~
+
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Unter Benutzung der Kettenregel und des Monotonieverhaltens von 5?? erhalten wir also

d 1 d
& E(t) = Waég(t)
ST

Integration iiber ¢t und anschliefendes Quadrieren der Ungleichung ergeben

Ve — /e = —t/e80)

—  &0)-&1 < {4253(0)2?‘&0%),58(0)83(0), Sﬁgt(O)—t\/sg(O)zo

fir alle ¢ > 0. |

Mit Lemma 4.2 kénnen wir die mittelfristige zeitliche Entwicklung der Differenz zwischen den
Energien £7 und £° untersuchen — eben bis zum Zeitpunkt

SaTz 4.3 (Energetischer Vergleich) Bezeichne wieder £1 = £%(t) die Differenz zwischen
der Energie £ des hyperbolischen Systems zum Relazationsparameter 1o und der Energie E°
des parabolischen Systems.

Dann besteht fiir alle Zeiten t > 0 der Zusammenhang

P
gir) < LS.

BEWEIS Nach Ungleichung (4.6) ist

d .q
ag (t)

NI

<

2y
=2 [1el1ogr ag,
R3

mit Integration und der Anfangsbedingung (4.4) erhalten wir also

t

4
el < %0+ 55t [ [l dg as
¢ 0 R
d -
< _22P 4 50
< 0 /dt 5(s,&) ds d¢
R3 0
_ P/ e0 0
= 755(E(0) — &(1))
p
< TogEg(t)

fur alle Zeiten ¢t > 0. |
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Insbesondere konnen wir also die Energie der Differenz der Losungen des klassischen Modells,
(u™,h™,07,q"), und des ,second sound“-Modells, (u?, h°, 6°, ¢°), abschitzen gegen die Daten zwei-
ter Stufe des klassischen Modells, (u?, ul,, h?,69)(0):

VE>0: &) < nggg(o),

sofern die Daten so gewiihlt sind, dass £9(0) einen endlichen Wert annimmt.



5 Ein modifiziertes Magnetfeld

Bisher haben wir das stationiire Magnetfeld H durch den Vektor H = (0,0, H) fiir ein beliebiges
H > 0 modelliert. Aus Griinden der Symmetrie bleiben alle obigen Resultate erhalten, wenn wir
statt dessen H = (H,0,0) oder H= (0, H,0) wahlen. Anders verhélt es sich dagegen, wenn wir
etwa H = (0, Hy, Hs) betrachten: Bei der Konstruktion des Lyapunov-Funktionals £ im Kapitel
3 haben wir explizit ausgenutzt, dass diejenigen Terme in den Differenzialgleichungen wegfallen,
die von der x1- und der x3-Richtung von H abhéngen.

Bisher haben wir als Grundbestandteil von £ ein Funktional L benutzt, dessen Ableitung der
folgenden Abschitzung geniigt (vgl. Lemma 3.1):

d ~

L < —(ul 1) + CE(wl* + lgllvllw] + [llw));

an dieser Stelle ging die spezielle Gestalt von H gerade ein. Das heiftt: Bei der Erzeugung der
negativen Energiebestandteile mittels Multiplikatormethode konnten wir nicht nur beliebig grofie,
positive Anteile an |w|? und |r|? in Kauf nehmen, sondern auch an |v;|2. Haben wir nimlich bereits

ein W konstruiert mit

d A
¥ < EFCOUuP + I+ o)
mit beliebig kompliziertem (von ¢ unabhéngigem) C'(§) > 0, dann hat das Funktional

L = U4 Cy(&)E+Ci(E)L

fiir geeignete Cp(€), C1(€) > 0 die gewiinschte Eigenschaft, dass seine Ableitung gegen —& abge-
schétzt werden kann:

d A
GE S —EHOE@P + I+ ) + Cote) (Sl - 2o
FOUEN (ot — WF?) + SUEP ol + wf? + [9) + 5 CHECH P
14 -
< —5E+ (2500 + €O + CREOCYO) IwP + (- i) + (@)
% 5
FEGEO) + C@)l+ b
<0
< -i¢
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Und in der Tat haben wir in Lemma 3.2 positive Anteile an |v}|?> und |[v?|? erzeugt bei den

Abschétzungen

Ce)Re (vief) < el + @)X,

Ce)Re (v0F) < el + c(e)CX(E) P

Wahlen wir nun dagegen H= (0, Hy, H3), dann liefert das Pendant zu Lemma 3.1 nur noch ein
Funktional L mit

d ~
3L < P+ CEOw + [glvlfw] + [9]]w])

und wir konnen den spéter auftretenden, gemischten Term ,,C'(§)Re (va?)“ nicht mehr ohne

Weiteres abschéatzen.

Wie wir im Folgenden sehen werden, fithren immerhin restriktive Zusatzbedingungen an die
Anfangsdaten noch dazu, dass auch dieses Modell polynomial stabil ist. Fiir den ganz allgemeinen
Fall H = (Hy, Hy, H3) greifen die von uns benutzten Techniken dagegen nicht mehr.

Wir betrachten also jetzt die hyperbolischen Magneto-Thermo-Elastizitatsgleichungen (0.5) mit

—

H = (O,HQ,Hg) (HQ,Hg >O)
Die transformierten Gleichungen lauten dann:

( v + plEP + (1 + A) (€ - v)E — g
—ia(H2w2 + H3w3)§ +ia(Hée + H3és)w = 0

wy + |€Pw + iB(Haba + Hsés)v,

—iB(& - v)(0,Hz, Hy) = 0 - (5-1)
Yy —ip(§-r)—id(E-v) = 0
ToTt +1r —ixdé = 0

Fiir die einzelnen Komponenten der ersten beiden Gleichungen erhalten wir

viy + plEPot + (1 + A (€ - v)€r — in&rd (5.2)
—ia(H2w2 + H3w3)§1 + ia(Hgfg + Hgfg)wl = 0

v+ €0+ (1 + N (€ 0)&e — iv&Y (5.3)
—iaH3§2w3 + iaH3§3w2 = 0

vp + €2V + (n+ A) (€ v)Es — iv€sY (5.4)
—iaHyéw? 4+ iaHy6uw® = 0;

w} + [€Pw' +iB(Haka + Hals)vf = O; (5.5)

wi + [¢PPw® + iBHsEv; — iBHa(S1v) + &3v)) = 0 (5.6)

w} + [¢[Pw’ + iBHabov] — iBH3(E1v) + &v7) = 0. (5.7)
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LEMMA 5.1 Sei Hofy + H3é3 # 0. Mit ¢ := (Ha&s + H3&3)™ ! erfiillen die Funktionale

Qy(t) = —Re(i{vtlw1>;

(1) = —Re(iCvfu})

die Abschdtzungen

T < cdllEPpllwl + eldligl i
g
elcllgllwl® + eC el wl® = S vl
d 2
%2 = ccliElvel[wel + clClig] |9 [l

g
HelCllglfwe? + eCle] we]* — §|vt1t\2-

BEWEIS Multiplikation der Gleichungen (5.2), (5.5) mit w!, v} ergibt

%@1 = —Re (inTltwl + intlwl)
= Re(ipC|éPvlw! +i(u+ A ¢& (E0)w' +7¢&dw!
+acé (Haw? + Hywd)w' — a(Haés + Hsés)wlw'

+iClE[Pofw! — BC(Haés + Hsés)vjvy)

IA

clCllel? ollwl + CICI\ﬁllﬁllwl + c[¢lI€]|w]?
+eC €[ w]? — |Ut|2

Die zweite Ungleichung beweist man analog, indem man die Ableitungen (5.2’), (5.5) der Glei-
chungen (5.2), (5.5) mit w}, v}, multipliziert. O

LEMMA 5.2 Seien £9,£3 # 0. Das Funktional

() = _Re<H3€3 Hy&o

iviw? ivf’w‘?’)

erfillt dann die Ungleichung

a 2 wg O& &

- 2 L T b | 152l 1591

ar® = “”M<KNW@ TARTN
07|
&

+
€] |€3|> 2 <
+(|£3|+|€| ul” + clé

~00uRR + 10t + 6 (372 + ) Re (7

2 g 1<| wg
&l ) TR g T ey

).

ol 1)
)mu+(mygﬂ wl0)
_|_
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BEWEIS Multiplikation der Gleichungen (5.3), (5.4) mit w2, w3 und (5.6), (5.7) mit v2, v3 liefert

d T —5 1 —5 T — T —
—®3 = —Re v2w? + 02w2+ v + v3w3)
i ° <H3§3 f H3és U0 Ha&y M Hyly '
ifd |§‘2 ip+A) & o 7 & f* 2 5 2
= Re| =5l 2?2+ 222 Dw? + — 29w + « 3w* — aw?w
<H3 & o 6" T 6"
i |§|2 3 (N"')\) &3 v &3 537 3 — 3
3y 2 P 220w 4 a2 ww? — awdw
H2 &2 Hy 52(5 v)w Hy & &
i €= Hy & — Hy—
+F§7’Utw —ﬁtt+5H§ t+BF Fof
i €)= 351 H3— o
+H & tw ﬁvtt—i-ﬁ H, & U—i—ﬁva

IN

(21,120, (181, 191 (], 1)y
et (T + o)+ (e + i) et + (i + ) ot

&l |§\> o <rtr ||> <m \w\)
e (!fg!+|€\ ol + elePlol {121 + 1 ) el (gl +

H, Hs
~allu?? o+ 1) - B + 1) + 5 (32 + g2 ) Re (Red). .

LEMMA 5.3 Seien £1,&2,&3 # 0. Das Funktional
(1)4 (t) ‘= Re & Utlt’UtQ % Utltvtz
Hs &6 Hz §1&

geniigt dann der Abschdtzung

d Ha& 00  H3&3 30 Hy Hs 2,3
—0y < —(p+A) |2 == — A= += R ;
g = (u+)<H3§SU\+H§v| (H+A) T, T, e(vtvt)

€7 <H2 H3> €] > <|Ut| |Ut|>
+ vi|+y | 5 + ) [V +c +
(et = (2 + 2 ) o+ e ) (it + iy
T <H2+ H3> v (’vtt| 4 |Utt‘>_
Hs  Hz) [&] \|&]  |&|
BEWEIs Multiplikation der Gleichung (5.2’) mit vt bzw. Ut ergibt

d _ Hy Utlttv? Hy ”gtv?t Hj Utttv? Hj vttv?t
—®; = Rel| — + — — —
Hs &8 Hs &1&3 Hz &€& Ha §&1&

dt

Hy plé? 1— Hy
= Re(—vatlv?—(,u—l—)\)H (51 ; 2+§2vaf+vtvt>+wﬁt
3

Hj &€ & ! & Hs &3
Hj > 2 Hz S 5 Hy 5 H UttU2
w? + How? | v2 — i UQ—ZQ—wUQ—I—fitt
§3< A A YT & Ut Hs 616
 Hs pl¢)? <€1 1 €3 5 > Hs3 iy
v + )= w3+ olod + 203 ) + Vyv3
" Hy &6y — )Hz §2tt L §2t H&zt

1 H2 — . Hj 53 Hsv 1.3
+— ( Hawi + w3> V3 — i —2wlvd — Za—— w1v3 W Bt
52 < 3Wy H2 t t 51 t vt H2 f {2 t H2 fl €2
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< o(BEwia) ot (2 ) - ey (22100 22812

|€1] &3] |l Hs &3
Hs H3> 273 <H2 H3> <‘vt2‘ ’vt2’>
—(u+ N =+ )Re (v} ) +7 | =+ ) 1] | o5 + =5
(b )<H3 H, ( ! t> "\ " H, 94 &3] &2
€] <|Ut2| \Uf’\) <H2 H3) vy (!’U?A |Uft\)
el (B8 4 i) 4 (224 22 + .
al el Tel) T\& tm) el Vsl T el 0

LEMMA 5.4 Fir das Funktional

gilt die Ungleichung

d
3% = —gl&lglvl2 = (n+X)(€0)* + c(|9]” + [w]?) + |u*.

BEWEIs Multipliziert man die erste Gleichung des Systems (5.1) mit v, so erhélt man

d
aq)g, = Re (’Uttﬁ + ’Ut’LTt)

= —pl¢Po]* = (n+ A)(&v)* + YRe(9(£D))
+aRe((iHyw? + iHzw?) (£7))
+aRe((iHaé + iH3és)wo) + v

IN

I
—HIEP I = (u+ A (§0)* + el + ZIEP o] + clw?

7
+Z|f\2|v|2 + v

LEMMA 5.5 Sei & # 0. Dann erfillt das Funktional

ds(t) = Re| —r0

o8 e(%flrt t)

die Abschdtzung
d 1 ¢ €] 1%, vl
—Pg < —=|0* + = |rel? + 2ty 4+ e |
dt I+ g™+ eqgplralled g il g

BEWEIs Durch Multiplikation der dritten und vierten Gleichung von (5.1%) mit E,E erhalten
wir

—®g = —r 0 + —r; 0
dt 6 Re <%§1Ttt t + %§1rt tt

2R el Y 5
= Re< - %&riﬁt — 90 — Z—Zri (&) — %%ri (£vn)>
[3

1 c ’fP Utt‘
—— 042 + S |re? + e ||| 4 e ||
2 2 &1 1] €] O
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LEMMA 5.6 Sei ¢ die grofite der in den Lemmata 5.1, 5.2, 5.3, 5.4 und 5.5 vorkommenden
Konstanten c.

Seien &1 # 0, €263 > 0 und wieder a = |€]? (5% £2> Wir definieren
1

—=a+ 8) Dy (t) + §<I>3(t)

o) = ﬂ<764~2 T 64 P :

432 (ﬂ +A)? 51

gg(u +(M+)\)2) 64 <HQ H3> a 8
35 [ (n+ A2 \H; ' Hs %q)2<t)+u+A(I’4(t)

FAD5(t) + (I(leiy <Z§ + H3> 5 + 1) Dg(t).

Dann gilt fiir ein hinreichend groffes ¢ > 0 die Abschdtzung

a’ = g Tt T
2 2 4 6 8
LEIPR o | o2 lEP IS 11 416
€] £

d 2 4 6 1 2 4
< ca4|£| + [€]* + [¢] lw|? + ca’ + €% + 1€] w2

+c Ir2 = €.

l\D

BEWEIS Fiir €¢(v) :=

W=

) (vt) él (Utt) = WW}\)Q) und 6(19t) =1 gﬂt:

So < sl Ligpor + e ctepiur + o + ol ctetior
€1 o & 2 52 64 \§| 12
+CG’TC ‘5’ ‘ ’ ( )ﬂ2 ’ t’ % ( )m "U ‘ - 8|Ut|
2 2y ( ) a? 222 €00 00 a 2
+2( ) € 4C €1 we* + 26(1%)?& €17 we] = + 5 | +C§|C||f||wt|

1 64 gwl 2
2€(Utt) (M + )\)2 % t

+07C2|§’ |we|* —
1

gyl + Sl + %alwﬁ + o+ caluf? + clof? + calu?
~2
2 ( ) ¢ 64 112 6(Ut) 212
= -8
26(Ut)a|f| lw|* + E(Ut) ﬁ2a‘vt‘ + 5 Y (ot™ + |vt| )

+8

H
Hp | ) (Ugvf)
3
~2

2e(ve) (+ N2 €2 2
1 64 Hy H3\? ya,, . €®), o ¢ 2 €(vr) | 12
22y S =9 - =
T oe(on) (L N2 <H3+H2> 7 gl + 55 2w @ 7l + 5 1

1 64 (Hy H3\?>a,6 15 €(vn)|vul?
+ s\ T =5 3] 5 2
2€(vu) (1 +A) 3 2 1 €]
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=2pf€*[of? — 4+ A)(E - 0)? + eI + clwl + 4|v |

1 64 H2 H3 2 PRY 2 6(1915) ) Cc 2
st (i) gl — =51 +£%(el“> i
c 1> €2 2 €(vr) 2, ¢ < > @ 2, e(vet) |vge]?
o) <€1+ ginl ety \@ ) @t T e

.
S0P+ 82,
x

« T
Sl = S0P = 5 + |w\2+

Mit Hilfe der ersten und vierten Differenzialgleichung (5.1) schétzen wir ab
foal? < SIE (K2R + (u -+ N2(E - )2 + 291 + 202 P wf?) ;

o [l + Iref?)

C
3@(

d 3 7
5% < (3= 5)1PoP + (44 Jetwn —5) 1P

+ (86(vtt)(u2 + (7)) = £) [ellof?

\fl2 + et +1¢1° 4 2 L+ €12 + ¢t

e e

+ €2 o, ol€P+ 1€t + €18 + ¢
gz e &

Dabei haben wir benutzt, dass

|Ha&o + H3&s| — Hol3 + H3§2€3 52 52 £§ '

Da sich die erste Zeile der Ungleichung (5.8) mit obiger Wahl von €(v), €(vt), €(vy) zu Null
aufaddiert, folgt die Behauptung. O

und erhalten

N

a4‘wt‘2

1
+c

7[> (5.8)

Definieren wir

2 4 2 4 6
K(¢) = 21+\§| + ¢ (141 +¢2) + 21+|§’ + 181 + €] 7
& 3)
und fiir ein hinreichend groftes N > 0
L(t) = @)+ NK()(Ei(t) + &),

dann sehen wir wie im vorigen Kapitel:

SATZ 5.7 Ist N grof§ genug, dann ist L dquivalent zu & und fallt exponenziell, d.h. es gibt
Konstanten C1(€),C2(§), C3(§) > 0 mit

Yt > 0: CL(E)E(LE) < L(1,€) < C2(OE,E),  L(1E) < L(0,8)e O,

Insbesondere fallt & exponenziell.
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Genauer gilt

g
=
|
Q
w
)
A\
2
™
™y

(0)6703(91‘/

mit den Funktionen

Ci(§) = di(L+ €& + [€)a,

2

a1+ I (K06 + g1)

Q

S
—~
o
N—
Il

ds3
1+l (K© +5)

wobei dy, do, d3 gewisse positive Konstanten sind, die von N abhéngen.

Damit erhalten wir folgendes Resultat:

SATZ 5.8 (polynomiale Abklingraten) Sei m € Ny beliebig.
Erfiillen die Anfangsdaten (tg, 1, h, é,cj) des Problems (5.1)

CoQ)/C1(6) .
| o 0.0 as <,

und st

supp((ﬂo,ﬁl,flo,éo,ﬁg)) C{¢e R3 | £2&3 > 0}, (supp(-) der Tréger von -)

dann fallt die zur Losung (u, h, 0, q) assoziierte Energie
1
Et) =3 / fuel? + 1 Vul? + (u+ NIV'u? + S+ 2107 + 20 [g? ) (t,2) da
2 G 1) )
R3

fiir t — oo mit Rate m, d.h. E(t) = O(t™™).

Auf die Anforderung an den Trager der transformierten Daten gehen wir in Kapitel 8 ndher ein —
insbesondere wollen wir dort untersuchen, wie sich diese Bedingung auf die nicht-transformierten
Anfangswerte libertragt.



6 Das rein hyperbolische System

Wir fithren nun auch eine zeitliche Verzégerung in der Magnetfeldgleichung ein, d.h. fithren die
parabolische Gleichung

hy — Ah =0
iiber in das System
hﬁ—V’p = 0
npe+p+Vh = 07

wobei
p= (pl,pQ,pS)/ _ (pl’l,p172,pl’5;p2’1,p2’2,p2’3;p3’1,p3’2,p‘3’3)’ ‘R3 L RY
und V’p, Vh natiirlich komponentenweise zu lesen sind:
Vip=(Vp,, V2, Vp?) und  Vh=(Vh!, VK2, Vh?).

Wir erhalten so aus (0.5) das rein hyperbolische System

Muy — D'SDu+~yV0 — o(V x h) x H 0
ht—l—V’p—ﬂV X (ut XH) = 0
cby +pV'g+o6V'uy = 0 (6.1)
Tipt+p+Vh = 0
Toqt+q+%v9 =0
mit zugehoriger Anfangsbedingung
(u, e, 1 0,p,0)(0) = (u,u', 1%, 6%, 0, ¢°).
Reduktion auf ein System erster Ordnung
Vi+AV = 0
Ve 2w 62)
mit
SDu SDu’
Ut ul
| " 0. h?
V - 9 bl V - 90
P P’
q ¢
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und A = QN, gegeben durch

S 0 0 0 0 0
0O M 0 0 0 0
o 0o 2 0 o o0
@= 1o 0o 01 0o o0
o 0 o0 0o 12 9
190
0 0 0 0 0 Xi=
und
0 -D 0 0 0
-D 0 —a(Vx)xH 4V 0 0
7 ay/
N - 0 —an(;xH) 0 0 3V 70/
0 YV ;) 0 2 pIV
0 0 av S % Jl

auf dem natiirlichen Definitionsbereich D(A) C ‘H := L2,

D(A) :={VeLl?|IWecL?VoeCP: (V,AD) 2 = —(W, D)2},
ergibt: A ist dicht definiert und abgeschlossen, dissipativ auf (H, (-, -)%) mit (-, -)3¢ := (-, Q1) p2
und es gelten D(A) = D(A*) sowie Re(A*V, V) = Re(AV, V) fiir alle V € D(A), vgl. Kapitel 2.
Mit dem Satz von Hille & Yosida erhalten wir: Das Problem (6.2) ist wohlgestellt.

Die Fourier-transformierten Gleichungen lauten nun

vt + pléPo + (p+ N)(E0)€ — iyI€ — iaHw?E +iaHEw =
Wy — 1:(5017 §027 503)/ + iﬂH&Svt - Y’ﬂH(O’ 07 g’Ut),

Oy — ip(&r) — i6(Evy)

110t + 0 — ise(wE, wrE, w3

ToTE 1 — i€ =

Il
o o o oo
—
(=
w
~—

mit (v, w,d,0,r) = (ﬁ,il,éaﬁa ‘f)-

Die zugehorige Energie des Systems ist

Et) = / E(t.€) de
RS

@
B
V12 Lo o PV, 2
RAT - EDp? qe.
+5| | +Tl%ﬁ|0| +To%57“| 3

1
= 5 [ 1ol I + Gt €0+ Gl
R3

Definieren wir wieder

Ei1(t) = E(t;v,w,9,0,7) und

Sz(t) = 5(t7 'Ut,?,Uh’lgt,Ot,Tt),
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dann gelten

3 lars py 0
—&(t = - d
S&(1,6) Sl = L2
d s la, 9
—&5(t - __ = _ =7
dth( £) =B | ot| 3 \ Te| .

LEMMA 6.1 Sei wieder a := |§| + ‘El Dann exisiteren Konstanten C,C; > 0, so dass fir die

&
Funktion
®(t) = Chal¢]’Re (thlwl—i- vauﬂ) + CyaRe (thltwtl—i- ZUtthtz)
&3 &3 &3 &3
4 ISERES: 4 &
= (s R = Sp R
+,u,+)\ (53 fl) e(vttvt>—|— v e(vttvt>—|—]§| e (vsv)
+C3aRe (erﬂt> + C4a’Re ( ol Plwl + io?’zwif + ZO?’3w?>
&3 51 ) &3
im Falle £1,&2,&3 # 0 die folgende Abschitzung erfillt ist:
d 1+
o < epevon P + oL
dt ¢
) 11 1Y, o
+Ca®(1+ [€]%)|o* + Ca®(1 + ¢[?) + = |og]*.
&' a 53

BEWEIS Wir modifizieren den entsprechenden Beweis aus Kapitel 3. Sukzessives Einsetzen der
Differenzialgleichungen (6.3) ergibt fiir ein zunichst beliebiges € > 0 und eine von e abhéngige
Konstante c(e) > 0, c(e) ~ i:

d
® < c(e)a’lel’|wl® + elé]*|o? + el€ P19 + c(e)a’ €[ |o]* + el€f* (Jup [* + [vF[?)

a =

—Cral¢P(fvy [P + 0 *) — 20/ (v [* + [v7]%)

+e(e)a’ fwe|? + el€P|orl? + el ]* + e(e)a’|on* + eyl + [vi[?)

—Coa(lvy|* + [vi|*) = 2(|vg|* + |07 )

+e(e)aléP(lof* + [vf ) + el€* [0} [* — 4le? |07 + cle)al|e]* + |we]?)

+e(e)a(lvg|* + [vig|?) + el€P(EP > + [9])

—pl€]*|ol? = (i + N)[EP (€0)* + el€] of* + ()P (101 + |w]?) + €[ [ve]*
a2

+c(e )5 e — Csaldef® + c(e)a®|rel* + e(jo|* + [vi[*) + el (1€ [o]* + [9]7)
3
oy (1 1 1 2 30,12 12 22
+e(€)a®(L+ [6%) | 5 + 25 + 25 ) lodf* = Cua®we|* + e(log|* + v %)
g g &
Sind nun € hinreichend klein und C, C; grofs genug, dann folgt

d

30 £ RPE+CAlPwl + CallePlof + CIEPI* + Clef*Irf?

+CaS(1 + |¢] )(§1 +€12+§13> 0|2 + Ca? (1—1—513) |re|2.
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Benutzen wir noch die Abschétzungen

C C
[ < e (lof® + forf?), 91 < e (Il + Irl®),
so ergibt sich die Behauptung. O

Sei b:=b(§) := 2 + & + = . Als Lyapunov-Funktional definieren wir

L(t) = )+ Nia®(1+ [ (t) + Noa®b(1 + [¢*)Ea(t),
wobei N1, No > 0 grofe Konstanten sind, deren Wert spéater determiniert wird.

Mit Gleichung (6.4) und Lemma 6.1 folgt dann:

d d s
Sro< [ePE + O+ IERI? + Ca(1+ €0l + Mia(1 + [€%) 6y
1+ ¢ d ,
400 EL 4 Cath(1 4 16 + Daa®h(1 + 1) 6o
3

S _‘€’2£17

falls N1, Ny hinreichend grof sind.

SATZ 6.2 Sind N1, No > 0 grofi genug, dann ist L dquivalent zu & und fallt exponenziell, d.h.
es gibt Konstanten C1(€),C2(§), Cs(&) > 0 mat

Vi > 0: CLOEE) < L(1.6) < CoOE(E),  L(t.€) < L(0,)e e,

Insbesondere fdllt & exponenziell.

BEWEIS Wir kénnen £ nach oben und nach unten gegen &, abschitzen: Wegen

& < clval® + (€210 + [wel® + [0 + log)* + |re]?)
< (€l + P11+ €] + 11 o + 1120l + €17 Ir* + [o] + |r[?)
< {1+ [EP)én

1] < c(a®w|® + alé*|vel® + a®|og|* + blwe]? + |ve|?

+1€2 |2 + a|re|® 4 ab|04]? + a®|o* + ablwy)?)
< ca?E) + cdP(140)é,

erfiillt £ die Abschétzungen

C 1B| + Nia®(1 4 |€[1)E1 + Naa®b(1 + [€]7)E,
(ca® + N1a®(1 + [€]%)E1 + (ca®(1 +b) + Naab(1 + [¢]%))Es

cr(a® + a®b) (1 + [€*)%E1;

VAN VAN VAN

—[® + N1a® (1 + [€[*)E1 + Naa®b(1 + [*)E
—ca®& — ca®(1 + b)(‘fQ + Nva2&) + Noa®(1 + b)c‘jg
(N, — ¢)a2€1 + (N — ¢)a®(1 + b)&,

02(1251,

AV

v
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wobei N1 — ¢ > 0 und Ny — ¢ > 0, falls N1, Ny groft genug gewéhlt sind.
Nach Gronwall fillt £ damit exponenziell:

Loty < Pt < ————LL (1) = ~K(EL(®

dt ~ c(a® +abb) (1 + [€)%)? ’
d.h.

L) < L£(0)e ke,
Also fillt auch & (€) exponenziell fiir ein beliebiges ¢ € R3, genauer:
Eu(t) < 2 < 2O k01 < (g 1 ah) (1 + €226 00O = ()81 (0)e MO
coa Ccoa E))
O

Mit Lemma 3.13 folgt:

SATZ 6.3 (polynomiale Abklingraten) Sei m € Nj.
Erfiillen die Anfangsdaten (i, a1, h, 0, p,q) des Anfangswertproblems (6.3)

KO 4
R[ 0.6 dg < oo,

dann fallt die zur Losung (u, h,0,p,q) assoziierte Energie

#f3

R3

firt — oo mit Rate m, d.h. E(t) = O@t™™).

1 «o T T
&=y | <|ut|2+u|w?+<M+A>|V'u2+5rh\2+§|912 bl °’”|q|2)< x) da




7 Zur Voraussetzung fir polynomiale Stabilitat

In diesem Abschnitt wollen wir die Forderungen an die Anfangsdaten, die uns in den einzelnen
Modellen die polynomiale Stabilitdt der Loésung sichern, ndher untersuchen und miteinander
vergleichen.

Zur klassischen Magneto-Thermo-Elastizitat.

Wir betrachten zunéchst die Situation 79 = 0 aus Satz 0.1: Es soll gelten

"5(5) 50 «
[ fremet0.6) ae < o (¥
R3
mit
R(E) = 1+ €,
P
B N G 1)
B (©e2)?
GETZEAEENGDE
und

. 1 . .
£00.6) o= 5 (1037 -+ uleP1aB + u+ N6 - a8 + 18P + 1108 )

Sei m = 1, dann erfiillen die Anfangsdaten die Abschitzung (x), falls fiir jeden Anfangswert
Vo € {ud,u?, h, 09} gilt:

Vol?(€) d€ < oo

[ EP ey
g

bzw.

(& + f:i)%(;g‘f‘ 15‘2)3% € L2(RY),
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63

d.h. falls ein Wy € £L2(R?) existiert mit
(& + &)+ [E*)Vo = EWo.

Riicktransformieren liefert dann die Bedingung

0? 0? 0? 9?
AW, € L2(R?) : — ((%2 + 5%) (1-8)Vo =5 o2
:;D :Zd

Wir konstruieren ein Vg € £2(R?), das diese Bedingung erfiillt.

Seien
|z|2

fla) =%

die Dichte der Standardnormalverteilung und
%::dfa WO::va

dann sind Vj, Wy beliebig oft differenzierbar mit

f als 2D-Funktion

DVpy = dWy

und es ist Vp(x) = q(z) f(z), Wo(x) = p(x) f(x) mit gewissen Polynomen g, p:

0 97 =2
W amast
— (ot ad e aded) flo
9?0 o~
Wo(z) = (82+83>(1—A) ;

= (wl + 33:1:62 + 4x?x§ + 3x‘11m3‘ + 9w‘{x§x§ + Gx%wé

+a2xS + 6 rsad 4+ 9xtadad + 422§ + 2522 + 3a32]
+3x%x§ + acg — 3829 — 78x1x2 — 114:1011‘3 4222 x5
—156:@3}%30% — 1141‘%3:3 — 225 — 42.7)21‘3 — 7833‘%.7}% —
+414x] + 4742223 + 828x3x% 4 6025 + 47432 + 41443

—137227 — 46823 — 137223 + 872) f(z).

Bleibt also zu zeigen, dass Vg, Wy in £2(R3) liegen. Es ist

/x%f@(x) dz = —;/(/1‘1 (—29;1@ )dx1> (22, x3)

R3 R2 R
JIVER )
= —5 IL‘1' dl’l 1'2,1'3
R2 R
1 ~[af?
= = —x1-€ dxl d(z2,x3)
2]R2 Tr1=—00
= ;/eg”|2 dz
R3
VT
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Iterativ erhalten wir: ¢f, pf € L2(R3).

Im Fall m > 1 setzen wir

82 82 m 82 32 m
Dm = - D) ]. — A s dm = PR —
(- (G o) - 7) (5r122)
sowie Vy := dp, f, Wy := D,,,f und gehen analog vor.
Sei nun allgemeiner f eine schnell fallende Funktion, d.h. aus dem Schwartz-Raum
S(R?) := {go € C®(R?) | Va, B € N3 : sup [2%9°p(z)| < oo} C L%(R?).
z€R3

Dann sind offenbar auch Df und df schnell fallend, d.h. V; := df, Wy := Df liegen in £2(R3)
und erfiillen die Gleichung DV = dWj.

Regularisierung.

Um ein rasches polynomiales Abklingen der Lésung zu gewéhrleisten, miissen die oben benutz-
ten Ausgangsfunktionen f, aus denen wir uns dann geeignete Anfangsdaten konstruieren, eine
entsprechend hohe Regularitéit besitzen.

Wir skizzieren im Folgenden ein wohlbekanntes Verfahren zum Glétten von L£P-Funktionen fiir
p € (1,00), das 1944 von Kurt O. Friedrichs [Fr| entwickelt wurde:

Sei ¢ € C§° mit ¢(z) = 0 fir alle || > 1 und
J Y(z) de =1, etwa

R3

a1
2) = J coe ? |z < 1
bla) = { 0 T el <

¢} als 2D-Funktion

mit passendem Normierungsfaktor c¢g > 0.

Sei weiter zu beliebigem k € N die Cj°-Funktion 1), definiert durch
Yr(x) = k" (kx),

dann ist der k-te Friedrichs-Gldttungsoperator Wy : LP — LP gegeben als

(W) () = (e )z /Wm— () dy.

Offensichtlich ist ¥ wohldefiniert, denn mit der Hélder-Ungleichung erhalten wir

Il < [ [ onte = plu)P dy do = lull,
R3 R3
d.h. Upu € LP fiir u € LP, und Yiu ist eine C°°-Funktion, denn fiir einen beliebigen Multiindex

a € N3 gilt
V(T ru) = (V*Yy) * u.

Auferdem konvergiert Wiu in der Norm || - ||z gegen u: Da C§° dicht in £P liegt, konnen wir zu
beliebigem € > 0 ein ¢ € C;° wahlen mit

= pller < 3.
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Wie wir eben gesehen haben, ist dann auch
€
1Pk = Urpller < flu—¢ller < 5
und aufserdem gilt
€

Ve — @l < sup o(x) — @(y)[P dz < |supp(p)| sup |p(x) —w(y)F < 5
3
s [2YI<g lz—y|<%

fiir ein hinreichend grofses k, insgesamt also
H\I/ku — qup < H\Ilku — \I/kgngp + H\I/ktp — QOHLP + H(P - UHLP < €.

Wir bemerken, dass auch fiir andere Raumdimensionen und fiir p € {1,000} analoge Resultate
gezeigt werden konnen. Eine allgemeinere Darstellung findet sich zum Beispiel in [Ra4].

Ein Beispiel.
Wir glitten die charakteristische Funktion x g2 mit ¢y fiir k € {0,5; 1; 1,25; 1,5; 2,5; 5}.

0 |kz| > 1

1
ke ke kx| < 1 1 z€[L,3
'lpk‘(x) T { X[l’g]Q(x) = { t [1 3

V1,5 * X[1,3]2 Y25 * X[1,3]2 VY5 * X[1,3]2
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Seien nun f € £2 und € > 0 beliebig, dann gibt es ein k& € N mit |[¥f — f||z2 < € und fiir
Anfangsdaten Vp := dp, (Vi f) = (dntx) * f klingt die Losung der Magneto-Thermo-Elastizitats-
gleichungen fiir ¢ — oo polynomial ab mit Rate m.

Zur Magneto-Thermo-Elastizitat mit ,;second sound“.

Die Dissipation des klassischen Systems liest sich als

EAO %02 4121912
GE° O = ~Slel Rl — S iePoP,

wahrend beim ,second sound“-System der Warmefluss eine andere Regularitét aufweist als der
Temperaturgradient, was sich auch in der Dissipation widerspiegelt:

d

Laroy— X202 _ P2
T = =Sl - Ly

P

Bei der Konstruktion der Lyapunov-Funktionale fiir die beiden Modelle ergab sich daraus noch
kein wesentlicher Unterschied: Wahrend wir in der klassischen Situation mit Hilfe geeigneter
Multiplikatoren ein ®° konstuiert haben mit

d
a‘ﬁo(t) < Ca’(1+ [E) ([P hwl? + [¢719F)
1+ |€]? R
+0at L Pl + P10 - clgPe?
und daraus mit der Dissipation unmittelbar fiir das Funktional
. 14 €1%) A
20 = 80+ M1+ ERE) + Naa? e e

mit hinreichend groften Ni, No die gewiinschte Abschétzung

d A
—L0%t) < —el¢PE°

S0 < el

erhalten haben, fithrten beim ,second sound“-Problem die Abschétzungen von 9, 4J; gegen r,ry
immerhin zu einem Funktional ®7 mit

Conr) < Oa(1 1)l + 1rP)
+ 0 L e + i) - e
d.h. das Lyapunov-Funktional
£ = 70+ N+ + ot SR

lieferte fiir passende Ny, No ebenfalls die Abschétzung

d .
L0 < —eo|€|?E7.
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Es blieb noch jeweils die Aquivalenz von Lyapunov-Funktional und Energieterm erster Ordnung
zu zeigen, d.h. ® und &, gegen &; abzuschétzen. In beiden Fillen hatten wir

1+ ¢ 4.
&,
RS

doch wahrend sich beim klassischen Modell ég mit Hilfe der Differenzialgleichungen gegen é?
abschéatzen liefs via

& < Ca(l+ [€2E + Ca?

E(t) Clvul® + €2 ve]* + |wel* + [9:[%)
CEIM ol + €12 1w]® + €719 + €17 vel® + 1€/ [w]® + 1€]*9]%)

CIEP(1+ [€[HED (1),

VAN VANVAN

fiihrte beim ,second sound“-Modell der beim Wirmefluss ,fehlende* Faktor |¢|2 nur zu
E5(t) < Clloul + € vl + |wel® + 104> + re]?)
< CEM ol + EP101 + (€7 [w]® + (€7 ol + €1 [wl + €7 + |r*)
< CL+ P A+ [EP)E ().
Fiir geeignete Konstanten d; = d;(C, N2) und dy = da(C, N1) ergab sich daraus
. 1 .
a0+ENE < 00 < do(je+ )+ .

Formal erhielten wir daraus das gleiche Resultat wie bei der klassischen Magneto-Thermo-
Elastizitit (oder auch bei den entsprechenden beiden Modellen der Thermoelastizitét): Die Ener-
gie E7(t) = [E7(t,€) d¢ klingt polynomial ab mit Rate m, falls fiir die Anfangsdaten gilt:

KO 5 . *
R[ 0.0 de < . (¥

jetzt allerdings mit

k(&) = a <|§]2 + ’€1|2> und

€12
a?r(§)(1+ [€1%)
(£763)°
[E12(€F + €92 (1 + 1) (1 + [€]Y)

Sei wieder ohne Einschrinkung m = 1. Ubersetzen wir () in eine entsprechende Regularitiits-
anforderung fiir die Daten, so erhalten wir:

Ezistiert zu jedem Vo € {uf,u], h, 07, a5} ein Wy € L? mit

ot o1

92 92\?
— — Wo=(1+AY)H(1-A)? —

8737% ox3
dann ist E7(t) = O(t™1).

Daten, die diese Bedingung erfiillen, beschaffen wir uns dann wie beim klassischen Problem.
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Zur rein hyperbolischen Magneto-Thermo-Elastizitét.

Wir haben in Kapitel 6 gesehen, dass die exponenzielle Stabilitdt einer Losung der Magneto-
Thermo-Elastizitat auch dann nicht verloren geht, wenn wir nicht nur die Warmeleitungsglei-
chung, sondern auch die Gleichungen des magnetischen Feldes relaxieren: Die Dissipation des
jetzt nur noch geddmpften hyperbolischen Systems,

d 4 la Py

—&(t) = ——=]o|* — L Z|r)?,

FE0 ===kl =221
reicht immer noch aus, um die exponenzielle Stabilitét aller Losungskomponenten zu gewéhrleis-
ten. Jetzt erfiillt das Lyapunov-Funktional

L(t) = )+ Nia*(L+ [€*)E1(t) + Na2a®b(1 + [€])Ex(t)

flir ein entsprechend modifiziertes ® die Bedingung

d 94
S £1) < —IePEQ).

Die im Vergleich zur in Kapitel 3 betrachteten Situation héheren Potenzen von a entstanden
dabei technisch durch iterierten Einsatz der gewichteten binomischen Ungleichung (3.11) bei der
Abschiitzung von |w|? gegen |o;|2. Diesen Effekt konnten wir auch schon zuvor beim Vergleich
zwischen den Lypunov-Funktionalen des klassischen und des ,second sound“-Modells sehen, als
wir bei Letzterem noch zusitzlich |9;|? gegen |ry|? abschitzen mussten. Auch der b-Term resultiert
aus der zusitzlich erforderlichen Abschitzung von |w:|* gegen |o¢|*.

Entsprechend dhnlich sieht die zugehérige Bedingung an die Daten aus: Hier sind die Funktionen

k und k in der Forderung
K(§) &
£ d
R[ 0.9 ¢ <o

gegeben durch

(€)= (a+a'd)(1+[EP)?,

€7
a?k(§)
€2
(a3 + ab)(1 + [€]2)?

Wie in den bisherigen Situationen lasst sich daraus dann wieder eine Regularitdtsbedingung an
die nicht-transformierten Daten herleiten.
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Wie schon zu Beginn von Kapitel 5 beschrieben, kommt es beim Nachweis der Abklingraten
bereits beim klassischen System der Magneto-Thermo-Elastizitdtsgleichungen zu technischen
Schwierigkeiten, wenn man das stationdre Magnetfeld H durch (0, Hy, H3) modelliert anstatt
durch (0,0, H3). Um mit Hilfe der Gronwall-Ungleichung nachzuweisen, dass der Energieterm
£ (¢) fiir jedes ¢ € R? exponenziell fillt, mussten wir uns an einer zentralen Stelle in Lemma
5.6 fiir einen Term ,kiinstlich“ ein passendes Vorzeichen beschaffen. Diese Annahme lieff sich
durch eine zusétzliche Forderung an die Anfangsdaten rechtfertigen, die wir bei den anderen
betrachteten Systemen (mit Hs := 0) nicht bendtigt haben:

supp (i, @11, ho, o, Go) C {€ € R | & - & > 0}.

Wir untersuchen im Folgenden, was diese Bedingung fiir die nicht-transformierten Daten bedeu-
tet.

Zur Beziehung zwischen supp(f) und supp( f)
Sei f e L2(R) mit z- f € L2(R) und & - f € L2(R). Bezeichne Var(f) die Varianz von f:

Var(f) i= [« (@) da
R

und o(f) die Streuung von f:

Var(f)
[ fllz2

Nach der aus der Quantenmechanik bekannten Heisenbergschen Unschérferelation besteht dann
die Ungleichung

o(f) =

h

O'(f)O'(f) > 57
wobei h = % mit Planckscher Wirkungskonstante h. Ein funktionalanalytischer Beweis von
Hermann Weyl und Wolfgang Pauli findet sich in [We2|. Daraus ergibt sich sofort, dass der
Trager von f und der von f nicht gleichzeitig beliebig klein werden kénnen, falls f nicht bereits

die Nullfunktion ist:
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Seien S, > 0 mit supp(f) € [-S,S] und supp(f) - [—S, S‘], dann gilt

+5 +5
(f 22| f(x)|? dx) (f 22| f(2)]? dac)

[SIE
[NIES

5.8 > X° — =5 i
+S 2 +5 2
(f |f(2)[? drc) (f |f(2)]2 dm)
S 3
_ [ Var(f) Var(f)
1 f1lz2 ]| c2
= o(f)-o(f)
h
> —.
- 2

Mehr noch: Ist supp(f) € [—5, 5] fiir ein von der Nullfunktion verschiedenes f € £1(R), dann
existiert kein (echtes) Intervall [a,b] C R, auf dem f verschwindet [Ma]. Seien namlich f = 0 auf
[a,b] und @ := %E, dann ist f in 2o beliebig oft differenzierbar und fiir ein beliebiges k € N gilt

0= () s = = [ (&) fgencag= L ff@)(zf)’femé i,
B s

also gilt fiir jedes x € R:

+5
fz) = ¢127T / f()eite—at ginat g
%

A (= z0)R RN .
= L f(g)(Z( ](;') (i€) )ezxof d¢

e

N

Dieses Resultat ldsst sich auf hohere Raumdinensionen iibertragen: Sei supp(f) in eine Raum-
richtung beidseitig beschriinkt, etwa supp(f) € R*~! x [-S, 5], und sei [a,b] C R mit f(£) =0
fiir alle ¢ € R"! x [a,b], dann gilt mit dem Satz von Fubini:

_ 1 A\ it
f@) = R/ F(©)e ag
) ) +5
_ o iwnén q . ir1&1 | iTn—1&n—1 d(&, o Ene
\/ﬂnian_l \/ﬂ_/éj f(f)@ f € € (51 § 1)
=0

falls die Abbildung F': &, — f(&1, -, &n—1,&pn) fiir alle &1, ..., &,—1 € R integrierbar ist.
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Konstruktion geeigneter Anfangsdaten.

Wir wollen auch in dieser Situation Anfangsdaten konstruieren, die ein polynomiales Abklingen
der zugehorigen Losung sichern. Sei hierfiir
Ey:RP = CxCxC*xCxC?  Ey(&) = (Buy, Buys Eng oy Ego)(€)

mit supp(Fp) C {¢€ € R3 | &€& > 0}. Dann besitzt das System der hyperbolischen Magneto-
Thermo-Elastizitatsgleichungen mit modifiziertem stationdren Magnetfeld H= (0, Ho, H3) (mit
Hs, H3 > 0) zu den Anfangsdaten Fy := F~!(Ep) genau eine Losung F € C'([0,0), L2(R?)),
so dass das asymptotische Verhalten der zu F gehorigen Energie & beschrieben wird durch
Er(t) = O(t™™), sofern Fy zusétzlich die Bedingung

C2(§)/C1(§) 4
/WgFo(f) d§ < oo

R3
aus Satz 5.8 erfiillt. Speziell ist dann auch G := Re(F) eine reellwertige Losung der Differen-
zialgleichungen zu den Anfangsdaten Gy := Re(Fp) und die zu G gehorige Energie Eg klingt
ebenfalls polynomial ab mit Rate m:

1€c(O)]|z2 < [|€F(#)][2 < Cot ™™

Allerdings héngt Cp nicht mehr wie bisher von ||Go||z2 ab, sondern von || Fpl| 2.

Ein Beispiel.
Sel eg := X[1,3p3 R? — R, wobei

1, £€Q
0, £¢Q

die charakteristische Funktion zu einem beliebigen Gebiet 2 C R? bezeichnet. Wir berechnen
das zugehorige go := Re(Fleg) : R? — R.

XQ:RSHR> fl—)

E € i — X[173]2
go := Re(Fteg)

Die entsprechende Situation im Zweidimensionalen.
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Es gilt:

\ﬁ?’ / e )
e

[17 )3
1 3 3 3
= — ///COS(M& + w28 + x3€3) d&1 Ao d&3
2m 1 1 1
1 - 1
= 3 // ;1 Sin(3$1 + x2&o + 33353) — Sin($1 + x2&o + 56353) déo dés
V2T 1
1 ; 1
= 3 / (— COS(3$1 + 3z + 1‘353) + COS(3$1 + .%‘252 + I‘gfg)
2 L1T2
1 + COS($1 + 3z + $3§3) — COS(SE1 + x9 + 33353)) dés
1 1

= —sin(3x1 + 322 + 3x3) +sin(3x1 4+ 3x2 +
\/%3&962563( .( 1 2 3) ' (371 2 +3)

+sin(3z1 + x2 + 3x3) — sin(3z1 + x2 + x3)

+ cos(z1 + 3x2 + 3xg) — cos(z1 + 3o + x3)

—cos(x1 + xg + 3x3) + cos(x1 + x2 + x3)).

Da aukerdem fiir fy := F~'eg und fiir ein beliebiges m € Ny

R[ i hier ae = [EEE e

R
B C2(8)/Cr ()
B [/ C3(&)™ d
<

erfiillt ist, erhalten wir sogar: Die Losung G des Anfangswertproblems zu den Daten Gy klingt
mit beliebig grofer Rate polynomial ab.

Bemerkung,.

Da auch die Stabilitdatsbedingungen fiir die in den Kapiteln 3 und 6 betrachteten Modelle von

der Form
K1(§) 2 2 .
R[ et e PO de < o0 (+)

sind mit Polynomen K (&), K2(§), K3(§) > 0 derart, dass K2(&) und K3(&) hochstens auf den
Koordinatenachsen verschwinden, sind Anfangsdaten fy € £' N £?, deren Fourier-Transformierte
einen kompakten Tréger in

R\ {¢ | £16263 = 0}

haben, auch hier von Interesse: Nach dem Satz tiber majorisierte Konvergenz |Fo ist fo stetig,
nimmt also sein Maximum auf supp(fp) an und Bedingung () ist somit fiir ein beliebiges m € N
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erfillt.

Quantitativ kann sich das Abklingen fiir groke m und kleine Zeiten t allerdings erheblich ver-
schlechtern: Nach Lemma 3.13 ist

m m! Kl(g) 5
tmE(t) < dmﬂ/(K?(f))ms(o,g) d¢

R?)

fiir ein d < 1.



Schlussbemerkungen

Zum Schluss werden noch ein paar weitere Fragen aus dem Bereich der Magneto-Thermo-
Elastizitat andiskutiert, die in Zukunft von Interesse sein kénnten.

Das Anfangsrandwertproblem.

In [Mul] wird neben dem klassischen Cauchy-Problem der Magneto-Thermo-Elastizitdt auch ein
spezielles Anfangsrandwertproblem behandelt: Man betrachtet ein beschrinktes Gebiet 2 mit
Rand 0 = I’y UTy, T'y NIy = (), derart, dass fiir ein @ > 0 und ein o € Q die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

Iy = {z€dQ| (z—x0) V(z) <0};

I = {z€0Q| (z—x) - -v(x) > a}.
Dabei bezeichnet /(x) den duferen Normalenvektor des Gebietes im Punkt = € I'. Typischerweise
hat 2 dann die Form Q = 2;\Q wie im folgenden Bild dargestellt:

Iy
Ql Fo

Neben den Randbedingungen vom Dirichlet-Typ fiir A und 6 auf ganz 09,
Vx (Vxh) = 0
v-h = 0,
0 =0

werden fiir 4 Randbedingungen vom Geddchtnistyp gefordert:

u = 0 auf I'y
u+rxdyu = 0 auf I'y
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wobei Jz den natiirlichen Neumann-Randoperator fiir die erste Differenzialgleichung des Systems
(3.1) bezeichnet:

0 .
Ozu = sijkl—uk -7 — aHRWD + aHPh
O §j=1,2,3

fiir ein gewisses r = r(¢) mit r(0) > 0. Die Randbedingung vom Gedéchtnistyp hat dann eine

stabilisierende Wirkung auf das System und determiniert in folgender Weise das asymptotische
Verhalten: Ableiten der Randbedingung auf I'; ergibt

<1+T{0)*(.)> u = —T%).

Bezeichne g = ¢(t) den zugehodrigen Resolventenkern, dann gilt

Opu = —(1+r(’zo)*(.)>17f(‘é)
_ _<1+g*(-)>r%).

Fallt g nun exponenziell, dann fallt auch die Losung (u, h, 0)(t) des Systems fiir ¢t — 0o exponen-
ziell (was sich im Wesentlichen darauf zuriickfithren lisst, dass — im Gegensatz zum Ganzraum-

problem — hier die erste Ungleichung von Poincaré zur Verfiigung steht). Andererseits fiihrt ein
polynomiales Abklingen von g dazu, dass die Losung des Systems ebenfalls polynomial abklingt.

Ob sich das Langzeitverhalten der Losung auch bei ,second sound“-Effekt auf das Verhalten des
Resolventenkerns zuriickfithren lasst, wurde bisher nicht untersucht.

Die nichtlinearen Gleichungen.

In [Do] wird das folgende, quasilineare Anfangsrandwertproblem der Magneto-Thermo-Elastizitét
fiir ein homogenes, isotropes, beschrianktes Medium Q C R? diskutiert:

U — pAu — (+ NVV'u — a(V x h) x (H+h)+V0 = fi
hi — Ah — BV X (uy x (H+h)) = fo
0; — 2O + ’)/V/’th = f3

mit f; = fi(t,z) (i =1,2,3), H = H(t,z) = (H(t,z),0,0) und den Anfangs- bzw. Randbedin-
gungen

u(0,-) = wuo; ulgo = 0;
u(0,) = w UVx (Vxh)sga = 0
h(0,-) = he; ’ v-hlogg = 0;
00,) = o Blog = O

Dabei seien die x3-Komponenten aller auftretenden Grofien identisch 0. Zuséatzlich moge V'hg = 0
gelten, was dazu fithrt, dass h fiir alle Zeiten divergenzfrei ist.

Mit den gleichen Rechnungen, die wir in Kapitel 2 durchgefiihrt haben, wird die Wohlgestelltheit
des korrespondierenden linearen Problems gezeigt.

Die Eindeutigkeit von Losungen des nichtlinearen Anfangsrandwertproblems folgt mit den iib-
lichen Energiemethoden aus dem Lemma von Gronwall, die Existenz einer Losung wird mit
Hilfe des aus der Numerik bekannten Galerkin-Verfahrens, einer speziellen Methode der Finiten
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Elemente, behandelt. Dazu wird das System der Differenzialgleichungen als variationelle Evolu-

tionsgleichung vom Typ
dut) +Au®) = b
u(O) = u €V

aufgefasst. Hierbei sind b € £2((0,T),H) und A(t) € Ly(V, V") mit (A(t)u)v := (A(t)u, v)yryy
und die Raume V, H und V'’ bilden ein Gelfand-Tripel, d.h. V' ist der Dualraum zu V und es gibt
dichte, stetige Einbettungen V — H sowie H — V'. In unserem Fall sind V = H} (), H = £2(Q)
und V' = (H})/ (). Gesucht ist dann eine Lésung u im Sobolev-Raum W12((0,T), H).

Eine Analyse des Spektrums von A liefert ein vollstdndiges Orthonormalsystem von V), bestehend
aus Eigenvektoren {¢,, | n € N} zu A. Beim Galerkin-Verfahren berechnet man nun die Projek-
tion Proj(ug) der Daten ugp auf den von den ersten n Eigenvektoren aufgespannten Unterraum
V, und 16st das System gewohnlicher Differenzialgleichungen

{éit<un(t>vd)j>7{+<A(t)un(t)7¢j>V’><V = <b(t)7¢j>V’><V7 jzla“-vn
u,(0) = Proj(up) '

Dies liefert eine Folge von zuniichst lokalen Lésungen u, € WY2([0,t,],V,), die sich mittels
einer a priori-Abschétzung auf [0, T fortsetzen lassen. Um anschliefend — ebenfalls mit a priori-
Abschétzungen — zu zeigen, dass (uy,)nen gegen ein u der gewiinschten Regularitit konvergiert,
muss wie iiblich bei nichtlinearen Problemen gefordert werden, dass die Energie der Anfangsdaten
und auch die rechte Seite (f1, f2, f3) hinreichend klein sind.

Schlielich werden fiir den Spezialfall H = 0 und Daten von ausreichender Regularitdt (die
natiirlich zu einer hoheren Regularitiat der Losungsfunktionen w, h, 6 fiihren soll) gezeigt, dass h
und 6 fiir t — oo in einem geeigneten Sobolev-Raum schwach gegen 0 konvergieren und dass eine
Funktion v € C%([0, 00), V) existiert mit v; € C([0,00), H) und vy + Av = 0, so dass gelten:

t—o00

u(t) — v(t) =% 0 inH
ut(t) — Ut(t) — 0 in V/
Dabei entspricht A dem Elastizitétsoperator —puA—(u+\)VV/’, aufgefasst als Abbildung V — V'

Auch die Frage, ob sich diese Resultate auf den dreidimensionalen Fall iibertragen lassen, ist noch
offen.

ine sage iv nv niht meve
hie hat daz maere ein ende

Nibelungen-Lied, letzte Aventiure



Anhang: Matlab-Code

Zur numerischen Berechnung der Faltungsprodukte in Kapitel 7,

3 3
(e % x1.92) () = / / dilz — ) dy
1 1

fir t € {0,5; 1; 1,25; 1,5; 2,5; 5}, haben wir iterativ die Trapez-Regel trapz benutzt: Durch
Diskretisierung x1,22 = (=5 40,2 - k)p=0,...;, und y1,y2 = (1 +0,1- @)=, 4, mit [, = 50 und
ly = 20 erhalten wir fiir den Integranden

aklij = Ye(x1(k) — y1(i), 22(1) — y2(4)) =t A((k = 1) Iy +4, (I — 1) - Iy + j),

so dass die Werte des inneren Integrals ndherungsweise gegeben sind als

Yy

bri = trapz(y2, as.)

Q

und die des dufferen dann als

Ckl —

3
/ e (k) =y (6), 2a(1) — o) dy
1

trapz(y1, bx.)
(Ve * x[1,32) (w1(K), 22(1)).

1x=length(x1);
ly=length(yl);

A=zeros (1x*1y,1lx*ly);
B=zeros (1x*ly,1x);

C=zeros(1lx,1x);

t=[0.5 1 1.25 1.5 2.5 5];




for m=1:length(t)

end

figure
for k=1:1x
for 1=1:1x
for i=1:1y
for j=1:1y
if (t(m)*(x1(k)-y1(i))) . 2+(t(m)*(x2(1)-y2(3))).~2<1
AC(k-1)*1y+i, (1-1) *1y+j)=(t (m) ~3) *exp(-1./(1- (£t (m)
*(x1(k)-y1(i))) . "2- (£ (m) *(x2(1)-y2(j)))."2));
else
A((k-1)*1y+i, (1-1) *1y+j)=0;
end
end
end
end
end
for k=1:1x
for 1=1:1x
for i=1:1y
B((k-1)*1y+i,1)=trapz(y2,A((k-1)*1ly+i, (1-1)*1y+1:1*1y));
end
C(k,1)=trapz(y1,B((k-1)*1y+1:k*ly,1));
end
end

colormap([0 O 0]); meshz(x1,x2,C); axis off; grid off;
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