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Kapitel 1

Einleitung

In der Mathematik war es schon immer von besonderem Interesse Problemstellungen in einem
moglichst abstrakten Setting zu formulieren, um so eine Vielzahl an Problemen simultan 16sen
zu konnen. Die verallgemeinerten thermoelastischen Plattengleichungen, auch «a-(-y-Systeme
genannt, sind gerade eine solche Abstraktion und haben die folgende Gestalt:
Fiir gegebene Parameter pu > 0, «, 5 € [0,1] und v € (0, 1] betrachten wir Systeme der Form
(ATP) { it + A g + Au — A0 = 0,
Ht—i—AﬁH—i—Aaut: 0

mit Anfangsbedingungen
u(0) = up, u(0) = ug, 0(0) = bp.
Dabei sei A ein linearer selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H, fiir den zusétzlich
(=00,0) C p(A)

gelte. Aus der Selbstadjungiertheit von A folgt damit insbesondere o(A) C [0, 00). Einen solchen
Operator nennen wir nicht-negativ. Des Weiteren sind u, 6 : [0,00) — H.

Durch (ATP) lassen sich verschiedene Modelle aus der Physik zusammenfassen, denen je nach
Wahl der Parameter «,f3,~, des Hilbertraums H sowie des Operators A verschiedene Glei-
chungstypen zugrunde liegen. Am Ende dieser Einleitung werden wir drei Bespiele partieller
Differentialgleichungen vorstellen, die bestimmten Wahlen von «, 5,v in (ATP) entsprechen,
vgl. [MuRa96]: die linearen thermoelastischen Plattengleichungen, eine lineare Viskoelastizitéts-
gleichung sowie die linearen klassischen Thermoelastizitdatsgleichungen.

Dabei nehmen die linearen klassischen Thermoelastizitéitsgleichungen eine gesonderte Rolle ein,
da sie nicht formal auf ein a-3-y-System transformiert werden kénnen, wir jedoch Aussagen iiber
das asymptotische Verhalten durch die Analyse von Losungen eines bestimmten a-3-v-Systems
treffen konnen. Genaueres diesbeziiglich werden wir in Beispiel 1.3 erldutern.

Typische Fragestellungen beim Studium von partiellen Differentialgleichungen sind neben der
Wohlgestelltheit auch das Langzeitverhalten sowie das qualitative Verhalten von Losungen.
Durch Diagonalisierung des Operators A sowie einer anschliefenden Spektralanalyse des Ge-
nerators der zugehorigen Halbgruppe kénnen Aussagen iiber das qualitative sowie quantitative
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Kapitel 1: Einleitung

Verhalten von Losungen getroffen werden. Die Frage nach der Wohlgestelltheit sowie die Spek-
tralanalyse und damit einhergehend die Frage nach dem Langzeitverhalten sowie des qualitativen
Verhaltens von Losungen von (ATP) werden einen Hauptteil der vorgelegten Arbeit ausmachen.
Der Fall v = 0 (oder u = 0), die sogenannten a-$-Systeme, wurden unabhéingig voneinander
von Ammar Khodja und Benabdallah in [AmBe00] sowie Munioz Rivera und Racke in [MuRa96]
eingefiithrt und untersucht. In [MuRa96] wurden allgemeinere Systeme mit nichtkonstanten Ko-
effizienten der Form

e+ MLAY 2l 1012 Au+ N (LAY 2ull3, 0]%) A% = 0,
R(IAY 2|3, 10130 + QUIAY 2|13, 10113) AP0 — N (| AY )|, |16]|3,) A% = 0,
u(0) =up, w(0) =wuy, 6(0) =0,

betrachtet. Dabei sind A ein selbstadjungierter, nicht-negativer Operator, H ein separabler
Hilbertraum und M, N, Q und R glatte, reellwertige, strikt positive Funktionen.
Fir (o, f) € S mit

S = {(a,,B) € 10,1 x 0,1] | max{1 — 20,20 — 1} < 8 < za}

wurde bewiesen, dass Losungen eine Glattungseigenschaft haben, das heifit, unter minimalen
Voraussetzungen an die Anfangsdaten, um die lokale Existenz einer Lésung zu sichern, erfiillen
die Losungen u, 0

u(t),0(t) € D(A™),

firalle 0 <t <T.

Im Parameterbereich, in dem die Glattungseigenschaft gezeigt wurde, konnte damit bewiesen
werden, dass sich jede lokale Losung zu einer globalen Losung fortsetzen lésst.

Zusétzlich wurden fiir den Fall o = % Eigenwertentwicklungen des zugehorigen Systems erster
Ordnung im Frequenzspektrum bestimmt, um damit das Langzeitverhalten von Losungen bei
bestimmten Wahlen des Operators sowie des zugrundeliegenden Hilbertraums zu erhalten.

In [AmBe00] wurden Systeme der Form

u”(t) + Au(t) = Bw(t), t >0,
w'(t) + Cw(t) = —B*u/(t), t>0

auf Hilbertraumen X und Y fiir unbeschrénkte, dicht definierte Operatoren A : D(A) C X — X,
B:D(B)CY — X und C: D(C) CY — Y untersucht und hinreichende Voraussetzungen an
die Operatoren A, B und C gegeben, um die Wohlgestelltheit des Systems sowie die exponentielle
Stabilitéit der zugehorigen Halbgruppe sicherzustellen. Ein Spezialfall stellen hier gerade die
a-f-Systeme dar. Unter der Annahme, dass A ein selbstadjungierter, strikt positiver Operator
ist, das heifit, es gilt 0 € p(A) und damit (—o0,d) C p(A) fiir ein § > 0, konnte hier gezeigt
werden, dass die zugehorige Halbgruppe genau dann exponentiell stabil ist, wenn « und g die
Relationen
1-2a<8<2a, pB>2a-1

erfiillen. Die Region der Glattungseigenschaft stimmt also mit der Region der exponentiellen
Stabilitét iiberein.

In [HaLil3] wurde dann aufbauend auf den in [AmBe00] gezeigten Resultaten die Stabilitdt der
Halbgruppe auflerhalb der Region § vollstindig charakterisiert. In den Parameterregionen

S = {(a,8) €[0,1] x [0,1]|2a < B, £ < B <1}
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und

Sy = {(a,8) € [0,1] x [0,1]| B < 20— 1,0 < B < 3}

konnte die polynomielle Stabilitit der Halbgruppe bewiesen werden. Zudem konnte gezeigt wer-
den, dass die polynomiellen Raten optimal sind. Weiter wurde die Instabilitdt der Halbgruppe
in der Region

Sz :={(a,8) €[0,1] x [0,1] | 200 — 1 < B}

nachgewiesen.

Die Regularitdt der Halbgruppe wurde in S, das heifft in der Region, in der die Halbgruppe
unendlich oft differenzierbar ist, in [HaLiYol5] genauer untersucht. Es wurde gezeigt, dass die
Halbgruppe genau im Bereich

Ry = {(a,8) €[0,1] x [0,1]|a < B < 20— 1}

analytisch ist. Dasselbe Resultat konnte in [DeRa06] fir A := (=A)7, n > 0, auf LP(R"),
1 < p < o0, also auf Banachrdume, erweitert werden. Im Bereich S \ R; konnte in [HalLiYol5]
zudem die Ordnung der Gevrey-Klasse der Halbgruppe scharf bestimmt werden.

In [FeLiRal9] haben Ferndndez Sare, Liu und Racke das a-(-7y-System durch Addition eines
zusitzlichen Trégheitsterms pAvuy zur ersten Gleichung des a-fB-Systems eingefithrt und er-
forscht. Unter der zusétzlichen Annahme, dass A ein strikt positiver Operator ist, das heifit
0 € p(A), wurde die Wohlgestelltheit des zugehorigen Cauchyproblems in der Parameterregion

W= {(a,ﬁ,v)e [0,1] x [0,1] x (0,1] |« < § oder (a>%und522a—1)}

gezeigt und eine komplette Charakterisierung der Parameterregion gegeben, in der die zugehori-
ge Halbgruppe exponentiell stabil ist.

Im Kontext der thermoelastischen Plattengleichungen, welche wir durch Wahl von H = L?(),
A = (—A)?sowie a = 8 = v = 3 in (ATP) erhalten, entspricht die Voraussetzung 0 € p(A) gera-
de dem Fall, dass 2 ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand ist, wobei der Laplace-Operator
zum Beispiel mit Dirichlet-Randbedingungen ausgestattet sei. Wahlt man hingegen 2 = R"™
oder setzt () als Auflengebiet voraus, wobei der Laplace-Operator wieder zum Beispiel mit Di-
richlet Randbedingungen ausgestattet sei, so gilt 0 ¢ p(A), was gerade unseren Voraussetzungen
entspricht.

Ein zentrales Resultat dieser Arbeit wird es sein, die in [FeLiRal9] bewiesenen Resultate fiir
einen nicht-negativen Operator zu verallgemeinern und entsprechend anzupassen.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 werden wir uns mit der Frage der Wohlgestelltheit von (ATP) beschéftigen und
auch eine Spektralanalyse des Generators der zugehorigen Halbgruppe wiedergeben. Um Ersteres
zu untersuchen, wird das Problem (ATP) als Cauchyproblem formuliert, um so die Wohlgestellt-
heit im Parameterbereich

W:{(a,ﬂ,'y)e[o,l]x[(),l]x(O,lHaS%oder (a>%und522a—1)}

unter Zuhilfenahme bekannter Resultate der Halbgruppentheorie zu beweisen. In Abschnitt 2.2
werden wir einen Diagonalisierungssatz fiir selbstadjungierte, nicht-negative Operatoren vor-
stellen, der uns eine unitdre Abbildung U liefert, die dhnlich wie die Fourier-Transformation
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Kapitel 1: Einleitung

auf L?(R") angewendet auf den Laplace-Operator, Potenzen des Operators in Multiplikation
verwandelt. Durch Anwenden der Abbildung ¢/ auf (ATP) kann das System dann in ein System
gewoOhnlicher Differentialgleichungen iiberfiihrt werden. In Unterabschnitt 2.2.1 werden wir das
Verhalten der zugehorigen Eigenwerte fiir kleine Frequenzen studieren und fiir eine Auswahl
an Parametern «, 3, v eine asymptotische Entwicklung beweisen. Anschlieend werden wir in
Unterabschnitt 2.2.2 durch Analyse des Verhaltens der Eigenwerte fiir grofile Frequenzen den
Bereich charakterisieren, in dem das System eine Gléattungseigenschaft hat, und den Bereich, in
dem ein Regularitétsverlust vorliegt. In Unterabschnitt 2.2.3 werden wir anschliefend fiir den
Falla = 3 = %, v € (0, 1], eine asymptotische Entwicklung der Eigenwerte fiir grofie Frequenzen
zeigen. Diese Resultate werden wir im folgenden Abschnitt nutzen, um Regularititsresultate der
zu (ATP) gehorigen Losung (u, #) zu beweisen.

In Kapitel 3 werden wir die Fragestellungen aus Kapitel 2 erneut aufgreifen, um den Einflul
eines zusitzlichen Dampfungseffektes, der durch Addition von A%, & € [0,1], zur ersten Glei-
chung beschrieben wird, auf die in Kapitel 2 gezeigten Resultate zu untersuchen. Genauer werden
wir in Abschnitt 3.1 zeigen, dass die Region der Wohlgestelltheit im Vergleich zum ungedampf-
ten Fall unverdndert bleibt. In Abschnitt 3.2 werden wir dann die Auswirkung der Dampfung
auf die vorher bewiesenen Eigenwertentwicklungen sowie auf das Auftreten der Glattungseigen-
schaft bzw. des Regularitétsverlustes analysieren.

In Kapitel 4 werden wir dann ein Anwendungsbeispiel der in Kapitel 2 vorgestellten Resultate
geben. Dabei setzen wir A = (—=A)", n > 0, sowie H = L?(Q2), wobei 2 = R" oder © ein Au-
Bengebiet ist und zeigen unter Verwendung der in Abschnitt 2.2 bewiesenen Eigenwertentwick-
lungen Abklingabschitzungen der Losung, in denen sich das Auftreten des Regularitétsverlustes
beziehungsweise der Gliattungseigenschaft bei entsprechender Wahl der Parameter widerspiegelt.

In Kapitel 5 werden wir schliefSlich anhand von drei Beispielen partieller Differentialgleichun-
gen das Phénomen, dass beim Ubergang vom beschrinkten Gebiet in den Ganzraumfall das
Fehlen exponentieller Stabilitéit in einen Regularitdtsverlust iibergeht, untersuchen, indem wir
Resultate aus verschiedenen Arbeiten wiedergeben, in denen dieses Phinomen zu beobachten
ist, und kurz erldutern, wie die entsprechenden Ergebnisse erzielt wurden.

Im Anhang werden bendtigte Hilfsmittel und Notationen zusammengefasst.

Anwendungsbezug der verallgemeinerten thermoelastischen Plattengleichungen

In diesem Abschnitt wollen wir drei Beispiele fiir Modelle aus der Physik vorstellen, die be-
stimmten Wahlen von «, 8,7 in (ATP) entsprechen und so motivieren, warum es interessant ist,
a-f-7- Systeme zu betrachten, vgl. [MuRa96]. Das erste Beispiel der linearen thermoelastischen
Plattengleichung und das dritte Beispiel der linearen klassischen Thermoelastizitétsgleichungen
werden wir zudem in Kapitel 5 erneut aufgreifen und eine kurze Einfiihrung in deren Modellie-
rung geben. Dort werden wir zusétzlich einen kurzen Vergleich des asymptotischen Verhaltens
von Losungen im Ganzraumfall und in beschréinkten Gebieten (mit geeigneten Randbedingun-
gen) mit entsprechenden Quellenverweisen wiedergeben.
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Beispiel 1.1. Lineare thermoelastische Plattengleichungen
Sei H := L*(R") und (—A)? der Bi-Laplace-Operator mit D((—A)?) = H4(R"™).
Wird der Warmefluss mit dem Fourierschen Wéarmeleitungsgesetz

q=—xVeo

modelliert, wobei mit x die Warmeleitfahigkeit bezeichnet wird, so erhélt man die thermoelas-
tischen Plattengleichungen mit zusétzlichem Inertialterm

(I — ,U,A)Utt + AQ'LL + Af = 0,

(1.2)
Qt—AH—A'LLt:O,
wobei wir ohne Einschréinkung x = 1 annehmen.
Setzen wir « = 8=+ = % und 4 := (—=A)? in (ATP) so schreibt sich (1.2) als
(I + pAY?Yuy + Au— AY?0 = 0,
0, + AV20 + A2y, = 0.
Beispiel 1.2. Lineare Viskoelastizitéit
Wir betrachten die lineare Viskoelastizitdt in der Form
t
up + 2Au — /g(t — s)Au(s)ds =0, (1.3)

0
mit Exponentialkern g(r) := e™" und Anfangswerten u(0) = ug, u+(0) = uy.
Um (1.3) in die gewiinschte Form zu bringen, fithren wir die kiinstliche Variable

t
0(t) := e " —/ e (=3 A2y, (s) ds
0

ein, wobei 6y := —A'/2uy. Dann ist 0 eine Losung von
0, + A% + A2y, = 0.

Mit partieller Integration erhalten wir

t

t
0(t) = fpe ™" — [e*(t*s)Al/zu(s)} +/ e~ =9 A2 (s) ds
0

0

t
= —AY2y(t) -l—/ e~ 79 A2 (s) ds.
0

Der Faltungsterm in (1.3) kann also durch AY20 + Au ersetzt werden.
Insgesamt l&ésst sich die lineare Viskoelastizitdt somit durch

uy + Au — AY?0 =0,

0, + A% + AY?u, = 0

beschreiben, was der Wahl o = %, B =0und =~ =0 in (ATP) entspricht.

5



Kapitel 1: Einleitung

Beispiel 1.3. Klassische lineare Thermoelastizitéitsgleichungen
Die Gleichungen der linearen Thermoelastizitéit zweiter Ordnung in einer Raumdimension sind
gegeben durch

Utt — Uggy — Oz =0,
Ot — Oz + e = 0,
u(0) = ug, ut(0) = ug, 6(0) = by,
u = 0, = 0 auf 01,

mit Q = (0,1) oder 2 = (0,00) oder Q = (—o00, 00).

Im Gegensatz zu den ersten beiden Beispielen ldsst sich dieses System auf formaler Ebene nicht
auf ein a-B-v-System transformieren, da der Gradient nicht als Potenz des zugehorigen Laplace-
Operators aufgefasst werden kann. Allerdings kénnen wir durch Betrachten eines bestimmten
a-f-y-Systems Aussagen iiber das asymptotische Verhalten von Losungen des Systems treffen.
Fiir die Analyse des asymptotischen Verhaltens entspricht dieses System, fiir A = (—A), gerade
dem a-(-y-System

Ut +AU—A1/29 = 0,
9,5 +A0+A1/2ut = 0,

das heifit dem Falla =1, 8 = %, v=p=0in (ATP), im folgenden Sinne:
Fiir glatte Losungen w und 6 erhélt man durch Ableiten der Gleichungen nach t bzw. z

Uttt — Ugzt + Opt = 0 — Uttt — Ugzt = —Ot,
Uttrr — Ugzzz + ea:a:a: =0 <~ Uttgr — Uzzzx — _932.771‘7
Otz — Ogze + Uggr = 0 — Otz — Ozze = —Ugat-

Also ist u eine Losung von
Uttt — 2Ugat + Uggze — Uttax = 0.
Entsprechend erhalten wir, dass 6
Ottt — 2000t + Ozazz — Ottaz = 0
16st. Das heif3t, v und 6 16sen
Ve + A%y + (AQB + A)vy + AlfTay = 0. (1.4)

In Kapitel 2, Abschnitt 2.2, werden wir einen Diagonalisierungssatz fiir selbstadjungierte, nicht-
negative Operatoren vorstellen, der uns einen unitédren Operator U liefert, dessen Anwendung,
ghnlich wie die Fourier-Transformation bei Anwendung auf den Laplace-Operator im Ganzraum,
Potenzen des Operators in Multiplikationen verwandelt. Fiir o(t, \) := Uv(t,\) erhalten wir
durch Anwenden von U auf (1.4) die gewohnliche Differentialgleichung dritter Ordnung

Bigt + A% + (A2 + N)i, + A0 = 0, (1.5)
mit Anfangswerten 9y := 9(0) = Uug, 01 := 0:(0) = Uuq, g := 01(0) = Uuy (0).
Die Losung von (1.5) ist gegeben durch

3

o(t,0) =D bi(h)e

J=1
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wobei pj(A), 7 =1,2,3, die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

p3+)\ap2+(>\26+)\)p+)\l+a:0

sind und )
bi(A) = bE(Nb(N),
k=0
mit
b0 . Alkzi P g Alkzi P 2 1

T Hk;;&j(pj -m) Hk#(Pj - Hk;&j(pj —Pk)

Untersucht man nun das Verhalten von p(\) fiir A — 0 und A — oo, so konnen Aussagen iiber
das asymptotische Verhalten sowie die Regularitét der Losung (u, ) getroffen werden. Genaue-
res dazu werden wir in Kapitel 2, Abschnitt 2.2, erldutern.

Bemerkung 1.4. Wie in Beispiel 1.3 ldsst sich zeigen, dass auch die Lisungen von (1.2) fiir
=0 bzw. (1.3) in den Beispielen 1.1 und 1.2 die gewdhnliche Differentialgleichung (1.5) mit
entsprechenden Anfangswerten ldsen.

Unter Beachtung des zusdtzlichen Terms ,uAVuyu“ werden wir in Kapitel 2, Abschnitt 2.2,
sehen, dass Lisungen von (ATP) der gewdhnlichen Differentialgleichung

)\204 A )\1+/3
+ Oy + =0

N A
Vgt + Utt+1+u)\,yv 15 v

gentgen.
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Kapitel 2

Verallgemeinerte thermoelastische
Plattengleichungen

In diesem Kapitel untersuchen wir das lineare a-f5-y-System

A Au— A% =0
(ATP) {Utt‘i‘u Uy + Au ;

9t+A59+Aaut =0
mit Anfangsbedingungen
u(0) = up, u(0) = ug, 0(0) = bp.

Dabei sei A ein selbstadjungierter, nicht-negativer Operator auf einem Hilbertraum H und g > 0,
a,B €10,1] und v € (0, 1].

In [FeLiRal9] wurde (ATP) fiir den Fall, dass A ein strikt positiver, selbstadjungierter Ope-
rator ist, d.h. es gilt insbesondere 0 € p(A), bereits untersucht. Im Rahmen des oben vorge-
stellten Beispiels 1.1 entspricht dies gerade dem Fall eines beschrankten Gebietes, wobei der
Laplace-Operator zum Beispiel mit Dirichlet-Randbedingungen ausgestattet ist. Die Vorausset-
zung, dass A ein nicht-negativer Operator ist, entspricht hingegen dem Ganzraumfall oder dem
Fall eines Auflengebietes, wobei der Laplace-Operator im Auflengebietfall wieder zum Beispiel
mit Dirichlet-Randbedingungen ausgestattet ist.

Es wurde sowohl die Wohlgestelltheit in der Parameterregion

W:{(a,ﬁ,”y)e[o,l]x[o,l]x(O,l]‘aS%oder (a>%und522a—1)}

gezeigt, als auch, unter der zuséitzlichen Annahme, dass A eine abzéhlbare Folge von Eigenwerten
(Aj)jen mit 0 < Aj — oo fiir j — oo und zugehdérigen Eigenvektoren (¢;);en besitzt, die Region

S mit }
charakterisiert, in der die zugehorige Halbgruppe exponentiell stabil ist.

Die Wohlgestelltheit in der Region N := {(a,3,7) € [0,1] x [0,1] x (0,1]| 8 < 2a — 1)} blieb
dabei offen.

o2

<oa-—

(SR

<

N[ =

S:{(a,ﬁ,fy)e[0,1]><[O,1]><(0,1]|%§a+§,
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B B f=2a—7y
1 : 1 Y
- ,,,,,,,,, b S ,,,,,,,,,,
\\\\ ///, N . il y @
\\%/, ey \%/ ,
S pooo
(1) Region der Wohlgestelltheit 1(iQt?au’JRegion der exponentiellen Stabi-

Das erste Ziel dieses Kapitels wird es sein, die Wohlgestelltheit des Anfangswertproblems (ATP)
zu zeigen. Genauer werden wir das System zunéchst auf ein System erster Ordnung transfor-
mieren, um dann die Wohlgestelltheit des Cauchyproblems in der Parameterregion W auf einem
geeigneten Hilbertraum mit Hilfe bekannter Resultate der Halbgruppentheorie zu beweisen.

In Abschnitt 2.2 werden wir zuerst einen Diagonalisierungssatz fiir selbstadjungierte, nicht-
negative Operatoren wiedergeben, mit dessen Hilfe wir dann das Verhalten der zum System
erster Ordnung gehorigen Eigenwerte im Frequenzspektrum untersuchen kénnen.

Dabei analysieren wir in Abschnitt 2.2.1 zunéchst das Verhalten kleiner Frequenzen, um damit
Abschétzungen der Energie im Frequenzspektrum zu zeigen.

In Abschnitt 2.2.2 untersuchen wir dann durch Analyse des Verhaltens der Eigenwerte fiir grofie
Frequenzen fiir welche Parameter «, 5, v eine Glattungseigenschaft vorliegt und fiir welche ein
Regularitdtsverlust auftritt. Dabei wird sich zeigen, dass die Region, in der das System die
Glattungseigenschaft hat, gerade mit der Region S der exponentiellen Stabilitét fiir einen strikt
positiven Operator A iibereinstimmt. Diese Ergebnisse werden wir in Abschnitt 2.2.4 nutzen,
um ein Regularitétsresultat fiir die Losung zu zeigen.

2.1 Wohlgestelltheit

In diesem Abschnitt wollen wir mit Hilfe der Halbgruppentheorie die Wohlgestelltheit des zu
(ATP) gehorigen Cauchyproblems in der Parameterregion

W:{(a,ﬂ,'y)E[O,l}><[0,1]><(O,1Ha§%0der (a>%und522a—1)}

zeigen.
Fiir reguldre Losungen erhalten wir durch Multiplikation der ersten Gleichung von (ATP) mit
ay sowie der zweiten Gleichung mit 6 nach Addition der Realteile die Energiegleichung

Ld

5 CIAY2 a3y + Nl + A7 23 + 01) = —[147726))%.

=:£(t)
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2.1: Wohlgestelltheit

Dies motiviert die Wahl des Raums
H = D(AY?) x D(AY?) x H
als Grundraum, welchen wir fir U = (uq, ug, us), V = (v1,v2,v3) € H mit dem Skalarprodukt
(U, Vg = (ur,vi)m + (A1, AY?01) |+ (T + AT Pug, (14 pAY) Y Pog) L + (us, vs)

versehen.

Dabei seien fiir z > 0 Potenzen A® iiber den Spektralsatz, vgl. Anhang B, Satz B.1, definiert.
Da A als selbstadjungierter Operator abgeschlossen ist, sind auch die Potenzen des Operators
nach dem Spektralsatz abgeschlossen, woraus die Abgeschlossenheit der Rdume

(D(A®), 1 | pa=y)
fiir z > 0 folgt, wobei wir mit || - || p(4=) die Graphennorm
[l Dasy = lollE + 1AT0]E (v € D(AT))
bezeichnen. Weiter sei bemerkt, dass

(u, U>% = <(I + ,uAV)l/Qu, I+ MA7)1/2v>H

dquivalent zum Standard-Skalarprodukt auf D(A7/2) ist.
Damit ist (#, (-, -)3) ein Hilbertraum.

Um nun (ATP) in ein Cauchyproblem zu iiberfithren, multiplizieren wir die erste Gleichung
von (ATP) zuniichst formal mit (I + pA?)~! und erhalten

wgg + (I + pA) YAy — (I + pAY)~LA9 = 0,
9t+A59+Aaut: 0,
(U,Ut,e)(()) = (UO,Ul,HO).

Die Substitution v := u,; liefert uns dann das System erster Ordnung

ug =0,
vp = —(I+ pAY)"HAu — A20],
0, = —A% — APY,

(u,ut, 0)(0) = (ug,uq,0o).

Fir U := (u,v,0) ist das zugehorige Cauchyproblem also gerade von der Form

JU 0 1 0
o= AU = | (I +pA")"TA 0 (I +pA)tAv| U (2.1)
0 — A~ — AP

mit U(O) = (uo,ul,ﬁo).

11
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Das System (2.1) ist zunéchst nur formal zu lesen, da sich zeigen wird, dass wir im Allgemeinen
nicht erwarten konnen, dass u, v, # einzeln in den entsprechenden Definitionsbereichen der hier
auftretenden Potenzen von A liegen, sondern nur bestimmte Summen. Dieses Regularitéatspro-
blem ist schon bei der linearen thermoelastischen Plattengleichung bekannt, sieche zum Beispiel
[Fi16]. Wie sich in Kapitel 2.2.4 zeigen wird, kann dieses Problem durch die Wahl von glatteren
Anfangswerten jedoch geldst werden.

Wir werden vier verschiedene Fille fiir (o, 3,7) untersuchen, da sich je nach Zusammenhang
von «, $ und « die auftretenden Regularititen von u, v und 6 dndern und uns je nach Fall
Operatoren A;, i = 1,2, 3,4, definieren.

Um die Definitionsbereiche der Operatoren A;, i = 1,2, 3,4, zu charakterisieren, verwenden wir
den folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 2.1. Sei T': D(T) C H — H ein selbstadjungierter, nicht-negativer Operator auf
einem Hilbertraum H und s € Rg‘ . Dann gilt

D(A%) = D((A+1)%).
Beweis: Es sei hy : Rf — R mit hy(z) := 2° und hy : Rf — R mit ho(z) := (x + 1)*. Nach

dem Spektralsatz, siche Satz B.1, existiert ein eindeutig bestimmtes Spektralmafl F, so dass fiir
1=1,2

D(hy(T)) = {v e H‘ /OOO 17 (A))2 d(Byw, v) < oo} .

Es sei zunichst v € D(hq(T)). Da 2 — 22 monoton wachsend ist, folgt

oo 1 )
/ 11+ \** d(Eyv,v) = / 11T+ \** d(E\v, v) +/ 11T+ \** d(E\v, v)
0 0 1

1 e’
g/ 225d(Ew,v>+/ 22| \|?* d(Eyv, v)
0 - 1
s?ww%+%/’u%«@uw<m,
0

was v € D(ho(T)) impliziert. Ist hingegen v € D(h2(T")), dann folgt wieder mit der Monotonie
von x — 12

/ |A|23d<Ew,v>§/ 114+ A% d(Eyv,v) < 00
0 0

und damit v € D(hy(T)).

Im Folgenden verwenden wir die Notationen L. := (I + pA") und L := (A +I).

Fir a < % unterscheiden wir die zwei Fille

WBza-% (2)B<a-}

12



2.1: Wohlgestelltheit

B B
A A
1 1
i Ol
2 \\\\\\\\\\ 2
\\\\\\\\ e A
S RS
1 1@ 1 1@
2 2
Fall 1 Fall 2

Abbildung 2.1: Parameterregionen fiir die Wohlgestelltheit fiir o < %

Gilt (1) so definieren wir den Operator A; : D(A;) C H — H durch

u v

A v | = | 0|0 P au— 172 a00] |
0 — A%y — APY
mit Definitionsbereich

D(Ay) = {(u,v,0) € H|v e D(AY?), u € D(A'™/?), 9 € D(A®)}

sowie im Fall (2) As : D(As) C H — H durch

U v
Ay v )= —L5Y2Le-8 [L;”QLB*QAU—L;l/QLﬁ*aAae} ,
0 — A%y — APp

mit Definitionsbereich

D(Az) == {(u,v,0) e H|v € D(Al/Q), u e D(AY™P) 0 e D(AP),
LV2LP~2 Au— LIVPLP~*A%0 € D(A*P)}.

Fir o > % unterscheiden wir zudem die Falle

(3)B=>2a—-1-1, (4)20—1<B<2a—3—1.

13
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A A
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Abbildung 2.2: Parameterregionen fiir die Wohlgestelltheit fiir o > %

Vorausgesetzt (3) gilt, dann definieren wir den Operator As : D(A3) C H — H durch

(
A (o] = | 0205 Au— 1712 a0
_La—1/2 [L1/2—aAav + L1/2—aA59}

)

mit Definitionsbereich
D(A3) = {(u,v,0) € H|v e D(AY?), ue D(A™/?), 9 € D(AP~oT1/2),
LY/27 A% + LM AP) € D(A°71/?)}
sowie im Fall (4) A4 : D(A4) C H — H durch

v
u
Al w] = 7L;1L2a—,3—1/2 [Lﬁ—Za-l—l/ZAu _ L5—2a+1/2Aa9]
0 _La—l/Q |:L1/2—aAa,U + Ll/2—aAﬁ€i|

mit Definitionsbereich
D(Ay) := {(u,v,0) € H|v € D(AY?), u € D(A'720H541/2) g € D(AP—F1/2),
LP720H1/2 gy, — [P2041/2 gog ¢ D(AQ‘”_B_I/Q_”’/Q),
LYM2p%y 4 LM27 AP € D(A*7Y2)).
Damit schreibt sich (ATP) als

dU
— = AU,

U(0) = U,

14



2.1: Wohlgestelltheit

fir i = 1,2, 3,4, wobei U(0) = (uo, vo, 0o)-

Ziel wird es nun sein, die Wohlgestelltheit des Cauchyproblems (2.2) mit Hilfe des Satzes von
Lumer-Phillips zu beweisen. Wir werden den Satz von Lumer-Phillips allerdings nicht direkt auf
die Operatoren A;, i = 1,2, 3,4, anwenden, sondern betrachten stattdessen gestorte Operatoren
A;.

Fir U := (u,v,0) definieren wir nun die gestérten Operatoren Ai D(.%IZ) C H — H, fur
1=1,2,3,4, wie folgt:

Sei zunsichst o < 1. Im Fall (1) sei

v
e e | el P e LN
— A%y — (AP + )0

mit Definitionsbereich 1?(,411) = D(Ay).
Im Fall (2) sei A : D(A2) C H — H definiert durch

v
AU = | 1P res (L7 r e L - 1P e P ace) |
—A% — (AP + 1)

mit D(As) := D(Ay). ) i
Ist hingegen o > %, so definieren den Operator As : D(A3) C H — H durch

v
- —1/2 —1/2 —1/2 4 q
Aol = —05 2L L - 1512 A0
—[amV2|[Y/2ma gy — L1122 (48 4 [

wobei D(A3) := D(A3), falls (3) gilt und im Fall (4) Ay : D(Ay) € H — H durch

[
AU = | —Lytrres-1 |:Lﬁf2a+1/2Lu _ L572a+1/2Aa9]
_La71/2 [L1/2faAa,U N Ll/gfa(Aﬁ i 1)9:|

9

mit D(Ay) := D(Ay).

Bevor wir nun die Wohlgestelltheit des gestorten Cauchyproblems

a -
= AU
a =AU
U(0) = Uy
beweisen, werden wir noch drei funktionalanalytische Hilfssétze wiedergeben.
Hilfssatz 2.2. Es sei T ein selbstadjungierter, nicht-negativer Operator auf einem Banachraum
X. Dann liegt D(TY) dicht in (D(T7), || - ||z) fur alle 0 < 2 <y, wobei fiir u € D(T%)

lull? = llullx + 1 Tul%

die Graphennorm bezeichnet.

15
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Beweis: Es sei y > x. Dann ist D(TY) C D(T7).
Fiir z > 0 erzeugt —7T% nach Korollar A.5 eine Cy-Halbgruppe, welche wir mit S, bezeichnen.
Weiter sei u € D(T%). Definiere die Folge

1/n
Uy = Sy(s)uds.
0

Dann ist (un), C D(TY) und es gilt u, — u in X. Weiter gilt, da 7" mit S, vertauscht,
1/n
T%uy, = / Sy(s)T*uds — T%u in X,
0
woraus die behauptete Dichtheit folgt. O

Hilfssatz 2.3. Essei T : D(T) C X — X ein dicht definierter Operator auf einem Banachraum
X mit p(T) # (). Dann ist T' abgeschlossen.

Beweis: Es sei A € p(T') und (up)peny € D(T) mit u,, — v und Tu,, — v in X. Dann gilt
U= tup = (T = N)"HT = Nup = (T — N) "N (Tup — Mun) = (T — X))o — ).

Daraus folgt direkt u € D(T"). Durch Anwenden von (7" — \) folgt zudem Tu = v.
O

Hilfssatz 2.4. Es sei X ein Banachraum und 7" : D(T) C X — X dicht definiert. Dann ist
p(T) offen.

Beweis: Ein Beweis des Hilfssatzes findet sich unter anderem in [Werll], Kapitel VII.

Satz 2.5. Fiir i = 1,2,3,4 gilt fiir alle U € D(A;)
Re( AU, U)gy = —||(A% + 1)V 2us] 5.

Insbesondere ist A; dissipativ.

Beweis: Es sei zunéchst bemerkt, dass alle Potenzen von A sowie A% 4+ I und L., selbstadjun-
gierte Operatoren sind.

Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir a < % und
y

Sei U = (uy,uz2,u3) € D(Al). Dann gilt

16



2.1: Wohlgestelltheit

Re(AU, Uy =Re ((uz, )y + (A 2z, AV, = (A%ug,us)y, = (A% + T, us)
—(LPL V2L P Ly — L2 A%g), T us) H)
—Re ((LY2uz, L3121}y + (LY 2uz, L3V Aw) ) — (L5201 )
— (LY Auy, LY gy o+ (LY 2 A%, LY ?up) , — (L2 A%us, LY Pus)
1A% + D) 2ug]| )
= — [I(A” + D) ?ug]| < 0.

Es sei nun o < % mit

y
B<a—3.

Fiir U = (uy,us,u3) € D(Ap) gilt

R6<A2U, U)n =Re (<UQ,U1>H + <A1/2UQ, A1/2U1>H — <AQUQ, U3>H — <(AB + Ius, U3>

— (Lo P L V2L00 Luy — TP L /2 A%3), LY ?us) H)

H

=Re (<U2, ul) g+ <La7ﬁL'BfaA1/2’u,2, A1/2’U,1>H — <AaLﬁiaLa75’u,2, U3>H
— (L[ PP Ly — LI 2 A L ) )

— (A7 + D) us|

D Re (19 Py, I}y + (L P, L5 Ay — (12 Pup, I A%us),

a— —1/2 78— —ar—1/2 qa 1/2
— (L[ PO Ly — L1 2 A us) L ) )
— (A7 + D) Pus|l

=Re (Lo Puy, LP~Luy — LP=A%u3)

a— —1/27B—a —ar—1/2 qa 1/2
— (L[ PP Ly — L1 2 A L ) )
— (A7 + DV us|

=Re ((LY/2uz, L7V 2L07P (1P 70 Luy — 1P~ A%ug))

a— —1/2 —« —ar—1/2 s« 1/2
— (L [L7 PP Ly — L1 2 A L ) )
— (A% + D) ug)|
= — |(A” + ) 2us|| i <0,

dabei haben wir in () ausgenutzt, dass « — 8 < 1 gilt und somit uy € D(AY?) € D(A*P).
Im dritten Fall, also a > % und

1

folgt fiir U = (uy,ug,u3) € D(A3)

17
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Re(.%igU, U)n =Re ((ug, ury g + <A1/2'LLQ, A1/2u1>H — <L;1/2Lu1 — L;l/QAau;;, L}/QuQ>H
_ <La—1/2 [L1/2—aAau2 + L1/2—o<(AB + I)U3}3U3>H)
(g) Re <<L,1Y/2U2, L;l/ZLu1>H o <L1/27aAau2’ La71/2u3>H

— (LM (AP 4 Ty, L7 Pug) = (152 L — L2 A%, L ?us) )

—Re ((LY2uz, L7V2Lur) , — (L3 us, 1712 4%s)
— (L7 — L2 A%, L Pus) )
— [I(AP + 1) Pus|

= — ||(A® + )" ?ug] |,

wobei in (*x) eingeht, dass o — % <20 — % — 3 < B gilt und somit ug € D(AP) ¢ D(AY?—),
Im vierten und letzten Fall

a>%und2a—1§ﬁ<2a—%—%
erhalten wir fiir U = (u,ug, u3) € D(/L;)

R€<A4U, U>7.L =Re <<U2, U1>H + <A1/2UQ, A1/2U1>H
— <La71/2 [L1/27QAQUQ + L1/27Q(AB + I)U3] , U3>H
_ <L;1/2L2a7ﬁ71/2 [Lﬁ’QaH/QLul _ L672a+1/2Aau3] 7 L}Y/2u2>H>

(*;*)Re <<L20‘_5_1/2u2,L5_2‘1+1/2Lu1>H _ <L1/2—ocAo¢u2’Lo¢—1/2u3>H
— (LY~ (AP + Dug, L*7ug)

_ < LA-204+1/2p, L6—2a+1/2Aau37L2a—,8—1/2u2>H>
—Re <<L2a—ﬁ—1/2u2’ L5—2a+1/2Lul>H _ <L2a—ﬂ—1/2u2’ LB—2a+1/2Aau3>H
_ <L5’2a+1/2Lu1 _ [f20H1)2 oy, L2a7571/2u2>H>

— (AP + 1) 2us]|
= — (A% + 1) 2us]| i,

wobel wir in (xxx) einerseits verwendet haben, dass o — % < 2a — 1 < B gilt und andererseits

20— -1 <20 -(2a-3-2)-1 =13 <1 woraus u3 € D(AP) C D(A*/2) und

uy € D(AY?) ¢ D(A?*=B=1/2) folgt.
O

Satz 2.6. In den Fillen (1) — (4) ist A; dicht definiert mit 0 € p(A4;), i = 1,2, 3, 4.

Beweis: Als selbstadjungierter Operator ist A dicht definiert. Nach Hilfssatz 2.2 liegt D(A) zu-
dem dicht in (D(A®),[| - ||pa=)) fiir alle 0 < z < 1. Da auflerdem in allen Fillen

D(A) x D(A) x D(A) C D(A;) gilt, folgt die Dichtheit von D(A4;) in H.
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2.1: Wohlgestelltheit

Um0 € p(jlz) zu beweisen, zeigen wir, dass das Problem

AU=F c¢H

fiir jedes F' = (f,g,h) € H eine eindeutige Losung U € D(A;) besitzt, fir die ||U||y < C||F|lu
gilt, wobei wir mit C im gesamten Beweis eine generische Konstante bezeichnen. Dazu sei
zunéchst bemerkt, dass A; fiir ¢ = 1,2,3,4 injektiv ist. Dies wollen wir exemplarisch fiir A;
zeigen, da sich die Behauptung fiir Ai, i =2,3,4, analog ergibt.

Es sei U = (u,v,0) € kern(A;). Dann ist

v =0,
—LV2 | LV L — L1240 = o,
—A% — (AP + 1o =0,

woraus direkt v = 0 folgt. Da (A® + I) injektiv ist, folgt damit aus der dritten Gleichung 6 = 0.

Zuletzt folgt dann aus der zweiten Gleichung u = 0, da sowohl L /2 3ls auch L, 12 injektiv
sind.
Um nun die restliche Behauptung zu zeigen, untersuchen wir jeden der Félle (1) — (4) separat.

(1) Es sei zunéichst o < § mit 8> a — 3.

Es sei F'=(f,g,h) € H. Definieren wir
vi=f,
0:= (4" +1)7 (h+4%F),
o r—1gp1/2(71/2 ~1/2 pa
wi= —L7 LY (1Y% - 1512400),

so ist v € D(AY?), 0 € D(A®) und u € D(A'™7/2). Also ist U = (u,v,0) € D(A;) und es
gelten

—Agu—(Aﬁ+1w::—A@f+(AB+IxAﬁ+Iy4(h+fo)
—h
und
—1/2 —-1/2 —-1/2 g« —1/2 —1/2 —171/2 1/2 —-1/2 q« —1/2 qa
—L VAL — 1R a09] = LV (LR LL T LY (L2 - 12 a00) + L1240
—1/2 1/2 —1/2 g« — a
= L7'V2(LY2g — L7240 + LY/2 A%0)
Also gilt AU = F. AuBerdem gilt
vl parrzy < Cllflpearrzy,
1011z < CI(A® + Db

= (4% + DA + D)7 (bt A°F) |
< (IRl + 1l pearz))
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[ull pearzy < C||LMV2L7HT + pAY)Y2 (LY g + L7/ A%0)
< C(lgll pranrzy + (A% + 161
< C(lgll pearrzy + 10l + 1F | pearrzy)s

lu

also ||U|j3 < C||F||%. Insgesamt folgt 0 € p(A;).
(2) Seinun o < 1 mit 8 < — 3. Zu F = (f,g,h) € H definieren wir
o=t
0:=—(4° +1)7 (h+ 4%F),

wim L7 L (L2LP 0 L2 - a0,
Damit erhalten wir v € D(Al/Q), 0 € D(A®) und u € D(A'~*H) sowie

LyVPLB—apy — LA~ 1 4o
= 1;P0er | - LS (L e L g - e ane) | - 1oLy P ane
— 1 L}?g e D(Ah),
dage D(AV/Q).

Da wie in Fall (1)
—A% — (AP + D)0 =h

folgt und zudem

—-1/2 71— —ar—1/2 —ar—1/2 qa
~L3V2L | e LT P L - e LT 2 A%
—-1/2 ra— —ar—1/2 —1lra— 1/2 —arl/2 —a fo —ar—1/2 qa
= L2 LA LV LL T LB (LRI L2 — 1F-eacg) + LPoL 12 A%
—-1/2ra— —arl/2 —1/2 —a fo —ar—1/2 qa
= L 2L P (LFe LY — LRI Ag) 4 Ao L1240
=g
gilt, ist U € D(Ay) und AU = F. Weiter gelten
[0l pearrzy < Clfllpearrzy,
161l < CII(A” + Db
= (A7 + D)(A7 + D)7 (h+ A°f) ||
< C(lIhlla + £l pearrzy)
[ull par/zy < CIILYV2LT Lo (LA LY 2g + LO~*A%0) || u
< C(llgll parrz) + I(A” + D)6 )
< C(llgllpearrzy + 10l + 1 £l pearszy)

woraus auch in diesem Fall 0 € p(A,) folgt.
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2.1: Wohlgestelltheit

(3) Fiir @ > 1 mit 8>2a— 5 — 7 und F = (f,g,h) € H definieren wir
v:=f,
0:= —(A + T L2 (LA g LA ),
wi= L7 L2 (132 - 171/24%9).

Dann ist v € D(A'Y?) und v € D(A'=7/2). Da B—a—l—% >p>2a— % —3 >0, ist auBerdem
6 € D(AP~2+1/2), Des Weiteren ist

Lo1/2 (Ll/ 2-a goy, _ L1/2*QA56>
_a-1/2 (Ll/Q—aAaf
— L2748 4 D) (A7 4 T e A pAep 4 p e aep L)
—h

und somit L'/2=* A% — LY/2=%(AP + 1)§ € D(A*1/?), was insgesamt U = (u,v,6) € D(A3)
nach sich zieht. Da
- - ~1/2 go —1/2[y—1/27 —171/2( 71/2 ~1/2 4o ~1/2 4o
—L VL e — L2 00) = LV (L PLL T LY (L2 - L2 a0e) + 112 A00
=g
und
_La—l/2 [L1/2—04Ao¢v o L1/2—a(A,8 + 1)0}
_ jo-1/2 [Ll/Q—aAaf n L1/2—a(A5 i I)(AB n I)—lLa—l/Q (L1/2—ah+L1/2—aAaf):|

gilt A3U = F. Wir erhalten auBerdem die Abschiitzungen

vl pearrzy < Cllflparrzy,
18]l < CIILA=o+1126]

- C||Lﬁ—a+1/2(Aﬂ + I)—lLa—l/Z(L1/2—ah+ L1/2_aAaf)||H
< C(ILY*h)| g + | L2~ A% f || )
< (bl + 1 fllpgars).

[ullpaey < CILVZLNE 4 p AV V2 (L2 4 L52406) |
< C(l9ll pearrzy + \|L;1/2Aa9||H)
< C(llgll peaszy + L7220 i)
< C(HQHD(mN) + |hlle + Hf||D(A1/2))-

Also folgt 0 € p(As3).
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Kapitel 2: Verallgemeinerte thermoelastische Plattengleichungen

(4) Zuletzt sei @ > £ und 20— 1 < B < 20— % — L. Fiir F = (f,g,h) € H sei U = (u,v,0)
definiert durch

v:=f,
0= —(4° + 1) LoV (L Amop 4 [ g0 ),
wi— —[l[2a-B-1/2 (Lﬁ—za—usz _ Lﬁ—2a+1/2Aoc9>'

Es folgt direkt v € D(AY?), u € D(A720+5+Y2) Mit f—a+1 >2a—1—a+3 >0 folgt
zudem 6 € D(Aﬁ_o‘ﬂ/z). Da wie in Fall 3

Lo V2[pMRmepeg - [P 4 1)g| =
gilt und
_L;1L2a—ﬁ—1/2 [B-2a+1/2], _ Lﬁ—2a+1/2Aa9]
:L;1L2a7671/2 [8—20+1/2] [ 1] 2a—B—1/2 (LB’Qa’lﬂLW -~ L572a+1/2Aa9)

I L5—2a+1/2Aa9}

=9,

folgt auch hier A,U = F.
Weiter ist

vl pavrzy SCIIf Il pearszy,
161l <C|IL7=H20]

—O||LFoF V(AP 4 1) LR (L2 e 4 [P0 g0 p) |
<C(|Ihlla + 1L~ A%f|| 1)
<C(Inllm + 1 £l parrz)

ull peasszy SC|LMPL PP (L2012 g — L2042 4%0) |1y
<C(lgll pcarrzy + | L= Gam | LAt 120 )
<C(llgllparrzy + 10l + [l pearsz))-

Insgesamt folgt damit auch im letzten Fall 0 € p(Ay).
O

Bemerkung 2.7. In der letzten Abschdtzung von ||U||D(A1/2) geht ein, dass wir nur f > 2a—1

fur o > % behandeln, da es uns sonst nicht mdglich ist, eine hinreichende Abschdtzung fiir u zu
zeigen.

Mit Satz 2.6 erhalten wir die folgenden zwei Korollare.
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2.1: Wohlgestelltheit

Korollar 2.8. A; ist abgeschlossen fiir i = 1,2, 3, 4.

Beweis: Dies folgt direkt aus Hilfssatz 2.3 und Satz 2.6.

Korollar 2.9. Es gibt ein A > 0 so, dass R(A\] — A;) = X fiir i = 1,2, 3,4 gilt.

Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus Hilfssatz 2.4 und Satz 2.6.
O

Damit haben wir alles zusammen, um den Satz von Lumer-Phillips, siehe Satz A.4, anzuwenden
und erhalten:

Satz 2.10. Fiir i = 1,2, 3,4 erzeugt der Operator A; eine Cyp-Halbgruppe auf H. Insbesondere
ist das Cauchyproblem

dU ~

¥ = iU7

dt A
U0) = U

wohlgestellt.
Daraus kénnen wir nun die Wohlgestelltheit des Cauchyproblems (2.2) folgern.

Korollar 2.11. Fiir i = 1,2, 3,4 erzeugt der Operator A; eine Cy-Halbgruppe auf H.
Insbesondere ist das Cauchyproblem

daUu
= AU
o AU,
U(0) = Uy
wohlgestellt.
Beweis: Fiiri =1,2,3,4 ist A; = A; — S, wobei
0 00
S:=|{T+pA)"t 0 0
0 0 1

Da L;1/2 : H — H stetig ist, ist S € L(H), denn fiir U = (u1, ug, uz) € H gilt
- 2
ISUIF, = [|LY2 L5 [y + llusllr < U,

Also ist S fiir i = 1,2, 3, 4 eine lineare, beschriankte Storung und die Behauptung folgt aus Satz
A.6.
O

Wir haben also eine Losung U € C*([0, 00), H) N C%([0, 0), D(A;)) von (2.2) fiir Anfangsdaten
Up € D(A;) gefunden.
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Kapitel 2: Verallgemeinerte thermoelastische Plattengleichungen

Jede Losung von (2.2) liefert eine Losung (u, ) von (ATP). Die Regularitit der Losung héngt
dabei davon ab, in welchem Fall wir uns befinden.

In Fall 1 erhalten wir

u € C2([0,00), D(AY?)) N C ([0, 00), D(AY?)) N C°([0, 00), D(A'™7/2)),
0 € C*([0,00), H) N C°([0,00), D(A")).

In Fall 2 entsprechend

u € C*([0,00), D(A™?)) N C'([0,00), D(A'?)) N C°([0,00), D(A'~+P)),
0 € C'([0,00), H) N C°([0,00), D(AP)).

In Fall 3 gilt

u € 02([0,00), D(AY?)) N C* ([0, 00), D(AY?)) N CO([0, 00), D(A7/2)),
0 € C'([0,00), H) N C([0, 00), D(AP~o+1/2)).

Im letzten Fall haben wir

u € C2([0,00), D(AY2)) N C ([0, 00), D(A'2)) N CO([0, 00), D(A*27204F)),
0 € C*([0,00), H) N C([0, 00), D(AP~+1/2)).

2.2 Frequenzanalyse

Im folgenden Abschnitt nehmen wir zusétzlich an, dass der Hilbertraum H separabel ist.

Zunichst wollen wir die hier gewéhlte Herangehensweise durch bekannte Resultate der Fourier-
Transformation auf dem Hilbertraum L?(R™) motivieren. Eine kurze Einfithrung in die Fourier-

Transformation haben wir in Anhang D zusammengefasst.
Fiir H = L*>(R") und AY/? = (—A) mit A2 : D(AY2?) ¢ H — H ist wohlbekannt, dass

e die Fourier-Transformation F : H — H ein isometrischer Isomorphismus ist,
o F(AYV20)(€) = |€]2Fu(€) fiir alle v € D(AY?) gilt.
Wendet man die Fourier-Transformation auf die klassische thermoelastische Plattengleichung
mit Trigheitsterm an, das heift auf (ATP) im Fall A := (—-A)? und a = 8 = v = 3, vergleiche
Beispiel 1.1, so erhalten wir
(14 uAY2) g (8, X) + Aa(t, A) — AY20(8,0) = 0,
0:(t, ) + AY20(t, \) + A2t ) = 0,
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2.2: Frequenzanalyse

wobei A := |€]%, 4 := Fu und 0 := F.

Das urspriingliche System partieller Differentialgleichungen wird fiir festes A in ein System
gewohnlicher Differentialgleichungen tiberfiihrt, fiir welches wir eine Losung angeben konnen.
Durch die Analyse der zugehorigen Losungen im Fourierbild kénnen nun Aussagen iiber die Re-
gularitdt und das Abklingen von Losungen der partiellen Differentialgleichung gezeigt werden.
Dieses Vorgehen werden wir im folgenden Abschnitt fiir beliebige selbstadjungierte, nicht-negative
Operatoren verallgemeinern. Dazu geben wir zunéchst einen Diagonalisierungssatz fiir selbstad-
jungierte, nicht-negative Operatoren wieder, welchen wir in Anhang B mit allen auftretenden
Notationen genauer vorstellen werden.

Satz 2.12. (Diagonalisierungssatz fiir selbstadjungierte Operatoren)

Sei H ein separabler Hilbertraum und 7' : D(T') C H — H ein selbstadjungierter, nicht-negativer
Operator. Dann existiert ein endliches Ma8 y, ein Hilbertraumintegral # = [ Y h(z)dp(z) sowie
ein unitérer Operator U : H — H so, dass fiir alle 0 < o < 1 gilt:

(i) UT)(N) = A\Uv(X) (v € D(T®), A > 0).
(i) D(T®) = {v € H|X— \*Uv)(\) € H}.

Weiter ist || T%]|% = OfA2°‘||(L{v)()\)H}21(>\)du(/\) fiir alle v € D(T).

Nach Satz 2.12 existiert nun zu unserem Operator A ein Hilbertraum H sowie ein unitérer
Operator U : H — H, so dass fiir alle « > 0

U(A)(N) = X Uv(N) (v e D(A?Y))
gilt. Betrachten wir die U-Transformierte des Systems (ATP), so erhalten wir fiir festes A > 0
das System gewohnlicher Differentialgleichungen
(14 pX\ )iy (8, N) + Na(t, X) — X40(t, \) = 0,
0p(t, \) + NO(t, \) + X (t, \) = 0,

wobei @ := Uu und 0 := U0. Das System ist fiir Vi (£) := (a(t, A), @ (¢, A), 0(t, \)) Aquivalent zum
System erster Ordnung

d 0 1 0

—Va() = w0 o | ) = AV,
0 X =\

Das charakteristische Polynom von A) ist

PR A\Lt5

. B _ 3 B, ,2
P/\(w) ._det(w A)\>_w + N w +1+M)\7w+1+u)\7.

(2.3)

Wie iiblich definieren wir die zugehorige Energie erster Ordnung im Frequenzspektrum durch

E(t,A) = (14 pX") e (t, M7 + Al Ml + 10 A5 - (2.4)

25



Kapitel 2: Verallgemeinerte thermoelastische Plattengleichungen

Bemerkung 2.13.

1. Auch wenn die Notation A; fir i = 1,2,3,4 bereits fiir den FErzeuger der in Abschnitt
2.1 untersuchten Halbgruppe vergeben ist, wollen wir die Notation Ay, fir A > 0, auch in
diesem Zusammenhang verwenden, da zu keiner Zeit eine Verwechslungsgefahr besteht.

2. Setzen wir H := L*(R") und A := (—=A)? mit D(A) = H*R"™), so erhalten wir im
Diagonalisierungssatz fiir selbstadjungierte, nicht-negative Operatoren zwar auf formaler
Ebene nicht genau die klassische Fourier-Transformation auf H = H = L*(R"™), jedoch
konnen alle hier gezeigten Ergebnisse ohne Anpassung auf diese tiibertragen werden.

3. Wie bereits fiir die Fourier-Transformation bekannt ist, wird sich in den folgenden Ab-
schnitten zeigen, dass die Analyse des Verhaltens der Losung im Frequenzbereich fiir kleine
Frequenzen einer Analyse des Abklingverhaltens entspricht und die Analyse grofSer Frequen-
zen Aussagen iber die Regularitit der Losung erlaubt.

4. In Bemerkung 1.4 haben wir gesehen, dass Lisungen von (ATP) der gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichung

)\204 + A )\1+,3 .

R CL T L

gentigen. Das charakteristische Polynom der gewdhnlichen Differentialgleichung entspricht

dem Polynom (2.3).

Vgt + A0y +

2.2.1 Kleine Frequenzen

Wir werden nun das asymptotische Verhalten von Losungen untersuchen, das heifit, wir werden
Abschéitzungen der Energie (2.4) fiir kleine Frequenzen A zeigen. Auch wenn wir das Verhalten
der zugehorigen Eigenwerte im Frequenzspektrum vollstdndig charakterisiert haben, ist es mit
unserem Ansatz leider nicht moglich, die Abklingrate fiir einen beliebigen Operator A zu be-
stimmen, da uns im Allgemeinen genauere Kenntnisse {iber die unitdre Abbildung &/ und den
zugehorigen Hilbertraum H fehlen.

Wie sich schon im Fall des Laplace-Operators auf L?(€) zeigt, hiingt das Abklingen vom Gebiet
Q sowie der Wahl konkreter Randbedingungen ab. Ist A = —A und 2 ein beschrinktes Ge-
biet, so kénnen wir unter bestimmten Voraussetzungen an die Randbedingungen, folgern, dass
Losungen exponentiell abklingen. Ist hingegen 2 = R™ oder §2 ein Auflengebiet, so erhalten wir
nur noch polynomielles Abklingen der Losung, vergleiche auch Kapitel 5, Abschnitt 5.1.

Fiir A < 1 ist die Energie (2.4) dquivalent zur Energie

E(t, A) = [l (8, M7 oy + Matt, Ml + 106 N7 y- (2.5)
F entspricht dabei gerade der Energie des Systems ohne Inertialterm
Qe (£, N) 4+ Mi(t, A) — A20(t, \) = 0, (2.6)
0:(t, \) + N20(t, \) + X0y (t, \) = 0, (2.7)
welches fiir V)\(t) := (u(t, A), ut(t, A),0(t, \)) dquivalent ist zum System erster Ordnung
0 1 0
Wt)y=1[-X 0 A () = .A)\,oV)\(t).
0 A =\
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2.2: Frequenzanalyse

Das charakteristische Polynom von A) g ist

Pyo(w) = det(w — Ay o) = w® + Nw? + (A2 + Nw + AT (2.8)

Dabei nennen wir w = w(\) einen Eigenwert von A, g, falls Py o(w(X)) = 0 fiir alle A € R] gilt.

Das asymptotische Verhalten fiir A — 0 der Eigenwerte des charakteristischen Polynoms (2.8)
w;(A), 7 = 1,2,3, wurde in [DeRa06], Abschnitt 4, fiir die in Abbildung 2.3 dargestellten Pa-
rameter (o, 3) durch den folgenden Satz charakterisiert. Alle Gleichheiten sind bis auf Terme

hoherer Ordnung in A zu lesen.

Satz 2.14. Es sei 2 := {(o, 8) | < B, B> 2a — 3 }.

charakteristischen Polynoms (2.8) gilt fiir A — 0:

Fiir die Nullstellen w;(X), 7 = 1,2,3, des

(1) Fiir =1 und (o, ) im Innern von A: w; = —r A\,
w23 = —TQ/\6+20‘_1 + iTg)\l/2.
Fﬁrﬁ:a>%: w1 = P,
w23 = —7“5)\3571 + iT6)\1/2.
Fﬁrﬁza:%: w1 = —rB,
we3 = —rg)\l/Q.
Fﬁr%<6:2a—%: w1 = —rg\?,
w23 = —7“1())\2’8_1/2 + iTH)\l/Q.
Dabei bezeichnen wir mit r,,, m = 1,...,11, positive Konstanten, welche explizit bestimmt

werden konnen.

(2) Fira=1,0< 3 <1und j=1,2,3 haben wir

—Cj)\ﬁ,
Rew; = {—cj/\lﬁ

S ol
IA N
IA A
NO|—

= ™

wobei ¢; verschiedene, positive Konstanten bezeichne, die explizit bestimmt werden kénnen.

(3) Fiir =1 und j = 1,2,3 gilt

—d;i\/?
Rew; = { I

_deZ(x—l/Q,

IA A
e Q

IA A
%\wli)hi

DO |

wobei d; verschiedene, positive Konstanten bezeichne, die explizit bestimmt werden kénnen.
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3 B=2a—1/2
1 |
B=a
[ I
2 N
: —
1 3 1 ¢
4 4

N[

Abbildung 2.3: Parameter Region aus Satz 2.14

Aus Satz 2.14 folgt direkt:

Korollar 2.15. Fiir A < 1 gilt
E(t,\) < cE(0,\)e™ W),

wobei ¢ eine generische positive Konstante ist, die von o und  abhéngt, und p(\) wie folgt
gegeben ist:

(1) Fiir 8 = 1: p(\) = A2,

A <1
(2) Fiir (v, 8) im Innern von 2A: p(\) = {)\a;zﬁl, g ; ;7
(3) Fir a = 4> 5: p(A) = A% 1.
(4) Fir o= 8= 4: p(A) = AV2,
(5) Fiir § < =20 — &: p(3) = XL,
)\1—6 0< 18 < 1
6 Fi :l: )\ _ ) — — 27
() ur « QP() {)\,37 %S/BS]‘
)\1/2 1 <a< 1
a1, — ’ Y
(7) Fiir 8 = 5: p(A) = {)\2a—1/27 % <a< %.

Die Optimalitit der Abschétzungen im Bezug auf das asymptotische Verhalten von p in al-
len Fillen folgt ebenfalls direkt aus Satz 2.14.

Wie sich schon in Satz 2.14 gezeigt hat, hingt die asymptotische Entwicklung der Eigenwerte
von a und 8 ab und kann je nach Wahl stark variieren. Daher ist es uns nicht moglich, eine
komplette Charakterisierung des asymptotischen Verhaltens der Eigenwerte fiir alle Parameter
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2.2: Frequenzanalyse

(a, B) € [0,1]% zu geben, da dies den Umfang dieser Arbeit sprengen wiirde.
Im folgenden Satz werden wir fiir a = < % eine Korollar 2.15 entsprechende Energie-
abschétzung zeigen.

Satz 2.16. Fira =< % und A < 1 gilt
E(t,\) < cE(0, \)e=*™),

wobei ¢ eine generische positive Konstante bezeichne, die von « und 3 abhéngt, und p(\) definiert
ist durch
p(N) == A4,

Beweis: Wir zeigen die Behauptung mit Hilfe der Multiplikatormethode fiir die zum System
(2.6)—(2.7) gehorige, dquivalente Energie

= . N A 2
Bt A) = an(t, M2y + At My + 106N
Da wir a = § annehmen, schreibt sich das System (2.6)—(2.7) als

Gge (, N) + Ma(t, N) — A%0(t, \) = 0, (2.9)
0:(t, ) + X0(t, X) + X (£, A) = 0. (2.10)

Multiplikation der ersten Gleichung (2.9) mit @ und der zweiten Gleichung (2.10) mit 0 ergibt,
nach Addition der Realteile, die Energiegleichung
1d -

S Bt \) = —\Y|0(t, A

2.11
2dt ( )

2
)Hh(/\)’
wobei wir im restlichen Beweis der Einfachheit halber auf die Abhingigkeiten der Funktionen
i, von t und A verzichten und | - | anstelle von || - ||y schreiben werden. B
Um weitere dissipative Terme zu erhalten, multiplizieren wir nun als Erstes (2.9) mit @, nehmen
den Realteil und erhalten

% Re (id) = || — Na|* + A% Re (0a). (2.12)

Des Weiteren multiplizieren wir (2.9) mit 6 und (2.10) mit ;. Addition der Realteile gibt uns

d = = ~ "
- Re (0) = —ARe (40) + A*0]* — \* Re (0d;) — A“|ai,|>. (2.13)
Zuletzt multiplizieren wir (2.11), (2.12) und (2.13) mit K, ;A7 bzw. c2A!72* und addieren
diese drei Gleichungen. Dabei sind K, ¢1, co positive Konstanten, die noch zu wéhlen sind. Das
gibt uns

d
LX) +D(t.2) =0, (2.14)

wobei

L(t,\) = %E(t, A) 4 MY Re (twa) — coA 72 Re (&té)

29



Kapitel 2: Verallgemeinerte thermoelastische Plattengleichungen

und

D(t,\) :==KA0)* — ct A" i[> + cr A ONaf? — el AT AY Re (64)
+ A2 2 Re () — oA 22N 0] + oA Re (01ig) + oA 2Ny 2.
Mit dem Ziel, Terme der Form AL=AJdi|2, A|0]2, A1=|A|2 und A\!~?|d|? zu gewinnen, erhalten
wir fiir €1, €9,€3 > 0 mit der Youngschen Ungleichung
AN Ga] < X (e X220l + (der) 1 0)?)
= e XN af? + (4e1)7IA0)%,
)\2—2a|éa’ < )\a/2)\1—a/2|éﬁ|
< NN A + (4e2) "IN G2,
MN7Y08,] < esA Y| + (4es) "INV,
wobei wir in der zweiten Ungleichung o < % verwendet haben. Anwenden auf den dissipativen
Term D gibt uns die Abschéitzung
D(t, ) >KXY012 — el A0 a2 + et AN A% — eren AN G — e (de1) TN 0)2
— e N NG — a(4ea) TINYAE — oA 2NN 0] — coes A iy |?
— ca(4e3) TN O + oA 2O iy 2
> (& — ca(des) ™t — ) N0 + (5 — cr(der) Tt — ca(den) TN AY0P

+ (01 — C1€1 — 0282))\1_0)\|@|2 + (C2 e 0263))\1_a|’&t|2.

Wahlen wir ¢ = %, cy = %, €1 = %, €9 = i, €3 = % und K = 3 so erhalten wir

1 A 3 A 1 1
D(t,\) > X012 + SXY012 + AN a2+ oA ag)?
1 3 .
> —ATE(® ).
> SN OB )
Andererseits erhalten wir fiir den Energieterm mit
)\l—amﬁt‘ S %)\2—2a|a’2 + %mt’27
)\172a|at§| < %)\172a|é|2 + %)\172a|ﬂt|2’
A 72 ad] < AN+ &)
die Abschitzungen
_§~ llfa A7_1172a .-
L(t,\) = 2E(t7 )+ 4)\ Re (42 2)\ Re (:0)
3 - 1 1 1 1 A
< ZE@, ) + <|ig? 4+ SA27290)2 + SA29 0,2 + SA29)?
2 8 8 4 4 (2.16)
3 - 1 1 1 1 . ’
< SE(A) + < + S Mal2 4 < la]? + <10
< SE(EN) + Sl + Mal + gl + 10
15 ~
< ZE(t,\
< Bt
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2.2: Frequenzanalyse

und

3 =~ 1 1 1 A
L(t,)\) > = (t )\) )\I—Qamt|2 _ 7)\|@|2 _ 7/\1—20¢mt|2 _ Z/\1—204‘9’2

2
3~ n
> S Bt A) — *|ut|2 - *>\| - *\ut|2 \9|2 (2.17)
9~
> —E(t, A\
> (),
Anwenden von (2.15), (2.16) und (2.17) auf (2.14) gibt uns
0= —|—D(t A
- dt ) )
_d 3
—L(t,\) + AHE t,A
d 1—
> & L a
> dtL(t,)\) 30)\ L(t,\).

Mit dem Lemma von Gronwall, sieche Anhang Satz F.2, folgt
L(t,\) < e 302 TTL(0, \),
was mit (2.16) und (2.17) direkt die gewiinschte Abschétzung
B(t,\) < ge—%”*“%(o, N

zur Folge hat.

Die Optimalitdt der in Satz 2.16 gezeigten Abschitzung folgt dann aus

Satz 2.17. Seia = < % Fiir die Nullstellen w; (), j = 1,2, 3, des charakteristischen Polynoms
Pyo(w) = det(w — Ay) = w? + A% + (A2 + ANw + AT
gelten fiir A — 0

wi(A) = =k A1,
WQ73()\) = —kz)\a + ikg)\a,

wobei k1, ks > 0 Konstanten sind, die nicht von A abhéngen und alle Gleichheiten bis auf Terme
hoherer Ordnung in A zu lesen sind.

Beweis: Um die asymptotische Entwicklung der Eigenwerte zu berechnen, verwenden wir den
Newton-Puiseux-Algorithmus, den wir im Anhang, Kapitel C, genauer vorstellen. Dafiir miissen
wir zunéchst a € QQ voraussetzen.

Das Newton-Polygon, das zum charakteristischen Polynom

Pro(w) = w’ + A%W? + (A2 + X)) w + A1

gehort, ist gegeben durch
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Potenzen von \

Potenzen von w.

Die Nullstellen des Polynoms Py o sind von der Form w = ¢1 A™! 4 coA™F™M2 4 ... wobei die
Wahl von m; gerade der negativen Steigung der Segmente des Newton Polygons entspricht.

Das erste Segment S hat die Steigung o — 1, den y-Achsenabschnitt ;3 = 1 + « und die Linge
1, das zweite Segment hat die Steigung —a, die Lange 2 sowie den Schnittpunkt mit der y-Achse

bei y1 = 3a.
Sei zuerst m; =1 — a.
Einsetzen von w = A =%(c; + @1), wobei @1 = co A2 + c3A™2+™3 ... in Py o gibt uns

P)\70(w) — )\3—3&(01 Jr(‘:)1)3 + )\2—&(01 +(Z)1)2 + ()\l—l-a + )\2—(1) (Cl Jra)l) + )\l—i-a —0.

Alle Terme niederster Ordnung 1 + « miissen verschwinden. Daher folgt ¢; = —1.

Um spéter im Beweis die Behauptung fiir irrationale a beweisen zu kénnen, miissen wir einen
weiteren Schritt im Algorithmus ausfiihren:

Dazu betrachten wir

Pg(c:)l) ::/\_ylP,\,o(w)
:)\—l—a [)\3—304(_1 _‘_@1)3 + /\Q—a(_l _1_(:)1)2 + (>\1+o¢ + )\2—04) (_1 —|—£:11) + )\1+a]
:(IJ%)\Q—ZLO[ +(I}%( . 3)\2—404 + )\1—2&) _'_a)l (3)\2—4& 41— )\1—20{) o )\2—404.

Das Newton-Polygon von P, ist gegeben durch

Potenzen von n

3 —6a T
2 — 4o . ° .
1—-2a + . .

f f Potenzen von w

— 4
\)
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2.2: Frequenzanalyse

Somit ist mo = 2 — 4o = yo, da wir nur noch die Segmente mit negativer Steigung betrachten.
Setzen wir nun @1 = A274%(¢y + @9) in P, ein, so folgt

Py(&n) :)\8—1604(02 + @2)3 + (e2 + @2)2( — 3612 )\3_6a)
+ (02 +w2)(3)\4—8a + )\2—404 _ )\3—6a) _ )\2—404'

Dies impliziert co = 1, da die Terme der Ordnung yo = 2 — 4« verschwinden miissen, was uns
gerade

w1 = Al (Cl + )\27404(02 + (:}2))
— —Al_a + A3—50¢ + )\3—5an

liefert. Wir untersuchen nun das zweite Segment. Mit m; = o und w = A*(¢; + @1 ) erhalten wir
P)\,O(W) — )\304(61 _|_a)1)3 + )\3a(61 +@1)2 + (A3a + )\1+a) (Cl _|_a)1) + /\1+a —0.

Wieder miissen die Terme niedrigster Ordnung 3« verschwinden. Dies impliziert ¢ 4¢3 +¢; = 0,
woraus ¢ = —% + i@, k= 1,2 folgt.

Auch hier miissen wir einen weiteren Entwicklungsschritt machen:

Da wy = w3, kénnen wir ohne Einschrinkung c¢; = —% + i@ annehmen. Damit ist

Pr(@1) :=A"" Py p(w)
=T N (ep + @1)% + A(er + 1) + (A + M) (1 + @) + A
=0} + 02— L +i%8) + @ (- § -1 + A2 4 (Lif)a

Das Newton Polygon von P ist

Potenzen von n

2 — 4o +

1—2a °

Potenzen von w

Also ist mg = yo = 1 — 2a. Durch Einsetzen von &1 = M 72%(cg + @) in Py folgt ca = % + 12—\@.
Insgesamt erhalten wir

wag = —PATEIGNT 4 (F iGN+ NG,

Es sei nun @ € R\ Q und wie oben

Pyo(w) = w® + X% 4+ (A2 4 A) + AT
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Dann existiert eine Folge (ay,)neny C Q mit o, — « fiir n — oo. Mit dem oben gezeigten erhalten
wir fiir die Polynome

Pl(w) i=w® + A%w? 4 (A2 4 X) 4 A Hon

die Nullstellen

W?()\) = _)\170471, + )\3*50577. + )\3750477,&‘)&17”)’

WHa(N) = 5T PPN (§F i) AT A,

Da die Koeffizienten von Py’ fiir festes A gegen die Koeffizienten von P, o konvergieren, folgt aus
Satz C.1, dass
wi (A) = wi(A),

wobei wir mit wi(X), k = 1,2,3 die Nullstellen von Pj ¢ bezeichnen.
Weiter gilt
AT o ATTE X 5 A% und AP0 o \I0e

(1) ~(2)

woraus folgt, dass w, 7, wy’ existieren so, dass

o™ - o)

fir k£ = 1, 2. Schlieflich folgt

wl()\) — _)\170& + )\375& + )\3750{@51)7

wag(N) = —IA% 2N 4 (§ gl Ao,

2.2.2 Grofle Frequenzen

Wir wollen nun das asymptotische Verhalten der Eigenwerte fiir grofle Frequenzen A untersuchen,
um damit Aussagen iiber die Regularitit von Losungen des a-f-y-Systems treffen zu kénnen.
Wir werden zeigen, dass Losungen von (ATP) genau im Parameterbereich

eine sogenannte Glattungseigenschaft haben, die sich im asymptotischen Verhalten der Eigen-
werte im Frequenzspektrum und damit auch in Abschétzungen der Energie (2.4) widerspiegeln.
Beim Ubergang in den Bereich N"U N5 -, wobei

[Sljss

8, = {(@.8.7) € 0.1 [0,1] x (0.1][ § < a+ 5,

2o

<a-5<

B[

N = {(a, 8,7) € 10,1] x [0,1] x (0,1]| B < 2ac — 1)}

und
Noy = {(a, B,7) €[0,1] x [0,1] x (0,1]|2a + B < max{28 + 7,1} },

wird diese Gléattungseigenschaft verloren gehen und es wird sich stattdessen ein sogenannter
Regularitatsverlust einstellen.
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N2 / /
D — a1 //

N[
<
~

Abbildung 2.4: Region der Glattungseigenschaft und des Regularititsverlusts

Definition 2.18.
(i) Das System (ATP) hat die ,, Glattungseigenschaft®, falls fiir die Eigenwerte w; (),
7 =1,2,3 von P, gilt

3C > 035 > 03\ > 0YA > Ap : Re(w;j(\)) < —CN.

(ii) Im System liegt ein ,Regularitétsverlust® vor, falls ein Eigenwert w(\) von P\ existiert
mit

de>03e > 03X > 0VA > A1t —cA™° < Re(w(N)).

Bemerkung 2.19.
(i) Es sei bemerkt, dass fir alle Figenwerte wj(\), j = 1,2,3, Re(w;(X)) < 0 fir alle A > 0
gilt.

(ii) Wir werden eine asymptotische Entwicklung der Eigenwerte beweisen. In unserem Fall
lisst sich die Gldattungseigenschaft und der Regularitdtsverlust somit wie folgt formulieren:
Wir schreiben f € ©(g), falls g eine asymptotisch scharfe Schranke von f ist, d.h. falls
sowohl f € O(g) = {h: R — R|3C > 03¢ > 0Vz > z¢ : |h(z)| < Clg(=)|} als auch
feg)={h:R—=R|3C >03zg > 0Vz >z : Clg(z)| < |h(x)|} gilt.

Die Glattungseigenschaft ist dann gerade gleichbedeutend mit

36 > 0: Re(w;(N) € O(N),

furj=1,2,3.
Entsprechend lisst sich der Regularititsverlust wie folgt formulieren

Jde > 0: Re(wj(N)) € ©(A7F),

fir ein j € {1,2,3}.
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(iii) Falls das System die Glittungseigenschaft besitzt, erfillt die Energie erster Ordnung im
Frequenzspektrum (2.4) die folgende Abschitzung

3C,¢>036 > 03N > 0VA > A\ WVt > 0: B, \) < Ce TE(0, \). (2.18)

Andererseits ist eine Energieabschitzung wie in (2.18) auch hinreichend, um auf die Glit-
tungseigenschaft zu schlieflen.

Eine entsprechende Energieabschitzung ist jedoch im Allgemeinen nicht hinreichend, um
auf das Auftreten eines Regularitdtsverlustes schlieflen zu kénnen.

iv) Es seien Anfangsdaten ug, ui, 6y so gegeben, dass nach Satz 2.11 eine Lésung (u,6) von

v) E. jen A dat 0 ben, d h Satz 2.11 eine Lo 0
(ATP) existiert. Sind (o, B,7) nun so gewdhit, dass das System die Glittungeigenschaft
hat, so gilt fiir die Losung bereits

u(t) € D(A™) und § € D(A™)

fiir alle t > 0 und fiir alle m € N, was wir in Abschnitt 2.2.4 beweisen werden.

(v) Im Gegensatz zur Glittungseigenschaft, die uns Regularitit der Losung liefert, spiegelt sich
der sogenannte Regularitdtsverlust allerdings nicht in einem Verlust an Regularitit wieder,
wie die Bezeichnung zundchst vermuten ldsst, sondern in Abschdtzungen der Norm.

In Kapitel 5 werden wir einige Beispiele dazu betrachten und diskutieren, wie sich dieser
wDefekt der Regularitit” in entsprechenden Normabschdtzungen zeigt.

(vi) Im Fall einiger Gleichungen ist bekannt, dass sich das Fehlen von exponentieller Stabilitdt
beim Ubergang vom beschrdankten Gebieten zum Ganzraumfall in einem Regularitdtsverlust
widerspiegelt. Einige Beispiele dazu werden wir in Kapitel 5 zusammenfassen.

Satz 2.20. Sel (OZ?B?’V) € S’Y = {(Ct,ﬁ,”)/) € [07 1] X [07 1] X (07 1] ‘ % S a+ g: % S o — g S %}
Dann hat (ATP) die Glattungseigenschaft.
Beweis: Wir leiten zunéchst eine Basisenergie-Gleichung fiir das System
(14 A7) (E, A) + Ma(t, N) — A%0(, \) = 0, (2.19)
0:(t, ) 4+ N20(t, \) + A0 (t, \) = 0, (2.20)

her. Dazu sei die Energie des Systems definiert wie in (2.4), also
E(t,A) = (L+ pA)[al® + Naf* + |6],

wobei wir der Einfachheit halber im Folgenden erneut die Abhéngigkeiten der Funktionen ﬁ,é
von t und A weglassen und | - | anstelle von || - ||y schreiben.

Multiplikation der ersten Gleichung mit 7 und der zweiten Gleichung mit 6 ergibt, nach Addition
der Realteile die Energiegleichung

Ld

E = —\30)%. 2.21
5 7t (t, \) A710| (2.21)
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2.2: Frequenzanalyse

Durch passende Wahl weiterer Multiplikatoren werden wir nun weitere dissipative Terme finden.
Dazu multiplizieren wir (2.19) mit 4. Betrachten des Realteils liefert

d . L
(L+pA7) = Re (@) = (1+ pX7)|ae]® — A|a|* + A% Re (04). (2.22)

Multiplizieren wir nun (2.19) mit 6 und (2.20) mit (1 4+ A7) und addieren die Realteile, so
erhalten wir

d - : 5

& N ~ _ya|n|2
(14 A7) Re (@) + ARe (af) — A WA (2.23)
+ (14 XN Re () 4+ A%(1 + p\7)]dig|? = 0.

Zuletzt multiplizieren wir (2.21), (2.22) und (2.23) mit KA*(1+ A7), c1coA® bzw. ¢; und addie-
ren diese drei Gleichungen. Dabei sind K, ¢y, co, ¢ positive Konstanten, die noch zu bestimmen
sind. Das gibt uns

d
—L(t,\) = D(t, A
dt(?) (7)7

wobei
L(t,\) := %KX”(I + pA)E(t) 4+ c1e2A%(1 4+ pAY) Re (@) + c1(1 + pA7) Re (até)
und
D(t,\) i= — K (14 pA)A 20 4 creah®(1 + pA)|ie]? — crea)Aaf* + c1c22** Re ()
— e1ARe (@) 4+ 1 A(0]2 — er (1 + XN Re (Bi) — ex A (1 + pA )iy |2
Fiir €1,e9,e3 > 0 erhalten wir mit der Youngschen Ungleichung
0

~

)\2& < (481)—1)\304—1‘é|2 +€1)\a)\|ﬂ|2’
Mabd| < eaXNaf? + (4e2) IA20)2,
(1 + pA)N?|0t] < (deg) ™ML+ pX)APP720)2 + 3 (1 + p\ ) ||

i
o

und damit

D(t) < — K(1+ pX)NF2(0)2 4 c1eoA (1 4 pX7)|ii]? — creaX®A|di)? + crea(der) ~IA319)?
+ c1628 1 N |A)% + e1ea AN 4 1 (4e2) TIATT2|0)?
+ A0 + e1(4e3) LA + pA)AZE Y012 4 cres A (1 + p\ )] ? — o XY (1 + p\ )| dg
=—\%9)? [K)\B'WH_O‘ —crep(de) TN T ) — ee(des) TINPA 2 () (452)_1)\1_20‘]
— A1 4 p\) |y [e1 — c1co — cre3] — AN || [c1¢2 — cre2e1 — c1e2].

Damit die rechte Seite fiir grole A negativ proportional zu A*L(¢,\) gewihlt werden kann,
miissen die Potenzen von A die folgenden Ungleichungen erfiillen

f<a+z, pf>21—(a+z+7), B+z+v>3a—-1, f4+x+7>a. (2.24)
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Aus den ersten beiden Ungleichungen folgt

t—(at+z+y)<p-Li<-tt+at+a<-S+(a+tz+7)
= B-% < -3+ (a+z+7).

Die erste und dritte Ungleichung ergeben weiter
3a—1<a+2z+yea—5<z+1

Fiir K hinreichend grof8 kénnen unter diesen Bedingungen an «, 8 und v die Konstanten
c1, Co, €1, €2, €3 , so gewahlt werden, dass

d
&L(t’ A) < =CAXYE(t, \). (2.25)
Mit o — 5 < x + 3 erhalten wir fiir den Energieterm die Abschitzungen

1 _
L(t, \) :—K)\”(l + A E(t, A) 4 creaA*(1 + pXY) Re (@,2)
+ca(l+pA)R ( 5)
1
<2K)\‘C(1 + A E(t,N) + crea(1 4 pX)A 2|0, A2 4
+ (1 + pX) (|ae|* + 16]%) (2.26)
1 ... y C1C2 TYNE (\Y [ (2 ~12
§§K)\ (1+ u\)E(t, /\)+—(1+ AVNE (N ]dg]* + A|af?)
C
+ 5 (LX) (|l + 10P)
<ON*(1 + pN\)E(t, \)
und
L(t, ) %Kv(l + UM E(t,N) — c1eaX® Y2 (1 4 p)\) || A2
— 1 (14 pX)A(L+ X))
>CN (1 + p\)E(t, \).

Aus (2.25) und (2.26) folgt

d A%
%L(t, )‘) Cl.t,_,u,)n

Dies impliziert, zusammen mit dem Lemma von Gronwall, siche Anhang Satz F.2,

(t,\).

L(t,\) < e CT5m7 L(0, A).
Insgesamt folgt
E(t, ) < CeC5m7 B(0,\) < Ce= O E(0, A).
Wihlen wir nun

r<a—7,

38



2.2: Frequenzanalyse

so folgt die gewiinschte Energieabschitzung. Die bestmogliche Wahl fiir « ist also eine Zahl echt
kleiner als o — 7y, die sehr nah an o — «y liegt. Zusammen mit den Bedingungen (2.24) erhalten
wir die Relationen

B-3<-L+(a+az+9)<-L+aq,

B 1

3a—-1<p+r+y<f+a & a-5<3,
]

f<at+r<20—vy & T<a-§,
l-a<Bt+at+y<f+a & i<a+i.

0

Satz 2.21. Fiir (o, ,7) € N UNy, liegt ein Regularitétsverlust vor. Insbesondere hat das
System somit fir («, 3,7) € N'UN3, keine Gléttungseigenschaft.

Beweis: Der Beweis entspricht dem Vorgehen in [FeLiRal9], Abschnitt 3, in dem die Region cha-
rakterisiert wird, in der die zugehorige Halbgruppe nicht exponentiell stabil ist. Der Vollsténdig-
keit halber wollen wir den Beweis auch hier mit entsprechenden Anpassungen wiedergeben.
Wir betrachten erneut die /-Tranformierte von (ATP)

(14 pX\ ) (8, N) + Na(t, A) — X¥0(t, \) = 0,
00(t, \) + NO(t, \) + Xy (¢, ) = 0,

was fiir Vy(t) := (a(t, N), ae(t, \), é(t, A)) dquivalent ist zum System erster Ordnung

q 0 1 0
) = T 0 o | Valt) = Aa().
0 x> =\

Das charakteristische Polynom von A ist

)\201 + A /\1+5

_ B _ 3 B, ,2
Pr(w) = det(w = Ay) ="+ Mo+ Qe+ o

Wir zeigen, dass
Ve > 03\ > 03wy, Pr(wy) =0 : Rew > —e¢.
Fiir 0 < e < 1 betrachten wir dazu z := w + € und Py .(2) := Py(z — €) und zeigen, dass
VO <e<13IA>03z\,P\c(22) =0: Rez>0

gilt mit Hilfe des Hurwitz-Kriteriums, vgl. Anhang C, Satz C.3.
Betrachte

Pye(22) = 32> + 22° + 12 + qo,

wobei
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g3 =1,

= -3+ M\,

A2 4\

1+ pu\r’

A2e 4\ \A+1
v T T

q =32 —2\e +

qo = —e3 4+ NP2 —
Fiir A\ hinreichend grof§ gilt
Diy= -3+ M >0.

Wir miissen also zeigen, dass
Ds ) = g2q1 — qogs <0 oder D3\ =goDax <0

gilt, fiir A hinreichend groff. Dafiir bestimmen wir zunéchst das Vorzeichen von ¢qg. Dazu schreiben
wir

B 1
1+ p\Y

do q0,

Go = (V&2 4+ P72 £ XA — (u\Ve® + X2% 4 Ae 4 7).
Um das Vorzeichen von ¢y zu bestimmen, betrachten wir verschiedene Fille.
e Fall 1: a =5 =0.
Dann ist
Go=pNe2(1—e)+ A1 —e)+ (2 —e—£%) >0,
falls A hinreichend grof.
e Fall 2: « =0, 8 > 0.
Es ist
Go = (\Pe® + N 1 AIFB) — (uNe® e+ e+ €9)
=ML N2V 1 —e) + AN —e) — (e 4+ %) >0,
falls A hinreichend grof.
e Fall 3: « >0, 3 =0.
Es ist
Go=pN (e =) + A1 —¢e) — A\2% + (2 = &3).
Das Vorzeichen von ¢y héngt in diesem Fall von a ab:
—Fir0<a<iistgo=pN(e2—e3)+ NN (1—¢)—¢) 4 (2 — %) > 0, falls A
hinreichend grof3.
— Fiir § <a<1ist go=pN(e2 — &%)+ A((1 —¢g) — A2 le) + (2 — &%) < 0, falls A
hinreichend grof3.
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e Fall 4: >0, 8 > 0.
Dann ist

Go = (Ve + pA\PTe L XIF0Y — (uX\7e3 4 X% + Ae + £°).
Wir miissen weitere Falle unterscheiden.

a) Fir0<a<iist2a<1< 14+ 5 und v <1 < 1+ 4. Damit ist A8 der dominierende
2 8
Term, woraus gg > 0 folgt, falls A hinreichend grof.

(b) Fiir % < a < 1 hingt das Vorzeichen zusitzlich vom Verhiiltnis zwischen 1 + 8 und
2ac ab.

« Ist 1+ 8 > 2a, so ist A'? der dominierende Term und wir erhalten Gy > 0.
« Ist 14+ B < 2q, so ist —\?*e der dominierende Term und wir erhalten gy < 0.

Insgesamt ergibt sich das Vorzeichen von ¢g wie in der folgenden Abbildung:

B
1 g
— 20 —1
i w>0 L
2 /
/ q0<0
%/
1 1@
2

Abbildung 2.5: Vorzeichen von qq.

Als néchstes wollen wir das Vorzeichen von det Dy ) bestimmen. Dazu bemerken wir zunéchst,

dass

1
Dy

-~ 4
R 1+MXY 2,0\

wobei da \ gegeben ist durch
day = (8N? + 8uNTT7e? 4 N2F) — (8uN1e® + 222 4+ 2?7 4 20%% + 2)e + 827).

Um das Vorzeichen von da \ zu untersuchen, unterscheiden wir die selben Félle wie zuvor.

e Fall 1: =3 =0.
In diesem Fall ist

day = —puNe(2 — 82 +8%) — 2)e + (1 + 8% — (8 + 4¢)) < 0,

fir A hinreichend gro8.
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e Fall 2: ¢« =0, 8 > 0.
Dap<fB+4+v<28+7,ist

dap = (N (82 + 1) + 8\ T7e?) — 2uA?PH7e — (8puTed + 207 e + 2e + 2)e + 8%) < 0,

fiir A hinreichend grof.

e Fall 3: « >0, 3 =0.
Dann ist

dap = A2 (1—2) — pN\7e(2 — 8 + 8e?) — 2)e — (2 — 8= + 8<2).

Wie oben héngt auch hier das Vorzeichen von da y von « ab.

—Fir0<a< % ist A der dominierende Term, woraus dy y < 0 folgt, falls A hinreichend
grof3.

— Fiir % < a < 1ist dyy > 0, fiir A hinreichend grof}, da A2% der dominierende Term
ist.

e Fall 4: o >0, 5 > 0.
In diesem Fall héngt das Vorzeichen vom Verhéltnis zwischen 2 und v ab.

— Ist 2a < 7,50 ist B < 200+ < v+ < y+203, woraus dy , < 0 folgt, fiir A hinreichend
grof3.

— Ist 20 > v miissen wir zusétzlich die folgenden Fille unterscheiden.

x Ist 2a0 4+ 5 > max{20 + v, 1}, also
20— B >~vund 2a+ B > 1,

so ist A28 der dominierende Term und wir erhalten dy ) > 0, fiir A hinreichend
grof3.

* Ist hingegen 2a + 5 < max{23 + v, 1}, so gilt
20 — B < v oder 2a + 8 < 1.

Der dominierende Term ist somit —(2A2°*7¢ + 2)\¢) und wir erhalten doy ) <0,
fiir A hinreichend grof.
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B B =2a—7

N[
~

-

N—= —
—_

Abbildung 2.6: Vorzeichen von D y

Mit dem eben Gezeigten ergibt sich das Vorzeichen von D3 \ = qoD2 ) wie in der nachfolgenden
Abbildung.

N[

8=-"2a+1

Abbildung 2.7: Region des Regularitatsverlusts
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Auch fiir das System ohne zusétzlichen Trigheitsterm (p = 0) konnen wir die Region, in der
das System die Glattungseigenschaft hat genau bestimmen. Diese stimmt mit der Region

}

@

<

N[ =

So={(@.B) el1x01]}<a+50<a-
iiberein.

In [MuRa96], Abschnitt 3, Theorem 3.1, wurde fiir das allgemeinere System ohne Inertialterm
(v = 0) mit nichtkonstanten Koeffizienten

ws + M([|AY2ull, 10]17) Au+ N (A7 >ul3, [6]F) A = 0,
R(|AYull37, 1011F)6: + QUIAY ullFy, 1617) A%6 — N (| A 2ul 3, [6]IF) A% = 0, (2:27)
U(O) = Up, ’U,t(O) = ui, 9(0) = 00,

gezeigt, dass in der Region Sy die Glattungseigenschaft gilt. Dabei sind A ein selbstadjungierter,
nicht-negativer Operator, H ein separabler Hilbertraum und M, N, @ und R glatte, reellwertige,
strikt positive Funktionen.

Genauer wurde der folgende Satz bewiesen:

Satz 2.22. Es seien (ug,u1,6p) € D(A%) x D(A) x D(A), dann hat das System (2.27) die
Glattungseigenschaft, falls
1-2a<f<2a, pB>2a-—1.

Das heifit die Losung (u, 0) erfiillt
u,8 € C*((0,T), D(A™)).
Dariiber hinaus haben wir, falls M, N, R und Q C*°-Funktionen sind,

u,0 € C®((0,T), D(A®)).

Es ldsst sich zudem fiir das System ohne Trigheitsterm mit konstanten Koeffizienten analog zu
Satz 2.21 das folgende Korollar beweisen.

Korollar 2.23. Fiir das System ohne Inertialterm

Utt+AU—Aa0:0,
9t+Aﬂ9+AaUt:0,

liegt in N'U N3 ein Regularititsverlust vor.

2.2.3 Eigenwertentwicklung

Wie aus Satz 2.21 und Korollar 2.23 folgt, hingt das Auftreten und Verschwinden des Regula-
ritdtsverlustes nur in

Nv:{(a,ﬁ,V)G[O,l]X[O,l}><(0,1]|2a_7§5§2a,52_2a+1}

von 7 ab.
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Kapitel 2: Verallgemeinerte thermoelastische Plattengleichungen

Mit wachsendem ~ wird die Region N, grofler, vgl. Abbildung 2.9. Diese Abhingigkeit von v
wird sich auch im folgenden Satz wiederfinden, in dem wir beispielhaft fir a« = g = % das
Verhalten der Eigenwerte in Abhéngigkeit von v fiir A — oo bestimmen werden. Je nach Wahl
von 7 wird dabei entweder (o, 5) € S, oder (a, ) € N, gelten.

Satz 2.24. Sei a = = % Die Nullstellen w;(\), j = 1,2, 3, des charakteristischen Polynoms

(2.8) verhalten sich fiir A — oo wie
w1 = —kl/\%,
W23 = —k‘z)\% + Z)\%,

wobei k1, ko > 0 Konstanten sind, die nicht von A\ oder v abhéngen und alle Gleichheiten bis auf
Terme niederer Ordnung in A zu lesen sind.

Beweis: Um die behauptete Eigenwertentwicklung zu beweisen, verwenden wir erneut den
Newton-Puiseux-Algorithmus.

Wir kénnen ohne Einschrankung v € Q annehmen, da sich aus der gezeigten Eigenwertentwick-
lung wie in Satz 2.17 durch Approximation von - durch eine Folge von rationalen Zahlen auch
hier die Behauptung fiir v € R folgern lésst.

Der Einfachheit halber sei 4 = 1. Das charakteristische Polynom ist gegeben durch

M A3/2
1+n 2T 1w

- 2 (2.28)
=w® + 0% 4 2! w i
1+n7 1+n7
wobei 7 := A~1. Des Weiteren erhalten wir
P)\(w) =0
— P)(w):= (173/2_7 + 773/2) w?® + (771_7 + 1) w?+2n%w+1=0.
Das Newton Polygon von P, (w) ist
Potenzen von n
% 1 °
5T
1+ .
Sa
11—+
% 4 .
S1
% % % Potenzen von w.
1 2 3
Die Nullstellen von P, sind von der Form w = ¢1n™*! + con™t™m2 ... wobei die Wahl von m;

der negativen Steigung der Segmente des Newton Polygons entspricht.

46



2.2: Frequenzanalyse

Das erste Segment S; hat die Steigung 1_77 und die Lénge 2, das zweite Segment Sy hat die
Steigung % sowie die Lange 1.

Wir betrachten zunéchst das Segment S5. Damit ist mq = —%.

Einsetzen von w = 17_1/2(01 + @1), wobel @1 = con™2 + cgn™2 ™3 + ... in P, liefert

Pyw)=Q+n") (ca+@)*+ 1+n77) (cr +@1)* +2(ct +@1) +1=0.

Da alle Terme der Ordnung —~ verschwinden miissen, folgt ¢; = —1.
Damit erhalten wir wy; = —\/2,
Wir untersuchen nun das erste Segment S;. Sei also m; = — (%) und w = 7™ (c; + @1).

Wir erhalten

Pyfw) = (172 4072 (1 + @) + (L+07) (o1 + @)% + 27721 +31) +1 =0,

Da die Terme der Ordnung 0 verschwinden miissen, folgt ¢ + 1 = 0, was ¢; = £ impliziert. Da
wo = w3, geniigt es, den Fall ¢; = ¢ zu betrachten.

Der vertikale Schnittpunkt des Segmentes mit der y-Achse, den wir mit y; bezeichnen, ist bei 0.
Damit ist

Py (@1) :=n""" Py(w)
- (77”/2 + 7737/2) (1 +@1)* + (L +07) (1 +@1)2 + 2072 (c) + @) + 1
= (072 4+ 0 72) + @f (372 4 32 4 4 1)

o (_3,,737/2 + 2inY — /2 4 2i> + <_in37/2 —n'+ 2'777/2) _

(2.29)

Das Newton Polygon von Ps(w) ist gegeben durch

Potenzen von n

3% [ ] [ ] [ ]
Y . .
0l
2 [ ] [ ] [ ]
. * f Potenzen von w
1 2 3

Somit ist mo = 3 = y2, da wir nur Segmente mit negativer Steigung betrachten. Einsetzen von
W1 =n"2(cy + 2) in P liefert uns

Py(@1) = (0* +1%7) (c2 + D2)® + (32'775”/ R R 77”) (ca + @2)?

(=802 20— 20772 (e @)+ (—in® 7 ).
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Kapitel 2: Verallgemeinerte thermoelastische Plattengleichungen

Wieder miissen alle Terme niederster Ordnung 3 verschwinden, woraus
2ico+1=0 < 02:—%

folgt. Insgesamt erhalten wir

v—1 ) Y B ) v—1 1 2v—1 27—1~
wo =1 2 (l+n2(62+w2))=m 2 o—gn 2 +n 2w
. .. 14\ =2 .\ 1=
Das impliziert wy3 = —5A 2 +iA 72 .

O]

Bemerkung 2.25. Da wa3 = )\%, zeigt sich in der asymptotischen Entwicklung der Eigen-
werte das Auftreten eines Regularititsverlustes fir v > % sowie die Gldttungseigenschaft fiir

1
v < 5.

Korollar 2.26.
Die Energie im Frequenzspektrum erfiillt die punktweise Abschétzung

(L At M)+ [t P + 1008 )
< OO (14 A N2 + a0V + (W)

fiir alle t > 0, wobei

Beweis: Die punktweise Abschétzung ist eine direkte Folgerung aus den in Satz 2.14 und Satz
2.24 gezeigten Entwicklungen der Eigenwerte.
O

2.2.4 Ho6here Regularitiat der Losung

Wir haben in Abschnitt 2.1 gezeigt, dass das lineare System (ATP) fiir (o, 8,7) € W und fiir
Up = (up,u1,00) mit Uy € D(A;), i = 1,2,3,4, eine Losung U(t) = (u,us, 0)(t) € D(A;),
i = 1,2,3,4, besitzt. In den Fillen (2)-(4) treten dabei Regularitétsprobleme der Losung auf,
da die einzelnen Komponenten der Losung nicht getrennt in den Definitionsbereichen der ent-
sprechenden Potenzen des Operators A liegen, sondern nur bestimmte Summen von ihnen.

In diesem kurzen Unterabschnitt wollen wir nun zeigen, dass die Losung des Cauchyproblems
sowohl im Bereich der Glattungseigenschaft eine hohere Regularitit hat, als auch im Bereich
des Regularitéitsverlustes unter zusétzlichen Voraussetzungen an die Anfangsdaten.

Genauer zeigen wir im Fall der Gliattungseigenschaft, dass fiir Anfangsdaten Uy € D(A;) bereits
U(t) = (u,ut,0)(t) € D(A%) x D(A®) x D(A®) fiir t > 0 und fiir alle s € RT folgt. Im Fall, dass
ein Regularititsverlust vorliegt, miissen wir hingegen eine hohere Regularitdt an die Anfangs-
daten voraussetzen, um ein entsprechendes Resultat zu beweisen. Wir werden zeigen, dass fiir
alle s € RT bereits U(t) = (u,us, 0)(t) € D(A®%) x D(A®) x D(A?®), falls wir an die Anfangsdaten
Up € D(A®) x D(A®) x D(A®) N D(A;) voraussetzen.
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Satz 2.27. (HShere Regularitit der Lésung im Fall der Glittungseigenschaft)
Es seien (o, 5,7) € Sy und (ug,u1,6) € D(A;), i = 1,2,3,4. Dann gilt fiir die Losung

u(t) € D(A®) und 0(t) € D(A?)

fiir alle £ > 0 und fiir alle s € RT.

Beweis: Es sei zunsichst s > 5. Nach (2.21) ist

d

—E(t,\) <

dt (t,4) <0,

woraus E(t,\) < E(0,\) folgt.

Da (ATP) nach Satz 2.20 in S, die Glittungseigenschaft hat, existieren ein 6 > 0, C, ¢ > 0 und
ein A\ > 0, so dass

E(t,\) < Ce " E(0, \)
fur alle A > A\ gilt. Damit folgt

oo e}

A1
/ N2 (U) (D)12 yd() = / N2 @) (D]12 yd() + / X2 (L) (D)2 ) ()
0 0 A
A1 0
< //\25_1E(t, )\)du()\)Jr/)\25_1E(t,)\)du(/\)
0 A1
A 0o
< [ B ) + [ X B )
0 A1
) A1 00
< / AZTLE(0, A)dp(A) + / C A2 LN B0, \)du(N)
0 At <C1

—

A1 fe’e)

< /Afs—lE(o, )\)du(/\)Jr/C’ClE(O,)\)du(/\)
0 A1

< max{CCy, \3* '} / E0,\)du()\)

= 0
= C(IIA ol + (1 + A”)Pus |3 + [160lI3:).

wobei wir fiir () zum einen verwendet haben, dass die Energie monoton fallend ist und zum
anderen, dass die Glattungseigenschaft vorliegt. Daraus folgt bereits u(t) € D(A®) nach dem
Diagonalisierungssatz. Ersetzen wir v durch 6 , so folgt die Behauptung auch fiir 6.

Ist s < 1, so folgt die Behauptung direkt aus D(AY?) c D(4%).
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Satz 2.28. (Hohere Regularitit der Losung im Fall eines Regularitétsverlustes)
Es seien (o, 3,7) € N UN3, und (ug, u1,6) € (D(A®) x D(A®%) x D(A%)) N D(4;), i=1,2,3,4
fiir ein s € N. Dann gilt fiir die Losung

u(t) € D(A®) und 0 € D(A?)

fiir alle ¢ > 0.

Beweis: Nach Multiplikation mit A\?* sowie Integration erhalten wir

[e.o] o0 [e.o]

[ @B oydn) < [ BN £ [0 d)
0 0 0
< [ ) @) By + A o) DBy + 1)) ] s
0
< 0.

Mit dem Diagonalisierungssatz folgt damit bereits u(t) € D(A®). Mit analoger Rechnung folgt
die Behauptung fiir 6.
O]

Bemerkung 2.29. Die Rechnungen in den Beweisen von Satz 2.27 und Satz 2.28 zeigen, dass
die gezeigten Regularitdtsresultate nicht vom Cauchyproblem selbst abhingt, sondern nur davon,
wie sich die Figenwerte fiir A — oo verhalten.

2.3 Kopplungsterme

Wir wollen nun auf Systeme eingehen, bei denen die auftretenden Potenzen in den Kopplungs-
termen nicht {ibereinstimmen, das heifit wir betrachten Systeme der Form
Ut + [LA’YUtt + Au — Aa19 == 0,
0, + AP0 + A%y, =0,
fir aq, e, B € [0, 1], mit oy # e, und v € (0, 1].
Da ein solches System im Allgemeinen nicht langer dissipativ ist, wollen wir das System in ein

System der Form (ATP) zuriickfiihren.
Hierfiir unterscheiden wir zwei Félle.
e Ist a1 < ao, so existiert ein § > 0 mit ay — g =1 + g. Formales Anwenden von A%/2 auf
die erste Gleichung ergibt
A2y + AT A Py 4+ AAY P — A TO/29 =,
0, + APG 4 A2/ 4 2y, = 0.
Setzen wir nun v := A%2y so schreibt sich das System als
v + pA vy + Av — A0 = 0,
tt T M tt (2.30)
0, + A9 + A%, = 0,

)

Wobeia::a1+g:a2—§.
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e Ist hingegen ao < 1 und 6 > 0 mit ag + % = a1 — £, so erhalten wir durch Anwenden von

2
A%/2 auf die zweite Gleichung

Ut + MAVutt + Au — Aa1_6/2A6/29 =0,

A5/26t + AﬁA6/20 + Aa2+5/2ut = 0.

Setzen wir nun 7 = A%20 so erhalten wir

ugy + pA uy + Au — A%y = 0,

2.31
N + Aﬁ?? + A% =0, ( )

Wobeia::a2+g:a1—g.

In beiden Féllen kénnen wir jetzt die Ergebnisse aus den Kapiteln 2.1 und 2.2 auf (2.30) und
(2.31) anwenden, um die Wohlgestelltheit zu zeigen und Aussagen iiber das Abklingen zu treffen.
Allerdings liegt in beiden Fillen im Allgemeinen keine Aquivalenz der Systeme vor, da aus A%/2u

bzw. A%26 im Fall 0 ¢ p(A) weder u noch @ eindeutig zuriickgewonnen werden kénnen.
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Kapitel 3

Gedampfte Systeme

Wir betrachten die thermoelastischen Plattengleichungen mit Fourierschem Wirmeleitungsge-
setz

(I — ,uA)utt + AQU + Af = 0,
Ht—AG—Aut:(),

fiir die wir in Kapitel 5, Abschnitt 5.1 genaueres zur Modellierung angeben werden. Neben den
hier bereits beriicksichtigten physikalischen Gesetzméfigkeiten ist es in der Anwendung zusétz-
lich interessant, verschiedene physikalische Dampfungseffekte mathematisch mit zu modellieren.
In der Modellierung von Plattengleichungen kénnen verschiedene Dédmpfungsmechanismen durch
Addition eines zusétzlichen Terms beriicksichtigt werden. So ergibt sich eine Plattengleichung
mit Reibungsddmpfung durch Addition des Terms u,;. Eine strukturelle Dampfung ist hingegen
von der Form (—A)u; . Auch sogenannte viskoelastische Dampfungen oder Dampfungen vom
Kelvin-Voigt-Typ der Form A%u; finden in der Modellierung Anwendung.

Deshalb ist es naheliegend, geddmpfte thermoelastische Platten der Form

(I — pA)ugy + A%u+ A + (=A)?%u;, =0,

(3.1)
91‘, - AG - Aut =0

zu studieren. Dabei beschreibt 6 = 0 das System mit Reibungsdémpfung, § = % den Fall einer
strukturellen Dampfung und entsprechend wird durch § = 1 das System mit viskoelastischer
Dampfung reprisentiert.

Ubersetzen wir diese Uberlegungen in unseren allgemeinen Rahmen, so erhalten wir fiir § € [0, 1]
das geddmpfte a-B-y-System

Ut + /LA’Y’U,tt + Au — A%0 + A5ut =0,

GTP
( ) { 975—|—A/80—|—Aaut:0

mit Anfangsbedingungen
u(0) = ug, u(0) = uy, 6(0) = 6.

In [Ch20] wurde das System (3.1) in R, n > 1, bereits untersucht. Darin wurden verschiede-
ne Eigenschaften der Losung zu den unterschiedlichen Dampfungseffekten studiert. Neben der
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Wohlgestelltheit in L?(R"), die mit Hilfe einer Losungsdarstellung im Fourierbild gezeigt wurde,
wurden auch Glattungseffekte in sogenannten Gevrey-Rédumen bewiesen, welche Riaumen zwi-
schen dem Raum der glatten Funktionen und dem der reell-analytischen Funktionen entsprechen.
Zudem wurden Energieabschitzungen in Sobolev-Normen sowie LP-L?-Abschitzungen, auch fiir
nicht Holder-konjugierte Exponenten, bewiesen.

Im folgenden Abschnitt zeigen wir zunéchst die Wohlgestelltheit des geddmpften Systems in
der Parameterregion

Wgz{(a,ﬁ,’y,é) €[0,1] x [0,1] x (0,1] x [0,1] | < 5 oder (a > 3 undﬂZQa—l)},

in dem wir das zugehorige Cauchyproblem je nach auftretender Abhéngigkeit der Parameter
0 und ~ entweder als gestortes Problem des ungeddmpften Systems auffassen oder erneut mit
bekannten Resultaten der Halbgruppentheorie die Wohlgestelltheit beweisen. Da die Region der
Wohlgestelltheit somit nicht von ¢ abhéingt und insbesondere mit der Region W iibereinstimmt,
werden wir im folgenden auf die Abhéingigkeit von § verzichten.

In Abschnitt 3.2 untersuchen wir dann durch Analyse des Verhaltens der Eigenwerte fiir kleine
Frequenzen, welchen Effekt der zusétzliche Dampfungsterm auf das Verhalten der Eigenwerte
im Fall o = 8 € [0,1] und (v,6) € (0,1] x [0,1] beliebig, hat, und fiir groBe Frequenzen, fiir
welche Parameter (o, 8,7,0) € [0,1] x [0,1] x (0,1] x [0,1] eine Glattungseigenschaft vorliegt
und fiir welche ein Regularitatsverlust auftritt.

3.1 Wohlgestelltheit

In diesem Abschnitt wollen wir mit Hilfe der Halbgruppentheorie die Wohlgestelltheit des zu
(GTP) gehorigen Cauchyproblems in der Parameterregion

W= {(a,ﬁ,ry,&) €10,1] x [0,1] x (0,1]  [0,1] |a <  oder (a > } und #> 20— 1)}

zeigen. Im Vergleich zum ungeddmpften Fall &ndert sich die Region, in der wir die Wohlgestellt-
heit zeigen kénnen, also nicht.

Dazu transformieren wir das System wie im Abschnitt 2.1 als Erstes auf ein System erster Ord-
nung:

Multiplizieren wir die erste Gleichung von (GTP) zuniichst formal mit (I + uA7)~!, so erhalten
wir

g + (I + pA") LAy — (I + pAY) LA + (I + pAY) 1A%, = 0,
0, + APO + A%y = 0,
(u, ug, 0)(0) = (uo, u1,60).

Substitution mit v := u; liefert uns dann das System erster Ordnung

U =0,
vy = —(I + pAY) " HAu — A%0 + A%,
0, = —A% — APg,

(uv v, 9) (O) = (UOa Uy, 00)-
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3.1: Wohlgestelltheit

Formal ldsst sich das Cauchyproblem fir U = (u, u, #) also durch

U 0 1 0
= | T pA) A (T pA)THAY (T pA) A U
0 —A® —AB

schreiben. Wie im Fall ohne zusétzlichen Dampfungsterm, vgl. Abschnitt 2.1, ist auch hier das
System nur formal zu lesen, da sich ebenfalls zeigen wird, dass u, v, 6 im Allgemeinen nicht ein-
zeln in den entsprechenden Definitionsbereichen von Potenzen von A liegen.

Es wird sich zudem zeigen, dass das zu (GTP) gehorige Cauchyproblem fiir 6 — 3 < % als
gestortes Problem von (ATP) aufgefasst werden kann, wobei es sich je nach Verhiltnis von vy
und § entweder um eine beschrénkte Storung handelt oder um eine Kato-Stérung.

Fiir 0 -3 > % wird sich hingegen zeigen, dass nicht mit klassischer Storungstheorie argumentiert

werden kann, um die Wohlgestelltheit von (GTP) zu zeigen.

Wir untersuchen zunichst den Fall

o —

Dazu definieren wir den Hilbertraum H sowie die Operatoren A; : D(A;) C H — H,i=1,2,3,4,
fiir die entsprechend gegebenen Relationen von «, § und v wie in Kapitel 2, Abschnitt 2.1.
Weiter sei

wp

<

l\D\»—A

0 0 0
B:=|0 —(I+pA")~tA% 0

0 0 0
mit D(B) := H, fir § < v, und D(B) := {(u,v,0) € H | v € D(A°=Y/?)}, fir 6 > ~ und
§—3<1.
Dann schreibt sich (GTP) als

dU

Fr AU + BU (3.2)

U(0) = Uy,

fiir i = 1,2, 3,4, wobei Uy = (ugp, u1,0p).-

Satz 3.1. Fiir 0 — 3 < % d (e, B,7,d) € W ist das Cauchyproblem (3.2) wohlgestellt.

Beweis: Gilt 6 <+, so ist B eine lineare Selbstabbildung auf H. Insbesondere gilt fiiri = 1,2, 3,4
D(A;) € D(B) = H. B ist zudem eine beschrinkte Abbildung, denn fiir alle U = (u,v,0) € H
gilt

IBU1F, = (I + pA")2(1 + pA") "' A%

—~

(1 + pX)(1+ pX7) 72\ d(Eyw, v)

o _ 0\8

(14 pA) (1 + pX) 7222 d(Byw, v +/ 14 uA) (1 + pA) 7202 d(Eyv, )
1

95



Kapitel 3: Gedampfte Systeme

oo
(1+ p\?) d(Eyv,v +/ 14 p\)p 2 X207 d(Eyv, v)
1

o\_l O\H

(14 pX\Y) d(Eyv,v) + 2 /(1 + u\?) d(Eyv, v)
1

< max{y~2, 1} /(1 + u\Y) d(Exo, v)
———

:;C 0
= Of|(1 + pAY) 2|3,
< C|U|3.

Mit Korollar 2.11 und Satz A.6 folgt die Wohlgestelltheit des Cauchyproblems.

Ist hingegen
1
y<dund §d—3 < 3,

so ist D(B) € H.
Es ist

D(A1) = {(u,v,0) € H|v e D(AY?), ue D(A'™/?), 0 € D(AP)},

D(A2) = {(u,v,0) € H|v € D(AY?), u e D(A'"*F) 9 € D(A%),
LIV2LP72 Au — LTV2LP*A%0 € D(A*7F)},

D('A3) = {(uavye) eH ‘ RS D(Al/Q), u e l)(Al*"//Q)7 0 c l)(A,6’704+1/2)7
LMo qey — L2480 ¢ D(A*1/?)},

D(Ay) = {(u,v,0) € H | vE D(Al/Q), u € D(Al_QO"L’BH/Q), 0 e D(Aﬁ_o‘+1/2),
Lﬁ72a+1/2Au _ LBfZOHrl/ZAaG c D(A2a7ﬁ71/27'y/2)7
LY/27 A% — L1272 AP) € D(A°T1/?) ).
_1
Also ist D(A;) € D(B) fiir i = 1,2, 3,4. Weiter sei ¢ > 0 und A\g = (eu)20-7, dann gilt fiir alle
U= (u,v,0) € D(A;)

IBUIE, = [I(1 + p A7) 2 (1 + pAT) = A%

/1+,m )IAZ d(Eyv, v)
0

< /ulAQ‘” d(Exv,v)
0
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3.1: Wohlgestelltheit

Ao o]

= /u—lA%—V d(Exv,v) +//f1/\2‘5_7 d(Eyv,v)
0 Ao
Ao oo by 25—y
< [ame g+ [ () dme
0
Ao

Ao 0o

(%)

< Ml)\ga_v/ d(Eyv,v) -i-ul)\gé_y_l/)\ d(Eyv, v)
0

Ao
—1126— —1126—y—1
= N T ol + AT AR

—1426—y—1
< el AU + 12U,

wobei wir in (x) 6 — % < 1 verwendet haben.
Also ist B eine Kato-Storung von A;, i = 1,2,3,4. Mit Korollar 2.11 und Satz A.7 folgt die
Behauptung.

O]

Im Fall 6 — 3 > % kann die Wohlgestelltheit nicht mit klassischen Storungsargumenten gezeigt
werden, da D(A;) € D(B), i = 1,2,3,4, gilt. Daher werden wir die Wohlgestelltheit wie in
Kapitel 2, Abschnitt 2.1 mit Hilfe des Satzes von Lumer-Phillips beweisen.

Es sei wieder L, = ( + pAY) und L = (A +I).

Fir o < % unterscheiden wir dazu die zwei Falle

WFzatGE-0. (@F<at(-9)

B g
A A
1 1
1] 1]
2 2
°
(}X////
> % // >
1 1 « 1 1 «
2 2
Fall 1 Fall 2
Abbildung 3.1: Parameterregionen fiir die Wohlgestelltheit im Fall o < %
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Kapitel 3: Gedampfte Systeme

Im Fall (1) definieren wir den Operator By : D(B1) C H — H fiir U := (u,v, ) durch

v
BiU = | —L;' 20512 [ [12-0 112 4y — Ll/HﬁL;l/ 2499 + L1202 40y) |,
— A% — APH

mit
D(B1) = {(w,v.6) € H|v € D(A'?).6 € D(A”),u € D(A*7)

L1/27§L;1/2Au - L1/27§L;1/2Aa9 4 L1/275L;1/2A§,U c D(A(sfl/Q)}

Im zweiten Fall (2) definieren wir By : D(Bs) C H — H fiir U := (u,v,0) durch

v
BoU := | L' Lo A (L0 2 Au — L~y ? A0 + LA~ a%] |,
—A% — APg

mit
D(By) = {(Uﬂ%@) ceH|ve D(AY?),0 € D(A?),u € D(A'-°+F),

LI 2 A — DO L M2 A0 4 LA L71 24P € D(4°) |,

Ist a > %, so unterscheiden wir zudem die Félle

(3) B> 2a -6, (4) 20 —1< B <20 —0.

A A

1 1 ; ;
| //
| /
| /
| /
| /
| /
| /

7/

IR

1 1 / /

3T 2T A
| / Vi
[ Q
1 /
‘/
f
I
I
1

> f >
1 ¢ 1 1 “
2
Fall 3 Fall 4

Abbildung 3.2: Parameterregionen fiir die Wohlgestelltheit fiir o > %
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3.1: Wohlgestelltheit

Im Fall (3) definieren wir B3 : D(B3) C H — H fir U := (u,v,§) durch

v
BsU = —L§1/2L5—1/2 [L1/2—5L§1/2Au _ L1/2—6L;1/2Aa9 + L1/2—5L;1/2A5v] ,
_[o—1/2 [L1/2faAa,U + L1/2fozAB9]

mit Definitionsbereich
D(By) = {(u,v,60) € H|v € D(AY2),0 € D(AP~1/2),u € D(A%270),
L1/2_6L;1/2AU o L1/2_§L;1/2Aa0 +L1/2_6L,;1/2A5’U c D(A§—1/2)

LMo q%y 4 [V AP € p(ae ) |

Im letzten Fall (4) sei der Operator By : D(Bs) C H — H fiir U := (u, v, 0) definiert durch

v
ByU:= _L;1/2L2a7671/2 [L6+1/272aL;1/2Au _ Lﬁ+1/27aL;1/2Aa9 + LB+1/2720¢L;1/2A6?}] 7
_La—l/Q [L1/2—O¢Aoc,v + Ll/?—aABe]

mit
D(B,) = {(u,v,&) eEH ‘ vE D(Al/Q),H € D(AB_O“H/Q),U € D(A3/2+5_°‘),
L,B+1/2—aL;1/2Au _ L,B+1/2—aL;1/2Aoc0 i LB+1/2_OCL,;1/2A6U c D(A2a—,8—1/2)
L1270 q%y 4 V270 AP € D(Aa°1/) |
Wie schon im Beweis der Wohlgestelltheit des Systems ohne den Dampfungsterm ,, A%v“, siehe

Abschnitt 2.1, wird die Wohlgestelltheit nicht direkt fiir die Operatoren B;, i = 1,2, 3,4, bewie-
sen, sondern fiir gestorte Operatoren B;, ¢ = 1,2, 3,4, die wie folgt definiert sind:

Gilt (1), so definieren wir By : D(By) € H — H fiir U := (u,v,0) durch

v
l’;’lU - —L;1/2L5_1/2 [L1/2_5L;1/2L’LL—L1/2_5L;1/2Aa9—|—L1/2_6L;1/2A5’U] ,
A%y — (AP 4 1)8
mit Definitionsbereich

D(Bl) = D(Bl)
Im Fall (2) sei By : D(B3) : H — H fiir U := (u,v, ) definiert durch
v
BoU := | —L;' LB [LA~o L P Ay — LA—oL; VP A0g + 1P~V % 40y] | |
—A% — (AP + 1)
mit

D(Bg) = D(Bg)
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Kapitel 3: Gedampfte Systeme

Im Fall (3) definieren wir B3 : D(Bs) € H — H fiir U := (u,v, ) durch

(%
ByU = (L71/2L51/2 [LV20 L P Ly — L2012 g Ll/”Lf/?A%]) :
— LoV [ L2 Aoy + L1272 AP 4 T)f)]

D(Bg) = D(Bg)

Im letzten Fall (4) sei der Operator By : D(By) : H — H fiir U := (u,v,6) definiert durch

v
B4U:: (L71/2L2a51/2 [LBJrl/QfaLW_l/QLu _ L,B«H/QfaL;l/QAae + Lﬁ+1/2aL71/2Aév]) ,
— L7V (LMo A%y + L2 (AP + 1)f]

mit

D<B4) = D(B4)

Satz 3.2. Fir:=1,2,3,4 gilt
Re(BiU, U)y = —|[(A” + D) Pus|| i — || A s

fiir alle U = (uy,u, u3) € D(B;). Insbesondere ist B; dissipativ.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung nur fiir B;. Die restlichen Fille folgen mit analoger Rech-
nung, wie im Beweis von ?atz 2.5.
Sei U = (uy,u2,u3) € D(By). Dann gilt
Re(B1U,U)y
—Re ((uz, ) + (A" 2uz, A1)y = (A%, us)ir — (AP + Dug, us)
4 <L%/2L;1/2L5*1/2 [L1/276L;1/2Lu _ L1/2*5L;1/2A°‘9 i L1/2*5L;1/2A5v] 7 L’17/2u2>H)
=Re (T + pA") 2uz, (I 4+ p A7) 2ur) g+ (1 4+ pA) 2, (T + A7) ™2 Awn) g
—{(I+ pA) TPy (I 4+ p A Pug) g = (14 A7) V2 Aur, (1 + pA)Pug)
+ (I + p A2 A%, (1 + AN 2ug) g — (I + pA) Y2 A%, (I + p A u) gy
= (A7 + 1) 2ugll g — |42 1)

(
= — (A% + D)2us|l g — | A0 .
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3.1: Wohlgestelltheit

Satz 3.3. In den Fillen (1) — (4) ist B; dicht definiert mit 0 € p(B;).

Beweis: Mit der selben Argumentation wie im Beweis von Satz 2.6 folgt die Dichtheit von D(B;)
in H. )
Wir beweisen nun noch 0 € p(B;). Dafiir zeigen wir, dass fiir jedes ' = (f,g,h) € H eine

eindeutige Losung U € D(B;) des Problems
BU=F €M

existiert, fir die ||U||y < C||F|l» gilt, wobei wir mit C' im gesamten Beweis eine generische
Konstante bezeichnen.

Dazu betrachten wir jeden der Félle (1) — (4) separat. Die Injektivitét folgt in allen Féllen wie
im Beweis von Satz 2.6.

(1) Es sei zunéichst o < § mit 8> a+ (5 — 9).
Es sei F'=(f,g,h) € H. Definieren wir
vi=f,
0:=—(4° +1)7 (h+ a%F),

W= [ 3/2+0 (L}//QLUQ—(SL}{/QQ _ LY/2-6 gep 4 L1/2_5A5v),

so ist v € D(A1/2), 0 c D(Aﬁ), u € D(A3/2*5) und

L1/2—5L;1/2Lu _ L1/2_6L;1/2Aa0 + L1/2_6L;1/2A61}
_ 1/2—61—-1/2 —14+6—1/2 1/271/2-671/2 1/2—6 p« 1/2—6 46
R R LA /(LV/L/ L}2g— LV20 400 4 LV Av)
B L1/2’5L;1/2A°‘0+L1/2*5L;1/2A5v
:Ll/Q*‘SL}/Qg " L;1/2L1/2*5Aa9 _ g8 40, Ll/Q*‘SL;l/QAaQ " Ll/Q"sL;l/QA‘Sv
:L1/275L’1y/29 c D(A(Sfl/Q),

dad>d—73>1.
Damit ist U = (u,v,0) € D(B;) und es gilt B;U = F. AuBerdem gilt

[0l pearrzy < Cllfllpearszy,
16]lzr < CII(A° + 1)6|

= 1(A7 + DA+ D) (h+ A ) |
< O(Inllm + 11l parrzy)s

”uHD(A1/2) < CHL1/2L—1+5—1/2 (L§/2L1/2_5L§/29 _[M2-6 gag o L1/2—5A5U>
< C||LY2LA2=5 [1/2g — [V/2-0 pag 4 [1/20 48
< C(HQHD(m/2) + (AP + D)) + HLl/ZUHH)
< C(llgllpearrzy + 10l + 1 £l parszy)

I

”HH

also ||U|j3 < C||F||%. Insgesamt folgt 0 € p(By).
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Kapitel 3: Gedampfte Systeme

(2) Sei nun o < 1 mit B < a+ (3 —8). Zu F = (f,g,h) € H definieren wir

vi=f,
0:=—(AP+1)7! (h + Ao‘f),

wi=—L7LeP (L}y/?Lﬁ*aL;/Qg — L/ A% + LY QA%),
woraus v € D(AY?), 0 € D(AP), u € D(A'=FP) folgt sowie

LPmoL P L — LA L2 A0 + LA L2 A%
== 1oL L e (LR L2 — Lo Ang 4 1P L2 A%)
— LP oL P A + LPO L2 A%
=LP""L}?g e D(A*P),

daB<a+(3—96) <a
Also ist U € D(By) und BoU = F. Weiter gilt

1ol peavzy < CIF L pgare),
1611 < CI(A” + D)0l a
= (A7 + DA%+ D7 (b + A°f) |la
< (Il + £l pgarrz)),
lull parszy < C’||L1/2L‘1La_ﬁ(LEY/?Lﬁ_aL#/Qg _ [Bagag 4 Lﬂ—aL#/QAJU)HH
< C(lgllparz) + (A7 + DOllar) + |IL20]| 1
< C(lgll pearrzy + 1Bl + 11 Fll pearsz))-

Somit folgt auch im zweiten Fall 0 € p(Ba).
(3) Fira>imit B—a+3>4—5+aund F = (f,g,h) € H definieren wir
v = f,
0:= (A% + 1) LoV 2 (L 2ep 4 [ pe ),

W= — [, 3/2+0 <L§/2L1/2_5L}/29 _ LY26 gog 4 L1/2_5A5v).

Dann ist v € D(Al/Q) und u € D(A3/2_5). Da aulerdem ﬁ—a—l—% > %—5—1—04 >1-6 >0,
ist 0 € D(Aﬂ_"‘“ﬂ). Des Weiteren ist

L2 A% + LV (AP 4+ 1Yo
_ _L1/2—aAaf + L1/2—a(A,3 4 I)(AB + I)—lLa—1/2 <L1/2—ah + L1/2—aAaf)
— L1/2—ah c D(Aa—1/2)

und
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3.1: Wohlgestelltheit

L1/2_5L;1/2Lu B L1/2—5L;1/2Aa9 n L1/2_5L;1/2A5v
1/2—-67—-1/2 —3/2+40 1/271/2=671/2 1/2—6 g 1/2—6 40
— = LML (LRI 2 - 120 g g o 1270 40
—L1/2_6L;1/2Aa9+L1/2_6L;1/2A6’U
:L1/2_6L,1y/2g c D(A6_1/2),

was uns U = (u,v,0) € D(B3) und B3U = F liefert. Wir erhalten zudem die Abschiitzungen

HUHD(AWM) < CHfHD(Al/Q)a
1611z < Cll(A+ 1)~ 120
= |[(A + 1)f=oF2(AP 4 )T Lo (L2 h 4+ LY27 A0 f)
< C(|LY* Rl + LV~ A ]| )
< C(IRll + £l parrzy)

I

HU||D(A1/2) < CHL1/2L’3/2+5(L%/2L1/2’5L,1/29 _ [1/2-6 pog +L1/275A5U)HH
< C(||9||D(Av/2) + HLi/zAOéQHH + HLl/QUHH)
< C(lgll pearrzy + HLﬁfaHﬂQHH + L0 1)
< C(llgllpearszy + 1R + 11 fllpairzy)-

Es folgt 0 € p(B3).

(4) Zuletzt sei @ > $und B—a+ 4 <3 -6+ aund 20— 1 < 6.
Fir F € H sei U = (u,v,0) definiert durch

vi=f,
0:=—(A° + 1)L (L1/2—ah + L1/2_0‘A0‘f>,
w— —[1[2a—B—1/2 (L’I}I/ZL,Ban+1/2L’1y/2g 4 [B-20+1/2 qag LB72a+1/2A6v>.

Dann ist v € D(AY?). Dad+B8—a>3+2a—1—a=a—3>0,ist ue D(AY*F)
und unter Ausnutzung von 8 > 2a— 12> o — % folgt 0 € D(AB_O‘H/Q). Weiter ist

LY=o poy 4 [M272 AP
A A (VRS e K (AT R AR )
=L'?7*h € D(A*1/?)
sowie
LﬁH/Q-QO‘L;l/QLu _ L,B+1/2—20¢L;1/2Aa9 i L5+1/2_2“L;1/2A5v
:_L5+1/2—2aL;1/2LL—1L2a—5—1/2 (L#ﬂL6_2a+1/2L}/29+Lﬂ_2a+1/2Aa6—L5_2°“+1/2A5v)
_ Lﬁ+l/272aL;1/2Aa9 i Lﬁ+1/272aL;1/2A6,U
:L5*2a+1/2L§/Zg c D(Aﬁ*%‘“/?).
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Kapitel 3: Gedampfte Systeme

SchlieBlich folgt U € D(By) und U ist die eindeutige Losung von B,U = F. Weiter ist
loll oy <CFlppane,
161 <CIILE=H20)
:HL,BfowH/Z(A,B + I)flLafl/Q(Ll/Qfah + L1/2foon¢f)”H
<C(llgllpeavzy + 10l + [1flpearrzy),
||u”D(A1/2) §C||L1/2L—1L2a—5—1/2 (L§/2L5—20¢+1/2L;/29+L5—2a+1/2Aa9_L5—2a+1/2A6v) ||H
<C(llgll pcarrzy + L7120 )
<C(lgllparszy + 10l + 1 fllparrz))-
Damit erhalten wir auch im letzten Fall 0 € p(By).
[

Bemerkung 3.4. Wie schon im ungedimpften Fall zeigt sich auch hier in der letzten Abschdt-
zung, warum wir fir (a,B,7,0) € ([0,1] x [0,1] x (0,1] x [0,1]) \ W mit unserem Ansatz keine
Wohlgestelltheit zeigen konnen, vgl. Bemerkung 2.7.

Mit Satz 3.3 erhalten wir die beiden Korollare.

Korollar 3.5. B; ist abgeschlossen fiir ¢ = 1,2, 3, 4.

Korollar 3.6. Es gibt ein A > 0 so, dass R(A] — l”;'z) =X,i=1,2,3,4, gilt.

Somit sind alle Voraussetzungen des Satzes von Lumer-Phillips A.4 erfiillt und wir erhalten

Satz 3.7. Fiir i = 1,2, 3,4 erzeugt der Operator B; eine Cy-Halbgruppe auf H.

Hieraus kénnen wir nun wie in Kapitel 2, Abschnitt 2.1, die Wohlgestelltheit des Cauchyproblems
mit dem selben Stérungsargument folgern.

Korollar 3.8. Fiir ¢ = 1,2, 3,4 erzeugt der Operator B; eine Cy-Halbgruppe auf H.

3.2 Frequenzanalyse

Wir nehmen im folgenden Abschnitt erneut an, dass der Hilbertraum H separabel ist.

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, welchen Effekt der zusétzliche Dampfungsterm
auf die in Abschnitt 2.2 vorgestellte Frequenzanalyse ausiibt. Dabei werden wir zunéchst un-
tersuchen, wie sich die Dampfung in der Entwicklung der Eigenwerte fiir kleine Frequenzen
widerspiegelt. Wie wir in Kapitel 4 sehen werden, liefert uns die Kenntnis iiber das Verhalten
der Eigenwerte fiir kleine Frequenzen, bei bestimmter Wahl des Operators sowie des zugrunde-
liegenden Hilbertraums, Abklingraten der zugehorigen Losung in bestimmten Normen. Dabei
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3.2: Frequenzanalyse

ist es entscheidend, dass zusétzliche Kenntnisse iiber die unitéire Abbildung U bekannt sind.
Wir wollen auflerdem priifen, ob die Dampfung Einfluss auf die in Abschnitt 2.2.2 vorgestell-
ten Regularitétseffekte hat. Hierfiir werden wir eine Frequenzanalyse der grolen Frequenzen von
(GTP) durchfithren, um den Parameterbereich zu bestimmen, in dem das System die Glattungs-
eigenschaft besitzt und um den Bereich, in dem dieser Effekt in einen Regularitétsverlust iiber-
geht, zu charakterisieren. Wie wir in Kapitel 5 sehen werden, scheinen die Begriffe der expo-
nentiellen Stabilitdt und der Gléattungseigenschaft Hand in Hand einherzugehen. Dort werden
wir drei Beispiele von partiellen Differentialgleichungen vorstellen, bei denen sich das Fehlen
exponentieller Stabilitdit beim Ubergang vom beschriankten Gebiet zum Ganzraumfall in einem
Regularitatsverlust widerspiegelt, was hier vor allem die Analyse der grofien Frequenzen inter-
essant macht.

Es wird sich dabei zeigen, dass die Dampfung fiir § < + den Bereich, in dem das System die
Glattungseigenschaft hat im Vergleich zum ungeddmpften Fall unverdindert lasst, wohingegen
der zusétzliche Dampfungseffekt fiir § > « die Region der Glattungseigenschaft auf die Region
der Wohlgestelltheit erweitert.

Hierfiir betrachten wir die ¢/-Transformierte des Systems (GTP)

(14 pN) g (£, N) + Aa(t, X) — A20(8, ) + Ny (t, A) =0,
00(t, \) + N20(t, \) + XYy (¢, ) = 0,

wobei @ := Uu und 6 := UO. Fiir Vy(t) := (a(t, \), @ (t, N), 0(t, \)) ist dies Aquivalent zum System
erster Ordnung

0 1 0

d _ _\ e

%V/\(t) = 1+H)\>\7 1+;\M 1+)\u>n Va(t) =: AxsVa(2).
0 A U

Das charakteristische Polynom von A, 5 ist gegeben durch

)\204 +)\+)\6+B )\H—ﬁ
P = det(w — =P+ (M 2 NG
2o (W) et(w—Ays) =w —l—( +1+MM> T w+1+,u)\7 (3.3)
Die Energie erster Ordnung im Frequenzspektrum ist wieder durch
(£, ) = (1 a7 it (8, A2 + Al A2 + 1668 )2 ) (3.4)

definiert.

Wir wollen nun das Verhalten der Eigenwerte von (3.3) fiir kleine Frequenzen A\ analysieren.
Entsprechend den Sétzen 2.14 und 2.17 erhalten wir fiir « = 8 € [0, 1] den nachstehenden Satz,
wobei die Gleichheiten bis auf Terme hoherer Ordnung in A zu lesen sind.
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Kapitel 3: Gedampfte Systeme

Satz 3.9. Fiir die Nullstellen w;()), j = 1,2,3, des charakteristischen Polynoms (3.3) gilt fiir
A— 0

(1) Ist a = B = 1, so gilt

wy = _)\1757
wy = —A2,
w3 = —)\6,
falls § < 3 und
wi = —ki1AZ,

W23 = *]{32)\% + Z'kig)\%,

falls § > %
(2) Fir a =< % gilt
wp = —A7°
wo = — A%,
w3 = —)\5,
falls § < a und
wi = —ka AT,

wa 3 = —ksAY £ ik A,
falls § > a.

(3) Fira =8> 3 und 6 < a gilt

wy = —)\1_5,
wo = — A%,
w3 = —)\5,
falls 6 < % und o +6 > 1 oder « +0 <1 und
w1 = =A%
Wy = —IA HiAZ,
falls 6 > % und o + 6 > 1.
(4) Fiir a =8> 3 und 6§ > « gilt
w1 = =A%,
waz = —kr)\°,
fallsé—%ﬁZa—loderé—%>2a—1und5—2a+%<a—%und
wp = =A%,
wog = —kgA3*7 L

fallsé—%>2a—1und5—2oz+%2a—%.

Dabei bezeichnen wir mit k1, ..., ks positive Konstanten, die nicht von A abhingen und explizit
bestimmt werden kénnen.
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3.2: Frequenzanalyse

Beweis: Wie schon im Beweis von Satz 2.17 werden wir auch hier den Newton-Puiseux-Algorith-
mus verwenden, um die behaupteten Entwicklungen der Eigenwerte zu beweisen.

Wir nehmen ohne Einschrinkung «,d € Q an, da sich aus der gezeigten Eigenwertentwicklung
wie in Satz 2.17 durch Approximation von « und ¢ durch rationale Folgen auch hier die Be-
hauptung fiir o, § € R folgern lésst.

Dazu bemerken wir aulerdem, dass wir wie in Abschnitt 2.2.1 ohne Einschrankung p = 0 an-
nehmen koénnen.

Damit geniigt es die asymptotische Entwicklung der Eigenwerte des charakteristischen Polynoms

Prs(w) == u® + ()«8 + )\5) w? (Va A+ )\5+5) w4 A8
=W+ <>\a+)\5) w? + </\2”+)\+>\‘5+a)w+/\1+°‘
zu untersuchen.

Die Nullstellen des Polynoms Py 5 sind von der Form w = ¢1A™ + coA™F™M2 4 ... " wobei die
Wahl von mq gerade der negativen Steigung der Segmente des Newton Polygons entspricht.

(1) Es sei zunéchst a = =
Dann ist

D[

Pys(w) = w® + ()\1/2 + )\5) w? + (2)\ + >\5+1/2> w+ N2, (3.5)
Das heift das Newton-Polygon von Py s muss die Punkte
(0,3/2), (1,1), (1,0 +1/2), (2,1/2), (2,9), (3,0)

enthalten, weshalb wir zusitzlich die Fille § < %, 4> % und 6 = % unterscheiden miissen.

(i) Fir 6 < % besteht das Newton Polygon von P 5 aus drei Segmenten der Lénge 1 und
ist gegeben durch

Potenzen von A

[\G][V]

—_

0+

S, NI N

Potenzen von w.
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(iii)

Das erste Segment S; hat die Steigung —(1 — 0), das zweite Segment hat die Steigung
—% und das dritte Segment hat die Steigung —d.

Wir untersuchen zuniichst das erste Segment. Sei dazu m; =1 — 9.

Einsetzen von w = A 79(c; +@1), wobei @1 = coA™2 4+ c3A™2 173 ... in P, 5 gibt uns

P)\,J(W) — )\3_36(61 +@1)3 + (}\5/2—26 + )\2—6)(01 _‘_@1)2
+ (20 A2 (o1 + @) + A2

Alle Terme niedrigster Ordnung % miissen verschwinden. Daher folgt ¢; = —1, was uns
gerade wy = —A179 liefert.

Betrachten wir nun das zweite Segment, so folgt mit m; = %, durch Einsetzen von
w = )\1/2(01 + @1) in Py 5 wieder ¢; = —1 und wir erhalten wy = A2,

Fiir das dritte Segment folgt fiir m; = § und w = A%(¢; + @) mit analogem Vorgehen
ebenfalls ¢y = —1, woraus w3 = —\9 folgt.

Fiir 6 > % besteht das Newton Polygon von P) 5 aus einem Segment der Linge 3 mit
Steigung —%.
Sei also mq =
Einsetzen von w = )\1/2(01 +@1), wobei W1 = coA™2 + g \™2 T3 ... in P, s gibt uns

N[ =

Py s(w) = A2 (er 4 @) + ()\3/2 + )\5+1) (c1 4+ @1)?
+ (2/\ + /\‘”1/2) (c1 4 @) + A2,
Da alle Terme niederster Ordnung % verschwinden miissen, folgt
c:{’+c%+2cl—|—1:0.

Mit der Cardanischen Losungsformel folgt, dass die Losungen von 23 + 22 +2x+1 =0
durch

o1 = —4(0L+ ), 2 = —§(L— dy i), o0 = -4 (1 - by - i)
mit
y = §/5(2\/@+ 11) — f/%(Q\/69— 11), z = f/%(2\/®+ 11) + Q/%(m/@— 11)

gegeben sind. Es sei zudem bemerkt, dass 0 < y < 1 gilt. Also gilt Rex; < 0 fiir
k =1,2,3. Insgesamt erhalten wir damit wy, = zxAY2 fiir k = 1,2, 3.

Fir § = % besteht das Newton Polygon von P, s ebenfalls aus einem Segment der
Lange 3 mit Steigung —%. Durch analoge Rechnung wie im Fall § > % folgt, dass

A +23 43¢ +1=0

gelten muss. Auch hier lisst sich mit der Cardanischen Losungsformel zeigen, dass fiir
die Losungen xj von
2® + 227+ 32 +1=0

Rexy, < 0, fiir k = 1,2, 3, gilt, was uns wy, = 2 \/2 liefert.
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(2) Esseinun a =< 3.
Das Newton Polygon muss die Punkte

0,1+ a), (1,1), (1,0 4+ ), (1,2a), (2,q), (2,9), (3,0)

enthalten, was auch hier eine weitere Fallunterscheidung zwischen § < «, § > a und 0 = «
erforderlich macht.

(i) Fir 0 < a ist das Newton Polygon von P 5 gerade

Potenzen von A\

]

Q
+
o, Ql=,

]

]

Potenzen von w,

das heifit, das Newton Polygon hat drei Segmente der Lange 1.

Das erste Segment S; hat die Steigung —(1—6) und den y-Achsenabschnitt y; = 1+«
Setzen wir w = /\1*5(01 + @1), wobel W1 = c@A\"2 + ¢z A™21™M8 4 ... in Py 45 ein, so
erhalten wir

P)M(;(w) :/\3—36(61 + @1)3 + (/\2+a—26 + )\2—6) (Cl +@1)2

+ (A1+2“‘5 + A0 A”O‘) (c1 + @) + AT =0.

Da y; = 1 + a, miissen die Terme der Ordnung 1 + « verschwinden, woraus ¢; = —1
folgt. Insgesamt erhalten wir also w; = —A\'79.

Wir untersuchen nun das zweite Segment Sy, fiir das m; = o und y; = 2a + § gilt.
Durch Einsetzen von w = A%(¢; + @1) in P 5 folgt

Pys(w) =X**(c1 + @1)® + (A?’o‘ + )\2a+5> (c1 + @)
(W AT L X2 (0 4 @) + AT =0,
Alle Terme niedrigster Ordnung y; = 2a 4+ § miissen verschwinden, woraus
c% +c1=0

folgt. Da triviale Losungen ausgeschlossen werden, erhalten wir ¢; = —1, was schliefllich
wg = —A% nach sich zieht.
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(iii)

Zuletzt betrachten wir noch das dritte Segment S3 mit m; = § und y; = 36. Setzen
wir w = A%(¢1 +@1) in Py 5 ein, so folgt

Pys(w) =0y +@1) + (N 4+ 202759) (e + )2
+ (A%*‘” + AT 4 AQO‘”) (e1+@1) +AH* =0,
Da die Terme der Ordnung y; = 30 verschwinden miissen, folgt
¢t +ci=0.
Wie oben impliziert das ¢; = —1. Insgesamt erhalten wir ws = —\°.

Fiir 6 > « ist das Newton Polygon von P s

Potenzen von \
1+ o

Potenzen von w.

Das erste Segment S; hat die Steigung —1 + « und die Lénge 1, das zweite Segment
S hat die Steigung —a und die Lénge 2.

Wir untersuchen als erstes S7. Esist m; = 1—aund y; = 1+a. Firw = )\1_0‘(01 +@1)
erhalten wir

Prs(w) =XA373%(cp + @) + <)\27a 4 )\2—2a+5> (c1+ )2
+ (A“a AT 4 /\1+5) (c1 +@1) + A
=0.

Damit folgt ¢; + 1 = 0, woraus ¢; = —1 und somit w; = -\~ folgt.
Betrachten wir nun Ss, so erhalten wir mit w = A\*(¢; + @1) und y; = 3«

Py s(w) =XA**(c1 +@1)® + (A3"‘ + /\2a+5) (c1 4 @)
+ (A?’“ + At 4 A2a+5) (c1 4+ @)+ AT =0,
was ¢} + ¢ + ¢; = 0 impliziert. Die nichttrivialen Lésungen sind von der Form
Clk = —% + i@, was wo 3 = —%)\O‘ + i@)\a nach sich zieht.

Fiir § = « erhilt man das gleiche Newton Polygon wie im Fall § > «. Eine analoge
Rechnung liefert uns hier wy = —%)\1*0‘ und we 3 = —1 £ 1A,
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(3) Es sei nun a = 8 > % und § < a. Wie im vorherigen Fall muss das Newton-Polygon die
Punkte

0,1+ a), (1,1), (1,0 4+ ), (1,2a), (2,), (2,0), (3,0)

enthalten, also miissen wir auch hier weitere Fille unterscheiden.

(i) Es sei zunéchst o +d < 1, dann ist das Newton Polygon von Pj s von der Form:

Potenzen von A\

Potenzen von w

Fiir das erste Segment Sy ist m; = 1 — 9 und y1 = 1 + «, fiir S ist m; = a und
y1 = 2a + ¢ und fiir S5 gilt my = § und y; = 3. Genau wie in Fall (2)(7) folgt

w1 = —)\176, wy = =A%, w3 = —)\°,

(ii) Auch fiir a4+ > 1und 6 < % besteht das Newton Polygon von Py s aus drei Segmenten
der Lange 1:

Potenzen von A\

1+o4

\G][VN)

Potenzen von w
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Das erste Segment S7 hat die Steigung —a und den y-Achsenabschnitt i3 = 1+ «, fiir
das Segment So gilt m; =1 —6 und y; = 2 — 9§ und fiir das letzte Segment S3 erhalten
wir m1 = 0 und y; = 3. Mit analoger Rechnung erhalten wir wie im vorherigen Fall

w1 = —)\a, W = —)\1_5, w3 = —)\5.
(iii) Ist hingegen ¢ > %, was a + d > 1 impliziert, so ist das Newton Polygon durch
Potenzen von A

1+ o

Potenzen von w

gegeben. Es besteht also aus einem Segment der Linge 1 mit m; =aund y1 = 1+«
und einem Segment der Linge 2 mit m; = % und y; = %

Fiir S folgt wie im vorherigen Fall w; = —A.

Fiir das zweite Segment erhalten wir mit w = \/?(¢; 4+ @1)

P)“(;(w) :)\3/2(01 +(:11)3 + (>\1+OL + /\6+1) (Cl +(I)1)2

+ ()\2&-‘,—1/2 A2 )\5+1) (c1 + @) + Al — 0,

was ¢} + ¢; = 0 impliziert, woraus ¢; = =i folgt. Da wy = w3 gilt, konnen wir ohne
Einschrénkung mit ¢; = i fortfahren. Da der vertikale Schnittpunkt von Sy mit der
y-Achse gerade y; = % ist, ist
Py(&n) ::)\_ylp)\ﬁ(w)
:(1—1—01)3 n (/\a—1/2 +/\5_1/2)(i—|—&)1)2
+ (A2l 1 At (@) 4 A2
=% + &% (31 4+ \0T1/2 4 \am1/2)
_1_@1( 9 4 9iNTL/2 4 ogjpe1/2 4 yaeel )\204—1)
+ ( _AL/2 4201 _H)\a+5—1)_

Da 5—% < 5—%4—04—% = d+a—1, wobei sowohl o > % als auch 6 —
eingeht, ist das Newton Polygon von P»(w) gegeben durch

N[
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Potenzen von A\

a+d6—1
200 — 1
-}

Potenzen von w.

Somit ist mg = § — % und yo = § — % Einsetzen von @ = )\5_1/2(62 + @9) in Py gibt
uns

P2(a}1) :)\35_3/2(62 +@2)3 + (CQ +@2)2(3i)\26_1 + )\35—3/2 + )\25—}—@—3/2)
+ (02 + (DQ)( _ 2A6_1/2 + 21)\2(5—1 + 21)\044-5—1 4 A26+a_3/2 + A2a+6_3/2)
+ ( o A571/2 _’_iAQOzfl +iAa+571).

Daraus folgt —2co — 1 =10, was ¢ = —% impliziert. Insgesamt erhalten wir damit
wo = A2+ N7V 4 @9)) = —IN N2 4 Ny,
woraus schluendlich wy 3 = —%)\5 +iA1/2 folgt.

(4) Es sei nun o = 8 > % mit 6 > a. Das zu P 5 gehorige Newton Polygon ist in diesem Fall

Potenzen von A

=9 o,

Potenzen von w

Das erste Segment S; hat die Lange 1, die Steigung —« und den vertikalen Schnittpunkt
mit der y-Achse bei y; = 1+ a. Wie in Fall (3)(i¢) ergibt sich hier w; = —A®.

Wir untersuchen nun das zweite Segment Sy, welches die Lénge 2 hat. Es ist m; = % und
y1 = 3. Wie in Fall (3)(i4i) folgt ¢; = +i. Betrachten wir wieder ohne Einschrénkung ¢; = i,

so ist
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Py(wr) :=A""" Py 5(w)
:a}zl’) —I—(D%(31—|— )\(5—1/2 + )\&—1/2) +J)1( _ 2 + 21)\5—1/2 +2i)\a_1/2 + )\a—f—&—l + )\204—1)
+ (_ )\5—1/2 +i)\201—1 +i)\a+6_1).
Dad > «,ist 2aa—1 < a4+ — 1. Um das Newton Polygon fiir P, zu bestimmen, miissen wir
weitere Fille unterscheiden, da in diesem Fall im Allgemeinen weder § — % < 2a — 1 noch
§— % >2a—1gilt.
(i) Ist 6 — & < 2a — 1 so folgt wo 3 = —1A?, wie in Fall (3)(iii).

(i) Ist hingegen § — & > 2a — 1, so folgt mit &1 = A>**~1(co 4+ @2) und yp = 2a0 — 1

PZ(QI) :(02 _'_@2)3)\604—3 + (62 +@2)2(3i>\4a_2 + )\404—&-5—5/2 + /\504—5/2)
+ (02 + @2)( _ 2)\20&71 + 21)\2&4’5*3/2 + 2i)\3a73/2 + )\30&+5*3/2 + )\40472)
4 ( o )\571/2 + i)\2a71 + i)\a+571)7

woraus —2co +1 =0, also ¢y = % folgt. Weiter ist

Pg(tz}g) 2:)\_y2P2((IJ1)
:(;)3 )\404—2 + @%(%iA4a_2 + 3i)\2a—1 + )\2044-(5—3/2 o %)\2&%-5-3/2 + )\301—3/2)
+ (:JQ( . %)\4&72 . 2)\20472 + i)\2a+5*3/2 + i)\3a73/2 —9
+ 2i>\571/2 + 2i)\a71/2 + AOH’(;fl)
+ ( o %)\40(—2 o %)\3&—3/2 . i)\?&—l + %)\a—l-(s—l + 7)\5—1/2
+ i)\é—oc o )\&—1/2 - )\5—204—&—1/2)‘

Da das Newton Polygon von P die Punkte (1,0) und (2,0) enthalten muss, ist nur die
kleinste in A auftretende Potenz in der letzten Klammer von Bedeutung. Es ist

da—2>3a—3>2a—-1>a—3,
a+d—1>2a—1,

1 1

Auflerdem ist
a—%ﬁ&—a <— 2a—1§5—%.

Damit miissen wir eine letzte Fallunterscheidung machen:
o Ist o — % < 6 —2a+ %, so ist &g = A*"12(¢c3 4 @3). Einsetzen in Py liefert
—2¢c3 —2 =0, also c3 = -1

5.
Insgesamt erhalten wir hier
waz = AY2(Hi+ @)
= A2 (i + A2 (D + @)
= A2 (i 4+ N2 (5 + A2 (s + @g)))

— _%A30c—1 + i)\1/2 + %)\204—1/2 o %)\301—1(1)3.
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o Ist a—% > 0—2a+ %, so erhalten wir durch Einsetzen von @y = )\5_20‘“/2(03 +@3)
in P3 ebenfalls c3 = —%. Alles in Allem folgt damit

W2’3 = —%)\5.
e Fiir a — % =0—2a+ % folgt wie in den beiden Fillen zuvor ¢ = —1 und damit
W23 = *)\6.

O

Bemerkung 3.10. Vergleichen wir nun die in Satz 2.14 und Satz 2.17 bewiesenen Entwicklun-
gen der Figenwerte mit den eben gezeigten, so zeigt sich, dass der Dimpfungsterm fir a = g < %
nur Auswirkungen auf die Entwicklung hat, falls 6 < « gilt. Im Fall « = 8 > % lisst der Damp-
fungsterm die Entwicklungen hingegen lediglich im letzten Fall § > o und 6 — % > 2a — 1 und
0 — 20+ % > o — % unverdndert.

Die Ergebnisse zur Analyse der auftretenden Regularitéitseffekte und damit der grofien Frequen-
zen spiegeln sich im nachfolgenden Satz wider.

Satz 3.11. Sei (o, 3,7,0) € S := 57 U S,, wobei

8= {(0.8,7%,0) € 0,11 x [0,1] x (0,1 x 0, 1][72 8,5 <a+ 5, F<a-

N2
[
IA
D=
——

und
S = {(a,ﬁ,%é) € [0,1] x [0,1]  (0,1] x [0,1] | v < 6,8 > 2a—1}.

Dann hat (GTP) die Glattungseigenschaft.

Beweis: Wir leiten zun#chst eine Basisenergie-Gleichung fiir das System

(1 + pX) g (8, N) + At A) — A%0(8, A) + MO8, A) = 0, (3.6)

0:(t, \) + NP0(t, \) + A% (t, \) = 0 (3.7)
her. Dazu sei die Energie des Systems definiert wie in (3.4), also
B(t,A) = (1+ pA)laef* + Aaf® + 16,

wobei wir der Einfachheit halber auch in diesem Beweis die Abhéngigkeiten der Funktionen ﬁ,é
von ¢ und A weglassen und | - | anstelle von || - [|;,(x) schreiben.

Multiplikation der ersten Gleichung mit 4; und der zweiten Gleichung mit 5 ergibt, nach Addition
der Realteile, die Energiegleichung

1d

el —  A\BIPI2 _ N5 12
5B = =10 = N, (3.8)

Sei zunichst v > 6. Ohne Einschrinkung sei A > 1. Dann ist A> < \7.
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Um weitere dissipative Terme zu erzeugen multiplizieren wir (3.6) mit @. Betrachten des Realteils
liefert
d - 1d A
(1+ MM)% Re (:4) + §£X5m\2 = (1 + pX\)|@|* — Aa]* + A* Re (04). (3.9)
Multiplizieren wir nun (3.6) mit f und (3.7) mit (1 4+ pA?)dy so ergibt sich nach Addition der
Realteile

d = = A~ =
(14 uX\)— Re(@0) + ARe(@d) — X¥|0]2 4+ X° Re(a:0)

dt (3.10)

+ (14 pX)N Re(0i) + X* (1 4 pA7)|ig|* = 0.

Zuletzt multiplizieren wir (3.8), (3.9) und (3.10) mit KA (1+pXY), c1c2A® bzw. ¢; und addieren
diese drei Gleichungen. Dabei sind K, c1,co, x positive Konstanten, die noch zu wéhlen sind.
Damit erhalten wir

SLA(EN) = Dilt, ),
wobei
L1 (£, 2) ;:%Kvu LA E() + ereaA(1+ p\7) Re ()
n %AM‘SW +er(1 4 A7) Re (i,0)
und

Di(t, ) == — K(1 4+ pX)NF10)2 — K (1 + pA)NF |02 + creoA*(1 4 pX7)|ag |
— clcg)\o‘)\|zl|2 + c190** Re (éﬁ) —ci1ARe (aé) + cl)\a|é|2 — e\ Re(ﬂé)
—c1(1+ pA)A Re (éﬁt) — e ANV (1 4 ) g2
Weiter sei wie im Beweis von Satz 2.20
1 = ~
L(t,\) := 5KV(1 + pA)E(t) + c1e2A® (1 + pA7) Re (@) + c1(1 4+ pAY) Re (:6)
und
D(t,\) i= — K (14 pA)A 202 4 creah®(1 + p\)|ie]? — creaAaf* + c1c22** Re (0a)
— 1A Re (@) + 1 A(0]2 — e1 (1 + pX)N Re (Bi) — ex A (1 + pA)]ig |2
Dann ist fiir x < o — v
Di(t,\) = D(t, \) — e1 N0 Re(it0) — KXHT(1 + ) itg 2
< D(t,\) + %/\5|at|2 + %1>\5|5|2
< D(8A) + S5 (14 pA7)af? + 2%(1 Ik

21
< CD(t,\)
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sowie
Li(t, ) = L(tA) + SN0 f?
< L(t,\) + %/\‘”((1 + pXV)Alaf?)
< CL(t,\)
und

Li(t,\) = L(t, \) + c1coA* X0 |af?
> L(t, ).

Genau wie im Beweis von Satz 2.20 ldsst sich nun zeigen, dass
E(t,\) < Ce “T557 B(0,)) < Ce~ X" E(0, \)
folgt, falls

(o, 8,7,6) € S = {(a,ﬁ,v,é) €10,1] x [0,1] x (0,1] x (0,1] |y > 6,3 < a+

[
2
IN
Q
|
[
IN
D=
——

Sei nun v < 4.
Multiplikation von (3.8) mit K und (3.9) mit ¢; sowie Addition dieser Gleichungen liefert uns

d
—Lo(t, \) = Do(t, A
dt 2(7 ) 2(’ )7
mit
Lo(t,\) == BE({t,\) + 2N |af? + c1(1 + p)?) Re(i)

und
Da(t,A) := =K |01* — KN Jie| + c1(1+ p)\)]ae|* — er M@ + c1 A Re (04),

wobei K und c¢; erneut positive Konstanten bezeichnen, die noch zu bestimmen sind.
Mit der Youngschen Ungleichung folgt fiir £ > 0

. 1 A
20| < eMaf® + —A2*7 A2
4e
Dies gibt uns
Dy(t,N) < —KN|0)? — KN |y |> 4+ 1 (1 + p\) | |? — erM|a]? + cred|al? + Z—lva—lyéﬁ
£
202,

N . A & a— A
< —(1+ pX)i2 (K min{}, L} — ;) — yeF(mﬁ - N 1) a2 (er — o).

Um die rechte Seite negativ proportional zu E(¢, \) wihlen zu kénnen, muss § > 2a — 1 gelten.
Fiir K hinreichend grofl kénnen ¢y, € so gewihlt werden, dass

%Lg(t, ) < —CE(t, )). (3.11)
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Weiter schéitzen wir den Energieterm wie folgt ab:

K
Ly(t, ) < SE(A) + S0l + S (14 p\ M)l + S (1 + px)a
K
< BN + NN + expMal? + (14 X (3.12)
< CE(t,\)
und
Lot ) > B B0 0) + S0faf? — ONaf2 — L1+ pa?) i
=2 2 2 (3.13)
> CE(t,\).
Mit (3.11) und (3.12) erhalten wir
d
7L2(t7 A) S _C LQ(tv A)?
dt
woraus zusammen mit dem Lemma von Gronwall, siehe Anhang Satz F.2 |
Ly(t,A) < e_CtL2(07 A)-
folgt. Zusammen mit den Ungleichungen (3.12) und (3.13) folgt
E(t,\) < Ce C'E(0,\).
O

Satz 3.12. Es sei N := /\7177 U/\Tg, wobei
Ny = ((0,1] x [0,1] x (0,1] x (0, 1))\ S,

und
No = ([0,1] x [0,1] x (0,1] x (0,1]) \ S2

Fir (o, 8,7,9) € N liegt ein Regularitétsverlust vor. Insbesondere hat das System somit keine
Glattungseigenschaft fiir (o, 8,7,0) € N.

Beweis: Das Vorgehen entspricht gerade dem aus Satz 2.21.
Wir betrachten erneut die U/-Transformierte von (GTP)

(14 pX\)) g (6, N) + Aa(E, A) — A20(8, N) + Mu(t, \) = 0,
0,(t, \) + N20(t, \) + X0y (t, \) = 0,

was fiir Vi (t) := (a(t, ), @ (t, A), 0(t, X)) dquivalent ist zum System erster Ordnung

0 1 0

d _ _\0 a 't

&V,\ (t) = 1+/L>\/\'Y 1+2)\7 1+>\y)\’Y W\(t) =: A(s,)\V)\ (t).
0 S S
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Das charakteristische Polynom von fl& ) ist gegeben durch

B 29 A2 ) )\+B A8
Pys = det(w — A;)) = w® + ()\5 + > w? AT

1+ p\ I U SR T
Wir zeigen
Ve > 03X > 03wy, Py s(wy) =0 : Rew > —¢.

Dazu betrachten wir fir 0 < e < 1 und z := w + € das Polynom Pj.(2) := Pys(z — ¢) und
zeigen mit Hilfe des Hurwitz-Kriteriums, vgl. Satz C.3:

V0 <e<13X>03zy,Pr5:(2x) =0 : Rez > 0.

Es ist
Piae(2n) = @32 + 22° + 1z + qo,
wobei
q3 = ]-a
8 1
=-3c+ A
q2 e+ A"+ T+ N
)\6 A2 4y )\6+/3
g1 =32 -2 [V + FAt )
1+ p\ L+ p\
5 2 5+8 148
w=-—+e2 (34 A AT HAEA A .
14 pA7 14 pA7 14 p\Y
Fiir A\ hinreichend grof§ gilt
8 4
Diy=qg=-3+ A\ 0.
1A = G2 e+ +1+W\”’>

Wir miissen also zeigen, dass
Dy ) = qoq1 — qog3 <0 oder D3y = qoDs ) <0

gilt, fir A hinreichend grof}. Dafiir bestimmen wir zunichst das Vorzeichen von ¢g. Hierfiir
schreiben wir

1
14 py

q0,

q0 =
mit
Go = (N2 4 pAPH7e? £ N2 1 AT — (uNe® + 2\2% 4 he + NOHFe 1 &3).

Um das Vorzeichen von ¢y zu bestimmen, betrachten wir verschiedene Fille:

e Fall 1: =5 =0.
Dann ist

do = )\6()\1_5(1 —e)+e(e—1)) +2uN(1—¢e) +e(e -2 —1) >0,

falls A hinreichend grof.
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e Fall 2: ¢« =0, 8 > 0.
Es ist

Go = (V2 4+ puAPH7e2 £ N2 L AU — (N3 4 e + Ae + M0HPe 4+ &9)

Aﬂ A176
=\ <2 - s) + AP <2 - 5) + 2NN =)+ (e — 1)+ 2V —e) > 0,
falls A hinreichend grof3.

e Fall 3: « >0, 3 =0.
Es ist

Go = (2 4+ pX7e2 + X2 4 X) — (u\e® + A% + Ae + Ve 4 &%)
A0 A
=2\ (1—e)+ X\ (2 + &2 — 5> +e2(1—¢)+ 5(1 —g) — e,
Hier héngt das Vorzeichen von ¢y von « ab:
— Fir0 < a < § ist
- 2 s (N0 2 20 (y1-2a1 — €
Go=¢e“pu\"(1 —¢)+ A — e e +ef(1—e)+ X (A 5 ¢ > 0,
falls A hinreichend grof.

—Firi<a<listy—2a<0,6—20<0,1—2a<0, also gilt
Go =N (—e + A2 — &) + 2uN 721 — ) + X2 — 1)) < 0,

falls A hinreichend grof.

e Fall 4: o >0, 8 > 0.
Dann ist

o = (Ve 4+ A7 4 A9 4 AHF) — (U3 + A2% + Ae 4+ MH0e 4 £3).
Wir miissen weitere Falle unterscheiden.

(a) Fiir 0 < a < 3 gilt

1
Go =A1TP <2 - 5)\5_1> + <A652 + uNe? 4 )\552)

Al+ﬂ
+ < 5 (UANE® + \2% 4 he + NOHFe ¢ 53)> .

Da20<1<14+8~v<1l<1l+pundd+p <1+ 8, ist \'TF der dominierende
Term, woraus gy > 0 folgt, falls A hinreichend grof.

(b) Fiir 3 < o <1 ist
Go =(NPe? + u\PH7e2 4 N2 - AIHAY — (uNe® + A2% + he + NOHPe 4 &%),

dal<1+08,vy<1<14+pFundd+ <1+, hiangt das Vorzeichen zuséitzlich vom
Verhiltnis zwischen 1+ 5 und 2« ab.
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3.2: Frequenzanalyse

« Fiir 1 4+ 8 > 2« ist A*? der dominierende Term und wir erhalten gy > 0.

* Ist hingegen 1 + 8 < 20, so ist —A\?*¢ der dominierende Term woraus Gy < 0
folgt.

DO
~

Abbildung 3.3: Vorzeichen von ¢g

Als néchstes wollen wir das Vorzeichen von

D>\ =q2q1 — qoq3

A0 M A2Y 4\ NOFP
=3+ N+ "— 22 (N
( 3e + +1+M>\7> (35 5( +1+,u/\7>+ Y )

N 63 B 82 (}\ﬁ N 20 > 20 A+ N\o+8 2B+

L4 pAv 1+ pAv DY
B 852)\5 N 852 )\5 N )\2a+,3 4 )\2ﬁ+5 )\2a+5 + )\1+6 + )\25+5
- L+ pAY 1+ p\Y 1+ )2

28 /\6+,B 5 AZQ A 20
— | 2eA 6 8 2 2 2
(5 +51—|—,u)ﬂ+5+51+u)ﬂ+ €1+,LL)\W+ €(1+W\7)2>

bestimmen. Dazu schreiben wir

1
Dy = ——5d

wobei dj ) gegeben ist durch
+ A\+28 + #)\64—26—1—7 + 2206 + A\L+0 + )\26—1—6)
—(25>\2ﬂ + ApeAPPHY £ 212 NP2 L 6B 4 6ep AT 4 2e020 4 8P
+ 1603\ + 8u2e3 N2 4 26 N2 4+ 2epA20TY 4 22N + 26#)\1+’Y).
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Um das Vorzeichen von ds ) zu untersuchen, unterscheiden wir die selben Fille wie zuvor.
e Fall 1: « = 5 =0.
In diesem Fall ist
do ) = (8% + 1602 \Y + 821 NPT + 82N° + 82uATY + 1+ X7 + A0 + pA? ™Y

+ )\6 + )\1-1-(5 + A%)

— (26 + ApeX” + 207X + 66X’ + 6ep )T + 260 4 83 4 16u3NT + 823N
+ 26 + 2epuAT + 2eX + 25uz\1+7)

=((1 —4e) + Np(1 — 6e — 16e2) + \*(2 + 8% — 6) + ATV pu(1 + 82 — 6e)
+ A1 —2e) + A0) — (A2 (e(2 + 8¢ — 8¢)) + 26X + 2epA ).

Es gelten

§<26<1+468, 6<5+vy<1+3,
2y <14+, 1<1+7.

Das Vorzeichen von ds » héngt also vom Verhéltnis zwischen § und ~ ab.

—Ist § > 7, s0ist 1 +6 > 1+ . Damit ist A\!*7(1 — 35)\7_5) > 0 der dominierende
Term, woraus ds x > 0 folgt, falls A hinreichend gro8.

— Ist dagegen v > &, so ist —2euA!™ der dominierende Term und es folgt da \ < 0, falls
A hinreichend grof.

e Fall 2: « =0, 8 > 0.
Dann ist
day =(86" N + 16pe® NPHY 4 8212 NPH2Y 1 8200 4+ 82 u N7 + A 4 AT
4+ 2\F28 Iu)\5+26+7 F AT A )\25+ﬁ)
— (26X ApeNPOTT 4 2PN 4 6N 4 6ep AT 4 260 4 8eD
+ 160\ + 8123\ + 2 + 2epu\Y + 26X + 2epA ).

Da 8 < B+ v < 28 + 1, hiingt das Vorzeichen von d ) wieder von der Relation zwischen
~ und ¢ ab.

— Ist 0 <, soist

B+ 2y <28+, 0+28+~v <28+ 2y,
0+28+7<28+2y, 260+B8<2y+B<2y+283
1+6<147.

Es werden also alle positiven Terme von negativen Termen dominiert, woraus ds » < 0
folgt, fir A hinreichend gro8.

— Ist y <6, s0ist
2B+2y <2840+, 0+B+v<d+28+7y, 1+y<1+0.

Somit werden alle negativen Terme von positiven Termen dominiert, woraus dy y > 0
folgt, fiir A hinreichend gro8.
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3.2: Frequenzanalyse

Ist hingegen v = 9, so ist

1+y=1496, 28+2y=28+~v+4,
0+ B+v=pB+2y=p+29,

sowie MY (1 — 2ep) > 0, A2PF27 (1 — 2pe) > 0 und ANOHAHY(1 + 8242 — 6eu) > 0.
Insgesamt folgt also dy » > 0, falls A hinreichend grof.

e Fall 3: « >0, 8 =0.
Dann ist

dyx =20(1 4862 — 6) + AH (1 + 822 — 6) + A2*(1 — 2¢) 4+ A2V p(1 — 2¢)

F AT L AT L AP (1 - 2)

—(e(2+ 8 — 8e) + ATpe(4 + 16? — 16€) + 22X + 2epA' 7 + A7 p2e(2 + 82 — 8¢)).

Das Vorzeichen von ds ) héngt sowohl von «, als auch vom Verhéltnis von v und § ab.

Fir 0 < a < % und § < 7 ist A7 der dominierende Term, woraus dy ) < 0 folgt,

falls A hinreichend grof.

Fir0 < a < % und v < 6 ist ¥ < 14y < 1+ 9, was fiir A hinreichend grofid, y > 0
nach sich zieht.

Ist a = % und § < 7, so ist 1+ = 2a + 7. Also ist AM7(u(1 — 4¢)) > 0 der
dominierende Term. Damit folgt dp » > 0, falls A hinreichend grof.

Fir0< a < % und v = § ist A177(1 —2ep) > 0 und somit dy » > 0, fiir A hinreichend
grof3.

Fiir % <a<lundy <disty <147 <140, woraus dp > 0 folgt, fiir A
hinreichend gro8.

Fiir % <a<lund § < vyist y <147 < 2a+ v, woraus dgy > 0 folgt, fiir A
hinreichend gro8.

e Fall 4: a > 0, # > 0. Dann ist

da :(862)\5 + 16uz€2/\’8+7 + 852u2/\5+27 + 82\ + 862;0\‘”7 + \2etB8 4 ,u)\%"w'w

+ )\6+2,6’ + MXSH,BH + )\2a+5 + )\1+6 + )\25+,8)
— (26X + 4peN?BHT 4 22D 4 6N 4 6epTHAHT 4 260 4 8eB
+ 160 X7 + 8u3 N2 + 26NV 4 2epu AT 4 22X + 2N ).

In diesem Fall héngt das Vorzeichen wieder vom Verhéltnis zwischen § und v sowie von «

ab.

Ist % < a < 1und v < § so gelten die folgenden Ungleichungen:

2B <2B+v<2B8+2y<2B8+25, 6+ <0+B+y<22a+B+7,
<2y <20 <20+ 0, 20 <200+ v <20+ B+,
I<l4+y<2a+pB+7.

Damit werden alle negativen Terme von positiven dominiert, woraus ds » > 0 folgt,
fiir A hinreichend grof3.
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— Ist % < a < 1lundd <7, so héngt das Vorzeichen von ds  zusétzlich von der Relation
zwischen «, 8 und ~ ab.

x Ist 2 > v + 5, so gelten

2<2B+v<28+2yv<2a+B+7y, d+<0+B+v<2a+pL+7,
20<20+B8<2y+pB<2a+B+y, 2a<2a+v<2a+p+7,
I<l4+vy<2a+pB+7, Y<2y<1l4+v<2a+B+.

Der dominierende Term ist A\2**#%7 was dg y > 0 nach sich zieht, falls A hinrei-
chend grofl gewéahlt wird.

* Ist hingegen 2a < v + 3, so erhalten wir

B<B+y<B+2y <28+ 2y, 0<I+y<d+8+7v<28+ 2y,
20+ B <20+ +v <28+ 27, 0+28<d+28+v<28+ 2y,
1+06<20+8<2a+~<28+2y, 26+ 08<2y+28.

Damit ist A2°*27 der dominierende Term, woraus dy » < 0 folgt, fiir A hinreichend
grof3.

¥ Ist 2a = v + B3, so ist 2a + B+ v = 26 + 2y und A2V (1 — 2ue) > 0 ist der
dominierende Term. Daraus folgt dp » > 0, fiir A hinreichend grof.

—Fﬁr%<a<1und’y:51st

da = (82N + 16 NPT + 8212 NPT2Y 4 8e2\Y + 82 pA?T + N2F 4 A2t h

FNYF2B APy 4 p\2ady 4z )\27+,B)

- (25)\26 + ApeAPTY £ 202 X2 L 6e NP 4 6epNTEY 4 26027 4 863
+ 16pe N 4 812N 4 26X 4 2epA** T 4 22X + 2epN' )

=\(862 — 2¢) + NPHY (161e? — 62) + NPH2V(8e2 42 — 6Gep) + N7(8e2 — 16pe?)
+ A (8e2u — 26 — 8pu2e) + A2OFF 20T L NP1 4pe) — 83
+ AP (1 — 2ue) + N2V — 2ep) + NV (1 = 2ep)
+ A _9e)2e _ 9e),

Da aulerdem 8 < S+ < B8+ 27v, 2y < B+ 27,1 < 2a < 2a + B + v, werden

alle negativen Terme von positiven Termen dominiert. Insgesamt folgt do » > 0, fiir
A hinreichend grof.

- Ist0<a< % und v < J so gelten die folgenden Ungleichungen:

2<2B+7<24+2y<28+6+7, 0+B<0+B+v<i+28+7,
20 < 26 + 3, v< 2y <26 <20+ B,
20 <200+ v <20+ B+, 1<l+y<1+6.

Da alle negativen Terme von positiven Termen dominiert werden, folgt ds » > 0, fiir
A hinreichend grof.

—Fir0<a< % und vy = ist 14+ =1+d und 28+ 6+ 28+~ mit A1 7 (1 —2eu) > 0
und A2+ (1 — 2ep) > 0, was wie im vorherigen Fall dy ) > 0, fiir A hinreichend
grof, impliziert.
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3.2: Frequenzanalyse

—Ist0<a< % und d < v, so hingt das Vorzeichen von ds ) erneut zusétzlich von der
Relation zwischen «, 8 und v ab.

* Ist 2a 4+ 8 > max{1,28 + v} so erhalten wir

2<2B+7<24+2y<28+6+7, 0+B<0+B+v<+28+7,
20 < 26 + B, v <2y <2842y <2a+v+ 8,
20 <200+ v <20+ B+, 1<1l4+y<22a+6+7.

Das heifit, alle negativen Terme werden von positiven dominiert. Daraus folgt
dy ) > 0, falls A hinreichend gro8.
* Ist 2a 4+ 8 < max{1,28 + v} so erhalten wir
B<BHy<B+2y<2B+2y, 6<0+7<d+[+7,

20+ B+ v < 28+ 27, 0+28<d+28+v <28+ 2y,
146 <1+, 204 3 < 26 + 2.

Hier werden alle positiven Terme von negativen dominiert. Dies impliziert dy y <

0, fiir A hinreichend grofi.

¥ Ist 20+ B = max{1,28 + 7} so ist pA2eHFHT — 2e\ — 2u2eA?PH2Y > 0, fiir A
hinreichend grofl. Damit folgt dy » > 0.

DQ’)\ >0

N =

= ——
—_

(2) Vorzeichen von Ds ) fiir § >

(1) Vorzeichen von Ds y fiir § <

Abbildung 3.4: Vorzeichen von Dj
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Mit dem eben Gezeigten ergibt sich das Vorzeichen von det D3 ) = g det D ) wie in den nach-
folgenden Abbildungen.

N[ =

|:ﬁ — a1 X y N

Abbildung 3.5: Region des Regularitéitsverlusts fiir § < «

*

N =

Abbildung 3.6: Region des Regularitatsverlusts fiir v < ¢
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3.2: Frequenzanalyse

Bemerkung 3.13. Wie bereits im ungeddmpften Fall lisst sich unter der zusdtzlichen Annah-
me, dass A ein strikt positiver Operator ist, der eine abzihlbare Folge von Eigenwerten (A\j)jen
mit 0 < \; = oo fiir j — oo und zugehorigen Eigenvektoren (¢;)jen besitzt, zeigen, dass in der
Region des Regularititsverlustes keine exponentielle Stabilitdt vorliegt.

Ungliicklicherweise lisst sich der Beweis von Satz 3.11 nicht direkt nutzen, um die exponentielle
Stabilitdt im Parameterbereich der Gldttungseigenschaft, unter der zusdtzlichen Voraussetzung,
dass A strikt positiv ist, zu zeigen.

Fiir das System ohne Inertialterm (v = 0) erhalten wir:

Korollar 3.14. Fiir das System ohne Inertialterm

uy + Au — A%0 + A%y, =0,
0; + A’BH + A%y = 0,

liegt in N := {(a,6,5) € 10,1] x [0,1] x (0, 1] ‘ﬁ <20 — 1} ein Regularitétsverlust vor.

Beweis: Der Beweis lduft analog zum Beweis von Satz 3.12 ab.
O

Die in Satz 3.11 und Satz 3.12 gezeigten Abhéngigkeiten werden sich auch in den Eigenwertent-
wicklungen im folgenden Satz zeigen.

Satz 3.15. Seia = = % Fiir die Nullstellen w; (), j = 1,2, 3, des charakteristischen Polynoms
(3.3) gilt fiir A — oo:

(1) Ist 6 < 1, so gilt

w1 = _)\Ea
(.U273 = —%)\1722’Y + l}\liTﬂr
(2) Fiir 6 > £ gilt
w1 = _)\%7
Wy = _)\1767
w3 = —)\5_7,
falls HTV <4d< %—I—fy oder %4—735, und
1
w1 = _>\§7
w23 = _%)\6—7 + 2‘/\1_77,

falls H’TV > 4.

87



Kapitel 3: Gedampfte Systeme

Beweis: Um die behauptete Entwicklung der Eigenwerte zu beweisen, verwenden wir erneut
den Newton-Puiseux-Algorithmus. Wir kénnen dabei ohne Einschriankung v, € R annehmen,
da sich die Behauptung wie im Beweis von Satz 2.17 durch Approximation von v und § durch
rationale Folgen folgern l&sst.

Weiter nehmen wir wieder ohne Einschrankung ¢ =1 an.

Fiir das charakteristische Polynom (3.3) gilt

A0 O\ -+ Ao+1/2 2\3/2
_ .3 1/2 2 _
P\ s(w) =w —i—()\ +1+>\7>w+ =0

i+ YTiw
= Pys(w) = (172 + 02w + (0" 420 ) w02 4 (22 4 ) w1 =0,

wobei n = AL,

Es sei zunéchst § < %

Das Newton Polygon von PA,é besteht aus zwei Segmenten. Das Segment S hat die Léange 2 und
die Steigung 1_77 Das zweite Segment Sy hat die Lénge 1, die Steigung % und den Schnittpunkt
mit der vertikalen Achse bei y; = —7.

Es ist gegeben durch:

Potenzen von 7

% 4 .
L]
27T
1+ .
1-6+ . 52
1—~ 1+
i+ .
v+ S
5 =+
% % % Potenzen von w
1 2 3
Wir untersuchen zunéchst das Segment S;. Einsetzen von w = n~Y%(c; + @), wobei
W1 = A2 + ez N3 ... in P, 5 gibt uns

Pos(w) =1 +n")(c1 +@1)* + (L+077 +0%2) (e + @) + 2+ 072 (c1 + @1) + 1 =0.

was ¢ + ¢? = 0 impliziert. Da triviale Losungen ausgeschlossen werden, folgt ¢; = —1. Damit
folgt
W = —p V2= )12,

Wir betrachten nun das Segment S; und setzen w = n~1/2+7/2(¢; 4+ @1). Damit erhalten wir

Bys(w) =22+ 02 (e1 +@1)% + (07 + 1+ 920 (e + @n)?
+ (2777/2 + ?71/2_5“/2) (cp +@1) +1=0,
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3.2: Frequenzanalyse

was ¢ + 1 = 0, also ¢; = +i, nach sich zieht. Da ws = W3 kénnen wir ohne Einschrinkung mit
c1 = i fortfahren. Es gilt

Py(@1) :=n V' Py s
=3 (7737/2 Jr777/2) + 2 (317737/2 L3 T 14 nl/zﬂsﬂ)
+ @1 (= 30*2 = 32 4 2in + 220 4 24)
+ (- P12 gy = /220y /2 i771/2_5+7/2)-

Da das Newton-Polygon den Punkt (1,0) enthalten muss, ist nur die kleinste in der letz-
ten Klammer auftretende Potenz ausschlaggebend. Da wir § < % vorausgesetzt haben, ist
1 < 3 — 6+ 7. Das Newton-Polygon von P, hat nur ein Segment mit mo = % = yo. Setzen wir

nun W = 7]7/2(@ + &) in P; ein, erhalten wir

Py(@1) =(ca + @2)3(7737 + 7727) + (ca + @2)2(317757/2 + 317737/2 T 771/276+2'y)
+ (2 4+ @2) (= 3% = 307 + 2iV/2 4 2int 2703/ 4 9ip1/2)
+ ( _ in37/2 - 771/2—5+~/ + 1777/2 + 1771/2_(”7/2)-

Daraus folgt 2ica +1 =0, was co = —% impliziert.
Insgesamt bekommen wir

X
2

=1 -1
wr=n 7 (i+02(ca+@)) =i T —n T +n T @

und damit

1—2~

1 =
(,4.)273:—5)\ 2 A2 .

Es sei nun § > %
Wir miissen weitere Falle unterscheiden:

(i) Essei62%+’yoder1+7”’§5<%—|~—7.
Dann ist das Newton-Polygon von P, 5 ist von der Form:

Potenzen von 7

rolwe
|

2 ol
|
T

|
T

S3

—
|
S
|
T

|
T

N[ =

Sa

Potenzen von w

89
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Es ist also durch die Punkte

(07 0)7 (17 1- 5)7 (27 1- ’7)7 (37 % - ’Y)
nach unten beschrdnkt und besteht somit aus drei Segmenten der Linge 1. Fiir S ist
myp = 6 — 1, fir Sy ist mp = —% und fiir S3 ist m; = v — §. Durch Einsetzen von
w=n"(c; +@1) in If’W; erhalten wir unabhéngig von der Wahl des Segmentes ¢; = —1,

woraus direkt

wp = —7]71/2 = —)\%7

0—1 1-6
wy=-—n""==A"°

—0

—\o—7

folgt.
Es sei nun § < H%
In diesem Fall ist das Newton-Polygon von ]57775 gegeben durch:

Potenzen von 7

%x .
%—’}/:1«» [ )
[ ]
Sa
1 o7
2=07T °
1-6+ .
S1
f f f Potenzen von w
1 2 3

_ 1=

Es besteht daher aus einem Segment S; der Lénge 2 mit m; = —=' und einem Segment

der Lénge 1 mit m; = —3.
Wir untersuchen zunéchst das Segment Ss. Genau wie im Fall § < % folgt hier

W= Y2 = \2,

Fiir das erste Segment S; folgt wie im Fall § < % fir w = 7]‘1/2+7/2(01 +@1) wieder ¢; = +i.
Da wo = w3 kénnen wir auch hier ohne Einschréinkung mit ¢; = i fortfahren. Es gilt
Py(@n) :=n "' Pys
=3 (,737/2 + 777/2) +&? (317737/2 + 32+ + 1+ n1/2—5+7)
+ @ (=372 = 372 4 2 + 2in!/2HY 4 2i)
+ ( _ 17737/2 —n = ,71/2—6+v + 1777/2 + 1771/2_6+7/2)-
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Da d > %, ist % — 0+ 3 die kleinste Potenz in der letzten Klammer, was my = % —0+3 =
impliziert. Einsetzen von w; = 771/ 2-0+7/2 i P, liefert dann direkt 2icy +1 = 0, und somit
Cy = —%.

Schlieflich folgt

y=1 L o0 . o=t _ 5~
wp =1 2 (’54'772 6+2(62+w2)> =in 2z —in’ S 0%,

und damit )
e 4
wo 3 = —%/\677 A2 .

O]

Bemerkung 3.16. Im Vergleich zu den in Satz 2.24 bewiesenen Entwicklungen, zeigt sich hier,
dass die Entwicklung fiir 6 < % unverdndert bleibt und der Dimpfungsterm nur fir § > % einen
Finfluss auf die Entwicklungen hat.
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Kapitel 4

Anwendungsbeispiel

In diesem Kapitel werden wir eine konkrete Anwendung der in Kapitel 2 gezeigten Resultate
geben. Dazu sei H := L*(R") und A := (—A)" fiir > 0.
Dann schreibt sich (ATP) als

g + (=AY uy + (—A)"u — (—A)"0 = 0,
O + (—A)1P0 + (—A)"uy = 0, 4.1
mit Anfangsbedingungen
u(0) = wug, ut(0) = uy, 6(0) = by,
auf dem Hilbertraum
H = D((~A)"?) x D((=A)"/2) x H

versehen mit dem Skalarprodukt

(U, V)p = (ur, v + ((—8)" 2wy, (—A)?v1)
+ (T + p(=A)") Py, (T + p(=D)™)?0g) o+ (ug, vs)

fir U = (uy,ug,us), V= (v1,v2,v3) € H.

Bevor wir die in Kapitel 2 formulierten Resultate anwenden, wollen wir zundchst genauere Aus-
sagen iiber D((—A)®) fiir s > 0 treffen, um unter anderem eine greifbarere Charakterisierung
des Hilbertraums H zu erhalten. Um den Definitionsbereich von (—A)® zu charakterisieren, be-
stimmen wir zunschst D((—A)¥) fiir k¥ € N und werden dann mit Hilfe der Interpolationstheorie
den Definitionsbereich fiir beliebige positive Potenzen des Operators charakterisieren.

Fiir s > 0 und p € [1,00) ist der Besselpotential-Raum definiert durch
Hy®") := {f € LP@®") | Iflm = |F L+ |- PY2F o < oo}, (4:2)
wobei F die Fourier-Transformation bezeichnet. Es ist zudem bekannt, dass fiir s € N
Hy(R") = WP(R™),
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wobel

W@ = {u e @) fulw-r = ( 3 0°ul,)”" < oo}

|laf<s

den klassischen Sobolevraum bezeichnet.

Fiir k € N gilt offenbar H2¥(R") C D((—A)¥). Um die Gleichheit zu zeigen, sei u € D((—A)¥)
und f :=u + (—A)*u € L2(R"). Dann gilt fiir o] < 2k

o _ rLialyar, _ dalz-1_ () a1, .
0% =F 1) Fu=i"F 1+|.’2k}"f SN F T ma () F £

Es ist my € L®(R"), da |a| < 2k, woraus mit dem Satz von Plancherel bereits 9%u € L?(R™)
folgt.
Insgesamt erhalten wir also gerade

HY*(R") = D((~A)"). (4.3)

Um nun D((—A)?®) fiir s > 0 zu bestimmen, stellen wir zunéchst zwei Interpolationssétze vor, die
wir ebenfalls in Anhang E zusammen mit einer kurzen Einfiihrung in die Interpolationstheorie
wiedergeben.

Satz 4.1. Es sei A ein selbstadjungierter, nicht-negativer Operator und es seien «, 8 € C mit
Rea >0, Re 8 > 0. Dann gilt fiir jedes 6 € (0,1)

[D(A%), D(AP)],, = D(AU-9at08),

Hierbei bezeichnet [-, -] den komplexen Interpolationsfunktor.

Satz 4.2. Fir0<6< 1,1 <p<oo, méeN gilt

[LP(R™), W™P(R™)], = H"(R™).

Es sei nun s > 0, s ¢ N. Weiter sei k := min{m € N|m > s} und ¢ := 7. Dann ist 0 < 0 < 1.
Aus Satz 4.1, Satz 4.2 und (4.3) folgt schlieBlich

D((=4)") = D((=8)")
= [D((=2)"), D((-A)")]
= [L*(R™), W?F2(R™)]
= H3"(R")
= H3"(R").

0

, (4.4)
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4.1: Wohlgestelltheit

Mit dem gerade Gezeigten ist

H =D((—A)"?) x D((-A)"/?) x H
= HJ(R™) x HJ"(R") x L*(R™).

In [DeRa06] wurde das Problem (4.1) ohne Inertialterm, das heifit, fiir den Fall v = p = 0, in
LP(R™), 1 < p < 00, bereits untersucht. Hier wurde neben der Wohlgestelltheit des zugehorigen
Cauchyproblems in Besselpotential-Réumen auch die Region 2/ := {(a, B)la<pB, B >2a— %}
charaktierisiert, in der die zugehorige Halbgruppe analytisch ist. Ebenfalls wurden scharfe po-
lynomielle Abklingraten fiir ||u(t,-), AY2u(t,-), 6(t, Mrawny, 2 < ¢ < oo, bewiesen, die wir
teilweise in Kapitel 2, Abschnitt 2.2.1, bereits vorgestellt haben.

Im ersten Abschnitt des Kapitels werden wir die eben vorgestellten Resultate iiber Besselpoten-
tial-Rdume nutzen, um die in Kapitel 2, Abschnitt 2.1 gezeigten Wohlgestelltheitsresultate fiir
das Problem (4.1) zu formulieren. Anschliefend werden wir in Abschnitt 4.2 Energieabschéitzun-
gen der Losung im Ganzraum sowie in Auflenrdumen beweisen. Dafiir werden wir die in Kapitel
2, Abschnitt 2.2 gezeigten Eigenwertentwicklungen verwenden, um damit in Unterabschnitt 4.2.1
polynomielle Abklingraten im Ganzraum herzuleiten. Dieselben Resultate werden wir anschlie-
Bend nutzen, um nach einer kurzen Einfithrung in die verallgemeinerte Fourier-Transformation
im Auflengebiet entsprechende polynomielle Abklingraten der Losung im Auflengebiet zu bewei-
sen.

4.1 Wohlgestelltheit

Die Wohlgestelltheit von (4.1) konnen wir nun direkt aus den in Kapitel 2, Abschnitt 2.1,
bewiesenen Wohlgestelltheitsresultaten folgern.
Analog zu Kapitel 2, Abschnitt 2.1, definieren wir nun fiir die Félle

1 Oéﬁlund Zafla

( ! 7

(2) a<iudp<a-1,

3) a>lundf>20—-1-1

(4) a>%und2a—1§5<2a_%_%

die Operatoren A;, i = 1,2, 3, 4.
Mit der in (4.4) gezeigten Charakterisierung der Definitionsbereiche erhalten wir
D(A) = {(u,0,0) € H|v e H})(R™), ue HS "(R"), 0 € HI"(RM)},
D(A2) = {(u,0,0) € H|v € H}(R"), u e Hy"" " *TP(r"), 60 € HIP(R™),
1 _1
LPLy? Au— LP° L2 A%0 € H" P(R™)}
_ n(mn 20(1-7/2) (pn m(B—a+3) mom
D(A3) = {(u,v,0) € H|v e HJ(R"), u € H, (R"), 0 € H, (R™),
_1
L3 A% — L3 AP0 € H, 7P (R}
ety l ot
D(A1) = {(u,v,0) € H |v e HIR™), ue H "> (®m) g e g (g,
Lﬂ—2a+%Au _ LB—2a+%Aa9 c H2277(2°"f37%*7/2) (Rn)7

1

L @A%y — [3—0AP9 € 177 (R},
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Zusammen mit Korollar 2.11 erhalten wir

Satz 4.3. Fir
(o, B,7) eW = {(04,6,7) €10,1] x [0,1] x (0,1] |a < L oder (a > 3 und B > 2a — 1)}

ist das Cauchyproblem

dU
E — .AzU,
U(0) = Uy,

fiir i = 1,2,3,4 in
H = HJ(R") x HJ?(R™) x L*(R™)

wohlgestellt.

Bemerkung 4.4.

(i) Entsprechend konnen wir auch die Resultate aus Kapitel 3 direkt auf das Anwendungsbei-
spiel (4.1) ibertragen.

(ii) Betrachten wir statt dem Ganzraum ein Gebiet Q@ mit glattem Rand und den Dirichlet
Laplace-Operator (—A) : H2(Q) N HY(Q) C L?(Q) — L*(Q) so kénnen alle in Kapitel 2,
Abschnitt 2.1, vorgestellten Wohlgestelltheitsresultate direkt iibertragen werden.
Allerdings ist die Bestimmung des Definitionsbereichs D((—A)®) fiir beliebige s > 0 und
somit die Charakterisierung des Hilbertraums H deutlich komplizierter und vom Gebiet
abhdingig. Fir natirliche Potenzen s € N erhalten wir eine Beschreibung des Definitions-
bereichs durch

D((-A)*) = {u € H*(Q) |ujpn = Aujpg = -+ (=A)* upq = 0}.

Fiir beliebige s > 0 erweist sich eine solche Charakterisierung jedoch als erheblich schwie-
riger und soll nicht Bestandteil dieser Arbeit sein.

4.2 Energieabschitzungen

Fiir einen nicht-negativen Operator A, der nicht strikt positiv ist, das heifit, es gilt 0 ¢ p(A),
wird im Allgemeinen keine exponentielle Stabilitdt erwartet. Dennoch kénnen polynomielle
Abschétzungen gezeigt werden. In diesem Abschnitt werden wir die in Satz 2.14 und Satz 2.24
bewiesenen Eigenwertentwicklungen nutzen, um L?-L'-Abschitzungen der Losung von (4.1) zu
zeigen und konkrete Abklingraten im Fall o« = § = % anzugeben. Zudem werden wir analoge
Resultate im darauf folgenden Unterabschnitt fiir ein entsprechend formuliertes Problem im Au-
Bengebiet wiedergeben.

Der in Ny, UN auftretende Regularitétsverlust wird sich dabei sowohl im Ganzraumfall als
auch im Auflengebiet in den Abschitzungen widerspiegeln.

Wir verwenden in diesem Kapitel die folgende Notation: Fiir k£ € Ny schreiben wir 8’; f fiir eine
beliebige Ableitung von f der Ordnung k, das heifit fir 0% f mit o € Nj und |a| = k, dabei ist

oo f = 0% ... .09 f.
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4.2: Energieabschatzungen

4.2.1 Energieabschitzungen im Ganzraum

Satz 4.5. (L'-L?-Abschitzung im Ganzraum)

Seien n > 0 und Q = R™. Des Weiteren seien u1, (1 4+ (—A)")ug, g € W*2(R™) N L' (R") fiir
ein s € N. Dann erfiillt die Losung von (4.1) die folgenden Abklingabschéitzungen:

Fiir v < % gilt

k_n
105 (14 (=) g, u, 0) || 2 < C(14)" 20 0| ((1 4 (=A) Yur, o, o) | 1

(4.5)
+Cem 95 (1 + (=) )ur, uo, 60) | 2,
und fiir v > % erhalten wir
k_n
105 (1 + (=A)™)u, u, 0)[| 2 < C(L+)" 20 (14 (=A)" )ur, uo, o) 1
. (4.6)
Qn(ﬂ) k+l1 _ANTY
+CA+0)™ 2 [0y (1 4 (=A)T )ur, uo, 0o)l 2,

fir t > 0und k£ € Ny, I € Ny mit 0 < k41 < s. Es bezeichnet C eine generische, positive
Konstante, die insbesondere nicht von ¢t und den Anfangsdaten abhéngt.

Beweis: Nach Korollar 2.26 erfiillt die Losung die punktweise Abschatzung im Fourierbild
(1 + €2 (t, ) + [at, €)1 + 10(t,€)|”
< Cem O (14 [¢Pr)[an () + o (€)* + Bo(©)I?)

[l €1 <1,
p(@_{\sr%“‘f”, o> 1.

wobei

Mit dem Satz von Plancherel folgt
105 ((1+ (=) )ug, u, 0)][72

= [ 1P (0 Pl OF +1at OF + it o) de
< [ 1ePrCem O (Lt IEPmlan(©)P + lao(©F + Ba() de
Rn

= [l (4 P OF + @) +160©) )
1€1<1

=1

b [ lePrCe O (Lt PP + lao(©F + ol de.
€>1

=15

Fiir f € L*(R™) gilt [f(&)| < || f|| 1 fiir alle ¢ € R™. Damit folgt fiir I; nach Satz F.1 (i)

L<C / 1€[2Fe =< g (1 + (=A™ )ur, u, b0)]|24
[€]<1

2k+n
2n H

<C(1+t) (14 (=2))us, g, 00)]|71 -
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Um I, abzuschéitzen unterscheiden wir zwei Fille:

Sei zunsichst v < 1, dann ist 2n(152) > 0. Damit erhalten wir

I, = / |§2k06_‘3|§|2n<122’y)t (
l€[>1

<ceet [ e (0 PO + o ©F + o)) de
l§/>1

< Ce™ 95 ((1 + (—=A)™)ur, ug, o) |22

(L+ EPMlan (€ + [ao €)1 + 1Bo(€) 1) de

Insgesamt erhalten wir damit

_ 2k4n
O ((L + (=A)ug, w, 0)[| 72 <CL+1)" 21 [[((1+ (=A)™)us, uo, 6o)I7
+Ce™ |9 (1 + (=A)7)u1, uo, o) 72-

Ziehen wir nun die Wurzel so folgt die behauptete Abschiitzung (i) unter Verwendung der Un-
gleichung v/a + b < v/a + /b fiir a,b > 0.

Seinun vy > %, das heifit es ist 277(%) < 0. Nach Satz F.1 (ii) folgt somit fiir I die Abschétzung

2n ﬂ R
- [ MW&ﬂK<2>%u+m%mmwﬁﬂmwﬁﬂ%@®dg
l§1>1

1—2~v
2n 5
<C sup If‘”e—cf|< >t/

geR¢|<1 l€1>1

€22 (1 + [P @ (©)F + [ao (@) + 18o(§)[) de

1—2~

<+ ) [P (@ i@ + @) + o)) d

~

1-2
— o1+ 0" T O+ (—A) Yy, o, 0) s

Wie im ersten Fall folgt damit die Behauptung durch Wurzelziehen.
O

Bemerkung 4.6. Nach Satz 2.21 liegt fir 3 > % ein Regularititsverlust vor, welcher fir 3 < %
verschwindet. Der Regularititsverlust wird dabei im letzten Term von (4.6) sichtbar, im Gegen-
satz zur Abschitzung ohne Regularititsverlust (4.5) bendtigen wir hier k + [ Ableitungen der
Anfangsdaten, um eine Abklingabschitzung fiir k Ableitungen der Lésung zum Zeitpunkt t zu
erhalten, wohingegen wir fiir | = 0 lediglich die Beschrinktheit der Lisung bekommen.

Es kénnen auch Abschétzungen fiir (—A)"/2y anstelle von u gezeigt werden. Betrachte dazu die
Fourier-Transformation von (4.1)

(1+ pX )it (£,) + Aau(t, &) — A*0(t,£) = 0,
0,(t,€) + N0(t, &) + X0 (t,€) =0,
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4.2: Energieabschatzungen

wobei A\ = |¢|?". Das System ist fiir Wy (t) := ((fA)”/Qu(t,)\),ut(t,)\),e(t,)\)) dquivalent zum
System erster Ordnung

p 0 =AY2 0
AL/2 A A
%W/\( ) THo 0 o | Walt) = AXW(1)

0 S A
Das charakteristische Polynom von Ay ist

R WP s

~ L It ! B, .2
Py\(w) :=det(w — A)) = w” + Nw +1+me+1+ﬂ)\'y'

Setzen wir hingegen, wie im Beweis von Satz 2.21, V)(t) := (a(t, \), @ (¢, A), o(t, A)) so erhalten
wir das System erster Ordnung

q 0 1 0
&V’\@) = 0 o | ) = A@).
0 x> )\

Fiir das charakteristische Polynom Py von A, gilt damit Py = Py.
Insgesamt erhalten wir damit

Korollar 4.7. Mit den Voraussetzungen aus Satz 4.5 sowie der zusidtzlichen Voraussetzung
(=A)" 2y € W2(R™)NLY(R™) erfiillt die Losung von (4.1) die folgenden L'-L?-Abschiitzungen:
Fir v < % gilt

k_n
OE((1 4 (=A) g, (=A)"u,0) || 2 <C(L+1)" 20 0 [|95((1+ (—=A)7 Jus, (—=A)"?ug, o) 11
+ Ce D ((1+ (=) )us, (~A)"?ug, 00)|| 2,

und fiir v > % erhalten wir
105 (1 + (=AY ug, (—2)"u,0)]] 2

k_n
< C+1) 20 W{OF((L+ (=A)™)ux, (—A)"ug, o) | 1
%
+C(1+1) () [OEF((L + (—=A)™)u, (—A)"?ug, 00) | 12

4.2.2 Energieabschidtzungen im Auflengebiet

Fiir n € N sei Q C R” ein AuBlengebiet, das heifit, das Komplement R™ \ €2 ist ein beschrinktes
Gebiet.

Wir bezeichnen mit Ay den Laplace-Operator (—A) mit Dirichlet-Randbedingungen und Defi-
nitionsbereich

D(Ag) = W22(Q) N W, ().

Der Operator Ay ist nicht-negativ und selbstadjungiert.
Es sei n > 0. Fiir A := (Ay)" schreibt sich (ATP) als

ug + pA uy + Adu — A0 =0,
0; + AP0 + Alu; = 0,
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mit Anfangsbedingungen
U(O) = Uup, ut(()) = ui, 0(0) = (90.

Um die in Kapitel 2, Abschnitt 2.2, gezeigten Resultate anwenden zu konnen, werden wir
zunéchst eine kurze Einfilhrung in die verallgemeinerte Fourier-Transformation im Auflenge-
biet geben. Eine vollstdndige Herleitung findet sich unter anderem in [Le86] und [Wi75].

Da  ein Auflengebiet ist, existiert ein ro > 0 mit R" \ @ C B(0,rg). Wir bezeichnen mit
F : L*(Q) — L*(R") die verallgemeinerte Fourier-Transformation, die sich in der Form

al€) = (Fu)(€) = /Q 0z Ou(z) da

darstellen lidsst. Dabei ist 1 eine sogenannte verallgemeinerte Eigenfunktion des Laplace-
Operators, die von der Gestalt

¢(.’E, g) - ](‘x’)ezxf + w/(l', é‘)

ist. Hierbei ist j € C*°(R) eine Abschneidefunktion, mit j > 0, j(r) = 0 fir r < ry und
jlr) = (2%)7% fiur » > rg + 1. Zusammen mit den nachstehenden Bedingungen wird v damit
eindeutig bestimmt:

VEER™: (1—j(]- NY'(-,€) € D(Ag),
VEER", VR > 0: (|- NY'(-,€) € WH*(QrR),
VEER™: (A + 6P (1 8) = —(A+ €G- De™),
wobei Qg := {z € Q||z| < R} fir R > 0 sowie

' (x, €)

. ’ . f(n;rl)
e —ilgle (2,6) = O(Ja| =5,

V(.6 =0 (e =)

fir x| — occ.
Dann ist F ein unitdrer Operator mit

F(p(D0)u) (&) = (€% (Fu)(©), (4.8)

wobei der Operator ¢(A() wie iiblich durch den Spektralsatz definiert ist.

Die verallgemeinerte Fourier-Transformation erfiillt somit alle Eigenschaften der Abbildung U
im Diagonalisierungssatz fiir selbstadjungierte, nicht-negative Operatoren.

Um nun Abschétzungen der Fourier-Transformierten zu zeigen, bendtigen wir Abschitzungen
der verallgemeinerten Eigenfunktionen . Dafiir wollen wir im restlichen Abschnitt zusétzlich
annehmen, dass das Komplement R" \ Q sternférmig ist.

Unter dieser Zusatzvoraussetzung konnte in [RaZh91] der folgende Satz bewiesen werden.

Satz 4.8. Es sei n € N mit n > 3. Dann existiert ein ¢ > 0 und ein m € N, welches nur von n
abhéngt, so dass fiir alle z € Q und fiir alle £ € R™ \ {0}

[(x, §)| < e(1+ €)™,
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4.2: Energieabschatzungen

Bemerkung 4.9. Auch fiir n = 2 konnten Satz 4.8 entsprechende Abschitzungen der verall-
gemeinerten Eigenfunktionen bewiesen werden. Genauer konnte in [Ru93] gezeigt werden, dass
fiir Ao > 0 beliebig, aber fest, ein ¢ = c(§2, Ao, j) existiert, so dass fir alle x € Q gilt:

(i) [z, €)| < (1 + | In(|€])>/2(1 + [¢]) fiir [€] < Xo.
(ii) |9z, &) < e(1+ [In(|€])) 21+ [€)Y? fiir [€] > Xo.

Wir beschrinken uns in dieser Arbeit jedoch trotzdem auf n > 3.

Damit kénnen wir fiir « = 8 = %, zusammen mit Satz 2.14 und Satz 2.24 die folgende Energie-

abschétzung beweisen.

Satz 4.10. (L!'-L2-Abschitzung im Auflengebiet)

Seien 7 > 0, n > 3, Q C R™ ein Auflengebiet mit sternférmigem Komplement. Zudem seien
ko € Nop und k£ € Ny so gewdhlt, dass kg = 2k, falls kg gerade ist, und kg = 2k — 1, falls kg
ungerade ist. Des Weiteren seien wug, (1 + AJ")u1, 80 € D(A§) N LY(Q) fiir ein s € Ny. Dann
erfiillt die Losung von (4.7) die folgenden Abklingabschitzungen:

Fir v < % gilt

k n
105 (1 + A Yur, w, 0) || 2 SC(L+1) "7 W |((1+ AG)ur, uo, o) 1
+ Ce™ | AT (1 + A )ur, uo, 60) | 2,

und fiir v > % erhalten wir

1080 (1 + A g, 0)][ g2 <C(1+4) "7 3 ]|((1 + AT Yy, ug, 60)| 1

l
—Tmy
+ C(l + t) 277( 2 ) ||Agk+l((1 + Ag'Y)ul’ Ug, 00)||L2a

fir £ > 0und £ > 0,71 > 0 mit 0 < 2k + [ < s. Es bezeichnet C' eine generische, positive
Konstante, die insbesondere nicht von ¢ und den Anfangsdaten abhéingt.

Beweis: Mit elliptischer Regularitit erhalten wir
1050 (1 + AT Yur, w, 0) [ 12 < [ AFF((L + AT )ue, u, 0)] 2.
Nach Satz 2.14 und Satz 2.24 gilt im Fourierbild die punktweise Abschitzung

(L €2 (e, O + la(t, €)2 + 101, €)1
< Cem O (14 [P () + o (&) + Bo(©)I?)

wobei

e, <1,
A= {|5|2”<1_22”), € > 1.
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Da F zudem eine unitéire Abbildung ist, fiir die (4.8) gilt, ist
95 (1+ A Y, w, )12
< [ (@ P OF + fate OF + 18 ) de
< [ lertee O (P ©F + ) + (@) dé

= [l (€ an©)F + aa(©F + o(€)) ot
|€1<1

:le

b [t O (W PR + a0 + o(e) ) .
l§1>1

=:1s

Weiter existiert nach Satz 4.8 ein ¢ > 0 und ein m € N, so dass fiir alle v € L?(2) N LY(Q)

(Fo)(©)] = \ [ gt as

< o1 + )™ /Q jo(a)] da

= c(1+ €)™ vllzr ()

fiir alle £ € R™\ {0} gilt. Damit folgt

= C/|s|<1(1 + LE)™ €[ e T A [1((1 4 AT Yus, o, 60)12

<O 2l g (1 + AT Yua, o, B0) 3
[€l<1

<C(+1t)

4k+n
|

(1 + Ag")ur, uo, 00|71,

wobel wir im letzten Schritt Satz F.1 (ii) verwendet haben.
Ist v < %, das heifit 277(%) > 0, so ergibt sich die Abschitzung von I3 analog zum Beweis von
Satz 4.5 durch

(1—27

b= [ e >t((1+!§’2m)!ﬁl(€)\2+\ﬁo(f)lzﬂéo(f)!Q) d
[€]>1

<ceet [ et (14 PN ©OP + fio©)F + o(O)) de
€1>1

< Ce | AFF((1+ AY)us, uo, o) |72
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Ist hingegen v > % so erhalten wir unter Verwendung von Satz F.1 (ii)
1-2
4k fc|§\2n< Q’Y)t 207V | 45 2 A 2 ) 2
= [ letce (1 + €PN )2 + lao(©)F + 1Bo(&)?) dg
>1

1-2
21 277( Z’Y)t
<C sup [¢[7 ek /

£eR™[¢|<1 [€1>1

€12 (1 + 2™ @ (€)1 + o (©) + 18 (€)[2) de

l
1—2v

<00 ) [P (4 P + i@ + Ho©F) de

o~

1—2
= o1+ 0" CZ) A+ ATy, w0, 00)] 2.

O

Genau wie in Abschnitt 4.2 erhélt man zudem eine Abschétzung fiir Ag/ Zu, was uns das folgende

Korollar liefert.

Korollar 4.11. Mit den Voraussetzungen aus Satz 4.10 sowie der zusétzlichen Voraussetzung
(=A)12ug € D(AF) N LY(Q) erfiillt die Losung die folgenden L'-L?-Abschiitzungen:
Fiir v < % gilt

_k_n
n

105 (1 + AT Yug, AV 20, 0)[[ 12 < C(1+ )0 20| AE((1 + A )ur, (Do) ug, 00)|
+ Ce Y AB((L + AT Yur, AY *uo, 60)]| 2.

und fiir v > % erhalten wir

185 (1 + (A0)™ g, (Do) ?u, 0) | 2
_k_n
20 | AG((L + (A0)™)ur, (Do) ?ug, o) 11
l

12\
O+ 02T ) AR (14 (Do) ), (Do) up, B)| 2.

<C(1+1)
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Kapitel 5

Regularitatsverlust und
exponentielle Stabilitat - Eine
Gegeniiberstellung

Wie wir bereits in Kapitel 2, Abschnitt 2.2, beobachten konnten, stimmt fiir (ATP) die Region
der exponentiellen Stabilitdt, unter den dort aufgefiithrten Zusatzvoraussetzungen an A, mit der
Region, in der die Glittungseigenschaft vorliegt iiberein. Uberdies fillt auch die Region ohne
exponentielle Stabilitdt mit der Region, in der ein Regularitdtsverlust vorliegt, zusammen. Auch
fiir einige weitere Gleichungen ist bekannt, dass sich das Fehlen von exponentieller Stabilitét
beim Ubergang vom beschrinkten Gebiet zum Ganzraumfall in einem Regularititsverlust wi-
derspiegelt. Ungliicklicherweise gibt es bisher noch keine allgemein gebriuchliche Definition des
Regularitatsverlustes im Rahmen der Halbgruppentheorie. Dadurch war es bisher nicht mdéglich,
den oben beschriebenen Effekt vom Ubergang vom beschrinkten Gebietes auf den Ganzraum
abstrakt zu charakterisieren oder allgemein zu beweisen. Eine wesentliche Schwierigkeit liegt da-
bei darin, die Begriffe auf ein gemeinsames abstraktes Level zu bringen. Im beschrankten Gebiet
kommt erschwerend hinzu, dass das asymptotische Verhalten der Halbgruppe im Allgemeinen
von der Wahl der Randbedingungen abhingt, wodurch nicht klar ist, welche Wahl an Randbe-
dingungen die Geeignete ist, um den dargelegten Effekt zu verifizieren.

Ein gingiges Hilfsmittel, um die exponentielle Stabilitdt einer Halbgruppe auf einem Hilbert-
raum nachzuweisen, ist der Satz von Gearhart-Priiss, welcher besagt, dass eine Halbgruppe
genau dann exponentiell stabil ist, wenn die imaginére Achse in der Resolventenmenge des Ge-
nerators und die Resolventenabbildung dort gleichméfig beschrinkt ist. Auch die Zuhilfenahme
von Multiplikatormethoden ist in diesem Zusammenhang ein beliebtes Werkzeug. Im Gegen-
satz dazu wird im Ganzraumfall h&ufig die Fourier-Transformation verwendet, um wiederum
mit Hilfe von Multiplikatormethoden punktweise Abschétzungen der Losung im Fourierraum zu
zeigen. Deren Optimalitdt im Bezug auf das asymptotische Verhalten der exponentiellen Rate
wird meist mittels einer Eigenwertentwicklung der zur gewohnlichen Differentialgleichung im
Fourierbild gehorigen Eigenwerte bewiesen.

In diesem Kapitel wollen wir das oben beschriebene Phéinomen anhand von drei Gleichungen dis-
kutieren, indem wir Resultate aus verschiedenen Arbeiten wiedergeben, bei denen dieser Effekt

beobachtet werden kann und kurz darauf eingehen, wie die entsprechenden Ergebnisse erzielt
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werden. Dabei werden wir im Fall eines beschrankten Gebietes nur auf ausgewéhlte Arbeiten
genauer eingehen, da durch die Vielzahl an moglichen Randbedingungen eine vollsténdige Auf-
listung aller Resultate den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde.

5.1 Thermoelastische Plattengleichungen

Die linearen thermoelastischen Plattengleichungen nach Kirchhoff und Love sind durch das Sys-
tem von Differentialgleichungen

Ut + A2y — uAutt + A0 =0, in [0, OO) x R",
(TEP) 0; + divg — Auy = 0, %n [0,00) x R™,
¢t +q+ Vo =0, in [0,00) x R™,

U(O, ) = Up, ut(07 ) = uz, 0(07 ) - 007 q(07 ) = qo, in Rn7

fir Parameter 7, u > 0 gegeben.

Die Gleichung ergibt sich dabei gerade als Kopplung einer Plattengleichung mit einem Warme-
leitungssystem. Die zugrundeliegende Plattengleichung, welche auch als Kirchhoffsche Platten-
gleichung bekannt ist, beruht auf einer von Bernoulli getroffenen Hypothese fiir elastische Stébe,
welche spéter von Kirchhoff aufgegriffen und auf Platten iibertragen wurde, vergleiche [Ki50],
Abschnitt 2. Diese Hypothese diente Love als Grundlage, um das Modell der Plattengleichung
nach Kirchhoff-Love aufzustellen, welches Spannungs- und Verformungszusténde diinner Platten
beschreibt, siehe [Lo88|. Eine detaillierte Herleitung der Gleichung mit Triagheitsterm (p > 0)
und ohne (x = 0) findet sich zum Beispiel in [LaLi88]. Auch die Wahl der in (TEP) auftretenden
Kopplungsterme kann der Arbeit von Langnese und Lions entnommen werden.

Der Wirmefluss kann dabei unter anderem mit dem Fourierschen Wirmeleitungsgesetz (7 = 0)

qg=—rV0 (5.2)

modelliert werden, wobei x der Wéirmeleitfihigkeit entspricht. In (TEP) wurde dabei ohne
Einschrinkung x = 1 angenommen. Auch wenn sich das Fouriersche Warmeleitungsgesetz als
addquates Modell erwiesen hat, fiihrt es zum Beispiel zum physikalischen Paradoxon der unend-
lichen Ausbreitungsgeschwindigkeit. Dieser unerwiinschte Effekt konnte beispielsweise von Cat-
taneo durch Einfiigen eines kleinen Relaxionsparameters 7 > 0 behoben werden, siehe [Ca58].
Anstelle von (5.2) erhalten wir dann das Wérmeleitungsgesetz von Cattaneo

Tq +q = —kV0. (5.3)

Im Ganzraumfall wurde in [RaUel7] das asymptotische Verhalten von Losungen zur linearen
thermoelastischen Plattengleichungen (TEP) fiir allgemeine Parameter p > 0 und 0 < 7 <1
studiert.

Es wurde neben punktweisen Abschéitzungen der zugehorigen Energie im Fourierraum, die in al-
len Fillen mit Hilfe von Multiplikatormethoden gezeigt wurden, auch L'-L?-Abschitzungen der
Losung bewiesen, in denen sich fiir 7 > 0 und p = 0 das Auftreten eines Regularititsverlustes
ablesen lasst. Durch Entwicklung der Nullstellen des zugehotrigen charakteristischen Polynoms
wurde zudem in allen Fillen die Optimalitdt der punktweisen Abschéitzung der Losung im Fou-
rierbild im Bezug auf das asymptotische Verhalten der exponentiellen Rate bewiesen. All diese
Resultate werden wir nun fiir die verschiedenen Félle der Parameter 7 und p wiedergeben.
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Fiir das Cauchyproblem mit Fourierschem Wiérmeleitungsgesetz (7 = 0), ohne zusétzlichen
Trégheitsterm (p = 0), also

utt—i-AQu—i-AH:O,
Ht—AG—Autzo

mit Anfangsdaten
u(0,z) = up(x), w(0,2) =wui(x), 6(0,z)=06y(x), ze€R", (5.5)

wurden die folgenden Sétze bewiesen.

Satz 5.1. (Punktweise Abschéitzung im Fourierraum)
Die Fourier-Transformierte (1, 6) der Losung (u,#) des Cauchyproblems (5.4), (5.5) geniigt der
punktweisen Abschéitzung

. N - 13 _ 1 . N 5
a(t, O + IgPla(t, O + 10(t, O < e~ 5O (Jar () + 6Plao() + 1Bo(6)I?)
fiir alle t > 0 und fiir alle £ € R™. Dabei ist p1(£) = [£]2.
Damit lidsst sich das folgende polynomielle Abklingen zeigen.

Satz 5.2. (Abklingraten)
Seien ui, Aug, 0y € L'(R™). Dann erfiillt die Losung (u,6) des Cauchyproblems das folgende
polynomielle Abklingen

0% (e, A, 0) (D)2 < CH= 35| (ur, Aug, 0) [ 11,

fir ¢ > 0 und & > 0. Hier bezeichnet C eine positive Konstante, die unabhéngig von den
Anfangsdaten ist.

Bemerkung 5.3. Falls wir fir die Anfangsdaten zusdtzlich uy, Aug, 0y € L'(R™) N W2 (R")
fiir ein s € N voraussetzen, erhalten wir fir die Lésung von (5.4) auflerdem

105 (s A, 0) (D)2 < C(1L+ ) 7575 | (un, Aug, 00) [ 11 + Ce™ 105 (ur, Au, ) [ 12

firt>0und0 < k < s. Dabei bezeichnet C' wieder eine positive Konstante, die unabhdngig von
t und den Anfangsdaten ist.

Fiir das Problem mit zusétzlichem Trégheitsterm (u > 0), das heifit fiir das System

Ut + AQU - uAutt + Af = 0,

(5.6)
Ht—AH—A’U,t:O,

entsprechen die in [RaUel7] gezeigten Resultate gerade der in Korollar 2.26 bewiesenen punkt-
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weisen Abschétzung der Energie im Fourierbild fiir v = % und n = 2 sowie der in Korollar 4.7
gezeigten L'-L2-Abschétzung.

Betrachten wir nun das System mit dem Wérmeleitungsgesetz von Cattaneo (7 > 0) mit
Trégheitsterm (p > 0)

Ut + A%y — uAuy + A0 =0,
0; + divg — Auy =0, (57)
Tt +q+VO=0
und Anfangsbedingungen
u(O,x) = U0($), ut(()?x) = ul(x)v 9(0,$) = 90(£)7 q(07x) = QO(x)a r € R", (58)

so konnten analoge Abschitzungen bewiesen werden:

Satz 5.4. (Punktweise Abschéitzung im Fourierraum)
Die Fourier-Transformierte (4,0, ) der Losung (u, 6, q) des Cauchyproblems (5.7) mit Anfangs-
daten (5.8) geniigt der punktweisen Abschitzung im Fourierbild

(1+ ple)lae(t, O + (€2 a(t, ) + 18(t, €)1 + 712, €)|
< Cem O (|ay (O + [§PlaoF + o(8)* + rlao()I?)

fur alle t > 0, £ € R", wobei

E2(Lrplel?)
_ ) mmemareen: AL
TR p=t

Dabei sind C' und ¢ positive Konstanten, die nicht von ¢, 7, 1 und den Anfangsdaten abhéngen.
Die Konstanten sind explizit gegeben durch

Weiter konnte damit die folgende L2-L'-Abschitzungen bewiesen werden.
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Satz 5.5. (Abklingraten)
Es seien uy, Auy, Aug, 0o, g0 € L*(R™")NW2(R™) fiir ein s € Ny. Dann erfiillt die Losung (u, 6, q)
von (5.7) die Abklingabschéitzungen

n_k
108 (ws, pAug, A, 0,7q) ()] 2 <C(1+ )17 2 ||(ur, pAuy, Aug, 8o, q0) | 11
+ Ce |9 (uy, pAus Aug, 00, q0) || 12 p<1

und

n__k
Ha];(u/t, /,LA'LLt, AU, 977—Q)<t)”L2 S C(l + ﬁ)iziiu(ul?p’Auly A'LLO,HO,T(]O)HLl
et
+Ce n HBI;(ul,pAulAuo,Ho,Tq0)||L2, w>1,

firt>0und 0 <k <s.
Hierbei bezeichnen C und ¢ positive Konstanten, die unabhéngig von 7, 4 und den Anfangsdaten
sind.

Fiir das System (5.7) ohne Inertialterm (x = 0) wurden die folgenden Sitze bewiesen.

Satz 5.6. (Punktweise Abschitzung im Fourierraum)
Die Fourier-Transformierte (4,6, §) der Losung (u, 6, ¢) des Cauchyproblems (5.7) erfiillt fiir alle
t > 0 und £ € R” die punktweise Abschitzung

[ (8, )7 + €17a(t, €)1 + 16(8, &) + rla(t, €)1

s%ﬁaﬁw@%mm®F+mm%@W+WN8P+ﬂ%@W)

wobei (&) := [€]%/(1 + 7[&[*)%.

Satz 5.7. (Abklingabschitzung)
Es seien u1, Aug, 0o, g0 € L' (R™)NW*2(R") fiir ein s € Np. Dann erfiillt die Losung (u, 6, ¢) von
(5.7) fiir u = 0 die Abklingabschétzung

n

k
1108 (ue, Au, 0, v/7q) (1) || 2 <C(1+ )" 12| (u1, Aug, 0, 7q0) || 1
+ C(1+1)72 |05+ (ur, Aug, 00, vTa0) | 12,

firt >0und £ > 0,1 > 0mit 0 < k41 < s. Es bezeichnet C eine generische, positive Konstante,
die insbesondere nicht von ¢t und den Anfangsdaten abhingt.

Bemerkung 5.8. Im Gegensatz zu den in Satz 5.1, Satz 5.2, Satz 5.4 und Satz 5.5 vorgestellten
Abschitzungen, kann in Satz 5.6 und Satz 5.7 ein Regularitdtsverlust beobachtet werden. Dieser
zeigt sich zum einen in der L'-L?-Abschitzung, da eine hohere Regularitit an die Anfangsdaten
vorausgesetzt werden muss, um ein Abklingen der Lisung sicherzustellen und zum anderen im
asymptotischen Verhalten von n bzw. der zum System erster Ordnung im Fourierbild gehorigen
Eigenwerte fiir |§| — co. Ebenso kann in den punktweisen Abschitzungen von Satz 5.1 und Satz
5.4 direkt abgelesen werden, dass hier die Glittungseigenschaft vorliegt, da p1 € O(|€|?) und
p2 € O(1) fir || — oo gelten.
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Vor allem in beschréinkten Gebieten wurden thermoelastische Plattengleichungen schon vielfach
untersucht:

Im Fall der linearen thermoelastischen Plattengleichung ohne zusétzlichen Trégheitsterm (p = 0)
konnte unter anderem gezeigt werden, dass das zugehorige Anfangs-Randwert-Problem fiir eine
Vielzahl an verschiedenen Randbedingungen im Fall des Fourierschen Wéarmeleitungsgesetzes
(7 = 0) typischerweise exponentielle Stabilitéit aufweist, wihrend diese Eigenschaft beim Uber-
gang zum Gesetz von Cattaneo verloren geht. Fiir die Randbedingungen

u=Au=60=0

wurde im Fall 7 = p = 0 in [MuRa95] die exponentielle Stabilitdt durch Anwenden des in Kapi-
tel 2, Abschnitt 2.2, vorgestellten Diagonalisierungssatzes und Multiplikatormethoden bewiesen,
wohingegen fiir 7 > 0, © = 0 in [QuRa08] und [QuRall] das Spektrum des Generators A der
zugehorigen Halbgruppe charakterisiert wurde und gezeigt wurde, dass fiir die Spektralschranke
des Generators s(A) = 0 gilt, woraus gefolgert werden kann, dass die zugehorige Halbgruppe
nicht exponentiell stabil ist. Im Fall i > 0 erhalten wir hingegen in beiden Féllen, 7 = 0 und
7 > 0, exponentielle Stabilitét, was fir 7 > 0 in [FeMul2] im zweidimensionalen Fall durch
Anwendung des Satzes von Gerhardt-Priiss gezeigt wurde und fiir 7 = 0 in [MRSV20] mit Hilfe
von Multiplikatormethoden bewiesen wurde. All diese Félle wurden zudem in [MRSV20] zu-
sammengefasst, wobei in allen Fillen die Abklingrate explizit in Abhéngigkeit der wesentlichen
Parameter (Delay 7 > 0, Tragheitskonstante p > 0) angegeben wurde. Die exponentielle Sta-
bilitdt wurde hier in allen Féllen unter Zuhilfenahme von Energie- und Multiplikatormethoden
bewiesen. Zusétzlich dazu wurden die singuldren Grenzwerte 7 — 0 und g — 0 untersucht, um
die jeweilige Relevanz der Parameter fiir das Auftreten und Fehlen der exponentiellen Stabilitét
in den verschiedenen Modellen zu verstehen.

5.2 Timoshenko Systeme

Timoshenko Systeme erkldren als Teil der Balkentheorie das Verhalten von Schwingungen sowie
von Biegungen elastischer Tréager. Bei der Modellierung dieses Systems sind die Scherkraft und
das Biegemoment die entscheidenden Krifte.

Die einfachste Form eines Timoshenko Systems, das sogenannte klassische konservative Timos-
henko System, ergibt sich gerade durch Kopplung zweier Wellengleichungen

P11 — k(0e + 1)z =0,
ptht - b¢xx + k(SDx + ¢) = 07

dabei sind pi1,p2,k und b positive Konstanten. Die Unbekannten ¢ und % sind von
(t,x) € (0,00) x (0, L) abhéngige Funktionen, die die Querverschiebung des Balkens sowie den
Rotationswinkel beschreiben.

Fiir eine ausfiihrliche Einfithrung in die Modellierung von Timoshenko Systemen wollen wir auf
[ACJRA20] sowie [Mal2] verweisen.

Als rein hyperbolisches System ist das System konservativ, damit wird die Energie erhalten.

In [S099] wurde erstmals gezeigt, dass das System mit zusétzlicher Reibungsddmpfung (d > 0)

prpu — k(pz + 1)z =0,

5.9
Pt — bibes + k(e + ) + dipy = 0 (5.9)
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mit Anfangsbedingungen

90(07 ) = 0, Sot(ov ) = ¥1, ¢(07 ) = o, ¢t(07 ) =1

sowie Dirichlet-Randbedingungen

@(t,0) = @(t, L) = (t,0) = ¢(t,L) =0 (5.10)
fir t > 0, genau dann exponentiell stabil ist, wenn

pPL_ P2

E b’
das heiflt, genau dann, wenn die Wellengeschwindigkeiten gleich sind.
Dasselbe Ergebnis konnte ebenfalls in [MuRa03] durch einen alternativen Beweis gezeigt werden.
Die exponentielle Stabilitat unter der Zusatzvoraussetzung (5.11) wurde hier mit Hilfe des Satzes
von Gerhardt-Priiss bewiesen. Im Fall £- # £2 wird ebenfalls der Satz von Gerhardt-Priiss ver-
wendet, da dieser neben einer hinreichenden auch eine notwendige Bedingung fiir die exponentiel-
le Stabilitét der Halbgruppe liefert. Genauer werden Folgen (A, )nen C R, (Vy,)nen € D(A) sowie
(Fn)nen C H konstruiert, so dass (i\, — A)V,, = F,, beschrinkt bleibt, aber nh_)rgo Vil = oo,
wobei A den Generator der Halbgruppe und H den zugrundeliegenden Hilbertraum bezeichnen.
Hieraus folgt nun, dass keine exponentielle Stabilitéit vorliegt.

(5.11)

Fiir das zugehérige Cauchyproblem konnten in [I[dHaKa08] L2-L!-Abklingabschiitzungen und
punktweise Abschétzungen im Fourierraum gezeigt werden, in denen sich das Auftreten eines
Regularitétsverlustes im Fall £ # £2 sowie das der Gldttungseigenschaft im Fall £ = £2 wider-
spiegeln. Dazu wird das System mit U := (¢ — ¥, ¢, 5, 1¢) zundchst auf ein hyperbolisches

System erster Ordnung der Form

U+ AU, + LU =0,

5.12
U(O,ZE) = Uo(CC), ( )
transformiert, was nach Anwenden der Fourier-Transformation in das System
U, +i€AU + LU = 0,
et (5.13)

0(0,¢) = Uo(¢)
iibergeht. Mit Multiplikatormethoden konnte dann die folgende punktweise Abschéitzung im

Fourierraum bewiesen werden

Satz 5.9. Die Losung von (5.13) erfiillt fiir alle ¢ > 0 und £ € R die folgenden punktweisen
Abschétzungen:
Falls 8 = £2, so gilt

U (t,6)] < Ce O Ty(8)],
und falls - # £2, so gilt
U (t,6)] < Cem 21Ty (&),

wobei 71 (€) 1= €2/(1 + €2) und n2(€) := €2/(1 + £2)? und C, ¢ positive Konstanten bezeichnen.
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Wie iiblich lassen sich damit L?-L'- Abklingabschitzungen beweisen.

Satz 5.10. Es sei Uy € LY(R) N W*2(R) fiir ein s € N. Dann erfiillt die Losung von (5.12) die
folgenden Abklingabschitzungen:
Falls £ = £2, gilt

1 k
03U @)ll2 < C(L+)" 27 2||Uol 2 + Ce™ (|03 T 2

und falls L 2 £2. gilt

. 1k
10U @)z < C(L+1)" 172

—L ok
100l + C(1+1)"2[|0; Vol 2,
firt >0, k,l € Ngmit 0 < k+1 < s. Dabei bezeichnen C' und ¢ generische, positive Konstanten,
die nicht von ¢ und den Anfangsdaten abhéngen.

Zusétzlich zu den punktweisen Abschitzungen im Fourierraum und den damit einhergehenden
Abklingabschétzungen wurde in [I[dHaKa08] durch asymptotische Entwicklung der Nullstellen
des zugehorigen charakteristischen Polynoms die Optimalitéit der punktweisen Abschitzung im
Fourierraum im Bezug auf das asymptotische Verhalten der exponentiellen Rate bewiesen. Das
Auftreten bzw. Fehlen des Regularitatsverlustes zeigt sich auch hier im asymptotischen Verhalten
von 1y bzw. s fiir £ — oo, da 7y € O(1) fiir £ — oo, falls 8 = £2 und 7y € O(£72) fiir £ — oo,
falls £ # 52,

5.3 Thermoelastizitatsgleichungen

Durch die Thermoelastizitéitsgleichungen wird das Verhalten eines elastischen, wirmeleitenden
Korpers beschrieben. Die klassischen linearisierten Thermoelastizitéitsgleichungen erhélt man da-
bei gerade als Kopplung der hyperbolischen Elastizitétsgleichung mit der parabolischen Wéarme-
leitungsgleichung, welche sich durch Einbeziehen des Fourierschen Warmeleitungsgesetz ergibt.
Im einfachsten Fall eines homogenen, isotropen Mediums lauten die Gleichungen in zwei oder
drei Raumdimensionen

ug — ((2u + N VV' — uV x Vx)u + V0 =0,

~ s (5.14)
80, — KAO + 7V uy = 0,

ohne die Beriicksichtigung einer Kraft oder Wérmezufuhr auf der rechten Seite. Mit V wird
hier der Gradient bezeichnet und mit V' der Divergenz-Operator. Dabei sind p, \,7,0 und &
Konstanten. p, A sind die sogenannten Lamé-Konstanten mit

w>0, 2u+nA>0

und 6,k > 0, 5 # 0.

Die Unbekannten zur Beschreibung des elastischen und thermischen Verhaltens eines Korpers
sind die Verschiebung u = u(t, z) := X (t,x) — x, wobei X (¢, x) die Position des Referenzpunktes
x zur Zeit t bezeichnet, und die Temperaturdifferenz 0 = 6(t,x) := T(t,z) — Ty, wobei T
die absolute Temperatur bezeichnet und Ty eine gewihlte feste Referenztemperatur ist. Eine
Verformung des Mediums geht mit einer Temperaturdnderung einher, die durch Kopplung der
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Wiérmeleitung und Elastizitdt modelliert wird. Eine ausfiihrliche Herleitung der Gleichungen
kann unter anderem [JiRa00] oder [Ra09] entnommen werden.

In einer Raumdimension reduzieren sich die Gleichungen im homogenen (und notwendigerweise
isotropen) Fall auf

Ut — QUgy + YO, = 0,

- ~ (5.15)

00y — KBy + Yuy = 0.
Wie schon im Fall der thermoelastischen Plattengleichung fithrt das Fouriersche Warmeleitungs-
gesetz auch hier zum physikalischen Paradoxon der unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit.
Um diesen Modellierungsfehler zu beheben, wurden verschiedene Modelle einer hyperbolischen
Wairmeleitung entwickelt, darunter auch das bereits beschriebene Gesetz von Cattaneo. Mit die-
sem ergibt sich fiir ein homogenes, isotropes Medium in zwei oder drei Raumdimensionen die
Thermoelastizitidtsgleichungen mit ,,second sound®“ durch

pug — pAu — (pp+ NVV'u + V0 = 0,
60; + V' + q6V'u; = 0, (5.16)
T0qt + q + kVO = 0.

Die Parameter p, 3,7, 9, 670 und r sind wieder positive Konstanten mit 21+ nA > 0. In einer
Raumdimension vereinfachen sich diese Gleichungen zu

Ut — AUgy — 0O, = 0,
0: + cqp + dugg = 0, (5.17)
Tq +q+ kb = 0.

Dabei sind auch hier a, b, ¢, d, 7, k positive Konstanten, die das zugrundeliegende, homogene Me-
dium beschreiben.

In [Ra09] wurde das quantitative Verhalten beider Modelle sowohl in einer Raumdimension
als auch in zwei und drei Raumdimensionen untersucht. Dabei wurden neben den zugehorigen
Cauchyprobleme auch Anfangs-Randwert-Probleme analysiert.

Wir betrachten zunéchst das Anfangs-Randwert-Problem der klassischen Thermoelastizitatsglei-
chungen in einer Raumdimension, wobei wir uns im gesamten Abschnitt erneut auf Dirichlet-
Randbedingungen beschrénken werden. Dazu sei 2 = (0,1) oder © = (0,00). Versehen wir das
eindimensionale Problem mit zusétzlichen Anfangsbedingungen

w(0,z) = ug(x), u(0,2) = uy(x), 0(0,2) = by(x) in Q,

sowie Dirichlet-Randbedingungen
u =60 =0 auf 09,

so konnte in [Ra09] mit Hilfe von Multiplikatormethoden die exponentielle Stabilitéit gezeigt
werden.

In zwei oder drei Raumdimensionen kann hingegen selbst im einfachsten Fall (5.14) mit Dirichlet-
Randbedingungen im Allgemeinen keine exponentielle Stabilitdt mehr erwartet werden, was un-
ter Anderem in [JiRa00] untersucht wird. Hier wird gezeigt, dass der Generator der zugehorigen
Halbgruppe rein imaginére Eigenwerte haben kann. Um die exponentielle Stabilitédt sicherzu-
stellen, miissen zusétzliche Voraussetzungen angenommen werden. In [Ra09] wurde fiir Gebiete
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mit Lipschitz-Rand bewiesen, dass die Losung (u, ) exponentiell gegen Null konvergiert, falls
die Rotationsfreiheit von w, d.h. rotu = V x u = 0, vorausgesetzt wird.

Fiir die korrespondierenden Cauchyprobleme konnten in [Ra09] punktweise Abschétzungen der
Losung im Fourierbild gezeigt werden, mit denen L2-LP-Abklingabschitzungen fiir p € [1,2]
gefolgert werden konnten:

In einer Raumdimension werden die klassischen Thermoelastizititsgleichungen (5.15) dazu auf
ein symmetrisches System erster Ordnung der Form

Vi + AV, — BVyp =0 (5.18)

mit V := (yaug, ut, 0) transformiert. Mit Hilfe von Multiplikatormethoden konnte dann die
folgende punktweise Abschétzungen der Losung im Fourierbild bewiesen werden.

Satz 5.11. Es existieren Konstanten C,C1 > 0, so dass die Fourier-Transformierte
V = (Valy, 0,0) der Losung des Cauchyproblems (5.18) der folgenden punktweisen
Abschétzung geniigt.

V(2,6 < Cem @IV (0,¢)* fiir (¢,€) € RT xR,
wobei p(r) :=r2/(1 +r?).

Damit lassen sich dann wie iiblich L?-LP-Abklingabschéitzungen beweisen.

Satz 5.12. Es seien [,k € Ng mit k¥ <[ und p € [1,2]. Weiter sei Vp € WH2(R) N LP(R). Dann
existiert ein C' > 0, so dass die Losung von (5.18) die Abklingabschétzung

0LV ()13 < Cle= 0LV (0)I3 + (1 + )~ TR oz v (0) 3}

erfiillt, wobei n = % — i und Cj wie in Satz 5.11.

Im zwei- und dreidimensionalen Fall wird w zunéchst in einen rotationsfreien Anteil ¥?° und
einen divergenzfreien Anteil v durch u = uP’ + u*° aufgeteilt. Dies liefert uns die Zerlegung
von (5.14) in die zwei Systeme
uly —aVV'uP’ +3V0 =0,
00; — KAD + AV'u° =0, (5.19)
uP?(0) = (uo)", u”(0) = (u1)™, 6(0) = o

und

uyy — pAu®® =0

u??(0) = (u0)™; u®(0) = (u1)”

Das asymptotische Verhalten von Losungen zur Wellengleichung und damit von »*° ist wohlbe-
kannt, siehe zum Beispiel [Ral5]. Es liegt kein Regularitéitsverlust vor. Um das asymptotische
Verhalten von u”° zu bestimmen, geht man fiir das System (5.19) wie im eindimensionalen
Fall vor und zeigt unter Zuhilfenahme von Multiplikatormethoden nach Transformation auf ein
symmetrisches System die Abschitzung

IV (t, &) < Ce UtV (0,6))? fiir (¢,¢) € RY x R”,
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wobei wieder p(r) := r2/(1 + r?) und C,C; positive Konstanten sind. Auch hier konnten mit
Hilfe der punktweisen Abschitzungen im Fourierbild Satz 5.12 entsprechende L2-LP-Abklingab-
schétzungen bewiesen werden.

Da sowohl im eindimensionalen Fall als auch im mehrdimensionalen Fall p € ©(1) fiir r — oo,
zeigt sich sowohl in Satz 5.11, als auch in der letzten punktweisen Abschéitzung, dass das System
die Glattungseigenschaft hat und kein Regularitédtsverlust vorliegt. Dies spiegelt sich ebenfalls
in den Normabschétzungen von Satz 5.12 wider.

Auch fiir das System mit ,,second sound“ konnte mit Hilfe von Multiplikatormethoden im ein-
dimensionalen Fall fiir Q = (0, L) die exponentielle Stabilitéit bewiesen werden, falls das System
mit Dirichlet-Randbedingungen

u(t,0) = u(t, L) = 0(t,0) = 0(t,L) = 0

ausgestattet wird, siehe [Ra09]. Anders als bei den thermoelastischen Plattengleichungen oder
auch bei anderen verwandten hyperbolisch-parabolischen und hyperbolisch-hyperbolischen Pro-
blemen, wie Systemen vom Timoshenko-Typ, fiihrt der Ubergang vom Fourierschen Wirmelei-
tungsgesetz zum Cattaneoschen Wirmeleitungsgesetz also nicht zum Verlust der exponentiellen
Stabilitét.

Die gleiche Beobachtung kann auch fiir das zwei- und dreidimensionale Problem (5.16) auf einem
Gebiet  C R™ mit n = 2,3 mit glattem Rand und Dirichlet-Randbedingungen

u(t,-) =0, 0(t,-) =0 auf OQ

gemacht werden. Allerdings miissen wie im Fall der klassischen Thermoelastizitéit zusétzliche
Voraussetzungen angenommen werden:
Neben der Rotationsfreiheit von u, muss zudem die Zusatzvoraussetzungen

rotg =0, in [0,00) x Q,
vxqg=0, in[0,00)x 9N

an ¢ vorausgesetzt werden, um die exponentielle Stabilitdt zu sichern, die in [Ra09] mit Hilfe
von Multiplikatormethoden gezeigt wurde.

Um Abschétzungen der zugehorigen Cauchyprobleme zu zeigen, geht man genau wie im Fall der
klassischen Thermoelastizitéit vor und kann auch hier punktweise Abschitzungen der Losung im
Fourierbild beweisen, die zeigen, dass das System die Glattungseigenschaft hat.
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Anhang A

Niitzliches iiber Halbgruppen

Wir fassen in diesem Kapitel einige Begriffe und wohlbekannte Resultate der Halbgruppentheo-
rie zusammen.

Im Weiteren sei X ein Banachraum und X’ sei der zugehorige Dualraum. Es bezeichne (z/, x)
die Auswertung von 2’ in . Mit || - || bezeichnen wir die Norm auf X.

Fiir 2 € X definieren wir F(z) € X’ durch F(z) := {2’ € X' | (z/,2) = ||z||*> = ||2/||*}. Dabei
ist F'(x) # () nach dem Satz von Hahn-Banach.

Im Folgenden betrachten wir das abstrakte Cauchyproblem in X

{ Byu(t) — Au(t) = 0, (t>0) (A.1)

u(-) nehme dabei Werte in X an. A sei ein linearer, abgeschlossener Operator mit
A:D(A) C X — X und der Anfangswert ug € X sei gegeben.

Definition A.1. Das Cauchyproblem (A.1) heifit (klassisch) wohlgestellt, falls

(i) fiir alle ug € D(A) eine eindeutige klassische Losung u € C1([0,00), X) von (A.1) mit
u(t) € D(A) fiir t > 0 existiert.

(ii) wu stetig von den Daten abhingt, das heifit,

Yug € D(A)VT > 03C > 0Y0 < t < T : |lu(t)]| < Cluol-

Satz A.2. Das Cauchyproblem (A.1) ist wohlgestellt genau dann, wenn A eine Cyp-Halbgruppe
auf X erzeugt.

Beweis: Fiir einen Beweis siehe [EnNa00] Kapitel II, Korollar 6.9.
O

Definition A.3. Ein linearer Operator A : D(A) € X — X heifit dissipativ genau dann,
wenn fiir alle z € X ein 2/ € F(z) mit Re(a’, Az) < 0 existiert.
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Falls wir zusétzlich annehmen, dass X ein Hilbertraum ist, ist F'(x) nach dem Rieszschen Dar-
stellungssatz fiir Hilbertraume eine einelemetige Menge und es gilt

A ist dissipativ < Re(z, Az) < 0 fiir alle x € D(A).

Satz A.4. (Lumer-Phillips)
Sei X ein Banachraum und A : D(A) C X — X ein linearer, abgeschlossener Operator. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist dissipativ und dicht definiert und es existiert ein A > 0 so, dass R(A] — A) = X gilt.

(ii) A ist der Erzeuger einer Cy-Kontraktionshalbgruppe auf X.

Beweis: Ein Beweis des Satzes findet sich in [Pa83] in Kapitel 1, Satz 4.3.

Als eine Folgerung des Satzes von Lumer-Phillips erhalten wir

Korollar A.5. Sei A ein linearer, abgeschlossener und dicht definierter Operator und A* be-
zeichne den zu A adjungierten Operator.
Falls A und A* dissipativ sind, erzeugt A eine Cy-Kontraktionshalbgruppe auf X.

Beweis: Fiir einen Beweis siche [Pa83] Kapitel 1, Korollar 4.4.

Im Folgenden geben wir noch zwei Stérungssadtze wieder.

Satz A.6. Sei X ein Banachraum und A : D(A) C X — X der Erzeuger einer Cyp-Halbgruppe
(T(t))e>0 auf X, die || T'(t)|| < Me*! fiir ein w € R erfiille. Falls B € L(X), ist A+ B der Erzeuger
einer Co-Halbgruppe (S(t))¢>0 auf X mit ||S(¢)| < Me@+MIBIE

Beweis: Fiir einen Beweis siehe [Pa83] Kapitel 3, Theorem 1.1.
O

Satz A.7. Sei X ein Banachraum und A : D(A) C X — X der Erzeuger einer Cy-Kontraktions-
halbgruppe. Weiter sei B : D(B) C X — X dissipativ mit D(A) C D(B). Es gelte fir alle
x € D(A)

|Bz|| < a| Az[| + bf||

fiir ein 0 < a < 1 und b > 0. Dann ist A + B der Erzeuger einer Cp-Kontraktionshalbgruppe.

Beweis: Fiir einen Beweis siehe zum Beispiel [Pa83] Kapitel 3, Korollar 3.3.
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Definition A.8. Sei X ein Banachraum und seien A, B lineare Operatoren auf X. Dann heif}t
B Kato-Stérung von A auf X, falls D(A) C D(B) und fiir alle € > 0 ein C(g) > 0 mit

[Bz|| < el|Az]| + C(e)|lz]| (= € D(A))

existiert.
Als direkte Folgerung von Satz A.7 erhalten wir:

Korollar A.9. Sei X ein Banachraum und A : D(A) € X — X der Erzeuger einer Cp-
Kontraktionshalbgruppe auf X. Ist B eine Kato-Stérung von A, so ist A+ B der Erzeuger einer
Cy-Kontraktionshalbgruppe auf X.
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Anhang B

Diagonalisierungssatz fiir
selbstadjungierte Operatoren

In diesem Kapitel wollen wir neben dem klassischen Spektralsatz auch einen Diagonalisierungs-
satz fiir selbstadjungierte Operatoren vorstellen, welchen wir aus [Hu76] entnehmen. Mit Hilfe
des Spektralsatzes konnen wir Funktionen des Operators definieren.

Satz B.1. (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren)
Seien H ein Hilbertraum und 7' : D(T) € H — H ein selbstadjungierter Operator. Dann
existiert ein eindeutig bestimmtes Spektralmafi E, so dass fiir alle € D(T') und fiir alle y € H

(Tz,y) = /R Ad(Exe,y)

gilt.
Ist h: R — R messbar und Dy, = {z € H| [, |h()\)|[*d(E)z,z) < oo}, so definiert

((T)a.9) = [ BN A(Brz.y)
einen selbstadjungierten Operator h(T) : Dy, C H — H.

Beweis: Ein Beweis des Satzes findet sich in [Werl1], Kapitel VIL.4.
O

Dabei sei nicht nur bemerkt, dass der Spektralsatz eine Charakterisierung des Definitionsbe-
reichs D(h(T)) liefert, sondern auch, dass h(T") nur von den Werten von h auf o(T") abhéngt.

Korollar B.2. Es gelten die Voraussetzungen von Satz B.1. Zusétzlich sei T nicht-negativ.
Dann gilt fiir ¢, s € Rg mit t <s
D(T®) c D(T").
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Beweis: Es seien hy : Rf — R mit hy(z) := 2° und he : R{ — R mit he(x) := 2. Dann gilt
ho(x) < hi(x) fiir alle z > 1. Nach Satz B.1 ist fir i = 1,2

D(h(1)) = {v e H| /OOO BN d{Exv,v) < oo},

Ist nun v € D(hi(T)), so gilt

e 1 0
| e = [P B+ [ B,
0 0 1

1 (%)
g/ d(Ew,vH—/ I\ d(E\v,v)
0

1

o0
< oll? + /0 AP d(Byv, v) < oo,

was v € D(ho(T)) impliziert.
0

Mit Hilfe des Spektralsatzes kann nun ein Diagonalisierungssatz fiir selbstadjungierte Operato-
ren bewiesen werden. Bevor wir diesen wieder geben, wollen wir noch die darin auftretenden
Notationen erkldren:

Es sei {#H(x)},cr eine Familie von Hilbertrdumen.

Ein Vektorfeld {¢(x)}.er auf R ist eine Abbildung ¢, die jedem x € R ein ¢(z) € H(z) zuord-
net. Wir bezeichnen mit F' den Vektorraum aller solcher Vektorfelder. Ferner sei v ein Maf3 auf
R.

Definition B.3. {H(z)},er heifit v-messbar, falls ein Unterraum M C F existiert mit

(i) Vf € M: x — | f(z)[lpq) ist v-messbar.

(ii) Gilt fiir p € F, dass x — (f(2), p(z))p () fiir alle f € M v-messbar ist, so folgt ¢ € M.
(iii) Es existiert eine Folge (fn)nen C M, so dass { fn(x) tnen fur alle z € R dicht in H(x) liegt.

Die Vektorfelder aus M heiflen v-messbare Vektorfelder.
Ist {H(x)}rer v-messbar und f € M, so heifit f v-quadratintegrierbar, falls

[ 15y dvte) < o

Es lédsst sich nun zeigen, dass der Raum H der v-quadratintegrierbaren Vektorfelder versehen
mit dem Skalarprodukt

[e.o]

g = / (), 9(2) ey (@)

—00

ein Hilbertraum ist, den wir Hilbertraumintegral nennen, wir schreiben auch H =: | CH(z)dv ().
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Satz B.4. (Diagonalisierungssatz fiir selbstadjungierte Operatoren)

Sei H ein separabler Hilbertraum und 7' : D(T) C H — H ein selbstadjungierter Operator.
Dann existiert ein endliches Ma8 y, ein Hilbertraumintegral H = [ © h(x)du(z) sowie ein unitérer
Operator U : H — H so, dass fiir alle m € N gilt:

(1) UT™)(N) = X"Uv()) (v e D(T™), A €R).
(ii) D(T™) = {v € H| A A" (Uv)(\) € H}.

Ferner gilt |[T™v||%, = [ /\QmH(Uv)(A)Hi(A)du(A) fur alle v € D(T™).

—00
Setzen wir nun zusétzlich voraus, dass T' ein nicht-negativer Operator ist, das heifit, es gelte
(Tx,x) >0 (B.1)

fiir alle x € D(T'), so erhilt man den folgenden Satz.

Satz B.5. Sei T : D(T) C H — H ein selbstadjungierter nicht-negativer Operator auf einem
separablen Hilbertraum H. Weiter seien i/ und H wie in Satz 2.12. Dann gilt fiir 0 < o < 1 und
A>0:

(i) U(T*v)(N) = A*Uv(N) (v e D(T?Y)).
(il) D(T*) =4{ve H|X— X\ Uv)(\) € H}.

Weiter ist || T3, = Of/\QO‘H(L{v)()\)H%L(A)dM(A) fir alle v € D(T).

Beweis: Setzt man anstelle der Voraussetzung (B.1) die strikte Positivitit des Operators T
voraus, so entspricht der Satz gerade Theorem 5.5 in [Hu76].

Auf die stiarkere Voraussetzung der strikten Positivitit kann allerdings verzichtet werden, da sich
alle Beweise in [Hu76], die fiir den Beweis von Theorem 5.5 benétigt werden, direkt auf den Fall,
dass T ein nicht-negativer Operator ist, iibertragen lassen. Lediglich zusétzliche Eigenschaften
des Operators, die Huet in [Hu76], Kapitel 5, beweist, benotigen die stéirkere Voraussetzung der

strikten Positivitat.
O
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Anhang C

Nullstellen von Polynomen

Das Verhalten von Nullstellen

Wir wollen zunéchst einen Satz iiber die stetige Abhéngigkeit der Nullstellen eines Polynoms
von den Koeflizienten wiedergeben. Dazu sei p ein normiertes Polynom mit Grad n

n—1
p(x) =z" + Z apz®.
k=1

Weiter sei a eine Nullstelle von p der Vielfachheit m. Dann besitzt p in der abgeschlossenen
Kugel B(a,¢c) keine weitere Nullstelle, falls ¢ > 0 hinreichend klein gewihlt wird und es ist

i =4>0.
eon Ip(2)]

Jedes Polynom ¢ mit ||p — ql[gp(a,c) <  besitzt dann ebenfalls genau m Nullstellen in B(a, €).
Der Abstand zweier abgeschlossener Mengen A, B C C sei

ds(A, B) := maxdist(a, B) + max dist(b, A).
acA beB

n—1 n—1

Der Abstand zweier normierter Polynome p(z) = 2™ + Y apz® und ¢(z) = 2" + Y bpa® vom
k=1 k=1

selben Grad n sei

de(p,q) :=  ax la; — bl.

=1,...,n

Damit lisst sich der folgende Satz, der sich in [P614] Kapitel 9 findet, formulieren.

n—1

Satz C.1. Essein € Nund p(z) = 2"+ 3. aga® ein normiertes Polynom des Grades n. Weiter
k=1

sei N(p) C C die Nullstellenmenge des Polynoms p. Dann existiert zu jedem € > 0 ein ¢ > 0, so

dass fiir jedes normierte Polynom ¢ vom Grad n gilt:

de(p,q) <0 = ds(N(p),N(q)) <e.
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Wir wollen nun das Verhalten der Nullstellen eines parameterabhéngigen, normierten Polynoms
der Form

n—1
p(¢,-) : C— C, x>—>x"+Zak(()xk (C.1)
k=1
beschreiben. Dabei sind ag, ..., a,_1 Funktionen von C nach C. Als Polynom vom Grad n hat

p(¢, ) genau n komplexe Nullstellen w((), die entsprechend ihrer Vielfachheit gezihlt werden.
Hingen die Koeffizientenfunktionen ag(-) nur von reellen Werten ab, so sind die zugehorigen
Nullstellen ebenfalls stetige Funktionen:

Satz C.2. Es seien n € N, I C R ein Intervall und aq, ..., a,_1 € C°(I,C). Zu ¢ € I sei p(¢,-)
definiert wie in (C.1). Dann existieren n stetige Funktionen wy, . ..,w, € C°(I,C), so dass

n

p(¢,7) = [ [ (& — wi(Q))

k1

fir alle ¢ € I und z € C gilt.

Beweis: Ein Beweis des Satzes findet sich in [HiPr05], Proposition 4.1.19.

O
Das Hurwitz Kriterium
Satz C.3. (Hurwitz Kriterium)
Sei p(z) := apz" + a1z ' + --- + ap_17 + a,, wobei ap = l,a, € Rk = 1,...,n.
Fiir a;; = agi—j, 4,7 = 1,2,...,n und a3 = 0, falls k£ < 0 oder k£ > n, sei die Hurwitz-Matrix
H, = Hy(a;;) € R"*™ definiert durch
al agn 0 0 0 cee 0
as a9 al ag 0 tee 0
Hy =
2pn—3 A2n—4 QA2p—5 -+ = 0 Ap—2
a2p—1 A2pn—-2 QA2p-3 Gnp,
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent
(i) p hat nur Nullstellen mit negativem Realteil.
(ii) Alle fithrenden Hauptminoren sind positiv, das heifit, es gilt
aip agp
D1:a1>0,D2:det< >>0,...,Dn:deth:anDn1>O.
az ag
Beweis: Ein Beweis findet sich in [Hur95].
O
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Der Newton-Puiseux-Algorithmus

Zur Bestimmung einer Newton-Puiseux-Reihe, also einer Art verallgemeinerten Potenzreihe
mit nicht natiirlichen Exponenten, moéchten wir in diesem Abschnitt den Newton-Puiseux-
Algorithmus vorstellen. Eine vollstindige Einfithrung sowie die dazu benétigte Theorie kann
[Wa62] entnommen werden.

Fiir n € N sei C[C %]/ die Menge aller formalen Potenzreihen mit Koeffizienten aus C in der

Unbestimmten ¢ 7. Weiter bezeichnen wir mit C(C %)I den Quotientenkérper von (C[C ﬂ/ und

setzen C(¢)* := J,en C(¢ %)I. Zudem sei C(¢)*[\] die Menge aller formalen Polynome in der
Unbestimmten A mit Koeffizienten aus C(¢)*.
Eines der Hauptergebnisse dieser Theorie besagt nun, dass C(¢)* algebraisch abgeschlossen ist,
vergleiche [Wa62], Theorem 3.1. Das heifit, dass fiir alle p(¢, ) € (C(¢)*[A]) \ C(¢)* ein Element
A(€) € C(¢)* existiert, so dass p(¢, A(¢)) = 0 gilt. Der Beweis dieser Aussage ist konstruktiv und
verwendet die sogenannten Newton-Polygone, um eine explizite Darstellung der Nullstellen in
Form einer Newton-Puiseux-Reihe -
MO =D A
k=p

fiir ein p € Z, ein n € N und Ax € C zu bestimmen.

Zur iterativen Bestimmung der einzelnen Summanden der Newton-Puiseux-Reihe geht man da-
bei wie folgt vor:

Fiir ein p(¢, \) € C(¢)*[\], welches wir zur Vereinfachung der Notationen vom Grad d € N und
von der Form

(n

Sl=

d dm
p(GA) =D > amitA”
m=0 =0
mit d,, € Ny und a,,; € C fiir m € {0,---,d} und [ € {0,---,dy,} annehmen, sollen die

Nullstellen
Aj(g) = >‘j,’7j,1 C%’l + )‘j,’Yj,1+’Yj,2C’Yj’1+7j’2 + )‘j:’Yj,1+’Yj,2+'Yj,3 C’Yj’1+Wj’2+7j’3 +oe
= C’ij ()\jijyl + )\_57]’1)(4.))

fur j =1,...,d bestimmt werden. Dabei ist

(Vi) oy . j j2 v
)‘j Q) = Aj7'Yj,1+'Yj,2C,YJ72 + )‘j,Vj,1+“/j,2+“/j,3<%’2 T4

Fiir ein beliebiges p(¢,A) € C(¢)*[A] lduft das Verfahren analog ab. Zur Bestimmung der Ex-
ponenten ;1 € Q und v;; € Q* fiir k > 2 sowie der Koeffizienten Njyiatotve € C\ {0} fiir
k > 1 werden nun zu allen in p({, \) auftauchenden Termen der Form a, ;¢ IX™ mit am, 7 0 die
Punkte (m,!) in ein Koordinatensystem eingetragen.

Die konvexe Hiille dieser Punkte wird als Newton-Polygon bezeichnet.

Ist zum Beispiel

P(C,A) = N+ 200" + 2007 — 2N + (= + ¢V,

so ist das zugehorige Newton-Polygon wie in Abbildung C.1 gegeben.

Der Polygonzug, der das Newton-Polygon nach unten hin beschrénkt, setzt sich dabei aus einzel-
nen Segmenten Si, ..., S, fir ein n € {1,...,d} zusammen, die sich gerade als Verbindungsstre-
cke zweier benachbarter Eckpunkte ergeben. Fiir ein solches Segment Sy sei nun ~ die Steigung
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der Geraden auf der das Segment liegt und y der Schnittpunkt mit der vertikalen Achse die-
ser Geraden. Betrachten wir nun die Projektion des Segmentes auf die horizontale Achse, so
entspricht die Lénge der Projektion der Méchtigkeit N der Menge {j € {1,...,d}|v;1 = —7}.
Setzt man nun 71 := 7 und y1 =y, so lassen sich die zugehdrigen Koeffizienten Ay -, , fiir

j=1,...,N durch
Z amvl (>\j7k77k,l)m = O
(mvl)esk

berechnen, wobei wir triviale Losungen ausschliefen. Um nun v; x 2 und Aj g, ., fiir j € {1,...,N}
zu bestimmen, wird das Verfahren fiir

Pitonn (G A7) 1= Cp (G M (A + A7) ) € €O AT

wiederholt. Dabei werden nur noch Segmente des Newton-Polygons mit negativer Steigung be-
trachtet. Dieses Vorgehen kann sukzessive fiir

('Y', ,m) e Yikm ik.om— ('Y', ,m)
Pjimy; km (Ca /\j ok ) = C Yik, Pyjkm—1 (C’ C%’h ! (Aj77j,k,m + )‘j o ))

e () A,

mit p;jos;, := p und )‘E‘ij’kym)(o = )‘J}’Yj,k,mﬂgw’k’m“ + /\jr}’j,k,mﬂcw’k’WH + ... fiir m € N fort-
gefiihrt werden.

Potenzen von ¢

Potenzen von A

Abbildung C.1: Newton Polygon von p
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Anhang D

Fourier-Transformation

Der Schwartz-Raum .#’(R"), auch Raum der schnell fallenden Funktionen genannt, ist definiert
durch

S (R") := {go € C*(R") |Va € Ni, Vm € Ny @ pam(p) = sué) (1+ |z|™)|0%e(z)] < oo}.
reR™

Durch {pam : a € Nj, m € No} wird eine lokalkonvexe Topologie auf . (R™) erzeugt.
Fiir ¢ € (R") und € € R" ist die Fourier-Transformation F definiert durch

1 —iz-

Die Fourier-Transformation ist eine lineare, stetige und bijektive Abbildung von .#(R™) nach
< (R™) mit inverser Abbildung

(Fe)(§) =

(F @) = s [ e@e s

2m)/? Jr

fiir z € R™.
Mit Hilfe des nachfolgenden Satzes lisst sich die Fourier-Transformation auf L?(R") fortsetzten.

Satz D.1. (Fouriertransformation auf L?(R"), Satz von Plancherel)
Fir alle f,g € Z(R™) gilt

(fs@ 2@y = (Ff, Fg) L2@®n)-
Damit ist F : . (R") — . (R") eine Isometrie beziiglich der L2-Norm und damit eindeutig zu

einem isometrischen Operator auf L2(R") fortsetzbar, welche wir ebenfalls mit F bezeichnen.
Insbesondere ist F : L?(R™) — L?(R") ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis: Fiir einen Beweis siche [Werl1], S.218.
O

Der néchste Satz beschreibt die Wirkung der Fourier-Transformation auf die Differentiation von
Lebesgue-Funktionen.
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Satz D.2. Es seien m € N und f € W™2(R"). Dann gilt fiir alle « € NJ mit |a| < m
F(oof) =ilgoFy.

Beweis: Der Satz entspricht gerade Lemma V.2.11. in [Werl1].
O

Wir wollen nun noch eine Darstellung der Fourier-Transformation fiir Lebesgue-Funktionen vor-
stellen

Satz D.3. Fiir f € L*(R") N L?(R") gilt

1

(2m)"2 Jn (x)e " Eda  fast iiberall

(FHIE) =

Als direkte Folgerung aus Satz D.3 erhalten wir

Korollar D.4. Fiir f € L'(R") N L?(R") gilt

(FHE] < fllr@mn
fiir alle £ € R™.
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Anhang E

Interpolationstheorie

Im Folgenden seien Xy, X7, Yy, Y7 komplexe Banachrdume.

Definition E.1. Wir nennen (Xj, X;) ein Interpolationspaar, falls ein topologischer Haus-
dorffraum Z mit
Xo — Z und X1 — Z

existiert.

Ist (Xo, X1) ein Interpolationspaar, so sind
XonXi={reZ|lze XoNz e X}
versehen mit der Norm ||z x,nx, = max{||z|x,, ||| /x,} und
Xo+X1={z€Z|Fxg€ Xo, Ir1 € X1: 2 =20+ 21}

versehen mit der Norm ||z x,+x, = ingr {llzollxy + llz1]|x, } Banachrdume.
=zo+11
z;€X;

Definition E.2.

a) Ein Interpolationsfunktor ist eine Abbildung [-, -], die jedem Interpolationspaar (X, X1) einen
Banachraum [X(, X1] mit den folgenden Eigenschaften zuordert:

e XoNX; C [Xo,Xl] C Xo+ Xjq.

e Sind (X, X;) und (Yp, Y1) Interpolationspaare und ist 7' € L(Xo, Yo) N L(X1,Y7), dann
gilt Tx,,x,) € L([Xo, X1], [Yo, Y1]).

Wir nennen [Xy, X1] Interpolationsraum zwischen Xy und Xj.

b) Ein Interpolationsfunktor [, -] heifit exakt (vom Typ 6 € [0,1]), falls fiir alle Interpolations-
paare (Xo, X7) und (Yp, Y1) und fiir jeden Operator 7' € L(Xo, Yp) N L(X1, Y1) gilt:

—0 0
1Tz 0 x10.1v01) < TN LR 1T (1 v2)-
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Kapitel E: Interpolationstheorie

Es gibt nun verschiedene Methoden, die auf eine explizite Beschreibung eines Interpolations-
funktors fithren. Wir werden nur die sogenannte komplexe Interpolation wiedergeben. Fiir eine
ausfiithrlich Einfiihrung in die Interpolationstheorie verweisen wir auf [Tr78].

Wir bezeichnen mit S den Streifen S := {z € C|0 < Re(z) < 1}.

Definition E.3. Fiir ein Interpolationspaar (Xg, X7) sei
F(Xo,X1) == {f € C®(S,Xo + X1) | fls : S — Xo + X1 ist holomorph und
te f(j+it) € C°(R, X;),j =0,1}

mit || £l 7 (xo, ;) := max {sup || £(it) ]| x,, sup [ £(1 + it) | x, }-
teR teR

Es ldsst sich zeigen, dass F(Xo, X1) ein Banachraum ist.

Definition E.4. Fiir 0 < 6 < 1 sei der komplexe Interpolationsraum [Xg, X1]g definiert durch
[Xo, X1]o :={z € Xo+ X1 |3f € F(Xo, X1) : 2= f(6)}
versehen mit der Norm

12l 1x0, 5175 = I { | fll7(x0,x0) | f € F(Xo, X1), z = £(0)}.
Fiir s € N bezeichne W*P(R"™) den klassischen Sobolevraum

WSP(R") = {u e S'(R™ | ullwes := ( 3 ||aau||§p)1/p < oo}.

la|<s

Wir sind nun daran interessiert, eine greifbarere Beschreibung des Interpolationsraumes von
Sobolev- und Lebesgue-Réumen zu geben. Dazu definieren wir zunéchst fiir s € R, s > 0, und
p € [1,00) den Besselpotential-Raum durch

Hy(R") := {f € L"(R") | | fllmg := IF (1 + [2[*)*/*F fll» < 00},
wobei F die Fourier-Transformation auf S’(R™) bezeichnet. Fiir s € N gilt
Hy(R™) = W7 (R").
Eine handhabbarere Darstellung des Interpolationsraumes gibt uns der nachstehende Satz:
Satz E.5. Flir 0 <0< 1,1 <p<oo, me N gilt
[LP(R™), Wy (R™)]g = H} (R").

Beweis: Ein Beweis des Satzes findet sich in [Tr78], Abschnitt 2.4.2.
Ul

Zudem konnen wir mit Hilfe der komplexen Interpolation Aussagen iiber die Interpolation von
Definitionsbereichen zu Potenzen eines selbstadjungierten, nicht-negativen Operators treffen.
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Satz E.6. Es sei A ein selbstadjungierter, nicht-negativer Operator und seien «, 5 € C mit
Rea >0, Re 8 > 0. Dann gilt fiir jedes 6 € (0,1)

[D(A%), D(AP)]g = D(AUD+98),

Beweis: Unter der stidrkeren Voraussetzung, dass A ein strikt positiver Operator ist, d.h. es
existiert ein 0 > 0, so dass (—o0,d) C p(A) gilt, wurde der Satz bereits in [Lu09], Theorem 4.36
bewiesen. Setzen wir nun nur die Nicht-Negativitit an A voraus, d.h. es gilt nur (—o0,0) C p(A4),

so folgt die Behauptung mit Hilfssatz 2.1 durch Verschiebung des Operators A.
O
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Anhang F

Ungleichungen

Satz F.1. Es seien n € N und y,z € R* und ¢ > 0. Dann gelten:

(i) Es existiert ein C' > 0, so dass fiir alle t > 0

—+n

/ greclétas <o
{EeR | |¢|<1}

gilt.

(ii) Es existiert ein C' > 0, so dass fiir alle ¢ > 0

—z Yy
sup [ Ve KT < C(1+1)
£eR™
[§1>1

gilt.
Beweis:

(i) Es bezeichne \,_; das (n — 1) - dimensionale Lebesgue-Mafl. Dann gilt

/ €Vt e < e / €[veciF 1+ g
{eckn |[g|<1} {eckr | g]<1)

1
= An—1(0B(0, 1))6C/ pytn—lo—cr*(1+t) q,.
0

y+n ytn  [le(1+)1/= .
= AM—1(0B(0,1))e‘c™ = (1+1t)" = / VT lem " dy
0
ytn ytn [0 z
< A—1(0B(0,1))efc™ = (1+t)” = / VT le T dy
0

ytn
<Cl+t) =,

dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass [~ z¥"" 1" dz = 1T(E2) < oo,

wobei I' die Gamma-Funktion bezeichnet.
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Kapitel F: Ungleichungen

yl€l® _, _y
(i) BEsist 1 < (1+ MGE )zt < e, woraus eIt < (14 MGE )~ # folgt. Damit erhalten wir
fir [£] > 1
—ye—clél Tt < |¢|- e )\~ 5 -y
€7 Ve ST+ i) 2 <O+t =

Dies liefert uns die Behauptung.

Satz F.2. (Lemma von Gronwall)
Seien T' > 0 und v : [0,7] — R nichtnegativ und absolut stetig. Weiter seien ¢; : [0,T] — R*
fir ¢ = 1,2 integrierbar und es gelte die Ungleichung

0(t) < ci(t)o(t) + ea(t)

fiir fast alle ¢ € [0, 7.
Dann gilt

fur alle t € [0, 7.

Beweis: Als absolut stetige Funktion ist v fast iiberall differenzierbar. Ableiten der Hilfsfunktion

h(t) == v(t) exp (— /0 t c1(0) da>

sowie Einsetzen der Abschitzung fiir © liefert uns nach Integration iiber [0, ¢] die Behauptung.

O]
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