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Abstract

In this thesis the differentiability in the range and mapping properties of gene-
ralized Fourier transforms are investigated and their application to equations
of Kirchhoff-type is discussed.

Such a generalized Fourier transform is an isometric mapping from L?(£2)
to L?(R") where ) C R" is an exterior domain, that means its complement
is bounded. Like the classical Fourier transform diagonalizes the Laplacian
defined on L*(R"), the generalized Fourier transform diagonalizes an elliptic
selfadjoint and possibly infinite perturbation A = <0;a;;(x)0 + ao(x) of the
Laplacian with variable coefficients on €.

In this approach the generalized Fourier transform is an integral transform
constructed by arguments of spectral and perturbation theory. Therefore its
kernel contains the resolvent of the operator A evaluated on the continuous
spectrum and applied to a given function. The resolvent is extended onto the
continuous spectrum by the principle of limiting absorption as an operator
from L2(Q2) to L?,(Q) where s > 1/2 and <t < <1/2 are the degrees of the
polynomial weight functions of these weighted L?(Q)-spaces.

In order to show the differentiability in the range of a generalized Fourier
transform the resolvent has to be differentiated with respect to the spectral
parameter on the continuous spectrum. In the resolvent set these derivatives
are, modulus some multiplicative constants, powers of the resolvent acting on
L?(Q). If s and ¢ in the degrees of the weight functions are large enough these
powers of the resolvent can be extended in a locally uniform manner onto the
real line as an operator acting between these weighted L?(2)-spaces. This is
shown by induction where in each step a suitable identity consisting of sum
of special types of weighted pseudodifferential operators is plugged in. Each
term is then treated with induction hypotheses and microlocal resolvent esti-
mates. In these microlocal estimates products of pseudodifferential operators
and the resolvent are estimated in appropriate weighted spaces.

As an application of this generalized Fourier transform to time depen-
dent problems, the homogeneous Dirichlet problem for the nonlinear wave-
equation of Kirchhoff type, i.e. for u = u(t, x):

ug + (1 + (Au,u))Au=0 inR; xQ, 0

Ulpn =
with the nonlocal nonlinearity (Au,u)Au is treated. The application of the
generalized Fourier transform, that corresponds to the operator A, to the
linearized equation leads to a family of ordinary differential equations. These
can be solved and via the inverse transformation we receive a representation
formula for the solution of the linearized equation. In order to get estima-
tes with time decay for this solution of the linearized equation, oscillatory



integrals, where the integrand consists of products of generalized Fourier
transforms, have to be estimated. This is done using integration by parts
and thus exploiting the results on the differentiability in the range of the
generalized Fourier transform.

These estimates of solutions to the linearized problem and Schauder’s
fixed point theorem yield the global existence and some time asymptotic
behavior for the solutions of the nonlinear equation for a class of small data.



Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden die Differenzierbarkeit im Bild und Abbildungsei-
genschaften einer verallgemeinerten Fouriertransformation untersucht.

Eine solche verallgemeinerte Fouriertransformation ist eine isometrische
Abbildung von L?*(Q) nach L?*(R"), wobei Q C R" ein Aufiengebiet ist, d.h.
beschrinktes Komplement hat. So wie die klassische Fouriertransformation
den (negativen) Laplaceoperator im Ganzraumfall diagonalisiert, diagonali-
siert die verallgemeinerte Fouriertransformation eine elliptische, selbstadjun-
gierte und moglicherweise unendliche Stérung A des (negativen) Laplaceope-
rators mit variablen Koeffizienten im Auflengebiet €.

In der Darstellung dieser Transformation als Integraltransformation, die
man mittels storungstheoretischer Argumente erhélt, tritt im Integralkern
die Resolvente des Operators A auf dem kontinuierlichen Spektrum (hier die
nichtnegative reelle Achse) auf. Deswegen wird zunichst gezeigt, dafl diese
Resolvente, angewandt auf Funktionen aus L%(Q), einem Raum mit hinrei-
chend starkem Gewicht, beziiglich des Spektralparameters auf der positiven
reellen Achse differenzierbar ist. Dies wird benutzt, um zu zeigen, daf} die ver-
allgemeinerten Fouriertransformierten von Funktionen, die in L?(f2) liegen,
differenzierbar sind. Umgekehrt wird gezeigt, dafl die Ausgangsfunktionen
einer gewissen Klasse differenzierbarer Funktionen aus dem Bild der ver-
allgemeinerten Fouriertransformation in Rdumen mit polynomialen Gewicht
liegen.

Als Anwendung dieser Abbildungseigenschaften der verallgemeinerten Fou-
riertransformation wird mit geeigneten Fourierintegralabschétzungen und ei-
nem Fixpunktargument die globale Existenz zu einer Klasse von kleinen Da-
ten fiir Gleichungen vom Kirchhoff Typ

uy + (1 + (Au,u))Au = 0, 0

Ulon =

und die Aussage 4 (Au,u) = O(t *),k € N geeignet, iiber das zeitasympto-
tische Verhalten der Losung u gezeigt.
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Einleitung

Ein Anwendungsgebiet der klassischen Fouriertransformation im Bereich der
partiellen Differentialgleichungen sind die Fragen nach dem zeitasymptoti-
schen Verhalten und der globalen Existenz von Losungen nichtlinearer Evo-
lutionsgleichungen.

So geht eine Evolutionsgleichung der Form V; + AV = F'| deren linearer
Differentialoperator A beziiglich des Ortes auf L?(R") operiert und konstante
Koeffizienten hat, unter der klassischen Fouriertransformation in eine Schar
gewoOhnlicher Differentialgleichungen beziiglich der Zeit {iber. Im Fall linearer
Gleichungen gewinnt man aus der Losungsdarstellung Aussagen iiber das
zeitasymptotische Verhalten der Lésung. Diese werden weiter ausgenutzt, um
die globale Existenz von Losungen des zugehorigen nichtlinearen Problems
zu kleinen Daten zu zeigen (vgl. [Rac92]).

Aber auch bei Gleichungen vom Kirchhoff-Typ, uy + (1 4+ (Au, u))Au =
F, die eine nichtlokale Nichtlinearitéit der Form (Au,u)Au enthalten, zeigt
man {iber die Gleichung im Fourierbild geeignete a priori Abschitzungen
fiir das linearisierte Problem. Mit Hilfe des Schauderschen Fixpunktsatzes
erhédlt man neben der globalen Existenzaussage hieraus auch eine iiber das
zeitasymptotische Verhalten der Losung u: 4(Au,u) = O(t™*), t — co und
k € N geeignet (vgl. [DS94]).

Ausgenutzt werden bei diesen Anwendungen insbesondere die Isometrie-
und die Diagonalisierungseigenschaft der klassischen Fouriertransformation.

Geméf ihrer Konstruktion iiber die Spektralschar bzw. als Entwicklung
nach verallgemeinerten Eigenfunktionen, besitzt auch die verallgemeinerte
Fouriertransformation beziiglich einer elliptischen, selbstadjungierten Stérung
A des Laplaceoperators mit variablen Koeffizienten auf einem Auflengebiet
(d.h. das Komplement ist beschrinkt) diese Eigenschaften. Somit lassen sich
auch allgemeinere Evolutionsgleichungen in eine Schar gewo6hnlicher Diffe-
rentialgleichungen in der Zeit transformieren.

Im Gegensatz zur klassischen Fouriertransformation sind jedoch gewisse
Eigenschaften, wie die Surjektivitdt, die Differenzierbarkeit im Fourierbild
oder andere Abbildungseigenschaften, nicht sofort klar. Diese sind einerseits
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von eigenstindigem Interesse, andererseits benotigt man beispielsweise die
Differenzierbarkeit in der zweiten oben angefiihrten Anwendung.

Die Existenz einer solchen verallgemeinerten Fouriertransformation wur-
de fiir den Laplaceoperator auf einem AufBlengebiet von Wilcox in [Wil75]
gezeigt. Es wird sogar gezeigt, dafl diese Abbildung unitér von L?(€2) nach
L*(R™) abbildet, also insbesondere auch surjektiv ist. Dies 148t sich auf
den Fall der endlichen Stérungen des Laplaceoperators iibertragen. Fiir den
Schrédingeroperator H = <A 4+ V' mit einem langreichweitigen Potential
V' im Ganzraumfall gibt es entsprechende Ergebnisse von Saito [Sai79] und
Isozaki [Iso82]. Isozaki untersucht in [Iso85] auch die Differenzierbarkeit im
Fourierbild und zeigt fiir die Losung der homogenen, linearen, zeitabhéngigen
Schrédingergleichung %%u + Hu = 0 die in [Is0o86] optimierte Abschitzung
IX(H)ul|—s < Cs(1 4 t)"*||ugl|s- Dabei ist uy der Anfangswert und y eine
Abschneidefunktion, die angewandt auf H den niederfrequenten Anteil an-
nulliert.

Fiir den Fall der Stoérung des Laplaceoperators durch variable Koeffizien-
ten in der Form «<9;a;,(x)0), wobei die Koeffizientenfunktionen a;;(x) fiir
grofle x gegen das Kroneckersymbol abfallen, wird die Existenz der verallge-
meinerten Fouriertransformation in [Ker93| gezeigt. Hieraus 148t sich leicht
die Existenz der verallgemeinerten Fouriertransformation zu einer um ein
, Potential“ agy, welches entsprechenden Regularitéits- und Abklingeigenschaf-
ten geniigt, erweiterten Storung <0;a;i(x)0 + ao(x) des Laplaceoperators
ableiten.

Fiir den als letzten aufgefiihrten Fall von Stérungen des Laplaceoperators
in der Form <0;ax(x)0) + ao(z) soll in dieser Arbeit die Differenzierbarkeit
im Fourierbild untersucht werden. Es wird dabei die Darstellung

Ful€) = 7 [ e 45a) + REFEDDICO@]wle)do ¢ - L

der verallgemeinerten Fouriertransformation aus [Ker93] verwandt, wobei we-
gen der storungstheoretischen Konstruktion im Integralkern die Resolvente
des Operator A auf dem kontinuierlichen Spektrum auftritt.

In Kapitel 1 wird zunéchst der Operators A eingefiihrt und das Prinzip
der Grenzabsorption, d.h. die stetige Fortsetzung der Resolvente von A auf
das kontinuierliche Spektrum, das hier auf der reellen Achse liegt, gezeigt.
Die Resolvente ist dabei als Operator in geeignet gewichteten Ridumen lo-
kal gleichmifig in RS beschrinkt. Im Spezialfall des Schrédingeroperators
A = A 4+ V gelingt es nach Ideen von Morawetz [Mor75b, Mor75a), fiir
geeignete Gebiete sogar eine gleichméflige Beschrénktheit mit einer Abklin-
grate in ganz R§ zu zeigen. Im allgemeinen ist dies fiir variable Koeffizienten



ajr, nicht zu erwarten, da man sonst fiir die Wellengleichung uy < Au = 0
auf einer Vielzahl von Gebieten und insbesondere auch solchen mit ,trap-
ping“-Eigenschaft, durch Gebietstransformationen lokalen Energieabfall der
Losung mit einer Abklingrate beweisen konnte.

Die Differenzierbarkeit der Resolvente auf dem kontinuierlichen Spektrum
wird in Kapitel 2 untersucht, wobei den Uberlegungen Arbeiten von Isozaki
und Kitada [IK84, IK85, Iso85] zugrunde liegen. Zunéichst wird im Ganz-
raumfall mit Hilfe mikrolokaler Resolventenabschéitzungen induktiv die in R*
lokal gleichméflige Beschranktheit von Potenzen der bis auf die reelle Achse
fortgesetzten Resolvente in geeignet gewichteten Rdumen gezeigt. Aufgrund
der in der Resolventenmenge giiltigen Formel

(L)Y RO\ +ie) = NL(RA+ i)Y, e>0
erhéilt man daraus die Differenzierbarkeit der Resolvente auf dem kontinu-
ierlichen Spektrum.

Wegen der variablen Koeffizienten 148t sich die zeitabhingige Methode
aus [IK85] nicht ohne weiteres iibertragen, da dort nichtlineare Eikonalglei-
chungen der Art

a;k(2)(9;0(x)) (O (x)) = 1
auftreten.

Weiterhin muf§ im Gegensatz zu [IK84] fiir die Behandlung auftretender
Storterme an die Koeffizientenfunktion ajx () sogenanntes , kurzreichweiti-
ges“ Verhalten (anstelle von ,, langreichweitigem*) vorausgesetzt werden. D.h.
die Koeffizienten miissen fiir grofie x mit einer Abklingrate <7 mit 7 > 1 (an-
stelle von 7 > 0) gegen den Laplaceoperator abfallen.

Anschlielend werden die mikrolokalen Resolventenabschétzungen mit ei-
ner Abschneidetechnik auf den Auflenraumfall {ibertragen und die Differen-
zierbarkeit der Resolvente auch fiir diesen Fall gefolgert.

Mit den Ergebnissen aus dem ersten Kapitel und unter den entsprechen-
den Voraussetzungen an das Gebiet wird fiir den Schrédingeroperator im
Auflenraum die gleichméflige Beschrinktheit beziiglich der Hochfrequenza-
symptotik mit der gleichen Abklingrate wie im Ganzraumfall, der in [Iso85]
untersucht wurde, gezeigt.

Die Resultate aus dem zweiten Kapitel werden in Kapitel 3 verwandt, um
fiir Funktionen, die in einem Raum mit hinreichend groflem Gewicht liegen,
die Differenzierbarkeit im Bild der verallgemeinerten Fouriertransformation
auflerhalb des Nullpunktes zu zeigen.

Mit einer expliziten Darstellung der verallgemeinerten Eigenfunktionen
wird fiir das Beispiel des Laplaceoperators auf dem AuBeren einer Kugel
gezeigt, dafl die zugehorige verallgemeinerte Fouriertransformation auch in
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¢ = 0 differenzierbar ist. Dies legt die Vermutung nahe, dafy der Ausschlufl der
Null im Fourierbild eher ,,technische Ursachen* hat, d.h. hier in der gew&hlten
Darstellung des Integralkerns begriindet ist.

In Anlehnung an die klassische Fouriertransformation werden dann Aus-
sagen iiber die Abbildungseigenschaften der verallgemeinerten Fouriertrans-
formation bewiesen. Insbesondere wird quasi als Umkehrung der Differen-
zierbarkeit gezeigt, dafl die Urbilder gewisser hinreichend differenzierbarer
Funktionen aus dem Fourierbild in Rdumen mit polynomialen Gewicht (po-
sitiven Grades) liegen.

Als Anwendung werden in Kapitel 4 homogene Gleichungen vom Kirchhoff-
Typ betrachtet:

uy + (1 + (Au,u)) Au = 0,

wobei A die elliptische, selbstadjungierte Storung des Laplaceoperators aus
Kapitel 1 ist. Mit Hilfe der verallgemeinerten Fouriertransformation und den
Aussagen iiber die Differenzierbarkeit im Fourierbild aus Kapitel 2 wird, wie
oben erwiihnt, die globale Existenz und % (Au,u) = O(t™), t — oo und
k € N geeignet, fiir das zeitasymptotische Verhalten von Losungen zu einer
Klasse von kleinen Anfangsdaten gezeigt.

Das Vorgehen in diesem Teil orientiert sich an Arbeiten von D’Ancona &
Spagnolo [DS94] und Racke [Rac95].

An dieser Stelle méchte ich Herrn Prof. Dr. Reinhard Racke fiir die An-
regung zu dieser Arbeit und die gute Betreuung, sowie Herrn Prof. Dr. Karl
Josef Witsch fiir viele wertvolle Hinweise danken. Weiter gilt mein Dank Frau
Dr. Ute Durek, Herrn Dr. Helmut J. Heiming und Herrn Dipl.—Math. Rai-
mund Pauen fiir viele hilfreiche Diskussionen, sowie meinen Eltern fiir ihre
bestdndige Unterstiitzung.
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Bezeichnungen

Mengen:

C : komplexe Zahlen

Q :={2€C|a< Rez <b,0 <Imz <¢} mit a,b,c €(0,00), a<b
Q :={2€C|la< Rez <b,<c<Imz <0} mit a,b,c €(0,00), a<b
R™  : der n-dimensionale reelle Vektorraum

R?  :R" bzgl. der Variablen x RY: R" bzgl. der Variablen £

R*  : die positiven reellen Zahlen, RS :=R" U {0}

Br(0):={ze€R" | |z| < R} Ball mit Radius R um den Nullpunkt in R"
G : Gebiet, d.h. G C R" offen und zusammenhéngend

Q : AuBBengebiet, d.h. Q@ C R™ ein Gebiet und 3R > 0 : R* \ Q C
Bgr(0), das Komplement ist also insbesondere beschrinkt

K :fir 0<a<b<oo die Menge {x €R" |a<|z|<b}=B(0) \ B.(0)
K, :fir a > 0 das Komplement von B,(0) : {x € R | |z| > a}
S :fiir R > 0 die Sphére vom Radius R: {z € R" | |[z| = R}

suppv: = {z € G |v(x) # 0} der Triger der Funktion v
supp, : Tréger beziiglich der Variablen x

Ableitungssymbole:

0 .. . o ..
aj::a—xjfurjzl,...,n 8§l:a—§lfurl:1,...,n
V=V,:=(0,...,0,) Ve = (0¢,...,0,) Gradienten
V' =V, :=(0,...,0,) Ve :=(0g,...,0,) Divergenzen

A:=V'-V =307 Laplaceoperator
7j=1

fiir jeden Multiindex o = (ay, ..., ay) € Nj :
ox =0 -0 Of = 0g' - O
DY = (&i)oe, Dg := («i)llog
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sonstige Symbole und Schreibweisen:

M CC N : die Menge M ist kompakt enthalten in IV, also M C N kompakt

a<p

Cy

gees

: fiir Multiindizes o, 8 € Ny bedeutet o; < 3;, j =1,...,n

i= i Tj (y? das Skalarprodukt in R* oder C"*

i= %UEinheitsvektor in Richtung von x

: sowohl der Vektor z® € R”, als auch die Funktion z > x®

: sowohl der Betrag |z| € R, als auch die Betragsfunktion z — ||
= (1 + |z>)'/? (vergleichbar mit (1 + |z]))

. die iiblichen Landauschen Symbole

: der Raum der stetigen linearen Operatoren von X nach YV

: fiir A, Be€ B(H,H), H Hilbertraum: Vz € H (Ax, x)y < (B, 1)y
:= AB < BA der Kommutator zweier Operatoren A und B

L j=k

i= ] Kroneckersymbol
0, j#k

:= > -1 0ja;;0) Einsteinsche Summenkonvention, d.h. es wird

iiber doppelt auftretende Indizes summiert

:= 0j(a;10k(-)) die Anwendungen von Operatoren werden im-

mer von rechts nach links gelesen, Abweichungen hiervon werden
durch Klammerungen gekennzeichnet

: bezeichne Konstanten grofier als Null, die sich von Rechenschritt

zu Rechenschritt &ndern kénnen und von ¢, ... oder den im Text
mittels C' = C(q,...) angegebenen Grofien abhingen

Resolventen und Fouriertransformationen:
R(z) := (A 2)"! Resolvente des Operators A

Ro(z) := (€A &2) ! Resolvente des negativen Laplaceoperators <A
Rs(2) := (€A +V <2) ! Resolvente des Schridingeroperators €A + 1V

F : verallgemeinerte Fouriertransformation zum Operator A

Fo  : klassische Fouriertransformation (zum negativen
Laplaceoperator)

Fi : verallgemeinerte Fouriertransformation zum negativen Laplace-

operator <A auf dem Aufengebiet Q = R? \ By(0)

Fs  : verallgemeinerte Fouriertransformation zum Schrédingeroperator
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Funktionenrdume und Normen:
Ist G C R" ein Gebiet, so benutzen wir fiir Ridume reell- oder komplex-
wertiger Funktionen die folgenden Bezeichnungen:

(@)
c>(G)

XlOC(G)

XLOC(G)

- llx
-l

- ls
(f,9)

: der Raum der in G m-mal stetig differenzierbaren Funktionen
= C"(G), C(G):=C"G)
m=0

= {velC™(G )Irr‘laxsuplaa v(z)] < oo}, B(G):= ﬂBm( )

<m ze@

:={v € C"(G) |suppv CC G}, die in G m-mal stetig d1fferenz1er—

baren Funktionen mit kompaktem Tréiger

= A G, ClG)=ClG)

= {v € C®°[R")|Va,3 € N ICus : sup |220%v(x)| < Cap}

TER™
Schwartzraum oder Raum der schnell abfallenden Funktionen

: Raum aller Funktionen, die lokal in X(G) liegen, d.h.

v € Xioe(G) &V € CP(G) : pv € X(G)

t={v € Xjo(R") | v € X(G),falls ¢ € Cg°(R"), ) = 1 nahe 0G}
: Raum der auf G mef3baren, absolut integrierbaren Funktionen

: fiir s € R der Raum {v € L .(G) | (z)*v € L'(G)}

: Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen

: fiir s € R der Hilbertraum {v € L2 .(G) | (z)*v € L*(G)}

: absolut stetiger Teilraum des auftretenden Operators

: Raum der wesentlich beschriankten Funktionen

: fiir m € Ny der iibliche Sobolevraum, vgl. [Ada75]

: Sobolevraum mit verallgemeinerten Nullranddaten, vgl. [Ada75]

Wm2(G):

= {v e W (G)|Va € NI, a| < m: (2)*0% € L*(G)}

loc

.+ die Norm auf dem Raum X

= |- llz2(e) die L?-Norm

c=|(z)® - || : die L2-Norm

= [, f(x)g(z) dz : das L*(G)-Skalarproduks






Kapitel 1

Prinzip der Grenzabsorption

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird zunéchst der Operator A, der zu
einer Klasse von Stérungen des Laplaceoperators mit variablen Koeffizien-
ten auf einem Auflengebiet Q2 gehort, eingefiihrt. Anschliefend wird das so-
genannte ,,Prinzip der Grenzabsorption®“, kurz PAdGA, fiir diesen Operator
gezeigt, d.h. wie und in welchem Sinne sich die Resolvente von A auf das
kontinuierliche Spektrum fortsetzen lift. Diese Fortsetzung R(\) ist als Ope-
rator zwischen geeignet gewichteten Rdumen fiir A € R lokal gleichmé#Big
beschrinkt.

Der zweite Teil des Kapitels behandelt den Spezialfall des Schrédinger-
operators, in dem sich unter etwas stirkeren Voraussetzungen an das Gebiet
Q und die Abklingrate 7 der Koeffizienten sogar eine beziiglich A € Rf
gleichméBige Beschrinktheit der Resolvente zeigen 148t.

1.1 Storungen mit variablen Koeffizienten

Unter Storungen des Laplaceoperators mit variablen Koeffizienten auf einem
Auflengebiet wollen wir folgendes verstehen:

Es sei n > 3 und Q C R ein Auflengebiet, so dafl R \ Q C Bg(0).
Weiterhin habe Q einen glatten, d.h. C2-Rand 9f2. Wir betrachten dort den
Differentialoperator

./4 = <:>8jajk(-)8k + ao(').

Die Koeffizientenfunktionen a;;, 7,k = 1,...,n und ag seien reellwertig und
es gelte:

1. Vik=1,...,n: aja €C®Q)NL®Q) (Regularitit)
2. Vi k=1,...,n, VzeQ: aj(r)=akz) (Symmetrie)

1



2 KAPITEL 1. PRINZIP DER GRENZABSORPTION

3. dep >0 VzeQ, EeR: ap()& > col€|* (Elliptizitit)

4. 31 > 1Va € N§ 1 0% (x),0%(aji(z)8,1) = O(|z|~ 1) fiir || — oo
(Abklingeigenschaft)

Es bezeichne
A:D(A) C L*(Q) — L*(Q)

die selbstadjungierte Realisierung von A zu homogenen Dirichletrandwerten,
d.h. es ist insbesondere (vgl. [Lei86]

D(A)={ueW"2(Q) | If € L2(Q): Yo e W(Q): (a;u05u,0;v)+{agu,v) = (f ) }.

Aufgrund der vierten Forderung an die Koeffizienten fassen wir A als eine
(in 2 moglicherweise unendliche) Storung des negativen Laplaceoperators <A
auf.

Da der Operator A selbstadjungiert ist, ist das Residualspektrum leer
und die nichtreellen komplexen Zahlen liegen in der Resolventenmenge, d.h.
zu einem z € C\ R findet man fiir jedes f € L*(Q2) ein u € D(A), so daB

(Aez)u=f inQ
u=0 auf Q)

im schwachen Sinne gilt. Man schreibt fiir die Losung v dann auch
u= R(2)f,

wobei R(z) := (A &z)~! die Resolvente des Operators A ist.

Wie in [Ker93] zeigt man, daff das kontinuierliche Spektrum des Opera-
tors A (d.h. alle solchen z € C fiir die R(2) zwar noch existiert und dicht
definiert ist, aber als Operator auf L*(€2) nicht mehr beschréinkt ist) gerade
die nichtnegative reelle Achse ist. Ist die Koeffizientenfunktion ay > 0, so
ist das Punktspektrum von A wegen der Regularitit der Koeffizienten leer,
ansonsten konnen negative Eigenwerte, deren Betrag sich durch |[|ag||z~ (o)
abschétzen 148t, auftreten.

Vorbereitend fiir Theorem 1.3 formulieren wir die folgenden Resultate aus
der elliptischen Regularitdtstheorie, die auch in anderen Teilen der Arbeit
verwendet werden:

Lemma 1.1 (Regularitéitslemma)
i) Es sei s € Rou € Wp2(Q) und Au € L2(Q). Ist u € L(Q), so folgt

Loc

u € W2%(Q) und es gilt die Abschéitzung:

[ullwze @) < elllulls + [|Aulls).
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ii) Es seien s,t € R mit s <t, 2 € C\ R und u € W22(Q) N W1*(Q) so,
daff (A z)u € L?(Q) ist. Dann ist w € L2(2) mit 7 = min(s + 1/2,t).

Beweis: Die Aussage ) ist in [WW97a, Lemma 4] enthalten.

Fiir den Schrédingeroperator (sogar mit komplexwertigem Potential) wird
die zweite Aussage in [Sai74] bewiesen. Wir gehen, dem dortigen Verweis
folgend, wie im Beweis von [IS72, Lemma 2.4] vor, um sie auch fiir unseren
Fall der variablen Koeffizienten zu zeigen:

Wir multiplizieren die Gleichung

(Ae2)u=f

mit (z)* u, integrieren fiir Ry < R < oo iiber die Menge K, r und erhalten
nach partieller Integration:

2r . .
/ (x)Z’"ajkakuaja dx —|—/ 8(x> (ﬁajkaku)a dr & (a:)Z’"(&ajkaku)a do
Kry,r KRO,R6|‘T| |'IL‘| Sk |',“U|
+/<x>2’"(ﬁajk8ku)ud0+/ (2)?" (ag <2)|u)® dz = (x)*"ud.
SRy |$| KRry,R KRo,r

Nehmen wir den Imaginérteil, so haben wir:

o{x)* =, B T B
Im/ (~Laropu)idr <Im [(2)?" (L a;p0pu)t do
Kng 017 Nl snlal”

+Im (x>2r(%ajk8ku)ado<:>lmz/ ()" |ul*dz =Tm [ flz)* udx

SRy | | Kry,Rr Kry,Rr

und somit

2r
M/ ()" u]? dz </ i (ax0pu)a dx+/<$>2’" (adpu)al do
2 KRo.R B KRO‘,R8|'I| x| ‘ ‘ ] ‘

Sr

:L‘.
+/(x>2r‘(—3ajk8ku)a‘d0+m/ <$>2T|f|2d$
Sk Kry,r

AN
Es sind u, (a;x05u) € L2(Q) und 32@7’“ = O(|z|*) fiir |z] — co. Also ist

%(%ajkaku)ﬂ absolut integrierbar und es gilt

lim 1nf/ (a:)Z’"‘(ﬁajkaku)ﬂ‘ do = 0.
S

R—o0 |a‘,‘|

Da nach Voraussetzung Im z # 0 und f € L?(Q) ist, folgt

/ (z)?"u|? dr < oo
Q\Bg,
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und somit u € L(Q).
|

Wir definieren nun einen Losungsbegriff auf dem kontinuierlichen Spek-
trum von A:

Definition 1.2 (Strahlungslésung)
Essei A > 0 und f € L} (). Dann ist u Strahlungslésung, falls

loc

(AeNu=f inQ
u=0 aufof

im schwachen Sinne gilt und die Strahlungsbedingung

u € U L}(Q) und V(eﬂﬁru) € U LI ()
—3/2,A>0 —1/2, A>0
t>{fn//2,/\z0 t>{17{1,/2,)\i0
erfiillt ist. Dabei heifit u einstrahlend, wenn das Pluszeichen und ausstrah-
lend, wenn das Minuszeichen in der letzten Bedingung gewéhlt ist.

Betrachtet man die Resolvente als Operator zwischen geeignet gewichteten
Réumen, so 148t sie sich entsprechend der Definition der Strahlungslésung
stetig auf die positive reelle Achse, also das kontinuierliche Spektrum fort-
setzen.

Fiir die jeweils zweite Variante in den Theoremen 1.3 und 1.9 miissen
wir A = 0 als Eigenwert des fortgesetzten Operators ausschliefen. Hinrei-
chend hierfiir ist die folgende Bedingung an die Koeffizientenfunktion ag, das
,, Potential“:

5. ao(r) = O(|z| 7 ?) fiir |2| — oo und ||<x>2aa||Loo(Q) < €CoCPoinc.

wobei a; () = max(ao(z),0) und cpoine. = 25> die Konstante aus der IIT.

Poincaréschen Ungleichung (vgl. [Lei86, S.57]) ist.

Theorem 1.3 (Prinzip der Grenzabsorption (PdGA))

Es seien s,t > 1/2 (bzw. s,t > 1, 7 > 2 und es gelte zusétzlich 5.).
Dann existieren zu jedem XA > 0 (bzw. A > 0) die starken Grenzwerte
s ©limeo R(A +ie) =: R(A £40) in B(L%(Q2), L?,()). Zu jedem f € L%*(Q)
ist u := R(\ £ i0)f eindeutige Strahlungslésung, und dariiber hinaus gibt
es zu jedem kompakten Intervall J = [a,b] C (0,00) (bzw. C [0,00)) eine
Konstante C' = C(a,b) > 0, so daB fiir alle f € L*(Q) und alle \ € J gilt:

[ull - = [[R(A £ 30) f[| - < C[f]]s-
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Beweis: Die Existenz des Grenzwertes und die Eindeutigkeit der Strah-
lungslésung im Falle s, > 1/2,A > 0 und J C (0,00) werden in Theorem
1 [WW93] gezeigt. Die in A € (0,00) lokal gleichméBige Abschéitzung erhélt
man auf folgende Weise:

Zuniéchst zeigt man, dafl die in [WW93] verwendete a priori Abschétzung

[ull—s < C(I1£lls + llulls—) (1.1)

(insbesondere fiir s € (1/2, min(1, 7/2)) nicht nur gleichméBig fiir A € @, son-
dern sogar gleichmiBig fiir A € @ gilt. Hierfiir kann man im Beweis entweder
Theorem 1.5 aus [Sai74] zitieren oder wie folgt argumentieren:

Sei (Ap)n C @ mit A\, — X € [a,b] und u,, die zu A\, gehorige Losung bei
rechter Seite f € L%(Q) C L2%(Q) fiir s' = s’ mit ¢’ € (0, s<1/2). Wir wis-
sen bereits, daf eine Losung u € W73 (Q) der Gleichung AucAu = f existiert
und kénnen somit fiir die Differenz w,, = (v <wu,,) iiber die Differentialglei-
chung folgern, dafl diese in Wif,(Q) beschrinkt ist, also dort schwach konver-
giert. Somit konvergieren die w, auch stark in L?*(£2,) fiir jede beschrinkte
Menge 2. C € und wegen der eindeutigen Losbarkeit folgt die Konvergenz
gegen Null. Aus der Abschétzung ||wy||-s—s < [|wn||(2:) + €]|wn || s, die fiir
jedes 6 > 0 und beliebiges ¢ > 0 mit passendem 2. C 2 giiltig ist, folgt die
starke Konvergenz beziiglich der L? , (Q)-Norm. Fiir ' &7 < &5’ (weswe-
gen 7 > 1 sein muf, da s’ > 1/2 war) haben wir also beim Grenziibergang
n — 0o:

[ull-s—s < CUIflls + llulls—) < CUfsrs + [llso-7)-

Wihlen wir § = ¢’ und ersetzen s = s’ + ¢’, so erhalten wir das Gewiinschte.
Die Behauptung des Theorems beziiglich der lokalen GleichmiBigkeit der

Abschéitzung fiir den Fall ¢ = s zeigt man nun durch Widerspruch:

Dann giibe es Folgen (\,), C Q, (fu)n C L2(Q) mit || f,]|s = 1 fiir allen € N,

so daB ||u,|| s — oo fiir n — oo. Setzt man nun a,, := Tactt s’f” =

50 st ||din||—s = 1 fiir alle n € N und || f,||s — 0 fiir n — co. Wie oben zeigt
man, daB (4,), in L? (Q2) gegen Null konvergiert, was im Widerspruch zu
||tin|| s = 1 fiir alle n € N steht.

Im Falle s > 1, 7 > 2, der zusétzlichen Voraussetzung 5., A > 0 und
J C [0,00) wird die Eindeutigkeit der Strahlungslésung in [WW93, Korollar
2] bzw. [WW97a, Korollar 1] gezeigt. Um wie in [WW93, Theorem 1] die Exi-
stenz des Grenzwertes und wie oben die lokal gleichmé&fige Beschréinktheit der
Resolvente zu zeigen, benutzt man eine entsprechende a priori Abschitzung
der Form (1.1), die in diesem Falle auch fiir A > 0 gilt. Fiir den Beweis einer
solchen a priori Abschéitzung verwendet man anstelle der Resultate von Tkebe
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& Saito [IST2] in der Abschitzung des Ganzraumproblems das das folgende
Resultat von Ben-Artzi & Devinatz:

Fiir die Resolvente Ry(2) = (€A <2) 1, 2 € C\R] des Laplaceoperators
im Ganzraumfall existieren bei festem s > 1 fiir jedes A € R die Grenzwerte
lim.\ o Ro(A £ ie) =: Ro(A £10) in der gleichmdfigen Operatortopologie von
B(L*(R"), L? (R")). Desweiteren gilt fiir alle A € R:

[ Ro(A = 00)[| 522 ()22, ey < C(1+ A2

Der Beweis dieses Resultates findet sich in [BAK92] (Beweis zu Theorem 2),
der auf die Theorem 2.3 und Theorem A.6 aus [BADS84] zuriickgreift.

Setzt man mit einer Abschneidefunktion n € C*(R"), 0 < n < 1,suppn €
R™\ Bgr(0), n =1 auf R* \ Bg,1(0) die Losung u von (A <A)u = f auf den
ganzen R" fort, so geniigt die Fortsetzung v := nu der Differentialgleichung:

(LA SANv =g :=nf + [A, nju ©n(A + A)u.
Hierauf wenden wir das obige Resultat von Ben-Artzi & Devinatz an und
schiitzen die rechte Seite unter Verwendung von Lemma 1.1 weiter ab:
[v]|-s < Cllglls < CIInflls + [[A, nlulls + [n(A+ A)ulls)
< C(Iflls + lJulls—)

Mit flullzz @n\Bryio) < llvll—s und [Jullr2 (@npgii0) < Cllulls— erhalten
wir die gewiinschte a priori Abschitzung

lull s < C(Iflls + llulls--)-

Fiir den Widerspruchsbeweis zum PdGA muf} es s mit s <7 < <s geben,
weswegen wir 7 > 2 fordern miissen, da s > 1 war.
Wir erhalten somit in beiden Fillen fiir alle A € J die Abschitzung

[R(A £ 0) fl[—s < ClIfls-

Um hieraus die Abschitzung des Theorems zu folgern, nutzen wir die Inklu-
sionseigenschaften der gewichteten Rdume aus:

Fiir ¢t > s 148t sich die linke Seite nach unten gegen || R(A+:0) f|| ; abschétzen,
fiir t < s ist f € L?(Q) und es folgt

IR £ 00)fll-¢ < ClIflle < ClIf]ls-

Bemerkung 1.4

Verwendet man anstelle des zitierten Ergebnisses von Ben-Artzi & Devinatz
das PdGA aus [Lei86, Theorem 4.37] fiirn > 3, so erhélt man wie in [WW97b,
Lemma 10, Theorem 9] ausgefiihrt fir 7 > (n + 1)/2, s € (1/2,n/2) und
t > (n+1)/2<s das PAGA fiir A = 0 mit ||u||— = [|R(A £40) f]| =t < C|f]|s-
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1.2 Storungen in Form eines Schrodingerope-
rators

Da im Spezialfall der Stérung in Form eines (stationéren) Schrodingeropera-
tors A = €A +V,d.h. ajp =90, Vj, k=1,...,nund gy =V, unter gewissen
Voraussetzungen an das Gebiet {2 und mit einer stirkeren Strahlungsbedin-
gung, bessere Resultate beziiglich der Hochfrequenzasymptotik gezeigt wer-
den kénnen, soll dieser hier gesondert behandelt werden.

Fiir den Ganzraumfall sind die Resultate dieses Abschnitts von Ikebe &
Saito in [IST2] und [Sai74] gezeigt worden. Der Beweis im Falle des Auflen-
gebietes, das gewissen Bedingungen, die im weiteren noch prézisiert wer-
den, geniigt, geht auf Ideen von Morawetz [Mor75b] zuriick, die geeignete
Abschétzungen fiir den Laplaceoperator auf einem solchen Gebiet zeigt.

In diesem Abschnitt sollen die folgenden zuséitzlichen Voraussetzungen
gelten:

Voarussetzungen 1.5
1. An das Gebiet §Q:

Es existiere eine Familie von Phasenfunktionen {x;};=1..n C C*(Q)
mit |Vx;| =1, sowie Koeffizienten b;,j = 1,..., N, so daf gilt:

(a) Jede einzelne Phasenfunktion hat mit einem t > 1/2 fiir |z| — oo
das asymptotische Verhalten

T ~
x; = |z + O(1), ij=m+0(lfv| ),

Ofx; = O(lz ™), 18] =2, 97x; = O(l=[7),|8] = 3,4,
(b) Fiir den Gradienten der Linearkombination 1) := Z;VZI bjx; ist:
VY -v > >0 auf 09, (1.2)

wobei v die duBlere Normale zu () bezeichnet.
(c) Die Hessematrix [V (V)] := (0%¢)/0x;0xy) i erfiille

V(VY)] > d(|z])Id > 0, (1.3)

wobei mit einem o > 1 gilt: d(|z|)|z|* > ¢ > 0 fiir |z| — oo.

(d) Beziiglich der Regularitét der Linearkombination 1 gelte:
Y € CHQ).
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2. An das Potential V:
Es geniige der stidrkeren Abklingeigenschaft

92V = O(|z|~""1*ly  mit einem T > 3/2 fiir |z| — co.

3. An die Strahlungslosung u:
Die Strahlungslosung u geniige der Strahlungsbedingung (S), d.h.

V(eFVA) € L¥(Q).

Bemerkung 1.6
1. Wie in [Mor75b] ausgefiihrt, erfiillen beispielsweise Gebiete, deren Kom-
plement strikt sternformig ist, die Bedingungen an das Gebiet:

Die Wahl ¢)(x) = |z| fiir ein Gebiet im R?*, dessen Komplement strikt
sternformig beziiglich des Nullpunktes ist ,geniigt“ nicht, da zwar Vi >
¢y > 0 ist, aber die Hessematrix den Figenwert Null besitzt. Wahlt man
jedoch x,(z) = |x ©z;|, j = 1,2,3, wobei die z; drei linear unabhéngi-
ge Punkte nahe dem Ursprung sind, beziiglich derer R* \  auch noch
strikt sternformig ist (Vy;-v > ¢ > 0), so erfiillt ) = Z?Zl |z &z
alle Voraussetzungen an die Phasenfunktionen. Es ist nun 0 kein Fi-
genwert der Hessematrix H von 1, denn wére y Eigenvektor, so miifite
auch Hjy = 0, j = 1,2, 3 fiir die Hessematrizen der x; sein. Als skala-
res Vielfaches der jeweiligen Eigenvektoren muff dann y = kq(z<z1) =
Ko(x©29) = Kk3(x©23) sein, woraus wegen der linearen Unabhéngigkeit
der z; y = 0 folgt.

2. Fiir die Behandlung auftretender Randterme, hétte die Forderung , kurz-
reichweitig®, d.h. 7 > 1 (wie bisher), an das Potential gentigt. Unter
der obigen stirkeren Voraussetzung an das Potential V' wird aber fiir
rechte Seiten f € L%(Q) mit s > 1 in [Jég67, Satz 6] die Existenz und
Eindeutigkeit einer Strahlungslosung, die der geforderten Strahlungs-
bedingung (S) geniigt, gezeigt. Nach [WW93, Theorem 1] ist diese dann
auch Strahlungslosung im Sinne von Definition 1.2.

Das néchste Lemma enthélt eine fiir das nachfolgende Abschitzungstheorem
grundlegende Ungleichung:

Lemma 1.7
Es seien s > 1/2, f € L?*(Q), A > 0 und u Strahlungslésung der Gleichung

(CA+Vusu=f inQ
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7u homogenen Dirichletrandwerten. Dann ist v € W ?(Q) und fiir hinrei-

chend grofie \ gilt:
9 C
JullZy < <(

—5 =

A2 + 1VullZy)

Beweis: Aus 1.3 wissen wir, dafl
ue () L?,(Q)
t>1/2

ist. Mit Hilfe des Regularititslemmas 1.1 kénnen wir, da A\u + f € L% (Q)
ist, auf u € W2(Q2) schlieBen.
Fiir die behauptete Abschéitzung multiplizieren wir die Gleichung

(SA + V)usu = f,

mit (z)~2%4, integrieren iiber 2 und erhalten nach partieller Integration unter
Beriicksichtigung der Nullrandwerte von u auf dem Rand 0€2:

/<x>_25|Vu|2 dz + Re /uV<x>_2sVu d + /<x>_2s(V SN|ufdz =
Q Q Q
=Re [ () *fudx
/

Mit der Cauchy-Schwarzschen und der Youngschen Ungleichung folgt fiir alle
K1, kg > 0:

20\ &V) (k1 + K2)) /<$>25|U|Zd$ < Clgs IfI1 + Clr) | Vull?,).
0
Gilt nun A > (k1 + Kka) + 2ma5< V(z), so laBt sich die linke Seite weiter
TeE

nach unten gegen A||u||*, abschétzen, und wir erhalten die Behauptung des
Lemmas.
a

Theorem 1.8 (Abschéitzungstheorem)
Es seien s > 1, f € L*(2), A > 0 und u Strahlungslésung der Gleichung
(CA+V)usIu=f inQ

zu homogenen Dirichletrandwerten, die der Strahlungsbedingung (S) geniigt.
Dann ist fiir hinreichend grofies A

IVul|—s < C|If]]s
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und
C
Ul —s S = ER
- < I

Beweis: Der Ubersichtlichkeit halber fithren wir den Beweis hier fiir aus-
strahlende Strahlungslésungen, der fiir einstrahlende verlduft analog.

Da A > 0 aus dem kontinuierlichen Spektrum und u eine Strahlungslésung
ist, liegen i.a. weder u noch Vu in L*(2). Da u ausstrahlend ist, hat aber
das Produkt e *#ly, erste Ableitungen in L2(2). Dies ist immer noch wahr,
wenn wir |z| durch eine Phasenfunktion y mit |Vx| = 1 ersetzen, die sich
asymptotisch wie |z| fiir || — oo verhilt. Setzen wir also

vi= ue‘iﬁx,
so geniigt v der Gleichung,

(€A 4+ V)v ©2iVAVY Vv iV AAyw = Fem VX

die keinen Faktor A mehr sondern lediglich einen Faktor v/ enthlt. Multi-
plizieren wir diese Gleichung nun mit 2(2VxV© + Ax?), so erhalten wir:

2Re (2V XV + AXT) (€A + V) = 2Re (2Vy VD + Axd) fe VX, (1.4)

wo auch v/\ nicht linger als Koeffizient auftritt. Die linke Seite 18t sich in
der Form

&2Re V'[(2(Vx - VO)Vv) + (AxoVv) & (Vx|v[*V)] + 2V (Vx|Vo]?)
+ V' (VAx|v]?) ©AAx|v|? + 4Re V'T[VV'Y|Vv ©2(Vy - VV)|v|?

schreiben. Integrieren wir Gleichung (1.4) iiber 2 und beachten, da8 es keinen
Beitrag von |z| = oo gibt und dafi v = 0 auf 99 gilt, so erhalten wir:

ox
@2/5

0N

ov

2
1 o+ are / Vo[V AV dr = (1.5)

= /(AAX +2(Vx - VV)|v|? dz + 2Re /(Q(VX . V7) + Ax@)fe*i\/xx dz.
@ Q

Dabei verschwindet wegen der Nullrandwerte von v auch die tangentiale Ab-
leitung von v auf dem Rand, so daf:

2

Ov

ov

9
Vi = |Vo|?
ov

ox _ Ox

5 — 2 auf 0f).
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Wir wollen Gleichung (1.5) nun wieder in Abhéngigkeit von u schreiben:
Aus |[Vx| =1 folgt, daB [V(Vx)'[Vx =0= (Vx)'[V(Vx)] ist, so daf

V'o[V(VY) Ve = V'a[V(Vx)]Vu

ist. Wegen der Nullrandwerte gilt ‘%‘ = ‘%‘ auf 02 und wir erhalten:

ou
<:>2/(Vx-1/) o

0N

2 do + 4Re /(VQ[V(Vx)']Vu) dr =

- /(AAX+2(VX-VV))|u|2dx+2Re /(2(Vx-Vu)+(2i\/X+Ax)u)fdx,
Q Q
wobei wir wieder |Vx| = 1 ausgenutzt haben. Diese Gleichung ist linear in

X, so daf} fiir eine Linearkombination ¢ = Z;VZI b;jx; verschiedener Phasen-
funktionen x; mit B := ) b; gilt:

&2 / (Vo v) |2 o + 4Re / (Va[V (V) |Vu) dr +

ov
o0

= /(AA1/)—|-2(V¢-VV))|u|2dx+2Re /(2(V¢-Vﬂ)+(2iﬁB+Aw)a)f dz.

Aufgrund der Eigenschaften (1.2) und (1.3) haben wir dann die folgende
Abschétzung:

0
261 / ‘a—z
o0

< / (AAG+2(Vi-VV)) [uf? du+-2Re / (2(V Vi) +(2iVAB+AY)a) f dz.

Q Q

2
do + Re /d(x)|Vu|2dx <

Wie in [Mor75b] kann man nun die Terme auf der rechten Seite fiir |A| > Ay > 0
gegen

AJFLC(IIfHQerIIdWIIZ) baw. — C(IfIl; + elldVul*)

abschéitzen, wobei fiir den ersten Term wieder die Abklingeigenschaften des
Potentials V' ausgenutzt werden.

Ist nun A hinreichend grofl und £ geeignet klein gew#hlt, so lassen sich
die Terme mit Vu auf der linken Seite ,,absorbieren“ und wir erhalten:

%
ov

2

+ 4| Vull2, < Ol fII3,
L2(69)

201
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womit die erste Aussage des Theorems gezeigt ist.
Die zweite folgt nun durch erneute Anwendung von Lemma 1.7.

Theorem 1.9 (PdGA fiir den Schrédingeroperator)

Es seien A = ©A + V, die Voraussetzungen 1.5 erfiillt und s > 1. Dann
existieren zu jedem A > 0 die starken Grenzwerte lim. o Rg(\ £ ie)f =:
Rs(A £ i0)f in B(L?(Q),L? ,(Q)). Dariiber hinaus gibt es eine Konstante
C > 0, so daB fiir alle f € L?(Q) und alle A > a > 0 gilt:

[Rs(X £ i0) f]|_s < C(1+ A2 fls.

Geniigt das Potential V' auch noch der Bedingung 5. aus Abschnitt 1.1, so
gilt die Abschéitzung fiir alle \ € Ry .

Beweis: Die Existenz der Grenzwerte folgt wie in Bemerkung 1.6 erwéhnt
mit [J&g67, Satz 6].

Kombiniert man fiir A in einer hinreichend groflen Umgebung von A =0
die lokale Aussage von Theorem 1.3 (das insbesondere auch unter den in die-
sem Abschnitt geforderten Voraussetzungen giiltig ist) mit der des Abschétzungs-
theorems 1.8 fiir grofle A, so erhilt man mit einer geeignet gewéhlten Kon-
stante C' > 0 die behauptete in A gleichméflige Abschitzung der Resolvente

gegen die rechte Seite.
a

Bemerkung 1.10

In [Mor75a] wird fiir den Fall n = 3 ein im Vergleich zu Theorem 1.8 etwas
allgemeineres Resultat gezeigt. Dort braucht die Hessematrix der Phasen-
funktion lediglich positiv semidefinit zu sein womit mehr Gebiete () zuge-
lassen werden kénnen. Da dies jedoch nur fiir den Fall n = 3 gilt und in
Theorem 1.8 die wohlbekannte Klasse der Gebiete, deren Komplement strikt
sternformig ist, enthalten ist, haben wir uns hier auf diesen Fall beschrédnkt.



Kapitel 2

Differenzierbarkeit der
Resolvente

In diesem Kapitel wird die Differenzierbarkeit der Resolvente der im voran-
gegangenen Kapitel eingefithrten Stoérungen des Laplaceoperators beziiglich
des Spektralparameters A untersucht.

Auf der Resolventenmenge des Operators, die nach den Aussagen des letz-
ten Kapitels iiber das Spektrum von A die Menge C\ {\eR|A> &f|ag ||z (o)}
umfaflt, ist die Resolvente holomorph.

In Kapitel 1 wurde die Resolvente, aufgefafit als Operator zwischen ge-
wichteten Rdumen, stetig auf die nichtnegative Achse, also das kontinuierli-
che Spektrum fortgesetzt. Durch ein &hnliches Fortsetzungsargument fiir die
Ableitungen wird nun die Differenzierbarkeit der Resolvente beziiglich des
Spektralparameters auf der positiven reellen Achse gezeigt. Dazu werden im
ersten Abschnitt fiir den Ganzraumfall ,,mikrolokale Resolventenabschétzun-
gen“ bewiesen, mit denen es im zweiten gelingt, Potenzen der Resolvente
auf der positiven reellen Achse lokal gleichméflig abzuschitzen. Dies 148t sich
mit Hilfe einer Abschneidetechnik auch auf den Auflenraumfall iibertragen
und iiber die Formel fiir die Ableitungen der Resolvente erhilt man deren
Differenzierbarkeit auf der positiven reellen Achse und die lokal gleichmafige
Beschrianktheit der Ableitung.

Fiir den Spezialfall des Schrédingeroperators im Ganzraumfall (auch mit
langreichweitigem Potential V') ist die Differenzierbarkeit der Resolvente be-
reits von Isozaki in [Iso85] gezeigt worden. Die N-te Ableitung lafit sich
gleichméBig fiir grofe A mit einer Abklingrate A=(V*1)/2 entsprechend dem
PdGA (N = 0) abschétzen. Unter Voraussetzungen, die denen von Theorem
1.9 entsprechen, iibertragen wir dies mit den Ergebnissen aus dem vorange-
gangenen Kapitel im dritten Abschnitt mit derselben Abklingrate auf den
Auflenraumfall.

13
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Am Ende des Kapitels zeigen wir noch die einmalige Differenzierbarkeit
der Resolventen in A = 0 fiir eine Klasse von rechten Seiten und diskutieren
die auftretenden Schwierigkeiten bei hoheren Ableitungen.

2.1 Mikrolokale Resolventenabschitzungen
im Ganzraumfall

In diesem Abschnitt betrachten wir 2 = R”, also den Ganzraumfall. Die
Hauptergebnisse sind die Theoreme 2.13, 2.16, 2.31 und 2.34, die sogenann-
ten mikrolokalen Resolventenabschitzungen. In diesen werden Produkte aus
der Resolvente und Pseudodifferentialoperatoren, die bestimmten Vorausset-
zungen geniigen, dhnlich wie im Prinzip der Grenzabsorption, in gewichteten
Normen gegen die rechte Seite abgeschitzt. Im Ganzraumfall fiir Schrodinge-
roperatoren mit langreichweitigem Potential sind solche Abschidtzungen von
Isozaki & Kitada [IK84] gezeigt worden, woran wir uns auch im Falle der
variablen Koeffizienten orientieren werden.

Die Ubertragung der Ergebnisse auf den Auflenraumfall werden wir im
Zusammenhang mit der Differenzierbarkeit der Resolvente in Abschnitt 2.2.2
vornehmen.

Zunichst fassen wir einige Ergebnisse aus der Theorie der Pseudodiffe-
rentialoperatoren zusammen, die wir sowohl in den Beweisen der mikroloka-
len Resolventenabschétzungen als auch im Beweis der Differenzierbarkeit der
Resolventen benutzen werden. Diese Ergebnisse kann man beispielsweise in
[Kg82], [H685] oder in dem einleitenden Abschnitt von [IK84] nachlesen. Sie
behandeln eine kleinere Klasse von Pseudodifferentialoperatoren, als die in
[Tay81] betrachteten.

2.1.1 Pseudodifferentialoperatoren

Wie in [Kg82, Definition 1.1(1) bzw. 1.6] definieren wir:

Definition 2.1 (Symbole der Klasse S%;)
1. Es seien p = p(r,§) € C*(Ry xRY), m € R, 0<d<p<1lundd <l
Dann ist p ein Symbol der Klasse S}, wenn es zu jedem Paar («, [3)
von Multiindizes eine Konstante C, s gibt, so daf3

|D£agp(x7 £)] < Ca,ﬂ<§>m+5\ﬁ|*p\a|‘

Fiir p =1 und 6 = 0 schreiben wir STy =: S™.
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2. Seien pj(x,§) € S;rfg,j =0,1,..., mit mg >my > --->m; > mjyq >
. und m;j — 0o fiir j — oco. Dann hat p(z,§) € S)s die (asympto-
tische) Entwicklung

p(x,f) ~ ij(l',g),

wenn fiir jedes N > 1 gilt:

N-1

p(,€) & pj(a,€) = r(a,€) € S
§=0

Mit diesen Symbolklassen lassen sich nun die Pseudodifferentialoperatoren
(PDOen) definieren (vgl. [Kg82, Definition 1.1(2)]):

Definition 2.2 (Pseudodifferentialoperator (PDO))
Fin linearer Operator P : S — § in R? ist ein Pseudodifferentialoperator

(PDO) mit Symbol p(z,§) € S}, wenn sich Pu durch

oy | €l ) (F € de

Rn®
fir v € S darstellen laBt. Wir schreiben dann P = p(z,D) € S}; und
bezeichnen das Symbol p von P mit o(P). Als Hauptsymbol von P bezeichnet

Pu(z) =

man die Aquivalenzklasse von p(z,€) in SZ’(S/SZ;(ZP*I) bzw. jedes Element
dieser Aquivalenzklasse.

Es ist hier dasselbe Symbol S; sowohl fiir die Funktionenklasse wie auch fiir
die Klasse von PDOen gewé#hlt worden. Es bezeichnet so eigentlich zwei ver-
schiedene Dinge, doch ist dies gerechtfertigt durch die Identifizierung geméaf
des nachfolgenden Theorems.

Uber die Darstellung als oszillierendes Integral erhilt man, daff auch die
Anwendung von PDOen auf Funktionen aus B(R™) Sinn macht. Nach [Kg82,
Theorem 1.3] sind PDOen sowohl von § — § als auch von B(R") — B(R")
stetig.

Zwischen Symbolen und PDOen besteht die folgende Beziehung (vgl.
[Kg82, Proposition 1.2]):

Theorem 2.3

Die Abbildung S}s > p(z,§) — P = p(z, D) € S}; ist eine Bijektion. Das
Symbol p(zx, &) zu einem gegebenen PDO P berechnet sich, £ als Parameter
auffassend, durch

p(z,€) = eTEP(e).
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Als Spezialfall von [Kg82, Thoerem 4.1] formulieren wir:

Theorem 2.4 (L? - Beschrinktheit)
Ist P ein PDO mit Symbol p € S°, so ist P als Operator in L*(R") beschréiinkt
und es gilt:

[Pullg> < C Ipl||ull 2,

mit der Seminorm

pl == sup Y (©M|DIogp(x,€),
PR e gl

wobei sowohl C' als auch [ lediglich von n abhédngen.

Diese Abschiatzung wird zunéchst fiir Funktionen v € S gezeigt und mit
einem Approximationsargument sind somit PDOen auf L?(R") - Funktionen
erklart.

Im weiteren betrachten wir den folgenden Typ gewichteter PDOen und
definieren etwas allgemeiner als in [IK84, Definition 2.2]:

Definition 2.5
Seien m € R und p > 0. Dann ist p(z, &) € GS™(u), wenn es zu jedem Paar
(o, ) von Multiindizes eine Konstante C, 3 gibt, so daf§

|DE0gp(@,€)| < Coplx) 1 Fl(gymlol,

Fiir m = 0 schreiben wir GS°(u) =: GS(u).

Ein Symbol p(z, £) heifit schnell abfallend in 2%, wenn p(x,£) € GS™(u)
fiir alle pp > 0 gilt.

Ein PDO P gehért zu GS™(u), wenn sein Symbol zu GS™(u) gehort.
Weiter definieren wir die Seminorm

Plimg = sup > (@)1 )N DO p(a, O
TEER g Jal <t

Wie in [IK84, Theorem 2.3] gilt mit [Kg82, Theorem 1.7] fiir das Produkt
zweier gewichteter PDOen:

Theorem 2.6 (Asymptotische Entwicklung des Produktes)

Seien P;, P, PDOen mit Symbolen pj(x,&) € GS™i(u;),7 = 1,2. Dann ist
auch ihr Produkt PP, ein PDO, der in GS™*™2(uy + py) liegt, und fiir
N > 1 hat sein Symbol o(P, P,) die Entwicklung

o(PP) = 3 (O, ) (D () + ().

la|<N
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Hierbei geniigt ry(z, &) der Ungleichung
|DRog T (2,€)| <
S Coz,ﬂ,N Z |p57)

[v|=N

wobei png) (.’L’,g) = <§>M82p1(x, 5)7 p2(’y) = <x>|7|Dgp2(1‘7 5)7 l; = l]+ |a|+ |ﬁ|7
j=1,2, und l;, j = 1,2, nur von n abhéngige Konstanten sind.

—N—p1—p2—|B]| <§>—N+m1+mz—\a|,

l’l s, 11 |p2(7) l’27m27u2 <x>

Bemerkung 2.7
Ist das Symbol des Operators P, in Theorem 2.6 nur von £ und nicht von x
abhéingig, so reduziert sich die Entwicklung auf den ersten Term

o(PLP) = pi(z, §)p2(€)-
Zum Beweis dieser Aussage benutze man Definition 2.2.

Weiterhin erhalten wir wie in [IK84, Theorem 2.4] mit [Kg82, Theorem 1.7]
fiir den adjungierten Operator, der formal iiber

(Pu,v) = (u, P*v), u,v €S
definiert ist:

Theorem 2.8 (Asymptotische Entwicklung der Adjungierten)
Sei P ein PDO mit Symbol p(z,§) € GS™ (). Dann gehért auch seine Adjun-
gierte P* zu GS™(u) und fiir N > 1 hat ihr Symbol p*(x, £) die Entwicklung:

P8 = 3 DR + (e, ©).

la|<N

Hierbei geniigt ry(x,&) der Ungleichung

|D58?TN("E7 §)| < Ca,ﬁ,N Z |p8; |l+|a\+|ﬂ\7m7#<1'>_N_M_|/6‘ <§>—N+m—\a|,

lv[=N

wobei pgzg (x,&) = (x>‘7‘(§)|7|Dg8gp(x,§) und | eine nur von n abhingige
Konstante ist.

Schlieflich haben wir noch die folgende Aussage iiber die Stetigkeit von ge-
wichteten PDOen in gewichteten Rdumen (vgl. [IK84, Theorem 2.5)).

Theorem 2.9
Ist P € GS(u), dann sind fiir alle s € R die Operatoren (x)*P und P(z)" in
B(LI(R"), L{(R")).
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2.1.2 Einseitige Lokalisierungen

Bevor wir die zu Beginn des Abschnitts erwidhnten Hauptergebnisse formu-
lieren, miissen wir zunéchst die Voraussetzungen an die PDOen, die von
einem Parameter A\ abhidngen und deren Produkt mit der Resolvente ab-
geschéitzt werden soll, prizisieren. Dafiir erweitern wir zunéichst die Sym-
bolklasse GS™(u) auf Symbole, die vom Parameter A € [a, b] abhéngen:

Definition 2.10
Seien m € R, p > 0 und 0 < a < b < co. Dann ist p(z,£,\) € S™(u), wenn
es zu jedem Paar («, 3) von Multiindizes eine Konstante Cy g gibt, so dafi
gilt

sup [DJogp(w, &, \)| < Cop(a) = (g)m1el.

A€la,b]

Fallsm = 0 ist, so schreiben wir auch S°(u) =: S(p) und ein PDO P(\) € S™(p),
wenn sein Symbol zu S™(u) gehort.

Nun kénnen wir die speziellen Symbolklassen definieren, fiir welche wir an-
schliefend die mikrolokalen Resolventenabschéitzungen zeigen werden:

Definition 2.11
Es ist p(x, &, \) € Swo, falls

(1) p(z, &, A) € S(0),

(2) Es gibt eine Konstante € > 0, so daf

p(z,&,\) =0, falls &l <€, X € la,b]

| 6L

VA
(e darf von p abhéngen).

Ein PDO P()) € S, wenn sein Symbol zu S, gehort.

Definition 2.12
Es ist p(x, &, \) € Sy, falls

(1) pi(l',é-, )‘) € S(O)7
(2) Es gibt eine Konstante € > 0, so daf

pe(z,6,0\) =0, falls &l >e€, X € a,b]

| 1€l
VX

(e darf von p, abhéngen).
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(3) Es gibt Konstanten p, so daff <1 < py < 1 und
pi(z, &) =0 falls &-€<p,
p(z,6,\)=0 falls &-&>p,

(p+ diirfen von pL abhéngen).
Ein PDO P()\) € Si, wenn sein Symbol zu Sy gehort.
Nun zu den Resolventenabschéitzungen mit PDOen aus Su.:

Theorem 2.13
Sei P(\) € Sy . Dann gibt es fiir jedes s > 1/2 eine Konstante C' > 0, so
daB fiir alle f € L*(R") bzw. f € L? (R") gilt:

(1) IPVRA£0)f|ls < Cllflls, A€ [a,0],
(2) IRAF 0)P(A) fll-s < Cllfll-s; A€ a,b].

(Die zweite Ungleichung lese man zunéchst fiir f € S und approximiere dann
f € L? (R") durch Funktionen aus S.)
Beweis: Wir setzen:

Lpo(@, &) = tp(@, & V(L e e 8.,

wobei letzteres wegen der Abschneideeigenschaften richtig ist.
Der zu 1po(z,&, A) gehorige Operator +Py()) ist dann sogar in S~2(0):

o WP, 6 A
Diarp(a,e V| = (Do),
(T <:>1)
= [ Y Candf (D, €, ) - (- 1)
v<a
< ,gz ~la— 7|)\ —2—1]v|
v<a

< Cap MO,

Es wird im folgenden auch die selbstadjungierte L?~Realisierung von <A im
Ganzraumfall mit <A bezeichnet. Mit Ry(z) = (€A <2)7! ist dann

P\ Ry(A £ 0) = 1Py(N)
und aus der Resolventengleichung folgt:

P(M)R(A £1i0) = s Py(X) &5 Py(AN)(A + A)R(A +40).
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Da +Py(A) € S7%(0) und (A + A) € S*(r) folgt mit Theorem 2.6, daf
TPy(A\)(A+A) € S(7)
ist und

o (PN (A+A)) = > 507 po(, &, N DJIE(aju(x) 9856) E+ao ()] +an (2, €, V),
IBI<N

mit gy (z,&, ) € S(IN). Somit ist

POVROEi0) = L(Po(3) & 37 B3O (A + A)sRO £ i0) + Qu(NR(A £ )
|Bl<N
(2.1)

wobei (A+A)g = DF(A+A) € S*(7), 1 P3(A) € S72(0) und +Qn(X) € S(N).
Also ist fiir s,¢ > 1/2 und f € L? mit den Theoremen 2.6, 2.9 und 1.3:

1P;(\)(A+A)sR(A£i0)f € L%, (R")
FONNRA£i0)f € L%, (R").

A

Fiir s > <t + 7 gilt dann

IPRA£00) fll 117 <~ (||P0 M l=ter D 1P (A (A + A)s RN £ i0) fl| -4

IB|<N

+ QN (RO £ iO)f||_t+T>

Q

<A1l < C 7]

so daB P(A)R(A £i0) : L*(R™) — L?, . (R") stetig ist. Ist s < &<t + 7, so
ersetzt man in der obigen Abschitzung (<t + 7) durch s und erhilt bereits
die Aussage des Theorems.

Im Falle s > <t+7 beachte man nun, da p(z, &, )\) = 0 fiir | 1eL L el] < elst,

daB dies auch fiir po(z, &, N), po(z, &, N)o(A+A) und +(z)po(z, f No(A+A)
gilt, und deswegen

P(\) = L) " Py(\) (A + A) € Sx
ist. Wenden wir auf P()\) das obige Vorgehen an, so gilt

P(MR(A+i0) : L2(R*) — L2, (R"),
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also insgesamt:
PVRO£0) : LA(B") = L2, (RY),
falls s > <t + 27, denn

IPOVROE0) | eor < S (IO esar + POV i0)]] 7).
Im Fall s < <t + 27 ersetze man wieder <¢ + 27 durch s.
Dieses Vorgehen setzt man solange fort, bis s < <t + k7 ist, ersetzt dann
&t + k1 durch s und erhélt schliefflich die erste Behauptung des Theorems.
Die zweite Behauptung des Theorems erhélt man nun durch den Uber-
gang zur adjungierten Abbildung (im Banachraumsinn beziiglich des L?(Q)-

Skalarproduktes).
O

Als zweite einseitige Lokalisierung zeigen wir die Resolventenabschéitzun-
gen mit PDOen aus S.:

Da wir im folgenden die Resolvente R(z) auch fiir Imz # 0 betrachten
werden, fithren wir komplexe Versionen, d.h. A=z € C fiir die PDOen P.(\)
und die Symbolklassen S(p) bzw. Sy ein:

Definition 2.14 .
Fiir p > 0 ist p(z, €, z) € S(u), wenn es zu jedem Paar («, ) von Multiindizes
eine Konstante C, 3 gibt, so daf§

sup | D20gp(x, €, 2)] < Cogla) ™ 1Fl(g) 1o,
zE@

Definition 2.15
Es ist p(x,&,2) € Sy, wenn

1) pi(ajaga Z) € 5(0)
ii) e > 0: pi(z,€,2) =0, falls |\/% sll>e 2€Q

p_(x,€,2) =0, falls & - £> u_

i) I € (<1.1) : a
iii) Jpy € (e1,1) {p+(a:,§,2) =0, fallsz-& < py

iv) p+(x,&, z) ist mit all seinen Ableitungen nach x und § stetig fiir z € Q
und gleichméBig beziiglich (x, &) stetig fiir Im z — 0.

Mit diesen Definitionen formulieren wir nun die Resolventenabschétzun-
gen mit PDOen Py (A)aus Sy, die wie in Theorem 2.13 zu interpretieren sind:
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Theorem 2.16

Seien P, (\) € Sy . Dann existieren zu jedem s > 1/2 die starken Grenzwerte
lime\ o P (XA + ie) R(A + ie) in B(L2(R"),L? | s(R™)) mit einem beliebigen
§ > 0, und es gibt eine Konstante C > 0, so daB fiir alle f € L*(R") gilt:

[Pr(NRAE£0)flls—1 <CIflls ¥V AEla,b].

Bevor wir zum eigentlichen Beweis von Theorem 2.16 kommen, bedarf es
einiger Vorbereitungen:

Wie in [IK84] definieren wir die Zerlegbarkeit von Operatoren und geben
fiir diese Eigenschaft ein Kriterium an.

Definition 2.17 (Zerlegbarkeit von Operatoren)
Ein beschréiinkter Operator B auf L*(R") heifit zerlegbar beziiglich z,,, wenn
fiir jedes w,, ein B(x,) € B(L*(R"'), L*(R*"!)) existiert, so daf3

(Bf)(z) = (Bf) (@', 2n) = (B(za) f(-,20))(a") ¥ f € LX(R").

Theorem 2.18
Ein PDO P mit Symbol p(z,£) € CB(R®*") (Raum der C*®-Funktionen mit
beschréinkten Ableitungen) ist genau dann beziiglich x,, zerlegbar, wenn

Lp(a,€) = 0 gilt.

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir den Beweis von Theorem 2.16 ist das folgende
Theorem aus der zeitabhéingigen Theorie, in welchem eine Abschétzung fiir
die Losung der abstrakten Differentialgleichung (kurz DGL):

Lol = Bljult) + (1) (smo <1< 0) (2.2)

gezeigt wird, (vgl. [IKK84, Theorem 1.8]):

Theorem 2.19 (Abschitzung der Losung einer abstrakten DGL)
Es sei ‘H ein Hilbertraum und es gelte:

i) u(t) € C'((e00,0],H) und liminf,_, . ||u(t)||z = 0
i) [ N0t < o0
iii) B(t) € C((<00,0], B(H,H))
iv) ABu(1) : (em0,0] — {T € B(H,H)|T ist selbstadjungiert}, so daf:
iB(0) S B)) < Bu(o) sowie | B0l dt < o
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Ist u(t) die Losung der Differentialgleichung (2.2), so gilt fiir jedes s > 1 :

0 o 6C2Cy + Cy [° s
[ aen B < 2= [ sl

o0 —00

0 0
wobei Cy :exp( [ 1By ()] s30 dt) [ 1By () 330 dt und € = (s <51)~1
sowie 0 < 6C, < 1.

SchlieBlich nehmen wir noch die grundlegende Lokalisierung im Impuls-
raum vor:

Lokalisierung der DGL (A — A\)u = f im Impulsraum:
Es sei w? = (w,...,w0) € S" ! fest mit w) > 0 und
U .={we S ||wew <el.
Wir wéhlen e hinreichend klein, so daf}
Use C{w € 5" " |w, > 0}
und p € C*°(R") bzw. 1y € C*°(S"!) so, daB
1 ||€] 1] < ¢/2 1 wel.
= bzw. w) = ~

pe) {0 1] 1] > € A
und setzen ¢
(&, 2) = 3 , z € Q.

Mit ®(D, z) bezeichnen wir den PDO mit dem Symbol ®(¢, z). Dieser kom-
mutiert mit (<A <z), und wir erhalten mit u(z) := R(z2)f,

(CA+ (A+A)&2)P(D, 2)u(z) = ®(D,2)f+[A+ A, Q(D,2)u(z).

Wir spalten nun den ,,Storterm® A + A in zwei Anteile auf:
A + A == Al + AQ,

so daf} sich die Symbole der Operatoren A; und A, mit einer Abschneide-
funktion € C*(R"), 0 < n < 1, suppn C R* \ By(0) und n = 1 auf
R" \ Bj,4(0) fiir ein R > 0, in der Form
o(A1)(z,§) = n(z)((idja,(x) + (aj(x) <0k)&;)Ek) + n(@)ao(z)
=t ay(z,§) + a3(x)
o(A2)(,€) = (1 (@) (Sidaz(x) + (n(x) ©6,)€)8) + (1 ©n(x))a(x)
=: ag(x,§) + aq(x)
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schreiben lassen. Es ist dann o(Ay)(+,€) € Ci°(R}) und sup,en |o(A1)(z, §)|
kann mit der Wahl von R in Abhéngigkeit von £ beliebig klein gewihlt wer-
den. Wir haben somit:

(A + A1 2)0(D, 2)u(z) = (D, 2)f + [A+ A, (D, 2)]u(z)
SA®(D, 2)u(z) (2.3)

Der Operator [A + A, ®(D, z)] gehort wegen der Abklingeigenschaften von
A+ A und den Abschneideeigenschaften von ®(&, z) beziiglich £ zu der Klasse
S(7).

Beweis von Theorem 2.16: Der Beweis, der zunichst fiir den Fall
P_(A)R(A + i0) gefiihrt wird, gliedert sich in die folgenden Schritte:

1. Unter Ausnutzung der Eigenschaften von A; und & konstruiert man
einen Operator B(z) und bringt Gleichung (2.3) auf die Form der ab-
strakten DGL aus Theorem 2.19:

(1 9 ©B(2)) (D, 2)u(z) = F(2,1,).

1 01y,

2. Man zeigt, da§ der Operator B(z) (nach Konstruktion) bzgl. x, zer-
legbar ist, und daf es eine beschrénkte stetige Funktion By (z, z,) gibt,
die der Voraussetzung iv) von Theorem 2.19 geniigt.

3. Man weist die restlichen Voraussetzungen fiir Theorem 2.19 nach und
wendet es auf die DGL aus 1. an. Die gewonnene Ungleichung wird
dann weiter so nach oben und unten abgeschétzt, dal man auf

IP(2)u(z)lls—1 < C (1P () flls + 1 f |-n + 1P2(2)u(2) s + [u(2)]| ),

kommt. Dabei ist P(z) ein spezieller PDO, dessen Symbol sich aus
Abschneidefunktionen zusammensetzt, und es sind Pj(2), Py(2) € S_.

4. Man verwendet eine weitere Lokalisierung und die Abschéitzung aus
3., um mit einer von z unabhéngigen Konstanten L und Operatoren
Pj(m)(z) € S, j = 1,2 die folgende fundamentale Abschditzung zu zei-

gen:

1P} es < € (32 IR T+ 1

+ §1||P§m’<z>u(z>||_7 +[u(2)||-n).
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5. Unter Ausnutzung des Prinzips der Grenzabsorption 148t man in der
fundamentalen Abschéitzung Im z gegen Null gehen und erhilt so die
Aussage des Theorems fiir den Fall P_(\)R(\ + i0).

6. Argumentation im Fall P, (A\)R(\ <10).

Um auf die spezielle Gestalt in 1. zu kommen, muf fiir die hier betrachte-
ten Storungen A des Laplaceoperators der Operator B(z) etwas anders als
in [[K84] definiert werden, da der Summand &2 in der Symbolschriebweise
nicht explizit auftritt. Um den auftretenden Stoérterm zu behandeln, wird
das kurzreichweitige Verhalten der Koeffizientenfunktionen a;, ausgenutzt.
Der Operator B(z) wird wie in [[K84] so konstruiert, daf sein Symbol nicht
von &, abhéingt und 2. direkt folgt. Die Abschitzungen in 3. sind im wesentli-
chen die gleichen wie in [IK84], da die Symbole der auftretenden Operatoren
kompakten Triger in & € K, haben. Deswegen, aber auch weil dies schon
im PdGA nicht der Fall ist, erhélt man keine Abklingrate in A. Schritt 5.
unterscheidet sich bis auf die Abklingrate kaum von dem Vorgehen in [TK84],
es wird lediglich noch die Konvergenz in der richtigen Norm gezeigt, wie
dies schon in [Iso85] angedeutet ist. Im 6. Schritt wird fiir den vorliegenden
Fall erliutert wie der entsprechende Operator B(z) fiir angegebenen Fall zu
wihlen ist.

Bei der Konstruktion von ®(¢, z) = p(\/%)wo (€) kann man € hinreichend
klein wihlen, so dafl mit Konstanten o', a”,0',0" > 0,0’ < 1 gilt:

supp®(£,2) C {£ = (£,&) eR" |d <\/_<b' a" < S

b”}

d.h. insbesondere, da Re z € [a, b], daBl ®(&, z) beschrinkten Tréger in & hat.
Man wihlt nun Abschneidefunktionen ¢; € C®(R*™!) bzw. 1), € C®(R"),
0 S;ﬁﬁ < 17j :21,2,Hﬁt

1 d<|f<V
dﬁ(fq = ! | 1 !/ ! / /
0 [f|<ded, >V +e€
1 d" <& <
0 & <d s, & >0 +¢€.

bzw. (€)= {

und es seien:

n—1 n—1
ay(z,¢) = n(x)(.;l(ajk(:c) S0k )€k ©2iajajk($)§k)
= —
n—1 §7

62(% §) =14n(x) [22 (ajn( ) <:>5Jn)

Py :, + (ann () ©0nn)],
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also
Rea)(x, &) + £2a*(x,€) = &2 + Reay (,€).

Damit hat man die folgende Darstellung:

Behauptung 2.20
Fiir z € @ sei

b(z, €, 2) == [(2 as(x) SRed) (2, S1¢'P)i ()] .

Dann ist der Operator (€A + Ay (z) <2)®(D, z) ein Pseudodifferentialope-
rator mit dem Symbol

[(€2a%(x, ) + imai(2,) " bl €', 2)]
X [(fidQ(x, ) + ilm al(ut:,g))l/2 +b(z, &, z)] (&, 2).

Behauptung 2.21
Die Funktion n kann so gewéhlt werden, daf auf dem Tréger von ® (€, z) gilt:

Re (2 &as(z) @Rea; (,) l¢ P (A=) > 0

Im ((z &as(x) SRed) (2,8) S[¢P)(H£=)) > 0

Re (&2a°(z, &) +ilma(z,€)) > 0.

Beweis: Auf supp ® gilt a'vRez < [€'| < V'vRez und somit:

Re ((z &ai(x) SRed) (1,€) S|¢'P)i () =

= (Rex esas(e) + () 5 (0(n) 5000656 1€ ()
> Re z &az(z)] <:>|77(x)|7§11|a]k(x) &1 (VVRe 2)? < (b'VRe 2)?

=Rez(1 &(O0(Jz]7) + 1)¥?) 0O(|z| ™).

Da Rez > a > 0, V' < 1 und die Abschneidefunktion n so gewéhlt werden
kann, daf die Terme O(|z|~7) hinreichend klein werden, gilt insgesamt:

Re ((2 ©as(z) SRed)(z,&) S|P (H£=)) > 0.

Weiter ist

Im (2 &as(2) SRed) (2,6) [P (F=)) =Tmz > 0.
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Auf supp @ ist a’"vVRez < £, < b"vRe z und somit:
Re (&£2a°(2,€) + ilmay (2, €)) = &a’(x, €)
n—1
= (1410 75 (@nlz) 85) 2
]:
= 0"Rez(1 20(|z] 7).
Mit dhnlichen Argumenten wie oben erhélt man:

Re (&2a°(z, &) + ilmay (2, €)) > 0

S o

£ + (@nn () <:>5nn)])

Lemma 2.22
Fiir z € Q) seien u(z) = R(2)f,

g(, [(€2a%(x,€) + imay (2, 6)) 4 b(z, €, 2)] Wa(is)  (24)

7)) =
und B( ), Go(z) die Pseudodifferentialoperatoren mit den Symbolen
b(x, &', 2) bzw. go(x,&, 2). Dann gilt fir N € NN > 1 :

(% 8?% &B(2)) 2D, 2Ju(z) =
= Go(2)P(D,2)f + Go(2)[A+ A, P(D, 2)]u(z) ©Gy(2) AP (D, 2)u(z)
(@) TPM (2)u(z) + Qn(2)ul(2),
wobei PV (2) € S(0),Qn(2) € S(N) und fiir alle z € R* ist
suppeo (P™N)(2))(z, &) C suppe®(€, 2).
Beweis: Die Funktion go(x,&,z) ist wohldefiniert, denn in der vorange-
gangenen Behauptung wurde gezeigt, dal der Realteil des Nenners in der

Definition von go(z,&, 2) auf dem Triiger von v, echt grofer als Null ist.
Multipliziert man Gleichung (2.3) mit G(2) so erhélt man:

Go(2)(CA + A; ©2)P(D, 2)u(z) =
Das Symbol des Operators auf der linken Seite hat die Entwicklung:
0(Go(2) (€A + Ay (z) ©2)@(D, 2)) =

=((&a*(z, &) + ilma (x, €)'/ &bz, €, 2)) ®(&, 2)
+ Y 20gge(, &, 2)DA(IE)? + ar(, &) + as(z) <2)B(E, 2)

1<jal<N
+ QN(xa 57 Z)
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Es ist go(z,&,2)) € S(0) und wegen des geforderten Abklingverhaltens der
Koeffizienten sowie des beschrinkten Triagers von ®(,z) beziiglich £ ist
D(|E]? + ai(z, &) + as(z) ©2)®(€,2) € S(T + |a|). Somit lassen sich die
Terme der Entwicklung in der Form

((&2a’(z, &) +ilma(x, )2 eb(x, €, 2)) (€, 2)+(x) "p" (@, €, 2)+an (2, €, 2),

mit p™ (z, €, 2) € S(0) und gy (z, €, 2) € S(N) zusammenfassen.

Um nun auf die Form der Differentialgleichung (2.2) zu kommen, beachten
wir, daB der Operator 1:2-®(D, z) das Symbol &,®(&, 2) hat und betrachten
die Differenz: '

1/2

[( 2a%(z, €) +7}Ima1(x,§)) <:>§n](1>(§, z) =
_&a(x,6) +ilmay (x, ) & @
- 1/2 &2
(5%&2(x,§)+ilma1(x,§)) / +& &)
010 [2 X (030(2) S90) 8 + (aan(2) 50u)])

— e
(€2a%(x, €) +z’1ma1(x’§))1/z Te (&, 2)

in(x) (9ja,(x))Ex
(€2a2(2,) +ilmar (x,6)) " + &,
=O0(|z|™") fiir |2| — oo,

da der Nenner wegen &, > a”"vRe z und a® + 1 > 0 gleichmiilig beziiglich z
von der Null weg beschrinkt ist. Also ist dieser Differenzterm auch von der
Art

(x)pM (€, 2) mit  p™M(z, &, 2) € S(0)

und die Entwicklung von Go(z)(€A + A; ©2)P(D, z) 1aBt sich wie folgt
schreiben:

(Sn &b(z, &, z))d)(g, 2) 4+ (x) TpM (2, €, 2) + g (w0, €, 2),

mit p™(z, &, z) € S(0) und gy (z, €, 2) € S(N).

Interpretiert man nun die obigen Symbole mit den zugehérigen PDOen,
so erhilt man die Behauptung von Lemma 2.22 und somit Schritt 1 des
Beweises, d.h. die Umformung der DGL (2.3) auf die Form der abstrakten
DGL aus Theorem 2.19.

O
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zu 2.:

Lemma 2.23

Der Operator B(z) aus Lemma 2.22 ist beziiglich x,, zerlegbar, so dafl B(z) =
{B(2,2,)}°__. Fiir z € Q existiert eine stetige Funktion B (z,z,) : R —
{T € B(L>(R* '), L3(R* 1)) | T ist selbstadjungiert }, so daf fiir alle z € Q
und z,, € R mit Im B(z,z,) := 5-(B(z,2,) ©B(z,z,)*) gilt:

0
Im B(z,xn) > Bl(Z,ZL'n), Slelg/ ||Bl(z,xn)||B(L2(Rn71),L2(Rn71))dxn < 00.
Beweis: Die Zerlegbarkeit von B(z) folgt wegen %b(x, ¢', z) = 0 aus Theo-
rem 2.18 iiber die Zerlegbarkeit von PDOen.

Um die Existenz des Operators By (z, z,,) mit den geforderten Eigenschaf-
ten zu zeigen, geht man wie im Beweis von [IK84, Lemma 3.9] vor:

Man fafit B(z,x,) als einen PDO auf L?(R*~") mit Symbol b(z’, z,,,&’, 2)
auf. Das Symbol von Im B(z, z,,) hat die asymptotische Entwicklung

Imb(z,¢,2) &g > DRdgbx,&,2) + qn(z, &, 2).
1<|a|<N
Weiter bezeichnet man mit C(z,2,) den PDO mit dem Symbol
(Imb(z, £, 2))'/2. Dann gilt:
o(C(z,2,)"C(2z,2,)) = Imb(x, &, 2) + by (x, &, 2),

wobei es zu jedem Paar («, #) von Multiindizes eine Konstante C, g gibt, so
daf:

sup |Dg‘,8§,b1 (2,6, 2)| < Cypla)~'7mlel(gn =18l (2.5)
ZEQ
Wir haben dann
Im B(z,z,) = C(z,2,)"C(z,,) + Bi(2,x,) > Bi(z, x,).

Es ist By(z, z,) der PDO mit den geforderten Eigenschaften, denn mit Theo-
rem 2.4 und Ungleichung (2.5) haben wir auch

0 0
Sug/ | B1(2, 2n) || Br2 (1), L2 (R0 1y)dp, < |b1|/ ()" dx, < 0.
ze —00 —00

O

zu 3.

Die unter 3. beschriebene Vorgehensweise findet sich im Beweis des nach-
folgenden Lemmas wieder. Zuvor definieren wir aber noch den dort verwen-
deten speziellen PDO:
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Definition 2.24 (spezieller PDO P(z))

Sei x(w) € C*®(S™!') so, daB suppy C {w € S"'|w, < 0}. Wihle

po(x) € C*°(R™) so, daBl supppy C R™ \ B1(0) und py = 1 auf R™ \ B(0)

ist. Dann bezeichnen wir mit P(z) den PDO mit dem Symbol
po(2)x(2) (&, 2).

Lemma 2.25
Sei P(z) der PDO aus Definition 2.24. Dann gibt es zu jedem s > 1/2 und

jeder ganzen Zahl N > 1 Operatoren Py(z), Py(z) € S_, so daB

1P(Z)u(2)|ls—1 < C ([[P(2) flls + I Fll-n + 1 P2(2)ul)]ls— + [[u(2) ls-n) ,

wobei die Konstante C' unabhéngig von z € () ist. Dariiber hinaus gilt fiir
j=1,2:

Supng'(f)j(Z))(l', 5) - suppg@(f, Z) VzeR
suppyo(P;(2))(x, &) C {z|Ze, <e1} VEeR,

wobei ¢, ein positive Konstante ist, die beliebig klein gewéhlt werden kann.

Beweis: Wiihle £, klein genug und y(w) € C*®(S™ 1) | so daB

- 0, wp,>c¢
X(w)Z{ g

1, w,<0

Insbesondere sei Y(w) = 0, falls w € Us..
Fiir z,, < 0 schreiben wir die DGL aus 1. in der Form:

1 0%y,

(1 0 <Z>B(z)>d>(D,z)u(z):z4:gj(z),

wobei

91(2) = po(2)X(2)Go(2) (D, 2) f
92(2) = (L =po(x))Go(2)®(D; 2) f
93(2) = po(z)X(2)Go(2)[A + A, (D, 2)Ju(z)
(@) Tpo(2)x () P (2)u(2)
91(2) = (1 &p0(2)) [Go(2)[A + A, B(D, 2)] + (z) TP™M(2)]u(z)
+ Go(2) A ®(D, 2)u(z) + Qn(2)u(2).
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Wir betrachten nun die obige Gleichung auf L?(R"~') als gewdhnliche Diffe-
rentialgleichung fiir x,, < 0. Sie ist dann, mit x,, anstelle von ¢, von der Form
der abstrakten Differentialgleichung (2.2).

Fiir Im z > 0 ist u(z) € L*(R") und deswegen gilt:

lim inf u(2) (-, )| 2oty = 0
und damit dann auch

liminf [|®(D, 2)u(2)(, zn) || L2@n—1y = 0,

Tp—>—00

also ist Voraussetzung i) aus Theorem 2.19 erfiillt.
Mit Lemma 2.23 sind die Voraussetzungen iii) und 7v) erfiillt, denn es ist

i(B(z,x,) ©B(z,1,)") = <2Im B(z, z,,) < 2B (2, x,).

Die rechte Seite

= Go(2)P(D, 2) f ©Gy(2)Ay®(D, 2)u(2) ©Go(2)[A + A, D(D, z)]u(2)
(@) TPM (2)u(z) + Qn(2)u(z)
geniigt der Bedingung
0
/ 1z, 20) e yden < 00 2 €0,

denn fiir den ersten Summanden ist ffoo 1f (- 20) || L2@n-1yda, < fi)oo(l +
|z,]) 25z, || f112 < Cs || f]]? < oo, da s > 1/2ist und die iibrigen Terme haben
in x mindestens ein Abklingen der Rate <7. Somit ist auch Voraussetzung
it) erfiillt und wir erhalten mit der Anwendung von Theorem 2.19:

0
/ (1 + 22 DN @(D, 2)u(2) (-, ) [[F2@n-rydan <

—o0

4 0
<O 3 [l g G) )P
j=1 7 o0

Abschétzungen der rechten Seite (nach oben):

1. Summand:
Die Entwicklung des Produktes zweier PDOen liefert:

po(2)X(2)Go(2)®(D, 2) = Pi(2) + Pya(2),
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mit P(2) € S_, Py1(2) € S(N) und

suppeo (P (2))(z,€) C suppe®(&, 2) VzeR
supp;o(P1(2))(z,§) C suppex(2) VEeR".

Es ist Pi(z) € S_, da das Hauptsymbol von Pi(2)

pO(J")X(i‘)QO(J;a 57 Z)(I)(gv Z) € S(O)

ist und mit den Trégereigenschaften von ®(&, 2) ist auch die zweite Be-
dingung fiir S_ erfiillt. Nach der Wahl von (%) kénnen & € supp, ¥ (%)
und € € suppe®(&, ) nie gleich gerichtet sein, d.h. £ # 1. Somit gibt
es ein u_ € (<l,1), so daB py(x, &, 2) = 0 fiir & . € > pu_, womit auch
die letzte Bedingung fiir S_ erfiillt ist. Also haben wir:

([ a+ a2 ) o) e yda) - < Nl
< C (1P flls + 1 flls=n)-

. und 4. Summand:

Da jeweils mit 1 < pg(x), As(x) oder Qn(z), also einer Funktion mit
kompaktem Triger oder starkem Abklingen in x multipliziert wird,
kann man beliebig bzw. mit Gewicht N gewichten (d.h. das Gewicht
(x) hat den Exponenten N), also ist:

(] ol D)) B sy lu(2) ) o Jn) <

< C (lg22)lls + lga(2)ls) < C (Ifll-n + lu(2)]s—n)-

. Summand:

Die Entwicklung des Produktes zweier PDOen liefert:

po(@)X(2)Go(2)[A + A, (D, 2)] = (z) "(Py(2) + P; y(2)),

wobei Py(z) € S, Py y(z) € S(N) und

suppeo(Py(2))(z,§) C suppe®(€, z) VzeR"
supp;o(Py(2))(x,€) C supp.x(#) VEER",

Die Abklingrate erhélt man aus dem A + A Term und argumen-
tiert ansonsten wie im Falle des ersten Summanden, wobei man fiir
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Pj(z) € S(0) benutzt, da§ ®(&, z) beschriinkten Triiger in & hat. Man
erhélt:

([ @+l lo) e Bependsn) < ()l
< C (IPo=)ul) e + u()]l-v).

wobei P,(z) € S_ und die gleichen Triigereigenschaften wie fiir Pj(z)
gelten. Dabei setzt sich Py(z) aus P4(z) und P (2), das vom zweiten
Term des dritten Summanden kommt, zusammen.

Abschiitzung der linken Seite (nach unten):
In dem Kegel {z |z € supp x} sind |z| und |z,| vergleichbar, denn es war
x(w) € C®(S™ 1) | so dal supp x C {w € S" ! |w, < 0}. Also haben wir:

0

IP(2)u(z)[liy < C / (1 + 22 DD, 2)u(2) (-, @) [[F2n-1)dn.

—00

Setzt man nun alle Abschitzungen zusammen, so erhélt man die Aussage des

Lemmas.
O

zu 4.

Theorem 2.26 (Fundamentale Abschitzung)

Seien u(z) = R(2)f, t > 1/2 hinreichend nahe bei 1/2 und P_(z) € S_.
Dann gibt es zu jedem s > 1/2, N > 1 und ¢ € (0,¢) bzw. i/ € [u_,1)
Konstanten L,C unabhéngig von z € Q, so daB

1P (2)u(z)l[s—1 < C ( S I Efl + 1 -

m=1

+ 3P+ ) ),

wobei Pj(m)(z) € S_ mite € (0,¢),u €[p,1) und supp,ga(Pj(m)(z))(x,f),
j = 1,2,m = 1,...,L in einer hinreichend kleinen Umgebung von
suppeo (P_(z))(z,€) fiir jedes x enthalten sind.

Beweis: Wie im Beweis zu [IK84, Theorem 3.11] withlen wir zwei hinrei-
chend feine Partitionen der Eins {;};, {xx}x auf S"~" und setzen:

~

bjk(xﬂ £, 2) == p(x)xk (:%)¢J (Ep-(z,€, 2),
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wobei p € C*(R") mit suppp € R* \ B;(0) und p(z) = 1 auf R* \ By(0).
Da P_(z) € S_ konnen wir 0.B.d.A. annehmen, da§ b;;(z,&, z) = 0, falls
supp xx und supp ¢; nicht disjunkt sind. Sind sie disjunkt, so wihlen wir

b, x € C°(S"1), so daf:
¢(w) =1 auf supp¢; und X(w) =1 auf supp x,

wobei supp ¢ und supp x in einer hinreichend kleinen Umgebung von supp ¢;
bzw. supp xx enthalten und insbesondere disjunkt sein sollen.
Weiterhin seien p;(z), p2(§) € C*°(R™) mit

L > [ el <
pl("”“)—{o, 2] <1/4 f’Z(f)—{o, €] 1] > 22

und wir setzen:

pi(@,€,2) = pi(@)x(2)p(§) pa( =)

:

Damit gilt:

pl(xaga Z)b]k(.ib',é-,Z) - bjk(xaga Z) (26)

Es seien Bji(z) und Pi(z) die PDOen mit den Symbolen b;(z,&, z) bzw.
p1(z, €, z). Dann haben wir:

U(Bjk(z)Pl(z)): jk(xagaz)—i_ z éagbjk(xagaZ)D:pl(xagaz)—i_QN(xagaz)a

1<jal<N

mit gy (z,&,2) € S(N). Da bje(x,&,2) € S_ ist, sind O bjk(x,€,2) € S_ und
Dop, € S(1) fiir |a] > 1, so daB

Bji(2) = Bjr(2) Pi(2) + (z) "' Pa(2) + Qn(2), (2.7)
mit Py(z) € S_ und Qn(2) € S(N), sowie:
SUPPy 0 (Pa(2)) C suppgeo(P-_(2)).

Mit Theorem 2.9 (Stetigkeit von PDOen vom Grade m = 0 auf gewichteten
Réumen) ist

1Bjk(2) Pr(2)u(2) |51 < C[[Pr(2)u(z) |51

Nach Konstruktion ist der PDO P;(z) vom Typ des speziellen PDOs aus
Definition 2.24, wobei p; dem py und das p, dem p, das ein Faktor der
Abschneidefunktion ® (€, z) war, entspricht. Mit einer geeigneten Drehung
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des Koordinatensystems, die p;, po und ||P;(2)u(z)||s_1 invariant 1a8t, sieht
man auch die Entsprechung der Winkelfunktionen y und ¢ ein.
Somit konnen wir Lemma 2.25 anwenden und erhalten insgesamt aus

Gleichung (2.7):

1Bjk(2)u(2)|s-1 <
< [1Bix(2) Pr(2)u(2)lls1 + {z) " Pa(2)u(2)l|s—1 + @ (2)u(2) |1
< C (|1P(2)u(2)lls—1 + [ Po(2)ul2) s + [[u(2) [l s-1-) (2.8)
< C(IIP() s+ -+ Pa(2)ul@) s+ I Pa(2)ul2) |2+ [ulz) s ),

wobei Pj(z), Py(z) € S_ fiir jedes = € R”,

suppea (P (2))(x, §), suppeo (P5(2))(w, &) C suppeo(Pi(2))(x, €).

Da suppeo(Pi(2))(x, &) in einer hinreichend kleinen Umgebung von
suppeo(P_(z))(z, ) enthalten ist, gilt dies auch fiir P{(z), Py(z).

Mit geeigneter Wahl der Abschneidefunktionen p, fiir die zweite Fi-
genschaft sowie x und ¢ fiir die dritte fir S_, kann man erreichen, daf
P!(2), Pi(2) € S_ mit vorgegebenen ¢ € (0,¢) und z'_ € [p_,1).

Da

p(x)p_ (1‘7 57 Z) = Zkbjk(xa 57 Z)
7,

ist, konnen wir aus Abschétzung (2.8) mit Summation iiber j und k folgern,
daf3

1Pl < C(S 1Pl + 1]

m=1

£ IR @U@l v), 29)

wobei Pj(m)(z) €S_,¢ € (0,6), 4 €u_,1) und suppga(f}(m)(z))(x,{),j =
1,2,m = 1,...,L in einer hinreichend kleinen Umgebung von
suppeo (P-(z))(z,§) fiir jedes x € R™ enthalten ist.

Ist se7+1 =s<(r<1) > 1/2, so kénnen wir Ungleichung (2.9)
benutzen, um den Term ||P2(m)(z)u(z)||s,7 abzuschétzen und folglich auf der
rechten Seite s <7 durch s &7 + 147 = 527 + 1 ersetzen. Ahnlich wie im
Beweis zu Theorem 2.13 wiederholen wir dieses Vorgehen k-mal, so daf fiir
s ¢ {m(r<1)+1/2|m € N} gilt: sek(rel) > 1/2 und sek(rel)er+1 =
s<(k+1)(7<1) < 1/2. Wir erhalten dann das gewiinschte Resultat mit
at > sele(k+1)(rel) = serek(rel). Firs € {m(rel)+1/2|m € N}
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fiithrt man das gleiche Verfahren mit einem 7" € (1,7), so da s ¢ {m(7’' <
1) +1/2|m € N} ist, durch.
a

Zu 5.
Bilden wir in der fundamentalen Abschétzung das Supremum iiber alle
z € @, so erhalten wir:

L
sup [|P_(2)u(2)||s—1 < C sup (X [P (2) Flls + 1 fll-n

2€Q 2€Q m=1
L o)
+ Z_:IHPZ (2)u(2)]| ¢ + [Ju(2)]|s-n)

<C(Iflls+ up lu(2)]-)

< C|Iflls,

wobei wir im letzten Schritt Theorem 1.3 benutzt haben.

Mit dem Prinzip der Grenzabsorption und der geforderten Stetigkeit
an p(x,&, z) beziiglich z wissen wir mit den Theoremen 2.4 und 2.9, daf
P_(z)u(z) in L?,(R"), t > 1/2, fiir Im2z — 0 gegen P_(\)u(\ + :0) konver-
giert. Aus der Beschriinktheit in L?_;(R"), der Konvergenz in L?,(R") und
der Interpolationsungleichung

weL (R |vle-na-o-e < [IT0I%  0€[0.1] (2.10)

erhalten wir die Konvergenz in L?_, (R") fiir jedes § > 0.

zu 6.:

Im Fall P, (A\)R(A <i0) miissen x(w) und ¢(<w) disjunkten Triiger
haben, damit ¢ und z nicht entgegengesetzt gerichtet sein koénnen. Das
bedeutet aber, dal &, < 0 sein mufl. Man definiere also ® so, dafl
supp®(z, &) C {£ € R" €, < 0} ist. Damit man im entsprechenden Beweis
zu Lemma 2.22 zu einem Nenner # 0 ,erweitern“ kann, mufl diese Erweite-
rung

1/2 .
<:>(§ (x,€&) + ilmay(x, §)> + &, mit Re < 0

sein. Das bedeutet aber, dal auch auf der linken Seite fiir die Differenz

1/2
<:>(§ (x,&) +ilmay(z, f)) &,

stehen muf}. Somit mufl man

o, €,2) = [ <(Ea(r,6) + imar(x, ) &b(r,£,2)] i)
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setzen, wobei Re gio < 0 ist, also go wohldefiniert ist.
Setzen wir nun

b(z, &', 2) = €b(x,¢, 2),

so erhdlt die Gleichung (2.3) wieder die gewiinschte Form der abstrakten
DGL mit B(z) dem PDO mit Symbol b(z,¢’, z). Um die Voraussetzungen
von Theorem 2.19 zu erfiillen, muf jedoch Im b(x, &', z) > 0 sein, d.h.:

Imb(z, &, 2) = <lmb(z, &, 2) = <lm 2 > 0,

also
Imz <0,

Dies bedeutet, dafl z € 5 gewihlt werden muf}, damit wir genau wie vorher
vorgehen konnen, was dann insgesamt zur Konvergenz von Py (A <ie)R(\ <
ie)f in L2 |, ;(R") fiir ¢ — 0 und zur Abschétzung

P4 (2) R(A <i0) f[ls-1 < C || £l

fithrt. Damit ist der Beweis von Theorem 2.16 vollstindig.
O

Mit Theorem 2.16 und der Entwicklung der Adjungierten eines PDOs
hat man auch das folgende Theorem (das mit der gleichen Interpretation wie
Theorem 2.16 zu lesen ist):

Theorem 2.27
Sei Py()\) € Sy. Dann gilt fiir jedes s > 1/2 und fiir alle f € L2(R") bzw.
fe Lz [R):

(1) 1P (VR £i0)f[ls=1 < ClIfllss A € [a,b],

(2) IRA£i0)Pe(N)fll-s < Cllflli-s, A € [a,b].
Bemerkung 2.28
Aus Theorem 2.16 erhéilt man sofort fiir s > 1/2 und fiir alle f € L?(R")
bzw. f € L (R"):

[RA £ 0)PL(A) Il s < Clifllhi-ss A€ a ],

beim Ubergang zur adjungierten Abbildung.
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2.1.3 Zweiseitige Lokalisierungen

Fiir die Formulierung zweiseitiger Lokalisierungen benétigen wir die folgende
Definition:

Definition 2.29
Die Symbole p(x,&, \), q(x, &, \) € S(0) bilden ein disjunktes Paar (vom Typ
I), wenn gilt:

inf dist (suppep(z, €, \), suppeq(z, &, N)) > 0,

z € R™", X\ € [a,b]

wobei dist (M, N') den Abstand der Mengen M, N C R" bezeichnet.

Die folgenden Theoreme lassen sich dhnlich wie in [IK84] zeigen. Dabei ist
das erste nur der Vollstindigkeit halber und ohne Beweis aufgefiihrt.

Theorem 2.30
Es seien P(\),Q()\) € So und bilden ein disjunktes Paar (vom Typ I).
Dann gilt fiir jedes s > 0 und fiir alle f € L* ,(R"):

[PA)RA£0)QNfls <ClIfll-s  Aelabd].

Theorem 2.31
Seien Py()\) € Sy und Q(N\) € Sw. Angenommen, {Py()\),Q(\)} bilden
disjunkte Paare (vom Typ I). Dann gilt fiir s,t > 0 und fiir alle f € L*,(R"):

QIR £0)PL(N)flls < Clfll- A€ la,bl.

Beweis: Wir multiplizieren Gleichung (2.1) mit Q()\) anstelle P(\) von
rechts mit P (\) und erhalten:

QUROE0)PL(A) = +(Qo(N P& D Qs(N)(A+A)5R(AEi0) Pa(N)
IBI<N

+QvVRAEi0)P(Y)),

wobei 1Qo(\), 1Q5(A) € §2(0), @u(}) € S(N) und {Qo(N), P+(\)} baw.
{Qs(N), PL(N\)} disjunkte Paare (vom Typ I) bilden. Da die Symbole von
Qo(A) und Py()) keinen gemeinsamen Tréiger in & haben, folgt aufgrund der
Symbolentwicklung aus Theorem 2.6, daB +Qo(A)P(X) € S(N) fiir jedes
N € N. Mit Theorem 2.27 (2) und der Argumentation aus dem Beweis zu

Theorem 2.13 erhalten wir die Behauptung des Theorems.
a

Gehen wir in Theorem 2.31 zur Adjungierten iiber, so haben wir:
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Theorem 2.32
Seien Py()), Q(A\) wie in Theorem 2.31, dann gilt fiir alle s,t > 0:

[Pz(M)RA £ 0)Q(AN) flls < C[fll-

Das anschliefende Theorem dient als Vorbereitung fiir Theorem 2.34, welches
neben Theorem 2.31 eines der Hauptresultate dieses Abschnitts ist.

Theorem 2.33

Seien PL(\) € Si,Q(\) € S(0). Angenommen, {Py(\),Q(\)} bilden dis-
junkte Paare (vom Typ I). Dann gilt fiir jedes s > 0 und t > 1/2 und fiir
alle f € L?(R") bzw. f € L ,(R"):

i) [PrA)RA£0)QNfls <ClIflle  Aelab]
i) [QNBA L) PN fl e < ClIfll-s A€ la,b]

Beweis: Sei u()\) := R(A+1i0)Q(A)f. Mit der fundamentalen Abschétzung
aus Theorem 2.26 gilt fiir jedes s > 1/2 und N € N:

1Pt < € (32 1P AR+ RS-
+ S IP O]+ a0 ),

wobei P{"™ () € S_sind und {P™,Q(\)}, j =1,2,m = 1,..., L, disjunkte
Paare (vom Typ I) bilden. Da P{™(A\)Q(A) € S(N), m = 1,..., L, fiir be-
liebiges N € N ist, kann der erste Term auf der rechten Seite durch C||f||_n
nach oben abgeschitzt werden. Der zweite Term kann offensichtlich gegen
dieselbe Schranke abgeschétzt werden. Die verbleibenden Terme kénnen ge-
gen Cllu(AN)]|=¢ < C||f]]; abgeschétzt werden, woraus die erste Aussage des
Theorems folgt.

Die zweite folgt, indem man in der ersten zur Adjungierten iibergeht.

Theorem 2.34
Seien Pr(\) € Sy und {Py(\), P_(\)} ein disjunktes Paar (vom Typ I).
Dann gilt fiir jedes s > 0 und fiir alle f € L? (R"):

[P(A)RA £ i0)PL (M) flls < Clfll-s A€ [a,b].
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Beweis: Theorem 2.33 besagt, daf fiir jedes § > 0 und ¢ > 1/2 gilt:
[P-(A)RA+i0)PL(A) flls < Cllf[l:
[P_(A)RA+i0)PL(A) fll-« < Clf]-s

Interpolieren wir diese beiden Ungleichungen mit Hilfe des anschlieenden
Interpolationstheorems 2.35 (vgl. [IK84, Theorem 1.5]), so erhalten wir die
Aussage des Theorems.

Dabei setze man fiir die Parameter des Interpolationstheorems r := s,
s:=t,r+q:=<tund s+ p:= <5. Dann sind r + 0¢ = (1 <0)5 <0t und
s+ 0p = (1 ©0)t <05. Setzt man fiir s aus der Behauptung des Theorems
s=r+0¢=(1e0)50t s0ist €5 =0t (1 <0)5 > (10)t <05 =s+0p
fiir € [1/2,1). Mit kleinem ¢ und grolem § werden beliebig grole Werte fiir
s erreicht und mit ¢ = § und # = 1/2 erreicht man sogar s = 0.

|
Theorem 2.35 (Interpolationstheorem)
Sei A € B(LZ(R"), L2(R")) N B(L?,,(R*), L2, (R")) und erfiille
[Afl < Collfllss [[Afllrvg < Cullfllstn
fiir jedes f € C3°(R™). Dann gilt fiir jedes 0 < 6 < 1, da8 A € B(L2, 4, (R"),
waq(R")) und

1AS llr+0q < Co"CL 1| £lls+0p-

2.2 Differenzierbarkeit und lokal gleichméafi-
ge Beschrinktheit der Ableitungen

In diesem Abschnitt zeigen wir die lokale Differenzierbarkeit der Resolvente
auf dem kontinuierlichen Spektrum. Ahnlich wie in [Iso85, Theorem 1.8 und
1.9] betrachten wir zuniichst Potenzen der Resolvente und schétzen diese
im Ganzraumfall in geeignet gewichteten Rdumen gegen die rechte Seite ab.
Uber die Beziehung (d%\)NR()\ + i) = N!R(\ 4 )N+ fiir ¢ > 0 erhalten
wir dann die Differenzierbarkeit.

Im zweiten Teilabschnitt behandeln wir den Auflenraumfall, den wir mit
einer Abschneidetechnik auf den Ganzraumfall zuriickfiihren (vgl. auch [Iso87]).

2.2.1 Ganzraumfall

Bevor wir die Abschitzung von Potenzen der Resolvente mit einem Indukti-
onsbeweis zeigen, fithren wir noch eine abkiirzende Schreibweise ein. Weiter-
hin zeigen wir ein Kriterium, wann zwei Operatoren aus Si ein disjunktes
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Paar (vom Typ I) bilden. Dies stellt einen Zusammenhang zwischen den von
Isozaki in [Iso85] definierten disjunkten Paaren vom Typ I und II her.

Definition 2.36
Es sei z € (). Dann ist der in z € @) stetige Operator T(z) in

C(@? L27 L?))

S

wenn der starke Grenzwert s-lim o T'(A+ic) =: T'(A+i0) in B(L?(R"), LZ(R"))
existiert und fiir A € [a, b] gilt:

ITA+i0) fllr < CIf]]s-

Lemma 2.37
Es seien PL(\) € Si, und {P.()\), P_(\)} bilden ein disjunktes Paar vom
Typ II, das heift fiir die zugehérigen Symbole py(x, &, ) gelte:

Es gibt ein € € (0,1) und <1 < g < py < 1, so dafs

pe(r,&,0) =0, fiir [Eo1>e Aela,l)

p+(ﬂ?,§,)\):0 :%'é<u+7)‘e[aab]
p(@ &N =0 &-E>p, Aelal]

und p, (z,€,\) =0 oder p_(x,&,\) =0 in einer Umgebung von = = 0.
Dann bilden {P,(\), P_(\)} ein disjunktes Paar vom Typ I, d.h. es gilt

inf  dist(suppe p+ (2, €, A), suppe p- (2, €, A)) > 0.

z € R™, X € [a,

Beweis: Fiir festes x € R* und A € R sind die Tréger von py(z,&, \) und
p_(z,&,\) in den Mengen

Hy = {§€R”||%<:)1| <ed- &>l
bew. H ={(eR"|[ S &l<ei-{<pu}
enthalten. Wegen der Voraussetzung p— < py sind Hy und H_ disjunkt.

Da sie kompakte Mengen bilden, gibt es Punkte, die den Abstand realisie-
ren. Mit dist (Hy, H_) haben wir eine untere Schranke fiir den Abstand

dist (suppe p+ (2, €, A), suppe p— (2, &, A)).-
Es ist nun & = €l 4+ &+, wobei &l der Anteil von € parallel zu z und &+ der
Anteil von & senkrecht zu x ist. Dann haben wir fiir £ € H, und ¢ € H_:

R R A e e e e
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Bild 1: p_ <0 < py Bild 2: pi >0

Der Abstand |¢ <¢'| wird dann minimal, wenn [+ <€ | minimal ist, was
wiederum der Fall ist, wenn £+ und S’L dieselbe Richtung haben. Dies konnen
wir ohne Einschrinkung annehmen, da A, invariant unter Rotationen um
die z-Achse ist. Fiir £ und £, die in der Richtung der senkrechten Kompo-
nente iibereinstimmen, betrachten wir die Ebene im £-Raum, die durch diese
Richtung und die x Richtung aufgespannt wird. Dort haben wir Bilder wie
Bild 1 oder Bild 2 bzw. die zu Bild 2 symmetrische Situation fiir u+ < 0. Die
konzentrischen Kreise um den Nullpunkt haben die Radien (1 <€)v/A, VA
bzw. (14 €)v/A, so daB die Mengen H. zwischen den beiden fuBeren liegen.
Weiter ist der Winkelbereich H, um x durch p; = cos(§) bestimmt und der
sentgegengesetzte“ H_ durch p_ = cos(w <:>§)

Eine untere Schranke fiir dist (H,, H ) ist die Linge der eingezeichneten
Sehne des innersten Kreises, die die Eckpunkte &, und £ der verschiedenen
Winkelbereiche (auf derselben Seite von ) verbindet. Eine untere Schranke
fiir die Lénge dieser Sehne ist fiir jede Wahl von <1 < p_ < py < 1 die Dif-
ferenz der Anteile fﬂ, &Hder Eckpunkte in Richtung von x. Fiir die Differenz
berechnen wir:

dedl=q Se)VAcos(2) &(1 @)V cos(t ©8) = (1 ee) VA (uy ©u-)
> (IeoVa(uy <p-)

Wir haben also insgesamt fiir alle £ € suppe p4(z,&, ) und & € suppe p—(z, &, A):

€ ¢ > (1 eo)Va(uy Sp) = clea, pz) > 0.
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Da c(€,a, i) > 0 nicht von x oder A abhéngt, konnen wir das Infimum
bilden und erhalten:

inf  dist (suppe py (7, A), suppe p— (2, &, A)) > c(e, a, ps) > 0.

z € R™,\ € [a,b]

Bemerkung 2.38
1. Der Beweis des nachfolgenden Theorems, in welchem die Potenzen der
Resolvente abgeschétzt werden, basiert auf dem PdGA und den mikro-
lokalen Resolventenabschédtzungen aus den Theoremen 2.13, 2.16, 2.34
und 2.31. Das bedeutet insbesondere, daf es fiir die spétere Ubertra-
gung auf den Auflenraum geniigt, diese Resultate auch fiir den Auflen-
raumfall zu zeigen.

2. Aus den mikrolokalen Resolventenabschétzungen folgt, dhnlich wie am
Ende vom Beweis zu Theorem 2.16, mit der Interpolationsungleichung
(2.10), daB der starke Grenzwert von Produkten aus PDOen und Resol-
vente fiir ¢ \, 0 als beschrinkter Operator, der in einen etwas stirker
gewichteten Raum abbildet existiert. Fiir das Produkt P(\)R(\ £ ie)
aus Theorem 2.16 bedeutet das beispielsweise: 3 s—li{% P_(A)R(\ £ ie)

in B(LA(R"), L2_,_,(R")) fiir jedes 5 > 0.

Theorem 2.39
Fiir alle N € N, s > 1/2 und X € [a, b] gelten:

1. Js-lim o R(A £ie)N =: R(A £40)" in B(L2, x_,(R"),L*, v, (R")),
und es ist
|R(A £ i0)N fll—soni1 < C || fllsen=1,

2. Seien Pr()\) € Sy mit € € (0,1) (in der zweiten S. definierenden Be-
dingung). Dann gilt: V¢ > N +s,6 > 0: 3 s- lim. o P-(\)R(\ £ ie)™
in B(LZ(R"), L? y s(R")), und es ist

1P\ RO £i0)™ flle-n < CIf]e,

Dann gilt: Yt > N 4+ s,0 > 0 :

3. Seien Py(\) € Sy mit e € (0,1).
n (L2 t+N(Rn)7 LQ_t_(g(Rn)), und es ist

3 s-lima g R(A £ie)VPy(N) i

IR £ i0)NPe(N) fll=¢ < C I f |l -txn,
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4. Seien Py(\) € Sy mit e € (0,1) und {P;(\), P_(\)} bilden ein dis-
junktes Paar vom Typ II (vgl. Lemma 2.37). Dann gilt: ¥Vt > 0 :
3 s-lim. o Pe(A)R(A £ i)V PL(\) in B(L%,(R"), LZ(R")), und es ist

[Pr (MR £0)" Pe(N) flle < C I fll-

5.8 Q) € St > s+ N < 1. Dann gilt: Y6 > 0
3 5 Tt Q) RO i2)Y in B(LA(RY), L2y ,1_y(RY), und es ist

QR £0)™ fll-ns1 < C IS,

wobei jeweils C' = C(a, b, N) ist.

Beweis: Induktion tiber NV:
Induktionsanfang N = 1:

1. Theorem 1.3

2. Theorem 2.16

3. Theorem 2.27

4. Lemma 2.37 und Theorem 2.34
5. Theorem 2.13

Induktionsannahme: Behauptungen 1.-5. gelten fiir V.

Induktionsschritt N — N + 1:
Wir wihlen die folgenden Abschneidefunktionen aus C*(R") bzw. C*(R):

%@):{L|KH$H<6 XM@::{L|M<1 pAw):{& w <fiy

0, ||£] <1]>2¢’ 0, |z[>2’ 1, w>j_
(2.11)
Po(§) = 1 ©ho(€), Xoo(@) =1 ex0(z),  p-(w) =1Epi(w),

wobei e € (0,1) und &1 < fiy < ji_ < 1sind, und es seien nun A(\), B(\), Ps()\)
die PDOen mit den Symbolen

boo(F5)s Xo()0(T5)s  Xool@)pa (@ - E)do(F5)-

Dann sind A()\) € S, Pi()\) € Sy, das Symbol von B()) hat kompakten
Tréager in x und es gilt:

AN + B\ + Py(\) + P_(\) = Id.
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Fiir den Induktionsschritt werden wir in jedem Teil des Theorems den (N+1)-
ten Term mit Hilfe dieser Identitéit aufspalten und dann die einzelnen Terme

mit der Induktionsvoraussetzung und anderen, bereits gezeigten Resultaten
behandeln.
Beweis von 1. fiir N +1:  Wir spalten R(\ + ie)V ! wie folgt auf:

RO\ +ie)"t = RO\ +ie) VAN R(\ +ie) + R(A +ie) Y B(A)R(\ + ie)
+ RO\ +ie)"P (N R(\ +ig) + RO\ +ie)VPL(NR(\ +ig)  (2.12)

i) Nach Theorem 2.13 ist A(A\)R(A + i) € C(Q, L,y 1, L2,y 1) und
mit der Induktionsannahme fir 1. R(\ + ie)¥ € C(Q,L% y_,,
L2 ,_y.y)- Somit ist der erste Term in C(Q, LS+N 1 L% y.1) und we-
gen s+ N&l1<s+(N+1)e1l=s+ N auchin

(Q L +(N+1)— L2 —(N+1) +1) (Q Ls+N7L2—s—N)‘

ii) Da das Symbol von B()) kompakten Triger in x hat, gilt:
R\ +1ie)"B(\) € C(Q, L2, L*,_y,,). Kombiniert mit Theorem 1.3
ergibt dies, da§ der zweite Term zu C(Q, L?, L*,_y.,), also auch zu

(Q L5+N7 L%st)
gehort.

iii) Mit Theorem 1.3 und der Induktignsannahme 3. haben wir mit einem
5 € (1/2,s), daBB R(A +ig) € C(Q, L?, L*;) und R(\ + ie)V P, ()\) €
C(Q,L*,, L*, y), (5= s+0 mit einem § > 0). Also ist der dritte Term

in

(Q L2 L2—s N) - C(Q Ls+N7L2—s—N)‘

iv) Benutzen wir die Induktionsannahmen fiir 1. und 2., so haben wir
fir § € (0,s ©1/2): P_(\)R(\ + ig) € C(Q, LS+N,L§+N7175), und
RA+ie)N € C(Q, L2 s, n_1, L%, 5_n.11), womit der vierte Term zu

(Q L5+N7L2_s+5 N—I—l) C C(Q Ls+N7L N)
gehort.
Also kénnen wir insgesamt

RO\ +ie)" T eC(Q, L2 v, L*,_y)

folgern und erhalten so den Induktionsschritt fiir den 1. Teil.
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Beweis von 2. fiir N + 1: Zu dem von P_(\) per Definition vorgege-
benen p_ wihlen wir i, € (u_,1) und fi_ € (jiy,1) und definieren wie in
(2.11) die Abschneidefunktionen ¢g, ¢so, X0, Xoo Und pz, sowie die Operatoren
A(N), B(A) und Px()\). Wir multiplizieren die (2.12) entsprechende Gleichung
von links mit P_(A):

P_(NR\ +ie)" Tt = PL(N)R(\ +ie) Y AN R(\ + ie)
+ P (AR +ie)VB(A)R(A +ie) + P_(\)R(\ +ie) Y P (N R(\ + ic)
+ P_(N)R\ +ie)NP_(\)R(\ + ig).

Mit dhnlichen Methoden wie fiir 1. zeigt man, daf}:

P_(NR(\ + i)Y AN R(X + ie)
P NRA+ie)NB(A)R\ +ig) » eC(Q, L3 L2 v , ;)
P_(NR(\ + ie)NP_(A\)R(\ + ie)

firt>N+1+sund § > 0.
Wiihrend fiir die Diskussion des Terms P_(A)R(\ + ig)N P_(A)R(\ + ig) le-
diglich die Eigenschaft P_()\) € S_ ausgenutzt wird, benutzen wir fiir die
Behandlung des Terms P_(A)R(A + i)Y Py (A)R(\ + i) die Induktionsvor-
aussetzung 4. ( da P, ()\) ,auf der falschen Seite steht*). Dies ist moglich, da
P (2,6, ) = Xoo() pa (2 - f)qﬁo(%) ist, und nach der Wahl fi; > g und mit
der Abschneidefunktion o die Operatoren {P_()\), P,(\)} ein disjunktes
Paar vom Typ II bilden.

Mit der Induktionsvoraussetzung 4. ist demnach P_(A\)R(A+ie)N P, () €
C(Q, L%, L?) fiir jedes r > 0. Kombiniert man dies mit Theorem 1.3, so folgt,
daB P_(\)R(A+ie)N P (N R(\+ic) € C(Q, L?, L?) fiir jedes r > 0, also auch

P_. (MR +ie)YP, MR\ +ie) € C(Q, L2, L? v, 5)

fir allet > N+ 1+ s (und § < s). Die behauptete Abschitzung folgt mit
den Induktionsvoraussetzungen fiir 2. und 3. geméfl der obigen Aufteilung.
Somit folgt der Induktionsschritt fiir den 2. Teil.

(O)

Beweis von 3. fiir N+1: Mit der asymptotischen Entwicklung des Sym-
bols von Py (A)* haben wir:

Pe(N)* =P () + Qum(N),
wobei PI™()\) € S und fiir das Symbol g (z, £, A) von Qm(A) gilt:
| DEOR (0,6, M)| < Caar) ™ 1(g) 7o,
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Istt>N+sund m>s+tel (= m>N), so gilt:

1PV RO 68 Fll sy < IPI VRO £ 88 sy
+ |Qum (M) R(A ig)N+1f||t—(N+1)
S ¢ ||f||t7

wobei wir 1. und 2. fiir N 4 1 ausgenutzt haben. Der Ubergang zur Adjun-
gierten bringt dann

IR £ i) ¥ PeA) fll-e < ClIFll-e4,

also folgt 3. fiir N 4+ 1 aus 1. und 2. fiir N + 1.

(O)

Beweis von 4. fiir N+1: Da {P.()), P_(\)} ein disjunktes Paar vom Typ
IT bilden, ist <1 < g < py < 1. Wir wéhlen fip so, daB p < iy < i < py
in der Definition der Funktionen p. und setzen wie gehabt

ﬁi(aja ga )‘) = XOO(ZU)pi(l', 6)(]50(%)

Dann bilden

{Pr(N),P-(N)}  und  {P_(N),Pr(N)}

disjunkte Paare vom Typ II.

Multiplizieren wir die (2.12) entsprechende Gleichung von links mit P_(\)
und von rechts mit P, ()), so kénnen wir fiir die einzelnen Terme wie folgt
argumentieren:

i) Nach Definition von Sy liegt der Tréger von py(z,&,\) in einer Um-

gebung der Sphire {¢]]¢] = V/A}. D.h. bei geeigneter Wahl von e fiir
A()) bilden {A()N), Py(\)} ein disjunktes Paar vom Typ L.
Nach Theorem 2.31 gilt dann A(A)R(X +ig) Py ()) € C(Q, L? ;, L?) fiir
jedes t > 0. Mit der Induktionsvoraussetzung 2. wissen wir auflerdem,
daB P_(A\)R(A + i)Y € C(Q, L3, L? ist. Also ist der erste Term
fiir jedes ¢ > 0 in

,Nfl)
C(Q L%, LY).

ii) Wegen des kompakten Trigers in z ist es leicht zu zeigen, dafi der zweite
Term in

C(Q, L2, L)
liegt.
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iii) In Theorem 2.27 (2) hatten wir V¢ > 1/2: ||R(A + ie) Py (\) f||-+ <
C || f[l1=s, woraus R(A+ig)P.()\) € C(Q, L*,,L?,_,) fiir t > 0 folgt. Da
{P_()\), P.(\)} ein disjunktes Paar vom Typ IT bilden, haben wir fiir
t > 0: P-(\)R(\+ie)VP.()\) € C(Q, L%, ,,L?). Also liegt der dritte
Term in

C(Q, L%, Ly).

iv) Da {P_()), P.()\)} ein disjunktes Paar vom Typ II bilden, ist P_(\) R(A+
ie)Py()\) € C(Q, L?,, L?) fiir t > 0. Kombiniert man dies mit der In-
duktionesvoraussetzung fiir 2., so folgt, dafl der vierte Term fiir alle
t>0inC(Q,L?, L? y), und somit auch in

C(@a L%t7 L?)
liegt.

Insgesamt folgt hieraus der Induktionsschritt fiir den 4. Teil.

(O)

Beweis von 5. fiir N +1: Wir werden das folgende abschitzen:

QN RA+ie)N ! = QN R(A+ie) AN R(A+ie)N +Q (N R(\ i) B(A) R(Aie)N
+ QR+ ig) PL (N R\ +ie)Y + Q(N)R(A +ie) P (N R(\ +ig)™N.

Die Behandlung der ersten beiden Terme ist einfach. Wir miissen nur die
Induktionsvoraussetzung fiir 1. und 5. und Theorem 2.13 anwenden, um ein-
zusehen, daf sie fiir t > N + s in C(Q, L?, L? ) liegen.

Da Q()\) € S, konnen wir nach einer geeigneten Wahl von e fiir P, ())
annehmen, daB {Q()\), Py(\)} ein disjunktes Paar vom Typ I bilden. Mit
Theorem 2.33 ist dann Q(\)R(\ 4 ig) P ()\) € C(Q, L?,, L?) fiir t > 0. Kom-
biniert man dies mit der Induktionsannahme fiir 1., so erhdlt man, daf} der
dritte Term fiir s > 0 in C(Q, L2, y, L?), also in

C(@a L?a Lng)

fiir t > N + s liegt.
Um den vierten Term zu behandeln, benutzen wir die Induktionsvor-
aussetzung fiir 2. und beachten, daf nach Theorem 2.13 Q(A)R(A + ic) €

CQ, L2, L2 n5),0< 0 < 4 ist. Also liegt der vierte Term in

C(@a L?a L?—N—é)‘
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Fassen wir alle Aussagen zusammen, so folgt der Induktionsschritt fiir den 5.
Teil.
(O)

Der Beweis fiir den R(\ <i0)-Fall verlduft analog.

Mit der Formel

a\ N
(ﬁ) R(A+ig) = N (R(A + i)V, e>0
kénnen wir, da sowohl die Resolvente selbst als auch ihre Ableitungen fiir
e — 0 konvergieren, nun die starke Differenzierbarkeit der Resolvente auf
der reellen Achse folgern:

Theorem 2.40

Sei s > 1/2 und N € N. Dann ist die fortgesetzte Resolvente R(A £ i0) als
Operator in B(L?, \(R"), L*,_\(R")) N-mal stark differenzierbar und es gilt
fiir alle \ € [a, b]:

1.
< Ol llssns

—s—N

|(Gx) =011

2. Sei Py(\) € Sy, dann gilt fiir jedes t > N + 1 + s:

|Peon () rox o],

[[(Z5)"zor= 0] 2]

< Cliflle

< C||fll=t+n+1,

—t

3. Sei Po(\) € Sy und {Py()\),P_(\)} bilden ein disjunktes Paar vom
Typ II (vgl. Lemma 2.37), dann gilt fiir jedes t > 0:

[P-0](35)" RO+ 0] P, < €l
4. Sei Q(\) € S, dann gilt fiir jedes t > 0:

lo () ROy )] <l

mit jeweils C' = C(a, b, N).



20 KAPITEL 2. DIFFERENZIERBARKEIT DER RESOLVENTE

Das ist das Analogon zu [Iso85, Theorem 1.9] von Isozaki fiir den Ganzraum-
fall des in Kapitel 1 definierten Stérung des Laplaceoperators mit variablen
Koeffizienten.

Bemerkung 2.41

In den Arbeiten [IK84], [IK85] und [Iso85] werden Schridingeroperatoren mit
langreichweitigem Potential betrachtet. Deswegen sollte es auch fiir die hier
betrachteten Storungen des negativen Laplaceoperators kein Problem sein,
die Differenzierbarkeit der Resolvente in A > a > 0 mit der abgeschwéchten
Bedingung

37 > 0Va e NI @ 9%a(z) = O(|z|7771*0)  fiir |z] — oo

an die Abklingeigenschaften von der Koeffizientenfunktion ay zu zeigen.

Dies wird sich wohl auch auf den Auflenraumfall tibertragen lassen, dort
aber nicht auf die Hochfrequenzergebnisse fiir den Schrédingeroperator, da in
den Voraussetzungen 1.5 ein besseres Abklingen des Potentials verlangt wird.
Ebenso wird bei den Niederfrequenzbetrachtungen ein stirkes Abklingen des
Koeffizienten gefordert (vgl. 7 > 2 in Theorem 1.3 fiir A > 0), so daB sich
wohl auch hier die Ergebnisse nicht auf den langreichweitigen Fall iibertragen
lassen.

In den Anwendungen, wie beispielsweise bei der Existenz der verallgemei-
nerten Fouriertransformation, wird in dieser Arbeit jedoch das kurzreichwei-
tige Verhalten des ,Potentials“ ay ausgenutzt.

2.2.2 Auflenraumfall

Es sei nun Q2 C R" ein Auflengebiet und A die in Kapitel 1 eingefiihrte
Storung des Laplaceoperators mit variablen Koeffizienten. Auch in diesem
Falle 148t sich die Differenzierbarkeit und die lokal gleichméfige Beschréankt-
heit der Ableitungen der Resolvente beweisen. Dazu werden wir zeigen, dafl
sich die mikrolokalen Resolventenabschéitzungen aus Abschnitt 2.1, also die
Theoreme 2.13, 2.16, 2.34 und 2.31, auf den Auflenraumfall iibertragen las-
sen. So sind dann mit dem entsprechenden PdGA alle Voraussetzungen fiir
Theorem 2.39 auch in diesem Fall gegeben. Wir erhalten in entsprechender
Weise das folgende, auf den ersten und fiir uns wesentlichen Punkt zusam-
mengefafite Resultat:

Theorem 2.42
Seien s > 1/2 und N € N. Dann gilt fiir A € [a,b]: Fs-lim o R(A £ i)V =:
R(A£1i0)N in B(LZ, y_ (), L%, y.1(Q)) und es ist

IR £ i0) fll—s-nvs1 < C 1 llsan—1
mit C' = C(a, b, N).
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Beweis: Essei n € C*(R"), 0 <n <1, eine Abschneidefunktion mit

(z) = 1, |z|>R+1
T =N0, |2 <R,

so daB suppn C Q, und A ein Operator, der A auf den R™ glatt fortsetzt
(also insbesondere die Koeffizienten ag, aji).
Dann gilt auf L?(Q) die Operatoridentitéit:

NR(z) = R(2)n + R(2)[A, n]R(2), (2.13)

wobei R die Resolvente des Operators A bezeichnet. Auierdem werden L?(Q)-
Funktionen durch 0 zu L?(R")-Funktionen fortgesetzt und nach Anwendung
der Ganzraumoperatoren wiederum nur auf 2 betrachtet.

Der Kommutator [A, 7] = <{(9;a;.0kn) <2a;:(9;n)0} ist ein Differential-
operator erster Ordnung dessen Koeffizientenfunktionen kompakten Triger
in Q2 haben (es treten nur Ableitungen von 7 auf).

Weiterhin 1a8t sich Py (A)n fiir PL(A) € Sy, P(A) € S in der Form

Py (M\)n = Py (\) &P (A,

schreiben, wobei Pf2,(A) = Py4}(A)(14n) ein PDO ist, dessen Symbol schnell
in z abfillt, da (1 <n) kompakten Tréger in x hat. Letzteres bedeutet nach
Theorem 2.9 insbesondere, dal der Operator zwischen beliebig gewichteten
R#umen abbildet, da (1 <n) € S(u) fiir beliebiges pu ist.

Es sollen nun die Theoreme 2.13, 2.16, 2.34 und 2.31 fiir den Auflenraum-
fall gezeigt werden:

Ubertragung von Theorem 2.13:
Mit Identitdt (2.13) und dem obigen haben wir:

P(MNR(XA£i0) = P®(N)R(X £ i0) + P(\)nR(\ £ i0)
=P>(\)R(\ £ i0) + P(A)}:%(A +i0)n + P(A\)R(X +i0)[A, n] R(\ £ i0)

_P®(\R(\ + i0) + PO)R(\ + i0)n

Da P°°(\) ein PDO mit in x schnell abfallendem Symbol ist, erhalten wir
mit dem PAGA und Theorem 2.13, dafl

P¥(NR(\ £ i0), P(\)R(\ +i0) € B(L2(Q), L*(2)).
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Wegen des kompakten Triigers sind 9;a,,0kn, ajx(9;n) € B(L?,(Q), L2(Q))
und mit dem Regularitéitslemma 1.1 ist auch 9y R(A+i0) € B(L*(9), L* ,(Q2)).
Somit gilt:

P(N)R(A £ i0) ((9;a50m) + 2a;4(9;m)9%) R(A £ i0) € B(L(Q), L2(R)),
so daf insgesamt fiir s > 1/2
P(\)R(A£1i0) € B(L5(€2), L3 ()
ist und es gilt die Abschitzung:
IP(VNRA£0)f][s < ClIf]]s-

Ubertragung von Theorem 2.16:

Die Ubertragung von Theorem 2.16 verliuft wie die von Theorem 2.13:
Wir schreiben wieder mit Identitét (2.13):

Pr(MR(A£i0) = PP(A)R(A£i0) + P+(A)R(\ £i0)n
&P\ R(A £ i0) ((9;a;,0km) + 2a;5(0;1)0k) R(\ £ 40).

Da P2°(A) wieder ein PDO mit in z schnell abfallendem Symbol ist, erhalten
wir mit dem PdGA und Theorem 2.16:

PE(A)R(A£i0), Pr(A)R(A £i0) € B(L}(Q), LT_,_5(2)).
Wie oben kénnen wir schlieflen, daf3:
P=(N)R(A £ i0) ((8a5001) + 20 (9jm)0%) R(A £ i0) € B(L3(2), L7, 5(2))
ist, also insgesamt, daf fiir s > 1/2,§ > 0
P (\)R(A £i0) € B(L3(Q), L_,_5(%))
ist und die Abschétzung:
[P (M) R(A £0) flls—1 < ClI £l
gilt.
Ubertragung von Theorem 2.34:

Mit Identitdt (2.13) haben wir fiir ein disjunktes Paar {Py()), P_(\)}
(vom Typ I):

PeO)R(A % i0) P (A) = PX(\)R(A £ i0)Ps(A) + Pr(\)R(A £ i0)nPs (\)
<:>P:F ()\)R()\ + 7,0) ((6jajk6k77) + 2ajk(8jn)8k)R()\ + iO)P:t ()\),
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wobei P2°()) ein PDO mit in  schnell abfallendem Symbol ist und wegen
n € S(0) auch {nPy(A), P_(\)}bzw. {P,(\),nP_(\)} disjunkte Paare (vom
Typ I) bilden.

Nehmen wir in der Ubertragung von Theorem 2.16 die Adjungierte (bzw.
nehmen wir die adjungierte Abschétzung von Theorem 2.16, die in Theorem
2.27 formuliert ist, und iibertragen diese mit der entsprechenden Resolven-
tenidentitét fiir R(z)n), so erhalten wir fiir s > 1/2 und ¢ > 0:

R(A£140)Pe(N) € B(Li_,,5(), L% ,(Q)).

Benutzen wir dies und Theorem 2.34, sowie die im Beweis auftretenden
Abschétzungen, so 148t sich die Ubertragung mit ¢ > 0 und s > 1/2 zei-
gen:

PX(A)R(A £ i0)Py(N) € B(L2,(Q2), L7 ()
Pr(MR(A £i0)nPL(A) € B(L?,(Q), L} (2)).

Weiter ist
P=(A)R(A10) ((9;a;401m) + 20;,(0;1)0) R(A £i0) P () € B(L2(Q), L} ()
und wir haben insgesamt ist fiir ¢ > 0 und s > 1/2
Py(A)R(A£i0)Pr()) € B(LI(Q), L ()
sowie die Abschitzung:
[P=(A)RA £ i0)PL(A) flle < CIfls-

Geht man nun zur Adjungierten iiber, so erhilt man entsprechend fiir ¢ > 0
und s > 1/2:

P-(A)R(A£i0)Py(\) € B(L2,(), L*,(Q))
und die Abschitzung
| P£(A)R(A £i0) P (M) fl| s < O f]| -+

Interpoliert man die letzten beiden Fille wie im Beweis zu Theorem 2.34 mit
Hilfe des Interpolationstheorems 2.35, so erhilt man fiir alle ¢ > 0:

Pr(VR(A £ i0)P2(\) € B(L2,(%), LA(€)
und die Abschitzung:
[P=(A)BA +i0)P=(A) flz < C| fll-¢-
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Ubertragung von Theorem 2.31:

Die Ulgertragung von Theorem 2.31 verlduft wie die von Theorem 2.34:
Mit dem Ubergang zur Adjungierten in der Ubertragung von Theorem 2.13
haben wir fiir s > 1/2 und 6 > 0

R(A£i0)Q()\) € B(L*, 5(),L* ().

Da {Q()\), P.(\)} disjunkte Paare (vom Typ I) bilden, kénnen wir hiermit
und mit Theorem 2.31 bzw. Theorem 2.32 nun fiir ¢ > 0 und s > 1/2 auf

QNR(A £1i0)PL(\) € BLY(Q), Li(2))
Pr(NR(A£i0)Q(\) € B(L(Q), Li())

sowie die Abschiatzungen:

QA R(A £ 0)P(A) flle < CIfI]s
[P (MR £0)Q(AN) fll: < ClLfls

schlieBen. Durch Ubergang zur Adjungierten und Interpolation erhilt man
wie oben fiir alle £ > 0:

QR £1i0)Pr(N) € B(L2;(Q), L7 ()
und die Abschétzung:
QRN £i0)PL(N) fllz < ClIfll

woraus die Ubertragung von Theorem 2.31 folgt.

Mit den auf den Auflenraum iibertragenen mikrolokalen Resolventen-
abschédtzungen und dem PdGA aus Theorem 1.3 folgt nun das Analogon zu
Theorem 2.39 fiir den Fall eines Auflengebiets und somit auch die Aussage
des Theorems.

O

Wie im Ganzraumfall koénnen wir nun {iber die Beziehung

(%)N R(X\ £ ig) = NIR(A 4+ ig)V*! auf die Differenzierbarkeit schliefien:

Theorem 2.43

Seien s > 1/2 und N € N. Dann ist R(A £+ i0) als Operator in
B(L2, 5(),L2,_n(Q)) N-mal stark differenzierbar und es gilt fiir alle
A € [a,b]:

< Ol flls+a,

—s—N

|(G5) a0
mit C' = C(a,b,N).
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2.3 Hochfrequenzergebnisse fiir den Schrodin-
geroperator

Auch beziiglich der Differenzierbarkeit lassen sich im Spezialfall des Schrodin-
geroperators weitreichendere Resultate beziiglich der Hochfrequenzasympto-
tik zeigen.

An dieser Stelle {ibernehmen wir fiir den Ganzraumfall direkt die Re-
sultate von Isozaki (vgl. [Iso85, Theorem 1.8 und 1.9]), die sogar fiir lang-
reichweitige Potentiale, d.h. lediglich 7 > 0 fiir die Abklingrate, gelten. Im
Gegensatz zum Fall der Storung durch variablen Koeffizienten, lassen sich
hier fiir die Potenzen bzw. die Ableitungen der Resolvente auf dem kontinu-
ierlichen Spektrum sogar Abklingraten fiir grofle A zeigen.

Theorem 2.44
Es seien A = €A +V, s > 1/2 und N € N. Dann gilt fir A > a > 0:
Js-lim. o Rg(A £ie)Y = Rg(A £40)" in B(L2, y_,(R*),L*, y.;(R")) und
es Ist

IRs (A £0)™ fl|-s-n1 < OX 2| fllsrw

mit C' = C(a, N).

Theorem 2.45 (Ganzraumfall)

Esseien A= <A+V, s> 1/2 und N € N. Dann ist Rg(A£i0) als Operator
in B(L2, y(R"), L*,_(R")) N-mal stark differenzierbar und es gilt fiir alle
A>a>0:

|(F5) " mstr 01

mit C' = C(a, N).

< OX DR £l s
N

—5—

Unter den Bedingungen, die wir schon fiir das PAGA im Falle des Aus-
senraums mit der fiir grofle A gleichméffigen Abschéitzung stellen mufiten,
lassen sich auch die Potenzen der Resolvente bzw. deren Ableitungen nach
dem Spektralparameter gleichméfig fiir grofle A mit der gleichen Abklingrate
wie im Ganzraumfall abschétzen.

Theorem 2.46

Seien A = €A +V, s > 1, N € N und es gelten die Voraussetzungen
1.5. Dann gilt fiir alle A > a > 0: 3s-lim\ g Rg(A £ ie)Y =: Rg(A £40)" in
B(L2, ny_1(Q), L%,y 1(Q)) und es ist

1Rs(A£0)" fll-smvsr < X2 I f lssn—r
mit C' = C(a, N).
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Beweis: In Abschnitt 2.2 hatten wir unter den Voraussetzungen 1.5 in
Theorem 1.9 das PAGA im Falle des Schrodingeroperators fiir s > 1 mit
einer Abklingrate A ~/2 fiir grofie A gezeigt. Mit Hilfe des Abschitzungstheo-
rems (Theorem 1.8) wissen wir, dafi auch V,Rg(\ & i0)f gleichmiBig fiir
grofle A\ gegen die rechte Seite abeschétzt werden kann. Benutzen wir dies
in der Ubertragung der mikrolokalen Resolventenabschiitzungen auf den Au-
Benraumfall, so bleiben die Abklingraten fiir grole A auch hier erhalten. Wie
im Beweis zu Theorem 2.42 folgt somit die Aussage des Theorems.

O

Theorem 2.47 (Auflenraumfall)

Seien s > 1, N € N und es gelten die Voraussetzungen 1.5. Dann ist Rg(A+i0)
als Operator in B(L2, y(Q), L%,_y(Q?)) N-mal stark differenzierbar, und es
gilt fiir alle A > a > 0:

< ON DR fl

[CYRCCE Y

mit C = C(a, N).

Im weiteren werden wir auf die folgende Form von Theorem 2.47 zuriickgrei-
fen:

Korollar 2.48

Seien s > 1, N € N und es gelten die Voraussetzungen 1.5. Dann ist
Rs(0® +10) als Operator in B(L S+N(Q), L*, y(Q)) N-mal stark nach o dif-
ferenzierbar und es gilt fiir alle 0> > a > 0:

[(5) Bst@ o] < Sl

mit C = C(a, N).

2.4 Niederfrequenzbetrachtungen

Bisher mufiten wir in den Differenzierbarkeitsbetrachtungen, bedingt durch
die verwendeten Methoden, immer A > 0 voraussetzen. Im PdGA gelang es
aber, auch A = 0 zuzulassen, was eine gesonderte Untersuchung der Nieder-
frequenzasymptotik motiviert. Tatséchlich gelingt es, fiir ungerade Raumdi-
mensionen mit Ergebnissen aus [WW93| (n = 3) bzw. [WW97a] (n > 3) die
einmalige Differenzierbarkeit der Resolvente in A = 0 fiir rechte Seiten aus
einem Raum ,hinreichend reguldrer Konvergenz* zu zeigen. Dabei wird die
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Resolvente als Operator von H, C L2(Q) — L2 ,(Q),s > 5 aufgefaBt und
die gleichméfige Beschrinktheit der Resolvente aus dem PdGA ausgenutzt.
Im zweiten Teilabschnitt diskutieren wir noch den Fall hoherer Ableitun-
gen.
Fiir die in diesem Abschnitt betrachteten Stérungen A des negativen La-
placeoperators fordern wir ausétzlich, dafl sie der Bedingung 5. aus Kapitel
1 geniigen und daf fiir ihre Abklingrate 7 > 2 gilt.

2.4.1 Einmalige einseitige Differenzierbarkeit

Im folgenden stellen wir die fiir ungerade Raumdimensionen formulierten
Resultate aus [WW93] bzw. [WW97a] zusammen, die wir im weiteren ver-
wenden werden.

Zunéchst definieren wir den Raum ,reguldrer Konvergenz“ und geben
nach der Einfiihrung von einigen Bezeichnungen mit dem anschliefenden
Theorem eine Charakterisierung dieses Raumes.

Definition 2.49 (Raum der reguliiren Konvergenz H,)
Es seien n > 3 ungerade, K € Ny, s > 1/2,sodaBs+1/2 ¢ N, 7 > sen/2 >
2K <(n <1)/2. Dann definieren wir durch

H, = {f € LXQ)IR0)*f € [? (), firk=1,...,K+1}

den Raum der reguldren Konvergenz.

In [WWO7a, Theorem 2, Korollar 1] wird gezeigt, daf3

RO U B U @, few

t>2-n/2 t>—n/2

wobei u geméfl Definition 1.2 die Strahlungslésung zu Au = f ist, wohldefi-
niert ist, so daf} die obige rekursive Definition von R(0)* Sinn macht.
H, ist ein abgeschlossener Unterraum von L2().

Bezeichnungen:

Es sei A die Menge aller Tupel v = (71, 72), die fiir jedes 71 € Ny und
v2 € {1,..., (271 + n <2) (giél),ﬁ),'} die Eigenfunktionen o,, des Laplace —
Beltramioperators A, zum Eigenwert v, (v, + n <2) indizieren.

(Der Laplaceoperator schreibt sich in Kugelkoordinaten folgendermafien:
A= 33—:2 + ”T_la% + T%Aw, so daBB A, gerade die Winkelableitungen und Win-
kelabhéngigkeiten enthilt.)
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Weiterhin bezeichnen wir mit £, ,, die nach [WW93, Korollar 3] eindeu-
tige Losung mit Nullranddaten des Problems

AE,, = 0
(Byn &1 00m) € U Li ().
t>-3/2
Theorem 2.50
Seien n > 3 ungerade, K € Ny, s > 1/2,soda s +1/2 ¢ N, f € L?(Q) und
T>sen/2>2K <(n<1)/2. Dann ist f € Hy, <

(f, R(O)ZE%n> =0 v (7,1) € O,
wobei Oy := {(7,]) € A X Ny | 71 + 21 < s <n/2}.

Die Darstellung aus dem néchsten Theorem werden wir im darauffolgenden
benutzen, um die einmalige Differenzierbarkeit der Resolvente zu zeigen.

Theorem 2.51
Seien n > 3 ungerade, K € Ny, s > 1/2 so, da s +1/2 ¢ N und 7 >

son/2 > 2K <(n <1)/2. Dann gilt fir f € Hy und X < \:
K
RA£i0)f = NR(0) f + AX[R(A +i0) ©R(0)|R(0)“f.
k=0

Nach diesen Vorbereitungen zeigen wir nun die einmalige einseitige Differen-
zierbarkeit in A = 0.

Theorem 2.52

Es seien n > 3 ungerade, s > 5, so dal s +1/2 ¢ N und 7 > s <n/2. Dann
ist R(A+i0) als Operator in B(H,, L3 ,(?)) einmal stark differenzierbar mit
Ableitung R(0)%f.

Beweis: Unter den gegebenen Voraussetzungen haben wir nach Theorem
2.51 fiir K = 2 die Darstellung

R\ +i0)f = R(0)f + AR(0)*f + A*R(A £i0)R(0)*f.
Mit dem PdGA aus Theorem 1.3 kénnen wir wegen s <4 > 1 fiir A > 0
folgern:
H R(A£i0)f <R(0)f

3 <R(0)°f

= [AIIR(A £ i0)R(0)* flo.4—s

0,4—s
<A+ A T2CN R(0) flo,s -4
< M+ ADTV2C Flloss
— 0 fiir A —0,
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Also ist R(0)? unter den gegebenen Voraussetzungen die erste Techtsseitige
Ableitung von R(A £:0) in A = 0, aufgefaBt als Operator in B(Hy, L3 ,(Q)).
O

Bemerkung 2.53

Die in Theorem 2.52 gezeigte Differenzierbarkeit entspricht nicht ganz der,
die wir fiir A > 0 hatten, da auf anderen Rdumen gearbeitet wird. So miissen
wir abgesehen von den Orthogonalitiitsrelationen, die H, charakterisieren,
mit s > 5 anstelle von etwa t > N + 1 = 2 ein hoheres Gewicht des Aus-
gangsraumes fordern, landen dann aber auch in dem stérker gewichteten
Raum L3_ () mit 4 &s < <1 im Gegensatz zu <t < <2.

2.4.2 Diskussion zu héheren Ableitungen

Sind z € C\R{ und f € H, mit s > 2(K + 1) + 1, so ist die Darstellung
R(z)f = ) Z"R(0)*'f + 2" R(2)R(0)" f

aus Theorem 2.51 eine Identitit in L?(Q). Wir konnen deshalb R(z) auf
beiden Seiten anwenden und erhalten fiir hohere Potenzen, falls f € H, mit
s> 2(K +N)+1ist:

7

K
R(Z)Nf — Z (k+N71) ZkR(O)k—I—Nf 4 (Klt]_l\_]];l)ZK+kR(Z)k+1R(0)K+N_1f

=1

R(O)KJerlf
-1

\/?T

(K+N_1)ZK(R( ) ( )

|
2

— (k+N—1) ZkR(O)kJer + (K;;fk—l) ZK+kR(Z)k+1R(O)K+N71f.

i
[e=}
ol

=0

Im Fall K = 2 bedeutet dies:

N-1
R(2)¥ = ROV f + NzRON f+ > (35) 27 R(2) R(O)M f.
k=0
N-1
. R(2)Nf ©R(0)N f SNROYWVf =2 Z (]IZIZI)ZkR(Z)k—i—IR(O)N-'_lf

z
k=0

Fiir die Differenzierbarkeit in z = 0 miiite nun die rechte Seite in einer
gewichteten Norm gegen Null konvergieren. Auch eine Umformulierung mit
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Hilfe der Resolventengleichung kann das Auftreten eines R(z)"-Termes nicht
verhindern. Dies kann man sich bereits im Fall N = 2 an Hand der folgenden
formalen Rechnung klar machen:

R(2)*=R(2)[R(0)+2R(0)*+2*R(2) R(0)?]
=[R(0)+2R(0)?+ 22 R(2) R(0)?][R(0) + 2R(0)?]+2*R(2)*R(0)?
0)24+22R(0)*+22R(0)* +2*R(2)R(0)* + 2*R(2) R(0)*+ 2> R(2)*R(0)?

=R(0)*
=R(0)* + 22R(0)*+2°[2R(2) R(0)*+ R(2)* R(0)?].

Da man fiir die Differentiation die ersten beiden Terme von der rechten auf
die linke Seite bringt und durch z teilt, muf} fiir die gewiinschte Differenzier-
barkeit insbesondere zR(z)?R(0)? gegen Null konvergieren.

Hinreichend fiir die Differenzierbarkeit wére also wie im Falle NV =1 eine
gleichmiiBlige Beschriinktheit von R(z2)Y fiir 2 € By, (0) bzw. fiir die einseitige
Differenzierbarkeit die von R(A)Y fiir A € [0, Ao).

Geht man bei der Betrachtung des Laplaceoperators im Ganzraumfall wie
bei [BADS84] vor und interpretiert die N-te Ableitung der Resolvente gemifl

St (AL =(eAe)) T =[(eAe) VT e ()N 4 ()N
= R(10)] e ryvn

als Resolvente eines selbstadjungierten Differentialoperators mit konstanten
Koeffizienten und dem Symbol

p(&:A) = ([ e e(e)™, A>0,

so erhdlt man fiir die Ableitung des zugehdrigen Spektralmafes:

1

(B9 = (20 (Ve @) W @)
(£)g(&)do.

~

x f
/§2= YTy

Mochte man nun im Fall A = 0 auch p gegen Null streben lassen, so muf
man wegen

B0 = bt [ (o)) fele)ER

dp 0
|w|=1

fiir die Raumdimension mindestens

n>2(N+1).
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voraussetzen, da sonst die Funktionen f = g =1 nahe |[{| = 0 ein Gegenbei-
spiel fiir die Beschridnkheit von %(E(u)f, 9) liefern. Fiir n = 3 bedeu-
=0

tet dies lediglich, dafl man auf die die Beschrgnktheit der Resolvente selbst
schlieen kann, was wir bereits im PdGA verwandt haben. Dies zeigt also,
daf} die Beschrianktheit von Potenzen der Resolvente aufgefaf3t als Operator,
der zwischen lediglich polynomial gewichteten Rdumen abbildet, beziiglich
der gleichméfligen Operatortopologie nicht zu erwarten ist.

Andererseits liegt die Vermutung nahe, dafl man vielleicht eine gleichmafi-
ge Schranke fiir Potenzen der Resolvente finden kann, solange man nur die
rechten Seiten aus einem Raum hinreichend hoher reguldrer Konvergenz
nimmt. Tatséchlich gelingt es {iber die Darstellung mittels der Spektralschar
zu zeigen, daB fir N € Nund f € H, mit s > 2N + 3

(R()™f, ) <(R(O)"F. f)

ist, wobei (-, -) die L? () &L?(Q2) Paarung bezeichnet. Dies sagt aber noch
nichts iiber die Operatornorm aus.

Eine andere Uberlegung ist, das Haupttheorem aus [WW93] fiir hohere
Potenzen der Resolvente zu zeigen, da dies gerade die noch fehlende Konver-
genz gegen Null liefern wiirde.

Eine weitere Idee ist, mit dhnlichen Approximationsargumenten wie in
[WW93], von dem folgenden Resultat von Vajnberg, vgl. [Vaj89, Kapitel
IX], auf unseren Fall variabler Koeffizienten zu schlielen:

Liegt exponentielles Abklingen der Koeffizienten vor, d.h. :

aop, (a]k(x) <:>6Jk) = 0(67|m|2)7 fiir |Jf| — o0,

so 148t sich die Resolvente von A, wobei (A<k?)u = f ist, aufgefait als Ope-
rator von Ly, = {v € L{,(?) | el’v € L2(Q)} nach L2 = {v e L2 (Q)]

eI’y € L2(Q)}, meromorph auf die reelle Achse fortsetzen. Ist k = 0 kein
Eigenwert, so ist die Resolvente analytisch in k£ = 0.



Kapitel 3

Die verallgemeinerte
Fouriertransformation

In diesem Kapitel werden wir die Ergebnisse des letzten verwenden, um
die Differenzierbarkeits- und Abbildungseigenschaften von verallgemeinerten
Fouriertransformationen zu untersuchen.

Eine solche verallgemeinerte Fouriertransformation zu einem Operator A
aus Kapitel 1 ist eine isometrische Abbildung

F:L2.() — L*R"),
die den Operator A diagonalisiert, d.h. es ist

(F(e(A)w))(&) = (&) (Fuw)(€) (3.1)

fiir alle Funktionen ¢(A), die durch den Spektralsatz fiir selbstadjungierte
Operatoren definiert sind. Sie 148t sich in der Form

(Fu)(€) = /Q PE D) de £ i (3.2)

darstellen, wobei €2 ein Auflengebiet mit R™ \ Q C Bg(0) ist, und der Inte-
gralkern die Gestalt

() = i (@)™ + 1 (2,€)

hat. Hierbeiist j € C*°(R") eine Abschneidefunktion mit 0 < j < 1,suppj C
{z|]z| > R} und j(z) = 1 auf {z||z| > R+ 1} sowie

Vi@, 8) = R(I]* £i0) M (-, €)(x),

62
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mit der gem&fl Theorem 1.3 auf die reelle Achse fortgesetzten Resolvente
R(|€]?+i0) des Operators A und der rechten Seite M (z, £) 1= (A <|€7) (j(z)e™?).
So gibt es zu einem Operator A mit der Wahl von v, oder ¢ zwei verall-
gemeinerte Fouriertransformationen F, bzw. F_, die sich jedoch in Hinblick
auf die Anwendungen nur wenig unterscheiden. Deswegen werden wir im
weiteren auch immer von ,der“ verallgemeinerten Fouriertransformation F
reden und meinen damit F, oder F_.
Die Funktionen 9 (-, £) sind verallgemeinerte Eigenfunktionen des Opera-
tors A zum Eigenwert |£]?, denn es gilt formal:

(A=EP)v(, ) =0,

doch sind sie wegen des ersten Summanden nicht in L?(), liegen also nicht
im Definitionsbereich des Operators A. Die verallgemeinerte Fouriertransfor-
mation wird deshalb auch Entwicklung nach verallgemeinerten Eigenfunktio-
nen genannt.

Auf ihrem Bild F(L*(Q2)) existiert auch die inverse Abbildung F !, die

sich mit @ := Fw in der Form
Fli(e) = | ol ow(©)de i (3.3)
Rn

darstellen 148t.

Wihlt man fiir A den negativen Laplaceoperator auf L*(R"), so ist F
gerade die klassische Fouriertransformation.

Im Falle des negativen Laplaceoperators auf einem Auflengebiet hat Wil-
cox in [Wil75] die Existenz einer verallgemeinerten Fouriertransformation ge-
zeigt, was sich leicht auch auf den Fall endlicher Stérungen iibertragen l4ft.
Fiir den Schrédingeroperator mit langreichweitigem Potential im Ganzraum-
fall wurde diese Fragestellung beispielsweise von Saito [Sai79] und Isozaki
[Iso82] behandelt, wobei letzterer in [Iso85] auch die Differenzierbarkeit im
Fourierbild untersucht. Die Existenz einer verallgemeinerten Fouriertrans-
formation fiir unendliche Stérungen des Laplaceoperators mittels variabler
Koeffizienten in der Form <0;a;;(x)0) auf einem Auflengebiet wurde fiir
T > 2(n+ 3) in [Ker93] gezeigt. Dies 1Bt sich leicht auf solche der Form
<0;a,(2)0r + ap(x) im Sinne von Kapitel 1 erweitern.

Einige Eigenschaften, wie die Linearitit, die Isometrie oder die Diagona-
lisierungseigenschaft der klassischen Fouriertransformation iibertragen sich
(nach Konstruktion) sofort auf die verallgemeinerte Fouriertransformation.
Andere, wie beispielsweise die Surjektivitdt im Falle endlicher Stérungen,
sind dagegen schwieriger zu zeigen oder noch gar nicht bekannt, wie die Sur-
jektivitédt im Falle unendlicher Stérungen der Form <0;a;(x)0k.
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Wir wenden uns jetzt der Differenzierbarkeit im Bild der verallgemeiner-
ten Fouriertransformation zu. Im folgenden Abschnitt zeigen wir fiir Funktio-
nen w € L%(Q) mit hinreichend grofiem s die Differenzierbarkeit von (Fw)(&)
in & # 0. Fiir das Beispiel der zum negativen Laplaceoperator auf dem Aufe-
ren einer Kugel gehorigen Fouriertransformation zeigen wir im zweiten Ab-
schnitt auch die radiale Differenzierbarkeit in p = |£| = 0. Im dritten Ab-
schnitt untersuchen wir weitere Abbildungseigenschaften verallgemeinerter
Fouriertransformationen, insbesondere, unter welchen Bedingungen an Fw
man schlieffien kann, dal w € L%(Q) mit s > 0 ist.

Dabei werden wir mit F, die klassische Fouriertransformation zum ne-
gativen Laplaceoperator auf L?(R") bezeichnen, mit F die verallgemeinerte
Fouriertransformation zu der allgemeinen Stérung A aus Kapitel 1, mit Fg
die zum Schrédingeroperator A = <A + V und mit F; die zum Laplaceope-
rator auf dem AuBeren einer Kugel gehorige.

3.1 Differenzierbarkeit

Aus der Theorie der klassischen Fouriertransformation haben wir die folgen-
den Resultate iiber die Differenzierbarkeit im Fourierbild (vgl. [Pet83, Kapitel
2] bzw. [Tri72, Kapitel 2]:

Theorem 3.1
Seien N € Ny und w € L} (R"), dann ist

Fow € CV(R™) und — 0“Fow =i ¥ Fy(x®w) fiir |a| < N,

Dabei sind die N—ten Ableitungen stetig und es ist limj|—,o 0* Fow(z) — 0
fiir alle |o| = N.
Entsprechendes gilt fiir die Fourierriicktransformation F, *.

Theorem 3.2
Es sei N € Ny. Dann sind

Fo, Fol i LA(RY) — WYN2(R™)  unitér.

Das letzte Theorem motiviert die Definition von Sobolevraumen mit reeller
Ordnung s:
W2(R*) == {v € L*(R") | Fov € L2(R")}

mit der Norm ||v||ws2@ny = || Fov||s.
Wir wollen nun Aussagen in der Art von Theorem 3.1 und 3.2 auch fiir
die verallgemeinerte Fouriertransformation zeigen.
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Da in der Darstellung

]:w(g):ﬁ /eing(x)w(x)dx—i—/R(|§|2iiO)M(-,g)(x)w(x)dx (3.4)

Q Q

der verallgemeinerten Fouriertransformierten von w die von £ abhingige Re-
solvente des Operators A auftritt, werden wir zum Nachweis der Differen-
zierbarkeit von Fw die im letzten Kapitel gezeigten Ergebnisse iiber die Dif-
ferenzierbarkeit der Resolvente verwenden. Die Ableitungen der Resolvente
bilden in einen Raum mit negativem Gewicht (d.h. der Exponent der Ge-
wichtsfunktion (x) ist negativ) ab, so daf fiir die Endlichkeit des Integrals
die Funktion w aus einem entsprechend positiv gewichteten Raum sein muf3.

Damit wir Ableitungen der Resolvente auf die spezielle Funktion M (z, ¢)
und deren Ableitungen nach ¢ anwenden kénnen, miissen diese in Rdumen
mit positivem Gewicht liegen. Auch im Hinblick auf spéitere Argumentationen
halten wir im folgenden Lemma das asymptotische Verhalten der Funktion
M (z,€) und deren Ableitung fiir groe Argumente fest. Daraus lassen sich
dann insbesondere die Bedingungen an die Abklingrate 7 ablesen, aus denen
gM(-,€) € Li(Q) folgt.

Lemma 3.3
Die Funktion M (z,&) := <(A <|£|%)(j(x)e™®) und ihre Ableitungen haben
das folgende asymptotische Verhalten:

|0g 07 M (2,€)| = folx +ka Z fie(@) g (€
7,k=1

wobei fiir j,k=1,...,n gilt:

fo@), fu(@), fi(x) = O(la| T fiir |z| — oo (3.5)
90(2), gu(2), gju(x) = O fiir |¢] = oo. (3-6)

Im Falle des Schrédingeroperator A = <A + V' haben wir anstelle von (3.6)
fiir j,k =1,...,n sogar:

90(x), gk(2), gju(x) = (’)(|§|1+W|) fiir €] — o0 (3.7)

Es ist also insbesondere 9¢9JM(-,€) € L2(Q) lokal gleichméfBig in &, falls
T>n/2+ s+ |a ist.
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Beweis: Es ist

M(z,€) = (A=) (j(2)e'™) |
=(0ja;k(2) 0 <ao(z) + |€1%)(j (z)e™)
:(@ajk(fv)akj(l“) + 2§50, (7) Ok (x) + (3.8)

() (500 (2) + (B30 () & (a(x) ©00))Ek) ) €8

Hieraus erhélt man sofort die Aufteilung von |0¢d7 M (z,€)| in eine Summe
von Produkten aus Funktionen, die nur von x oder nur von £ abhingen.

Die ersten beiden Terme der Gleichung (3.8) haben aufgrund der Ablei-
tungen der Abschneidefunktion j kompakten Trager in x, wihrend sich der
dritte, vierte und fiinfte mindestens wie O(|x|™") fiir |z| — oo verhalten.
Beziiglich ¢ verhilt sich M (z, &) mit dem letzten Term wie O(|£[?) fiir grofie
€. Ableitungen nach z liefern wegen des ¢ -Terms das gleiche Verhalten
beziiglich x und eine weitere Potenz in &; Ableitungen nach ¢ entsprechend
das gleiche Verhalten beziiglich £ und eine weitere Potenz in x.

Im Falle des Schrodingeroperators fallen die letzten beiden Summanden
und somit die zweiten Potenzen in £ weg. Im Falle des Laplaceoperators fillt
auch der dritte Term weg und Mz, §) hat sogar kompakten Triager in = (vgl.
[Wil75]).

O

Fiir die verallgemeinerte Fouriertransformation haben wir beziiglich der
starken Differenzierbarkeit als Entsprechung zu Theorem 3.1:

Theorem 3.4

Es seien N € N, s > 1/2, 7 > n/2+ s+ N und w € Ly (Q) N L2 _y(Q).
Dann ist die verallgemeinerte Fouriertransformierte (Fw)(£) von w in £ # 0
N-mal differenzierbar.

Beweis: Der Einfachheit halber wiahlen wir im Beweis die Transformation
F. mit der Funktion ¢, im Integralkern; der Beweis fiir F_ verlduft analog.
Betrachten wir zunéchst den Fall N = 1. Fiir die partielle Ableitung nach &,
[ €{1,...,n}, haben wir:

04 (F0)(6) = 0 [ 2)e (o) do + 0 | TRUEP + 0N @) (o) do

Q Q

7| [@yimetu(a) do + [ 0 RIEP +0) MC- O w (o) do

+ | TRUEP 0706 M- @ () de

Q
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:\/2l7rn [/j(x)ixle”gw(x) dx +/ [251(%1%()\ + 20))‘ M-, &) (x)|w(z) dz

A=¢)?
Q Q

+ [ TP+ 00 3 @ (o) de.

Q

Die Vertauschung von Differentiation und Integration fiir den ersten Sum-
manden ist mit Theorem 3.1 gerechtfertigt, denn nach der Fortsetzung durch
0 auf den R" ist (r;jw) € L'(R"), da nach Voraussetzung w € L}(Q)
war. Aus Theorem 2.40 wissen wir, dafl die Resolvente auf der reellen Ach-
se als Operator in B(L2,,(Q2),L*, () differenzierbar ist und auch die
Ableitung einer lokal gleichméBigen Abschidtzung geniigt. Da nach Voraus-
setzung 7 > n/2 + s + 1 ist, konnen wir mit Lemma 3.3 schlieflen, daf
M(-,&) € L2, () und 9, M(-, ) € L2(Q) ist. AuBerdem liegt w € L2, (Q),
weshalb wir mit dem Satz von Lebesgue auch im zweiten und dritten Term
die Grenzprozesse vertauschen diirfen.

Entsprechend geht man fiir héhere Ableitungen vor, wobei dann Terme
der Form

(98 T R(II” +10)) 9 M (-, ) ()

mit 7 < « auftreten. Diese sind dann wohldefiniert, wenn 9/M(-, &) €
L%, 10 (©) ist, was aber wegen 7 > n/2 + s + N fiir |y| < |a| < N nach
Lemma 3.3 der Fall ist.

Somit haben wir die partielle Differenzierbarkeit der verallgemeinerten
Fouriertransformierten nachgewiesen. Da wir wissen, daf} die rechte Seite un-
ter den gegebenen Voraussetzungen total differenzierbar ist, folgt insgesamt
die zu zeigende Differenzierbarkeit.

O

Fiir die schwache Differenzierbarkeit zeigen wir:

Theorem 3.5

Es seien N € N, s > 1/2, 7 > n/2+ s+ N und w € L2, (Q). Dann ist
die verallgemeinerte Fouriertransformierte (Fw)(§) von w in £ # 0 N-mal
schwach differenzierbar und die Ableitungen liegen in L3 (R™ \ {0}).

Ioc

Beweis: Die schwache Differenzierbarkeit des ersten Summanden der ver-
allgemeinerten Fouriertransformierten folgt aus Theorem 3.2 und mit der
Argumentation aus dem Beweis zu Theorem 3.4 die des zweiten.

Da wir aus Theorem 2.40 lediglich eine in & € R™ \ {0} lokal gleichméBige
Abschétzung fiir die Ableitungen der Resolvente haben, kénnen wir hier nur
folgern, dafi die Ableitungen der verallgemeinerten Fouriertransformierten
lokal in L*(R" \ {0}), also in L .(R" \ {0}) liegen.

O
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Im Spezialfall des Schrodingeroperators haben wir auflerdem:

Korollar 3.6

Es seien A = ©A+V ein Schrodingeroperator, N € N, s > 1,7 > n/2+s+N,
w e L2, () und es gelten die Voraussetzungen 1.5. Dann ist die verallge-
meinerte Fouriertransformierte (Fsw)(§) von w in & # 0 N-mal schwach
differenzierbar und die Ableitungen eingeschrinkt auf das Gebiet K, mit
a > 0 liegen in L? ,(K,), fallst > n/2.

Beweis: Die schwache Differenzierbarkeit folgt direkt aus Theorem 3.5.
Fiir die Aussage tiber die Ableitungen haben wir nach Korollar 2.48

H (%)Nﬁ’/sﬂf Fi0)f| <l I en

fiir alle |£] > a > 0. Mit dem asymptotischen Verhalten (3.7) aus Lemma 3.3
fiir die Funktion M folgt, daB ||0g (Rs(|¢]* & i0) M (x,€))||—s—n = O(1) fiir
|€] — oo ist und somit beziiglich &, gemessen auf K,, in L?,(K,) liegt, falls
t > n/2 ist. Fiir den ersten Summanden der verallgemeinerten Fouriertrans-
formation beachte man, daf§ L*(K,) C L?,(K,) fiir t > 0, also insbesondere
auch fiir ¢ > n/2 ist, so dafl insgesamt die Ableitungen der verallgemeinerten
Fouriertransformierten eingeschriinkt auf K, in L?,(K,) mit ¢ > n/2 liegen.

O

Ist der Schrodingeroperator auf L?*(R") definiert (Ganzraumfall) oder hat
das Potential V' endlichen Tréiger, d.h. es gibt ein R, > 0, so daf} V' (z) = 0,
falls |z| > R,, also hier V' € C§°(R") (endliche Stérung des Laplaceoperators),
so wissen wir nach [Iso82] bzw. [Wil75], daf} die zugehdrigen verallgemeiner-
ten Fouriertransformationen surjektiv auf L?(R™) abbilden. In diesen Fillen
ist demnach fiir alle v € L?(R") die Riicktransformation definiert, die sich
(fast iiberall) in der Form

Flula) =g | [ de + [P £ 0MCO@rE & | (39)

n Rn

darstellen 1af3t. Auch fiir diese Transformationen lassen sich entsprechende
Aussagen iiber die Differenzierbarkeit im Bildbereich beweisen.

Hierfiir benutzen wir die folgende Aussage iiber die Ableitungen des In-
tegralkerns im zweiten Summanden, die fiir alle Schrodingeroperatoren der
Form A = €A + V aus Kapitel 1 gilt:
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Lemma 3.7

Es seien A = ©A +V ein Schrédingeroperator, s > 1, 7 > n/2 + s, die Vor-
aussetzungen 1.5 erfiillt und die Funktion M (z,&) = (A <€)%) (j (1)) =
(Aj(z) +2i& - Vi(z) <j(x)V (z))e™ wie zu Beginn dieses Kapitels definiert.
Dann gilt:

105 (Rs (1€ £ i0)M ()2 onmrps oy = OUEN)  fiir |¢] = oo.

Beweis: Fiir den Beweis setzen wir u := Rg(|€|*£i0)M (-, ). Dann gilt fiir
u im schwachen Sinn: (A <|¢]2)u = M (-, §), es ist also Au = [[*u+ M (-, §).
Mit dem PAdGA (vgl. Theorem 1.9) und der Asymptotik (3.7) aus Lemma
3.3 fiir die Funktion M folgt:

¢
€]

also die Behauptung fiir |5| = 0. Mit [IK84, Theorem1.4i)], das sich genauso
fiir den Auflenraumfall zeigen 1488t, haben wir die a priori Abschitzung

Jull s < =M, )l = O(1)  fiir [§] — o0,

1
[ullyrziy < C(1EMIull-s + EIIM(-,fS)H—s) < C||M ().

Wir erhalten:  ||0%ul|_s = O(|¢]) fiir |8] < 1 und |¢| — oo.
Mit dem Regularitidtslemma 1.1 kénnen wir

||u||WEf(Q) < C(HUH*S + ||Au||75)

1
EHM(-,fS)Hs + 1€ ull—s + (M, €) ] -s)
folgern und haben somit  ||0%ul| , = O(|£|?) fiir |8] <2 und [£] — oo.

Fiir hohere Ableitungen beachte man, dafl mit einer Abschneidefunktion
neC®R),0<n<1,n=0fir|z] <Rund n=1fir |z| > R+ 1/2

<C(

AndSu = |€Pndlu +ndl M (-, &) + [A,n0%]u

ist. Fiir | 3] < 1 ist die rechte Seite in L? () und mit dem Regularititslemma
1.1 folgt:

107wl ) < CI0Full s + [EPN07ull s + 107 M (-, €]

18-
+ Y Conll0 V) 0ull-),

|1=0

A\ Br+1(0)
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sodaB [|07ullz2 (@\Bgyi 0 = OUEP)  fiir [B] < 3 und [¢] — oc.
Sukzessive erhélt man auf diese Art die Aussage des Lemmas.
|

Fiir die Differenzierbarkeit im Bild der Riicktransformationen zeigen wir
nun:

Theorem 3.8

Es sei A = <A + V ein Schrédingeroperator im Ganzraumfall oder mit
einem Potential V', das endlichen Tréger hat. Weiter seien s > 1, 7 > n/2+s
und die Voraussetzungen 1.5 erfiillt und es gelte Q0 € CV. Dann ist die
zugehorige verallgemeinerte Fouriertransformation Fs surjektiv und fiir die
Riicktransformation gilt:

v € Ly (R"), kENEk >n/2 = FglvelV(Q)
ve L2 y(RY), t>n/2 = Fglve WAQ).

Beweis: Die Surjektivitdt der verallgemeinerten Fouriertransformationen
folgt wie bereits erwihnt aus [Iso82] bzw. [Wil75].

Die Abbildungseigenschaften fiir den ersten Summanden (vgl. Darstellung
(3.9)) folgt mit den Theoremen 3.1 und 3.2. Fiir den zweiten Summanden
folgt im ersten Fall mit dem (lokal in einer Umgebung von x angewandten)
Sobolevschen Einbettungssatz, Lemma 3.7 und den Voraussetzungen an v die
starke Differenzierbarkeit von F3'v. Im zweiten Fall schliefen wir aufgrund
der Regularitdt des Randes und mit der Regularitdtsaussage aus Theorem
8.13 aus [GT83] und Lemma 3.7, daf

IR(EL? £ 0)M(,€) oy <

< C(IR(gl* £ i0)M(, E)ll-s + 1M (=, O)ls) + OEIY) = O(I¢]™)

ist, woraus mit der Bedingung ¢ > n/2 die zweite Implikation folgt.

Bemerkung 3.9

Auf dem Bild F(L?*(2)) ist auch fiir die allgemeine Stérung des Laplace-
operators aus Kapitel 1 die Riicktransformation mit der Darstellung (3.9)
gegeben. Im allgemeinen Fall liegt die Resolvente jedoch nur lokal in L?(R"),
also in L2, (R™), so daff wir fiir ein v € F(L*(Q2)) noch einen endlichen Tréiger
voraussetzen miissen, um die entsprechenden Differenzierbarkeits- und Ab-

bildungseigenschaften wie in Theorem 3.8 folgern zu kénnen.
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3.2 Diskussion eines Beispiels

Fiir das Beispiel des Laplaceoperators auf dem AuBeren einer Kugel gelingt
es, die Differenzierbarkeit im Bild der zugehérigen verallgemeinerten Fou-
riertransformation mit Hilfe einer anderen Beweistechnik auch in & = 0 zu
zeigen.

In diesem Abschnitt wird der Buchstabe n als Laufindex benutzt und
bezeichnet nicht die feste Raumdimension 3.

Als verallgemeinerte Eigenfunktion des Laplaceoperators auf dem Auflen-
gebiet Q = R3 \ Bg(0) muB ¢(z,£) den folgenden Bedingungen geniigen:

(A SEP)Y(, € =0 nQ (3.10)
U(, ) =0, (3.11)

|z|=R
wobei natiirlich 1 (z, &) #Z 0 sein soll.

Eine Losung findet man durch klassisches Vorgehen bei der Beugung ei-
ner ebenen Welle an einer Kugel (Superposition der einlaufenden Welle und
der reflektierten Welle) in Form einer Reihenentwicklung nach Legendrepo-
lynomen (vgl. [TS59, Seite 498 ff] mit n = 1 und k; = 0 dort). So ist in
Polarkoordinaten x = (r, 9, ¢),& = (0, Yy, o) die Losung gegeben durch:

o, €) = j_ (€% 1 s (2, €))

2m
— 1 S | jn(QR) 2
X 2(2 <:>6m0)7EZ frmn;: P (cos )P (cosYy) cosm(p <:><p0)).

Hierbei bezeichnen j,(z) bzw. hg)(z) die sphérischen Bessel- bzw. Hankel-
funktionen zweiter Art, die fiir v € R der Gleichung

2G(2) +22((2) + {2 (v + 1)} (2) =0

geniigen und sich wie folgt aus den ,normalen® Bessel- bzw. Hankelfunktio-
nen berechnen:

. T\ 1/2 T\ /2
@ =(5) ez a0 = (5) A ().

Die reflektierte Welle v, (z, &) verhélt sich im Unendlichen wie ein auslau-



72 KAPITEL 3. VERALLG. FOURIERTRANSFORMATION

fende Kugelwelle, d.h. sie erfiillt die Strahlungsbedingungen:
~ 1
(€)= O(=) fiirr — oo
r

@110 i) = o) firr - oo

Damit erfiillt sie aber auch die in Definition 1.2 geforderte (Aus-)Strahlungs-
bedingung. Wihlt man anstelle der sphérischen Hankelfunktionen erster Art,
diejenigen zweiter Art, so erhélt man die entsprechende einstrahlende Losung
b (2,).

Fir o > 0 stimmt die Funktion ¢ (z,&) aus Eindeutigkeitsgriinden mit
der bisherigen, durch Stérungsargumente berechneten, Losung iiberein:
Betrachten wir die Differenz der obigen verallgemeinerten Eigenfunktion des
Operators und derjenigen, die wir durch die iibliche Abschneidetechnik und
Resolventenbildung erhalten:

u(w,€) = P(r,€) S 6)
= L @) e

1
V21 Var
= (@) + 3 (6 SROEP + )M, €)(a)].
V2
Es geniigt u(z,€) den Bedingungen (3.10) und (3.11) und auch der Strah-
lungsbedingung, da (1 <j(x)) kompakten Tréiger hat. Mit der Eindeutigkeit
aus dem Prinzip der Grenzabsorption (Theorem 1.3) folgt dann die behaup-
tete Gleichheit der beiden Funktionen.
Interessiert sind wir nun an der Differenzierbarkeit von zz(x, ¢) nach o = [¢],
insbesondere fiir o — 0 .
Der erste Summand ist unkritisch, da er bekanntermaflen unendlich oft dif-
ferenzierbar in allen £ € R” ist. Zur Untersuchung des zweiten zeigt man mit
den Darstellungen halbzahliger Hankelfunktionen

2\1/2 e 1 (n+k)
H(1,2) N e F(n+1) tiz
1 (2) (ﬂ'Z) ! ¢ kz:% (F2i2)k kl(n <k)!

(j(2)e"™ + ¢ (2,9))

(vgl. [Sch63, S.75, wo es iT*+1) anstelle von i7* heifien muB]), daf

hi(or) _ (Y ot 2ol

WY(eRr) \r Pu(oR)
ist, wobei
(k) 1

2 (n k) k! (£2i)F
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komplexe Polynome n-ten Grades in z sind. Damit folgt:

) = \/;_71-3 (i:o(?nﬂ)i” [jn(gr)(:}(g)n+16,~g<,«_R>22)’:((5;))%(@1%)] y

X Z (2 @6m0)%P£’l(COS V)P (cosYy) cosm(p <:>g00)> . (3.13)

Die sphirischen Besselfunktionen sind regulér fiir o — 0. Wir zeigen nun,
daf die Polynome p,, keine Nullstellen in einer festen, d.h. von n unabhéngi-
gen, Umgebung von Null haben und schlieffen so von der Holomorphie der
Koeffizienten in einer Umgebung von |€| = 0 auf die von ¢ (z, ).

Lemma 3.10
Die Nullstellen der Polynome p,, liegen auflerhalb der Kugel mit Radius :11
um den Nullpunkt in der komplexen Ebene.

Beweis: Es ist

= (R L IS sk 1,
ZORIDY (s = e &)
=:1"q,(siz).

Dabei sind die ¢, Polynome n-ten Grades in <iz mit reellen, ja sogar po-
sitiven Koeffizienten. Weiterhin ist <iz genau dann eine Nullstelle von ¢,
wenn z eine Nullstelle von p,, ist und es gilt | <iz| = |z|. Es geniigt also, eine
betragsmiflig untere Schranke fiir die Nullstellen der ¢, unabhéngig von n
zu finden.

Sei <iz Nullstelle von ¢,, dann ist:

B N~ . _ (2nek)! 1
0= gn(eiz) = ;“’“(@”’2) I P

n
=ag + Z ax(&iz)"
k=1

= ap = <:>Z ap(&iz)k < Zak|z|k < max |,z|’“2:a;~C
k=1 k=t 7 k=1
<1
= nao < kr_nlax |z|”c — {|z|; 2]
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Da wir nach einer unteren Schranke fiir |z| suchen, ist der zweite Fall unin-
teressant und wir betrachten im folgenden lediglich den ersten.

n
Z Qg Z !kl 2n

k=1 _k:l & (2n <k)In!
ap (2”')!2% _Z (n k) k!(2n)! 2
k-mal
n [P,
B nnel)-...-(nek+1)-2-...-2
_kd(ww@n¢ﬂ)-”-@n@k+1yk@x¢n-”,1
1 2(n 1)
) d <1 VI>0
_;k” T el S =
<e&sl Vn.
Qo 1
= kza =27
Zak ¢

O

Mit dem Prinzip der gleichmé&Bigen Beschréanktheit konnen wir von schwacher
auf starke Holomorphie schlieflen, es vertauschen also Grenzwertbildung und
Reihensummation.

Also gilt

Y(x,€)  ist unendlich oft radial differenzierbar in o = |£] = 0.

Beziiglich z ist 1(z, €) fiir jedes & eine L? - Funktion. Im Vergleich zum
Fall o = |£] > 0 und im Hinblick auf die Anwendung in der verallgemeiner-
ten Fouriertransformation stellt sich nun die Frage, in welchem gewichteten
Raum L2(Q) die Funktion 1 (z,£) und deren Ableitungen nach o = |¢| fiir
|€] = 0 liegen.

Zur expliziten Berechnung von 621@(@ &) lo=l¢j=0, [ > 0 beachte man, daf

\/— Z () (2)m 2k
k!, (k+mn+3/2)
d 0, n > [ oder (n <) ungerade
— @]n(z) im0 (1) = (ljfiiil)', sonst.
pulor) "L (n+k)! 1 (or)™*

— (n <k)k! (<24)F

ol
(=)
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n—I
+ k)! rn—k
— al N — (n n—k
pn(or) “ (n <k <)k (4:)2@‘)’99

l

(n+ (nel))! == n el ot

— alp"(m)‘gzo T mehe) sl (@) (hel)! (i)

= O(r") fiir r — oo.

Somit ergibt sich fiir den Radialanteil der Ableitungen von 1/;+:

o0

17 o [ Byntt io(r—R pnlor) . .
b (06) = @) (2n-+ 1) o) ey in(eR)] >0)
A= ()Y ()i e Y (1ot ey (224
— 82[. : ]‘ = 0@ fiir r — oo,

0=0

denn der Vorfaktor (g)nJr1 liefert mindestens einen Faktor der Ordnung %,
und der zweite ist offensichtlich von der Ordnung O(r!=%) fiir r — oo. Im
dritten tritt fiir £ = 0 die hochste Ableitung von p,(or) und damit die hochste
Potenz in r auf, fiir welche wir bereits O(r"t) berechnet hatten.

Da die Reihe sich bei o = 0 wegen des Verhaltens der Ableitungen von j,
auf endlich viele Summanden reduziert, gilt fiir [ € Np:

8191/;+(x,§) = O(r'™)  fiir r — oo.
g:
Damit ist
oLy (-, €) € [2,(0) <= l&eles+3/2<0 < s>1+1/2,
g:

was mit dem Fall p > 0 iiberein stimmt.
Die Ergebnisse dieses Abschnitts fassen wir in dem folgenden Theorem
zusammen:

Theorem 3.11
Es seien Q = R3 \ Bx(0) und F, die verallgemeinerte Fouriertransformation
zum Laplaceoperator <A auf (). Weiter seien N € N und s > 1, dann gilt:

weLy(Q) NLI y(Q) = Fwe{veC(R*\{0}) |35 I=1,...,N}

g0
und fiir allet > 3/2,a > 0:

we L2 y(Q) = Fuwec{veW?(K,) | 300 g (=1 N}
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Fiir die Inverse gilt:

vE Ly, (R = Flvech(Q)
veLL (R, t>3/2 = Flve Wi (Q).

Beweis: Wir hatten in diesem Abschnitt gezeigt, dal der Kern der ver-
allgemeinerten Fouriertransformation unter den gleichen Bedingung wie fiir
0 =1&] > 0 auch in p = || = 0 (radial) differenzierbar ist. Somit kénnen wir
in den Theoremen 3.4 und 3.5 bzw. Korollar 3.6 fiir dieses Beispiel den Fall
0 = |£] = 0 mit einschlieBen. Insbesondere ist <A auch ein Schrodingerope-
rator, so dafl mit Korollar 3.6 fiir ¢t > 3/2

OfFiw € L2, (K,), sowie 8|l§|]:1w eLl*,R"), I=1,...,N

folgt.
Die Aussagen iiber die Inverse folgen mit Theorem 3.8.

Bemerkung 3.12
FEigentlich gilt fiir das Beispiel R" \ Q C Bp.5(0) fiir jedes § > 0, so daffi man
bei der Anwendung der Ergebnisse fiir den Schrédingeroperator immer mit
R + 0 anstelle von R argumentieren muB.

Dies wird auch im Weiteren so angewandt.

3.3 Abbildungseigenschaften

Mit den in Abschnitt 3.1 gezeigten Aussagen iiber die Differenzierbarkeit der
verallgemeinerten Fouriertransformation, kénnen wir fiir N € Ny, s > 1/2
und 7 > n/2 + s+ N die Abbildungseigenschaften

F:Ly(Q) N L3 x(Q) = CV(R" \ {0})
und  F L2\ () — WA(R \ {0})

loc

folgern.

Fiir die klassische Fouriertransformation folgt aus der Differenzierbarkeit
der Fouriertransformierten mit Theorem 3.2, dafl die Ausgangsfunktion in
einem positiv gewichteten Raum liegt. Entsprechend zeigen wir in diesem
Abschnitt, dafl die Urbilder gewisser differenzierbarer Funktionen unter der
verallgemeinerten Fouriertransformation in positiv gewichteten Réumen lie-
gen. Hierfiir werden wir die Regularititsaussage des folgenden Lemmas fiir
die Resolvente angewandt auf die spezielle Funktion M (z, &) bendtigen:
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Lemma 3.13
Es seien € > 0, s > 0 und ¢%(z,§) := R(|¢]* £ ie)M(-,&)(x). Dann ist mit
M(aé‘) € Lg(Q) auch wi(ag) € Wf’Q(Q)

Beweis: Da |£|?+ie in der Resolventenmenge des Operators A liegt, wissen
wir bereits, dafi ¢ (-,£) € W?(Q) ist. Somit folgt die Behauptung durch
[2s]-maliges Anwenden von Lemma 1.1, wobei [2s] die kleinste ganze Zahl
grofler gleich 2s bezeichnet.

a

In den Spezialfillen des Laplaceoperators auf einem Auflengebiet und des
Schrodingeroperators im Ganzraumfall mit einem Potential V', das endlichen
Trager hat, ist das anschlieBende Theorem in [Rac95] gezeigt worden.

Theorem 3.14
Es seien s > 1/2, N € Ny und 7 > n/2+ s + N. Dann gilt fiir w € L2, (Q):

Fw € CY(R*\ {0}) = w e C®(Q)NLy_,(Q)
Fw € {ve WVR") |suppv CC R*\ {0}} = w e L3_,(Q).

Beweis: OBdA fiihren wir den Beweis fiir 7 = F,.
Mit Hilfe der Formel (3.3) bzw. (3.9) fiir die Fourierriicktransformation
erhalten wir mit o := F,w (fast iiberall) fiir w die Darstellung

wle) = g [)e™ + s (2, )0(6) de
RTL

— ([t de + [ TanlR(EP + )M, ) )ile) de) (319

Rn R

Fiir die Regularitiit in der ersten Implikation beachten wir, dal mit e*¢, j(x)
und M (z, &) auch ¢y (z,€) in x unendlich oft differenzierbar ist. Wegen des
kompakten Trigers von w ist dann auch w € C>*(Q).

Um zu zeigen, dal w € L% () ist, multiplizieren wir die Darstellung
(3.14) mit zY,1 € {1,...,n} und einer Abschneidefunktion n € C*(R"), fiir
die 0 <n <1lsuppn C {z||z]| > R} und n =1 auf {z||z| > R+1} gilt. (Da
R™\ Q C Bg(0) ist, liegt der Tréiger von 7 in £ und es ist insbesondere n = 0
in einer Umgebung des Randes 0€2.) Mit den bisher gewonnen Ergebnissen
zeigen wir dann, dafl die rechte Seite (und somit auch die linke) fiir € \, 0 in
L? (Q) konvergiert.

Wir fiihren Beweis zunéchst fiir den Fall N = 1 aus, stellen dann den fiir
N = 2 in kiirzerer Form dar und fassen abschlielend das Vorgehen und die
immer wieder auftretenden Argumente fiir beliebiges N zusammen.
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Der Fall N = 1: Da die Fouriertransformierte w nach Voraussetzung kom-
pakten Triger auf R™ \ {0} hat, gibt es 0 < a < b < 00, so dafl supp w0 C K.
Somit erhalten wir fiir die mit 7 und x; multiplizierten Gleichung (3.14):

w(e)w(z) = —r / 2n(@)(2) € () dE + e / () (o, € (€) dg
e / )0 (€) ¢ + 7 | (o) o, )ie) d. (319

ab

Mit den Eigenschaften der klassischen Fouriertransformation (vgl. Theorem
3.2) liegt der erste Term auf der rechten Seite in L?(2) und somit auch in
L2 (Q).

Zur Behandlung des zweiten Terms stellen wir den Integralkern z;nv° (-, §)
in geeigneter Weise als Resolvente dar und schliefen dann mit den Resultaten
aus dem letzten Kapitel auf die Konvergenz in L? (Q) fiir ¢ \, 0.

Der Ubersichtlichkeit halber lassen wir im folgenden die Argumente weg
und schreiben abkiirzend 5 und M fiir ¢% (x,€) und M (z,§), sowie ajy, ag
bzw. n fir a;i(z), ap(x) bzw. n(z) und w fiir w(§).

Fiir die Darstellung von x;n¢% als Resolvente betrachten wir

(A &> ©ie)mmys = oM <2a;,(9;(xin)) 0. < (05410 (xin) V%
= 1M S2ay:n0p05 S 20a,11(0;n) k05 (050N
&2a;(9m)Y; € w1(0;a;60em) V5 (3.16)

und

(A &) ie)ndpy, = noM + [A, n]0kyS + nlA, s
= NOLM 20, (0,m1)0;040%. (0505 O0mn) Ok,
+ 778]' (aka]m)amz/)i- @U(akao)l/)i- (317)

Aufgrund der Voraussetzung 7 > n/2 + s + 1 an die Abklingrate ist nach
Lemma 3.3 M(-,&) € L2, (). Nach Lemma 3.13 ist dann auch ¢, (-, &) €
L2, (), womit z;m9)% im Definitionsbereich des Operators A liegt. Wegen
der Abschneidefunktion 7, die fiir Nullrandwerte auf 0¢2 sorgt, gilt dies auch
fiir noy%, so dal wir mit der Anwendung der Resolvente insgesamt auf die
Darstellung

T = R(|€]? + ie) [me &2a, R(|E)? + ie)[nop M + 10; (O jm) Om ¥,
SN (Oka0) Vs 25, (0m1)0;0k05. (00jmOmn) Opf |
S2a;,11(0m) Ok, < (0ja5)n <2a;(9;m) Y w0010V



3.3. ABBILDUNGSEIGENSCHAFTEN 79

kommen. Eingesetzt in den zweiten Summanden von (3.15) bedeutet dies:
|t o de =
_ / lim [RI€]? + ie)amMib 2R(€]2 + ie)anR(E + ie)d M
K,

b eN\0
S2R(|E + ie)anR(IE]* + ie)nd; (Okjm ) O )
+ 2R(|&)* + ie)aw R(|E[* + ie)n(Opao) 5w
+ AR(|EP + ig)awR(|E]? + i€)ajm (0mn) 0; O 1p b
+ 2R(|&]* + i) an R(|&]* + i) (0jajmOmn) Db b
S2R(|E| + ig)ajrai(9m) s w S R(IE]° + ie) (aj)mbiw
S2R(|€]? +ig)a(dm) Y w S R(|E]* + ie)xi(0ja,0kn) Y] dE
= N+R24+13+M4+I5+16+17+1I8+ 19+ 110

Mit M (-, &) € L2,,(Q) (s.0.) ist M (-,§) € L%(), und somit konvergiert
I1 in L?,(2). Ebenso ist die Konvergenz der Terme 17, 19 und 110 klar,
da die Resolvente, wegen der Ableitungen der Abschneidefunktion 7, auf
Funktionen mit kompaktem Triger angewandt wird. Fiir den Term I8 wissen
wir, daB ¢% in L2 (Q) konvergiert und (9;a;) = O(|z|~"~') ist. Das heift
die Resolvente wird hier auf eine Funktion aus L ,(Q) angewandt, was
nach den Voraussetzungen an 7 fiir s < n/2 + 2 eine Teilmenge von L?()
ist, womit die Konvergenz von I8 in L? ,(Q) folgt.

Um die Konvergenz der iibrigen Terme zu zeigen, addieren wir geeignete
,Nullen“ und weisen dann die Konvergenz der entstehenden Summanden
nach. Dies fiihren wir exemplarisch fiir den schwierigsten Term I3 durch; die
Konvergenz von 12 und 14-16 folgt dann in entsprechender Weise.

Wir schreiben 13 in der Form

=2 ll\I‘% R(|§|2 + ia)alkR(|§|2 + 16)778] (8kajm)8mwiw df =

Kap

= <2 li\r‘% R(|&)? + ie) (a <o) R(|E)? + i2)n0; (O ajm) Om )5 dE

Kap

e2lim | (RAEP + i2)) 103 (01 jm) O 0 d

Kap

Aus dem Regularitdtslemma 1.1 folgt, dal mit )5 auch die ersten beiden
Ableitungen, d.h. hier 8,95 und 9;0,,¢%, j,m =1,...,n in L? () konver-
gieren. Also haben wir im ersten Summanden mit dem Faktor (Oya;m) =
O(|z|"™') dann insgesamt Konvergenz in L?_ . () C L%(Q) fir s <
n/2+ 2. Wir konnen also auf 170;(0xa;m)0m1) die Resolvente anwenden und
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wissen, daf dies dann in L? () konvergiert. Der Faktor (ay,<0;:) = O(|z|™7)
sorgt dann fiir Konvergenz in L?_, () C L2(Q) fiir s < n/2+ 1. Somit kon-
vergiert schlieflich auch die letzte Anwendung der Resolvente in L2 (€2).

Fiir den zweiten Term miissen wir etwas anders argumentieren, denn auch
wenn es gelingt zu zeigen, dafl die Funktion, auf die (R(|§|2+i5))2 angewandt
wird, in L2, () liegt, so kénnen wir mit Theorem 2.42 lediglich auf Konver-
genz in L2, ,(Q) schlieBen. Wir nutzen daher die Beziehung

(R(EP +i2))* = (VeR(|e]? + ie))

£
2|¢]?
und die Kompaktheit des Trégers von w aus, um ohne Randwerte partiell

zu integrieren. Dabei miissen wir jedoch beachten, dafi ¢ = ¢%(z,§) =
R(|€)? 4 ig) M (x, €) insbesondere auch von £ abhiingt.

“2lim [ (R +ie)) ndy (Duaym) Ot b dE =
€ Kab

= o2lim VeR(|EP +ie
o Kab( eR([¢] ))2|§

T 2 . !
_gl\r‘% R(|€|" + i) V¢ (

|2778 (01 ) O R(|E)? + i) Mad dE

|§|2)na (O1tm) O R(|EJ? + i) Mt d

+2l1m/ RUEP + i2)n0, (Ohaym) O (RUEP + i2))* M de
+lim [ RO i) 80 01y )0, RUEF + i) (VM) de

+lim R(|€)* + ie)&naj(alajm)amz%(w +ig) MV et d€.
€ Kab

Den ersten Term und die beiden letzten Terme konnen wir aufgrund der
Konvergenz in W>2(Q) und da d;, M (-, €) € L*(2) (vgl. Lemma 3.3) ist, mit
den gleichen Argumenten wie den Term I8 behandeln.

Mit den Voraussetzungen an die Abklingrate 7 ist M(-,§) € L2 ,(Q),
so daB nach Theorem 2.39 (R(|¢? + ia))2M(-,§) in L?, ;(Q) konvergiert.
Wegen

2 : : 2
A(R(EP +1i2))"M = R(IE]* + i) M + (|¢[ + i) (R(|E[° + i) "M
konvergieren mit Lemma 1.1 auch die ersten und zweiten Ableitungen von
(R (|§|2+i5))2M in L7, ,(Q). Mit dem geforderten Abklingverhalten der Ko-
effizienten konvergiert dann 79;(9,a;,)0m (R (|§|2+zs))2M inL?, ;. .,(Q) =

L? . (Q). Dies ist fiir s < n/2+ 1 wieder eine Teilmenge von L2(Q), womit
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schlieBlich auch die Konvergenz des zweiten Terms, und so auch die von 13
in L* (9) folgt.

Wir haben also insgesamt gezeigt, da} auch der zweite Summand aus
der Darstellung (3.15) in L? (Q) liegt und kénnen nun xynw € L* (), [ =
1,...,n, und somit

we L ()

folgern, also die Aussage des Theorems im Falle N = 1.
Der Fall N = 2: In diesem Fall multiplizieren wir die Darstellung (3.14) mit
z?, 1€ {l,...,n}, und n:

sty = e [ atnje=inds + oo [ tvds
Rn R~
_ 1 1x€, 02 A 1 . 2 £ A
= i | e+ e | timpatmiide (315)

Wiederum folgt mit Argumenten aus der Theorie der klassischen Fourier-
transformation, daf§ der erste Term in L?(Q) liegt, also insbesondere auch in
L% (Q).

Fiir die Behandlung des zweiten Summanden stellen wir den Integralkern
wieder geeignet dar und betrachten dafiir:

(A S wie)zinys = ainM Sdagzndps <2a,07 (0;m) 0. <2aunys.
&2(0a;)Tmy. (05050, TV Sdajx(0m);
— x?m/)j_ = R(|¢P +ig)]...]
= t1 +t2 + t3 + t4 + t5 + t6 +t7 (3.19)

Da wir nun 7 > n/2 + s + 2 voraussetzen, wird der hier, im Vergleich zum
Fall N = 1, zusétzliche Faktor z; (vgl. Gleichung (3.16)) ,ausgeglichen®, so
daf} es keine anderen Bedingungen an s als die bisher aufgetretenen geben
wird.

Die einzelnen Terme werden mit den schon aus dem Fall N = 1 bekannten
Argumenten behandelt:
Der Term t1 konvergiert in L2 (), da z?nM € L%(Q) ist, die Terme t3, t6
und t7 wegen des kompakten Trigers in z und t5 wegen der Abklingrate von
(0;aj;). Den Term t2 behandelt man wie oben I3, indem man die Summanden

+AR(|E|? + i) SOy’

erginzt. Wihrend man fiir den Term <4 R(|€]? +ie) (ay, <0 ) 1m0 wieder
mit Hilfe der Abklingraten argumentiert, leitet man fiir die Behandlung von
SAR(|E|* + ie)duxinOgyp?. zunichst die folgende Darstellung her:
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(A <:>|§|2 @ze)xlnakwi = l‘l(A <:>|§|2 @zs)n@kwi @Qajmﬁjakwi
<20 (0j1)0c ¥y < (0a5)n0k Y7 .

Dies fiihrt mit Gleichung (3.17) zu

/K (|§| +’L6)(Slk$ﬂ’]ak1/)+ﬁ] dg / |§|2—|—Z€)) 6!1@ [l‘l (nakM+778 (8ka]m) ml/)+

E1(0ka0) V5 20 (0mn)0;0kY5 < (0jam mn)ﬁkz/)Jr)
©2ajmaj8kz/)+ <:>2aﬂ( jn)akl/)+ (ajaﬂ) (778,#4)] w df

Nun bemiiht man wieder die Beziehung (R(|§|2+i6))2 = (VeR(|€*+ie)) rgp
und integriert partiell. Die daraus resultierenden Terme lassen sich unter
Beriicksichtigung der hoheren Abklingrate wie im Fall N = 1 behandeln. Da-

bei miissen fiir den Term <:>fK (|6 +ie) Vi (|€|2 a;m0;jOLR (|§|2+i5)M1D) d¢
die Terme

i/ R + ig)vl ( =5N00kR (1€)* + ZS)Mw) d¢
Kap |§|
erginzt werden. Die zweiten Ableitungen haben die Darstellung

N0 = R(IE]* + ig) [0 M + [A, 001005 + nA, 0,06]07 ]
= R(|§|2 + 25) [nalakM @Qajm(amn)ajalakwi @(@-ajmamn)alakwi
+ 778]' (alaka]m)aml/)i_ + 778]' (aka]m)ﬁmaﬂ/)i + 778]' (ala]m)ﬁmakz/)i
@n(alakag)z/)i @n(alao)akz/)i @n(akao)aﬂ/)i],
woraus insgesamt mit nochmaliger partieller Integration die Konvergenz in
L% () folgt.
Den Term t4 aus der Darstellung (3.19) behandeln wir mit einer entspre-
chenden Darstellung fiir ny? :

(A &|E)? eie)nyt = oM <2a;(0in) (0;4%) <(0;a,0m)V5 .
Insgesamt konnen wir nun also zinw € L* () folgern, womit wir
we L (Q),

also den Fall N = 2 des Theorems gezeigt haben.

Der Fall N > 2: Fiir beliebiges N geht man nun sukzessive vor, indem die
Darstellung (3. 14) von w iiber die Fourierriicktransformation mit einer Po-
tenz oY, 1 € {1,...,n} und der Abschneidefunktion n multipliziert und zeigt,
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daf} die rechte Seite in L? (f2) liegt. Den ersten Summanden behandelt man
jeweils mit Argumenten aus der Theorie der klassischen Fouriertransforma-
tion. Fiir den zweiten benutzt man neben den Ergebnissen iiber die Differen-
zierbarkeit der Resolvente, dal 7 > n/2+s+ N, 0g9JM(-,§) € L3, ,(Q)
ist und wendet immer wieder die folgenden fiinf Argumente an:

1.

Die Konvergenz folgt direkt fiir Terme, in denen die Resolvente auf
Funktionen mit kompaktem Tréger oder hinreichendem Abklingen an-
gewandt wird.

Bei Termen, die zwischen den Anwendungen der Resolvente Ableitun-
gen der Koeffizienten oder der Abschneidefunktionen stehen haben,
wird mit der Abklingrate 7 und L? |y ), () C L¥(Q) fiir s < n/2+1
bzw. dem kompakten Tréger argumentiert.

Steht zwischen zwei Anwendungen der Resolvente lediglich ein Koeffizi-
ent a;i (), so wir der entsprechenden Term mit dem Kroneckersymbol
;1 erginzt.

Treten als letzte Anwendung Potenzen der Resolvente auf, so wird par-
tiell integriert, denn es soll die Konvergenz in L2 (£2) und nicht etwa
in L2, ,(Q) nachgewiesen werden. An dieser Stelle geht der kompakte
Triager und die Differenzierbarkeit von w ein.

. Soll die Resolvente auf Terme der Art na;(2)0;47 (oder héhere Ab-

leitungen von 1) angewendet werden, so stellt man 70,15 (bzw. die
hoheren Ableitungen) mittels der Anwendung von (A <[£|? &ie) als
Resolvente dar. Letzteres ist moglich, da die darzustellenden Funktio-
nen aufgrund von Lemma 3.13 und der durch die Abschneidefunktion n
erzeugten Nullranddaten im Definitionsbereich des Operators A liegen.

Man erhilt so in jedem Schritt

oNw € L ,(Q),

woraus man dann auf

we Ly ,(Q)

schliefen kann.

Fiir die Inklusionen L? v ), () C L3(Q) mit 7 > n/2 + s + N muBte
s < n/2+1 sein. Ist nun s > 1/2 beliebig, so gibt es ein § < s mit § < n/2+1,
soda 7 >n/24+s+ N >n/2+4+ 5+ N ist, d.h. aus den Voraussetzungen des
Theorems fiir s folgen die fiir 5. Weiterhin gilt

L?V—g(Q) C L?V—s (Q) )
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so daf} aus der Aussage des Theorems fiir 5 die entsprechende fiir s folgt und
somit das Theorem fiir alle s > 1/2 gezeigt ist.
a

Bemerkung 3.15
Die Aussage von Theorem 3.14 ist dquivalent zu:
Es seien N € Ny und 7 > (n+1)/2+ N. Dann gilt fiir w € L2.(Q):

Fwe ) (R"\{0}) = wec®Q)n [ Ly_.(Q)
s>1/2
Fw e {ve WN(R")|suppv CC R"\{0}} = we () L} (),
s>1/2

da es zu jedem vorgegebenen s > 1/2 ein § € (1/2,s] mit T >n/2+ 5+ N
gibt, so dafl w € L3, (Q) C L% () ist.

Da der zweite Term der Darstellung (3.14) bei kompakten Triger von
Fw in R* \ {0} unendlich oft differenzierbar von x abhéingt, kann die erste
Aussage auf die folgende Form abgeschwécht werden:

Fwe {vel (R")NW R |suppv cC R* \ {0}}
= wel™Q) N[ )Ly ().

s>1

Im Spezialfall des Schrodingeroperators 1488t sich wieder etwas mehr zeigen,
da wir bessere Resultate beziiglich der Hochfrequenzasymptotik zu Verfiigung
haben:

Korollar 3.16

Es seien A = €A + V ein Schrédingeroperator, Nym € Ny, 7 > n/2 +
1 + N und die Voraussetzungen 1.5 erfiillt. Dann gilt fiir die zugehérige
verallgemeinerte Fouriertransformation mit t > n/2 und w € L?_():

Fow € {v e W?R") |suppv CR*\ {0}} = w e ﬂ L3 _.(Q)
s>1

Fsw € {ve Ll (R")N WtN’2(R”) | suppv CR™ \ {0}}
= wel™Q)n[ )Ly .(.

s>1

Beweis: Der Beweis ist fast der gleiche wie der zum vorangegangenen Theo-
rem, es mufl unter den geforderten Voraussetzungen lediglich die Integrier-
barkeit im Unendlichen gezeigt werden. Nach Lemma 3.7 ist mit einer Ab-
schneidefunktion 77 € C*(R"), 0 <7 < 1, suppn C R" \ Bgy1(0) und 7 =1
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fir |z| > R+ 2
|077Rs (|€ £ 0)M (-, &)l = O(E]™)  fiir [¢] — oo,

Wir benutzen anstelle von n die Abschneidefunktion 7 und bemerken weiter-
hin, daf§ im Beweis zu Theorem 3.14 mit jeder Ableitung von Rg(|¢|* £+i0)M
nach = mindestens eine weitere Anwendung der Resolvente auftritt, die nach
Theorem 2.46 wieder einen Faktor %‘ mit sich bringt. So ist es fiir die Be-
handlung des zweiten Summanden der Darstellung (3.14) hinreichend, wenn
Fsw € WY (R") ist. Fiir den ersten Term brauchen wir nach Theorem 3.2
Fsw € WN2(R"). Da W]N?*(R?) ¢ WNY R fiir ¢ > n/2 ist, sind diese
beiden Bedingungen erfiillt und es folgt die erste Aussage des Theorems. Die
zweite folgt dann mit Theorem 3.1.

a

Im Falle des diskutierten Beispiels erhilt man entsprechend:

Korollar 3.17 )
Es seien A = ©A der Laplaceoperator auf Q = R® \ Bg(0), dem AuBeren
einer Kugel und N € Ny. Dann gilt mit t > 3/2 fiir w € L%.(Q):

Fiw € {v e WHHR) | ¢[00 e L*(R"),1=1,...,N}
= we )Ly (9
s>1
§lve P(RY),l=1,...,N}
= wel™(Q)N[)Li_(Q).

s>1

Fiw e LL (R n{ve WNHR") | €] 70

Beweis: Die partiellen Integrationen im Beweis zu Theorem 3.14 kénnen
wegen
LA R(g* +ic) = (R(o* + i)’

20 do

auch in Polarkoordinaten beziiglich ¢ = |£| durchgefiihrt werden. Bei jeder
partiellen Integration erhalten wir einen Faktor ‘—é‘ = 1 durch die Ableitung
des Volumenelements. Nach den Ergebnissen von Abschnitt 3.2 verhélt sich
3éw(x,§)‘g:0 wie 9¢(x,€) , |af =1, |§] > 0. So bleibt noch die Integrierbar-
keit in & = 0 zu zeigen. Hierfiir ist mit Theorem 1.9 und der Endlichkeit von
62w(x,§)‘g:0 hinreichend, da8 |£|~'0Y ' Fiw € L?(R") ist.

€]
O



Kapitel 4

Anwendung auf Gleichungen
vom Kirchhoff-Typ

In diesem Kapitel behandeln wir als Anwendung der verallgemeinerten Fou-
riertransformation im Bereich der partiellen Differentialgleichungen Gleichun-
gen vom Kirchhoff-Typ. Dies sind spezielle nichtlineare Wellengleichungen
mit nichtlokalen Nichtlinearitdten. Mit einer, wie im Kapitel 1 eingefiihrten,
elliptischen, selbstadjungierten Stérung A : D(A) C L*(Q) — L*(Q) des
negativen Laplaceoperators lassen sie sich in der Form

Uy + (1 + ||A1/2u||2)Au = F(u,us, Vu)

darstellen, wobei die gesuchte Funktion u von der Zeit ¢ und dem Ort =z
abhéngt. Die rechte Seite F ist als Funktion von u und deren Ableitungen
eine weitere lokale Nichtlinearitit dieser hyperbolischen Integro-Differential-
gleichung. Der Name dieser Gleichungen geht auf den eindimensionalen Fall
mit A = @% zuriick, der von Kirchhoff [Kir97] als Modell fiir die schwin-
gende Saite untersucht wurde, und in dem der Vorfaktor (1 + ||[Vul?) die
Dehnung eines infinitesimalen Saitenstiicks beschreibt.

In [DS94] wird im Falle des negativen Laplaceoperators auf 2 = R”
fiir das zugehorige Anfangswertproblem die Existenz und Eindeutigkeit ei-
ner C*°(R* x R")-Losung fiir kleine Anfangsdaten mit kompaktem Triiger
und glatte, in 0 hinreichend schnell verschwindende, rechte Seiten F' gezeigt.
Durch ihre Beweistechnik erhalten sie auch eine Aussage iiber das zeitasym-
ptotische Verhalten der Losungen.

Wir betrachten das folgende homogene Anfangsrandwertproblem auf ei-
nem Auflengebiet 2

ug + (1+ |AV2ul?)Au=0 t>0,2 €,
u‘m =0, t>0,

U(O, ) = Uog Ut(oa ) = Uy,
86
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und werden fiir eine spezielle Klasse kleiner Daten nicht nur die (in ¢) globale
Existenz und Eindeutigkeit der Losung, sondern auch eine zeitliche Abklin-
grate von % (Au,u) fiir ¢ — oo zeigen.

Im Ganzraumfall ist dies fiir den Laplaceoperator bereits in [DS94] enthal-
ten und wird fiir den Schrédingeroperator mit einem Potential V' € C§°(R")
und den Laplaceoperator auf einem Auflengebiet in [Rac95] gezeigt.

Ein entscheidendes Hilfsmittel ist dabei die Fouriertransformation bzw.
deren Verallgemeinerung, wobei insbesondere die Differenzierbarkeits- und
Abbildungseigenschaften ausgenutzt werden. Mit den im letzten Kapitel er-
haltenen Ergebnissen konnen wir die obige Aussage nun auch fiir die allge-
meineren Stérungen des Laplaceoperators zeigen.

4.1 Fourierintegralabschitzungen

Vorbereitend fiir den Beweis der globalen Existenz und der Abklingrate von
4 (Au,u) fiir t — oo, werden wir in diesem Abschnitt Analoga zu Lemma A
aus [DS94] beweisen, in denen Fourierintegrale der Form

Glo) = [ ein(anlelel de
abgeschitzt werden. Hierbei bezeichne w;, [ = 1, 2 jeweils die verallgemeinerte
Fouriertransformierte Fw; von wy.

Lemma 4.1
Seien 0 <a <b<oo, NEN, 7>n/24+ N +1/2 und wy,w; € L*(Q), so

daf8 iy, iy € {v € W2 (RY) | suppv C Ko} Dann gibt es fiir jedes k € N

loc

mit k < N &1 eine Konstante C > 0, so dafi mit s € (k+1/2, N ©1/2) gilt:

| [ el in(e) elde] < € 1+ o) H sl

wobei C' = C(n,a,b, k, N).

Beweis: Die im Laufe des Beweises auftretenden Konstanten C' und Cj,
die sich von Schritt zu Schritt &ndern konnen, hingen von n, a, b und £ ab.

1. Fall |o| <1, k beliebig:

|mM§0/Im©MMM%§CWMWm

Kap
< C25(1+ o) M Junlsflwells

fiir alle s > 0, also insbesondere auch fiir s € (k +1/2, N <1/2).



88 KAPITEL 4. ANWENDUNG

2. Fall k =0, 0 € R: analog.
3. Fall k € N, |o| > 1: Mit p := |£| haben wir:

n <l

Glo) = (io) H(e)f [ eo0(3,+ ") (o (O)ia(6)) e

K, 0

k
_ (i0)* /K S Gyt I3 (i ()i (€))
ab j=0
isn

— G) <Clo|* 3 /K 108 (€)= ()|

k1+k2<k

ot =| [ 24T ) da]
/Q Okt (w)e™ " wy () dx‘
| ot R + G )

<

1
\/27rn

o 1=1,2.

1
+mn

Den ersten Term konnen wir mit Theorem 3.2 fiir die klassische Fou-
riertransformation in der L?(Q) - Norm beziiglich z gegen

[l jwill < Cllwilly, < Cllwills, — 1=1,2,

abschéatzen.

Dat>n/24+N+1/2,k < N&1und s > k + 1/2 ist, konnen wir
wie im Beweis zu Theorem 3.14 folgern, daB 0 (R(o® +i0)M(-,€)) €
L% () ist. Weiterhin liegen mit der Voraussetzung 7 > n/2 + N +1/2
nach Theorem 3.14 und Bemerkung 3.15 w; € L2(Q), | = 1,2, da
s < N &1/2 ist.

Essei s(j) := kj<j+1/2+5und § € (0, min(s<1/2, 7<(n+1)/2EN)),
so daB s(j) > k; <j + 1/2, und damit die Resolvente nach Theorem
2.40 (k; < j)-mal als Operator in B(L; (), L? ;(€)) differenzierbar
ist, 7 > j +n/2 + s(j), so daB nach Lemma 3.3 0jM(-,§) € L3;(Q)
ist, und s(j) < s, so daBf w € Lf(j)(Q), j=1,...,k ist. Dann gilt fiir
den zweiten Term:

[ 94 R+ 0 €)@ () ]

< éq\ [ @R+ )@ D) ute) i
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ky
= Z CJ‘Ha]glﬂR(f + iO) ||B(L§(j)(9),L38(].)(Q)) ||32M(', §)||s(j)||wz||s(j)

§=0

SOH’U][HS, VfEKab, l:1,2,

da die Abschétzungen fiir die Ableitungen der Resolvente und der Funk-
tion M (-, &) gleichméBig in £ € Ky, also ¢ € [a,b] waren. Damit ist
auch der zweite Term gegen

C||wl||57 121,2,

mit s € (k+ 1/2,N <1/2) abgeschétzt. Beziiglich £ wird nun iiber
ein beschrinktes Gebiet integriert, so dal wir auch in diesem Fall die
Abschétzung

G(0)] < C(1+ |o]) *lw]ls]|wsls
haben.

Bemerkung 4.2

Da wir im letzten Lemma vorausgesetzt haben, dafl die Trdger der Fourier-
transformierten in dem Kreisring K, liegen, hiangt die in der Abschitzung
auftretende Konstante C' nur von a und b ab und nicht direkt von den Trédgern
der Fouriertransformierten.

Wie schon in den vorangegangenen Kapiteln lassen sich im Falle des Schrodin-
geroperators unter den Voraussetzungen 1.5 weitreichendere Resultate beziiglich
der Hochfrequenzasymptotik zeigen:

Lemma 4.3

Seien A=A +V, NeN, 7>n/2+ N +1 und die Voraussetzungen 1.5
erfiillt. Weiter seien a € (0,00), t > n/2, wy, we € L2.(Q) und es gebe t1,
mit t; +to > (n+1)/2, so dafi Fsw, € {v € Wt]i’;tl(]R”) | suppv C K,},
[ =1,2. Dann gibt es fiir jedes k € Ny mit k < N <2 eine Konstante C' > 0,
so daB fiir s € (k+ 1,N <1) gilt:

‘ / el (€)un(€)[€ldE| < C (L + o) M A wi[ls[|A%wslls,  (4.4)

wobei C' = C(n,a, k, N).
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Beweis: Mit der Voraussetzung Fsw; € WtJX’QZtl (R™) folgt iiber die Dia-
gonalisierungseigenschaft der verallgemeinerten Fouriertransformation (vgl.

(3.1))
o (Fsw)(§) = (IE1°)" (Fswn)(§) = (Fs(A"w))(€), 1=1,2,

daB F(A"w,) € W% ist. Da s < N <1 ist, folgt somit nach Korollar 3.16
die Endlichkeit der rechten Seite von (4.4).

Im Gegensatz zur allgemeineren Storung mit variablen Koeffizienten las-
sen wir hier auch b = oo zu. Um die Integrierbarkeit beziiglich £ im Unend-
lichen zu zeigen, gehen wir dhnlich wie in [DS94] fiir den Term I, vor und
nutzen die Diagonalisierungseigenschaft der verallgemeinerten Fouriertrans-
formation aus.

Die ersten beiden Fille, |o| < 1, k beliebig und £ =0, 0 € R werden wie
im vorangegangenen Lemma behandelt. Im dritten Fall |o| > 1, k£ € N fiihren
wir wieder die partiellen Integrationen durch, was wegen der Voraussetzung
wy € Wﬁftl (R™), I = 1,2 zulissig ist und erhalten wiederum

n<l. g

0 ) (Qw1(§)w2(§))d§

Glo) = (io)~* (1)t / ¢70(9, +

k
— (i)t [ 3" G (€inlc)) de
Mit Korollar 2.48 und den asymptotischen Eigenschaften der Funktion M
aus Lemma 3.3 (3.6) konnen wir schlieflen, dal mit ¢ > 1/2 fiir alle m € N,
m < N gilt

H( ) RSQ +10) M (-, f)‘ =0(1) fiir o — oc.

—t—m

Dies, wie auch die Diagonalisierungseigenschaft, verwenden wir fiir die fol-
gende Abschéitzung:

k
G0l < Clol™* - €5 o410} (i (€)ul€)) | de
=0 K
k—j<n @
=Clol™* Z ¢ / IOy (o7 Fg (A" w) Fs (A wy))| d€

k7]<n Ka

<Clo|™ Y Oy o' |00 (Fs (A wi) (€))]|09: (Fs (A w2) (€))] d€

Ji1+7j2<k
J1,j220

a
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Der Ubersichtlichkeit halber lassen wir im folgenden die Argumente weg und
betrachten:

/912<t1+t2)|8§1 (fs(Atlwl))HaZQ (Fs(A™=w,))| dE <

Ka

< C,/91_2(t1+t2)“aglfe—ixgj(Atlwl) da |07 [e ¢ (A% w,) dx
Q Q
K,

+ ‘aglfe_”fj (Atlwl) da:‘ ‘%Zf(RS(QQ + ZO)M) (Atng) da:‘
Q Q

+ ‘aglf(RS(gz + ZO)M) (Atlwl) dx‘ ‘8g2fe_ix§j (Atng) da:‘
) )

+ 105 [ (Rs( % 0)M) (A wn) dir] |03 [ (Rs 22 £ 0) M) (4 w2) da | d

<C /‘8‘51 er_””gj (Atlwl) dx‘ ‘822f96_”§j (Atzwg) da:‘ dg

Kq
+ Cﬁa‘gl er_i‘”fj (Atlwl) da:‘gl_Q(t1+t2)||8§2R5(92 +i0) M || _|| A ws || d€
K,
+ C/Q12(tl+t2)||aglR5(QZ + iO)M||,s||At1w1||5‘8z;2fﬂe’”§j (A= w,) dx‘ d¢
Kq

- 0/91_2(“”2’||3‘£'le(92 £ 00) M| s | A wr |5 %
Kq
x (|03 Rs (0" £ i0) M| || A" w||, dg
< C[IllferA“wlllll|fv|j2At2wz|| + ||z A" wy | /Q“(“”“")||At2wzl|sd§

Kq

[ A oA+ A A,
K, Ka
< Ol | A%

da j; <k, 1 = 1,2 und nach Voraussetzung 2(t; + t5) > n + 1 war.
O

Fiir das in Abschnitt 3.2 betrachtete Beispiel des Laplaceoperators auf dem
Aufleren einer Kugel konnen wir das Ergebnis sogar noch auf den Fall [¢|
nahe 0 erweitern:
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Lemma 4.4

Seien Q = R® \ Bg(0), A = €A, t > 3/2, wy,wy € L2.(Q) und es gebe ty,
mit t; + ty > 2, so daf Fiw, € {v € W,ﬁ;tl(R:*) | |§|_l8|]§| v e L2(R*),l =
1,...,N}, 1 =1,2. Dann gibt es fiir jedes k € Ny mit k < min(N <2,n+ 1)

eine Konstante C > 0, so daf fiir s € (k + 1,N <1) gilt:
‘/ €7y (€) o (€)[€]dé| < C (L+ o)~ (|| A wr[|s]| A= wa |y + l[ewn [s[ w2 ls).

wobei C' = C(n, k,N).

Beweis: Wir hatten gezeigt, dal in unserem konkreten Beispiel des Lapla-
ceoperators auflerhalb einer Kugel der Kern der verallgemeinerten Fourier-
transformation auch radial differenzierbar in Null ist und fiir den Integralkern
des zweiten Summanden gilt mit [ € Ny und s > 1/2 4 I:

102 (-,€)||—s < C fiir alle € € By(0).

Da der Laplaceoperator ein spezieller Schrédingeroperator ist, konnen wir die
Resultate des vorangegangenen Lemmas verwenden. Es bleibt (mit a = 1)
im dritten Fall, |o| > 1,k € N, lediglich das Integral

k
3 / 09103 (i) | dé
=081 (0)

abzuschétzen. Dies verlduft dhnlich wie die Behandlung des Terms I; in
[DS94]. Mit

3 e 1 n 1 n 1 1 -0
G=r—r7 5Ty - t—=1 €>0
TGent 2p 2p g

wobei (j <1)t := max((j <1),0) ist, haben wir:

Z/ AP SR B lCAT AT A

hi1+ha+j= k? B1(0)

<C Z 10" Lo (B1(0 ||ah | 20 (B1(0 ||ah w2||L2pJ B1(0))
hi+ho+j=k

<C Z ||ahlf€ wldﬂf“ﬁpa (B1(0 ||ah2f€ w2dx||L2pj(Bl(0))

hi1+ha+j=k

+ ||aglf€ e wl dx||L2pJ (B1(0 |ah f¢iw2 dx||L2pJ (B1(0))
Q
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+ ||331f1/3iw1 d[| 2, (B1(0)) ||ang€_m§w2 d[| 2, (B1(0))
+ ||ahlf1/)iw1 d[| 2, (B1(0 ||3h2f@/)iw2 dl‘HszJ ))]

<c ¥ [||(1+|x|>h1w1||L(zpjy(m||<1+|x|> 2wy
hi+ha+j=k

+ @+ |2 )" will oy g llwalls + Nl Ll (1 + |2 wal] o0,

+ [lwrlsllwells],

()

wobei (2p;)’ den zu 2p; dualen Exponenten bezeichnet. Wir benutzen die
Holderungleichung mit Exponenten r; und 2, wobei

1 1 1 1 1 1)t
= —1@—:1@—(1@@),
ri 2 (2p)) 2p; 2 3 e

um den ersten Term weiter abzuschétzen:

S )l g 1L+ b) oy
hi+ha+j=k

(1 LD T wl en,y o) 11+ 2D T wall o, g

- HM?T

< D A+ =)™
j=0

2@ I(L+ [z willz2@) | (1 + |2]) w2l o)

wobei (1 + |z|)™7 € L7 (Q) ist, falls ¢ hinreichend klein ist, da j - r; =

WQ(?) &€) > 3. Die Argumentatlon fiir die Mischterme folgt in entspre—

chender Weise, so daf} insgesamt
> / 310573 )] de < Ol s,

ist, woraus die Aussage des Lemmas folgt.
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4.2 Globale Existenz und eine Aussage iiber
zeitasymptotisches Verhalten

Wie zu Beginn dieses Kapitels angekiindigt, zeigen wir nun die globale Exi-
stenz und Eindeutigkeit einer Losung u zum Anfangsrandwertproblem (4.1)-
(4.3) der homogenen Gleichungen vom Kirchhoff-Typ und eine zeitliche Ab-
klingrate von 4 (Au,u) fiir eine Klasse spezieller kleiner Daten. Einem Hin-
weis von N. Weck folgend, kann man zumindest fiir den ersten Fall, den
wir betrachten werden und in welchem verlangt wird, daf§ die verallgemei-
nerte Fouriertransformierte der Anfangsdaten beschrinkten Tréiger hat, die
eindeutige Existenz auch auf andere Art zeigen, da A dann ein beschrinkter
Operator ist. Interessant ist also eher die Aussage iiber das zeitasymptotische
Verhalten von £ (Au,u) fiir groBe Zeiten t.

Theorem 4.5

Seien N € N, N >2 7>n/2+N+1/2,0<a < b < 00, uy =epy, Uy =y,

e > 0und @y, o1 € L2.(Q), s0 daB Fipg, Fpr € {v € WEA(R?) | suppv C K}
Dann gibt es ein £ > 0, das von g, ¢1,a,b abhidngt, so daf} fiir alle

e € (0,€) eine eindeutige Losung

w € C2([0, 00), L2,(92)) N €' ([0, 50), W2(2) N ([0, 50), W22(92))

zum Anfangsrandwertproblem (4.1)-(4.3) existiert.
Es bezeichne

d(t) == (1 + ||Al/2u||2)1/2 = (1 + (Au,u))l/z,

dann gilt fiir k e Nmit 1 < k < N <1:

falls £ = (k) hinreichend klein ist.

Beweis: Da wir mit Lemma 4.1 ein Analogon zu [Rac95, Lemma 2.2] ha-
ben, verlduft der Beweis unter den gegebenen Voraussetzungen wie der von
[Rac95, Theorem 1.2]. Wir miissen lediglich die in Lemma 4.1 auftretende
Schranke N <1 an die Abklingrate k£ beriicksichtigen.

Man betrachtet das lineare Problem

uy +d(t)?Au=0 inQ
] o =0

U(O, ) = U, Ut(o, ) = U,
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das sich beispielsweise im Bild der verallgemeinerten Fouriertransformation
als gewoOhnliche Differentialgleichung l6sen 1d8t, so dafl u die im Theorem
behauptete Regularitit besitzt. Weiter definiert man

d*(t) =14 ||AY2u||? = 1 + (Au,u)

und zeigt mit Hilfe der verallgemeinerten Fouriertransformation und Lemma
4.1 die Aussage von [Rac95, Lemma 3.1]:
Es sei d Lipschitz-stetig und erfiille

A, K>0 FkeN 1<k<Nel, Vi>0: 1<d(t)<A, |dt)|<K(1+1t)7F

Dann gibt es Konstanten By, By > 0, so daf, falls K < By, fir allet > 0
qilt:

1< |d(t)] <1+ ByMy und |d'(t)| < ByMy(1+1)7%,

wobei My = M ||ugl|s||u1]|s mit s € (k+1/2, N<1/2) und M, eine Konstante
ist, die 1m Laufe des Beweises definiert wird.
Dann betrachtet man fiir festes 7" > 0 die Menge

Kr :={d:[0,T] — R|d Lipschitz-stetig, 1 < d(t) < A, |d'(t)| < K(1+1t)*},

wobei die Konstanten A, K > 0 nicht von T abhédngen. Mit der obigen
Aussage zeigt man, falls 1 + BoMy =: A, ByMy =: K < Byi(= m),
was eine Kleinheitsbedingung an die Anfangsdaten ist, daf} die Abbildung
0:Kr — Kp,d— d wohldefiniert ist. Weiter ist K1 eine kompakte konve-
xe Teilmenge von L*°([0,7],R) und 6 stetig, so daB§ der Schaudersche Fix-
punktsatz anwendbar ist. Da T" > 0 beliebig war, folgt fiir die betrachteten
Anfangsdaten die Eindeutigkeit der Losung und somit die Aussage des Theo-
rems.

a

Im Spezialfall des Schrodingeroperators kénnen wir folgendes zeigen:

Korollar 4.6
Seien A=A +V, NeN, N >3 7>n/2+ N+ 1/2 und die Vorausset-
zungen 1.5 erfiillt. Weiter seien a € (0,00), t > n/2, ug = £pg, U3 = €@y mit
e >0, o, o1 € L2.(Q), und es gebe ty, t; mit t+2ty > 2 und ty+t, > (n+1)/2,
so dafl Fspy, € {v € Wt]i’;tl (R™) | suppv C K,}, 1 =0,1.

Dann gibt es ein & > 0, das von g, ¢1,a,b abhidngt, so daf fiir alle
e € (0,6) eine eindeutige Losung

u € C2([0,00), L2,(€2)) N €' ([0, 50), W2(2)) N ([0, %0), W>*(2))
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zum Anfangsrandwertproblem (4.1)-(4.3) existiert.
Es bezeichne

/2

d(t) = (14 |A2u)?)"? = (1 + (Au,uy) ',

dann gilt fiir k €e Nmit 1 < k < N &2:

falls £ = (k) hinreichend klein ist.

Beweis: Anstelle von Lemma 4.1 benutzen wir Lemma 4.3 und gehen genau
so vor wie im Beweis zu Theorem 4.5. Da dort im Beweis zur entsprechenden
Aussage von [Rac95, Lemma 3.1] ausgenutzt wurde, daf8 die verallgemeinerte
Fouriertransformierten der Anfangsdaten durch b? M, beschriinkt war, wihlen
wir hier Mo = My (|[ug|[%15q) + [[A®uo||s|[A" s ||;) und schiitzen den Term
(Aug,up) nach oben gegen || AY2||5u51.2(0).12()) l|uo|lii12(q) und weiter gegen
||A1/2||B(V‘[’,1,2(Q),L2(Q))M0 ab.

O

Fiir das konkrete Beispiel des Laplaceoperators auf dem AuBeren einer
Kugel haben wir entsprechend das Resultat:

Korollar 4.7
Seien @ = R* \ BR(0), A = €A, N € N, N > 2 und t > 3/2. Weiter
seien ug = ey, u; = £y mit € > 0, pg, o1 € L2.(Q) und es gebe ty,t; mit
t+ 2ty > 2 und ty +t1 > 2, so daff Fip, € {v € Wt]i’;tl(R”) | |§|’j8‘];_jv €
L*R"),j=1,...,N},1=0,1.

Dann folgt die Aussage von Korollar 4.6.

Beweis: Der Beweis unterscheidet sich von dem des vorangegangenen Ko-
rollars lediglich dadurch, dafl wir anstelle von Lemma 4.3 das Lemma 4.4
verwenden und My = M1(||u0||2vg,1,2(9) + [Juol|sl|utlls + [| A% uo]|s]| A u1l]s) set-
zen.

O

Bemerkung 4.8

Aus der Abklingrate fiir d'(t) und der Beschrénktheit von d(t) folgt unter
den Voraussetzungen von Theorem 4.5, Korollar 4.6 oder Korollar 4.7 jeweils
die Abklingrate

d
%<Au,u> =O(t™%)  fiirt — oo.
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