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Abstract

In this thesis the di�erentiability in the range and mapping properties of gene-
ralized Fourier transforms are investigated and their application to equations
of Kirchho�-type is discussed.

Such a generalized Fourier transform is an isometric mapping from L2(
)
to L2(Rn) where 
 � Rn is an exterior domain, that means its complement
is bounded. Like the classical Fourier transform diagonalizes the Laplacian
de�ned on L2(Rn), the generalized Fourier transform diagonalizes an elliptic
selfadjoint and possibly in�nite perturbation A = �@jajk(x)@k+a0(x) of the
Laplacian with variable coe�cients on 
.

In this approach the generalized Fourier transform is an integral transform
constructed by arguments of spectral and perturbation theory. Therefore its
kernel contains the resolvent of the operator A evaluated on the continuous
spectrum and applied to a given function. The resolvent is extended onto the
continuous spectrum by the principle of limiting absorption as an operator
from L2

s(
) to L
2
�t(
) where s > 1=2 and �t < �1=2 are the degrees of the

polynomial weight functions of these weighted L2(
){spaces.
In order to show the di�erentiability in the range of a generalized Fourier

transform the resolvent has to be di�erentiated with respect to the spectral
parameter on the continuous spectrum. In the resolvent set these derivatives
are, modulus some multiplicative constants, powers of the resolvent acting on
L2(
). If s and t in the degrees of the weight functions are large enough these
powers of the resolvent can be extended in a locally uniform manner onto the
real line as an operator acting between these weighted L2(
){spaces. This is
shown by induction where in each step a suitable identity consisting of sum
of special types of weighted pseudodi�erential operators is plugged in. Each
term is then treated with induction hypotheses and microlocal resolvent esti-
mates. In these microlocal estimates products of pseudodi�erential operators
and the resolvent are estimated in appropriate weighted spaces.

As an application of this generalized Fourier transform to time depen-
dent problems, the homogeneous Dirichlet problem for the nonlinear wave-
equation of Kirchho� type, i.e. for u = u(t; x):

utt + (1 + hAu; ui)Au = 0 in R+ � 
; u
��
@


= 0

with the nonlocal nonlinearity hAu; uiAu is treated. The application of the
generalized Fourier transform, that corresponds to the operator A, to the
linearized equation leads to a family of ordinary di�erential equations. These
can be solved and via the inverse transformation we receive a representation
formula for the solution of the linearized equation. In order to get estima-
tes with time decay for this solution of the linearized equation, oscillatory



integrals, where the integrand consists of products of generalized Fourier
transforms, have to be estimated. This is done using integration by parts
and thus exploiting the results on the di�erentiability in the range of the
generalized Fourier transform.

These estimates of solutions to the linearized problem and Schauder's
�xed point theorem yield the global existence and some time asymptotic
behavior for the solutions of the nonlinear equation for a class of small data.



Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden die Di�erenzierbarkeit im Bild und Abbildungsei-
genschaften einer verallgemeinerten Fouriertransformation untersucht.

Eine solche verallgemeinerte Fouriertransformation ist eine isometrische
Abbildung von L2(
) nach L2(Rn), wobei 
 � R

n ein Au�engebiet ist, d.h.
beschr�anktes Komplement hat. So wie die klassische Fouriertransformation
den (negativen) Laplaceoperator im Ganzraumfall diagonalisiert, diagonali-
siert die verallgemeinerte Fouriertransformation eine elliptische, selbstadjun-
gierte und m�oglicherweise unendliche St�orung A des (negativen) Laplaceope-
rators mit variablen Koe�zienten im Au�engebiet 
.

In der Darstellung dieser Transformation als Integraltransformation, die
man mittels st�orungstheoretischer Argumente erh�alt, tritt im Integralkern
die Resolvente des Operators A auf dem kontinuierlichen Spektrum (hier die
nichtnegative reelle Achse) auf. Deswegen wird zun�achst gezeigt, da� diese
Resolvente, angewandt auf Funktionen aus L2

s(
), einem Raum mit hinrei-
chend starkem Gewicht, bez�uglich des Spektralparameters auf der positiven
reellen Achse di�erenzierbar ist. Dies wird benutzt, um zu zeigen, da� die ver-
allgemeinerten Fouriertransformierten von Funktionen, die in L2

s(
) liegen,
di�erenzierbar sind. Umgekehrt wird gezeigt, da� die Ausgangsfunktionen
einer gewissen Klasse di�erenzierbarer Funktionen aus dem Bild der ver-
allgemeinerten Fouriertransformation in R�aumen mit polynomialen Gewicht
liegen.

Als Anwendung dieser Abbildungseigenschaften der verallgemeinerten Fou-
riertransformation wird mit geeigneten Fourierintegralabsch�atzungen und ei-
nem Fixpunktargument die globale Existenz zu einer Klasse von kleinen Da-
ten f�ur Gleichungen vom Kirchho� Typ

utt + (1 + hAu; ui)Au = 0; u
��
@


= 0

und die Aussage d
dt
hAu; ui = O(t�k); k 2 N geeignet, �uber das zeitasympto-

tische Verhalten der L�osung u gezeigt.
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Einleitung

Ein Anwendungsgebiet der klassischen Fouriertransformation im Bereich der
partiellen Di�erentialgleichungen sind die Fragen nach dem zeitasymptoti-
schen Verhalten und der globalen Existenz von L�osungen nichtlinearer Evo-
lutionsgleichungen.

So geht eine Evolutionsgleichung der Form Vt + AV = F , deren linearer
Di�erentialoperator A bez�uglich des Ortes auf L2(Rn) operiert und konstante
Koe�zienten hat, unter der klassischen Fouriertransformation in eine Schar
gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen bez�uglich der Zeit �uber. Im Fall linearer
Gleichungen gewinnt man aus der L�osungsdarstellung Aussagen �uber das
zeitasymptotische Verhalten der L�osung. Diese werden weiter ausgenutzt, um
die globale Existenz von L�osungen des zugeh�origen nichtlinearen Problems
zu kleinen Daten zu zeigen (vgl. [Rac92]).

Aber auch bei Gleichungen vom Kirchho�-Typ, utt + (1 + hAu; ui)Au =
F , die eine nichtlokale Nichtlinearit�at der Form hAu; uiAu enthalten, zeigt
man �uber die Gleichung im Fourierbild geeignete a priori Absch�atzungen
f�ur das linearisierte Problem. Mit Hilfe des Schauderschen Fixpunktsatzes
erh�alt man neben der globalen Existenzaussage hieraus auch eine �uber das
zeitasymptotische Verhalten der L�osung u: d

dt
hAu; ui = O(t�k), t ! 1 und

k 2 N geeignet (vgl. [DS94]).

Ausgenutzt werden bei diesen Anwendungen insbesondere die Isometrie-
und die Diagonalisierungseigenschaft der klassischen Fouriertransformation.

Gem�a� ihrer Konstruktion �uber die Spektralschar bzw. als Entwicklung
nach verallgemeinerten Eigenfunktionen, besitzt auch die verallgemeinerte
Fouriertransformation bez�uglich einer elliptischen, selbstadjungierten St�orung
A des Laplaceoperators mit variablen Koe�zienten auf einem Au�engebiet
(d.h. das Komplement ist beschr�ankt) diese Eigenschaften. Somit lassen sich
auch allgemeinere Evolutionsgleichungen in eine Schar gew�ohnlicher Di�e-
rentialgleichungen in der Zeit transformieren.

Im Gegensatz zur klassischen Fouriertransformation sind jedoch gewisse
Eigenschaften, wie die Surjektivit�at, die Di�erenzierbarkeit im Fourierbild
oder andere Abbildungseigenschaften, nicht sofort klar. Diese sind einerseits

iii
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von eigenst�andigem Interesse, andererseits ben�otigt man beispielsweise die
Di�erenzierbarkeit in der zweiten oben angef�uhrten Anwendung.

Die Existenz einer solchen verallgemeinerten Fouriertransformation wur-
de f�ur den Laplaceoperator auf einem Au�engebiet von Wilcox in [Wil75]
gezeigt. Es wird sogar gezeigt, da� diese Abbildung unit�ar von L2(
) nach
L2(Rn) abbildet, also insbesondere auch surjektiv ist. Dies l�a�t sich auf
den Fall der endlichen St�orungen des Laplaceoperators �ubertragen. F�ur den
Schr�odingeroperator H = �� + V mit einem langreichweitigen Potential
V im Ganzraumfall gibt es entsprechende Ergebnisse von Saito [Sai79] und
Isozaki [Iso82]. Isozaki untersucht in [Iso85] auch die Di�erenzierbarkeit im
Fourierbild und zeigt f�ur die L�osung der homogenen, linearen, zeitabh�angigen
Schr�odingergleichung 1

i
d
dt
u + Hu = 0 die in [Iso86] optimierte Absch�atzung

k�(H)uk�s � Cs(1 + t)�sku0ks. Dabei ist u0 der Anfangswert und � eine
Abschneidefunktion, die angewandt auf H den niederfrequenten Anteil an-
nulliert.

F�ur den Fall der St�orung des Laplaceoperators durch variable Koe�zien-
ten in der Form �@jajk(x)@k, wobei die Koe�zientenfunktionen ajk(x) f�ur
gro�e x gegen das Kroneckersymbol abfallen, wird die Existenz der verallge-
meinerten Fouriertransformation in [Ker93] gezeigt. Hieraus l�a�t sich leicht
die Existenz der verallgemeinerten Fouriertransformation zu einer um ein

"
Potential\ a0, welches entsprechenden Regularit�ats- und Abklingeigenschaf-
ten gen�ugt, erweiterten St�orung �@jajk(x)@k + a0(x) des Laplaceoperators
ableiten.

F�ur den als letzten aufgef�uhrten Fall von St�orungen des Laplaceoperators
in der Form �@jajk(x)@k + a0(x) soll in dieser Arbeit die Di�erenzierbarkeit
im Fourierbild untersucht werden. Es wird dabei die Darstellung

Fw(�) = 1p
2�

n

Z



�
e�ix�j(x) + R(j�j2 � i0)M(�; �)(x)�w(x) dx � - f.�u.

der verallgemeinerten Fouriertransformation aus [Ker93] verwandt, wobei we-
gen der st�orungstheoretischen Konstruktion im Integralkern die Resolvente
des Operator A auf dem kontinuierlichen Spektrum auftritt.

In Kapitel 1 wird zun�achst der Operators A eingef�uhrt und das Prinzip
der Grenzabsorption, d.h. die stetige Fortsetzung der Resolvente von A auf
das kontinuierliche Spektrum, das hier auf der reellen Achse liegt, gezeigt.
Die Resolvente ist dabei als Operator in geeignet gewichteten R�aumen lo-
kal gleichm�a�ig in R

+
0 beschr�ankt. Im Spezialfall des Schr�odingeroperators

A = �� + V gelingt es nach Ideen von Morawetz [Mor75b, Mor75a], f�ur
geeignete Gebiete sogar eine gleichm�a�ige Beschr�anktheit mit einer Abklin-
grate in ganz R+

0 zu zeigen. Im allgemeinen ist dies f�ur variable Koe�zienten



v

ajk nicht zu erwarten, da man sonst f�ur die Wellengleichung utt � �u = 0
auf einer Vielzahl von Gebieten und insbesondere auch solchen mit

"
trap-

ping\-Eigenschaft, durch Gebietstransformationen lokalen Energieabfall der
L�osung mit einer Abklingrate beweisen k�onnte.

Die Di�erenzierbarkeit der Resolvente auf dem kontinuierlichen Spektrum
wird in Kapitel 2 untersucht, wobei den �Uberlegungen Arbeiten von Isozaki
und Kitada [IK84, IK85, Iso85] zugrunde liegen. Zun�achst wird im Ganz-
raumfall mit Hilfe mikrolokaler Resolventenabsch�atzungen induktiv die in R+

lokal gleichm�a�ige Beschr�anktheit von Potenzen der bis auf die reelle Achse
fortgesetzten Resolvente in geeignet gewichteten R�aumen gezeigt. Aufgrund
der in der Resolventenmenge g�ultigen Formel�

d
d�

�N
R(� + i") = N ! (R(�+ i"))N+1 ; " > 0

erh�alt man daraus die Di�erenzierbarkeit der Resolvente auf dem kontinu-
ierlichen Spektrum.

Wegen der variablen Koe�zienten l�a�t sich die zeitabh�angige Methode
aus [IK85] nicht ohne weiteres �ubertragen, da dort nichtlineare Eikonalglei-
chungen der Art

ajk(x)(@j�(x))(@k�(x)) = 1

auftreten.
Weiterhin mu� im Gegensatz zu [IK84] f�ur die Behandlung auftretender

St�orterme an die Koe�zientenfunktion ajk(x) sogenanntes "
kurzreichweiti-

ges\ Verhalten (anstelle von
"
langreichweitigem\) vorausgesetzt werden. D.h.

die Koe�zienten m�ussen f�ur gro�e x mit einer Abklingrate �� mit � > 1 (an-
stelle von � > 0) gegen den Laplaceoperator abfallen.

Anschlie�end werden die mikrolokalen Resolventenabsch�atzungen mit ei-
ner Abschneidetechnik auf den Au�enraumfall �ubertragen und die Di�eren-
zierbarkeit der Resolvente auch f�ur diesen Fall gefolgert.

Mit den Ergebnissen aus dem ersten Kapitel und unter den entsprechen-
den Voraussetzungen an das Gebiet wird f�ur den Schr�odingeroperator im
Au�enraum die gleichm�a�ige Beschr�anktheit bez�uglich der Hochfrequenza-
symptotik mit der gleichen Abklingrate wie im Ganzraumfall, der in [Iso85]
untersucht wurde, gezeigt.

Die Resultate aus dem zweiten Kapitel werden in Kapitel 3 verwandt, um
f�ur Funktionen, die in einem Raum mit hinreichend gro�em Gewicht liegen,
die Di�erenzierbarkeit im Bild der verallgemeinerten Fouriertransformation
au�erhalb des Nullpunktes zu zeigen.

Mit einer expliziten Darstellung der verallgemeinerten Eigenfunktionen
wird f�ur das Beispiel des Laplaceoperators auf dem �Au�eren einer Kugel
gezeigt, da� die zugeh�orige verallgemeinerte Fouriertransformation auch in
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� = 0 di�erenzierbar ist. Dies legt die Vermutung nahe, da� der Ausschlu� der
Null im Fourierbild eher

"
technische Ursachen\ hat, d.h. hier in der gew�ahlten

Darstellung des Integralkerns begr�undet ist.
In Anlehnung an die klassische Fouriertransformation werden dann Aus-

sagen �uber die Abbildungseigenschaften der verallgemeinerten Fouriertrans-
formation bewiesen. Insbesondere wird quasi als Umkehrung der Di�eren-
zierbarkeit gezeigt, da� die Urbilder gewisser hinreichend di�erenzierbarer
Funktionen aus dem Fourierbild in R�aumen mit polynomialen Gewicht (po-
sitiven Grades) liegen.

Als Anwendung werden in Kapitel 4 homogene Gleichungen vom Kirchho�-
Typ betrachtet:

utt + (1 + hAu;ui)Au = 0;

wobei A die elliptische, selbstadjungierte St�orung des Laplaceoperators aus
Kapitel 1 ist. Mit Hilfe der verallgemeinerten Fouriertransformation und den
Aussagen �uber die Di�erenzierbarkeit im Fourierbild aus Kapitel 2 wird, wie
oben erw�ahnt, die globale Existenz und d

dt
hAu; ui = O(t�k), t ! 1 und

k 2 N geeignet, f�ur das zeitasymptotische Verhalten von L�osungen zu einer
Klasse von kleinen Anfangsdaten gezeigt.

Das Vorgehen in diesem Teil orientiert sich an Arbeiten von D'Ancona &
Spagnolo [DS94] und Racke [Rac95].

An dieser Stelle m�ochte ich Herrn Prof. Dr. Reinhard Racke f�ur die An-
regung zu dieser Arbeit und die gute Betreuung, sowie Herrn Prof. Dr. Karl
Josef Witsch f�ur viele wertvolle Hinweise danken. Weiter gilt mein Dank Frau
Dr. Ute Durek, Herrn Dr. Helmut J. Heiming und Herrn Dipl.{Math. Rai-
mund Pauen f�ur viele hilfreiche Diskussionen, sowie meinen Eltern f�ur ihre
best�andige Unterst�utzung.
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Bezeichnungen

Mengen:

C : komplexe Zahlen

Q : =fz2C j a� Re z � b; 0 < Im z �cg mit a; b; c 2(0;1), a<b

~Q : =fz2C j a� Re z � b;�c � Im z <0g mit a; b; c 2(0;1), a<b

Rn : der n-dimensionale reelle Vektorraum

R
n
x : Rn bzgl. der Variablen x R

n
� : R

n bzgl. der Variablen �

R+ : die positiven reellen Zahlen, R
+
0 := R+ [ f0g

BR(0) :=fx2Rn j jxj<Rg Ball mit Radius R um den Nullpunkt in Rn

G : Gebiet, d.h. G � R
n o�en und zusammenh�angend


 : Au�engebiet, d.h. 
 � Rn ein Gebiet und 9R > 0 : Rn n 
 �
BR(0), das Komplement ist also insbesondere beschr�ankt

Kab : f�ur 0<a<b<1 die Menge fx2Rn j a�jxj�bg=Bb(0) nBa(0)

Ka : f�ur a > 0 das Komplement von Ba(0) : fx 2 Rn j jxj � ag
SR : f�ur R > 0 die Sph�are vom Radius R: fx 2 R

n j jxj = Rg
supp v: = fx 2 G j v(x) 6= 0g der Tr�ager der Funktion v
suppx : Tr�ager bez�uglich der Variablen x

Ableitungssymbole:

@j :=
@

@xj
f�ur j = 1; : : : ; n @�l =

@

@�l
f�ur l = 1; : : : ; n

r = rx := (@1; : : : ; @n)
0 r� := (@�1 ; : : : ; @�n)

0 Gradienten

r0 = r0
x := (@1; : : : ; @n) r0

� := (@�1 ; : : : ; @�n) Divergenzen

� := r0 � r =
nP

j=1

@2j Laplaceoperator

f�ur jeden Multiindex � = (�1; : : : ; �n) 2 N
n
0 :

@�x := @�1
1 � � �@�nn @�� := @�1

�1
� � �@�n�n

D�
x := (�i)j�j@�x ; D�

� := (�i)j�j@��
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sonstige Symbole und Schreibweisen:

M �� N : die Menge M ist kompakt enthalten in N , also M � N kompakt

� � � : f�ur Multiindizes �; � 2 N
n
0 bedeutet �j � �j, j = 1; : : : ; n

x � y : =
nP
j=0

xj
(�)
yj das Skalarprodukt in Rn oder C n

x̂ : = x
jxj Einheitsvektor in Richtung von x

x� : sowohl der Vektor x� 2 R
n , als auch die Funktion x 7! x�

jxj : sowohl der Betrag jxj 2 R, als auch die Betragsfunktion x 7! jxj
hxi : = (1 + jxj2)1=2 (vergleichbar mit (1 + jxj))
o(�);O(�) : die �ublichen Landauschen Symbole

B(X; Y ) : der Raum der stetigen linearen Operatoren von X nach Y

A � B : f�ur A;B2B(H;H), H Hilbertraum: 8x2H hAx; xiH � hBx; xiH
[A;B] : = AB � BA der Kommutator zweier Operatoren A und B

�jk : =

(
1; j = k

0; j 6= k
Kroneckersymbol

@jajk@k : =
Pn

j;k=1 @jajk@k Einsteinsche Summenkonvention, d.h. es wird
�uber doppelt auftretende Indizes summiert

:= @j(ajk@k(�)) die Anwendungen von Operatoren werden im-
mer von rechts nach links gelesen, Abweichungen hiervon werden
durch Klammerungen gekennzeichnet

Cq;::: : bezeichne Konstanten gr�o�er als Null, die sich von Rechenschritt
zu Rechenschritt �andern k�onnen und von q; : : : oder den im Text
mittels C = C(q; : : : ) angegebenen Gr�o�en abh�angen

Resolventen und Fouriertransformationen:

R(z) := (A� z)�1 Resolvente des Operators A

R0(z) := (��� z)�1 Resolvente des negativen Laplaceoperators ��
RS(z) := (��+ V � z)�1 Resolvente des Schr�odingeroperators ��+ V

F : verallgemeinerte Fouriertransformation zum Operator A

F0 : klassische Fouriertransformation (zum negativen
Laplaceoperator)

F1 : verallgemeinerte Fouriertransformation zum negativen Laplace-
operator �� auf dem Au�engebiet 
 = R

3 nBR(0)

FS : verallgemeinerte Fouriertransformation zum Schr�odingeroperator
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Funktionenr�aume und Normen:
Ist G � R

n ein Gebiet, so benutzen wir f�ur R�aume reell- oder komplex-
wertiger Funktionen die folgenden Bezeichnungen:

Cm(G) : der Raum der in G m-mal stetig di�erenzierbaren Funktionen

C1(G) :=
1T

m=0

Cm(G); C(G) := C0(G)

Bm(G) := fv 2 Cm(G) j max
j�j�m

sup
x2G

j@�x v(x)j <1g; B(G) :=
1T

m=0

Bm(G)

Cm0 (G) := fv 2 Cm(G) j supp v �� Gg, die in G m-mal stetig di�erenzier-
baren Funktionen mit kompaktem Tr�ager

C10 (G) :=
1T

m=0

Cm0 (G); C0(G) := C00(G)
S : = fv 2 C1(Rn) j 8�; � 2 Nn

0 9C�� : sup
x2Rn

jx�@�xv(x)j < C��g
Schwartzraum oder Raum der schnell abfallenden Funktionen

Xloc(G) : Raum aller Funktionen, die lokal in X(G) liegen, d.h.
v 2 Xloc(G) , 8' 2 C10 (G) : 'v 2 X(G)

XLoc(G) := fv 2 Xloc(R
n) j v 2 X(G); falls  2 C10 (Rn);  � 1 nahe @Gg

L1(G) : Raum der auf G me�baren, absolut integrierbaren Funktionen

L1
s(G) : f�ur s 2 R der Raum fv 2 L1

loc(G) j hxisv 2 L1(G)g
L2(G) : Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen

L2
s(G) : f�ur s 2 R der Hilbertraum fv 2 L2

loc(G) j hxisv 2 L2(G)g
L2
ac(G) : absolut stetiger Teilraum des auftretenden Operators

L1(G) : Raum der wesentlich beschr�ankten Funktionen

Wm;2(G): f�ur m 2 N0 der �ubliche Sobolevraum, vgl. [Ada75]
�
W 1;2(G) : Sobolevraum mit verallgemeinerten Nullranddaten, vgl. [Ada75]

Wm;2
s (G):= fv 2 Wm;2

loc (G) j 8� 2 N
n
0 ; j�j � m : hxis@�x v 2 L2(G)g

k � kX : : die Norm auf dem Raum X

k � k : = k � kL2(G) die L
2-Norm

k � ks : = khxis � k : die L2
s-Norm

hf; gi : =
R
G
f(x)g(x) dx : das L2(G)-Skalarprodukt
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Kapitel 1

Prinzip der Grenzabsorption

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird zun�achst der Operator A, der zu
einer Klasse von St�orungen des Laplaceoperators mit variablen Koe�zien-
ten auf einem Au�engebiet 
 geh�ort, eingef�uhrt. Anschlie�end wird das so-
genannte

"
Prinzip der Grenzabsorption\, kurz PdGA, f�ur diesen Operator

gezeigt, d.h. wie und in welchem Sinne sich die Resolvente von A auf das
kontinuierliche Spektrum fortsetzen l�a�t. Diese Fortsetzung R(�) ist als Ope-
rator zwischen geeignet gewichteten R�aumen f�ur � 2 R

+
0 lokal gleichm�a�ig

beschr�ankt.
Der zweite Teil des Kapitels behandelt den Spezialfall des Schr�odinger-

operators, in dem sich unter etwas st�arkeren Voraussetzungen an das Gebiet

 und die Abklingrate � der Koe�zienten sogar eine bez�uglich � 2 R

+
0

gleichm�a�ige Beschr�anktheit der Resolvente zeigen l�a�t.

1.1 St�orungen mit variablen Koe�zienten

Unter St�orungen des Laplaceoperators mit variablen Koe�zienten auf einem
Au�engebiet wollen wir folgendes verstehen:

Es sei n � 3 und 
 � R
n ein Au�engebiet, so da� R

n n 
 � BR(0).
Weiterhin habe 
 einen glatten, d.h. C2-Rand @
. Wir betrachten dort den
Di�erentialoperator

A := �@jajk(�)@k + a0(�):
Die Koe�zientenfunktionen ajk, j; k = 1; : : : ; n und a0 seien reellwertig und
es gelte:

1. 8 j; k = 1; : : : ; n : ajk; a0 2 C1(
) \ L1(
) (Regularit�at)

2. 8 j; k = 1; : : : ; n; 8 x 2 
 : ajk(x) = akj(x) (Symmetrie)

1
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3. 9c0 > 0 8 x 2 
; � 2 Rn : ajk(x)�j�k � c0j�j2 (Elliptizit�at)

4. 9� > 1 8� 2 Nn
0 : @�xa0(x); @

�
x (ajk(x)��jk) = O(jxj���j�j) f�ur jxj ! 1

(Abklingeigenschaft)

Es bezeichne
A : D(A) � L2(
)! L2(
)

die selbstadjungierte Realisierung von A zu homogenen Dirichletrandwerten,
d.h. es ist insbesondere (vgl. [Lei86]

D(A)=fu2 �
W 1;2(
) j 9f 2L2(
) : 8v2 �

W 1;2(
) : hajk@ku;@jvi+ha0u;vi=hf;vig:
Aufgrund der vierten Forderung an die Koe�zienten fassen wir A als eine
(in xm�oglicherweise unendliche) St�orung des negativen Laplaceoperators��
auf.

Da der Operator A selbstadjungiert ist, ist das Residualspektrum leer
und die nichtreellen komplexen Zahlen liegen in der Resolventenmenge, d.h.
zu einem z 2 C n R �ndet man f�ur jedes f 2 L2(
) ein u 2 D(A), so da�

(A� z)u = f in 


u = 0 auf @


im schwachen Sinne gilt. Man schreibt f�ur die L�osung u dann auch

u = R(z)f;

wobei R(z) := (A� z)�1 die Resolvente des Operators A ist.
Wie in [Ker93] zeigt man, da� das kontinuierliche Spektrum des Opera-

tors A (d.h. alle solchen z 2 C f�ur die R(z) zwar noch existiert und dicht
de�niert ist, aber als Operator auf L2(
) nicht mehr beschr�ankt ist) gerade
die nichtnegative reelle Achse ist. Ist die Koe�zientenfunktion a0 � 0, so
ist das Punktspektrum von A wegen der Regularit�at der Koe�zienten leer,
ansonsten k�onnen negative Eigenwerte, deren Betrag sich durch ka0kL1(
)

absch�atzen l�a�t, auftreten.
Vorbereitend f�ur Theorem 1.3 formulieren wir die folgenden Resultate aus

der elliptischen Regularit�atstheorie, die auch in anderen Teilen der Arbeit
verwendet werden:

Lemma 1.1 (Regularit�atslemma)
i) Es sei s 2 R; u 2 �

W
1;2
Loc

(
) und Au 2 L2
s(
). Ist u 2 L2

s(
), so folgt
u 2 W 2;2

s (
) und es gilt die Absch�atzung:

kukW 2;2
s (
) � c(kuks + kAuks):
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ii) Es seien s; t 2 R mit s � t, z 2 C n R und u 2 W 2;2
loc
(
) \W 1;2

s (
) so,
da� (A� z)u 2 L2

t (
) ist. Dann ist u 2 L2
r(
) mit r = min(s+ 1=2; t).

Beweis: Die Aussage i) ist in [WW97a, Lemma 4] enthalten.
F�ur den Schr�odingeroperator (sogar mit komplexwertigem Potential) wird

die zweite Aussage in [Sai74] bewiesen. Wir gehen, dem dortigen Verweis
folgend, wie im Beweis von [IS72, Lemma 2.4] vor, um sie auch f�ur unseren
Fall der variablen Koe�zienten zu zeigen:

Wir multiplizieren die Gleichung

(A� z)u = f

mit hxi2r�u, integrieren f�ur R0 < R <1 �uber die Menge KR0;R und erhalten
nach partieller Integration:Z
KR0;R

hxi2rajk@ku@j�udx+
Z
KR0;R

@hxi2r
@jxj (

xj
jxjajk@ku)�udx�

Z
SR

hxi2r( xjjxjajk@ku)�udo

+

Z
SR0

hxi2r( xjjxjajk@ku)�udo+
Z
KR0;R

hxi2r(a0 � z)juj2 dx =
Z
KR0;R

fhxi2r�udx:

Nehmen wir den Imagin�arteil, so haben wir:

Im

Z
KR0;R

@hxi2r
@jxj (

xj
jxjajk@ku)�udx� Im

Z
SR

hxi2r( xjjxjajk@ku)�udo

+ Im

Z
SR0

hxi2r( xjjxjajk@ku)�udo� Im z

Z
KR0;R

hxi2rjuj2 dx = Im

Z
KR0;R

fhxi2r�udx

und somit

jIm zj
2

Z
KR0;R

hxi2rjuj2 dx �
Z
KR0;R

��@hxi2r
@jxj (

xj
jxjajk@ku)�u

�� dx+Z
SR

hxi2r��( xjjxjajk@ku)�u�� do
+

Z
SR0

hxi2r��( xjjxjajk@ku)�u�� do+ 1
2jIm zj

Z
KR0;R

hxi2rjf j2 dx

Es sind u; (
xj
jxjajk@ku) 2 L2

s(
) und
@hxi2r
@jxj = O(jxj2s) f�ur jxj ! 1. Also ist

@hxi2r
@jxj (

xj
jxjajk@ku)�u absolut integrierbar und es gilt

lim inf
R!1

Z
SR

hxi2r��( xjjxjajk@ku)�u�� do = 0:

Da nach Voraussetzung Im z 6= 0 und f 2 L2
t (
) ist, folgtZ


nBR0

hxi2rjuj2 dx <1
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und somit u 2 L2
r(
).

2

Wir de�nieren nun einen L�osungsbegri� auf dem kontinuierlichen Spek-
trum von A:

De�nition 1.2 (Strahlungsl�osung)
Es sei � � 0 und f 2 L2

loc
(
). Dann ist u Strahlungsl�osung, falls

(A� �)u = f in 


u = 0 auf @


im schwachen Sinne gilt und die Strahlungsbedingung

u 2
[

t>

��3=2; �>0
�n=2;�=0

L2
t (
) und r(e�i

p
�ru) 2

[
t>

��1=2; �>0
1�n=2;�=0

L2
t (
)

erf�ullt ist. Dabei hei�t u einstrahlend, wenn das Pluszeichen und ausstrah-
lend, wenn das Minuszeichen in der letzten Bedingung gew�ahlt ist.

Betrachtet man die Resolvente als Operator zwischen geeignet gewichteten
R�aumen, so l�a�t sie sich entsprechend der De�nition der Strahlungsl�osung
stetig auf die positive reelle Achse, also das kontinuierliche Spektrum fort-
setzen.

F�ur die jeweils zweite Variante in den Theoremen 1.3 und 1.9 m�ussen
wir � = 0 als Eigenwert des fortgesetzten Operators ausschlie�en. Hinrei-
chend hierf�ur ist die folgende Bedingung an die Koe�zientenfunktion a0, das

"
Potential\:

5: a0(x) = O(jxj���2) f�ur jxj ! 1 und khxi2a�0 kL1(
) < c0cPoinc.;

wobei a�0 (x) = max(a0(x); 0) und cPoinc. =
n�2
2

die Konstante aus der III.
Poincar�eschen Ungleichung (vgl. [Lei86, S.57]) ist.

Theorem 1.3 (Prinzip der Grenzabsorption (PdGA))
Es seien s; t > 1=2 (bzw. s; t > 1, � > 2 und es gelte zus�atzlich 5.).
Dann existieren zu jedem � > 0 (bzw. � � 0) die starken Grenzwerte
s� lim"&0R(�� i") =: R(�� i0) in B(L2

s(
); L
2
�t(
)). Zu jedem f 2 L2

s(
)
ist u := R(� � i0)f eindeutige Strahlungsl�osung, und dar�uber hinaus gibt
es zu jedem kompakten Intervall J = [a; b] � (0;1) (bzw. � [0;1)) eine
Konstante C = C(a; b) > 0, so da� f�ur alle f 2 L2

s(
) und alle � 2 J gilt:

kuk�t = kR(�� i0)fk�t � Ckfks:
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Beweis: Die Existenz des Grenzwertes und die Eindeutigkeit der Strah-
lungsl�osung im Falle s; t > 1=2; � > 0 und J � (0;1) werden in Theorem
1 [WW93] gezeigt. Die in � 2 (0;1) lokal gleichm�a�ige Absch�atzung erh�alt
man auf folgende Weise:

Zun�achst zeigt man, da� die in [WW93] verwendete a priori Absch�atzung

kuk�s � C
�kfks + kuks��� (1.1)

(insbesondere f�ur s 2 (1=2;min(1; �=2)) nicht nur gleichm�a�ig f�ur � 2 Q, son-
dern sogar gleichm�a�ig f�ur � 2 Q gilt. Hierf�ur kann man im Beweis entweder
Theorem 1.5 aus [Sai74] zitieren oder wie folgt argumentieren:

Sei (�n)n � Q mit �n ! � 2 [a; b] und un die zu �n geh�orige L�osung bei
rechter Seite f 2 L2

s(
) � L2
s0(
) f�ur s

0 = s��0 mit �0 2 (0; s�1=2). Wir wis-
sen bereits, da� eine L�osung u 2 W 1;2

�s0(
) der Gleichung Au��u = f existiert
und k�onnen somit f�ur die Di�erenz wn = (u � un) �uber die Di�erentialglei-
chung folgern, da� diese inW 1;2

�s0(
) beschr�ankt ist, also dort schwach konver-
giert. Somit konvergieren die wn auch stark in L2(
") f�ur jede beschr�ankte
Menge 
" � 
 und wegen der eindeutigen L�osbarkeit folgt die Konvergenz
gegen Null. Aus der Absch�atzung kwnk�s0�� � kwnk(
") + "kwnk�s0, die f�ur
jedes � > 0 und beliebiges " > 0 mit passendem 
" � 
 g�ultig ist, folgt die
starke Konvergenz bez�uglich der L2

�s0��(
){Norm. F�ur s0 � � < �s0 (weswe-
gen � > 1 sein mu�, da s0 > 1=2 war) haben wir also beim Grenz�ubergang
n!1:

kuk�s0�� � C(kfks0 + kuks0�� ) � C(kfks0+� + kuks0+��� ):

W�ahlen wir � = �0 und ersetzen s = s0 + �0, so erhalten wir das Gew�unschte.
Die Behauptung des Theorems bez�uglich der lokalen Gleichm�a�igkeit der

Absch�atzung f�ur den Fall t = s zeigt man nun durch Widerspruch:
Dann g�abe es Folgen (�n)n � Q, (fn)n � L2

s(
) mit kfnks = 1 f�ur alle n 2 N ,
so da� kunk�s ! 1 f�ur n ! 1. Setzt man nun ûn := un

kunk�s ; f̂n := fn
kunk�s ,

so ist kûnk�s = 1 f�ur alle n 2 N und kf̂nks ! 0 f�ur n!1. Wie oben zeigt
man, da� (ûn)n in L2

�s(
) gegen Null konvergiert, was im Widerspruch zu
kûnk�s = 1 f�ur alle n 2 N steht.

Im Falle s > 1, � > 2, der zus�atzlichen Voraussetzung 5., � � 0 und
J � [0;1) wird die Eindeutigkeit der Strahlungsl�osung in [WW93, Korollar
2] bzw. [WW97a, Korollar 1] gezeigt. Um wie in [WW93, Theorem 1] die Exi-
stenz des Grenzwertes und wie oben die lokal gleichm�a�ige Beschr�anktheit der
Resolvente zu zeigen, benutzt man eine entsprechende a priori Absch�atzung
der Form (1.1), die in diesem Falle auch f�ur � � 0 gilt. F�ur den Beweis einer
solchen a priori Absch�atzung verwendet man anstelle der Resultate von Ikebe
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& Saito [IS72] in der Absch�atzung des Ganzraumproblems das das folgende
Resultat von Ben-Artzi & Devinatz:

F�ur die Resolvente R0(z) = (��� z)�1; z 2 C nR+
0 des Laplaceoperators

im Ganzraumfall existieren bei festem s > 1 f�ur jedes � 2 R die Grenzwerte
lim"&0R0(�� i") =: R0(�� i0) in der gleichm�a�igen Operatortopologie von
B(L2

s(R
n); L2

�s(R
n)). Desweiteren gilt f�ur alle � 2 R:

kR0(�� i0)kB(L2
s(R

n);L2
�s(R

n)) � C(1 + j�j)�1=2:
Der Beweis dieses Resultates �ndet sich in [BAK92] (Beweis zu Theorem 2),
der auf die Theorem 2.3 und Theorem A.6 aus [BAD84] zur�uckgreift.

Setzt man mit einer Abschneidefunktion � 2 C1(Rn), 0 � � � 1, supp � 2
R
n nBR(0), � � 1 auf Rn nBR+1(0) die L�osung u von (A� �)u = f auf den

ganzen R
n fort, so gen�ugt die Fortsetzung v := �u der Di�erentialgleichung:

(��� �)v = g := �f + [��; �]u� �(A+�)u:

Hierauf wenden wir das obige Resultat von Ben-Artzi & Devinatz an und
sch�atzen die rechte Seite unter Verwendung von Lemma 1.1 weiter ab:

kvk�s � Ckgks � C
�k�fks + k[��; �]uks + k�(A+�)uks

�
� C

�kfks + kuks���
Mit kukL2

�s(R
nnBR+1(0)) � kvk�s und kukL2

�s(
\BR+1(0)) � Ckuks�� erhalten
wir die gew�unschte a priori Absch�atzung

kuk�s � C
�kfks + kuks���:

F�ur den Widerspruchsbeweis zum PdGA mu� es s mit s � � < �s geben,
weswegen wir � > 2 fordern m�ussen, da s > 1 war.

Wir erhalten somit in beiden F�allen f�ur alle � 2 J die Absch�atzung

kR(�� i0)fk�s � Ckfks:
Um hieraus die Absch�atzung des Theorems zu folgern, nutzen wir die Inklu-
sionseigenschaften der gewichteten R�aume aus:
F�ur t > s l�a�t sich die linke Seite nach unten gegen kR(��i0)fk�t absch�atzen,
f�ur t < s ist f 2 L2

t (
) und es folgt

kR(�� i0)fk�t � Ckfkt � Ckfks:
2

Bemerkung 1.4
Verwendet man anstelle des zitierten Ergebnisses von Ben-Artzi & Devinatz
das PdGA aus [Lei86, Theorem 4.37] f�ur n � 3, so erh�alt man wie in [WW97b,
Lemma 10, Theorem 9] ausgef�uhrt f�ur � > (n + 1)=2, s 2 (1=2; n=2) und
t > (n+1)=2� s das PdGA f�ur � = 0 mit kuk�t = kR(�� i0)fk�t � Ckfks.
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1.2 St�orungen in Form eines Schr�odingerope-

rators

Da im Spezialfall der St�orung in Form eines (station�aren) Schr�odingeropera-
tors A = ��+V , d.h. ajk = �jk 8 j; k = 1; : : : ; n und a0 = V , unter gewissen
Voraussetzungen an das Gebiet 
 und mit einer st�arkeren Strahlungsbedin-
gung, bessere Resultate bez�uglich der Hochfrequenzasymptotik gezeigt wer-
den k�onnen, soll dieser hier gesondert behandelt werden.

F�ur den Ganzraumfall sind die Resultate dieses Abschnitts von Ikebe &
Saito in [IS72] und [Sai74] gezeigt worden. Der Beweis im Falle des Au�en-
gebietes, das gewissen Bedingungen, die im weiteren noch pr�azisiert wer-
den, gen�ugt, geht auf Ideen von Morawetz [Mor75b] zur�uck, die geeignete
Absch�atzungen f�ur den Laplaceoperator auf einem solchen Gebiet zeigt.

In diesem Abschnitt sollen die folgenden zus�atzlichen Voraussetzungen
gelten:

Voarussetzungen 1.5
1. An das Gebiet 
:

Es existiere eine Familie von Phasenfunktionen f�jgj=1;:::;N � C4(
)
mit jr�jj = 1, sowie Koe�zienten bj; j = 1; : : : ; N , so da� gilt:

(a) Jede einzelne Phasenfunktion hat mit einem t > 1=2 f�ur jxj ! 1
das asymptotische Verhalten

�j = jxj+O(1); r�j = x

jxj +O(jxj
�t);

@�x�j = O(jxj�t); j�j = 2; @�x�j = O(jxj�2t); j�j = 3; 4:

(b) F�ur den Gradienten der Linearkombination  :=
PN

j=1 bj�j ist:

�r � � � c1 � 0 auf @
; (1.2)

wobei � die �au�ere Normale zu 
 bezeichnet.

(c) Die Hessematrix [r(r )0] := (@2 =@xj@xk)jk erf�ulle

[r(r )0] > d(jxj)Id > 0; (1.3)

wobei mit einem � > 1 gilt: d(jxj)jxj� > c2 > 0 f�ur jxj ! 1.

(d) Bez�uglich der Regularit�at der Linearkombination  gelte:

 2 C4(
):
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2. An das Potential V :

Es gen�uge der st�arkeren Abklingeigenschaft

@�xV = O(jxj���j�j) mit einem � > 3=2 f�ur jxj ! 1:

3. An die Strahlungsl�osung u:

Die Strahlungsl�osung u gen�uge der Strahlungsbedingung (S), d.h.

r(e�i
p
�ru) 2 L2(
):

Bemerkung 1.6
1. Wie in [Mor75b] ausgef�uhrt, erf�ullen beispielsweise Gebiete, deren Kom-

plement strikt sternf�ormig ist, die Bedingungen an das Gebiet:

Die Wahl  (x) = jxj f�ur ein Gebiet im R3 , dessen Komplement strikt
sternf�ormig bez�uglich des Nullpunktes ist

"
gen�ugt\ nicht, da zwarr >

c1 > 0 ist, aber die Hessematrix den Eigenwert Null besitzt. W�ahlt man
jedoch �j(x) = jx� zjj, j = 1; 2; 3, wobei die zj drei linear unabh�angi-
ge Punkte nahe dem Ursprung sind, bez�uglich derer R3 n 
 auch noch
strikt sternf�ormig ist (r�j � � > c > 0), so erf�ullt  =

P3
j=1 jx � zjj

alle Voraussetzungen an die Phasenfunktionen. Es ist nun 0 kein Ei-
genwert der Hessematrix H von  , denn w�are y Eigenvektor, so m�u�te
auch Hjy = 0, j = 1; 2; 3 f�ur die Hessematrizen der �j sein. Als skala-
res Vielfaches der jeweiligen Eigenvektoren mu� dann y = �1(x� z1) =
�2(x�z2) = �3(x�z3) sein, woraus wegen der linearen Unabh�angigkeit
der zj y = 0 folgt.

2. F�ur die Behandlung auftretender Randterme, h�atte die Forderung
"
kurz-

reichweitig\, d.h. � > 1 (wie bisher), an das Potential gen�ugt. Unter
der obigen st�arkeren Voraussetzung an das Potential V wird aber f�ur
rechte Seiten f 2 L2

s(
) mit s � 1 in [J�ag67, Satz 6] die Existenz und
Eindeutigkeit einer Strahlungsl�osung, die der geforderten Strahlungs-
bedingung (S) gen�ugt, gezeigt. Nach [WW93, Theorem 1] ist diese dann
auch Strahlungsl�osung im Sinne von De�nition 1.2.

Das n�achste Lemma enth�alt eine f�ur das nachfolgende Absch�atzungstheorem
grundlegende Ungleichung:

Lemma 1.7
Es seien s > 1=2, f 2 L2

s(
), � � 0 und u Strahlungsl�osung der Gleichung

(��+ V )u� �u = f in 
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zu homogenen Dirichletrandwerten. Dann ist u 2 W 1;2
�s (
) und f�ur hinrei-

chend gro�e � gilt:

kuk2�s �
C

�
(kfk2�s + kruk2�s)

Beweis: Aus 1.3 wissen wir, da�

u 2
\
t>1=2

L2
�t(
)

ist. Mit Hilfe des Regularit�atslemmas 1.1 k�onnen wir, da �u + f 2 L2
�s(
)

ist, auf u 2 W 1;2
�s (
) schlie�en.

F�ur die behauptete Absch�atzung multiplizieren wir die Gleichung

(��+ V )u� �u = f;

mit hxi�2s�u, integrieren �uber 
 und erhalten nach partieller Integration unter
Ber�ucksichtigung der Nullrandwerte von u auf dem Rand @
:Z




hxi�2sjruj2 dx+Re

Z



�urhxi�2sru dx+
Z



hxi�2s(V � �)juj2 dx =

= Re

Z



hxi�2sf �udx

Mit der Cauchy-Schwarzschen und der Youngschen Ungleichung folgt f�ur alle
�1; �2 > 0:

(2(� � V ) � (�1 + �2))

Z



hxi�2sjuj2 dx � C( 1
2�1
kfk2�s + C(�2)kruk2�s):

Gilt nun � � (�1 + �2) + 2max
x2


V (x), so l�a�t sich die linke Seite weiter

nach unten gegen �kuk2�s absch�atzen, und wir erhalten die Behauptung des
Lemmas.

2

Theorem 1.8 (Absch�atzungstheorem)
Es seien s � 1, f 2 L2

s(
), � � 0 und u Strahlungsl�osung der Gleichung

(��+ V )u� �u = f in 


zu homogenen Dirichletrandwerten, die der Strahlungsbedingung (S) gen�ugt.
Dann ist f�ur hinreichend gro�es �

kruk�s � Ckfks
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und

kuk�s � Cp
�
kfks:

Beweis: Der �Ubersichtlichkeit halber f�uhren wir den Beweis hier f�ur aus-
strahlende Strahlungsl�osungen, der f�ur einstrahlende verl�auft analog.

Da � � 0 aus dem kontinuierlichen Spektrum und u eine Strahlungsl�osung
ist, liegen i.a. weder u noch ru in L2(
). Da u ausstrahlend ist, hat aber

das Produkt e�i
p
�jxju erste Ableitungen in L2(
). Dies ist immer noch wahr,

wenn wir jxj durch eine Phasenfunktion � mit jr�j = 1 ersetzen, die sich
asymptotisch wie jxj f�ur jxj ! 1 verh�alt. Setzen wir also

v := ue�i
p
��;

so gen�ugt v der Gleichung,

(��+ V )v � 2i
p
�r�rv � i

p
���v = fe�i

p
��;

die keinen Faktor � mehr sondern lediglich einen Faktor
p
� enth�alt. Multi-

plizieren wir diese Gleichung nun mit 2(2r�r�v +���v), so erhalten wir:

2Re (2r�r�v +���v)(��+ V )v = 2Re (2r�r�v +���v)fe�i
p
��; (1.4)

wo auch
p
� nicht l�anger als Koe�zient auftritt. Die linke Seite l�a�t sich in

der Form

� 2Rer0[(2(r� � r�v)rv) + (���vrv)� (r�jvj2V )] + 2r0(r�jrvj2)
+r0(r��jvj2)����jvj2 + 4Rer0�v[rr0�]rv � 2(r� � rV )jvj2

schreiben. Integrieren wir Gleichung (1.4) �uber 
 und beachten, da� es keinen
Beitrag von jxj =1 gibt und da� v = 0 auf @
 gilt, so erhalten wir:

�2
Z
@


@�

@�

����@v@�
����2 d� + 4Re

Z



r0�v[rr0�]rv dx = (1.5)

=

Z



(��� + 2(r� � rV ))jvj2 dx+ 2Re

Z



(2(r� � r�v) + ���v)fe�i
p
�� dx:

Dabei verschwindet wegen der Nullrandwerte von v auch die tangentiale Ab-
leitung von v auf dem Rand, so da�:

r�r�v
@v

@�
= jrvj2@�

@�
=
@�

@�

����@v@�
����2 auf @
:
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Wir wollen Gleichung (1.5) nun wieder in Abh�angigkeit von u schreiben:
Aus jr�j = 1 folgt, da� [r(r�)0]r� = 0 = (r�)0[r(r�)0] ist, so da�

r0�v[r(r�)0]rv = r0�u[r(r�)0]ru
ist. Wegen der Nullrandwerte gilt

�� @v
@�

�� = ��@u
@�

�� auf @
 und wir erhalten:

� 2

Z
@


(r� � �)
����@u@�

����2 d� + 4Re

Z



(r�u[r(r�)0]ru) dx =

=

Z



(���+2(r��rV ))juj2 dx+2Re
Z



(2(r��r�u)+(2i
p
�+��)�u)f dx;

wobei wir wieder jr�j = 1 ausgenutzt haben. Diese Gleichung ist linear in
�, so da� f�ur eine Linearkombination  =

PN
j=1 bj�j verschiedener Phasen-

funktionen �j mit B :=
P
bj gilt:

� 2

Z
@


(r � �)
����@u@�

����2 d� + 4Re

Z



(r�u[r(r )0]ru) dx+

=

Z



(�� +2(r �rV ))juj2 dx+2Re
Z



(2(r �r�u)+(2i
p
�B+� )�u)f dx:

Aufgrund der Eigenschaften (1.2) und (1.3) haben wir dann die folgende
Absch�atzung:

2c1

Z
@


����@u@�
����2 d� + 4Re

Z



d(x)jruj2 dx �

�
Z



(�� +2(r �rV ))juj2 dx+2Re
Z



(2(r �r�u)+(2i
p
�B+� )�u)f dx:

Wie in [Mor75b] kann man nun die Terme auf der rechten Seite f�ur j�j > �0 > 0
gegen

C

�+ C
(kfk2�s + kdruk2) bzw. C(kfk2s + "kdruk2)

absch�atzen, wobei f�ur den ersten Term wieder die Abklingeigenschaften des
Potentials V ausgenutzt werden.

Ist nun � hinreichend gro� und " geeignet klein gew�ahlt, so lassen sich
die Terme mit ru auf der linken Seite

"
absorbieren\ und wir erhalten:

2c1





@u@�




2
L2(@
)

+ 4kruk2�s � Ckfk2s;
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womit die erste Aussage des Theorems gezeigt ist.
Die zweite folgt nun durch erneute Anwendung von Lemma 1.7.

2

Theorem 1.9 (PdGA f�ur den Schr�odingeroperator)
Es seien A = �� + V , die Voraussetzungen 1.5 erf�ullt und s > 1. Dann
existieren zu jedem � � 0 die starken Grenzwerte lim"&0RS(� � i")f =:
RS(� � i0)f in B(L2

s(
); L
2
�s(
)). Dar�uber hinaus gibt es eine Konstante

C > 0, so da� f�ur alle f 2 L2
s(
) und alle � � a > 0 gilt:

kRS(�� i0)fk�s � C(1 + �)�1=2kfks:

Gen�ugt das Potential V auch noch der Bedingung 5. aus Abschnitt 1.1, so
gilt die Absch�atzung f�ur alle � 2 R

+
0 .

Beweis: Die Existenz der Grenzwerte folgt wie in Bemerkung 1.6 erw�ahnt
mit [J�ag67, Satz 6].

Kombiniert man f�ur � in einer hinreichend gro�en Umgebung von � = 0
die lokale Aussage von Theorem 1.3 (das insbesondere auch unter den in die-
sem Abschnitt geforderten Voraussetzungen g�ultig ist) mit der des Absch�atzungs-
theorems 1.8 f�ur gro�e �, so erh�alt man mit einer geeignet gew�ahlten Kon-
stante C > 0 die behauptete in � gleichm�a�ige Absch�atzung der Resolvente
gegen die rechte Seite.

2

Bemerkung 1.10
In [Mor75a] wird f�ur den Fall n = 3 ein im Vergleich zu Theorem 1.8 etwas
allgemeineres Resultat gezeigt. Dort braucht die Hessematrix der Phasen-
funktion lediglich positiv semide�nit zu sein womit mehr Gebiete 
 zuge-
lassen werden k�onnen. Da dies jedoch nur f�ur den Fall n = 3 gilt und in
Theorem 1.8 die wohlbekannte Klasse der Gebiete, deren Komplement strikt
sternf�ormig ist, enthalten ist, haben wir uns hier auf diesen Fall beschr�ankt.



Kapitel 2

Di�erenzierbarkeit der

Resolvente

In diesem Kapitel wird die Di�erenzierbarkeit der Resolvente der im voran-
gegangenen Kapitel eingef�uhrten St�orungen des Laplaceoperators bez�uglich
des Spektralparameters � untersucht.

Auf der Resolventenmenge des Operators, die nach den Aussagen des letz-
ten Kapitels �uber das Spektrum von A die Menge C n f�2R j���ka0kL1(
)g
umfa�t, ist die Resolvente holomorph.

In Kapitel 1 wurde die Resolvente, aufgefa�t als Operator zwischen ge-
wichteten R�aumen, stetig auf die nichtnegative Achse, also das kontinuierli-
che Spektrum fortgesetzt. Durch ein �ahnliches Fortsetzungsargument f�ur die
Ableitungen wird nun die Di�erenzierbarkeit der Resolvente bez�uglich des
Spektralparameters auf der positiven reellen Achse gezeigt. Dazu werden im
ersten Abschnitt f�ur den Ganzraumfall

"
mikrolokale Resolventenabsch�atzun-

gen\ bewiesen, mit denen es im zweiten gelingt, Potenzen der Resolvente
auf der positiven reellen Achse lokal gleichm�a�ig abzusch�atzen. Dies l�a�t sich
mit Hilfe einer Abschneidetechnik auch auf den Au�enraumfall �ubertragen
und �uber die Formel f�ur die Ableitungen der Resolvente erh�alt man deren
Di�erenzierbarkeit auf der positiven reellen Achse und die lokal gleichm�a�ige
Beschr�anktheit der Ableitung.

F�ur den Spezialfall des Schr�odingeroperators im Ganzraumfall (auch mit
langreichweitigem Potential V ) ist die Di�erenzierbarkeit der Resolvente be-
reits von Isozaki in [Iso85] gezeigt worden. Die N -te Ableitung l�a�t sich
gleichm�a�ig f�ur gro�e � mit einer Abklingrate ��(N+1)=2 entsprechend dem
PdGA (N = 0) absch�atzen. Unter Voraussetzungen, die denen von Theorem
1.9 entsprechen, �ubertragen wir dies mit den Ergebnissen aus dem vorange-
gangenen Kapitel im dritten Abschnitt mit derselben Abklingrate auf den
Au�enraumfall.

13
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Am Ende des Kapitels zeigen wir noch die einmalige Di�erenzierbarkeit
der Resolventen in � = 0 f�ur eine Klasse von rechten Seiten und diskutieren
die auftretenden Schwierigkeiten bei h�oheren Ableitungen.

2.1 Mikrolokale Resolventenabsch�atzungen

im Ganzraumfall

In diesem Abschnitt betrachten wir 
 = Rn , also den Ganzraumfall. Die
Hauptergebnisse sind die Theoreme 2.13, 2.16, 2.31 und 2.34, die sogenann-
ten mikrolokalen Resolventenabsch�atzungen. In diesen werden Produkte aus
der Resolvente und Pseudodi�erentialoperatoren, die bestimmten Vorausset-
zungen gen�ugen, �ahnlich wie im Prinzip der Grenzabsorption, in gewichteten
Normen gegen die rechte Seite abgesch�atzt. Im Ganzraumfall f�ur Schr�odinge-
roperatoren mit langreichweitigem Potential sind solche Absch�atzungen von
Isozaki & Kitada [IK84] gezeigt worden, woran wir uns auch im Falle der
variablen Koe�zienten orientieren werden.

Die �Ubertragung der Ergebnisse auf den Au�enraumfall werden wir im
Zusammenhang mit der Di�erenzierbarkeit der Resolvente in Abschnitt 2.2.2
vornehmen.

Zun�achst fassen wir einige Ergebnisse aus der Theorie der Pseudodi�e-
rentialoperatoren zusammen, die wir sowohl in den Beweisen der mikroloka-
len Resolventenabsch�atzungen als auch im Beweis der Di�erenzierbarkeit der
Resolventen benutzen werden. Diese Ergebnisse kann man beispielsweise in
[Kg82], [H�o85] oder in dem einleitenden Abschnitt von [IK84] nachlesen. Sie
behandeln eine kleinere Klasse von Pseudodi�erentialoperatoren, als die in
[Tay81] betrachteten.

2.1.1 Pseudodi�erentialoperatoren

Wie in [Kg82, De�nition 1.1(1) bzw. 1.6] de�nieren wir:

De�nition 2.1 (Symbole der Klasse Sm
�;�)

1. Es seien p = p(x; �) 2 C1(Rn
x � Rn

� ), m 2 R, 0 � � � � � 1 und � < 1.
Dann ist p ein Symbol der Klasse Sm

�;�, wenn es zu jedem Paar (�; �)
von Multiindizes eine Konstante C�;� gibt, so da�

jD�
x@

�
� p(x; �)j � C�;�h�im+�j�j��j�j:

F�ur � = 1 und � = 0 schreiben wir Sm
1;0 =: S

m.
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2. Seien pj(x; �) 2 S
mj

�;� ; j = 0; 1; : : :, mit m0 � m1 � � � � � mj � mj+1 �
: : : und mj ! �1 f�ur j ! 1. Dann hat p(x; �) 2 Sm

�;� die (asympto-
tische) Entwicklung

p(x; �) �
1X
j=0

pj(x; �);

wenn f�ur jedes N � 1 gilt:

p(x; �)�
N�1X
j=0

pj(x; �) =: rN(x; �) 2 SmN

�;� :

Mit diesen Symbolklassen lassen sich nun die Pseudodi�erentialoperatoren
(PDOen) de�nieren (vgl. [Kg82, De�nition 1.1(2)]):

De�nition 2.2 (Pseudodi�erentialoperator (PDO))
Ein linearer Operator P : S ! S in Rn

x ist ein Pseudodi�erentialoperator
(PDO) mit Symbol p(x; �) 2 Sm

�;�, wenn sich Pu durch

Pu(x) =
1

(2�)n=2

Z
Rn

eix�p(x; �)(F0u)(�) d�

f�ur u 2 S darstellen l�a�t. Wir schreiben dann P = p(x;D) 2 Sm
�;� und

bezeichnen das Symbol p von P mit �(P ). Als Hauptsymbol von P bezeichnet

man die �Aquivalenzklasse von p(x; �) in Sm
�;�=S

m�(2��1)
�;� bzw. jedes Element

dieser �Aquivalenzklasse.

Es ist hier dasselbe Symbol Sm
�;� sowohl f�ur die Funktionenklasse wie auch f�ur

die Klasse von PDOen gew�ahlt worden. Es bezeichnet so eigentlich zwei ver-
schiedene Dinge, doch ist dies gerechtfertigt durch die Identi�zierung gem�a�
des nachfolgenden Theorems.

�Uber die Darstellung als oszillierendes Integral erh�alt man, da� auch die
Anwendung von PDOen auf Funktionen aus B(Rn) Sinn macht. Nach [Kg82,
Theorem 1.3] sind PDOen sowohl von S ! S als auch von B(Rn)! B(Rn)
stetig.

Zwischen Symbolen und PDOen besteht die folgende Beziehung (vgl.
[Kg82, Proposition 1.2]):

Theorem 2.3
Die Abbildung Sm

�;� 3 p(x; �) 7! P = p(x;D) 2 Sm
�;� ist eine Bijektion. Das

Symbol p(x; �) zu einem gegebenen PDO P berechnet sich, � als Parameter
au�assend, durch

p(x; �) = e�ix�P (eix�):
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Als Spezialfall von [Kg82, Thoerem 4.1] formulieren wir:

Theorem 2.4 (L2 - Beschr�anktheit)
Ist P ein PDO mit Symbol p 2 S0, so ist P als Operator in L2(Rn

x ) beschr�ankt
und es gilt:

kPukL2 � C jpjkukL2;

mit der Seminorm

jpj := sup
x;�2Rn

X
j�+�j�l

h�ij�jjD�
x@

�
� p(x; �)j;

wobei sowohl C als auch l lediglich von n abh�angen.

Diese Absch�atzung wird zun�achst f�ur Funktionen u 2 S gezeigt und mit
einem Approximationsargument sind somit PDOen auf L2(Rn) - Funktionen
erkl�art.

Im weiteren betrachten wir den folgenden Typ gewichteter PDOen und
de�nieren etwas allgemeiner als in [IK84, De�nition 2.2]:

De�nition 2.5
Seien m 2 R und � � 0. Dann ist p(x; �) 2 GSm(�), wenn es zu jedem Paar
(�; �) von Multiindizes eine Konstante C�;� gibt, so da�

jD�
x@

�
� p(x; �)j � C�;�hxi���j�jh�im�j�j:

F�ur m = 0 schreiben wir GS0(�) =: GS(�).
Ein Symbol p(x; �) hei�t

"
schnell abfallend in x\, wenn p(x; �) 2 GSm(�)

f�ur alle � � 0 gilt.
Ein PDO P geh�ort zu GSm(�), wenn sein Symbol zu GSm(�) geh�ort.

Weiter de�nieren wir die Seminorm

jpjl;m;� := sup
x;�2Rn

X
j�j;j�j�l

hxi�+j�jh�i�m+j�jjD�
x@

�
� p(x; �)j:

Wie in [IK84, Theorem 2.3] gilt mit [Kg82, Theorem 1.7] f�ur das Produkt
zweier gewichteter PDOen:

Theorem 2.6 (Asymptotische Entwicklung des Produktes)
Seien P1; P2 PDOen mit Symbolen pj(x; �) 2 GSmj (�j); j = 1; 2. Dann ist
auch ihr Produkt P1P2 ein PDO, der in GSm1+m2(�1 + �2) liegt, und f�ur
N � 1 hat sein Symbol �(P1P2) die Entwicklung

�(P1P2) =
X
j�j<N

1

�!
(@�� p1(x; �))(D

�
xp2(x; �)) + rN(x; �):
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Hierbei gen�ugt rN(x; �) der Ungleichung

jD�
x@

�
� rN(x; �)j �

� C�;�;N

X
j
j=N

jp(
)1 jl01;m1;�1 jp2(
)jl02;m2;�2hxi�N��1��2�j�jh�i�N+m1+m2�j�j;

wobei p
(
)
1 (x; �) := h�ij
j@
� p1(x; �), p2(
) := hxij
jD


xp2(x; �), l
0
j = lj+ j�j+ j�j,

j = 1; 2, und lj, j = 1; 2, nur von n abh�angige Konstanten sind.

Bemerkung 2.7
Ist das Symbol des Operators P2 in Theorem 2.6 nur von � und nicht von x
abh�angig, so reduziert sich die Entwicklung auf den ersten Term

�(P1P2) = p1(x; �)p2(�):

Zum Beweis dieser Aussage benutze man De�nition 2.2.

Weiterhin erhalten wir wie in [IK84, Theorem 2.4] mit [Kg82, Theorem 1.7]
f�ur den adjungierten Operator, der formal �uber

hPu; vi = hu; P �vi; u; v 2 S
de�niert ist:

Theorem 2.8 (Asymptotische Entwicklung der Adjungierten)
Sei P ein PDO mit Symbol p(x; �) 2 GSm(�). Dann geh�ort auch seine Adjun-
gierte P � zu GSm(�) und f�ur N � 1 hat ihr Symbol p�(x; �) die Entwicklung:

p�(x; �) =
X
j�j<N

1

�!
D�

x@
�
� p(x; �) + rN(x; �):

Hierbei gen�ugt rN(x; �) der Ungleichung

jD�
x@

�
� rN(x; �)j � C�;�;N

X
j
j=N

jp(
)(
)jl+j�j+j�j;m;�hxi�N���j�jh�i�N+m�j�j;

wobei p(
)(
)(x; �) := hxij
jh�ij
jD

x@



� p(x; �) und l eine nur von n abh�angige

Konstante ist.

Schlie�lich haben wir noch die folgende Aussage �uber die Stetigkeit von ge-
wichteten PDOen in gewichteten R�aumen (vgl. [IK84, Theorem 2.5]).

Theorem 2.9
Ist P 2 GS(�), dann sind f�ur alle s 2 R die Operatoren hxi�P und P hxi� in
B(L2

s(R
n); L2

s(R
n)).
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2.1.2 Einseitige Lokalisierungen

Bevor wir die zu Beginn des Abschnitts erw�ahnten Hauptergebnisse formu-
lieren, m�ussen wir zun�achst die Voraussetzungen an die PDOen, die von
einem Parameter � abh�angen und deren Produkt mit der Resolvente ab-
gesch�atzt werden soll, pr�azisieren. Daf�ur erweitern wir zun�achst die Sym-
bolklasse GSm(�) auf Symbole, die vom Parameter � 2 [a; b] abh�angen:

De�nition 2.10
Seien m 2 R, � � 0 und 0 < a � b < 1. Dann ist p(x; �; �) 2 Sm(�), wenn
es zu jedem Paar (�; �) von Multiindizes eine Konstante C�;� gibt, so da�
gilt

sup
�2[a;b]

jD�
x@

�
� p(x; �; �)j � C�;�hxi���j�jh�im�j�j:

Fallsm = 0 ist, so schreiben wir auch S0(�) =: S(�) und ein PDO P (�) 2 Sm(�),
wenn sein Symbol zu Sm(�) geh�ort.

Nun k�onnen wir die speziellen Symbolklassen de�nieren, f�ur welche wir an-
schlie�end die mikrolokalen Resolventenabsch�atzungen zeigen werden:

De�nition 2.11
Es ist p(x; �; �) 2 S1, falls

(1) p(x; �; �) 2 S(0);

(2) Es gibt eine Konstante � > 0, so da�

p(x; �; �) = 0; falls j j�jp
�
� 1j < �; � 2 [a; b]

(� darf von p abh�angen).

Ein PDO P (�) 2 S1, wenn sein Symbol zu S1 geh�ort.

De�nition 2.12
Es ist p�(x; �; �) 2 S�, falls

(1) p�(x; �; �) 2 S(0);

(2) Es gibt eine Konstante � > 0, so da�

p�(x; �; �) = 0; falls j j�jp
�
� 1j > �; � 2 [a; b]

(� darf von p� abh�angen).
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(3) Es gibt Konstanten ��, so da� �1 < �� < 1 und

p+(x; �; �) = 0 falls x̂ � �̂ < �+

p�(x; �; �) = 0 falls x̂ � �̂ > ��;

(�� d�urfen von p� abh�angen).

Ein PDO P (�) 2 S�, wenn sein Symbol zu S� geh�ort.

Nun zu den Resolventenabsch�atzungen mit PDOen aus S1:

Theorem 2.13
Sei P (�) 2 S1 . Dann gibt es f�ur jedes s > 1=2 eine Konstante C > 0, so
da� f�ur alle f 2 L2

s(R
n) bzw. f 2 L2

�s(R
n) gilt:

(1) kP (�)R(�� i0)fks � Ckfks; � 2 [a; b];

(2) kR(�� i0)P (�)�fk�s � Ckfk�s; � 2 [a; b]:

(Die zweite Ungleichung lese man zun�achst f�ur f 2 S und approximiere dann
f 2 L2

�s(R
n) durch Funktionen aus S.)

Beweis: Wir setzen:

1
�
p0(x; �; �) =

1
�
p(x; �; �)( j�j

2

�
� 1)�1 2 S1;

wobei letzteres wegen der Abschneideeigenschaften richtig ist.
Der zu 1

�
p0(x; �; �) geh�orige Operator

1
�
P0(�) ist dann sogar in S�2(0):

jD�
x@

�
� p0(x; �; �)j = jD�

x@
�
�

p(x; �; �)

( j�j
2

�
� 1)

j

= j
X

��

C�;
@
��

� (D�

xp(x; �; �)) � @
� ( j�j
2

�
� 1)�1j

� C�;�

X

��

h�i�j��
j�h�i�2�j
j

� C�;� �h�i�2�j�j:

Es wird im folgenden auch die selbstadjungierte L2{Realisierung von �� im
Ganzraumfall mit �� bezeichnet. Mit R0(z) = (��� z)�1 ist dann

P (�)R0(�� i0) = 1
�
P0(�)

und aus der Resolventengleichung folgt:

P (�)R(�� i0) = 1
�
P0(�)� 1

�
P0(�)(A+�)R(�� i0):
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Da 1
�
P0(�) 2 S�2(0) und (A+�) 2 S2(�) folgt mit Theorem 2.6, da�

1
�
P0(�)(A+�) 2 S(�)

ist und

�(P0(�)(A+�)) =
X
j�j<N

1
�!
@�� p0(x; �; �)D

�
x [�j(ajk(x)��jk)�k+a0(x)]+qN (x; �; �);

mit qN(x; �; �) 2 S(N). Somit ist

P (�)R(�� i0) = 1
�

�
P0(�)�

X
j�j<N

P�(�)(A+�)�R(�� i0) +QN (�)R(�� i0)
�
;

(2.1)

wobei (A+�)� = D�
x(A+�) 2 S2(�); 1

�
P�(�) 2 S�2(0) und 1

�
QN (�) 2 S(N).

Also ist f�ur s; t > 1=2 und f 2 L2
s mit den Theoremen 2.6, 2.9 und 1.3:

1
�
P�(�)(A+�)�R(�� i0)f 2 L2

�t+� (R
n)

1
�
QN (�)R(�� i0)f 2 L2

�t+� (R
n):

F�ur s � �t + � gilt dann

kP (�)R(�� i0)fk�t+��C
�

�
kP0(�)fk�t+�+

X
j�j<N

kP�(�)(A+�)�R(�� i0)fk�t+�

+ kQN (�)R(�� i0)fk�t+�
�

�C
�
kfks � C kfks;

so da� P (�)R(� � i0) : L2
s(R

n) ! L2
�t+� (R

n) stetig ist. Ist s < �t + � , so
ersetzt man in der obigen Absch�atzung (�t + �) durch s und erh�alt bereits
die Aussage des Theorems.

Im Falle s � �t+� beachte man nun, da p(x; �; �) = 0 f�ur j j�jp
�
�1j < � ist,

da� dies auch f�ur p0(x; �; �), p0(x; �; �)�(A+�) und 1
�
hxi�p0(x; �; �)�(A+�)

gilt, und deswegen

~P (�) := 1
�
hxi�P0(�)(A+�) 2 S1

ist. Wenden wir auf ~P (�) das obige Vorgehen an, so gilt

~P (�)R(�� i0) : L2
s(R

n)! L2
�t+� (R

n);
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also insgesamt:

P (�)R(�� i0) : L2
s(R

n)! L2
�t+2� (R

n);

falls s � �t + 2� , denn

kP (�)R(��i0)fk�t+2� � C

�

�
kP0(�)fk�t+2� + k ~P (�)R(�� i0)fk�t+�

�
:

Im Fall s < �t + 2� ersetze man wieder �t + 2� durch s.
Dieses Vorgehen setzt man solange fort, bis s < �t+ k� ist, ersetzt dann

�t + k� durch s und erh�alt schlie�lich die erste Behauptung des Theorems.
Die zweite Behauptung des Theorems erh�alt man nun durch den �Uber-

gang zur adjungierten Abbildung (im Banachraumsinn bez�uglich des L2(
)-
Skalarproduktes).

2

Als zweite einseitige Lokalisierung zeigen wir die Resolventenabsch�atzun-
gen mit PDOen aus S�:

Da wir im folgenden die Resolvente R(z) auch f�ur Im z 6= 0 betrachten
werden, f�uhren wir komplexe Versionen, d.h. �b=z 2 C f�ur die PDOen P�(�)
und die Symbolklassen S(�) bzw. S� ein:

De�nition 2.14
F�ur � � 0 ist p(x; �; z) 2 ~S(�), wenn es zu jedem Paar (�; �) von Multiindizes
eine Konstante C�;� gibt, so da�

sup
z2Q

jD�
x@

�
� p(x; �; z)j � C�;�hxi���j�jh�i�j�j:

De�nition 2.15
Es ist p�(x; �; z) 2 ~S�, wenn

i) p�(x; �; z) 2 ~S(0)

ii) 9� > 0 : p�(x; �; z) = 0; falls j j�jp
Re z

� 1j > �; z 2 Q

iii) 9�� 2 (�1; 1) :
�
p�(x; �; z) = 0; falls x̂ � �̂ > ��
p+(x; �; z) = 0; falls x̂ � �̂ < �+

iv) p�(x; �; z) ist mit all seinen Ableitungen nach x und � stetig f�ur z 2 Q
und gleichm�a�ig bez�uglich (x; �) stetig f�ur Im z ! 0.

Mit diesen De�nitionen formulieren wir nun die Resolventenabsch�atzun-
gen mit PDOen P�(�)aus S�, die wie in Theorem 2.13 zu interpretieren sind:
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Theorem 2.16
Seien P�(�) 2 S� . Dann existieren zu jedem s > 1=2 die starken Grenzwerte
lim"&0 P�(� + i")R(� � i") in B(L2

s(R
n); L2

s�1��(R
n)) mit einem beliebigen

� > 0, und es gibt eine Konstante C > 0, so da� f�ur alle f 2 L2
s(R

n) gilt:

kP�(�)R(�� i0)fks�1 � C kfks 8 � 2 [a; b]:

Bevor wir zum eigentlichen Beweis von Theorem 2.16 kommen, bedarf es
einiger Vorbereitungen:

Wie in [IK84] de�nieren wir die Zerlegbarkeit von Operatoren und geben
f�ur diese Eigenschaft ein Kriterium an.

De�nition 2.17 (Zerlegbarkeit von Operatoren)
Ein beschr�ankter Operator B auf L2(Rn) hei�t zerlegbar bez�uglich xn, wenn
f�ur jedes xn ein B(xn) 2 B(L2(Rn�1); L2(Rn�1)) existiert, so da�

(Bf)(x) = (Bf)(x0; xn) = (B(xn)f(�; xn))(x0) 8 f 2 L2(Rn):

Theorem 2.18
Ein PDO P mit Symbol p(x; �) 2 CB(R2n) (Raum der C1-Funktionen mit
beschr�ankten Ableitungen) ist genau dann bez�uglich xn zerlegbar, wenn
@
@�n
p(x; �) = 0 gilt.

Ein wichtiges Hilfsmittel f�ur den Beweis von Theorem 2.16 ist das folgende
Theorem aus der zeitabh�angigen Theorie, in welchem eine Absch�atzung f�ur
die L�osung der abstrakten Di�erentialgleichung (kurz DGL):

1

i

d

dt
u(t) = B(t)u(t) + ~f(t) (�1 < t � 0): (2.2)

gezeigt wird, (vgl. [IK84, Theorem 1.8]):

Theorem 2.19 (Absch�atzung der L�osung einer abstrakten DGL)
Es sei H ein Hilbertraum und es gelte:

i) u(t) 2 C1((�1; 0];H) und lim inft!�1 ku(t)kH = 0

ii)
R 0

�1 k ~f(t)kH dt <1
iii) B(t) 2 C((�1; 0];B(H;H))
iv) 9B1(t) : (�1; 0] ! fT 2 B(H;H)jT ist selbstadjungiertg, so da�:

i(B(t)� B(t)�) � B1(t) sowie
0R

�1
kB1(t)kB(H;H) dt <1:
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Ist u(t) die L�osung der Di�erentialgleichung (2.2), so gilt f�ur jedes s > 1 :Z 0

�1
(1� t)s�2ku(t)k2H dt �

�C2
sC0 + Cs

� � �2Cs

Z 0

�1
(1� t)skf(t)k2H dt;

wobei C0 = exp
� 0R
�1

kB1(t)kB(H;H) dt
� 0R
�1

kB1(t)kB(H;H) dt und Cs = (s� 1)�1

sowie 0 < �Cs < 1.

Schlie�lich nehmen wir noch die grundlegende Lokalisierung im Impuls-
raum vor:

Lokalisierung der DGL (A� �)u = f im Impulsraum:

Es sei !0 = (!0
1; : : : ; !

0
n) 2 Sn�1 fest mit !0

n > 0 und

Û� = f! 2 Sn�1 j j! � !0j < � g:
Wir w�ahlen � hinreichend klein, so da�

Û4� � f! 2 Sn�1 j!n > 0g
und � 2 C1(Rn) bzw.  0 2 C1(Sn�1) so, da�

�(�) =

(
1 jj�j � 1j < �=2

0 jj�j � 1j > �
bzw.  0(!) =

(
1 ! 2 Û�

0 ! =2 Û2�

und setzen

�(�; z) := �(
�p
Re z

) 0(�̂); z 2 Q:
Mit �(D; z) bezeichnen wir den PDO mit dem Symbol �(�; z). Dieser kom-
mutiert mit (��� z), und wir erhalten mit u(z) := R(z)f;

(��+ (A+�)� z)�(D; z)u(z) = �(D; z)f + [A+�;�(D; z)]u(z):

Wir spalten nun den
"
St�orterm\ A+� in zwei Anteile auf:

A+� = A1 + A2;

so da� sich die Symbole der Operatoren A1 und A2 mit einer Abschneide-
funktion � 2 C1(Rn), 0 � � � 1, supp � � Rn n B ~R(0) und � � 1 auf
Rn nB ~R+1(0) f�ur ein

~R > 0, in der Form

�(A1)(x; �) = �(x)((�i@jajk(x) + (ajk(x)� �jk)�j)�k) + �(x)a0(x)

=: a1(x; �) + a3(x)

�(A2)(x; �) = (1� �(x))((�i@jajk(x) + (ajk(x)� �jk)�j)�k) + (1� �(x))a0(x)

=: a2(x; �) + a4(x)
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schreiben lassen. Es ist dann �(A2)(�; �) 2 C10 (Rn
x ) und supx2Rn j�(A1)(x; �)j

kann mit der Wahl von ~R in Abh�angigkeit von � beliebig klein gew�ahlt wer-
den. Wir haben somit:

(��+ A1 � z)�(D; z)u(z) = �(D; z)f + [A+�;�(D; z)]u(z)

� A2�(D; z)u(z) (2.3)

Der Operator [A + �;�(D; z)] geh�ort wegen der Abklingeigenschaften von
A+� und den Abschneideeigenschaften von �(�; z) bez�uglich � zu der Klasse
S(�).
Beweis von Theorem 2.16: Der Beweis, der zun�achst f�ur den Fall
P�(�)R(�+ i0) gef�uhrt wird, gliedert sich in die folgenden Schritte:

1. Unter Ausnutzung der Eigenschaften von A1 und � konstruiert man
einen Operator B(z) und bringt Gleichung (2.3) auf die Form der ab-
strakten DGL aus Theorem 2.19:�1

i

@

@xn
�B(z)

�
�(D; z)u(z) = F (z; xn):

2. Man zeigt, da� der Operator B(z) (nach Konstruktion) bzgl. xn zer-
legbar ist, und da� es eine beschr�ankte stetige Funktion B1(z; xn) gibt,
die der Voraussetzung iv) von Theorem 2.19 gen�ugt.

3. Man weist die restlichen Voraussetzungen f�ur Theorem 2.19 nach und
wendet es auf die DGL aus 1. an. Die gewonnene Ungleichung wird
dann weiter so nach oben und unten abgesch�atzt, da� man auf

kP (z)u(z)ks�1 � C
�kP1(z)fks+kfk�N+kP2(z)u(z)ks��+ku(z)k�N

�
;

kommt. Dabei ist P (z) ein spezieller PDO, dessen Symbol sich aus
Abschneidefunktionen zusammensetzt, und es sind P1(z); P2(z) 2 ~S�.

4. Man verwendet eine weitere Lokalisierung und die Absch�atzung aus
3., um mit einer von z unabh�angigen Konstanten L und Operatoren
P

(m)
j (z) 2 ~S�, j = 1; 2 die folgende fundamentale Absch�atzung zu zei-

gen:

kP�(z)u(z)ks�1 � C
� LP
m=1

kP (m)
1 (z)fks + kfk�N

+
LP

m=1

kP (m)
2 (z)u(z)k�
 + ku(z)k�N

�
:
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5. Unter Ausnutzung des Prinzips der Grenzabsorption l�a�t man in der
fundamentalen Absch�atzung Im z gegen Null gehen und erh�alt so die
Aussage des Theorems f�ur den Fall P�(�)R(�+ i0).

6. Argumentation im Fall P+(�)R(�� i0).

Um auf die spezielle Gestalt in 1. zu kommen, mu� f�ur die hier betrachte-
ten St�orungen A des Laplaceoperators der Operator B(z) etwas anders als
in [IK84] de�niert werden, da der Summand �2n in der Symbolschriebweise
nicht explizit auftritt. Um den auftretenden St�orterm zu behandeln, wird
das kurzreichweitige Verhalten der Koe�zientenfunktionen ajk ausgenutzt.
Der Operator B(z) wird wie in [IK84] so konstruiert, da� sein Symbol nicht
von �n abh�angt und 2. direkt folgt. Die Absch�atzungen in 3. sind im wesentli-
chen die gleichen wie in [IK84], da die Symbole der auftretenden Operatoren
kompakten Tr�ager in � 2 Kab haben. Deswegen, aber auch weil dies schon
im PdGA nicht der Fall ist, erh�alt man keine Abklingrate in �. Schritt 5.
unterscheidet sich bis auf die Abklingrate kaum von dem Vorgehen in [IK84],
es wird lediglich noch die Konvergenz in der richtigen Norm gezeigt, wie
dies schon in [Iso85] angedeutet ist. Im 6. Schritt wird f�ur den vorliegenden
Fall erl�autert wie der entsprechende Operator ~B(z) f�ur angegebenen Fall zu
w�ahlen ist.

zu 1.:
Bei der Konstruktion von �(�; z) = �( �p

Re z
) 0(�̂) kann man � hinreichend

klein w�ahlen, so da� mit Konstanten a0; a00; b0; b00 > 0; b0 < 1 gilt:

supp�(�; z) � f� = (�0; �n) 2 R
n j a0 � j�0jp

Re z
� b0; a00 � �np

Re z
� b00g;

d.h. insbesondere, da Re z 2 [a; b], da� �(�; z) beschr�ankten Tr�ager in � hat.
Man w�ahlt nun Abschneidefunktionen  1 2 C1(Rn�1) bzw.  2 2 C1(Rn),
0 �  j � 1, j = 1; 2, mit

 1(�
0) =

(
1 a0 < j�0j < b0

0 j�0j < a0 � �0; j�0j > b0 + �0

bzw.  2(�) =

(
1 a00 < �n < b00

0 �n < a00 � �0; �n > b00 + �0:

und es seien:

a01(x; �
0) := �(x)

� n�1P
j;k=1

(ajk(x)� �jk)�j�k �
n�1P
k=1

i@jajk(x)�k
�

�a2(x; �) := 1 + �(x)
�
2
n�1P
j=1

(ajn(x)� �jn)
�j
�n

+ (ann(x)� �nn)
�
;
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also
Re a01(x; �

0) + �2n�a
2(x; �) = �2n +Re a1(x; �):

Damit hat man die folgende Darstellung:

Behauptung 2.20
F�ur z 2 Q sei

b(x; �0; z) :=
�
(z � a3(x)� Re a01(x; �

0)� j�0j2) 1(
�0p
Re z

)
�1=2

:

Dann ist der Operator (�� + A1(x) � z)�(D; z) ein Pseudodi�erentialope-
rator mit dem Symbolh�

�2n�a
2(x; �) + iIm a1(x; �)

�1=2 � b(x; �0; z)
i

�
h�
�2n�a

2(x; �) + iIm a1(x; �)
�1=2

+ b(x; �0; z)
i
�(�; z):

Behauptung 2.21
Die Funktion � kann so gew�ahlt werden, da� auf dem Tr�ager von �(�; z) gilt:

Re
�
(z � a3(x)� Re a01(x; �

0)� j�0j2) 1(
�0p
Re z

)
�

> 0

Im
�
(z � a3(x)� Re a01(x; �

0)� j�0j2) 1(
�0p
Re z

)
� � 0

Re
�
�2n�a

2(x; �) + iIm a1(x; �)
�

> 0:

Beweis: Auf supp� gilt a0
p
Re z < j�0j < b0

p
Re z und somit:

Re
�
(z � a1(x)� Re a01(x; �

0)� j�0j2) 1(
�0p
Re z

)
�
=

=
�
Re z � a3(x) + �(x)

n�1P
j=1

(ajk(x)� �jk)�j�k � j�0j2
�
 1(

�0p
Re z

)

� Re z � ja3(x)j � j�(x)j
n�1P
j=1

jajk(x)� �jkj(b0
p
Re z)2 � (b0

p
Re z)2

= Re z
�
1� (O(jxj�� ) + 1)b02

��O(jxj�� ):
Da Re z � a > 0, b0 < 1 und die Abschneidefunktion � so gew�ahlt werden
kann, da� die Terme O(jxj�� ) hinreichend klein werden, gilt insgesamt:

Re
�
(z � a3(x)� Re a01(x; �

0)� j�0j2) 1(
�0p
Re z

)
�
> 0:

Weiter ist

Im
�
(z � a3(x)� Re a01(x; �

0)� j�0j2) 1(
�0p
Re z

)
�
= Im z � 0:
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Auf supp� ist a00
p
Re z < �n < b00

p
Re z und somit:

Re
�
�2n�a

2(x; �) + iIm a1(x; �)
�
= �2n�a

2(x; �)

= �2n
�
1 + �(x)

�
2
n�1P
j=1

(ajn(x)� �jn)
�j
�n

+ (ann(x)� �nn)
��

= b002Re z(1� O(jxj��)):
Mit �ahnlichen Argumenten wie oben erh�alt man:

Re
�
�2n�a

2(x; �) + iIm a1(x; �)
�
> 0:

2

Lemma 2.22
F�ur z 2 Q seien u(z) = R(z)f ,

g0(x; �; z) :=
��
�2n�a

2(x; �) + iIm a1(x; �)
�1=2

+ b(x; �0; z)
��1

 2(
�p
Re z

) (2.4)

und B(z); G0(z) die Pseudodi�erentialoperatoren mit den Symbolen
b(x; �0; z) bzw. g0(x; �; z). Dann gilt f�ur N 2 N ; N � 1 :�1
i

@

@xn
� B(z)

�
�(D; z)u(z) =

= G0(z)�(D; z)f +G0(z)[A +�;�(D; z)]u(z)�G0(z)A2�(D; z)u(z)

� hxi��P (N)(z)u(z) +QN(z)u(z);

wobei P (N)(z) 2 ~S(0); QN(z) 2 ~S(N) und f�ur alle x 2 Rn ist
supp��(P

(N)(z))(x; �) � supp��(�; z).

Beweis: Die Funktion g0(x; �; z) ist wohlde�niert, denn in der vorange-
gangenen Behauptung wurde gezeigt, da� der Realteil des Nenners in der
De�nition von g0(x; �; z) auf dem Tr�ager von  2 echt gr�o�er als Null ist.
Multipliziert man Gleichung (2.3) mit G0(z) so erh�alt man:

G0(z)(�� + A1 � z)�(D; z)u(z) =

= G0(z)�(D; z)f +G0(z)[A +�;�(D; z)]u(z)�G0(z)A2�(D; z)u(z):

Das Symbol des Operators auf der linken Seite hat die Entwicklung:

�(G0(z)(��+ A1(x)� z)�(D; z)) =

=
�
(�2n�a

2(x; �) + iIm a1(x; �))
1=2 � b(x; �0; z)

�
�(�; z)

+
P

1�j�j�N
1
�!
@�� g0(x; �; z)D

�
x (j�j2 + a1(x; �) + a3(x)� z)�(�; z)

+ qN(x; �; z):
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Es ist g0(x; �; z)) 2 ~S(0) und wegen des geforderten Abklingverhaltens der
Koe�zienten sowie des beschr�ankten Tr�agers von �(�; z) bez�uglich � ist
D�

x (j�j2 + a1(x; �) + a3(x) � z)�(�; z) 2 ~S(� + j�j). Somit lassen sich die
Terme der Entwicklung in der Form�
(�2n�a

2(x; �)+iIma(x; �))1=2�b(x; �0; z)��(�; z)+hxi��p(N)(x; �; z)+qN(x; �; z);

mit p(N)(x; �; z) 2 ~S(0) und qN (x; �; z) 2 ~S(N) zusammenfassen.
Um nun auf die Form der Di�erentialgleichung (2.2) zu kommen, beachten

wir, da� der Operator 1
i

@
@xn

�(D; z) das Symbol �n�(�; z) hat und betrachten
die Di�erenz:��

�2n�a
2(x; �) + iIm a1(x; �)

�1=2 � �n
�
�(�; z) =

=
�2n�a

2(x; �) + iIm a1(x; �)� �2n�
�2n�a

2(x; �) + iIm a1(x; �)
�1=2

+ �n
�(�; z)

=

�2n
�
�(x)

�
2
n�1P
j=1

(ajn(x)� �jn)
�j
�n
+ (ann(x)� �nn)

��
�
�2n�a

2(x; �) + iIm a1(x; �)
�1=2

+ �n
�(�; z)

� i�(x)(@jajk(x))�k�
�2n�a

2(x; �) + iIm a1(x; �)
�1=2

+ �n
�(�; z)

=O(jxj�� ) f�ur jxj ! 1;

da der Nenner wegen �n > a00
p
Re z und �a2 + 1 > 0 gleichm�a�ig bez�uglich x

von der Null weg beschr�ankt ist. Also ist dieser Di�erenzterm auch von der
Art

hxi��p(N)(x; �; z) mit p(N)(x; �; z) 2 ~S(0)

und die Entwicklung von G0(z)(�� + A1 � z)�(D; z) l�a�t sich wie folgt
schreiben:�

�n � b(x; �0; z)
�
�(�; z) + hxi��p(N)(x; �; z) + qN (x; �; z);

mit p(N)(x; �; z) 2 ~S(0) und qN (x; �; z) 2 ~S(N).
Interpretiert man nun die obigen Symbole mit den zugeh�origen PDOen,

so erh�alt man die Behauptung von Lemma 2.22 und somit Schritt 1 des
Beweises, d.h. die Umformung der DGL (2.3) auf die Form der abstrakten
DGL aus Theorem 2.19.

2
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zu 2.:

Lemma 2.23
Der Operator B(z) aus Lemma 2.22 ist bez�uglich xn zerlegbar, so da� B(z) =

fB(z; xn)g1xn=�1. F�ur z 2 Q existiert eine stetige Funktion B1(z; xn) : R !
fT 2 B(L2(Rn�1); L2(Rn�1)) j T ist selbstadjungiert g, so da� f�ur alle z 2 Q
und xn 2 R mit ImB(z; xn) :=

1
2i
(B(z; xn)� B(z; xn)

�) gilt:

ImB(z; xn) � B1(z; xn); sup
z2Q

Z 0

�1
kB1(z; xn)kB(L2(Rn�1);L2(Rn�1))dxn <1:

Beweis: Die Zerlegbarkeit von B(z) folgt wegen @
@�n
b(x; �0; z) = 0 aus Theo-

rem 2.18 �uber die Zerlegbarkeit von PDOen.
Um die Existenz des Operators B1(z; xn) mit den geforderten Eigenschaf-

ten zu zeigen, geht man wie im Beweis von [IK84, Lemma 3.9] vor:
Man fa�t B(z; xn) als einen PDO auf L2(Rn�1) mit Symbol b(x0; xn; �0; z)

auf. Das Symbol von ImB(z; xn) hat die asymptotische Entwicklung

Im b(x; �0; z)� 1
2i

X
1<j�j<N

D�
x0@

�
�0b(x; �

0; z) + qN(x; �
0; z):

Weiter bezeichnet man mit C(z; xn) den PDO mit dem Symbol
(Im b(x; �0; z))1=2. Dann gilt:

�(C(z; xn)
�C(z; xn)) = Im b(x; �0; z) + b1(x; �

0; z);

wobei es zu jedem Paar (�; �) von Multiindizes eine Konstante C�;� gibt, so
da�:

sup
z2Q

jD�
x0@

�
�0b1(x; �

0; z)j � C�;�hxi�1���j�jh�0i�j�j: (2.5)

Wir haben dann

ImB(z; xn) = C(z; xn)
�C(z; xn) +B1(z; xn) � B1(z; xn):

Es ist B1(z; xn) der PDO mit den geforderten Eigenschaften, denn mit Theo-
rem 2.4 und Ungleichung (2.5) haben wir auch

sup
z2Q

Z 0

�1
kB1(z; xn)kB(L2(Rn�1);L2(Rn�1))dxn � jb1j

Z 0

�1
hxni�1��dxn <1:

2

zu 3.:
Die unter 3. beschriebene Vorgehensweise �ndet sich im Beweis des nach-

folgenden Lemmas wieder. Zuvor de�nieren wir aber noch den dort verwen-
deten speziellen PDO:
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De�nition 2.24 (spezieller PDO P (z))
Sei �(!) 2 C1(Sn�1) so, da� supp� � f! 2 Sn�1 j!n < 0g. W�ahle
�0(x) 2 C1(Rn) so, da� supp �0 � R

n n B1(0) und �0 � 1 auf Rn n B2(0)
ist. Dann bezeichnen wir mit P (z) den PDO mit dem Symbol

�0(x)�(x̂)�(�; z):

Lemma 2.25
Sei P (z) der PDO aus De�nition 2.24. Dann gibt es zu jedem s > 1=2 und

jeder ganzen Zahl N � 1 Operatoren P1(z); P2(z) 2 ~S�, so da�

kP (z)u(z)ks�1 � C (kP1(z)fks + kfk�N + kP2(z)u(z)ks�� + ku(z)ks�N) ;

wobei die Konstante C unabh�angig von z 2 Q ist. Dar�uber hinaus gilt f�ur
j = 1; 2:

supp��(Pj(z))(x; �) � supp��(�; z) 8 x 2 R
n

suppx�(Pj(z))(x; �) � fx j x̂en < "1g 8 � 2 R
n ;

wobei "1 ein positive Konstante ist, die beliebig klein gew�ahlt werden kann.

Beweis: W�ahle "1 klein genug und ~�(!) 2 C1(Sn�1) , so da�

~�(!) =

(
0; !n > "1

1; !n < 0
:

Insbesondere sei ~�(!) = 0, falls ! 2 Û2".
F�ur xn < 0 schreiben wir die DGL aus 1. in der Form:

�1
i

@

@xn
� B(z)

�
�(D; z)u(z) =

4X
j=1

gj(z);

wobei

g1(z) = �0(x)~�(x̂)G0(z)�(D; z)f

g2(z) = (1� �0(x))G0(z)�(D; z)f

g3(z) = �0(x)~�(x̂)G0(z)[A +�;�(D; z)]u(z)

� hxi���0(x)~�(x̂)P (N)(z)u(z)

g4(z) = (1� �0(x))
�
G0(z)[A +�;�(D; z)] + hxi��P (N)(z)

�
u(z)

+G0(z)A2�(D; z)u(z) +QN(z)u(z):
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Wir betrachten nun die obige Gleichung auf L2(Rn�1) als gew�ohnliche Di�e-
rentialgleichung f�ur xn < 0. Sie ist dann, mit xn anstelle von t, von der Form
der abstrakten Di�erentialgleichung (2.2).

F�ur Im z > 0 ist u(z) 2 L2(Rn) und deswegen gilt:

lim inf
xn!�1

ku(z)(�; xn)kL2(Rn�1) = 0

und damit dann auch

lim inf
xn!�1

k�(D; z)u(z)(�; xn)kL2(Rn�1) = 0;

also ist Voraussetzung i) aus Theorem 2.19 erf�ullt.
Mit Lemma 2.23 sind die Voraussetzungen iii) und iv) erf�ullt, denn es ist

i(B(z; xn)�B(z; xn)
�) = �2ImB(z; xn) � �2B1(z; xn):

Die rechte Seite

F (z; xn) = ~f(xn)

:= G0(z)�(D; z)f �G0(z)A2�(D; z)u(z)�G0(z)[A +�;�(D; z)]u(z)

� hxi��P (N)(z)u(z) +QN(z)u(z)

gen�ugt der BedingungZ 0

�1
kF (z; xn)kL2(Rn�1)dxn <1 z 2 Q;

denn f�ur den ersten Summanden ist
R 0

�1 kf(�; xn)kL2(Rn�1)dxn �
R 0

�1(1 +
jxnj)�2sdxnkfk2s � Cs kfk2s <1, da s > 1=2 ist und die �ubrigen Terme haben
in x mindestens ein Abklingen der Rate �� . Somit ist auch Voraussetzung
ii) erf�ullt und wir erhalten mit der Anwendung von Theorem 2.19:Z 0

�1
(1 + jxnj)2(s�1)k�(D; z)u(z)(�; xn)k2L2(Rn�1)dxn �

� Cs

4X
j=1

Z 0

�1
(1 + jxnj)2skgj(z)(�; xn)k2dxn:

Absch�atzungen der rechten Seite (nach oben):

1. Summand:
Die Entwicklung des Produktes zweier PDOen liefert:

�0(x)~�(x̂)G0(z)�(D; z) = P1(z) + PN;1(z);
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mit P1(z) 2 ~S�; PN;1(z) 2 ~S(N) und

supp��(P1(z))(x; �) � supp��(�; z) 8 x 2 R
n

suppx�(P1(z))(x; �) � suppx ~�(x̂) 8 � 2 R
n :

Es ist P1(z) 2 ~S�, da das Hauptsymbol von P1(z)

�0(x)~�(x̂)g0(x; �; z)�(�; z) 2 ~S(0)

ist und mit den Tr�agereigenschaften von �(�; z) ist auch die zweite Be-
dingung f�ur ~S� erf�ullt. Nach der Wahl von ~�(x̂) k�onnen x̂ 2 suppx ~�(x̂)
und �̂ 2 supp��(�; z) nie gleich gerichtet sein, d.h. �̂ � x̂ 6= 1. Somit gibt

es ein �� 2 (�1; 1), so da� p1(x; �; z) = 0 f�ur x̂ � �̂ > ��, womit auch
die letzte Bedingung f�ur S� erf�ullt ist. Also haben wir:

�Z 0

�1
(1 + jxnj)2skg1(z)(�; xn)k2L2(Rn�1)dxn

�1=2
� kg1(z)ks

� C
�kP1(z)fks + kfks�N

�
:

2. und 4. Summand:
Da jeweils mit 1 � �0(x), A2(x) oder QN(z), also einer Funktion mit
kompaktem Tr�ager oder starkem Abklingen in x multipliziert wird,
kann man beliebig bzw. mit Gewicht N gewichten (d.h. das Gewicht
hxi hat den Exponenten N), also ist:

�Z 0

�1
(1+jxnj)2s

�kg2(z)(�; xn)k2L2(Rn�1)+kg4(z)(�; xn)k2L2(Rn�1)

�
dxn

�1=2
�

� C
�kg2(z)ks + kg4(z)ks� � C

�kfk�N + ku(z)ks�N
�
:

3. Summand:
Die Entwicklung des Produktes zweier PDOen liefert:

�0(x)~�(x̂)G0(z)[A +�;�(D; z)] = hxi���P 0
2(z) + P 0

2;N(z)
�
;

wobei P 0
2(z) 2 ~S�; P 0

2;N(z) 2 ~S(N) und

supp��(P
0
2(z))(x; �) � supp��(�; z) 8 x 2 R

n

suppx�(P
0
2(z))(x; �) � suppx ~�(x̂) 8 � 2 R

n :

Die Abklingrate erh�alt man aus dem A + � Term und argumen-
tiert ansonsten wie im Falle des ersten Summanden, wobei man f�ur
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P 0
2(z) 2 ~S(0) benutzt, da� �(�; z) beschr�ankten Tr�ager in � hat. Man

erh�alt:�Z 0

�1
(1 + jxnj)2skg3(z)(�; xn)k2L2(Rn�1)dxn

�1=2
� kg3(z)ks

� C
�kP2(z)u(z)ks�� + ku(z)ks�N

�
;

wobei P2(z) 2 ~S� und die gleichen Tr�agereigenschaften wie f�ur P 0
2(z)

gelten. Dabei setzt sich P2(z) aus P
0
2(z) und P

(N)(z), das vom zweiten
Term des dritten Summanden kommt, zusammen.

Absch�atzung der linken Seite (nach unten):
In dem Kegel fx j x̂ 2 supp�g sind jxj und jxnj vergleichbar, denn es war
�(!) 2 C1(Sn�1) , so da� supp� � f! 2 Sn�1 j!n < 0g. Also haben wir:

kP (z)u(z)k2s�1 � C

Z 0

�1
(1 + jxnj)2(s�1)k�(D; z)u(z)(�; xn)k2L2(Rn�1)dxn:

Setzt man nun alle Absch�atzungen zusammen, so erh�alt man die Aussage des
Lemmas.

2

zu 4.

Theorem 2.26 (Fundamentale Absch�atzung)
Seien u(z) = R(z)f , t > 1=2 hinreichend nahe bei 1=2 und P�(z) 2 ~S�.
Dann gibt es zu jedem s > 1=2, N � 1 und �0 2 (0; �) bzw. �0� 2 [��; 1)
Konstanten L;C unabh�angig von z 2 Q, so da�

kP�(z)u(z)ks�1 � C
� LP
m=1

kP (m)
1 (z)fks + kfk�N

+
LP

m=1

kP (m)
2 (z)u(z)k�t + ku(z)ks�N

�
;

wobei P
(m)
j (z) 2 ~S� mit �0 2 (0; �); �0� 2 [��; 1) und supp��(P

(m)
j (z))(x; �),

j = 1; 2; m = 1; : : : ; L in einer hinreichend kleinen Umgebung von
supp��(P�(z))(x; �) f�ur jedes x enthalten sind.

Beweis: Wie im Beweis zu [IK84, Theorem 3.11] w�ahlen wir zwei hinrei-
chend feine Partitionen der Eins f�jgj; f�kgk auf Sn�1 und setzen:

bjk(x; �; z) := �(x)�k(x̂)�j(�̂)p�(x; �; z);
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wobei � 2 C1(Rn) mit supp � 2 Rn n B1(0) und �(x) � 1 auf Rn n B2(0).
Da P�(z) 2 ~S� k�onnen wir o.B.d.A. annehmen, da� bjk(x; �; z) = 0, falls
supp�k und supp�j nicht disjunkt sind. Sind sie disjunkt, so w�ahlen wir
�; � 2 C1(Sn�1), so da�:

�(!) = 1 auf supp �j und �(!) = 1 auf supp�k;

wobei supp � und supp� in einer hinreichend kleinen Umgebung von supp�j
bzw. supp�k enthalten und insbesondere disjunkt sein sollen.

Weiterhin seien �1(x); �2(�) 2 C1(Rn) mit

�1(x) =

�
1; jxj > 1=2
0; jxj < 1=4

; �2(�) =

�
1; jj�j � 1j < �
0; jj�j � 1j > 2"

und wir setzen:
p1(x; �; z) = �1(x)�(x̂)�(�̂)�2(

�p
Re z

):

Damit gilt:

p1(x; �; z)bjk(x; �; z) = bjk(x; �; z): (2.6)

Es seien Bjk(z) und P1(z) die PDOen mit den Symbolen bjk(x; �; z) bzw.
p1(x; �; z). Dann haben wir:

�(Bjk(z)P1(z)) = bjk(x; �; z)+
P

1�j�j�N
1
�!
@�� bjk(x; �; z)D

�
xp1(x; �; z)+qN(x; �; z);

mit qN(x; �; z) 2 ~S(N). Da bjk(x; �; z) 2 ~S� ist, sind @�� bjk(x; �; z) 2 ~S� und
D�

xp1 2 S(1) f�ur j�j � 1, so da�

Bjk(z) = Bjk(z)P1(z) + hxi�1P2(z) +QN(z); (2.7)

mit P2(z) 2 ~S� und QN(z) 2 ~S(N), sowie:

suppx;��(P2(z)) � suppx;��(P�(z)):

Mit Theorem 2.9 (Stetigkeit von PDOen vom Grade m = 0 auf gewichteten
R�aumen) ist

kBjk(z)P1(z)u(z)ks�1 � C kP1(z)u(z)ks�1:

Nach Konstruktion ist der PDO P1(z) vom Typ des speziellen PDOs aus
De�nition 2.24, wobei �1 dem �0 und das �2 dem �, das ein Faktor der
Abschneidefunktion �(�; z) war, entspricht. Mit einer geeigneten Drehung
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des Koordinatensystems, die �1, �2 und kP1(z)u(z)ks�1 invariant l�a�t, sieht
man auch die Entsprechung der Winkelfunktionen � und � ein.

Somit k�onnen wir Lemma 2.25 anwenden und erhalten insgesamt aus
Gleichung (2.7):

kBjk(z)u(z)ks�1 �
� kBjk(z)P1(z)u(z)ks�1 + khxi�1P2(z)u(z)ks�1 + kQN(z)u(z)ks�1
� C

�kP1(z)u(z)ks�1 + kP2(z)u(z)ks�2 + ku(z)ks�1�N
�

(2.8)

� C
�kP 0

1(z)fks+kfk�N+kP 0
2(z)u(z)ks��+kP2(z)u(z)ks�2+ku(z)ks�N

�
;

wobei P 0
1(z); P

0
2(z) 2 ~S� f�ur jedes x 2 Rn ,

supp��(P
0
1(z))(x; �); supp��(P

0
2(z))(x; �) � supp��(P1(z))(x; �):

Da supp��(P1(z))(x; �) in einer hinreichend kleinen Umgebung von
supp��(P�(z))(x; �) enthalten ist, gilt dies auch f�ur P 0

1(z); P
0
2(z).

Mit geeigneter Wahl der Abschneidefunktionen �2 f�ur die zweite Ei-
genschaft sowie � und � f�ur die dritte f�ur ~S�, kann man erreichen, da�
P 0
1(z); P

0
2(z) 2 ~S� mit vorgegebenen �0 2 (0; �) und �0� 2 [��; 1).

Da

�(x)p�(x; �; z) =
P
j;k

bjk(x; �; z)

ist, k�onnen wir aus Absch�atzung (2.8) mit Summation �uber j und k folgern,
da�

kP�(z)u(z)ks�1 � C
� LP
m=1

kP (m)
1 (z)fks + kfk�N

+
LP

m=1

kP (m)
2 (z)u(z)ks�� + ku(z)ks�N

�
; (2.9)

wobei P
(m)
j (z) 2 ~S�; �0 2 (0; �); �0� 2 [��; 1) und supp��(P

(m)
j (z))(x; �); j =

1; 2; m = 1; : : : ; L in einer hinreichend kleinen Umgebung von
supp��(P�(z))(x; �) f�ur jedes x 2 Rn enthalten ist.

Ist s � � + 1 = s � (� � 1) > 1=2, so k�onnen wir Ungleichung (2.9)

benutzen, um den Term kP (m)
2 (z)u(z)ks�� abzusch�atzen und folglich auf der

rechten Seite s� � durch s� � +1� � = s� 2� +1 ersetzen. �Ahnlich wie im
Beweis zu Theorem 2.13 wiederholen wir dieses Vorgehen k-mal, so da� f�ur
s =2 fm(� � 1) + 1=2 jm 2 Ng gilt: s�k(��1) > 1=2 und s�k(��1)��+1 =
s � (k + 1)(� � 1) < 1=2. Wir erhalten dann das gew�unschte Resultat mit
�t � s�1�(k+1)(��1) = s���k(��1). F�ur s 2 fm(��1)+1=2 jm 2 Ng
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f�uhrt man das gleiche Verfahren mit einem � 0 2 (1; �), so da� s =2 fm(� 0 �
1) + 1=2 jm 2 Ng ist, durch.

2

zu 5.:
Bilden wir in der fundamentalen Absch�atzung das Supremum �uber alle

z 2 Q, so erhalten wir:

sup
z2Q

kP�(z)u(z)ks�1 � C sup
z2 �Q

� LP
m=1

kP (m)
1 (z)fks + kfk�N

+
LP

m=1

kP (m)
2 (z)u(z)k�t + ku(z)ks�N

�
� C

�kfks + sup
z2Q

ku(z)k�t
�

� C kfks;
wobei wir im letzten Schritt Theorem 1.3 benutzt haben.

Mit dem Prinzip der Grenzabsorption und der geforderten Stetigkeit
an p(x; �; z) bez�uglich z wissen wir mit den Theoremen 2.4 und 2.9, da�
P�(z)u(z) in L2

�t(R
n), t > 1=2, f�ur Im z ! 0 gegen P�(�)u(� + i0) konver-

giert. Aus der Beschr�anktheit in L2
s�1(R

n), der Konvergenz in L2
�t(R

n) und
der Interpolationsungleichung

8v 2 L2
s�1(R

n) : kvk(s�1)(1��)��t � kvk1��s�1kvk��t; � 2 [0; 1] (2.10)

erhalten wir die Konvergenz in L2
s�1��(R

n) f�ur jedes � > 0.

zu 6.:
Im Fall P+(�)R(� � i0) m�ussen �(!) und �(�!) disjunkten Tr�ager

haben, damit � und x nicht entgegengesetzt gerichtet sein k�onnen. Das
bedeutet aber, da� �n < 0 sein mu�. Man de�niere also � so, da�
supp�(x; �) � f� 2 Rn j �n < 0g ist. Damit man im entsprechenden Beweis
zu Lemma 2.22 zu einem Nenner 6= 0

"
erweitern\ kann, mu� diese Erweite-

rung

�
�
�2n�a

2(x; �) + iIm a1(x; �)
�1=2

+ �n mit Re < 0

sein. Das bedeutet aber, da� auch auf der linken Seite f�ur die Di�erenz

�
�
�2n�a

2(x; �) + iIm a1(x; �)
�1=2

� �n

stehen mu�. Somit mu� man

~g0(x; �; z) =
h
� (�2n�a

2(x; �) + iIm a1(x; �))
1=2 � b(x; �; z)

i�1
 2(

�p
Re z

)
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setzen, wobei Re 1
~g0
< 0 ist, also ~g0 wohlde�niert ist.

Setzen wir nun
~b(x; �0; z) = �b(x; �0; z);

so erh�alt die Gleichung (2.3) wieder die gew�unschte Form der abstrakten
DGL mit ~B(z) dem PDO mit Symbol ~b(x; �0; z). Um die Voraussetzungen
von Theorem 2.19 zu erf�ullen, mu� jedoch Im~b(x; �0; z) � 0 sein, d.h.:

Im~b(x; �0; z) = �Im b(x; �0; z) = �Im z � 0;

also

Im z � 0;

Dies bedeutet, da� z 2 ~Q gew�ahlt werden mu�, damit wir genau wie vorher
vorgehen k�onnen, was dann insgesamt zur Konvergenz von P+(�� i")R(��
i")f in L2

s�1��(R
n) f�ur "! 0 und zur Absch�atzung

kP+(z)R(�� i0)fks�1 � C kfks

f�uhrt. Damit ist der Beweis von Theorem 2.16 vollst�andig.

2

Mit Theorem 2.16 und der Entwicklung der Adjungierten eines PDOs
hat man auch das folgende Theorem (das mit der gleichen Interpretation wie
Theorem 2.16 zu lesen ist):

Theorem 2.27
Sei P�(�) 2 S�. Dann gilt f�ur jedes s > 1=2 und f�ur alle f 2 L2

s(R
n) bzw.

f 2 L2
�s(R

n):

(1) kP �
�(�)R(�� i0)fks�1 � Ckfks; � 2 [a; b];

(2) kR(�� i0)P�(�)fk�s � Ckfk1�s; � 2 [a; b]:

Bemerkung 2.28
Aus Theorem 2.16 erh�alt man sofort f�ur s > 1=2 und f�ur alle f 2 L2

s(R
n)

bzw. f 2 L2
1�s(R

n):

kR(�� i0)P�(�)�fk�s � Ckfk1�s; � 2 [a; b];

beim �Ubergang zur adjungierten Abbildung.
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2.1.3 Zweiseitige Lokalisierungen

F�ur die Formulierung zweiseitiger Lokalisierungen ben�otigen wir die folgende
De�nition:

De�nition 2.29
Die Symbole p(x; �; �); q(x; �; �) 2 S(0) bilden ein disjunktes Paar (vom Typ
I), wenn gilt:

inf
x 2Rn; � 2 [a; b]

dist (supp�p(x; �; �); supp�q(x; �; �)) > 0;

wobei dist (M;N ) den Abstand der Mengen M;N � R
n bezeichnet.

Die folgenden Theoreme lassen sich �ahnlich wie in [IK84] zeigen. Dabei ist
das erste nur der Vollst�andigkeit halber und ohne Beweis aufgef�uhrt.

Theorem 2.30
Es seien P (�); Q(�) 2 S1 und bilden ein disjunktes Paar (vom Typ I).
Dann gilt f�ur jedes s > 0 und f�ur alle f 2 L2

�s(R
n):

kP (�)R(�� i0)Q(�)fks � C kfk�s � 2 [a; b]:

Theorem 2.31
Seien P�(�) 2 S� und Q(�) 2 S1. Angenommen, fP�(�); Q(�)g bilden
disjunkte Paare (vom Typ I). Dann gilt f�ur s; t � 0 und f�ur alle f 2 L2

�t(R
n):

kQ(�)R(�� i0)P�(�)fks � C kfk�t � 2 [a; b]:

Beweis: Wir multiplizieren Gleichung (2.1) mit Q(�) anstelle P (�) von
rechts mit P�(�) und erhalten:

Q(�)R(��i0)P�(�) = 1
�

�
Q0(�)P�(�)�

X
j�j<N

Q�(�)(A+�)�R(��i0)P�(�)

+QN(�)R(�� i0)P�(�)
�
;

wobei 1
�
Q0(�);

1
�
Q�(�) 2 S�2(0), QN (�) 2 S(N) und fQ0(�); P�(�)g bzw.

fQ�(�); P�(�)g disjunkte Paare (vom Typ I) bilden. Da die Symbole von
Q0(�) und P�(�) keinen gemeinsamen Tr�ager in � haben, folgt aufgrund der
Symbolentwicklung aus Theorem 2.6, da� 1

�
Q0(�)P�(�) 2 S(N) f�ur jedes

N 2 N . Mit Theorem 2.27 (2) und der Argumentation aus dem Beweis zu
Theorem 2.13 erhalten wir die Behauptung des Theorems.

2

Gehen wir in Theorem 2.31 zur Adjungierten �uber, so haben wir:
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Theorem 2.32
Seien P�(�); Q(�) wie in Theorem 2.31, dann gilt f�ur alle s; t � 0:

kP�(�)R(�� i0)Q(�)fks � C kfk�t

Das anschlie�ende Theorem dient als Vorbereitung f�ur Theorem 2.34, welches
neben Theorem 2.31 eines der Hauptresultate dieses Abschnitts ist.

Theorem 2.33
Seien P�(�) 2 S�; Q(�) 2 S(0). Angenommen, fP�(�); Q(�)g bilden dis-
junkte Paare (vom Typ I). Dann gilt f�ur jedes s � 0 und t > 1=2 und f�ur
alle f 2 L2

t (R
n) bzw. f 2 L2

�s(R
n):

i) kP�(�)R(�� i0)Q(�)fks � C kfkt � 2 [a; b]

ii) kQ(�)R(�� i0)P�(�)fk�t � C kfk�s � 2 [a; b]

Beweis: Sei u(�) := R(�+ i0)Q(�)f . Mit der fundamentalen Absch�atzung
aus Theorem 2.26 gilt f�ur jedes s > 1=2 und N 2 N :

kP�(�)u(�)ks�1 � C
� LP
m=1

kP (m)
1 (�)Q(�)fks + kQ(�)fk�N

+
LP

m=1

kP (m)
2 (�)u(�)k�t + ku(�)ks�N

�
;

wobei P
(m)
j (�) 2 S� sind und fP (m)

j ; Q(�)g, j = 1; 2, m = 1; : : : ; L, disjunkte

Paare (vom Typ I) bilden. Da P
(m)
1 (�)Q(�) 2 S(N), m = 1; : : : ; L, f�ur be-

liebiges N 2 N ist, kann der erste Term auf der rechten Seite durch Ckfk�N
nach oben abgesch�atzt werden. Der zweite Term kann o�ensichtlich gegen
dieselbe Schranke abgesch�atzt werden. Die verbleibenden Terme k�onnen ge-
gen Cku(�)k�t � C kfkt abgesch�atzt werden, woraus die erste Aussage des
Theorems folgt.
Die zweite folgt, indem man in der ersten zur Adjungierten �ubergeht.

2

Theorem 2.34
Seien P�(�) 2 S� und fP+(�); P�(�)g ein disjunktes Paar (vom Typ I).
Dann gilt f�ur jedes s > 0 und f�ur alle f 2 L2

�s(R
n):

kP�(�)R(�� i0)P�(�)fks � C kfk�s � 2 [a; b]:
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Beweis: Theorem 2.33 besagt, da� f�ur jedes ~s > 0 und t > 1=2 gilt:

kP�(�)R(�+ i0)P+(�)fk~s � C kfkt
kP�(�)R(�+ i0)P+(�)fk�t � C kfk�~s:

Interpolieren wir diese beiden Ungleichungen mit Hilfe des anschlie�enden
Interpolationstheorems 2.35 (vgl. [IK84, Theorem 1.5]), so erhalten wir die
Aussage des Theorems.

Dabei setze man f�ur die Parameter des Interpolationstheorems r := ~s,
s := t, r + q := �t und s + p := �~s. Dann sind r + �q = (1� �)~s � �t und
s + �p = (1 � �)t � �~s. Setzt man f�ur s aus der Behauptung des Theorems
s = r+ �q = (1� �)~s� �t, so ist �s = �t� (1� �)~s � (1� �)t� �~s = s+ �p
f�ur � 2 [1=2; 1). Mit kleinem t und gro�em ~s werden beliebig gro�e Werte f�ur
s erreicht und mit t = ~s und � = 1=2 erreicht man sogar s = 0.

2

Theorem 2.35 (Interpolationstheorem)
Sei A 2 B(L2

s(R
n); L2

r(R
n)) \ B(L2

s+p(R
n); L2

r+q(R
n)) und erf�ulle

kAfkr � C0 kfks; kAfkr+q � C1 kfks+p
f�ur jedes f 2 C10 (Rn). Dann gilt f�ur jedes 0 � � � 1, da� A 2 B(L2

s+�p(R
n),

L2
r+�q(R

n)) und

kAfkr+�q � C1��
0 C�

1 kfks+�p:

2.2 Di�erenzierbarkeit und lokal gleichm�a�i-

ge Beschr�anktheit der Ableitungen

In diesem Abschnitt zeigen wir die lokale Di�erenzierbarkeit der Resolvente
auf dem kontinuierlichen Spektrum. �Ahnlich wie in [Iso85, Theorem 1.8 und
1.9] betrachten wir zun�achst Potenzen der Resolvente und sch�atzen diese
im Ganzraumfall in geeignet gewichteten R�aumen gegen die rechte Seite ab.
�Uber die Beziehung

�
d
d�

�N
R(� � i") = N !R(� � i")N+1 f�ur " > 0 erhalten

wir dann die Di�erenzierbarkeit.
Im zweiten Teilabschnitt behandeln wir den Au�enraumfall, den wir mit

einer Abschneidetechnik auf den Ganzraumfall zur�uckf�uhren (vgl. auch [Iso87]).

2.2.1 Ganzraumfall

Bevor wir die Absch�atzung von Potenzen der Resolvente mit einem Indukti-
onsbeweis zeigen, f�uhren wir noch eine abk�urzende Schreibweise ein. Weiter-
hin zeigen wir ein Kriterium, wann zwei Operatoren aus S� ein disjunktes
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Paar (vom Typ I) bilden. Dies stellt einen Zusammenhang zwischen den von
Isozaki in [Iso85] de�nierten disjunkten Paaren vom Typ I und II her.

De�nition 2.36
Es sei z 2 Q. Dann ist der in z 2 Q stetige Operator T (z) in

C(Q;L2
s; L

2
r);

wenn der starke Grenzwert s- lim"&0 T (�+i") =: T (�+i0) in B(L2
s(R

n); L2
r(R

n))
existiert und f�ur � 2 [a; b] gilt:

kT (�+ i0)fkr � C kfks:
Lemma 2.37
Es seien P�(�) 2 S�, und fP+(�); P�(�)g bilden ein disjunktes Paar vom
Typ II, das hei�t f�ur die zugeh�origen Symbole p�(x; �; �) gelte:

Es gibt ein � 2 (0; 1) und �1 < �� < �+ < 1, so da�

p�(x; �; �) = 0; f�ur j j�jp
�
� 1j > �; � 2 [a; b]

p+(x; �; �) = 0 x̂ � �̂ < �+; � 2 [a; b]

p�(x; �; �) = 0 x̂ � �̂ > ��; � 2 [a; b]

und p+(x; �; �) = 0 oder p�(x; �; �) = 0 in einer Umgebung von x = 0.
Dann bilden fP+(�); P�(�)g ein disjunktes Paar vom Typ I, d.h. es gilt

inf
x 2Rn; � 2 [a; b]

dist (supp� p+(x; �; �); supp� p�(x; �; �)) > 0:

Beweis: F�ur festes x 2 Rn und � 2 R sind die Tr�ager von p+(x; �; �) und
p�(x; �; �) in den Mengen

H+ := f� 2 R
n j j j�jp

�
� 1j � �; x̂ � �̂ � �+g

bzw. H� := f� 2 R
n j j j�jp

�
� 1j � �; x̂ � �̂ � ��g

enthalten. Wegen der Voraussetzung �� < �+ sind H+ und H� disjunkt.
Da sie kompakte Mengen bilden, gibt es Punkte, die den Abstand realisie-
ren. Mit dist (H+; H�) haben wir eine untere Schranke f�ur den Abstand
dist (supp� p+(x; �; �); supp� p�(x; �; �)).

Es ist nun � = �k+ �?, wobei �k der Anteil von � parallel zu x und �? der
Anteil von � senkrecht zu x ist. Dann haben wir f�ur � 2 H+ und �0 2 H�:

j� � �0j2 = j�k � �0kj2 + j�? � �0?j2 � j�k � �0kj2:
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x x

�? �?

� �

� �

H+ H+

H�

H�

��

�0�

��
�0�

- -

6 6

Bild 1: �� < 0 < �+ Bild 2: �� > 0

Der Abstand j� � �0j wird dann minimal, wenn j�? � �0?j minimal ist, was
wiederum der Fall ist, wenn �? und �0? dieselbe Richtung haben. Dies k�onnen
wir ohne Einschr�ankung annehmen, da H� invariant unter Rotationen um
die x-Achse ist. F�ur � und �0, die in der Richtung der senkrechten Kompo-
nente �ubereinstimmen, betrachten wir die Ebene im �-Raum, die durch diese
Richtung und die x Richtung aufgespannt wird. Dort haben wir Bilder wie
Bild 1 oder Bild 2 bzw. die zu Bild 2 symmetrische Situation f�ur �� < 0. Die
konzentrischen Kreise um den Nullpunkt haben die Radien (1 � �)

p
�,
p
�

bzw. (1 + �)
p
�, so da� die Mengen H� zwischen den beiden �au�eren liegen.

Weiter ist der Winkelbereich H+ um x durch �+ = cos(�
2
) bestimmt und der

"
entgegengesetzte\ H� durch �� = cos(� � �

2
).

Eine untere Schranke f�ur dist (H+; H�) ist die L�ange der eingezeichneten
Sehne des innersten Kreises, die die Eckpunkte �� und �0� der verschiedenen
Winkelbereiche (auf derselben Seite von x) verbindet. Eine untere Schranke
f�ur die L�ange dieser Sehne ist f�ur jede Wahl von �1 < �� < �+ < 1 die Dif-

ferenz der Anteile �
k
� ; �0�

kder Eckpunkte in Richtung von x. F�ur die Di�erenz
berechnen wir:

�k� � �0�
k
= (1� �)

p
� cos(�

2
)� (1� �)

p
� cos(� � �

2
) = (1� �)

p
�(�+ � ��)

� (1� �)
p
a(�+ � ��)

Wir haben also insgesamt f�ur alle � 2 supp� p+(x; �; �) und �
0 2 supp� p�(x; �; �):

j� � �0j � (1� �)
p
a(�+ � ��) =: c(�; a; ��) > 0:
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Da c(�; a; ��) > 0 nicht von x oder � abh�angt, k�onnen wir das In�mum
bilden und erhalten:

inf
x 2Rn; � 2 [a; b]

dist (supp� p+(x; �; �); supp� p�(x; �; �)) � c(�; a; ��) > 0:

2

Bemerkung 2.38
1. Der Beweis des nachfolgenden Theorems, in welchem die Potenzen der

Resolvente abgesch�atzt werden, basiert auf dem PdGA und den mikro-
lokalen Resolventenabsch�atzungen aus den Theoremen 2.13, 2.16, 2.34
und 2.31. Das bedeutet insbesondere, da� es f�ur die sp�atere �Ubertra-
gung auf den Au�enraum gen�ugt, diese Resultate auch f�ur den Au�en-
raumfall zu zeigen.

2. Aus den mikrolokalen Resolventenabsch�atzungen folgt, �ahnlich wie am
Ende vom Beweis zu Theorem 2.16, mit der Interpolationsungleichung
(2.10), da� der starke Grenzwert von Produkten aus PDOen und Resol-
vente f�ur " & 0 als beschr�ankter Operator, der in einen etwas st�arker
gewichteten Raum abbildet existiert. F�ur das Produkt P�(�)R(�� i")
aus Theorem 2.16 bedeutet das beispielsweise: 9 s-lim

"&0
P�(�)R(�� i")

in B(L2
s(R

n); L2
s�1��(R

n)) f�ur jedes � > 0.

Theorem 2.39
F�ur alle N 2 N, s > 1=2 und � 2 [a; b] gelten:

1. 9s- lim"&0R(�� i")N =: R(� � i0)N in B(L2
s+N�1(R

n); L2
�s�N+1(R

n)),
und es ist

kR(�� i0)Nfk�s�N+1 � C kfks+N�1;

2. Seien P�(�) 2 S� mit � 2 (0; 1) (in der zweiten S� de�nierenden Be-
dingung). Dann gilt: 8 t � N + s; � > 0 : 9 s- lim"&0 P�(�)R(�� i")N

in B(L2
t (R

n); L2
t�N��(R

n)), und es ist

kP�(�)R(�� i0)Nfkt�N � C kfkt;

3. Seien P�(�) 2 S� mit � 2 (0; 1). Dann gilt: 8 t � N + s; � > 0 :
9 s-lim"&0R(�� i")NP�(�) in B(L2

�t+N (R
n); L2

�t��(R
n)), und es ist

kR(�� i0)NP�(�)fk�t � C kfk�t+N ;
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4. Seien P�(�) 2 S� mit � 2 (0; 1) und fP+(�); P�(�)g bilden ein dis-
junktes Paar vom Typ II (vgl. Lemma 2.37). Dann gilt: 8 t > 0 :
9 s-lim"!0 P�(�)R(�� i")NP�(�) in B(L2

�t(R
n); L2

t (R
n)), und es ist

kP�(�)R(�� i0)NP�(�)fkt � C kfk�t;

5. Sei Q(�) 2 S1; t � s + N � 1. Dann gilt: 8 � > 0 :
9 s- lim"&0Q(�)R(�� i")N in B(L2

t (R
n); L2

t�N+1��(R
n)), und es ist

kQ(�)R(�� i0)Nfkt�N+1 � C kfkt;

wobei jeweils C = C(a; b; N) ist.

Beweis: Induktion �uber N :
Induktionsanfang N = 1:

1. Theorem 1.3

2. Theorem 2.16

3. Theorem 2.27

4. Lemma 2.37 und Theorem 2.34

5. Theorem 2.13

Induktionsannahme: Behauptungen 1.{5. gelten f�ur N .

Induktionsschritt N ! N + 1:
Wir w�ahlen die folgenden Abschneidefunktionen aus C1(Rn) bzw. C1(R):

�0(�) =

(
1; jj�j � 1j<�
0; jj�j � 1j>2�

; �0(x) =

(
1; jxj<1

0; jxj>2
; �+(w) =

(
0; w < ~�+

1; w> ~��
;

(2.11)

�1(�) = 1� �0(�); �1(x) = 1� �0(x); ��(w) = 1� �+(w);

wobei � 2 (0; 1) und�1 < ~�+ < ~�� < 1 sind, und es seien nun A(�); B(�); ~P�(�)
die PDOen mit den Symbolen

�1(
�p
�
); �0(x)�0(

�p
�
); �1(x)��(x̂ � �̂)�0( �p

�
):

Dann sind A(�) 2 S1; ~P�(�) 2 S�, das Symbol von B(�) hat kompakten
Tr�ager in x und es gilt:

A(�) +B(�) + ~P+(�) + ~P�(�) = Id:
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F�ur den Induktionsschritt werden wir in jedem Teil des Theorems den (N+1)-
ten Term mit Hilfe dieser Identit�at aufspalten und dann die einzelnen Terme
mit der Induktionsvoraussetzung und anderen, bereits gezeigten Resultaten
behandeln.
Beweis von 1. f�ur N + 1: Wir spalten R(�+ i")N+1 wie folgt auf:

R(�+ i")N+1 = R(�+ i")NA(�)R(�+ i") +R(�+ i")NB(�)R(�+ i")

+R(�+ i")N ~P+(�)R(�+ i") +R(�+ i")N ~P�(�)R(�+ i") (2.12)

i) Nach Theorem 2.13 ist A(�)R(� + i") 2 C(Q;L2
s+N�1; L

2
s+N�1) und

mit der Induktionsannahme f�ur 1. R(� + i")N 2 C(Q;L2
s+N�1,

L2
�s�N+1): Somit ist der erste Term in C(Q;L2

s+N�1; L
2
�s�N+1) und we-

gen s+N � 1 � s+ (N + 1)� 1 = s+N auch in

C(Q;L2
s+(N+1)�1; L

2
�s�(N+1)+1) = C(Q;L2

s+N ; L
2
�s�N):

ii) Da das Symbol von B(�) kompakten Tr�ager in x hat, gilt:
R(�+ i")NB(�) 2 C(Q;L2

�s; L
2
�s�N+1): Kombiniert mit Theorem 1.3

ergibt dies, da� der zweite Term zu C(Q;L2
s; L

2
�s�N+1); also auch zu

C(Q;L2
s+N ; L

2
�s�N)

geh�ort.

iii) Mit Theorem 1.3 und der Induktionsannahme 3. haben wir mit einem
~s 2 (1=2; s), da� R(�+ i") 2 C(Q;L2

s; L
2
�~s) und R(� + i")N ~P+(�) 2

C(Q;L2
�~s; L

2
�s�N), (~s = s+� mit einem � > 0). Also ist der dritte Term

in
C(Q;L2

s; L
2
�s�N) � C(Q;L2

s+N ; L
2
�s�N):

iv) Benutzen wir die Induktionsannahmen f�ur 1. und 2., so haben wir
f�ur � 2 (0; s � 1=2): ~P�(�)R(� + i") 2 C(Q;L2

s+N ; L
2
s+N�1��); und

R(�+ i")N 2 C(Q;L2
s��+N�1; L

2
�s+��N+1), womit der vierte Term zu

C(Q;L2
s+N ; L

2
�s+��N+1) � C(Q;L2

s+N ; L
2
�s�N)

geh�ort.

Also k�onnen wir insgesamt

R(�+ i")N+1 2 C(Q;L2
s+N ; L

2
�s�N)

folgern und erhalten so den Induktionsschritt f�ur den 1. Teil.
(2)
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Beweis von 2. f�ur N + 1: Zu dem von P�(�) per De�nition vorgege-
benen �� w�ahlen wir ~�+ 2 (��; 1) und ~�� 2 (~�+; 1) und de�nieren wie in
(2.11) die Abschneidefunktionen �0; �1; �0; �1 und ��, sowie die Operatoren
A(�); B(�) und ~P�(�). Wir multiplizieren die (2.12) entsprechende Gleichung
von links mit P�(�):

P�(�)R(�+ i")N+1 = P�(�)R(�+ i")NA(�)R(�+ i")

+ P�(�)R(�+ i")NB(�)R(�+ i") + P�(�)R(�+ i")N ~P+(�)R(�+ i")

+ P�(�)R(�+ i")N ~P�(�)R(�+ i"):

Mit �ahnlichen Methoden wie f�ur 1. zeigt man, da�:

P�(�)R(�+ i")NA(�)R(�+ i")
P�(�)R(�+ i")NB(�)R(�+ i")

P�(�)R(�+ i")N ~P�(�)R(�+ i")

9=; 2 C(Q;L2
t ; L

2
t�N�1��)

f�ur t � N + 1 + s und � > 0.
W�ahrend f�ur die Diskussion des Terms P�(�)R(� + i")N ~P�(�)R(� + i") le-
diglich die Eigenschaft ~P�(�) 2 S� ausgenutzt wird, benutzen wir f�ur die
Behandlung des Terms P�(�)R(� + i")N ~P+(�)R(� + i") die Induktionsvor-
aussetzung 4. ( da ~P+(�) "

auf der falschen Seite steht\). Dies ist m�oglich, da
~p�(x; �; �) = �1(x)��(x̂ � �̂)�0( �p

�
) ist, und nach der Wahl ~�+ > �� und mit

der Abschneidefunktion �1 die Operatoren fP�(�); ~P+(�)g ein disjunktes
Paar vom Typ II bilden.

Mit der Induktionsvoraussetzung 4. ist demnach P�(�)R(�+i")N ~P+(�) 2
C(Q;L2

�s; L
2
r) f�ur jedes r > 0. Kombiniert man dies mit Theorem 1.3, so folgt,

da� P�(�)R(�+ i")N ~P+(�)R(�+ i") 2 C(Q;L2
s; L

2
r) f�ur jedes r > 0, also auch

P�(�)R(�+ i")N ~P+(�)R(�+ i") 2 C(Q;L2
t ; L

2
t�N�1��)

f�ur alle t � N + 1 + s (und � < s). Die behauptete Absch�atzung folgt mit
den Induktionsvoraussetzungen f�ur 2. und 3. gem�a� der obigen Aufteilung.
Somit folgt der Induktionsschritt f�ur den 2. Teil.

(2)

Beweis von 3. f�ur N +1: Mit der asymptotischen Entwicklung des Sym-
bols von P�(�)� haben wir:

P�(�)� = P
(m)
� (�) +Qm(�);

wobei P
(m)
� (�) 2 S� und f�ur das Symbol qm(x; �; �) von Qm(�) gilt:

jD�
x@

�
� qm(x; �; �)j � C�;�hxi�m�j�jh�i�j�j:
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Ist t � N + s und m � s+ t� 1 () m > N), so gilt:

kP�(�)�R(�� i")N+1fkt�(N+1) � kP (m)
� (�)R(�� i")N+1fkt�(N+1)

+ kQm(�)R(�� i")N+1fkt�(N+1)

� C kfkt;
wobei wir 1. und 2. f�ur N + 1 ausgenutzt haben. Der �Ubergang zur Adjun-
gierten bringt dann

kR(�� i")N+1P�(�)fk�t � C kfk�t+N ;
also folgt 3. f�ur N + 1 aus 1. und 2. f�ur N + 1.

(2)

Beweis von 4. f�ur N+1: Da fP+(�); P�(�)g ein disjunktes Paar vom Typ
II bilden, ist �1 < �� < �+ < 1. Wir w�ahlen ~�� so, da� �� < ~�+ < ~�� < �+
in der De�nition der Funktionen �� und setzen wie gehabt

~p�(x; �; �) = �1(x)��(x; �)�0(
�p
�
):

Dann bilden

f ~P+(�); P�(�)g und f ~P�(�); P+(�)g
disjunkte Paare vom Typ II.

Multiplizieren wir die (2.12) entsprechende Gleichung von links mit P�(�)
und von rechts mit P+(�), so k�onnen wir f�ur die einzelnen Terme wie folgt
argumentieren:

i) Nach De�nition von S� liegt der Tr�ager von p�(x; �; �) in einer Um-
gebung der Sph�are f� j j�j =

p
�g. D.h. bei geeigneter Wahl von � f�ur

A(�) bilden fA(�); P+(�)g ein disjunktes Paar vom Typ I.

Nach Theorem 2.31 gilt dann A(�)R(� + i")P+(�) 2 C(Q;L2
�~t
; L2

~t
) f�ur

jedes ~t > 0. Mit der Induktionsvoraussetzung 2. wissen wir au�erdem,
da� P�(�)R(� + i")N 2 C(Q;L2

~t
; L2

~t�N�1) ist. Also ist der erste Term
f�ur jedes t > 0 in

C(Q;L2
�t; L

2
t ):

ii) Wegen des kompakten Tr�agers in x ist es leicht zu zeigen, da� der zweite
Term in

C(Q;L2
�t; L

2
t )

liegt.
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iii) In Theorem 2.27 (2) hatten wir 8 t > 1=2: kR(� + i")P+(�)fk�t �
C kfk1�t, woraus R(�+ i")P+(�) 2 C(Q;L2

�t; L
2
�t�2) f�ur t > 0 folgt. Da

fP�(�); ~P+(�)g ein disjunktes Paar vom Typ II bilden, haben wir f�ur
t > 0: P�(�)R(� + i")N ~P+(�) 2 C(Q;L2

�t�2; L
2
t ). Also liegt der dritte

Term in

C(Q;L2
�t; L

2
t ):

iv) Da f ~P�(�); P+(�)g ein disjunktes Paar vom Typ II bilden, ist ~P�(�)R(�+
i")P+(�) 2 C(Q;L2

�t; L
2
t ) f�ur t > 0. Kombiniert man dies mit der In-

duktionesvoraussetzung f�ur 2., so folgt, da� der vierte Term f�ur alle
t > 0 in C(Q;L2

�t; L
2
t�N ), und somit auch in

C(Q;L2
�t; L

2
t )

liegt.

Insgesamt folgt hieraus der Induktionsschritt f�ur den 4. Teil.
(2)

Beweis von 5. f�ur N + 1: Wir werden das folgende absch�atzen:

Q(�)R(�+i")N+1 = Q(�)R(�+i")A(�)R(�+i")N+Q(�)R(�+i")B(�)R(�+i")N

+Q(�)R(�+ i") ~P+(�)R(�+ i")N +Q(�)R(�+ i") ~P�(�)R(�+ i")N :

Die Behandlung der ersten beiden Terme ist einfach. Wir m�ussen nur die
Induktionsvoraussetzung f�ur 1. und 5. und Theorem 2.13 anwenden, um ein-
zusehen, da� sie f�ur t � N + s in C(Q;L2

t ; L
2
t�N) liegen.

Da Q(�) 2 S1 k�onnen wir nach einer geeigneten Wahl von � f�ur ~P+(�)
annehmen, da� fQ(�); ~P+(�)g ein disjunktes Paar vom Typ I bilden. Mit
Theorem 2.33 ist dann Q(�)R(�+ i") ~P+(�) 2 C(Q;L2

�t; L
2
t ) f�ur t > 0. Kom-

biniert man dies mit der Induktionsannahme f�ur 1., so erh�alt man, da� der
dritte Term f�ur s > 0 in C(Q;L2

s+N ; L
2
t ), also in

C(Q;L2
t ; L

2
t�N )

f�ur t � N + s liegt.
Um den vierten Term zu behandeln, benutzen wir die Induktionsvor-

aussetzung f�ur 2. und beachten, da� nach Theorem 2.13 Q(�)R(� + i") 2
C(Q;L2

s�N�~�
; L2

s�N��), 0 < ~� < � ist. Also liegt der vierte Term in

C(Q;L2
t ; L

2
t�N��):
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Fassen wir alle Aussagen zusammen, so folgt der Induktionsschritt f�ur den 5.
Teil.

(2)

Der Beweis f�ur den R(�� i0){Fall verl�auft analog.
2

Mit der Formel�
d

d�

�N

R(�+ i") = N ! (R(�+ i"))N+1 ; " > 0

k�onnen wir, da sowohl die Resolvente selbst als auch ihre Ableitungen f�ur
" ! 0 konvergieren, nun die starke Di�erenzierbarkeit der Resolvente auf
der reellen Achse folgern:

Theorem 2.40
Sei s > 1=2 und N 2 N . Dann ist die fortgesetzte Resolvente R(� � i0) als
Operator in B(L2

s+N (R
n); L2

�s�N(R
n)) N -mal stark di�erenzierbar und es gilt

f�ur alle � 2 [a; b]:

1. 


� d

d�

�N
R(�� i0)f





�s�N

� C kfks+N ;

2. Sei P�(�) 2 S�, dann gilt f�ur jedes t � N + 1 + s:


P�(�)� d

d�

�N
R(�� i0)f





t�N�1

� C kfkt;


h� d

d�

�N
R(�� i0)

i
P�(�)f





�t

� C kfk�t+N+1;

3. Sei P�(�) 2 S� und fP+(�); P�(�)g bilden ein disjunktes Paar vom
Typ II (vgl. Lemma 2.37), dann gilt f�ur jedes t > 0:


P�(�)h� d

d�

�N
R(�� i0)

i
P�(�)f





t
� C kfk�t;

4. Sei Q(�) 2 S1, dann gilt f�ur jedes t > 0:


Q(�)� d

d�

�N
R(�� i0)f





t�N

� C kfkt;

mit jeweils C = C(a; b; N).
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Das ist das Analogon zu [Iso85, Theorem 1.9] von Isozaki f�ur den Ganzraum-
fall des in Kapitel 1 de�nierten St�orung des Laplaceoperators mit variablen
Koe�zienten.

Bemerkung 2.41
In den Arbeiten [IK84], [IK85] und [Iso85] werden Schr�odingeroperatoren mit
langreichweitigem Potential betrachtet. Deswegen sollte es auch f�ur die hier
betrachteten St�orungen des negativen Laplaceoperators kein Problem sein,
die Di�erenzierbarkeit der Resolvente in � � a > 0 mit der abgeschw�achten
Bedingung

9~� > 0 8� 2 N
n
0 : @�x a0(x) = O(jxj�~��j�j) f�ur jxj ! 1

an die Abklingeigenschaften von der Koe�zientenfunktion a0 zu zeigen.
Dies wird sich wohl auch auf den Au�enraumfall �ubertragen lassen, dort

aber nicht auf die Hochfrequenzergebnisse f�ur den Schr�odingeroperator, da in
den Voraussetzungen 1.5 ein besseres Abklingen des Potentials verlangt wird.
Ebenso wird bei den Niederfrequenzbetrachtungen ein st�arkes Abklingen des
Koe�zienten gefordert (vgl. � > 2 in Theorem 1.3 f�ur � � 0), so da� sich
wohl auch hier die Ergebnisse nicht auf den langreichweitigen Fall �ubertragen
lassen.

In den Anwendungen, wie beispielsweise bei der Existenz der verallgemei-
nerten Fouriertransformation, wird in dieser Arbeit jedoch das kurzreichwei-
tige Verhalten des

"
Potentials\ a0 ausgenutzt.

2.2.2 Au�enraumfall

Es sei nun 
 � Rn ein Au�engebiet und A die in Kapitel 1 eingef�uhrte
St�orung des Laplaceoperators mit variablen Koe�zienten. Auch in diesem
Falle l�a�t sich die Di�erenzierbarkeit und die lokal gleichm�a�ige Beschr�ankt-
heit der Ableitungen der Resolvente beweisen. Dazu werden wir zeigen, da�
sich die mikrolokalen Resolventenabsch�atzungen aus Abschnitt 2.1, also die
Theoreme 2.13, 2.16, 2.34 und 2.31, auf den Au�enraumfall �ubertragen las-
sen. So sind dann mit dem entsprechenden PdGA alle Voraussetzungen f�ur
Theorem 2.39 auch in diesem Fall gegeben. Wir erhalten in entsprechender
Weise das folgende, auf den ersten und f�ur uns wesentlichen Punkt zusam-
mengefa�te Resultat:

Theorem 2.42
Seien s > 1=2 und N 2 N. Dann gilt f�ur � 2 [a; b]: 9s- lim"&0R(�� i")N =:
R(�� i0)N in B(L2

s+N�1(
); L
2
�s�N+1(
)) und es ist

kR(�� i0)Nfk�s�N+1 � C kfks+N�1
mit C = C(a; b; N).
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Beweis: Es sei � 2 C1(Rn), 0 � � � 1, eine Abschneidefunktion mit

�(x) =

(
1; jxj > R + 1

0; jxj < R;

so da� supp � � 
, und ~A ein Operator, der A auf den Rn glatt fortsetzt
(also insbesondere die Koe�zienten a0; ajk).

Dann gilt auf L2(
) die Operatoridentit�at:

�R(z) = ~R(z)� + ~R(z)[ ~A; �]R(z); (2.13)

wobei ~R die Resolvente des Operators ~A bezeichnet. Au�erdem werden L2(
){
Funktionen durch 0 zu L2(Rn){Funktionen fortgesetzt und nach Anwendung
der Ganzraumoperatoren wiederum nur auf 
 betrachtet.

Der Kommutator [ ~A; �] = �(@jajk@k�)� 2ajk(@j�)@k ist ein Di�erential-
operator erster Ordnung dessen Koe�zientenfunktionen kompakten Tr�ager
in 
 haben (es treten nur Ableitungen von � auf).

Weiterhin l�a�t sich Pf�g(�)� f�ur P�(�) 2 S�; P (�) 2 S1 in der Form

Pf�g(�)� = Pf�g(�)� P1
f�g(�);

schreiben, wobei P1
f�g(�) = Pf�g(�)(1��) ein PDO ist, dessen Symbol schnell

in x abf�allt, da (1� �) kompakten Tr�ager in x hat. Letzteres bedeutet nach
Theorem 2.9 insbesondere, da� der Operator zwischen beliebig gewichteten
R�aumen abbildet, da (1� �) 2 S(�) f�ur beliebiges � ist.

Es sollen nun die Theoreme 2.13, 2.16, 2.34 und 2.31 f�ur den Au�enraum-
fall gezeigt werden:

�Ubertragung von Theorem 2.13:
Mit Identit�at (2.13) und dem obigen haben wir:

P (�)R(�� i0) = P1(�)R(�� i0) + P (�)�R(�� i0)

=P1(�)R(�� i0) + P (�) ~R(�� i0)� + P (�) ~R(�� i0)[ ~A; �]R(�� i0)

=P1(�)R(�� i0) + P (�) ~R(�� i0)�

� P (�) ~R(�� i0)
�
(@jajk@k�) + 2ajk(@j�)@k

�
R(�� i0):

Da P1(�) ein PDO mit in x schnell abfallendem Symbol ist, erhalten wir
mit dem PdGA und Theorem 2.13, da�

P1(�)R(�� i0); P (�) ~R(�� i0) 2 B(L2
s(
); L

2
s(
)):
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Wegen des kompakten Tr�agers sind @jajk@k�; ajk(@j�) 2 B(L2
�s(
); L

2
s(
))

und mit dem Regularit�atslemma 1.1 ist auch @kR(��i0) 2 B(L2
s(
); L

2
�s(
)).

Somit gilt:

P (�) ~R(�� i0)
�
(@jajk@k�) + 2ajk(@j�)@k

�
R(�� i0) 2 B(L2

s(
); L
2
s(
));

so da� insgesamt f�ur s > 1=2

P (�)R(�� i0) 2 B(L2
s(
); L

2
s(
))

ist und es gilt die Absch�atzung:

kP (�)R(�� i0)fks � Ckfks:
�Ubertragung von Theorem 2.16:

Die �Ubertragung von Theorem 2.16 verl�auft wie die von Theorem 2.13:
Wir schreiben wieder mit Identit�at (2.13):

P�(�)R(�� i0) = P1
� (�)R(�� i0) + P�(�) ~R(�� i0)�

� P�(�) ~R(�� i0)
�
(@jajk@k�) + 2ajk(@j�)@k

�
R(�� i0):

Da P1
� (�) wieder ein PDO mit in x schnell abfallendem Symbol ist, erhalten

wir mit dem PdGA und Theorem 2.16:

P1
� (�)R(�� i0); P�(�) ~R(�� i0) 2 B(L2

s(
); L
2
s�1��(
)):

Wie oben k�onnen wir schlie�en, da�:

P�(�) ~R(�� i0)
�
(@jajk@k�) + 2ajk(@j�)@k

�
R(�� i0) 2 B(L2

s(
); L
2
s�1��(
))

ist, also insgesamt, da� f�ur s > 1=2, � > 0

P�(�)R(�� i0) 2 B(L2
s(
); L

2
s�1��(
))

ist und die Absch�atzung:

kP�(�)R(�� i0)fks�1 � Ckfks
gilt.

�Ubertragung von Theorem 2.34:
Mit Identit�at (2.13) haben wir f�ur ein disjunktes Paar fP+(�); P�(�)g

(vom Typ I):

P�(�)R(�� i0)P�(�) = P1
� (�)R(�� i0)P�(�) + P�(�) ~R(�� i0)�P�(�)

� P�(�) ~R(�� i0)
�
(@jajk@k�) + 2ajk(@j�)@k

�
R(�� i0)P�(�);
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wobei P1
� (�) ein PDO mit in x schnell abfallendem Symbol ist und wegen

� 2 S(0) auch f�P+(�); P�(�)gbzw. fP+(�); �P�(�)g disjunkte Paare (vom
Typ I) bilden.

Nehmen wir in der �Ubertragung von Theorem 2.16 die Adjungierte (bzw.
nehmen wir die adjungierte Absch�atzung von Theorem 2.16, die in Theorem
2.27 formuliert ist, und �ubertragen diese mit der entsprechenden Resolven-
tenidentit�at f�ur R(z)�), so erhalten wir f�ur s > 1=2 und � > 0:

R(�� i0)P�(�) 2 B(L2
1�s+�(
); L

2
�s(
)):

Benutzen wir dies und Theorem 2.34, sowie die im Beweis auftretenden
Absch�atzungen, so l�a�t sich die �Ubertragung mit t > 0 und s > 1=2 zei-
gen:

P1
� (�)R(�� i0)P�(�) 2 B(L2

�t(
); L
2
t (
))

P�(�) ~R(�� i0)�P�(�) 2 B(L2
�t(
); L

2
t (
)):

Weiter ist

P�(�) ~R(�� i0)
�
(@jajk@k�)+2ajk(@j�)@k

�
R(�� i0)P�(�) 2 B(L2

s(
); L
2
t (
))

und wir haben insgesamt ist f�ur t > 0 und s > 1=2

P�(�)R(�� i0)P�(�) 2 B(L2
s(
); L

2
t (
))

sowie die Absch�atzung:

kP�(�)R(�� i0)P�(�)fkt � Ckfks:
Geht man nun zur Adjungierten �uber, so erh�alt man entsprechend f�ur t > 0
und s > 1=2:

P�(�)R(�� i0)P�(�) 2 B(L2
�t(
); L

2
�s(
))

und die Absch�atzung

kP�(�)R(�� i0)P�(�)fk�s � Ckfk�t:
Interpoliert man die letzten beiden F�alle wie im Beweis zu Theorem 2.34 mit
Hilfe des Interpolationstheorems 2.35, so erh�alt man f�ur alle ~t > 0:

P�(�)R(�� i0)P�(�) 2 B(L2
�~t(
); L

2
~t (
))

und die Absch�atzung:

kP�(�)R(�� i0)P�(�)fk~t � Ckfk�~t:
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�Ubertragung von Theorem 2.31:

Die �Ubertragung von Theorem 2.31 verl�auft wie die von Theorem 2.34:
Mit dem �Ubergang zur Adjungierten in der �Ubertragung von Theorem 2.13
haben wir f�ur s > 1=2 und � > 0

R(�� i0)Q(�) 2 B(L2
�s��(
); L

2
�s(
)):

Da fQ(�); P�(�)g disjunkte Paare (vom Typ I) bilden, k�onnen wir hiermit
und mit Theorem 2.31 bzw. Theorem 2.32 nun f�ur t > 0 und s > 1=2 auf

Q(�)R(�� i0)P�(�) 2 B(L2
s(
); L

2
t (
))

P�(�)R(�� i0)Q(�) 2 B(L2
s(
); L

2
t (
))

sowie die Absch�atzungen:

kQ(�)R(�� i0)P�(�)fkt � Ckfks
kP�(�)R(�� i0)Q(�)fkt � Ckfks

schlie�en. Durch �Ubergang zur Adjungierten und Interpolation erh�alt man
wie oben f�ur alle ~t > 0:

Q(�)R(�� i0)P�(�) 2 B(L2
�~t(
); L

2
~t (
))

und die Absch�atzung:

kQ(�)R(�� i0)P�(�)fk~t � Ckfk�~t;

woraus die �Ubertragung von Theorem 2.31 folgt.
Mit den auf den Au�enraum �ubertragenen mikrolokalen Resolventen-

absch�atzungen und dem PdGA aus Theorem 1.3 folgt nun das Analogon zu
Theorem 2.39 f�ur den Fall eines Au�engebiets und somit auch die Aussage
des Theorems.

2

Wie im Ganzraumfall k�onnen wir nun �uber die Beziehung�
d
d�

�N
R(�� i") = N !R(�� i")N+1 auf die Di�erenzierbarkeit schlie�en:

Theorem 2.43
Seien s > 1=2 und N 2 N . Dann ist R(� � i0) als Operator in
B(L2

s+N(
); L
2
�s�N(
)) N{mal stark di�erenzierbar und es gilt f�ur alle

� 2 [a; b]: 


� d

d�

�N
R(�� i0)f





�s�N

� Ckfks+N ;
mit C = C(a; b; N).
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2.3 Hochfrequenzergebnisse f�ur den Schr�odin-

geroperator

Auch bez�uglich der Di�erenzierbarkeit lassen sich im Spezialfall des Schr�odin-
geroperators weitreichendere Resultate bez�uglich der Hochfrequenzasympto-
tik zeigen.

An dieser Stelle �ubernehmen wir f�ur den Ganzraumfall direkt die Re-
sultate von Isozaki (vgl. [Iso85, Theorem 1.8 und 1.9]), die sogar f�ur lang-
reichweitige Potentiale, d.h. lediglich � > 0 f�ur die Abklingrate, gelten. Im
Gegensatz zum Fall der St�orung durch variablen Koe�zienten, lassen sich
hier f�ur die Potenzen bzw. die Ableitungen der Resolvente auf dem kontinu-
ierlichen Spektrum sogar Abklingraten f�ur gro�e � zeigen.

Theorem 2.44
Es seien A = �� + V , s > 1=2 und N 2 N . Dann gilt f�ur � � a > 0:
9s- lim"!0RS(�� i")N =: RS(�� i0)N in B(L2

s+N�1(R
n); L2

�s�N+1(R
n)) und

es ist
kRS(�� i0)Nfk�s�N+1 � C��N=2 kfks+N�1

mit C = C(a;N).

Theorem 2.45 (Ganzraumfall)
Es seien A = ��+V , s > 1=2 und N 2 N . Dann ist RS(�� i0) als Operator
in B(L2

s+N(R
n); L2

�s�N(R
n)) N -mal stark di�erenzierbar und es gilt f�ur alle

� � a > 0: 


� d

d�

�N
RS(�� i0)f





�s�N

� C��(N+1)=2 kfks+N

mit C = C(a;N).

Unter den Bedingungen, die wir schon f�ur das PdGA im Falle des Aus-
senraums mit der f�ur gro�e � gleichm�a�igen Absch�atzung stellen mu�ten,
lassen sich auch die Potenzen der Resolvente bzw. deren Ableitungen nach
dem Spektralparameter gleichm�a�ig f�ur gro�e � mit der gleichen Abklingrate
wie im Ganzraumfall absch�atzen.

Theorem 2.46
Seien A = �� + V , s > 1, N 2 N und es gelten die Voraussetzungen
1.5. Dann gilt f�ur alle � � a > 0: 9s- lim"&0RS(�� i")N =: RS(�� i0)N in
B(L2

s+N�1(
); L
2
�s�N+1(
)) und es ist

kRS(�� i0)Nfk�s�N+1 � C��N=2 kfks+N�1
mit C = C(a;N).
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Beweis: In Abschnitt 2.2 hatten wir unter den Voraussetzungen 1.5 in
Theorem 1.9 das PdGA im Falle des Schr�odingeroperators f�ur s > 1 mit
einer Abklingrate ��1=2 f�ur gro�e � gezeigt. Mit Hilfe des Absch�atzungstheo-
rems (Theorem 1.8) wissen wir, da� auch rxRS(� � i0)f gleichm�a�ig f�ur
gro�e � gegen die rechte Seite abesch�atzt werden kann. Benutzen wir dies
in der �Ubertragung der mikrolokalen Resolventenabsch�atzungen auf den Au-
�enraumfall, so bleiben die Abklingraten f�ur gro�e � auch hier erhalten. Wie
im Beweis zu Theorem 2.42 folgt somit die Aussage des Theorems.

2

Theorem 2.47 (Au�enraumfall)
Seien s > 1,N 2 N und es gelten die Voraussetzungen 1.5. Dann istRS(��i0)
als Operator in B(L2

s+N (
); L
2
�s�N(
)) N{mal stark di�erenzierbar, und es

gilt f�ur alle � � a > 0:


� d

d�

�N
RS(�� i0)f





�s�N

� C��(N+1)=2kfks+N

mit C = C(a;N).

Im weiteren werden wir auf die folgende Form von Theorem 2.47 zur�uckgrei-
fen:

Korollar 2.48
Seien s > 1, N 2 N und es gelten die Voraussetzungen 1.5. Dann ist
RS(%

2 � i0) als Operator in B(L2
s+N(
); L

2
�s�N(
)) N{mal stark nach % dif-

ferenzierbar und es gilt f�ur alle %2 � a > 0:


� d
d%

�N
RS(%

2 � i0)f




�s�N

� C

%
kfks+N

mit C = C(a;N).

2.4 Niederfrequenzbetrachtungen

Bisher mu�ten wir in den Di�erenzierbarkeitsbetrachtungen, bedingt durch
die verwendeten Methoden, immer � > 0 voraussetzen. Im PdGA gelang es
aber, auch � = 0 zuzulassen, was eine gesonderte Untersuchung der Nieder-
frequenzasymptotik motiviert. Tats�achlich gelingt es, f�ur ungerade Raumdi-
mensionen mit Ergebnissen aus [WW93] (n = 3) bzw. [WW97a] (n � 3) die
einmalige Di�erenzierbarkeit der Resolvente in � = 0 f�ur rechte Seiten aus
einem Raum

"
hinreichend regul�arer Konvergenz\ zu zeigen. Dabei wird die
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Resolvente als Operator von ~Hs � L2
s(
) ! L2

4�s(
); s > 5 aufgefa�t und
die gleichm�a�ige Beschr�anktheit der Resolvente aus dem PdGA ausgenutzt.

Im zweiten Teilabschnitt diskutieren wir noch den Fall h�oherer Ableitun-
gen.

F�ur die in diesem Abschnitt betrachteten St�orungen A des negativen La-
placeoperators fordern wir aus�atzlich, da� sie der Bedingung 5. aus Kapitel
1 gen�ugen und da� f�ur ihre Abklingrate � > 2 gilt.

2.4.1 Einmalige einseitige Di�erenzierbarkeit

Im folgenden stellen wir die f�ur ungerade Raumdimensionen formulierten
Resultate aus [WW93] bzw. [WW97a] zusammen, die wir im weiteren ver-
wenden werden.

Zun�achst de�nieren wir den Raum
"
regul�arer Konvergenz\ und geben

nach der Einf�uhrung von einigen Bezeichnungen mit dem anschlie�enden
Theorem eine Charakterisierung dieses Raumes.

De�nition 2.49 (Raum der regul�aren Konvergenz ~Hs)
Es seien n � 3 ungerade, K 2 N0 , s > 1=2, so da� s+1=2 =2 N , � > s�n=2 >
2K � (n� 1)=2. Dann de�nieren wir durch

~Hs := ff 2 L2
s(
)jR(0)kf 2 L2

s�2k(
); f�ur k = 1; : : : ; K + 1g

den Raum der regul�aren Konvergenz.

In [WW97a, Theorem 2, Korollar 1] wird gezeigt, da�

R(0) :
[

t>2�n=2
L2
t (
)!

[
t>�n=2

L2
t (
); f 7! u;

wobei u gem�a� De�nition 1.2 die Strahlungsl�osung zu Au = f ist, wohlde�-
niert ist, so da� die obige rekursive De�nition von R(0)k Sinn macht.

~Hs ist ein abgeschlossener Unterraum von L2
s(
).

Bezeichnungen:

Es sei � die Menge aller Tupel 
 = (
1; 
2), die f�ur jedes 
1 2 N0 und


2 2 f1; : : : ; (2
1 + n� 2) (n+
1�3)!
(n�2)!
1! g die Eigenfunktionen �
;n des Laplace {

Beltramioperators �! zum Eigenwert 
1(
1 + n� 2) indizieren.
(Der Laplaceoperator schreibt sich in Kugelkoordinaten folgenderma�en:
� = @2

@r2
+ n�1

r
@
@r
+ 1

r2
�!, so da� �! gerade die Winkelableitungen und Win-

kelabh�angigkeiten enth�alt.)
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Weiterhin bezeichnen wir mit E
;n die nach [WW93, Korollar 3] eindeu-
tige L�osung mit Nullranddaten des Problems

AE
;n = 0

(E
;n � r
1�
;n) 2
[

t>�3=2
L2
t (
):

Theorem 2.50
Seien n � 3 ungerade, K 2 N0 , s > 1=2, so da� s+ 1=2 =2 N , f 2 L2

s(
) und

� > s� n=2 > 2K � (n� 1)=2. Dann ist f 2 ~Hs ,
hf; R(0)lE
;ni = 0 8 (
; l) 2 �s;

wobei �s := f(
; l) 2 �� N0 j 
1 + 2l � s� n=2g.
Die Darstellung aus dem n�achsten Theorem werden wir im darau�olgenden
benutzen, um die einmalige Di�erenzierbarkeit der Resolvente zu zeigen.

Theorem 2.51
Seien n � 3 ungerade, K 2 N0 , s > 1=2 so, da� s + 1=2 =2 N und � >

s� n=2 > 2K � (n� 1)=2. Dann gilt f�ur f 2 ~Hs und � < �0:

R(�� i0)f =
KX
k=0

�kR(0)k+1f + �K[R(�� i0)� R(0)]R(0)Kf:

Nach diesen Vorbereitungen zeigen wir nun die einmalige einseitige Di�eren-
zierbarkeit in � = 0.

Theorem 2.52
Es seien n � 3 ungerade, s > 5, so da� s + 1=2 =2 N und � > s� n=2. Dann

ist R(�� i0) als Operator in B( ~Hs; L
2
4�s(
)) einmal stark di�erenzierbar mit

Ableitung R(0)2f .

Beweis: Unter den gegebenen Voraussetzungen haben wir nach Theorem
2.51 f�ur K = 2 die Darstellung

R(�� i0)f = R(0)f + �R(0)2f + �2R(�� i0)R(0)2f:

Mit dem PdGA aus Theorem 1.3 k�onnen wir wegen s � 4 > 1 f�ur � > 0
folgern:



R(�� i0)f �R(0)f

�
�R(0)2f






0;4�s

= j�jkR(�� i0)R(0)2fk0;4�s

� j�j(1 + j�j)�1=2CkR(0)2fk0;s�4
� j�j(1 + j�j)�1=2Ckfk0;s
! 0 f�ur �! 0;
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Also ist R(0)2 unter den gegebenen Voraussetzungen die erste rechtsseitige
Ableitung von R(�� i0) in � = 0, aufgefa�t als Operator in B( ~Hs; L

2
4�s(
)).

2

Bemerkung 2.53
Die in Theorem 2.52 gezeigte Di�erenzierbarkeit entspricht nicht ganz der,
die wir f�ur � > 0 hatten, da auf anderen R�aumen gearbeitet wird. So m�ussen
wir abgesehen von den Orthogonalit�atsrelationen, die ~Hs charakterisieren,
mit s > 5 anstelle von etwa t > N + 1 = 2 ein h�oheres Gewicht des Aus-
gangsraumes fordern, landen dann aber auch in dem st�arker gewichteten
Raum L2

4�s(
) mit 4� s < �1 im Gegensatz zu �t < �2.

2.4.2 Diskussion zu h�oheren Ableitungen

Sind z 2 C n R+
0 und f 2 ~Hs mit s > 2(K + 1) + 1, so ist die Darstellung

R(z)f =
K�1X
k=0

zkR(0)k+1f + zKR(z)R(0)Kf

aus Theorem 2.51 eine Identit�at in L2(
). Wir k�onnen deshalb R(z) auf
beiden Seiten anwenden und erhalten f�ur h�ohere Potenzen, falls f 2 ~Hs mit
s > 2(K +N) + 1 ist:

R(z)Nf =
KX
k=0

�
k+N�1

k

�
zkR(0)k+Nf +

N�1X
k=1

�
K+N�1
K+k

�
zK+kR(z)k+1R(0)K+N�1f

+
�
K+N�1

K

�
zK(R(z)�R(0))R(0)K+N�1f

=
K�1X
k=0

�
k+N�1

k

�
zkR(0)k+Nf +

N�1X
k=0

�
K+N�1
K+k

�
zK+kR(z)k+1R(0)K+N�1f:

Im Fall K = 2 bedeutet dies:

R(z)N = R(0)Nf +NzR(0)N+1f +
N�1X
k=0

�
N+1
k+2

�
z2+kR(z)k+1R(0)N+1f:

=) R(z)Nf �R(0)Nf

z
�NR(0)N+1f = z

N�1X
k=0

�
N+1
k+2

�
zkR(z)k+1R(0)N+1f

F�ur die Di�erenzierbarkeit in z = 0 m�u�te nun die rechte Seite in einer
gewichteten Norm gegen Null konvergieren. Auch eine Umformulierung mit
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Hilfe der Resolventengleichung kann das Auftreten eines R(z)N{Termes nicht
verhindern. Dies kann man sich bereits im Fall N = 2 an Hand der folgenden
formalen Rechnung klar machen:

R(z)2=R(z)[R(0)+zR(0)2+z2R(z)R(0)2]

=[R(0)+zR(0)2+ z2R(z)R(0)2][R(0)+ zR(0)2]+z2R(z)2R(0)2

=R(0)2+2zR(0)3+z2R(0)4+z2R(z)R(0)3+z3R(z)R(0)4+z2R(z)2R(0)2

=R(0)2 + 2zR(0)3+z2[2R(z)R(0)3+R(z)2R(0)2]:

Da man f�ur die Di�erentiation die ersten beiden Terme von der rechten auf
die linke Seite bringt und durch z teilt, mu� f�ur die gew�unschte Di�erenzier-
barkeit insbesondere zR(z)2R(0)2 gegen Null konvergieren.

Hinreichend f�ur die Di�erenzierbarkeit w�are also wie im Falle N = 1 eine
gleichm�a�ige Beschr�anktheit von R(z)N f�ur z 2 B�0(0) bzw. f�ur die einseitige
Di�erenzierbarkeit die von R(�)N f�ur � 2 [0; �0].

Geht man bei der Betrachtung des Laplaceoperators im Ganzraumfall wie
bei [BAD84] vor und interpretiert die N -te Ableitung der Resolvente gem�a�

1
N !

dN

d�N
(����)�1=(����)�(N+1)=[(����)N+1� (��)N+1+ (��)N+1]�1

!
= ~R(�)j�=�(��)N+1

als Resolvente eines selbstadjungierten Di�erentialoperators mit konstanten
Koe�zienten und dem Symbol

p(�; �) := (j�j2 � �)N+1 � (��)N+1; � � 0;

so erh�alt man f�ur die Ableitung des zugeh�origen Spektralma�es:

d

d�
(E(�)f; g)=

�
2(N+1)

�
N+1
p
�+ (��)N+1

�Nq N+1
p
�+ (��)N+1 + �

��1
�

�
Z
j�j2= N+1

p
�+(��)N+1+�

f̂(�)ĝ(�)d�:

M�ochte man nun im Fall � = 0 auch � gegen Null streben lassen, so mu�
man wegen

d

d�
(E(�)f; g)

���
�=0

= 1
2(N+1)

lim
�!0

h�
N+1
p
�
�(n�2(N+1))=2

i Z
j!j=1

f̂(j�j!)ĝ(j�j!)d!

f�ur die Raumdimension mindestens

n � 2(N + 1):
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voraussetzen, da sonst die Funktionen f = g = 1 nahe j�j = 0 ein Gegenbei-

spiel f�ur die Beschr�ankheit von d
d�
(E(�)f; g)

���
�=0

liefern. F�ur n = 3 bedeu-

tet dies lediglich, da� man auf die die Beschr�anktheit der Resolvente selbst
schlie�en kann, was wir bereits im PdGA verwandt haben. Dies zeigt also,
da� die Beschr�anktheit von Potenzen der Resolvente aufgefa�t als Operator,
der zwischen lediglich polynomial gewichteten R�aumen abbildet, bez�uglich
der gleichm�a�igen Operatortopologie nicht zu erwarten ist.

Andererseits liegt die Vermutung nahe, da� man vielleicht eine gleichm�a�i-
ge Schranke f�ur Potenzen der Resolvente �nden kann, solange man nur die
rechten Seiten aus einem Raum hinreichend hoher regul�arer Konvergenz
nimmt. Tats�achlich gelingt es �uber die Darstellung mittels der Spektralschar
zu zeigen, da� f�ur N 2 N und f 2 ~Hs mit s > 2N + 3

hR(z)Nf; fi � hR(0)Nf; fi

ist, wobei h�; �i die L2
�s(
)� L2

s(
) Paarung bezeichnet. Dies sagt aber noch
nichts �uber die Operatornorm aus.

Eine andere �Uberlegung ist, das Haupttheorem aus [WW93] f�ur h�ohere
Potenzen der Resolvente zu zeigen, da dies gerade die noch fehlende Konver-
genz gegen Null liefern w�urde.

Eine weitere Idee ist, mit �ahnlichen Approximationsargumenten wie in
[WW93], von dem folgenden Resultat von Vajnberg, vgl. [Vaj89, Kapitel
IX], auf unseren Fall variabler Koe�zienten zu schlie�en:

Liegt exponentielles Abklingen der Koe�zienten vor, d.h. :

a0; (ajk(x)� �jk) = o(e�jxj
2

); f�ur jxj ! 1;

so l�a�t sich die Resolvente von A, wobei (A�k2)u = f ist, aufgefa�t als Ope-
rator von L2

1=	 := fv 2 L2
loc(
) j ej�j2v 2 L2(
)g nach L2

	 := fv 2 L2
loc(
) j

e�j�j
2
v 2 L2(
)g, meromorph auf die reelle Achse fortsetzen. Ist k = 0 kein

Eigenwert, so ist die Resolvente analytisch in k = 0.



Kapitel 3

Die verallgemeinerte

Fouriertransformation

In diesem Kapitel werden wir die Ergebnisse des letzten verwenden, um
die Di�erenzierbarkeits- und Abbildungseigenschaften von verallgemeinerten
Fouriertransformationen zu untersuchen.

Eine solche verallgemeinerte Fouriertransformation zu einem Operator A
aus Kapitel 1 ist eine isometrische Abbildung

F : L2
ac(
)! L2(Rn);

die den Operator A diagonalisiert, d.h. es ist

(F('(A)w))(�) = '(j�j2)(Fw)(�) (3.1)

f�ur alle Funktionen '(A), die durch den Spektralsatz f�ur selbstadjungierte
Operatoren de�niert sind. Sie l�a�t sich in der Form

(Fw)(�) =
Z



 (x; �)w(x) dx f. �u. (3.2)

darstellen, wobei 
 ein Au�engebiet mit Rn n 
 � BR(0) ist, und der Inte-
gralkern die Gestalt

 (x; �) := 1p
2�

n [j(x)eix� +  �(x; �)]

hat. Hierbei ist j 2 C1(Rn) eine Abschneidefunktion mit 0 � j � 1, supp j �
fx j jxj � Rg und j(x) � 1 auf fx j jxj � R + 1g sowie

 �(x; �) = R(j�j2 � i0)M(�; �)(x);

62
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mit der gem�a� Theorem 1.3 auf die reelle Achse fortgesetzten Resolvente
R(j�j2�i0) des Operators A und der rechten SeiteM(x; �) := �(A� j�j2)(j(x)eix�).

So gibt es zu einem Operator A mit der Wahl von  + oder  � zwei verall-
gemeinerte Fouriertransformationen F+ bzw. F�, die sich jedoch in Hinblick
auf die Anwendungen nur wenig unterscheiden. Deswegen werden wir im
weiteren auch immer von

"
der\ verallgemeinerten Fouriertransformation F

reden und meinen damit F+ oder F�.
Die Funktionen  (�; �) sind verallgemeinerte Eigenfunktionen des Opera-

tors A zum Eigenwert j�j2, denn es gilt formal:

(A� j�j2) (�; �) = 0;

doch sind sie wegen des ersten Summanden nicht in L2(
), liegen also nicht
im De�nitionsbereich des Operators A. Die verallgemeinerte Fouriertransfor-
mation wird deshalb auch Entwicklung nach verallgemeinerten Eigenfunktio-
nen genannt.

Auf ihrem Bild F(L2(
)) existiert auch die inverse Abbildung F�1, die
sich mit ŵ := Fw in der Form

F�1ŵ(x) =
Z
Rn

 (x; �)ŵ(�) d� f. �u. (3.3)

darstellen l�a�t.
W�ahlt man f�ur A den negativen Laplaceoperator auf L2(Rn), so ist F

gerade die klassische Fouriertransformation.
Im Falle des negativen Laplaceoperators auf einem Au�engebiet hat Wil-

cox in [Wil75] die Existenz einer verallgemeinerten Fouriertransformation ge-
zeigt, was sich leicht auch auf den Fall endlicher St�orungen �ubertragen l�a�t.
F�ur den Schr�odingeroperator mit langreichweitigem Potential im Ganzraum-
fall wurde diese Fragestellung beispielsweise von Saito [Sai79] und Isozaki
[Iso82] behandelt, wobei letzterer in [Iso85] auch die Di�erenzierbarkeit im
Fourierbild untersucht. Die Existenz einer verallgemeinerten Fouriertrans-
formation f�ur unendliche St�orungen des Laplaceoperators mittels variabler
Koe�zienten in der Form �@jajk(x)@k auf einem Au�engebiet wurde f�ur
� > 1

2
(n + 3) in [Ker93] gezeigt. Dies l�a�t sich leicht auf solche der Form

�@jajk(x)@k + a0(x) im Sinne von Kapitel 1 erweitern.
Einige Eigenschaften, wie die Linearit�at, die Isometrie oder die Diagona-

lisierungseigenschaft der klassischen Fouriertransformation �ubertragen sich
(nach Konstruktion) sofort auf die verallgemeinerte Fouriertransformation.
Andere, wie beispielsweise die Surjektivit�at im Falle endlicher St�orungen,
sind dagegen schwieriger zu zeigen oder noch gar nicht bekannt, wie die Sur-
jektivit�at im Falle unendlicher St�orungen der Form �@jajk(x)@k.
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Wir wenden uns jetzt der Di�erenzierbarkeit im Bild der verallgemeiner-
ten Fouriertransformation zu. Im folgenden Abschnitt zeigen wir f�ur Funktio-
nen w 2 L2

s(
) mit hinreichend gro�em s die Di�erenzierbarkeit von (Fw)(�)
in � 6= 0. F�ur das Beispiel der zum negativen Laplaceoperator auf dem �Au�e-
ren einer Kugel geh�origen Fouriertransformation zeigen wir im zweiten Ab-
schnitt auch die radiale Di�erenzierbarkeit in % = j�j = 0. Im dritten Ab-
schnitt untersuchen wir weitere Abbildungseigenschaften verallgemeinerter
Fouriertransformationen, insbesondere, unter welchen Bedingungen an Fw
man schlie�en kann, da� w 2 L2

s(
) mit s > 0 ist.
Dabei werden wir mit F0 die klassische Fouriertransformation zum ne-

gativen Laplaceoperator auf L2(Rn) bezeichnen, mit F die verallgemeinerte
Fouriertransformation zu der allgemeinen St�orung A aus Kapitel 1, mit FS

die zum Schr�odingeroperator A = ��+ V und mit F1 die zum Laplaceope-
rator auf dem �Au�eren einer Kugel geh�orige.

3.1 Di�erenzierbarkeit

Aus der Theorie der klassischen Fouriertransformation haben wir die folgen-
den Resultate �uber die Di�erenzierbarkeit im Fourierbild (vgl. [Pet83, Kapitel
2] bzw. [Tri72, Kapitel 2]:

Theorem 3.1
Seien N 2 N0 und w 2 L1

N (R
n), dann ist

F0w 2 CN (Rn) und @�F0w = i�j�jF0(x
�w) f�ur j�j � N:

Dabei sind die N{ten Ableitungen stetig und es ist limjxj!1 @�F0w(x) ! 0
f�ur alle j�j = N .

Entsprechendes gilt f�ur die Fourierr�ucktransformation F�1
0 .

Theorem 3.2
Es sei N 2 N0 . Dann sind

F0;F�1
0 : L2

N(R
n)!WN;2(Rn) unit�ar:

Das letzte Theorem motiviert die De�nition von Sobolevr�aumen mit reeller
Ordnung s:

W s;2(Rn) := fv 2 L2(Rn) j F0v 2 L2
s(R

n)g
mit der Norm kvkW s;2(Rn) := kF0vks.

Wir wollen nun Aussagen in der Art von Theorem 3.1 und 3.2 auch f�ur
die verallgemeinerte Fouriertransformation zeigen.
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Da in der Darstellung

Fw(�)= 1p
2�

n

0@Z



e�ix�j(x)w(x) dx+
Z



R(j�j2 � i0)M(�; �)(x)w(x) dx
1A (3.4)

der verallgemeinerten Fouriertransformierten von w die von � abh�angige Re-
solvente des Operators A auftritt, werden wir zum Nachweis der Di�eren-
zierbarkeit von Fw die im letzten Kapitel gezeigten Ergebnisse �uber die Dif-
ferenzierbarkeit der Resolvente verwenden. Die Ableitungen der Resolvente
bilden in einen Raum mit negativem Gewicht (d.h. der Exponent der Ge-
wichtsfunktion hxi ist negativ) ab, so da� f�ur die Endlichkeit des Integrals
die Funktion w aus einem entsprechend positiv gewichteten Raum sein mu�.

Damit wir Ableitungen der Resolvente auf die spezielle Funktion M(x; �)
und deren Ableitungen nach � anwenden k�onnen, m�ussen diese in R�aumen
mit positivem Gewicht liegen. Auch imHinblick auf sp�atere Argumentationen
halten wir im folgenden Lemma das asymptotische Verhalten der Funktion
M(x; �) und deren Ableitung f�ur gro�e Argumente fest. Daraus lassen sich
dann insbesondere die Bedingungen an die Abklingrate � ablesen, aus denen
@��M(�; �) 2 L2

s(
) folgt.

Lemma 3.3
Die Funktion M(x; �) := �(A � j�j2)(j(x)eix�) und ihre Ableitungen haben
das folgende asymptotische Verhalten:

j@�� @�xM(x; �)j = f0(x)g0(�) +
nX

k=1

fk(x)gk(�) +
nX

j;k=1

fjk(x)gjk(�);

wobei f�ur j; k = 1; : : : ; n gilt:

f0(x); fk(x); fjk(x) = O(jxj��+j�j) f�ur jxj ! 1 (3.5)

g0(x); gk(x); gjk(x) = O(j�j2+j�j) f�ur j�j ! 1: (3.6)

Im Falle des Schr�odingeroperator A = ��+ V haben wir anstelle von (3.6)
f�ur j; k = 1; : : : ; n sogar:

g0(x); gk(x); gjk(x) = O(j�j1+j�j) f�ur j�j ! 1 (3.7)

Es ist also insbesondere @�� @
�
xM(�; �) 2 L2

s(
) lokal gleichm�a�ig in �, falls
� > n=2 + s+ j�j ist.
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Beweis: Es ist
M(x; �) =� (A� j�j2)(j(x)eix�)

=(@jajk(x)@k � a0(x) + j�j2)(j(x)eix�)
=
�
@jajk(x)@kj(x) + 2i�jajk(x)@kj(x) + (3.8)

+ j(x)
��a0(x) + (i@jajk(x)� �j(ajk(x)� �jk))�k

��
eix�

Hieraus erh�alt man sofort die Aufteilung von j@�� @�xM(x; �)j in eine Summe
von Produkten aus Funktionen, die nur von x oder nur von � abh�angen.

Die ersten beiden Terme der Gleichung (3.8) haben aufgrund der Ablei-
tungen der Abschneidefunktion j kompakten Tr�ager in x, w�ahrend sich der
dritte, vierte und f�unfte mindestens wie O(jxj�� ) f�ur jxj ! 1 verhalten.
Bez�uglich � verh�alt sich M(x; �) mit dem letzten Term wie O(j�j2) f�ur gro�e
�. Ableitungen nach x liefern wegen des eix� -Terms das gleiche Verhalten
bez�uglich x und eine weitere Potenz in �; Ableitungen nach � entsprechend
das gleiche Verhalten bez�uglich � und eine weitere Potenz in x.

Im Falle des Schr�odingeroperators fallen die letzten beiden Summanden
und somit die zweiten Potenzen in � weg. Im Falle des Laplaceoperators f�allt
auch der dritte Term weg undM(x; �) hat sogar kompakten Tr�ager in x (vgl.
[Wil75]).

2

F�ur die verallgemeinerte Fouriertransformation haben wir bez�uglich der
starken Di�erenzierbarkeit als Entsprechung zu Theorem 3.1:

Theorem 3.4
Es seien N 2 N , s > 1=2, � � n=2 + s + N und w 2 L1

N (
) \ L2
s+N(
).

Dann ist die verallgemeinerte Fouriertransformierte (Fw)(�) von w in � 6= 0
N{mal di�erenzierbar.

Beweis: Der Einfachheit halber w�ahlen wir im Beweis die Transformation
F+ mit der Funktion  + im Integralkern; der Beweis f�ur F� verl�auft analog.
Betrachten wir zun�achst den Fall N = 1. F�ur die partielle Ableitung nach �l,
l 2 f1; : : : ; ng, haben wir:

@�l(Fw)(�) = 1p
2�

n

h
@�l

Z



j(x)eix�w(x) dx+ @�l

Z



[R(j�j2 + i0)M(�; �)(x)]w(x) dx
i

= 1p
2�

n

hZ



j(x)ixle
ix�w(x) dx+

Z



[(@�lR(j�j2 + i0))M(�; �)(x)]w(x) dx

+

Z



[R(j�j2 + i0)@�lM(�; �)(x)]w(x) dx
i
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= 1p
2�

n

hZ



j(x)ixle
ix�w(x) dx+

Z



[2�l
�
d
d�
R(�+ i0)

����
�=j�j2

M(�; �)(x)]w(x) dx

+

Z



[R(j�j2 + i0)@�lM(�; �)(x)]w(x) dx
i
:

Die Vertauschung von Di�erentiation und Integration f�ur den ersten Sum-
manden ist mit Theorem 3.1 gerechtfertigt, denn nach der Fortsetzung durch
0 auf den Rn ist (xljw) 2 L1(Rn), da nach Voraussetzung w 2 L1

1(
)
war. Aus Theorem 2.40 wissen wir, da� die Resolvente auf der reellen Ach-
se als Operator in B(L2

s+1(
); L
2
�s�1(
)) di�erenzierbar ist und auch die

Ableitung einer lokal gleichm�a�igen Absch�atzung gen�ugt. Da nach Voraus-
setzung � � n=2 + s + 1 ist, k�onnen wir mit Lemma 3.3 schlie�en, da�
M(�; �) 2 L2

s+1(
) und @�lM(�; �) 2 L2
s(
) ist. Au�erdem liegt w 2 L2

s+1(
),
weshalb wir mit dem Satz von Lebesgue auch im zweiten und dritten Term
die Grenzprozesse vertauschen d�urfen.

Entsprechend geht man f�ur h�ohere Ableitungen vor, wobei dann Terme
der Form �

@��
� R(j�j2 + i0)
�
@
�M(�; �)(x)

mit 
 � � auftreten. Diese sind dann wohlde�niert, wenn @
�M(�; �) 2
L2
s+j��
j(
) ist, was aber wegen � � n=2 + s + N f�ur j
j � j�j � N nach

Lemma 3.3 der Fall ist.
Somit haben wir die partielle Di�erenzierbarkeit der verallgemeinerten

Fouriertransformierten nachgewiesen. Da wir wissen, da� die rechte Seite un-
ter den gegebenen Voraussetzungen total di�erenzierbar ist, folgt insgesamt
die zu zeigende Di�erenzierbarkeit.

2

F�ur die schwache Di�erenzierbarkeit zeigen wir:

Theorem 3.5
Es seien N 2 N , s > 1=2, � � n=2 + s + N und w 2 L2

s+N(
). Dann ist
die verallgemeinerte Fouriertransformierte (Fw)(�) von w in � 6= 0 N{mal
schwach di�erenzierbar und die Ableitungen liegen in L2

loc
(Rn n f0g).

Beweis: Die schwache Di�erenzierbarkeit des ersten Summanden der ver-
allgemeinerten Fouriertransformierten folgt aus Theorem 3.2 und mit der
Argumentation aus dem Beweis zu Theorem 3.4 die des zweiten.

Da wir aus Theorem 2.40 lediglich eine in � 2 Rn nf0g lokal gleichm�a�ige
Absch�atzung f�ur die Ableitungen der Resolvente haben, k�onnen wir hier nur
folgern, da� die Ableitungen der verallgemeinerten Fouriertransformierten
lokal in L2(Rn n f0g), also in L2

loc(R
n n f0g) liegen.

2
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Im Spezialfall des Schr�odingeroperators haben wir au�erdem:

Korollar 3.6
Es seien A = ��+V ein Schr�odingeroperator,N 2 N , s > 1, � � n=2+s+N ,
w 2 L2

s+N(
) und es gelten die Voraussetzungen 1.5. Dann ist die verallge-
meinerte Fouriertransformierte (FSw)(�) von w in � 6= 0 N{mal schwach
di�erenzierbar und die Ableitungen eingeschr�ankt auf das Gebiet Ka mit
a > 0 liegen in L2

�t(Ka), falls t > n=2.

Beweis: Die schwache Di�erenzierbarkeit folgt direkt aus Theorem 3.5.
F�ur die Aussage �uber die Ableitungen haben wir nach Korollar 2.48


� d

dj�j
�N

RS(j�j2 � i0)f




�s�N

� Cj�j�1 kfks+N

f�ur alle j�j � a > 0. Mit dem asymptotischen Verhalten (3.7) aus Lemma 3.3
f�ur die Funktion M folgt, da� k@��

�
RS(j�j2 � i0)M(x; �)

�k�s�N = O(1) f�ur
j�j ! 1 ist und somit bez�uglich �, gemessen auf Ka, in L

2
�t(Ka) liegt, falls

t > n=2 ist. F�ur den ersten Summanden der verallgemeinerten Fouriertrans-
formation beachte man, da� L2(Ka) � L2

�t(Ka) f�ur t � 0, also insbesondere
auch f�ur t > n=2 ist, so da� insgesamt die Ableitungen der verallgemeinerten
Fouriertransformierten eingeschr�ankt auf Ka in L

2
�t(Ka) mit t > n=2 liegen.

2

Ist der Schr�odingeroperator auf L2(Rn) de�niert (Ganzraumfall) oder hat
das Potential V endlichen Tr�ager, d.h. es gibt ein Ra > 0, so da� V (x) = 0,
falls jxj � Ra, also hier V 2 C10 (Rn) (endliche St�orung des Laplaceoperators),
so wissen wir nach [Iso82] bzw. [Wil75], da� die zugeh�origen verallgemeiner-
ten Fouriertransformationen surjektiv auf L2(Rn) abbilden. In diesen F�allen
ist demnach f�ur alle v 2 L2(Rn) die R�ucktransformation de�niert, die sich
(fast �uberall) in der Form

F�1v(x)= 1p
2�

n

0@Z
Rn

eix�j(x)v(�) d� +

Z
Rn

R(j�j2 � i0)M(�; �)(x)v(�) d�
1A (3.9)

darstellen l�a�t. Auch f�ur diese Transformationen lassen sich entsprechende
Aussagen �uber die Di�erenzierbarkeit im Bildbereich beweisen.

Hierf�ur benutzen wir die folgende Aussage �uber die Ableitungen des In-
tegralkerns im zweiten Summanden, die f�ur alle Schr�odingeroperatoren der
Form A = ��+ V aus Kapitel 1 gilt:



3.1. DIFFERENZIERBARKEIT 69

Lemma 3.7
Es seien A = ��+ V ein Schr�odingeroperator, s > 1, � > n=2 + s, die Vor-
aussetzungen 1.5 erf�ullt und die Funktion M(x; �) = �(A� j�j2)(j(x)eix�) =�
�j(x)+ 2i� �rj(x)� j(x)V (x)�eix� wie zu Beginn dieses Kapitels de�niert.
Dann gilt:

k@�x
�
RS(j�j2 � i0)M(�; �)�kL2

�s(
nBR+1(0)) = O(j�jj�j) f�ur j�j ! 1:

Beweis: F�ur den Beweis setzen wir u := RS(j�j2� i0)M(�; �). Dann gilt f�ur
u im schwachen Sinn: (A� j�j2)u =M(�; �), es ist also Au = j�j2u+M(�; �).
Mit dem PdGA (vgl. Theorem 1.9) und der Asymptotik (3.7) aus Lemma
3.3 f�ur die Funktion M folgt:

kuk�s � C

j�jkM(�; �)ks = O(1) f�ur j�j ! 1;

also die Behauptung f�ur j�j = 0. Mit [IK84, Theorem1.4i)], das sich genauso
f�ur den Au�enraumfall zeigen l�a�t, haben wir die a priori Absch�atzung

kukW 1;2
�s (
)

� C
�j�jkuk�s + 1

j�jkM(�; �)k�s
� � C



M(�; �)ks:

Wir erhalten: k@�xuk�s = O(j�j) f�ur j�j � 1 und j�j ! 1.
Mit dem Regularit�atslemma 1.1 k�onnen wir

kukW 2;2
�s (
)

� C
�kuk�s + kAuk�s�

� C
� 1
j�jkM(�; �)ks + j�j2kuk�s + kM(�; �)k�s

�
folgern und haben somit k@�xuk�s = O(j�j2) f�ur j�j � 2 und j�j ! 1.

F�ur h�ohere Ableitungen beachte man, da� mit einer Abschneidefunktion
� 2 C1(Rn), 0 � � � 1, � = 0 f�ur jxj � R und � = 1 f�ur jxj � R + 1=2

A�@�xu = j�j2�@�xu+ �@�xM(�; �) + [A; �@�x ]u

ist. F�ur j�j � 1 ist die rechte Seite in L2
�s(
) und mit dem Regularit�atslemma

1.1 folgt:

k@�xukW 2;2
�s (
nBR+1(0))

� C
�k@�xuk�s + j�j2k@�xuk�s + k@�xM(�; �)k�s

+

j�j�1X
j
j=0

C�;
k(@��
x V )@
xuk�s
�
;
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so da� k@�xukL2
�s(
nBR+1(0)) = O(j�j3) f�ur j�j � 3 und j�j ! 1.

Sukzessive erh�alt man auf diese Art die Aussage des Lemmas.
2

F�ur die Di�erenzierbarkeit im Bild der R�ucktransformationen zeigen wir
nun:

Theorem 3.8
Es sei A = �� + V ein Schr�odingeroperator im Ganzraumfall oder mit
einem Potential V , das endlichen Tr�ager hat. Weiter seien s > 1, � > n=2+s
und die Voraussetzungen 1.5 erf�ullt und es gelte @
 2 CN . Dann ist die
zugeh�orige verallgemeinerte Fouriertransformation FS surjektiv und f�ur die
R�ucktransformation gilt:

v 2 L1
N+k(R

n); k 2 N ; k � n=2 =) F�1
S v 2 CN(
)

v 2 L2
t+N (R

n); t > n=2 =) F�1
S v 2 WN;2

�s (
):

Beweis: Die Surjektivit�at der verallgemeinerten Fouriertransformationen
folgt wie bereits erw�ahnt aus [Iso82] bzw. [Wil75].

Die Abbildungseigenschaften f�ur den ersten Summanden (vgl. Darstellung
(3.9)) folgt mit den Theoremen 3.1 und 3.2. F�ur den zweiten Summanden
folgt im ersten Fall mit dem (lokal in einer Umgebung von x angewandten)
Sobolevschen Einbettungssatz, Lemma 3.7 und den Voraussetzungen an v die
starke Di�erenzierbarkeit von F�1

S v. Im zweiten Fall schlie�en wir aufgrund
der Regularit�at des Randes und mit der Regularit�atsaussage aus Theorem
8.13 aus [GT83] und Lemma 3.7, da�

kR(j�j2 � i0)M(�; �)kWN;2
�s (
) �

� C
�kR(j�j2 � i0)M(�; �)k�s + kM(x; �)ks

�
+O(j�jN) = O(j�jN)

ist, woraus mit der Bedingung t > n=2 die zweite Implikation folgt.
2

Bemerkung 3.9
Auf dem Bild F(L2(
)) ist auch f�ur die allgemeine St�orung des Laplace-
operators aus Kapitel 1 die R�ucktransformation mit der Darstellung (3.9)
gegeben. Im allgemeinen Fall liegt die Resolvente jedoch nur lokal in L2(Rn),
also in L2

loc
(Rn), so da� wir f�ur ein v 2 F(L2(
)) noch einen endlichen Tr�ager

voraussetzen m�ussen, um die entsprechenden Di�erenzierbarkeits- und Ab-
bildungseigenschaften wie in Theorem 3.8 folgern zu k�onnen.
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3.2 Diskussion eines Beispiels

F�ur das Beispiel des Laplaceoperators auf dem �Au�eren einer Kugel gelingt
es, die Di�erenzierbarkeit im Bild der zugeh�origen verallgemeinerten Fou-
riertransformation mit Hilfe einer anderen Beweistechnik auch in � = 0 zu
zeigen.

In diesem Abschnitt wird der Buchstabe n als Lau�ndex benutzt und
bezeichnet nicht die feste Raumdimension 3.

Als verallgemeinerte Eigenfunktion des Laplaceoperators auf dem Au�en-
gebiet 
 = R3 nBR(0) mu�  (x; �) den folgenden Bedingungen gen�ugen:

(��� j�j2) (�; �) = 0 in 
 (3.10)

 (x; �)
���
jxj=R

= 0; (3.11)

wobei nat�urlich  (x; �) 6� 0 sein soll.
Eine L�osung �ndet man durch klassisches Vorgehen bei der Beugung ei-

ner ebenen Welle an einer Kugel (Superposition der einlaufenden Welle und
der re
ektierten Welle) in Form einer Reihenentwicklung nach Legendrepo-
lynomen (vgl. [TS59, Seite 498 �] mit n = 1 und k1 = 0 dort). So ist in
Polarkoordinaten x = (r; #; '); � = (%; #0; '0) die L�osung gegeben durch:

~ (x; �) =
1p
2�

3 (e
ix� + ~ +(x; �))

=
1p
2�

3

� 1X
n=0

(2n+ 1)in
h
jn(%r)� jn(%R)

h
(1)
n (%R)

h(2)n (%r)
i
� (3.12)

�
nX

m=0

(2� �m0)
(n�m)!

(n+m)!
Pm
n (cos#)Pm

n (cos#0) cosm('� '0)
�
:

Hierbei bezeichnen jn(z) bzw. h
(2)
n (z) die sph�arischen Bessel- bzw. Hankel-

funktionen zweiter Art, die f�ur � 2 R der Gleichung

z2� 00� (z) + 2z� 0�(z) + fz2 � �(� + 1)g��(z) = 0

gen�ugen und sich wie folgt aus den
"
normalen\ Bessel- bzw. Hankelfunktio-

nen berechnen:

j�(z) =
� �
2z

�1=2
J�+ 1

2
(z) bzw. h(1)� (z) =

� �
2z

�1=2
H(1)

�+ 1
2

(z):

Die re
ektierte Welle ~ +(x; �) verh�alt sich im Unendlichen wie ein auslau-
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fende Kugelwelle, d.h. sie erf�ullt die Strahlungsbedingungen:

~ +(�; �) = O(1
r
) f�ur r!1

(
@ ~ +(�; �)

@r
� ij�j ~ +(�; �)) = o(

1

r
) f�ur r!1:

Damit erf�ullt sie aber auch die in De�nition 1.2 geforderte (Aus-)Strahlungs-
bedingung. W�ahlt man anstelle der sph�arischen Hankelfunktionen erster Art,
diejenigen zweiter Art, so erh�alt man die entsprechende einstrahlende L�osung
~ �(x; �).

F�ur % > 0 stimmt die Funktion  (x; �) aus Eindeutigkeitsgr�unden mit
der bisherigen, durch St�orungsargumente berechneten, L�osung �uberein:
Betrachten wir die Di�erenz der obigen verallgemeinerten Eigenfunktion des
Operators und derjenigen, die wir durch die �ubliche Abschneidetechnik und
Resolventenbildung erhalten:

u(x; �) := ~ (x; �)�  (x; �)

=
1p
2�

3 (e
ix� + ~ +(x; �))� 1p

2�
3 (j(x)e

ix� +  +(x; �))

=
1p
2�

3 [(1� j(x))eix� + ~ +(x; �)�R(j�j2 + i0)M(�; �)(x)]:

Es gen�ugt u(x; �) den Bedingungen (3.10) und (3.11) und auch der Strah-
lungsbedingung, da (1� j(x)) kompakten Tr�ager hat. Mit der Eindeutigkeit
aus dem Prinzip der Grenzabsorption (Theorem 1.3) folgt dann die behaup-
tete Gleichheit der beiden Funktionen.

Interessiert sind wir nun an der Di�erenzierbarkeit von ~ (x; �) nach % = j�j,
insbesondere f�ur %! 0 .
Der erste Summand ist unkritisch, da er bekannterma�en unendlich oft dif-
ferenzierbar in allen � 2 Rn ist. Zur Untersuchung des zweiten zeigt man mit
den Darstellungen halbzahliger Hankelfunktionen

H
(1;2)

n+ 1
2

(z) =
� 2

�z

�1=2
i�(n+1)e�iz

nX
k=0

1

(�2iz)k
(n+ k)!

k!(n� k)!

(vgl. [Sch63, S.75, wo es i�(k+1) anstelle von i�k hei�en mu�]), da�

h
(1)
n (%r)

h
(1)
n (%R)

=
�R
r

�n+1

ei%(r�R)
pn(%r)

pn(%R)

ist, wobei

pn(z) =
nX

k=0

(n+ k)!

(n� k)!k!

1

(�2i)k z
n�k
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komplexe Polynome n-ten Grades in z sind. Damit folgt:

~ (x; �) =
1p
2�

3

� 1X
n=0

(2n+ 1)in
h
jn(%r)�

�R
r

�n+1

ei%(r�R)
pn(%r)

pn(%R)
jn(%R)

i
�

�
nX

m=0

(2� �m0)
(n�m)!

(n+m)!
Pm
n (cos #)Pm

n (cos#0) cosm('� '0)
�
: (3.13)

Die sph�arischen Besselfunktionen sind regul�ar f�ur % ! 0. Wir zeigen nun,
da� die Polynome pn keine Nullstellen in einer festen, d.h. von n unabh�angi-
gen, Umgebung von Null haben und schlie�en so von der Holomorphie der
Koe�zienten in einer Umgebung von j�j = 0 auf die von ~ (x; �).

Lemma 3.10
Die Nullstellen der Polynome pn liegen au�erhalb der Kugel mit Radius 1

e�1
um den Nullpunkt in der komplexen Ebene.

Beweis: Es ist

pn(z) = in
nX

k=0

(n+ k)!

(n� k)!k!

1

2k
(�iz)n�k = in

nX
k=0

(2n� k)!

(n� k)!k!

1

2n�k
(�iz)k

=: inqn(�iz):

Dabei sind die qn Polynome n-ten Grades in �iz mit reellen, ja sogar po-
sitiven Koe�zienten. Weiterhin ist �iz genau dann eine Nullstelle von qn,
wenn z eine Nullstelle von pn ist und es gilt j� izj = jzj. Es gen�ugt also, eine
betragsm�a�ig untere Schranke f�ur die Nullstellen der qn unabh�angig von n
zu �nden.
Sei �iz Nullstelle von qn, dann ist:

0 = qn(�iz) =
nX

k=0

ak(�iz)k; ak =
(2n� k)!

(n� k)!k!

1

2n�k

= a0 +
nX

k=1

ak(�iz)k

=) a0 = �
nX

k=1

ak(�iz)k �
nX

k=1

akjzjk � max
k=1;:::;n

jzjk
nX

k=1

ak

=) a0
nP

k=1

ak

� max
k=1;:::;n

jzjk =
(
jzj; jzj � 1

jzjn; jzj � 1:
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Da wir nach einer unteren Schranke f�ur jzj suchen, ist der zweite Fall unin-
teressant und wir betrachten im folgenden lediglich den ersten.

nP
k=1

ak

a0
=

nP
k=1

(2n�k)!
(n�k)!k!

1
2n�k

(2n)!
n!

1
2n

=
nX

k=1

(2n� k)!n!

(n� k)!k!(2n)!
2k

=
nX

k=1

n(n� 1) � : : : � (n� k + 1) �
k-malz }| {

2 � : : : � 2
(2n)(2n� 1) � : : : � (2n� k + 1) � k(k � 1) � : : : � 1

�
nX

k=1

1

k!
; da

2(n� l)

2n� l
� 1 8 l � 0

� e� 1 8 n:

=) jzj � a0
nP

k=1

ak

� 1

e� 1
:

2

Mit dem Prinzip der gleichm�a�igen Beschr�anktheit k�onnen wir von schwacher
auf starke Holomorphie schlie�en, es vertauschen also Grenzwertbildung und
Reihensummation.

Also gilt

~ (x; �) ist unendlich oft radial di�erenzierbar in % = j�j = 0:

Bez�uglich x ist ~ (x; �) f�ur jedes � eine L2
loc- Funktion. Im Vergleich zum

Fall % = j�j > 0 und im Hinblick auf die Anwendung in der verallgemeiner-
ten Fouriertransformation stellt sich nun die Frage, in welchem gewichteten
Raum L2

s(
) die Funktion
~ +(x; �) und deren Ableitungen nach % = j�j f�ur

j�j = 0 liegen.
Zur expliziten Berechnung von @l%

~ +(x; �)j%=j�j=0, l � 0 beachte man, da�

jn(z) =

p
�

2

1X
k=0

(�1)k( z
2
)n+2k

k!�(k + n + 3=2)

=) dl

dzl
jn(z)

���
z=0

=

8<:0; n > l oder (n� l) ungerade

(�1) l�n2 l!2n( l+n
2

)!

(l+n+1)!( l�n
2

)!
; sonst:

pn(%r) =
nX

k=0

(n+ k)!

(n� k)!k!

1

(�2i)k (%r)
n�k
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=) @l%pn(%r) =
n�lX
k=0

(n+ k)!

(n� k � l)!k!

rn�k

(�2i)k %
n�k�l

=) @l%pn(%r)
���
%=0

=
(n+ (n� l))!

(n� (n� l)� l)!(n� l)!

rn�(n�l)

(�2i)n�l =
(2n� l)!

(n� l)!

rl

(�2i)n�l
= O(rl) f�ur r!1:

Somit ergibt sich f�ur den Radialanteil der Ableitungen von ~ +:

@l%
~ +(x; �) = �

1X
n=0

(2n+ 1)in@l%

h�R
r

�n+1
ei%(r�R)

pn(%r)

pn(%R)
jn(%R)

i nX
m=0

(: : : )

@l%[: : : ] =
�R
r

�n+1
lX

l1=0

�
l
l1

�
(�ir)l�l1ei%(r�R)

l1X
k=0

�
l1
k

�
@k% jn(%R)@

l1�k
%

� pn(%r)
pn(%R)

�
=) @l%[: : : ]

���
%=0

= O(rl�1) f�ur r!1;

denn der Vorfaktor
�
R
r

�n+1
liefert mindestens einen Faktor der Ordnung 1

r
,

und der zweite ist o�ensichtlich von der Ordnung O(rl�l1) f�ur r ! 1. Im
dritten tritt f�ur k = 0 die h�ochste Ableitung von pn(%r) und damit die h�ochste
Potenz in r auf, f�ur welche wir bereits O(rl1) berechnet hatten.

Da die Reihe sich bei % = 0 wegen des Verhaltens der Ableitungen von jn
auf endlich viele Summanden reduziert, gilt f�ur l 2 N0 :

@l%
~ +(x; �)

���
%=0

= O(rl�1) f�ur r!1:

Damit ist

@l%
~ +(�; �)

���
%=0

2 L2
�s(
) () l � 1� s+ 3=2 < 0 () s > l + 1=2;

was mit dem Fall % > 0 �uberein stimmt.
Die Ergebnisse dieses Abschnitts fassen wir in dem folgenden Theorem

zusammen:

Theorem 3.11
Es seien 
 = R3 nBR(0) und F1 die verallgemeinerte Fouriertransformation
zum Laplaceoperator �� auf 
. Weiter seien N 2 N und s > 1, dann gilt:

w2L1
N(
) \ L2

s+N(
) =) F1w2fv2CN (R3 nf0g) j 9@lj�jv
��
j�j=0

; l=1; : : : ; Ng

und f�ur alle t > 3=2; a > 0:

w 2 L2
s+N(
) =) F1w2fv2WN;2

�t (Ka) j 9@lj�jv
��
j�j=0

; l=1; : : : ; Ng:
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F�ur die Inverse gilt:

v 2 L1
N+2(R

3) =) F�1
1 v 2 CN(
)

v 2 L2
t+N (R

3); t > 3=2 =) F�1
1 v 2 WN;2

�s (
):

Beweis: Wir hatten in diesem Abschnitt gezeigt, da� der Kern der ver-
allgemeinerten Fouriertransformation unter den gleichen Bedingung wie f�ur
% = j�j > 0 auch in % = j�j = 0 (radial) di�erenzierbar ist. Somit k�onnen wir
in den Theoremen 3.4 und 3.5 bzw. Korollar 3.6 f�ur dieses Beispiel den Fall
% = j�j = 0 mit einschlie�en. Insbesondere ist �� auch ein Schr�odingerope-
rator, so da� mit Korollar 3.6 f�ur t > 3=2

@�� F1w 2 L2
�t(Ka); sowie @lj�jF1w 2 L2

�t(R
n); l = 1; : : : ; N

folgt.
Die Aussagen �uber die Inverse folgen mit Theorem 3.8.

2

Bemerkung 3.12
Eigentlich gilt f�ur das Beispiel Rn n
 � BR+�(0) f�ur jedes � > 0, so da� man
bei der Anwendung der Ergebnisse f�ur den Schr�odingeroperator immer mit
R + � anstelle von R argumentieren mu�.

Dies wird auch im Weiteren so angewandt.

3.3 Abbildungseigenschaften

Mit den in Abschnitt 3.1 gezeigten Aussagen �uber die Di�erenzierbarkeit der
verallgemeinerten Fouriertransformation, k�onnen wir f�ur N 2 N0 , s > 1=2
und � � n=2 + s+N die Abbildungseigenschaften

F :L1
N(
) \ L2

s+N (
)! CN(Rn n f0g)
und F :L2

s+N(
)!WN;2
loc (R

n n f0g)
folgern.

F�ur die klassische Fouriertransformation folgt aus der Di�erenzierbarkeit
der Fouriertransformierten mit Theorem 3.2, da� die Ausgangsfunktion in
einem positiv gewichteten Raum liegt. Entsprechend zeigen wir in diesem
Abschnitt, da� die Urbilder gewisser di�erenzierbarer Funktionen unter der
verallgemeinerten Fouriertransformation in positiv gewichteten R�aumen lie-
gen. Hierf�ur werden wir die Regularit�atsaussage des folgenden Lemmas f�ur
die Resolvente angewandt auf die spezielle Funktion M(x; �) ben�otigen:
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Lemma 3.13
Es seien " > 0, s � 0 und  "

�(x; �) := R(j�j2 � i")M(�; �)(x). Dann ist mit
M(�; �) 2 L2

s(
) auch  
"
�(�; �) 2 W 2;2

s (
).

Beweis: Da j�j2�i" in der Resolventenmenge des Operators A liegt, wissen
wir bereits, da�  "

�(�; �) 2 W 2;2(
) ist. Somit folgt die Behauptung durch
d2se{maliges Anwenden von Lemma 1.1, wobei d2se die kleinste ganze Zahl
gr�o�er gleich 2s bezeichnet.

2

In den Spezialf�allen des Laplaceoperators auf einem Au�engebiet und des
Schr�odingeroperators im Ganzraumfall mit einem Potential V , das endlichen
Tr�ager hat, ist das anschlie�ende Theorem in [Rac95] gezeigt worden.

Theorem 3.14
Es seien s > 1=2, N 2 N0 und � > n=2 + s +N . Dann gilt f�ur w 2 L2

ac
(
):

Fw 2 CN0 (Rn n f0g) =) w 2 C1(
) \ L2
N�s(
)

Fw 2 fv 2 WN;2(Rn) j supp v �� R
n n f0gg =) w 2 L2

N�s(
):

Beweis: OBdA f�uhren wir den Beweis f�ur F = F+.
Mit Hilfe der Formel (3.3) bzw. (3.9) f�ur die Fourierr�ucktransformation

erhalten wir mit ŵ := F+w (fast �uberall) f�ur w die Darstellung

w(x) = 1p
2�

n

Z
Rn

[j(x)eix� + lim
"&0

 "
+(x; �)]ŵ(�) d�

= 1p
2�

n

�Z
Rn

j(x)eix�ŵ(�) d� +

Z
Rn

lim
"&0

[R(j�j2 + i")M(�; �)(x)]ŵ(�) d�
�

(3.14)

F�ur die Regularit�at in der ersten Implikation beachten wir, da� mit eix�, j(x)
und M(x; �) auch  +(x; �) in x unendlich oft di�erenzierbar ist. Wegen des
kompakten Tr�agers von ŵ ist dann auch w 2 C1(
).

Um zu zeigen, da� w 2 L2
N�s(
) ist, multiplizieren wir die Darstellung

(3.14) mit xNl ; l 2 f1; : : : ; ng und einer Abschneidefunktion � 2 C1(Rn), f�ur
die 0 � � � 1,supp � � fx j jxj � Rg und � � 1 auf fx j jxj � R+1g gilt. (Da
Rn n
 � BR(0) ist, liegt der Tr�ager von � in 
 und es ist insbesondere � = 0
in einer Umgebung des Randes @
.) Mit den bisher gewonnen Ergebnissen
zeigen wir dann, da� die rechte Seite (und somit auch die linke) f�ur "& 0 in
L2
�s(
) konvergiert.
Wir f�uhren Beweis zun�achst f�ur den Fall N = 1 aus, stellen dann den f�ur

N = 2 in k�urzerer Form dar und fassen abschlie�end das Vorgehen und die
immer wieder auftretenden Argumente f�ur beliebiges N zusammen.
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Der Fall N = 1: Da die Fouriertransformierte ŵ nach Voraussetzung kom-
pakten Tr�ager auf Rn nf0g hat, gibt es 0 < a < b <1, so da� supp ŵ � Kab.
Somit erhalten wir f�ur die mit � und xl multiplizierten Gleichung (3.14):

xl�(x)w(x) =
1p
2�

n

Z
Rn

xl�(x)j(x)e
ix�ŵ(�) d� + 1p

2�
n

Z
Rn

xl�(x) +(x; �)ŵ(�) d�

= ip
2�

n

Z
Kab

eix��(x)@�lŵ(�) d� +
1p
2�

n

Z
Kab

lim
"&0

[xl�(x) 
"
+(x; �)]ŵ(�) d�: (3.15)

Mit den Eigenschaften der klassischen Fouriertransformation (vgl. Theorem
3.2) liegt der erste Term auf der rechten Seite in L2(
) und somit auch in
L2
�s(
).
Zur Behandlung des zweiten Terms stellen wir den Integralkern xl� 

"
+(�; �)

in geeigneter Weise als Resolvente dar und schlie�en dann mit den Resultaten
aus dem letzten Kapitel auf die Konvergenz in L2

�s(
) f�ur "& 0.
Der �Ubersichtlichkeit halber lassen wir im folgenden die Argumente weg

und schreiben abk�urzend  "
+ und M f�ur  "

+(x; �) und M(x; �), sowie ajk; a0
bzw. � f�ur ajk(x); a0(x) bzw. �(x) und ŵ f�ur ŵ(�).

F�ur die Darstellung von xl� 
"
+ als Resolvente betrachten wir

(A� j�j2 � i")xl� 
"
+ = xl�M � 2ajk

�
@j(xl�)

�
@k 

"
+ � (@jajk@k(xl�)) 

"
+

= xl�M � 2alk�@k 
"
+ � 2ajkxl(@j�)@k 

"
+ � (@jajl)� 

"
+

� 2ajl(@j�) 
"
+ � xl(@jajk@k�) 

"
+ (3.16)

und

(A� j�j2 � i")�@k 
"
+ = �@kM + [A; �]@k 

"
+ + �[A; @k] 

"
+

= �@kM � 2ajm(@m�)@j@k 
"
+ � (@jajm@m�)@k 

"
+

+ �@j(@kajm)@m 
"
+ � �(@ka0) 

"
+: (3.17)

Aufgrund der Voraussetzung � > n=2 + s + 1 an die Abklingrate ist nach
Lemma 3.3 M(�; �) 2 L2

s+1(
). Nach Lemma 3.13 ist dann auch  +(�; �) 2
L2
s+1(
), womit xl� 

"
+ im De�nitionsbereich des Operators A liegt. Wegen

der Abschneidefunktion �, die f�ur Nullrandwerte auf @
 sorgt, gilt dies auch
f�ur �@k 

"
+, so da� wir mit der Anwendung der Resolvente insgesamt auf die

Darstellung

xl� 
"
+ = R(j�j2 + i")

�
xl�M � 2alkR(j�j2 + i")[�@kM + �@j(@kajm)@m 

"
+

� �(@ka0) 
"
+ � 2ajm(@m�)@j@k 

"
+ � (@jajm@m�)@k 

"
+]

� 2ajkxl(@j�)@k 
"
+ � (@jajl)� 

"
+ � 2ajl(@j�) 

"
+ � xl(@jajk@k�) 

"
+

�
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kommen. Eingesetzt in den zweiten Summanden von (3.15) bedeutet dies:Z
Rn

lim
"&0

[xl� 
"
+]ŵ d� =

=

Z
Kab

lim
"&0

�
R(j�j2 + i")xl�Mŵ � 2R(j�j2 + i")alkR(j�j2 + i")�@kMŵ

� 2R(j�j2 + i")alkR(j�j2 + i")�@j(@kajm)@m 
"
+ŵ

+ 2R(j�j2 + i")alkR(j�j2 + i")�(@ka0) 
"
+ŵ

+ 4R(j�j2 + i")alkR(j�j2 + i")ajm(@m�)@j@k 
"
+ŵ

+ 2R(j�j2 + i")alkR(j�j2 + i")(@jajm@m�)@k 
"
+ŵ

� 2R(j�j2 + i")ajkxl(@j�)@k 
"
+ŵ � R(j�j2 + i")(@jajl)� 

"
+ŵ

� 2R(j�j2 + i")ajl(@j�) 
"
+ŵ �R(j�j2 + i")xl(@jajk@k�) 

"
+ŵ
�
d�

=: I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6 + I7 + I8 + I9 + I10

Mit M(�; �) 2 L2
s+1(
) (s.o.) ist xl�M(�; �) 2 L2

s(
), und somit konvergiert
I1 in L2

�s(
). Ebenso ist die Konvergenz der Terme I7, I9 und I10 klar,
da die Resolvente, wegen der Ableitungen der Abschneidefunktion �, auf
Funktionen mit kompaktem Tr�ager angewandt wird. F�ur den Term I8 wissen
wir, da�  "

+ in L2
�s(
) konvergiert und (@jajl) = O(jxj���1) ist. Das hei�t

die Resolvente wird hier auf eine Funktion aus L2
�s+�+1(
) angewandt, was

nach den Voraussetzungen an � f�ur s < n=2 + 2 eine Teilmenge von L2
s(
)

ist, womit die Konvergenz von I8 in L2
�s(
) folgt.

Um die Konvergenz der �ubrigen Terme zu zeigen, addieren wir geeignete

"
Nullen\ und weisen dann die Konvergenz der entstehenden Summanden
nach. Dies f�uhren wir exemplarisch f�ur den schwierigsten Term I3 durch; die
Konvergenz von I2 und I4-I6 folgt dann in entsprechender Weise.

Wir schreiben I3 in der Form

� 2 lim
"&0

Z
Kab

R(j�j2 + i")alkR(j�j2 + i")�@j(@kajm)@m 
"
+ŵ d� =

= �2 lim
"&0

Z
Kab

R(j�j2 + i")(alk � �lk)R(j�j2 + i")�@j(@kajm)@m 
"
+ŵ d�

� 2 lim
"&0

Z
Kab

�
R(j�j2 + i")

�2
�@j(@lajm)@m 

"
+ŵ d�

Aus dem Regularit�atslemma 1.1 folgt, da� mit  "
+ auch die ersten beiden

Ableitungen, d.h. hier @m 
"
+ und @j@m 

"
+, j;m = 1; : : : ; n in L2

�s(
) konver-
gieren. Also haben wir im ersten Summanden mit dem Faktor (@kajm) =
O(jxj���1) dann insgesamt Konvergenz in L2

�s+�+1(
) � L2
s(
) f�ur s <

n=2+ 2. Wir k�onnen also auf �@j(@kajm)@m 
"
+ die Resolvente anwenden und
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wissen, da� dies dann in L2
�s(
) konvergiert. Der Faktor (alk��lk) = O(jxj�� )

sorgt dann f�ur Konvergenz in L2
�s+�(
) � L2

s(
) f�ur s < n=2+1. Somit kon-
vergiert schlie�lich auch die letzte Anwendung der Resolvente in L2

�s(
).
F�ur den zweiten Term m�ussen wir etwas anders argumentieren, denn auch

wenn es gelingt zu zeigen, da� die Funktion, auf die
�
R(j�j2+i")�2 angewandt

wird, in L2
s+1(
) liegt, so k�onnen wir mit Theorem 2.42 lediglich auf Konver-

genz in L2
�s�1(
) schlie�en. Wir nutzen daher die Beziehung

�
R(j�j2 + i")

�2
=
�r�R(j�j2 + i")

� �

2j�j2

und die Kompaktheit des Tr�agers von ŵ aus, um ohne Randwerte partiell
zu integrieren. Dabei m�ussen wir jedoch beachten, da�  "

+ =  "
+(x; �) =

R(j�j2 + i")M(x; �) insbesondere auch von � abh�angt.

�2 lim
"&0

Z
Kab

�
R(j�j2 + i")

�2
�@j(@lajm)@m 

"
+ŵ d� =

=� 2 lim
"&0

Z
Kab

�r�R(j�j2 + i")
� �

2j�j2�@j(@lajm)@mR(j�j
2 + i")Mŵ d�

= lim
"& 0

Z
Kab

R(j�j2 + i")r0
�

� �

j�j2
�
�@j(@lajm)@mR(j�j2 + i")Mŵ d�

+ 2 lim
"&0

Z
Kab

R(j�j2 + i")�@j(@lajm)@m
�
R(j�j2 + i")

�2
Mŵ d�

+ lim
"& 0

Z
Kab

R(j�j2 + i")
�

j�j2�@j(@lajm)@mR(j�j
2 + i")(r�M)ŵ d�

+ lim
"&0

Z
Kab

R(j�j2 + i")
�

j�j2�@j(@lajm)@mR(j�j
2 + i")Mr�ŵ d�:

Den ersten Term und die beiden letzten Terme k�onnen wir aufgrund der
Konvergenz in W 2;2

�s (
) und da @�lM(�; �) 2 L2
s(
) (vgl. Lemma 3.3) ist, mit

den gleichen Argumenten wie den Term I8 behandeln.
Mit den Voraussetzungen an die Abklingrate � ist M(�; �) 2 L2

s+1(
),

so da� nach Theorem 2.39
�
R(j�j2 + i")

�2
M(�; �) in L2

�s�1(
) konvergiert.
Wegen

A
�
R(j�j2 + i")

�2
M = R(j�j2 + i")M + (j�j2 + i")

�
R(j�j2 + i")

�2
M

konvergieren mit Lemma 1.1 auch die ersten und zweiten Ableitungen von�
R(j�j2+i")�2M in L2

�s�1(
). Mit dem geforderten Abklingverhalten der Ko-

e�zienten konvergiert dann �@j(@lajm)@m
�
R(j�j2+i")�2M in L2

�s�1+�+1(
) =
L2
�s+� (
). Dies ist f�ur s < n=2 + 1 wieder eine Teilmenge von L2

s(
), womit
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schlie�lich auch die Konvergenz des zweiten Terms, und so auch die von I3
in L2

�s(
) folgt.
Wir haben also insgesamt gezeigt, da� auch der zweite Summand aus

der Darstellung (3.15) in L2
�s(
) liegt und k�onnen nun xl�w 2 L2

�s(
), l =
1; : : : ; n, und somit

w 2 L2
1�s(
)

folgern, also die Aussage des Theorems im Falle N = 1.
Der Fall N = 2: In diesem Fall multiplizieren wir die Darstellung (3.14) mit
x2l , l 2 f1; : : : ; ng, und �:

x2l �w = 1p
2�

n

Z
Rn

x2l �je
ix�ŵ d� + 1p

2�
n

Z
Rn

x2l � +ŵ d�

= � 1p
2�

n

Z
Kab

eix��@2�lŵ d� +
1p
2�

n

Z
Kab

lim
"&0

[x2l � 
"
+]ŵ d�: (3.18)

Wiederum folgt mit Argumenten aus der Theorie der klassischen Fourier-
transformation, da� der erste Term in L2(
) liegt, also insbesondere auch in
L2
�s(
).
F�ur die Behandlung des zweiten Summanden stellen wir den Integralkern

wieder geeignet dar und betrachten daf�ur:

(A� j�j2 � i")x2l � 
"
+ = x2l �M � 4alkxl�@k 

"
+ � 2ajkx

2
l (@j�)@k 

"
+ � 2all� 

"
+

� 2(@jajl)xl� 
"
+ � (@jajk@k�)x

2
l 

"
+ � 4ajlxl(@j�) 

"
+

=) x2l � 
"
+ = R(j�j2 + i")[: : : ]

= t1 + t2 + t3 + t4 + t5 + t6 +t7 (3.19)

Da wir nun � > n=2 + s + 2 voraussetzen, wird der hier, im Vergleich zum
Fall N = 1, zus�atzliche Faktor xl (vgl. Gleichung (3.16))

"
ausgeglichen\, so

da� es keine anderen Bedingungen an s als die bisher aufgetretenen geben
wird.

Die einzelnen Terme werden mit den schon aus dem FallN = 1 bekannten
Argumenten behandelt:
Der Term t1 konvergiert in L2

�s(
), da x
2
l �M 2 L2

s(
) ist, die Terme t3, t6
und t7 wegen des kompakten Tr�agers in x und t5 wegen der Abklingrate von
(@jajl). Den Term t2 behandelt man wie oben I3, indem man die Summanden

�4R(j�j2 + i")�lkxl�@k 
"
+

erg�anzt. W�ahrend man f�ur den Term �4R(j�j2+ i")(alk��lk)xl�@k "
+ wieder

mit Hilfe der Abklingraten argumentiert, leitet man f�ur die Behandlung von
�4R(j�j2 + i")�lkxl�@k 

"
+ zun�achst die folgende Darstellung her:
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(A� j�j2 � i")xl�@k 
"
+ = xl(A� j�j2 � i")�@k 

"
+ � 2ajl�@j@k 

"
+

� 2ajl(@j�)@k 
"
+ � (@jajl)�@k 

"
+:

Dies f�uhrt mit Gleichung (3.17) zuZ
Kab

R(j�j2+i")�lkxl�@k "
+ŵ d�=

Z
Kab

�
R(j�j2+i")�2�lk�xl��@kM+�@j(@kajm)@m 

"
+

� �(@ka0) 
"
+ � 2ajm(@m�)@j@k 

"
+ � (@jajm@m�)@k 

"
+

�
� 2ajl�@j@k 

"
+ � 2ajl(@j�)@k 

"
+ � (@jajl)(�@k 

"
+)
�
ŵ d�:

Nun bem�uht man wieder die Beziehung
�
R(j�j2+i")�2 = �r�R(j�j2+i")

�
�

2j�j2
und integriert partiell. Die daraus resultierenden Terme lassen sich unter
Ber�ucksichtigung der h�oheren Abklingrate wie im Fall N = 1 behandeln. Da-

bei m�ussen f�ur den Term� R
Kab

R(j�j2+i")r0
�

�
�
j�j2ajl�@j@kR(j�j2+i")Mŵ

�
d�

die Terme

�
Z
Kab

R(j�j2 + i")r0
�

� �

j�j2�@l@kR(j�j
2 + i")Mŵ

�
d�

erg�anzt werden. Die zweiten Ableitungen haben die Darstellung

�@l@k 
"
+ = R(j�j2 + i")

�
�@l@kM + [A; �]@l@k 

"
+ + �[A; @l@k] 

"
+

�
= R(j�j2 + i")

�
�@l@kM � 2ajm(@m�)@j@l@k 

"
+ � (@jajm@m�)@l@k 

"
+

+ �@j(@l@kajm)@m 
"
+ + �@j(@kajm)@m@l 

"
+ + �@j(@lajm)@m@k 

"
+

� �(@l@ka0) 
"
+ � �(@la0)@k 

"
+ � �(@ka0)@l 

"
+

�
;

woraus insgesamt mit nochmaliger partieller Integration die Konvergenz in
L2
�s(
) folgt.
Den Term t4 aus der Darstellung (3.19) behandeln wir mit einer entspre-

chenden Darstellung f�ur � "
+:

(A� j�j2 � i")� "
+ = xl�M � 2ajl(@l�)(@j 

"
+)� (@jajl@l�) 

"
+:

Insgesamt k�onnen wir nun also x2l �w 2 L2
�s(
) folgern, womit wir

w 2 L2
2�s(
);

also den Fall N = 2 des Theorems gezeigt haben.
Der Fall N > 2: F�ur beliebiges N geht man nun sukzessive vor, indem die
Darstellung (3.14) von w �uber die Fourierr�ucktransformation mit einer Po-
tenz xNl , l 2 f1; : : : ; ng und der Abschneidefunktion � multipliziert und zeigt,
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da� die rechte Seite in L2
�s(
) liegt. Den ersten Summanden behandelt man

jeweils mit Argumenten aus der Theorie der klassischen Fouriertransforma-
tion. F�ur den zweiten benutzt man neben den Ergebnissen �uber die Di�eren-
zierbarkeit der Resolvente, da� � > n=2+ s+N , @�� @

�
xM(�; �) 2 L2

N+s�j�j(
)
ist und wendet immer wieder die folgenden f�unf Argumente an:

1. Die Konvergenz folgt direkt f�ur Terme, in denen die Resolvente auf
Funktionen mit kompaktem Tr�ager oder hinreichendem Abklingen an-
gewandt wird.

2. Bei Termen, die zwischen den Anwendungen der Resolvente Ableitun-
gen der Koe�zienten oder der Abschneidefunktionen stehen haben,
wird mit der Abklingrate � und L2

�s�(N�1)+� (
) � L2
s(
) f�ur s < n=2+1

bzw. dem kompakten Tr�ager argumentiert.

3. Steht zwischen zwei Anwendungen der Resolvente lediglich ein Koe�zi-
ent ajk(x), so wir der entsprechenden Term mit dem Kroneckersymbol
�jk erg�anzt.

4. Treten als letzte Anwendung Potenzen der Resolvente auf, so wird par-
tiell integriert, denn es soll die Konvergenz in L2

�s(
) und nicht etwa
in L2

�s�1(
) nachgewiesen werden. An dieser Stelle geht der kompakte
Tr�ager und die Di�erenzierbarkeit von ŵ ein.

5. Soll die Resolvente auf Terme der Art �ajk(x)@j 
"
+ (oder h�ohere Ab-

leitungen von  "
+) angewendet werden, so stellt man �@j 

"
+ (bzw. die

h�oheren Ableitungen) mittels der Anwendung von (A � j�j2 � i") als
Resolvente dar. Letzteres ist m�oglich, da die darzustellenden Funktio-
nen aufgrund von Lemma 3.13 und der durch die Abschneidefunktion �
erzeugten Nullranddaten im De�nitionsbereich des Operators A liegen.

Man erh�alt so in jedem Schritt

xNl w 2 L2
�s(
);

woraus man dann auf
w 2 L2

N�s(
)

schlie�en kann.
F�ur die Inklusionen L2

�s�(N�1)+� (
) � L2
s(
) mit � > n=2+ s+N mu�te

s < n=2+1 sein. Ist nun s > 1=2 beliebig, so gibt es ein ~s � s mit ~s < n=2+1,
so da� � > n=2+ s+N > n=2+ ~s+N ist, d.h. aus den Voraussetzungen des
Theorems f�ur s folgen die f�ur ~s. Weiterhin gilt

L2
N�~s(
) � L2

N�s(
);
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so da� aus der Aussage des Theorems f�ur ~s die entsprechende f�ur s folgt und
somit das Theorem f�ur alle s > 1=2 gezeigt ist.

2

Bemerkung 3.15
Die Aussage von Theorem 3.14 ist �aquivalent zu:

Es seien N 2 N0 und � > (n + 1)=2 +N . Dann gilt f�ur w 2 L2
ac
(
):

Fw 2 CN0 (Rn n f0g) =) w 2 C1(
) \
\

s>1=2

L2
N�s(
)

Fw 2 fv 2 WN;2(Rn) j supp v �� R
n n f0gg =) w 2

\
s>1=2

L2
N�s(
);

da es zu jedem vorgegebenen s > 1=2 ein ~s 2 (1=2; s] mit � > n=2 + ~s + N
gibt, so da� w 2 L2

N�~s(
) � L2
N�s(
) ist.

Da der zweite Term der Darstellung (3.14) bei kompakten Tr�ager von
Fw in Rn n f0g unendlich oft di�erenzierbar von x abh�angt, kann die erste
Aussage auf die folgende Form abgeschw�acht werden:

Fw 2 fv 2 L1
m(R

n) \WN;2
t (Rn) j supp v �� R

n n f0gg
=) w 2 Cm(
) \

\
s>1

L2
N�s(
):

Im Spezialfall des Schr�odingeroperators l�a�t sich wieder etwas mehr zeigen,
da wir bessere Resultate bez�uglich der Hochfrequenzasymptotik zu Verf�ugung
haben:

Korollar 3.16
Es seien A = �� + V ein Schr�odingeroperator, N;m 2 N0 , � > n=2 +
1 + N und die Voraussetzungen 1.5 erf�ullt. Dann gilt f�ur die zugeh�orige
verallgemeinerte Fouriertransformation mit t > n=2 und w 2 L2

ac
(
):

FSw 2 fv 2 WN;2
t (Rn) j supp v � R

n n f0gg =) w 2
\
s>1

L2
N�s(
)

FSw 2 fv 2 L1
m(R

n) \WN;2
t (Rn) j supp v �R

n n f0gg
=) w 2 Cm(
) \

\
s>1

L2
N�s(
):

Beweis: Der Beweis ist fast der gleiche wie der zum vorangegangenen Theo-
rem, es mu� unter den geforderten Voraussetzungen lediglich die Integrier-
barkeit im Unendlichen gezeigt werden. Nach Lemma 3.7 ist mit einer Ab-
schneidefunktion ~� 2 C1(Rn), 0 � ~� � 1, supp ~� � R

n n BR+1(0) und ~� = 1
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f�ur jxj � R + 2

k@�x ~�RS(j�j2 � i0)M(�; �)k�s = O(j�jj�j) f�ur j�j ! 1:

Wir benutzen anstelle von � die Abschneidefunktion ~� und bemerken weiter-
hin, da� im Beweis zu Theorem 3.14 mit jeder Ableitung von RS(j�j2� i0)M
nach x mindestens eine weitere Anwendung der Resolvente auftritt, die nach
Theorem 2.46 wieder einen Faktor 1

j�j mit sich bringt. So ist es f�ur die Be-

handlung des zweiten Summanden der Darstellung (3.14) hinreichend, wenn
FSw 2 WN;1

�1 (R
n) ist. F�ur den ersten Term brauchen wir nach Theorem 3.2

FSw 2 WN;2(Rn). Da WN;2
t (Rn) � WN;1

�1 (R
n) f�ur t > n=2 ist, sind diese

beiden Bedingungen erf�ullt und es folgt die erste Aussage des Theorems. Die
zweite folgt dann mit Theorem 3.1.

2

Im Falle des diskutierten Beispiels erh�alt man entsprechend:

Korollar 3.17
Es seien A = �� der Laplaceoperator auf 
 = R3 n BR(0), dem �Au�eren
einer Kugel und N 2 N0 . Dann gilt mit t > 3=2 f�ur w 2 L2

ac
(
):

F1w 2 fv 2 WN;2
t (R3) j j�j�l@N�lj�j v 2 L2(Rn); l = 1; : : : ; Ng

=) w 2
\
s>1

L2
N�s(
)

F1w 2 L1
m(R

3) \ fv 2 WN;2
t (Rn) j j�j�l@N�lj�j v 2 L2(Rn); l = 1; : : : ; Ng

=) w 2 Cm(
) \
\
s>1

L2
N�s(
):

Beweis: Die partiellen Integrationen im Beweis zu Theorem 3.14 k�onnen
wegen

1
2%

d
d%
R(%2 � i") =

�
R(%2 � i")

�2
auch in Polarkoordinaten bez�uglich % = j�j durchgef�uhrt werden. Bei jeder
partiellen Integration erhalten wir einen Faktor 1

j�j =
1
%
durch die Ableitung

des Volumenelements. Nach den Ergebnissen von Abschnitt 3.2 verh�alt sich
@l% (x; �)

��
%=0

wie @��  (x; �) , j�j = l, j�j > 0. So bleibt noch die Integrierbar-

keit in � = 0 zu zeigen. Hierf�ur ist mit Theorem 1.9 und der Endlichkeit von
@l% (x; �)

��
%=0

hinreichend, da� j�j�l@N�lj�j F1w 2 L2(Rn) ist.
2



Kapitel 4

Anwendung auf Gleichungen

vom Kirchho�-Typ

In diesem Kapitel behandeln wir als Anwendung der verallgemeinerten Fou-
riertransformation im Bereich der partiellen Di�erentialgleichungenGleichun-
gen vom Kirchho�-Typ. Dies sind spezielle nichtlineare Wellengleichungen
mit nichtlokalen Nichtlinearit�aten. Mit einer, wie im Kapitel 1 eingef�uhrten,
elliptischen, selbstadjungierten St�orung A : D(A) � L2(
) ! L2(
) des
negativen Laplaceoperators lassen sie sich in der Form

utt +
�
1 + kA1=2uk2�Au = F (u; ut;ru)

darstellen, wobei die gesuchte Funktion u von der Zeit t und dem Ort x
abh�angt. Die rechte Seite F ist als Funktion von u und deren Ableitungen
eine weitere lokale Nichtlinearit�at dieser hyperbolischen Integro-Di�erential-
gleichung. Der Name dieser Gleichungen geht auf den eindimensionalen Fall
mit A = � d2

dx2
zur�uck, der von Kirchho� [Kir97] als Modell f�ur die schwin-

gende Saite untersucht wurde, und in dem der Vorfaktor (1 + kruk2) die
Dehnung eines in�nitesimalen Saitenst�ucks beschreibt.

In [DS94] wird im Falle des negativen Laplaceoperators auf 
 = R
n

f�ur das zugeh�orige Anfangswertproblem die Existenz und Eindeutigkeit ei-
ner C1(R+ � Rn)-L�osung f�ur kleine Anfangsdaten mit kompaktem Tr�ager
und glatte, in 0 hinreichend schnell verschwindende, rechte Seiten F gezeigt.
Durch ihre Beweistechnik erhalten sie auch eine Aussage �uber das zeitasym-
ptotische Verhalten der L�osungen.

Wir betrachten das folgende homogene Anfangsrandwertproblem auf ei-
nem Au�engebiet 


utt +
�
1 + kA1=2uk2�Au = 0 t > 0; x 2 
; (4.1)

u
��
@


= 0; t > 0; (4.2)

u(0; �) = u0 ut(0; �) = u1; (4.3)

86
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und werden f�ur eine spezielle Klasse kleiner Daten nicht nur die (in t) globale
Existenz und Eindeutigkeit der L�osung, sondern auch eine zeitliche Abklin-
grate von d

dt
hAu;ui f�ur t!1 zeigen.

Im Ganzraumfall ist dies f�ur den Laplaceoperator bereits in [DS94] enthal-
ten und wird f�ur den Schr�odingeroperator mit einem Potential V 2 C10 (Rn)
und den Laplaceoperator auf einem Au�engebiet in [Rac95] gezeigt.

Ein entscheidendes Hilfsmittel ist dabei die Fouriertransformation bzw.
deren Verallgemeinerung, wobei insbesondere die Di�erenzierbarkeits- und
Abbildungseigenschaften ausgenutzt werden. Mit den im letzten Kapitel er-
haltenen Ergebnissen k�onnen wir die obige Aussage nun auch f�ur die allge-
meineren St�orungen des Laplaceoperators zeigen.

4.1 Fourierintegralabsch�atzungen

Vorbereitend f�ur den Beweis der globalen Existenz und der Abklingrate von
d
dt
hAu;ui f�ur t!1, werden wir in diesem Abschnitt Analoga zu Lemma A

aus [DS94] beweisen, in denen Fourierintegrale der Form

G(�) :=

Z
Rn

ei�j�jŵ1(�)ŵ2(�)j�j d�

abgesch�atzt werden. Hierbei bezeichne ŵl, l = 1; 2 jeweils die verallgemeinerte
Fouriertransformierte Fwl von wl.

Lemma 4.1
Seien 0 < a < b < 1, N 2 N , � > n=2 + N + 1=2 und w1; w2 2 L2

ac
(
), so

da� ŵ1; ŵ2 2 fv 2 WN;2
loc

(Rn) j supp v � Kabg. Dann gibt es f�ur jedes k 2 N0

mit k < N � 1 eine Konstante C > 0, so da� mit s 2 (k+1=2; N � 1=2) gilt:��� Z
Rn

ei�j�jŵ1(�)ŵ2(�)j�jd�
��� � C (1 + j�j)�kkw1kskw2ks;

wobei C = C(n; a; b; k; N).

Beweis: Die im Laufe des Beweises auftretenden Konstanten C und Cj,
die sich von Schritt zu Schritt �andern k�onnen, h�angen von n, a, b und k ab.

1. Fall j�j � 1, k beliebig:

jG(�)j � C

Z
Kab

jŵ1(�)jjŵ2(�)j d� � Ckw1kkw2k

� C2k(1 + j�j)�kkw1kskw2ks
f�ur alle s � 0, also insbesondere auch f�ur s 2 (k + 1=2; N � 1=2).
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2. Fall k = 0, � 2 R: analog.

3. Fall k 2 N, j�j > 1: Mit % := j�j haben wir:

G(�) = (i�)�k(�1)k
Z
Kab

ei�%
�
@% +

n� 1

%

�k
(%ŵ1(�)ŵ2(�)) d�

= (i�)�k
Z
Kab

kX
j=0
j�n

Cje
i�%%1�j@k�j% (ŵ1(�)ŵ2(�)) d�

=) jG(�)j � Cj�j�k
X

k1+k2�k

Z
Kab

��@k1% ŵ1(�)
����@k2% ŵ2(�)

�� d�
j@kl% ŵl(�)j =

���Z



@kl%  (x; �)wl(x) dx
���

� 1p
2�

n

���Z



@kl% j(x)e
�ix�wl(x) dx

���
+ 1p

2�
n

���Z



@kl%
�
R(%2 + i0)M(�; �)(x)�wl(x) dx

���; l = 1; 2:

Den ersten Term k�onnen wir mit Theorem 3.2 f�ur die klassische Fou-
riertransformation in der L2(
) - Norm bez�uglich x gegen

kjxjkljwlk � Ckwlkkl � Ckwlks; l = 1; 2;

absch�atzen.

Da � > n=2 + N + 1=2, k < N � 1 und s > k + 1=2 ist, k�onnen wir
wie im Beweis zu Theorem 3.14 folgern, da� @kl%

�
R(%2 + i0)M(�; �)� 2

L2
�s(
) ist. Weiterhin liegen mit der Voraussetzung � > n=2 +N + 1=2

nach Theorem 3.14 und Bemerkung 3.15 wl 2 L2
s(
), l = 1; 2, da

s < N � 1=2 ist.

Es sei s(j) := kl�j+1=2+� und � 2 (0;min(s�1=2; ��(n+1)=2�N)),
so da� s(j) > kl � j + 1=2, und damit die Resolvente nach Theorem
2.40 (kl � j)-mal als Operator in B(L2

s(j)(
); L
2
�s(j)(
)) di�erenzierbar

ist, � > j + n=2 + s(j), so da� nach Lemma 3.3 @j%M(�; �) 2 L2
s(j)(
)

ist, und s(j) � s, so da� w 2 L2
s(j)(
), j = 1; : : : ; kl ist. Dann gilt f�ur

den zweiten Term:���Z



@kl%
�
R(%2 + i0)M(�; �)(x)�wl(x) dx

���
�

klX
j=0

Cj

���Z



�
@kl�j% R(%2 + i0)

��
@j%M(�; �)�(x)wl(x) dx

���
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=

klX
j=0

Cjk@kl�j% R(%2 + i0)kB(L2
s(j)

(
);L2
�s(j)

(
))k@j%M(�; �)ks(j)kwlks(j)

� Ckwlks; 8 � 2 Kab; l = 1; 2;

da die Absch�atzungen f�ur die Ableitungen der Resolvente und der Funk-
tion M(�; �) gleichm�a�ig in � 2 Kab, also % 2 [a; b] waren. Damit ist
auch der zweite Term gegen

Ckwlks; l = 1; 2;

mit s 2 (k + 1=2;N � 1=2) abgesch�atzt. Bez�uglich � wird nun �uber
ein beschr�anktes Gebiet integriert, so da� wir auch in diesem Fall die
Absch�atzung

jG(�)j � C(1 + j�j)�kkw1kskw2ks
haben.

2

Bemerkung 4.2
Da wir im letzten Lemma vorausgesetzt haben, da� die Tr�ager der Fourier-
transformierten in dem Kreisring Kab liegen, h�angt die in der Absch�atzung
auftretende Konstante C nur von a und b ab und nicht direkt von den Tr�agern
der Fouriertransformierten.

Wie schon in den vorangegangenen Kapiteln lassen sich im Falle des Schr�odin-
geroperators unter den Voraussetzungen 1.5 weitreichendere Resultate bez�uglich
der Hochfrequenzasymptotik zeigen:

Lemma 4.3
Seien A = �� + V , N 2 N , � > n=2 +N + 1 und die Voraussetzungen 1.5
erf�ullt. Weiter seien a 2 (0;1), t > n=2, w1; w2 2 L2

ac
(
) und es gebe t1; t2

mit t1 + t2 > (n + 1)=2, so da� FSwl 2 fv 2 WN;2
t+2tl

(Rn) j supp v � Kag,
l = 1; 2. Dann gibt es f�ur jedes k 2 N0 mit k < N � 2 eine Konstante C > 0,
so da� f�ur s 2 (k + 1;N � 1) gilt:��� Z

Rn

ei�j�jŵ1(�)ŵ2(�)j�jd�
��� � C (1 + j�j)�kkAt1w1kskAt2w2ks; (4.4)

wobei C = C(n; a; k;N).
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Beweis: Mit der Voraussetzung FSwl 2 WN;2
t+2tl

(Rn) folgt �uber die Dia-
gonalisierungseigenschaft der verallgemeinerten Fouriertransformation (vgl.
(3.1))

%2tl(FSwl)(�) = (j�j2)tl(FSwl)(�) = (FS(A
tlwl))(�); l = 1; 2;

da� F(Atlwl) 2 WN;2
t ist. Da s < N � 1 ist, folgt somit nach Korollar 3.16

die Endlichkeit der rechten Seite von (4.4).
Im Gegensatz zur allgemeineren St�orung mit variablen Koe�zienten las-

sen wir hier auch b =1 zu. Um die Integrierbarkeit bez�uglich � im Unend-
lichen zu zeigen, gehen wir �ahnlich wie in [DS94] f�ur den Term I2 vor und
nutzen die Diagonalisierungseigenschaft der verallgemeinerten Fouriertrans-
formation aus.

Die ersten beiden F�alle, j�j � 1, k beliebig und k = 0, � 2 R werden wie
im vorangegangenen Lemma behandelt. Im dritten Fall j�j > 1, k 2 N f�uhren
wir wieder die partiellen Integrationen durch, was wegen der Voraussetzung
ŵl 2 WN;2

t+2tl
(Rn), l = 1; 2 zul�assig ist und erhalten wiederum

G(�) = (i�)�k(�1)k
Z
Ka

ei�%
�
@% +

n� 1

%

�k
(%ŵ1(�)ŵ2(�)) d�

= (i�)�k
Z
Ka

kX
j=0

k�j�n

Cje
i�%%1�k+j@j%(ŵ1(�)ŵ2(�)) d�:

Mit Korollar 2.48 und den asymptotischen Eigenschaften der Funktion M
aus Lemma 3.3 (3.6) k�onnen wir schlie�en, da� mit ~t > 1=2 f�ur alle m 2 N ,
m � N gilt


� d

d%

�m
RS(%

2 � i0)M(�; �)




�~t�m

= O(1) f�ur %!1:

Dies, wie auch die Diagonalisierungseigenschaft, verwenden wir f�ur die fol-
gende Absch�atzung:

jG(�)j � Cj�j�k
kX

j=0
k�j�n

Cj

Z
Ka

%1�k+jj@j%
�
ŵ1(�)ŵ2(�)

�j d�
=Cj�j�k

kX
j=0

k�j�n

Cj

Z
Ka

%1�k+jj@j%(%�2(t1+t2)FS(A
t1w1)FS(A

t2w2))j d�

�Cj�j�k
X

j1+j2�k
j1;j2�0

Cj

Z
Ka

%1�2(t1+t2)j@j1% (FS(A
t1w1)(�))jj@j2% (FS(A

t2w2)(�))j d�
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Der �Ubersichtlichkeit halber lassen wir im folgenden die Argumente weg und
betrachten:Z
Ka

%1�2(t1+t2)j@j1% (FS(A
t1w1))jj@j2% (FS(A

t2w2))j d� �

� C

Z
Ka

%1�2(t1+t2)
h��@j1% R




e�ix�j
�
At1w1

�
dx
����@j2% R




e�ix�j
�
At2w2

�
dx
��

+
��@j1% R




e�ix�j
�
At1w1

�
dx
����@j2% R




�
RS(%2 � i0)M

��
At2w2

�
dx
��

+
��@j1% R




�
RS(%2 � i0)M

��
At1w1

�
dx
����@j2% R




e�ix�j
�
At2w2

�
dx
��

+
��@j1% R




�
RS(%2 � i0)M

��
At1w1

�
dx
����@j2% R




�
RS(%2 � i0)M

��
At2w2

�
dx
��i d�

� C

Z
Ka

��@j1% R
e�ix�j�At1w1

�
dx
����@j2% R
e�ix�j�At2w2

�
dx
�� d�

+ C

Z
Ka

��@j1% R
e�ix�j�At1w1

�
dx
��%1�2(t1+t2)k@j2% RS(%

2 � i0)Mk�skAt2w2ks d�

+ C

Z
Ka

%1�2(t1+t2)k@j1% RS(%
2 � i0)Mk�skAt1w1ks

��@j2% R
e�ix�j�At2w2

�
dx
�� d�

+ C

Z
Ka

%1�2(t1+t2)k@j1% RS(%
2 � i0)Mk�skAt1w1ks �

� k@j2% RS(%
2 � i0)Mk�skAt2w2ks d�

� C
h
kjxjj1At1w1kkjxjj2At2w2k+ kjxjj1At1w1k

Z
Ka

%2�4(t1+t2)kAt2w2ks d�

+

Z
Ka

%2�4(t1+t2)kAt1w1ks d�kjxjj2At2w2k+
Z
Ka

%1�2(t1+t2)kAt1w1kskAt2w2ks d�
i

� CkAt1w1kskAt2w2ks;
da jl � k, l = 1; 2 und nach Voraussetzung 2(t1 + t2) > n+ 1 war.

2

F�ur das in Abschnitt 3.2 betrachtete Beispiel des Laplaceoperators auf dem
�Au�eren einer Kugel k�onnen wir das Ergebnis sogar noch auf den Fall j�j
nahe 0 erweitern:
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Lemma 4.4
Seien 
 = R

3 n BR(0), A = ��, t > 3=2, w1; w2 2 L2
ac
(
) und es gebe t1; t2

mit t1 + t2 > 2, so da� F1wl 2 fv 2 WN;2
t+2tl

(R3) j j�j�l@N�lj�j v 2 L2(Rn); l =

1; : : : ; Ng, l = 1; 2. Dann gibt es f�ur jedes k 2 N0 mit k < min(N � 2; n+ 1)
eine Konstante C > 0, so da� f�ur s 2 (k + 1;N � 1) gilt:��� Z

Rn

ei�j�jŵ1(�)ŵ2(�)j�jd�
��� � C (1+ j�j)�k�kAt1w1kskAt2w2ks+kw1kskw2ks

�
;

wobei C = C(n; k;N).

Beweis: Wir hatten gezeigt, da� in unserem konkreten Beispiel des Lapla-
ceoperators au�erhalb einer Kugel der Kern der verallgemeinerten Fourier-
transformation auch radial di�erenzierbar in Null ist und f�ur den Integralkern
des zweiten Summanden gilt mit l 2 N0 und s > 1=2 + l:

k@l% ~ �(�; �)k�s � C f�ur alle � 2 B1(0):

Da der Laplaceoperator ein spezieller Schr�odingeroperator ist, k�onnen wir die
Resultate des vorangegangenen Lemmas verwenden. Es bleibt (mit a = 1)
im dritten Fall, j�j > 1; k 2 N , lediglich das Integral

kX
j=0

Z
B1(0)

%1�jj@k�j% (ŵ1ŵ2)j d�

abzusch�atzen. Dies verl�auft �ahnlich wie die Behandlung des Terms I1 in
[DS94]. Mit

qj =
3� �

(j � 1)+
;

1

2pj
+

1

2pj
+

1

qj
= 1; � > 0;

wobei (j � 1)+ := max((j � 1); 0) ist, haben wir:

kX
j=0

Z
B1(0)

%1�jj@k�j% (ŵ1ŵ2)j d� � C
X

h1+h2+j=k

Z
B1(0)

%1�jj@h1% ŵ1jj@h2% ŵ2j d�

� C
X

h1+h2+j=k

k%1�jkLqj (B1(0))k@h1% ŵ1kL2pj (B1(0))
k@h2% ŵ2kL2pj (B1(0))

� C
X

h1+h2+j=k

�k@h1% R



e�ix�w1 dxkL2pj (B1(0))
k@h2%

R



e�ix�w2 dxkL2pj (B1(0))

+ k@h1%
R



e�ix�w1 dxkL2pj (B1(0))
k@h2%

R



~ �w2 dxkL2pj (B1(0))
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+ k@h1%
R



~ �w1 dxkL2pj (B1(0))
k@h2%

R



e�ix�w2 dxkL2pj (B1(0))

+ k@h1%
R



~ �w1 dxkL2pj (B1(0))
k@h2%

R



~ �w2 dxkL2pj (B1(0))

�
� C

X
h1+h2+j=k

�k(1 + jxj)h1w1kL(2pj )
0

(
)
k(1 + jxj)h2w2kL(2pj )

0

(
)

+ k(1 + jxj)h1w1kL(2pj )
0

(
)
kw2ks + kw1ksk(1 + jxj)h2w2kL(2pj )

0

(
)

+ kw1kskw2ks
�
;

wobei (2pj)
0 den zu 2pj dualen Exponenten bezeichnet. Wir benutzen die

H�olderungleichung mit Exponenten rj und 2, wobei

1

rj
+
1

2
=

1

(2pj)0
= 1� 1

2pj
= 1� 1

2

�
1� (j � 1)+

3� �

�
;

um den ersten Term weiter abzusch�atzen:

X
h1+h2+j=k

k(1 + jxj)h1w1kL(2pj )
0

(
)
k(1 + jxj)h2w2kL(2pj )

0

(
)

�
kX

j=0

k(1 + jxj)k�jw1kL(2pj )
0

(
)
k(1 + jxj)k�jw2kL(2pj)

0

(
)

�
kX

j=0

k(1 + jxj)�jk2Lrj (
)k(1 + jxj)kw1kL2(
)k(1 + jxj)kw2kL2(
);

wobei (1 + jxj)�j 2 Lrj (
) ist, falls � hinreichend klein ist, da j � rj =
j

(j�1)+2(3 � �) > 3. Die Argumentation f�ur die Mischterme folgt in entspre-
chender Weise, so da� insgesamt

kX
j=0

Z
B1(0)

%1�jj@k�j% (ŵ1ŵ2)j d� � Ckw1kskw2ks;

ist, woraus die Aussage des Lemmas folgt.

2
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4.2 Globale Existenz und eine Aussage �uber

zeitasymptotisches Verhalten

Wie zu Beginn dieses Kapitels angek�undigt, zeigen wir nun die globale Exi-
stenz und Eindeutigkeit einer L�osung u zum Anfangsrandwertproblem (4.1)-
(4.3) der homogenen Gleichungen vom Kirchho�-Typ und eine zeitliche Ab-
klingrate von d

dt
hAu;ui f�ur eine Klasse spezieller kleiner Daten. Einem Hin-

weis von N. Weck folgend, kann man zumindest f�ur den ersten Fall, den
wir betrachten werden und in welchem verlangt wird, da� die verallgemei-
nerte Fouriertransformierte der Anfangsdaten beschr�ankten Tr�ager hat, die
eindeutige Existenz auch auf andere Art zeigen, da A dann ein beschr�ankter
Operator ist. Interessant ist also eher die Aussage �uber das zeitasymptotische
Verhalten von d

dt
hAu;ui f�ur gro�e Zeiten t.

Theorem 4.5
Seien N 2 N , N > 2, � > n=2+N+1=2, 0 < a < b <1, u0 = "'0, u1 = "'1,

" > 0 und '0; '1 2 L2
ac
(
), so da�F'0;F'1 2 fv 2 WN;2

loc
(Rn) j supp v � Kabg.

Dann gibt es ein �" > 0, das von '0; '1; a; b abh�angt, so da� f�ur alle
" 2 (0;�") eine eindeutige L�osung

u 2 C2([0;1); L2
ac
(
)) \ C1([0;1);

�
W 1;2(
)) \ C0([0;1);W 2;2(
))

zum Anfangsrandwertproblem (4.1)-(4.3) existiert.
Es bezeichne

d(t) :=
�
1 + kA1=2uk2�1=2 = �1 + hAu;ui�1=2;

dann gilt f�ur k 2 N mit 1 < k < N � 1:

d0(t) = O(t�k);
falls �" = �"(k) hinreichend klein ist.

Beweis: Da wir mit Lemma 4.1 ein Analogon zu [Rac95, Lemma 2.2] ha-
ben, verl�auft der Beweis unter den gegebenen Voraussetzungen wie der von
[Rac95, Theorem 1.2]. Wir m�ussen lediglich die in Lemma 4.1 auftretende
Schranke N � 1 an die Abklingrate k ber�ucksichtigen.

Man betrachtet das lineare Problem

utt + d(t)2Au = 0 in 


u
��
@


= 0

u(0; �) = u0; ut(0; �) = u1;



4.2. GLOBALE EXISTENZ UND ZEITASYMPTOTIK 95

das sich beispielsweise im Bild der verallgemeinerten Fouriertransformation
als gew�ohnliche Di�erentialgleichung l�osen l�a�t, so da� u die im Theorem
behauptete Regularit�at besitzt. Weiter de�niert man

~d2(t) := 1 + kA1=2uk2 = 1 + hAu;ui
und zeigt mit Hilfe der verallgemeinerten Fouriertransformation und Lemma
4.1 die Aussage von [Rac95, Lemma 3.1]:

Es sei d Lipschitz-stetig und erf�ulle

9�; K>0 9k2N ; 1<k<N�1; 8 t�0 : 1�d(t)��; jd0(t)j�K(1 + t)�k:

Dann gibt es Konstanten B1; B2 > 0, so da�, falls K < B1, f�ur alle t � 0
gilt:

1 � j ~d(t)j � 1 +B2M0 und j ~d0(t)j � B2M0(1 + t)�k;

wobeiM0 =M1ku0ksku1ks mit s 2 (k+1=2; N�1=2) undM1 eine Konstante
ist, die im Laufe des Beweises de�niert wird.

Dann betrachtet man f�ur festes T > 0 die Menge

KT := fd : [0; T ]! R j d Lipschitz-stetig; 1 � d(t) � �; jd0(t)j � K(1+ t)�kg;
wobei die Konstanten �; K > 0 nicht von T abh�angen. Mit der obigen
Aussage zeigt man, falls 1 + B2M0 =: �, B2M0 =: K < B1(=

1
4�k�k ),

was eine Kleinheitsbedingung an die Anfangsdaten ist, da� die Abbildung
� : KT ! KT ; d 7! ~d wohlde�niert ist. Weiter ist KT eine kompakte konve-
xe Teilmenge von L1([0; T ];R) und � stetig, so da� der Schaudersche Fix-
punktsatz anwendbar ist. Da T > 0 beliebig war, folgt f�ur die betrachteten
Anfangsdaten die Eindeutigkeit der L�osung und somit die Aussage des Theo-
rems.

2

Im Spezialfall des Schr�odingeroperators k�onnen wir folgendes zeigen:

Korollar 4.6
Seien A = �� + V , N 2 N , N > 3, � > n=2 + N + 1=2 und die Vorausset-
zungen 1.5 erf�ullt. Weiter seien a 2 (0;1), t > n=2, u0 = "'0, u1 = "'1 mit
" > 0, '0; '1 2 L2

ac
(
), und es gebe t0; t1 mit t+2t0 � 2 und t0+t1 > (n+1)=2,

so da� FS'l;2 fv 2 WN;2
t+2tl

(Rn) j supp v � Kag, l = 0; 1.
Dann gibt es ein �" > 0, das von '0; '1; a; b abh�angt, so da� f�ur alle

" 2 (0;�") eine eindeutige L�osung

u 2 C2([0;1); L2
ac
(
)) \ C1([0;1);

�
W

1;2(
)) \ C0([0;1);W 2;2(
))
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zum Anfangsrandwertproblem (4.1)-(4.3) existiert.
Es bezeichne

d(t) :=
�
1 + kA1=2uk2�1=2 = �1 + hAu;ui�1=2;

dann gilt f�ur k 2 N mit 1 < k < N � 2:

d0(t) = O(t�k);

falls �" = �"(k) hinreichend klein ist.

Beweis: Anstelle von Lemma 4.1 benutzen wir Lemma 4.3 und gehen genau
so vor wie im Beweis zu Theorem 4.5. Da dort im Beweis zur entsprechenden
Aussage von [Rac95, Lemma 3.1] ausgenutzt wurde, da� die verallgemeinerte
Fouriertransformierten der Anfangsdaten durch b2M0 beschr�ankt war, w�ahlen
wir hier M0 = M1(ku0k2�W1;2(
) + kAt0u0kskAt1u1ks) und sch�atzen den Term

hAu0;u0i nach oben gegen kA1=2kB( �W 1;2(
);L2(
))ku0k �

W1;2(
) und weiter gegen
kA1=2kB( �W1;2(
);L2(
))M0 ab.

2

F�ur das konkrete Beispiel des Laplaceoperators auf dem �Au�eren einer
Kugel haben wir entsprechend das Resultat:

Korollar 4.7
Seien 
 = R3 n BR(0), A = ��, N 2 N , N > 2 und t > 3=2. Weiter
seien u0 = "'0, u1 = "'1 mit " > 0, '0; '1 2 L2

ac
(
) und es gebe t0; t1 mit

t + 2t0 � 2 und t0 + t1 > 2, so da� F1'l;2 fv 2 WN;2
t+2tl

(Rn) j j�j�j@N�jj�j v 2
L2(Rn); j = 1; : : : ; Ng, l = 0; 1.

Dann folgt die Aussage von Korollar 4.6.

Beweis: Der Beweis unterscheidet sich von dem des vorangegangenen Ko-
rollars lediglich dadurch, da� wir anstelle von Lemma 4.3 das Lemma 4.4
verwenden und M0 =M1(ku0k2�W1;2(
) + ku0ksku1ks + kAt0u0kskAt1u1ks) set-
zen.

2

Bemerkung 4.8
Aus der Abklingrate f�ur d0(t) und der Beschr�anktheit von d(t) folgt unter
den Voraussetzungen von Theorem 4.5, Korollar 4.6 oder Korollar 4.7 jeweils
die Abklingrate

d

dt
hAu;ui = O(t�k) f�ur t!1:
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