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1. Einleitung

1. Einleitung

Bei der Entwicklung eines komplexen Produkts, welches sich aus mehreren Kompo-
nenten zusammensetzt, miissen oftmals mehrere Anforderungen erfiillt werden. Ob
eine Anforderung erfiillt ist, hiingt dabei von der Zusammenstellung der einzelnen
Komponenten ab. Diese Komponenten werden von verschiedenen Produktionsberei-
chen bereitgestellt. Anstatt nun ein optimales Design mit spezifischen Komponenten
vorzugeben, ist es der Anspruch, jedem Produktionsbereich maximale Variabilitét in
der Realisierbarkeit ihrer Komponenten zu gewéhrleisten. Dies kann als anschauliches
mathematisches Problem formuliert werden: Gesucht ist ein kartesisches Produkt mit
maximalem Volumen, d.h. eine spezielle Menge zuldssiger Designs, sodass jedes die-
ser Designs alle Anforderungen erfiillt. Mit anderen Worten, eine volumenmaximale

einbeschriebene Rechtecksmenge.

Diese Problemstellung wurde unter der Voraussetzung, dass sich das kartesische Pro-
dukt, also die Rechtecksmenge, aus Intervallen zusammensetzt, bereits in [9] und
[24] untersucht und Algorithmen zur numerischen Losung vorgeschlagen. Der in [24]
vorgestellte Algorithmus basiert darauf, eine Lésung durch zufillige Betrachtung zu-
lassiger und nicht zuldssiger Designs zu finden und der in [9] vorgestellte auf der
Voraussetzung, dass den Anforderungen lineare Funktionen zugrunde liegen.

In dieser Arbeit werden Rechtecksmengen verwendet, bei denen die Dimensionen
der Mengen, aus welchen sie sich zusammensetzen, beliebig sind. Zudem sind auch
Anforderungen erlaubt, welche durch sogenannte additiv zerlegbare Funktionen be-
schrieben werden kénnen. Auf der einen Seite steigt dadurch die Komplexitit des
mathematischen Problems. Auf der anderen Seite kann die Anwendbarkeit, vor al-
lem gegeniiber [9], erheblich erweitert werden. Die Auflockerung der Struktur des
kartesischen Produkts ermdglicht namlich einzelnen Produktionsbereichen, welche
mehrere Komponenten gleichzeitig betrachten, weitere Méglichkeiten ihre einzelnen
Komponenten zu kombinieren. Aufserdem wird durch die additiv zerlegbaren Funk-
tionen, im Vergleich zu den linearen, eine gréfsere Funktionenklasse zur Beschreibung

der Anforderungen zugelassen.

Da fiir dieses Vorhaben noch keine Literatur vorhanden ist, ist es das Ziel der Ar-
beit, zunichst eine saubere mathematische Formulierung des Problems zu schaffen,
um dieses anschlieffend untersuchen und l6sen zu konnen. Dazu sind Grundlagen
der Topologie und Maftheorie notwendig, auf deren relevantesten Inhalte hierfiir im
Folgenden eingegangen wird. Insbesondere kann gezeigt werden, dass unter etwas

stiarkeren Voraussetzungen ein konvexes Optimierungsproblem vorliegt, weshalb der



1. Einleitung

Fokus der Arbeit stark auf die konvexe Theorie gerichtet ist. Fiir diesen Fall wird
dann genau beschrieben, wie das mathematische Problem numerisch gelést werden
kann. Die Aussagen kénnen dabei nahezu direkt auf das allgemein untersuchte Pro-

blem iibertragen werden.

Kapitel 1 stellt die Einleitung dar und gibt einen Uberblick iiber die verwendeten

Notationen.

Kapitel 2 stellt Elemente der Topologie vor, welche fiir den weiteren Verlauf der

Arbeit von Bedeutung sind und legt die dafiir verwendeten Notationen fest.

Kapitel 3 behandelt die ebenfalls fiir die Arbeit entscheidende, maftheoretische
Grundlagen. Insbesondere werden messbare Mengen eingefiihrt, denen dann iiber

das Lebesgue-Mafs ein Volumen zugeordnet werden kann.

Kapitel 4 betrachtet zunichst konvexe Mengen und Funktionen und anschliefend

Optimierungsprobleme, denen konvexe Funktionen zugrunde liegen.

Kapitel 5 fiihrt das volumenmaximale-einbeschriebene-Rechtecksmengen-Problem

ein und untersucht wichtige Eigenschaften des Problems.

Kapitel 6 betrachtet das VER-Problem fiir Anforderungen, welche durch konvexe
Funktionen beschrieben werden und zeigt, dass dies ein konvexes Optimierungspro-
blem darstellt. Aufferdem wird eine alternative Formulierung fiir einen Spezialfall
des VER-Problems hergeleitet.

Kapitel 7 stellt vor, wie das konvexe VER-Problem mit einer ein- oder zweidimen-

sionaler Struktur numerisch mit der Software Matlab® gelost werden kann.

Kapitel 8 stellt das Fazit dar und gibt einen Ausblick.
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Notationen
%f(x) Ableitung
v fiir alle
& Aquivalenz
|- Betrag bzw. Betrag bei Multiindexnotation
0 Beweisende
B(X?%)  Borel-o-Algebra
N Durchschnitt
€ Element von
¢ nicht Element von
3 es existiert
(a;)ien  Folge
lim Grenzwert
1—00
= Implikation
inf Infimum
i Integral
[a, b] abgeschlossenes Intervall
(a, b] halboffenes Intervall
(a,b) offenes Intervall
X kartesisches Produkt
\ Komplement
A° Komplement von A
o Komposition
B(xp,r) offene Kugel
o, O Landausymbole
L(v) Lénge von ~y
A\ Lebesgue-Mak
0 leere Menge
lim inf limes inferior
limsup limes superior
log Logarithmus zur Basis e
\Y Nabla (Gradient)
Il Nomm
P(A) Potenzmenge von A
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2. Topologische Grundlagen

2. Topologische Grundlagen

In diesem Kapitel werden Elemente der Topologie vorgestellt, welche fiir den weite-
ren Verlauf der Arbeit von Bedeutung sind und die dafiir verwendeten Notationen

festgelegt.

2.1. Euklidische Riume

Im Folgenden sei X eine nichtleere Menge, die mit entsprechenden Verkniipfungen
einen Vektorraum iiber R darstellt, siehe [7] fiir eine Definition. Der Vektorraum wird
der Einfachheit halber ebenfalls mit X bezeichnet.

Definition 2.1. Eine Abbildung
(): X xX >R

wird Skalarprodukt auf X genannt, falls gilt

(i) Vo,y,2 € X Vo, B € R: (ax + By, z) = alz, 2) + B(y, 2),

(i) Yo,y € X = (2,y) = (y,2),
(1)) Ve € X : (x,z) >0 und ((z,z) =0= z =0).
Das Paar (X, (-,-)) heifit dann euklidischer Raum.

Beispiel 2.2. Der Standardvertreter fiir einen euklidischen Vektorraum ist X = R?
mit Standard-Skalarprodukt. Dabei ist R? ein Vektorraum iiber R mit festem d € N,
dessen Elemente z € R? geordnete d-Tupel sind, die auch Vektoren genannt werden.
Diese werden im Folgenden in der Regel als Zeilenvektor, d.h. x = (z1,...,x4) mit
z; € R fiir i = 1,...,d notiert. Dennoch wird z € R? an manchen Stellen auch als
Spaltenvektor aufgefasst, insbesondere bei der Beschreibung von linearen Funktio-

nen. Das Standard-Skalarprodukt im R¢ ist gegeben iiber
d
(,y)pa = Z TiYi (2.1)
i=1

fir z,y € R?. Nachfolgend steht der Begriff ,R% stets fiir den euklidischen Raum
(Rdﬂ <'7 '>Rd)'

Neben dem Skalarprodukt kénnen auf Vektorrdumen auch Normen betrachtet wer-

den.
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Normierte Riume

Definition 2.3. Fine Abbildung
|- [+ X = [0, 00)

wird Norm auf X genannt, falls gilt

(i) Ve X : ||z =0 & =0,

(i) Va €R, v € X : [laz| = [al s,

(i) Yo,y € X o o +yl| < [l + [yl
Das Paar (X, | - ||) heifit normierter Raum.
Sei (X, (-,-)) ein euklidischer Raum, dann ist die Abbildung

-1+ X = 1[0,00), == [lz]| := /({z, z)

eine Norm auf X, vgl. [7]. Somit ist jeder euklidische Raum auch ein normierter
Raum. Im R? ist die euklidische Norm oder 2-Norm eines Vektors x € R definiert

als

lzllz =

was gerade der induzierten Norm durch das Standard-Skalarprodukt entspricht.

Ein weiteres Beispiel fiir eine Norm im R? ist die co-Norm, die definiert ist als

#lloe = max |z

ey

fiir x € R<,

Nun werden wichtige Eigenschaften von Mengen in normierten Raumen eingefiihrt.
Definition 2.4. Seien (X, || - ||) ein normierter Raum, xo € X und r € (0,00).

(i) Eine offene Kugel um xo mit Radius r ist definiert als

B(zo,r) = {ze€X||z—axo <r}.
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(ii) Eine Teilmenge U C X heifit offen, falls

Ve e U Ir e (0,00): B(x,r)CU.

(1i) Fine Teilmenge U C X heifit abgeschlossen, falls UC offen ist.

Es gilt, dass in normierten Riumen die beliebige Vereinigung offener Mengen offen
ist, ebenso wie der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen. Die Beweise hierzu
finden sich beispielsweise in [22].

Da @ dicht in R ist, ist auferdem nachweisbar, dass jede offene Menge in R als
Vereinigung offener Intervalle darstellbar ist, was ebenfalls in [22] begriindet ist.
Diese Eigenschaft lisst sich sofort auf offene Mengen im R? erweitern. Hierbei sei
bemerkt, dass die Eigenschaft, ob eine Menge im R? offen ist oder nicht, nicht von
der gewithlten Norm abhingt, weil alle Normen auf dem R dquivalent sind.
Weitere bedeutsame Mengen in normierten Rdumen sind zum Beispiel kompakte
Mengen, siche [7] fiir eine allgemeine Definition. Im R? ist eine Menge genau dann

kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist.

Bemerkung 2.5. Generell lassen sich noch allgemeinere Rdume als normierte Réu-
me betrachten, wie zum Beispiel metrische oder topologische Raume, siehe [7] fiir
weitere Informationen. Viele der hier fiir normierte Rdume eingefithrten Definitionen
und Eigenschaften lassen sich direkt auf die soeben genannten Riume iibertragen
bzw. verallgemeinern.

Jeder normierte Raum (X, || - ||) ist mit der Abbildung

d: X x X =[0,00), (z,9) = d(z,y) = |z —y|
ein metrischer Raum. Ferner bildet das Mengensystem der offenen Mengen
T = {U C X |U ist offen in X}

eine Topologie auf dem normierten Raum. Im euklidischen Raum wird die so defi-

nierte Topologie euklidische Topologie genannt.

Stetige und halbstetige Funktionen

Fiir Abbildungen zwischen normierten Riumen ist die Stetigkeit, welche beispiels-
weise in [13] definiert ist, eine bedeutsame Eigenschaft. Zum Nachweis der Stetigkeit

einer Abbildung lisst sich oftmals folgende Aquivalenz verwenden.
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Satz 2.6. Secien (X,| - ||) und (Y,| - |') normierte Riume und f : X — Y eine

Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) f ist stetig.

(is) YV C Y, V offen: f~1(V) C X offen.

(i) YV C Y,V abgeschlossen: f~1(V) C X abgeschlossen.

Beweis. Siehe [13]. O

Stetige Funktionen haben zum Beispiel die Eigenschaft, dass die Komposition stetiger
Funktionen stetig ist. Fiir Y = R sind konstante Funktionen sowie endliche Summen
bzw. Produkte stetiger Funktionen stetig. Aufserdem nimmt jede stetige Funktion auf
einer kompakten Menge ihr Maximum bzw. Minimum an. Fiir Y = R™, m € N, ist
f="(f1,.-..,fm): X = R™ genau dann stetig, wenn jede Komponente f; : X — R,
Jj=1,...,m, stetig ist, vgl. [14].

Beispiel 2.7. Bekannte Vertreter stetiger Funktionen sind beispielsweise Polynome
p:R? = R, d € N. Um diese definieren zu kiénnen, wird zunichst die Multiindex-
Schreibweise eingefiihrt. Ein Multiindex ist ein Element a € Ng mit Tupelschreib-

weise o = (a1, ..., aq). Fiir € R? und a € N sind definiert

n

o . o;

x = l_Ia:il7
i=1
n

la] = g a,
i=1

wobei 0 := 1 Konvention ist. Fiir jedes » € Ny gibt es endlich viele Multiindizes
a € Nd mit |a| < r. Ist zu jedem Multiindex auferdem ein a, € R gegeben mit

o # 0 fiir mindestens ein a € N4, so wird die Abbildung

p:RT SR,z pz) = Zaaa;a

laf<r

Polynom vom Grad r genannt.
Jedes Polynom ist als Summe von Produkten stetiger Funktionen stetig. Dem liegt
zugrunde, dass Koordinatenprojektionen stetig sind, worauf in Kapitel 2.2 nochmals

genauer eingegangen wird.

10



2. Topologische Grundlagen

Eine schwichere Eigenschaft von Funktionen als die Stetigkeit ist die Halbstetigkeit.

Definition 2.8. Seien (X, | - ||) ein normierter Raum und f : X — [—o00,00] eine
Funktion. Diese heifit

(i) nach unten halbstetig, wenn fir jedes a € R die Menge {x € X | f(z) < a}
abgeschlossen bzw. die Menge {x € X | f(z) > a} offen ist und

(1) nach oben halbstetig, wenn fir jedes a € R die Menge {x € X | f(x) > a}
abgeschlossen bzw. die Menge {x € X | f(z) < a} offen ist.

Es ist sofort ersichtlich, dass eine Funktion f genau dann unten halbstetig ist, wenn
— f nach oben halbstetig ist. Aukerdem gilt, dass Funktionen f : X — R genau dann
stetig sind, wenn sie sowohl nach unten als auch nach oben halbstetig sind. Auf einer
kompakten Menge nimmt jede nach unten halbstetige Funktion ihr Minimum und
jede nach oben halbstetige Funktion ihr Maximum an. Diese Aussagen sind alle in
[1] begriindet bzw. bewiesen.

Zusatzlich wird dort gezeigt, dass die untere Halbstetigkeit dquivalent ist zur Giil-
tigkeit von

liminf f(y) = f(z)

Yy—x

mit liminf f(y) := lim < inf f (y)> fiir alle z € X. Entsprechend ist die obere
y—x INO \ yeB(z,0)
Halbstetigkeit dquivalent zu

limsup f(y) < f(z)

Yy—x

mit limsup f(y) := lim ( sup f(y)) fiir alle z € X.
y— INO N\ yeB(,0)

Beispiel 2.9. Sei (X, |-||) ein normierter Raum. Die charakteristische Funktion
von A C X ist definiert iiber

1, x€A,

X >R, z— x) =
XA Xa(@) {O, x ¢ A.

Diese ist nach unten halbstetig, falls A offen ist und nach oben halbstetig, falls A

abgeschlossen ist.

11
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Eine weitere Figenschaft von Funktionen, welche spiter ebenfalls aufgegriffen wird,
ist die Monotonie. Diese wird nun fiir eine Funktion f : D — R mit D C R? definiert.

Definition 2.10. Seien D C R? und f : D — R eine Funktion. Dann heifit f
momnoton wachsend, wenn fir alle z,y € D mit x < y gerade f(x) < f(y) gilt.
Entsprechend heifit f monoton fallend, wenn fir alle x,y € D mit x <y gerade
f(x) > f(y) gilt. Das Ungleichungssystem x < y ist dabei stets komponentenweise zu

verstehen.

2.2. Produktriaume

Nun werden kartesische Produkte von Mengen betrachtet.

Kartesische Produkte

Definition 2.11. Das kartesische Produkt Ax B der Mengen A und B ist definiert
als die Menge aller geordneten Paare (a,b), fir deren erste Komponente a € A und

fiir deren zweite Komponente b € B gilt, d.h.
AxB := {(a,b) | a€ A bec B}.
Das kartesische Produkt besitzt unter anderem die nachfolgend aufgefiihrten Eigen-

schaften.

Satz 2.12. Seien A, B, C und D Mengen. Fiir das kartesische Produkt gelten die
Eigenschaften

(i) Ax (BNC)=(AxB)N(AxC) baw. Ax (BUC) = (Ax B)U (A x O),
(ii) Ax B=0 < A=0 oder B =10,

(iii) Ax BCCxD<& ACC und BC D,

(iv) (A x B)° = (A° x B¢) U (A° x B) U (A x B°),

(v) (ANB) x (CND)=(AxC)N(Bx D).

Beweis. Siehe Anhang A. O

12
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Bemerkung 2.13. Das kartesische Produkt ist im Allgemeinen weder kommutativ
noch assoziativ. Fiir paarweise disjunkte Mengen A := {a}, B := {b} und C := {c}

gilt beispielsweise nédmlich

AxB = {a} x{b} = {(a,0)}
7 {(b,a)} = {b} x{a} = Bx A,
(AxB)xC = ({a} x {b}) x {b} = {((a,b), ¢)}
7 {la, (b,¢))} = {a} x ({0} x {c}) = Ax (B x C).

Obwohl das kartesische Produkt generell nicht kommutativ ist, &hneln sich die Men-
gen Ax B und B x A insofern, dass je ein Element der einen Menge bis auf Umordnung
einem Element der andern entspricht. Die Zuordnung dieser Elemente definiert eine
Bijektion, weshalb A x B mit B x A identifiziert werden kann. Analog existiert solch
eine kanonische Bijektion fiir die Mengen (A x B) x C' und A x (B x (). Bevor auf
eine solche Identifizierung genauer eingegangen wird, wird zunéchst das kartesische

Produkt auf endlich viele Mengen erweitert.

Definition 2.14. Das mehrfache kartesische Produkt Ay x ... x Ay der Men-
gen Ay,...,Aq, d € N fest, ist definiert als die Menge aller geordneter d-Tupel
(a1,...,aq), wobei a; € A; furi=1,...,d. Also gilt

Ay X ... XAy = {(al,...,ad)|ai€Ai, izl,...,d}.

Mithilfe des Produktzeichens kann das mehrfache kartesische Produkt durch
[J4 = Aix.. x4,

notiert werden. Dies ist nicht zu verwechseln mit dem Produkt von Skalaren, fiir
welches das Produktzeichen ,[[* in dieser Arbeit ebenfalls verwendet wird.
Die Eigenschaften des kartesischen Produkts zweier Mengen lassen sich direkt auf

das mehrfache kartesische Produkt iibertragen.

Allgemeines zu Produktriumen

In der folgenden Definition werden nun normierte Rdume betrachtet, die auf dem

mehrfachen kartesischen Produkt der Grundmengen von normierten Rdumen beru-

13
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hen. Dabei sei bemerkt, dass der verwendete, hochgestellte Index nicht mit einem

Exponenten zu verwechseln ist.

Definition 2.15. Seien n € N und (X*,|| - [|xx), k = 1,...,n, normierte Riume.
n

Ferner sei X := [[ X* das n-fache kartesische Produkt der Grundmengen X"
k=1

welches mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation einen Vektorraum
iiber R darstellt. Dieser Vektorraum X beinhaltet alle n-Tupel x = (x!,... ™) mit
*e Xk kE=1,... n.

(1) Wird X mit der Norm versehen, die fir alle x € X definiert ist iber

n
lz =Y ll2*lxn, (2.2)
k=1

s0 heifit der normierte Raum (X, |- ||) Produktraum der Riume (X*, |- || xx),
k=1,...,n.
Fiir den Fall, dass (X*,| - |x+), k = 1,...,n, sogar euklidische Riume mit

Skalarprodukt (-,-) xx sind, ist auf X dber

<$7y>X = Z<xay>Xk (23)

k=1

fiir alle x,y € X ein Skalarprodukt definiert. FEs sei bemerkt, dass hierbei die
von dem Skalarprodukt (2.3) induzierte Norm in der Regel nicht mehr mit der
Norm (2.2) des Produktraums (X, | - ||) tibereinstimmdt.

(i) Die kanonische Projektion, welche von X auf X* abbildet, ist definiert durch

7rk:X—>Xk, xr—>mk,

firke{l,...,n}.
(i4i) Die kanonische Einbettung von X* nach X ist definiert durch

D, G UL N L L Lt L

firke{1,...,n} undfestei’keX’; mitk=1,...,n, k#k.

Dass das in (2.3) definierte Skalarprodukt bzw. die in (2.2) definierte Norm auch

tatsdchlich ein Skalarprodukt bzw. eine Norm auf X darstellen, ldsst sich unter Ver-

14
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wendung der entsprechenden Definitionen direkt nachrechnen. Gleiches gilt fiir den

Nachweis der Vektorraumeigenschaften von X.

Bemerkung 2.16. Falls U¥ € X* fiir k € {1,...,n} offen ist, so ist das Urbild
7 (UF) = X x ... x XF1 x UF x XFH1 x ... x X™ ebenfalls offen in X. Denn
fiir jedes € X mit zF € U” existiert eine offene Kugel in X* um z* mit Radius
r, die vollstindig in U* enthalten ist. Daher ist auch die offene Kugel in X um z
mit Radius 7 vollstindig in 7~ (U*) enthalten. Dies sagt auferdem aus, dass 7% fiir
k€ {1,...,n} stetig ist. In der Literatur ist es gingig den umgekehrten Weg zu
gehen und die Stetigkeit der kanonischen Projektion zu fordern, um so beispielsweise
eine Topologie auf einem Produkt von topologischen Rdumen zu erhalten.

Ebenso ist das Urbild (:#)~1(U) = {z¥ € X* | (2!,...,2") € U} einer offenen Menge
Ue X fir ke {l,...,n} und feste oF € XF mit k = 1,...,n undl;#k:offen, was

k

die Stetigkeit von ¢¥, impliziert.

Auf dem Produktraum (X, || - ||) haben Abbildungen, die sich aus Funktionen zu-

sammensetzen, welche jeweils auf einer der Mengen X* definiert sind, spezielle Ei-

genschaften.

Definition 2.17. Seien n € N und (X*,| - [|¥), k = 1,...,n, normierte Riume
mit Produktraum (X, || - ||). Eine Funktion f = (fi,..., fm) : X — R™, fiir welche
Funktionen f* = (ff,...,fE): X*¥ = R™ k=1,...,n, existieren mit

fl@) = Y fF=h)
k=1
fiir alle x € X, wird additiv zerlegbar genannt.

Diese Form der Zerlegung ist bis auf konstante Terme eindeutig.

Satz 2.18. Fine additiv zerlegbare Funktion f : X — R™ st genau dann stelig,
wenn die Funktionen f*: XF — R™ firk=1,...,n stetig sind.

Beweis. Da eine Funktion, die nach R™ abbildet, genau dann stetig ist, wenn jede
ihrer m Komponenten stetig ist, geniigt es die Aquivalenz fiir die j-te Komponente
zu zeigen, j € {1,...,m}.

,<=" Seien ff : XF 5 R, k=1,...,n, stetig, so gilt fiir alle € X bereits f;(z) =

n
> (fj’-“ o7¥)(z) und f; ist als Komposition und Summe stetiger Funktionen stetig.
k=1
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2. Topologische Grundlagen

»=" Sei f; stetig. Fiir feste ik e XF mit k = 1,....n, k # k, gilt

(]
<E
—~~
N
Ell

fF@r) = (o) ") -

T
—_

ki

fiir alle ¥ € X*. Da konstante Funktionen fj und oF stetig sind und Kompositionen

sowie Summen stetiger Funktionen stetig bleiben, ist auch fj’?, k=1,...,n, stetig.

O

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden weitere Eigenschaften von additiv zerlegba-
ren Funktionen eingefithrt. Zunichst soll jedoch der R? als Produktraum genauer

untersucht und darin enthaltene Teilmengen betrachtet werden.

Der Produktraum R

Beispiel 2.19. Sei d € N fest.

(i) Das d-fache kartesische Produkt der reellen Zahlen ergibt die Menge

d
[IR = {(@1.....,2za) [ 21,...,2a €R}.
i=1
d d
Da die Elemente von [] R und R? identisch sind, gilt [[ R = R?. Als euklidi-
=1 i=1

sche Rédume betrachtet stimmen das in (2.1) definierte Standard-Skalarprodukt
auf dem R? und das in (2.3) definierte Skalarprodukt iiberein.

(ii) Das d-fache kartesische Produkt der Intervalle [a;,b;] € R mit a; < b; fiir
1=1,...,d ergibt die Menge

d
H[ai,bi] = {(xl,...,:rd)eRd]aiS:rigbi fiirz':l,...,d} C Rd.

i=1
Diese wird aufgrund ihrer geometrischen Darstellung auch als d-dimensionales

Rechteck bzw. Hyperrechteck bezeichnet.

Aufgrund der Nicht-Assoziativitidt von mehrfachen kartesischen Produkten ist gene-
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2. Topologische Grundlagen

rell
R x .. xR = Rx...xR)yx...x (Rx...xR)
ﬁ,_/ T,l_z
d'-mal "-ma.

£ Rx...xR = R?
N————

d-mal

fiir festes n € N und feste d* € N, k = 1,...,n, mit d := Y d*. Allerdings existiert

k=1
wie oben erwihnt eine kanonische Bijektion RY x ... x RI" — RE (z!,...,2")
k -
(z1,...,24) mit 2F = (2, ... ,xsk) = (‘Tik—l+1, o ,Cl?ik) € R*” und ¥ := Z dF fiir
k=1
k =1,...,n, welche die Mengen R% x ... x R% und R¢ miteinander identifiziert.

Da auBerdem

n ik d
<xk7yk>de = Z Z Ty = szy’b = <x7y>]Rd
i=1

1 k=17 = ¢k—141

NE

e
Il

gilt, sind die euklidischen Vektorrdume R? x.. . xR?" und RY isomorph. Deshalb kann
ein n-Tupel aus R¥ x...xR?" mit einem d-Tupel aus R? gleichgesetzt werden, sowie
R? x ... xR =R? in der Betrachtung als euklidische Rdume. Diese Identifikation

wird im Folgenden fiir die gesamte Arbeit vorausgesetzt. Insgesamt gilt dann
z = (2',...,2") = (z1,...,1q) € RY, (2.4)

Entsprechend ist ﬁ Ak C R? fiir Mengen AF C de, k=1,...,n.

k=1
Insbesondere als Teilmengen des R? mit d < 3 lassen sich die Elemente von mehrfa-
chen kartesischen Produkten geometrisch als Punktmenge darstellen. Dazu werden
die Komponenten des d-Tupels (z1,...,xq) im kartesischen Koordinatensystem als
Koordinaten eines Punktes aufgefasst.
Beispielsweise lassen sich alle Paare der Menge A = [1,3] x [1,2] C R? als Punkte
innerhalb eines Rechtecks visualisieren, wie in Abbildung 2.1 zu erkennen ist. Ebenso
konnen alle Tripel der Menge B = {(x1,22) € R? | (21)*+ (z2)? <1} x [-1,1] C R?
als Punkte innerhalb eines Zylinders gedeutet werden, sieche Abbildung 2.2.

17



2. Topologische Grundlagen

25¢F A

T2 15+ R

0.5 8

Abbildung 2.1: Darstellung der Menge A (schwarz umrandet)

1.5~
1
0.5 -
T3 0~
0.5
1 -
1.5 - ]
1
0 1 0
-1
T 1

Abbildung 2.2: Darstellung der Menge B (transparent schwarz umrandet)
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3. Maftheoretischer Volumenbegriff

3. Malflstheoretischer Volumenbegrift

Um das Volumen von Teilmengen des R? zu bestimmen, wird oftmals das Lebesgue-
Maf verwendet. Zunéchst werden dazu messbare Mengen und Funktionen eingefiihrt
und anschliefsend der Begriff eines Mafies.

3.1. Borel-Mengen

In diesem Kapitel sei X stets eine nichtleere Menge, die nicht notwendigerweise ein
Vektorraum iiber R darstellt.

Allgemeines zu o-Algebren

Definition 3.1. Sei A C P(X). Dann heifit A eine o-Algebra iber X, falls gilt
(i) 0 € A,
(i) Ac A= A ={recX:x ¢ A} € A,
(i) Aje A, jeN= |J 4; € A
JjeN
In diesem Fall wird das Paar (X, A) Messraum genannt und die Mengen A € A

heiflen A-messbar.

Aus der Definition einer o-Algebra A kann direkt gefolgert werden, dass auch

X=0)° € A,
[j&:(UMﬁ) € A,
jeEN jEN

.Al\AQ::_A1r1A§ c A
fiir A; € A, j € N gilt.

Fiir eine abzdhlbare Menge X wird eine o-Algebra oftmals als Potenzmenge von X
gewihlt. Fiir eine iiberabzihlbare Menge fiihrt dies zu Schwierigkeiten bei der Einfiih-
rung eines Mafsbegriffs, weshalb o-Algebren in der Regel durch Erzeugendensysteme

konstruiert werden.

Definition 3.2. Seien & C P(X) ein Mengensystem und o (&) die kleinste o-Algebra,
die & umfasst, d.h. fir jede o-Algebra A iber X mit £ C A gilt auch o(E) C A. Dann
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3. Maftheoretischer Volumenbegriff

wird € auch Erzeugendensystem oder kurz Erzeuger der o-Algebra o(E) iber X

genannt und o(E) ,die von £ erzeugte o-Algebra

Satz 3.3. Fiir beliebiges € C P(X) ist die von £ erzeugte o-Algebra gegeben als der

Durchschnitt aller £ umfassenden o-Algebren iiber X, genauer
a(&) = m{A | A ist o-Algebra iber X und £ C A}.

Beweis. Siehe Anhang A. O

Satz 3.4. Seien &1 ein Erzeuger der o-Algebra A1 und & ein Erzeuger der o-Algebra
As. Falls £, C As und & C Ay, dann gilt Ay = As.

Beweis. Siehe Anhang A. O

Borel-0-Algebren

Der Standardvertreter einer o-Algebra ist die Borel-o-Algebra iiber dem R? auf wel-
cher auch das Hauptaugenmerk dieser Arbeit gelegt ist. Dabei sei bemerkt, dass
Borel-o-Algebren generell auch fiir beliebige topologische Rdume formuliert werden

kénnen.

Definition 3.5. Seien (X, ||-||) ein normierter Raum und T das System der offenen
Teilmengen von X . Die Borel-o-Algebra iber X ist die von den offenen Teilmengen

erzeugte o-Algebra, genauer

Die Elemente von B(X) heifien Borel-Mengen.
Die Borel-o-Algebra iiber dem R? wird entsprechend mit B(R?) bezeichnet. Zum
besseren Versténdnis dieser Borel-o-Algebra werden nun verschiedene Erzeuger vor-

gestellt. Dazu wird fiir a,b € R? mit a < b das d-dimensionale halboffene Rechteck

iber
(a,b] = {x eR? | a; <z <bi, i = 1,...,d} = T(aibi (3.1)

festgelegt.
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3. Maftheoretischer Volumenbegriff

Satz 3.6. Die Mengensysteme

(i) T¢ = {U C R | U ist offen in R},

(i) C* = {U C R | U ist abgeschlossen in R},
(ii) I = {(a,b] | a,b € R? a < b},

() I, = {(a,00) | a € R}

sind BErzeuger der Borel-o-Algebra B(R?), wobei (a,00) fir a € R? analog zu (3.1)

erkldrt ist.

Beweis. Siehe Anhang A. O

Bemerkung 3.7. Die Borel-o-Algebra im R? enthilt nicht jede Teilmenge des eu-
klidischen Raums, d.h. B(R?) # P(R?). Allerdings enthilt diese so gut wie alle
Teilmengen von R?, die fiir die Anwendung benétigt werden. Daher ist es in der Re-
gel ausreichend, ausschlieklich Borel-Mengen als Teilmengen des R? zu betrachten.
Dariiber hinaus kann auf P(R%) kein Maf definiert werden, das einem Volumenbegriff

gerecht wird, vgl. [18].

Produkt-o-Algebren

Analog zur Norm der Produktriumen aus Kapitel 2.2 kann eine Borel-o-Algebra auch
iiber ein n-faches Produkt von Borel-o-Algebren dargestellt werden. Dazu werden
zunichst die sogenannten Rechtecksmengen eingefiihrt, welche fiir diese Arbeit von

zentraler Bedeutung sind.

Definition 3.8. Seien n € N fest und (X*, |- ||xx), k =1,...,n, normierte Riume.
n

Teilmengen Q von X = [[ X* der Gestalt
k=1

Q=] Q" mit Q" e B(x") (3.2)
k=1

werden Rechtecksmengen genannt.

Definition 3.9. Seien n € N fest und (X*,| - ||F), k = 1,...,n, normierte Riume.

Die vom System aller Rechiecksmengen erzeugte o-Algebra wird Produkt-o-Algebra
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3. Maftheoretischer Volumenbegriff

der (B(X"))

kell,...n} tiber dem Produktraum genannt und ist definiert als

é)s(x’f) =0 ({ﬁm | QF e B(X¥), k= 1n}> .

k=1 k=1

Bemerkung 3.10. In der Literatur ist es iiblich Produkt-o-Algebren allgemein tiber
sogenannte Zylindermengen zu erzeugen. Eine Zylindermenge ist definiert als Ur-
bild der Menge QF € B(X*), k € {1,...,n} unter der aus (2.4) bekannten Projekti-
onsabbildung 7% und besitzt die Darstellung

(T THOF) = X x o ox XFLx @F x XL Lo x X

n
vgl. Bemerkung 2.16. Aus dieser Darstellung folgt (7*)~1(QF) € & B(X*). Mit
k=1

[T 9F =N (#%)~1(Q*) und Satz 3.4 kann nun direkt eingesehen werden, dass beide
k=1 k=1
Vorgehensweisen zur selben Produkt-o-Algebra fithren.

Im R? kann die Borel-o-Algebra B(R?) wahlweise als von den in Satz 3.6 definierten
Mengensystemen erzeugte o-Algebra oder als Produkt-o-Algebra, vgl. Definition 3.9,
aufgefasst werden. Dies zeigt der folgende Satz.

n

Satz 3.11. Seien n € N und d* € N fest firk=1,...,n mitd:= > d*. Dann gilt
k=1

Q) BRY) = BRY).
k=1
Beweis. Siehe Anhang A. O

Bemerkung 3.12. Aufgrund der Definition der Produkt-o-Algebra ist jede Recht-
ecksmenge [] QF mit QF ¢ R nach Satz 3.11 eine Borel-Menge in R?. Umge-
k=1

kehrt ist jedoch nicht jede Borel-Menge in R? eine Rechtecksmenge, wie das fol-
gende Beispiel zeigt. Seien d = 2 und n = 2, d.h. d* = d?> = 1. Die Menge
Q = {z € R? | ||z|]2 < 1} ist abgeschlossen und somit gilt Q € B(R?). Ange-
nommen es existiert eine Rechtecksmenge Q = Q! x Q2 mit Q' Q% € B(R), dann
miisste wegen (1,0) € Q und (0,1) € Q auch 0,1 € Q! und 0,1 € Q? gelten. Dies

bedeutet aber auch, dass (1,1) € Q sein miisste, was einen Widerspruch darstellt.
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3.2. Borel-messbare Funktionen

Fiir eine Abbildung f : X — Y ist das Urbild einer o-Algebra S C P(Y) mit dem
Urbild einer Menge B C Y definiert iiber f~1(S) := {f~1(B) | B € S}.

Allgemeines zu messbaren Funktionen

Definition 3.13. Seien (X, A) und (Y,S) Messraume. Eine Funktion f : X —
Y heifit messbar, genauer A-S-messbar, folls Urbilder messbarer Mengen messbar
sind, genauer falls f~1(S) C A.

Gilt (X,A4) = (R, B(RY) und (V,8) = (R™,B(R™), so wird eine .A-S-messbare
Funktion auch Borel-messbar genannt. Da in der Regel bekannt ist, um welche o-
Algebren es sich handelt, werden diese im weiteren Verlauf der Arbeit nicht immer

explizit erwahnt.

Bei der Untersuchung der Messbarkeit von Funktionen reicht es aus, sich auf ein

Erzeugendensystem zu beschrénken, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.14. Seien (X, A) und (Y,S) Messrdume und & ein Erzeuger von S, also
S=0(E). Dann ist f : X =Y genau dann messbar, falls

i€ cA (3.3)

Beweis. Wegen

f1<UBj> = {JfGX!f(w)G UBj}: U{z e X | f(z) € B;}
JEN jEN jEN
= Jr'my,
jJeN
F7UBY) = {zeX|fx)eB}=X\{zreX|f(x)e B}
= X\f(B)=(F71(B)

fiir B,Bj € P(Y) und f~}(Y) = X ist das Mengensystem
S ={BePY)|fB) e A}

eine o-Algebra. Nach Definition 3.13 ist f genau dann messbar, wenn S = o(€) C §'.
Dies ist dquivalent zu & C &', da S die kleinste o-Algebra ist, welche £ enthilt. Dies
ist wiederum der Fall, falls Bedingung (3.3) erfiillt ist. O
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Hierbei sei bemerkt, dass der Beweis dieses Satzes den Beweis des Satzes 3.11 teilweise
verallgemeinert. Fiir Abbildungen f : X — R lésst sich aus Satz 3.14 direkt die

nachstehende Aquivalenz ableiten.

Korollar 3.15. Seien (X, A) ein Messraum und f : X — R eine Funktion. Dann

sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist A— B(R)-messbar.

(i1) Fir alle a € R gilt {z € X | f(x) > a} € A.
(111) Fir alle a € R gilt {z € X | f(x) > a} € A.
() Fir alle a € R gilt {v € X | f(z) < a} € A.

(v) Fir allea € R gilt {x € X | f(z) < a} € A.

Beweis. Es gilt {z € X | f(z) > a} = f71((a, 00)). Da nach Satz 3.6 das Mengen-
system Z¢ = {(a, 00) | @ € R} ein Erzeuger der Borel-o-Algebra B(R) ist, folgt mit
Satz 3.14 die Aquivalenz von (i) und (ii). Die Aquivalenz von (ii) - (v) ergibt sich

aus

reX|f@=a) = MreX|f@)>a-}

keN
(reX|f()<a} = {reX|f()2a),
reX|f@<a) = MreX|f@)<at )
keN
(FeX|f()>a} = {reX|f@)<a),

O

Mengen der Gestalt {z € X | f(x) < a} werden im weiteren Verlauf der Arbeit noch

des Ofteren auftauchen.

Definition 3.16. Sei f : X — R eine Funktion. Die Menge
{reX | flz)<a} = [H((~00,q])
wird a-Subniveaumenge von [ genannt.

Bevor einige elementare Eigenschaften von messbaren Funktionen vorgestellt und

bewiesen werden, werden zunichst Beispiele messharer Funktionen aufgefiihrt.

24



3. Maftheoretischer Volumenbegriff

Beispiel 3.17. (i) Seien (X, |-||) und (Y, || -||) normierte Rdume und f: X — Y
eine stetige Abbildung, dann ist f gerade B(X)-B(Y)-messbar. Nach Definition
der Stetigkeit, vgl. Satz 2.6, sind namlich Urbilder offener Mengen offen und
offene Mengen sind Erzeuger von Borel-o-Algebren. Mit Satz 3.14 folgt somit
sofort die Messbarkeit von f.

Insbesondere sind damit die in Definition 2.15 definierten kanonischen Projek-

tionen und FEinbettungen messbar.

(ii) Sei (X,.A) ein Messraum. Die charakteristische Funktion x4, definiert wie in
Beispiel 2.9, ist messbar, falls A € A. Dies gilt, da die Urbilder von y 4 nur
die Mengen (), A, A und X sein konnen, welche nur dann in A enthalten sind,
wenn A € A gilt.

Eigenschaften messbarer Funktionen

Die folgenden Eigenschaften sind bereits von den stetigen Funktionen bekannt und

lassen sich auf messbare Funktionen erweitern.

Satz 3.18. Seien (X, A), (Y1,81) und (Ya,S2) Messrdume und seien f: X — Y]
und g : Y1 — Yo messbar, so ist auch go f: X — Yo messbar.

Beweis. Fiir beliebiges B € Sy ist g~ 1(B) € & und weiter f~1(g71(B)) € A. Insge-
samt gilt also (go f)~1(B) € A. O

Satz 3.19. Seien (X, A) ein Messraum und f = (f1,...,fm) : X — R™. Die
Funktion f ist genau dann A-B(R™)-messbar, wenn die Funktionen f; : X — R,
j=1,...,m, A-B(R)-messbar sind.

Beweis. Analog zu Abbildung (2.4) sei 7 : R™ = R, j € {1,...,m}, die Projektion
auf die j-te Komponente. Wie in Beispiel 3.17 beschrieben ist m; deshalb Borel-
messbar.

»,=" Sei f messbar, so ist mit Satz 3.18 auch 7; o f fiir j = 1,...,m messbar.

»<" Seien f; : X — Rfiir j =1,...,m nun A-B(R)-messbar, d.h. fiir alle B; € B(R)
gilt (mj 0 f)71(B) € A. Da nach Bemerkung 3.10 und Satz 3.11 die Mengen 77;1(3)
die Borel-o-Algebra B(R™) erzeugen, folgt mit Satz 3.14 die Messbarkeit von f. O

Aus den Sdtzen 3.18 und 3.19 kann hergeleitet werden, dass die Summe von messba-

ren Funktionen, welche nach R abbilden, ebenfalls messbar ist.
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Satz 3.20. Scien (X,.A) ein Messraum, f,g: X — R A-B(R)-messbare Funktionen
und o, B € R. Dann ist auch of + Bg sowie f - g messbar.

Beweis. Da f und g messbar sind, ist mit Satz 3.19 auch die Abbildung
h: X =R @ (f(2),9(2))
messbar. Ferner ist die Abbildung
hy : R? 5 R, (x1,22) — ax1 + P2

stetig, vgl. Beispiel 2.7 und damit ebenfalls messbar. Daraus ergibt sich mit Satz
3.18 die Messbarkeit von hg o hy = af + 8¢g. Entsprechend kann die Messbarkeit von
f-gmit hg : R2 = R, (21, 22) — x172 gezeigt werden. O

Satz 3.21. Seien n € N und (X*,| - || x+) normierte Riume, die mit den Borel-
o-Algebren B(X*) fiir k = 1,...,n Messraume darstellen. Der Produktraum dieser
Riume ist (X, || - ||) mit Borel-o-Algebra B(X). Falls eine Funktion f : X — R™

nach Definition 2.17 additiv zerlegbar ist mit f(x) = 3. f¥(a*) fir x € X und
k=1

fF: Xk 5 R™, s0ist f genau dann B(X)-B(R™)-messbar, wenn die Funktionen f*

B(X*)-B(R™)-messbar sind, k =1,...,n.

Beweis. Da nach Satz 3.19 eine Funktion, die nach R™ abbildet, genau dann messbar

ist, wenn jede ihrer m Komponenten messbar ist, geniigt es, die Aquivalenz fiir die

j-te Komponente zu zeigen mit j € {1,...,m}.
=" Seien f]’-C : XF & R fiir k = 1,...,n messbar, so gilt fiir alle z € X gerade
n
filx)= > (ffwrk)(:v) und f; ist als Komposition und Summe messbarer Funktionen
k=1

nach den Sitzen 3.18 und 3.20 messbar.
»=" Sei f; messbar. Mit der kanonischen Einbettung, welche in Definition 2.15

eingefithrt wurde und stetig und somit messbar ist, gilt fiir £ € {1,...,n} und feste
i* e XFmitk=1,...,n, k#k, nun

fiir alle 2% € X*. Somit ist das Urbild von (b,00) € ZL, b € R unter f]]-‘: darstellbar
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als

(D 7H(b,00) = (f505) 7 ((b,0)),

wobei b = b+ 3 f]k(:i‘l;) € R. Aufgrund der Messbarkeit von f; und /¥ ist dann
k=1
k#£k
(f]’-‘/’)_l((b, o0)) € B(X*) und somit auch fj’-€ wegen Satz 3.14 fir k = 1,...,n messbar.
O

3.3. Das Lebesgue-Maf$

Ein Mafs ordnet einer messharen Menge einen nicht-negativen Wert zu, wie zum

Beispiel das Volumen der Menge.

Allgemeines zu Mafsen

Definition 3.22. Sei (X, .A) ein Messraum. Fine Abbildung p : A — [0,00] heifit
Maj$ auf A, wenn gilt

(i) () =0,

(11) w ist o-additiv, d.h. fir jede Folge paarweiser disjunkter Mengen (A;)ien C A
gilt

u(UAz) = ) ().

€N €N

Das Tripel (X, A, n) wird dann Maffraum genannt.

Ein Maf$ u auf A heifst o-endlich, falls es eine Folge (A;)ien C A mit |J 4; =X
1EN

und u(A;) < oo, i € N gibt.

In einem Mafraum (X, .4, ) werden Mengen A € A, welche sich bzgl. des Mafes
nicht von der leeren Menge unterscheiden, also pu(A) = 0 gilt, Nullmengen genannt.
Aussagen, die fiir alle Elemente von X bis auf die Elemente einer Nullmenge gelten,

werden  fast {iberall* giiltig genannt.

Im folgenden Satz sind Eigenschaften des Mafes aufgefiihrt, die sich direkt aus der
o-Additivitdt ergeben. Fiir die Mengen A, A1, Ao, ... € A werden dazu die Schreib-
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weisen A; T A, falls A; € Ay C ... und A = U A; € Agilt und A; | A, falls
A1 DAy D...und A= ﬂN A; € A gilt, Vervvemdezte.N
ic
Satz 3.23. Seien (X, A, ) ein Mafraum und A; € A, i € N. Dann gelten
(1) Subtraktivitdt, d.h. fir Ay C As und (A1) < oo ist u(A2\ A1) = pu(Az)—u(Aq),
(1) Monotonie, d.h. fir Ay C Ag ist p(Ar) < u(Asz),

(111) o-Stetigkeit, d.h. fir A; T A gilt lim p(A;) = u(A) und fir A; L A mit u(Ay) <
1—00
oo ebenfalls lim p(A;) = p(A).
1—00

Beweis. Siehe Anhang A. O

d
Ein Maf, das einem d-dimensionalen Intervall (a,b] = [] (a;, b;] C R? sein Volumen

=1
zuordnet, ist das Lebesgue-Mafs. Der folgende Satz besagt dessen Eindeutigkeit und
Existenz als ,Volumenmaly, weshalb die nachfolgenden Betrachtungen weitestgehend

auf das Lebesgue-Maf beschrénkt werden.

Satz und Definition 3.24. Fir festes d € N existiert genaw ein Maf

A B(RY) — [0, 00],

sodass fiir jedes d-dimensionale Intervall (a,b] = [] (a;,b;] C RY gerade
i=1

d

M((ab) = I —a)

i=1
gilt. Das Mafi \* heift dann das d-dimensionale Lebesgue-Maf.

Beweis. Siehe [18]. O

Bemerkung 3.25. (i) Fiir jeden Punkt z € R? ist die Menge {2} eine Nullmenge.

d

Da [[(; — £, 2] | {«} gilt, ist nach Satz 3.23 A%({z}) = lim (1)? =o0.

(ii) Fiiralle a,b € R?mit a < bgilt A%((a, b)) = A% ([a, b)) = A\%((a, b]) = A%([a, b]) =
d

[1(bi — a;).

=1
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(iii) Fiir jede abzihlbare Teilmenge A C R? gilt u(A) = 0. Insbesondere ist auch
AHQ) =o.

d
(iv) Das Lebesgue-Maf ist o-endlich wegen R? = NUN Hl[—N, NJ.
ENi=

In einem Mafraum (X, A, ) kann nun fiir A-B(R)-messbare Funktionen f: X — R
ein Integralbegriff eingefiihrt werden. Das detaillierte Vorgehen findet sich beispiels-

weise in [7]. Die Idee dabei ist es, f in einen positiven und negativen Anteil zu

zerlegen, d.h. f = fy — f- mit fi(x) = max{f(x),0} und f_(x) := —min{0, f(z)}
fir x € R? und durch eine Folge von Stufenfunktionen anzunihern.

Fiir eine nicht-negative Stufenfunktion s := } c¢jxa, mit ¢; € [0,00) und A; € A
=1
ist das Integral bzgl. p iiber

[sdu = Y entay) e .o
j=1

definiert. Zu A-B(R)-messbaren Funktionen f mit f > 0, also f(z) > 0 fiir alle
z € RY, gibt es eine Folge monoton wachsender Stufenfunktionen (s;);cn, welche
punktweise gegen f konvergiert, d.h. kli)n;o sj(x) = f(z) fiir x € X. Das Integral von
f bzgl. u ist dann iiber

/fdu = lim /sjdue[o,oo]
j—00

festgelegt. Insgesamt ergibt sich dann fiir das Integral allgemeiner messbarer Funk-

/fdu = /f+du—/f—du,

sofern nicht beide Integrale den Wert co annehmen. Dies bedeutet, dass das Integral

tionen

nicht immer existieren muss. Eine andere Darstellung des Integrals ist beispielsweise
[ f(z)dp(z) := [ fdu. Ist zusitzlich der Integrationsbereich auf A € A beschrénkt,
so wird [, f du geschrieben.

Falls o = A gilt, so wird auch die Schreibweise [, f(z)dz := [, f(z) d\%(x) verwen-
det. Dies ist daher motiviert, dass fiir beschréinkte Funktionen f : R — R mit kom-
paktem Tréager aus der Riemann-Integrierbarkeit bereits die Lebesgue-Integrierbarkeit
folgt, siehe [7].
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Beispiel 3.26. Die einfachste Stufenfunktion ist die charakteristische Funktion x4,
A € A, welche bereits in der Definition der Stufenfunktion selbst verwendet und in

Beispiel 2.9 eingefithrt wurde. Im Mafraum (X, A, p) gilt fiir ihr Integral
/ xadp = p(A)
und fiir (X, A, ) = (R4, B(R?), \?) gilt
/XA($> dz = M(A).

Analog zu den Produktrdumen und der Produkt-o-Algebra ist es nun das Ziel, aus
den Mafriumen (X* A* u*), k = 1,...,n, einen Produktmafraum zu bilden. Zu-

néchst wird dazu festgelegt, welche Figenschaft ein Produktmaf erfiillen muss.

Definition 3.27. Seien (X*, A% 1*) fir k =1,...,n Mafrdume. Ein Maf

R ® A=
k=1
wird Produktmaf der u* genannt, falls fir alle A* ¢ A¥, k=1,....n

Q) (Al x.x A
k=1

1

n
k=

gilt, wobei 0 - 0o := 0 verwendet wird.

Das folgende Resultat ist zunéchst fiir zwei Mafkridume formuliert.

Satz 3.28. Seien (X*, Ak,,u ), k= 1 2, o-endliche Maﬂrdume Dann ezistiert ein
eindeutiges Produktmaf ® wF auf ® AF. Fiir alle A € ® AF gilt auferdem

Qi) - | ([ xatet ) auta) ) ania?

k=1
_ /(/XA(1?13$2)C1M2($2)> dpt(ah).

Beweis. Siehe [§]. O

Dieser Satz kann sofort auf n Mafrdume erweitert werden, vgl. ebenfalls [8]. Speziell
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fiir das Lebesgue-Mal folgt daraus

A= é)xd’“

k=1

fiir feste d* €N, k=1,...,nund d := Y d*.
k=1
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4. Konvexe Theorie

4. Konvexe Theorie

In diesem Kapitel werden zunéchst konvexe Mengen und Funktionen untersucht.
Anschliefsend werden Optimierungsprobleme betrachtet, denen konvexe Funktionen

zugrunde liegen.

4.1. Konvexe Mengen und Funktionen

Die nachfolgenden Betrachtungen zur Konvexitiit sind auf den R? beschriinkt.

Konvexe Mengen

Definition 4.1. Eine Menge C C R? wird konvex genannt, wenn die Verbindungs-
strecke zweier beliebiger Punkte in C wieder in C liegt. D.h. also, falls fir x,y € C
und 6 € [0,1] gerade

0z + (1 —0)y € C

gilt.

Beispiel 4.2. Ein Beispiel fiir eine konvexe Menge ist die Losungsmenge eines linea-
ren Gleichungssystems C' = {x € R? | Az = b}, wobei A € R™*% und b € R™. Denn
sind z,y € C, d.h. Az = b und Ay = b, so gilt fiir beliebiges 6 € [0, 1] nun

Az +(1—-0)y) = 0Az+ (1—-0)Ay
= 0b+ (1—-0)b
= b.

Deshalb ist auch 6z + (1 — 0)y € C und C konvex.

Auch die leere Menge ), die Menge, welche einen einzelnen Punkt z € R? enthilt

und der gesamte R? sind Beispiele konvexer Teilmengen des RY.

Der folgende Satz stellt zwei wichtige Eigenschaften von konvexen Mengen vor.

Satz 4.3. (i) Seien C; C R, j =1,...,m, m € N konveze Mengen, dann ist
m

auch C := [ C; eine konveze Menge.
j=1
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(ii) Seien n € N und d* € N fest fir k = 1,...,n mit d := > d*. Ferner seien

k=1
X n
Ck c R?" nichtleer. Die Menge C := [] C* c R? ist genau dann konvez, wenn
k=1
die Mengen C*, k=1,...,n, konvez sind.
Beweis. Siehe Anhang A. O

Mit diesem Satz kann gefolgert werden, dass d-dimensionale Rechtecke im R?, be-
kannt aus Beispiel 2.19, konvex sind, da jedes Intervall in den reellen Zahlen offen-

sichtlich konvex ist.

Konvexe Funktionen

Neben konvexen Mengen kénnen auch konvexe Funktionen betrachtet und deren

Eigenschaften untersucht werden.

Definition 4.4. (i) Sei C C RY konvex. Eine Funktion f: C — R heifit konvez,
falls fir alle z,y € C mit x # y und fiir alle 0 € (0,1) gilt, dass

f0z+ (1 —0)y) <0f(x)+(1—0)f(y). (4.1)

(i1) Gilt in der Ungleichung (4.1) sogar ,<* so wird f streng konvex genannt.
(iii) Falls —f konvex ist, so heifit f konkav.

(iv) Analog heifit f strikt konkav, falls —f strikt konvez ist.

Die Ungleichung (4.1) kann gleichermafen fiir 6 € [0, 1] formuliert werden. Da diese
fiir # = 0 bzw. 8 = 1 jedoch stets erfiillt ist, werden die beiden Fille in der Literatur
oftmals weggelassen. Geometrisch bedeutet die Ungleichung (4.1), dass die Verbin-
dungsstrecke zwischen (z, f(z)) und (y, f(y)) nie unterhalb des Graphen von f liegt.

Ankniipfend an Definition 4.4 wird eine Funktion f = (f1,..., fm)" : C — R™ ge-
nau dann als konvex bezeichnet, wenn jede ihrer Komponenten f;, j = 1,...,m, eine
konvexe Funktion darstellt. Fiir derartige Funktionen kann die Ungleichung (4.1) als
Ungleichungssystem auch komponentenweise verstanden werden. Entsprechendes gilt
fiir strikt konvex, konkav und strikt konkav.

Die nachfolgenden Betrachtungen werden zunéchst auf Funktionen, die nach R ab-
bilden, beschrénkt. Jedoch konnen diese in der Regel sofort auf Funktionen mit

Wertebereich R™ erweitert werden.

33



4. Konvexe Theorie

Wichtige Eigenschaften von konvexen Funktionen sind, dass jede Minimalstelle glo-
bal ist und dass konvexe Funktionen fiir offenes C stetig sind, vgl. [2]. Fiir f strikt
konvex ist eine globale Minimalstelle, sofern sie existiert, sogar eindeutig.

Falls konvexe Funktionen zusatzlich differenzierbar sind, konnen Bedingungen erster

und zweiter Ordnung hergeleitet werden.

Bedingungen erster und zweiter Ordnung

Satz 4.5. Seien C C R? offen und konvex und f : C — R differenzierbar. So gilt,

dass f genau dann konvex ist, wenn fiir alle x,y € C mit x # y die Ungleichung

f@)+ V@) (y—2) < fly) (4.2)

erfullt ist.

Beweis. Siehe Anhang A. O

Ist in Satz 4.5 die Funktion f strikt konvex, so kann gezeigt werden, dass fiir Unglei-

chung (4.2) sogar ,,<“ gilt.

An dieser Stelle soll kurz an die Taylor-Formel am Beispiel einer zweimal differen-
zierbaren Funktion f : C' — R mit offenem und konvexen C' C R¢ erinnert werden.
In [7] findet sich eine allgemeine Einfiihrung in die Thematik. Seien z € C, h € R?
mit x + h € C, so gibt es nach dem Satz von Taylor ein 6 € (0, 1), sodass

flx+h) = flx)+Vf)Th+ %hTVQf(:c +6h)h (4.3)

gilt. Die ersten beiden Summanden stellen hier das Taylorpolynom von Ordnung 1
dar.

Die Ungleichung (4.2) besagt deshalb, dass die Funktionswerte, welche das Taylor-
polynom erster Ordnung von f um einen beliebigen Punkt x € C' annimmt, stets
kleiner als die von f am selben Punkt sind. Aus lokalen Informationen von f, d.h.
dem Funktionswert und dem Gradienten an einer bestimmten Stelle x € C', ergeben
sich also globale Informationen. Insbesondere gilt f(y) > f(x) fir alle y € C, falls
V f(z) der Nullvektor ist. Dies verdeutlicht nochmals, dass jede lokale Minimalstelle

auch eine globale ist.

Satz 4.6. Seien C C R? offen und konvez und f : R* — R zweimal differenzierbar.

So ist f genau dann konvex, wenn V2f(x) fir alle x € C positiv semidefinit ist.
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Beweis. Siehe Anhang A. O

Analog zum Beweis von Satz 4.6 kann darauf geschlossen werden, dass f strikt kon-
vex ist, falls V2f(x) fiir alle z € C C R? positiv definit ist. Die Riickrichtung gilt
jedoch nicht, wie das Beispiel f: R — R,z — 2* zeigt.

Die Bedingungen erster und zweiter Ordnung lassen sich direkt auf konkave Funktio-
nen iibertragen. Stellvertretend dafiir sei die Bedingung erwihnt, dass f : R? — R
genau dann konkav ist, wenn V2 f(x) negativ semidefinit fiir alle z € C' ist. Dabei

muss wie oben beschrieben stets C' C R? offen und konvex sein.

Neben der Definition von konvexen Funktionen ist auch die Bedingung zweiter Ord-

nung aus Satz 4.6 zum Nachweis der Konvexitdt von Funktionen hilfreich.

Beispiel 4.7. (i) Jede lineare Funktion f : RY — R™ ist konvex. Aus Beispiel 4.2
kann direkt gefolgert werden, dass fiir lineare Funktionen in Ungleichung (4.1)
Gleichheit gilt.

(ii) Die quadratische Funktion f : R* — R, gegeben iiber

1
flx) = imTPx +qt 47

fir alle z € RY mit P € R4 g € R? und r € R, ist konvex, falls P positiv
semidefinit ist, da V2f(z) = P gilt.

(iii) Jede Norm || - || auf R? ist konvex. Denn fiir 6 € (0,1) gilt
102+ (1 =)yl < 0] +[[(1 =)yl < Ozl + (1 - O)lyll-

Weitere Eigenschaften von konvexen Funktionen

Im Folgenden werden weitere Eigenschaften von konvexen Funktionen untersucht.

Diese werden hier auf den Definitionsbereich C' = R? reduziert.

Satz 4.8. Die a-Subniveaumenge C,, = {x € R?| f(z) < a}, bekannt aus Definition
3.16, einer konvexen Funktion f:R? — R ist eine Borel-Menge und konvex.

Beweis. Da f : R* — R konvex ist, ist f auch stetig und damit Borel-messbar. Somit
ist Cy nach Korollar 3.15 eine Borel-Menge.

Seien nun z,y € C,, dann gelten f(z) < o und f(y) < «. Daher ist fiir § € (0,1)
stets f(0z + (1 — 0)y) < « erfiillt, woraus 0z + (1 — 0)y € C, folgt, d.h. C, ist

konvex. O
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Umgekehrt werden Funktionen f : RY — R, deren a-Subniveaumengen fiir alle a € R
konvex sind, als quasikonvex bezeichnet. Offensichtlich ist jede konvexe Funktion

somit quasikonvex, aber nicht jede quasikonvexe Funktion ist konvex, vgl. [4].
Satz 4.9. Seien f; ‘RY SR, j=1,...,m, konveze Funktionen. Dann gilt
m
(i) die Funktion f:= )" f; ist konvez,
j=1
(it) das punktweise Mazimum max _f; ist konvex.
je{lv"'vm}

Beweis. Fiir f; :RY =R, j=1,...,m, konvex, z,y € R und 6 € (0, 1) gilt

fOz+(1—=0)y) = > fi(bx+(1-0)y)
j=1
< ) (0fi(@) + (1= 0)fi(y))
j=1

= 0f(z)+ (1 -0)f(y).

und
~max  fi(0r+(1-0)y) < max (0f;(x)+(1-0)f(y))
]6{1,...,m} ]6{1,...,m}
< 0 ; 1-6 i(y).
B je?l{?j,}fm} fi@) =+ ) je%nl,?-)fm} i)
Also sind f und max _f; konvex. O

Jel,....m

Satz 4.10. Seien n € N und d* € N fiir k = 1,...,n fest mit d := > d*. Falls
k=1

eine Funktion f : R? — R™ nach Definition 2.17 additiv zerlegbar ist mit f(z) =

n

S fE(@®) fir x € RY und f* - R R™ so ist f genau dann konvex, wenn die

k=1

Funktionen f* firk =1,...,n konvez sind.

Beweis. Da eine Funktion, die nach R™ abbildet, genau dann konvex ist, wenn jede
ihrer m Komponenten konvex ist, geniigt es die Aquivalenz fiir die j-te Komponente
zu zeigen mit j € {1,...,m}.

<" Seien f]’?, k=1,...,n, konvex, so ist wegen Satz 4.9 mit f;C ork(z) = f]k(xk)

fir € R? auch fj konvex.
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,=": Seien f; konvex und k € {1,...,n} beliebig. Mit der kanonischen Einbettung
W fiir feste #F € R mit k = 1,....n, k # k, kann jedem z¥ € R? ein x € RY

zugeordnet werden. Fiir %, % € RY" und 6 € (0,1) ist dann

FEO  + (1 —0)y*) = [0 R + (1 -0k -3 fEE

Bemerkung 4.11. Fiir quasikonvexe Funktionen gilt der Satz 4.10 nicht. Beispiels-
weise ist fiir die quasikonvexen Funktionen f*¥ : R — R,z — (z3)3, k = 1,2, die
(—1)-Subniveaumenge der Funktion f, definiert {iber f(x1,z2) := fl(z1) + f?(x2)
fiir alle x1, 22 € R, wegen f(—1,0) = f(0,—1) = —1 und f(-0,5,—0,5) > —1 nicht

konvex. Also ist f nicht quasikonvex.

Fortsetzung konvexer Funktionen

Fiir C C RY ist es moglich den Definitionsbereich von konvexen Funktionen zu

erweitern.

Definition 4.12. Sei C C R? konvez. Falls f : C — R eine konveze Funktion ist,
so heifit

f:RYT— (—00,00|, =+

. { f(z) falls z € C,

o0 sonst

die werteerwetterte Fortsetzung von f.

Der Definitionsbereich der urspriinglichen Funktion f kann hierbei iber die Menge
C={zeR?| f(z) < 0o} beschrieben werden.
Fiir alle z,y € R? und alle § € (0,1) gilt fiir die werteerweiterte Fortsetzung einer

konvexen Funktion

Fz+(1—0)y) < 0f(x)+(1—6)f(y). (4.4)

37



4. Konvexe Theorie

Denn fiir z,y € C stimmt die Ungleichung (4.4) mit Ungleichung (4.1) tiberein. Falls
x ¢ C oder y ¢ C nimmt die rechte Seite von (4.4) den Wert oo an und die Unglei-

chung ist immer erfiillt.

In diesem Sinne kann die Definition 4.4 auf Funktionen f : R? — (—o0, 0] erwei-
tert werden. So wird f konvex genannt, falls die Ungleichung (4.4) erfiillt ist. Dies
impliziert néimlich, dass C := {z € R? | f(z) < oo} konvex ist und fiir alle z,y € C
und alle € (0,1) die Ungleichung (4.1) gilt. Insgesamt kénnen solche Funktionen f
also immer als eine werteerweiterte Fortsetzung einer konvexen Funktion aufgefasst
werden. Eine wichtige Eigenschaft, welche die werteerweiterte Fortsetzung von der
ihr zugrunde liegenden konvexen Funktion iibernimmt, ist die Globalitdt jeder Mi-

nimalstelle.

Gleichermafen konnen konkave Funktionen fortgesetzt werden, indem Variablen, die
nicht in C liegen, der Wert —oo zugeordnet wird. Hierbei ist fiir alle z,y € R? und
alle 6 € (0,1) die Ungleichung

fOr+(1-0)y) > 0f(x)+(1-0)f(y), (4.5)

erfiillt.

Logarithmisch-konkave und logarithmisch-konvexe Funktionen

Fiir die konvexe Optimierung sind logarithmisch-konvexe bzw. logarithmisch-konkave
Funktionen oftmals hilfreich. Dazu sei bemerkt, dass wihrend der gesamten Arbeit

unter ,Logarithmus“ stets der natiirliche Logarithmus zu verstehen ist.

Definition 4.13. Eine Funktion f : R? — (0,00) , auch notiert dber f > 0,
wird logarithmisch-konkav genannt, falls log f konkav ist. Entsprechend wird f

logarithmisch-konvex genannt, falls log f konvez ist.

Durch Anwenden der Logarithmen-Gesetze, vgl. [7], ergibt sich, dass f > 0 genau

dann logarithmisch-konvex ist, wenn 1/f logarithmisch konkav ist.

Die logarithmische Konkavitit kann auch auf Funktionen f : RY — [0, 00), d.h.

f >0, erweitert werden. Im Sinne der werteerweiterten Fortsetzung sei

PR [—o0,00), log f(z) falls f(z) >0,
' Y —00 falls f(z) = 0.

Falls f die Bedingung (4.5) erfiillt, also f konkav ist, so wird f logarithmisch-konkav
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genannt.

Die logarithmische Konkavitat kann auch ohne Logarithmus ausgedriickt werden.

Satz 4.14. Eine Funktion f : R¢ — [0,00) ist genau dann logarithmisch-konkav,
wenn fiir alle z,y € R und fiir alle 0 € (0,1) gerade

FOz+(1—0)y) > f(2)"fy)° (4.6)
gilt.

Beweis. Sei f > 0. Dann sind fiir 2,y € R? und 6 € (0, 1) die Aussagen

log f(6z + (1 —0)y) > Olog f(x)+ (1 —0)log f(y),

log f(0z + (1—0)y) > log (f(z)?) +log (f(y)'~7),

log f(0z + (1—0)y) > log (f(=)"f(y)'™),
fOz+(1—0)y) > fx)fy)*?

aufgrund der Logarithmen-Gesetze und der Monotonie der Logarithmusfunktion
dquivalent. O.B.d.A. gelte nun f(z) = 0 fiir z € R? Dann ist sowohl die Unglei-
chung (4.5) wie oben beschrieben als auch die Ungleichung (4.6) wegen f > 0 stets
erfiillt. O

Beispiel 4.15. Die charakteristische Funktion von A C R? ist logarithmisch-konkav,
falls A konvex ist. Denn fiir x ¢ A oder y ¢ A ist die Ungleichung (4.6) stets erfiillt
und fiir z,y € A gilt 0z + (1 — 0)y € A, weshalb (4.6) ebenfalls erfiillt ist.

Nun wird auf eine wichtige Eigenschaft von logarithmisch-konvexen Funktionen ein-

gegangen. Dazu wird die Prékopa-Leindler Ungleichung benotigt.

Satz 4.16. Seien f,g,h : R? — [0,00) Borel-messbare Funktionen, welche die Be-
dingung

h(0z + (1 —0)y) > f(z)g(y)' (4.7)

fiir alle x,y € R? und alle 6 € (0,1) erfiillen. Dann gilt
0 1-6
/ h(z)dz > ( f(z) dx) (/ g(x) dx> . (4.8)
Rd Rd Rd
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Diese Ungleichung wird auch Prékopa-Leindler Ungleichung genannt.

Beweis. Siehe [20] und [21]. O

Korollar 4.17. Seien A € B(RY) konver, f : RIXR™ — [0, 00) logarithmisch-konkay
und f(-,y) Borel-messbar fir alle y € R™. Dann ist die Funktion

g:R™ = [0,00], y > gy) = /A f(xy) de (4.9)

ebenfalls eine logarithmisch-konkave Funktion.

Beweis. Seien y',y” € R™ und 6 € (0,1). Ferner seien

fi: R — [0, 00), gc._>{ g(m,y’) falls x € A,

sonst,

/!
A
fg:Rd—>[()7oo)7 m»—>{ g(ffay ) fallsy € A,

sonst,

flz, 0y + (1 —0)y") falls x € A,
0

sonst.

f3: R = [0,00), =+ {
Da A konvex ist und f logarithmisch-konkav, gilt
f3(02 + (1= 0)a") > fi(a!)? fo(a)'
fiir alle 2/, 2" € R%. Mit Satz 4.16 folgt schlieflich
o0+ (=0 = [ fla0y+ (-0 do

= fa(x)dx
]Rd

(L) (L)
- < / x,y’>dx>9( /A f(%y”)dfc)le
1\1—0

f(
A
= 9" gy,

Y

fiir alle 3/, y” € R™ und alle 6 € (0,1). D.h. g ist logarithmisch-konkav. O
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4.2. Konvexe Optimierungsprobleme

Bevor genauer auf konvexe Optimierungsprobleme eingegangen wird, werden zu-

néchst noch Grundlagen zu allgemeinen Optimierungsproblemen besprochen.

Grundlegendes

Sei D C R?. Bei einem Optimierungsproblem ist eine Minimal- bzw. Maximalstelle
einer Zielfunktion J : D — R auf einer zulissigen Menge F C D gesucht. Da
das Maximieren von J fir x € F dem Minimieren von —J fiir x € F entspricht,
wird in diesem Kapitel stellvertretend nur das Minimierungsproblem betrachtet. In

der Literatur wird dieses generell iiber

minimiere J(z) w.d.N. x € F bzw. minin]lriere J(x)
Te

notiert, wobei die Abkiirzung ,u.d.N.“ fiir ,unter der Nebenbedingung® steht. Falls
F = D = R gilt, so handelt es sich um eine unrestringierte Optimierungsaufgabe.

Hiufig kann die zulissige Menge iiber ein System von Gleichungen und Ungleichun-
gen definiert werden, was in dieser Arbeit stets der Fall sein soll. Die zuléssige Menge

F kann dann iiber
F = {zeDle(x)=ce, f(z) < fe}

beschrieben werden, wobei e = (e1,...,ep,)T : D - RP, e € RP mit p € N, p < d
und f = (f1,..., fm)T : D = R™, f. € R™ mit m € N gelten. Das Gleichungssystem
e(r) = e. sowie das Ungleichungssystem f(z) < f. miissen dabei fiir alle z € F
komponentenweise erfiillt sein. Da auch D C R? iiber ein System von Gleichungen
und Ungleichungen festgelegt werden kann, ist es ohne Weiteres moglich D = R?
zu wihlen und die Nebenbedingungen entsprechend zu ergidnzen. Diese Eigenschaft
wird spéter noch verwendet. An dieser Stelle sei aukerdem bemerkt, dass die zuldssige
Menge F gleichermafen auch nur mit einer bzw. ohne eine der Bedingungen e(z) = e,
und f(z) < f. formuliert werden kann.

Im Folgenden wird ein Minimierungsproblem daher immer in der Form

minimiere J(z)
xzeD (410)
u.d.N. e(x) =ec, f(z) < fe
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geschrieben. In der nun folgenden Definition wird der Begriff einer Ldsung eines

Minimierungsproblems eingefiihrt.

Definition 4.18. (i) Ein Punkt z* € F heifst lokale Losung des Minimierungs-
problems (4.10), falls ein 6 € (0,00) existiert mit J(z*) < J(z) fir alle
x € FN B(z*,0).

(ii) Ein Punkt x* € F heifit globale bzw. optimale Losung des Minimierungspro-
blems (4.10), falls J(x*) < J(x) fir alle x € F.

Eine globale Losung existiert beispielsweise unter der Voraussetzung, dass F kompakt
und J stetig bzw. nach unten halbstetig ist, vgl. Kapitel 2.1. Ferner ist eine globale
Losung eindeutig, falls in Definition 4.18 sogar J(z*) < J(x) fiir alle x € F gilt.
Handelt es sich bei F um eine konvexe Menge und bei J um eine konvexe Funktion,
so sind alle lokalen Losungen von (4.10) auch globale Lésungen, vgl. Kapitel 4.1.

Die zuldssige Menge ist fiir eine konvexe Menge D, eine lineare Funktion e und eine
konvexe Funktion f mit Beispiel 4.2, Satz 4.3 und 4.8 konvex. Dies motiviert die

folgende Definition.

Definition 4.19. Seien die Menge D C R? konvez, e : D — RP eine lineare Funk-
tion und f : D — R™, J : D — R konvere Funktionen. Dann wird das Problem
(4.10) konvezxes Optimierungsproblem bzw. konveres Minimierungsproblem ge-
nannt. Mit e(x) = Ex, E € RPX4 fiir 2 € D kann das konveze Optimierungsproblem
i der Form

minimiere J(z)

zeD (411)
u.d.N. Exr=ce., f(x)< fe

dargestellt werden.

Der Vorteil eines konvexen Optimierungsproblems gegeniiber dem allgemeinen ist es,

nach lokalen Lésungen suchen zu kénnen, um eine optimale Losung zu erhalten.

Beispiel 4.20. Seien f = (fi,...,fm)" : R = R™ eine konvexe Funktion und
2!, 2% € R? mit 2! < 2%. Das Problem

minimiere || f(2)]co
r€R (412)
leN —T S xla x < xu
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ist ein konvexes Optimierungsproblem. Unter Verwendung von Satz 4.9 bzw. Beispiel
4.7 ist dies sofort ersichtlich.
Selbst wenn die Funktionen f;, j = 1,...,m, differenzierbar sind, ist in der Regel
nicht gegeben, dass die Zielfunktion des Beispielproblems (4.12) ebenso differen-
zierbar ist. Hier ist es allerdings moglich das Problem (4.12) auf ein dquivalentes,
differenzierbares Problem zu transformieren, welches

minimiere o«

(o, @) ERXRY

u.d.N. —z <2l z<aY fi(z)<a,j=1,....m

lautet, vgl. [12].

Optimalitatskriterien

Fiir die Bestimmung einer Ldsung eines Optimierungsproblems sind Optimalitéts-
kriterien von groffer Bedeutung. Dazu wird zunédchst wieder das allgemeine Opti-
mierungsproblem (4.10) betrachtet. Im Folgenden sei D = R?. Falls .J, f und g ste-
tig differenzierbar sind, kénnen solche Optimalitdtskriterien mithilfe der Lagrange-

Funktion hergeleitet werden.

Definition 4.21. Die Funktion L : R? x RP x R™ — R, definiert iber

p m
Lz, A p) = J(@)+ ) Nileil@) —eci) + > ni(fi(@) = feg)
i=1 j=1
fiir (z, A\, 1) € R x RP x R™, wird Lagrange-Funktion des Optimierungsproblems
(4.10) genannt, wobei \;,i = 1,...,p die Komponenten des Vektors X\ € RP und
Wit =1,....m, die Komponenten des Vektors u € R™ sind.

Definition 4.22. Gegeben sei das Optimierungsproblem (4.10) mit stetig differen-

zierbaren Funktionen J, e und f.

(i) Die Bedingungen

VoL(z,A\,p) = 0, (4.13)
e(x) = e, (4.14)

flz) < fe, (4.15)

u > 0, (4.16)
p(f(z)—f) = 0 (4.17)
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heiffen KK T-Bedingungen des Optimierungsproblems (4.10), wobei

VoLl(z, A p) = V@) +> AVei(@)+ > Vi)
=1

j=1
der Gradient der Lagrange-Funktion L beziiglich der Variablen x ist.

(i) Ein Vektor (z*, \*,p*) € R x RP x R™, welcher dic KKT-Bedingungen er-
fillt, heifst KKT-Punkt des Optimierungsproblems (4.10). Dabei werden die
Komponenten von \* € RP und p* € R™ auch Lagrange-Multiplikatoren

genannt.

Fiir den Fall, dass es sich um eine unrestringierte Optimierungsaufgabe handelt, so
reduzieren sich die KKT-Bedingungen auf die Bedingung V f(z) = 0, also gerade
die notwendige Optimalitidtsbedingung erster Ordnung, vgl. [10]. Unter gewissen Re-
gularitdtsbedingungen an die zulissige Menge, d.h. an Funktionen f bzw. g, kann
gezeigt werden, dass die KKT-Bedingungen auch eine notwendige Optimalitatsbe-
dingung erster Ordnung an das Problem (4.10) stellen, siehe [11].

Fiir den Fall, dass die Nebenbedingungen durch lineare Funktionen dargestellt wer-
den, sind keine besonderen Regularitdtsbedingungen nétig und es gilt der nachste-
hende Satz.

Satz 4.23. Sei x* € F eine lokale Lisung des Optimierungsproblems (4.10) mit
linearen Funktionen e und f. Dann existiecren \* € RP, u* € R™, sodass der Vektor
(x*, \*, u*) die KKT-Bedingungen (4.13)-(4.17) erfillt.

Beweis. Siehe [11]. O

Hinreichende Optimalitéitskriterien des Optimierungsproblems (4.10) sind generell
von zweiter Ordnung, vgl. [11]. Beim konvexen Problem kénnen sogar hinreichende
Optimalitétskriterien erster Ordnung erzielt werden, vgl. Satz 4.25. Zudem gibt es

hierbei eine einprégsame Regularitdatsbedingung.

Definition 4.24. Falls es einen Vektor & € R? mit EZ = e. und f(Z) < f. gibt,
so geniigt das konveze Optimierungsproblem (4.11) den Regularitdtsbedingungen

von Slater.

Zusammen mit den KKT-Bedingungen stellt die Regularitétsbedingungen von Slater

eine notwendige Optimalitdtsbedingung erster Ordnung dar.
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Satz 4.25. Seien * € F eine optimale Losung des konvexen Optimierungsproblems
(4.11) und die Slater-Bedingung erfillt. Dann existieren \* € RP, u* € R™, sodass
der Vektor (x*, \*, *) die KKT-Bedingungen (4.13)-(4.17) erfillt.

Beweis. Siehe [11]. O

Erfiillt umgekehrt (z*, \*, u*) € R? x RP x R™ die KKT-Bedingung, so ist z* eine
optimale Lésung von (4.10), was ebenfalls in [11] gezeigt wird. Die Giiltigkeit der
KKT-Bedingungen ist somit schon ein hinreichendes Optimalitatskriterium bei einem

konvexen Optimierungsproblem.

Im Folgenden werden fiir Minimierungsprobleme auch Zielfunktionen der Gestalt
J : RY = (—00, 00] zugelassen. Fiir D := {z € F | J(z) < oo} gelten die in diesem
Kapitel getroffenen Aussagen analog. Falls D= 0, so wird jedes z € F als optimale

Lésung bezeichnet.

45



5. Das VER-Problem

5. Das VER-Problem

In diesem Kapitel wird nun das volumenmaximale-einbeschriebene-Rechtecksmengen-
Problem, kurz VER-Problem, vorgestellt. Dabei werden wichtige Eigenschaften des
Problems untersucht. Ziel des VER-Problems ist es, eine beziiglich des Volumens ma-
ximale Teilmenge einer zuldssigen Menge zu finden, die sich als kartesisches Produkt

darstellen 14sst.

5.1. Einfiihrung in die Problemstellung

Zu Beginn werden einige grundlegende Begriffe geklért, die helfen, das VER-Problem
greifbar zu machen. Wo es moglich ist, wird sich dabei an die in [9] und [24] einge-
fithrten Notationen gehalten. An entsprechender Stelle werden diese dann erweitert

und ergénzt.

Grundlegendes

Ein Vektor im 2 € R? wird als Design bezeichnet, welches sich aus d € N Designkom-

ponenten zusammensetzt. Die Designkomponenten werden dann mit z;, 1 = 1,...,d,
bezeichnet und es gilt x = (z1,...,zq).
Jedem Design € R? kann iiber eine Funktion f = (f1,..., fn)T : RY — R™ ein

Output f(z) zugeordnet werden, weshalb f auch Outputfunktion heifit. Ein Out-
put besteht aus m Outputkomponenten f;(x), j =1,...,m, mit m € N.

In der Anwendung sind in der Regel nur nach oben und unten beschrankte Design-
komponenten realisierbar. Seien xﬁb € R die unteren Grenzen der Designkomponen-
ten und z¥® € R die oberen Grenzen mit x> < z¥* fiir 4 = 1,...,d. Damit ist
acib <z < x?b bzw. xz; € [x%b,:p;lb] fiir i = 1,...,d. Die Menge aller realisierbaren

Designs ergibt sich dann iiber das d-fache kartesische Produkt
d
Qas =[]l 2") ¢ R (5.1)
i=1

Diese Menge wird auch Designmenge genannt.

Des Weiteren sind aus technischer Sicht meist nur Designs sinnvoll, deren Output-
komponenten jeweils einen kritischen Wert nicht iiber- bzw. unterschreiten. Da jede
nach unten beschrinkte Outputkomponente durch Multiplikation mit —1 in eine
nach oben beschrinkte Komponente umgewandelt werden kann, ist die Annahme

zuliissig, dass fiir alle z € R? die Ungleichungen fj(z) < fej, fo; €R, j=1,...,m,
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erfiillt sein miissen. Das m-Tupel, welches die Grenzen f.;, j = 1,...,m, vereint,
wird Outputgrenze f. genannt und es gilt feo = (fe1,..., fom)t € R™.

Insgesamt konnen diese Bedingungen iiber das Ungleichungssystem

f(z) < fe (5.2)

zusammengefasst werden. Dieses muss fiir alle z € R? komponentenweise giiltig sein,

um die Anforderungen an den Output zu erfiillen.

Die Menge aller Designs = € R, welche in der Designmenge liegen und das Unglei-
chungssystem (5.2) erfiillen, wird als zuléissige Designmenge ), bezeichnet und
es gilt

ch = {"17 € Qs | fz) < fc} C Qqs. (5.3)

Beispiel 5.1. Sei die Designmenge iiber Q4s = [0, 1]? und die Outputfunktion iiber
f:R? = R, o+ 21 + x2 mit Outputgrenze f. = 1 gegeben. In Abbildung 5.1 ist

die zuléssige Designmenge Q;_hierfiir visualisiert.

gl

Abbildung 5.1: Zulédssige Designmenge Qy, (weik)
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Bemerkung 5.2. (i) Die Designmenge Qg ist als kartesisches Produkt abgeschlos-

sener Mengen eine Borel-Menge mit Lebesgue-Maf
() = @ -2 < oo (54)
(ii) Fiir die zuldssige Menge gilt
m
Q. = m {z € Qas | fi(z) < fe;}
m
- ﬂ (s {z € R | £(@) < fog})

= Qg N ﬂ{x eR’ | fi(@) < fes}- (5.5)

j=1

Falls die Outputfunktion f : R — R™ Borel-messbar ist, sind die Mengen
{z € R | fi(z) < fej}, j = 1,...,m, nach Korollar 3.15 Borel-messbar.
Somit ist die zuldssige Designmenge als Schnitt von Borel-Mengen ebenfalls
eine Borel-Menge. Das Lebesgue-Maf von €2y ist wegen 2y C {44 endlich und
es gilt

)‘d(ch) < )‘d(st) < 0.

Bevor das VER-Problem formuliert werden kann, miissen noch die Dimensionen der
Mengen festgelegt werden, aus denen sich das mehrfache kartesische Produkt zusam-

mensetzt, welches das Problem 16sen soll. Dazu ist die folgende Definition hilfreich.

Definition 5.3. Seien d,n € N fest und s := (d',...,d") € N*. Falls 3" d* = d gilt
k=1
bzw. 1m Sinne der Multiindezschreibweise, welche in Beispiel 2.7 eingefiihrt wurde,

|s| = d, so wird das n-Tupel s Struktur genannt.

Fiir gegebenes s kann ein n-faches kartesisches Produkt aus Mengen QF ¢ B(]de),

n n

k=1,...,n, gebildet werden, fiir das dann [] QF C R? gilt. Die Menge Q := [] Q*
k=1 k=1

wird daher auch als n-faches kartesisches Produkt mit Struktur s bezeichnet. Dabei

n o

ist die in Kapitel 2.2 beschriebene Identifikation von [] R und R? zu beachten.
k=1

Insbesondere sei an dieser Stelle auch nochmals an die moglichen Darstellungen eines
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Designs 2 € R? erinnert, welche in Gleichung (2.4) aufgelistet sind. Fiir das Lebesgue-
Mak von Q gilt wegen Gleichung (3.4) gerade

M) = [ @b).
k=1
In dieser Arbeit wird zusitzlich d*~1 > dF fiir k = 2,...,n vorausgesetzt, da die

Indizes der Designkomponenten beliebig umgeordnet werden konnen.

Fiir jede Struktur s ist die Designmenge ein mehrfaches kartesisches Produkt mit

Struktur s. Es sei

ik

= [ [Pa®] ¢ R (5.6)
i=ik—141

fiir k= 1,...,n mit i* = i d*. Dann gilt Qs = [[ Ok
k=1 k=1
Analog dazu wird die Outputfunktion f additiv zerlegbar mit Struktur s genannt,
falls Funktionen f* = (fF,...,f%) : R — R™, k = 1,...,n, existieren, sodass
f(z) = kﬁ: fE(a®) fiir alle z € R? erfiillt ist, vgl. Definition 2.17. Hierbei sei bemerkt,
=1

dass es zu einer Outputfunktion in der Regel mehrere Moglichkeiten gibt die Struktur
s zu wihlen. So sind beispielsweise fiir die Funktion f: R? = R, = — 1 + 22 + 23
die Strukturen s = (1,1,1), s = (2,1) und s = 3 moglich.

Falls die Eintrége der Struktur s alle den Wert 1 besitzen, so wird auch von einer
eindimensionalen Struktur gesprochen. Dies ist erfiillt sofern d' = 1 gilt, da dann
fir k = 2,...,n sofort d* = 1 folgt. Ist der maximale Eintrag der Struktur s vom
Wert 2, wobei mindestens ein Eintrag diesen Wert auch annimmt, so handelt es sich
um eine zweidimensionale Struktur. Hierbei ist d* = 2 notwendige und hinreichende

Bedingung.

Nun kann das VER-Problem als Optimierungsproblem aufgestellt werden. Gesucht
wird eine beziiglich des Volumens maximale Teilmenge der zuléssigen Designmenge,
welche ein kartesisches Produkt mit Struktur s darstellt.

Unter Verwendung der zuldssigen Designmenge Q. aus Beispiel 5.1 und s = (1,1)
bedeutet dies, dass ein volumenmaximales Rechteck gesucht ist, welches in Qy_ ent-

halten ist. Kandidaten moglicher Rechtecke sind in Abbildung 5.2 veranschaulicht.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
L1

Abbildung 5.2: Kandidaten fiir ein volumenmaximales Rechteck in Q¢ (gelb, griin
und rot umrandet)

Abstraktes Problem

Definition 5.4. Seien die Designmenge Qg C RY, die Struktur s € N" sowie die
Borel-messbare Outputfunktion f : R® — R™ mit Outputgrenze f. € R™ gegeben.
Das abstrakte VER-Problem laulet

n
maximiere A? <H Qk)
QkeB(R"), k=1,...n k=1

. (5.7)
w.d.N. [1 Q% cQy.,
k=1

wobei die zuldssige Designmenge Q. wie in (5.3) definiert ist.

Die Zielfunktion des abstrakten VER-Problems wird im Folgenden auch mit jab

bezeichnet und es gilt

Jab ﬁB(Rd’“) —[0,00), (..., Q") — X% (ﬁ Q’“) (5.8)

n
Die Menge [] QF liegt dabei bekanntermaken in B(R?) und ihr Lebesgue-Maf ist
k=1
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als Teilmenge von (2 endlich.

Eine optimale Losung des abstrakten VER-Problems muss, sofern sie existiert, die
Eigenschaft der folgenden Definition erfiillen.

n
Definition 5.5. Die Mengen QF* ¢ B(de), kE=1,...,n, mit J[[ Q" C Q.

k=1
werden optimale Lésung des abstrakten VER-Problems (5.7) genannt, wenn die

Ungleichung

M(Hmﬂ zﬂ(HW) (5.9)
k=1 k=1
bzw. Lb(Ql’*,...,an*) > jab(Ql,...,Q”) fiir alle QF € B(de), k=1,....n, mit
der Eigenschaft T] QF C Qy. erfillt ist.

k=1

Eine optimale Losung des Problems (5.7) maximiert auch die Komposition log oJab
mit log(0) := —oo, da der Logarithmus monoton wachsend auf (0,00) ist. Ferner
kann, wie bereits in Kapitel 4.2 beschrieben, durch Anderung des Vorzeichens der
Zielfunktion jedes Maximierungsproblem in ein Minimierungsproblem iiberfiithrt wer-
den. Deshalb minimieren Q%* ¢ B(de), k=1,...,n,die Funktion J,}, := — log odup.
Unter den Voraussetzungen von Definition 5.4 lautet das abstrakte VER-Problem

dann

n
minikmiere —log <)\d < I Qk>>

QkeB(RIY), k=1,...,n k=1
" (5.10)

w.d.N. [T QF cQy.
k=1

Die Komposition von —log und der Zielfunktion ermdéglicht es spéter ein konvexes
Optimierungsproblem zu erhalten, wie im Laufe der Arbeit ersichtlich wird. Stell-
vertretend fiir das abstrakte VER-Problem wird daher nur noch Bezug auf das Op-

timierungsproblem (5.10) genommen.

Das abstrakte Problem ist aus mathematischer Sicht nicht einfach zu 16sen, da Men-
gen der Form QF ¢ B(de), k = 1,...,n, in einem Algorithmus nur schwer zu
handhaben sind. Ziel ist es deshalb, diese Mengen analytisch iiber Variablen zu be-

schreiben, welche Ungleichungs- bzw. Gleichungsbedingungen einhalten miissen, um

n
[T QF C Q. zu gewihrleisten. Falls die Outputfunktion f additiv zerlegbar mit
k=1

Struktur s ist, so ist das abstrakte Problem als ein solches analytisches Problem
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formulierbar, wie im Folgenden gezeigt wird.

5.2. Analytisches Problem

Definition 5.6. Seien die Designmenge Qqs C R? sowie die Borel-messbare Out-
putfunktion f:R* — R™ mit Outputgrenze f. € R™ gegeben. Ferner sei f additiv
zerlegbar mit Struktur s € N™. Das analytische VER-Problem lautet dann

n
minimiere  —log ( A? [ T %,
fEeR™, k=1,...,n k=1 ‘¢

. (5.11)
w.d.N. S fh =t
k=1

wobei Ql}f = {ah € Qk | fF(ab) < fF)

Die Mengen QF, in Definition 5.6 sind dabei stets als Funktionswert der Funktionen
Qf) : R™ — BRY), fF o 2k,
und Bemerkung 5.2 liegen chk fiir f¥ € R™ in B(]de), E = 1,...,n. Somit gilt
auch ﬁ chk € B(R%). Insgesamt konnte dadurch eine analytische Beschreibung der
Mengzzlflk € B(]de), k =1,...,n, iiber Vektoren im R™ wie gewiinscht erreicht

k = 1,...,n, zu verstehen. Aufgrund Satz 3.21

werden, was in Satz 5.8 nochmals deutlicher wird.
Fiir Zielfunktion des analytischen VER-Problems, welche auch mit J,, bezeichnet
wird, gilt deshalb

Jon : ﬁmm% (—o0,00], (fL,...,f") — —log ()\d (ﬁﬂ’“k>> .
k=1

k=1

Eine optimale Losung des analytischen VER-Problems erfiillt, sofern sie existiert, die
Eigenschaft der folgenden Definition. Diese Definition ist identisch mit der Definition
einer globalen Lésung eines allgemeinen Minimierungsproblems, siehe Definition 4.18.

Analog konnten lokale Losungen des analytischen Problems formuliert werden.

n
Definition 5.7. Die Vektoren fck’* eER™ k=1,...,n, mit ) ff’* = f. werden
k=1

optimale Lésung des analytischen VER-Problems (5.11) gengnnt, wenn die Un-

g <Ad (HQ’%)) < —log (Ad (}ﬁﬂkk»
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bzw. Jan(fcl’*,...,f?’*) < Jan(fl, .0 f) fir alle fF € R™, k = 1,...,n, mit der
Eigenschaft > f¥ = f. erfiillt ist.
k=1

Der Hauptunterschied zwischen dem abstrakten und dem analytischen VER-Problem
ist, dass das abstrakte Problem allgemeiner formuliert ist und somit fiir beliebige
Strukturen und beliebige Borel-messbare Funktionen gilt. Beim analytischen VER-
Problem sind die Auswahlméglichkeiten fiir die Struktur bereits durch f festgelegt.
Im schlechtesten Fall ist nur s = d mit n = 1 méglich und f. € R™ ist die einzige
zuléssige Losung des zugehorigen Problems (5.11).

Unter der Voraussetzung, dass die Funktion f mit Struktur s € N” additiv zerlegbar

ist, kann gezeigt werden, dass die zur optimalen Losung des analytischen Problems

zugehorigen Mengen Q’;k’*, k=1,...,n, eine optimale Losung des abstrakten Pro-
blems sind.
Satz 5.8. Wenn die Vektoren fck* e R k = ,n, mit Z f = fc eine

optimale Losung des analytischen VER-Problems (5. 11) sind, dcmn smd die Mengen
QI;,{,*, k=1,...,n, eine optimale Lisung des abstrakten VER-Problems (5.10).

Beweis. Sei ff* e R™ k =1,...,n, eine optimale Lésung des analytischen VER-
n

Problems (5.11) mit > fF* = f.. Angenommen es existieren Mengen Q¥ € B(de),
k=1

n
k=1,...,n, mit HQkCQfC und
k=1

—log ()\d (ﬁ Q’“)) < —log ()\d (f[ Q’“k>> (5.12)
k=1 k=1

Dann gilt fiir alle 2 € [] QF gerade f(z) < f.. Da f additiv zerlegbar ist und
k=1
n
[T 9% C Qqs beschriinkt ist, existieren f¥ € R™ k = 1,...,n, mit f¥(2¥) < fF
k=1
n
fiir alle 2% € QF und Y f*¥ < f.. Aufgrund der Tatsache, dass durch komponenten-

k=1
weises Vergrokern einzelner f¥, der Wert der Zielfunktion niemals ansteigen kann,

n
vgl. den folgenden Satz 5.9 iiber die Monotonie der Zielfunktion, darf > fF = f.
k=1

angenommen werden. Somit ist Ungleichung (5.12) dquivalent zu

fefin)) < e (e()

53



5. Das VER-Problem

was einen Widerspruch zur Optimalitdt der Vektoren ff *eR™ k=1,...,n, dar-
stellt. O
Eigenschaften der Zielfunktion

Um die Eigenschaften des analytischen VER-Problems zu untersuchen, ist es oftmals
hilfreich die Vektoren f¥ € R™, k =1,...,n, in einem R™"-Vektor zusammenzufas-
sen. Analog zu den Betrachtungen in Kapitel 2.2 ist dann fo = (fL,... fmT e Rm™.
Diese Darstellung ist auch bei der Berechnung von numerischen Losungen der VER-

Probleme von Bedeutung.

Satz 5.9. Die Zielfunktion Jan des analytischen VER-Problems (5.11) ist
(i) monoton fallend,
(1) nach unten halbstetiq.

Beweis. (i) Fiir die Monotonie von J,, auf dem R™" ist zu zeigen, dass fiir alle
fc,gc € R™" mit fC < gc gerade Jan(fc) > Jan(gc) erfiillt ist. Seien féfj < gfg,

j=1,...,m, k=1,... n, dann gelten
k k k(..k k k k k(.,.k k
{17 Est | fj ($ )Sfc,j}c{x est | fj (l‘ )ggc,j}

und

c

j=1
m

k ook | gk k k

C ﬂ{x € Qs | f7(") <gct = Qgé“'
j=1

Ferner ist mit Satz 2.12 dann
n n
T2 < 19 (5.13)
k=1 k=1

fiir K =1,...,n und aufgrund Satz 3.23 auch

A <H Q%) < X (H Q’;k> (5.14)
k=1 k=1
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Die Ungleichung (5.14) besagt, dass die Funktion

H ), (fheo f) e A (HQ’%)
kel k=1

monoton wachsend ist. Daher ist Ju, wegen Jo, = —log ojan monoton fallend.

Hierzu wird gezeigt, dass Jan nach oben halbstetig ist. Mit [19] folgt dann,
dass log ojan als Komposition einer stetigen, monoton wachsenden Funktion
und einer nach oben halbstetigen Funktion ebenfalls nach oben halbstetig ist.
Damit ist J,, = — log ojan schliefslich nach unten halbstetig.

Sei f € R™ gegeben. So ist die Ungleichung

nm< up Ln@) < Tulf)

N0\ gen(f.9)

nachzuweisen. Als Norm im R™” kann hier die co-Norm gewihlt werden, d.h.
B(f,0) = {§ € R™ | |§ — fllso < 6}. Aufgrund der Monotonie von J,, gilt fiir
6:=(0,...,0) € R™ mit § € (0,0)

sup Jan(9) < Jan(f +9).
GEB(f.9)

Sei (9;)ien eine monoton fallende Folge mit ¢; € (0,00), ¢ € N und lim ¢; = 0.

1—00

So bleibt zu zeigen, dass die Ungleichung

~ ~ PN

Hm Jon (f+0;) < Jan(f)

i—00

erfiillt ist, wobei 5; = (045 ..,0;) € R™ Wegen Satz 2.12 und Bemerkung 5.2
gilt

[T = [N o fieh < )
k=1

k=1j=1

= QN [T (=00, £55)). (5.15)

k=1j=1

Zur Ubersmhthchkelt werden fiir den weiteren Beweis die beiden Schreibweisen
H QkéC und €; H Qkk+5k mit 6F := (6;,...,6;) € R™, i € N einge-

fithrt. Wle in (5.13) ist Q D Q11 fiir « € N und mit den Eigenschaften von

5%)
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Bild und Urbild bzgl. dem Durchschnitt von Familien von Mengen auch

(9 = (V{90 TG (o0, f25+ 1)

ieN 1€EN k=1j=1
= QgsN H (fjk)_l (m(_oo’fck,j + 61])
k=1j=1 i€N
= Qan [[ OG0 f8]) =
k=1j=1

d.h. ©; | Q. Ferner ldsst sich mit der Darstellung aus Gleichung (5.15) auch
erkennen, dass Q1 C Qg ist und damit A (Q1) < A4(Qgs) < 0o. Somit sind die

Voraussetzungen an die o-Stetigkeit aus Satz 3.23 erfiillt, weshalb

~ ~ A

lm Joo (f +6;) = lim A4YQ) = M(Q) = Jan(f)

1—00 1—00

gilt und daher Jan nach oben halbstetig ist.
O

Aus dem Beweis von Satz 5.8 wird ersichtlich, dass das analytische VER-Problem

eigentlich auch mit den Ungleichungsbedingungen Y f* < f. anstatt mit den Glei-
k=1

chungsbedingungen > f¥ = f. hiitte formuliert werden kénnen. Da die Zielfunktion
k=1

n
Jan monoton fallend ist, wird eine optimale Losung immer fiir > f* = f. angenom-

=1
men, falls sie existiert. Um die Existenz einer optimalen Lésung des VER-Problems
nachzuweisen, ist der zweite Teil des Satzes 5.9 entscheidend. Zuvor miissen jedoch

noch Eigenschaften der zuldssigen Menge des Problems (5.11) untersucht werden.

Eigenschaften der zulissigen Menge

R n

Satz 5.10. Die zulissige Menge Fan = {fe € R™ | 3 fF = f.} des analytischen
k=1

VER-Problems (5.11) ist konvez.

n ~
Beweis. Die Bedingung ). ff = f. kann geschrieben werden als Ef. = f. mit
k=1

E:=(Iy,...,I,) € ]Rm”';", wobei I, die m x m-Einheitsmatrix ist. Somit gilt

Fan = {fceRmn ‘ EfC:fC}
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5. Das VER-Problem

und nach Beispiel 4.2 ist F,, konvex. 0l

Mithilfe der Darstellung Fan = {fo € R™ | Efy = £}, E i= (I, . .., In,) € RMXmn
kann das analytische VER-Problem (5.11) auch in der kompakten Form

~

minimiere Jun(fe)
fc eRmn (5 . 16)
u.d.N. Efe= fe

geschrieben werden. Um eine optimale Losung des analytischen VER-Problem zu fin-
den, ist es vorteilhaft, diejenigen fc aus Fan zu entfernen”, fiir welche die Zielfunktion

den Wert oo annimmt.

Satz und Definition 5.11. Fir das analytische VER-Problem (5.11) ist die Menge

n
fan,c = {fcefan f(ﬁ] < f({j] < fc,j_Zf(ﬁj)jzla-"7m7 kzla---an}
k=1

k#k
mit f*. = inf fFF) fir j = 1,...,m, k = 1,...,n kompakt und die Ziel-
= zheQk J

funktion nimmt fir alle fc € Fan\Fanc den Wert oo an. Darum wird Fon e auch

eingeschrdinkte zuldssige Menge des Problems (5.11) genannt.

Beweis. Weil die Mengen Qﬁs beschrankt sind und die Funktionen fj’»c von R nach

R abbilden, gilt kinfk fj’?(mk) eRfirj=1,...,m, k=1,...,n. Die Menge Fync
zReQ],

ist somit beschrinkt und abgeschlossen und daher kompakt.

Sei fc € Fan mit fclfj < ff] fiir ein j € {1,...,m} und ein k € {1,...,n}, also
fe € Fan\Fanc. Dann gilt (ff)*l((—oo,fck’;j]) = {zF € Q| fjk(:vk) < fclfj} = () fiir
selbe j € {1,...,m} und k € {1,...,n} und ferner Q]Jiéc = le(ff)_l((—oo, fED =0
fiir eben dieses k € {1,...,n}. Somit ist

n

A (;ﬁ Q’@) =TT (%) =0

k=1

bzw. Jan(fL, ..., f%) = oo. Also muss féfj > fckj fiir alle j € {1,...,m} und alle
ke {1,...,n}, erfiillt sein, damit Jan(fL,..., f7) < oo gilt.
Sei jetzt fo € Fan mit ffd > f(ﬁj fir j = 1,...,m und k = 1,...,m. Ferner sei
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5. Das VER-Problem

n ~
féj > fei— 2 ff] fiir ein j € {1,...,m} und ein k € {1,...,n}, dann sind wegen

k=1,
k#k
n ~
C’f ;T ~Z ff ;> fe,j die Nebenbedingungen des analytischen VER-Problems verletzt
k=1,
k+k
und fc kann nicht in Foy bzw. Fyp\Fan,c liegen. O

Dieser Satz erlaubt es, den Bereich fiir die Suche einer optimalen Losung des VER-
Problems, also die zulédssige Menge JF., einzuschrianken. Hierbei sei bemerkt, dass die
Menge Fun,c sowohl Elemente besitzen kann, fiir die J,, den Wert oo annimmt, als
auch leer sein kann.

Schlussendlich kann damit die Existenz einer optimalen Losung des VER-Problems

gezeigt werden.

Existenz einer optimalen L&sung

Korollar 5.12. Das analytische VER-Problem (5.11) besitzt mindestens eine opti-

male Losung.

Beweis. Sei Fan e = 0, so gilt fiir alle fc € Fan = Fan \Fan,c sofort Jan(fc) = oo und
jedes fc € Fan ist daher optimale Lésung.

Sei Fan,cs Fan \Fan,c # 0, dann gilt fiir alle fc € Fan,c und alle gc € Fan\Fan,c gerade
Jan(fc) < Jan(ge) = oo. Des Weiteren ist die Zielfunktion J,, nach Satz 5.9 nach
unten halbstetig und nimimt, wie in Kapitel 2.1 beschrieben, auf kompakten Mengen

ihr Minimum an. Insgesamt existiert damit eine optimale Losung auf Fay c. O

An dieser Stelle wird nun ein Beispiel betrachtet, in welchem die Eigenschaften des
analytischen VER-Problems zu erkennen sind. Fiir die Funktion f wird hierbei ein
Polynom gewdahlt, siehe Beispiel 2.7. Polynome sind immer stetig und messbar und
eigenen sich besonders fiir das analytische VER-Problem, da sie mehrere Strukturen
zulassen, sofern die entsprechenden Koeffizienten des Polynoms null sind. Ist das Po-
lynom von Grad eins, also eine lineare Funktion, so kann insbesondere jede Struktur

s mit |s| = d realisiert werden.

Beispiel 5.13. Fiir die Designmenge Q45 = [—2, 2] x [-1,5, 1,5], die Outputfunktion
f:R? =R, 2+ (21)® + (z2)® mit Outputgrenze f. = —1 und Struktur s = (1,1)
ist eine optimale Losung des analytischen VER-Problems (5.11) gesucht.

Die Anzahl der Designkomponenten betrigt in diesem Beispiel d = 2 und die Anzahl
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5. Das VER-Problem

der Outputkomponenten m = 1. Offensichtlich ist f mit der Struktur s additiv
zerlegbar. In Abbildung 5.3 ist die zuléissige Designmenge )y, veranschaulicht. Dabei
ist zu erkennen, dass €2y, nicht konvex ist, obwohl f! : R — R, z1 — (21)® und
f?2:R =R, z3+— (22)® quasikonvex sind, was bereits aus Bemerkung 4.11 bekannt
ist.

Fiir die zuléssige Menge Fan des Optimierungsproblems gilt
Fan = {(fclvch) e R’ | fc1+fc2 = *1}
und fiir die Mengen Qll und 2 2 welche in der Zielfunktion J,, enthalten sind,

Q= o e [-2.2] | () < £,
Q2C2 = {xQ € [_1757175] ‘ (:1:2)3 < fc2}

Der Funktionswert der Zielfunktion J,, ergibt sich damit zu

—log (VI +2)(V/F2+15)) fir (f2,f2) € D,
—log (4({/f2+1,5)) fiir (f2, /2) € Dy,

Jan(fes 12) = —log 3(\3/E+2)) fiir (f1, £2) € Ds,
—log (12) fiir (f1, f?) € Dy,
00 sonst.

wobei

Dy = (-8,8) x (—3,375,3,375),
Dy = [8,00) x (—3,375,3,375),
Ds := (—8,8) x [3,375,0),
Dy = [8,00) x [3,375,00).

In Abbildung 5.4 ist der Graph von J,, visualisiert und in Abbildung 5.5 der Graph

der Funktion
Jan,P : R — (—OO, OO], fc2 — Jan(_l - fc23 fc2)

Nun wird versucht mithilfe der Optimalitdtskriterien aus Kapitel 4.2 mdogliche lo-
kale Losungen des Beispielproblems zu finden. Eine mdégliche lokale Lésung mit mi-

nimalem Funktionswert der Zielfunktion ist dann eine optimale Lésung. Dazu ist
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5. Das VER-Problem

zu beachten, dass die Zielfunktion nur auf der Menge Dg = ((—8,00)\{0,8}) X
((—3,375,00)\{0,3,375}) c R? differenzierbar ist. Deshalb kénnen mit den Op-
timalitédtskriterien nur auf dieser Menge Kandidaten fiir lokale Losungen gefun-
den werden. Anschliefend konnen die Funktionswerte in Umgebungen von Punkten
(fL, f2) € Fan, in denen J,, nicht differenzierbar ist, mit diesen Kandidaten vergli-
chen werden.

Die KKT-Bedingungen fiir das Beispielproblem werden nur in Dgq N D, erfiillt. Es

gilt
1
L2 tA =0,
YT (VT +2)
1
- - +A = 0,
VI (VF2 +15)
fetfe = -1

fir (fL, f2,)) € {(~1,35,0,35,0,31), (—0,21, —0,79,0,68), (—0,09, —1,09, 0,67)}, wo-
bei alle Komponenten der Eintrége dieser Menge auf zwei Nachkommastellen ge-
rundet sind. Die sich daraus ergebenden, moglichen Lésungen sind zusammen mit
ihren Zielfunktionswerten sowohl in Abbildung 5.4 als auch in Abbildung 5.5 darge-
stellt. Zuséatzlich werden die zugehorigen Mengen Q}Cl X Q?CCQ in Abbildung 5.3 ver-
anschaulicht. Wie oben beschrieben kann insgesamt gezeigt werden, dass der Vektor
(fcl’*, fcz*) = (—1,35,0,35) die eindeutige, optimale Losung des Beispielproblems ist

mit Jon( fcl - fc2 ™) = —0,07, ebenfalls auf zwei Nachkommastellen gerundet.
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5. Das VER-Problem

Abbildung 5.3: Zulédssige Designmenge Qg (weifl) und zu den mdéglichen Losungen
gehorigen Mengen Q]lu x 92,

2

Abbildung 5.4: Graph von J,, (Blautone), Graph von J,, auf die zulissige Men-
ge eingeschrankt (rot) und mogliche Losungen zusammen mit ihren
Funktionswerten als Punkte
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Abbildung 5.5: Graph von J,, und parametrisierte mogliche Losungen mit ihren
Funktionswerten als Punkte

Bemerkung 5.14. In Beispiel 5.13 ist erkennbar, dass die Zielfunktion J,, des ana-
lytischen VER-Problem in der Regel nicht differenzierbar ist. Dariiber hinaus ist in
diesem Beispiel zu sehen, dass die Aufstellung der Zielfunktion selbst bei handlichen
Outputfunktionen recht komplex werden kann und damit auch die Bestimmung des

Gradienten der Zielfunktion auf Dy.
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6. Das konvexe VER-Problem

6. Das konvexe VER-Problem

Nun wird das analytische VER-Problem fiir konvexe Outputfunktionen betrachtet
und gezeigt, dass dies ein konvexes Optimierungsproblem darstellt. Falls die Struktur
der Outputfunktion eindimensional ist, gibt es eine alternative Formulierung fiir das

konvexe Problem.

6.1. Allgemeine Strukturen

Satz 6.1. Sei das analytische VER-Problems (5.11) mit konvezer Qutputfunktion f

gegeben. Dann ist auch die Zielfunktion Ju, konvex.

Beweis. Der Beweis erfolgt in drei Schritten. Zunéchst sei jedoch an Satz 4.10 erin-
nert, welcher begriindet, dass fiir eine konvexe Outputfunktion f auch die Funktionen
n
fEok=1,...,n, mit f(z) = fF(") fiir alle z € R? konvex sind.
k=1

Schritt 1: Es wird gezeigt, dass fiir k € {1,...,n} die Funktion x s+, definiert iiber

1 falls fH(x) < f5,

k m
Xpe t RT R™ = {0, 1}, (2, £5) = xpu(a®, £E) :={
0 sonst,

logarithmisch-konkav ist, wobei das Ungleichungssystem f*(z) < f* wie gehabt
komponentenweise zu verstehen ist. Hierzu reicht es nachzuweisen, dass fiir alle
(2F, £}, (4", g%) € R x R™ und alle 6 € (0,1) die Ungleichung

Xpe (0% + (1= 0)y", 0fF + (1 —0)g%) > xpe(a®, f5) xpr (v, g8) 7

= xp(@® H) xp (", g8)

erfiillt ist. Fiir x g« (z*, F) = 0 oder X gk (y*, g¥) = 0 st dies stets der Fall. Seien daher
Xpr (2, f8) = xpr (y*, 68) = 1, doh fiir (%, £E), (¥, 9¢) € RT xR™ gilt fF(a*) < fE
und f*(y*) < g¥. Mit der Konvexitit von f* folgt daraus
RO+ (1= 0)y%) < 0 7")+(1-0) /(0
S—— S~——
<fk <gk

< OffF+(1-0)gt,

weshalb auch x g (0% 4(1—0)y*, 0 fF+(1—-6)gF) = 1 gilt. Somit wurde nachgewiesen,

dass x g+ logarithmisch-konkav ist.
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Schritt 2: Nun wird fir k € {1,...,n} gezeigt, dass die Abbildung
JE L R™ 5 [0,00), fF s A% (5)

logarithmisch-konkav ist. Wegen Q% = {zF € Qk | f*(a*) < fF} gilt
T = [ et syt
Qs

fiir f¥ € R™ mit den Darstellungen aus Kapitel 3.3. Die Menge QS’S ist aufgrund ihrer
Gestalt, vgl. (5.6) und Satz 4.3, konvex und liegt in B(R?"). Somit sind insgesamt alle
Voraussetzungen an Korollar 4.17 erfiillt und J* ist folglich logarithmisch-konkav.

Schritt 3: Im letzten Schritt wird die Konvexitit der Zielfunktion jan nachgewiesen.

Es sei
T JIR™ = [0,00), (fe-- o f2) = TTTHCFO),
k=1 k=1
wobei im Folgenden wieder fo = (fr,... fmT € R™ geschrieben wird. Da die

Funktionen jk, k =1,...,n, logarithmisch konkav sind, gilt fiir alle fc,gc € Rm®
und alle 6 € (0,1)

J(O0fe+1=0)ge) = J]7*0OfF+ 1 -0)gk)

k=1
> ﬁjk( 0Tk (k)
o 0 ;. 1-0
_ (wa f)) (Hmf))
k=1 k=1

dh. J ist ebenfalls logarithmisch-konkav. Daraus folgt, dass log oJ konkav und
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—log oJ konvex ist. Unter Verwendung von Gleichung (3.4) kann

= —log ﬁﬁﬂo
k=1
= —log (J(fe))

fiir fc € R™" gezeigt werden, womit die Konvexitdt von J,, nachgewiesen ist. O

Da im Falle einer konvexen Outputfunktion neben der zulissigen Menge auch die
Zielfunktion des analytischen VER-Problems konvex ist, ergibt sich ein konvexes

Optimierungsproblem.

Definition 6.2. Seien die Designmenge Qgs C R sowie die konveze Outputfunktion
f: R = R™ mit Outputgrenze f. € R™ gegeben. Ferner sei f additiv zerlegbar mit
Struktur s € N*. Das konvexe VER-Problem lautet dann

n
minimiere —log [ \@ Ok >>
FEER™, k=1,...,n 8 < <kl:[1 &

n

w.d.N. S fk=f.

k=1

(6.1)

Da das konvexe VER-Problem (6.1) ein Spezialfall des analytischen VER-Problems
(5.11) ist, iibertragen sich die weiteren Eigenschaften aus Kapitel 5.2 direkt. Dass
die Zielfunktion im konvexen Fall ebenso nicht stetig sein muss, zeigt das Beispiel
6.4.

Beispiele

Beispiel 6.3. Fiir die Designmenge Qqs = [-1,5,1,5]2, die konvexe Outputfunktion
[ RS = R, 2 |z|3 = (21)?+(22)%+(23)? mit Outputgrenze f. = 1 und Struktur
s = (2,1) ist eine optimale Losung des konvexen VER-Problems (6.1) gesucht.

Die Anzahl der Designkomponenten betrégt in diesem Beispiel d = 3 und die Anzahl
der Outputkomponenten m = 1. Offensichtlich ist f mit der Struktur s additiv
zerlegbar, wobei f1: R? = R, (w1, 79) > (21)?+(z2)? und f2 : R? = R, x5 — (23)?
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ist. In Abbildung 6.1 ist die zuldssige Designmenge 2y veranschaulicht.
Fiir die zuldssige Menge F,, des Optimierungsproblems gilt

Fan = {(fL D) eR?| fi+f2=1}
und fiir die Mengen Q}l und Q?cg, welche in der Zielfunktion J,, enthalten sind,

Q}‘cl = {(xlva) € [_1757 175]2 | (xl)Q + (‘/1:2)2 < fc1}7

923 = {xQ € [_1757 175] | (LU3)2 < fc2}
Bei diesem Beispielproblem geniigt es die Zielfunktion J,, auf (0,1]> C R zu be-
trachten, da es keine Vektoren (f!, f2) € Fan\(0,1]? gibt mit Jan(fL, f2) < oco. Fiir

(fL, f2) € (0,1]2 gilt Jan(fL, f2) = —log(2nfL\/f2). In Abbildung 6.2 ist der Graph
von J,, visualisiert und in Abbildung 6.3 der Graph der Funktion

Jan,p : (07 1] — (—O0,00], fc2 = Jan(l - fczvfc2)

Ferner ist Ju, in (fl, f2) € (0,1)? differenzierbar. Deshalb kann mithilfe der Opti-
malitdtskriterien aus Kapitel 4.2 versucht werden eine Losung zu finden. Erfiillt ein
Vektor (fo, f2*,A*) € (0,12 x R die KKT-Bedingungen

1

_ 1’*+)\* e 07
c
1
—T‘F)\* - 0,
2f
T =1

so ist ( fo, fc2 ™) € (0,1)? bereits optimale Losung des konvexen Beispielproblems.
Dies ist gerade fiir (fcl’*,fg’*, A*) = (%, %,2) € (0,1]? x R mit Jan(fcl’*,fg’*) = —0,88,
auf zwei Nachkommastellen gerundet, der Fall. Die eindeutige, optimale Losung ist
zusammen mit ihrem Zielfunktionswert sowohl in Abbildung 5.4 als auch in Abbil-
dung 5.5 dargestellt. Zusétzlich wird die zugehorige Menge Q}CL* X Q?CCQ* in Abbildung

5.3 veranschaulicht.
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1.5 4
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0.5
I3 o4
-0.5
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Abbildung 6.1: Zulédssige Designmenge €, (transparent schwarz umrandet) und zur
optimalen Lésung gehorige Menge Q}L* X Qiz’* (transparent griin

umrandet)

Abbildung 6.2: Graph von J,, (Blautone), Graph von J,, auf die zulissige Men-
ge eingeschrinkt (rot) und optimale Lsung zusammen mit ihrem
Funktionswert als Punkt (griin)
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Abbildung 6.3: Graph von J,,, und parametrisierte optimale Losung mit ihrem
Funktionswert als Punkt

Beispiel 6.4. Fiir die Designmenge Q45 = [—1,5,2,5] x [-1,5, 1,5], die konvexe Out-

putfunktion f = (f1, f2)T : R? = R? x> ((21)% + (22)%, (z1 — 1)% + (22)? mit
Outputgrenze f. =

(1,1)T und Struktur s = (1, 1) ist eine optimale Lésung des kon-
vexen VER-Problems (6.1) gesucht.

Die Anzahl der Designkomponenten betrigt in diesem Beispiel d = 2 und die An-

zahl der Outputkomponenten m = 2. Offensichtlich ist f mit der Struktur s addi-
tiv zerlegbar und es ist f' = (ff, )T : R?2 = R, 21 = ((z1)?, (z1 — 1)?)T und

2= AT R?2 = R, 22— ((z2)2 (22)%)T. In Abbildung 6.4 ist die zulissige
Designmenge )y, veranschaulicht.

Fir die zulédssige Menge Fa, des Optimierungsproblems gilt
Fan = (e, [ eRXR| fo+ 2= (1, 1)}

und fiir die Mengen 0L und QQQ, welche in der Zielfunktion J,;, enthalten sind,

1
Q 1 ==
C

= {‘Tl S [_1757275] ’ ((x1)27 (xl - 1)2)T < fcl}ﬂ
0%, =

{1‘2 S [_1757 1,5] ’ ((x2)27 (xQ)Q)T < fcz}

In diesem Beispiel geniigt es die Zielfunktion J,, auf (0,1]? x (0,1]> ¢ R? x R?
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zu betrachten, da es keine Vektoren (fl, f?) € Fan\((0,1]? x (0,1]?) gibt mit der
Eigenschaft Jan(fL, f2) < oo. Fiir (f1, f2) € (0,1]? x (0, 1]? gilt

Tu(f f2) = _log<2<\/fl,1+ ff,l—l)\/f) fiir (f1, f2) € Dy,
an\JcsJe) = _log(Q(\/Eﬁ—\/E—l)\/T) fiir ( fc,fc €D2,

wobel

Dy = {(fL 5 e (0,12 x (0,12 | f1, < 25},
Dy = {(fL 5 e (0,12 x (0,12 | £y > f2,).

In Abbildung 6.5 ist der Graph der Funktion
Jaﬂp (0 1] ( 00700]7 chHJaH((lﬁl)T_ (:27f(:2)

visualisiert. Die Zielfunktion Jy, ist insbesondere fiir fcl2 = fc2,2 nicht differenzier-
bar. Bei diesem Beispiel kann gezeigt werden, dass die KKT-Bedingungen im diffe-
renzierbaren Bereich nicht erfiillt werden kénnen. Die eindeutige, optimale Lésung
des Problems betridgt auf zwei Nachkommastellen gerundet fC1 * = (0,71,0,71) T,
ff* = (0,21,0,21)T . Diese kann spiter direkt aus Beispiel 6.9 abgeleitet werden. Die
zugehorige Menge Q1 1,0 X Q?CQ ist in Abbildung 6.4 veranschaulicht.
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5 4 05 0 05 1 15 2 25
I

Abbildung 6.4: Zuldssige Designmenge €2, (weiff) und zur optimalen Losung gehorige
Menge Q}L* X Qfﬂ,* (griin umrandet)

1.5 5

0.5

0.6 0
9 0.8 1
c,l

Abbildung 6.5: Graph von J,,, und parametrisierte optimale Losung mit ihrem
Funktionswert als Punkt
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Auch in Beispiel 6.4 ist zu erkennen, dass die Zielfunktion auch bei konvexen Output-
funktionen nicht zwingend differenzierbar ist. Bei eindimensionalen Strukturen ergibt
sich eine zur optimalen Losung gehorige Menge stets in Form eines d-dimensionalen
Hyperrechtecks, vgl. Beispiel 2.19. Deshalb wird an dieser Stelle noch kurz auf eine
aquivalente Formulierung des konvexen VER-Problems (6.1) eingegangen, bei wel-

cher die Zielfunktion differenzierbar ist.

6.2. Eindimensionale Strukturen

In den folgenden Betrachtungen sei die Outputfunktion f stets konvex und additiv
zerlegbar mit eindimensionaler Struktur, d.h. s = (1,...,1) € N% und n = d. Fiir die
Vektoren f¢ € R™, i = 1,...,d, kann das Lebesgue-Maf der zugehdrigen Mengen
Q’J}Ci C R iiber [; := /\1(93}3) € [0,00) definiert werden. Aufgrund der Konvexitdt und
somit Stetigkeit der Outputfunktion sind alle €%, als Schnitt abgeschlossener und
konvexer Mengen, vgl. Gleichung (5.5), abgeschloscsen und konvex. Daher kénnen sie
im Fall )\I(sz}é) = 0 als leere Menge ) oder einelementige Menge {z}} und im Fall
)\1((27}3) > 0 als Intervall [z} — %,m%w + %] mit #M € R, i = 1,...,d, dargestellt
werden. Fiir einen positiven Wert des Mafes muss hierbei
i _ i vl il owm b i

max fij(z;) = max (fj <$z - 2> 2 J; <$z + 2)) < fo;  (6.2)

M_bL ML
zi€lz — 42"+ %]

fiir j =1,...,m gewéhrleistet sein, wobei max(z,y) := max{z,y} fiir z,y € R.

Insgesamt gibt es deshalb auch fiir eine optimale Lésung des konvexen VER-Problems

) a
for e R™, i=1,...,d, welche \¢ (H Q’,-ﬂ*> > 0 erfiillt, zugehdorige I € (0, 00) und
i=1 Je

M, * . M, Y M,x lr ; i e -
z; T € Rmit [z, — F,07" + 3] = Q. CQyfiri=1,....d

Somit kénnen die entsprechenden Mengen der optimalen Lésung des konvexen VER-

Problems auch iiber das nachfolgende Problem gefunden werden.

Definition 6.5. Seien die Designmenge Qqs C R sowie die konveze Outputfunktion
f:RY = R™ mit Outputgrenze f. € R™ gegeben. Ferner sei f additiv zerlegbar mit
Struktur s = (1,...,1) € N Das eindimensionale konvere VER-Problem
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lautet dann

d
minimiere —log <H li>

1;€(0,00), zMeR, i=1,....d

d . .

u.d.N. > max(fi(aM — %),fl(:v%w + %)) < fes (6.3)
i=1
—x%v[—k% < —:c%b, i=1,...,d,
x%vl—k%gx;‘b,i:l, ,d

Dabei stellt die Funktion max(-,-) : R™xR™ — R™ das komponentenweise Maximum
zweier Vektoren in R™ dar, vgl. Gleichung (6.2).

Wie bei den anderen Problemen kann die Zielfunktion hierbei wieder als Funktion
d
J1:(0,00) xR 5 R, (Iy,...,1q, M, ... 23 = —log (Hl)
i=1
aufgefasst werden.

Eigenschaften des Problems

Nun wird noch kurz auf die Eigenschaften des eindimensionalen konvexen VER-
Problems eingegangen. Dazu werden Elemente in (0,00)% x R als 2d-Tupel zusam-
mengefasst, vgl. die Darstellung von fe in Kapitel 5.2. An dieser Stelle wird die
Schreibweise [ := (Iy, ..., 14, M, 2l € (0,00)¢ x RY € R? benutzt.

Satz 6.6. Die Zielfunktion Jy des eindimensionalen konveren VER-Problems (6.3)

15t
(1) konvexr und
(1) differenzierbar.

Beweis. (i) Zu zeigen ist, dass fiir alle [,7 € (0,00)% x R% und alle 6 € (0,1) die

Ungleichung

JI(0l+ 1 —0)r) < 05(D)+ (1 —0)Ja(?) (6.4)
erfiillt ist, wobei [ := (I, ooy lg, 2 .,xlc}/[) und 7 = (r1,...,7q, 92, . .. ,yg/[).
Die Logarithmusfunktion log ist wegen %bg(:ﬂ) = —% fiir alle z € (0,00)
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konkav. Daher gilt fiir alle [;,7; € (0,00),i=1,...,d und alle § € (0,1) gerade
log(0l; + (1 — 0)r;)) > 6Olog(l;) + (1 — 0)log(r;)

und somit auch

d d
Z log(0l; + (1 — 0)ry)) > Z 0log(l; —0)logr;),
i=1 i=1
d d
log (H(@li +(1- 0)73)) > flog (Hl > 0) log <H ) .
i=1 =1

Daraus folgt direkt die Ungleichung (6.4) fiir alle [,7 € (0,00)% x R? und fiir
alle 6 € (0,1).

ii) Fiir alle [ € (0,00)% x R gilt
(i) g

Vi) = Vda(l,... g2, 2

1 1 T
= (—=,...,—=,0,...,0] eR%*,
I Iy

Damit ist J; differenzierbar.

Satz 6.7. Die zuldssige Menge
. d ) N I
Fi= {l € (0,00)4 x R? ‘ Zmax (fz(:v%v[ - é),fl(svi»w + é)) < fes
i=1
l b M ! ub
—93 +§<—x z +-<z,it=1,...,d

des eindimensionalen konvezen VER-Problems (6.3) ist konvex.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass die zugrundeliegenden Funktionen der Nebenbe-

dingungen konvex sind, dann ist F; nach Satz 4.8 konvex.

Die Funktionen, welche die Bedingungen xM+ < xlb acM+ < x“b i =1,...,d
beschreiben, sind linear und daher konvex.

Fiir [ = (oo lg, 2o 2l € (0,00)% x RY sei ol = M — %, x;‘ = oM —&—%
und fir # = (r1,...,rq, yM, ..yl € (0,00)¢ x R entsprechend gy} = yM — 5,
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y=yM+ % i=1,...,d Dann gilt fiir alle I,7 € (0,00)% x R% und alle € (0,1)

weiterhin

d
> max (£ (0 + (1= )y, (0} + (1 = O)))
=1
d

< > max (67 (xl) + (1= 0)£1(), 061 (=) + (1= 0) 1 ()
=1

IN

S (e (£ (). £ia2)) + (- By max (£(0). £ )

=1
Sy imax (fi(h), fi(@) + (1 =) zdjmax (Fh). Fi)
i=1 =1

j=1,...,m. Somit ist gezeigt, dass die zulissige Menge F; konvex ist. O

Aufgrund dieser Eigenschaften ist das eindimensionale konvexe VER-Problem (6.3)
ebenfalls ein konvexes Optimierungsproblem. Im Unterschied zum konvexen VER-
Problem (6.1) ist hierbei die Zielfunktion stets differenzierbar. Allerdings ist die
Funktion max(-,-), welche in den Nebenbedingungen des eindimensionalen konvexen
VER-Problems auftritt, nicht differenzierbar.

Beim konvexen VER-Problem (6.1) mit eindimensionaler Struktur liegen die Varia-
blen der Zielfunktion im R™¢ und die Anzahl der Nebenbedingungen betrigt m.
Vergleichsweise dazu sind die Variablen der Zielfunktion des eindimensionalen kon-
vexen VER-Problems (6.3) im R?? und die Anzahl der Nebenbedingungen betrigt
m + 3d. Unter Verwendung eines identischen Optimierungsalgorithmus kann somit
ein geringerer Rechenaufwand bei der Berechnung einer optimalen Losung mithilfe

des eindimensionalen konvexen VER-Problems erst ab m > 2 erzielt werden.

Bemerkung 6.8. Differenzierbarkeit in den Nebenbedingungen beim eindimensio-
nalen konvexen VER-Problem (6.3) konnte erreicht werden, indem anstatt des Terms
max(f¢(zM — %), fi(aM + %)) alle moglichen Kombinationen der fi(zM + %) mit
t=1,...,d untersucht werden wiirden. D.h. anstatt m Ungleichungen miissten dann
m - 2¢ Ungleichungen erfiillt sein. Da in diesem Fall die Anzahl der Ungleichungen

exponentiell mit d wichst, wird dieses Vorgehen im Folgenden nicht weiter verfolgt.

Nachfolgend wird das Beispiel 6.4 erneut aufgegriffen und als eindimensionales konve-
xes VER-Problem dargestellt. Hierbei konnen die Nebenbedingungen so vereinfacht

werden, dass die zugrundeliegende Funktionen allesamt differenzierbar sind.
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Beispiel 6.9. Fiir die Designmenge Qg4 = [—1,5,2,5] x [—1,5, 1,5] und die konvexe
Outputfunktion f = (f1, f2)T : R2 = R% x — ((21)? + (22)?, (71 — 1)% + (22)? mit
Outputgrenze f. = (1,1)T ist eine optimale Losung des eindimensionalen konvexen
VER-Problems (6.3) gesucht.

Die Nebenbedingungen zu diesem Beispielproblem lauten

max (@} — §)°, (@} + §)°) +max (23 = §)°, (=)' + %)) < 1,
max (' = § = 1), (@} + § - 1)°) + max (2} - §)°, (&} + 8)°) < 1,
—aM+ 4 < 15
fxg/[ + % < 1,5,
M+ < 25
xg/l + %2 < 1,6
fiir (Ip,l2, 2}, 23) € (0,00)2 x R? C R2¥. Aus Symmetriegriinden muss fiir ei-

ne optimale Losung (:nllvl*,mg/[*) = (0,5,0) gelten. Zusammen mit der Eigenschaft

{z € R? | f(z) < f.} = Q. reduzieren sich die Nebenbedingungen des Optimie-

rungsproblems zu

Die KKT-Bedingungen

Hoos) +(2) - 4

2 2 B
sind dann fiir (17,05, \*) = (0,69, 1,08, —1,28) erfiillt, wobei die Eintrége auf zwei
Nachkommastellen gerundet wurden. Deshalb ist (0,69, 1,08,0,5,0) € (0,00)? x R?

eine optimale Losung des Beispielproblems. Damit kann die optimale Lésung des

zugehorigen analytischen Problems aus Beispiel 6.4 zuriickgerechnet werden.
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7. Numerische Losung des konvexen VER-Problems

In diesem Kapitel wird vorgestellt, wie das konvexe VER-Problem mit ein- oder zwei-
dimensionaler Struktur numerisch gelost werden kann. Dafiir wird in dieser Arbeit
die Software Matlab® verwendet. Im Vordergrund steht hierbei das Gesamtvorge-
hen um eine numerische Lésung zu erhalten. Daher werden einige Aspekte nur grob

behandelt und mathematische Aussagen nicht detailliert begriindet.

7.1. Grundlegendes

Um Optimierungsprobleme der Form (4.10) zu lésen, gibt es in Matlab® imple-
mentierte Algorithmen. Fiir den Fall, dass die zugrundeliegenden Funktionen des
Problems (4.10) stetig differenzierbar sind, eignet sich beispielsweise ein sogenann-
tes Innere-Punkte-Verfahren, welches {iber den Befehl | fmincon® aufgerufen werden
kann und sich durch eine relativ schnelle Berechnung der Losung auszeichnet. Falls
die entsprechenden Ableitungen nicht existieren, ist ein direktes Suchverfahren hilf-
reich, was beispielsweise in der Matlab®-Routine , patternsearch” hinterlegt ist und
mehr Zeit fiir die Losungsfindung bendtigt. Im Folgenden werden die beiden erwihn-

ten Verfahren kurz vorgestellt.

Innere-Punkte-Verfahren mit fmincon

Der Innere-Punkte-Algorithmus der Routine fmincon versucht das Minimierungspro-
blem (4.10) mit D = R? zu 16sen, indem es eine Folge approximierter Minimierungs-
probleme 16st, die jeweils durch den Parameter o beschrieben werden. Fiir o € (0, c0)

lautet das approximierte Minimierungsproblem

minimiere J(x)—0o 3 log(s;
(z,5)ER? x (0,00)™ () ]; (59) (7.1)
u.d.N. e(r) =ec, f(x)+s=fe.

Die Variable s € (0,00)™ heifst ,Schlupfvariable“ und der hinzugefiigte Term der
Zielfunktion ,logarithmische Barriere, vgl. [11]. Hiermit wird dafiir gesorgt, dass die
Ungleichungsbedingung f(z) < f. fir z € R strikt eingehalten wird, was die Be-
zeichnung ,innere Punkte* motiviert. Kann s € (0,00)™ garantiert werden, so enthélt
das approximierte Problem keine Ungleichungsbedingung mehr. Dadurch vereinfa-
chen sich die KKT-Bedingungen (4.13)-(4.17). Fiir 0 — 0 wird erwartet, dass die

Losung des approximierten Problems (7.1) gegen die Losung von (4.10) konvergiert.

76



7. Numerische Lésung des konvexen VER-Problems

Ausgehend von einem Startwert (zo,50) € R? x (0,00)™ versucht der Matlab®-
Algorithmus zu jeder Iteration ein Newton-Schritt (Az, As) durchzufiihren, um das
approximative Problem zu 16sen. Dabei werden die entsprechenden Gleichungen der
KKT-Bedingungen des approximierten Minimierungsproblems (7.1) mithilfe linearer
Approximation gelést. Fiir konvexe Probleme ist der Newton-Schritt in der Regel
durchfiihrbar. Falls dies nicht der Fall ist, wird ein sogenannter CG-Schritt getestet,
siehe [17] fiir weitere Informationen. Der Algorithmus bricht insbesondere dann ab,
wenn die Optimalitétskriterien erster Ordnung bis auf eine bestimmte Toleranz erfiillt
sind. Die Grundlagen des von Matlab® implementierten Innere-Punkte-Verfahrens
finden sich in [5].

Direktes Suchverfahren mit patternsearch

Der allgemeine Patternsearch-Algorithmus in der Matlab®-Routine patternsearch
generiert eine Folge von Punkten, welche sich einer Lésung des Minimierungspro-
blems (4.10) annahert. In jedem Schritt wird auf einer Menge von Punkten, wel-
che in einer Umgebung eines aktuellen Punktes liegen und Netz genannt werden,
nach einem Punkt gesucht, dessen Zielfunktionswert geringer ist als der des aktu-
ellen Punktes. Im FErfolgsfall wird ein solcher Punkt dann zum néchsten aktuellen
Punkt des Algorithmus. Bei diesem Vorgehen werden keine Ableitungsinformationen
der Zielfunktion benétigt, weshalb auch von einer direkten Suchmethode gesprochen
wird.

Sofern keine Nebenbedingungen verletzt werden, besteht das Netz aus 2d Punkten,
welche entlang der Koordinatenachsen ausgerichtet sind und vom aktuellen Punkt
einen gewissen Abstand s, auch Netzgrofse genannt, haben. Treten lineare Nebenbe-
dingungen auf, so wird das Netz so modifiziert, dass nur zuldssige Punkte fiir das
Netz erlaubt werden. Falls auch nichtlineare Nebenbedingungen vorliegen, wird ein
sogenannter erweiterter Lagrangescher Patternsearch-Algorithmus verwendet, der,
wie die fmincon-Routine, Barrieren in der Zielfunktion benutzt, siehe [15].

Sobald ein Punkt des Netzes gefunden wurde, welcher einen geringeren Wert der
Zielfunktion aufweist als der aktuelle Punkt, wird dieser zum neuen aktuellen Punkt
und ein neues Netz mit doppelter Netzgrohe wird erzeugt. Wenn keiner der Zielfunk-
tionsfunktionswerte der Netzpunkte kleiner ist als der des aktuellen Punktes, wird
ein neues Netz um den selben Punkt mit halber Netzgrofe erzeugt. Der Algorithmus
bricht insbesondere dann ab, wenn s einen kritischen Wert unterschreitet.

Der Patternsearch-Algorithmus von Matlab® funktioniert auch, wenn die Zielfunk-

tion auf Netzpunkten den Wert co annimmt, indem diese Punkte ignoriert werden.
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Ist dies fiir alle Netzpunkte der Fall, so wird ein neues Netz mit halbem Abstand
erzeugt. Daher ist es wichtig mit einem Punkt zu starten, dessen Zielfunktionswert
kleiner als oo ist, worauf im Folgenden néher eingegangen wird.

In [17] sind Details zum Matlab® implementierten Algorithmus zu finden und in [3]

theoretische Untersuchungen zu diesem.

An dieser Stelle sei aukerdem bemerkt, dass es neben den beiden vorgestellten Al-
gorithmen noch viele weitere gibt, um Optimierungsprobleme zu losen, siehe [11].
Auch in [2] werden Optimierungsalgorithmen vorgestellt, die insbesondere fiir kon-

vexe, nichtdifferenzierbare Probleme geeignet sind.

Startwertbestimmung

n

Fiir das konvexe VER-Problem (6.1) ist ein Startwert (fclyo, s fdo) € TI R™ ge-
k=1

sucht mit (féo, ooy f&) € Fan und Jan(fclvo, ooy fg) < oo. Im Folgenden wird be-

schrieben, wie ein solcher Startwert gefunden werden kann.

Zunichst wird dazu das Optimierungsproblem

minimiere ||f(z) — fclloo
TER? (7_2)
u.d.N. —x; < —xlP a; < x?b, i=1,...,d

7

geldst. Dieses ist wie in Beispiel 4.20 beschrieben ein konvexes Problem, wobei die
Zielfunktion generell nicht differenzierbar ist. Zur Losung des Problems kann deshalb
die Matlab®-Routine patternsearch verwendet werden. Analog zu Problem (4.12)
konnte dieses Problem auch auf ein Problem transformiert werden, bei welchem die
zugrundeliegende Funktionen differenzierbar sind, sofern f differenzierbar ist.

Falls fiir eine optimale Losung z* € F von (7.2) nun [|f(z*) — felloo > 0 gilt, so
existiert kein x € Q4 mit f(x) < fc. Deshalb hat die zulédssige Designmenge €y, ein

n

Lebesgue-Maf vom Wert 0 und somit auch jedes kartesische Produkt [] 2%, c Q fe
k=1 "¢
mit (f1,...,f*) € Fan.
Im Falle || f(2*) = fc|loo < 0 gibt esein s = (s1,...,8m) € (0,00)™ mit f(z*)+s = fe.
n
Als Startwert eignet sich dann (flo,..., ff) € T[] R™ mit féfo,j = fF(z*) + Ls; fiir
k=1

C

j=1,....m k=1,...,n,dh > fck,o = f¢, also (fl’o,...,fgfo) € F. Aufgrund der
k=1

C

Stetigkeit von f und damit der Funktionen f*, existieren r* € (0, 00), sodass fiir alle
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n
zk € B(z*k rk) N Qk gilt f¥(2%) < fF,, k = 1,...,n. Daraus folgt, dass [] QF,
’ k=1 ‘o0

ein positives Lebesque-MaR hat und damit Jon (2o, . ., fI') < oc.

Falls || f(2*) — fc|loo = 0 gilt, so muss zunéchst gepriift werden, ob Qy_ eine Nullmenge
ist. Wenn dies nicht zutrifft, kann der Startwert fiir die Optimierung wie im Fall
Il f(z*) — felloo < O gewihlt werden mit s € [0, 00)™.

Analog kann iiber eine Losung * € F des Minimierungsproblems (7.2) ein Startwert
(lo1,.-- ,l07d,xg/7[1, .. .,xgld) € (0,00)¢ x R? fiir das eindimensionale konvexe VER-
Problem (6.3) gefunden werden. Gilt fiir * € F gerade || f(2*)— fc|loo < 0, mit —2} <

—$%b und z] < x;‘b fliri =1,...,d, so existiert aufgrund der Stetigkeit von f ein [y €

d ) ) . ) ) )
(0,00)% mit > max(f(x} — l%”),f’(xf—i— lo;)) < fe, —1:;+102’Z < —J%b und z + IOQ’Z <
i=1

m?b firi =1,...,d. Darum kann hier x%l = z* und [y komponentenweise hinreichend
klein gew#hlt werden. Dann ist fiir das so gewahlte (I, .. .,l(]’d,a:g/’[l, .. ,a:lowd) €

(0,00)% x R? aukerdem die Regularitiitsbedingung von Slater erfiillt.
Fiir den Fall || f(2*) — felloo = O gelten die Aussagen des vorherigen Absatzes.

Numerische Approximation des Lebesgue-Mafies

Da eine analytische Beschreibung der Zielfunktion des analytischen VER-Problems
im Allgemeinen sehr komplex ist, vgl. Bemerkung 5.14, wird in diesem Kapitel vorge-
stellt, wie sie numerisch fiir zwei- bzw. eindimensionale Strukturen s berechnet wer-
den kann. Insbesondere wird dazu beschrieben, wie das Lebesgue-Mak einer Menge
Q’Jiéc = {zF € Qk | f*(2*) < fF} c R?mit k € {1,...,n}, das gerade dem Flichenin-
halt dieser Menge entspricht, berechnen werden kann. Im Folgenden wird der Index
k der Einfachheit halber weggelassen, d.h. es wird ein beliebiger Index k € {1,...,n}
mit d* = 2 betrachtet.

In einem ersten Schritt werden zwei dquidistante Gitter, G und CNJ, iiber Qg5 C R?
gelegt. Seien ng1 € N die Anzahl der Gitterpunkte des Gitters G in z1-Richtung
und ng2 € N die Anzahl der Gitterpunkte in zo-Richtung. Die beiden Gitter sind

definiert iiber

G = {(wllb +i1h1,1712b +i2h2) ’ 11 € IG,].7 19 € IGQ},

G = {(xllb +i1h1,$12b +i2h2) ’ 11 € I@,l’ 19 € Ié,Q}
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ub 1b ub__..1b

mit Gitterschrittweiten hy = wlﬂ;‘fl und ho = % sowie Gitterindexmengen
. f1 3 1 _ 13 1 —
IG,I - {5557"'7”(}({,1 - 5}7 IG,Q - {iaﬁa"'an,Q - 5}7 16'71 = {0,1,...,TZG71}

und Ié,z :=4{0,1,...,ng2}. In Abbildung 7.1 sind die beiden Gitter dargestellt.

T2 A
hl
;]f;Ub, ——
2 . . . . . . . . . :I» ho
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
.’1?12b ! . . . . . . . . . I .
xllb mll.lb |

Abbildung 7.1: Darstellung des Gitters G anhand von Punkten und des Gitter G
anhand von Schnittpunkten der durchgezogenen Linien

Im n#chsten Schritt wird die Funktion f an jedem Gitterpunkt des Gitters G aus-
gewertet. Sofern ein Punkt zg € G mit (zg1,2qg2) = (xllb + ilhl,xlgb + ighe),
welcher eindeutig iiber i; € I 1 und is € Ig 2 bestimmt ist, das Ungleichungssystem
flxg) < fe erfiillt, heifst dieser ,,giiltig®. In diesem Fall wird das zugehorige Rechteck

R definiert tiber

TG

hy
2

h

9 G2 —

RxG3:{$€R2|$G,1_%<351<$G,1+ <$2<$G’2+%}

mit Flicheninhalt )\Q(RxG) = hihy ebenfalls als giiltig erachtet. Das Rechteck R,
ist offen und wird durch die Gitterpunkte (zg1— %, rGo2— %), (xg1+ %, TGo— %),
(xg1+ %, rG2 + %) und (zg1 — %, zg2+ %) des Gitters G festgelegt. Erfiillt der
Gitterpunkt z¢ € G das Ungleichungssystem f(zg) < fc nicht, dann wird sowohl
zq, als auch das zugehoriges Rechteck R, als ,ungiiltig” erachtet.

Im letzten Schritt ldsst sich nun der Flicheninhalt der Menge Q. iiber die An-

zahl der giiltigen Gitterpunkte ng .y, die Gesamtanzahl aller Gitterpunkte und dem
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7. Numerische Lésung des konvexen VER-Problems

Flacheninhalt von Q45 bestimmen, d.h. genauer

(@) = —E (@} - o) (@) - o) + e (7.3)
nG1nG,2
wobei e der Approximationsfehler ist, der bei dieser diskreten Art der Berechnung
entsteht und sogleich genauer untersucht wird.
In Abbildung 7.2 wird dieses Verfahren der numerischen Berechnung des Fléchen-
inhalts anhand einer Ellipse, welche iiber eine Ungleichung der Form f(z) < f fiir

x € Qgg dargestellt werden kann, illustriert.

Abbildung 7.2: Zur numerischen Berechnung des Flacheninhalts mit giiltigen Recht-
ecken (weifs), ungiiltigen Rechtecken (blau), Rechtecken, die zu einem
Fehler in der Flachenberechnung fithren (rot umrandet)

Der Rand der Menge €2 , welcher mit 0€2y, bezeichnet wird, trennt die giiltigen von
den ungiiltigen Punkten, wobei alle Punkte auf dem Rand giiltig sind. Ein Rechteck
R, kann also nur dann einen Beitrag zum Approximationsfehler e leisten, wenn
05 N Ry, # 0 gilt, d.h. R, sowohl giiltige als auch ungiiltige Punkte enthélt. Der
absolute Anteil von R, am Gesamtfehler wird von nun an mit Aeg bezeichnet.

Sei Ry ,NOQy, = 08y fiir ein g € G. Der Approximationsfehler wird maximal, wenn
Q. eine Nullmenge mit {xg} € Qy, ist, d.h. e¢g = Aeg = hiho. Sei im Folgenden
also Ry, NOSYy, C 0Qy, fiir g € G. Der Rand ist daher stets ein eindimensionales
Objekt mit Lange L(0Sy, ), wobei L einer Kurve ihre Lénge zuordnet. Der absolute
Anteil der Linge des Randes, der auf R, fillt, sei nun AL(0€y, ). Gesucht ist
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7. Numerische Lésung des konvexen VER-Problems

dann das maximal mdogliche Verhéltnis ﬁgﬂ' Durch Ausloten der verschiedenen
Mboglichkeiten, wie ein Teil des Randes einer konvexen Menge in R, liegen kann,

ergibt sich, dass

Aé‘G < h1h2
AL(@QfC) - %min{hl,hg}

= 2max{hi, ha}

gilt. Dies ist gerade der Fall wenn (1, selbst ein eindimensionales Objekt ist und wie

Abbildung 7.3 zu sehen in R, liegt, sodass z¢ und damit R, giiltig sind.

i

Abbildung 7.3: Beispiel fiir das Auftreten des maximalen Verhéltnisses L%%Sf) =

2h1 fiir hg < hy

Mithilfe ﬁgh)lj(@(} f.) kann e nach oben abgeschétzt werden. Es gilt, dass die
Liange des Randes einer konvexen Menge stets kleiner als die Linge des Randes
einer Menge ist, welche diese einschlieftt. Dies kann damit begriindet werden, dass
eine ,nichste-Punkte-Projektion” von einer einschliefenden auf eine konvexe Menge

kontrahierend ist. Mit Qy C Qg5 folgt daher
eq¢ < 4dmax{hy, hg}((:):lfb —2P) 4 (z3b — 3:12b)).

Mit h := max{hy, ho} ergibt sich dann insgesamt e = O(h), d.h. es handelt sich

um einen Fehler erster Ordnung in h.

Das approximierte Lebesgue-Maf einer Menge Q]JC‘C’“ C R mit £k € {1,...,n} lasst
sich im Eindimensionalen auf eine dhnliche, aber unkompliziertere Weise bestimmen.

Hierbei ist der Fehler ebenfalls erster Ordnung in der Gitterschrittweite h.

Insgesamt kénnen damit nun Riickschliisse auf den Gesamtfehler bei der Berechnung

n
des Volumens eines n-fachen kartesischen Produkts [] Q’;C mit QS%C c R und d* < 2
k=1 i

n
fir £ = 1,...,n, gezogen werden. Wird das Volumen iiber [] At (Q’}C) bestimmt
k=1

mit h als grofte auftretende Gitterschrittweite fiir die numerische Berechnung von
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7. Numerische Lésung des konvexen VER-Problems

)\dk(Q’}C), k=1,...,n, so ist auch der Gesamtfehler von erster Ordnung in h.

n
Analoge Betrachtungen kénnen auch fiir ein n-faches kartesisches Produkt [] QI}C
k=1

mit Q’;C c R% konvex und d' > 2 gemacht werden. Es sei bemerkt, dass auch im
nicht konvexen Fall die Approximation des Lebesgue-Mafkes auf diese Weise erfolgen

kann. Allerdings gilt dann die Abschétzung fiir den Fehler ¢ nicht mehr.

7.2. Beispielprobleme

Nun stehen alle Hilfsmittel bereit, um das konvexe analytische VER-Problem (6.1)
fiir eine ein- bzw. zweidimensionale Struktur numerisch 16sen zu kénnen. Als Beispiel
wird zunichst das Problem aus Beispiel 6.3 aufgegriffen und die numerische Lésung
mit der tatséchlichen, optimalen Lésung verglichen. Anschliefend wird ein Praxis-
beispiel mit einer realistischen Outputfunktion und realistischen Outputgrenzen be-
trachtet. Zur numerischen Losung wird ein Rechner verwendet, dessen Eigenschaften
in Anhang A aufgefiihrt sind. Fiir die Lésungsfindung wird hierbei aufterdem die

Gitterschrittweite in allen Dimensionen konstant gewéhlt.

Numerische Lésung zu Beispiel 6.3

Da fiir die zuléssige Designmenge in Beispiel 6.3 gerade Qy, C [—1, 1] gilt, wird hier
Qqs = [—1,1]? als Designmenge gewiihlt.

Beispiel 7.1. Fiir die Designmenge Qg5 = [—1,1], die konvexe Outputfunktion
R =R, o ||z|3 = (21)% + (22)? + (23)? mit Outputgrenze f. = 1 und Struk-
tur s = (2, 1) ist eine optimale Losung des konvexen VER-Problems (6.1) gesucht.

Mit den Methoden aus Kapitel 7.1 kann die Losung des Problems numerisch be-
stimmt werden. Dazu wird die Matlab®-Routine patternsearch unter Standard-
einstellungen verwendet und die Approximation des Lebesgue-Mafies je einmal mit
der Gitterschrittweite h = 0,1, h = 0,01 und h = 0,001 durchgefiihrt. Als Startwert
fiir die Optimierung ergibt sich mit der in Kapitel 7.1 beschriebenen Vorgehensweise
feo = (0,5,0,5). Die zur numerisch berechneten Losung gehorigen Mengen sind fiir
die drei Varianten der Gitterschrittweite in Abbildung 7.4 dargestellt.

Abbildung 7.5 stellt die Differenz zwischen der zweiten Komponente der numerisch
berechneten Losung und der zweiten Komponente der tatsiichlichen Losung, d.h. fo 2
aus Beispiel 6.3, dar. Die Differenz in der ersten Komponente ist identisch mit dieser,

da fir jedes Element fc € R? der zulissigen Menge f! + f2 =1 gelten muss.
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Abbildung 7.4: Zur numerisch berechneten, optimalen Lésung des Beispielproblems
gehorige Mengen (weifs) fiir A = 0,1 (oben), h = 0,01 (Mitte) und
h = 0,001 (unten)
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Abbildung 7.5: Differenz zwischen der zweiten Komponente der numerisch berechne-
ten Losung und der zweiten Komponente der tatsichlichen Lésung
auf der z-Achse fiir die verschiedenen Gitterschrittweiten auf einer
logarithmischen Skala der h-Achse

In Abbildung 7.5 ist zu erkennen, dass sich die numerisch berechnete Losung fiir eine
kleinere Gitterschrittweite der tatséchlichen Losung anndhert. Um auch die Anwend-
barkeit der verschiedenen Gitterschrittweiten vergleichen zu kénnen, werden die zur
Berechnung benétigten CPU-Zeiten in Tabelle 7.1 angegeben. Auferdem sind dort
die zugehorigen Funktionswerte dargestellt. Die Werte sind dabei auf zwei Nachkom-

mastellen gerundet.

ho | Ju(f) CPU-Zeit in s
0,1 10,95 0,03
0,01 | -0,89 0,11
0,001 | -0,89 12,50

Tabelle 7.1: Funktionswerte der Zielfunktion und die CPU-Zeiten der Simulation fiir
verschiedene Gitterschrittweiten
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7. Numerische Lésung des konvexen VER-Problems

Genau wie die numerische Losung sich der exakten optimalen Losung fiir kleiner
werdendes h anndhert, so ndhert sich auch der Zielfunktionswert dem der exakten
optimalen Losung, d.h. —0,88 , siehe Tabelle 7.1. Die Genauigkeit in der numerischen
Approximation korreliert jedoch mit der Simulationszeit. Je kleiner die Gitterschritt-
weite fiir die Approximation des Lebesgue-Mafies ist, desto grofker ist die CPU-Zeit

der Simulation.

Praxisbeispiel

Jetzt wird ein Praxisbeispiel mit zwdlf Designkomponenten, neun Anforderungen
und einer linearen Outputfunktion betrachtet. Dabei ist die Designmenge (45 auf
[—1, 1]*2 transformiert, d.h. es gilt !> = —1 und 2f® =1 fiir i = 1,...,d.

Beispiel 7.2. Fiir die Designmenge Qg5 = [—1,1]'2, die lineare Outputfunktion
f:R2 5 RY 2+ Fz mit

0,00 0,00 -0,03 —008 0,00 0,00
001 001 072 158 —0,01 0,03
-0,01 —0,01 -0,72 —1,58 0,01 —0,03
0,00 0,00 —0,03 —005 0,00 0,00
F=1| 062 091 000 -004 —004 —0,10
0,00 —0,02 —0,02 —008 028 0,40
-0,62 —091 000 0,04 004 0,10
0,00 0,02 0,02 0,08 —0,28 —0,40
0,09 -0,03 —147 —0091 -248 —211

—0,02 —0,06 —0,04 —0,16 —0,24 —0,16
—0,29 —0,46 —0,65 —222 —3,03 2,83
029 046 065 2,22 303 —2,83
0,00 —0,01 0,02 0,07 007 —0,12
—0,03 —0,09 —0,11 —-024 0,02 0,01 |[eR!?
0,03 0,09 011 024 —0,02 —0,01
0,00 —0,02 —0,02 —0,06 0,00 0,00
0,00 0,02 002 006 000 0,00
004 015 026 045 002 0,01

und Outputgrenze f. = (—0,03,1,52,3,48,0,15, —0,24,0,74, —0,17,0,67,2,56) T ist ei-
ne optimale Losung des konvexen VER-Problems (6.1) sowohl fiir eine eindimensio-

nale Struktur als auch fiir eine zweidimensionale Struktur, deren Eintrége alle den
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Wert zwei haben, gesucht.

Wie im vorherigen Beispiel wird die Losung des VER-Problems mit zweidimensio-
naler Struktur numerisch mit der Matlab®-Routine patternsearch unter Standard-
einstellungen berechnet. Der Startwert wird dazu wie in 7.1 beschrieben bestimmt
und als Gitterschrittweite fiir die Approximation des Lebesgue-Mafes wird h = 0.01
gewéhlt. Die Losung, die sich daraus ergibt, ist in Abbildung 7.6 in Form ihrer zu-
gehorigen Mengen dargestellt.

Um die Losung des Problems mit eindimensionaler Struktur zu erhalten, wird das
eindimensionale konvexe VER-Problem (6.3) gelost. Da die Outpufunktion linear ist,
sind die Funktionen, welche den Nebenbedingungen zugrunde liegen, differenzierbar.
Numerisch kann das Problem deshalb mit der Matlab®-Routine fmincon gelost wer-
den, wobei der Startwert wieder wie in Kapitel 7.1 beschrieben gew#hlt wird und fiir
die Matlab®-Routine fmincon Standardeinstellungen verwendet werden. Die zur op-
timalen Lésung gehorigen Mengen mit eindimensionaler Struktur sind in Abbildung
7.6 zusammen mit den zur optimalen Lésung gehorigen Mengen des Problems mit

zweidimensionaler Struktur dargestellt.

In Tabelle 7.2 sind zusétzlich die Funktionswerte der Zielfunktionen sowie die CPU-
Zeiten der Simulation fiir die hier verwendeten Berechnungsmethoden angegeben.
Dariiber hinaus werden entsprechende Eigenschaften weiterer Berechnungsmethoden

aufgefiihrt. Alle ermittelte Werte sind dabei auf zwei Nachkommastellen gerundet.

Struktur Matlab®-Routine h Jan(f) bzw. Ji(I) CPU-Zeit in s
eindimensional  fmincon - 10.47 0,56
eindimensional ~ patternsearch 0,1 13,11 5,75
eindimensional  patternsearch 0,01 12,98 27,89
zweidimensional patternsearch 0,1 1,85 8,41
zweidimensional patternsearch 0,01 1.69 1340,39

Tabelle 7.2: Funktionswerte der Zielfunktionen und die CPU-Zeiten der Simulation
fiir verschiedene Berechnungsmethoden

Nun koénnen die Berechnungsmethoden untereinander verglichen werden. Zunéchst
ist dabei der Fokus auf den Vergleich der beiden verwendeten Strukturen unterein-
ander gerichtet, spiter auf den Vergleich der verschiedenen Berechnungsmethoden

innerhalb einer Struktur.
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Abbildung 7.6: Zur numerisch berechneten, optimalen Lisung des Beispielproblems
gehorige Mengen fiir die zweidimensionale Struktur (weif) und fiir
die eindimensionale Struktur (schwarz umrandet)

In Tabelle 7.2 ist zu erkennen, dass der Zielfunktionswert der numerisch berechneten,
optimalen Losung fiir eine zweidimensionialen Struktur deutlich kleiner ist als der
fiir eine eindimensionale Struktur. Dies bedeutet, dass die Verwendung einer héherdi-

mensionalen Struktur ein grofseres Volumen ermoglicht. Dies ist auch in Abbildung
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7.6 gut zu sehen. Aufserdem stellt sich hier heraus, dass das kartesische Produkt
der zur optimalen Lésung gehorigen Mengen fiir eine eindimensionale Struktur nicht
unbedingt eine Teilmenge des kartesischen Produkts der zur optimalen Losung ge-

horigen Mengen fiir eine zweidimensionale Struktur sein muss.

Wie bereits in Beispiel 7.1 steigt auch hier die CPU-Zeit bei einer Verfeinerung der
Gitterschrittweite unter Verwendung der Matlab®-Routine patternsearch stark an.
Dieser Effekt ist bei einer zweidimensionalen Struktur gegeniiber einer eindimensio-
nalen Struktur nochmals verstédrkt. Dies beruht darauf, dass die Anzahl der Funk-
tionsauswertungen, welche bei der numerischen Approximation des Lebesgue-Makes
im R? gegeniiber der numerischen Approximation im R anfallen, quadriert werden
mussen.

Auch im Vergleich zur Matlab®-Routine fmincon ist die CPU-Zeit bei der Verwen-
dung der Routine patternsearch generell grofser. Einerseits ist dies darin begriindet,
dass eine Suche mit Gradienteninformationen gegeniiber einer direkten Suche schnel-
ler ist. Andererseits sind die Optimierungsvariablen des zugrundeliegenden, konvexen
VER-Problems (6.1) fiir eine eindimensionale Struktur im R™¢ wobei md = 108.
Dies bedeutet, dass die Dimension der Optimierungsvariablen des konvexen VER-
Problems (6.1) ebenfalls groft gegeniiber der Dimension der Optimierungsvariablen

des eindimensionalen konvexen VER-Problems (6.3) mit 2d = 24 ist.

Durch die Approximation des Lebesgue-Mafes ist aukerdem die Zielfunktion des
konvexen analytischen VER-Problems (6.1) eine Stufenfunktion, weshalb es nicht
immer moglich ist, die tatsichliche Losung des Problems bestmoglich zu approxi-
mieren. Damit kann erklart werden, warum der Zielfunktionswert bei der Verwen-
dung der Matlab®-Routine patternsearch grofer ist als der bei der Verwendung

von fmincon.
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8. Fazit

Das Ziel der Arbeit war es zunichst das Problem ,eine volumenmaximale Recht-
ecksmenge zu finden, welche in eine iiber mehrere Anforderungen definierte Menge
einbeschrieben ist* in einem mathematischen Kontext zu beschreiben. Hierzu wurde
in Kapitel 5 das sogenannte volumenmaximale-einbeschriebene-Rechtecksmengen-
Problem, oder kurz VER-Problem, als abstraktes Optimierungsproblem formuliert.
Diese Formulierung basiert unter anderem auf den Produktraumeigenschaften des
euklidischen Raums R? und den darin enthaltenen Borel-Mengen, denen ein Volu-
men zugeordnet werden kann. Die entsprechenden Grundlagen dafiir wurden in den
Kapiteln 2 und 3 untersucht.

Um das VER-Problem mit gingigen Optimierungsalgorithmen 16sen zu kénnen, wur-
de eine analytische Version des VER-Problems eingefiihrt. Diese gilt fiir Anforde-
rungen, welche durch additiv zerlegbare und messbare Funktionen festgelegt sind.
Es konnte gezeigt werden, dass die Zielfunktion des analytischen VER-Problems
unterhalb-stetig ist und somit das Problem eine optimale Lésung besitzt. Allerdings
traten in einem Beispiel auch lokale, nicht globale Losungen auf. Deshalb ist nicht
garantiert, dass ein Optimierungsalgorithmus die zu einem VER-Problem gehorige,

groftmogliche Rechtecksmenge findet.

Unter der stirkeren Voraussetzung, dass die Funktionen, welche die Anforderung be-
schrieben, sowohl additiv zerlegbar als auch konvex sind, konnte in Kapitel 6 nachge-
wiesen werden, dass das VER-Problem ein konvexes Optimierungsproblem ist. Somit
ist jede lokale Losung des konvexen VER-Problems auch eine globale. Die Nach-
weise dazu beruhen auf den in Kapitel 4 gemachten, theoretischen Betrachtungen
iiber konvexe Mengen und Funktionen und insbesondere auch logarithmisch-konkave
Funktionen.

Des Weiteren konnte fiir das konvexe VER-Problem eine alternative Formulierung
der Problemstellung gefunden werden, sofern die zugehorige Rechtecksmenge sich
aus eindimensionalen Mengen zusammensetzt. Fiir eine grofe Anzahl von Anforde-
rungen kann die Dimension der Optimierungsvariablen so deutlich verringert werden,

woraus ein geringerer Rechenaufwand bei der Problemlésung resultiert.

An die mathematische Formulierung ankniipfend wurde in Kapitel 7 eine Méglichkeit
vorgestellt, wie das konvexe VER-Problem numerisch mit der Software Matlab® ge-
16st werden kann. Dazu wurden in Matlab® implementierte Algorithmen zur Losung
von Optimierungsproblemen betrachtet und Methoden eingefiihrt, mithilfe derer ein

Startwert fiir die Optimierung bestimmt und das Volumen einer konvexen Menge
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numerisch berechnet werden kann.

Durch mehrere Beispielprobleme wurden Anwendungsbereiche der VER-Probleme,
wie sie in dieser Arbeit betrachtet werden, gezeigt. Die numerische Berechnung des
konvexen VER-Problems ist insbesondere fiir wenige Anforderungen und eine nied-
rige Dimension des euklidischen Raums R? relativ schnell und genau. Fiir eine gro-
fere Anzahl an Anforderungen bzw. héhere Dimensionen des euklidischen Raums
R? dauern die numerischen Berechnungen linger und eine gute Approximation einer

optimalen Losung ist nicht immer garantiert.

Eine Untersuchung weiterer Optimierungsalgorithmen kénnte mogliche Verbesserun-
gen in der Giite der Approximation einer optimalen Losung liefern. Falls damit nicht
zusdtzlich eine Verkiirzung der Berechnungszeit erreicht wird, konnte eine solche
iiber die Reduzierung der Anforderungen erzielt werden. Hierfiir miisste es gelingen
eine additiv zerlegbare Funktion zu finden, welche alle Anforderungen gemeinsam
und moglichst genau beschreibt. Ebenso kdnnten Anforderungen, welche nicht durch
additiv zerlegbare Funktionen beschrieben werden, durch additiv zerlegbare Funktio-
nen angendhert werden. Eine intelligente Bestimmung derartiger Funktionen kénnte
daher die Praxisanwendung dieser Arbeit erweitern und soll Gegenstand zukiinftiger

Forschung sein.
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A. Anhang

Beweise

Beweis zu Satz 2.12

Satz A.1. Seien A, B, C und D Mengen. Fiir das kartesische Produkt gelten die
Eigenschaften

(1)) Ax (BNC)=(AxB)N(AxC) bzw. Ax (BUC)=(AxB)U(AxC),

(i) Ax B=0) < A=10 oder B=1),

(i5i) Ax BCCxD << ACC und BC D,

(iv) (A x B)¢ = (A° x B°)U (A° x B)U (A x B°),

(v) (ANB)x (CND)=(AxC)N(BxD,).

Beweis. (i) Siehe [16] fiir einen Beweis.

(i)
(i)

Siehe [16] fiir einen Beweis.

,< “ 1. Fall: Fiir A = () oder B = () gilt stets A x B C C x D, vgl. (ii). 2.
Fall: Seien A und B nichtleer und (a,b) € Ax B, d.h. a € A und b € B. Wegen
ACCund BC D ist auch a € C und b € D, also gilt (a,b) € C x D.

»=" Siehe [16] fiir einen Beweis.

»,C“ Sei (a,b) € (A x B)¢, also (a,b) ¢ (Ax B),dh. a ¢ Aoder b¢ B. Somit
gilt (a ¢ Aund b ¢ B) oder (a ¢ Aund b € B) oder (a € Aund b ¢ B), woraus
(a,b) € A° x B¢ oder (a,b) € A® x B oder (a,b) € A x B¢ folgt. Deshalb gilt
insgesamt (a,b) € (A° x B°)U (A° x B) U (A x B°). ,D“ Analog.

Falls A, B, C' oder D die leere Menge ist, so ist die Gleichung stets erfiillt. Seien
diese also im Folgenden nichtleer.
»,C“ Sei (a,c) € (ANB)x (CND),dh.a€ A,a€ B,ce Cund c € D. Somit
ist (a,c¢) € (A x C) und (a,c) € (B x D), woraus (a,c) € (Ax C)N (B x D)
folgt. ,0“ Analog.

O
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Beweis zu Satz 3.3

Satz A.2. Fir beliebiges £ C P(X) ist die von £ erzeugte o-Algebra gegeben als der

Durchschnitt aller £ umfassenden o-Algebren iiber X, genauer
o(€) = ﬂ{A | A ist o-Algebra iber X und £ C A}.

Beweis. Da P(X) eine o-Algebra ist mit £ C P(X), ist das System aller £ umfas-
senden o-Algebren iiber X nichtleer.

Sei § :=[{A | Aist o-Algebra tiber X und £ C A}. Es wird nun gezeigt, dass auch
S eine o-Algebra darstellt. Die leere Menge ist Element jeder o-Algebra und somit
auch Element des Durchschnitts von o-Algebren, also ) € S. Fiir A € S gilt A € A
fiir alle A € {A | A ist o-Algebra iiber X und £ C A} und aufgrund der Tatsache,
dass A eine o-Algebra ist, auch A° € A und deshalb A® € S. Analog gilt fiir A; € S,
n € Nauch A; € A fiir alle A € {A | Aist o-Algebra iiber X und £ C A} und da
A wieder eine o-Algebra ist, |J A; € Aund darum |J A; € S.

jEN jEN
Auferdem folgt fiir jede beliebige o-Algebra A mit £ C A bereits S C Aund £ C S,
was die Behauptung ergibt, d.h. o(€) = S. O

Beweis zu Satz 3.4

Satz A.3. Sei & ein Erzeuger der o-Algebra A1 und &y ein Erzeuger der o-Algebra
As. Falls £ C As und E C Ay, dann gilt Ay = As.

Beweis. , A1 C Ax*: Sei &1 C Ay, dann ist A C As.
»A1 D Ag“: Analog. O

Beweis zu Satz 3.6

Satz A.4. Die Mengensysteme

(i) T* = {U CR?| U ist offen in R%},

(i) C¢ = {U C R4 | U ist abgeschlossen in R},
(ii) I = {(a,b] | a,b € R a < b},

fiv) T4, = {(a,0) | a € R}

sind Erzeuger der Borel-o-Algebra B(R?), wobei (a,00) fiir a € RY analog zu (3.1)

erklart ist.
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Beweis. (i) Nach Definition der Borel-o-Algebra gilt bereits o(7%) = B(R?).

(ii) Da jede abgeschlossene Teilmenge das Komplement einer offenen Teilmenge des
R? ist, folgt o(C?) = o(T?) = B(RY).

(iii) Wegen Satz 3.4 reicht es Z¢ C o(T%) und T¢ C o(Z%) zu zeigen.

d
,I¢ C (T4 Aus (a,b] = () [I(as,b; + ) resultiert (a,b] € o(T?) fiir alle
keNi=1
a,b € R? mit a < b und deshalb ¢ C o(T9).

LT4 C o(Z4% Sei U € R? offen. Wie in Kapitel 2.1 bemerkt, lisst sich U als
abzihlbare Vereinigung offener Mengen der Form (a,b) C U, vgl. (3.1), mit

a,b € Q% und a < b darstellen. Ferner ist (a,b) = |J (a,c], woraus (a,b) €

ceQ?
c<b

o(Z%) und somit auch U € ¢(Z%) und T¢ C o(Z?) folgt.
(iv) Wegen Satz 3.4 reicht es auch hier Z¢ € o(C%) und Z¢ C ¢(Z%) zu zeigen.
d
LI C o(T Es gilt (a,00) = | [](as, k] fiir alle @ € R? und deshalb auch
kEN i=1
¢ C o(79).
LI C o(ZL)% Aus (a,b] = (a,00)\(b,00) resultiert (a,b] € o(Z9) fiir alle
a,b € R? mit a < b und darum Z¢ C o(Z%).
O

Beweis zu Satz 3.11
n
Satz A.5. Seien n € N und d* € N fest fir k=1,...,n mitd:= Y d*. Dann gilt
k=1

(é) BR™) = B(RY).
k=1

Beweis.

, D% Jedes d-dimensionale halboffene Rechteck (a, b] in R? mit a, b € R? im Sinne von
(3.1) kann als kartesisches Produkt d*-dimensionaler halboffenener Rechtecke (a”, b*],

n
k=1,...,n, dargestellt werden, d.h. (a,b] = [] (a*,b¥], wobei a*,bF € R?". Daher

k=1
gilt (a,b] € ® B(RY) und da B(RY) die kleinste o-Algebra ist, die alle halboffenen
k=1
Rechtecke enthlt, auch B(RY) ¢ & B(R™).

k=1
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,C“ Sei A* definiert als
AF = {Ak :3 | R x . x RYT 5 AP x RTT x < RY EB(]Rd)}

flir k =1,...,n. Mit Satz 2.12 verallgemeinert auf mehrfache kartesische Produkte

gilt
RY x . xR x xR x . xRT =,
RY x ... x RY ™ x (AF) x RY™ x ... x RY"

— (]Rdl % . X RTTH AR x R x...den>C

fiir alle A* € RY und

1 k—1 k+1
R x ... x R X UA;“ x RYT x . x RV
jeN

— U (Rdl % .. x RET ><A";?><]de+1 x...den>
jEN

fiir alle A? € de, j € N. Weil B(R?) eine o-Algebra ist, kann gefolgert werden, dass
auch A* eine o-Algebra ist. Aufgrund Bemerkung 2.16 enthilt die o-Algebra A* alle
offenen Mengen, weshalb B(R?") ¢ A* und somit

(R x ... xRT x AF x R™™ x . x RY" | 4F € BRY)} c B(RY)

fir k=1,...,n gilt. Weiterhin ist

HAk: ﬂRdl xR x AF X RTT < x RT € B(RY)
k=1 k=1
fir A¥ € B(R?), k=1,...,n, woraus direkt Q@ B(R?) c B(R?) folgt. O
k=1
Beweis zu Satz 3.23
Satz A.6. Seien (X, A, p) ein Mafiraum und A; € A, i € N. Dann gelten
(i) Subtraktivitat, d.h. fir Ay C Ay und p(Ar) < oo ist u(Ax\ A1) = p(A2)—p(Ar),

(11) Monotonie, d.h. fir Ay C Ag ist p(Ar) < u(Ag),
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(i11) o-Stetigkeit, d.h. fir A; T A gilt im p(A;) = p(A) und fir A; L A mit p(Ar) <
1—00
oo ebenfalls lim p(A;) = u(A).
1—00

Beweis. Sei A1 C Ay, dann gilt A1 U (A3\ A1) = Az und aus der Additivitit und
Nichtnegativitdt des Mafes folgt

1(Az) = (A1) + p(A2\Ar) = p(Ar),
womit die ersten beiden Teile des Satzes bereits gezeigt sind.
Sei A; T A. Dann sind die Mengen A; := A, flj = Aj\A;_1, j > 2 paarweise
disjunkt und es gilt 4; = |J A; und A= |J A;. Ferner ist

7j=1 JjeN

p(A) = Y p(A) = lim y pu(Aj) = lim p(4y).
j=1

‘ 1—>00
€N

Sei nun A; | A mit pu(A1) < oo. Dann gilt fiir die Folge (Ai)ieN mit A; = A1\ A;,
i € N gerade A; 1 A;\A. Mit den obigen Erkenntnissen und der Subtraktivitét folgt

p(AL) = p(A) = p(Ar\ A) = lim p(A\ Ai) = p(Ar) = lim u(Aq)

1—00

und somit die Behauptung. O

Beweis zu Satz 4.3

Satz A.7. (i) Seien C; C RY, j = 1,...,m, m € N konveze Mengen, dann ist

m
auch C := () Cj eine konveze Menge.
j=1

(i) Seien n € N und d* € N fest fir k = 1,...,n mit d := Y. d*. Ferner seien

k=1
n
Ck ¢ R?" nichtleer. Die Menge C := [] C* c R? ist genau dann konvez, wenn
k=1
die Mengen C*, k=1,...,n, konvez sind.

Beweis. (i) Seien z,y € C; fir j=1,...,mund 0 € [0,1]. Fir alle j € {1,...,m}
gilt dann fz + (1 — 0)y € C; und somit auch sofort 6z + (1 — )y € C.

(ii) ,=* Seien z,y € C mit x = (x',...,2") und y = (y*,...,y"), d.h. ¥ y* € C¥
fir k = 1,...,n und 6 € [0,1]. Dann ist auch z := 0z + (1 — 0)y € C mit
z=(z',...,2"), da C konvex ist, was bedeutet, dass z¥ = 0z 4 (1 —0)y* € C*
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gilt.

,<=" Seien z*,y¥ € CF fiir k = 1,...,n und deshalb auch z,y € C. Dann gilt

fiir 6 € [0,1] gerade 2¥ := 2% + (1 -0)y* € C*, k =1,...,n und darum z € C.
O]

Beweis zu Satz 4.5

Satz A.8. Seien C C R? offen und konvez und f : C — R differenzierbar. So gilt,

dass f genau dann konvex ist, wenn fiir alle x,y € C mit x # y die Ungleichung

f(2) + V() (y —2) < fy)
erfullt ist.

Beweis. ,= Wegen f(0y + (1 —0)x) < 0f(y) + (1 — 0) f(x) fiir alle z,y € C C R?
mit z # y und alle 6 € (0,1) gilt auch

fOy + (1 - 0)x) — f(x)
0

< fly) — f(=).

Grenzwertbildung 6 N\, 0 liefert gi{% f(gyﬂlfg)x)*f(x) = Vf(x)"(y — z), woraus

Vi) (y—z) < fly) — f=)

resultiert.
,< Fiir alle 2,y € C c R? und alle 6 € (0,1) gilt

FOy+ (1 —0)z)+ 0V Oy + (1—0)z) (z —y)
fOy+(1—=0)z)+(1-0)VfOy+(1—-0)z) " (y—=2) < fly). (A2

IN
=
&
=
—

Multiplikation von (A.1) mit (1 — ) und (A.2) mit 6 und anschliefende Addition
ergibt

fOy+(1=0)z) < 0f(y)+(1-0)f(x)
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Beweis zu Satz 4.6

Satz A.9. Seien C C R¢ offen und konvez und f : R4 — R zweimal differenzierbar.

So ist f genau dann konvez, wenn V2 f(x) fir alle x € C positiv semidefinit ist.

Beweis. ,=“ Sei f konvex. Ferner seien € C C R? und h € R¢ gegeben. Weil C
offen ist, gibt es ein 6y € R mit x 4+ 6h € C fiir alle § € (0, 6p]. Aufgrund Satz 4.5
gilt dann fiir alle 6 € (0, 0y] gerade

f(z 4 6h) — f(z) — 6V f(x)*h > 0.
Mit der qualitativen Taylor-Formel
f@+ﬁJ=f@f+Vﬂth+%HWﬂﬂ@h+0WW5,

welche aus dem Satz von Taylor folgt, vgl. (4.3), gilt

92
ShVEf@h+o(0nl") > 0

fiir 6 \, 0. Dabei steht o fiir die Landau-Notation. Divison durch #? und Grenzwert-
bildung liefert dann, dass V2f(x) positiv semidefinit fiir alle 2 € C' sein muss.

,<" Sei die Hessematrix V2f(x) fiir alle z € C C R? positiv semidefinit. Aus

Gleichung (4.3) und Satz 4.5 resultiert nun sofort die Konvexitit von f. O

Sonstiges

Betriebssystem | Windows 10 Home 64-Bit, Version 1607

Prozessor Intel(R) Core(TM) i7-6500 CPU @ 2.50 GHz
RAM 8GB
Matlab 9.0.0.307022 (R2016a)

Tabelle A.1: Computer- und Softwareinformationen zu den numerischen Simulatio-
nen
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