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4 Allgemein -relativistische Theorie des Zwei - Fliissig-
keits - Modells

Im Jahre 1946 hat E. Lifshitz [47] die erste allgemein-relativistische Theorie zur Ent-
wicklung kleiner Dichtefluktuationen in einem Friedman-Universum vorgestellt, indem er
die Materie als ideales Gas durch eine einzige Zustandsgleichung beschreibt. Dieses Ein-
Komponenten-Modell ist von S. Weinberg verbessert worden, indem er sowohl die Materie
als auch die Strahlung in seine Rechnungen mit einbezogen hat. Da S. Weinberg fiir Ma-
terie und Strahlung die gleiche Geschwindigkeit ansetzt, handelt es sich in unserem Sinne
jedoch um ein Ein-Komponenten-System.

Im folgenden stellen wir die fundamentalen Gleichungen des zu Beginn von Kapitel 1 be-
schriebenen Zwei-Fliissigkeits- Modells in allgemein-relativistischer Formulierung auf, die
wir anschlieflend analog zum Newtonschen Teil im Rahmen einer linearen Stérungstheorie
betrachten. Auf diese Weise gewinnen wir die Feldgleichungen fiir die Stérungen der Metrik
und die Bewegungsgleichungen fiir die Perturbationen der Materie- sowie der Strahlungs-
dichte und konnen nach 3+ 1-Zerlegung der fundamentalen Gleichungen 1. Ordnung die
gekoppelten Schallwellengleichungen des Zwei- Komponenten-Systems fiir die Dichtefluk-
tuationen in konsequenter 1.Ordnung der Stérungen herleiten. Da diese zusammen mit
den Feldgleichungen fiir die gestorte Metrik lediglich numerisch gelést werden konnen,
gehen wir mittels einer ¢ 2-Entwicklung zum Newton-Limes der Schallwellengleichungen
iiber und untersuchen diese analog zu den Kapiteln 2 und 3 im Newtonschen Teil, d.h. wir
bestimmen einerseits die stabilen und instabilen Fluktuationsmoden mit Hilfe der Disper-
sionsrelations-Methode und berechnen andererseits die exakte zeitliche Entwicklung der
Dichtefluktuationen numerisch. Der Vorteil eines manifest relativistischen Zugangs besteht
darin, daf§ die Strahlung von vornherein vollstéindig beriicksichtigt ist, wihrend beim rein
Newtonschen Zugang relativistische Korrekturterme fiir die Strahlung von Hand eingefiihrt
werden muflten.

4.1 Die fundamentalen Gleichungen
4.1.1 Die Feldgleichungen

Wie die Raumkriimmung des Universums durch die Massenverteilung verursacht wird, zei-
gen die Einsteinschen Feldgleichungen der Gravitation, die in der durch die kosmologische
Konstante A erweiterten Form

R;w = _KS[LIJ + Aguu (41)

mit R, den Komponenten des Ricci-Tensors,
K der Einsteinschen Naturkonstante, k = 87G/c* = 2.07-10 ¥ s’g lem !

(G: Newtonsche Gravitationskonstante),
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S dem Quellterm
und g¢,, dem metrischen Tensor

geschrieben werden kénnen.
Der symmetrische Ricci-Tensor I, geht aus dem Riemannschen Kriimmungstensor

A _ A A o A o A
R, =TX,, —T)  +T9T) —T%TY (4.2)

[73% pK v w K
durch Verjiingung bzgl. der Indizes A und  hervor:
R, =R) (4.3)

BAV )

wobei '), die Christoffel-Symbole'” bezeichnen, die durch den metrischen Tensor g,,, be-
stimmt sind:

1 o
F,L/)u = 59)\ (gua|u + Gvolp — guu\a) (44)

und aufgrund von g,, = ¢,, in den unteren Indizes symmetrisch sind
rr =r12. (4.5)

In den Feldgleichungen (4.1) ist der Quellterm S, durch den Energie-Impuls-Spannungs-
Tensor T, und seine Spur T festgelegt:

S;u/ - T,uu - %Tg;wa (46)

wobei sich der Energie-Impuls-Spannungs-Tensor 7, aus zwei Anteilen zusammensetzt,
da das kosmische Substrat im Fall des Zwei-Fliissigkeits-Modells aus den beiden Kompo-
nenten Plasma (Materie) und Photonengas (Strahlung) besteht:

(p) (r)
T;u/ = Tuu + T;u/ (47)

(») ()
mit 7, dem Materieanteil und 7}, dem Strahlungsanteil. Auflerdem betrachten wir jede

Komponente des kosmischen Substrats als isotrope ideale Fliissigkeit, so daf} die beiden
Anteile des Energie-Impuls-Spannungs-Tensors wie folgt lauten:

(1) der Materieanteil

(p) 9 ()
Tuu = 0pC Uy Uy — Pp h/u/a (48)

wobei p, die Materie- bzw. Plasmadichte,

v#  die Vierer-Geschwindigkeit des Plasmas (Materie),

Insgesamt existieren im vierdimensionalen Raum 64 Christoffel-Symbole, deren Anzahl sich wegen der
Symmetrie (4.5) auf 40 verschiedene reduziert.
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pp  den auf die Materie wirkenden Druck, der sich aus dem Gasdruck
¢ (1.6), dem hydrostatischen Druck des Photonengases auf das
Plasma p,_,e und der Riickreaktion des hydrostatischen Drucks des

Photonengases auf das Plasma p§_7 zusammensetzt,

(6]
und Ay, den Projektor in den Ruhraum des Plasmas bezeichnet, der durch

(p)
huu = Guw — UuUy (49)

definiert ist und allgemein folgende Eigenschaften besitzt:
(p) (p)
huwv” =0, h* = 3; (4.10)

(77) und der Strahlungsanteil

% = 0. — (h,r) 4.11
ww = 0:C CuCy — Dshyy (4.11)

mit o,  der Strahlungsdichte,
c*  der Vierer-Geschwindigkeit des Photonengases,

ps  dem auf die Strahlung ausgeiibten Druck, der die Summe aus dem
Strahlungsdruck p, (1.7), dem hydrostatischen Druck des Plasmas
auf das Photonengas p.,, und der Riickreaktion des hydrostati-

schen Drucks des Plasmas auf das Photonengas pf,  ist,
@)
und h,, dem Projektor in den Ruhraum des Photonengases:

(r) (r) (r)
P = Gu — Cuc,  mit hy =0, hHF=3. (412)

Die zusétzlich bendtigten Zustandsgleichungen geben wir in dem Abschnitt Losung der
fundamentalen Gleichungen auf S. 113 an.

4.1.2 Die Bewegungsgleichungen
Die Bewegungsgleichungen fiir das gesamte kosmische Substrat lauten gem&fl den Einstein-

schen Feldgleichungen (4.1)'®

, ® @
T = Ty + Ty =0, (4.13)

18, bedeutet die kovariante Ableitung bzgl. der Koordinate z”.
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wobei fiir die beiden Anteile des Energie-Impuls-Spannungs-Tensors die Energie-Impuls-
Gesetze folgende Gestalt annehmen:

(®) (p.r)
fiir das Plasma: T, = C, und (4.14)
@ (r,p) (ps1)
fiir das Photonengas: T, \w=0C,=—-0C, (4.15)
(1) 4 2 Ve
mit C, =§c—gr(c“—v“)+gpvlc (ct — ") (4.16)
Y e

dem Energie-Impuls- Ubertrag zwischen Strahlung und Materie (dynamischer Druck, Stau-
druck). Wie in Abschnitt 1.1, S. 19, ausgefiihrt, vernachlissigen wir den letzten Term in
(4.16), da die mittlere thermische Geschwindigkeit der Elektronen v, fiir die betrachteten
Zeiten wesentlich kleiner als die Lichtgeschwindigkeit c ist.

Durch Bilden der kovarianten Ableitung der Energie-Impuls-Spannungs-Tensoren (4.8)
bzw. (4.11) erhalten wir unter Verwendung der Gleichungen (4.14) resp. (4.15) und (4.16)
mit v, < ¢ folgende Bewegungsgleichungen

e fiir das Plasma (Materie):
(®)

T = (0p¢®+pp) , V" 0"+ (0p¢* +pp) V"1 v + (05" +pp) V¥ 0"y —ppg" =

- -

Q| W~

2
— o (" — M) (4.17)
Ly
e und fiir das Photonengas (Strahlung):

@

Tw/”u: (AQrC2 + ps) v CH CV + (Qr02 + ps) cu”I/ CU + (Qrc2 + ps) Cu cyllu - ps|ugl“’ =

= =357 0Or (Cu - ’U'u) ) (418)

deren rdumliche Komponenten die Impulserhaltung und deren 4. Komponente die Energie-
erhaltung beschreiben.
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4.2 Losung der fundamentalen Gleichungen

Aufgrund der Nichtlinearitét der Einsteinschen Feldgleichungen (4.1) kénnen nur in beson-
ders einfachen Féllen exakte Losungen gefunden werden, d.h. Funktionen g,, und 7, ange-
geben werden, die die Gleichungen (4.1) erfiillen. Deshalb spalten wir zur niherungsweisen
Losung der fundamentalen Gleichungen wie im nicht-relativistischen Teil das reale Univer-
sum in einen homogenen Hintergrund und kleine Stérungen auf diesem auf. Dies bedeutet,
daf} wir einen stérungstheoretischen Ansatz der Form:

uv = ‘8[111 + éuy(l‘a)’ (419&)

Op = 5p($4) + ép(xa)’ b = Iojp(mA) + ép(‘fa)v (419b)
0 4 1 a 0 4 1 a

or = o:(z%) + 0:(2%), ps = py(a*) + py(z*), (4.19¢)

vt = ot oM(a), o= ¢+ M) (4.19d)

wihlen, bei dem die mit © gekennzeichneten Groflen eine bekannte Losung darstellen und
die mit ! versehenen Groflen nur geringfiigig von dieser Losung abweichen. Im folgenden
beriicksichtigen wir héchstens Terme, die linear in den Abweichungen sind.

Nach Abschnitt 1.1 und Annex E mit Annex C gilt fiir die Druckterme ;?)p, i)p, 1?73 und
D, (Zustandsgleichungen):

Py =20pc2, D= 0pCl+ PR+ Proe = (4.20a)
= (1 - el3/3A) opcl + Le'Ph8 g 2, (4.20D)
Py =10, Dy =100+ PR+ Pesy = (4.20¢)
=1 (1- ¢t liA) bec? + 3G 2, (4.20d)

wobei ¢2 das Quadrat der Schallgeschwindigkeit des reinen Plasmas nach (1.18a) oder
(1.18b) bezeichnet und der hydrostatische Druck p,_e, pf o, pewsy und pf  jeweils ein
Storterm 1. Ordnung ist, da in diesen Termen der generalisierte Laplace-Operator A bzgl.
der Hintergrundmetrik (A = 1/R? 9,,0,,) auftritt.

Die ungestorte Vierer-Geschwindigkeit des Plasmas 0" und des Photonengases cH sei (siehe

Gl. (4.22a)):
o" =0, = (0[00]1) = &4  mit vfv, =1, (4.21a)

¢ =¢, =(0/0/0]1) =04 mit c*e,=1. (4.21b)
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4.2.1 Der homogene Hintergrund

Nachdem das Weltall auf groflen Skalen rdumlich homogen und isotrop ist, setzen wir fiir
den Hintergrund die Robertson- Walker-Metrik an, die die allgemeinste Raum-Zeit- Metrik
ist, die einen Kosmos beschreibt, der dem kosmologischen Prinzip, dafl keine Position und
keine Richtung im Universum ausgezeichnet ist, geniigt. Die Komponenten der Robertson-
Walker-Metrik lauten:

0

9 0 0
Imn = _RZ(t) gmn(x) 94n = 0 944 = 1’ (422&)
wobei m sowie n iiber die drei rdumlichen mitbewegten Koordinaten laufen, 4 die kosmi-

0
sche Zeitkomponente und R(t) der kosmische Skalenparameter ist. Die Metrik g,,, be-
schreibt einen dreidimensionalen, maximal symmetrischen Unterraum rdumlich konstanter
Kriimmung:

0

1
G = <1 + 3 67‘2) Srmn mit 7% = 2F 2§y, (4.22b)

und mit € einer Konstante, dem Kriimmungsparameter, die derart skaliert werden kann,
daf sie lediglich die Werte —1, 0 und 1 (negative, verschwindende und positive Raum-
kriimmung) annimmt, und die in der Newtonschen Kosmologie die Rolle einer Energie-
dichte spielt.

Wird im Rahmen der Standardkosmologie in den Einsteinschen Feldgleichungen (4.1)
fiir den aus dem Materie- und Strahlungsanteil bestehenden Energie-Impuls-Spannungs-
Tensor jeweils derjenige einer homogenen und isotropen idealen Fliissigkeit eingesetzt, so
sind die Losungen der Feldgleichungen (4.1) die kosmologischen Friedman-Gleichungen:

R|4 2 1 811G o 0 1 €

(R) B A U DR Sl 2R (4:23)
R‘4|4 1 R ArG ;o 0 1

R @R ae (er2e)agh 20

mit R(t) dem kosmischen Skalenparameter, der fiir ¢ £1 den Kriimmungsradius beschreibt
und fiir ¢ = 0 keine geometrische, sondern nur eine rein kinematische Bedeutung besitzt.
Die Losungen der Friedman-Gleichung (4.23) bilden die kosmologischen Friedman-Model-
le, von denen im Fall verschwindender kosmologischer Konstante A die drei topologisch
verschiedenen Varianten existieren:

- das offene Universum mit ¢ = —1  (Friedman, 1922),
- der geschlossene Kosmos mit ¢ = +1  (Friedman-Lemaitre-Modell, 1922 / 1927)
- und als Grenzfall die flache Welt mit ¢ = 0  (Einstein-de-Sitter-Modell, 1932).

Bei Beriicksichtigung der kosmologischen Konstante A treten abhingig vom Wert des
Kriimmungsparameters € drei Hauptklassen an kosmologischen Modellen auf, fiir ¢ = —1
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sowie € = 0 mit offener Topologie und fiir ¢ = 1 mit geschlossener Topologie. Abhéngig
vom Vorzeichen der kosmologischen Konstante A zerfallen die offenen Weltmodelle noch-
mals in drei Unterklassen und die Modelle mit € = 1 in acht Unterklassen, was ausfiihrlich
z.B. in [5] oder [23] dargestellt ist.

Da es sich bei der Galaxienentwicklung im Sinne der Kosmologie um ein lokales Phé-
nomen handelt, betrachten wir lediglich lokale Dichtefluktuationen, fiir deren lineare Ab-
messung, d.h. fiir deren Wellenldnge A

A=Rr<R & r<1 (4.25)

gilt. Folglich lassen wir als Ndherung den dimensionslosen Parameter r gegen Null gehen
(r — 0), so daB im folgenden die Terme er oder ¢ r? vernachlissigt werden. Wird, wie
in der Friedman-Gleichung (4.23), der Kriimmungsparameter ¢ nicht mit einer Potenz des
Parameters r multipliziert, so sind diese Terme mitzunehmen, was immer dann der Fall
ist, wenn der zweite rdumliche Differentialquotient der Metrik auftritt.

Unter Verwendung der Metrik (4.22a) mit (4.22b) berechnen sich aus der Definition
(4.4) die einzigen von Null verschiedenen Christoffel-Symbole 0. Ordnung zu:

2 0 R 1 R
rt,=ad,, Ti =aR 6, mit & = ﬁ =3 ﬁ, (4.26a)
Y 2ex, Xa 2ex, .
= — ) re = ——"2_§. f b ) 4.26b
mn 4+ er? m be 44 er? b ur 7504 ( )

Fiir € x; — 0 verschwinden in 0. Ordnung die Christoffel-Symbole (4.26b) und lauten die
Komponenten der Robertson-Walker-Metrik:

Iom = —R?0mn  94n =0 gy =1  (kovariante Metrik), (4.27a)
1
gt = — 2 ymn 9" =0 gt =1 (kontravariante Metrik), (4.27b)

wobei der kosmische Skalenparameter R(t) die 1. und 2. Friedman-Gleichung (4.23) und
(4.24) exfiillt.

Aus den Gleichungen (4.17) und (4.18) ergeben sich die Bewegungsgleichungen 0. Ordnung

e fiir die Materie:

(il)uv”y = (5[)02 + Zo7p) I,,fo)”?(}" + (5p62 + 1%p)(1ojulu + f";‘kﬁ)‘) v+

+ (8o + ) 0 (0 + T 8Y) — By, 6 = (4.28)
2
. gc_g)r(gu n
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e und fiir die Strahlung:

(r)
T = (0 +Dy) & + (0 + D) (8, + T4 ) & 4

(e + D) (& + TUP) = By, 9 = (4.29)
2
__ %%5r(2u-8u)

Hiervon sind lediglich die Gleichungen mit p = 4 nicht-trivial. Die 4. Komponente (u = 4)
der Gleichung (4.28) stellt den Energieerhaltungssatz bzw. die Kontinuititsgleichung der
Materie fiir den homogenen Hintergrund dar:

- 3c? .
Z)p|4+3a(1 + gg) Bp c2/§<<1 5p\4+3a5p = 0, (430)

und fiir g = 4 folgt aus Gleichung (4.29) der Energieerhaltungssatz der Strahlung fiir den
homogenen Hintergrund:

Oeja + 4@ 0, = 0. (4.31)

Beide Gleichungen stimmen mit den kosmologischen Hintergrundgleichungen iiberein, die
bei der Newtonschen Behandlung in Abschnitt 1.2.1, S. 22, verwendet und integriert worden
sind (siehe GI. (1.30)).

4.2.2 Storungen 1.Ordnung

In diesem Unterabschnitt betrachten wir die Stérungen auf dem homogenen Hintergrund,
die nur geringfiigig von den Gréflen 0. Ordnung abweichen sollen. Zunéchst behandeln wir
die Perturbationen der in den Einsteinschen Feldgleichungen (4.1) auftretenden Terme bis
zur 1. Ordnung und fiihren anschlieflend eine 3 + 1 —Zerlegung durch, d.h. wir zerlegen die
GroBen in ihren rdumlichen (u=m=1,2,3) und zeitlichen (4 =4) Anteil, da das Fluk-
tuationsphéinomen des Plasmas nicht-relativistisch ist (Schallwellen). Auflerdem wihlen
wir eine der Fragestellung angepafite Eichung fiir die gestérte Metrik. Nachdem wir die
Einsteinschen Feldgleichungen fiir die Storgroflen berechnet haben, leiten wir die Impuls-
und Energieerhaltungssitze in 1. Ordnung ab.

Anstelle dieser Vorgehensweise kénnten wir, um Koordinateneffekte von vornherein
auszuschlielen, die Erhaltungssétze in gleicher Weise wie in Annex E mit Hilfe des Pro-
jektionstensors gewinnen, was einer koordinatenunabhéngigen 3 + 1 —Zerlegung entspricht,
und anschlieflend zu angepafiten Koordinaten iibergehen.
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Perturbationen der Vierer-Geschwindigkeit

Aus der Normierung der Vierer-Geschwindigkeit des Plasmas

vhy, =1 (4.32)
folgt bei Betrachtung von linearen Storungen

Vo, + M0, = 0. (4.33)

Somit besteht unter Verwendung der ungestorten Vierer-Geschwindigkeit (4.21a) folgende
Beziehung zwischen der kovarianten und der kontravarianten 4. Komponente der gestorten
Vierer- Geschwindigkeit:

vy = —ot. (4.34)
Aus dem Zusammenhang zwischen kontra- und kovarianten Komponenten
vt = g, (4.35)

erhalten wir nach Einsetzen des stérungstheoretischen Ansatzes fiir die Metrik (4.19a) und
die Vierer-Geschwindigkeit (4.19d)

oot = (9" + g™ (Vs + 0) = 0P + gM 0, + g™ vy + 2.0rd.
= ot =g, 4+ ght . (4.36)

Die 3+ 1—Zerlegung von (4.36) ergibt fiir die 4. Komponente der gestérten Vierer-Ge-
schwindigkeit des Plasmas (siehe auch Gl. (4.40c)):

11)4 :11)4+é44 _ _11)4+§44
(4.34)
= o' = LgM=-1g,, (4.37)

so daB v* direkt mit dem Newton-Potential in Zusammenhang steht.

Die Relationen (4.32) — (4.37) gelten analog fiir die gestorte Vierer-Geschwindigkeit ¢#
des Photonengases.
Perturbationen der Metrik

Aus der Bedingung

¢ gy, = 6% mit ¢*g,, = 0" (4.38)

v



118 4 RELATIVISTISCHE THEORIE DES ZWEI - FLUSSIGKEITS - MODELLS

folgt bei Vernachlédssigung von Storungen 2. Ordnung

-8#/\ -éAI/ + .é“)\ .8)\1/ =0. (439)
Mit Hilfe der Relation (4.39) kann durch 3 +1-Zerlegung eine Beziehung zwischen den
kontravarianten und kovarianten Komponenten der gestérten Metrik abgeleitet werden:
1.

1

L=m,v=mn: gmt = — T Jmn (4.40a)
lm 1 m 1 1

w=m,v =4: g™ = g* = 7z Yma > (4.40b)

p=4v=4: g% = —g,,. (4.40c)

Perturbationen der Christoffel-Symbole

Durch Einsetzen des Ansatzes fiir die Metrik (4.19a) in die Definition der Christoffel-
Symbole (4.4) erhalten wir bis zur 1. Ordnung:

0 1
r, =T+, (4.41)
mit
1 0 0 1 1 1
F;)\U/ = - 5)\& baﬂrﬁu + % g)\a (gua|1/ + gl/a|p, - g;u/\a) ) (442)

wobei zu beachten ist, dafl bei der Berechnung der gestérten Christoffel-Symbole (4.42)
die inverse Metrik auftritt:

0 ISV 1 0y
9in 9" = — 99" (4.43)

Die 3+ 1 Zerlegung der gestorten Christoffel-Symbole (4.42) lautet:

1 ~ 1 1 1 1 1

FlTnn = C¥.§7l4 6m’n - 2—]%2 (gml‘n + gnl‘m - gmn|l) ) (444&)
Ly ~ 521 1 1 1 1

L= —aR gy 0mn + ) (gm4‘n t Gnajm — gmn|4) , (4.44b)
ll df 1 1 1 1 1

1_\4n = ﬁgln - 2—R2 (g4l|n + gnl|4 - g4n|l> 3 (444C)
L 1 1 1

Ly = - oR? (294”4 - g44|l> : (4.44d)
1 4 ~ 1 1 1

F4n = — gy, + 2 g44|n, (4446)

Iy = %é44|4- (4.44f)
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Eichung der Metrik

Da die Einsteinschen Feldgleichungen (4.1) die Eigenschaft der allgemeinen Kovarianz
besitzen, d.h. in beliebigen Koordinatensystemen gelten, legen sie die Metrik nicht ein-
deutig fest: es existieren nur sechs funktional unabhingige Feldgleichungen, jedoch zehn
unabhingige Komponenten der Metrik. Diese Unbestimmtheit mufl durch Wahl eines
Koordinatensystems beseitigt werden. Das kann dazu genutzt werden, die Losung eines
Problems durch die Wahl geeigneter Koordinaten zu vereinfachen, was der Festlegung einer
Eichbedingung entspricht. Allerdings gelten die berechneten Ergebnisse lediglich in dem
gewihlten Koordinatensystem.

In Zusammenhang mit den kosmischen Stérungen gehen wir davon aus, dafl die Ein-
steinschen Feldgleichungen fiir den Hintergrund gelost sind, die Wahl einer Eichung bzgl.
des Hintergrunds somit getroffen ist. Weiterhin bleibt die Freiheit, vier Eichbedingungen
fiir die zugehorigen metrischen Perturbationen, d.h. fiir die linearisierten Storfeldgleichun-
gen, zu wihlen, wobei der Hintergrund bzgl. dieser Eichtransformationen festgehalten wird.

In der géngigen Literatur (z.B. [19], [86]) wird bei der Berechnung von gravitativen
Instabilititen fiir die Metrikperturbationen meist die synchrone Eichung

9 =0 (4.45)

verwendet, um die Feld- und Bewegungsgleichungen zu vereinfachen. Da in diesem Be-
zugssystem die 44-Komponente der metrischen Storungen 51]44 Null gesetzt ist, wird kein
Newton-Potential der Metrikperturbationen beobachtet, so dal der Newton-Limes der li-
nearisierten Gravitationstheorie verloren geht [72]. Gleichzeitig treten, wie Rose et al.
[72] gezeigt haben, bei synchroner Eichung anwachsende Instabilititen auf, die ein reiner
Koordinateneffekt sind und folglich keine physikalische Relevanz besitzen.

Deshalb wihlen wir in dieser Arbeit fiir die gestorte Metrik é,w die DeDonder-Eichung,
d.h. verallgemeinerte harmonische Koordinaten, mit folgenden Eigenschaften [72] —[73]:

e Sie ist die Verallgemeinerung der Lorentz-Eichung in der Elektrodynamik [73].

e Die Feldgleichungen fiir die metrischen Perturbationen éuu sind verallgemeinerte Wel-
lengleichungen auf einem gekriimmten Hintergrund und beschreiben die Propagati-
on von Storungen, wie sie von einem Hintergrund-Beobachter aus gesehen werden,
z.B. Gravitationswellen. (Der mit der DeDonder-Eichung verkniipfte Beobachter ist
bgzl. des Hintergrunds in Ruhe.)

e Sie ist eine kovariante Eichung bzgl. des Hintergrunds.

e Die DeDonder-Eichung fiihrt zum korrekten Newton-Limes der Propagation der Sto-
rungen.

Dies wird in dieser Arbeit direkt gezeigt, da wir einerseits die Schallwellengleichungen
fiir die Dichteinstabilitdten nach der Newtonschen Theorie und andererseits ihren
Newton-Limes, der aus der allgemein-relativistischen Theorie folgt, herleiten.
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Die DeDonder-Eichung ist wie folgt definiert (z.B. [30]):
r* = ¢"Ie =0. (4.46)

Nachdem die Eichung fiir den Hintergrund bereits gewahlt ist, erhalten wir mit dem Ansatz
(4.19a) und den Christoffel-Symbolen (4.41) in 1. Ordnung:

0w la _
g! FW =0, (4.47)

wobei I'¢, die gestorten Christoffel-Symbole (4.42) sind. Dies ist gleichbedeutend damit,
daf fiir die Funktion

! 1

1
Vo = G — % éaﬂﬁ Y die Bedingung Qﬁu’\;)\ =0 (4.48)

gilt, wobei Indexheben und -senken mittels der Hintergrundmetrik erfolgt und ; die kova-
riante Ableitung bzgl. des Hintergrunds bedeutet, d.h. die kovarianten Ableitungen wer-
1

den mit den ungestérten Christoffel-Symbolen (4.26a) gebildet und die Funktion ¢, ist
bzgl. des Hintergrunds kovariant divergenzfrei.

1
Von 1,* aus (4.48) lautet die 3+ 1 Zerlegung:

4 (4.49a)

m

I
Q-

r_ 1 (1 a5 o4
wm:gm_ﬁ(ga +g4)5ma wm

1

1
¢44 = é44 - .éaaa 1/)4l .é4la (449b)

N[
N [—

so dafl wir aus der Bedingung in (4.48) folgende vier Nebenbedingungen erhalten:

1 1 1 1 4

1 ~ 1
YA =0 — 9ol in — 3 98 m + 2 94t im — gntia — 3ag,' =0, (4.50a)

1 1 1 1 1 .1
b ia=0 — 9" n + 5 94 14— 3 90+ 3ag," —agl = 0. (4.50D)

Perturbationen des Ricci-Tensors

Fiir den Ricci-Tensor (4.3) ergibt sich unter Verwendung der Christoffel-Symbole (4.41):

R[u/ = R/.U/ + R/.U/ (451)

mit
1

1 0 1 1 0 0 1 1 0
R.UV = F/.AL)\‘I/ - Fi\w|)\ + FZ)\FI)/‘O' + FZ)\F;)O' - FZVrﬁa - FZVF§G' (452)
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1
den Storungen des Ricci-Tensors, die von den gestorten Christoffel-Symbolen I zy her-
vorgerufen werden und entweder unter Verwendung der Palatini-Identitéit [86] oder direkt
berechnet werden konnen.

Sowohl in den Komponenten des Ricci-Tensors als auch nachfolgend in den Feldglei-
chungen und Schallwellengleichungen treten die gestorten rdumlichen Komponenten der
Metrik glymn immer zusammen mit dem Faktor 1/R? auf, so dafl 1/R? lmn die eigentliche
Variable der Gravitationspotentiale ist. Deshalb ziehen wir ihn mit Hilfe der kontravari-
anten Metrik 0. Ordnung (4.27a) in die Potentiale:

1 1 Opa 1 1 pn

T2 9mn = —9" Gom = G- (4.53)

In gleicher Weise werden raumliche partielle Ableitungen nach oben gezogen. Um eine ein-
heitliche Schreibweise zu erzielen, formen wir aulerdem zeitliche Komponenten der Metrik
und partielle Ableitungen nach der 4. Koordinate entsprechend mit der kontravarianten
44-Komponente der Metrik 0. Ordnung (4.27a) um.

Nach 3 +1-Zerlegung und unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen (4.50a) und
(4.50b) aus der DeDonder-Eichung folgt:

e die mn-te Komponente des gestérten Ricci-Tensors

1 1 ~ 1 5~ (4 ;
Rmn = %gmn|4|4 + %gmn\l” + g agmn|4 + O'/(g4m|" + g4n|m)+

4.54a)
R |4 R |4 (
+ (4&2 + )ém" - ( - d2> 9i + &% g{ | 8"
mit der Spur
ém_llm\él 1tm I =14 5 ~L m
m — 5 9m |4 +29m |l ag4\4+2agm |4
(4.54b)
— 3 R|4‘4+C~E2 I R|4‘4+&2 1 om
e und die 44-Komponente des gestorten Ricci-Tensors:
1 1 1 1 1
R = 5944\4|4 + 5944\1” + 304944|4 — Gy |4t
(4.54c)
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Perturbationen des Energie-Impuls-Spannungs-Tensors

Der Energie-Impuls-Spannungs-Tensor des Zwei- Komponenten-Systems (4.7) lautet unter
Verwendung der Gleichungen (4.8) und (4.11):

(p) (r) 9 9
T;w = T;w + T;u/ = (Qpc + pp) Uy Uy + (Qrc + ps) CuCy — (pp + ps) Guv (455)

und zerfillt nach Einsetzen des storungstheoretischen Ansatzes (4.19a) — (4.19d) sowie bei
Beriicksichtigung linearer Stérungen in eine 0. und 1. Ordnung:

0 1
T, =T, +1,, (4.56)

wobei fiir die Stérung 1. Ordnung gilt:'*

1

0 2 0 0 1 1 0 1 2 1 0o o0
T = (gpc +pp) <vuv,, + v,w,,) + (gpc +pp> Vy Uy +
+ (Z)ch + }38) <2u ¢ + ¢y 8,,) + (bch +ias) Cy &y — (4.57)
1 1 0 0 0 1
- (pp +ps)guu_ (pp+ps>guu'

Fiir die Spur des Energie-Impuls-Spannungs-Tensors erhalten wir bis zur 1. Ordnung aus
den Gleichungen (4.56), (4.57) und (4.19a):

0 0 1 0 1
T=T!'=Tug" =T+Twg" +Tug™ =T+ T (4.58)
mit
0 1
T: (z)p+5r>02_3(5p+107s) ) T: (bp+br>02_3(bp+i)s) - (459)

Perturbationen des Quellterms

Mit Hilfe der Gleichungen (4.56) — (4.59) und des Ansatzes (4.19a) geht der Quellterm (4.6)
in

0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0
S/LI/ = Sl“/ + SNV = T'u,j — iTgNV + T/u/ — iTgl'W — §Tg/,t1/ (460)
mit
Sw = Tuo—1T§, — 1T} 4.61
uv - 4 2 gp,y 2 gl“’ ( : )

0
19T, ist bereits in (4.23) und (4.24) eingegangen und wird im folgenden nicht mehr bendtigt.
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den Stérungen des Quellterms iiber, die durch
Sur = (806 + D) (Duty + D) + (8o + D) D 0+
+ (0 +Dy) (Cuts + €ut) + (0% + D) Cuy—
— (Pp +P5) G — (Bp + D5) G — (4.62)
- % [(gp +0.)¢ = 3(p, +;?as)] Gy —

1
- 5 [(ép + z(i)r)c2 -3 <Il)p +217s)i| .3/11/

gegeben sind und gleichzeitig die Quelle der Metrikperturbationen darstellen.
1
Nach 3 +1-Zerlegung des gestorten Quellterms S, ergibt sich

e dessen mn-te Komponente zu
1 1 1
St =g [(op+) @~ (e h)] 6 — 2 [(Bo ) @~ (ot h) (4630
mit der Spur

Sum = =2 (b + ) = (b, + 5] -

1

(8o + &) = (B, +5.)] 9™ (4.63b)

N =

e und dessen 44-Komponente zu

1 1 1
Sit =5 (b +2) @ +3(by +0)] + 5 | (8 +2) @ +3 (5, + )] 0.* . (4630)

Unter Verwendung der Beziehungen (4.20a) und (4.20c) kann sowohl der Strahlungs-
druck als auch der Plasmadruck in 0. Ordnung durch die entsprechende Dichte ausgedriickt
werden, wobei wir ¢2/c?-Terme wegen c2/c? < 1 vernachliissigen. Anschlieend formen
wir die Komponenten des gestorten Quellterms um, indem wir die Hintergrunddichten
0, und o, durch geeignete Addition der 1. und 2. Friedman-Gleichung (4.23) und (4.24)
substituieren:

¢ n o o__ _1 1 1 2 1 1 n 04 ~2 R‘ 5 n
ém__% [(1 +1)62—(1 +1):|_ 04 2d2+R‘ |4—A+2— 1 m (464b)
m - 2 AQp QI‘ pp ps 87TG R R2 gm Y .

1 3¢t (R,* 1 )
544 = 5 [(Qp + Qr)c + 3 (Pp +ps)i| - 881G ( ; - §A> 944' (464C)
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Die Feldgleichungen fiir die Storgréfien in DeDonder-Eichung

Nachdem wir den Ricci-Tensor und den Quellterm in 1. Ordnung kennen, kénnen wir
die Feldgleichungen fiir die Storgréflen unter der Voraussetzung, dafi der Hintergrund durch
Robertson-Walker-Koordinaten (4.27a) beschrieben wird, angeben:

1 1
Ry = —kSuw +1Ag,,. (4.65)
Da wir fiir die folgenden Rechnungen lediglich die Feldgleichungen fiir die Dreier-Spur des
rdumlichen Anteils und die 44-Komponente benétigen, beschréinken wir uns auf die Angabe
dieser beiden Gleichungen. Auflerdem beriicksichtigen wir fiir die Metrikperturbationen die
vier Nebenbedingungen aus der DeDonder-Eichung (4.50a) und (4.50b).

¢ Die Dreier-Spur des rdumlichen Anteils der Feldgleichungen (4.65) in DeDonder- Eichung
1

lautet unter Verwendung des gestorten Ricci-Tensors R, (4.54b) und des Quellterms

1. Ordnung é’mm (4.64b):

N - Rt N
émm|4|4 + ‘émm‘l” _Za‘é44|l+5aémm|4_6( ‘4 + O{Z) ‘é44_ <2a2 _ 2_) émm:

247G

247G 1 9 1
c2/§<<1 c? (QP E Qr) ’ (4.66)

(b +00) & = (b +5)| =

wobei m und [ von 1 bis 3 laufen und iiber gleiche Indizes summiert wird.

e Fiir die 44-Komponente in DeDonder-Eichung ergibt sich mit den Gleichungen (4.54c)
und (4.64c) unter Beachtung der Summenkonvention:

. . . Ru*
§44|4‘4 + !1]44|l|l + 50’!1144|4 - 2Olélhnml4 + 60:251]44 -2 <|T + & émm =
&G 1 1 2 1 1
= - [(9p+gr)c +3(pp+ps)} =
87TG 1 1
= — 20:). 4.67
c2/erkl c2 (Qp + Q) ( )

Beim Ubergang von der 2. zur 3. Zeile in den Feldgleichung (4.66) und (4.67) sind jeweils fiir
die Druckterme gljp und p, die Ausdriicke (4.20a) und (4.20c) eingesetzt worden und gleich-
zeitig ist beriicksichtigt worden, daf3 die Schallgeschwindigkeit c; wesentlich kleiner als die
Lichtgeschwindigkeit ¢ ist und das Quadrat des Quotienten c¢s/c gegen Eins vernachléssigt
werden kann.
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Die Bewegungsgleichungen fiir die Storgrofien

Allgemein sind die Bewegungsgleichungen in Abschnitt 4.1 hergeleitet worden. Im fol-
genden geben wir diese fiir die Storgréflen an und fiihren anschlieflend eine 3 + 1 - Zerlegung
durch, um den Impuls- und Energiesatz fiir die Perturbationen zu erhalten.

(i) Bewegungsgleichungen fir das Plasma (Materie)

Das Einsetzen des storungstheoretischen Ansatzes (4.19a)—(4.19d) in den Erhal-
tungssatz (4.17) fiihrt auf die Bewegungsgleichung 1. Ordnung fiir das Plasma:

(3o 5, (B0 + 808 + (st 4 4), B0
+ (06 +py) :““IV%U + DAY + TH D0 + 0,07 + F“A?)Ab"] +
+ (80" + By) [B 8+ T8 + (4.68)
+ (51’02 + %p) :1%11)1/'” + 8#%5}\{})\ + gule:x%)‘ + 11)“73"“/ + b“f‘,’in()))‘] +

1 v 1 0

1 1 [0, 0, 0,2, o 0 v
+ (epc” +pp) | V"0 |V+UHFV'\UA} = Pplw 9" — Py 9" =

= +§—[gr(é“—v“)—i—gr(g“—f}“)}.

Durch 3 +1-Zerlegung der Gleichung (4.68) ergibt sich
e der Impulssatz fiir die Materie mit yp = m:
(06 + D), (V70" + 0" 8¥) + (8¢ + pp) |, "V +

(1,0,

+(Epcg+;?7p) o™ |,,v —|—Fm oA 0V F,’/”)\v)‘v”—l-v \,,111”+F,’,n/\10)>‘11)”]+

+ (0pc? —i—;ll)p) v™, 0 —l—F,T/\v)‘O }—i— (4.69)

[0, 1 0 1 1o

0
+(Boc® + by ) [ 887, + B TY B 4+ MDY A 4 \,,—i—va‘,’j)\%’\]-l-

1 1 0

1 1 [0 0 O oy O 0 my
+ (QPC2 +pp) v |’/+U FUAUA] _pp|ug _pp\ug

mvyv

— g [ = i) b - 1)
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e und der Energiesatz fiir die Materie mit p = 4:
(2)P02 + ]%p) v (8471}” + 71}45”) + (z)pCQ +Pp) |ug48”+
+ (0p¢* + p,) :v4|,,v” FTA M £ DA D 4 04, 0+ T b“] +
+ (0p¢* + 1) :1";4|,,5“ R 8“} + (4.70)

r 0 1 0
0 2 0 041 04 1)\ 04 0)\ 140 14 0)\
—l—(gpc +pp) v, + 0TI vt + 0t Dy 0t + 00, + 0t T ]—i—

1 1 \[o40, 04 %, © 0 14, 1 04,
+ (0" +1p) |V \V+U4F”)‘UA} _pp|,,g4 _pplug4 =
4c 0 /1y 14 1 /04 04
= +§—[gr(c —v') + o (" —wv )]

0 1
Unter Verwendung der Christoffel-Symbole I'}, (4.26a) sowie I'},, (4.42), der Vierer-
Geschwindigkeiten v# (4.21a) sowie ¢# (4.21b), der Definition der Dichtekontraste

dp sowie 6, (1.44), der Druckterme ]%p, glap, p, und p, nach (4.20a) — (4.20d) und der
Kontinuitéitsgleichungen 0. Ordnung (4.30), (4.31) mit ¢2/c* < 1 vereinfachen sich

e der Impulssatz (4.69) fiir das Plasma

. . 6 c2
o™t 4 280™ — % !1144|m + !1]4m|4 +2a (1 3 C—Z) !1]4m+
+§§A(rbm+ém)_
5¢21+x 4
(4.71)
2
C, 2 2
_ C_s (1 _ ele/3A)5p|m _ %d64/9l7A(5r|m —
4d ,, 1,
= +3 L (™ —o™)
e und der Energiesatz (4.70) fiir das Plasma
2
Spla — 3@2—;el?/3A5p +ade O BA5, 4 o™+ L gm =0 (4.72)

Wegen der Grolenordnung kann nachfolgend im Impulssatz (4.71) in der 1. Zeile der
c2/c*-Term gegen Eins gestrichen werden.
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(13) Die Bewegungsgleichungen fiir das Photonengas (Strahlung)

Nach analogem Vorgehen wie unter (i) fiir die Materie folgen die Erhaltungssitze fiir
das Photonengas aus Gleichung (4.18):

e der Impulssatz fiir die Strahlung (1 = m):

4 tml|4 2 1 4im 4 1 m|4 4 ~ (Im Lm
R TR T A TG N 2

102 :
4/9 12A m s 12/3A m
_%(1_6/ Y )51_' __C_Qee/ 6p‘ = (4.73)

[GUNEN

1
E (ém _ Um)
e und der Energiesatz fiir die Strahlung (4 = 4):

2
C
—selg/3A(5p+éém|m+§émm\4:0' (474)

o~ 4/912A ~
Orjg — @e702 0 + 3 2 3

Ul

Anzumerken ist, dafl bei der Herleitung der Erhaltungssétze (4.71) — (4.74) keine Eich-
bedingung verwendet worden ist, so dafl die im Buch von S. Weinberg [86] angegebenen
Erhaltungssétze in synchroner Eichung (4.45) aus den Gleichungen (4.71) bzw. (4.72) und
(4.73) bzw. (4.74) folgen, indem in diesen Gleichungen die gestérten Komponenten der
Metrik ¢,% und g™ Null gesetzt werden.

Mit den Feldgleichungen (4.66) sowie (4.67) fiir die Gravitationspotentiale, den Im-
pulssiitzen (4.71) sowie (4.73) und den Kontinuitiitsgleichungen (4.72) sowie (4.74) fiir
das Plasma und das Photonengas sind die Bestimmungsgleichungen fiir die Storungen
vollstiandig.

4.2.3 Herleitung der Schallwellengleichungen

Zur Untersuchung der Zeitabhéngigkeit der Dichtestérungen leiten wir analog zur Newton-
schen Vorgehensweise die Schallwellengleichungen fiir den Dichtekontrast des Plasmas 4,
und des Photonengases d, her, die es anschliefend zu I6sen gilt.

Wie in der gewdchnlichen Schallwellentheorie verkniipfen wir die Energie- und Im-
pulssiitze zu einer Wellengleichung: In die Divergenz der Bewegungsgleichungen (4.71)
und (4.73) setzen wir die GroBen v™,/* und ¢™,,/%, die wir durch Differentiation des
entsprechenden Energiesatzes (4.72) bzw. (4.74) nach der 4. Koordinate berechnen, und
die Groflen 71)m|m sowie ém|m ein, die sich direkt aus den Energieséitzen (4.72) und (4.74)
ergeben. Die entstehenden Gleichungen sind die gesuchten Schallwellengleichungen fiir
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den Materie- und den Strahlungsdichtekontrast. Im folgenden wird das kurz skizzierte
Verfahren ausfiihrlich dargelegt:

Die Divergenz des Impulssatzes fiir die Materie (4.71) lautet

Im |4 2~1m 2~1m 3cs2 X4 Im L'm
UV m + 2av \m‘f‘ agy |m+g§1+x(v |m+g4 |m)+
2
C
+ é4m|m\4 _ %é44\m|m _ c_s2 (1 — (/s A) 5p|m|m _ %d€4/9 12A 5r‘m|m _ (4.75)
4d ..
= ——\C v
37 (T = "im)

und diejenige des Impulssatzes fiir die Strahlung (4.73):

4 lm |4 4 ~ (1m 1 'm 4 'm |4 214 |m
3C m +§Of(C |m+§g4 |m +§g4 lm  — 394 |m —

1¢?
—3 (1= ) bl LG g I (179
41 1, i
A

Um die in den Gleichungen (4.75) und (4.76) auftretende gestorte Vierer-Geschwindigkeit
der Materie v™ und der Strahlung ¢™ zu eliminieren, differenzieren wir den Energiesatz
fiir die Materie (4.72) und die Strahlung (4.74) nach der 4.Koordinate, wobei die zeit-
liche Abhéngigkeit der in den Gleichungen (4.72) und (4.74) stehenden Koeffizienten zu
beriicksichtigen ist. Insbesondere ist der generalisierte Laplace-Operator A = 1/R? §,, 9,
zeitabhingig, da in ihm das Quadrat des Skalenparameters R vorkommt.

Die Differentiation der zeitabhingigen Koeffizienten nach der 4. Koordinate in den Ener-
giesitzen (4.72) und (4.74) lautet:

~ -R|4‘4 ~9 12/3 A 2 2 ~ X4 12/3 A
G4 = - - & (e )4 = glea(sa- Tt )edns, (4.77a)
~ 2 8 ~ X 2
4/912A _ 2 |4 4/915A
du = —ad, (evorin) = §ZWA(2a——X)e/ ()

d™'y = ad™, 2y = —(@— Xt >cf. (4.77¢)
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Unter Beriicksichtigung von (4.77a) — (4.77¢) erhalten wir fiir die GrofBe v™ im!* aus dem
Energiesatz fiir das Plasma (4.72):

+
[oN]

e

2
2 [—60—;(1 —12A) iP5, +2a (1 312A) 64/913A5r]+

C
c? 12
+a |: _S2 /3A5 bl de4/9l Ad 4:| (478)
2
+&&|:C_;(1?;_X 2le2A)€le2/3A6p+gdl,?A€4/9l$A5r:|
X X

und fiir ém|m‘4 aus dem Energiesatz fiir das Photonengas (4.74):

3 mlt =l = gl

R4 1 c2

th [64/913A5r — 3o 5l ]
~ 2 1 02

+ a2 [— (1-dza)eroirg +3-% (1-2120) ¢ /3A5p}+
~ | 4/912A 1 Cs 12/3 A
| € Y 5r\4 — 3a 02 5p|4 (479)
~ X4 8 172 A JA4/912A lel 1 3x 2 12/3 A

+047|:—§dl,yA€/ 7 51‘ g—Q(TX—QleA)E/ 5p .

Nach Einsetzen von 11)m|m|4 aus (4.78), v ™ m aus (4.72) und ¢ 'm aus (4.74) in die Diver-

genz des Impulssatzes (4.75) fiir das Plasma ergibt sich die Schallwellengleichung fiir den
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Dichtekontrast §, der Materie:

—5m44—55[1—(1—6@2@)d53ﬁppm"1—%d(1—%§aﬁ7)&w¢A5mﬁm—

— 264(1 - gzze 2/3A> Opia — ade*’? l2A5r|4 — glﬁ (5p|4 - %5r|4)+

+ [Rl';ll + %% (3+4d)} (3i—§ele2/“5p — det? sy,

+a%ﬁEg@T%Q—2gA)£BA%+gd@A&WWwJ—

—gl%fxgippy+a&N¢Ad&}: (4.80)
== 30"+ 3 0Nn™ = ™!t - 3ag,™ 4

1 3C X4 11 1
Cmt S e Tt x |:§gmm|4—g4mm '

Fiir den Dichtekontrast 6, der Strahlung folgt die Schallwellengleichung analog unter Ver-
wendung der Gleichungen (4.76), (4.79), (4.74) und (4.72):

: 1 2 :
- 5r|4|4_% |:1_ (1 _ 13_6 &2l3> 64/9l’YA:| 5r|m|m_a Z_SZ (1 _ 6&2[3) ele/3A6p|m|m_

2 1C 12 41
—07(1—64/9l7A)5r|4—3a&§ee/3A5 |4+31 <5p|4—%5r\4)+
R.* 1a >
S 9Y 344 (4/9lA5r_ /3A5>
+[R+317(+ )|l ia°
o Xie [ s ppagmorzas 1 (g 212N ) 38, | = 4.81
+O‘7 Tg by RE€ T g m— e p| = (4.81)
= 30 "+ 0" = 0" — 3 G
1o 4 (R* .
—%aézl |m+§< |R — o 2 m :

Dabei ist in die Gleichungen (4.80) und (4.81) bisher keine Eichbedingung fiir die Metrik-
perturbationen eingesetzt worden. Im folgenden formen wir in den Schallwellengleichungen
(4.80) und (4.81) die gemischten Komponenten der gestorten Metrik g,”, d.h. die Terme
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é4m|m‘4 und §4m|m, mittels der Nebenbedingung (4.50a) aus der DeDonder-Eichung um.

Beriicksichtigen wir zusétzlich, daff ¢?/c®> < 1 gilt, kénnen wir die Schallwellengleichungen
in folgender Form angeben:

e Schallwellengleichung fiir den Dichtekontrast d, des Plasmas:
2

Cq - 2/3 A m 1 ~ 2A m
—5p|4|4__2[1—(1—6a21e2)€le/3 }5P\m‘ _§d(1_m“253>64/9l’ Orim ™~

c 3

3 2 2

Q| >

d
E (5P\4 - % 5?\4)+

R 1a >
ia A 5 12/3 A 4/912A r)
+[R+3ly(3+ d)(3 e dp — de*’" 26, )+
2
+ X5 (32 212 A ) HIBA G, + 8 dIZ ARG,
X |Lc¢ 1+ x
3 Xia Cs2 4/912A

1 1 R4 - 1
= %94 \4‘4"‘%94 |m| +4ag4 |4—a9m |4+3< | +042)944_

R4|4 - 1 362 X 1 1 .1
—( }{ +a? gmm+56—21+4x[%944|4+3ag44—a9mm},

e Schallwellengleichung fiir den Dichtekontrast ¢, des Photonengases:
2 1c
4 ~272) 4/912A m
— Orjalt =3 [1_(1—%1 17) e/ }5r|m' -
2 1 > 41
—a (1 — 64/9l7A) Orja — 30~ C—ele/3A5p|4 + - — (5p|4 - % 5r|4>+

d c?
+|

2 1 2 2
_ g X [313A64/9ZVA5r+—C—S(3LX —2[2A> ele/3A5p] = (4.83)

|4

=Y

|4

|2

+

&
Wl =
o~

2 1 2 2
(3 + 4d)] (64/9l7A(5r — 3—C—Sele/3A5p>—
c

y

X

_ 2 4 2 14 m 14 ~ 1 4 4 ~ 1 m
= 394 |4| + 304 |m‘ T 30 a 300, |4t
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Die Schallwellengleichungen (4.82) und (4.83) fiir den Dichtekontrast §, und 6, sind mit
den Differentialgleichungen (4.66) und (4.67) fiir die gestorte Metrik ¢4 und f]mm gekoppelt
und stellen die vier Wellengleichungen des selbstgravitierenden Zwei-Fliissigkeits-Systems
in konsequenter 1. Ordnung der Stérungen dar.

Da in den Schallwellengleichungen (4.82) und (4.83) die zweifache Ableitung nach der
4. Koordinate und nach den rdumlichen Koordinaten der Metrikperturbation 544 auftritt,
d.h. der D’Alembert-Operator angewandt auf §44, kénnen wir diesen mit Hilfe des zeit-
lichen Anteils der Feldgleichungen (4.67) in DeDonder-Eichung eliminieren. Auflerdem
kann das Quadrat der Expansionsgeschwindigkeit &2 und der Faktor R‘4|4 /R unter Ver-
wendung der Friedman-Gleichungen (4.23) und (4.24) durch die Hintergrunddichten Bp

und Er bzw. deren Verhéltnis d ausgedriickt werden. Nach dieser Umformung nehmen die
Schallwellengleichungen (4.82) und (4.83) folgende Gestalt an:

e die Schallwellengleichung fiir den Dichtekontrast d,:

C2
N [c_ (1= e/ 2)bppml™ + 5 det?He 5rlmm} — bpjalt~

B 3c?
ap(1- G ) e 1)

2c
+% [d ((5r|4 - % 5p\4) +a (3+4d) <Z—326562/3A5p - % de4/gl’$A(5r>] +
+$Z¢p [3%; [4(1+d)12A — (1 +2d)] P25, +
+[(1+2d) - %(1+d)l3A]de4/913A5r+3(1+2d)§44]+
+%A [32—2 (1+202A) P25, —d (1+ LI12A) /W46, — 3&,44] -
S [Gc—szz?Aelﬁ/M(s - mdzme‘l/glw“(s] +
RQ 62 e p 9 Y r
4:—2G 0 (6p +2d0,)+ (4.84)

~ X14 |8 772 A 4/912A ¢ X 2 12/3 A
+a=— [dIZ A6, + S (3 —— —2IA ) e Op—
x |27 c? 1+ x ¢

2

X c 2 1 1 3 X4 ¢l 1
iy (aesa et - rar)| - SR (e dant) =0
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e und die Schallwellengleichung fiir den Dichtekontrast 9,:

lec
— [% (1 _ 64/913A)(5r|m\m + = y 02 /3A5p|m ] — 5r|4\4_

lc
—d[(1—€4/9l3A)5r|4+33 = /3A5p\ +§é44|4:|+

1 ,
+—[§5p|4—5r4—a(3+4d)(dc 2305, 14/9’%)]

l’Y
167TG o

= S [(B+ad)gt -2 (1+ d)g,m]| -

elez/3A5p+

Ul

47TG0 52
22 % {3 [4(1+d)IZA — (1 +24d)] >

+[( +2d) — 2 (1+d)1? A] 4/9I3A5r]+

1c? ;
+§A[(1+§53A) /Ol s, — 3 3—;(1+213A) el92/3A5p—§gmm:| -

5 2 lc s m
-5 [§53A64/9M5r_ gl eBAG, +4gt — L g ]+
167G
X X|4 4/9l2A 1 52 — 2 l62/3A =
aX [ I?Ae or + d_2(3 T+ x 21; A)e dp 0

Nachdem die Schallwellengleichungen (4.84) und (4.85) fiir den Dichtekontrast §, und &,
zusammen mit den Differentialgleichungen (4.66) und (4.67) fiir die gestorte Metrik ¢,* und
émm lediglich numerisch gelost werden kénnen, gehen wir im folgenden Abschnitt mittels
einer ¢ 2-Entwicklung zum Newton-Limes der Schallwellengleichungen (4.84) und (4.85)

iiber, so daf} u.a. die Metrikperturbationen in diesen herausfallen.
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4.3 Newton-Limes der Schallwellengleichungen
Bevor wir den Newton-Limes der Schallwellengleichungen (4.84) und (4.85) fiir die Dich-

tekontraste d, und &, herleiten, schiitzen wir die g,%- und die ¢2/¢?- Terme ab.

Abschitzung der g,*- Terme

Da die Metrikstorungen 51]44 mit dem Newton-Potential verkniipft sind, folgt aus der
Poisson-Gleichung (1.5) (siehe auch Gl. (4.67)):

1 e
Gt = - 0p (0, +2d6;) . (4.86)

N

Wihlen wir fiir die Komponente g,* den Ansatz
§44 — C¢i(wt-FRE) mit kR = const. und der Amplitude C, (4.87)

so geht die Poisson-Gleichung (4.86) in

47TGO

Li2gt = =20, (6, + 2d6,) (4.88)

iiber, und fiir die Metrikperturbation §44 ergibt sich direkt:
1 g4 87TG 0

4T 22 %p

(6, + 2d0,), (4.89)

wodurch der §44-Term skalenabhéngig ist. In der Schallwellengleichung fiir die Materie
(4.84) tritt der Term [47G/c?] ng (0, + 2d4,) und in derjenigen (4.85) fiir die Strah-

lung [167G/3¢?] Z)p (6, + 2dd,) in Konkurrenz zum g,*-Term auf, so da$ der g,*-Term
vernachléssigt werden kann, falls

87TGO

252 Op < 1 (4.90)

gilt. Unter Verwendung der Ausdehnung der Fluktuationen nach (2.13) mit (2.19g) erhal-
ten wir folgende Bedingung fiir die Masse M = N - Mg:

2G
@2);/3 MZPN?? < 1 bzw. mit (2.18) N < 6.73-10"9s%2, (4.91)

Die numerische Auswertung von (4.91) zeigt, daf§ der L(1144—Term erst ab ca. 109 Mg zum
Tragen kommt.
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Die ¢2/c*-Terme

AuBlerdem betrachten wir noch die Terme, die das Quadrat des Quotienten aus der
Schallgeschwindigkeit ¢g und der Lichtgeschwindigkeit ¢ enthalten, das im isothermen Fall
(1.18b) durch

0

C _ kBTH

2 mc?

2
s

1
z(1+x) =342-10"" ; (1+ x) (4.92)

gegeben und nicht skalenabhingig ist.
Der numerische Vergleich des Quotienten (4.92) mit der Bedingung an den §44—Term
(4.91) zeigt, daB

e im Niedermassenbereich fiir Werte s < 1 beide Terme von der gleichen Gréflenord-
nung sind;

e bereits bei N = 108 der 51]44-Term schon um einen Faktor 10 grofler ist als der
Schallgeschwindigkeits- Term, wobei sich dieser Unterschied fiir zunehmende Massen
vergroflert.

Das bedeutet, daf§ beim Ubergang zum Newton-Limes der Schallwellengleichungen (4.84)
und (4.85) die ¢2/c*-Terme noch vor den g4%-Termen vernachliissigbar sind. Es ist jedoch
zu beachten, daB die ¢2/c2-Terme (und g,*-Terme) nur gegeniiber konkurrierenden Termen
von der Ordnung Eins vernachléissigt werden diirfen. Existieren diese nicht, sind die ¢2/c?-
Terme mitzunehmen.

Ubergang zum Newton- Limes

Beim Ubergang zum Newton-Limes der Schallwellengleichungen (4.84) und (4.85) fiir
den Dichtekontrast d, und 4, ist zu beachten, daf

0 0 1 R|4 1
= — = = — o = — = — 4
4T Bt d(ct) ¢ It “ R c® (4.932)
§44 =o(c™?), gl]mm =o(c™?), 51]4"‘ =o(c™?) (4.93b)

gilt, wobei die GroBenordnungen in (4.93b) fiir die Gravitationspotentiale ¢, und g,™
direkt aus den Feldgleichungen (4.66) sowie (4.67) und fiir g,™ aus der Nebenbedingung
(4.50a) folgen. Durch Einsetzen der Relationen (4.93a) in die Schallwellengleichungen
(4.84) und (4.85) und nachfolgende Multiplikation mit ¢? kénnen wir einen Groflenvergleich
der einzelnen Terme nach Ordnungen von ¢ 2 durchfiihren, wobei im Newton-Limes alle
Terme der Ordnung ¢ 2 bzw. ¢ * vernachliissigt werden. Gleichzeitig beriicksichtigen wir
im folgenden, dafl ¢; < ¢ gilt (s.0.).
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In der Schallwellengleichung (4.84) fiir den Dichtekontrast 6, werden folgende Terme
im Newton-Limes nicht beriicksichtigt:

e inder 2. Zeile der ¢2-Term und der g,* 4-Term: o (c2)

e in der 3. Zeile der ¢2d,-Term, der gegeniiber dem Term c¢? §, vernachlissigt wird,

e in der 4. Zeile der ¢2-Term: o(c ?)

e in der 6. Zeile der ¢28,- und g,*-Term, die beide gegeniiber dem Term ¢ §,
vernachléssigt werden,

e inder 7.Zeile der ¢2,-Term, der gegeniiber dem Term c¢? §, vernachlissigt wird,

e inder 9. Zeile der ¢2-Term: o(c ?)

e in der 10. Zeile der Term c26,: o (c™?)

und die Terme mit ¢2 d; 4, 9.4 ¢,™ und 544|4: o(c™).

Bei der Schallwellengleichung (4.85) fiir den Dichtekontrast ¢, werden folgende Terme ver-
nachlissigt:

e in der 2.Zeile der ¢2-Term und der g,* 4-Term: o (c2)
e in der 3. Zeile der ¢2d,-Term, der gegeniiber dem Term c¢? §, vernachlissigt wird,
e in der 4. Zeile der g,* und der g,™-Term: o (c™2)
e in der 5. Zeile der ¢2-Term: o(c™?)
e inder 7. und 8.Zeile der ¢ d,- und émm-Term, die beide gegeniiber
dem Term ¢? §, vernachliissigt werden,

e in der 10. Zeile der ¢2-Term: o (c™?).

Nach dem Weglassen der vorangehend diskutierten Terme erhalten wir die gekoppelten
Schallwellengleichungen im Newton-Limes:
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o fiir die Materiedichtefluktuationen dp:

_ [62(1 _ ele2/3A) 6p\m|m + % d62 64/9 lﬂ%Aér\m‘m] - 5P|t|t_

S

~
stabilisierende Wirkung

—« [2 Oplt + det/? A (5r\t] +

+ lﬁ [d(arﬁ — o) —a(1+44) e4/9l3A5r] +
¥ N ~ _
Term 1

471G 2
+7TTGQP[( 1+2d) -2 (1+d)0? A]de‘*/gl%
16 ¢

2 4/912A
g g dly Ao

1 2
—§Ac2d (148 2A) /05, + —

+ 47G g, (6, + 2d6,) + (4.94)

~
destabilisierende Wirkung

+8aXe y LdI2 Ae'lPHA s, =0

e und fiir die Strahlungsdichtefluktuationen §,:

2 1
C[he ey Lenag, m]

~ J/

~
stabilisierende Wirkung

—a(l- 64/9l72A) Ort+

1
+£ |:§ 5p\t - 5r|t+a8 <1 +§d) 64/9l'$A5r:|—

l’Y ~ )

~
Term 2

4
- %Gz)p [(1 +2d) — 32 (1 + d)1 A] oL 5+

1
+%A62 (1+%2A) ALY . 36 %6213A64/QI3A5r+

167G
— 0, (6, +2d5) (4.95)

-

destab1hs1erende Wirkung

— % aﬁlfAe‘L/gl?A& =0
X
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mit der Zeitableitung des Ionisationsgrades x geméfl der Saha-Gleichung (2.90):

X|t=a(X— (1+%)1/2)<g— I::T)’ (4.96)

wobei die in (4.96) auftretenden GréBen anschliefend an die Gleichung (2.90) beschrieben
sind. In den Gleichungen (4.94) und (4.95) ist gekennzeichnet, welche Terme auf die Ma-
teriedichtefluktuationen aufgrund des Strahlungsdrucks eine stabilisierende bzw. aufgrund
der Gravitation eine destabilisierende Wirkung ausiiben. Die mit Term I und 2 bezeich-
neten Reaktionsterme spielen im folgenden Kapitel eine besondere Rolle.

Zur Berechnung der gekoppelten Schallwellengleichungen (4.94) und (4.95) fiir die
Materie- und Strahlungsdichtefluktuationen im Newton-Limes sind nur die Hintergrund-
gleichungen (4.23), (4.30) und (4.31), nicht jedoch die Wellengleichungen (4.66) und (4.67)
fiir die Gravitationspotentiale 544 und émm erforderlich. Letztere zeigen lediglich, daf} die
Materie- und Strahlungsdichtefluktuationen entsprechend (4.94) und (4.95) die Quelle von
mit den Fluktuationen korrelierten Gravitationsfeldern darstellen (siehe Gl. (4.89)).

Vergleichen wir die aus der allgemein-relativistischen Theorie hergeleiteten Schallwel-
lengleichungen (4.94) und (4.95) im Newton-Limes mit denjenigen, die wir nach der New-
ton-Theorie in mit dem Hintergrund mitbewegten Koordinaten auf S. 27, Gleichungen
(1.49) und (1.50), erhalten haben, so stellen wir fest, daf die Verwendung der DeDon-
der-Eichung zum richtigen Newton-Limes fiihrt. Neben den A- und e-Termen treten
Anderungen gegeniiber der Newton-Theorie auf, die in zusitzlichen Faktoren und Sum-
manden bestehen, da die Strahlung in den Energiesidtzen im Rahmen der Newton-Theorie
nicht hinreichend genau behandelt werden kann: In den Kontinuitétsgleichungen (1.3)
und (1.4) bzw. (1.45) ist die Wechselwirkung zwischen Photonengas und Plasma nicht be-
riicksichtigt, wiahrend dies in den allgemein-relativistischen Kontinuitétsgleichungen (4.72)
und (4.74) automatisch der Fall ist.

Wird nachfolgend von allgemein-relativistischer Theorie oder allgemein-relativistischen
Gleichungen gesprochen, so beziehen wir uns grundsétzlich auf die allgemein-relativistische
Theorie oder die allgemein-relativistischen Gleichungen im Newton- Limes.

Analog zum Newtonschen Teil 16sen wir die Schallwellengleichungen (4.94) und (4.95)
fiir die Dichtefluktuationen 4, und 4, in Kapitel 5 mit Hilfe der Dispersionsrelations-
Methode als Approximationsverfahren, um die stabilen und instabilen Moden des Zwei-
Komponenten-Systems zu bestimmen. Anschlielend beriicksichtigen wir in Kapitel 6 die
Zeitabhingigkeit der Koeffizienten in den Differentialgleichungen (4.94) sowie (4.95) und
untersuchen das zeitliche Verhalten der Materie- und Strahlungsdichtefluktuationen im
Laufe der kosmischen Entwicklung von Zeiten vor der Rekombination bis zur Gegenwart.
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5 Die Dispersionsrelations- Methode

5.1 Herleitung der Dispersionsrelation

Die homogenen und linearen Differentialgleichungen fiir den Dichtekontrast ¢, (4.94) und
dr (4.95) 16sen wir im folgenden in gleicher Weise wie in Kapitel 2, indem wir eine Fourier-
Zerlegung der Dichtefluktuationen von Materie und Strahlung mit einem kontinuierlichen
Spektrum der Fourier-Transformierten A und B durchfiihren:

5p:/A(E)ei<wt—ﬁ> 4’k 5r:/B(E)ei<wt—ﬁ> d*k (5.1)

mit ¢=kR=const. und |A(k)|,|B(k)| < 1.

In dem Ansatz (5.1) bezeichnet ¢ die konstante gemessene Wellenzahl und gibt die Anzahl
der Wellen pro Koordinateneinheit an, wihrend k£ die zeitunabhingige Wellenzahl pro
Langeneinheit darstellt, so dafl wir von einer festen Anzahl an Wellen ausgehen, deren
gemessene Wellenlinge \ = 27/k durch die kosmische Expansion gestreckt wird und die
typische rdumliche Skala der Storungen bildet. Die Wellenzahl k ist mit der Masse der
Materiedichtefluktuationen gemafi Gleichung (2.13) verkniipft.

Aufgrund der Linearitéit der Differentialgleichungen (4.94) und (4.95) kénnen diese fiir
eine Fourier-Komponente gelost werden. Auflerdem rechnen wir mit nahezu konstanter
Frequenz w, d.h. wir setzen bzgl. des Weltalters ¢ langsam verédnderliche Koeffizienten in
den Schallwellengleichungen (4.94) und (4.95) voraus (siehe S. 29), so daf§ die Bedingung fiir
die Giiltigkeit der Dispersionsrelations-Methode gemif (2.5) retrospektiv zu iiberpriifen
ist (adiabatische Ndherung).

Gleichzeitig interessiert uns dieses ndherungsweise Losungsverfahren insbesondere zur
Bestimmung der instabilen Fluktuationsmoden vor und wéihrend der Rekombination, mit
denen wir analog zu Abschnitt 3.2.1 die Anfangswerte zur Diskussion der zeitlichen Ent-
wicklung der Dichtefluktuationen in Kapitel 6 festlegen. Ein Vergleich des Materiedichte-,
des Kriimmungs- und des kosmologischen Terms in den Schallwellengleichungen (4.94) und
(4.95)

4G o, 4AnG oy 28 15107 4rG o, 4mG oy z _ 300

= N — = ~ 2
Ac? Ac? s s ec?/R* ec?/R%2 s s (5.2)

mit den Werten nach W. Priester (Abschnitt 6.3.4) ¢ = 1, A = 3.28 - 107°°cm ™2 sowie
Ry = 3.39-10% cm = 3.58 - 10'%1y zeigt, dafl bis kurz nach der Rekombination sowohl der
A- als auch der e-Term gegeniiber dem Materiedichteterm vernachléssigt werden kann.
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Bestimmungsgleichungen fiir die Amplituden Aund B

Indem wir die einzelnen Moden aus den Fourier-Integralen (5.1) in die Schallwellengleichun-
gen fiir den Dichtekontrast ¢, (4.94) und 6, (4.95) im Newton-Limes bei Vernachléssigung
des kosmologischen Terms und des Kriimmungsterms geméif der Abschatzung (5.2) einset-
zen, erhalten wir zwei algebraische Gleichungen fiir die Amplituden A und B:

e die Materiegleichung:

~ 4
A [w2 —tw (Qa + —d£> — 2K’ (1 — 64&13/3) + 47rGf_)0p +

3 1
+ B [—iw (ade’4/9k2l72 - dlﬁ) -3 de k2 e R 4 Sdeﬁp— (5.3)
gl
e
(f1 + fs) + Tgpdﬁ] =

e und die Strahlungsgleichung:

B [w2 —iw (oz(l — 6—4/9k2l3) + lﬁ) -1 2k (1 - e—4/9k213)+

y
327G A
S opd — — 5pf2+f1+f3] (5-4)
2 C . _1 9279 fk2le?/3 167TGO .
+A[3lzw dcske —I——3 0,1 =0
mit den Abkiirzungen
fi=ar (1+3d)e o, (5.5a)
8!
fo= (14 2d) + 2 (14 d)R202] e (5.5b)
_ 8  Xlt;2,2 —4/9k%2
fs=3 047k I e v (5.5¢)

Dispersionsrelation

Fiir das System linearer homogener Gleichungen (5.3) und (5.4) existieren nur dann nicht-
triviale Lésungen, wenn die Determinante seiner Koeffizientenmatrix verschwindet, so dafl
wir analog zu S. 32 eine Dispersionsrelation erhalten:

w+iwrA—-wB—-iwC+ D=0, (5.6)
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in der die Koeffizienten A, B, C und D anstelle von (2.17a) — (2.17d) folgende Form besit-
Zen:

S
Il

—a(3- e—4/9k213) _ ZE (1 + 3 d) , (5.7a)

Y

B =12k (1 — 6_4/9k2l’72) + cng (1 _ e—k213/3)+

+ 2« [a(l — 674/9k2l72) + l£ (1 + 2 d)]—
g

—anGo, (1+3d=3fi) = fi = fs, (5.7b)

C =« [—% k(1 - e*4/9’“2172) — 2k (1 - e K33 674/9k2l3)+
+4WGEP[1+%C{_ (1.,.%61)6—4/916213 _ng] —2(f1 +f3)]+

+%[—cka—%d02k2+47rGEp(1+4d+%d2)], (5.7¢)

D = % cs2 Akt (1 — TR _ e_k2l62/3) — cs2 k? (f1 + f3)+

— A k? [1 — e YRy (1 + % d)]—f—
+3(1+§d)(f1+f3)—4wagp(1+§d)f2]. (5.7d)

Das i.a. komplexe Amplitudenverhiltnis r = fl/ B berechnen wir analog zur Newton-
schen Theorie entweder aus der Materiegleichung (5.3) oder der Strahlungsgleichung (5.4).

Die Dispersionsrelation (5.6) ist mit derjenigen der Newton-Theorie (2.16) struktur-
méfig identisch, so dafl wir das Losungsverfahren aus Kapitel 2 direkt {ibernehmen und
uns entsprechend kurz fassen konnen. Anstelle der Koeffizienten A, B, C und D nach
(2.17a) — (2.17d) sind im weiteren lediglich diejenigen nach der allgemein-relativistischen
Theorie (5.7a) — (5.7d) einzusetzen.
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Mit dem Ansatz (2.23) fiir die komplexe Frequenz w erhalten wir aus der Dispersions-
relation (5.6) die Realteilgleichung (2.32a) und die Imaginérteilgleichung (2.32b) allerdings
mit den Koeffizienten nach (5.7a) — (5.7d), wobei aufgrund letzterer nicht-schwingende und
schwingende Moden zu unterscheiden sind.

Analytisch gewinnen wir die Losungen der Dispersionsrelation (5.6) fiir Zeiten bis kurz
nach der Rekombination

e im nicht-schwingenden Fall mit Hilfe des Cardanschen Verfahrens, wie auf S. 40 ff.
dargestellt ist, und

e im schwingenden Fall, indem wir die Realteilgleichung (2.32a) entsprechend S. 50 ff.
faktorisieren.

Nachfolgend diskutieren wir die Losungen der Dispersionsrelation (5.6) im allgemein-
relativistischen Fall und vergleichen diese mit den Resultaten aus der Newtonschen Theorie.

5.2 Diskussion der Dispersionsrelation

Bei der numerischen Auswertung verwenden wir fiir die heutige Materiedichte und Tem-
peratur des Hintergrunds die Werte (1.37). Die z- Abhéngigkeit der in den Koeffizienten
(5.7a) — (5.7d) auftretenden Groflen ist entsprechend (2.19a) — (2.19g) gegeben. Weiterhin
beriicksichtigen wir folgende Punkte:

e In die freien Wegldngen [, (1.9a) sowie [, (1.9b) und die Schallgeschwindigkeit cq
(1.18b) bzw. (1.18a) bauen wir von vornherein den Ionisationsgrad x geméf der Saha-
Gleichung (2.90) ein, was im Newtonschen Teil dem Abschnitt 2.2.4 entspricht.

e Bis zur Wasserstoffrekombination behandeln wir das Plasma im Gegensatz zum New-
tonschen Teil isotherm und wéhlen somit die isotherme Schallgeschwindigkeit (1.18b),
da die Elektronen bis zur Rekombination in das riesige Warmebad der Photonen ein-
gebettet sind, wobei die Anzahl der Photonen zu derjenigen der Elektronen etwa
6 - 10° betriigt (siche Annex E.2.2).

e Nach der Rekombination kiihlt die Materie adiabatisch schneller ab als die Strah-
lung. Dieser Tatsache tragen wir entsprechend Gleichung (2.65) Rechnung und ge-
hen gleichzeitig zu der Schallgeschwindigkeit fiir die freie adiabatische Wasserstoft-
Schallwelle (1.18a) iiber.

Nachdem sich insbesondere bei den nicht-schwingenden Moden das Vorzeichen der
Diskriminante D; (2.41b) auf die Anzahl der reellen Losungen und die damit verbundenen
Losungsbereiche der Gleichung 4. Grades (2.33) fiir die "Frequenz’ b auswirkt, diskutieren
wir zunéchst die Diskriminante.
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. Anzahl der . Vorzeichen der
s-Bereich Nullstellen Massenbereich Diskriminante D1

1.17 < s £1.201 3 0< M < M, D; <0
My < M < M, D1 >0

M, < M < My D{ <0

My < M D1 >0

1.201 < s £1.256 5 0< M < M, D <0
My < M < M; D; >0

M, < M < My D; <0

My < M < Ms D >0

My < M < My D <0

My < M D1 >0

1.256 < s < 1.339 4 0< M < M, Dy <0
My < M < M, D1 >0

M, < M < My D; <0

My < M < M3 D >0

M3y < M D1 <0

1.339 < s £1.659 3 0< M < M, D; <0
My < M < M, Dy >0

M < M < My D <0

My < M D1 >0

1.659 < s 2 0< M < M, D; <0
My < M < M, Dy >0

My < M D1 <0

Tab. 5.1: Vorzeichen der Diskriminante D; in Abhangigkeit von der Masse M und vom Zeitparameter
s. Der Zusammenhang zwischen dem Vorzeichen der Diskriminante D1 und der Anzahl der reel-
len/komplexen Wurzeln der Gleichung 4. Grades ist in Tab. 2.1 dargestellt. Die Massenwerte werden
im folgenden angegeben.

Die Diskriminante

Aus Tab. 2.1 ist zu entnehmen, welche Losungen die Gleichung 4. Grades (2.33) fiir die
'Frequenz’ b abhingig vom Vorzeichen der Diskriminante D; (2.41b) besitzt.

Fiir s < 1.06 ist die Diskriminante D; im allgemein-relativistischen Fall, d.h. bei Ver-
wendung der Koeffizienten A, B, C und D nach (5.7a) — (5.7d), im gesamten Massenbereich
positiv, so dafl die Gleichung (2.33) zwei reelle Losungen besitzt und im Gegensatz zum



144 5 DIE DISPERSIONSRELATIONS - METHODE

Newtonschen Fall die Losungsbereiche nicht zu unterscheiden sind. Um abzukliren, welche
Terme verhindern, dafl bei der Diskriminante im Hochmassenbereich Nullstellen auftreten,
ist die Wirkung der im Vergleich zur Newton-Theorie zusétzlichen Terme in den Schall-
wellengleichungen (4.94) und (4.95) untersucht worden: Die in den Gleichungen (4.94) und
(4.95) mit Term 1 und Term 2 gekennzeichneten Terme halten die Diskriminante positiv.
Es sind Reaktionsterme, die ihren Ursprung in dem Staudruckterm besitzen und von der
korrekten Beschreibung der Strahlung in den Energieerhaltungssitzen (4.72) und (4.74)
herriihren.

In gleicher Weise wie im Newtonschen Fall wird die Diskriminante fiir s > 1.06 im
Niedermassenbereich negativ; die Nullstelle M, fillt fiir alle s-Werte mit derjenigen aus
der Newton-Rechnung zusammen.

Auflerdem #ndert die Diskriminante D; ab s > 1.17 ihr Verhalten im Hochmassen-
bereich: in dem Ubergangsbereich 1.17 < s < 1.66 treten abhingig vom s-Wert bis
zu vier Nullstellen M; (j = 1...4) auf, was in Tab.5.1 dargestellt ist. Dies ist darauf
zuriickzufiihren, dafl die bereits erwdhnten Terme 1 und 2 in den Schallwellengleichungen
(4.94) und (4.95) umgekehrt proportional zur freien Weglénge [, sind und folglich deren
Wirkung fiir abfallenden Ionisationsgrad x stark abnimmt.

Fiir s > 1.66 besitzt die Diskriminante wie nach der Newtonschen Theorie neben der
Nullstelle im Niedermassenbereich eine Nullstelle im Hochmassenbereich.

Nachfolgend betrachten wir insbesondere die nicht-schwingenden Moden, da aus Teil
I, Kapitel 2, bekannt ist, daf bei diesen die Massengrenzen fiir Galaxien auftreten und der
instabile Massenbereich nach der Rekombination erhalten bleibt.2

5.2.1 Die nicht-schwingenden Moden

Abhéngig vom s-Wert vergleichen wir im folgenden die Losungen b; bis b4 (2.43a) — (2.43d)
der Dispersionsrelation (5.6) fiir verschwindende Frequenz a mit denjenigen aus dem New-
tonschen Teil. Wie dort sind diese Moden entweder rein akustisch oder rein optisch.

Moden bis zur Rekombination

Bis zur Rekombination ist die Diskriminante D; im gesamten Massenbereich positiv, so
dal im allgemein-relativistischen Fall lediglich die Moden b; und b, existieren, deren Ver-
lauf qualitativ in Abb.5.1 gezeigt ist und demjenigen in Abb.2.2 entspricht. Auflerdem
tritt kein mafigeblicher Unterschied beim Vergleich der in Abb.5.2 und Abb. 2.3 qualitativ
dargestellten Amplitudenverhéltnisse r; und ry auf. Zu beachten ist, dafl die Zahlenwerte
in Abb. 2.2 und Abb. 2.3 unter Voraussetzung vollstéindiger Ionisation angegeben sind.

20Die numerische Auswertung erfolgt mit dem Computer- Algebra-Programm Mathematica.
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Abb.5.1: Qualitativer Verlauf der Losungen Abb.5.2: Qualitativer Verlauf des Ampli-
b1 und be in Abhangigkeit von der Masse tudenverhaltnisses r der Moden by und by
lg N fiir s < 1.06 im Fall der nicht-schwin- (Abb.5.1) in Abhangigkeit von der Masse
genden Moden (N = M/Mg; +: akusti- lg N fiir s < 1.06; die Werte fiir die Ampli-
sche Moden; —: optische Moden). tude im Niedermassenbereich beziehen sich

auf die untere Stabilitatsgrenze.

Die Mode by

Bei der optischen Mode b; treten weder bei den Relaxationszeiten 71 (Abb. 5.3) noch beim
Amplitudenverhltnis 7; Anderungen zu Kapitel 2.2.4 auf.

Die Mode by

Der Phaseniibergang von einer optischen zu einer akustischen Mode im Niedermassenbe-
reich verschiebt sich um einen Faktor 1/2 zu kleineren Massenwerten hin, d.h. bei s = 1
von 3.98 - 10° M zu 1.99 - 10° M.

Weiterhin dndern sich leicht die Werte fiir die Stabilitdtsgrenzen: Da die untere Stabi-

litdtsgrenze eine Folge der Gravitation ist und die zur Newton-Theorie zusétzlichen Terme
in den Schallwellengleichungen (4.94) und (4.95) von der Strahlung herriihren, erhalten wir
zundchst nach beiden Theorien die gleichen Untergrenzen. Allerdings wirkt sich der Wert
der Schallgeschwindigkeit auf die Lage der unteren Stabilitéts/Instabilitétsgrenze aus. Die-
se wird bei Verwendung der isothermen anstelle der adiabatischen Schallgeschwindigkeit
zu etwas geringeren Massen hin verschoben, was in Tab. 5.2 aufgefiihrt ist.
Dagegen spielt der Wert der Schallgeschwindigkeit ¢ bei der Obergrenze keine Rolle. Je-
doch verschiebt sich die obere Instabilitits/Stabilitdtsgrenze bei der allgemein-relativisti-
schen Rechnung zu geringfiigig htheren Massen (Tab.5.2), da diese durch den Strahlungs-
druck bedingt wird, der in der Newton-Rechnung nicht ganz korrekt eingebaut ist (siehe
Bemerkung S. 138).
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Untergrenze [ Mg | Obergrenze | Mg |
Newtonsche und relativistische Behandlung | isotherme Schallgeschwindigkeit
isotherme adiabatische Newtonsche relativistische
s~ Wert Schallgeschwindigkeit Schallgeschwindigkeit Behandlung
0.5 3.37- 108 6.87 - 109 6.46 - 10° 9.86 - 10°
0.8 3.41-10° 7.32-10° 1.47 - 10" 2.23- 10"
1.0 2.33-10° 5.01 - 10° 3.89-10'? 5.80 - 102

Tab. 5.2: Die untere Stabilitatsgrenze fiir isotherme und adiabatische Schallgeschwindigkeit sowie die
obere Stabilitatsgrenze bei Newtonscher und allgemein-relativistischer Behandlung fiir s = 0.5,0.8, 1.

Aufgrund der Vergrofierung des Instabilitéitsbereichs (Abb. 5.4) verschiebt sich dement-
sprechend die Lage des Minimums der Lésung b,: bei s = 0.5 von 1.58 - 10° My zu
3.16 - 10° Mg und bei s = 1 von 10'' Mg zu 10'2Mg. Jedoch wird die Relaxationszeit
| 72| nicht veriindert und betréigt im Instabilititsbereich weiterhin ca. 10 a.

In Abb.5.5 ist das Instabilitédtstal der Mode by in Abhingigkeit von der Masse 1g N
und dem Zeitparameter s veranschaulicht. Zusétzlich zeigt Abb. 5.6 das Instabilitatstal,
wenn der hydrostatische Druck p£}37 des Plasmas auf das Photonengas nicht beriicksichtigt
wird, bei dem die obere und untere Stabilititsgrenze fiir s = 0.169 (z = 8166) bzw. fiir ein
Weltalter von ¢ = 1.49 - 10* a zusammenfallen. Wie bereits in Abschnitt 2.2.1 ausgefiihrt,

7 [10% a] b [10717 /sec]
A
23 1
22
-05
21
-1
2
-15
19 ,
18 Y
‘ ‘ ‘ g N
5 10 15 0 ° -3

Abb.5.4: Der Instabilitatsbereich der Mode
bo in Abhangigkeit von der Masse Ig N fiir
s=0.5und s =1.

Abb.5.3: Die Relaxationszeit 71 in Abhan-
gigkeit von der Masse Ig N fiir s = 1.
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Abb.5.5: Das Instabilitatstal der Mode Abb.5.6: Das Instabilitatstal der Mode
by [10717/sec] in Abhingigkeit von der Mas- by [10717 /sec] in Abhingigkeit von der Mas-
se Ilg N und dem Zeitparameter s fiur 0.1 < se Ilg N und dem Zeitparameter s fir 0.1 <
s < 1. s <1 mit peyy = 0.

bewirkt der Druck p((fi)% daf} die untere Massengrenze kleiner als die Jeans-Masse M; und

mit der oberen Massengrenze niemals identisch wird. Allerdings werden instabile Massen
mit M < M; im Laufe der Zeit stabil und folglich zeigt Abb. 5.6 das Tal, innerhalb dessen
die Massen liegen, die mit der Zeit zunehmende Instabilitdt besitzen. Die Galaxienentste-
hung kann bei z = 8166 geringfiigig frither als im Newtonschen Fall einsetzen, bei dem der
fritheste Zeitpunkt bei z = 7605 bzw. einem Weltalter von ¢ = 1.70 - 10* a gelegen hat.

Beim Amplitudenverhltnis r, tritt ausschlieBlich im Hochmassenbereich eine Anderung
auf: fiir s = 1 betrigt dieses bei 10'° M, statt 0.75 jetzt 3.32, so dafi nach der allgemein-
relativistischen Rechnung die Materiedichtefluktuationen stiarker angeregt sind als diejeni-
gen der Strahlung und es damit fraglich ist, ob ein beobachtbarer Einfluf} auf die Daten
der Hintergrundstrahlung auftritt.?

Abschlieflend stellen wir die Bedingung fiir die Giiltigkeit der Dispersionsrelations-
Methode, die entsprechend Gleichung (2.45) berechnet worden ist, in Abhéngigkeit vom
Zeitparameter s unter Verwendung der Mode b; sowie by in Abb. 5.7 fiir 3.16 - 107 M und
10° Mg und in Abb. 5.8 fiir 10* Mg und 102 My dar. Bei der Mode b; ist die Bedingung
fiir alle Massenwerte wie im Newtonschen Teil leicht verletzt, wihrend diese bei der Mode
b, abgesehen von den Instabilitiitsgrenzen fiir Massen M < 102 Mg gut erfiillt ist.

21Mit dem Strahlungsdichtekontrast ist eine Temperaturfluktuation entsprechend §, = 4 AT/T ver-
kniipft. Nach der allgemein-relativistischen Theorie entsteht ein zweiter Beitrag infolge der Rotverschie-
bung aus der Anderung des Gravitationspotentials gemifl AT/T = 94 /2 (siehe Gl. (4.89)).
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Abb.5.7: Darstellung der Bedingung fiir die Abb.5.8: Darstellung der Bedingung fiir die
Gliltigkeit der Dispersionsrelations-Methode Gliltigkeit der Dispersionsrelations-Methode
fiir die Mode b; sowie by und 3.16 - 107 Mg fiir die Mode b; sowie by und 10* Mg, (ge-
(gepunktet) sowie 10° Mg, (fett). punktet) sowie 10!2 Mg, (fett).

Moden wahrend und nach vollstandiger Rekombination

Im Newtonschen Fall sind die nicht-schwingenden Moden wihrend der Rekombination in
Abschnitt 2.2.4 und die Ara danach in Abschnitt 2.2.3 diskutiert, die bei s ~ 2 einsetzt,
wenn der Ionisationsgrad y auf nahezu Null abfillt.

Wenn ab s > 1.06 im Niedermassenbereich die Nullstelle M, der Diskriminante D,
auftritt, existiert fiir M < M, in gleicher Weise wie nach der Newton-Theorie keine reelle
Wurzel der Gleichung 4. Grades (2.33) fiir die ’Frequenz’ b. Im Hochmassenbereich besitzt
die Diskriminante D; fiir 1.17 < s < 1.66 bis zu vier Nullstellen (Tab.5.1), die jedoch bei
Massenwerten in der Nihe von 10 M, liegen, so daf nach der Abschitzung auf S. 134
die 51744—Terme nicht mehr vernachléssigbar sind. Deshalb ist es kritisch, iiber die Relaxa-
tionszeiten und Amplitudenverhéltnisse der Moden b3 und b4, die in Massenbereichen mit
D; < 0 reell werden, eine Aussage zu treffen bzw. sind diese mit Vorsicht zu genieflen.

Im folgenden diskutieren wir abhéngig von den in Tab. 5.1 aufgefiihrten s-Bereichen die
Moden b, bis by, wobei wir jeweils einen Wert s, herausgreifen, auf den sich die numerischen
Angaben beziehen.

Der Bereich 1 < s< 1.17 - 85, =1.15

In diesem Bereich existieren die optische Mode b; mit Zerfallszeiten von 7, ~ 5 - 10* a und
die Mode by, wobei sich der Instabilititsbereich auf 2.22 - 106 My < M < 1.57 - 10" Mg,
vergroéfert hat (Abb.5.9) und die Wachstumszeit || auf ca. 6.6 - 107 a gefallen ist.
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Der Bereich 1.17 < s < 1.201 - Sm =1.186

Ab s > 1.17 besitzt die Diskriminante D; neben der Nullstelle My = 2.63 - 10> My im
Niedermassenbereich zwei weitere Nullstellen im Hochmassenbereich: M; = 7.38 - 10! M,
und M, = 2.41 - 101° M.

In Analogie zur Newton-Theorie existiert fiir M < M, keine reelle Losung der Glei-
chung (2.33) fiir die ’Frequenz’ b. Fiir My, < M treten die optische Mode b; und die
Mode by auf, wobei fiir s > 1.17 die obere Stabilititsgrenze wegféllt, da nach der Rekom-
bination aufgrund der fehlenden Thomson-Streuung der Photonen an den Elektronen der
Strahlungsdruck wegfillt.

Im Hochmassenbereich My < M < Mj entspringen die Wurzeln b3 und b4 bei M = M,
wie im Newtonschen Fall aus einer Bifurkation (Abb.5.10). Die Mode b ist zunichst
optisch und wird bei M = 5.62 - 10'® M akustisch, wobei das Amplitudenverhiltnis
—2.49 < r < 1.44 und die Relaxationszeit ca. 5 - 10°a betriigt. Dagegen ist die Mode
by optisch mit —2.57 < 7 < —1.95 und wird bei M = 8.42 - 10*® M, instabil mit Relaxati-
onszeiten um 10° a.

Der Bereich 1.17 < s < 1.201 - Sy =1.23

In diesem schmalen s-Bereich treten neben der Nullstelle My = 2.36 - 10* M, weitere
vier Nullstellen der Diskriminante D; im Hochmassenbereich auf: M; = 1.63 - 10*® M,
My =2.49-10¥ My, My = 3.57- 102 M, und M, = 6.99 - 10%! M.

Aus Tab. 5.1 ist zu entnehmen, in welchen Massenbereichen die Diskriminante D, klei-
ner als Null wird: fir M < M, gibt es keine reelle Wurzel der Gleichung (2.33) und in den
Bereichen M; < M < M, sowie M3 < M < M, existieren die vier Moden, wahrend fiir
My < M < My, My < M < M3 und M, < M nur die Lésungen b; und by reell sind.

b [10716 /sec] b [10 1 /sec]
A Iy
\ ‘ ‘ ‘ ‘ | 1gN
8 10 12 14 16 & 6
2 4
-4 (+) 2
-6 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ > lgN
18 1825 185 1875 19 9.25
Abb.5.9: Der Instabilitatsbereich der Mode Abb.5.10: Die Moden b3 und b4 in Abhan-
bs in Abhangigkeit von der Masse 1g N bei gigkeit von der Masse lg N bei s = 1.186.

s =1.15.
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Der Bereich 1.256 < s<1.339 - s,=1.3

Die Nullstellen der Diskriminante D; liegen bei My = 1.47-10° My, M; = 3.30-10'® M,
My = 7.46 - 10" Mg und M; = 4.35 - 102 M.

Fir M < M, gibt es keine reelle Losung. Im Bereich M > M, existieren die optische
Mode b; und die Mode b, die fiir M > 1.75 - 105 M, instabil wird. Gleichzeitig fallt der
Phaseniibergang der Mode by von optisch nach akustisch im Niedermassenbereich weg.

Zusétzlich kommen die Moden b3 und by im Bereich M; < M < My und M3 < M
hinzu. In Abb.5.11 sind die Moden b3 und b, im Bereich M; < M < M, dargestellt,
die aus einer Bifurkation entspringen und Relaxationszeiten |73| ~ 10°a und |74| ~ 10%a
besitzen. Fiir M > 10'" My wird die Mode b, instabil (vgl. Abb. 5.11).

Der Bereich 1.339 < s < 1.659 — sm =15

Fiir s = 1.5 liegen die drei Nullstellen der Diskriminante bei M, = 2.65 - 10° Mg,
M; = 8.38-10'8 My und M, = 4.95-10% M, wobei fiir M > M, zuséitzlich zu den Moden
by und by im Bereich M; < M < M, die Moden b3 und b4 existieren.

Der Bereich 1.659 <s — 8Spn =2

Hier treten wie im Newtonschen Fall die Nullstelle My = 2.07 - 105 M im Niedermas-
senbereich und M; = 2.16 - 10'® M, im Hochmassenbereich auf.

Im Bereich M < M), existiert keine nicht-schwingende Mode. Bei M = M, entspringen
die Moden b; und by und bei M = M; die Moden b3 und b, aus einer Bifurkation (Abb. 5.12).

b [10~ /sec] b[101 /sec]
A
4 25] by
3 2 (+)
15 b3
1 0 K
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ — > IgN 5 NF5_ 10 125 15 175 2 ~blgN
186 188 19 192 194 196 198 .05 ) (=) ba
Abb.5.11: Die Moden b3 und by in Abhan- Abb.5.12: Die Moden b; bis by in Abhan-

gigkeit von der Masse Ig N bei s = 1.3. gigkeit von der Masse Ig N bei s = 2.
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Wie in Abschnitt 2.2.3 ist sowohl die Mode b; als auch by akustisch mit identischem Am-
plitudenverhiltnis, wobei fiir die Amplituden im mittleren Massenbereich A > B gilt, so
dafl die Materiedichtefluktuationen stark angeregt sind. Die Moden b; und b, unterscheiden
sich nur im Zeitverhalten, wobei die Relaxationszeiten bei |71 | &~ 10%a und |7, | ~ 107 a lie-
gen. Dagegen sind die Moden b3 und b4 optisch mit nahezu gleichem Amplitudenverhéltnis
von ca. —3.

Nach der Rekombination, wenn sich der Strahlungsdruck nicht mehr auswirkt, fallen
die Losungen der Gleichung 4. Grades (2.33) fiir die 'Frequenz’ b nach der Newtonschen
und der allgemein-relativistischen Theorie zusammen.

5.2.2 Die schwingenden Moden

Im Vergleich zur Newtonschen Auswertung treten bei den schwingenden Moden fiir s < 1
einige Anderungen auf.

Moden bis zur Rekombination

Nachdem die Diskriminante keine Nullstelle besitzt, ist keine Aufspaltung des Losungsbe-
reichs erforderlich. Im gesamten Massenbereich existiert lediglich die vollstindige Losung
(az,by), wobei die 'Frequenz’ b, bei s = 1 in dem Massenbereich 7.41 - 1012 M, < M <
5.89-10'° My und 1.32-10'" My < M negative Werte annimmt (Abb.5.13), d.h. die Mode
schaukelt sich auf.

Im Minimum von b, des erstgenannten Instabilitétsbereichs liegt die Relaxationszeit |7 |
bei ca. 7.8-10° a, wihrend die Periode T, = 1.7-10%a betriigt, so dafl wie im Newtonschen
Fall T < | 12| gilt (S. 55) und die Mode sich nur langsam aufschaukelt.

Dagegen liegt in dem instabilen Massenbereich M > 1017 M, die Periode T, um ca. 20%
iiber der Wachstumszeit |73 |, so daf wir hier von einem quasi-instabilen Bereich sprechen
kénnen (siehe S. 35), den wir mit der Void-Struktur in Verbindung bringen. Diese zunéchst
schwingende Mode wird zur Zeit der Rekombination eingefroren und bleibt nach der Re-
kombination instabil. Aus

1 M 1/3
M=0,223 - An = — (—) (5.8)
R\ Opy

berechnet sich die heutige Ausdehnung \; der Voids fiir M = 8 - 10" Mg, zu
A =nzr =2-10"cm =2-10%1y, (5.9)

was ganz gut zu der von W. Priester et al. [69] angegebenen Grofle pafit. Bei Wahl der De-
Donder-Eichung kénnen Strahlungsperturbationen nicht durch den Einflufl der Eigengra-
vitation anwachsen, sondern werden unabhingig von ihrer rdumlichen Ausdehnung durch
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den Strahlungsdruck stabilisiert, was B. Rose in [75] betrachtet hat. Diese Argumenta-
tion ist u.a. in [40] dargestellt und geht auf O. Klein [44] zuriick, der zeigen konnte, daf3
Lichtsterne nicht existieren.

Der Betrag des Amplitudenverhéltnisses |ro | steigt bis etwa 10" M langsam von 2:10 4
auf 1 und anschlieend bis 10%° M, stiirker auf 3.1 an, so daf§ im niederen und mittleren
Massenbereich die Strahlungsdichtefluktuationen stirker angeregt sind als diejenigen der
Materie. Bei einer Phase von —90° < ¢ < 122° handelt es sich eher um eine akustische als
um eine optische Mode.

Ahnlich wie nach der Newton-Theorie nimmt die Phasengeschwindigkeit Vpn = a2/k
fiir s = 1 bis 108 My den Wert derjenigen des freien Photonengases an, so dafi nach den
Bedingungen (2.58a) und (2.58b) fiir die Amplituden

A<107° und B« 0.1 (5.10)

gelten sollte, was mit dem Betrag des Amplitudenverhéltnisses vertraglich ist.

Moden wahrend und nach der Rekombination

Wenn fiir s > 1.06 die Nullstelle M, der Diskriminante im Niedermassenbereich auftritt,
existieren fiir M < M, wie im Newtonschen Teil anstelle der Losung (as, bo) die Losungen
(as,bs) und (ag, bg), wobei fiir M = M, die Losung b; an bs und by an bg anschliefit. Bei
den Perioden T und den Relaxationszeiten 7 treten keine Anderungen zu Abschnitt 2.2.3
und 2.2.4 auf.

b [10712 /sec] b {107 /sec]
1 1]
‘ T > lgN |
3 14 15716 17\18 19 20 .
el b
- 001 I by
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10 ! —A/4
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-003 be !
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004 5 10 15 20 &
Abb.5.13: Der Instabilitatsbereich der Lo- Abb.5.14: Die Lésungen by, by, bs und bg
sung by in Abhangigkeit von der Masse Ig N in Abhangigkeit von der Masse Ig N bei s =

bei s = 1. 1.7 mit My = 2.34 - 10° M.
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Abschlieflend sind in Abb.5.14 die Lésungen by, b, bs und bg zusammen mit der Ge-
raden —A/4 fiir s = 1.7 dargestellt: es handelt sich um leicht gedimpfte Moden mit
7 > T. Vollstindige Losungen der Dispersionsrelation (5.6) bilden jedoch lediglich die
Moden (as, bs) und (ag, bg) fiir M < My und die Mode (a9, bo) fiir My < M, nicht dagegen
die Losung (aq, b1), da die Frequenz a; komplex ist.
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6 Zeitliche Entwicklung der Materie- und Strahlungs-
dichtefluktuationen

Da die in Kapitel 5 durchgefiihrte Dispersionsrelation-Methode aufgrund der kosmischen
Expansion lediglich ein adiabatisches Approximationsverfahren zur Losung der Schallwel-
lengleichungen im Newton-Limes (4.94) und (4.95) fiir die Dichtekontraste §, und §, dar-
stellt, untersuchen wir in diesem Kapitel entsprechend Kapitel 3 die zeitliche Entwicklung
der Dichtekontraste d,, der Materie und d, der Strahlung von Zeiten vor der Rekombination
bis zur Gegenwart.

6.1 Herleitung der Differentialgleichungen fiir die Amplituden
der Dichtefluktuationen

Analog zu Abschnitt 3.1 erhalten wir das zeitliche Verhalten der Materie- und Strahlungs-
dichtefluktuationen, indem wir fiir die einzelnen Fluktuationen

o = f(t) e~ RET ynd g, = g(t)e_iREj mit Rk = const. (6.1)

ansetzen, wobei gem#f (3.1) fiir die Amplituden f(¢) und g(¢) | f|,|g| < 1 gilt und diese
das zeitliche Verhalten des Dichtekontrasts d,, bzw. d, beschreiben. Die Wellenzahl £ = \E \
ist gem&f (1.48) definiert und mit der Masse der Materiedichtefluktuationen iiber (2.13)
verkniipft.

Nach Einsetzen des Ansatzes (6.1) fiir die Dichtekontraste §, und 4, in die Schallwel-
lengleichungen (4.94) und (4.95) ergeben sich folgende gekoppelte lineare Differentialglei-
chungen 2. Ordnung:

e fiir die Amplitude f(t) der Materiedichtefluktuationen ("= 2):

f.+2af—|-ade’4/glv2kzg—dl£(g— %f)-i—
v

+c2 k% (1 — e’lgk2/3)f + 3 dc?k2e 491K g 4 adZ (1 + 3 d) e 4Ok g

l’Y
4 G 271.2
——7; 0y [(1 +2d) + 2 (1+ d)k?lﬂ de LK g4 (6.2)
_ 16 ¢ _
+3AC (1= ITR) de P g+ 5 S P dITE e gt

+ga§dl3k264/9l$k29 —47G o, (f +2dg) =0
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e und fiir die Amplitude g(¢) der Strahlungsdichtefluktuationen:

F7-9)-

g+a(l- 6’4/913’“2)9 -
v

1
TR (1= e ) g4 SRR B f a0 (14§ d) e R g

d 1
4G
+7rT o) [(1 +2d) + 2 (14 d) R 13] =LK g (6.3)
_ 212 16 ¢ _ 21.2
—%AC2(1 . 19—61,31412) e 4/915k g — Eﬁczlfkje 4/915k g—
167TGO

8 C\fz k'2 l,? 674/9l,y2k2g -

S o, (f+2dg) =0.

3

Da wir die Koeffizienten in den Gleichungen (6.2) und (6.3) als Funktion der Rotverschie-
bung z kennen, gehen wir im folgenden analog zu Abschnitt 3.1 von den Differentialglei-
chungen (6.2) und (6.3) in Abhéingigkeit von der Zeit ¢ zu denjenigen in Abhéingigkeit von
der Rotverschiebung z iiber. Die zeitliche Ableitung der Rotverschiebung z lautet unter
Verwendung der Gleichung (3.5) sowie der Friedman-Gleichung (4.23) und dem heutigen
Weltalter ¢;; ohne Beriicksichtigung der Strahlungsdichte nach (3.5a):

1/2
@_ _ 41 522/
dt 9 2

%: —zaf
6.5
d2—f—z2a2f"+za2f'+f' 22—4(3—i-4d z)—g—CZ,z?’ o
- H I
dt? 912 R2

wobei wir gegeniiber den Ausdriicken (3.6) und (3.7) die Expansionsgeschwindigkeit o
aufgrund des A- und e-Terms nachfolgend stehen lassen. Setzen wir die Relationen (6.5)
und die z- Abhéngigkeit der Koeffizienten gemafl (2.19a) — (2.19g) in die Gleichungen (6.2)
und (6.3) ein und verwenden wir wie auf S. 84f. den Zeitparameter s (2.18), so ergeben
sich folgende Differentialgleichungen



6.1 Differentialgleichungen fiir die Amplituden der Dichtefluktuationen

o fiir die Amplitude f(s) (' = 5;):
72 e 134602 2213 Ad 4 & 2.9 2,4 44
sta” f' + f sa—sgt—Q(s-i- HzR)-I-sﬁczR—i-sang g
H H YH

4/q ,4 &
[s 0 dy 2 e Pl /9% 82az§dH—]+

I
a $6/3 5 21
+f[8 R SH — e kl-zllezH 6/3 %)—52§t—223R:|+
H
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st
9t2 dH [(8+2d ZR) _2 (5+deR) kHl72Hz4]+
H
16 ¢
+LAPdy 25 (1 — B k212, 34)+§ﬁc dy kszH—Jr
8 2 X —4k212.51/9 24 41
+§O! sz ]le,yHX)e H yH / R—gt—QdZS =0

e und fiir die Amplitude g(s):

21
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H
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mit x’ der Ableitung des Tonisationsgrades x (2.90) nach dem Parameter s:

-1
0 4 3 e
=R =iy (2o ) (69
8 * kaTuza

und « der Expansionsgeschwindigkeit entsprechend der Friedman-Gleichung (4.23).

Zur numerischen Integration des gekoppelten Differentialgleichungssystems (6.6) und
(6.7) mit zwei Gleichungen 2. Ordnung fiir die Amplituden f und g der Dichtefluktuationen
in FORTRAN gehen wir analog zu Abschnitt 3.2.2 zu einem Differentialgleichungssystem
mit vier Gleichungen 1. Ordnung iiber und verwenden in Hinblick auf die geringste Rechen-
zeit die NAG-Routine DO2BAF (siehe S. 92f.).

Die Anfangswerte der Funktionen f, f’, ¢ und ¢’ berechnen wir wiederum, wie in Ab-
schnitt 3.2.1 angegeben, mit Hilfe der Dispersionsrelations-Methode. Da auch nach der
allgemein-relativistischen Rechnung bei der Mode by der Instabilitéitsbereich fiir Galaxien
(Abschnitt 5.2) auftritt, wihlen wir im folgenden diese Mode zur Berechnung der Anfangs-
werte gem#f (3.43) im phasigen Fall und (3.44) im gegenphasigen Fall.

Als numerische Werte fiir die heutigen Grofien in den Differentialgleichungen (6.6) und
(6.7) setzen wir die Werte (1.37) und (2.19a) — (2.19g) ein, wobei wir bis zur Rekombina-
tion die isotherme Schallgeschwindigkeit c¢s (1.18b) verwenden (siehe S. 142). Weiterhin
beriicksichtigen wir den Ionisationsgrad x geméfl der Saha-Gleichung (2.90) und nach der
Rekombination sowohl die adiabatische Abkiihlung der Materie entsprechend (2.65) als
auch die adiabatische Schallgeschwindigkeit ¢g (1.18a).

Um einen Vergleich mit der Newtonschen Theorie herstellen zu kénnen, untersuchen wir
zunéichst die Materie- und Strahlungsdichtefluktuationen im Fall verschwindender kosmo-
logischer Konstante A und verschwindender Kriimmung (¢ = 0) bis zu einem Zeitpunkt,
zu dem die Wasserstoffrekombination abgeschlossen ist. Gleichzeitig betrachten wir das
Verhalten der Strahlungsdichtefluktuationen in der N&he des Anfangswerts, was bei der
Newtonschen Behandlung offen blieb (siehe S. 95 ff.).

Zur Bestimmung der Entwicklung der Dichteinstabilitdten bis zur Gegenwart, die maf-
geblich von den gewihlten kosmologischen Parametern A und ¢ abhingen diirfte, inte-
grieren wir das Differentialgleichungssystem (6.6) und (6.7) in Abschnitt 6.3 fiir vier ver-
schiedene kosmologische Modelle bis minimal iiber den Wert s = 1380 hinaus, der einer
Rotverschiebung von z = 1 und damit der Gegenwart entspricht. Genaugenommen gilt
nach Gleichung (1.35)

2= Zkos + 1, (6.9)

wobei 205 die tatsdchlich gemessene kosmologische Rotverschiebung darstellt, deren Wert
heute zx,s = 0 betrigt.
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6.2 Numerische Integration bis kurz nach der Rekombination

Um die Newtonschen Ergebnisse aus Abschnitt 3.2.2 bis zu Zeiten kurz nach der Wasser-
stoffrekombination mit den Resultaten der allgemein-relativistischen Rechnung vergleichen
zu konnen, vernachlissigen wir geméfl der Abschétzung (5.2) in den Differentialgleichun-
gen (6.6) und (6.7) fiir die Amplituden der Dichtefluktuationen die mit der kosmologischen
Konstante A und mit dem Kriimmungsparameter ¢ multiplizierten Terme.

6.2.1 Vergleich mit der Newtonschen Theorie

Wie in Abschnitt 3.2.2 verwenden wir als Startwert fiir den Zeitparameter s; = 10795 =
0.282, entsprechend einer Rotverschiebung von z; = 4896 und einem Weltalter von t; =
4.1 -10*a. Die Integration beenden wir bei s; = 3.5 (z; = 394.3), d.h. einem Weltalter
von t; = 4.92 - 10% a, so daf§ die Rekombination der Elektronen und Protonen vollstindig
abgeschlossen ist.

Zum Vergleich mit den Newtonschen Resultaten wihlen wir den Massenwert M =
3.16-10" Mg, fiir den die Lésung by nach der Newtonschen Theorie am Startwert akustisch
und minimal ist (maximale Wachstumsrate), und die stabile Masse M = 10* Mg, fiir die
die Mode b, optisch ist.

Gleichzeitig normieren wir die Amplituden f und g der Dichtefluktuationen auf ihre
Anfangswerte f; bzw. g;, da die Anfangswerte nur bis auf die Konstante B festgelegt sind
(siehe S. 89). Folglich kann aus den Abbildungen das Verhiltnis f/g nicht direkt abgelesen
werden, sondern erst nach Multiplikation mit dem anfinglichen Amplitudenverhiltnis f;/g;.

Der Massenwert 3.16 - 107 M,

Nachdem die Materie- und Strahlungsdichtefluktuationen fiir die Mode b, am Startwert
s; = 0.282 in Phase sind, berechnen sich die Anfangswerte nach (3.43):

f=198-10"B, f'=6.64-10°B, g¢g=DB, ¢ =335-10°B (6.10)

mit der offenen Amplitude B.

In Abb.6.1a ist die zeitliche Entwicklung der normierten Amplitude f/f; sowohl nach
der allgemein-relativistischen als auch der Newtonschen Theorie veranschaulicht. Bis s ~
1.4 fallen die normierten Amplituden f/f; nach beiden Theorien zusammen, wihrend fiir
s 2 1.4 der relative Amplitudenanstieg im Newtonschen Fall stérker ist, was aufgrund des
geringeren Einflusses der Strahlung nach der Newtonschen Theorie verstiandlich ist (siehe
S. 138).

Entsprechend Abb.6.1b fiihren bei den normierten Amplituden g/g; beide Theorien
bis s ~ 2 zum gleichen Ergebnis. Fiir s 2 2 treten minimale, jedoch unbedeutende
Abweichungen auf.
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Der Massenwert 3.16 - 107 M,
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Abb.6.1a: Amplitude f der Materiedichte-
fluktuationen, normiert auf den Anfangswert
fi (6.10), fiir die Masse 3.16 - 10" Mg, nach
der allgemein-relativistischen (fett) und der
Newtonschen (gepunktet) Theorie.
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Abb. 6.1b: Amplitude g der Strahlungsdichte-
fluktuationen, normiert auf den Anfangswert
gi (6.10), fiir die Masse 3.16 - 107 M, nach
der allgemein-relativistischen (fett) und der
Newtonschen (gepunktet) Theorie.

Der Massenwert 10* M,
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Abb.6.2a: Amplitude f der Materiedichte-
fluktuationen, normiert auf den Betrag des
Anfangswerts f; (6.11), fiir die Masse 10*Mg,
nach der allgemein-relativistischen (fett) und
der Newtonschen (gepunktet) Theorie.
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Abb. 6.2b: Amplitude g der Strahlungsdichte-
fluktuationen, normiert auf den Anfangswert
gi (6.11), fiir die Masse 10*M¢, nach der all-
gemein-relativistischen (fett) und der New-
tonschen (gepunktet) Theorie.
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Der Massenwert 10% M,

Fiir den Startwert s; = 0.282 schwingen die Materie- und Strahlungsdichtefluktuationen
unter Verwendung der Mode by gegenphasig, so dafi die Anfangswerte nach (3.44) lauten:

f=-223-10°B, f'=37-10°B, ¢=B, ¢ =-161-10°B. (6.11)

Bei der auf den Betrag des Anfangswerts normierten Amplitude f/|f;| (Abb.6.2a) er-
gibt sich erst fiir s > 1.4 nach der allgemein-relativistischen Theorie eine Anderung: die
Materiedichtefluktuationen bauen sich nicht bereits bei s ~ 1.79 sondern erst bei s &~ 2 mit
einem geringeren Amplitudenanstieg auf. Entsprechend beider Theorien fillt die Ampli-
tude f/|f;| fiir s > 2.8 wieder ab, so daf sich in Ubereinstimmung mit der Beobachtung
fiir 10* Mg, keine Galaxien ausbilden kénnen.

In Abb. 6.2b ist gezeigt, dafl die normierte Amplitude g/g; bis zur Rekombination nach
der allgemein-relativistischen Rechnung stirker ansteigt als im Newtonschen Fall. Gleich-
zeitig ist der Prozefl der Abkopplung von Strahlung und Materie um s = 1 eindeutig zu
erkennen. Fiir s 2 2 zerfallen die Strahlungsdichtefluktuationen nach beiden Theorien.

Zusammenfassend kénnen wir feststellen, daf sich die Ergebnisse nach der Newtonschen
und allgemein-relativistischen Theorie nicht signifikant unterscheiden. Die aufgezeigten
Abweichungen riihren daher, dafl in den Newtonschen Kontinuitdtsgleichungen (1.3) und
(1.4) die Wechselwirkung zwischen Photonengas und Plasma nicht beriicksichtigt ist.

Damit sich Galaxien der heutigen Grofle ausbilden kénnen, ist jedoch ein starker Anstieg
der Amplitude f wihrend der weiteren Evolution des Universums notwendig. Die zeitliche
Entwicklung der Materiedichtefluktuationen bis heute diskutieren wir in Abschnitt 6.3.

6.2.2 Fluktuationen in der Nihe der Anfangswerte

Wie bereits im Newtonschen Teil auf S. 95 und S. 98 angemerkt, zeigen die Strahlungsdich-
tefluktuationen einen anderen Verlauf, als nach dem Anfangswert von ¢’ zu erwarten ist.
Deshalb stellen wir in Abb. 6.3 und Abb. 6.4 fiir die Massen 10* M, und 3.16 - 107 M den
Verlauf der Funktion g/g; in der Néhe des Anfangswerts dar, indem wir die s-Berechnung
in diesem Bereich erheblich genauer durchfiihren.

Obwohl der Anfangswert von ¢’ fiir die Masse 10* My, negativ ist, steigt in Abb. 6.2b die
normierte Amplitude g/g; unmittelbar an. In Abb. 6.3 ist gezeigt, daf§ die Funktion g/g;
in der Nihe des Startwerts s; = 107%55 entsprechend des Vorzeichens von ¢'(s;) zunéchst
wirklich abfillt, jedoch fiir s- Werte, die minimal gréfler sind als der Startwert, ansteigt.

Das Entsprechende gilt fiir die Masse 3.16 - 10" M: der nach dem Anfangswert ¢'(s;)
zu erwartende Verlauf der Funktion g/g; tritt, wie in Abb. 6.4 veranschaulicht, lediglich fiir
s-Werte, die minimal gréfer sind als der Startwert s;, auf.
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Abb.6.3: Amplitude g der Strahlungsdichte- Abb.6.4: Amplitude g der Strahlungsdichte-
fluktuationen, normiert auf den Anfangswert fluktuationen, normiert auf den Anfangswert
gi, fiir die Masse 10* M in der Nihe des gi, fiir die Masse 3.16 - 10" Mg, in der Nihe
Anfangswerts. des Anfangswerts.

Folglich setzt die Entkopplung von Materie und Strahlung bereits fiir Zeiten ein, die
minimal gréfer sind als der Anfangswert, auch wenn die Strahlung noch verhindern kann,
daB die Materiedichtefluktuationen instabil werden (Ubergewicht der Photonen).

6.3 Numerische Integration bis zur Gegenwart

In den Abschnitten 3.2.2 und 6.2 haben wir die zeitliche Entwicklung der Materie- und
Strahlungsdichtefluktuationen bis zu Zeiten kurz nach der Wasserstoffrekombination un-
tersucht, wobei wir die Kriimmung des Universums und die kosmologische Konstante ver-
nachlissigt haben, was fiir diese Zeiten entsprechend der Abschétzung (5.2) sinnvoll ist. Fiir
Massen, die nach den Resultaten der Dispersionsrelations-Methode im Instabilitétsbereich
der Mode by liegen, steigt die Amplitude der Materiedichtefluktuationen nach der Rekom-
bination verhéltnismiflig stark an.

Nun stellt sich die Frage, wie insbesondere die Amplitude der Materiedichtefluktuatio-
nen bis zur heutigen Zeit verlduft und ob somit im Rahmen unseres Zwei-Fliissigkeits-
Modells Galaxienbildung unterstiitzt wird. Die zeitliche Entwicklung der Amplituden der
Dichtefluktuationen diirfte mafigeblich von den kosmologischen Parametern und damit vom
kosmologischen Modell abhiingen, das bei der Integration des Differentialgleichungssystems
(6.6) und (6.7) zugrunde gelegt wird. In den folgenden Abschnitten w#hlen wir

(i) das Einstein-de-Sitter-Universum mit € = 0, A =0,
(ii) das Friedman-Modell mit e =0, Ay =2- 1070 cm™2,
)

(iii) das Priester-Modell mit e = +1, Ap = 3.279 - 1070 cm 2 und



6.3 Numerische Integration bis zur Gegenwart 163

(iv) das Lemaitre-Universum mit ¢ = +1, A, = 2.206 - 10°¢ cm 2.

Auflerdem interessiert uns das Alter der Welt in dem jeweiligen kosmologischen Modell,
so dafl wir im néchsten Unterabschnitt zunéchst das heutige Weltalter allgemein herleiten.

In den nachfolgenden Unterabschnitten setzen wir fiir die numerische Integration des
Differentialgleichungssystems (6.6) und (6.7) als Startwert fiir den Zeitparameter s; = 0.5
(2; = 2760) entsprechend einem Weltalter von ¢; = 1.25 - 10° a an und berechnen die An-
fangswerte der Funktionen f, f’, ¢ und ¢’ mit der Mode b,, die im Galaxienmassenbereich
instabil ist. Die Integration erfolgt bis s; = 1400 (z; = 0.99), d.h. minimal tiber die
Gegenwart hinaus.

Zur Untersuchung der Amplitude der Materiedichtefluktuationen in Abhéngigkeit vom
kosmologischen Modell verwenden wir in den Unterabschnitten 6.3.2 —6.3.5 folgende insta-
bile Massen, fiir die die Materie- und Strahlungsdichtefluktuationen in Phase schwingen,
so daf8 die Anfangswerte f;, f!, g; und g} aus (3.43) folgen:

e die Masse 3.98 - 10 M, die fiir s; = 0.5 nahe der unteren Stabilitiitsgrenze M, =
3.37- 108 Mg im Instabilitéitstal liegt, mit

fi=163-10B, fl=232-1°B, ¢=B, ¢ =142-10°B, (6.12)

e die Masse 5.01 - 106 M, die fiir s; = 0.5 und s = 1 auf by- Werte im Instabilitéitstal
fiihrt, mit

fi=137-10)B, fl=439-10°B, ¢ =B, ¢ =319-10°B, (6.13)

e die Masse 10" M, die fiir s; = 0.5 und s = 1 auf by- Werte im Instabilitétstal fiihrt,
mit

fi=839-10"B, fl=612-10°B, ¢ =B, ¢=729-10°B, (6.14)

e die Masse 3.16 - 107 M, die fiir s; = 0.5 und s = 1 auf by- Werte im Instabilitéitstal
fiihrt, mit

fi=378-10"B, fl=421-1°B, ¢=B, ¢ =111-10"B, (6.15)

e die Masse 1.8 - 108 M), die fiir s; = 0.5 und s = 1 auf by- Werte im Instabilitétstal
fiihrt, mit

fi=117-10"B, f/=150-10°B, ¢=B, ¢ =129-10*'B,  (6.16)
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e die Masse 7.94-10° M, die fiir s; = 0.5 nahe der oberen Stabilitéitsgrenze 9.86-10° M,
im Instabilitdtstal liegt, mit

fi=927-10°B, f/=358-10'B, ¢ =B, ¢,=38-10°B (6.17)

e und die Masse 5.01 - 102 Mg, die fiir s = 1 nahe der oberen Stabilititsgrenze 5.80 -
10'2 M, im Instabilitéitstal liegt, mit

fi=126-10"B, fl=-264-10'B, ¢ =B, ¢ =-210-10"2B. (6.18)

In der Zusammenfassung 6.3.6 vergleichen wir fiir die instabilen Massen 3.86 - 10% M,
und 7.94-10° M, sowohl die Amplitude der Materie- als auch der Strahlungsdichtefluktua-
tionen, wie sie sich abhéngig vom kosmologischen Modell ergeben.

AuBerdem diskutieren wir die Amplitude der Materiedichtefluktuationen fiir zwei Mas-
sen auBerhalb des Instabilitéitstals: die Masse 10* M, fiir die die Materie- und Strahlungs-
dichtefluktuationen am Startwert gegenphasig schwingen und die Anfangswerte nach (3.44)
lauten:

fi=—-185-10°B, f/=1.16-10"B, ¢ =B, ¢ =-629-10°B, (6.19)

und die Masse 10'° M, fiir die die Mode b, akustisch ist, mit den Anfangswerten nach
(3.43)

fi=552-10>B, fl=-664B, ¢ =B, g¢/=-120-1028B. (6.20)

Abschlieflend beriicksichtigen wir in dem Unterabschnitt 6.3.7 zusétzlich zur baryoni-
schen Materie kalte nicht-baryonische Dunkelmaterie, wobei wir als kosmologisches Modell
das Lemaitre-Universum wéhlen.

Wiederum tragen wir die auf ihre Anfangswerte normierten Amplituden f und g auf,
um deren relative Entwicklung zu verdeutlichen (siehe S. 94).

6.3.1 Das heutige Weltalter

Das heutige Weltalter ¢,; konnen wir durch Integration der Friedman-Gleichung (4.23) in
der Form
R\> 81G ,0 o £ c?

(E) =5 (@) 50 -0 (6:21)
bestimmen. Multiplizieren wir die Gleichung (6.21) mit R? und driicken wir die Materie-
und Strahlungsdichte mit Hilfe der integrierten kosmologischen Hintergrundgleichungen
(4.30) und (4.31) aus:

0 0 RS 0 0 Ré

O =pn 7y Und 0= om o (6.22)
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so ergibt sich die Differentialgleichung

d/R\\> 8G (s Ry o R2\ 1, ,R &
SY)) = (g tn ) o2 fC 6.23
(dt(RH>> 3 (QPHR+QHR2 T30 R T R (6:23)

Mit der Substitution x = R/Ry erhalten wir folgendes Integral fiir das heutige Weltalter:

87TG 0 0

' 1 2 4 £c? 91712
tH=/ dz x [T(gpﬂfv—i-grﬂ)-l—g/\c T — }
0

wobei die heutige Materiedichte gp; den Wert (1.37) besitzt,

0 0
die heutige Strahlungsdichte durch g,y = 0 T2 /¢ (siche S. 17) mit T, nach
(1.37) gegeben ist,

und die kosmologische Konstante A, der Kriimmungsparameter € und der heutige
Skalenparameter Ry vom gewédhlten Weltmodell abhéngen.

Das Integral (6.24) fiir das heutige Weltalter ¢; kann lediglich im Fall A = 0 analytisch
gelost werden; fiir die flache Welt (¢ = 0) ist die Integration auf S. 23f. durchgefiihrt.
In den Féllen mit nicht-verschwindender kosmologischer Konstante A ist eine numerische
Integration erforderlich.

6.3.2 Einstein-de-Sitter- Universum

Das Weltmodell mit A = 0 und ¢ = 0, das wir sowohl in Abschnitt 3.2.2 als auch in
Abschnitt 6.2 fiir Zeiten bis kurz nach der Rekombination herangezogen haben, ist als Ein-
stein-de-Sitter- Universum bekannt, bei dem die Welt flach ist und ewig expandiert. Durch
Integration der Friedman- Gleichung (4.23) ergibt sich, da§ zwischen dem Skalenparameter
R und dem Weltalter ¢ die Relation R ox t?/® besteht.

Nach Gleichung (6.24) oder (1.36) betriigt das heutige Weltalter 63 -10° a, was gut zum
Alter der &ltesten Sterne pafit. Jedoch folgt aus der Friedman-Gleichung (4.23) eine viel zu
geringe Hubble-Konstante?? von 10.3km /sec Mpc. Bei Festlegung der Hubble-Konstante
H auf 75km /sec Mpc sollte die heutige Materiedichte 1.06 - 1072° g / cm® betragen, deren
Wert im Vergleich zu dem aus der primordialen Nukleosynthese bestimmten Wert von

22Bis heute konnte der Wert der Hubble-Konstante H noch nicht eindeutig bestimmt werden. E. Hubble
selbst ging 1929 von H = 530 km/sec Mpc aus, A.R. Sandage berechnete 1958 H = 75 km/sec Mpc. In den
folgenden Jahren erhielten einerseits A.R. Sandage und G.A. Tammann u.a. H = 50km/sec Mpc und an-
dererseits G. de Vaucouleurs u.a. H = 100km/sec Mpc, jedoch gab es auch den Wert H = 75 km/sec Mpc.
Trotz Einsatz des Hubble-Space-Telescopes mit seiner grolen Reichweite konnte der Wert dieses in der
Kosmologie grundlegenden Parameters noch nicht eindeutig festgelegt werden. J. Overduin & W. Priester
[58] wihlen den Bereich 70km /secMpc < H < 90km /secMpc. Von den Astronomen wird heute eine
Hubble-Konstante von 65 &+ 10km / sec Mpc favorisiert.
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2.0 - 103 g /cm?® wesentlich zu hoch ist. Fiir H = 75km /sec Mpc sinkt das heutige
Weltalter auf 8.6 - 10° a, was im Vergleich zum Alter der &ltesten Kugelsternhaufen von
(12 4 2) - 10? a [85] wesentlich zu gering ist. Da die Werte der kosmologischen Parameter
bzw. des Weltalters schlecht mit der Beobachtung iibereinstimmen, ist dieses Weltmodell
nicht sehr realistisch.
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Abb.6.5: Zeitliche Entwicklung der Amplitude f der Materiedichtefluktuationen, jeweils auf den An-
fangswert f; (6.12) — (6.18) normiert, im Einstein-de-Sitter-Universum fiir die Massen 3.98 - 106 M,

(lgN = 6.6), 5.01-10° Mg, 10" Mg, 3.16 - 10" Mg, 1.8 - 10® Mg, 7.94 - 10° Mg (Ig N = 9.9) und
5.01-102 Mg, (IgN = 12.7).

In Abb.6.5 ist die auf ihren Anfangswert normierte Amplitude f/f; in Abhéingigkeit
vom Zeitparameter s fiir die auf S. 163f. aufgefiihrten instabilen Massen aufgetragen.
Auffillig ist in Abb. 6.5, dafl die Amplituden fiir steigende Massenwerte immer niher bei-
einander liegen bzw. im Rahmen der Darstellungsgenauigkeit zusammenfallen. Der Anstieg
der Funktion f/f; ist, wie bereits vielfiltig in der Literatur diskutiert, wesentlich zu gering,
um auf Galaxien heutiger Gréfle zu fiihren (maximaler Verstirkungsfaktor 9).

6.3.3 Friedman-Modell

Da der Anstieg der normierten Amplitude f/f; im Einstein-de-Sitter- Universum zur Er-
klarung der Galaxienentwicklung nicht ausreichend ist, beriicksichtigen wir im folgenden
bei verschwindender Kriimmung die kosmologische Konstante A. Dieses unendlich ex-
pandierende Friedman-Modell besitzt wie das Einstein-de-Sitter-Universum eine offene
Topologie. Zu Beginn ist der zeitliche Verlauf der Expansionsrate, wie bei allen Urknall-
Modellen, identisch demjenigen im Einstein-de-Sitter-Kosmos, d.h. R o t¥/3. Allerdings
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tritt bei der weiteren Entwicklung eine Periode auf, in der sich die Expansionsrate ver-
langsamt, bevor sie wiederum anwichst und asymptotisch proportional zu exp[(A/3)Y/3 ]
wird. Somit besitzt die R(t)-Kurve einen Wendepunkt.

Den Wert der kosmologischen Konstante A bestimmen wir aus der Friedman-Gleichung
(4.23), indem wir die heutigen Werte fiir die einzelnen GroBen einsetzen, wobei oy gleich
der Hubble-Konstante H ist. Fiir ¢ = 0 folgt aus Gleichung (4.23):

817G
H? = WT (Qps + Orn) + L Ap? (6.25)

und damit fiir die kosmologische Konstante:

Aec® = 3H? — 87 G (Qpu + 0m) - (6.26)

Durch Einsetzen der heutigen Materie- sowie Strahlungsdichte des Hintergrunds nach (1.37)
in Gleichung (6.26) und Wahl der Hubble-Konstante H = 75 km / sec Mpc erhalten wir im
Fall ¢ = 0 fiir die kosmologische Konstante den Wert A, = 2-107°% ¢cm~2, mit dem nach
(6.24) das heutige Weltalter t;; = 23-10° a betréigt. Der Wendepunkt der R(t)-Kurve liegt
gemif der Friedman-Gleichung (4.24) bei z = 4.75 (s & 290) bzw. zixes = 3.75.
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Abb.6.6: Zeitliche Entwicklung der Amplitude f der Materiedichtefluktuationen, jeweils auf den An-
fangswert f; (6.12) — (6.18) normiert, im Friedman-Universum fiir die Massen 3.98 - 10 My, (IgN =
6.6), 5.01-106 M, 107 Mg, 3.16-107 Mg, 1.8-108 M, 7.94-10° Mg, (Ig N = 9.9) und 5.01-10'2 M,
(lgN = 12.7).
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In Abb.6.6 steigt die normierte Amplitude f/f; in Abhéngigkeit vom Zeitparameter
s fiir alle auf S. 163f. angegebenen Massen um ca. 40 % geringer an als im Einstein-de-
Sitter-Universum (Abb. 6.5), so daf§ die Hinzunahme der kosmologischen Konstante in einer
flachen Welt die Situation in Hinblick auf die Galaxienentwicklung noch verschlechtert.

6.3.4 Priester-Modell

Aufgrund der Probleme der Standardmodelle, wie u.a. dem zu geringen Weltalter im Ver-
gleich zum Alter der #ltesten Kugelsternhaufen von (12 4 2) - 10° a [85] und dem relativ
kurzen Zeitraum zur Entwicklung von Galaxien, haben W. Priester et al. die Friedman-
Gleichungen mit positiver kosmologischer Konstante im Hinblick auf weitere Vergleiche
mit der Beobachtung genauer analysiert. So haben sie versucht, mit Hilfe eines Lemaitre-
Modells den Lyman-q-Forest, d.h. die Lyman-a-Absorptionslinien in Quasarspektren, zu
erklaren. Diese spiegeln die Anordnung von Wasserstoffwolken entlang der Sichtlinie in
Richtung eines Quasars wider und bieten somit Information {iber die Struktur des Raumes
zwischen einem Quasar und dem Beobachter. Der Ansatz war erfolgreich: Die Topologie
des Priester-Modells, das auch als Abar-Modell bekannt ist, ergibt sich als geschlossen
(¢ = 1), wihrend die Welt ewig expandiert. Auflerdem dauert die Periode, in der sich
die Expansionsrate verlangsamt, erheblich linger an als in dem Friedman-Modell in Ab-
schnitt 6.3.3, bevor diese wieder stark anwéchst. Die heutige baryonische Hintergrunddich-
te belduft sich auf f_)opH = 2-103'g/cm?, wihrend die kosmologische Konstante Ap und
der heutige Skalenparameter Ry folgende Werte annehmen:

Ap =3.279-10 ®®ecm™?  und Ry = 3.388-10%cm = 3.58-10"%ly,  (6.27)

wobei der entsprechende Wert der Hubble-Konstante H = 93.4km/sec Mpc betrigt und
nach (6.24) die Welt 29.3-10° a alt ist. Der Wendepunkt der R(t)-Kurve liegt bei z = 5.60
(s = 246) und der minimale Wert der Expansionsgeschwindigkeit oy, = 63.5km /sec Mpc
wird fiir z = 4.68 (s = 295) erreicht und somit spéter als der Wendepunkt.

In Abb.6.7 ist der Anstieg der normierten Amplitude f/f; der Materiedichtefluktua-
tionen in Abhéngigkeit vom Zeitparameter s bis zur Gegenwart fiir die auf S. 163f. an-
gefiihrten Massen veranschaulicht. Im Vergleich zum Einstein-de-Sitter-Universum (vgl.
Abb.6.5) wird die Funktion f/f; wesentlich stérker verstirkt, insgesamt um einen Fak-
tor 400 bis 500, was jedoch fiir die Entwicklung von Galaxien noch nicht ausreichend sein
diirfte. Allerdings steigt die Amplitude f/f; in der Ndhe des Wendepunkts der R(t)-Kurve
bei s = 246 stark an.
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Abb.6.7: Zeitliche Entwicklung der Amplitude f der Materiedichtefluktuationen, jeweils auf den An-
fangswert f; (6.12) — (6.18) normiert, im Priester-Universum fiir die Massen 3.98 - 106 My, (IgN =
6.6), 5.01-10° My, 10" M, 3.16-107 M, 1.8-108 Mg, 7.94-10° Mg, (Ig N = 9.9) und 5.01-10'2 M,
(lgN = 12.7).

6.3.5 Lemaitre-Universum mit ¢ =1 und A, = A. (1 +9)

Der kritische Wert A. der kosmologischen Konstante ist derart festgelegt, dal in den
Friedman-Gleichungen (4.23) und (4.24) R = R = 0 gilt. Es handelt sich hierbei um
das erste von A. Einstein 1917 vorgeschlagene relativistische Modell, das statische Ein-
stein-Universum. A. Einstein hatte die kosmologische Konstante zunéchst eingefiihrt, um
iiberhaupt eine statische Losung seiner Feldgleichungen zu erhalten, bei der die gravitative
Anziehung der Massen im Universum und die kosmische Abstoflung durch die Konstante
A, im Gleichgewicht stehen. Der Skalenparameter betrigt konstant R = R.. Da kleine
Abweichungen geniigen, um eine Kontraktion oder Expansion einzuleiten, ist diese Losung
nicht stabil. Das war der Anlaf}, nach Hinweisen auf eine Expansion des Universums zu
suchen, was 1929 zur Entdeckung der Galaxienflucht durch E. Hubble gefiihrt hat.

Beim Lemaitre-Modell weicht der Wert der kosmologischen Konstante nur geringfiigig
vom kritischen Wert ab: A, = A, (1+0) mit || < 1; die Topologie ist geschlossen (¢ = 1).
Das Lemaitre-Modell beginnt von R = 0 bei ¢t = 0, expandlert fiir eine endliche Zeit, ver-
langsamt zu einer quasi-statischen Periode mit R = 0, R ~ 0, d.h. die Expansion kommt
nahezu zum Stillstand, und beschleunigt anschliefend auf die heutige Epoche. Bereits
1969 ist die Dauer dieser quasi-statischen Periode von K. Brecher & J. Silk [11] abgeschétzt
worden, die sie durch die beobachteten z-Werte einerseits von Quasar-Absorptionslinien
und andererseits von normalen Galaxien begrenzen. Viele Autoren nach G. Lemaitre hoff-
ten, dafl diese quasi-statische Epoche lange genug andauert, um Galaxienentwicklung zu
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fordern.

Im folgenden bestimmen wir zunéichst den Wert der kosmologischen Konstante A..
Dazu betrachten wir die materiedominierte Ara in der kosmischen Entwicklung des Uni-
versums, was wir nachtriglich rechtfertigen werden. Die Friedman-Gleichungen (4.23) und
(4.24) fiir den Staubkosmos bei positiver Kriimmung lauten

R A7 G
=3 £)p+%A02, (6.28)
R\?> 871G, c?
(7) =Fhriae-5 (6:29)

Die kosmologische Konstante A. und der kritische Skalenparameter R,

Aus Gleichung (6.28) folgt fiir R = 0 unmittelbar die kritische kosmologische Konstante:
Acc® = 4n G g, (6.30)

und fiir R = 0 aus Gleichung (6.29) zusammen mit Gleichung (6.30):

1
2
_ 31
R =+ (6:31)
der kritische Skalenparameter R..

Der heutige Skalenparameter R,

Die kritische Materiedichte Epc ergibt sich aus der integrierten kosmologischen Hintergrund-
gleichung (4.30):

R3
gpc = ng R_I; = EpH (Zkosc + 1)3 (632)
c

mit 2yesc der kritischen kosmologischen Rotverschiebung, so dafl wir den kritischen Skalen-
parameter in Abhéngigkeit von der heutigen Materiedichte und dem heutigen Skalenpara-
meter berechnen koénnen:

ArG
N h = inG 5pH R (6.34)

Um den Wert des heutigen Skalenparameters Ry zu erhalten, geben wir die Hubble-
Konstante H mit Hilfe der Friedman-Gleichung (6.29) an:
_ 87TG 0 1 62

2 2
H* = 3 QPH 3 ACC - R—H, (635)
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aus der sich unter Verwendung der Gleichungen (6.31) und (6.34) eine Gleichung 3. Grades
fiir die Variable R2 /c? ergibt:

RS R! 1
(3H2—87TGEJPH) 3o =0, (6.36)

deren einzige reelle Losung fiir eine Hubble-Konstante von H = 75km /sec Mpc und ei-

ne heutige Materiedichte von ng =2-10"3"g/cm?® (siehe GIl.(1.37)) auf einen heutigen
Skalenparameter von

Ry = 3.3064215 - 10 cm = 3.4951602 - 10" 1y (6.37a)

fiihrt. Den kritischen Wert der kosmologischen Konstante A, und den kritischen Skalen-
parameter R, erhalten wir aus den Gleichungen (6.31) und (6.34):

Ae = 2.2059964 - 10" em™2, R, = AJ'/? =6.7328292 - 10% cm. (6.37h)

Fiir diesen A-Wert tritt ein "horizontaler Wendepunkt’ der R(¢)-Kurve bei zysc = 3.91
auf. Gleichzeitig kénnen wir mit diesem zy,5- Wert rechtfertigen, dafi wir vorausgehend die
Berechnung der kritischen kosmologischen Konstante und des heutigen Skalenparameters
fiir den Staubkosmos durchgefiihrt haben.

Zur Berechnung der Amplitude f der Materiedichtefluktuationen wahlen wir fiir den
Wert der kosmologischen Konstante einen minimal kleineren Wert als A

A=A (1-46) mit §=1.6-107° (6.38a)
und fiir den heutigen Skalenparameter
Ry = 3.306-10® cm = 3.495- 101y, (6.38b)

so daB nach (6.24) das heutige Weltalter dieses Lemaitre-Modells 57 - 10° a betriigt und
somit mit dem Alter der &ltesten Sterne sehr gut vertriglich ist. Eine obere Grenze fiir
das Weltalter scheint es nicht zu geben.

In Abb. 6.8 ist die zeitliche Entwicklung der normierten Amplitude f/f; in Abhéngigkeit
vom Zeitparameter s fiir die auf S. 163 f. angegebenen instabilen Massen dargestellt. Der
relative Anstieg der Amplitude f/f; betrigt 1.4 - 10* und ist signifikant stérker als beim
Priester-Modell (Abb.6.7), so dafi das gewihlte Lemaitre-Modell in Hinblick auf die Ga-
laxienentstehung zu bevorzugen ist. Insbesondere gehorcht der Anstieg der Funktion f/f;
in der Nihe des bei s = 281 gelegenen ’horizontalen Wendepunkts’ der R(t)-Kurve, dessen
Zkos- Wert ungefihr demjenigen der Quasare entspricht, eher einem Exponential- als einem
Potenzgesetz.

Wie in Abschnitt 6.3.2 erw#hnt liegen auch im Lemaitre-Universum die Amplitu-
den fiir steigende Massenwerte immer ndher beieinander, so dafl die Amplitude f/f;,
die zu der wihrend der Rekombination gebildeten oberen Stabilitéitsgrenze gehort, eine
"Haufungslinie’ darstellt.
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Abb.6.8: Zeitliche Entwicklung der Amplitude f der Materiedichtefluktuationen, jeweils auf den An-
fangswert f; (6.12) — (6.18) normiert, im Lemaitre-Universum fiir die Massen 3.98 - 106 M, (IgN =
6.6), 5.01-10° My, 10" Mg, 3.16-107 M), 1.8-108 Mg, 7.94-10° Mg, (Ig N = 9.9) und 5.01-10'2 Mg,
(lgN = 12.7).

6.3.6 Vergleich der Amplitude der Dichtefluktuationen in den vier Weltmo-
dellen

Um die zeitliche Entwicklung der Amplitude f in den gewahlten kosmologischen Modellen,
(i) dem Einstein-de-Sitter-Universum, (ii) dem Friedman-Modell mit € = 0 und A > 0,
(iii) dem Priester-Modell und (iv) dem Lemaitre-Modell direkt vergleichen zu konnen,
stellen wir in Abb.6.9 die normierte Amplitude f/f; der Materiedichtefluktuationen in
Abhéingigkeit vom Zeitparameter s fiir die Massen 3.98 - 10¢ M, und 7.94 - 10° M, die am
Startwert s; = 0.5 in der Ndhe der unteren bzw. oberen Stabilitdtsgrenze im Instabilitdtstal
liegen, doppeltlogarithmisch dar.

Eindeutig zu erkennen ist, dafl der Amplitudenanstieg im Fall (i) fiir die Galaxien-
bildung zu gering ist und im Fall (ii), d.h. bei Beriicksichtigung einer positiven kosmolo-
gischen Konstante, noch geringer ist. Im Jahre 1956 hat W.B. Bonnor [6] gezeigt, daf
in allgemein-relativistischen Weltmodellen mit verschwindender kosmologischer Konstante
Galaxien nicht aus Gravitationsinstabilititen, die aus von der statistischen Theorie voraus-
gesagten Fluktuationen hervorgehen, entstanden sein kénnen. Dieses Ergebnis kénnen wir
bestétigen und hinzufiigen, dafl die Hinzunahme einer positiven kosmologischen Konstante
in einer flachen Welt die Situation noch verschlechtert.
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Abb.6.9: Vergleich der zeitlichen Entwicklung der Amplitude f der Materiedichtefluktuationen, je-
weils auf den Anfangswert f; (6.12) bzw. (6.17) normiert, im (i) Einstein-de-Sitter-Universum, (ii)

Friedman-Universum, (iii) Priester-Modell und (iv) Lemaitre-Universum fiir die Massen 3.98-10% M,
(gestrichelt) und 7.94 - 109 Mg, (fett).

W.B. Bonnor [6] fithrt zur Erklirung der Galaxienentstehung u.a. die Moglichkeit an,
ein Modell mit einer ldngeren Zeitskala, z.B. das Eddington-Lemaitre-Modell, das durch
eine Storung des Einstein-Kosmos hervorgeht, zu verwenden, so daf} die kleinen Fluktua-
tionen lingere Zeit anwachsen konnen.

Bei Betrachtung der Friedman-Gleichung (4.23) erkennen wir, daf die Expansion nur
fiir einen positiven Kriimmungsparameter zum Stillstand gebracht werden kann. Auflerdem
tritt eine quasi-statische Epoche fiir eine positive kosmologische Konstante A > A. auf,
deren Dauer fiir das Lemaitre- Universum am léngsten ist. Demzufolge ist der Anstieg der
Amplitude f/f; in Abb.6.9 fiir das Priester-Modell (iii) geringer als im Fall (iv), jedoch
wesentlich stirker als in den Fillen (i) und (ii).

Bei Zugrundelegung des Lemaitre-Universums betrigt der Anstieg des Materiedichte-
kontrasts sogar vier Groflenordnungen, so dafi Galaxienbildung stark geférdert wird. In
der quasi-statischen Epoche werden die Ddmpfungsterme, die o f— und « g-Terme, in den
Differentialgleichungen (6.6) und (6.7) vernachléssigbar, so daf§ der Dichtekontrast der Ma-
terie exponentiell anwachsen kann. Dieser Anstieg ist bei Rotverschiebungen am stérksten,
die denjenigen von Quasaren entsprechen.

Das bedeutet, dal diese Ergebnisse fiir ein Weltmodell mit positiver kosmologischer
Konstante (Quintessence, dunkle Energie) und positiver Kriimmung sprechen, das auch
einerseits von W. Priester et al. z.B. in [68] vorgeschlagen wird und andererseits mit den
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Resultaten der Analyse der Winkelintensitatsverteilung der Hintergrundstrahlung iiberein-
stimmt [58], [48]. Gleichzeitig wird ein Modell mit positiver kosmologischer Konstante
durch die Beobachtung unterstiitzt, dafl wir uns heute in einer Phase beschleunigter kosmi-
scher Expansion befinden [70]. Allerdings widerspricht diese Feststellung der heute hiufig
favorisierten Annahme einer flachen Welt, die aus einem inflationdren Modell folgt.
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Abb.6.10: Vergleich der zeitlichen Entwicklung der Amplitude g der Strahlungsdichtefluktuationen,
jeweils auf den Anfangswert g; (6.12) bzw. (6.17) normiert, im (i) Einstein-de-Sitter-Universum, (ii)
Friedman-Universum, (iii) Priester-Modell und (iv) Lemaitre-Universum fiir die Massen 3.98-10° M,
(gestrichelt) und 7.94 - 109 Mg, (fett).

In Abb. 6.10 ist die zeitliche Entwicklung der normierten Amplitude g/g; der Strahlungs-
dichtefluktuationen fiir die gleichen Massen und Fille wie in Abb. 6.9 doppeltlogarithmisch
veranschaulicht. Nachdem die Strahlung wihrend der Wasserstoffrekombination von der
Materie entkoppelt, zerfallen die Strahlungsdichtefluktuationen fiir die betrachteten Mas-
sen sehr schnell. In den Féllen (iii) und (iv) nimmt die Amplitude ¢g/g; in den Bereichen,
in denen der Materiedichtekontrast exponentiell ansteigt, aufgrund der gravitativen Kopp-
lung leicht zu. Dieses Verhalten entspricht nicht mehr demjenigen einer Eigenmode des
instabilen Zwei- Fliissigkeits-Systems, so dal das System infolge der kosmischen Expansion
aus der anfinglichen Eigenmode herausliuft.

Zusétzlich untersuchen wir die Amplitude der Materiedichtefluktuationen fiir die zur
Zeit der Rekombination stabilen Massen 10* M und 10% M.

In Abb.6.11 haben wir die auf den Betrag des Anfangswerts f; (6.19) normierte Am-
plitude f fiir den Massenwert 10* Mg, bis s; = 60 (z; = 23) entsprechend einem Weltalter
von ca. 10%a fiir die vier Weltmodelle (i) — (iv) bestimmt. Im Fall des Einstein-de-Sitter-
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Abb.6.11: Zeitliche Entwicklung der auf den
Betrag des Anfangswerts f; (6.19) normier-
ten Amplitude f der Materiedichtefluktuatio-
nen im (i) Einstein-de-Sitter-Universum, (ii)

Abb.6.12: Zeitliche Entwicklung der auf
den Anfangswert f; (6.20) normierten Am-
plitude f der Materiedichtefluktuationen fiir
die Masse 10'® M, die bis s = 2 in den vier

Friedman-Universum, (iii) Priester-Modell
und (iv) Lemaitre-Universum fiir die Masse
10* Mg .

kosmologischen Modellen gleich ist.

Universums (i) und des Friedman-Modells (ii) 16sen sich die Materiedichtefluktuationen
nach der Rekombination auf und kénnen sich nach dem zweiten Nulldurchgang der Funk-
tion f/| f;| nahezu nicht mehr aufbauen. Dagegen nimmt der Betrag der Funktion f/| f;|
im Priester- und Lemaitre-Modell nach dem zweiten Nulldurchgang in Abb.6.11 noch-
mals zu, so daf hier bis s ~ 10 ein geringer Anstieg der Fluktuationsamplitude®® auftritt
und anschlieflend die Materiedichtefluktuationen wieder zerfallen, d.h. es zeigt sich eine Art
schwingendes Verhalten. Fiir s > 30 steigt die Amplitude f/| f;| in den Féllen (iii) und (iv)
wieder an, jedoch ist dieser Anstieg in Hinblick auf die Galaxienentwicklung unbedeutend.

In Abb.6.12 ist die normierte Amplitude f/f; der Materiedichtefluktuationen fiir die
Masse 10'5 M, gezeigt, die entsprechend der Resultate der Dispersionsrelations- Methode
aus Kapitel 5.2 erst kurz nach der Rekombination instabil wird. Um dies zu verdeutlichen,
haben wir lediglich bis s; = 2 integriert, so dafl eine Unterscheidung der Weltmodelle
nicht erforderlich ist. Nachdem fiir Massen, die zur Zeit der Wasserstoffrekombination
grofler sind als die obere Stabilititsgrenze M, = 5.8 - 10?2 M, nach der Rekombination
kein Material mehr vorhanden sein diirfte, das sich anhdufen konnte, ist dieser Anstieg der
Amplitude f/f; in Bezug auf die Galaxienentwicklung nicht von Bedeutung.

23Negative und positive f- und g- Werte haben wegen des riumlichen Sinus- Verhaltens der Fluktuation
gleiche Bedeutung.
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6.3.7 Beriicksichtigung von nicht-baryonischer kalter Dunkelmaterie

Um mit der astronomischen Beobachtung in Einklang zu sein, fiilhren inzwischen viele
Autoren Dunkelmaterie und zusétzlich die kosmologische Konstante A ein, so dafl das in
der Einleitung angesprochene ACDM-Modell (A-’cold dark matter model’) entsteht. So-
wohl die Existenz von Dunkelmaterie als auch einer nicht-verschwindenden kosmologischen
Konstante wird heute jedoch noch kontrovers diskutiert.

Die heute sichtbare baryonische Dichte von ng = 2-1073! g/cm?, die aus der primordia-
len Haufigkeit der leichten Elemente folgt, entspricht bei verschwindender kosmologischer
Konstante und einer Hubble-Konstante von H ~ 75 km/sec Mpc einem offenen Universum
mit hyperbolischer Topologie, was der Beobachtung widerspricht.

In den Hubble-Plot, bei dem die scheinbare visuelle Helligkeit von Galaxien ein und
desselben Typs (Standardkerzen) iiber der Rotverschiebung zy.s aufgetragen wird, gehen
sowohl die Kriimmung und die Dichte des Universums als auch die kosmologische Konstante
ein. Entsprechend diesem Diagramm wird heute eine beschleunigte Expansion beobachtet,
was auf eine positive kosmologische Konstante hindeutet. Aus den weiteren Beobachtungen
wie

e den flachen Rotationskurven von Spiralgalaxien, d.h. diese fallen auflerhalb der leuch-
tenden Materie nicht, wie nach der Newtonschen Gravitationstheorie zu erwarten, wie
1/+/r ab, sondern verlaufen konstant?*

e und der Tatsache, dafi die mit Hilfe des Virialsatzes aus der zur heutigen baryonischen
Dichte EPH gehorenden gravitativen potentiellen Energie berechnete kinetische Ener-
gie von Galaxienhaufen zu niedrig ist verglichen mit der Geschwindigkeitsverteilung
der Galaxien eines Galaxienhaufens??,

wird heute geschlossen, daf§ die Dichte im Universum wesentlich héher als die heute sicht-
bare ist (Faktor & 10). Bisher wird diese Diskrepanz in der Dichte hiufig mit der Existenz
von nicht-baryonischer Dunkelmaterie erklirt, wobei deren Natur unbekannt ist.

Um den Einflul von Dunkelmaterie auf die zeitliche Entwicklung der Dichtefluktuatio-
nen abzuschétzen, fiigen wir in den kosmologischen Hintergrundgleichungen verschiedene
Anteile an nicht-baryonischer kalter Dunkelmaterie BD, die ausschlielich gravitativ kop-
pelt, zu der Materiedichte z)p hinzu. Folglich ist in den Friedman-Gleichungen (4.23) und
(4.24)

Z)p durCh Ep (1 + dD) mlt dD = Ep / ED = EpH / EDH (639)

24Die flachen Rotationskurven kénnten auch darauf hinweisen, dafl das Newtonsche 1/r-Gesetz auf
groflen Skalen von 10 - 20 kpc zu modifizieren ist, was z.B. die MOND-Theorie versucht.

Fiir die Giiltigkeit des Virialsatzes wird allerdings thermodynamisches Gleichgewicht vorausgesetzt,
was bei Galaxienhaufen kritisch sein konnte.
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zu ersetzen. Weiterhin gehen wir zur Vereinfachung der Rechnung davon aus, dafi die
Dunkelmaterie nicht an den Fluktuationen beteiligt ist.?°

Als kosmologisches Modell setzen wir das Lemaitre- Universum, Abschnitt 6.3.5, voraus,
da bei diesem ohne Beriicksichtigung der Dunkelmaterie der stirkste Anstieg des Mate-
riedichtekontrasts aufgetreten ist. Die Integration starten wir wieder bei s; = 0.5 und
als Massenwert wihlen wir 1.8 - 10 M, der fiir diesen Startwert in der Mitte zwischen
den Massengrenzen des Instabilitdtstals liegt. Zur Bestimmung der Anfangswerte f;, f/, ¢
und g} ziehen wir die nicht-schwingende Mode by heran, wobei wir bei deren Berechnung
ebenfalls das Verhiltnis dy, in der Expansionsgeschwindigkeit « berticksichtigen.

lg f/f; dy
! 0
4,
0.1
3,
0.25
2 0.5
1
]_,
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Abb.6.13: Zeitliche Entwicklung der normierten Amplitude f/f; der Materiedichtefluktuationen im
Lemaitre- Universum fiir 1.8-10% M, bei Existenz verschiedener Anteile dp, an kalter nicht-baryonischer
Dunkelmaterie.

In den Abb.6.13 und 6.14 sind die auf ihre Anfangswerte normierten Amplituden f/f;
und g/g¢; in Abhingigkeit vom Zeitparameter s fiir verschiedene Verhiltnisse d;, von Dun-
kelmaterie zu baryonischer Materie doppeltlogarithmisch dargestellt. Der Vergleich mit
dem Fall d, = 0 zeigt, dafl bereits ein kleiner Anteil an nicht-baryonischer kalter Dunkel-
materie den Anstieg der Materiedichtefluktuationen (Abb.6.13) drastisch reduziert. Der
’horizontale Wendepunkt’ der R(t)-Kurve wird fiir ein steigendes Verhiltnis d;, zu immer
kleineren Rotverschiebungen z.,s hin verschoben: fiir d, = 0 liegt dieser bei 2,5 = 3.91,
fiir dp, = 5 bei 2z, = 1.90 und fiir d, = 10 bei 2z, = 1.47.

26 etzteres wiirde auf ein Drei- Komponenten-Modell fithren, was den Rahmen der Arbeit sprengt.
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Abb. 6.14: Zeitliche Entwicklung der normierten Amplitude g/g; der Strahlungsdichtefluktuationen im
Lemattre- Universum fiir 1.8-108 Mg bei Existenz verschiedener Anteile di, an kalter nicht-baryonischer
Dunkelmaterie.

Folglich tritt die quasi-statische Epoche fiir zunehmendes Verhéltnis d, im Laufe der
Evolution des Universums so spét auf, dal die Amplituden der Materiedichtefluktuationen
bis heute nicht geniigend anwachsen kénnen. Deshalb kann in Hinblick auf die Gala-
xienentwicklung kein wesentlicher Anteil an kalter nicht-baryonischer Dunkelmaterie im
Universum existieren.
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Ergebnisse und Ausblick

Durch Verwendung des in dieser Dissertation beschriebenen Zwei-Fliissigkeits-Modells, in
dem die Wechselwirkung von Materie und Strahlung detailliert beriicksichtigt ist, kénnen
wir zunichst mit Hilfe der Dispersionsrelations- Methode den beobachteten Massenbereich
10°My < M < 10Mg, von Galaxien erkliren. Hierfiir ist die Beschreibung der Kopplung
von Strahlung und Plasma iiber einen skalenabhingigen Strahlungsdruck ganz wesentlich,
wobei letzterer operatorwertig eingefiihrt wird, so daf} keine speziellen Fluktuationen aus-
gezeichnet werden. Ferner bringen wir den quasi-instabilen Massenbereich um 108 M
der anwachsenden schwingenden Fluktuationsmoden mit der beobachteten Void-Struktur
in Verbindung. Bei Zugrundelegung dieses Zwei-Fliissigkeits- Modells existiert ein friihest
moglicher Zeitpunkt, ab dem wihrend der kosmischen Entwicklung Galaxien entstehen
kénnen, der bei einer Rotverschiebung von z ~ 8200, d.h. einem Weltalter von ca. 1.5-10%a,
liegt.

Betrachten wir die zeitliche Entwicklung des Materiedichtekontrasts fiir die nach der
Dispersionsrelations-Methode instabilen Fluktuationsmoden von Zeiten vor der Rekom-
bination bis zur Gegenwart, so spricht alles fiir ein kosmologisches Modell mit positi-
ver kosmologischer Konstante und positiver Kriimmung: In einem Lemaitre-Universum
steigt die Amplitude des Materiedichtekontrasts sogar um vier Groflenordnungen an! Da-
gegen verschlechtert sich die Situation dramatisch bei Hinzunahme verschiedener Anteile
an nicht-baryonischer kalter Dunkelmaterie.

Gleichzeitig ist das Lemaitre-Universum aus folgenden Griinden zu bevorzugen: Das
Alter des Universums betriigt 57 - 10° a, was sehr gut zum Alter der iltesten Sterne paft.
Auflerdem kénnen nur im Fall positiver Kriimmung, d.h. eines geschlossenen, sphérischen
Raumes, die globalen Eigenschaften des Kosmos, wie z.B. seine Homogenitét und Isotropie,
empirisch iiberpriift werden. In diesem Zusammenhang ist die Interpretation der Ergebnis-
se eines inflationdren Modells als zwingend fiir ein global flaches (unendliches) Universum
problematisch und nicht iiberzeugend (siehe [25], [36]).

Eine Verfeinerung unseres Zwei-Fliissigkeits-Modells wird in Zukunft darin bestehen,
einerseits mitschwingende Dunkelmaterie und andererseits Plasmaschwingungen zu beriick-
sichtigen, was jeweils auf ein Drei-Komponenten-System fiihrt.
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Annex

A Abschitzung des Viskositidtsterms

Zur Abschitzung des Viskositdtsterms vergleichen wir diesen mit Termen aus der Bewe-
gungsgleichung 1. Ordnung (1.39) des Plasmas und verwenden die Ergebnisse der Disper-
sionsrelations- Methode aus Kapitel 2.

Der Viskositétsterm R(7n) in der Navier-Stokes-Gleichung lautet:
Ri(n) =1 (vijk + vk — 2 v 0ik) =" (vilklk + Ve ki — 3 Vj504) (A.1)
mit der Scherviskositit:
n=0vl= 007, (A.2)

7 = [/v der mittleren StoBzeit, [ der mittleren freien Wegliinge, v der mittleren Geschwin-
digkeit der Plasmateilchen, p, der Massendichte des Plasmas und v; der Stromungsge-
schwindigkeit des Plasmas nach (2.6):

v, =A % k; gl (wi=k®) , (A.3)
vik:—AZ—L;kikkei(‘”_“) = Vgl (A.4)
vi|k|k:—ﬁwkiei(‘”t—'€f) = Vk|k|i - (A.5)

Somit nimmt der Viskosititsterm folgende Form an:
Ri(n) =3 nvijkk = —3 nﬁwkie"(m’ﬁf): (A.6)
=—3 ng)QkaiAei(wt_Ef). (A.7)

Vergleich des Viskositatsterms (A.7) mit Termen aus der Bewegungsgleichung 1. Ordnung (1.39)
des Plasmas

(i) Vergleich mit dem kosmischen Dampfungsterm R; ()

0 0 w ilwi—k
Rz(a):gpavzzgpaAﬁkze( t=k %) (A.8)
Aus (A.7) und (A.8) ergibt sich:
; 4 9’27k 4 1 4 1ok?
Rz(n):_ka _4 l2k2——lvk ‘ (A.9)
Ri(a) 3 « 3 ar 3 «
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A ABSCHATZUNG DES VISKOSITATSTERMS

Dieser Quotient ist schlecht abzuschitzen, da er fiir verschwindende Expansionsge-
schwindigkeit (o — 0) divergiert.

Vergleich mit dem Druckterm R; (c2)
Ri(c2)=c2 o= —c20Akiel k), (A.10)

Aus (A.7) und (A.10) folgt

‘ R; (n)
R; (c?)

4 p?

Mit der mittleren Geschwindigkeit der Protonen ¥ und der isothermen Schallge-
schwindigkeit ¢ (1.18b)

kT kT
7?2 = 3— und cs2:2—
m m

erhalten wir

‘ R; (n)
R (c?)

27w < 1, (A.12)

was durch Einsetzen der Stofizeit 7,, aus Annex B und der Frequenz aus der Disper-
sionsrelations-Methode z.B. in Abschnitt 2.2.2 folgt.

Dementsprechend kann der Viskositétsterm R; (1) gegeniiber dem Druckterm R; (¢2)
in der Bewegungsgleichung 1. Ordnung vernachléssigt werden und wird folglich beim
Aufstellen der fundamentalen Gleichungen nicht beriicksichtigt.
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B Die Stofizeiten

In diesem Annex geben wir die in dem kosmischen Substrat auftretenden Stofzeiten an.

Stof3zeit der Protonen des Plasmas untereinander

l
mittlere Stofizeit: 7, = = (B.1)
v
3kT, 3kT;
Energiesatz: — 2= — V= (B.2)
My My
mittlere freie Weglédnge l ! k- (B.3)
: =—=n7 .
g g p no op )\3
: : " h
mit der De-Broglie- Wellenléinge: A= —— (B.4)
mp U
) ar N2
und dem Streuquerschnitt: =17 =_ (B.5)
7T
) ) T m3 v?
—  mittlere freie Wegléinge: 1, = 22 (B.6)
%p
™ mp 0 mJ/? my? 1
—  Stofizeit: Top = - o 7 =7 o0 12 V3kT, =7 oo 77 V3 kT =k (B.7)

Die Stofzeit (B.7) ist fiir Protonen grofer als die entsprechende Stofizeit 7., der Elektronen
(Mmp > me).

Zur Zeit der Rekombination (zx = 1380) gilt:
Topr A 6 - 10%sec = 2a, (B.8)

d.h. die StoBzeit 7, oc 1/2%/2 wird zur Zeit der Rekombination maximal. Demzufolge ist die
StoBzeit 7, wesentlich kleiner als die in Kapitel 2 berechneten Perioden bzw. Relaxations-
zeiten und das entsprechende Weltalter (1.34).

Stof3zeit der Photonen bzgl. der Elektronen

l

mittlere StoBzeit: 7, = 2 (B.9)
c

mittlere freie Weglinge (1.9a): [, = e _ T (B.10)
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Zur Zeit der Rekombination (zz = 1380) gilt:
Trer 210" sec 2 5-10%a, (B.11)

so daf} die StoBzeit 7., x 1/2 zur Zeit der Rekombination am gréften ist und wesentlich
kleiner als das entsprechende Weltalter (1.34), siehe auch Fufinote 27, S. 185.

Stof3zeit der Elektronen bzgl. der Photonen

!
mittlere StoBzeit: Tey = — (B.12)
Ve

3 mp 3 myc®
* 4omo 4opoTh

. 3 mp 2 Me
—  StoBzeit: Tey = oo T1 2972 | / T (B.14)

Zur Zeit der Rekombination (zz = 1380) gilt:

mittlere freie Weglénge (1.9b):

(B.13)

Teyr ~ 3-10%sec ~ 9-10%a, (B.15)

so daf die StoBzeit 7., oc 1/2%2 zur Zeit der Rekombination am grofiten ist und wesentlich
kleiner als das entsprechende Weltalter (1.34).



185

C Strahlungsdruck in einem optisch diinnen Medium

Bei Betrachtung von in einem Plasma eingeschlossenen Photonen ist der gewdhnliche Strah-
lungsdruck p, zur Strahlungsenergiedichte u proportional:

u, (C.1)

W=

Pr =

wobei diese Beziehung nur in einem optisch dichten Plasma gilt, so da} die Photonenener-
giedichte u zeitlich nahezu konstant ist. Dies gilt jedoch aufgrund der stérkeren Diffusion
der Photonen und ihrer Energie in einem optisch diinnen Plasma nicht mehr. Die Diffusi-
onsgleichung fiir die Strahlungsenergiedichte u(t) lautet:

Ay — —— =0 (C.2)

mit /, der mittleren freien Weglénge der Photonen.

C.1 Integration der Diffusionsgleichung mittels Taylor- Entwick-
lung und Iteration

Der effektive Strahlungsdruck p,_,, auf das Plasma ist durch die Photonenenergiedichte u

bestimmt, die nach einer mittleren Stofizeit 7. = [,/c der Photonen mit den Plasmateilchen
(Elektronen) verbleibt: 27

pfy—)e(t) = % u(t + Tve)a Tye < t: (C3)

was nach Taylor-Entwicklung auf

1

Pyose(l) = % Zqozozo ! u(™ (t) 7_77:3 (C.4)

27 Dabei ist zu beachten, dafl die mittlere StoBzeit der Photonen mit den Plasmateilchen

L, 1 1 3
Te= == 2 —505-10° a
€ Comopu?® X X

mit der freien Wegléinge I, nach (1.9a) wesentlich kleiner sein sollte als das Weltalter ¢ (1.34) und die
aus der Dispersionsrelation (2.16) numerisch berechnete Periode T. Da die in der Dispersionsrelation
auftretenden [, - Terme fiir abnehmenden Ionisationsgrad, d.h. nach der Rekombination, verschwinden, ist
die obige Forderung bis zur Rekombination zu betrachten: Die Stofizeit 7., ist im gesamten Massen- und
s-Bereich wesentlich kleiner als das Weltalter ¢. Hingegen ist die Ungleichung 7., < T lediglich fiir Massen
erfiillt, die grofler sind als Massen, die ca. zwei Groflenordnungen kleiner als die obere Stabilitdtsgrenze
sind. Die Massen, fiir die 7,, = T gilt, sind mindestens eine Gréflenordnung kleiner als Massen, die zum
Minimum der nicht-schwingenden Mode b, fiihren. Da sich der Strahlungsdruck erst in der N&he der
oberen Stabilitéitsgrenze auswirkt, stellt diese Tatsache keine Einschrinkung der Anwendbarkeit obigen
Verfahrens dar. (zu Stofizeiten siehe auch Annex B.)
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fiihrt. Andererseits folgt aus der Diffusionsgleichung (C.2) durch Iteration:

cly

u™(t) = (? ) ult). (C.5)

Nach Einsetzen des Ausdrucks (C.5) in die Taylor-Entwicklung des effektiven Strahlungs-
drucks (C.4) erhalten wir unter Verwendung der Stofizeit 7., = [, /c:

w 1 rcl n c ” 2
proelt) = 3 000 (G me A) ult) = § et A ) = L BB Ay ()

Gleichung (C.6) fiihrt mit Hilfe des Ausdrucks (C.1) zu der Relation
Prse(t) = €232 pu(t). (C.7)
Entsprechend des Reaktionsprinzips ist die Riickreaktion auf die Strahlung durch

pf(—e = T Py—e (08)
gegeben.

Die gleiche Uberlegung gilt fiir gewohnliche Gasteilchen, wobei im nicht-relativistischen
Fall der Faktor 1/3 in der Beziehung (C.1) durch 2/3 zu ersetzen ist. Der Operator ¢//3 2
in Gleichung (C.7) beriicksichtigt, dal der Druck durch die nach einer mittleren Stofizeit
verbleibenden Teilchen bestimmt wird und dafl er nur auf Skalen wirkt, die gréfer als die
mittlere freie Weglénge [ der betrachteten Teilchen ist.

C.2 Integration der Diffusionsgleichung unter Verwendung des
Zeitentwicklungsoperators

Andererseits kénnen wir die Diffusionsgleichung (C.2) formal mit Hilfe des Zeitentwick-
lungsoperators U (t) 16sen, der fiir ¢ > ¢, folgende Relationen erfiillt:

A

u(®) =U@)u(ty) mit Ut =1. (C.9)
Einsetzen der Beziehung (C.9) in die Diffusionsgleichung (C.2) fiihrt auf die Zeitentwick-

lungsgleichung von U (t) unter der Annahme von beliebiger Anfangsenergiedichtenvertei-
lung u(tp):

oU cly -
— = —AU. C.10
ot 3 ( )
Das Integral der Gleichung (C.10) lautet mit der Anfangsbedingung U (t,) = 1

A~

U(t) = ech/3 A1) (C.11)
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und die Energiedichte nach Gleichung (C.9):
u(t) = et/3AE=10) gy (). (C.12)

Der effektive Strahlungsdruck p,_,e auf das Plasma wird durch die Photonenenergiedichte
bestimmt, die nach einer mittleren Stofizeit 7., = l,/c der Photonen mit den Plasmateilchen
(Elektronen) verbleibt. Somit folgt mit ¢ = ¢, + 7, unter Verwendung des Strahlungsdrucks
(C.1) und der Energiedichte (C.12):

Proe(t) = 5 B u(t = 7ye) (C.13)

und im Fall 7, < t:

l2

p7—>e(t) = 67/3Apr(t) = —Dyoe, (C.14)

(©.1) (©.8)

was mit dem Ausdruck (C.7) iibereinstimmt.
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D Zeitliche Entwicklung der Dichtefluktuationen bei
Vernachlissigung konkurrierender Terme

Nachdem der vom Plasma auf das Photonengas wirkende hydrostatische Druck wesentlich
geringer ist als derjenige, den das Photonengas auf das Plasma ausiibt, konnen wir ersteren
vernachldssigen. Das bedeutet, dafl in der Differentialgleichung (3.2) fiir die Amplitude f
der Materiedichtefluktuationen der Term

c2k?e /P gegeniiber 12k de MU/ (D.1)
herausfillt, was auch zu entsprechenden Vereinfachungen in der Dispersionsrelation fiihrt.

Moéglich ist dies, falls
f 1 k2 (12 9 dy
In = — 22— In{ ——— D.2
ng < 32 4 2 + In 3¢2.(1 + x) (D.2)

gilt, wobei die Gréfen c;, k, I und [, gemif (2.19a) — (2.19g) auf ihre heutigen Werte um-
gerechnet sind. Unter Verwendung des Parameters s und nach Einsetzen der numerischen
Werte (2.19a) — (2.19g) folgt:

f

4 1.80 - 10°
mi < 2 N23[877.10°* — 1.23-10°] + In <7> : (D.3)
g X 1+ x
Fiir einen Massenwert von M = 3.16 - 107 M, ergibt sich aus der Ungleichung (D.3)
bei s=05 In’ <13600 (D.4)
g
und bei s=1 1n§ < 2.99-10°. (D.5)

Beide Ungleichungen sind sehr gut erfiillt, da die Funktion f von der Ordnung 107 und die
Funktion ¢g von der Ordnung 1 ist.
In der Differentialgleichung (3.3) fiir die Amplitude g der Strahlungsdichtefluktuationen
kann entsprechend der Term
y c2k? e FIER f gegeniiber 1cPk2eTMU/yg (D.6)

vernachléssigt werden.

Somit wird bei der Integration des Differentialgleichungssystems (3.27)—(3.30) die
Konstante a4 (3.23b) Null gesetzt, wobei wir zur Berechnung der Anfangswerte die Mode
by heranziehen.

Bei den Massenwerten 10* Mg, 1.58 - 105 Mg, 3.16 - 10" Mg und 1.26 - 108 Mg tritt
bei Vernachldssigung der in Frage kommenden konkurrierenden Terme keine merkliche
Anderung der zeitlichen Entwicklung der Amplituden der Materiedichtefluktuationen f
und der Strahlungsdichtefluktuationen g sowie ihrer numerischen Werte gegeniiber dem
allgemeinen Fall auf, was nach der Abschétzung (D.3) zu erwarten ist.
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E Herleitung der relativistischen Diffusionsgleichung

E.1 Diffusion von Strahlungsenergie durch das Elektronengas
(Plasma)

Nach (4.11) lautet der Energie-Impuls-Tensor der Strahlung in gemischten Komponenten:

(r)
T, = (gr02 + ps) cu ¢ —psb,” (E.1)

und entsprechend (4.15) der Erhaltungssatz bei Vernachlissigung des Energie-Impuls-
Ubertrags der Elektronen auf die Photonen ApPey, siehe S. 19:

@ 4 ¢?
T, IIV:§Z_Qr(UM_Cu) . (E.2)
Y

Einsetzen des Energie-Impuls-Tensors (E.1) in den Erhaltungssatz (E.2) ergibt:

[GURINTN

2
(0: +ps) cupe” + [(0:6 + ps) ] 1w Cu — Psiu = %gr (v —cu) - (E.3)
Y

Um die Kontinuitétsgleichung®® zu erhalten, projizieren wir den Erhaltungssatz (E.3) auf
die Photonengeschwindigkeit c*:

4
(0 +ps) ], = psjuc = s oc(vu—c) ¢ = (E-4)
I 3

K (R Y T o T
35,4\ 37, : :
wobei wegen der Normierung c,, ¢ = 0 gilt und 3 die Relativgeschwindigkeit zwischen
Plasma und Strahlungsfeld ist. Da 2 < 1 ist, kann die Wurzel auf der rechten Seite
entwickelt werden, so daf§ lediglich ein Term der Ordnung 32 stehen bleibt, der ein relati-
vistischer Term ist und den wir im Rahmen dieser Betrachtung vernachlassigen.

Zur Herleitung der Diffusionsgleichung setzen wir ps = p, = 1/3 g, ¢* und beriicksich-
tigen somit die Wechselwirkung von Materie und Strahlung nicht. Dementsprechend folgt
aus (E.4) die Bilanzgleichung

% (Qr CQCU) v % Qr|u626u =0, (EG)

o
ZDie Projektion des Erhaltungssatzes auf die Photonengeschwindigkeit, 7,,”, c#, liefert die Konti-

@
nuitétsgleichung und die Projektion in den Hyperraum, T,", h*,, die Bewegungsgleichungen.
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die wir mit ¥ = o, c? ¢V der Energiestromdichte und ug = j¥ ¢, der Ruhenergiedichte der
Photonen, die von der Photonenstrémung aus gesehen wird, wie folgt umschreiben:

Fiw=tuud & ="+t =T u . (E.7)

3+ 1—Zerlegung in manifest kovarianter Weise

Wir betrachten Diffusion bzgl. eines Trégers und zwar der Photonen bzgl. des Plasmas, so
dafl das Plasma als Trager der diffundierenden Energiedichte wirkt mit

v#  der Vierer-Geschwindigkeit des Trégers (E.8)

huy = gu — v, v, dem Projektor in den Ruhraum (Hyperraum) des Plasmas.  (E.9)

Die Dreier-Energiestromdichte ist die Projektion der Vierer-Energiestromdichte in den
Hyperraum:

=57t = = 7 vt (E-10)
so daf} die Vierer-Energiestromdichte wie folgt geschrieben werden kann:

gt = g+ uot, (E.11)
wobei

u =70, (E.12)

die Ruhenergiedichte der Photonen bezeichnet, die von der Plasmastrémung aus gesehen
wird. Zwischen den Ruhenergiedichten uy und u besteht die Beziehung:

Uo 1 52
— =g (1 -3 =
1 a2 72 0 ( 2 ) Bt
da wir in diesem Zusammenhang relativistische Terme wegen der Kleinheit der Relativge-
schwindigkeit 3 zwischen Plasma und Strahlungsfeld vernachlassigen. Die Bilanzgleichung

(E.7) wird mit Hilfe eines stérungstheoretischen Ansatzes gelést, wobei wir im folgenden
nur lineare Abweichungen von der 0. Ordnung beriicksichtigen:

u=1uyc’ vy = Ug , (E.13)

1

i =) 0@ o= (@) + 0:(2”) (E.14)

0 1
ry,=ry, +TY, &=+ mit & = 8%, (E.15)

14
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0. Ordnung der Bilanzgleichung (E.7)

In 0. Ordnung lautet die Bilanzgleichung

3”|U+IQZA§A=%&V3“, (E.16)
wobei mit

f’,’j)\ ]0')‘ = f’,’j)\ U =3at nach (4.26a) und ¢ = 6", (E.17)

U, + 460 =0 = uR"= const. (E.18)

folgt, was das Verhalten der kosmischen Hintergrundstrahlung beschreibt.

Die Bilanzgleichung (E.7) in 1. Ordnung

Durch Einsetzen des Ansatzes (E.14), (E.15) in die Gleichung (E.7) erhalten wir folgende
Bilanzgleichung 1. Ordnung:

0

1 0 1 1
77w+ T AT = (&Ivgu"‘&\'/gj) (E.19)

B~ =

mit
1

=0, + 00 A +2.01d. . (E.20)

Zur Bestimmung und Definition der gestorten Energiedichte u betrachten wir die Energie-
dichte wu:

o= Cp = " b+ 1" b+ 1 by = 0P+ 00+ 0 (EVéV +é”?:u) , (E.21)
h —0 nach (4.33) }
was auf:
U= E)r c und U= i)r c (E.22)

fiihrt. Fiir die Bilanzgleichung in 1. Ord. (E.19) gilt auch (, kovariante Ableitung bzgl. des
Hintergrunds)

1 1 0 1

j";,,+F,’jAj)‘:Z(1|,,?:”+&‘,,(1:”) , (E.23)
was unter Verwendung von

1 1 0

7*=jgh’, (E.24)

11/ 1-1/ 10'0 v 11/ 10, 0 2150 04

J¥ = 5+ %00 = Pt uv’+ o, v,0 und (E.25)
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1
e 2, bl Bl = dr el (F.26)
22
in
! Oau 10, 0 2150 04 11/ 0 20 1 1 0y Ly,
Joh —I—(uv ) —I—(grc v,V ) +I)\ 000 :Z(u‘yc +u|,,c) (E.27)
iibergeht.

Ficksches Gesetz

Das Ficksche Gesetz fiir die Dreier- Energiestromdichte lautet:
E=Aut. (E.28)

Da j/ l, die auf einer freien Weglédnge [, pro Zeiteinheit absorbierte Energiestromdichte i
darstellt, was gleich der Kraftdichte des Strahlungsdrucks ist:

-

1 1
i = —gradp = —= gradu = —C grad Or 02 s (E'29)
Ly 3 3
so folgt:
- l
j= —é’ grad u . (E.30)

Da der Gradient in (E.28) nur auf die Stérung wirkt, ist das Ficksche Gesetz fiir die

.. 1
Storungen u anzusetzen:

1 1 1 0
74 =Ault = Ny, b7 (E.31)
Der Vergleich mit (E.30) liefert:
l
A= 2. E.32
. (£.:32)

Wird das Ficksche Gesetz in der Form j, = )\11”0 in die Bilanzgleichung (E.27) eingesetzt,
geht sie in

(w, & +u,e’) (E.33)

N

0 1
(Ao b))+ (u”) s+ (0 P 0,0") 0 + T8 0 20 =
iber.
Nach Ubergang zu angepafiten Koordinaten erhalten wir aus Gleichung (E.33):

/\|n111,|5_38n+)\111‘3;n£]sn—/\’LIL‘410)V;,/—{— (E.34)

1
1 1.0, 0 2 14 0 92 1y 0 2 1, v O 2
+ugtuv’, +orac’c o gt o0V, + T 000" =

1
=1 (11“4 + 5r\402 é4) .



E.2 Diffusion von Elektronenenergie durch das Photonengas 193

Da folgende Relationen gelten

0
Ajn =0 v, =T%0" = 3a (E.35)
L 1. a 1 1 . 1 1. 1.
Ils= 9 Jaa)a + ﬁgnn T 9Rp? 9nn|4 ¢t = 5944 = Ty 91 (E.36)

vereinfacht sich die Bilanzgleichung (E.34) zu

3 - 1 3
)‘711'|s\n.85n + Z?li\zl +3a (71 D) E)rCQ EIJ44) ) 5r\402 §44+ (E.37)

0 2 d 1 ]. 1
+orc ﬁgnn_ﬁgnnM =0

und wir konnen sie mit der 0. Ordnung

5 1 2o 1
gr|4 CZ =—4 agr CZ und (ﬁ énn) = _ﬁ énn + ﬁ .énn|4 (E38)
|4
in die Gleichung:
4 1 0 1 1 2 0 ]. 1
— AU gn G dau—=p.c | = =0 E.39

~
Trans—Newton—Term

umformen. Ist die zeitliche Anderung von u infolge der Expansion langsam gegeniiber der
Diffusion, fallen der Trans-Newton-Term und der a-Term weg und die Diffusionsgleichung
nimmt die Gestalt an:

4 1 1
g)\u‘3|n§sn+u‘4=0 mit A=z ly. (E.40)

Wl

Zur Losung der Diffusionsgleichung mittels Iteration (Annex C.1) ist sicherzustellen, daf
der Laplace-Operator zeitunabhéngig ist, was tatséchlich der Fall ist, da die Stofizeit 7,
erheblich kleiner als das Weltalter ¢ ~ 1/« ist.

E.2 Diffusion von Elektronenenergie durch das Photonengas
E.2.1 Adiabatische Diffusion der Elektronenenergie

Der Energie-Impuls-Tensor der Materie ist nach (4.8) in gemischten Komponenten durch:

(r)
T, = 0pc® vy 0" = pp (64" — vu0") (E.41)

gegeben, wobei sich die Energiedichte:

3
0, =nmyc® +n B kT (E.42)
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aus

der Ruhenergiedichte nmyc® = pp,¢® und (E.43)

3
der thermischen Energiedichte n 2 kKT = u zusammensetzt. (E.44)

(n: Anzahldichte, my: Elektronenmasse).

Folglich gilt der Erhaltungssatz sowohl fiir die Ruhmateriedichte als auch fiir die thermische
Energiedichte:

e Ruhmateriedichte:

(p)
T, = 0,¢*v,v" (E.45)

(p)
i =0 < Qp|l/c2 v v + 0pC° v v’y =0. (E.46)

=0 (Normierung)

Mit dem entsprechenden storungstheoretischen Ansatz fiir die Materiedichte g, und die
Plasmageschwindigkeit v* folgt in 0. Ordnung die kosmologische Hintergrundgleichung (4.30)
fiir die Materie:

0, R® = const. . (E.47)

e Der Energie-Impuls-Tensor der thermischen Energie

(th)

T, =uv,v” —pwm (6" —vuv”) (E.48)
geht mit der kalorischen Zustandsgleichung (nicht-relativistische Teilchen)

2

P =g U (E.49)
in

w 5 2

T, = guvuv”— guéu” (E.50)

iiber, so dafl der Erhaltungssatz fiir die thermische Energie wie folgt lautet:

) 5 , 0 s 2

T, v =5 Ul v +§(uv )i vﬂ—gum:(). (E.51)
Nach der Projektion auf die Elektronen-4-Geschwindigkeit v* folgt:

5 s 2 3 , s

3 (uw )”V—guwv“zo = = Uy v +uv’y, =0 (E.52)
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was unter Verwendung des thermischen Energiestroms 7 = uv” die Bilanzgleichung ergibt:

T = g up v (E.53)

Analog dem Vorgehen bei der Diffusion von Strahlungsenergie durch das Photonengas
wahlen wir den entsprechenden stérungstheoretischen Ansatz fiir die Energiestromdichte
j¥ sowie den Energiestrom u und erhalten die Bilanzgleichung in 0. Ordnung:

w, v’ & upt+sau=0. (E.54)

(G20 )

0-1/ 0-1/ 01/ 0-)\
J v =17 \V"‘FU,\] =

Aus Gleichung (E.54) folgt:?®

T R? = const.
R’ =const. < nkTR®=const. — (E.55)
n R® = const.
Die Bilanzgleichung (E.53) lautet in 1. Ordnung:
Ly Ny o) 2 1 Oy 0 Ly
7w+l it = R (u‘yv + U,V ) . (E.56)
In diesem Fall sind die Triger des Diffusionsstroms die Photonen:
Vierer-Geschwindigkeit des Triigers: c¢* (E.57)
Projektor: hy, = gu, —cucy. (E.58)
Weiterhin gilt entsprechend den Beziehungen in Annex E.1:
L, L, 1.0 o,
L T L (E.59)
L 10 01
J' =uv’ +uv” (E.60)
Sl ket p i — kel (E.61)
L, 1 01,0 0,
J =]—+<u+uv ca) c”. (E.62)
Unter Verwendung des Fickschen Gesetzes
PeawY omit A=op (E.63)
3 ¢’

T R? = const. wird {iblicherweise aus || R = const. abgeleitet.
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le der mittleren freien Wegldange der Elektronen und v, ihrer mittleren Geschwindigkeit
sowie den Relationen (E.59) — (E.62) erhalten wir die Bilanzgleichung in 1. Ordnung:
1 9., 1 0, 10, 0 1,0 0, 0 (1,0 0, 01,0 0,
()\u‘(,h );u+u‘,,c +tuc’,, +upvic,c’ tu (U cg> ¢ +uv’c,
(E.64)

die in angepafiten Koordinaten unter Beriicksichtigung von (E.35) und (E.36) sowie der
Gleichung 0. Ordnung (E.54) in

5 1 OS’IZ 1 ~ 1 50 2 ]- 1
g)‘u\slng +U|4+5au—69r0 (ﬁgnn>|4:0 (E.65)

~-
Trans—Newton—Term

iibergeht. Ist die zeitliche Anderung von u infolge der Expansion langsam gegeniiber der
Diffusion, so folgt aus Gleichung (E.65) die Diffusionsgleichung:

5 1 1 v

AU T U =0 mit A= l-t. (E.66)
c

Bei der adiabatischen Diffusion ist die Elektronentemperatur nicht an die Photonen gekop-

pelt. Da jedoch die Elektronen in das riesige thermische Bad der Photonen eingeschlossen

sind, ist es sinnvoll, die Diffusion der Elektronenenergie durch das Photonengas isotherm

zu behandeln, was in Annex E.2.2 durchgefiihrt wird.

E.2.2 Isotherme Diffusion der Elektronenenergie

Zur Zeit der Rekombination gilt fiir die thermische Energiedichte der Elektronen:

0
3 2
w=n"kyT ~243-10710 28 mit =20 : (E.67)
2 cm? myp
fiir die Strahlungsenergiedichte
0. =0T" ~1.46 igg (E.68)
cm
und das Verhiltnis aus beiden
2
& L6100, (E.69)
U

das vor der Rekombination erhalten bleibt. Somit ist das Photonengas fiir die Elektronen
ein riesiges Wiarmebad, so dal wir vor der Rekombination
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(i) isotherme Diffusion der Elektronenenergie betrachten und
(ii) den Wert der isothermen Schallgeschwindigkeit wihlen.

Aus der thermischen Energiedichte folgt fiir
3
T = const. : u=mng ks T, (E.70)

so daB es sich lediglich um die Diffusion der Elektronenzahl n handelt. Mit dem Energie-
Impuls-Tensor

(th)
T, =nv,v” (E.71)
und dem Erhaltungssatz

(th)

Ty =nvwv” +(nv”), v, =0 (E.72)

v

erhalten wir nach Projektion auf die Elektronengeschwindigkeit v*

(nv”),, =0 (E.73)
und unter Verwendung der Energiestromdichte j* = nv” folgende Bilanzgleichung:

75w =0. (E.74)

Nach Einsetzen des entsprechenden stérungstheoretischen Ansatzes fiir die Elektronenan-
zahl n und die Elektronengeschwindigkeit v# ergibt sich die Bilanzgleichung in 0. Ordnung:

0
750 =0 & (70113”) =0 = n R® = const. . (E.75)

In 1. Ordnung folgt aus der Bilanzgleichung (E.74) (, kovariante Ableitung bzgl. des Hin-
tergrunds)

1' 1 0A

]V;I/'f_PZ)\] :Oa (E76)
wobei

1

7¥ =nv’ +nuv” (B.77)
und

L, i, L,0 o, L0 1 01,0

) =)ty e, )7 =n+nv’c, (E.78)

gilt und die Vierer-Geschwindigkeit des Tégers ¢* und der Projektor h,, = g, — c,c, ist.
Dementsprechend lautet die Bilanzgleichung in 1. Ordnung:

1 1 0
o+ [(4hiE,) @] W+ T =0, (E.79)
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die mit dem Fickschen Gesetz

1

AR = Ny, B (E.80)

in folgende Gleichung iibergeht:
1 OO'U 1 0 10. 0 OIJ 1 v OA
()\mah ) ;,,-I—[(n-l—nv c,,) c ] s+, 74 =0. (E.81)

Nach Wahl von angepafiten Koordinaten und Multiplikation mit 3/2 kz T sowie unter Ver-
wendung der Relationen (E.35), (E.36) und der Gleichung 0. Ordnung (E.75) erhalten wir
die Bilanzgleichung

. 1 1
A&|S|n‘83n+7lll|4+3a/?ll,—§& (ﬁénn> =0, (E82)

WV
Trans—Newton—Term

die bei Vernachlissigung des & u-Terms (s.0.) folgende Form annimmt:

L
Mg g™ + s =0  mit A=l -~

Sl (E.83)
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