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Abstract

In this Diplomarbeit we show that, when parametrized by their rational coho-
mology type, “most” compact, simply-connected 8-dimensional manifolds (with
possibly one singular point) have only trivial S'-symmetry. To obtain restricti-
ons on the rational cohomology type in the case of a non-trivial S'-action, we
study the minimal Hirsch-Brown model of the S!-equivariant cohomology, and
derive relations between the cohomology type and the rational cohomology of the
fixed point set. Some of the results obtained are interesting in their own right:
We show that for a “generic” compact, simply-connected, even-dimensional Q-
Poincaré duality space X with S!-action the fixed point set has at most one
component, of high formal dimension; and that the map j} : H*(X) — H*(F,)
induced by the inclusion is an isomorphism up to a degree, which is determined
by the formal dimension of the fixed point component F,,.
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Einleitung

Ist eine ,zufiillig ausgew#hlte“ topologische (glatte) reelle Mannigfaltigkeit der
Dimension n S'-symmetrisch? Mit dieser intuitiv gestellten Frage beschiftigt
sich die vorliegende Arbeit.

Um unter Objekten ,zufillig auswéhlen® zu kénnen, bedarf es eines Parame-
terraumes mit geeigneter Struktur, mit Hilfe derer zwischen , generischen“ und
,hicht-generischen®“ Teilmengen unterschieden werden kann. Der in dieser Arbeit
gewidhlte Ansatz, einen solchen Parameterraum fiir Mannigfaltigkeiten durch Pa-
rametrisierung nach dem rationalen Kohomologietyp zu erhalten, wird motiviert
durch Ergebnisse von D. Sullivan (vgl. Satz 1.2) bzw. S. Papadima (vgl. Satz
4.4).

Aquivariant-kohomologische Betrachtungen liefern notwendige Bedingungen
fiir die Existenz nicht-trivialer S-Operationen auf der zu untersuchenden Klasse
von Riaumen. Als wichtigste Aussage erhalten wir dabei fiir eine , grofie“ Teilklas-
se dieser Rdume (ndmlich fiir diejenigen mit 2-erzeugter rationaler Kohomologie-
Algebra), daf} sich die rationale Kohomologie-Algebra des Raumes bis auf Iso-
morphie als graduierte assoziierte Algebra einer multiplikativen Filterung auf der
jeweiligen rationalen Fixpunktmengenkohomologie erhalten 148t. Dies legt einen
Vergleich der Freiheitsgrade der in Frage kommenden Filterungen gegeniiber den
Freiheitsgraden aller Kohomologietypen nahe. Eine a priori Abschitzung ergibt
dabei jedoch, dal sowohl fiir Fixpunktkomponenten der formalen Dimension
n; > 8, als auch fiir Fixpunktkomponenten der formalen Kodimension 2 zuséatzli-
che geeignete Abschétzungen etwa iiber die Anzahl dieser Fixpunktkomponenten
notig sind, um auf dem hier eingeschlagenen Weg zu dem gewiinschten Ergebnis
zu gelangen. Im Rahmen dieser Arbeit beschrinken wir uns deshalb auf die Di-
mension n = 8. (Man beachte, daf die obige Frage fiir die Dimension n = 6 von
V. Puppe in [Pu] bereits weitgehend geklirt wurde.)

Die Arbeit ist daher wie folgt aufgebaut: Im ersten Kapitel stellen wir das be-
reits erwihnte Resultat von D. Sullivan vor. Ihm folgend fithren wir eine geeignete
Kategorie X% von S'-Réumen ein, welche unseren Symmetrie-Untersuchungen
in den Dimensionen n = 4k zugrundeliegen soll. X, enthélt aufler den einfach-
zusammenhingenden, geschlossenen topologischen n-Mannigfaltigkeiten auch sol-

che mit einem singuldren Punkt gewissen Typs.
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Im zweiten Kapitel wird fiir recht allgemeine S'-Riume mit Hilfe des Satzes
von Grivel-Thomas-Halperin das minimale Hirsch-Brown-Modell der dquivarian-
ten Kohomologie eingefiihrt und unter anderem mit Hilfe einer Variante des aus
dem Borelschen Lokalisierungsatz gewonnenen Auswertungssatzes studiert. Fiir
den total-nicht-homologen Fall — also etwa, wenn die (nicht-dquivariante) Koho-
mologie des betreffenden Raumes 2-erzeugt ist — folgern wir daraus wesentliche
Zusammenhénge zwischen der Kohomologie des Raumes und derjenigen der Fix-
punktmenge. Insbesondere zeigen wir dabei die obige Aussage beziiglich einer
Filterung auf der Kohomologie der Fixpunktmenge.

Im dritten Kapitel nutzen wir die Ergebnisse des vorigen Kapitels fiir die S*-
Réume der Kategorie X§, mit 2-erzeugter Kohomologie: Wir zeigen fiir sie erstens
die Aquivalenz von trivialer S'-Operation und dem Vorliegen einer Fixpunktkom-
ponente der formalen Dimension 8 sowie zweitens eine Abschitzung der Anzahl
der Fixpunktkomponenten von formaler Dimension 6.

Im vierten Kapitel fiihren wir mit Hilfe des bereits erwéhnten Resultats von
Papadima einen Parameterraum ein fiir die [somorphieklassen einfach-zusammen-
héngender Poincaré-Dualititsalgebren der formalen Dimension 8, und damit auch
fiir die rationalen Kohomologietypen der Kategorie X35;. Dieser Parameterraum
ergibt sich als Orbitraum beziiglich einer nicht-eigentlichen Operation einer ra-
tionalen Lie-Gruppe auf einem rationalen Vektorraum. In diesem Vektorraum
charakterisieren wir mit Hilfe der Ergebnisse von Kapitel 2 durch Bilder und Ur-
bilder polynomialer Abbildungen eine invariante Teilmenge, deren Bild unter der
Orbitabbildung ausschliefflich nicht-S!-symmetrische Kohomologietypen enthélt.

Im fiinften Kapitel deuten wir schliefllich unter der Annahme, daf} statt der
rationalen die reellen Zahlen zugrunde ldgen, an, auf welche Weise sich die Ergeb-
nisse aus Kapitel 3 und 4 zu einer Aussage iiber generische Nicht-S'-Symmetrie
der Kategorie X3, verwenden lassen konnten.

Die Diplomarbeit wird ergénzt durch einen Anhang mit Ergebnissen, die nach
Einreichung der Diplomarbeit gefunden wurden. In ihm werden wir mit einfachen
Methoden der Schnitttheorie von Mannigfaltigkeiten die Ergebnisse von Kapitel 3
deutlich verbessern. Wir erhalten auf diese Weise eine gute Abschitzung iiber die
Anzahl hochdimensionaler Fixpunktkomponenten und deren Hilbert-Funktion,
die nicht auf den 8-dimensionalen Fall beschrinkt ist.

Als sehr gute Einfiihrung in die in dieser Arbeit durchgiingig verwendete Cech-
Alexander-Spanier-Kohomologie sei [Ma| empfohlen. Sémtliche in dieser Arbeit
auftretenden Rdume sind parakompakt. Wir brauchen daher nicht zwischen der
auf lokal-endlichwertigen Alexander-Spanier-Koketten basierenden Kohomologie
und der auf nicht notwendig lokal-endlichwertigen Alexander-Spanier-Koketten
basierenden zu unterscheiden. Wir werden beide mit H*(—) bezeichnen, falls
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rationale Koeffizienten vorliegen. Gegebenenfalls werden die Koeffizienten expli-
zit angegeben. Wollen wir ausdriicklich zwischen dieser Kohomologie und der
Alexander-Spanier-Kohomologie mit kompaktem Triger unterscheiden, so ver-
wenden wir fiir erstere die Bezeichnung HZ (—,G), fiir letztere H*(—,G). Mit
I:Ifo(—, G) bezeichnen wir schliefllich die sogennante Steenrod-Homologietheorie,
die sich aus der Dualisierung des auf Alexander-Spanier-Koketten mit kompak-
tem Trager basierenden Kokettenkomplexes ergibt.

Mit der folgenden allgemeinen Definition wollen wir nun zum ersten Kapitel
iiberleiten.

Definition 0.1 (i) Es sei allgemein Xs: eine Unterkategorie der Kategorie von
topologischen S'-Réumen. Mit V wollen wir den Vergif-Funktor bezeich-
nen, der Xs1 unter Vernachlissigung der S*-Operation auf X, die entspre-
chende Unterkategorie der Kategorie von topologischen Rdumen, abbildet.
Zu jedem Objekt X von X ist (X, o) ein Objekt von Xgi1, wenn o die tri-
viale S'-Operation auf X ist. Wir wollen daher im Rahmen dieser Arbeit
V' als surjektiv auf den Objekten bezeichnen.

(ii) Zwei Objekte X und Y von X haben denselben rationalen Kohomologietyp,
wenn ihre jeweiligen rationalen Kohomologie-Algebren H*(X) und H*(Y)
als graduierte Algebren isomorph zueinander sind. Die Aquivalenzklassen
der Objekte vom selben rationalen Kohomologietyp heiflen die rationalen
Kohomologieklassen (der Objekte) von X.

(iii) Eine rationale Kohomologieklasse kohomg(Y) von X heifie S*-symmetrisch,
wenn es einen nicht-trivialen S'-Raum (X, o) in X1 gibt, so da V(X,0) =
X ein Représentant von kohomg(Y) ist. O

Dieser Definition gem#fl werden wir im folgenden eine Kategorie X' als ge-
nerisch nicht-S*-symmetrisch beziiglich einer geeigneten Parametrisierung nach
dem rationalen Kohomologietyp bezeichnen, wenn im Parameterraum die nicht
Sl-symmetrischen Kohomologieklassen , generisch“ sind.



Kapitel 1

Wahl der S-Riume

Zunéchst werden wir in diesem Kapitel das bereits in der Einleitung erwéhnte
Ergebnis von D. Sullivan vorstellen (vgl. Satz 1.2). Fiir Dimensionen n = 4k
legt es bei einer Parametrisierung der S'-Riume nach ihrem rationalen Koho-
mologietyp nahe, statt ausschlielich Mannigfaltigkeiten auch solche mit einem
singuldren Punkt gewissen Typs zuzulassen. Dem gemafl werden wir in diesem
Kapitel eine erweiterte Kategorie X', von S*-Réumen definieren, die fiir n = 8 die
Grundlage dieser Arbeit sein wird. Die rationalen Kohomologietypen dieser er-
weiterten Kategorie entsprechen dann genau den Isomorphieklassen von einfach-
zusammenhingenden Poincaré-Dualitétsalgebren der formalen Dimension 8.

Zu Beginn erinnern wir noch einmal an die Definition einer rationalen Poin-
caré-Dualitdtsalgebra:

Definition 1.1 A* sei eine positiv graduierte, graduiert kommutative Q-Algebra
mit Identitdt. A* heifit Poincaré-Dualititsalgebra der formalen Dimension n,
fd(A*) = n, falls gilt:

(i) Esist A” = Q.

(ii) Fiir alle 7 € Z ist die multiplikative Paarung A* x A" — A" eine exakte
duale Paarung von Q-Vektorrdumen, d.h. sie induziert jeweils Isomorphis-
men A® = Homg [A" ¢, Q).

Gilt dariiber hinaus A' = 0, so heifit die rationale Poincaré-Dualitéitsalgebra A*
einfach-zusammenhdngend. Eine Orientierung von A* ist gegeben durch einen Ho-
momorphismus w : A* — Q mit ker(w) = A7". Schliellich sei die Kategorie der
Isomorphieklassen einfach-zusammenhéngender, rationaler Poincaré-Dualitétsal-
gebren der formalen Dimension n mit PDA" bezeichnet. O

Aus dieser Definition folgt unmittelbar, da§ A° = Q-1 sowie A’ = 0 fiir < 0
oder 7 > n. Weiter sind wegen (4i) alle A* endlich-dimensionale Q-Vektorriume.
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Bei der Parametrisierung geschlossener, einfach-zusammenhéngender, glatter
reeller Mannigfaltigkeiten nach ihrem rationalen Kohomologietyp spielt ein be-
kanntes Resultat von D. Sullivan (s. [Su|, Thm. 13.2) eine entscheidende Rolle. Es
garantiert fiir alle Dimensionen n # 4k, daf} sich jede einfach-zusammenhéngende,
rationale Poincaré-Dualitétsalgebra der formalen Dimension n bis auf Isomorphie
als Kohomologie-Algebra einer solchen Mannigfaltigkeit der Dimension n erhalten
158t. Fiir n # 4k ist daher der Kohomologie-Funktor H* (—, Q) von der Kategorie
D™ der geschlossenen, einfach-zusammenhéngenden, glatten Mannigfaltigkeiten
der Dimension n in die Kategorie PD.A" surjektiv auf den Objekten.

In den Dimensionen n = 4k, also insbesondere auch fiir den uns interessie-
renden Fall n = 8, ist diese Surjektivitéit jedoch nicht gegeben. Um in solchen
Dimensionen ein &hnliches Ergebnis zu erhalten, mufl entweder die Kategorie
PDA™ weiter eingeschréinkt (siehe [Su], Thm. 13.2) oder die Kategorie D" erwei-
tert werden. Zugunsten einer einfacheren Parametrisierung entscheiden wir uns
hier fiir letzteres. Der fiir uns interessante Teil von Sullivans Resultat 1a8t sich
daher in dem folgenden Satz zusammenfassen.

Satz 1.2 (Sullivan) Es sei A* eine einfach-zusammenhdngende rationale Poin-
caré-Dualitdtsalgebra der formalen Dimension n = 4k. Dann gibt es eine ge-
schlossene, einfach-zusammenhdngende, glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit
mit unter Umstinden einem singuldren Punkt, deren rationale Kohomologie-
Algebra zu A* isomorph ist. Der mdgliche singuldre Punkt ergibt sich dabei aus der
Errichtung des Kegels tber einer (n-1)-dimensionalen Q-Kohomologie-Sphire,
welche der Rand einer kompakten, einfach-zusammenhdngenden, glatten Man-
nigfaltigkeit der Dimension n ist. O

Dem gemé&f wollen wir nun mit der folgenden Definition eine fiir uns geeignete
Kategorie von S!-Riumen fiir die Dimensionen n = 4k einfiihren. Diese enthilt
neben einfach-zusammenhingenden, kompakten topologischen Mannigfaltigkei-
ten der Dimension n auch solche mit einem singuliren Punkt des besagten Typs
enthélt. Fiir den Rest des Kapitels sei der Einfachheit halber stets n = 4k > 4
angenommen.

Definition 1.3 (i) S™ sei die Menge aller n-dimensionalen Q-Kohomologie-
Sphéiren ", d.h. derjenigen geschlossenen topologischen Mannigfaltigkei-
ten der Dimension n, die denselben rationalen Kohomologietyp wie die
Standard-Sphére S™ haben. Insbesondere ist dabei die Standardsphére S™
in S" enthalten. Die Teilmenge S™ C S" bestehe aus allen Kohomologie-
Sphéren X", die homdomorph zur Standardsphére sind. Mit &g, := S\ 8"
wollen wir das Komplement dazu bezeichnen.

(i) Es sei (M",8"!) die Menge der kompakten, einfach-zusammenhéingen-
den topologischen n-Mannigfaltigkeiten mit einer rationalen Kohomologie-
Sphire ¥"7! als Rand. Die Teilmenge (M™, 8" !) bestehe aus allen M €
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(M™,8"71), deren Rand &M homdéomorph zur Standardsphére S™~ ist.
Mit (M2, Sirmg) = (M™,8"71) \ (M",8"1) bezeichnen wir das Kom-
plement dazu.

(iii) Gem#B Sullivans Resultat betrachten wir zu jedem M € (M", 8" ') =
(M, 8" 1) U (M?mg,Sfi;;) den Abbildungskegel iiber der Inklusion des
Randes. Dies liefert uns sowohl die Menge M" := {M Ugn-1 CE"! |
M € (M™, 8" 1)} von topologischen Mannigfaltigkeiten, als auch die Men-
ge M7 = {M Usgn1 CS" L | M € (MT,,,,Sti0)} von Réumen, die die
Struktur einer topologischen Mannigfaltigkeit nur bis auf den singuldren

Punkt in der Spitze des Kegels aufweisen.

(iv) Es seien nun M" U MY, die Objekte der Kategorie X™. Als Morphismen
dieser Kategorie wollen wir alle stetigen Abbildungen zwischen jeweils zwei

Objekten ansehen.

(v) Unter einer S'-Operation auf einem Objekt X € X™ wollen wir demzu-
folge eine stetige Abbildung o : S' x X — X verstehen, die die iiblichen
Eigenschaften einer Linksoperation besitzt: o (A1, 0(Ag, z)) = 0(A1 g, x) fiir
A1, A2 € St und z € X sowie o(1,z) = x fiir das neutrale Element 1 € S*
und z € X.

(vi) Die Kategorie X', sei nun wie folgt definiert: Die Objekte von X seien
Paare (X,0), wobei X ein Objekt aus X™ und o eine S'-Operation auf
X ist. Ein Morphismus fg1 : (X,0) — (Y,7) von Ag, ist durch einen
Morphismus f : X — Y von A" gegeben, fiir den das folgende Diagramm
kommutiert:

S'x X 25 X

(id,f)l lf

Slxy —I 5 Y

Zur Unterscheidung zwischen X™ und X, werden wir im folgenden die
jeweiligen Objekte (X, o) und Morphismen fg1 : (X,0) = (Y,7) in Xg; als
dquivariante Objekte bzw. dquivariante Morphismen bezeichnen. O

Im Zusammenhang mit dieser Definition wollen wir einige Aspekte unserer
Fragestellung noch einmal kurz erldutern.

Bemerkung 1.4 (i) Mit den obigen Definitionen 1.3 der Kategorien X8 bzw.
X§ gehen wir also ,bis auf den mdoglichen singuléren Punkt“ der Fra-
ge nach, ob die kompakten, einfach-zusammenh#ngenden topologischen 8-
Mannigfaltigkeiten generisch nicht-S!-symmetrisch sind. (Wir meinen selbst-
verstdndlich einen singuldren Punkt des oben erwidhnten Typs, wenn wir
hier und im folgenden von ,singuldrem Punkt“ sprechen.)
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(ii) Die Uberlegungen dieser Arbeit gelten damit jedoch ,bis auf den méogli-
chen singuldren Punkt“ ebenfalls hinsichtlich Frage, inwieweit kompakte,
einfach-zusammenhéngende glatte Mannigfaltigkeiten generisch nicht-S?!-
symmetrisch sind. Denn ganz analog zu den obigen Definitionen 1.3 fiir
die Kategorie X™ kénnen wir eine entsprechende Kategorie X" der ,bis auf
den méglichen singuldren Punkt“ kompakten, einfach-zusammenhéngenden
glatten Mannigfaltigkeiten erhalten. Die rationalen Kohomologieklassen von
X" entsprechen dann einerseits dank Sullivans Ergebnis genau denjenigen
von X™. Andererseits ist jede S'-symmetrische rationale Kohomologieklasse
von X™ als rationale Kohomologieklasse von X™ ebenfalls S'-symmetrisch,
denn jede stetige und bis auf den méglichen singuldren Punkt differenzier-
bare Operation ist trivialerweise insbesondere stetig. Zusammengenommen
heift beides: Ist die Kategorie X™ generisch nicht-S!-symmetrisch beziiglich
einer Parametrisierung nach dem rationalen Kohomologietyp, so auch die
Kategorie X",

(iii) Ebenfalls in [Su] hat Sullivan fiir die Dimensionen n = 4k notwendige
und hinreichende Bedingungen fiir die Realisierung von rationalen Poin-
caré-Dualitétsalgebren als Kohomologie-Algebren von ausschliefilich glat-
ten Mannigfaltigkeiten ohne singuléiren Punkt gegeben. Wollte man also in
diesen Dimensionen die entsprechenden Aussagen iiber reine topologische
bzw. glatte Mannigfaltigkeiten erhalten, so wire es wohl naheliegend, mit
Hilfe dieser Bedingungen eine Charakterisierung derjenigen Kohomologie-
klassen im Parameterraum zu versuchen, die durch glatte Mannigfaltigkei-
ten ohne singuldren Punkt reprisentiert werden. O

Im restlichen Verlauf dieses Kapitels werden wir nun sehen, daf§ fiir alle Ob-
jekte X aus X" die Kohomologie-Algebra H* (X, Q) tatsiichlich eine einfach-
zusammenhingende, rationale Poincaré-Dualitétsalgebra der formalen Dimension
n ist. Dies ist fiir die Mannigfaltigkeiten X € M™ wohlbekannt. Wir konzentrie-
ren uns daher darauf, diese Aussage fiir die Mannigfaltigkeiten X € Mg, = mit
singuldrem Punkt zu zeigen. Unsere Ausfithrungen lehnen sich dabei unmittel-
bar an die Darstellung der Alexander-Spanier-(Ko-)Homologie fiir lokal-kompakte
Hausdorff-Riume in [Ma] an, wobei wir insbesondere die dort verwendeten Be-
zeichnungen weitgehend iibernehmen. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dafl
wir fiir den Rest des Kapitels n > 4 vorausgesetzt haben.

Zunichst benotigen wir einen addquaten Begriff von Orientierbarkeit, der sich
einfach auf Mannigfaltigkeiten mit singuldrem Punkt erweitern 1d8t. Da unse-
re Uberlegungen ausschlieBlich auf der homologischen Ebene stattfinden wer-
den, reicht uns die folgende Definition aus. Man beachte, daf} fiir eine zusam-
menhéingende, n-dimensionale Mannigfaltigkeit eine Orientierbarkeit im allge-
mein iiblichen Sinne die hier definierte Eigenschaft, homologisch orientierbar vom
Grad n zu sein, impliziert.



Definition 1.5 Es sei X ein zusammenhéngender, lokal-kompakter Hausdorft-
Raum.

(i) X heiBBe homologisch orientierbar vom Grad n, wenn gilt: H(‘IX’(X, Z) =0
fiir alle ¢ > n, und H>®(X,7Z) = 7.

(ii) Essei X homologisch orientierbar vom Grad n. Ein Erzeugendes der unend-
lich zyklischen Gruppe I:I;jo (X,Z) heife fundamentale Homologieklasse von
X und sei mit ux bezeichnet. Fiir orientierbare Mannigfaltigkeiten ent-
spricht diese Definition einer fundamentalen Homologieklasse gerade der
allgemein iiblichen.

(iii) Ein vom Grad n homologisch orientierter Raum X sei ein homologisch vom
Grad n orientierbarer Raum X, fiir den eine fundamentale Homologieklasse
pux fest gewahlt wurde. Wir wollen px in diesem Fall auch die homologische
Orientierung von X nennen. O

Nach Definition 1.3 148t sich jedes X € M7~ darstellen als X = M Usn-1

sing

CY"!, wobei M € (MD,,, 8w 0), (X" x {0}) = X' = M € S, und
Cxl = (21 x[0,1]) / (£ x {1}) ist. In Bezug auf diese Darstellung werden
wir nun jeweils die beiden folgenden offenen Teilmengen von X betrachten: M? :=
M Usgn-1 (3! % [0,€)), d.h. M mit einem angehefteten offenen Kragen "1 x
[0,€), und C°X"! .= CX" 1\ (X" x {0}), der offene Kegel. Mit X2"~! sei der
Durchschnitt M2 N C°X" ! = %1 x (0,¢) bezeichnet. Zur Definition des im
folgenden verwendeten Homomorphismus pxy : H®(X,Z) — H®(U,Z) sei an
dieser Stelle noch einmal auf [Ma], S. 93, verwiesen.

Einer Idee Milnors folgend wollen wir nun von der Poincaré-Dualitit der offe-
nen Teilmengen M? und C°X"! sowie derjenigen des Durchschnittes 22"~ auf
die Poincaré-Dualitdt von X schlieflen.

Lemma 1.6 Es sei X = M Usn—1 CX™ L. Dann gilt:
(1) M2 und ¥2""t sind homologisch orientierbar im Grad n.
(i1) X ist homologisch orientierbar im Grad n.

(111) C°X"~! ist homologisch orientierbar im Grad n.

(iv) Es gibt fundamentale Homologieklassen px, pine, Psen-1 Und poosn-1, SO
dap gilt: pxne(px) = pagg, pxyen-1(tix) = pyen—1 und px cosn-1(px) =
/,Lcozn—l.

Beweis: Zu (i): M? ist eine einfach-zusammenh#ngende, n-dimensionale Mannig-
faltigkeit, also insbesondere orientierbar im herkommlichen Sinne. Damit ist auch
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die offene Untermannigfaltigkeit ¥2"~! orientierbar im herkémmlichen Sinne. Die
Behauptung folgt daher wegen [Ma], Thm. 4.19 und Thm. 4.20.

Zu (i7): Die auftretenden Inklusionen wollen wir folgendermaflien bezeichnen:
M= X, .08 5 X, ¥t Mound j?: 20— O L
Man beachte, daf} alle Inklusionen eigentliche Abbildungen sind. Wir betrachten
zuniichst die Mayer-Vietoris-Folge fiir X = M Usn-1 CX" 1

As Froo(ywn—1 Y« 700 I 700 n—1
(X,Z) 25 H2(E 1, 7) 2 H(M,Z) @ HE(CS" 1, 7). ..

P 700
o HX(X,Z) — ...

r700
.o— HX

Dabei ist der Homomorphismus A,;; : I:Iq"j’rl(X, Z) — I:I;’O(E"*I,Z) gegeben
durch A, = Oxsn-1 0 px x\snt (vgl. [Ma], S. 85), der Homomorphismus ), :
He (X1, Z) — HE (M, Z)@ﬁq"ov(CZ"’l, Z) gegeben durch Py (z) = (Jg(x),42(x))
und der Homomorphismus ¢, : H°(M,Z) @ H*(CY""',Z) — H*(X,Z) gege-
ben durch @¢(x,y) = ig(z) — i2(y).

Wir wollen nun diese Mayer-Vietoris-Folge mit der Homologie-Folge des Paa-
res (M, X" 1) vergleichen, wobei das Innere von M mit M° := M \ X" ! bezeich-
net sei. Da CX" ! eigentlich homotopie-dquivalent zum Punkt ist, gilt fiir alle
g > 0: H®(CZ"',Z) = 0. Wir erhalten also fiir ¢ > 1:

. il . il .
2 HE(ElL,Z) L AX(M,Z) — HX(X,Z)...
| SRR
aM,)Dn*1 PM, MmO ~

r700 (N In— g r700 00 o
H2(5"Y,Z) —2 H®(M,1Z) H®(M®,Z). ..

i

. TR
2 AR (xmz) L BR (M, Z) —
1o} n—1 v i1 v o
ST fe (2 Z) 2 AR (M, z) B

Die Kommutativitdt der beiden entscheidenden Teildiagramme folgt dabei aus
den Homologie-Eigenschaften (3c) bzw. (3c) und (4c), [Ma], S. 86. Also ist der
mittlere Homomorphismus pxae : H°(X,Z) — HX(M®,Z) fir ¢ > 1 nach
dem Fiinfer-Lemma jeweils ein Isomorphismus. M° ist nach Definition eine n-
dimensionale einfach-zusammenh#ngende Mannigfaltigkeit, d.h. insbesondere ori-
entierbar im iiblichen Sinne. Die Behauptung (i) ergibt sich daher auch hier aus
[Ma], Thm. 4.19 und Thm. 4.20.

Zu (i17): Wir betrachten die Homologie-Folge des Paares (CY"~!, ¥"~1), wobei
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wir 0 := Ogsn-1 sn—1 setzen:

o= B (O 2) s B (Coxn L Z) s L

q+1

rroo (ywn—1 32 r700 n—1
L HE(E"TZ) > HE(CEY L Z) — .

Wie bereits erwéhnt, ist I:IqOO(CZ"A,Z) = 0 fiir alle ¢ > 0. Deshalb liefert 0 :
I:I;O(C"En_l, Z7) — I:I(?SI(E"_l, Z) fiir alle ¢ > 1 einen Isomorphismus.

Zu (iv): Wir betrachten das folgende Diagramm, wobei mit M, := M Ugn—1
1
X 7

(X" x [0,¢]) der Abschlufi von M? bezeichnet sei:
He(Coxnt z) &7 geo(x 7y XM feo(Me, 7)

60):71—1,271.—1 l Anl aME,En—IJ(

He (s 1Z) +— HP (v 4LZ) —— HP (S, Z)

Beide Teildiagramme kommutieren jeweils aufgrund der bereits im Beweis zu (i)
erwihnten Homologie-Eigenschaften (3c) und (4c), wobei wir fiir die Kommuta-
tivitdt des rechten Teildiagramms noch die eigentliche Homotopie-Invarianz des
Funktors H>(—,Z) benétigen. Nun ist dy/, sn-1 ein Isomorphismus nach Lem-
ma 11.8, [Mal]. px e ist ein Isomorphismus geméf (i¢) und der eigentlichen
Homotopie-Aquivalenz von M° und M. Also ist auch A, ein Isomorphismus.
Weiter ist Ocsn-1sn-1 ein Isomorphismus nach (i), weshalb schlieflich auch
px,coxn-1 ein Isomorphismus ist. Wihlen wir also eine fundamentale Homolo-
gieklasse px von X, so ist px ae(px) eine fundamentale Homologieklasse von
M? und px cosn-1(ux) eine fundamentale Homologieklasse von C°X™ 1. Schlie-
lich ist nach Lemma 11.6, [Ma], pyo yon-1(ting) =t fisen-1 eine fundamentale
Homologieklasse von ¥.2""! da M? eine im iiblichen Sinne orientierbare Mannig-
faltigkeit ist. Wegen py son-1 = px,me © ppo son—1 (Eigenschaft (3b), [Ma], S. 85)
folgt daher: py gon-1(px) = pigen-1. ) O

Im folgenden Lemma zeigen wir nun die Poincaré-Dualitit von C°X" 1 M?
und 221, Vermége H®(—, Q) = H®(—,Z) ® Q wollen wir dabei eine jeweilige
fundamentale Homologieklasse p als Element von I:I,fo(—, Q) auffassen. Das cap-
Produkt N : HX (—, Q) ® H? (—, Q) — I:Igo(—, Q) sei das cap-Produkt ,,vom Typ

p+q

A“ nach [Ma], S. 322.

Lemma 1.7 (i) pcesn—1 sei eine fundamentale Homologieklasse von cexnt,
Dann ist der Homomorphismus HZ (C°X"',Q) — H° (C°E2"1,Q), defi-
niert durch x — pcosn-1 N x, ein Isomorphismus.

(i1) Es sei pigon—1 eine fundamentale Homologieklasse von ¥3"~'. Dann ist der
Homomorphismus HL (X2"~!, Q) — I:I;j‘iq(Eg”_l,Q), definiert durch x +—
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Pson—1 Nz, ein Isomorphismus.

(iii) Es sei ppe sei eine fundamentale Homologieklasse von M?. Dann ist der
Homomorphismus HE (M2,Q) — H° (M?,Q), definiert durch x +— pupze N
x, ein Isomorphismus.

Beweis: Zu (i): Da C°Y" ! homotopie-iiquivalent zum Punkt ist, gilt zum einen:
. falls g =10

e (coxnt, @) = { & falls g
0, falls ¢ # 0.

Aus der bereits im Beweis zu Lemma 1.6 verwendeten Homologie-Folge des Paares
(Cxr 1 3n1) folgt zum anderen:

. falls ¢ =
H;o(coznfl’(@) ~ Q, alls g n
0, falls g # n.
Da der Homomorphismus H9 (C°Y"', Q) — H®(C°Y""!,Q), definiert durch
1 = peesn-1 N 1, ein Isomorphismus ist, folgt die Behauptung (7).

Zu (i) und (i77): Fiir 2" ! und M? entspricht die Behauptung der wohl-
bekannten Poincaré-Dualitéit fiir n-dimensionale Mannigfaltigkeiten ohne Rand
(vgl. [Ma], Thm. 11.4). O

Wir schlieflen nun von der Poincaré-Dualitit der offenen Teilmengen A und
C°X"! sowie derjenigen des Durchschnittes ¥.2" ! auf die Poincaré-Dualitét von
X.

Satz 1.8 Es sei px eine fundamentale Homologieklasse von X. Dann ist der
Homomorphismus HZ (X,Q) — H° (X,Q), definiert durch x — pux Nz, ein
Isomorphismus.

Beweis: Der Beweis von Thm. 11.4, Fall 2, [Ma], S. 349 1488t sich beinahe wortlich
iibernehmen, weshalb wir ihn hier nicht weiter ausfithren wollen. In ihm wird im
wesentlichen die Kommutativitit des folgenden Diagramms bestehend aus den
Mayer-Vietoris-Folgen fiir H? (—, Q) und H®(—, Q) gezeigt:
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HL (M2) @ HLH(CoS) —— HLH(S) —— HL(X).

J l J

Hrﬁq%—l(M;)@ﬁrﬁq%—l(Coznil) — ﬁﬁqﬂ(zgn%) — ﬁﬁq(X)---

. —— HIL (M) @ HL(C°Lnl) —— HI(Xm )

! !

L H2 (M) @ Hi2 (C°Xn) —— Hj2 (52"

Die senkrechten Homomorphismen sind dabei gegeben durch das cap-Produkt
mit den jeweiligen fundamentalen Homologieklassen, welche geméfl Lemma 1.6,
(iv), gewihlt werden. Aus Lemma 1.7 und dem Fiinfer-Lemma folgt dann die
Behauptung. Es sei noch auf folgendes hingewiesen: Notwendige Voraussetzung,
um [Ma] gemifl die Kommutativitit des obigen Diagramms zu zeigen, ist die
Normalitdt von X. Diese Figenschaft ermdoglicht insbesondere, fiir offene Teil-
mengen U und V von X mit U UV = X eine Mayer-Vietoris-Folge der Triade
(X;U,V) fiir die Alexander-Spanier-Kohomologie H* (—, Q) basierend auf lokal
endlich-wertigen Koketten zu erhalten (vgl. §8.6, [Ma]). O

Mit den folgenden Bemerkungen wollen wir nun das abschliefende Korollar
vorbereiten. Aufgrund der Konstruktion von X ist es offensichtlich, daf} fiir X
eine endliche zelluldre Zerlegung im Sinne von [Ma], §3.2, existiert. Dies bedeutet
insbesondere, daf§ dimq(H?(X,Q)) < oo fiir alle ¢ € Z ist. Weiter erhalten wir
als Folgerung aus dem universellen Koeffiziententheorem einen Isomorphismus
a: FI;’O(X, Q) — Homg[H!(X,Q),Q] (vgl. [Ma], S. 125). Beides zusammen-
genommen impliziert, dafi die Paarung (—, —) : ﬁ;O(X, Q ® HI(X,Q) — Q:
u®v +— a(u)(v) =: (u,v) eine exakte duale Paarung von Q-Vektorrdumen ist.
Beziiglich dieser Paarung gilt (u,v U w) = (uNv,w) (Eigenschaft (A6) des cap-
Produkts vom Typ A, [Ma], S. 327) fiir u € ﬁ;ﬁrq(X, Q), v € H?(X,Q) und
w € HY(X,Q), wobei das cup-Produkt U : H?. (X,Q) ® H!(X,Q) — HPI(X,Q)
das in §10.3, [Mal, eingefiihrte ,gemischte“ cup-Produkt ist.

Der besseren Ubereinstimmung mit [Ma] wegen haben wir bisher formal zwi-
schen H* (X,Q) und H;(X,Q) unterschieden, obwohl beide aufgrund der Kom-
paktheit von X identisch sind. Im abschlieenden Korollar werden wir diese Iden-
titit jetzt ausnutzen. Wir bezeichnen nun HZ (X, Q) = H(X,Q) mit H*(X, Q).

Korollar 1.9 H* (X, Q) ist beziiglich der durch das cup-Produkt gegebenen Mul-
tiplikation eine einfach-zusammenhdngende, rationale Poincaré-Dualitdtsalgebra
der formalen Dimension n.
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Beweis: Zum ersten ist H *(X, Q) beziiglich des cup-Produkts eine positiv gra-
duierte, graduiert kommutative Q-Algebra (vgl. [Ma], §10.3). Zum zweiten ist die
folgende Paarung eine exakte duale Paarung von Q-Vektorrdumen:

BP(X,Q) @ H™ ?(X,Q) -5 H*(X,Q) "5 @

Denn nach den obigen Bemerkungen gilt u ® v — (ux,u Uv) = (ux N u,v),
wobei die Paarung (—,—) eine exakte duale Paarung ist, und die Abbildung
pxN—: HP(X,Q) — Hy (X, Q) nach Satz 1.8 ein Isomorphismus. Zum dritten

ist schlieBlich H*(X,Q) einfach-zusammenhiingend, denn es gilt:

dimo(H' (X, Q) = dimg(H;? (X, Q)
= dimQ(Hﬁl(MoaQ))
= dimq(H,(M,Q))
= 0.
Das zweite Gleichheitszeichen folgt dabei aus Betrachtungen analog zum Be-
weis von 1.6, (i7), fiir rationale Koeffizienten, das dritte Gleichheitszeichen aus

der Poincaré-Dualitét fiir orientierbare Mannigfaltigkeiten mit Rand (siehe [Ma],
Theorem 11.5). O
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Kapitel 2

Sl.Symmetrie und das
Hirsch-Brown-Modell

In diesem Kapitel wollen wir insbesondere die in Kapitel 1 beschriebene Kategorie
X§& von S'-Réumen mit Hilfe des minimalen Hirsch-Brown-Modells studieren
und dadurch notwendige Bedingungen fiir die Existenz von (nicht-trivialen) S!-
Operationen ableiten. Die Grundlagen hierzu sind zum Beispiel in [AP], Kap. 2-
3 sowie Anh. B, zu finden. Die fiir den weiteren Verlauf der Arbeit wichtigen
Resultate dieses Kapitels sind in den Korollaren 2.14 bis 2.18 zusammengefaft.
Viele Betrachtungen und einige Beweise in diesem Kapitel verlaufen ganz analog
zu dem Fall einer Zo-Operation mit Kohomologie-Koeffizienten in Fy, welcher
etwa in [AP], Kap. 1, dargestellt ist.

Wir betrachten in diesem Kapitel ganz allgemein einen kompakten (d.h. insbe-
sondere hausdorffschen), zusammenhéingenden S'-Raum X mit Fixpunktmenge
F C X, fiir den 3°3°) dimg H(X) < oo gilt. X — Xg1 1= ES* x5t X — BS*
ist das zum universellen S'-Prinzipalbiindel S' — ES! — BS! assoziierte Fa-
serbiindel. Als dquivariante Kohomologie-Theorie werden wir die #quivariante
Borelkohomologie H3, (X) := H*(Xg1), d.h. die Alexander-Spanier-Kohomologie
der Borel-Konstruktion mit rationalen Koeffizienten verwenden (vgl. [AP], S. 130,
oben).

Beginnen wollen wir nun mit einigen zusammenfassenden Bemerkungen iiber
minimale CAS-(Cech-Alexander-Spanier)-Sullivan-Modelle (siehe z.B. [AP], §§2.1-
2, 2.6, oder [AH]).

Bemerkung 2.1 (i) Zu jeder simplizialen Menge S 1i8t sich eine differentielle,
positiv graduierte, graduiert kommutative Q-Algebra konstruieren, die ra-
tionale Sullivan-de Rham-Algebra A(S). Jedem topologischen Raum 7" 148t
sich damit die rationale Sullivan-de Rham-Algebra A(T) := A(Sing(T)) sei-
ner simplizialen Menge Sing(T") der singuldren Simplizes zuordnen. Diese
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Zuordnung liefert einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der to-
pologischen Raume in die Kategorie dgk.A der differentiellen, positiv gradu-
ierten, graduiert kommutativen Q-Algebren. (Eine solche Algebra bezeich-
nen wir im folgenden mit dgkA.) Bei Anwendung des Homologie-Funktors
in dgkA ergibt sich dabei ein natiirlicher Isomorphismus H(A(T),0) =
H*(T) von graduierten Algebren.

(ii) Ein Koszul-Sullivan-Komplex K ist eine dgk A, fiir die es eine wohlgeordnete
Teilmenge E = {z, | @ € A} C K derart gibt, daf erstens K = S(F) :=
Qz | z € E®]® Alz | x € E°Y durch E erzeugt wird und dafl zweitens fiir
alle a € A gilt: 9(z,) € S(E,), wobei E, :={z5 | f € Aund < a}.

(iii) Es sei nun A eine dgkA. Ein Modell von A ist ein Koszul-Sullivan-Komplex
K zusammen mit einer schwachen Aquivalenz K — A (d.h. die in der Ho-
mologie induzierte Abbildung liefert einen Isomorphismus H(K) = H(A)).
Erfiillt K zusétzlich die Forderungen, daf§ drittens deg(x,) > 0 fiir alle « €
A ist, und daf viertens fiir alle o, 8 € A gilt: deg(zs) < deg(z,) = B < «,
so heifit K das minimale Modell M(A) von A.

(iv) Fiir jeden weg-zusammenhingenden, topologischen Raum Y existiert ein
minimales Modell M(Y) := M(A(Y)) — A(Y), das minimale Sullivan-
Modell von Y. Obwohl in dgk.A bis auf Isomorphie eindeutig, ist M(Y) in Y’
nur bis auf Homotopie funktoriell. Der Differentialoperator des minimalen
Modells verschwindet im allgemeinen nicht, auch wenn zum Beispiel fiir
BS! gilt: M(BS') = H*(BS') = Q[t] mit deg(t) = 2.

(v) Fiir jeden topologischen Raum T kann eine rationale CAS-Sullivan-de Rham-
Algebra A(T) in der Kategorie dgk.A wie folgt definiert werden: Zu einer
offenen Uberdeckung U von T bezeichne U den Vietoris-Nerv. Uy sei diejeni-
ge simpliziale Menge, deren n-Simplizes genau den geordneten (n+1)-tupeln
von Ecken der n-Simplizes von ¢ entsprechen. Wir setzen nun

A(T) = ﬁ% A(ao);

wobei der direkte Limes tiber die durch Verfeinerung teilgeordnete Menge al-
ler offenen Uberdeckungen von 7" zu nehmen ist. Die Homologie H(A(T), 9)
der CAS-Sullivan-de Rham-Algebra ist dann natiirlich isomorph zu H*(T).

(vi) Fiir jeden zusammenhingenden, topologischen Raum Y existiert in dgk.A
ein minimales Modell M(Y) von A(Y), das bis auf Isomorphie eindeutig,
aber ebenfalls nur bis auf Homotopie funktoriell ist. M (Y") heifit das mini-
male CAS-Sullivan-Modell von Y. O

Das folgende Resultat erhalten wir als eine Konsequenz des Satzes von Grivel-
Halperin-Thomas (siehe z.B. [AP], Kor. (2.6.6)). Es gilt allgemein fiir Faserbiindel
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X — X¢ — BQG fiir kompakte, zusammenhéngende Lie-Gruppen G und para-
kompakte, zusammenhéngende G-Riume X. Hier ist es bereits auf X — Xg1 —
BS! angewandt und liefert uns das erste fiir dieses Kapitel grundlegende Ergeb-
nis.

Satz 2.2 (Grivel-Halperin-Thomas) Das folgende Diagramm ist ein kommu-
tatives Diagramm differentieller, graduiert kommutativer Q-Algebren:

A(BSY) —— A(Xg) — A(X)

T T

M(BSY) —L— M(BSHEM(X) —— M(X).

In diesem Diagramm sind die waagrechten Morphismen der oberen Zeile gege-
ben durch die Anwendung des Funktors /1(—) auf die Biindelabbildungen. Al-
le senkrechten Morphismen sind schwache Aquivalenzen. Der Morphismus p :
M(BS') - M(BS')®1 kann als eine ,Inklusion des ersten Faktors“ aufgefafst
werden, T : M(BSYQM(X) = M(X) vermige M(BS') = Q[t] als ,Auswer-
tung an der Stelle t = 0“. O

Die Anwendung des Homologie-Funktors liefert nun das folgende kommutative
Diagramm, wobei der senkrechte Isomorphismus H (Q[{]Q M(X),d) — H% (X)
natiirlich in X ist.

Qt] — H*(Xs1) = HiH(X) — H*(X)

| f ]

Qt] — H(QU&M(X),0) — H*(X),

IR

Das getwistete Tensorprodukt Q[t]® M (X) in der Kategorie dgk.A, das fiir (Ko-
)Kettenkomplexe dieser Art von G. Hirsch ([Hi]) und E.H. Brown ([Br]) ein-
gefiihrt wurde, ist also ein Modell der #quivarianten Borel-Kohomologie H,(X),
ein sogenanntes Hirsch-Brown-Modell.

Bemerkung 2.3 Ein homogenes Element # € Q[{|@ M(X) vom Grad n eines
Hirsch-Brown-Modells kann als Polynom in ¢ mit Koeffizienten in M(X) angese-

hen werden:
n
T = E Z; ® tl,
i=0

wobei x; wegen deg(t) = 2 jeweils im (n — 2i)-ten Grad von M(X) liegt. Das
getwistete Differential 9 eines Hirsch-Brown-Modells Q[{]@ M (X) ist eine Q[t]-
lineare Abbildung, die den Grad um 1 erhoht. Sie kann aufgefafit werden als 1-
parametrige Deformation des Differentials @ auf M(X). So gilt etwa fiir 1 ® z €
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Qt]OM(X):

01®z) =1® dy(z) + iti ® 0;(x),

wobei 0y : M(X) — M(X) mit 0 aufv/\;l(X ) iibereinstimmt und die iibrigen
Q-linearen Abbildungen 0; : M(X) — M(X) den Grad um jeweils 2¢ — 1 ernied-
rigen. O

Es liegt nun nahe, auch hier wieder nach einem ausgezeichneten Hirsch-Brown-
Modell mit gewissen Minimalitdtseigenschaften zu fragen. Bevor wir jedoch dieser
Frage nachgehen, wollen wir einen Spezialfall des aus dem Borelschen Lokalisie-
rungssatz gewonnenen Auswertungsatzes vorstellen, das zweite grundlegende Re-
sultat fiir die Betrachtungen dieses Kapitels. Dazu skizzieren wir zunéchst, was
es heifit, Q[t]® M (X) an einer Stelle ¢t = o € Q auszuwerten.

Bemerkung 2.4 Fiir a € Q sei Q, definiert als Q, versehen mit der durch den
Homomorphismus « : Q[t] — Q,t — «, induzierten Q[t]-Modulstruktur. Der
Auswertungsfunktor Q, ®q (—) ist ein kovarianter (fiir v # 0 exakter) Funktor
von Q[t]-0gMod, der Kategorie der graduierten, differentiellen Q[¢]-Moduln, nach
@Q-0gVek, der Kategorie der Zy-graduierten, differentiellen Q-Vektorrdume. Die
Paritéit der Graduierung des Q[t]-Moduls induziert dabei wegen deg(t) = 2 die
Zo-Graduierung auf dem Q-Vektorraum. Auf diese Weise konnen zum Beispiel
Qt]|®@M(X) oder HE,(X), aufgefaBt als Q[t]-Moduln, an einer Stelle t = o aus-
gewertet werden. Das homogene Element & = Y7 7; ® t' € Q] M(X) etwa
ergibt so an der Stelle { = o ausgewertet

To = inai € Qa ®Q[t} (Q[t]®M*(X))7
=0

und das Differential 9 auf Q[t)|® M(X) ergibt das Differential 0, auf Q, ®qy
(Q[t}® M*(X)). Die Darstellung von 9 als 1-parametrige Deformation geméf Be-
merkung 2.3 liefert dabei eine entsprechende Darstellung von 9,. So ist zum
Beispiel 0,, angewandt auf (1 ® z), € Q, ®qyy (Qt|@M*(X)), gegeben durch:

9((1®z)s) =1® 0(z) + Z o8, (x),

mit simtlichen 9; : M*(X) = M*(X) gemiB der Bemerkung 2.3. O

Wir betrachten nun H% (X), := H(Q, ®qy (QU&M(X)), 0,). Da die Zo-
Graduierung von Q, ®qy (Q[t]® M (X) mit 9, vertriglich ist, wird sie auf H%, (X)q
vererbt. Fiir v # 0 wird beziiglich dieser Graduierung vermdge des Isomorphismus
HY (X))o = Qo Qg Hii (X) eine Zy-graduierte Q-Algebrenstruktur auf H, (X),
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induziert. Fiir a = 0 erbt H, (X)o sogar die Z-Graduierung von M(X) und
tragt beziiglich dieser eine durch H, (X)o = H*(X) induzierte Z- graduierte Q
Algebrenstruktur. (Man beachte, daﬁ im allgemeinen H%, (X )o 2 Qo ®qrg Hi: (X)
ist.)

Damit konnen wir den aus dem Borelschen Lokalisierungssatz gewonnenen
Auswertungssatz im Spezialfall einer S'-Operation formulieren. Die Vorausset-
zungen fiir eine Anwendung des Lokalisierungssatzes sind dabei mit der Kom-
paktheit von X erfiillt (vgl. [AP], Kap. 3). In voller Allgemeinheit kann der
Auswertungssatz fiir Torus-Operationen zum Beispiel in ([AP], §3.5) gefunden
werden.

Satz 2.5 (Auswertungssatz fiir S'-Operationen) Es gilt:

(i) Fir a = 0 ist Hy(X)g = = H(Qy ®qp (Qt]®M(X)),ds) als graduierte
Q-Algebra natiirlich isomorph zu H* (X)

(it) Fiir a # 0 ist H:(X)q := H(Qu ®qy (Qt]@M(X )); Oa) als Zs-graduierte
Q-Algebra naturlzch isomorph zu H(* (F), d.h. zu H*(F) versehen mit der
durch die Paritit gegebenen Zo-Graduierung. O

Wir wollen nun die Fage nach einem minimalen Hirsch-Brown-Modell wieder
aufnehmen. Ergiinzende Darstellungen dazu sind zum Beispiel in [AP], u.a. An-
hang B, zu finden. Wir werden hier nur die fiir uns wesentlichen Aspekte in der
folgenden Bemerkung zusammenfassen.

Bemerkung 2.6 Im allgemeinen 148t sich Q[t)® M (X) in dgk.A nicht weiter mi-
nimieren. Betrachtet man Q[t]& M (X) jedoch unter Vernachlissigung der multi-
plikativen Struktur in der Kategorie Q[t]-0gMod, dann kann Q[t]® M (X) bis auf
Homotopie-Aquivalenz durch den freien Q[t]-Modul Q[t]® H*(X) ersetzt werden
(vgl. [AP], (B.2.4)). Wir nennen Q[t|® H*(X) das minimale Hirsch-Brown-Modell
fiir den Homotopietyp von Q[t]@ M(X). Der wesentliche Vorteil des minimalen
Hirsch-Brown-Modells ist, dal der nullte Term der Deformationsentwicklung sei-
nes getwisteten Randoperators, &, identisch mit dem Randoperator § auf H*(X)
ist und somit verschwindet. Durch die beiden Forderungen nach Homotopie-Aqui-
valenz und nach Verschwinden von ¢, ist das minimale Hirsch-Brown-Modell
in Q[t]-0gMod bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Die Algebrenstruktur
von Q[t|® M(X) vererbt sich im allgemeinen jedoch nur ,bis auf Homotopie*
auf das minimale Hirsch-Brown-Modell. Schliefflich induziert jeder Morphismus
f:X — Y von S*-Réumen in Q[t]-dgMod einen im allgemeinen ebenfalls nur
,bis auf Homotopie“ eindeutigen Morphismus f* : Q[t{]@ H*(Y) — Q[t|@ H*(X)
zwischen den minimalen Hirsch-Brown-Modellen. O

Wir kénnen nun das im Auswertungssatz verwendete Hirsch-Brown-Modell
durch das minimale Hirsch-Brown-Modell ersetzen:
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Lemma 2.7 Die Homologie H(Q, ®qp (Qt|@ H*(X)),d,) des an der Stelle t =
o ausgewerteten minimalen Hirsch-Brown-Modells ist zur Homologie H(Qq Qg

(QtI®M(X)), 0a) natiirlich isomorph.

Beweis: Der Auswertungsfunktor Q, ®qy (—) fiihrt Homotopie-Aquivalenzen in
Q[t]-0gMod iiber in Homotopie-Aquivalenzen in Q-0gVek. O

Bemerkung 2.8 Wir wollen die Situation fiir die Inklusion der Fixpunktmenge
noch einmal in einem Diagramm darstellen: Wir betrachten die Inklusionen i :
X < Xgt und ip : F — Fg = BS! x F sowie j : F < X. Die jeweilige
Auswertung an der Stelle t = 0 sei mit py : Qt]|@ H*(—) — Qo ®qy (Qt|@ H*(-))
bezeichnet.

Je .
SI(X) i) Hg'l(F)

py=i" l li;:pa

H(X) —2 H*(F)

ﬁ*

Man beachte dariiber hinaus, dafl die zu ip : F' — Fg1 = BSlv x F linksinverse
Projektion prg : Fg1 = BS' x F — F eine Inklusion pr}, : H*(F) — H}%,(F)
induziert. O

Wir werden nun sehen, unter welchen Bedingungen das minimale Hirsch-
Brown-Modell eines S'-Raumes mit dessen dquivarianter Borel-Kohomologie tat-
séchlich iibereinstimmt. Auf den folgenden Satz werden wir diesbeziiglich noch
ofters zuriickgreifen. Der in [AP], (1.3.14), fiir den Fall (Z,,F,) gegebene Beweis
kann hier fast wortlich iibernommen werden. Man beachte dabei, dafl sich einige
der Aussagen im Hinblick auf die Zo-Graduierung auch weiter prézisieren lassen.
Fiir uns reicht jedoch die hier aufgefiihrte Version.

Definition 2.9 X heifit total nichi-homolog zu Null (TNHN) in X¢1 — BS!
beziiglich H*(—), wenn die durch die Inklusion i : X < X1 induzierte Abbildung
i* : H5 (X) — H*(X) ein Rechtsinverses besitzt. O

Satz 2.10 Fiir X sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) Es gilt: dimg H®(F) = dimg H®(X) und dimg H°*(F) = dimg H*4(X).

(i) Das Differential § des minimalen Hirsch-Brown-Modells Q)@ H*(X) ver-
schwindet, d.h. Qt|Q H*(X) = H% (X).

~

(i) Die durch die Inklusion j : F' — X induzierte Abbildung jg @ Hg (X) —
H}, (F) ist injektiv.

(iv) Es gilt: Tor® (H% (X),Qy) = 0.
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(v) Die Auswertung py : @[t]@]—v]*(Xv) — H*(X), t = 0 induziert einen Iso-
morphismus Qy ®qyg Hz: (X) =2 H*(X).

(vi) Die Auswertung py : Qt]®H*(X) — H*(X) induziert eine Surjektion pg :
H,(X) = H*(X), d.h. X ist TNHN in Xg — BS" beziiglich H*(—).

Beweis: (i) = (ii): Da H*(F) & H% (X), fiir o # 0 gilt (vgl. Auswertungssatz
2.5), ist () Aquivalent zu J, = 0 fiir o # 0. Man beachte dabei, daB H%,(X), die
Homologie eines Kokettenkomplexes ist, dessen zugrundeliegender Q-Vektorraum
gerade mit dem von H*(X) iibereinstimmt, wobei das Differential é, durch das
Differential 4 des minimalen Hirsch-Brown-Modells Q[t]@H *(X), ausgewertet an
der Stelle t = «, gegeben ist. Wir faktorisieren nun ¢ in eine Surjektion auf den
Korand B*, gefolgt von einer Injektion. Da der Auswertungsfunktor Q, ®qp (— )

fur a # 0 exakt ist, erhalten wir eine analoge Faktorisierung von b4. Aber B, =

50(Qa ®q (Q [t]@H*( ))) = 0, weshalb auch B = 0 sein muf. Denn B ist als
Untermodul des freien Q[t]-Moduls Q[t]® H*(X) ebenfalls ein freier Q[t]-Modul.
Also ist § = 0.

(17) = (i4): Die Abbildung j : F' < X induziert einen Morphismus minimaler
Hirsch-Brown-Modelle j* : Q[t]® H* (X) — Q[t] ® H* (F). Da die Differentiale auf
beiden Komplexen verschwinden, ist j* bereits identisch zu j& : Hg(X) —
H%, (F). Es sei nun K := ker(j%,). Fiir a # 0 ist dann K, := Q, ®qly K =0, da
Qu ®qy j§ nach dem Auswertungssatz 2.5 ein Isomorphismus ist. Aber wegen
Qt|® H*(X) = Hi (X) ist K als Untermodul ein freier Q[t]-Modul, weshalb aus
K, = 0 die Behauptung folgt.

(#77) = (iv): Da H% (X) zu einem Untermodul von HY, (F ) = Qlt] ® H*(F)
isomorph ist, ist Hg, (X) ein freier Q[t]-Modul. Also gilt Tor® (H}, (X), Q) = 0.

(1v) < (v): Geméf dem universellen Koeffizienten-Theorem gibt es eine kurze
exakte Folge:

0 — Qo gy Hii (X) -2 H(Qo @y (QUIGH (X)), ) ...
2 Tor®(H2,(X),Qp) — 0

Der mittlere Term der Folge ist nichts anderes als H*(X). Also ist das Verschwin-
den des Torsionsterms dquivalent zu (v).

(v) < (vi): Die Auswertung po : Qt|®H*(X) — H*(X), t — 0, induziert

eine Abbildung p : H%, (X) — H*(X), welche durch Qy ®qyy H: (X) faktorisiert,
d.h. pj = ¢ o p, wobei

pr Hy(X) = Qo ®qy Hi (X) = Hy (X)/tHz (X)
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die kanonische Projektion ist, und ¢ wie oben. Da p stets surjektiv ist, und ¢
stets injektiv, sind (v) und (vi) dquivalent.

(iv) = (9): Der fiir o # 0 exakte Auswertungsfunktor Q, ®qy (—) kommutiert
in Q[t]-09Mod mit dem Homologie-Funktor, weshalb fiir o # 0 gilt: Hg, (X)s =
Qo ®qry HE: (X). Wir erhalten daher einerseits:

dimq Qo ®q HEE (X) = dimg Hg! (X)a + dimg Tor® (Hg (X), Q)
Andererseits gilt mit dem universellen Koeffizienten-Theorem:

dimg H(Q ®qy (QtI@H (X)), 6) =
dimq Qy ®qy HE (X) + dimg Tor™(HE (X), Q)

Mit dem Auswertungssatz 2.5 folgt aus den beiden Gleichungen schliellich:
dimg H®(X) — dimg H**(F) = 2 - dimg Tor¥(H%(X), Q)
In den ungeraden Graden erfolgt der Beweis analog. O

Mit dem Satz 2.10 folgt also insbesondere: Ist X TNHN in Xg1 — BS!
beziiglich H*(—), dann ist F # (.

Bemerkung 2.11 Sind die zueinander dquivalenten Aussagen aus Satz 2.10
erfiillt, dann induziert Q[t)® M(X) wegen des verschwindenden Differentials
tatsiichlich (d.h. nicht nur bis auf Homotopie, vgl. Bem. 2.6) eine Algebrenstruk-
tur auf Q1)@ H*(X), die dann mit dem cup-Produkt auf H}, (X) iibereinstimmt.
Sie ist gegeben durch eine Q[¢]-bilineare Abbildung

A (QUSH (X)) ® QU@ H" (X)) — Q@ H"(X).

i kann als eine 1-parametrige Deformation der Standardmultiplikation auf Q[t] ®
H*(X) durch Terme von hoherer Ordnung in t aufgefat werden, welche ausge-
wertet an der Stelle t = 0 auf H*(X) das cup-Produkt p induziert. Wir werden
deshalb fi im folgenden als ,,getwistete Multiplikation“ bezeichnen. So gilt etwa
fiir 2, € H?(X) und z, € HI(X):

(1 ® xp, 1 @ x4) = 1 ® fio(zp, 7q) + Zti ® ii(Tp, Tq),
i=1

wobei fig = p in H*(X) ist, und ji;(z,,z,) € HPt9%(X) fiir alle i > 0. Operiert
St trivial auf X, so enj;spricht i jedoch der (,nicht getwisteten®) Standardmul-
tiplikation auf Q[t] ® H*(X). O
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Die obigen Ergebnisse wollen wir nun in den Korollaren 2.14 bis 2.18 fiir S'-
Riume X, die TNHN in Xg1 — BS" beziiglich H*(—) sind, ausnutzen. Mit dem
folgenden Lemma 2.13 gelten diese Korollare dann insbesondere in dem fiir uns
wesentlichen Fall, daB H*(X) 2-erzeugt ist.

Definition 2.12 Es sei A* eine endlich erzeugte, zusammenh#ngende, positiv
graduierte, graduiert kommutative Q-Algebra. Mit A = ;2 A’ bezeichnen wir
das Augmentationsideal der kanonischen Augmentation ¢ : A* — Q von A*.
Da A* endlich erzeugt ist, gibt es insbesondere eine endliche Menge homogener
Erzeugender {a;,...,a,} C A.

(i) A* heifit n-erzeugt, wenn es eine solche Menge homogener Erzeugender
{a1,...,as} C A™ gibt.

(ii) LaBt sich A* nicht mit weniger als r Erzeugenden darstellen, so heifit ein
Erzeugendensystem (ay,...,a,) ein minimales Erzeugendensystem von A*.

In diesem Falle bildet das System (@, ...,a,) der Restklassen eine Basis
des graduierten Vektorraums A / (A- A), so da§ gilt: 7 = dimg (A / (A- A)).

O

Lemma 2.13 Ist die Algebra H*(X) 2-erzeugt, dann ist X TNHN in Xg1 — BS?
beziiglich H*(—).

Beweis: Wir wollen die Darstellung von H,(X) durch das minimale Hirsch-
Brown-Modell ausnutzen und die Surjektivitit der Abbildung * : H% (X) &
H(Q[t]®H*(X),d) — H*(X) zeigen. Da H*(X) 2-erzeugt ist, reicht es, die Sur-
jektivitit fiir H2(X) zu zeigen. Betrachten wir also 1®[z] € Q[t]® H*(X) fiir einen
Kozykel z € Z?(X). Dann gilt fiir das Differential des minimalen Hirsch-Brown-
Modells (vgl. Bem. 2.6): 6(1®[2]) = 1®80([2]) +t @01 ([2]) + D5y t* @d;([2]) = 0.
Denn erstens verschwindet dy = § auf H*(X), zweitens verschwinden alle iibrigen
Summanden wegen im (§;) C H3 %(X) aus Gradgriinden. Damit ist 1 ® [2] ein
Kozykel in Q[t]®H*(X), und also [1 ® [2]] € H(Q[t]® H*(X), ) ein Urbild von
[2] € H*(X) unter 7* gemiB der Bemerkung 2.8. O

Das folgende Korollar 2.14 zeigt, dafl /i ausgewertet an der Stelle a € Q fiir
a = 0 das cup-Produkt auf H*(X) liefert, und das cup-Produkt auf H*(F) fiir

a # 0.

Korollar 2.14 Ist X TNHN in Xg1 — BS" beziiglich H*(—), so liefert H3 (X) =
@[t]@H *(X) eine einparametrige Schar von Deformationen des cup-Produkts von
H*(X) im Sinne von Bem. 2.11, so daf gilt:

(i) Fir o =0 ist I:IEI(X)QV: Q. ®qy (Q)®H*(X)) als graduierte Q-Algebra
natirlich isomorph zu H*(X).
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(ii) Fir o # 0 ist Hi(X), = Qs ®q (Qt]&H*(X)) als Zy-graduierte Q-
Algebra natiirlich isomorph zu H®)(F).

Beweis: Fiir a = 0 ist die Behauptung unmittelbar klar. Es sei also o # 0. Ist
X TNHN in Xg1 — BS! beziiglich H*(—), so verschwindet nach Satz 2.10 das
Differential § des minimalen Hirsch-Brown-Modells Q[t]® H*(X), d.h. H, (X) =
Q[t]® H*(X). Damit folgt die Behauptung aus dem Auswertungssatz und Lemma,
2.7. O

Mit der Definition 2.15 und Lemma 2.16 wollen wir nun kurz an einige Alge-
breninvarianten erinnern, die in den weiteren Korollaren verwendet werden.

Definition 2.15 Es sei A* eine zusammenhéngende, positiv graduierte, gradu-
iert kommutative Q-Algebra, fiir die gilt: Y .o dimg A® < cc.

(i) Essei Go(A*) = dimg A/ (A*- A*)® die minimale Anzahl der Erzeugenden
der Algebra A* in geraden Graden.

(ii) Essei Gi(A*) = dimg A°?/(A*-A*)°¢ die minimale Anzahl der Erzeugenden
der Algebra A* in ungeraden Graden.

(iii) cf (A*) = maz{q | dimg A*/(A*)? < dimg A*} heife die Produktlinge von
A* bzw. die cup-Linge von A*, falls A* eine Kohomologie-Algebra ist.

(iv) Essei Typ (A*) := dimg ker (1) fiir die zur Multiplikation p : A*® A* — A*
adjungierte Abbildung i : A* — Homg (A%, A*), @ = fig mit fis(b) = ab
fiir alle b € A*. O

Das folgende Lemma zeigt dabei die Bedeutung des Typs fiir eine solche Al-
gebra A*.

Lemma 2.16 FEs sei A* eine Q-Algebra wie in Definition 2.15. Dann sind die
beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A* ist eine Poincaré-Dualititsalgebra.
(ii) Es ist Typ (A*) = 1.

Beweis: Es sei A* eine Poincaré-Dualitdtsalgebra der formalen Dimension fd A* =
no. Dann gilt: ker (1) = A™ = Q. Also ist Typ (A*) = 1.

Es sei umgekehrt Typ (A*) = 1. Nach Voraussetzung ist A* endlich-dimensio-
nal. Es gibt daher ein ny € N, so dafl A* = 0 fiir alle i > ng, aber A™ #
0 gilt. Daraus folgt einerseits A" C ker (i) und andererseits dim A™ > 1,
weshalb A™ = ker (1) gilt. Nun ist noch die Dualitéit der multiplikativen Paarung
Al x Amo—it 5 Ano =~ Q fiir alle ¢ € Z zu zeigen. Zu jedem 0 # a € A*, wobei
ohne Beschiankung der Allgemeinheit 0 < 7 < mny angenommen werden kann,
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konstruieren wir induktiv ein duales Element @ € A™ . Da a ¢ A™ = ker (1)
ist, gibt es ein b € AJ, fiir ein gewisses j > 0, so daf§ gilt: 0 # ab € A mit
0<i<t14+7]<mng. Ist i+ j = ng, so setzen wir a := b. Anderenfalls haben wir
0 # ab € A™ mit 0 < i+ j < ng, und also wiederum ab ¢ A™ = ker (i) .. .etc,
die Konstruktion des zu a dualen Elementes @ ist nach hdchstens ng — 7 Schritten
beendet. O

Der Beweis des folgenden Korollars entspricht beinahe wortlich dem des Theo-
rems (1.3.16) in [AP] fiir den Fall (G, k) = (Z2,Fy).

Korollar 2.17 Es sei F; C Fv eine Komponente der Fixpunktmenge. Ist X TN-
HN in Xg1 — BS! beziiglich H*(—), dann gilt:

(i) dimg H®(F;) [ (H*(F;)9)* < dimg H**(X) / (H*(X))® firq=2,3,...,
insbesondere ist Go(H*(F;)) < Go(H*(X)).

(ii) dimg H°d(F;) / (IVJ*(E) 1) %4 < dimg Hod(X) [ (H*(X) ) fiirq=2,3,...,
insbesondere ist Gi(H*(F;)) < G (H*(X)).

(iii) Ist F zusammenhingend, dann ist cf (H*(F)) > cf (H*(X)).

(iv) Typ (H*(F;)) < Typ (H*(X)), insbesondere vererbt sich die Poincaré-Duali-

tit von H*(X) auf H*(F;).
Beweis: Nach Voraussetzung sind alle dquivalenten Bedingungen des Satzes 2.10
erfiillt. Wir haben deshalb eine Q[¢]-Algebrenstruktur

A (QU®H*(X)) ® Q@ H* (X)) — Q] H*(X)

auf Q[t]® H*(X), so daB die Auswertung von ji bei t = 0 das cup-Produkt auf
H*(X) liefert, und die Auswertung von fi bei t = a # 0 das cup-Produkt
auf H®(F) (welches nach Voraussetzung als Zo-graduierter Q-Vektorraum zu
H®(X), versehen mit der durch die Paritit induzierten Zo-Graduierung, iso-
morph ist). Wir wihlen einen Punkt P in der Komponente F; C F C X, der uns
eine Augmentation

£: Q)@ H*(X) — Q[t] = Q[t]® H*(P)

der Algebra Q[t]@ H*(X) liefert. Man beachte, da & im allgemeinen nicht die
vermeintlich naheliegende Erweiterung von ¢ : H*(X) — Q auf Q[t]® H*(X)
ist. (Letztere wire mit der getwisteten Multiplikation auf Q[t]®H*(X) nicht
vertriiglich.) Aber die Auswertung von & bei t = 0 liefert die Augmentation
e: H*(X) — Q, und die Auswertung bei t = a # 0 liefert die durch die Inklusion
P € F; C F induzierte Augmentation von H® (F). Die Multiplikation j indu-
ziert eine Multiplikation i auf ker (£), die sich fiir ¢ = 2,3, ... zu Q[t]-linearen
Abbildungen
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il ker (8) ® - @ ker (8) — ker (6)°” @ ker (£)°¢
q—Tnal

fortsetzen 1aBt. Mit dem Auswertungssatz 2.5 gilt nun:

) = He(X) [ (H(X) ) @ HoU(X) [ (H+(X) "), fir a =0,
) = He(F) [ (HA(F)) © @ HU(F) [ (H*(F)")**, fira =1,

wobei wir Hev(F) := ker (€;) ® und Hod(F) := ker (€;) * setzen (£, : H*(F) — Q
ist dabei die durch die Inklusion P € F; C F induzierte Augmentation). Aus der

Halbstetigkeit von rang (%) (als Funktion von «, vgl. [AP], A.7), die wegen
deg (t) = 2 die Zo-Graduierung respektiert, folgt:

dimo He'(F) / (H*(F) ) < dimg H*"(X) / (H*(X) "),
dimq HoU(F) / (H*(F) %) °* < dimg Ho4(X) / (H*(X) 7).

Wir wollen nun die Behauptung (7) folgern. Die disjunkte Vereinigung F' = F; LI F”
ergibt H*(F) = H*(F;) x H*(F"). Die Augmentation &, : H*(F) — Q entspricht
dann der Projektion auf H*(F;) gefolgt von der kanonischen Augmentation von
H*(F}). Also gilt:

ker (£,)¢° = Hev(F) = Hev(F)) x H*(F"),

und da H*(F") eine Einheit enthiilt,

~

ker (1)1 = H*(F;) ¢ x H*(F").

Hieraus folgt schlieflich:

ker (1) / (er (61) ) = He(F) x H*(F') ] (H(F) ) x H*(F")
= Feo(F) | (A (F) ).

Damit gilt die Behauptung (7), der Beweis von Behauptung (i) erfolgt analog.

Zu (iii): Die Behauptung (i) ergibt sich aus (i) und (). Mit ¢ := £ (H*(X))
gilt: dimg H*(X) / H*(X)? < dimg H*(X), woraus folgt:

dimg H*(F) | H*(F)? < dimg H*(X) / H*(X) ¢
< dimg H*(X)
= dim(@ H* (F)
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Also ist H*(F)? # 0, woraus sich ¢/ (H*(F)) > ¢ ergibt.

Zu (iv): Wir betrachten die Abbildung /i : ker (§) — Homq [ker (£), ker (€],
welche adjungiert ist zu i : ker () ® ker () — ker (£). Aus der Halbstetigkeit
von rang (p9) folgt:

dimq ker (jig) > dimg ker (i),

wobei i, : H*(F) — Homgq[H*(F), H*(F)] adjungiert ist zu der Multiplikation
in H*(F). (Man beachte, da die Auswertung bei t = o mit dem Ubergang auf

die adjungierten Abbildungen vertauscht.) Da nun Homg [H*(F;), H*(F;)] unter
der kanonischen Abbildung injektiv nach

Homg [H*(F;) x H*(F"), H*(F;) x H*(F')] = Homq [H*(F), H*(F)]

abgebildet wird, ist die Dimension des Kerns derjenigen Abbildung H*(F}) —
Homgq [H*(F;), H*(F;)], die zur Multiplikation in H*(F;) adjungiert ist, nach oben
beschrénkt durch dimq ker (f1,)). Also gilt

Typ (H*(F})) < Typ (H*(X)).

Die Vererbung der Poincaré-Dualitét ergibt sich damit schlieBlich aus Lemma 2.16
und der offensichtlichen Tatsache, daf schon allein wegen » 7 dimq H "F) < oo
aus Gradgriinden Typ (H*(F;)) > 1 gilt. a

Korollar 2.18 Ist X TNHN in Xs1 — BS" beziiglich H*(=), dann gibt es eine
multiplikative Filterung {Fp}mez auf H*(F) derart, daf gilt:

(i) Die graduierte assoziierte Algebra von {Fun}mez ist als graduierte Q-Algebra
isomorph zu H*(X).

(i) Es gilt fiir alle m € Z: Fp C Ep, wobei {Ep tmez mit £y, = er HI(F) die
durch die Graduierung auf H*(F) gegebene Filterung ist.

(iii) Ist H*(X) insbesondere 2-erzeugt, so gilt beziiglich dieser Filterung fir alle
m € Z sogar: pri(Fpn) = pri(Em), wobei F; C F eine beliebige Kompo-
nente der Fizpunktmenge sei, und pr; : H*(F) — H*(F;) die kanonische
Projektion.

Beweis: Zu (i): Ist X TNHN in Xg1 — BS' beziiglich H*(—), dann sind
Q|® H*(X) = H%(X) natiirlich isomorph (vgl. Satz 2.10). Wir wollen nun
eine geeignete, beziiglich der Multiplikation i auf %, (X) & Q[t]® H*(X) multi-
plikative Filterung {F }mez auf H},(X) definieren und anschliefend durch Aus-
wertung auf H*(F) iibertragen. Es sei also:
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F(Hz (X)) := QIS (D, H(X)).

Es sei weiter p; : Hi (X) = Q@ H(X) — Q ®qy (Qt]® H(X)) der durch die
Auswertung bei ¢t = 1 gegebene Algebrenhomomorphismus (vgl. Korollar 2.14).
Damit 148t sich eine Filterung {F;}icz auf Q ®qpy (Qt]® H (X)) definieren:

Fn(Q ®qp (QUSH (X)) = p1(Fpn(H (X))

Die Multiplikativitat von {F,,}mez folgt dabei unmittelbar aus der Tatsache, da8
sich jedes homogene Element in I:I;l (X) bei Auswertung an der Stelle t = « in
Qi ®qp (Q]® H(X)) auf kleinere oder gleiche Grade derselben Paritiit konzen-
triert (vgl. Bem. 2.4). Wir zeigen nun, daf§ die graduierte assoziierte Algebra von
{F! Ymez als graduierte Algebra isomorph zu H*(X) ist. Dazu betrachten wir
zuniichst noch einmal die Multiplikation /i auf Q[t]® H*(X) (vgl. Bem. 2.11). Fiir
z, € H?(X) und z, € HY(X) etwa ist das Produkt

o
(1 ® zp, 1 @ xq) = 1 ® po(Tp, 7q) + Zti ® pi(p, 2q),
i=1
wobei o = p in H*(X) ist, und p;(zp, 7,) € HPT%(X) fiir alle i > 0. Unter der
Auswertung p; ergibt sich deswegen fiir z, und z,:

prof(l ®zp,1® xy) = p(zy, xg)mod Fpyg1'-

Also entspricht die auf der assoziierten Algebra induzierte Multiplikation f; :

Fol Fopa X Fol Foio = Fpval Fovq1s ([Tp] [2]) = [fio(2p, 74)] der Multiplikation

pin H*(X). Als Vektorraum ist F,/F! | = (@F_ H (X))/(®!-yH (X)) jedoch

fiir alle p € Z ohnehin isomorph zu H?(X). Damit brauchen wir die Filterung
{F.}mez nur noch vermége des Isomorphismus j; : Q ®q (Qt|®H (X)) —
H®(F) auf H®(F) zu iibetragen (siehe Diagramm unten):

Fu(H*(F)) = j5 (F(Q @y (QUI@H (X))
Man beachte, da die Graduierung auf H*(F) zur Definition von {F, }mez nicht
benétigt wird.

Zu (i1): X ist TNHN in Xg1 — BS' beziiglich H*(—). Die Inklusion j :
F < X induziert den graderhaltenden Morphismus j* = Jér - ﬁ;l(X) =
Qt®©H*(X) — Q[t] ® H*(F) = H% (F). Anwenden des Auswertungsfunktors
Q1 ®qpy (—) liefert das folgende kommutative Diagramm:

Qe (X) I Qi @ H*(F)

n| E

Q ®qy (QUEH (X)) L HO(F)
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Esseinun Z :=t* @z, + Y oo, ., ' ®z; € Qt]®H*(X) mit 0 # z, ein homogenes
Element vom Gesamtgrad ¢. & wird unter j* abgebildet auf y = #* ® (3727 ®
Ysi) T Yo s 1 PO (D70t ©yis), wobei y;; € HI720H)(F) fiir alle i > s, j > 0 ist,
da j* den Gesamtgrad erhélt. Damit ist einerseits j;op,(Z) € Eg—2s. Andererseits
ist jFop1(Z) € Fy_os. Aus der Surjektivitit von jiop; : Q] @ (@ H (X)) = Fn
folgt damit die Behauptung.

Zu (i34): Ist H*(X) 2-erzeugt, so ist sowohl H*(X), als auch H*(F) in ge-
raden Graden konzentriert. Fiir alle ungeraden m € Z gilt daher F,,, = F,_1
nach obiger Konstruktion von {F,;}mez und &, = &n_1 nach Definition von
{€m}mez. Es reicht daher aus, nur gerade Grade zu betrachten. Wir wollen
die Behauptung nun induktiv beweisen. Fiir m = 0 ist die Behauptung wegen
pri(Fo) = H(F;) = pri(&) wahr. Wir betrachten also m > 2, m gerade, und neh-
men an, die Behauptung sei wahr fiir alle n < m. Mit (i7) reicht es aus, pr;(E,) C
pri(Fm) zu zeigen. Aufgrund der Induktionsannahme reicht es weiter aus, ledig-
lich H™(F;) C pri(Fpm) zu zeigen. Nach Satz 2.10 ist dimq H*(F) = dimq H*(X).
Also existiert wegen (i) ein gerade ganze Zahl myg, so daB F,,, = H*(F). Folglich
gilt fiir mq auch pry(Fp,) = H*(F;). Fiir © € H™(F;) konnen wir daher definieren:

m(z) == min{z € pri(Fi)}-

Nach der Voriiberlegung ist auch m(z) gerade, etwa m(z) = 2 - a(z). Setzen wir
pri(Fy) =: pri(Fo) @ Fi ¢ HO(F;) @ H*(F}) so folgt mit (i) aus der 2-Erzeugtheit
von H*(X):
pT‘i(Fm(w)) = .'/_"5 S f; + pr; (fm(w),g).
—_———

a(xz)—mal

Dabei ist der erste Summand auf H™®(F;) konzentriert, und der zweite auf
69?(50)—1 H% (F;). Wire daher m(z) > m, so lige das homogene z in pri(Fpu)-2),
was im Widerspruch zur Minimalitét von m(z) stiinde. Also ist m(z) < m, und
folglich gilt:

T e pri(fm(z)) C pri(fm)'

O
Aufgrund der 2-Erzeugtheit von H*(X) werden séimtliche F;, fiir m > 2 von

F erzeugt. Wegen (iii) erzeugt pr;(F,) daher auch simtliche pr;(F;,) fir m > 2.
Damit vererbt sich die 2-Erzeugtheit von H*(X) auf H*(F;).
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Kapitel 3

Fixpunktkomponenten der
formalen Dimensionen 6 und 8

Wir wollen nun die Ergebnisse aus Kapitel 2 auf S'-Riume aus der Kategorie X 51
anwenden. Dabei werden wir in diesem Kapitel fiir diejenigen (X,0) € X§ mit
2-erzeugter Kohomologie-Algebra H*(X) erstens beweisen, daB die einzig mogli-
che Fixpunktkomponente der formalen Dimension 8 der Raum X selbst ist (Satz
3.1), und zweitens eine obere Abschétzung fiir die Anzahl der Fixpunktkompo-
nenten der formalen Dimension 6 gewinnen (Satz 3.2). Diese Ergebnisse iiber
Fixpunktkomponenten der formalen Dimensionen 6 und 8 werden wir bei der Pa-
rametrisierung der (nicht-trivialen) S'-Riume im niichsten Kapitel entscheidend
benétigen. (Die Beschriankung dieses Kapitels auf die Dimension 8 dient lediglich
der vereinfachten Darstellung. Man beachte jedoch, dafl eine Abschitzung der
formal 2-kodimensionalen Fixpunktkomponenten analog zu 3.2 fiir Dimensionen
grofler 8 qualitativ wesentlich schlechter ausfillt.)

Es sei also im gesamten Kapitel (X,0) € X%, so daB die Poincaré-Dualitétsal-
gebra H*(X) 2-erzeugt ist. Die minimale Anzahl r der Erzeugenden von H*(X) ist
also insbesondere gleich dimq H?(X). Mit F bezeichnen wir die Fixpunktmenge
der Operation von o auf X, welche sich disjunkt in & Zusammenhangskompo-
nenten FY,..., Fy zerlegen lasse. Eine solche Fixpunktkomponente F; habe die
formale Dimension n;, wenn gilt: fd (H*(F;)) = n;. Wegen Korollar 2.18 ver-
erbt sich unter diesen Voraussetzungen die Poincaré-Dualitit von H*(X) auf alle
H*(F;) (siche z.B. [AP], §5.2, fiir eine Verallgemeinerung dieses Resultates auf
geeignete G-CW-Komplexe mit Torus- oder p-Torus-Operationen).

Es ist offensichtlich, daf} jede Fixpunktkomponente F; eine formale Dimension
kleiner oder gleich 8 hat. Mit denjenigen der formalen Dimension 8 beschiftigt
sich nun der folgende Satz. Fiir die zum Beweis bendtigten Ergebnisse {iber Ko-
homologie und Kohomologie mit kompaktem Tréiger sei auch hier wieder auf [Ma)
verwiesen.
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Satz 3.1 Die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) o operiert trivial auf X, d.h. F = X.

(i) Es gibt eine Fizpunktkomponente der formalen Dimension 8.
(#i) Die Fizpunktmenge F ist zusammenhdngend.

Beweis: Die Implikation (7) = (4i7) ist offensichtlich, und die Implikation (4i:) =
(1) folgt unmittelbar aus Korollar 2.18.

(17) = (i): Es sei etwa j; : [} — X die Inklusion einer Fixpunktkomponente
der formalen Dimension 8. Wir setzen U := X \ F} und werden zeigen, dal U = ()
bzw. F} = X gilt. Mit X ist auch die abgeschlossene Teilmenge F} kompakt,
Kohomologie H*(—) und Kohomologie H*(—) mit kompaktem Triger sind daher
fiir X und F; identisch. Gemifi [Ma], Thm. 1.6, gibt es eine exakte Kohomologie-
Folge fiir X und F beziiglich H*(—):

= HPU) — HP(X) 25 JP(F) — HPYY(U) — ...

Es ist klar, da aus Dimensionsgriinden H?(U) = 0 gilt (vgl. z.B. [Ma], Kap. 3).
Alsoist j8 : H3(X) — H3(F)) surjektiv. Da nach Voraussetzung dimq (H3(F})) =
1 = dimg (H8(X)) gilt, ist 5% sogar ein Isomorphismus. Weiter ist aufgrund der
Voraussetzung sowohl H*(X), als wegen Satz 2.18 auch H*(F}) in geraden Gra-
den konzentriert. Es gilt also insbesondere H (X) = 0 = H/(F}). Aus der obigen
exakten Folge ergibt sich daher: H3(U) = 0. Wir werden nun die Annahme U # ()
zum Widerspruch fiihren. Nach Definition ist U eine offene Teilmenge von X. Es
sei U; eine (nicht-leere) Zusammenhangskomponente davon. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit konnen wir einerseits annehmen, dafl U; eine zusammenhéngen-
de, orientierbare 8-Mannigfaltigkeit ist, weshalb gilt: H3(U;) # 0. (Fiir den Fall,
daB8 U; die singuliire Kegelspitze S enthilt, betrachten wir Uy := U; \ {S}, anstatt
U;.) Andererseits gilt aber wegen H3(U) = 0 auch H3(U;) = 0. (Betrachten wir
Uy, so folgt H3(U;) = 0 aus H8(U;) = 0 und der obigen exakten Kohomologie-
Folge, welche allgemein fiir lokal-kompakte Hausdorff-Raume gilt.) Dies liefert
den gewiinschten Widerspruch zur Annahme. Folglich ist U = . O

Es sei nun im folgenden o eine nicht-triviale Operation auf X. Dies bedeutet
nach dem vorigen Satz, dafl alle Fixpunktkomponenten von einer formalen Di-
mension kleiner als 8 sind. Dariiber hinaus kann es keine Fixpunktkomponenten
von ungerader formaler Dimension geben, da simtliche H*(F;) nach 2.18 wegen
der 2-Erzeugtheit von H*(X) in den geraden Graden konzentriert sind (vgl. da-
zu [AP], §5.2). Im verbleibenden Teil dieses Kapitels wollen wir fiir die Anzahl
k¢ der Fixpunktkomponenten mit formaler Dimension 6 eine obere Abschitzung
erhalten, welche fiir die Uberlegungen des vierten Kapitels wesentlich sein wird.
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Satz 3.2 Fs gebe eine Fixpunktkomponente der formalen Dimension 6, etwa
Fi. Deren Kohomologie-Algebra I:I*(Fl) habe eine minimale Anzahl von ry =
dimg (H?(F)) Erzeugenden. Dann gilt fir die Anzahl k¢ der Fizpunktkomponen-
ten mit formaler Dimension 6:

kséZ(T’—’f'l)-ﬁ-l.

Beweis: Der Beweis folgt einer Idee von C. Allday. Die Bezeichnungen im Verlauf
des Beweises richten sich nach dem folgenden kommutierenden Diagramm:
Do Ry J':;l ®j;1

H(X)® H*(X) <2 Hi(X)® H: (X) Hiu(F)® Hi(F)

3 " e |

e (x) <5 H:(X) HE (F)

it
Dabei ist nach Satz 2.10 der Homomorphismus pj : I;l;l (X) — E{ *(X) sur-
jektiv und der graderhaltende Homomorphismus j& : Hg(X) = Hu(F) in-
jektiv. Auflerdem gilt wegen des verschwindenden Randoperators der jeweiligen
Hirsch-Brown-Modelle: H3, (X) = Qt®H*(X), H: (F) = Q[t] ® H*(F) und
auch ﬁgl(FZ) ~ Q[t] ® H*(F)) fiir alle F;. Die disjunkte Vereinigung F = L5_ F;
der Fixpunktkomponenten liefert uns die folgenden kanonische Projektionen pr, :
Hy(F) = [I5, BW(F) — Hiu(F) und pry : Hu(F) = [, Ha(F) —
Hf:z H}, (F;). Der Beweis gliedert sich nun in drei Schritte: Ziel der ersten beiden
Schritte wird es sein, fiir einen geeigneten, zu H 4(X) isomorphen Untervektor-
raum () von ﬁ;l(X ) die Injektivitit des Homomorphismus pry o jiilo : @ —
Hf:2 HY, (F;) zu zeigen. In dritten Schritt werden wir dann daraus die Behaup-
tung folgern.

Schritt 1: Es sei (ai,...,a,) eine Basis von H?(X). Dann gibt es zu dieser
Basis lifts ai, . ..,a, € H2 (X) beziiglich pj, so da8 gilt: pir; o j% (a;) € H*(F)) C
HXF)®t-H(F) = H% (F) (vgl. Bem. 2.8). Um dies zu zeigen, betrachten wir
einen Punkt P € F} und die folgende Reihe von Inklusionen:

PR FP=|, K- X

Dabei besitzt ¢ := joh;oh: P — X ein Linksinverses r : X — P. Wir erhalten
damit das folgende kommutierende Diagramm:

B2(X) « 2 f2,(X) > B2(X) @t HO(X) —2 HZ,(F)

e*l €*l ﬁ’rlz(hl);lJ{

S
€1 hd

H?(P) +=— H%L(P)2 H*(P)®t-H'(P) «+—— H(F),
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wobei zu den Augmentationen £* bzw. €* jeweils die Rechtsinversen 7* bzw. r*
existieren. Aus beliebigen lifts a}, ..., a. der a,,...,a, unter pj erhalten wir lifts
ai,...,a mit der gesuchten Eigenschaft pr; o j% (a;) € H?(F), indem wir fiir
1 <4 < r definieren: @; := a} — 7* 0 £*(a}). Denn damit gilt sowohl p§(a;) = a; als
auch a; € ker (£").

Schritt 2: Da H *(X) 2-erzeugt ist, gibt es nun fiir eine geeignet gewéhlte
Indexmenge I eine Basis (a;a;); j)er von H*(X). Dazu sei @ C Hz (X) der durch
die Basis (@;a;)(j)er erzeugte Untervektorraum in H, (X). pilo : @ — HY(X)
ist damit ein Isomorphismus. Insbesondere kommutiert nach dieser Konstruktion
das folgende Diagramm:

Q®Q B (X)
(palQ)ea(ps\Q)J% lpo
AY(X)® A4(X) —£= H%X)

Der Untervektorraum K C @ sei definiert durch K := ker (pry o jii|g), und der
Untervektorraum K C H*(X) durch K := p}(K) unter dem Isomorphismus pj|g,
womit das folgende Diagramm kommutiert:

Q % i (F) —= L, HL(F)

T Il

E—— 0 —— [[L,HuF)
Pél@l lpa

K —— 0

Der Untervektorraum K+ C H*(X) sei definiert als das orthogonale Komple-
ment zu K beziiglich der durch die Multiplikation gegebene dualen Paarung auf
H*(X). Wir behaupten, es gilt: K+ = H*(X). Nach Konstruktion ist K+ C
H*(X). Wir zeigen also K* > H*(X) im restlichen Teil des Schritts 2. Es
sei y € HYX). Statt u(z,y) = 0, reicht es nun fiir alle z € K zu zeigen
(siehe erstes und zweites Diagramm), daf8 gilt: fip(j%.(Z), j5(9)) = 0, wobei
T := (pilo) " (z) € K und 7 := (p}|g) ' (y) € Q. Denn nach Satz 2.10 ist die Ab-
bildung j&, : HS, (X) — HE,(F) injektiv. Da fip auf HZ, (F) komponentenweise
gegeben ist, reicht es weiter aus, einerseits fip, (pr; 0 j§ (), pry 0 j5:(y)) = 0 und
andererseits fip\ g (P © j5i (), Pry © 55 (9)) = 0 zu zeigen. Der erste Teil dieser
Behauptung gilt mit folgender Uberlegung: Nach Konstruktion gibt es Darstellun-
gen T = Z(i,j)e[ )\ijC_LZ'L_Lj und g = Z(i,j)e[ Vija,ia,j fir gewisse )‘ija Vij € Q Dabei
gilt fiir alle (i, j) € I, da pr, o j§ (a:a;) € H*(F) C H& (Fy) ist, da die Multi-
plikation auf H, (F}) nicht getwistet ist (vgl. Bem. 2.8 bzw. 2.11). Mit derselben
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Begriindung ist dann auch fip, (pr; 0 5% (%), pry 0 ji (7)) auf H3(Fy) C HE (F))
konzentriert und verschwindet damit aus Gradgriinden. Der zweite Teil der obi-
gen Behauptung gilt schlieflich ebenfalls: fip\ g, (975 0 j5:(2), Py 0 j5(y)) = 0
folgt, da z nach Konstruktion bereits in K := ker (pry o j%|q) liegt.

Schritt 3: Aus der Behauptung von Schritt 2 folgt unmittelbar, daf§ gilt:
dimg (K) = 0 und also auch dimq (K) = 0. Damit ist die Abbildung pr, o j&: g :
Q—TI-, HY, (F;) injektiv, was die folgende Dimensionsabschitzung liefert:

dimq (H'(X)) = dimq (Q) < dimq ([Ti_oH§ (F)).

Nach Satz 3.1 liegen dabei nur Fixpunktkomponenten der formalen Dimension
kleiner oder gleich 6 vor. Ferner ist H*(F;)) fiir siimtliche Fixpunktkomponenten
in geraden Graden konzentriert. Mit dimg (H (F})) = S, dimg (H*(Fy)) 1Bt
sich daher aus der obigen Ungleichung folgern:

dimq (H*(X)) — 2r — 2 < dimg (H*(F)) — dimg (H*(F))) — (ks — 1),

was schlieBlich wegen dimq (H*(X)) = dimg (H*(F)) umgeformt werden kann

zZu:
ke < 2r 4 3 — dimg (H*(F))) = 2(r — ) + 1.
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Kapitel 4

Parametrisierung

In diesem Kapitel werden wir mit Hilfe eines Resultates von S. Papadima einen
Parameterraum fiir die Isomorphieklassen von einfach-zusammenhéngenden ra-
tionalen Poincaré-Dualitétsalgebren der formalen Dimension 8 erhalten, und da-
mit eine Parametrisierung der Kategorie X® nach ihrem rationalen Kohomolo-
gietyp. Mit Hilfe der Ergebnisse von Kapitel 2 und 3 werden wir dann in diesem
Parameterraum durch Bilder und Urbilder geeigneter polynomialer Abbildungen
eine Teilmenge charakterisieren, die keine S'-symmetrischen Kohomologieklassen
enthilt. Die topologische Struktur des Parameterraumes ist jedoch sehr kompli-
ziert, weshalb wir ihn widhrend dieses Kapitels ausschliellich als Punktmenge
betrachten wollen.

Wir beginnen mit einigen vorbereitenden Bemerkungen und Definitionen fiir
das Ergebnis Papadimas.

Bemerkung 4.1 (i) Es sei g := (91,...,95) € N fiir s > 1 ein s-tupel von
natiirlichen Zahlen. Dann bestimmt g einen bis auf (graduierte) Isomor-
phie eindeutigen, positiv graduierten, endlich-dimensionalen Q-Vektorraum
QI =Q%" x -+ x @, so daBB jeweils die Komponente Q% im Grade 7 die
Dimension g; habe. Umgekehrt 148t sich jedem positiv graduierten, endlich-
dimensionalen Q-Vektorraum C' eindeutig das Tupel der Dimensionen in
den jeweiligen Graden zuordnen. Dieses Tupel heifle die Erzeugendenkon-
stellation von C.

(ii) Fiir g € N° sei A*(g) sei die von QY erzeugte freie, graduierte, graduiert-
kommutative Q-Algebra mit A™(g) als n-ter homogener Komponente. Den
zugehorigen Dualraum Homg [A™(g), Q)] kiirzen wir gelegentlich mit L(g,n)
ab. Schliefilich sei G(g) die Gruppe der graduierten Algebren-Automorphis-
men von A*(g).

(iii) Die Teilmenge L™9(g,n) C L(g,n) der reguldren Funktionale bestehe aus
allen f € L(g,n), fiir welche die folgende Bedingung fiir alle p < n erfiillt
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(iv)

ist:
{be AP(g) [Va € A" P(g): fa-b) =0} C (AT(9)- AT(9))".

Die Produktgruppe G(g) x GL(1) operiert auf L(g,n) vermége f-a := foa
fir f € L(g,n) und o € G(g) bzw. vermoge skalarer Multiplikation mit
Elementen aus GL(1). Die Teilmenge L"™9(g,n) der reguldren Funktionale
ist unter dieser Operation invariant. Wir bezeichnen die entsprechenden
Quotientenriume mit L(g,n) bzw. mit L™ (g, n). O

Definition 4.2 (i) Unter einer orientierten Poincare-Dualititsalgebra mit aus-

(iii)

(iv)

gezeichneten Erzeugenden, im folgenden kurz PDA,,, wollen wir ein Tripel
(A*, a4, w) verstehen. Dabei sei erstens A* eine rationale Poincaré-Dualitéts-
algebra; zweitens a, := (af,...,a,...,af,..., a5 ) mital € A’ ein minima-
les Erzeugendensystem; und drittens w € Homg[A*, Q] eine Orientierung
von A*. Alle iiblichen Begriffe wie formale Dimension, einfacher Zusammen-

hang etc. iibertragen sich von A* auf das Tripel (4%, ag,w).

Zwei orientierte Poincaré-Dualitdtsalgebren mit ausgezeichneten Erzeugen-
den (A*, a4, w) und (B*, by, ) heiBen isomorph, falls gilt:

(a) Esist s =t sowie g; = h; firi=1,...,s.

(b) A* ist vermdge der Zuordnung a} — b} fir i = 1,...,s und j =
1,...,¢g; als graduierte Q-Algebra isomorph zu B*.

(c) Esist: w(I[j-, a;gj) = ¥([I}-, b;c’]) fiir alle endlichen Produkte von
Elementen aus (ag,...,a} ) bzaw. (by,...,0},).

Die Menge der Isomorphieklassen von einfach-zusammenhéngenden, orien-
tierten Poincaré-Dualitdtsalgebren der formaler Dimension n mit ausge-
zeichneten Erzeugenden bezeichnen wir durch PD.A?,.

Eine Isomorphieklasse [(A*,a,,w)] € PDAY, heifle S'-symmetrisch, wenn
es einen S'-Raum X € Ag mit nicht-trivialer S*-Operation und mit der
Eigenschaft gibt, dafl zu H*(X) ein minimales Erzeugendensystem b, und
eine Orientierung ¢ existieren, so daf} gilt: (A*, ag,w) = (H*(X), by, ). Die
Teilmenge der S'-symmetrischen Isomorphieklassen in PD.A", bezeichnen
wir mit S1-PDA?,. O

Bemerkung 4.3 (i) Es sei A* eine rationale Poincaré-Dualitéitsalgebra. Als

Erzeugendenkonstellation von A* bezeichnen wir die Erzeugendenkonstel-
lation g € N* des graduierten Q-Vektorraumes Cy- := AT /(AT - AT) der
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Erzeugenden. Insbesondere ist A* also genau dann homogen erzeugt, wenn
genau ein g; # 0 ist.

(ii) Mit PD.A"(g) bezeichnen wir die Menge der Isomorphieklassen von Poin-
caré-Dualitédtsalgebren mit der formalen Dimension 7 und der Erzeugen-
denkonstellation g. Mit PDA” (g) bezeichnen wir analog die Menge der
[somorphieklassen von orientierten Poincaré-Dualitidtsalgebren mit ausge-
zeichneten Erzeugenden der Konstellation g, die eine formale Dimension n
aufweisen.

(iii) Jeder PDA,. (A*, a4,w) der formalen Dimension n 148t sich wie folgt ein
reguldres Funktional f € L™(g,n) = Homg[A"(Q?),Q] zuordnen: Wir
setzen f([]}_, e;jj) = w([lj-, a;jj) fir alle endlichen Produkte vom Ge-

1

samtgrad n, wobei (e],. .., €gsenr€lsn e ,ezs) die kanonische Einheitsbasis

des graduierten Vektorraums @, d.h. das kanonische Erzeugendensystem
fiir A*(g) sei.

(iv) Umgekehrt 148t sich jedem reguldren Funktional f € L(g,n) eine PDA,,
(A}, €g,wy) der formalen Dimension n wie folgt zuordnen: Durch

It :={b€ AP(g) | Va € A" P(g) : f(a-b) =0} fiirp <mn,
I7 = A?(g) fiir p > n,

ist zu f ein graduiertes Ideal I} C A*(g) gegeben, woraus wir A} :=
A*(g)/I} erhalten. Durch das Bild des kanonischen Erzeugendensystems von
A*(g) unter der Quotientenabbildung ist das minimale Erzeugendensystem
(ef,....€5,---,€f,...,€; ) gegeben. Die Orientierung w € Homg [A}, Q]
erhalten wir schliellich wie folgt: Fiir alle endlichen Produkte vom Gesamt-
grad n setzen wir w([]j_, é,:,;) = f(IT=, e;cjj), wobei (e], ..., ey ,...,€5,...,
ey,) das kanonische Erzeugendensystem fiir A*(g) ist. Auf allen anderen
Graden sei w = 0. a

Damit kénnen wir nun das angekiindigte Ergebnis Papadimas zur Parametri-
sierung von rationalen Poincaré-Dualitéitsalgeben formulieren. Dabei wird in [Pa]
nur die Aussage (7i) des folgenden Satzes explizit bewiesen. Implizit ist jedoch
im dort angegeben Beweis die Aussage (i) ebenfalls enthalten.

Satz 4.4 (Papadima) (i) Die Isomorphieklassen der orientierten Poincaré-
Dualititsalgebren mit ausgezeichneten Erzeugenden zu den gegebenen Inva-
rianten n und g stehen in Bijektion zu den reguliren Funktionalen L™9 (g, n)
C L(g,n). Die Bijektion V(g,n) : PDA?,(g) — L™9(g,n) ist dabei gegeben
durch die Zuordnungen gemdff Bemerkung 4.3, (iii) und (iv).
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(i) Die Isomorphieklassen der Poincaré-Dualititsalgebren zu den gegebenen In-
varianten n und g stehen in Bijektion zu den Orbits der G(g) x GL(1)-
Operation auf dem Raum der reguliren Funktionale L™9(g,n) C L(g,n).
Die Bijektion ¥(g,n) : PDA"(g) — L"9(g,n) wird dabei induziert durch
Y(g,n): PDA} — L™ (g,n). O

Wie in der Einleitung motiviert, werden wir uns nunmehr ausschliefflich mit
der Dimension n = 8 beschiftigen.

Definition 4.5 Esseir € N, r > 0. Die Menge G(r) der mdglichen Erzeugenden-
konstellationen fiir einfach-zusammenhingende Poincare-Dualitédtsalgebren der
formalen Dimension 8 mit minimal r Erzeugenden bestehe aus allen 8-tupeln
(g1,---,98) € N®, welche die folgenden Bedingungen erfiillen:

(i) Essei Y5  gi=r.
(ii) Es gelte 0 < ¢g; < r fiiri =2,...,6 sowie gy = g; =0 und 0 < gg < 1.
O

Das Ergebnis Papadimas konnen wir mit Hilfe dieser Definition in dem fol-
genden kommutativen Diagramm von Mengen zusammenfassen:

5]

PDASG(T) = I_I PDAge(g) — I_l L'I‘eg(g’S) C I_I L(g: 8) =: Par (7", 8)
geG(r) 9€G(r) 9€g(r)

- Jr-

PDA3(r):= || PDA%g9) —— || L™9(g,8) C || L(g,8)=: Par(r,8)
geg(r) geg(r) geg(r)

IR

&

1%

Wir wollen nun Untermengen der Parameterriume Par (r,8) bzw. Par (r, 8)
wie folgt einfiihren:

(i) Die Untermenge 2-Par (r,8) := L(g¢',8) C Par (r,8) mit ¢’ := (0,7,0,...0)
€ G(r) enthélt unter anderem sdmtliche Isomorphieklassen 2-erzeugter ori-
entierter Poincaré-Dualitdatsalgebren mit minimal r Erzeugenden.

(ii) Die Untermenge 2-Reg (r,8) := L™9(g',8) C Par (r,8) enthilt genau simt-
liche Isomorphieklassen 2-erzeugter orientierter Poincaré-Dualitétsalgebren
mit minimal  Erzeugenden.

(iii) Die Untermenge 2-Sym (r,8) C 2-Reg(r,8) C Par (r,8) wird zu Ende
dieses Kapitels in 4.10 definiert werden. Sie enthéilt unter anderem samtli-
che S'-symmetrischen Isomorphieklassen von 2-erzeugten orientierten Poin-
caré-Dualitétsalgebren mit minimal r Erzeugenden (s. Satz 4.11).
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(iv) Die drei Untermengen 2-Par (r,8), 2-Reg (r, 8) und 2-Sym (r, 8) sind invari-
ant unter der G(g') x GL(1)-Operation auf L(g¢', 8). (Dies ist fiir 2-Par (r, 8)
nach Definition erfiillt und fiir 2-Reg (r, 8) offensichtlich. Fiir 2-Sym (r, 8)
werden wir dies in Satz 4.11 zeigen.) Wir kénnen daher die entsprechen-
den Orbitmengen 2-Par (r,8), 2-Reg (r,8) und 2-Sym (r,8) in Par (r,8)
erhalten.

Mit Hilfe dieser drei Untermengen von Par (r,8) bzw. Par (r,8) werden wir
im letzten Kapitel wenigstens in Ansétzen die folgenden fiir uns eigentlich inter-
essanten Untermengen studieren: die Untermenge

Sym (r,8) := (Par (r,8) \ 2-Reg (r,8)) U 2-Sym (r,8),

welche unter anderem alle S'-symmetrischen Isomorphieklassen von orientierten
Poincaré-Dualitéatsalgebren mit minimal » Erzeugenden enthilt, und ihr Komple-
ment

Sym¢® (r,8) := Par (r,8) \ Sym (r,8) = 2-Reg (,8) \ 2-Sym (r, 8),

welches ausschlieflich nicht-S*-symmetrische Isomorphieklassen von orientierten
Poincaré-Dualitatsalgebren mit minimal r» Erzeugenden enthilt; beziehungsweise
die Untermenge

Sym (r,8) = (Par (r,8) \ 2-Reg (r,8)) U 2-Sym (r,8),

welche unter anderem alle S'-symmetrischen Isomorphieklassen von Poincaré-
Dualitédtsalgebren mit minimal r Erzeugenden enthilt, und ihr Komplement

Sym’ (r,8) := Par (r,8) \ Sym (r,8) = 2-Reg (r,8) \ 2-Sym (r, 8),

welches ausschlieflich nicht-S'-symmetrische Isomorphieklassen von Poincaré-
Dualitéatsalgebren mit minimal » Erzeugenden enthilt.

Fiir den Rest des Kapitels werden wir uns nun mit den beiden Untermengen
2-Par (r,8) \ 2-Reg (r,8) und 2-Sym (r,8) von 2-Par (r,8) beschiftigen. Unser
Ziel ist dabei unter anderem, beide Mengen jeweils durch Bilder oder Urbilder
geeigneter polynomialer Abbildungen zu charakterisieren.

Zur Charakterisierung von 2-Par (r, 8) \ 2-Reg (r, 8) bendtigen wir dabei die
folgenden Bezeichnungen: Wir setzen p, := (Tf’) und pg = (’;’2). Mit A :=
(a(1),...,a(pa)) bezeichnen wir die Menge der Permutationsklassen von Multi-
Indizes aus N, mit |a()| = |(a(i)1,...,a(i),)| =4 firi =1,..., po. Wir wollen
A als lexikalisch geordnet ansehen, indem wir im folgenden aus jeder Permutati-
onsklasse den beziiglich der lexikalischen Ordnung der Multi-Indizes minimalen

Représentanten betrachten. Entsprechend sei B := (3(1), ... 3(pg)) mit |5(i)| = 3
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firi=1,..., pg und einer lexikalischen Ordnung gew#hlt. Mit (eq, ..., e,) als ka-
nonischer Einheitsbasis von Q" erhalten wir die kanonische Basis (€4)aca von
A3(Q’) und die dazu duale Basis (€%)acq von Homg[A3(Q'), Q] = 2-Par (r,8).
Mit Hilfe dieser dualen Basis werden im folgenden stets Homg [A%(Q), Q] mit
Q= identifizieren. Ganz analog gehen wir bei A®(Q") bzw. Homg [A®(Q), Q] vor.
SchlieBlich verwenden wir fiir 1 < ¢ < r noch die folgenden linearen Operatoren

0; : Homq [AY(Q'), Q] — Homg [A%(Q'), Q):

Bi(e”) e* % falls a; > 0,
i\€ ) =
0 sonst.

Man beachte, dafl die so definierten 0; jeweils bis auf die Koeffizienten mit den
symbolischen partiellen Ableitungen iibereinstimmen.

Lemma 4.6 Fir ¢ = Y7 ¢;e*® € Homg[A¥(Q"),Q] = 2-Par (r,8) sind die
beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es ist g € 2-Reg (r,8), d.h. q ist requlir.
(11) O1q,-..,0.q sind in Homg [A*(Q), Q] linear unabhingig.

Beweis: (Analog zum entsprechenden Teilschritt in [Pa], Prop. 9.) Die Definition
fiir Regularitét in 4.1, (i44), reduziert sich fiir Funktionale ¢ € 2-Par (r,8) zu:

{be AAQ) | Va € A"2(Q) : qla-b) = 0} = 0. (+)

Betrachten wir die Matrix (¢ (eg) - €))ij € M(pg x r;Q), so ist (*) dquivalent
dazu, daf gilt:

rang (q (esq) - ej))ij =r. (xx)
Fiir 1 < j < r definieren wir x; := >_1%; q (eg() - ¢;) €) € Homg [A%(Q"), Q). Die
Aussage (**) ist dann #quivalent dazu, daB§ die kq,...,k, in Homg[A®(Q"), Q]
linear unabhiingig sind. Fiir 1 < j < r gilt jedoch k; = 8;¢ € Homg [A*(Q),Q),
wie sich durch Auswertung auf den Basis-Monomen eg(;y von A®(Q") leicht zeigen
148¢. O

Das vorige Lemma motiviert, eine polynomiale Abbildung ®(r) : Q\{0} x
Homg [A®(Q), Q] — Homg [A®(Q), Q] wie folgt einzufiihren, um 2-Reg (r,8) zu

charakterisieren: Fiir alle A := (A1,...,\;) € Q" \{0} sei die Matrix (¢;;)()) €
M(ps X pa, Q) gegeben durch

b = <(Z ) (€59 eﬂ(i)>’
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d.h. durch den Koeffizienten vor dem Monom e?) den der Operator > re1 MOk
ausgewertet auf e*) ergibt. Damit definieren wir ®(r)(), ¢) fiir A € Q"\{0} und
q:= Y0 gie® € Homg [A*(Q"), Q] vermdge

Pg

o(r)(z, ) i=p=> pie’? € Homg[A*(@),Q] mit p := (¢;;(2)); - ¢-

=1

Mit diesen Uberlegungen ergibt sich nun aus Lemma 4.6 unmittelbar die folgende
Charakterisierung der Menge 2-Par (1, 8) \ 2-Reg (r, 8):

Satz 4.7 Ist pr: Q" \{0} x Homg [A3(Q),Q] — Homg [A3(Q),Q] die kanoni-
sche Projektion, so gilt:

2-Par (r,8) \ 2-Reg (r,8) = pr[®(r)~*(0)].
O

Im n#chsten Kapitel werden wir noch das folgende Lemma beziiglich der Ab-
bildung ®(r) benstigen.

Lemma 4.8 Die Matriz (¢i;(N))ij € M(ps X po; Q) hat fir alle X € Q' \{0}
vollen Rang pg.

Beweis: Es sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit A; # 0. Die Matrix (¢;;()));
hat auf Grund der lexikalischen Ordnung der Multi-Indizes die folgende Gestalt:

(oot
:

0 X 7

0 0 X 7

0 - « 0 A 7 . e ?
\0 N D VR ?)

|

Schliefllich wenden wir uns zum Ende dieses Kapitels der Untermenge 2-
Sym (1, 8) zu. Der folgende Gedanke steht dabei hinter unseren eher technischen
Ausfiihrungen: Ist die Kohomologie-Algebra eines nicht-trivialen S*-Raumes X €
Xgl 2-erzeugt, so 1iBt sie sich durch geeignete Filterung und Ubergang zur gradu-
ierten assoziierten Algebra aus den niederdimensionalen Kohomologie-Algebren
der Fixpunktkomponenten zuriickgewinnen (vgl. Kor. 2.18). Wir fithren deshalb
eine Menge ein, die fiir alle potentiellen Fixpunktmengenkonstellationen und Fil-
terungen die wesentlichen Informationen zur Konstruktion einer graduierten as-
soziierten Algebra enthilt.
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Definition 4.9 Es sei 7 € N, r > 0. Die Menge K(r) der mdglichen Fizpunkt-
mengenkonstellationen fiir 2-erzeugte Poincare-Dualitidtsalgebren der formalen
Dimension 8 mit minimal r Erzeugenden und nicht-trivialer S'-Symmetrie be-
stehe aus allen Tupeln (kg, k4, k2, ko, S1, - -+ 5 Skgs L1, - - -, tg,) von natiirlichen Zah-
len, welche die folgenden Bedingungen erfiillen: (Man beachte dabei, dafi die k4
jeweils der moglichen Anzahl von d-dimensionalen Fixpunktkomponenten, die s;
jeweils der moglichen minimalen Erzeugendenzahl der 6-dimensionalen Fixpunkt-
kohomologien und die ¢; jeweils der moglichen minimalen Erzeugendenzahl der
4-dimensionalen Fixpunktkohomologien entsprechen.)

(i) Es sei £(k) := 30 (25 +2) + S0t (6 +2) + 2ka + ko < ("31) + 27 + 2.
(Diese Forderung entspricht der bekannten maximalen Lénge einer Poin-
caré-Dualitétsalgebra mit minimal » Erzeugenden.)

(ii) Essei 1 <s; <rfiri=1,...kssowie 1 <t; <rfiiri=1,...ks (Diese
Forderung entspricht der Abschitzung fiir die minimale Erzeugendenzahl
der jeweiligen Fixpunktkohomologien in Korollar 2.17.)

(iii) Es sei kg < 2(r—maz {s; |i=1,...,ks}) + 1. (Diese Forderung entspricht
der Abschétzung fiir die Anzahl der 6-dimensionalen Fixpunktkomponenten
in Satz 3.2.) O

Man beachte, dafl mit dieser Definition die Menge IC(r) der méglichen Fix-
punktmengenkonstellationen zu gegebenem r endlich ist. Zu jeder moglichen Fix-
punktmengenkonstellation k£ € K(r) betrachten wir nun eine Menge Fix(r, k),
welche in gewissem Sinne ,alle moglichen Filterungen zu einer gegebenen Fix-
punktmengenkonstellation parametrisiert*. Hfil Homg [A®(Q%), Q] ,enthélt“ so
etwa die ,,Information iiber die multplikative Struktur der 6-dimensionalen Fix-
punktkomponenten®, [, M(r x (s; + 1),Q) die ,Information iiber die Pro-
jektion der zweiten Filterkomponenten auf die entsprechenden 6-dimensionalen
Fixpunktkohomologien“ und Q“*) die , Information iiber die Orientierung®. Letz-
lich wird die Motivation fiir die folgende Einfiihrung von Fiz(r, k) und die damit
verbundenen Konstruktionen jedoch durch den Beweis von Satz 4.11 gegeben.

Fiz(r, k) := H(Hom(@ [AS(@%),Q] x M(r x (s; +1),Q))...
X f[(HomQ [AY(Q4), Q] x M(r x (t; +1),Q)...



Fiir £ € IC(r) werden wir nun eine polynomiale Abbildung
O(r, k) : Fiz(r,k) — Homg [A*(Q),q),

© = (" ), €5 Cum)s (Sam) > (1) 5 (Un) ) ¥ O(r, k)[7]
RPN
i=1,...ke 1=1,..k4 i=1,...k2 i=1,...ko n=1,..4(k)

einfithren. (Man beachte dabei, daf diese Definition von ©(r, k)[7] im intuitiven
Sinne ,den Ubergang zur graduierten assoziierten Algebra einer durch m gege-
benen Filterung® darstellt.) Zur besseren Darstellung verwenden wir dabei die
folgenden £(k) Variablen ...

1<i<kg aé,aﬁ,...,aii,ai’*,...,ai’i*,af)’*,
fiir 1<i<ky - bg,bi,...,b@i,bg’*,
1<i<ky : d&,c5,
1<i1<ky .
die wir geméf dieser Auflistung mit T1,...,Tyy) identifizieren wollen. Zunéchst
setzen wir fir 1 <n < r:
ke Si ka4 t; ko ko
DI E D IO E DY CH T DRSPS
i=1 j=0 i=1 j=0 i=1 i=1

In einem weiteren Zwischenschritt definieren wir O¢(r, k)[7r] auf simtlichen Mo-
nomen ey, € A3(Q") wie folgt:

Or(r, k)| (ensw) = %, 37

Mit dieser Definition konnen wir ©7(r, k)[r](exru) als Element eines Polynom-
rings Q[T1,...,Tyy) auffassen, in dem jedoch im Unterschied zum Standard-
Polynomring die Produkte zweier Variabler wie folgt definiert sein sollen:

i i i SR RO R o ,
aga;, = a, sowie ayay* =ay* fir0<n<s;

fiir 1 <i<keg: Ay, Gy = D 51y Clenmg) @7 fiir 1 <n,m <'s;
al ayt = Opy fir 1 <n,m <'s;,

bibi = bi fiir 0 < n < t; sowie b by* = by*

fir1<i<ky: - S -
= { b by = 3 € (Cmg) B fiir mym =1, 8,

] ia* J—

fir1<i<ky: { cHCy = ¢y sowie cycy =cy
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fiir 1 <i<ko: { didy=d,
Alle iibrigen zweifachen Produkte von Variablen mégen verschwinden. Durch

Ausmultiplizieren geméfl dieser Regeln 148t sich O7(r, k)[7](€xru) nun als Li-
nearkombination beziiglich der Variablen T1,. .., Ty4) darstellen:

Or(r, Dl (e = 33 PHC (o) 4 303" P (G 1)) ..

=1 7=0 =1 7=0
ks t;
DD Q(E () b“rZQ (G B+

i=1 5=0

ko k2
Y RA(Gm) o+ Y R () +ZSZ )d,
i=1 i=1
wobei die P, P; " »* R, R"* und S simtlich polynomiale Abbildungen in

den Komponenten 1hrer jeweiligen Argumente sind. Damit kénnen wir schlielich
die gesuchte Form ©(r, k)[r]| definieren: Wir erhalten ©(r, k)[r](€xxu) dadurch,
daB wir O (r, k)[7](exaw) als Polynom in Ti,...,Tyx) an der Stelle v € Q™

auswerten.
Damit definieren wir nun die Untermenge 2-Sym (r, 8) C 2-Par (r, 8):
Definition 4.10 Es sei
2-Sym (r,8) : U O(r, k) [Fiz (r, k)].
keK(r)
O

Der Beweis des folgenden Satzes motiviert schlieBlich die Einfithrung von £C(r),
Fiz(k,r) und ©(k,r) : Fiz(k,r) — 2-Par(r,8).

Satz 4.11 (i) 2-Sym (r,8) enthdlt unter anderem simtliche S'-symmetrische
Isomorphieklassen von 2-erzeugten, orientierten Poincaré-Dualitdtsalgebren
mit minimal r Erzeugenden.

(i) 2-Sym (r,8) ist invariant unter der G(g')xGL(1)-Operation auf 2-Par(r,8).

Beweis: Jeder S'-symmetrischen Isomorphieklasse in S'-PDA% (¢') 148t sich wie
folgt eine Fixpunktmengenkonstellation k& € K(r) zuordnen: (H*(X),bp, 1) sei
eine zugehorige PDA,. gemifi Definition 4.2, der ein nicht-trivialer S'-Raum
X € X%, zugrunde liegt. Wir setzen erstens kq als die Anzahl der d-dimensionalen
Fixpunktkomponenten fiir d = 0, 2,4, 6, zweitens s; als die minimale Erzeugen-
denzahl der i-ten 6-dimensionalen Fixpunktkomponente und drittens ¢; als die
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minimale Erzeugendenzahl der i-ten 4-dimensionalen Fixpunktkomponente. Die-
jenigen S!'-symmetrischen Isomorphieklassen, denen sich auf diese Weise die Fix-
punktmengenkonstellation k£ € K(r) zuordnen 148t, wollen wir in der Untermenge
S-PDAS (¢, k) C PDAS,(¢') zusammenfassen. Zum Beweis der ersten Behaup-
tung reicht es nun, eine Abbildung Y(r, k) : S*-PDA% (¢, k) — Fix(r, k) derart
anzugeben, dafl das folgende Diagramm kommutiert:

SLPDA (¢ k) —E  Fix(r, k)

cl lQ(T,k)

PDAS,(¢) ), 2-Par(r,8)
Betrachten wir eine S'-symmetrische Isomorphieklasse [(H*(X), (x1,- .., 2), w)]
aus S™-PDA% (¢', k), wobei der Reprisentant (H*(X), (z1,...,,),w) im obigen
Sinne die Fixpunktmengenkonstellation k aufweise. Wir definieren Y(r, k) auf
[(H*(X), (z1,...,%;),w)] durch

Y, k) ([(H(X)s (@1, 20), @)]) 2= (s () €5 (@) (S (72) (),
wobei wir (¢4, (n%,,), &% (04,,), (sE.), (72), (vn)) wie folgt erhalten:

Aus der i-ten 6-dimensionalen Fixpunktkohomologie H*(Ff) erhalten wir
nach Wahl eines minimalen Erzeugendensystems (af, ..., a ) und einer Orientie-

rung wg die Form (' € Homg[A%(Q%), Q] gemifl Bemerkung 4.3, (4iz), vermoge
Ceaw) = wgl(ay a), @)

Analog erhalten wir aus der Kohomologie-Algebra der i-ten 4-dimensionalen
Fixpunktkomponente H*(F}) nach Wahl eines minimalen Erzeugendensystems
(b%,...,0; ) und einer Orientierung wj die Form &' € Homg[A*(Q"),Q] vermoge
&' (ew) = wi(ay, ajy)-

Die so gewdhlten minimalen Erzeugendensysteme der 4- und 6-dimensionalen
Fixpunktkohomologien ergiinzen wir durch die jeweiligen Eins-Elemente 15 =: af,
13 =: b}, 12 =: ¢ und 19 =: d}, der 6-, 4-, 2- und 0-dimensionalen Fixpunktkoho-
mologien sowie um die zu jeweils ¢}, dualen Elemente cé’* der 2-dimensionalen Fix-
punktkohomologien. Wir erhalten so eine Basis von HZ, (F) = H*(F)&t-H(F).
Es seien Zi,...,2, € H%(X) lifts von z1,...,z, beziiglich p} (vgl. Satz 2.10).
Aus j5(%1), ..., 5% (2,) € H2 (F) ausgedriickt als Linearkombination beziiglich
der oben erhaltenen Basis erhalten wir (7%,,), (¢L,,), (st,,) und () wie folgt:

(i) Fir1 <i<kg1<n<rund 0 <m < s sei 0 gegeben durch den
Koeffizienten von j, (z,) vor at,.

i) Fiir 1 < i<k, 1 <n<rund 0<m <t seio gegeben durch den
) nm
Koeffizienten von j§,(2,) vor b},.
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(iii) Fiir 1 <7 <kound 1 <n <7 sei ¢!, gegeben durch den Koeffizienten von
j1(Zn) vor ¢ und ¢, durch den Koeffizienten von jf, (Z,) vor c;”.

(iv) Fiir 1 <i<kound 1 <n < r sei 7'73 gegeben durch den Koeffizienten von
J1(Zy) vor df.

Fir 7 = 1,...,ke erginzen wir nun die Vektoren ag,...,a; durch die dazu

in H*(F?) dualen Vektoren ag",...,a%* sowie fiir i = 1,...,ks die Vektoren

b, ..., bt durch den zu b} in H*(F}) dualen Vektor by*. Dies liefert fiir H*(F)
eine Basis B,

1<i<ks : af),a“i,...,aii,ai’*,...,ai’i*,aé’*,
welche fiir l<ish : 0 Zl_""’b?lfi’ 0
1<i<ky, : e,
enthilt, wobei wir die Basisvektoren als in dieser Ordnung von 1 bis ¢(k) durchin-
diziert ansehen wollen. Fiir n = 1,...,r setzen wir zl = p1(j% (Zn)), wobei py :
1 (F) = H*(F) die Auswertung an der Stelle ¢ = 1 ist. Man beachte, daf§ damit
die z¥', ..., zF zusammen mit dem Eins-Element 1z von H*(F') eine Basis von

F;, der zweiten Komponente der Filterung auf H*(F) aus Korollar 2.18 bilden.
Gemif der Konstruktion dieser Filterung erzeugen die (23 z}, 2|1 < A, p, v < 1)
deshalb die Komponenten Fg = F7 als Vektorraum, wobei J; nach Korollar 2.18
in H*(F) 1-kodimensional ist. Es gibt daher v € Homg[H*(F),Q] derart, da8

erstens kery = Fr gilt, und zweitens: y(zf 2} o] z) = w(x, xxz,2,) fiir alle
1 < Kk, A\p,v <r. Firn =1,...,£(k) definieren wir damit v,, indem wir vy

auf dem n-ten Basisvektor der Basis B auswerten. Nach diesen Definitionen 148t
sich schlieflich die oben behauptete Kommutativitit des Diagramms durch etwas
Nachrechnen bestétigen.

Die zweite Behauptung, die Invarianz von 2-Sym (r,8) unter der G(g') x
GL(1)-Operation auf 2-Par(r,8), ergibt sich mit diesen Uberlegungen unmit-
telbar aus der Definition der Abbildung ©(r, k) : Fiz(r, k) — Homg [A*(Q"), Q).

O
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Kapitel 5
Ausblick

Zu Beginn dieses letzten Kapitels kehren wir zu unserer Leitfrage zuriick, die
wir mit den Uberlegungen des vorigen Kapitel wie folgt formulieren kénnen: Ist
Sym’ (r,8) in Par (r,8) ,generisch“? Dabei wire der Versuch naheliegend, die-
se Frage in zwei Schritten zu beantworten: Man zeige, daf} erstens Sym?® (r,8)
in Par (r,8) derart ,generisch“ ist, dafl sich diese ,,Generizitdt* dann zweitens
auf den Quotienten Sym’ (r,8) in Par (r,8) iibertragen liBt. Dazu miiBten wir
einen geeigneten Begriff von ,, Generizitéit“ und eine damit verbundene zusétzliche
Struktur fiir die Parameterriume Par (r,8) bzw. Par (r,8) finden, die wir bisher
nur als Punktmengen betrachtet haben. Die dabei auftretenden Schwierigkeiten
beruhen nicht zuletzt darauf, dal unseren Betrachtungen die rationalen Zahlen
zugrunde liegen. (Diese Schwierigkeiten deuten sich bereits bei einem einfachen
Beispiel, etwa den Isomorphieklassen einer symmetrischen Bilinearform iiber ei-
nem rationalen Vektorraum an.)

Wie sich der erste Schritt wenigstens im Fall einer analogen Fragestellung
iiber R — statt iiber Q — durchfiihren 148t, wollen wir nun zum Abschluf} der
Arbeit in der Kategorie der reellen semi-algebraischen Mengen mit Hilfe des damit,
verbundenen Dimensionsbegriffs zeigen.

Eine Einfiihrung in die Theorie reeller algebraischer und semi-algebraischer
Mengen wird zum Beispiel in [BR] gegeben. In der folgenden Bemerkung wollen
wir die dabei fiir uns wichtigen Ergebnisse zusammenfassen.

Bemerkung 5.1 (i) Eine Teilmenge X C R" heifit semi-algebraisch, wenn sie
sich darstellen 148t als

V=J({z e R"[Py(z) s;; 0},
i=1j=1
wobei s;; € {>,=,<} und P;;(T) € R[T|, T = (T1,...T,). Die Familie der
semi-algebraischen Mengen im R" ist abgeschlossen beziiglich der Bildung
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endlicher Vereinigungen, endlicher Durchschnitte und des Komplements.

(ii) Es seien X C R" und Y C R™ semi-algebraische Mengen. Eine Abbildung
f : X — Y heif}t semi-algebraisch, wenn ihr Graph eine semi-algebraische
Menge im R*"*™ ist. Alle polynomialen Abbildungen sind semi-algebraisch,
insbesondere die kanonischen Projektionen.

(iii) Es gilt das Theorem von Tarski-Seidenberg: Fiir eine semi-algebraische Ab-
bildung f: X — Y ist das Bild f(X) C Y eine semi-algebraische Menge.

(iv) Jede semi-algebraische Menge X C R" 148t eine endliche semi-algebraische
Stratifikation zu, d.h.: Es gibt eine endliche Partition {A;};c; durch semi-
algebraische Mengen von X, so daf}

(a) jedes Stratum A; eine reell analytische, lokal abgeschlossene Unter-
mannigfaltigkeit des R" ist,

(b) fiir 4; N A; # 0 und i # j gilt: A; D A; und dim (A;) < dim (4;).

Mit Hilfe einer solchen Stratifikation wird die Dimension von X definiert
durch dim (X) := maz;c; dim (A;). Die Dimension ist jedoch von der Wahl
der Stratifikation unabhéngig.

(v) Fiir zwei semi-algebraische Mengen X und Y aus R" gilt dim (X UY) =
maz {dim (X), dim (Y)}. Ist auBerdem X C Y mit dim (X) < dim (Y),
so gilt dim (Y \ X) = dim (Y). Wir werden analog auch der disjunkten
Vereinigung zweier semi-algebraischer Mengen X € R* und Y € R™ eine
Dimension zuordnen: dim (X UY") := maz {dim (X), dim (Y)}.

(vi) Fiir eine semi-algebraische und (beziiglich der metrischen Topologie) stetige
Abbildung f: X — Y gilt: dim (f(X)) < dim (X).

(vii) Die folgende Aussage ist eine einfache Anwendung des Urbild-Theorems fiir
regulére reell algebraische Mengen: Es sei p = (p1,...pm) : R'\{0} xR" —
R™, (n 4+ ) > m, eine polynomiale Abbildung und y € im (p) derart, daf
fiir alle z € R"\{0} x R" mit p(x) = y gilt:

rang (g—i);(w))” =m.

Dann ist p~'(y) eine semi-algebraische Menge der Dimension dim p~'(y) =
n4+r—m. O

Damit konnen wir das folgende Lemma formulieren, wobei wir zum Beweis
der Aussage (ii) entscheidend die in Definition 4.9 gestellten notwendigen Bedin-
gungen an eine Fixpunktmengenkonstellation k£ € IC(r) verwenden werden:
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Lemma 5.2 (i) 2-Par (r,8,R) \ 2-Reg (r, 8, R) ist eine semi-algebraische Men-
ge, fiir die gilt:

dim (2-Par (r,8,R) \ 2-Reg (r,8,R)) < ("}?) — é ™+ O(r?).

(i) 2-Sym (r,8,R) ist eine semi-algebraische Menge, fiir die fiir hinreichend
grofie v gilt:

dim 2-Sym (r,8,R) < ("F?) — % rt +O(r?).

(#ii) Par (r,8,R)\ 2-Par (r,8,R) ist im Sinne von 5.1, (v), eine disjunkte Ver-
einigung semi-algebraischer Mengen, fiir die fiir hinreichend grofle r gilt:

dim (Par (r,8,R) \ 2-Par (r,8,R)) < ("1?) - é r +O(r?).

Beweis: Zu (i): Analog zu unserer Charakterisierung iiber Q in Satz 4.7 erhalten
wir fiir 2-Par (r,8,R) \ 2-Reg (r, 8, R) iiber R:

2-Par (r,8,R) \ 2-Reg (1,8, R) = pr [®(r, R)_l (0)],

Dabei hat bereits die Matrix

(CI)((;anjR)i (A’q% = (03 (AN)ij € M(pg X pa; R)

wegen Lemma 4.8 fiir alle A € R\{0} vollen Rang. Nach Bemerkung 5.1, (i7) und
(vid), ist 2-Par (1,8, R) \ 2-Reg (1,8, R) daher eine semi-algebraische Menge, fiir
deren Dimension gilt:

dim (2-Par (r,8,R)\ 2-Reg (r,8,R)) < ("F?) = ("53) +r = ("1%) = i * + O(+?).

Zu (ii): Analog zu unserer obigen Charakterisierung iiber Q in 4.10 erhalten
wir fiir 2-Sym (r, 8, R) iiber R:

2-Sym (r,8,R) = U O(k,r,R) [Fiz (k,r,R)],
keK(r)

weshalb 2-Sym (r, 8, R) eine semi-algebraische Menge ist. Fiir die Dimension folgt
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hieraus

dim 2-Sym (r,8,R) < [maz [ - () + (r+2)(si +1)) +...
: .Z((“jl) Fr+D)(t+1)+1)+ Z(2r +2) + Z(r +1)]

Die beiden letzten Terme der rechten Seite kénnen wie folgt abgeschétzt werden:

KEK() £ S SR ) < (F) + 202 +1) = 06)
[naz. : (2r+2) < @ c@2r+2) <[+ 2r+2)(r+1) = 0(°)

Ein Lagrange-Ansatz zur Bestimmung des Maximums des ks-Terms unter der
Nebenbedingung ™% (t; 4+ 2) < ("31) + 2r + 2 ergibt nach einigem Rechnen die
folgende Abschétzung:

ka

tit1
: 1)t +1 1
[mag, '_1(( ;) I+t +1)+1) <

(2 +2)[("I) + (r+ 1) + 1] = O(r®).

Schliellich gilt beziiglich des kg-Termes:

ke

8;+2
[maz i_l(( )+ (r+2)(si +1))

< mag [2(r = 5) + 1] [(*3) + (r +2)(s + 1))
< max (r—s)?-l-(?( r?),

0<s<r

wobei das Maximum fiir s = %r angenommen wird. Damit ergibt sich

ke

mazx ((‘”;2) +(r+2)(s;+1)) < 2 rt+0(?) = (Tf’) -

5 4 3
— o(r?).
kek(r) = 256 r+0(r)

768
Zu (7i1): Nach Definition ist
Par (r,8,R)\ 2-Par (r,8,R) := | | L(g,8,R) := | | Homg [A*(R?),R],

9€G(r) 9€g(r)
97#g’ 979’
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und damit eine disjunkte Vereinigung semi-algebraischer Mengen. Fiir die Di-
mension von Par (r, 8, R) \ 2-Par (r,8,R) im Sinne von 5.1, (v), folgt hieraus mit
g :=1(0,r,0,...,0) € G(r):

dim (Par (r,8,R) \ 2-Par (r, 8, R))

= maz [("7) + (7)7) +02(%) + 9595 + () + 9296 + 98]
9€G(r), g#9'

= ednaa (7)) + 9:(3)1+ 00).

Fiir hinreichend grofle r wird dieses Maximum bei go =7 —1, g4 = 1 sowie g; = 0
ansonsten, angenommen. Damit folgt:

3

dim (Par (r,8,R) \ 2-Par (r,8,R)) < (") + () +O0(r?) = ("}*) - %-l— O(r?).

O
Aus diesem Lemma ergibt sich nun unmittelbar das folgende Korollar.

Korollar 5.3 (i) Sym®(r,8,R) ist eine semi-algebraische Menge, fir die fir
hinreichend grofie r gilt:

dim Sym* (r,8,R) = (7’13).

(ii) Sym (r,8,R) ist eine disjunkte Vereinigung semi-algebraischer Mengen im
Sinne von 5.1, (v), fir die fir hinreichend grofle r gilt:

1
dim Sym (r,8,R) < ("+?) — G ™+ O(r?).
O

Es sei zum Abschlufl auf folgendes hingewiesen: Aufgefaflt als reelle semi-
algebraische Menge hat die Gruppe G(g') x GL(1) eine Dimension von r? +
1, was fiir hinreichend grofle r gegeniiber der Kodimension von Sym (r,8,R)
vernachléssigt werden kann.
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Anhang

In den vorangehenden Kapiteln hatten wir gesehen, dafl bei gegebener Zahl der
Erzeugenden und gegebener formaler Dimension in gewissem Sinne die ,,meisten”
kompakten, einfach-zusammenhingenden Q-Poincaré-Dualitédtsrdume eine ratio-
nale Kohomologie-Algebra haben, die sowohl 2-erzeugt als auch komprimiert ist.
Um zu zeigen, daf die ,,meisten” dieser Q-Poincaré-Dualitédtsraume lediglich eine
triviale S'-Operation zulassen, war es wichtig, gute Abschiitzungen iiber die An-
zahl und die Hilbert-Funktion hochdimensionaler Fixpunktkomponenten zu ha-
ben. Wir beweisen in diesem Anhang Resultate, welche die Ergebnisse in Kapitel
3 deutlich verbessern. Dazu werden wir einfache Methoden aus der Schnitttheorie
von Mannigfaltigkeiten benutzen. Im einzelnen zeigen wir:

Satz A.1 Es sei X ein kompakter, topologischer S*-Raum, so daf H* (X) eine
2-erzeugte, komprimierte Q-Poincaré-Dualititsalgebra der formalen Dimension
d ist. Dann gilt fir die formalen Dimensionen d, und d, zweier verschiedener
Fizpunktkomponenten F,, und F,, der S*-Operation:

(i) d, +d, < 3d, falls d durch 4 teilbar ist,

(it) d, +d, < gd + 1, falls d nicht durch 4 teilbar ist.

Korollar A.2 Fs gibt hochstens eine Fizpunktkomponente der formalen Dimen-
ston d,,, falls gilt:

(i) dy > 2d, falls d durch 4 teilbar ist,

(ii) d, > 2d+ %, falls d nicht durch 4 teilbar ist.

Satz A.3 Es sei X ein kompakter, topologischer S*-Raum, so dajf FI*(X) eine
2-erzeugte, komprimierte Q-Poincaré-Dualititsalgebra der formalen Dimension
d ist. Dann gilt:

(1) Ist d durch 4 teilbar, dann ist fiir jede Fizpunktkomponente F, der formalen

Dimension d,, die Abbildung 79 : H9(X) — HI(F,) in allen Graden g <
d, — %d ein Isomorphismus.
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(i) Ist d nicht durch 4 teilbar, dann ist fir jedve Fixpunkt!fomponente F, der for-
malen Dimension d, die Abbildung j¢ : H9(X) — HY(F,) in allen Graden
g <d,— (% d+ 1) ein Isomorphismus.

Korollar A.4 FEs sei d > 8 durch 4 teilbar, und es gebe eine Fixpunktkompo-
nente F, der formalen Kodimension 2. (Man beachte, dajf es nach Korollar A5
hdchstens eine solche Fizpunktkomponente gibt.) Dann ist H*(F,) komprimiert.

Im folgenden werden wir die voranstehenden Sétze beweisen. Ausgangspunkt
ist dabei das folgende Korollar zu den Uberlegungen in Kapitel 2.

Korollar A.5 Es sei X ein kompakter, topologischer S'-Raum, so daf8 ﬁ*(X)
eine 2-erzeugte Q-Poincaré-Dualititsalgebra der formalen Dimension d ist. Dann
ist ﬁ*(F,,) fir jede Komponente F,, der Fixpunktmenge ebenfalls eine 2-erzeugte
Q-Poincaré-Dualititsalgebra; und die formale Dimension d, von H* (F,) ist klei-
ner oder gleich d.

Fiir einen Q-Poincaré-Dualitdtsraum Y induziert die Orientierung wy von
H*(Y) einen Isomorphismus @y : H*(Y) — Hom (H*(Y),Q). Wir konnen da-
her fiir jede Komponente F, mit formaler Kodimension ¢, := fd (X) — fd (F})
den Gysin-Homomorphismus j¥ : H*(F,) — H***(X) als Adjungierte zu j:

einfithren:

-y 1

Jr =Wy
Die folgenden Eigenschaften des Gysin-Homomorphismus ergeben sich unmittel-
bar aus der Definition:

© (]:)* Oa)Fu'

Lemma A.6 (i) Fir alle uw € H*(F,) und alle v € H*(X) gilt:
wx (41 (u) v) = wr, (uj;(v)).
(ii) Fir alle uw € H*(F,) und alle v € H*(X) gilt:
gy (w) v = jy (u s (v).

(i11) Ist F,, # F, eine weitere Komponente der Fizpunktmenge, dann gilt fir alle
u € H*(F):
Judt (u) = 0.
Mit Hilfe des Gysin-Homomorphismus 148t sich die (algebraische) Thom-Klasse
7, € H®(X) definieren durch 7, := 5¥(1). Wir bezeichnen mit Ann (7,) den
Annihilator von 7, d.h.

Ann (1) :={z € H*(X) | 1,z = 0}.
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Lemma A.7 (i) Fir jede Komponente F, der Fizpunktmenge gilt ker j* C
Ann (7). Insbesondere ist fir jede weitere Komponente F,, # F, die Thom-
Klasse 1, in Ann (7).

(ii) Ist 5% : H*(X) — H*(F,) surjektiv, dann gilt sogar ker j* = Ann (7,) und
die induzierte Abbildung

I H*(X)/Ann (r,) = H*(F,,)

ist ein Isomorphismus. Insbesondere ist die Thom-Klasse 1, nicht-trivial.

Beweis: Zu (i): Nach Lemma A.9, (ii), gilt fiir alle v € H*(X):
mo =g’ (v =74 (15)) = jri(v).

Deshalb folgt ker j5 C Ann(7,). Nach Lemma A.9, (iii), ist fiir jede weitere
Komponente F), die Thom-Klasse 7, in ker j;.

Zu (ii): Ist j; : H “(X) — H*(F,) surjektiv, dann ist der Gysin-Homomorphismus
gt H*(F,) — H***(X) injektiv, woraus ker j* = Ann (7,) folgt. Da H*(F))
nicht-trivial ist, folgt 7, # 0. O

Lemma A.8 Ist H*(X) 2-erzeugt, so ist j% : H*(X) — H*(F,) fiir jede Kom-
ponente F,, der Fixpunkimenge surjektiv.

Beweis: Wir betrachten die surjektive Abbildung j} opr, im Beweis des Korollars
2.18:

Q gy (QUSH (X)) —L HO(F) 25 HO(F,)

| o il

f’r,n J1 fm pry pr, (.Fm)

Die von j* o pr, auf der zur Filterung {F'},ncz graduierten assozierten Algebra
induzierte Abbildung

H™(X) = F'in/F'me1 — pro(F'm) [pro(Fm-)
ist surjektiv und stimmt mit j™ iiberein. Ist H*(X) 2-erzeugt, so gilt mit Korollar

2.18, (iii),
pru(flm) /pru(flmfl) - Hm(Fu)

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir schliefflich die zu Beginn des Anhangs
angekiindigten Ergebnisse beweisen:
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Beweis von Satz A.4: Da H*(X) 2-erzeugt, ist die formale Dimension d gerade.
Wir betrachten zunédchst den Fall, dafl d durch 4 teilbar ist: Angenommen, es gibe
zwei verschiedene Komponenten F, und F, der Fixpunktmenge mit formalen
Kodimensionen ¢, und ¢, derart, daf} gilt

N Q.

¢y +c, <

Dann ist 7, 7, € H%*%(X) nicht-trivial. Denn H*(X) ist komprimiert, und des-
halb die Multiplikation bis zum (Produkt-)Grad £ nullteilerfrei. Nach Lemma
A.10 gilt jedoch 7, 7, = 0. Daher gilt fiir je zwei verschiedene Komponenten F),
und F,, daf

d 3
CU+CN>§ bzw. dy+du<§d

Der Fall, dafl d nicht durch 4 teilbar ist, verlduft ganz analog. Man beachte aller-
dings, dafl die Multiplikation in diesem Fall nur bis zum (Produkt-)Grad £ — 1
nullteilerfrei ist. O

Beweis von Satz A.6: Wir betrachten zunéchst den Fall, dafl d durch 4 teilbar
ist: H*(X) ist komprimiert, und daher die Multiplikation bis zum (Produkt-)Grad
¢ nullteilerfrei. 7, € He (X) ist nicht-trivial. Deshalb ist Ann (7,) trivial in allen
Graden g mit

d d
c,,+g§§ bzw. ggd,,—i.

Da nach Lemma A.10 kerj* = Ann(r,) gilt, ist j¢ : H9(X) — HY(F,) ein
Isomorphismus fiir alle Grade g < d, — %d. Analoges gilt im Fall, daf§ d nicht
durch 4 teilbar ist. a

o4



Symbolverzeichnis

CO(A™) o 23
D 5
OgkA, OgkA ..................... 15
= 26/27
Fiz(ryk) oo 41
Gg) oo 34
G(P) oo 37
Go(A*), Gr(A*) ..o 23
H*(-), H:. (-, G), H (-,G)...... 2
HP (= G) o 2
2 B 14
KO(P) oo 41
L(g,n), L9(g,m) oo 34
L(g,n), L™9(g,n) ..o eeeeeeeen. .. 35
O e 41
AG) oo 34
M=), M(=) e 15
MO M 6
(M™,8m1), (MP, 81 L 5/6
(Mg Stimg) «oeeeeeaeaeaan 6
Par(r,8), Par(r,8) «...cocovvn... 37
2-Par(r,8), 2-Par(r,8) ....... 37/38
PDA™ . ... 4
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PDA,., PDA” ................... 35
PDA"(g), PDA(g) ....ovnnnn. .. 36
T 39/40
U(g,n), U(g,n).eevneeennn... 36/37
QUI@H (=) oo 18
QUEM(=) e, 16
2-Reg(r,8), 2-Reg(r,8) ....... 37/38
S S Sl e 5
SLPDA™ ... 35
SLPDA™ (g, k) oo 44
Sym(r,8), Sym(r,8) ............ 38
Sym(r,8), Sym(r,8) ............ 38
2-Sym(r,8), 2-Sym(r,8)...... 37/38
TNHN ... 19
Typ (A*) oo 23
O(r k) oo 42
Or(ry k) oo 42
X XD 6
Y(ryk) oo 44
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