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Zusammenfassung

Die Ermittlung von Gruppen zusammengehoriger Objekte findet in vielen
Bereichen des Lebens Anwendung. So mochte man auch Personen in , gute”
Arbeitsgruppen einteilen. Dabei bedeutet die Bezeichnung ,gut®, dass die
Zusammenarbeit der jeweiligen Personen erfolgreich ist. Eine mogliche Vor-
aussetzung dafiir, dass Personen gut zusammen arbeiten, ist Sympathie. Aus
diesem Grund wird eine Strategie zur Gruppeneinteilung entwickelt, welche
derartige Sympathien beriicksichtigt. Der Knodel-Graph erweist sich dabei
als giinstiger Graph, um fliichtige Kontakte zwischen den Teilnehmern aus-
zudriicken. Anschlielend ausgesprochene Sympathien und Antipathien wer-
den durch entsprechende Kantengewichte in diesem Graphen dargestellt. Zur
Einteilung in gleich grofle Gruppen eignen sich schliellich verschiedene Sek-
tionierungsalgorithmen auf Basis des Kernighan-Lin-Algorithmus.
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Ursprung

Die Idee fiir die Entwicklung einer Strategie zur Einteilung von Gruppen
auf der Basis fliichtiger Kontakte entstammt einer Art Spiel in der Partner-
vermittlung. Die temporeiche Partnersuche wird Speed-Dating genannt und
kommt aus den USA. Erfunden wurde es 1998 von einer jiidischen Glaubens-
gemeinde in Los Angeles. Man wollte damit Ehen zwischen gleich gesinnten
Gléubigen fordern. Bei diesem Spiel sitzen je ein Mann und eine Frau bei-
sammen und haben 3 bis 10 Minuten Zeit, sich kennen zu lernen. Beim Gong-
schlag riicken die Ménner einen Tisch weiter zum néchsten ,, Turbo-Flirt®, so
lange, bis sie mit allen Frauen gesprochen haben. Danach gibt jeder Teilneh-
mer auf einer Art Stimmzettel an, welche seiner Gegeniiber er sympathisch
gefunden hat, welche Frau bzw. welchen Mann er/sie gerne wieder treffen
mochte. Schliellich gibt der Speed-Dating-Veranstalter nur bei gegenseiti-
gem Interesse die Adressen der jeweiligen Teilnehmer weiter.

Mittlerweile wird dieses ,, Kuppelspiel“ in vielen deutschen Grofistadten
oder im Internetl] veranstaltet. Auch in Konstanz wurde im Sommer 2004 ein
solches Event organisiert (siehe [Sta04]). Daran nahmen 16 Singles aus zwei
verschiedenen Altersstufen teil, von denen jeder vier Personen des anderen
Geschlechts kennen lernte. Die Auswertung der Stimmzettel ergab bei dieser
Veranstaltung keinerlei gegenseitige Sympathie.

Solche fliichtigen Kontakte werden nun verwendet, um beispielsweise fiir
Seminare oder dhnliche Veranstaltungen Gruppen einzuteilen. Man vermu-
tet namlich, dass eine Gruppe von Personen, die sich nicht kennen, besser
als Team zusammen arbeitet, wenn moglichst viele der Personen Sympathie
fiireinander empfinden. Ahnlich wie beim Speed-Dating reden die Teilnehmer

! siehe http://www.speeddating.de


http://www.speeddating.de
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in Zwiegespriachen miteinander und geben anschliefend an, mit welchen ihrer
Gespréchspartner sie in einer Gruppe zusammen arbeiten mochten. Von die-
sen Sympathien, ob erwidert oder nicht, sollen nun moglichst wenige, durch
eine Einteilung in verschiedene Gruppen, getrennt werden. Wird zudem die
Aussprache von Antipathien erlaubt, so sollen Personen, die sich nicht sym-
pathisch finden, nicht in dieselbe Gruppe eingeteilt werden.

1.2 Problemstellung

Eine Gruppe von n Personen wird in ¢ Gruppen, deren Groéflen sich jeweils
hochstens um eine Person unterscheiden, eingeteilt. Ziel hierbei ist, moglichst
viele der nach den fliichtigen Kontakten ausgesprochenen Sympathien und
Antipathien zu erfiillen. Dabei bedeutet die FErfiillung der Sym- und An-
tipathien, dass Personen, die sich sympathisch finden, in dieselbe Gruppe
eingeteilt werden, und Personen, die sich nicht mégen, in verschiedene.

Fiir die fliichtigen Kontakte ist zu entscheiden, wer sich mit wem in einem
Zwiegesprach unterhélt und in welcher Reihenfolge dies geschehen soll, da-
mit keine groflen Wartezeiten fiir die Teilnehmer entstehen. Gibt es weitere
Kriterien, die die Art und Weise der Gespréachsfithrung erfiillen sollte? Es ist
zu iiberlegen, welche Formen der gegenseitigen Bewertung moglich sind. Sie
soll die empfundene Sym- bzw. Antipathie ausdriicken und fiir die Losung
des betrachteten Problems sinnvoll eingesetzt werden konnen. Ist es zum
Beispiel moglich, Gruppen zu bilden, die alle ausgesprochenen Antipathien
zugleich erfiillen? Mit Hilfe welcher Algorithmen kénnen nun Einteilungen
in moglichst gleich grofle Gruppen gefunden werden, die moglichst wenige
Sympathien und viele Antipathien trennen? Anschlieffend ist zu priifen, ob
die entwickelte Strategie nach gewissen Kriterien ,,gute” Ergebnisse liefert.

Zur Darstellung und Untersuchung der Gespréchsfithrung und der Bewer-
tungen, sowie zur Gruppeneinteilung durch Anwendung eines Algorithmus,
werden Graphen als zugrunde liegende Datenstruktur verwendet. Betrachtet
man die Gespréchsfithrung, so sind diese ungerichtet und ungewichtet. Wer-
den daraufhin Bewertungen ausgesprochen, so arbeitet man auf gerichteten
und eventuell gewichteten Graphen. Mit Hilfe graphentheoretischer Sétze
und Methoden, sowie mathematischer Uberlegungen wird schlieflich eine re-
lationale Strategie zur Einteilung von Gruppen entwickelt. Die Verwendung
fliichtiger Kontakte zur Vergabe von Sympathie- und Antipathiebewertun-
gen basiert auf Versuchen von Kommunikationswissenschaftlern, die belegen,
dass die erste kurze Begegnung schon iiber die zwischenmenschliche Bezie-
hung auf lange Sicht entscheidet (siche [SR04]).

Die Strategie soll letztendlich zur Gruppeneinteilung von 20 bis 100 Per-
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sonen benutzt werden. Der Einsatz bei Veranstaltungen mit mehr Teilneh-
mern scheint wenig sinnvoll, da hier zu viele Gespriache notwendig wéren,
um signifikante Gruppen zu erhalten. Da in der Anwendung haufig Gruppen
bestimmter Groflie gewiinscht werden, und erfahrungsgeméfi Teams beste-
hend aus 6 Personen gut zusammenarbeiten, wird jeweils eine Einteilung in
entsprechend viele Gruppen vorgenommen.

1.3 Uberblick

Zu Beginn wird eine kleine Einfiihrung in die Grundlagen der Graphentheorie
gegeben. Hier werden die in dieser Arbeit verwendeten graphentheoretischen
Begriffe und Bezeichnungen definiert. Darauf folgen drei Kapitel, in denen
die drei Arbeitsschritte zur Entwicklung der relationalen Strategie erlautert
werden:

Schritt 1: Wahl eines Kontaktgraphen
Schritt 2: Wahl einer Bewertungsform
Schritt 3: Einteilung der Gruppen

Fiir die Wahl eines Kontaktgraphen, der die fliichtigen Kontakte zwischen
den Personen ausdriickt, werden in Kapitel[3| Kriterien ausgearbeitet, die der
Graph erfiillen sollte. Darauthin werden verschiedene Graphklassen auf ihre
Einsetzbarkeit als Kontaktgraph untersucht. In Kapitel[d] werden unterschied-
liche Formen der gegenseitigen Bewertung betrachtet, die die empfundenen
Sym- und Antipathien ausdriicken. Anhand dieser Bewertungen soll schlief3-
lich die Gruppeneinteilung vorgenommen werden. Dazu wird in Kapitel[j]
ein Algorithmus entwickelt, der die Personen so in Gruppen einteilt, dass
moglichst viele der ausgesprochenen Sym- und Antipathien erfiillt sind. Ka-
pitel[6] beschreibt abschlieBend Experimente, die untersuchen, ob die entwi-
ckelte Strategie ,gute” Gruppeneinteilungen liefert. Dazu werden Variablen
der verschiedenen Algorithmen veréndert und die Erfiillung verschiedener
Kriterien beobachtet.
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Kapitel 2

Grundlagen der
Graphentheorie

Dieses Kapitel fasst einige grundlegende Definitionen aus der Graphentheorie
zusammen. Die eingefiithrten Bezeichnungen werden in den folgenden Kapi-
teln verwendet.

2.1 Definitionen

2.1.1 Graphen

Ein Graph G = (V, E) setzt sich aus der endlichen, nicht leeren Menge V'
von Knoten und der Menge F von Kanten zusammen. Dabei ist die Menge
E eine bindre Relation auf V. Gilt e = (v,v3) € E mit vy,v3 € V, so
bezeichnet man v, und v, allgemein als Endknoten der Kante e. Ein Graph
wird gerichtet genannt, wenn sich die Kanten aus geordneten Paaren von
Knoten zusammensetzen, und ungerichtet, wenn diese ungeordnet sind.

Zur Veranschaulichung eines Graphen werden seine Knoten durch Kreise
und seine Kanten durch Verbindungslinien oder -pfeile zwischen den Krei-
sen dargestellt. Dabei werden Pfeile benutzt, um die Richtung einer Kante
anzugeben.

Ein Graph G’ = (V',E’) heiBt Subgraph von G = (V,E), wenn V'
nichtleere Teilmenge von V und E’ Teilmenge von FE ist. Der Ausdruck
E|V* C E bezeichnet die Menge aller Kanten aus F, deren Endknoten Ele-
ment von V* C V sind. Der mit Hilfe dieser Bezeichnung definierte Graph
G[V*| = (V*, E|V*) wird der von V* induzierte Subgraph von G genannt.
Analog ist V|E* C V die Menge aller Knoten aus V, die Endknoten eines
Elementes von E* C E sind. Dann bezeichnet G[E*] = (V|E*, E*) den von

11
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E* induzierten Subgraphen von G.

Der Komplement G = (V, E) eines Graphen G = (V, E) ist der Graph
mit Kantenmenge E := {(v1,v)|(v1,v2) # E}. Der Graph G hat also die
gleiche Knotenmenge wie G' und enthilt alle Kanten, die nicht Element von
G sind.

Weitere Informationen, die die Struktur eines Graphen beinhalten kénnen,
sind Knoten- bzw. Kantengewichte. Auf den Knoten bzw. Kanten ist dann
eine Kostenfunktion w : V. — R bzw. w : E — R definiert. In beiden
Fillen spricht man von einem gewichteten Graphen mit Knoten- bzw. Kan-
tengewichtsfunktion w. Das Gewicht von Kanten, welche nicht zu E gehoren,
betrégt stets 0. Gilt fir alle Knoten v € V w(v) = 1 bzw. fiir alle Kanten
e € Ew(e) =1, so nennt man den Graphen ungewichtet.

Die folgenden Definitionen und Bezeichnungen werden oftmals nur fiir
ungerichtete Graphen angegeben, da im Verlauf dieser Arbeit die Richtung
der Kanten nur selten eine Rolle spielt. Es sind ungerichtete, ungewichtete
Graphen gemeint, wenn von Graphen die Rede ist. Nur in Féllen, in denen
die Differenzierung von Interesse ist, werden die Bezeichnungen ,gerichtet’,
;ungerichtet’, jgewichtet’ und ;ungewichtet® eingesetzt. Ist allerdings aus dem
Kontext klar ersichtlich, dass auf dem jeweiligen Graphen eine Gewichtsfunk-
tion definiert ist, wird das Wort ,gewichtet’ weggelassen.

2.1.2 Knoten und Kanten

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Eine Kante e € E représentiert dann
ein geordnetes Paar (v, vs), von Knoten vy,vy € V. Es heifit, e verbindet
vy und wve, und vy ist adjazent zu vy. Die Kante e ist inzident zu v; und vs.
Der Knoten vy wird Startknoten der Kante e und vy ihr Endknoten genannt.
Kanten, die v als Start- und Endknoten haben, heiflen Schleifen. In einem
ungerichteten Graphen G = (V, E) heilen vy sowie vy Endknoten der Kante
e = (v1,v2). Aulerdem ist in diesem Graph sowohl vy adjazent zu vy, als
auch vy adjazent zu v;. Besitzen zwei Kanten e, e; € F einen gemeinsamen
Endknoten, so bezeichnet man sie ebenfalls als inzident. Die Graphen, die hier
betrachtet werden, sind einfach, enthalten also keine Schleifen oder mehr als
eine Kante zwischen zwei bestimmten Knoten (Mehrfachkanten genannt).
Gilt |V| = n, so nennt man den Graphen von der Ordnung n.

Die Nachbarschaft N(v) eines Knotens v € V ist die Menge aller Knoten,
die mit v verbunden sind. Die Elemente von N(v) werden Nachbarn von
v genannt. Ein Knoten heifit usoliert, wenn er keine Nachbarn besitzt. Die
Nachbarschaft N(V') einer echten Teilmenge V' C V ist definiert als die
Vereinigung aller Nachbarschaften N(v) der Knoten v € V',

Der Grad deg(v) eines Knotens v € V ist die Anzahl Kanten, die inzident
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zu v sind. Der Minimalgrad 6(G) := min,cy deg(v) bezeichnet den kleinsten
Grad und der Mazimalgrad A(G) := max,cy deg(v) den grofiten Grad der
Knoten eines Graphen G. Ein Graph heifit requldr, wenn § = A gilt, also alle
Knoten den gleiche Grad haben. Setzt man r := § = A, so nennt man G
auch r-regular.

Ein Weg W ist eine Sequenz (vg, vy, ..., v;) von Knoten v; € V| so dass
e; = (vi—1,v;) € E fir alle i € {1,2,...,k} gilt. Manchmal wird auch
die Schreibweise W = (eq,ea,...,¢ex) verwendet. Es bezeichnet V(W) =
{vo,v1,...,v;} die Knotenmenge des Weges und E(W) = {ej,eq,..., €
seine Kantenmenge. Ein solcher Weg verbindet die Endknoten vy und vy des
Weges und hat die Lédnge k. Man bezeichnet W als Zykel, falls der Start-
gleich dem Endknoten ist, also vy = v gilt. Ein Zykel heifit speziell Kreis,
falls nur Start- und Endknoten identisch sind, das heif3t, falls vyg = v und
fir alle 4, j € {0,...,k — 1}, i # j gilt, dass v; # v,.

Mit diesen Bezeichnungen definiert man dann den Kreisgraphen C,,, den
Graphen der Ordnung n, der einen Kreis der Lange n enthilt. Der C5 heifit
auch Dreieck. Ein Graph ohne Dreiecke als Subgraphen bezeichnet man als
dreiecksfrei. Zwei Knoten heiflen zusammenhdngend, wenn im Graphen ein
Weg existiert, der die beiden Knoten verbindet. Jeder Subgraph, dessen Kno-
ten zusammenhéngen, heifit Zusammenhangskomponente des Graphen. Be-
steht ein Graph nur aus einer einzigen Zusammenhangskomponente, so nennt
man ihn zusammenhdngend.

Ein zusammenhéngender Graph ohne Kreise wird Baum genannt. Die
Béaume bilden somit eine besondere Klasse von Graphen. In diesen wird jeder
Knoten mit Grad 1 Blatt genannt.

Der Abstand d(vy,vs) zweier Knoten vy, vy € V ist die Liange eines kiirzes-
ten Weges, der v; und vy, verbindet. Falls ein solcher nicht existiert, so
wird der Abstand unendlich gesetzt. Der Durchmesser D(G) eines Graphen
bezeichnet den grofiten Abstand zwischen zwei Knoten des Graphen, also
D(G) = maxy, yyev d(v1,v2). Die Linge eines kiirzesten nicht trivialen Krei-
ses heifit Taillenweite T(G). Die Taillenweite eines Baumes wird unendlich
gesetzt.

Es bezeichne N_;(v*) die Menge aller Knoten v € V| fiir die d(v*,v) = j,
und N<;(v*) die Menge aller Knoten v € V| fiir die d(v*,v) < j gilt. Sie sind
weitere Nachbarschaften von Knoten. Dann ist n; := max,cy |N=;(v)| die
Anzahl Knoten der grofiten Nachbarschaft N_;(v*) eines Knotens v* € V.
In einem einfachen Graphen G = (V| E) gelten folglich: N(v) = N_;(v) fiir
jeden Knoten v € V und A(G) = n;.
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2.1.3 Chromatische Zahl

Die Chromatische Zahl Ch(G) eines Graphen G ist die kleinste Anzahl an
Farben, die bendttigt werden, um die Knoten des Graphen so einzuféirben,
dass keine zwei adjazente Knoten dieselbe Farbe haben. Ein Graph G mit
Chromatischer Zahl ¢ := Ch(G) wird auch c-farbbar genannt. Die 2-farbba-
ren Graphen sind dquivalent zu den bipartiten Graphen. Deren Knotenmenge
lasst sich so in zwei disjunkte Mengen Vi, V, C V teilen, dass V = V3 U V4,
und keine zwei Knoten aus derselben Menge V; adjazent sind. Die bipartiten
Graphen enthalten keine Kreise ungerader Lange, da deren Knoten abwech-
selnd in V} und V; liegen. Ist bei der Betrachtung eines Graphen G = (V, E)
seine Bipartitheit entscheidend, so wird er als G = (V; U V4, E) notiert, wo-
bei V; und V5 die disjunkten Knotenmengen mit V' = V; U V; sind. Gilt
dabei |V}| = |V4], so werden die Knoten des bipartiten Graphen der Ordnung
|Vi| 4+ |Va| meist so nummeriert, dass Vi = {0,2,4,...,|Vi| + V5] — 2} und
Vo = {1,3,5,...,|Vi| + |Vo| — 1}. Die Menge V; enthélt somit die Knoten
gerader Nummerierung, wobei die 0 zu den geraden Zahlen gerechnet wird,
und V5 besteht aus den Knoten ungerader Nummerierung.

2.1.4 Cliquenzahl

Ein Graph G wird wollstindig genannt, wenn seine Kantenmenge maximal
ist, also jedes Knotenpaar durch eine Kante verbunden ist. Der vollstéandige
Graph der Ordnung n wird mit K, bezeichnet und besitzt () = (n? — n)/2
Kanten. Ein bipartiter Graph G = (V; U V4, E) heifit vollstdndig, wenn jeder
Knoten v; € V; mit jedem Knoten vy € V5 verbunden ist. Gilt zuséatzlich
|Vi] = m und V4| = n, so wird dieser mit K, , bezeichnet.

Eine Clique ist eine echte Teilmenge V' C V| so dass der von V' indu-
zierte Subgraph vollstandig ist. Die Anzahl Knoten der gréfiten Clique eines
Graphen heit Cliquenzahl CI(G). Dabei ist die Cliquenzahl kleiner oder
gleich der Chromatischen Zahl, da zur Farbung eines vollstdndigen Graphen
so viele Farben bendétigt werden, wie er Knoten hat.

2.1.5 Matching

Ein Matching M C E von G = (V, E) bezeichnet eine Kantenmenge, so dass
keine zwei Kanten ej,es € M inzident sind. Das groBitmogliche Matching
eines Graphen gerader Ordnung n besteht aus |M| = n/2 Kanten. Es wird
perfektes Matching genannt. Nicht alle Graphen besitzen ein solches Mat-
ching. Es gibt jedoch zu jedem Graphen ein mazimales Matching M*, so
dass fiir jedes Matching M des Graphen |[M| < |M*| gilt. Zwei Matchings
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heiflen kantendisjunkt, wenn die Kantenmengen disjunkt sind.

2.1.6 Knotenpartition

Eine Knotenpartition, kurz Partition P(G) = (Py, Ps, ..., Py) eines Graphen
G = (V,E) ist eine Aufteilung der Knoten aus V' in k disjunkte nichtleere
Teilmengen P;,i = 1,2,...,k, so dass gilt: Ule P; = V. Dabei sind P; die
Elemente und k die Grifle der Partition. Bei einer k-Partition ist die Grofie
der Partition auf k festgelegt. Eine 2-Partition P(G) = (P, P2) wird auch
Bipartition genannt. Eine Knotensektion, kurz Sektion S(G) eines Graphen G
der Ordnung n ist eine Partition P(G) = (Py, Ps, ..., Py) fiir deren Elemente
P, i=1,2,...,k, entweder |P;| = [n/k] oder |P;| = [n/k] gilt. Die Groen
der Elemente P, unterscheiden sich demnach hochstens um 1. Die Sektion
wird auch balancierte Partition genannt. Analog zu oben ist k die Grdifle
der Sektion und eine k-Sektion eine Sektion mit gegebener Anzahl k von
Elementen. Eine 2-Sektion bezeichnet man auch als Bisektion.

2.1.7 Isomorphismus

Zwei Graphen G7 = (Vi, Fy) und Gy = (Vs, Es) sind isomorph, wenn eine
bijektive Abbildung «w : V; — V; existiert, so dass gilt:

Yu,v € V : (u,v) € By < (w(u), m(v)) € Es.

Das heif3t, zwei isomorphe Graphen haben die gleiche Anzahl Knoten, welche
auf die gleiche Weise miteinander verbunden sind. Die Abbildung 7 heifit
dann Isomorphismus.

Ein Automorphismus eines Graphen G = (V, E) ist ein Isomorphismus
des Graphen auf sich selbst. Die bijektive Abbildung 7 : V' — V ist also
eine Permutation der Knotenmenge V| wobei die permutierten Knoten durch
dieselben Kanten verbunden sind wie die urspriinglichen. Gibt es zu jedem
Knotenpaar vy, vy € V eines Graphen G = (V| F) einen Automorphismus 7
mit 7(v1) = vq, so bezeichnet man G als knotentransitiv. Es ist trivial, dass
ein solcher Graph regulér ist.

2.2 ,Gossiping‘ und ,Broadcasting’

Kommunikationsnetzwerke sind Graphen, deren Knoten Personen und deren
Kanten eine Art der Kommunikation zwischen den Personen darstellen. Ist
ein solches Netzwerk ungerichtet, so wird bei der Kommunikation stets Infor-
mation in beide Richtungen iibertragen, vergleichbar einem Gespréach. Hier
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soll Kommunikation zu einem bestimmten Zeitpunkt immer nur zwischen
zwei Personen moglich sein, so wie es bei Telefonaten der Fall ist. Ein Kom-
munikationsnetzwerk, das diese Bedingung erfiillt, wird als 1-Kanal-Netzwerk
bezeichnet, alle anderen sind Mehr-Kanal-Netzwerke. Zudem werden hier nur
Netzwerke mit Einheitskosten betrachtet. Bei diesen dauert eine Kommuni-
kation zwischen zwei Personen stets eine Zeiteinheit lang, unabhéngig davon
wie viel Information ausgetauscht wird.

In Kommunikationsnetzwerken bezeichnen ,Gossiping ] und ,Broadcas-
ting P] zwei Arten der Informationsverbreitung. Beim ,Gossiping* kennt jede
Person des Netzwerkes eine Information, von der die anderen nichts wis-
sen, und soll diese durch Kommunikation an alle anderen verbreiten. Beim
,Broadcasting’ hat nur eine Person eine Information, die sie an alle anderen
weiterleiten soll. Ein sehr bekanntes Beispiel fiir das ,Gossiping‘-Problem, von
dem es seinen Namen hat, ist das Folgende: Mehrere Frauen wissen jeweils
eine Klatschgeschichte, die alle iibrigen Frauen nicht kennen. Es telefonieren
je zwei Frauen miteinander und erzdhlen sich gegenseitig alle Geschichten,
von denen sie zum Zeitpunkt des Gespriachs wissen. Die Frage ist nun, wie
viele Telefonate notig sind bis alle Frauen alle Klatschgeschichten kennen.
Ein Beispiel fiir ,Broadcasting’ in einem gerichteten Mehr-Kanal-Netzwerk
ist die Aussendung von Information iiber Radio oder Fernsehen. Hier wird
Information von einer zentralen Stelle aus verbreitet, und zwar an alle Haus-
halte zugleich.

Sei nun G = (V, E) ein Kommunikationsnetzwerk mit der Knotenmen-
ge V von Personen und der Kantenmenge F/, der Kommunikation zwischen
diesen Personen. Die Bezeichnung ¢(G) steht fiir die ,Gossiping‘-Zeit, die
fiir die Kommunikationen benétigte Zeit bis jede Person die Information je-
der anderen Person kennt. Wie in Anhang[A] gezeigt, beweist W. Knodel fiir
vollstandige Graphen K, (siche [Kno74]):

[log, | fiir n gerade,
(Kn) = { [logon] +1 fiir n ungerade.

Es ist trivial, dass die ,Gossiping‘-Zeit g(K,) iiber allen Graphen der Ord-
nung n minimal ist. Jeder Graph G der Ordnung n, fir den ¢(G) = g(K,)
gilt, wird schliellich ,Gossip‘-Graph genannt. Diese Graphen bendtigen fiir
die Informationsverbreitung also genauso wenig Zeit, wie der vollstdndige
Graph K,,. Ein minimaler ,Gossip‘-Graph MGG, der Ordnung n ist dann
ein ,Gossip’-Graph mit minimaler Anzahl an Kanten. Die Anzahl Kanten
dieses Graphen wird mit G(n) bezeichnet. Die ,Broadcasting‘-Zeit b(v) einer

L gossip® (engl.) heiBt Altweibergeschitz, Klatsch, Trasch
2 broadcast‘ (engl.) heiit Aussendung, Ausstrahlung (Radio,TV)
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Person v ist die Zeit, die fiir die Kommunikationen benétigt wird bis die Per-
son ihre Information an jede andere Person des jeweiligen Graphen verbrei-
tet hat. Die ,Broadcasting‘-Zeit b(G) eines Graphen G ist damit definiert als
b(G) = max{b(v)|v € V}. Anhand des Beweises in Anhang[A]ist die Giiltig-
keit von b(K,) = [log,n]| fir den vollstdndigen Graphen leicht zu sehen.
Analog zum ,Gossiping’ werden folgende Begriffe fiir das ,Broadcasting’ defi-
niert: Ein ,Broadcast‘-Graph ist ein Graph, fir den b(G) = b(K,,) = [log, n]
gilt. Ein minimaler ,Broadcast’-Graph M BG, der Ordnung n bezeichnet
einen ,Broadcast‘-Graph mit minimaler Anzahl an Kanten und B(n) deren
Kantenzahl.

2.3 Partitionierung und Clusterung

Sei nun G = (V, E) ein ungerichteter, gewichteter Graph mit Kantenge-
wichtsfunktion w : E — R, und P(G) eine k-Partition des Graphen. Die
Kanten von G, deren Endknoten in verschiedenen Elementen der Partition
P liegen, heiflen dann Partitionskanten und werden in E(P) zusammenge-
fasst. Es gilt:

E(P):={e=(v,v0) € E|Fi,jmit 1 <i#j<k:v€P ANvy€ P}

Dann ist der Schnitt cut(P) der Partition P wie folgt definiert:

cut(P) = Z w(e).

ecE(P)

Der Wert cut(P) ist somit die Summe der Gewichte von Kanten, die die Par-
tition kreuzen. Sind alle Kantengewichte 1 so entspricht cut(P) der Grofle ei-
nes Schnittes, welche die Anzahl an Partitionskanten |E'(P)| bezeichnet. Eine
mazximale Partition ist eine Partition, deren Schnitt maximal, eine minima-
le Partition eine, deren Schnitt minimal ist, und zwar unter den Schnitten
aller moglichen Partitionen. Letztere kann zum Beispiel durch wiederholte
Anwendung des Algorithmus von M. Stoer und F. Wagner (siche [SW97])
ermittelt werden. Dieser bestimmt eine minimale 2-Partition. Unter der mi-
nimalen bzw. mazimalen Partitionierung eines Graphen G = (V, E) versteht
man dann die Aufgabe, eine minimale bzw. maximale Partition des Gra-
phen G zu finden. Mochte man klar machen, dass eine Partition einer be-
stimmten Grofle k£ gesucht wird, so verwendet man auch die Bezeichnungen
k-Partitionierung und Bipartitionierung, falls k = 2. Fiir die Suche nach mi-
nimalen oder maximalen Sektionen sind die entsprechenden Sektionierungen,
k-Sektionierungen, wie auch Bisektionierungen analog definiert..
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Unter der Clusteranalyse’| versteht man verschiedene Arten der Datenana-
lyse zur Ermittlung von Gruppen (so genannte Cluster) zusammengehoriger
Objekte aus einer Grundmenge numerisch beschriebener Objekte. In der Gra-
phentheorie wird je nach Definition der ,,Zusammengehorigkeit eine Kosten-
funktion iiber den Partitionen festgelegt. Das Ergebnis der Clusterung eines
Graphen ist dann eine k-Partition mit k beliebig und minimalen Kosten un-
ter allen moglichen Partitionen. Cluster kénnen beispielsweise Anhdufungen
von Knoten sein, deren Abstand zu Knoten des gleichen Clusters geringer ist
als der zu Nachbarn anderer Cluster. Die Kostenfunktion ist hier die Summe
der Absténde aller Knoten, die einem Partitionselement angehéren.

3 cluster* (engl.) heiit Anhiufung



Kapitel 3

Kontaktgraphen

Der erste Schritt zur Entwicklung einer Gruppeneinteilungsstrategie ist die
Wahl eines Kommunikationsnetzwerkes, das die fliichtigen Kontakte in Form
von kurzen Gespriachen zwischen den teilnehmenden Personen darstellt.

Nach Betrachtung eines in der Praxis schon einmal getesteten Netzwer-
kes, werden verschiedene Kriterien erarbeitet, die ein so genannter Kontakt-
graph erfiillen sollte. Deshalb werden unterschiedliche Graphen untersucht,
von denen ein Graph ausgewahlt wird, der zur Verwendung als Kontaktgraph
sinnvoll erscheint.

Im August 2003 fand an der Universitét in Tilburg (Niederlande) die drit-
te POLNET Summer Schooll] statt. Hier wurde eine erste einfache Strategie
zur Einteilung der Teilnehmer in Arbeitsgruppen angewendet. Es diente hier
ein k-zyklischer Graph als Kontaktgraph.

Definition 3.1 FEin zusammenhdngender Graph G = (V, E) heifst k-zyklisch,
wenn eine Partition Vo, Vy, ..., Vi1 von G existiert, so dass fiir jede Kante
(u,v) € E gilt:

Jie{0,1,...;k=1}:ueV; A v € Vit1) mod k-

Die an der Veranstaltung teilnehmenden Personen wurden in & Men-
gen Vo, Vi,..., Vi1 eingeteilt, und die Personen jeder Menge V; fiihrten
Gespréche mit den Personen der zwei ,Nachbar®-Mengen V(;_1)moa x und
Vii+1) mod k- Die zugrunde liegende Idee hinter der Wahl des k-zyklischen
Graphen ist die folgende: Zur Einteilung der Gruppen wird im Sympathie-
graphen nach madglichst zusammenhdngenden Pseudowegen der Lénge > k
gesucht. Der Begriff , moglichst zusammenhéngender Pseudoweg® steht fiir

! International Summer School on the Analysis of Political and Managerial Networks,
siehe http://www.polnet-school.info
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einen Weg, der auch aus disjunkten Teilwegen bestehen kann. Dabei soll die
Kantenzahl aller Pseudowege, die je eine der gesuchten Personengruppe bil-
den, zusammen maximal sein. Zudem soll jeder der Pseudowege mindestens
einen Knoten jeder Menge V; enthalten. Entspricht die Lange eines Pseudowe-
ges der Partitionsgrofie des zugrunde liegenden zyklischen Graphen, so wird
dieser auch Pseudokreis genannt. Um auf die beschriebene Weise n = k - g
Personen in g gleich grofie Gruppen einzuteilen, wird k = n/g gewéhlt, also
auf die GroBle der gesuchten Gruppen gesetzt, und der k-zyklische Graph
auf einer k-Sektion gebildet. So ist der k-zyklische Graph zusétzlich (2 - g)-
reguldr. Ist der Quotient (n/g) nicht ganzzahlig, so wird k = |n/g| gewahlt.
Dann haben (n mod g) Elemente der k-Sektion GroBe (¢ + 1), die iibrigen
GroBe g. In diesem Graphen werden schliellich ¢g; := (n mod g) Pseudowege
der Lange [n/g] und go := g — g1 Pseudokreise gesucht. Ist n durch g teilbar,
so sind g Pseudokreise der Lénge n/g zu finden.

Ein weiterer Grund fiir die Wahl des k-zyklischen Graphen als Kontakt-
graph ist die giinstige Gesprachsfithrung. Ist die Anzahl £ der Partitions-
elemente V; des Kontaktgraphen gerade, so konnen in einer ersten Runde
die Gespriche zwischen den ,Nachbar“-Mengen V; und V{ii11)mod k, sowie
in einer zweiten Runde die Gespriache zwischen V; und V{;_1) moa r filr al-
lei € {0,2,...,k — 2} gefiihrt werden. Ist k allerdings ungerade, so muf}
je eine der zwei benachbarten Mengen Vj_; und Vi_5 in den zwei eben be-
schriebenen Runden der Gespréachsfithrung aussetzen. In einer weiteren Run-
de miissen schliefllich die Gespriche zwischen den Personen dieser beiden
Mengen nachgeholt werden, in der die Personen aller {ibrigen Mengen, also
unter Umsténden sehr viele Personen aussetzen miissen. Die Anzahl, wie oft
die teilnehmenden Personen bei einer Gesprichsfithrung im Kontaktgraphen
G zusammen aussetzen miissen, berechnet sich wie folgt:

Viei| - V; 3.1

Vi1l ie{g{}%_ﬂl | (3.1)

[Vio| - max [V (3.2)
i€{0,....k—3,k—1}

(Vol + oo 4 [Vis) - _max Vi (3.3)

(9-1-(nmodg))-2- min [Vi|+2- max [Vi|. (34)

Dabei geben die Summanden[3.T] 3.2 bzw. [3.3] die durch ungerades k verur-
sachten Aussetzer in Runde 1, Runde 2 bzw. Runde 3 an, und der Sum-
mand[3.4] umfasst alle iibrigen Aussetzer aufgrund ungleicher Grofen der
Partitionselemente. Letzterer ist fiir den Fall angegeben, dass alle Partitions-
elemente einer Grofie ,benachbart sind. Alternativ wiahlt man k = [n/g],
wenn k = |n/g] ungerade ist und sucht g; := (n mod k) Pseudowege der
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Lénge |n/g| und g, := g — g1 Pseudokreisen. Die Anzahl Aussetzer umfasst
bei geradem k nur den oben gegebenen Summanden[3.4] wobei wieder die
Reihenfolge der Partitionselemente festgelegt ist:
(g—1—(nmodg))-2- min [Vi|+2- max [Vi].

Somit verringert sich die Anzahl Aussetzer durch eine bessere Wahl von k.
Jedoch sind hier g; Pseudowege zu suchen, deren Lénge um 1 kleiner als
die Anzahl Partitionselemente des Graphen ist. Zu jedem solchen Pseudoweg
existiert also ein V;, aus dem kein Knoten Teil des Pseudoweges ist, und somit
keine Verbindung zwischen den zwei Knoten aus V{;—1) mod x und V{i11) mod &
bestehen kann.

Weiterer Nachteil dieses Verfahrens ist, dass die Anzahl Gespriche, die
eine Person aus der Menge V; fiithrt auf maximal |V(;_1) mod k| + |V(i+1) mod k|
festgelegt ist. Natiirlich konnen weitere Gesprichsrunden abgehalten werden.
Es ist jedoch dabei darauf zu achten, dass moglichst wenige Personen aus-
setzen und kein Personenpaar doppelt miteinander spricht. Eine Regelung
fiir eine solche Runde kann demnach nicht allgemein fiir alle Personen- und
Gruppenzahlen angegeben werden.

Zudem haben in diesem Kontaktgraphen die Personen eines Partitionsele-
mentes alle dieselben Gespréachspartner, und bei Personen der zwei Mengen
Vi und V{i42) mod & stimmen je die Hélfte der Gespréchspartner iiberein. Dies
kann auf die Teilnehmer allerdings so wirken, als wiirde ihnen die Bekannt-
schaft der Personen bestimmter Partitionselemente vorenthalten. Auflerdem
verursacht dies, dass im Sympathiegraphen ein starker Zusammenhang zwi-
schen benachbarten Partitionselementen des Graphen besteht, was jedoch
bei dem oben beschriebenen Verfahren zur Einteilung der Gruppen nicht
genutzt wird. Stattdessen findet jeder Teilnehmer nur héchstens drei seiner
Gesprichspartner in seiner Gruppe wieder, die er unter Umstdnden noch
nicht einmal sympathisch findet.

Durch die vielen Bedingungen, die der k-zyklische Graph erfiillen muf,
um eine giinstige Gespréchfithrung auszudriicken, ist dieser Graph recht un-
flexibel als Kontaktgraph. Zudem héangt er von der Anzahl einzuteilender
Gruppen ab. Es stellt sich daher die Frage, welche Graphen als Kontaktgra-
phen besser geeignet sind und welche graphentheoretischen Kriterien diese
erfiillen sollten.

3.1 Anforderungen an den Kontaktgraphen

Anhand der Beobachtungen am k-zyklischen Graphen kénnen Kriterien fest-
gelegt werden, die die Qualitét eines Graphen als Kontaktgraphen ausma-
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chen. Dabei werden neben den gefundenen Vor- und Nachteilen des k-zykli-
schen Graphen noch weitere Uberlegungen angestellt, wie der Kontaktgraph
aussehen sollte, damit er eine unter verschiedenen Gesichtspunkten gute Ge-
sprachsfithrung ausdriickt.

Der giinstigste Graph fiir die Entstehung von Sym- und Antipathien zwi-
schen allen Teilnehmern, ist der vollstdndige Graph. Denn wenn eine Per-
son mit jeder anderen Person Kontakt aufnimmt, kann sie zwischen allen
entscheiden, mit wem sie am liebsten in einer Gruppe zusammenarbeiten
mochte.

Bei einer geraden Anzahl n von Personen besteht auflerdem die Moglich-
keit in (n — 1) Runden jeden mit jedem sprechen zu lassen. Stelle man sich
dazu den vollstandigen Graphen K, ; vor, dessen Ecken je einen Teilneh-
mer darstellen und wie bei einem regelméfligen (n — 1)-Eck angeordnet sind.
Markiert man in diesem eine Seite und alle dazu parallelen Seiten, so bleibt
ein Knoten ohne adjazente markierte Kante iibrig. Dieser wird mit dem nicht
zum K,,_1 gehorenden Knoten verbunden und die entsprechende Kante eben-
falls markiert. Die markierten Kanten bilden nun eine Gespréichsrunde, an
der jede teilnehmende Person beteiligt ist. Fiahrt man auf die gleiche Art
und Weise fort und beginnt jeweils mit einer noch nicht markierten Kante
des (n —1)-Eck, so erhélt man schlielich (n — 1) Gespréachsrunden, in denen
alle zu fithrenden Gespréche gefithrt werden. Diese Gesprachsfithrung ist in
Abbildung|3.1| anhand des K als Kontaktgraph gezeigt.

Abbildung 3.1: Kg als Kontaktgraph — die Kanten einer Farbe bilden die
Gespréche einer Runde.

Im entstehenden Graphen mit den Sympathien als Knotenmenge koénn-
te man dann nach moglichst zusammenhédngenden Knotenmengen suchen.
Denn man vermutet, dass Personengruppen, bei denen zwischen moglichst
vielen Personen Sympathien vorliegen, am besten zusammenarbeiten. Lésst
man zudem die Aussprache von Antipathien zu, so ist zusétzliches Ziel der
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Gruppeneinteilung, moglichst viele Knoten, die durch eine Antipathiekante
miteinander verbunden sind, voneinander zu trennen. Denn Personen, die
sich nicht mégen, kénnen die Teamfahigkeit der Gruppe verringern.

3.1.1 Dreiecke

Die Methode, jeden mit jedem reden zu lassen, ist allerdings sehr zeitauf-
wendig und anstrengend fiir die Teilnehmer. Auflerdem ist es bei kurzer
Kontaktaufnahme mit zu vielen Personen schwierig, sich eine Meinung zu
bilden mit wem man lieber in einer Gruppe zusammenarbeiten mochte. Da-
her sollte man bei zwischenmenschlicher Sympathie darauf bauen, dass Sym-
pathietrager von Personen, die man sympathisch findet, einem selber eben-
falls sympathisch sind. Es soll also angenommen werden, dass Sympathie
eine transitive Relation zwischen Personen ist. Diese Spekulation soll dem
Teilnehmer allerdings verborgen bleiben. Aus diesem Grund wird gefordert,
dass der Kontaktgraph keine Dreiecke enthalten darf. Ein Dreieck in der Ge-
sprachsfithrung bedeutet namlich, dass sich drei Personen, namens A, B und
C' je miteinander unterhalten. Man nehme an, dass A und B, sowie B und C
sich sympathisch sind, und schliet daraus, dass sich auch A und C' sympa-
thisch finden. Ist letzteres nun aber nicht der Fall und sind die drei Personen
trotzdem in derselben Gruppe, so kénnen sie leicht erkennen, dass hier mit
y,oympathie-Transitivitat® gearbeitet wurde. Die Gefahr, dass in den anhand
der Sympathien gebildeten Gruppen Antipathien auftreten, besteht zwar bei
jeder Art der Gespréachsfithrung. Allerdings ist der Schlu3 auf Sympathie
aufgrund der Transitivitdat dieser Relation in einem Kontaktgraphen, der nur
Vierecke oder groflere Kreise enthélt, fiir den Teilnehmer weniger gut durch-
schaubar. Angenommen man spekuliert bei einem Weg aus Sympathien, der
mindestens Lénge 3 hat, dass sich auch die zu den beiden Endknoten des
Weges gehorenden Personen sympathisch finden, dann ist dies fiir die beiden
Personen nur schwer erkennbar, da sie nicht unbedingt wissen, mit wem sich
ihre Gespréachspartner unterhalten haben.

3.1.2 Gesprichsfithrung

Die Untersuchungen des k-zyklischen, wie auch des vollstdndigen Graphen
umfassten unter anderem die Berechnung der Anzahl Aussetzer bei der Ge-
sprachsfithrung. Der Kontaktgraph soll eine Ausfithrung der Gespréche ermog-
lichen, bei der moglichst wenige Personen aussetzen miissen. Es sollen also
moglichst wenig Gespriachsrunden notig sein, in denen jeweils moglichst viele
Gespriche parallel durchfithrbar sind. Das heifit, dass in r Gespréachsrun-
den moglichst jede Person mit r verschiedenen Partnern spricht. Graphen-
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theoretisch ausgedriickt bedeutet dies, dass der Graph r-regulér sein und r
kantendisjunkte perfekte Matchings enthalten soll.

3.1.3 Streuung

Verwendet man einen k-zyklischen Graphen als Kontaktgraph, so haben vie-
le Teilnehmer dieselben Gespréchspartner. Stellen die Teilnehmer dies fest,
fithlen sie sich ungerecht behandelt, da ihnen die Bekanntschaft der Personen
bestimmter Partitionselemente vorenthalten wurde. Natiirlich gibt es abge-
sehen vom vollstéandigen Graphen in jedem Graphen eine Menge von Knoten
zu denen ein bestimmter Knoten nicht adjazent ist. Jedoch ist die schlechte
Verteilung der Gespréachspartner auf alle Teilnehmer der Gespréchsfithrung
sehr gut ersichtlich. Deshalb sollte der Kontaktgraph realisieren, dass je zwei
Personen mit moglichst vielen verschiedenen Personen sprechen. Dieses Kri-
terium wird als ,,grole Streuung“ im Kontaktgraphen bezeichnet. Graphen-
theoretisch ausgedriickt bedeutet grofie Streuung, dass die Nachbarschaft
jeglicher zweier Knoten des Graphen maximal ist. Als Maf fiir die Streu-
ung betrachtet man nun die maximale Anzahl an gemeinsamen Nachbarn
zweier beliebiger Knoten geteilt durch den maximalen Grad iiber beide Kno-
ten. Je ndher dieser Wert bei 0 liegt, um so grofler ist die Streuung. Die
kleinstmogliche Streuung hat ein r-reguldrer Graph, wenn zwei seiner Kno-
ten r gemeinsame Nachbarn haben. Die Streuung betrigt dann 1. Dies gilt
es beim Kontaktgraphen zu verhindern.

3.1.4 Flexibilitat

Die Anzahl Personen n, die Zahl zu bildender Gruppen g, sowie auch die
gewiinschte Anzahl r fliichtiger Kontakte pro Person kann bei Veranstaltun-
gen wie der POLNET), jede beliebige Grofile annehmen. Ziel bei der Entwick-
lung einer Strategie zur Gruppeneinteilung ist es, sie in Bezug auf diese Werte
so flexibel wie moglich zu halten. Es sollen so gut wie keine Einschrankungen
notig sein. Der Kontaktgraph soll somit unabhéngig von der Anzahl Perso-
nen eine Gesprichsfithrung ausdriicken, deren Anzahl Aussetzer iiber allen
Graphen moglichst klein ist. Zudem soll der Kontaktgraph so konzipiert sein,
dass er nicht von der Anzahl zu bildender Gruppen abhéngt. Dies ist zum
Beispiel bei der Verwendung des k-zyklischen Graphen notwendig, wo fiir
das Verfahren der Gruppeneinteilung k£ = |n/g| gefordert wird. Aulerdem
ist unabhéngig von der Anzahl zu fithrender Gespréche die Erfiillung obiger
Anforderungen unerlésslich.
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3.2 Wahl eines Kontaktgraphen

In Anbetracht oben genannter Kriterien, die ein Graph zur Verwendung als
Kontaktgraph erfiillen sollte, werden nun verschiedene Graphklassen unter-
sucht. Deren Reihenfolge entspricht weitgehend der Reihenfolge, die zur Ent-
deckung des fiir obige Zwecke giinstigsten Graphen durch die Autorin fiihrte.
Manche Idee zur Betrachtung einer Graphenklasse entstammt den Kriterien
der Graphen der vorherigen Abschnitte.

3.2.1 Bipartite Graphen

Betrachtet man den k-zyklischen Graphen und setzt voraus, dass k gerade
ist, so stellt man fest, dass dieser bipartit ist. Da die vielen Anforderungen
an die Personen- und Gruppenzahl zur Bildung dieses speziellen bipartiten
Graphen daher riithren, dass der Graph zusétzlich k-zyklisch ist, wird nun
der bipartite Graph im Allgemeinen betrachtet.

Stelle also der bipartite Graph G' = (V1 U V3, F)) mit den zwei disjunkten
Knotenmengen V; und V5 den Kontaktgraphen dar. Das bedeutet fiir die Ge-
sprachsfithrung, dass die Menge der Teilnehmer in zwei Gruppen geteilt wird
und die Personen je nur mit Personen der anderen Gruppe sprechen. Damit
jeder Teilnehmer gleich viele Gesprachspartner hat, wiahlt man den Graphen
zusétzlich r-regulir, wobei r > 0 die gewiinschte Anzahl an Gespréchen ist.
Daraus ergibt sich dann r - |V}| = |E| = r - [V3|, also |Vi| = |V3|. Fir die
r-Regularitét eines bipartiten Graphen miissen demnach die Mengen V; und
V5 gleich grofl gewéhlt werden, also die Anzahl Personen gerade sein. Dann
gelten folgende zwei Sétze (Satz[3.1] und von D.Kénig (siche [Vol91],
Seite 92):

Satz 3.1 (Kd8nig) Ein r-requldrer, bipartiter Graph G = (ViU Vs, E) besitzt
ein perfektes Matching.

Beweis: Ist S C V] und ist e € E eine Kante, die inzident zu einem
Knoten aus S ist, so ist e auch inzident zu einem Knoten aus N(S) C V3. Ist
also £} C F die Kantenmenge, deren Elemente zu den Knoten aus S, und
E, C E die Kantenmenge, deren Elemente zu den Knoten aus N(5) inzident
sind, so folgt: E; C FE,. Somit gilt:

re|Sl =B < |Eo| =r- [N(S)],

woraus |S| < |[N(S)| fiir alle S C V] folgt. Nach dem folgenden Satz3.2] exis-
tiert dann ein Matching M C FE, deren Elemente zu allen Knoten aus V)
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inzident sind. Dieses muss dann wegen |V;| = |V5| perfekt sein. O

Bevor der zweite Satz von Koénig folgt, wird der oben verwendete Satz
von P. Hall notiert:

Satz 3.2 (Hall’s Theorem) Es sei G = (AU B, E) ein bipartiter Graph
mit der Knotenmenge V := AN B. Es gibt genau dann ein Matching M von
G mit (VIM)N A=A, wenn fir alle S C A gilt:

S| < IN(S)I.

Uber die Jahre sind viele Beweise von Hall’'s Theorem entstanden. Hier
wird ein Beweis von P. R. Halmos und H. E. Vaughn présentiert (siehe [LP86],
Seite 5):

Beweis: Sei M = {my,...,m,} C E ein Matching von G mit (V|M) N
A = A. Ist m; = (a;,b;) mit a; € A, so gilt notwendig b; € B fiir jedes i =
1,2,...,p, und die Knoten by, b, ..., b, sind paarweise verschieden. Daraus
folgt fiir alle S C A mit S = {ajl,aj2, e ,ajq}

|S| =q= Hbjnbjzv---aquH < |N(S)|

Gelte nun umgekehrt |S| < |N(9)| fiir alle S € A. Wie im Folgenden be-
schrieben, fithrt man Induktion iiber |A|: Der Induktionsanfang mit |A| =0
oder |A| = 1 ist klar. Fiir den Induktionsschritt betrachtet man die zwei
Falle:

1. firalle SC A, S£0: |S]| < |N(9),

2. es gibt ein A* C A, A* £ : |A*| = |[N(A*)| und
fiir alle tibrigen S C A, S £ 0: |S]| < |N(9)|.

Man betrachte Fall [T} Seien @ und b adjazente Knoten mit a € A. Bezeichne
G' .= G — {a,b} und S eine beliebige Teilmenge von A — {a}. Gilt S = 0,
so folgt |S| = 0 = |[N(S)]. Man nehme also S # () an. Wegen S # A, gilt
nach Voraussetzung |S| < |N(S)| und somit |N¢:(S)| > |Na(S)| — 1 > |S],
wobei N¢/(S) die Nachbarschaft der Knoten aus S im Graphen G’ beschreibt.
Aufgrund der Induktionsannahme gibt es dann ein Matching M’ in G, fiir
welches (VM) N (A - {a}) = (A — {a}) gilt. Setzt man dann M := M’ U
{(a,b)}, so erfiillt diese (V|M)N A= A.

Gelte in Fall 2 nun |A*| = |N(A*)] fiir ein A* C A mit A* # (). Dann spaltet
man G, wie folgt, in zwei kleinere Subgraphen: Sei G der von A* U N(A*)
induzierte Subgraph und Gy := G — (A* U N(A*)). Dann zeigt man, dass
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GG1, sowie (G5 die Induktionsannahme erfiillen. In G; sein fiir den Beweis
S C A*. Dann gilt Ng(S) € Ng(A*), auBerdem Ng, (S) = Ng(S) und folglich
|Ng, (S)| = |Ng(S)| > |S| nach Voraussetzung. Fiir G5 sei nun S C A — A*.
Dann gilt Ng(SU A*) = Ng,(S) U Ng(A*), weil Ng,(S) N Ng(A*) = 0. Und
daraus folgt |Ng, (X)| = [Ne(S U A)] — [Na(A")] = |S U A%] — [Ng(A%)| =
|S U A*| — |A*| = |S| aufgrund der Voraussetzung und S N A* = ). Nach
Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf G; und Gs existieren somit
Matchings M; und My mit (V|M;) N A* = A und (V|Mz) N (A — A*) =
(A—A*). Fir M, gilt zusétzlich (V|M;) N Ng(A*) = Ng(A*). Das Matching
M = M, U M, erfillt dann (V|M)N A= A. O

Satz 3.3 (Kd&nig) Ein r-reguldrer, bipartiter Graph G = (V1UVa, E) besitzt
r kantendisjunkte perfekte Matchings.

Beweis: Nach Satz[3.1] besitzt G ein perfektes Matching M. Dann sei
G' = (ViUVy, E') mit E' :== E — M der Graph, der aus G durch Loschen
aller Kanten aus M entsteht. G’ ist (r — 1)-reguliar und ebenfalls bipartit.
Folgert man rekursiv weiter mit Satz[3.1], so ist die Existenz von r kantendis-
junkten perfekten Matchings gezeigt. O

Werden also die Kontakte zwischen einer geraden Anzahl von Personen
durch einen r-reguldren, bipartiten Graphen ausgedriickt, so ist es in ei-
ner Gespréachsfithrung mit » Runden moglich, dass jede teilnehmende Per-
son mit r verschiedenen Partnern spricht. Als Beispiel fiir eine solche Ge-
spréachsfithrung betrachte man den Graphen G = (V, E) mit V' = {0, 1,...,n},
Vi C V die Menge der geraden Zahlen und V, C V' die der ungeraden. Sei
dabei die Personenzahl n = |V| gerade und die Anzahl Gespriche r < n/2.
Nun ist jeder Knoten 2 -7 € Vi adjazent zu 2 -7+ 25+ 1 € V, mit
i€ {0,1,...,n/2 =1} und j € {0,1,...,r — 1}. Dabei sind die (n/2) Ge-
spréache zu festem j gleichzeitig fithrbar, da ihre Kanten jeweils ein perfektes
Matching in G bilden. Dabei legt (5 + 1) die Runde fest, in der die jeweili-
gen Gespriche gefiihrt werden. Da im Fall von ungerader Personenzahl kein
r-regulérer, bipartiter Graph existiert, wird einfach ein ,Dummy‘-Knoten hin-
zugefiigt. Dann bedeutet Adjazenz zum ,Dummy‘-Knoten, dass die Person
in der jeweiligen Runde aussetzt. Somit sind bei einem bipartiten Kontakt-
graphen bei ungerader Personenzahl insgesamt r Aussetzer notwendig.

Durch die Bipartitheit ist in diesem Kontaktgraphen die Anzahl fithrbarer
Gespriiche beschrankt. Die obere Schranke liegt jedoch bei [n/2] und bietet
im Vergleich zum k-zyklischen Kontaktgraphen einen gréferen Spielraum.
Betrachtet man nun zwei beliebige Knoten, einen aus der Menge V; und
den anderen aus V5, so ist deren gemeinsame Nachbarschaft mit der Grofie
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(2 - r), die grofitmogliche unter allen Nachbarschaften zweier Knoten in 7-
reguldren Graphen. Bei Personen, die derselben Knotenmenge V;, i = 1,2,
angehoren, hiangt die Grofle der Streuung von der Art des bipartiten Graphen
ab. In oben beschriebener Gespréichsfithrung haben je zwei Knoten z,y € V,
fir die z —y = 2-d (mod n) mit 1 < d < r gilt, beispielsweise (r — d)
viele gemeinsame Gespréachspartner. Alle iibrigen Knotenpaare haben keine
gemeinsame Nachbarschaft. Die Streuung ist demnach mit (r — 1)/r kleiner
als die des k-zyklischen Graphen, dessen Streuung 1 betrégt. Es sei hier der
Vollstandigkeit halber angemerkt, dass der hier betrachtete Graph isomorph
zur Klasse der spiter definierten bipartiten ,Circulant-Graphen ist (siehe

Abschnitt|3.2.4]).

Abbildung 3.2: Bipartiter Graph der Ordnung 16 — Die Kanten-Etikette be-
zeichnet die Runden.

Aber auch in Anbetracht des Verbotes von Dreiecken ist der bipartite
Graph eine gute Wahl als Kontaktgraph. Er enthélt nur Kreise gerader Lénge,
somit also keine Dreiecke. Dies ist unabhéngig von der Anzahl an Knoten
und Kanten der Fall. Daher besteht selbst bei nachtréglicher Erhohung der
Gesprichszahl auf hochstens [n/2] keine Gefahr, dass im Kontaktgraphen
Dreiecke entstehen.

Bipartite Graphen zeichnen sich also durch eine hohe Flexibilitit aus. Sie
stellen fiir jede Zahl von Teilnehmern und Gespréchen eine Gespréchsfithrung
ohne Dreiecke und mit hochstens r Aussetzern dar. Die Grole der Streuung
variiert. Auerdem ist dieser Graph unabhéngig von der Anzahl zu bildender
Gruppen.
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3.2.2 Minimale (r,t)-,Cages*

Mit dem (r,t)-, Cageﬂ wird ein ebenfalls r-regulérer, jedoch nicht unbedingt
bipartiter Graph in Betracht gezogen. Er besitzt eine vorgegebene Taillen-
weite, die Lange seines kiirzesten nicht trivialen Kreises.

Definition 3.2 FEin (r,t)-,Cage’ ist ein r-requlirer Graph G = (V, E) mit
Taillenweite T'(G) = t. Er heifft minimal, wenn er unter allen (r,t)-,Cages’
minimale Anzahl n*(r,t) := |V| von Knoten hat.

Als Beispiele fiir (r,t)-,Cages‘ seien der (2,t)-,Cage* C}, welcher als Kreis-
graph der Ordnung ¢ definiert wurde, und der (r, 3)-,Cage‘ K1, der vollstéandi-
ge Graph der Ordnung 7+ 1 genannt. Abbildung[B.1]im Anhang zeigt weitere
(r,t)-,Cages‘, welche sogar minimal sind. Es ist leicht zu sehen, dass diese
Graphen die vorgegebene Regularitdt und Taillenweite haben. Doch existiert
zu je zwei natiirlichen Zahlen r > 2, ¢ > 2 iiberhaupt ein (r,t)-,Cage‘? Die
Forderung, dass im Graphen jeder Knoten Grad r haben soll, bedeutet an-
schaulich gesprochen, dass er ,recht dicht“ ist. Will man zudem, dass jeder
Kreis Lénge > t hat, so bedeutet diese Forderung, dass der Graph nicht ,,zu
dicht“ sein darf. Dass obige Frage trotzdem bejaht werden kann, zeigt ein
Satz von H. Sachs (siche [WV74], Seite 105f). Dieser Beweis erméglicht zwar
eine effektive Konstruktion von (r,¢)-,Cages‘, wird hier jedoch ausgelassen,
da im Folgenden speziell die minimalen Graphen dieser Klasse betrachtet
werden, fiir die diese allgemeine Konstruktion nicht gilt.

Fiir den Kontaktgraphen ist nun ein (7, t)-,Cage’ mit r die Anzahl Ge-
sprache und ¢t > 3 notig, da dieser keine Dreiecke enthélt. Und je grofler die
Taillenweite ist, um so weniger leicht durchschaubar fiir den Teilnehmer wird
die Annahme von Transitivitdt in Bezug auf die Sympathie. Dabei stellt sich
jedoch die Frage, welche Taillenweite bei einer festen Anzahl von Knoten und
Gespriichen moglich ist. Der folgende Satz von P. Erdés und H. Sachs (siehe
[WVT4], Seite 116) liefert eine allgemeine untere Schranke fiir die Knotenzahl
n(r,t) eines (r,t)-,Cages".

Satz 3.4 Es sei G = (V, E) ein (r,t)-,Cage‘ mit r > 3 und t > 2. Fir die
Anzahl Knoten n(r,t) von G gilt:

T+ 5 ((r— L0zl 1) fiir ungerades t,

0 >nt(r,t) >
n(r,t) =2 n*(r,1) {2,(1+%.((r_1)l(t2)/2J—1)) fiir gerades t.

Gleichheit tritt ein, wenn gilt: r = 3 ANt € {3,4,5,6,8}.

2 cage’ (engl.) heifit Kifig
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Beweis: Die obigen Ungleichungen folgen aus den Hilfssitzen[3.1und [3.2]
Die Giiltigkeit der Gleichheit wird durch die Existenz von Graphen entspre-
chender Ordnung gezeigt. Minimale Graphen zu r = 3 und t € {3,4,5,6}
sind in Anhang B abgebildet. 0

Hier die zwei fiir den Beweis von Satz[3.4] notigen Hilfssétze:
Hilfssatz 3.1 FEs seien r,s,t natiirliche Zahlen mit r > 3,t > 3 und s <
|5, Es sein G = (V,E) ein Graph mit Taillenweite T(G) = t, in dem
jeder Knoten Grad r > r besitzt. Fir die Anzahl Knoten n(r,t) von G gilt:
(r — DE=D/2=6-) _
r—2

wobei rg := ng, die in Abschnitt[2.1.9 definierte Knotenzahl der griften Nach-
barschaft N_s(v) eines Knotens v € V.

n(r,t) > n*(r,t) > rg- +1,

Beweis: Bezeichne a € V einen Knoten, fiir den |N_s(a)| = rs mit
s < L%J gilt. Dann kann jeder Knoten aus NSL%J (a) von a aus durch
genau einen Weg der Lange < L%J erreicht werden. Gébe es mehrere Wege
dieser Lénge, so wiirde ein Kreis der Linge < t existieren, was wegen der
Taillenweite 7'(G) = ¢ nicht moglich ist. Da der Grad eines jeden Knoten
> 3 ist und wegen r; > ry - (r —1)775 fir s < j < L%j, gilt nach einfacher
Induktion:

INgj(@)| = INei(@)] +rstrs - (r=1) -t (r =177
(r—1)—6= —1

= |N5_1(a)|—|—7’5- r_9

fir s < j < |5
Man setzt nun j = |51] und schitzt, wie folgt, ab:
n(r,t) > |Ngja(a)
(r— LT -6-0 1
r—2 ’
womit obige Ungleichung gezeigt wire. ([l

Z 1+7”5'

Mit s = 1 folgt aus Hilfssatz[3.1] fiir die Knotenzahl n(r,t) eines r-
reguliren Graphen G = (V, E):

n(r,t) > 1+r- (3.5)
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Dann enthélt G einen Baum von dem Typ, wie er in Abbildung[3.3] darge-
stellt ist. In diesem besitzen alle Knoten, die nicht Endknoten des Baumes
sind, den gleichen Grad r. Es folgt daraus:

Gilt fiir einen r-regulidren Graphen in Ungleichung[3.5] Gleichheit, so ist of-
fenbar ¢ ungerade.

Abbildung 3.3: Baum, den jeder reguldre Baum enthélt.

Ist ¢ gerade, so ldsst sich fiir s = 1 die Abschitzung in Hilfssatz[3.1] nach
einer von F. Karteszi angegebenen Methode verbessern. Dies wird im folgen-
den Hilfssatz gezeigt:

Hilfssatz 3.2 Es seien r und t natiirliche Zahlen mit r > 3 und t > 4.
Ferner sei G = (V, E) ein Graph mit der Taillenweite T(G) = t, in dem

jeder Knoten Grad r > 3 besitzt. Dann gilt fir die Anzahl Knoten n(r,t) von
G:

_ =22 _
n(r,t)2n*(r,t)22+2~(r—1)(T ) 5 :
r —

Beweis: Seien a,b € V zwei verschiedene Knoten des Graphen. Dann ist
N<s({a,b}) die Menge der Knoten, die von {a,b} einen Abstand < s haben.

Jeder Knoten von N i /({a,b}) kann von {a,b} aus durch genau einen

Weg, der a bzw. b nicht enthilt, mit einer Linge < |52 erreicht werden.

2
Siehe dazu Abbildung[3.4]
Da der Grad eines jeden Knoten > 3 ist, zeigt eine einfache Induktion:

s—1

INes({a,0})[ 2242 (r=1)- ) (r—=1)

i=1
fiir 1 < s < |[52]. Man setzt s = [52] und erhélt
nrt) > N ({a,0))]

(r—1)=" =1
r—2 ’

> 242-(r—1)-



32 KAPITEL 3. KONTAKTGRAPHEN

Abbildung 3.4: NSL%J({CL, b}) fiir r =3 und ¢t = 6.

womit Hilfssatz|3.2| gezeigt wére. U

Wie bei Hilfssatz[3.1] iiberlegt man sich, dass ¢ gerade sein muf}, wenn
fiir einen r-reguliren Graphen in Hilfssatz[3.2] Gleichheit gilt. Und auch hier
enthélt jeder Graph, der den Voraussetzungen geniigt, einen Baum, wie er in
Abbildung3.4] dargestellt ist.

In anderer Literatur, wie [Jor03] sind die unteren Schranken aus Satz[3.4]
auch als ,Moore-Bound‘ bekannt.

Anhand dieser unteren Schranke fiir die Anzahl Knoten eines (r, t)-,Cages
stellt man nun fest, dass das obige Beispiel eines (r,3)-,Cages‘ schon der
minimale ,Cage’ fiir ¢ = 3 ist. Somit gilt n*(r,3) = r + 1. Dass auch der C;
bis auf Isomorphie der minimale (2,¢)-,Cage ist und demnach n*(2,t) =t
gilt, ist offensichtlich.

Wiéhle man nun die Taillenweite ¢ = 4, so hat L.Posa mit Hilfe von
Satz[3.4] und Hilfssatz[3.2] folgendes gezeigt (siche [WVT4], Seite 121):

Satz 3.5 Es gilt n*(r,4) = 2-r, und die Menge der (r,4)-,Cages* der Ord-
nung 2-r enthdlt bis auf Isomorphie genau einen Graphen, den vollstindigen
bipartiten Graphen K, ,.

Beweis: Aus Satz[3.4] folgt unmittelbar n(r,4) > n*(r,4) > 2 - r. Der
vollstéandige bipartite Graph K, , ist r-reguldr und hat offensichtlich Taillen-
weite T'(K,,) = 4. Folglich ist n*(r,4) =2 - r.

Aus dem Beweis von Hilfssatz folgt, dass jeder (r,4)-,Cage’ G einen Baum
enthélt, wie er in Abbildung[3.5|dargestellt ist. Man iiberzeugt sich nun leicht,
dass G isomorph zu K, , ist. O

Der in Abschnitt[3.2.1] schon erwéhnte bipartitete ,Circulant‘-Graph ge-
rader Ordnung n ist also ein Untergraph des minimalen (n/2,4)-,Cage‘. Er
besteht ebenfalls aus n Knoten, hat jedoch eine kleinere Kantenmenge als
dieser.



3.2. WAHL EINES KONTAKTGRAPHEN 33

r-1 r-1

Abbildung 3.5: Baum, den jeder (r,4)-,Cage’ enthilt.

Erhoht man die Taillenweite auf 5, so betrdgt die untere Schranke aus
Satz[3.4] fiir die Knotenzahl des minimalen (r, 5)-,Cage’ r2 + 1. Will man also
einen Graphen mit Taillenweite 5, so steigt die Knotenzahl mindestens poly-
nomial mit dem Knotengrad. Am Beispiel des (4, 5)-,Cage* sieht man jedoch,
dass die Knotenzahl des minimalen ,Cage‘ von dieser Schranke abweichen
kann. Der Robertson (siche Abbildung ist bis auf Isomorphie der einzige
minimale (4, 5)-,Cage‘ und besteht aus 19 > 17 = 42 + 1 Knoten.

Abbildung 3.6: Robertson-Graph, (4, 5)-,Cage’.

Weitere minimale ,Cages’ mit ¢ = 5 und deren Knotenzahlen sind in
[Wei01] zu finden. So ist der bisher einzige bekannte minimale (8, 5)-,Cage’
der Cayley-Graph der Ordnung 80. Hier ist die Differenz zwischen der tatséch-
lichen Anzahl und deren untere Schranke von 65 Knoten also recht grofl. In
Bezug auf den Kontaktgraphen bedeutet dies, dass durch eine Erhéhung der
Taillenweite auf 5 zum einen nur bestimmte Teilnehmerzahlen n zu vorgege-
bener Gespréchszahl und Taillenweite méglich sind und zum anderen dann
auch nicht mehr als r < y/n — 1 Gespréache pro Person moglich sind. Bleibt
man aus diesem Grund bei Taillenweite 4, erhélt man wieder die bipartiten
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Graphen, die schon im vorherigen Abschnitt als geeignete Kontaktgraphen
erarbeitet wurden.

3.2.3 Perfekte Graphen

Nun betrachte man Graphen bestimmter Taillenweite ohne die Regularitéit
zu beriicksichtigen. Hat ein Graph eine hohe Taillenweite, so sieht er lokal
um jeden Knoten herum aus wie ein Baum. Er ist dort also jeweils 2-farbbar.
Es gibt nach einem Satz von Erdds (siehe [Die96], S.235) allerdings auch
Graphen beliebig hoher Taillenweite und gleichzeitig beliebig hoher Chroma-
tischer Zahl. Eine hohe Chromatische Zahl ist demnach nicht notwendig eine
lokale Dichteeigenschaft. Die Klasse der perfekten Graphen beinhaltet nun
jene Graphen G, bei denen die triviale untere Schranke von CI(G) Farben
zur Knotenférbung ausreicht, wobei Cl(G) als die Cliquenzahl eines Graphen
G definiert wurde.

Definition 3.3 Ein Graph G heifit perfekt, wenn in all seinen Subgraphen
G' C G gilt, dass die Chromatische Zahl Ch(G') der Cliquenzahl Cl(G")
entspricht.

Enthélt ein Graph eine Clique der Ordnung 3 oder gréfer, so beinhaltet
er Dreiecke. Aus diesem Grund wihlt man fiir den Kontaktgraphen G die
Cliquenzahl CI(G) = 2. Dass dann die Chromatische Zahl ebenfalls 2 be-
tragt, bedeutet, dass der Graph bipartit ist. Die bipartiten Graphen zéhlen
demnach zur Klasse der perfekten Graphen. Also auch in Anbetracht der
perfekten Graphen stellen sich die 2-fiarbbaren Graphen als optimal fiir die
zu realisierenden Anforderungen heraus.

3.2.4 ,Circulant‘-Graphen

Bei Betrachtung der ,Circulant‘- Gmphenﬂ als Kontaktgraphen spielt wieder
die Regularitit eine Rolle. Diese Graphen sind nédmlich knotentransitiv und
somit regulér.

Definition 3.4 Sei die Menge S C {1,2,...,[n/2]}. Der ,Circulant‘-Graph
Ci(n,S) der Ordnung n ist der Graph mit Knotenmenge V- ={0,1,... ,n—1}
und Kantenmenge E' = {(i,j) | Ja€ S:i+a=j (modn)}.

Der ,Circulant-Graph C'i(n,S) mit S = {1,2,...,[n/2]} gibt den voll-
standigen Graphen K, an, und der Graph Ci(n,S) mit S = {1} ist der

3 von circulating’ (engl.) heifit zirkulierend, kursierend
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Kreisgraph C,,. Einen weiteren ,Circulant'-Graphen zeigt Abbildung[3.7} Der
K33 aus Abbildung im Anhang ist ebenfalls ein Graph dieser Klasse
mit n = 6 und S = {1,3}. An diesem Beispiel sicht man, dass wenn n gerade
und n/2 € S gilt, der Graph (2 - |S| — 1)-regulér ist. In allen anderen Fillen
sind ,Circulant‘-Graphen (2 - |S|)-regulér.

Abbildung 3.7: ,Circulant‘-Graph C'(8,5) mit S = {1, 3}.

Durch Wahl spezieller Mengen S entstehen Teilmengen der Klasse der
,Circulant‘-Graphen. Im Folgenden werden zwei solche in Bezug auf ihre
Tauglichkeit als Kontaktgraphen betrachtet.

Bipartite ,Circulant‘-Graphen

Wie oben angegeben, ist der ,Circulant‘-Graph C'i(6,5) mit S = {1,3} der
vollstédndige bipartite Graph K3 3. Folgender Satz zeigt, dass die Schnittmen-
ge der bipartiten Graphen und der ,Circulant-Graphen gerader Ordnung
durch die Wahl bestimmter Mengen S gegeben ist.

Satz 3.6 ,Circulant‘-Graphen Ci(n,S) gerader Ordnung n sind genau dann
bipartit, wenn S nur aus ungeraden Zahlen besteht.

Beweis: Sei Ci(n, S) = (V4 U Va, E) ein bipartiter ,Circulant'-Graph ge-
rader Ordnung n. Dann gilt aufgrund der Regularitédt, wie schon in Ab-
schnitt[3.2.1] gezeigt, |V1| = |Va|. Nummeriert man nun die Knoten des Gra-
phen so, dass V; die Knoten gerader Nummerierung und V5 die Knoten un-
gerader Nummerierung sind, so kann S nur aus ungeraden Zahlen bestehen.
Sei nun umgekehrt C'i(n, S) ein ,Circulant‘-Graph gerader Ordnung n mit S
bestehend aus ungeraden Zahlen, dann verbinden die Kanten des Graphen
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ausschlieflich Knoten gerader Nummerierung mit Knoten ungerader Num-
merierung. Der Graph ist somit bipartit, wobei die Knoten gerader Num-
merierung und die ungerader Nummerierung die disjunkten Knotenmengen

bilden. ]

Mit Hilfe dieses Satzes kann man folgende Definition der ,Circulant‘-
Graphen, die bipartit sind, formulieren:

Definition 3.5 Der bipartite ,Circulant‘-Graph BCi(n, S) mit gerader Kno-
tenzahl n ist ein ,Circulant‘-Graph, dessen Menge S nur aus ungeraden Zah-
len besteht.

Diese Graphenklasse fasst somit die schon in Abschnitt[3.2.1] betrachte-
ten r-regulédren, bipartiten Graphen zusammen. Wie dort erldutert, wird bei
ungerader Anzahl von Teilnehmern an der Gruppeneinteilung ein ,\Dummy*-
Knoten hinzugefiigt. Wegen der Bipartitheit und der Regularitét ist dann
eine Gespréachsfithrung ohne Aussetzer moglich. Anhand der Definition der
,Circulant‘-Graphen kénnen sehr einfach deren kantendisjunkte perfekte Mat-
chings ausgemacht werden. Die Kanten zu je einem Element von S — {n/2}
bilden zwei dieser perfekten Matchings und die Kanten zu n/2 eines.

Die in Abschnitt[3.2.] beschriebene Gespréchsfithrung ist nun isomorph
zum birpartiten ,Circulant‘-Graphen BC'i(n, S). Dabei besteht S aus aufein-
ander folgenden ungeraden Zahlen. Es gilt genauer S C {1,3,5,...,s} mit
s :=mn/2 — 1, falls n durch 4 teilbar, bzw. s := n/2, falls nicht, und S ent-
weder 1 oder s enthélt. In diesem Graphen haben ebenfalls je zwei Knoten
z,y eV, firdiex—y =2-d (mod n) mit 1 < d < rgilt, (r—d) gemeinsame
Nachbarn. Die Streuung dieses Graphen liegt damit bei (r—1)/r, also nahezu
bei 1. Diese Wahl der Menge S scheint demnach eine sehr groffe Streuung im

bipartiten Graphen zu verursachen. Lisst man sogar S = {1,3,5,...,n— 1}
zu, so erhoht sich auch hier die Streuung auf 1.
Was passiert, wenn S C {1,3,5,...,n — 1} nicht aus aufeinander folgen-

den ungeraden Zahlen besteht und 1,s ¢ S gilt? Besteht S aus mehreren
einzelnen Folgen S = {3,5} U{9,11} U ..., so kann bei bestimmter Kno-
tenzahl die Streuung trotzdem 1 oder zumindest nahezu 1 sein. Als Beispiel
dazu betrachte man den Graphen BC7(28,S) mit S = {3,7,11}. Die Knoten
mit der Nummerierung 0 und 14 beispielsweise haben die gemeinsame Nach-
barschaft N(0) N N(14) = {3,7,11,17,21,25}. Dieser Graph hat demnach
Streuung 1.

Die Flexibilitdt dieser Graphenklasse in Bezug auf Knotenzahl wurde
schon in Abschnitt[3.2.1] erlautert. Die Moglichkeiten fiir die Hohe der Regu-
laritdt héngt, wie oben beschrieben, von der Wahl der Menge S, also Art des
jeweiligen bipartiten ,Circulant‘-Graphen ab.
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Rekursive ,Circulant‘-Graphen

Eine weitere Teilmenge von ,Circulant‘-Graphen bildet die Klasse der re-
kursiven ,Circulant‘-Graphen. Sie heiflen ,,rekursiv®, weil J.-H. Park und K.-
Y. Chwa gezeigt haben, dass sie bei bestimmter Ordnung n rekursiv aus klei-
neren Graphen ihrer Art konstruiert werden kénnen (siehe [FR98], Seite 66).

Definition 3.6 Der rekursive ,Circulant‘-Graphen RCi(n,d) ist ein ,Circu-
lant‘-Graph, dessen Menge S aus den Potenzen {d°,d', d?, ..., d"8a"1=1} pe-
steht.

Wiihlt man S' C S so, dass S" = {d° d*,d?, ...,d""'} mit r < [log,n],
dann entsteht der rekursive ,Circulant*-Graph RCi(n,d,r), ein Subgraph des
RCi(n,d).

Die Graphen RC'i(n, d) sind nach Definition (2-[log,n| —1)-regulér, falls
n/2=d" (k€ N) , und (2 - [log,n])-regulir, sonst. In RCi(n,d,r) wird der
Grad eines jeden Knoten auf 2 - r reduziert.

Jedoch sind die rekursiven ,Circulant‘-Graphen nicht unbedingt bipartit
und konnen daher Dreiecke enthalten. Man betrachte beispielsweise den Gra-
phen RC'i(12,4); die Knoten mit den Nummerierungen 0, 4 und 8 bilden hier
ein Dreieck.

3.2.5 Knodel-Graphen

Die Knddel-Graphen sind vom Prinzip her dhnlich aufgebaut wie die rekur-
siven ,Circulant-Graphen. Sie sind ebenfalls knotentransitiv und demnach
reguldr. Es werden zwei alternative Definitionen genannt: die Erste (Defini-
tion macht die Bipartitheit des Knodel-Graphen ersichtlich, die Zweite
(Deﬁnition dhnelt der Definition der ,Circulant‘-Graphen.

Definition 3.7 Der vollstindige Knddel-Graph Knd(n) der Ordnungn > 4,
n gerade, wird gebildet aus Knoten (i,j), wobeii =1,2 und 0 < j <n/2—1,
und aus Kanten zwischen jeglichen zwei Knoten (1, 5) und (2, (j+2'—1) mod
n/2) fir jedes j,0 < j < n/2—1 und jedes 1,0 < [ < |logyn|—1. Alle Kanten
zu einem bestimmten | werden von der Dimension | genannt.

Gilt 0 <1 <r—1mitr < |logyn|, so entsteht der r-regulire Knidel-Graph
Kné(n,r), ein Subgraph des Kndo(n).

Im Graphen Knd(n) liegt nach Definition |log,n|-Regularitédt vor. In
Kné(n,r) kann durch Wahl einer kleineren oberen Schranke r < |log,n | fiir
die Dimension [ der Grad eines jeden Knoten auf r reduziert werden. Anhand
dieser Definition erkennt man leicht, dass der Knodel-Graph G' = (VU V4, E)
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((1,0) ){,1) (1,4) (1,@
((_2,0) 2,1 (2,5( (2,5))

Abbildung 3.8: Knodel-Graph Knd(12) nach Definition[3.7]

bipartit ist mit V; = {(1,5) |0 <j <n/2—1}und Vo = {(2,j) |0 < j <
n/2 — 1}. Abbildung[3.§| zeigt einen Beispielgraphen der Ordnung 12.

In der zweiten, im Weiteren verwendeten Definition der Knédel-Graphen
werden die Knoten wieder von 0 bis n — 1 nummeriert. Im Vergleich zur
vorherigen Definition gilt fiir die Bezeichnungen der Knoten: (1, 7)=2-j und
(2,j)=2-j+ 1 mit 0 < j < n/2 — 1. Die Knotenmengen des bipartiten
Graphen G = (V} U V;, E) werden somit von den Knoten gerader und unge-
rader Nummerierung gebildet. Um diese Definition besser nachvollziehen zu
kénnen, betrachte man parallel den Beispielgraphen in Abbildung[3.9,

Definition 3.8 Der vollstindige Kndodel-Graph Kni(n) der Ordnung n > 4,
n gerade, ist der Graph mit Knotenmenge V-=1{0,1,...,n—1} und Kanten-
menge E = {(i,7) | i gerade, j ungerade, i+2'—1 = j (mod n) fiir jedes ,
1 <1< |logynl}.

Gilt 1 <1 < r mit r < |logyn], so entsteht der r-requlire Knddel-Graph
Kné(n,r), ein Subgraph des Kndo(n).

Die Knodel-Graphen Kndo(n) bzw. Knd(n,r) sind also bipartit, enthalten
demnach keine Dreiecke. Desweiteren sind sie |log, n|-regulér bzw. r-regulér
mit r < |log,n| und haben gerade Knotenzahl n. Verwendet man sie so-
mit als Kontaktgraphen, ist eine Gespréchsfithrung ohne Aussetzer moglich.
Die Kanten der Dimension [ bilden dabei je eines der entsprechenden per-
fekten Matchings. Bei ungerader Anzahl von Teilnehmern wird wieder ein
,Dummy‘-Knoten eingefiigt, und |log,n| bzw. r Personen miissen dann je
einmal aussetzen.

Bestimmte Knodel-Graphen, sowie rekursive ,Circulant‘-Graphen sind in
der Informationsverbreitung von besonderem Interesse. So gehtren Kndo(n)
und RCi(n,4) mit n = 2% k € N zu den drei Familien nicht isomorpher mini-
maler ,Gossip‘- und ,Broadcast‘-Graphen. Aber auch fiir andere Knotenzah-
len zeigen G. Fertin und A. Raspaud in [FR9§|, dass viele minimale ,Gossip'-
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und ,Broadcast‘-Graphen isomorph zu entsprechenden Knédel-Graphen sind.
Der Durchmesser ist eine der Haupt-Invarianten in Kommunikationsnetzwer-
ken, da er die Entfernung angibt, die eine Information auf ihrem kiirzesten
Weg von der Quelle zum Ziel im schlechtesten Fall zuriickzulegen hat. Ob-
wohl der Knodel-Graph schon vor etwa 30 Jahren von W. Knédel eingefiihrt
wurde, konnte der Durchmesser dieses Graphen im Allgemeinen noch nicht
ermittelt werden. Nur fiir den Fall n = 2% mit £ € N und k > 2 zeigen obige
Autoren in [FRT00], dass

D (Ko (24)) = [%W .

Die Streuung des Knodel-Graphen kann hingegen fiir den allgemeinen Fall
(n € N) gezeigt werden. Es gilt folgender Statz:

Satz 3.7 Sei Kno(n) = (V, E) ein Knodel-Graph mit n > 4. Fir zwei Kno-
ten vi,v9 € V', vy # vy gilt:

|N(v1) N N(vg)| < 2.

Beweis: Wihlt man v; € V; und vy € Vs, wobei Knd(n) = (V4 U Va, E)
gilt, so folgt N(v1) N N(vy) = (). Seien also 0.B.d.A. vy, v9 € V7, mit v3 # vy
und V; die Menge der Knoten gerader Nummerierung. Mit &k := [log, n|
kénnen deren Nachbarschaften wie folgt angegeben werden:

Nw) = {vn+2' =L +2°—1,...,0,+2° - 1}
N(vp) = {va+2' =L +2°—1,... .05 +2" -1}

Dann gilt fiir x € N(vy), y € N(vg):

r=y mit z=uv+2" -1, y=v,+2% —1und l,,1, € {1,2,...k}
& vy+2r—1=v+2% -1 (modn).

Aufgrund der Knotentransitivitét, sei nun 0.B.d.A. v; = 0. Dann folgt:

r=y, x€N(0),ye€ N(vy)
& 2 =y 4+ 2% (mod n)
& vy=2"-2v (modn) firl,l, €{1,2,...k} (3.6)
Der Knoten 0 hat also genau dann gemeinsame Nachbarn mit dem Knoten der

Nummerierung vy, wenn vy dquivalent zur Differenz zweier Zweierpotenzen
2l= und 2 ist, wobei l,,l, € {1,2,...k}. Da 0 # vy € Vi, also 0 < vy < n
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und wegen l,, [, € {1,2,...k}, kann es dann nur folgende zwei Moglichkeiten
geben:

vy =2 — 2 it [, >,
vy =2 — 2l 4y mit I, < Ly.

Damit ist gezeigt, dass fiir je zwei Knoten vy,vy € V', v # 09
|IN(v1) N N(vg)| <2

gilt.

Betrachte man speziell den Fall, dass n = 2* gilt. Dann gibt es in Aquiva-
lenz[3.6/fiir den Knoten v, die folgenden zwei Moglichkeiten, falls vy ebenfalls
eine Zweierpotenz ist:

l, =logy(ve) A I =1,+1 oder
l, =logy(va) A I, =k.

Somit haben in Kné(2%) (k € N,k > 2) zwei Knoten derselben Knoten-
menge, deren Nummerierungen sich um eine Zweierpotenz unterscheiden, je
genau zwei gemeinsame Nachbarn. Bei den iibrigen Knoten héngt es von der
Anzahl Knoten ab, welche von ihnen zwei, einen oder auch keine gemeinsa-
men Nachbarn mit dem Knoten der Nummerierung 0 haben. U

Betrachte man als Beispiel fiir die Nachbarschaften der Knoten, deren
Nummerierung keine Zweierpotenz ist, den Graphen Kndé(16). Fiir die Kno-
tennummerierungen 6, 10,12 und 14 gelten folgende Gleichungen:

6 = 232

10 = 21 - 23 416,
12 = 24—-22 = 2223116,
4 = 2t—2' = 21 —22416.

Die Knoten 6 und 10 haben somit je einen gemeinsamen Nachbarn mit Kno-
ten 0, die Knoten 12 und 14 hingegen zwei. Abbildung[3.9] zeigt die gemein-
samen Nachbarn der Knoten 0 und 12 in Kno(16).

Die Streuung des Knoédel-Graphen Kndé(n) mit n > 4 betrigt demnach
UTQQM' Betrachtet man den Graphen Knd(n,r), so vergroert sich die Streu-
ung entsprechend auf %

Der Knodel-Graph Knd(n) erfiillt unter allen betrachteten Graphen am
besten die genannten Anforderungen. Er wird daher als Kontaktgraph der

hier entwickelten Strategie verwendet.
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Abbildung 3.9: Nachbarschaft im Knédel-Graphen Kné (16) — Die Zahlen an
den Kanten sind die jeweilige Dimension.

Wenn bei einer Veranstaltung allerdings mehr als |log, n| Gespriche pro
Person gefiihrt werden sollen, wird die Bipartitheit des Knodel-Graphen aus-
genutzt: Es werden zusétzliche perfekte Matchings fiir weitere Gesprchsrun-
den eingefiigt. Dabei vergrofiert sich zwar die Streuung, die geforderten Kri-
terien der Dreiecksfreiheit und der geringen Aussetzerzahl bleiben jedoch
erfiillt. Aus diesem Grund wird auch hingenommen, dass die Gréfle der Streu-
ung eines abgewandelten Knoédel-Graphen im Allgemeinen nicht bekannt ist.
Im folgenden Abschnitt wird die Streuung eines Beispielgraphen angegeben,
dessen Regularitéit |log, n] + 3 betragt.

3.3 Anwendungsbeispiel

Zum ersten Mal angewendet wurde eine Abwandlung des Knodel-Graphen als
Kontaktgraph fiir eine Gruppeneinteilung bei der POLNET Summer School
im Sommer 2004. An dieser nahmen 37 Personen teil. Der zu verwendende
Kontaktgraph hat demnach Ordnung 38. Aufgrund ungerader Teilnehmer-
zahl wurde ein ,Dummy‘-Knoten hinzugefiigt. Da |log,n| = 5 gilt, ist der
vollstéindige Knodel-Graph Knd(38) 5-regulér. Es sind im Prinzip also nur
5 Gesprachsrunden moglich. Um die vom Veranstalter erwiinschten 8 Ge-
spriache pro Person zu erhalten, spricht jede Person gerader Nummerierung
x zusitzlich mit den Personen (z + 2! — 1) mod n fiir jedes 3 < [ < A.
Dieser spezielle Kontaktgraph ist dann 8-reguldr. Seine Streuung betragt
5/8 = 0,625, da je zwei Knoten maximal 5 gemeinsame Nachbarn haben. Es
mufBten bei der Gespréichsfithrung demnach insgesamt 8 verschiedene Perso-
nen je in einer Gespréachsrunde aussetzen. Anschlieend hat jeder Teilnehmer
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auf einem Stimmzettel vier Personen angekreuzt, mit denen er gerne in ei-
ne Gruppe eingeteilt werden mochte. Anhand dieser Bewertungen wurden
dann die Gruppen eingeteilt. Da zu diesem Zeitpunkt der Algorithmus zur
Gruppeneinteilung zwar schon fest stand, aber noch nicht implementiert war,
wurden die Gruppen per Hand ermittelt. Um dabei die Arbeit etwas gerin-
ger zu halten, wurden fiir die Einteilung nur die 47 erwiderten Sympathien
beriicksichtigt.



Kapitel 4

Bewertungsformen

Ziel des zweiten Arbeitsschrittes ist, eine Form zu finden, in der jeder Teil-
nehmer seine Gespréachspartner bewertet. Durch die fliichtigen Kontakte tun
sich erste Sym- und Antipathien zwischen den teilnehmenden Personen auf,
die erwidert sein konnen oder einseitig sind. Anhand von Bewertungen, die
diese Sym- und Antipathien ausdriicken, soll im letzten Arbeitsschritt die
Einteilung in Gruppen vorgenommen werden, die moglichst viele Sym- und
Antipathien erfiillt. Sie wird durch eine Knotenpartition dargestellt.

4.1 Erzeugung des Sympathie- und Antipa-
thiegraphen

4.1.1 Unskalierte Graphen

Betrachtet man nach der Gesprachsfithrung eine Kante (u,v) € E des Kon-
taktgraphen G = (V| E), so steht diese fiir einen stattgefundenen fliichtigen
Kontakt zwischen den zwei Personen u, v € V. Ist v nun einer der Gespréchs-
partner von u, die v sympathisch findet, so stellt man diese sogenannte Sym-
pathiebewertung im gerichteten Sympathiegraphen mit Knotenmenge V' durch
eine Kante (u,v), dar. Analog zum Sympathiegraphen entsteht der gerichtete
Antipathiegraph aus den Antipathiebewertungen.

Gibt es auch die Moglichkeit einen Gespréchspartner neutral zu bewerten,
das heifit keine Sympathie und keine Antipathie auszusprechen, so enthalten
der Sympathie- und der Antipathiegraph an der entsprechenden Stelle keine
gerichtete Kante. Allerdings spielt die Richtung einer Kante bei der Grup-
peneinteilung keine Rolle; Denn ist die (u,v), Partitionskante einer Knoten-
partition, so auch (v,u),. Aus diesem Grund werden gerichtete Sympathie-
und Antipathiegraphen zuerst in ungerichtete Graphen konvertiert. Dies kann

43



44 KAPITEL 4. BEWERTUNGSFORMEN

auf unterschiedliche Art und Weise geschehen, wie unten beschrieben. Allen
Moglichkeiten gemein ist, dass ein Graph konstruiert wird, der zu jeder ge-
richteten Kante (u,v), die ungerichtete Kante (u,v) enthélt. Die aus den
oben beschriebenen gerichteten Graphen durch Konvertierung entstehenden
Graphen werden im Folgenden wieder als Sympathie- und Antipathiegraphen
bezeichnet. Ist die gerichtete Form dieser Graphen gemeint, so wird dies im
Folgenden explizit angegeben.

Existiert zwischen zwei Knoten u und v nur die gerichtete Kante (u, v),,
so enthélt der ungerichtete Graph wie oben beschrieben die Kante (u,v). Der
Existenz beider Kanten (u,v), und (v,u), kommt im Fall der hier betrach-
teten Bewertungen allerdings eine besondere Bedeutung zu. Sie driicken eine
erwiderte Sym- bzw. Antipathie aus, welche fiir die Einteilung der Gruppen
eine stirkere Rolle spielen, als wéren diese nur einseitig. Um diese Informa-
tion bei der Konvertierung nicht zu verlieren, werden Kantengewichte ein-
gesetzt. Die Kanten (u,v), und (v,u), im gerichteten Graphen werden zur
Kante e = (u, v) mit Kantengewicht w(e) = 2 konvertiert. Die Kante (u, v),
zu einer einseitigen Sym- bzw. Antipathie wird im ungerichteten Sympathie-
bzw. Antipathiegraphen zur Kante e = (u, v) mit w(e) = 1. Diese Kante féllt
demnach im Schnitt einer Knotenpartition nur halb so stark ins Gewicht wie
die Kante, die eine erwiderte Sympathie oder Antipathie darstellt. Die durch
Konvertierung entstehenden Sympathie- und Antipathiegraphen, werden in
Anbetracht des folgenden Abschnittes auch als unskaliert bezeichnet.

4.1.2 Erweiterung durch Skalierung

Eine erweiterte Form der Bewertung bildet die Skalierung der Sym- und An-
tipathien, das heifit es werden Sympathie- und Antipathiebewertungen ver-
schiedener Stdrken verwendet. Beispielsweise auf einer Sympathieskala von
1,2,... bis p bedeutet Stdarke 1, dass die Sympathie gering und Stérke p,
dass diese stark ist. Eine Bewertung mit 0 gibt die Mdoglichkeit einen Ge-
spriachspartner neutral einzustufen, also keinen Wunsch zu duflern, ob man
mit dieser Person in eine Gruppe mochte. Diese Stiarken werden schlieflich
als Kantengewichte in den gerichteten Sympathie- bzw. Antipathiegraphen
verwendet.

Um nun bei der Konvertierung in die sogenannten skalierten Graphen,
wie oben beschrieben, keine Information zu verlieren, entsteht aus zwei ent-
gegengesetzten Kanten e; = (u, v), und e; = (v, u), die Kante e = (u, v) mit
w(e) = w(er) + w(ey). Statt die Werte zu addieren, kann auch deren arith-
metisches Mittel genommen werden. In beiden Fillen ist jedoch zu beriick-
sichtigen, dass eine nicht existierende Kante Kantengewicht 0 hat. Das Kan-
tengewicht einer einseitigen Sym- bzw. Antipathie ist somit auch hier kleiner
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als das Kantengewicht einer erwiderten. Werden Bewertungen verschiedener
Stéarken verwendet, so ist das Kantengewicht der nicht erwiderten Kante al-
lerdings nicht unbedingt halb so grofl wie das der erwiderten.

4.2 Vereinigung von Sym- und Antipathie-
graph?

Die Informationen aus Sympathie- und Antipathiegraph in einem Graphen
zusammenzufassen, ist eine nahe liegende Idee. Im Folgenden wird unter-
sucht, wie diese Vereinigung der Graphen prinzipiell aussehen kénnte und ob
sie in diesem speziellen Fall sinnvoll ist.

Fiir die Einteilung der Gruppen wird allerdings ein einfacher Graph er-
wartet. Enthalten also sowohl der Sympathie- als auch der Antipathiegraph
die Kante (u,v), so muss eine Methode gefunden werden, wie der neue Graph
diese Tatsache wiedergibt. Zudem besitzen die urspriinglichen Graphen Kan-
tengewichte. Will man diese miteinander verrechnen und als Kantengewichte
des sogenannten Vereinigungsgraphen verwenden, ist es giinstig, die Kan-
tengewichte des Antipathiegraphen mit (—1) zu multiplizieren. Damit wird
gewahrleistet, dass beispielsweise die Summe der Gewichte zweier Kanten
(u,v) wiederspiegelt, ob eine stirkere Sympathie oder eine stérkere Antipa-
thie zwischen den Personen v und v vorliegt.

Von den vielen verschiedenen Moglichkeiten, die es zur Verrechnung gibt,
werden hier das arithmetische Mittel und die Addition untersucht: Das arith-
metische Mittel und die Addition der Kantengewichte ergeben ein gutes Mafl
fiir eine Bewertung im Vereinigungsgraphen. Beide liefern eine neutrale Be-
wertung, wenn man Sym- und Antipathie gleicher Stdrke miteinander ver-
rechnet, und beispielsweise eine negative Bewertung, wenn die Stérke der
Antipathie grofler ist als die Stérke der Sympathie. Hierbei muss beachtet
werden, dass einen nicht existierende Kante das Gewicht 0 hat.

Durch eine stiarkere Gewichtung des Antipathiegraphen vor der Verrech-
nung kann gewahrleistet werden, dass Antipathien bei der Gruppeneintei-
lung ,,Vorrang® vor Sympathien haben. Dazu werden alle Kantengewichte des
Graphen mit einem entsprechenden Wert multipliziert. Ist dann eine Kante
sowohl im Sympathie- als auch im Antipathiegraphen enthalten, und wird
der Antipathiegraph doppelt gewichtet, so muss beispielsweise bei der Addi-
tion die Sympathiebewertung doppelte Stéarke wie die Antipathiebewertung
haben, um im Vereinigungsgraphen eine neutrale Bewertung zu erhalten.

Es stellt sich jedoch die Frage, ob bei der Vereinigung von Sympathie- und
Antipathiegraphen wichtige Informationen verloren gehen. Man betrachte
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dazu folgenden Fall bei Verrechnung durch Addition:

Sei Gy = (V, Ey) der Sympathiegraph mit Gewichtsfunktion s : E;, — R,
G, = (V, E,) der Antipathiegraph mit Gewichtsfunktion a : E, — R und
G, = (V,E,) der Vereinigungsgraph mit Gewichtsfunktion v : E, — R.
Gelten dann, wie in Abbildung[.1] dargestellt,

(u,v1) € Eg:s(ug,v1) =1 A (ug,v9) € Fy : s(ug,v2) =0 und
(ur,v1) € By s a(up,v1) = -3 A (ug,v2) € E, : a(ug, ve) = —2,

so folgt:

(ur,v1) € By s v(ug,v1) = =2 und (ug,v3) € E, : v(ug,vy) = —2.

Verrechnung
* durch *
Addition
Y O—CO O—0

Abbildung 4.1: Ungiinstiger Fall fiir die Vereinigung von Sympathiegraph G
und Antipathiegraph G,.

Aus der Verrechnung der Gewichte beider Kanten (ui,v) und (us,vs)
resultieren also Kanten im Vereinigungsgraphen, deren Gewichte —2 sind.
Steht der Algorithmus fiir die Gruppeneinteilung nun vor der , Entschei-
dung®, (uy,v;) oder (ug,vs) zu schneiden, so hat er keinerlei Information
dariiber, dass eine von beiden Kanten aus einer Sympathie- und einer Anti-
pathiebewertung zustande gekommen ist und die andere nur aus einer An-
tipathiebewertung. Méchte man diese Information also erhalten, so ist die
Vereinigung von Sympathie- und Antipathiegraph nicht sinnvoll.
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4.3 Erfiillung aller Antipathien?

Wie oben beschrieben ist eine Uberlegung bei der Hinzunahme von Antipa-
thien in die Bewertung, die Kanten des Antipathiegraphen fiir die Gruppen-
einteilung stérker zu gewichten. Denn es wird angenommen, dass die Unzu-
friedenheit der Teilnehmer mit ihrer Gruppe bei Nichterfiillung der Antipa-
thien grofler ist als bei Nichterfiillung der Sympathien. Diese Idee geht sogar
so weit, dass der Schnitt im Sympathiegraphen minimiert werden soll, unter
der Nebenbedingung, dass im Antipathiegraphen alle Kanten Schnittkanten
der Knotenpartition sind. Doch was bewirkt diese Erfiillung aller Antipathien
bei den hier verwendeten bipartiten Knodel-Graphen?

VA

V2

Abbildung 4.2: Ungiinstiger Fall fiir einen Antipathiegraphen bei einer aus-
gesprochenen Antipathie pro Person.

Selbst, wenn man nur pro Person eine Antipathie aussprechen lésst, kann
beim gewéahlten Kontaktgraphen im ungiinstigen Fall der Antipathiegraph
aus Abbildung[4.2] entstehen. Der Kreisgraph hat Chromatische Zahl 2, und
die einzig mogliche 2-Farbung ist die Bipartition (V'1,V2), wobei die Kno-
ten der Mengen V1 und V2 je verschiedene Farben haben. V1 und V2 bilden
demnach die einzig mogliche Einteilung in zwei Gruppen, und es ist keine Ver-
kleinerung des Schnittes im Sympathiegraphen mehr méglich. Jedoch enthélt
dann jede der beiden Gruppen ausschlieflich Personen, die wahrend der Ge-
sprachsfithrung nicht miteinander gesprochen haben. So werden zwar alle
Antipathien, jedoch keine einzige ausgesprochene Sympathie der Teilnehmer
erfiillt. Sucht man mehr als zwei Gruppen oder ldsst mehr als eine Antipathie
zu, so wird eine vollstandige Erfiillung der Antipathien in bestimmten Féllen
unmoglich.

Unabhéngig von der Anzahl Gruppen, der Anzahl ausgesprochener Anti-
pathien und zudem von der Art des Kontaktgraphen besteht die Moglichkeit,
dass ein Teilnehmer von all seinen Gespréachspartnern unsympathisch gefun-
den wird. Gibt es eine Gruppeneinteilung, die all diese Antipathien erfiillt, so
befindet sich dieser Teilnehmer in einer Gruppe mit lauter Teilnehmern, die
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ihm aus der Gespréachsfithrung fremd sind. Aus seiner Sicht war die Gruppen-
einteilung auf Basis fliichtiger Kontakte somit erfolglos, und er kann sogar
auf die ihm allseits entgegengebrachte Antipathie riickschlielen.

4.4 Wahl der Bewertungsform

Um zu garantieren, dass pro Person eine gewisse Anzahl an ausgesproche-
nen Sympathie- und Antipathiebewertungen vorhanden ist, die dann bei der
Gruppeneinteilung erfiillt werden konnen, sollten fiir diese eine Mindestzah-
len vorgeschrieben werden. Setzt man diese Mindestzahlen fiir die Sympathi-
en als auch fiir die Antipathien allerdings auf 1, so gibt es fiir die jeweilige
Erfiilllung keine ,, Alternativen®“. Damit ist gemeint, dass dann entweder diese
eine ausgesprochene Sym- bzw. Antipathie erfiillt wird, oder keine.

Betragen die Mindestzahlen 2, so besteht die Moglichkeit, dass entwe-
der die eine oder die andere von beiden Sym- bzw. Antipathien erfiillt wird,
wenn nicht beide zugleich erfiillt werden kénnen. Je mehr , Alternativen®
vorhanden sind, um so gréfler ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Grup-
peneinteilung pro Person je eine der ausgesprochenen Sympathie- und Anti-
pathiebewertungen erfiillt wird. Schreibt man feste Anzahlen p und n fiir die
Aussprache von Sympathie- und Antipathiebewertungen vor, so legen diese
eine untere Schranke fiir die Minimalgrade des Sympathie- und Antipathie-
graphen fest. Klar ist, dass der gerichtete Sympathie- bzw. Antipathiegraph
dann p- bzw. n-regulédr ist. Durch oben beschriebene Konvertierung in die
ungerichteten Graphen vergroflert sich der Grad mancher Knoten. Somit be-
tragt der Minimalgrad der ungerichteten Graphen mindestens p bzw. n.

Es besteht schliellich, wie oben beschrieben, die Moglichkeit, eine Ska-
lierung der Sym- und Antipathien einzusetzen. Aber auch bei dieser Be-
wertungform sollten Mindestzahlen fiir die Aussprache von Sympathie- und
Antipathiebewertungen gewisser Stéarken festgelegt werden. Denn spricht ei-
ne Person ausschlieflich Bewertungen kleiner Stéirken aus, alle anderen aber
viele Bewertungen grofler Stirke, so kann eine Gruppeneinteilung giinstig
sein, die keine dieser Bewertungen kleiner Stdrken erfiillt. Da es allerdings
recht viele Moglichkeiten gibt, Skalierungen und somit auch Mindestzahlen
festzulegen, wird in dieser Arbeit nur die einfache Bewertungsform ohne Ska-
lierung untersucht. Mit den dabei erzielten Ergebnissen konnen eventuell ers-
te Vermutungen aufgestellt werden, welche Skalierungen und Mindestzahlen
sinnvoll zu testen wiren.



Kapitel 5

Einteilung der Gruppen

Das Verfahren, das bei der POLNET - Summer School 2003 zur Gruppenein-
teilung verwendet wurde, hdngt stark mit der Beschaffenheit des gewahlten
Kontaktgraphen zusammen: Gilt fiir die Anzahl Knoten n = k - g, so sol-
len bei diesem Verfahren im Subgraphen des k-zyklischen Kontaktgraphen,
dessen Basis eine g-Sektion ist, g , moglichst zusammenhéingende® Kreise
der Linge k gefunden werden (siehe Kapitel . Hier liegt nun der bipartite
Knodel-Graph als Kontaktgraph vor. Nach Aussprache der Sym- und Antipa-
thien entstehen aus diesem zwei Subgraphen des Knédel-Graphen, der Sym-
und der Antipathiegraph. Anhand dieser sollen die Teilnehmer so in g gleich
grofle Gruppen eingeteilt werden, dass moglichst viele Sym- und Antipathi-
en erfiillt sind. Wie in Abschnitt[1.2] definiert, bedeutet dabei die Erfiillung
der Sym- und Antipathien, dass Personen, die sich sympathisch finden, in
dieselbe Gruppe eingeteilt werden, und Personen, die sich nicht mdégen, in
verschiedene.

5.1 Problemstellung

Um eine giinstige Einteilung der Personen in Gruppen zu finden, verwen-
det man folgende Idee: Man sucht nach einer Knotensektion, deren Schnitt
im Sympathiegraphen minimal ist. Denn dann werden in jedem Sektionsele-
ment eine Menge von Sympathien erfiillt, deren Kantengewichtssumme auf
dem gesamten Sympathiegraphen maximal ist. Wenn man die Gesamtheit
der teilnehmenden Personen betrachtet, sollte dies fiir die Teilnehmer eine
moglichst zufrieden stellende Gruppeneinteilung ergeben. Das Problem, ei-
ne minimale k-Sektion zu finden, ist jedoch NP-vollstéindig (sieche Beweis
in Abschnitt [5.3.2)). Im Gegensatz zur Suche nach einer k-Partition mini-
malen Schnittes mit dem Algorithmus von M. Stoer und F.Wagner (siehe
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[SW97]) ist hier namlich die GroBe der einzelnen Elemente fest vorgegeben.
Es konnen also nur heuristische Methoden zur anndhernden Losung dieses
Problems verwendet werden.

Beriicksichtigt man bei der Gruppeneinteilung zudem die ausgesproche-
nen Antipathien, so ist Ziel der Sektionierung, dass die k-Sektion im Anti-
pathiegraphen zusétzlich maximal sein soll. Dieses Problem liegt allerdings
im Allgemeinen ebenfalls in N’ P—CE]. Hier wird jedoch durch die Verwendung
des Knodel-Graphen als Kontaktgraph ausschlieSlich auf bipartiten Graphen
gearbeitet. Wie in Abschnitt[4.3] beschrieben, ist die dem Graphen zugrunde
liegende Bisektion eine maximale Bisektion. Eine maximale k-Sektion mit
geradem k kann folglich in Linearzeit gefunden werden, indem die beiden
disjunkten Knotenmengen des bipartiten und r-reguldren Graphen je in k/2
gleich grofie Mengen geteilt werden. Bei der Suche nach einer k-Sektion mit
ungeradem k greift die NP-Vollstindigkeit. Denn in diesem Fall ist ein Sek-
tionselement zu finden, das je zur Hélfte aus Knoten der beiden Mengen des
bipartiten Graphen besteht.

Die beschriebenen maximalen Sektionen im Antipathiegraphen sind je-
doch nach Konstruktion auch maximale k-Sektionen im Sympathiegraphen.
Umgekehrt gilt genauso, dass eine minimale Sektion im Sympathiegraphen
keine maximale Sektion im Antipathiegraphen ist. Eine Sektion, die beide
Kriterien zugleich erfiillt, gibt es folglich nicht. Demnach kann nur nach ei-
ner Sektion gesucht werden, die beide Kriterien annidhernd erfiillt. Bezeichnet
man den Schnitt einer Sektion im Sympathiegraphen als Sympathieschnitt
und den im Antipathiegraphen als Antipathieschnitt, so hat die fiir die Grup-
peneinteilung gesuchte Sektion minimalen Sympathie- und maximalen Anti-
pathieschnitt zugleich.

5.1.1 Gewichtung

Eine derart zweigeteilte Optimierung schiirt die Idee, dariiber hinaus eine Ge-
wichtung der beiden zu optimierenden Kriterien zu ermoglichen. Legt man
mehr Wert auf die Minimierung der Sympathieschnitte als auf die Maxi-
mierung der Antipathieschnitte, so sollte das gewéhlte Verfahren zur Grup-
peneinteilung dies ermdglichen. Das heifit, die Zielfunktion der Optimierung-
verfahren sollte Variablen enthalten, mit denen entweder das Minimierungs-
oder das Maximierungskriterium stérker gewichtet werden kann.

L (Abk.) Menge der N'P-vollstéindigen Probleme, von ,N'P-complete (engl.) heifit N'P-
vollstéandig
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5.1.2 Gruppenbalanciertheit

Betrachte man die Bipartitheit des verwendeten Kontaktgraphen: Die Teil-
nehmer werden fiir die Gespréchsfiithrung beliebig in zwei gleich grole Men-
gen A und B geteilt und unterhalten sich nur mit Personen aus der jeweils
anderen Menge. Die aus den Sym- und Antipathien konstruierten Subgra-
phen des Kontaktgraphen sind demnach ebenfalls bipartit. Wie man eine
Sektion maximalen Antipathieschnittes findet, wurde schon in Abschnitt[5.1]
beschrieben. Betrachte man umgekehrt die Beschaffenheit einer Sektion mit
minimalem Sympathieschnitt. Die Kanten, die nicht zu den Sektionskanten
gehoren, sind Kanten der von den Sektionselementen induzierten Graphen.
Bestiinden die Sektionselemente nur aus Knoten einer Menge des bipartiten
Graphen, sei es A oder B, so enthalten die entsprechenden Subgraphen kei-
ne Kanten. Der Schnitt dieser Sektion entspricht dann also dem maximal
Moglichen. Angenommen die Knoten eines Sektionselementes gehéren zum
einen Teil der Menge A und zum anderen der Menge B an, so induzieren sie
in jedem Fall einen bipartiten Graphen. Dieser enthélt im Allgemeinen mehr
Kanten, wenn die Schnittmengen seiner Knotenmenge mit A und B gleich
grof3 sind. Unter allen Teilmengen der Knotenmenge A U B des Kontaktgra-
phen scheint demnach eine Teilmenge mit gleich vielen Knoten aus A und B
eine giinstige Wahl fiir ein Sektionselement darzustellen, wenn der Schnitt der
Sektion minimal sein soll. Betrdgt nun das Verhéltnis von Knoten der Menge
A zu Knoten der Menge B in allen Elementen einer Sektion 1, so bezeichnet
man die Sektion, sowie die einzelnen Sektionselement als gruppenbalanciert.

Es wird nach obigen Erlauterungen vermutet, dass die Gruppenbalan-
ciertheit der Sektionen bei der Minimierung des Schnittes im Sympathiegra-
phen erreicht wird. Dies wird in Kapitel [6|durch Experimente iiberpriift. Was
passiert allerdings, wenn man diese Minimierung mit der Maximierung des
Schnittes im Antipathiegraphen kombiniert? Die Elemente einer maximalen
Sektion sind schlieflich v6llig unbalanciert. Auch hierzu werden Experimente
gemacht.

5.1.3 Erfiillung der Sym- und Antipathien

Ziel der Gruppeneinteilung ist es, moglichst viele Sym- und Antipathien zu
erfiillen. Damit aber auch jeder einzelne Teilnehmer mit seiner Gruppe zu-
frieden ist, sollte er moglichst viele Personen in seiner Gruppe sympathisch
und moglichst wenige unsympathisch finden. Daher wird in Kapitel [6] unter-
sucht, wie viele Sym- und Antipathien bei der Gruppeneinteilung pro Person
erfiillt werden. Wird bei der Gruppeneinteilung keine einzige Bewertung eines
Teilnehmers verwirklicht, so ist die Strategie aus dessen Sicht fehlgeschlagen.
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Wie oben beschrieben, gibt es auf bipartiten Graphen zwar Sektionen, die zu-
mindest je Teilnehmer eine Antipathie erfiillen, diese schneiden dann jedoch
auch alle Kanten des Sympathiegraphen. Fraglich ist demnach, wie vielen
Personen bei der gesuchten Gruppeneinteilung je mindestens eine Sympathie
oder eine Antipathie erfiillt wird. Dieser Frage wird ebenfalls anhand von
Experimenten nachgegangen.

5.2 Optimierungsverfahren

Will man in einer Grundmenge von Objekten Gruppen bilden, deren Elemen-
te zusammengehoren, denkt man als Erstes an Clusterung. Hierbei entstehen
Partitionen, deren Kosten minimal unter denen aller moglichen Partitionen
sind. Eine solche Kostenfunktion bei der Clusterung von Graphen kénnte
beispielsweise der Abstand sein, den Knoten voneinander haben. Cluste-
rungsverfahren versuchen dann, die von den Knoten der einzelnen Partiti-
onselemente induzierten Subgraphen in Bezug auf ihren Zusammenhang zu
optimieren. Der Zusammenhang innerhalb der gebildeten Cluster soll also so
grof wie moglich sein. Diese Eigenschaft wire auch fiir die oben beschrie-
bene Gruppeneinteilung sinnvoll. Die Clusterungsverfahren bilden allerdings
meist beliebig viele Cluster, deren Gréflen unausgeglichen sein kénnen. Die
Forderung, dass eine bestimmte Anzahl gleich grofler Gruppen gesucht ist,
ist demnach fiir diese Verfahren zu stark.

Sind also Nebenbedingungen gegeben, wie Grofle der Partition oder, dass
die Partition balanciert sein soll, so sind gewohnliche Partitionierungsverfah-
ren besser geeignet. Sie legen den Fokus der Optimierung auf den entstehen-
den Schnitt der Partition und nicht unbedingt auf die induzierten Subgra-
phen. In bestimmten Fillen verursachen sie allerdings auch eine Einteilung
nach Zusammengehorigkeit. Hat ein Graph signifikante Gruppen, so werden
deren Kerne isoliert und die restlichen Knoten entsprechend verteilt. Das
heifit, dass Knoten, die nach gewéhlter Kostenfunktion stiarker zusammen-
gehoren als andere und deren Anzahl kleiner oder gleich der Grofie der ge-
suchten Partitionselemente ist, zusammengefasst werden. Diese Anhdufungen
von Knoten werden schliefflich so vereint und alle {ibrigen Knoten so verteilt,
dass die gesuchte Anzahl Partitionselemente entsprechender Grofien entste-
hen und der Schnitt der Partition kostenoptimal ist. Wiirden die Knoten einer
solchen signifikanten Gruppe auf verschiedene Partitionselemente verteilt, so
hat die Partition einen Schnitt, der sehr wahrscheinlich durch entsprechenden
Knotentausch optimiert werden kann.
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5.3 NP-Vollstindigkeiten

Wie schon erwahnt sind die Probleme, eine Sektion minimalen Schnittes und
eine Partition maximalen Schnittes zu finden, NP-vollstindig. Dies gilt, da
die entsprechenden Entscheidungsprobleme, ob es in einem Graphen eine
Partition mit Schnitt > ¢ oder eine Sektion mit Schnitt < ¢ gibt, ebenfalls in
NP-C liegen. Beides wird im Folgenden fiir gewichtete, wie ungewichtete und
eine entsprechende Teilung in zwei oder mehr Mengen gezeigt. Abbildung
gibt einen Uberblick iiber die dafiir gefithrten Reduktionen.

Theorem 5.1
GEWICHTE-

TER MAX-
CUT

'Theorem 5.2

EINFA-
CHER

MAX-CUT
Theorem 5.3
MAX-
Theorem 5.4 Theorem 5.6

Theorem 5.5

MIN-
BISEKTION

Theorem 5.8

MAX-
k-SEKTION

GEWICHTE-
TE MAX-

Theorem 5.7

BISEKTION MIN- GEWICHTE-
k-SEKTION TE MIN-
BISEKTION

Abbildung 5.1: Uberblick iiber die Reduktionen der N"P-Vollsténdigkeitsbe-

weise

Zum Beweis der N'P-Vollstindigkeit mufl abgesehen von der Redukti-
on eines geeigneten Problems aus N'P-C' auf das betrachtete Problem noch
gezeigt werden, dass es in NP liegt. Dieser Beweis sieht allerdings bei den
folgenden Entscheidungsproblemen immer gleich aus: Es kann je eine Par-
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tition bzw. Sektion geraten, dessen Schnitt in polynomialer Zeit berechnet
und mit der jeweiligen oberen bzw. unteren Schranke des Minimierungs- bzw.
Maximierungsproblems verglichen wird. Bei den im Folgenden betrachteten
Entscheidungsproblemen wird demnach nur noch die jeweilige Reduktion aus-
gefiihrt.

5.3.1 Maximale Schnitte
Das GEWICHTETER MAX-CUT-Problem ist wie folgt definiert:

Problem 5.1 GEWICHTETER MAX-CUT

Gegeben: Ein gewichteter Graph G = (V, E)
und eine positive ganze Zahl c.

Gesucht: Eine Bipartition (S,V — S), so dass gilt:
cut(S,V —95) > c.

Wie im Folgenden gezeigt wird, liegt dieses Problem in NP-C (siche
[EveT79], Seite 226ff).

Satz 5.1 Das GEWICHTETER MAX-CUT-Problem ist N'P-vollstindig.

Beweis: Es wird gezeigt, dass 3SAT oo GEWICHTETER MAX-CUT,

also das 3SAT-Problem auf das GEWICHTETER MAX-CUT-Problem re-
duziert.
Seien C4, Cy, ..., C,, die Klauseln von 3SAT, jedes bestehend aus genau 3 Li-
teralen. Die Menge der Literale sei L = {x,29,...,2,, %1, T2, ..., Ty . Man
konstruiere die Eingabe des MAXIMUM-WEIGHTED-CUT-Problems be-
stehend aus G’ = (V', E’), einer Gewichtsfunktion w’(e) und einer positiven
Zahl ¢, wie folgt:

V' ={v|0<i<m}UL.
Fiir jedes 1 <7 < m sei
A, ={v}U{v}UC;.
Damit sei

E' = {(u,v)|u#vund Fi:u,ve A} U{(z;,7;)|1 <j<n}
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Die Gewichtsfunktion w wird definiert durch

"(vo, & Z|C’ N{&}|, wobei € € L,

i=1

w'(¢,€") Z|O N{Y - 1C N {E"}], wobei &,€" € L und & # ¢,

w'(x),75) :10 -m+1,
w'(vg, u) =1, wobei i > 0 und u € A;,

und fiir ¢ gilt
=(10-m+1)n+6-m.

In dieser Konstruktion gilt |V’| = 2n + m + 1. Die Anzahl an Kanten, |E’|,
ist begrenzt durch 3n + 7m. Jede Klausel C; wird also durch eine Clique A4;
reprisentiert. Zusétzlich gibt es Kanten zwischen z; und Z;, deren Gewicht
10 - m + 1 betrdgt. (Dieses Gewicht ist so gewéhlt, dass es die Summe aller
Kanten anderen Typs iibersteigt.) Das Gewicht einer Kante (vg, ) entspricht
der Anzahl Vorkommen des Literals ¢ in den Klauseln. Das Gewicht einer
Kante (£, ¢£") entspricht der Anzahl Klauseln, in denen beide Literale auf-
tauchen. Das Gewicht aller Kanten, die inzident zu v;, 7 > 0, sind, ist 1. Die
Summe der Gewichte aller Kanten dieser drei Klassen ist genau 10 - m.

Es wird nun behauptet, dass die Losung des 3SAT-Problems dieselbe ist, wie
die Antwort auf die Frage: Gibt es eine Teilmenge S" C V’, so dass

EEG(S,st) w(e) > 7

Angenommen das 3SAT-Problem ist l6sbar, und 7 sei die Menge der Lite-
rale mit Wert | true’ in einer widerspruchsfreien Belegung, welche alle Klau-
seln erfiillt. Sei 7 € S’ und L — 7 C (V — 5’). Natiirlich gehort fiir jedes
1 <j <n,(xj,7;) zum Schnitt und tragt 10 - m + 1 zu dessen Gewicht bei.
Hiermit betriagt das Gewicht des Schnittes schon (10-m+1)-n. Man fiige nun
v zu V' — S” hinzu und betrachte die iibrigen Kanten und deren Gewichte wie
folgt: Jedes A; ist eine Clique, und jede Kante taucht so oft auf, wie sie zu
solchen Cliquen gehort, was genau ihrem definierten Gewicht entspricht. In
jeder dieser m Cliquen ist mindestens ein Literal-Knoten, der zu S’ gehort. vy
ist in V' — S" und v; kann so zu S” oder V' — S’ hinzugefiigt werden, dass zwei
der Knoten der A;’s auf der einen Seite der Teilung sind und die restlichen
drei auf der anderen. Folglich tragt die Clique 6 Kanten mit Gewicht 1 zum
Schnitt bei, die m Cliquen zusammen also 6 - m zum Gewicht des Schnittes.
Obige Argumentation zeigt auch, dass das gesamte Gewicht eines Schnittes ¢/
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nicht iibersteigen kann. Wenn die Frage des GEWICHTETEN MAX-CUT-
Problems bejaht werden kann, dann miissen alle Kanten vom Typ (z;,7;)
im Schnitt sein. Jede der m Cliquen trégt dann 6 zum Gewicht des Schnittes
bei, welches der maximale Wert ist, den eine solche Clique betragen kann.
Folglich sind zwei Knoten einer jeden Clique auf der einen Seite des Schnit-
tes und die iibrigen drei auf der anderen Seite. Nennt man nun die Seite auf
der vy ist die , false‘-Seite und die andere die , true‘-Seite, dann folgt, dass
hochstens zwei Literal-Knoten auf der , false‘-Seite sein kénnen. Damit ist
die so definierte Belegung widerspruchsfrei und erfiillt alle Klauseln.

Das 3SAT-Problem hat also genau dann eine widerspruchsfreie Belegung,
welche alle Klauseln erfiillt, wenn G’ einen Schnitt mit Gewicht groer oder
gleich ¢’ hat. Damit ist die Reduktion bewiesen. 0J

Im Folgenden wird auch der ungewichtete Fall benotigt. Daher wird ge-
zeigt, dass das GEWICHTETER MAX-CUT-Problem N P-vollstindig bleibt,
wenn alle Kantengewichte 1 sind. Das entsprechende Problem auf ungewich-
teten Graphen kann im Prinzip recht einfach bewiesen werden, wenn man in
obiger Reduktion jede Kante mit Gewicht w durch w Kanten des Gewich-
tes 1 ersetzt. Sind dabei alle Kantengewichte polynomial beschrankt durch
die Lénge der Eingabe des 3SAT-Problems, so ist auch die erhohte Kan-
tenzahl polynomial beschrinkt. Die Reduktion ist folglich in polynomialer
Zeit moglich. Da hier jedoch auf einfachen Graphen gearbeitet wird, ist ein
anderer N'P-Vollstindigkeitsbeweis erforderlich.

Das Problem des maximalen Schnittes auf ungewichteten einfachen Gra-
phen ist wie folgt definiert:

Problem 5.2 EINFACHER MAX-CUT

Gegeben: Ein ungewichteter einfacher Graph G = (V, E)
und eine positive ganze Zahl c.

Gesucht: Eine Bipartition (S,V — S), so dass gilt:
cut(S,V —95) > c.

Es gilt also auch hier (siehe [EveT79], Seite 228ff):
Satz 5.2 Das EINFACHER MAX-CUT-Problem ist N'P-vollstindig.

Beweis: Es wird gezeigt, dass GEWICHTETES MAX-CUT oc EINFA-
CHER MAX-CUT, also das GEWICHTETES MAX-CUT-Problem auf das
EINFACHER MAX-CUT-Problem reduziert.

Man kann ein Problem in einem gewichteten Graphen ganz einfach auf ein
Problem in einem ungewichteten Graphen reduzieren, indem man jede Kante
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mit Gewicht w durch w parallele Kanten mit Gewicht 1 ersetzt. Denn wenn
alle Gewichte polynomial durch die Eingabeldnge begrenzt sind, ist dies auch
fiir die Erhohung der Anzahl Kanten der Fall. Allerdings erhélt man auf diese
Art und Weise einen Graphen mit Mehrfachkanten. Da allerdings der Graph
im EINFACHER MAX-CUT-Problem einfach sein mufls, ist eine Reduktion
auf einen Graphen ohne parallele Kanten erforderlich.

Angenommen die Kantengewichte eines Graphen G = (V, E) sind polynomial
begrenzt durch die Lénge der Eingabe des GEWICHTETEN MAXIMUM-
CUT-Problems, dann ersetze man jede Kante e = (u,v) € E mit Ge-
wicht w(e) durch den Subgraphen aus Abbildung[5.2] Dabei sind die Knoten
a1, G, . .., Gye) Und by, ba, . .., by(e) neu und der entstandene Graph wird mit
G’ bezeichnet.

Abbildung 5.2: Subgraph, der die Kante e = (u, v) mit Gewicht w(e) ersetzt.

Es wird nun behauptet, dass G’ genau dann einen Schnitt der Grofe
kK =2-% cpw(e)+ k besitzt, wenn G einen gewichteten Schnitt der Gréfle
k besitzt.

Wenn u und v auf derselben Seite des Schnittes liegen, kénnen aus jedem
Weg (u, a;, b;,v) maximal zwei Kanten Schnittkanten sein. Sind die beiden
Knoten auf verschiedenen Seiten, und gibt man b; auf die Seite von u und
a; auf die Seite von v, so tragt der Weg drei Kanten zum Schnitt bei. Somit
kann jede Kante e des Graphen G eine Erhohung des Schnittes im Graphen
G’ von mindestens 2 - w(e) Kanten hervorrufen, selbst wenn die Endknoten
durch diesen Schnitt nicht getrennt werden. Insgesamt fiir alle Kanten des
Graphen G ergibt dies einen Beitrag von 2% _,w(e) Kanten zum Schnitt
in G'.

Angenommen das Gewicht des Schnittes S,V — .S in G betrigt k. Seien dann
ScCSund V-5 cC (V-25). Sind v und v auf derselben Seite des Schnittes,
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so werden die Knoten a; und b; so verteilt, dass der Weg (u, a;, b;,v) 2 zum
Schnitt beitrdagt. Sind sie auf verschiedenen Seiten, so werden die Knoten
dieses Weges so zugeordnet, dass der Weg einen Beitrag von 3 Kanten leistet.
Damit berechnet sich das Gewicht des Schnittes in G’ wie folgt:

cut(S,V = 5") = Q-Zw(e) +k=FK

eeE

Umgekehrt wird angenommen, dass der Schnitt (S’,V — S’) im Graphen G’
mindestens aus k' Schnittkanten besteht. Von diesen sind héchstens 2 - w(e)
Kanten der Beitrag einer Kante e = (u,v) in G mit v und v auf der glei-
chen Seite des Schnittes. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit oder durch
Anpassung von S’ kann angenommen werden, dass dies genau der Beitrag
des Subgraphen einer jeden Kante ist. Ebenso gilt, dass der Beitrag, den
der Subgraph einer Kante (u,v) mit v und v auf verschiedenen Seiten des
Schnittes leistet, genau 3 - w(e) betrigt. Somit gilt:

(S V=) =2 "we)+ Y. wle),

ecE ec(S,V-5)

wobel S = 5" NV. Da [(5,V — 5| =k gilt, erhdlt man:

Somit hat G genau dann einen Schnitt der Grofle k&, wenn G’ einen Schnitt

der Grofle &' besitzt. Damit ist die Reduktion bewiesen. O
Wird auf einfachen Graphen statt einer Bipartition eine Bisektion ge-

sucht, so ergibt sich folgendes Problem, das ebenfalls N"P-vollstindig ist.

Problem 5.3 MAX-BISEKTION

Gegeben: Ein ungewichteter Graph G = (V, E)
und eine positive ganze Zahl c.

Gesucht: Eine Bisektion (S,V — S), so dass gilt:
cut(S,V —95) > c.

Satz 5.3 Das MAX-BISEKTION-Problem ist N'P-vollstindig.

Beweis: Es wird EINFACHER MAX-CUT oc MAX-BISEKTION ge-
zeigt.
Dazu werden zum Graph G |V| isolierter Knoten hinzugefiigt. Der erhaltene
Graph G’ enthélt also 2- |[V| Knoten. Da die neuen Knoten keine adjazenten
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Kanten besitzen, verdndert sich die Grofle eines Schnittes in G nicht, egal
wie sie den Mengen der zugehorigen Partition zugeteilt werden. Es kann also
jeder Schnitt (S, V —.S) in G in eine Bisektion in G’ umgewandelt werden, in-
dem die hinzugefiigten Knoten entsprechend auf S und V' — S verteilt werden.
Somit hat GG einen Schnitt der Grofle ¢ genau dann, wenn G’ eine Bisektion
der Grofe ¢ besitzt. O

Sucht man nun eine k-Sektion mit k > 2 statt einer Bisektion, d.h. eine
Einteilung der Knoten in mehr als zwei gleich grofle Gruppen, so ist das
entsprechende Problem wie folgt definiert:

Problem 5.4 MAX-k-SEKTION

Gegeben: Ein ungewichteter Graph G = (V, E)
und eine positive ganze Zahl c.

Gesucht: Eine k-Sektion S(G) = {S1, 52, ..., Sk}, so dass gilt:
cut(S) > c.

Satz 5.4 Das MAX-k-SEKTION-Problem ist N'P-vollstindig.

Beweis: Hier ist es nicht notwendig eine Reduktion auszufiihren. Der
Satz kann durch einen Widerspruchsbeweis gezeigt werden:
Wire das MAX-k-SEKTION-Problem in P, so wiirde dies auch fiir das
MAX-BISEKTION-Problem als dessen Spezialfall mit & = 2 gelten. Die
NP-Vollstéandigkeit des letzten Problems wurde aber in Satz bewiesen.
Somit muss das MAX-k-SEKTION-Problem ebenfalls N'P-vollstéindig sein.[]

Im Folgenden kann N P-Vollstindigkeit noch 6fter durch Widerspruch
gezeigt werden. Das Prinzip ist immer wie im Beweis zu Satz [5.4 Es wird
daher in den entsprechenden Beweisen nur noch der Spezialfall des betrach-
teten Problems angegeben, deren NP-Vollstandigkeit bereits gezeigt wurde.
In obigem Beweis der N'P-Vollstindigkeit des MAX-k-SEKTION-Problems
ist der Spezialfall das MAX-BISEKTION-Problem.

Mit einem solchen Widerspruchsbeweis kann man auch die N"P-Vollstin-
digkeit der Suche nach einer Bisektion maximalen Schnittes in einem gewich-
teten Graphen zeigen. Das Problem ist folgendermaflen definiert:

Problem 5.5 GEWICHTETE MAX-BISEKTION

Gegeben: Ein gewichteter Graph G = (V, E)
und eine positive ganze Zahl c.
Gesucht: Eine Bisektion (S,V — 5), so dass gilt:
cut(S,V —5) > c.
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Satz 5.5 Das GEWICHTETE MAX-BISEKTION-Problem ist N'P-vollstin-
dig.

Beweis: Das MAX-BISEKTION-Problem ist ein Spezialfall des GEWICH-
TETE MAX-BISEKTION-Problems mit Gewichtsfunktion w: £ — 1. [

Analog léasst sich auch das GEWICHTETE MAX-k-SEKTION-Problem
definieren und deren N'P-Vollstindigkeit beweisen. Da dieses Problem aller-
dings im Folgenden nicht explizit betrachtet wird, wird es hier nicht notiert.

5.3.2 Minimale Schnitte
Das MIN-BISEKTION-Problem ist wie folgt definiert:

Problem 5.6 MIN-BISEKTION

Gegeben: Ein ungewichteter Graph G = (V, E)
und eine positive ganze Zahl c.

Gesucht: Eine Bisektion (S,V —S) von G, so dass gilt:
cut(s,V —85) <c.

Satz 5.6 Das MIN-BISEKTION-Problem ist N'P-vollstindig.

Beweis: Es wird MAX-BISEKTION oc MIN-BISEKTION gezeigt.
Ein Graph G = (V, E) mit |V| = 2 - n besitzt genau dann eine Bisektion
(S,V-S) mit cut(S,V — S) = ¢, wenn sein Komplement G = (V, E) eine Bi-
sektion (S, V —S) mit cut(S,V —S) = n? — ¢ besitzt. Dann gibt es in G aber
auch genau dann eine Bisektion mit Schnitt > ¢, wenn es in G eine Bisektion
mit Schnitt < n? — ¢ gibt. O

Sucht man nun eine k-Sektion statt einer Bisektion, d.h. eine Einteilung
der Knoten in mehr als zwei gleich grofle Gruppen, so ist das entsprechende
Problem wie folgt definiert:

Problem 5.7 MIN-k-SEKTION

Gegeben: Ein ungewichteter Graph G = (V, E)
und eine positive ganze Zahl c.

Gesucht: Eine k-Sektion S(G) = {S1, 52, ..., Sk}, so dass gilt:
cut(S) < e.

Satz 5.7 Das MIN-k-SEKTION-Problem ist N'P-vollstindig.
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Beweis: Das MIN-BISEKTION-Problem ist ein Spezialfall des MIN-&-
SEKTION-Problems mit & = 2. O

Das GEWICHTETE MIN-BISEKTION-Problem ist wie folgt definiert:

Problem 5.8 GEWICHTETE MIN-BISEKTION

Gegeben: Ein gewichteter Graph G = (V, E)
und eine positive ganze Zahl c.

Gesucht: Eine Bisektion (S,V — S) von G, so dass gilt:
cut(S,V —95) <ec.

Satz 5.8 Das GEWICHTETE MIN-BISEK TION-Problem ist N'P-vollstin-
dig.

Beweis: Das MIN-BISEKTION-Problem ist ein Spezialfall des GEWICH-
TETE MIN-BISEKTION-Problems mit Gewichtsfunktion w : £ — 1. O

Analog lésst sich auch wieder das GEWICHTETE MIN-k-SEKTTION-
Problem definieren und deren NP-Vollstindigkeit beweisen. Da dieses Pro-
blem ebenfalls im Folgenden nicht verwendet wird, wird es hier nicht notiert.

5.4 Minimale Bisektionierung

Zur anndhernden Losung des MIN-BISEKTION-Problems gibt es verschiede-
ne Heuristiken, die eine Bisektion moglichst minimalen Schnittes liefern. Da
fiir die hier zu entwickelnde Strategie allerdings neben der Optimierung des
minimalen Schnittes der Sympathien gleichzeitig der Schnitt der Antipathi-
en maximiert werden soll, fallen Naherungsverfahren, die beispielsweise auf
der Spektralmethode oder der Losung anderer graphentheoretischer Proble-
me basieren, weg (siehe Abschnitt. Nur die bewegungsbasierten oder
die daraus hergeleiteten clusterbasierten Methoden sind unabhéngig von der
Art des Optimierungskriteriums und kénnen somit so verédndert werden, dass
sie auch den maximalen Schnitt optimieren. Aus diesem Grund wird hier der
Schwerpunkt auf die bewegungsbasierten Methoden gelegt und die alterna-
tiven Heuristiken nur kurz beschrieben.

5.4.1 Bewegungsbasierte Methoden

Eine Methode zur Partitionierung wird bewegungsbasiert genannt, wenn unter
Sortierung der moglichen lokalen Verdnderungen und Speicherung vorheriger
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Operationen iterativ neue Losungskandidaten konstruiert werden. Alle bewe-
gungsbasierten Methoden starten dabei mit einer gegebenen Partition, der
sogenannten Startpartition und konstruieren aus ihr bessere Partitionen. Die
Iteration stoppt, wenn ein lokales Optimum erreicht ist; das heifft, wenn alle
moglichen lokalen Verdnderungen einer Partition schlechter sind als diese.

Die lokalen Verdnderungen sind all diejenigen Partitionen, die vom so-
genannten Nachbarschaftsoperator gebildet werden konnen. Fiir die Parti-
tionierung typisch sind Operatoren, die zwei Knoten verschiedener Partiti-
onselemente miteinander tauschen oder einen einzelnen Knoten von einem
in ein anderes Element verschieben. Der Losungsraum der lokalen Verédnde-
rungen wird schliellich danach sortiert, um wieviel die Partitionen besser
sind als die Ausgangspartition. Die Partition, die jeweils den maximalen Ge-
winn bringt, wird weiter bearbeitet. Bei einfachen Greedy-Methoden wird
die néchst bessere Losung je nur aus der aktuellen gebildet. Im Gegensatz
dazu werden bei bewegungsbasierten Methoden mehrere vorherige Partitio-
nen gespeichert und die jeweils beste von ihnen weiter bearbeitet. Beim im
Folgenden beschriebenen Kernighan-Lin-Algorithmus werden beispielsweise
die Ergebnisse eines Iterationsschrittes gespeichert und die beste Bisektion
von allen zur weiteren Iteration verwendet.

Bewegungsbasierte Methoden sind unabhéngig von der Art der Zielfunk-
tion, die benutzt wird, um die Qualitidt der Losung zu messen. Es konnen
somit beliebige Optimierungskriterien in einer Zielfunktion zusammengefasst
werden, wie fiir eine kombinierte Optimierung des Sympathie- und Antipa-
thieschnittes notwendig. Aber auch aus weiteren Griinden dominieren die
bewegungsbasierten Methoden in Literatur und Praxis: Es ist zum einen
sehr intuitiv, eine gegebene Losung durch wiederholte kleine Verdnderungen
durch den Nachbarschaftsoperator zu verbessern, und zum anderen sind die
Operationen der verwendeten Operatoren leicht zu beschreiben und imple-
mentieren.

Der hier vorgestellte bewegungsbasierte Algorithmus wurde 1970 von
B. W. Kernighan und S. Lin eingefiihrt (siche [KL70]) und wird héufig als die
erste ,,gute Heuristik zur minimalen Bisektionierung bezeichnet. Da die zu
entwickelnde Strategie ausschliefSlich auf gewichteten Graphen arbeitet, wird
hier direkt der Kernighan-Lin-Algorithmus zur gewichtete Bisektionierung
vorgestellt. Im ungewichteten Fall werden wieder alle Kantengewichte gleich
1 gesetzt. Der zu bearbeitende Graph wird hier durch seine Adjazenzmatrix
W = (wij)o<ij<n—1 gegeben. Es gilt:

w(e) mit e = (v;,v;) € E,
wij =
0 sonst.
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Kernighan-Lin-Algorithmus

Als Nachbarschaftsoperator dieser bewegungsbasierten Methode wird der
Tausch zweier Knoten aus verschiedenen Elementen der Bisektion verwen-
det, wobei allerdings in jedem Iterationsschritt jeder Knoten nur ein einziges
Mal bewegt wird. Um dies zu gewéhrleisten, werden die Knoten markiert,
nachdem sie an einer Tauschoperation beteiligt waren. Im Kernighan-Lin-
Algorithmus werden jeweils die Knoten getauscht, deren Tausch den grofiten
Gewinn erzielt. Dabei bezeichnet der Gewinn G = cut(P) — cut(P’) den
Wert, um den sich der Schnitt beim Ubergang von Bisektion P zu P’ verklei-
nert. Um diesen Gewinn zu ermitteln, werden die sogenannten ,dValuesﬁ der
Knoten berechnet, welche die Differenz zwischen den nachstehend definierten
externen und internen Kosten bezeichnen.

Betrachtet man eine gegebene Bisektion (A, B), so beschreiben die exter-
nen Kosten E, des Knotens a € A die Summe der Gewichte seiner inzidenten
Kanten, die ihn mit Knoten der Menge B verbinden. Die internen Kosten
I, sind entsprechend die Summe aller Gewichte von Kanten, die im von A
induzierten Subgraphen liegen. Es gilt somit:

E, = Zway und [, = Zw‘”’

yeB z€A

Ey und I, fiir b € B sind analog definiert. Aus diesen Werten berechnet man
die ,dValues‘ D, := E, — I, der Knoten a € A.
Es gilt dann folgender Hilfssatz (sieche [KL70], Seite 296):

Hilfssatz 5.1 Seien a € A und b € B zwei Knoten aus verschiedenen Ele-
menten einer Knotenbisektion P = (A, B) des Graphen G = (V, E). Wenn
man a und b tauscht, das heifit die Bisektion P' = (A—{a}U{b}, B—{b}U{a})
bildet, gilt:

cut(P) — cut(P") = Dy + Dy — 2 - wgy.

Beweis: Sei z die Summe der Gewichte aller Schnittkanten der Bisektion
P ohne diejenigen Kanten, die adjazent zu a oder b sind. Dann gilt:

cut(P) = z 4+ E, + Ep — wgp.
Tauscht man nun ¢ und b und erhélt dadurch die Bisektion P’, so gilt:

cut(P") = z+ I, + Iy + wg.

2 difference value* (engl.) Differenzwert
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Daraus folgt:
cut(P) — cut(P") = Dy + Dy — 2 - Wep.

O

Ein solcher Gewinn cut(P) — cut(P’), den die Bipartition P’ gegeniiber P
bringt, wird auch als gain(a, b) des Knotenpaares a und b bezeichnet. Dieser
ldsst sich somit einfach aus den ,dValues' berechnen.

Sei nun fiir einen Iterationsschritt des Kernighan-Lin-Algorithmus eine
Knotenbisektion P = (A, B) des zu bearbeitenden Graphen gegeben. Dann
werden zuerst die ,dValues‘ seiner Knoten berechnet und Knoten a; € A und
b; € B ermittelt, fiir die der Wert G; = gain(a;,b;) = Dy, + Dy, — 2 - Wa,p,
maximal ist. Das entsprechende Knotenpaar a,b wird schliellich markiert,
aber noch nicht getauscht. Um nun auf der Bisektion (A — {a;}, B — {b;})
aller nicht markierten Knoten weiterarbeiten zu kénnen, werden die ,dValues
so aktualisiert, als ob a; und b; vertauscht worden wéren. Die neuen ,dValues’
D7, und Dy, lassen sich wie folgt aus den alten Werten D, und D, der Knoten
r€A—{a;} und y € B — {b;} berechnen:

D! = Dy+2 Wy, —2 wy, und
Dy, = Dy+2-wy, —2- Wy,

Dies ist leicht nachzuvollziehen: Da die Kante (x, a;) bei D, zu den internen
Kosten gezéhlt wird und in D!, den externen Kosten angerechnet werden soll,
wird bei der Aktualisierung der Wert 2 - w,,, addiert. Analog wird der Wert
2 - wyy, subtrahiert, um das Gewicht der Kante (z,b;) von den externen zu
den internen Kosten zu iiberfiihren.

Die Wahl zweier Knoten a;1; und b;y; mit maximalem Wert G,;; =
gain(a;41,b;41) und die Aktualisierung der ,dValues* werden nun auf der Bi-
sektion (A — {a;}, B — {b;}) aller nicht markierten Knoten wiederholt. Sind
schliellich alle Knoten markiert, so wird die Zahl 7 so bestimmt, dass die
aller Knoten a; und b; fir 0 < ¢ < j die Bisektion P’ = (A’, B') mit
A= A—{al,. .. ,CLj}U{bl,. . .,bj} und B' := B—{bl,. . .,bj}U{al,. .. ,aj},
fiir deren Schnitt cut(P’) = cut(P) — G gilt. Diese Bisektion P’ wird schlief-
lich als Eingabe fiir den néchsten Iterationsschritt verwendet. Dies geschieht
so lange, bis fiir eine Bisektion ein Gewinn G < 0 erzielt wird. Dann ist
ein lokales Minimum erreicht, das heifit alle moglichen lokalen Verdnderun-
gen bringen eine Verschlechterung der Bisektion. Diese lokal minimale Bi-
sektion ist schlieflich die Ausgabe des Algorithmus. Abbildung[5.3] zeigt den
Kernighan-Lin-Algorithmus in Pseudocode.
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Algorithmus:
Minimale Bisektionierung (nach B. W. Kernighan und S. Lin)

Eingabe:  Startbisektion (A, B).
Ausgabe:  Lokal minimale Bisektion (A, B).

1: Wiederhole. ..

2 Berechne die dV alues der Knoten.

3: Setze i=0.

4 Solange nicht alle Knoten markiert. ..

5 Suche ein unmarkiertes Knotenpaar a; € A und b; € B,
deren Gewinn G; := gain(a;, b;) maximal ist.

6: Markiere a; und b;.

7 Aktualisiere die dV alues der nicht markierten Knoten,
als ob a; und b; vertauscht worden wéren.

8: Setze i=i+1.

9: Bestimme j so, dass G =}, ; G; maximal ist.

10: Wenn G > 0, dann. ..

11: Aktualisiere A = A — {ay,...,a;} U{b1,...,b;}

undB:B—{bl,...,bj}U{al,...,aj}.
12: Solange bis G < 0.

Abbildung 5.3: Kernighan-Lin-Algorithmus

Laufzeitanalyse

Fiir die Laufzeitanalyse beim Kernighan-Lin-Algorithmus wird zuerst der
einzelne Iterationsschritt betrachtet. Fiir die Berechnung der ,dValues® von n
Knoten (sieche Abbildung[5.3| Schritt2) werden n? Arbeitsschritte bendtigt,
da hier fiir jeden Knoten alle anderen Knoten in Betracht gezogen werden
miissen. Die in Schritt 4 beginnende Schleife wird n/2 mal durchlaufen, da bei
jedem Durchlauf zwei Knoten markiert werden. Die Laufzeit der Schleife liegt
in O(n?). Bezeichne m < n die Anzahl nicht markierter Knoten, so werden
namlich m? Arbeitsschritte fiir die Suche nach dem néchsten Knotenpaar
(Schritt 5) und m fiir die Aktualisierung der ,dValues® (Schritt 7) benétigt.
Da die Laufzeiten aller tibrigen Schritte des Algorithmus in O(n) oder O(1)
liegen, berechnet sich die Gesamtlaufzeit eines Iterationsschrittes auf n?.

Die notige Zahl an Iterationsschritten wurde von B. W. Kernighan und
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S. Lin experimentell bestimmt (siehe [KL70], S. 300). Sie machten empirische
Versuche auf Graphen der Ordnung < 360. Fast immer wurde nach 2 bis 4 Ite-
rationen ein lokales Minimum erreicht. Aufgrund dieses Ergebnisses scheint
keine strenge Abhéngigkeit von der Knotenzahl vorzuliegen. Da hier jedoch
auf Subgraphen des Knodel-Graphen gearbeitet wird, ist eine spezifische Un-
tersuchung der Iteration notwendig. Die Beschreibung eines entsprechenden
Experimentes ist in Abschnitt[6.4.3] zu finden. Dieses ergibt, dass auf Gra-
phen der Ordnung < 100 bei Verwendung bestimmter Startbisektionen sogar
weniger [terationsschritte notwendig sind.

Auf den hier zu bearbeitenden Graphen der Ordnung 20 bis 100 ist ein
O(n3)-Algorithmus annehmbar. Fiir grofere Graphen sind zur Bisektionie-
rung, wie auch zur k-Sektionierung die METIS-Algorithmenf| besser geeignet.
Sie bilden eine Familie von Partitionierungsalgorithmen fiir unstrukturierte
Graphen und Hypergraphen. Beim sogenannten multilevel graph partitio-
ning scheme’ werden die Graphen zum Beispiel verkleinert, in diesem Zustand
partitioniert und die erhaltene Partition dann wieder in den urspriinglichen
Graphen iibertragen. Sollen die Partitionselemente gleich grof} sein, so ist ei-
ne spezielle Verkleinerung und Ubertragung in den urspriinglichen Graphen
notwendig. Der entsprechende Algorithmus zur Bisektionierung ist in [KIK95]
beschrieben.

Startbisektionen

Der Kernighan-Lin-Algorithmus fordert die Eingabe einer Startbisektion.
Diese kann zufillig gewéhlt werden, doch nach B. W. Kernighan und S. Lin re-
duziert eine gezielte Wahl die Laufzeit. Es konnen beispielsweise Clusterungs-
verfahren (siehe Abschnitt[5.4.2)) eingesetzt werden, um Startbisektionen zu
erhalten, die zumindest keine stark zusammenhéngenden Cluster trennen.
Wird der Algorithmus allerdings wie hier auf bipartite Graphen angewendet,
so konnen gezielt gewissermaflen beliebige, gute Startbisektionen angegeben
werden: Wahlt man ndmlich eine gruppenbalancierte Bisektion, so ist deren
Schnitt auf allen bipartiten Graphen G = (V; U V3, E) kleiner als der Schnitt
der Bisektion (V1, V5) (siche Abschnitt[5.1.2)). Zum Vergleich werden in Kapi-
tel@ zusitzlich auch die Ergebnisse unter Verwendung der Bisektion (V7, V5)
betrachtet.

JHill Climb*

Am Beispiel des Kernighan-Lin-Algorithmus kann nun demonstriert werden,
dass im Gegensatz zu herkémmlichen Greedy-Verfahren bei bewegungsba-

3 siehe http://www-users.cs.umn.edu/ karypis/metis
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sierten Methoden eine Art , Hill Climb ff] aus einem lokalen Minimum méglich
ist. Dabei bezeichnet ein ,Hill Climb‘eine Verschlechterung der Partition, die
letztendlich eine Verbesserung erméglicht.

Betrachtet man einen Iterationsschritt, so werden nacheinander die den
grofiten Gewinn bringenden Tauschoperationen der noch nicht markierten
Knoten betrachtet. Dabei werden das jeweils i-te zu tauschende Knotenpaar
und deren Gewinn G; gespeichert, die Knoten markiert, aber noch nicht ge-
tauscht. Sind alle Knoten markiert, wird der iiber alle betrachteten Tausch-
operationen mogliche Gewinn G = Zizl,..., ; G maximiert. Einige der Werte
G; sind negativ, falls nicht G; = 0 fiir alle 0 < ¢ < n/2 — 1 gilt. Dies folgt
daraus, dass Zi:l,‘..,n /2 G; = 0 gilt. Denn tauscht man alle 7 Knotenpaare,
so erhiilt man die urspriingliche Bipartition P = (A, B). Sind nun einer oder
mehrere Summanden G; fiir ¢ < j gleich 0 oder negativ, so findet in die-
sem Iterationsschritt ein ,Hill Climb‘ statt. Bei einfachen Greedy-Verfahren,
bei denen zur Ermittlung einer besseren Losung allein die aktuelle Bisekti-
on in Betracht gezogen wird, konnen solche ,Hill Climbs‘ nicht vorkommen.
Hier wird nach der i-ten Tauschoperation gestoppt, wenn fiir dessen Gewinn

Abbildung[5.4] zeigt einen ,Hill Climb* bei der Bisektionierung eines bipar-
titen Graphen der Ordnung 16. Der betrachtete Knotentausch in der obersten
Bisektion, der unter allen Knotenpaaren maximalen Gewinn bringt, ist der
Tausch des Knotenpaares 8 und 10. Der Gewinn fiir den Schnitt betrégt al-
lerdings 0. Dieser Tausch veréndert jedoch unter anderem die ,dValues® der
Knoten 11 und 15, wie in der mittleren Bisektion ersichtlich. In Folge des vor-
herigen Knotentausches ist nun eine Tauschoperation moglich, deren Gewinn
2 und demnach grofler 0 ist. Man sieht, dass der erste Tausch ohne Gewinn
notwendig ist, bevor die Bisektion durch einen weiteren Tausch verbessert
wird.

5.4.2 Alternative Methoden

Im Allgemeinen koénnen auch andere Methoden zur minimalen Bisektionie-
rung verwendet werden. Sie sind allerdings abhéngig von der Art des Op-
timierungskriteriums oder konnen nur in Kombination mit den bewegungs-
basierten Methoden eingesetzt werden. Ausfiihrliche Beschreibungen dieser
Methoden sind in [AK95] zu finden.

4 hill climb® (engl) heiBt Bergrennen
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gain=0
bei

Tausch:

8<>10

gain=2
bei

Tausch:

15<>11

Abbildung 5.4: Beispiel fiir einen ,Hill Climb‘ — Die Zahlen auflen an den
Knoten sind die ,dValues‘; die vertikale Linie ist die Trennlinie der Bisektion
des Graphen und die Zahl an der Linie deren Schnitt; rot umrandete Knoten
sind die im néchsten Schritt zu tauschenden Knotenpaare; orangene Knoten
sind markiert.

Spektralbisektion

Bei der Spektralbisektion wird die Spektralmethode verwendet um eine geo-
metrische Représentation des Bisektionierungsproblems zu konstruieren. Es
wird der Eigenvektor y zum zweitgrofiten Eigenwert der Laplace-Matrix ) =
D — W bestimmt, wobei W = (w;;)o<; j<n—1 die Adjazenzmatrix des Gra-
phen und D eine Diagonalmatrix mit di; = >, , e w(€) ist. Mit dem
sogenannten Fiedler-Vektor y = (yo, y1, .- ., Yn_1)? wird die Knotenmenge V'
wie folgt in zwei gleich grofle Mengen V; und V; geteilt: Sei r das Mittel {iber
alle Werte y;, 7 = 0,1,...,n — 1. Dann gehoren alle Knoten j mit y; < r der
Menge V; an und alle iibrigen Knoten der Menge V5.
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Kombinatorische Methoden

Kombinatorische Methoden transformieren das Bisektionierungsproblem in
andere , klassische“ Optimierungsprobleme, wie beispielsweise das der ma-
ximalen Fliisse. Diese Transformation basiert auf dem ,max-flow-min-cut‘-
Theorem von L. R. Ford und D. R. Fulkerson (siche z. B. [Die96], S. 129).

Clusterungsbasierte Methoden

Basis der clusterungsbasierten Methoden ist das ,bottom-up‘-Prinzip. Es wird
mit |V| Clustern gestartet, die je einen Knoten enthalten, und von diesen wer-
den dann Schritt fiir Schritt je zwei so zu grofleren Clustern zusammengefiigt,
dass eine Bisektion entsteht. Die erhaltenen Cluster werden dann beispiels-
weise als Eingabe fiir andere Bisektionierungsalgorithmen verwendet.

5.5 Minimale Sektionierung

Der Kernighan-Lin-Algorithmus beschréinkt sich lediglich auf die Bisektio-
nierung von Graphen. Der verwendete Knotentausch findet zwischen zwei
Knotenmengen statt. Kann man nach demselben Prinzip auch eine minimale
k-Sektionierung mit £ > 2 vornehmen? Bei einer gegebenen k-Sektion kann es
jedoch notwendig sein, drei Knoten verschiedener Sektionselemente zyklisch
miteinander zu vertauschen, um eine Sektion mit kleinerem Schnitt zu er-
halten. Ein entsprechender Nachbarschaftsoperator hat allerdings sehr hohe
Laufzeit, mochte man Tauschoperationen zwischen beliebig vielen Sektions-
elementen ermoglichen. Aus diesem Grund wird bei der Zwei- Wege- und der
Mehr-Wege-Methode der Kernighan-Lin-Algorithmus mehrfach angewendet,
um k-Sektionen mit anndhernd minimalem Schnitt zu finden.

5.5.1 Zwei-Wege-Methode

Bei der Zwei-Wege-Methode wird der Kernighan-Lin-Algorithmus rekursiv
angewendet. Das heiflt, eine Startbisektion wird mit dem Kernighan-Lin-
Algorithmus minimiert, und anschliefend Bisektionen der beiden Elemente
der erhaltenen Bisektion je fiir sich wieder minimiert. Dies geschieht so oft, bis
die gewiinschte Anzahl an Sektionselementen erreicht wird. Dabei ist als Sek-
tionsgrofe allerdings nur eine Zweierpotenz moglich. Fiithrt man r mal rekur-
siv den Kernighan-Lin-Algorithmus aus, so erhélt man eine 2"-Sektion. Ab-
bildung[5.5] zeigt den Algorithmus in Pseudocode. Darin stellt Kernighan —
Lin(A, B) in Schritt 6 den Aufruf des Kernighan-Lin-Algorithmus unter Ein-
gabe der Startbisektion (A, B) dar.
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Algorithmus:
Minimale 2"-Sektionierung mit der Zwei-Wege-Methode

Eingabe:  Startbisektion (A, B),
ganze Zahl r.
Ausgabe:  Lokal minimale 2"-Sektion P = (Py, Py, ..., Par).

Bilde leere 2"-Sektion P := (Py, Ps, ..., Par).
Setze P, =V.
Firi=1,2,...,r fithre aus:

Fir j =1,3,5,...,2" — 1 fiihre aus:
Bilde Startbisektion (A, B) der Knoten P;.
(Pj, Pj+1) = Kernighan-Lin(A, B).
Wenn i # r gilt:
Fiir j = 1,2,...,2" fiihre aus:
Verschiebe P.;_; = P;.

LoOoNoa RN

Abbildung 5.5: Zwei-Wege-Methode

Die Laufzeit der Zwei-Wege-Methode auf Graphen der Ordnung n betragt
bei 2"-Sektionierung;:

ZZ;:Q“ : (%)3 € O(r-n?).

Die Zwei-Wege-Methode liefert jedoch 2"-Sektionen P = (P, Ps, ..., Pyr),
in denen nur 2"~! Elementpaare lokal minimal sind, wobei jedes Element ge-
nau in einem dieser Paare enthalten ist. Im letzten Durchlauf von Schritt 3
(siche Abbildung}5.5|) entstehen némlich die minimalen Bisektionen (P, P),
(Ps, Py) bis (Pyr_1, Pyr). Die im vorherigen Durchlauf minimierten Bisektio-
nen (P U Py, PyU Py) bis (Pyr_3U Pyr_o, Pyr 1 U Pyr) garantieren nicht, dass
beispielsweise auch die Elementpaare (P, P3) oder (P, P;) lokal minimal
sind. Somit kénnen, trotz der Minimierungen in den ersten r — 1 Schleifen-
durchldufen, in der ausgegebenen k-Sektion die Schnitte der meisten Ele-
mentpaare sehr grof sein.

Wie geht man allerdings vor, wenn man in einem Arbeitsschritt mehr
als 2"~! Elementpaare minimieren moéchte? Die Anwendung des Kernighan-
Lin-Algorithmus auf das Elementpaar (A, B) kann nédmlich den Schnitt des
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zuvor lokal minimierten Paares (A, C') erneut verschlechtern. Es stellt sich
auflerdem die Frage, ob eine derartige Minimierung wirklich bessere Sektio-
nen liefert. Um dies untersuchen zu koénnen, wird im folgenden Abschnitt
eine weitere Methode eingefiihrt.

5.5.2 Mehr-Wege-Methode

Die Mehr-Wege-Methode liefert lokal minimierte k-Sektionen fiir beliebige
Werte k, indem eine gegebene Start-k-Sektion weitestgehend paarweise mi-
nimiert wird. Dazu werden je zwei Elemente einer k-Sektion als Bisektion be-
trachtet und diese mit dem Kernighan-Lin-Algorithmus lokal minimiert. Man
kann sich vorstellen, dass sich die Laufzeit des Algorithmus enorm erhoht,
wenn man dabei alle (}) = (n? — n)/2 Elementpaare beriicksichtigt. Denn
tauscht man zwischen zwei Elementen der k-Sektion Knoten aus, so verdndert
dies deren Schnitte in Kombination mit den iibrigen Elementen. Es wéren so-
mit mehrere Durchldufe iiber die Elementpaare notwenig, bis die k-Sektion
paarweise minimal ist. Gerdt man dabei unter Umstédnden in eine Endlos-
schleife von Knotentauschoperationen, so kann gar keine lokal minimale Sek-
tion gefunden werden. Aufgrund empirischer Tests von B. W. Kernighan und
S.Lin (siche [KL70], S.304) reicht es aus, pro Durchlauf je zwei Elemente
der k-Sektion zu paaren, von denen maximal eines bereits im entsprechen-
den Durchlauf verédndert wurde. Dazu wird eine Permutation P, P,,, ..., F;,
der Sektionselemente bestimmt, und nacheinander fiir 1 < 57 < k — 1 das
Elementpaar (P, B, +1)) minimiert. Es wird somit jedes Element in einem
Durchlauf héchstens zwei Mal bearbeitet. Die Permutation fiir die sogenann-
te Durchlaufreihenfolge kann entweder fiir alle Durchléaufe fest vorgegeben
oder in jedem Durchlauf neu gewéhlt werden. In jedem Fall wird die Sektio-
nierung gestoppt, wenn ein Durchlauf keinen weiteren Gewinn bringt. Dabei
ist der Gewinn eines Durchlaufs die Summe aller Gewinne G'kernighan—rLin,
die durch die Aufrufe des Kernighan-Lin-Algorithmus erzielt werden. Abbil-
dung[5.6] zeigt den Algorithmus in Pseudocode.

Die Laufzeit der Schritte4 bis 7 auf Graphen der Ordnung n betragt bei
k-Sektionierung:

(k1) (m)3 c Ond).

Hier werden drei verschiedene Durchlaufreihenfolgen (siehe Abbildung,
Schritt 4) vorgestellt: die feste, die zufillige und die sektionsoptimierte. Bei
der festen Reihenfolge wird als Permutation der Sektionselemente die Rei-
henfolge der Elemente nach ihrer Nummerierung verwendet. Das heif3t, es
gilt 7; = j fiir alle 1 < j < k. In diesem Fall werden bei jedem Durchlauf
die gleichen Elementpaare minimiert. Die einzelnen Elemente verdndern sich
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Algorithmus:
Minimale k-Sektionierung mit der Mehr-Wege-Methode

Eingabe:  Start-k-Sektion P = (Py, Ps, ..., Py).
Ausgabe:  Lokal minimale k-Sektion P = (Py, P, ..., Py).

1: Bilde Start-k-Sektion P := (P, Py, ..., P;) der Knoten V.
2:  Wiederhole. . .

3 Setze G=0.

4 Bilde eine Permutation (P;,)1<<.
5: Fir 7 =1,2,...,k — 1 fithre aus:

6 (Py, Pi,yry) = Kernighan-Lin(P;
7 Setze G = G + GKernighan—Lin-

8: Solange bis G < 0.

7 Pi(j+1)>'

Abbildung 5.6: Mehr-Wege-Methode

zwar bei jeder Anwendung des Kernighan-Lin-Algorithmus, doch trotzdem
beschriankt sich die paarweise Minimalitidt hier auf gewisse Elementpaare.
Um dies zu verhindern, wird bei der zufélligen Durchlaufreihenfolge in jedem
Durchlauf eine neue zuféllige Permutation der Sektionselemente gewahlt. In
diesem Fall werden in mehreren Durchldufen je verschiedene Elementpaare
minimiert und somit insgesamt eine stérkere paarweise Minimalitét erzielt.
Dabei kann es allerdings passieren, dass Elementpaare ausgelassen werden,
deren Schnitt sehr grof ist. Dies umgeht man weitestgehend, indem man die
jeweilige Permutation fiir die Durchlaufreihenfolge erst wahrend der Schlei-
fendurchléufe in Schritt 5 bildet. Dabei wird im j-ten Schleifendurchlauf das
nichste Permutationselement P , danach auswdhlt, fiir welches Sektions-
element das entsprechende Elementpaar (P, P; maximalsten Schnitt
hat.

Die Anzahl Durchldufe betrigt laut B. W. Kernighan und S. Lin (siehe
[KL70], S.304) bei Graphen der Ordnung < 100 und k < 6 weniger als 5. Es
ist allerdings nicht ersichtlich, was fiir eine Durchlaufreihenfolge sie bei ihren
empirischen Versuchen verwendet haben.

Bei dieser Methode ist die Eingabe einer Start-k-Sektion erforderlich. Hier
reduziert die Verwendung besserer k-Sektionen, wie von B. W. Kernighan und
S. Lin bestétigt wird, die Laufzeit. Die Bearbeitung von bipartiten Graphen
ermoglicht wieder eine gezielte, aber doch gewissermafien zufallige Wahl der

(+1) )
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Start-k-Sektion. Wie in Abschnitt[5.1.2] erldutert, haben hier k-Sektionen,
die gruppenbalanciert sind, fast immer einen kleineren Schnitt als andere.
Sie werden demnach vorzugsweise als Start-k-Sektionen ausgewéhlt. Dass
die Gruppenbalanciertheit der k-Sektionen allerdings nach der Sektionierung
mit der Mehr-Wege-Methode nie ganz erhalten bleibt, wird anhand entspre-
chender Experimente in Kapitel[f] herausgefunden.

5.6 Gruppeneinteilung durch MinMax-Sektio-
nierung

Aufgabe bei der Gruppeneinteilung ist es, eine k-Sektion der Knotenmenge
V' zu finden, deren Schnitt im Sympathiegraph G = (V, E) mit Gewichts-
funktion w : £ — R minimal und im Antipathiegraph G’ = (V, E’) mit
Gewichtsfunktion w’ : £/ — R maximal ist.

Wie bei der Einfiihrung bewegungsbasierter Methoden erlautert, sind die-
se unabhéngig von der Art ihrer Zielfunktion. Die Qualitit einer Bisektion
kann demnach im Kernighan-Lin-Algorithmus nach beliebigen Kriterien ge-
messen werden. Somit kann der Algorithmus aus Abbildung[5.3|statt zur mi-
nimalen auch zur maximalen Bisektionierung eingesetzt werden. Dafiir wird
die Berechnung des Gewinnes gain(a, b) durch den Tausch der Knoten a und
b entsprechend abgeédndert. Die bei der minimalen Bisektionierung verwen-
deten ,dValues‘ werden nun zu sogenannten ,n Values‘ N, der Knoten v € V,
die den negativen Werten der ,dValues® D, entsprechen. Es gilt demnach:

N, =1,—FE,=-D, firallevelV.

Analog zu Hilfssatz[b.1] kann folgender Hilfssatz bewiesen werden:

Hilfssatz 5.2 Seien a € A und b € B zwei Knoten aus verschiedenen Ele-
menten einer Bisektion P = (A, B) des Graphen G = (V, E). Wenn man a
und b tauscht, das heifit die Bisektion P' = (A — {a} U {b}, B — {b} U {a})
bildet, gilt:

cut(P") — cut(P) = Ny + Ny + 2 - wy,.

Verwendet man also die ,nValues‘ statt der ,dValues' und maximiert in
Schritt 5 des Kernighan-Lin-Algorithmus entsprechend den Gewinn gain(a;, b;) =
Na, + Np, + 2 - w,,p, iiber alle unmarkierten Knoten a; € A und b; € B, so
erhédlt man eine lokal maximale Bisektion. Bei der Aktualisierung der ,nVa-
lues® in Schritt 7 werden die neuen Werte N und N; wie folgt aus den alten
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.nValues® N, und N, der Knoten z € A — {a;} und y € B — {b;} berechnet:

N, = Np—2 Wy, + 2 Wy,
N;j = Ny — 2wy, +2- Wy,

Die Begriindung hierfiir ist analog zu der bei den ,dValues'.

Will man nun die Zwei-Wege- oder auch die Mehr-Wege-Methode zur

Gruppeneinteilung verwenden, so muss eine geeignete Zielfunktion des Kerni-
ghan-Lin-Algorithmus gefunden werden:
Fiir die zu losende Aufgabe misst man die Qualitdt einer Bisektion P =
(A, B) der Knotenmenge V' anhand des Wertes cutq/(P) — cutg(P), wobei
cutg(P) den Schnitt der Bisektion im Graphen G beschreibt. Um das oben
beschriebene Ziel zu erreichen, gilt es dann, diesen Wert zu maximieren. Dazu
werden die ,dValues’ D, der Knoten v in G und die ,nValues' N, der Knoten
v in G’ berechnet. Mit diesen Werten wird dann in Schritt5 wie folgt der
Gewinn berechnet:

gain(a;, b;) = gaing(a;,b;) + gaing (a;, b;)
= Dy, + Dy, — 2 wWap, + Noy, + Ny, + 2 w;ibi

Dabei beschreibt gaing(a,b) analog wieder den Gewinn, der im Graphen G
durch den Tausch der Knoten a und b erzielt wird. Vertauscht man in der
Bisektion P nun zwei Knoten a; und b;, fiir die gain(a;, b;) > 0 gilt, dann
verdndern sich der Schnitt cutg(P) im Sympathiegraphen und der Schnitt
cute (P) im Antipathiegraphen so, dass cutg(P) — cutg(P) nach dem Tausch
grofier ist als davor.

Da der urspriingliche Kernighan-Lin-Algorithmus erhalten bleibt, der ein-
zige Zusatz darin besteht, dass hier doppelt so viele Werte, die ,dValues® und
die ;nValues’ der Knoten, bestimmt und aktualisiert werden, ist die Lauf-
zeit des hier entwickelten MinMax-Bisektionierungsalgorithmus ebenfalls in
O(n?).

Um die gesuchten k-Sektionen zu erhalten, werden wieder die Zwei-Wege-
und die Mehr-Wege-Methode eingesetzt. Sie werden im Folgenden als Min-
Maax-Sektionierungsalgorithmen bezeichnet. Die in Abschnitt[5.5.2] vorgestell-
te sektionsoptimierte Durchlaufreihenfolge fiir die Mehr-Wege-Methode wird
hier entsprechend angepafit: Das néchste zu optimierende Elementpaar P =
(A, B) wird danach ausgesucht, wessen Differenz cutq/ (P) — cutg(P) am
kleinsten ist.

Die Berechnung des Gewinnes gain(a;, b;) als Summe der einzelnen Ge-
winne im Sympathie- und Antipathiegraphen bietet die Moglichkeit eine Ge-
wichtung vorzunehmen. Verwendet man als Gewinn

gain(a;, b;) == g+ - gaing(a;, b;) + g~ - gaing (a;,b;) mit g7, g7 € R
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und wihlt ¢g* > ¢~, so wird bei der zugehorigen Sektionierung die Minimie-
rung der Sympathieschnitte entsprechend stérker gewichtet als die Maximie-
rung der Antipathieschnitte. Wiinscht man keine Gewichtung, so setzt man
gt = g= = 1. Dass durch stirkere Gewichtung der Sympathiegewinne eine
,, Verschiebung” der Sympathie- und Antipathieerfiillungen verursacht wird,
geht aus den entsprechenden Experimenten in Abschnitt[6.4.10] hervor.
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Kapitel 6

Experimente

Bei Experimenten zum Kernighan-Lin-Algorithmus in [KL70] wurde bei-
spielsweise untersucht, welche Startbisektion sich zur Optimierung am besten
eignet. B. W. Kernighan und S. Lin testeten auflerdem, wie viele Iterations-
schritte notig sind, bis ein lokales Minimum erreicht wird. Sie beobachteten
bei der Mehr-Wege-Methode, wie stark die Durchlaufzahl steigt, wenn man
die Anzahl Knoten und Gruppen erhoéht. Allerdings wurden bei diesen Ex-
perimenten beliebige zufillige Graphen verwendet.

Um die hier entwickelte Strategie zur Gruppeneinteilung zu untersuchen,
werden aus der Kontaktaufnahme resultierende Bewertungen konstruiert, die
nah an denen der Realitdt sind. Auf diesen speziellen Sympathie- und Anti-
pathiegraphen werden die in Kapitel[5.6) definierten MinMax-Sektionierungs-
algorithmen getestet. Unter anderem werden Experimente zur Verwendung
unterschiedlicher Startsektionen durchgefiihrt und die Anzahl der Schleifen-
durchléufe in den unterschiedlichen Sektionierungsalgorithmen beobachtet.
Zudem wird bei den MinMax-Sektionierungen, wie auch bei den Sektio-
nierungen mit Hilfe des urspriinglichen Kernighan-Lin-Algorithmus unter-
sucht, in wieweit Gruppenbalanciertheit erreicht wird. Weitere Experimente
beschéftigen sich mit der Erfiillung der Sym- und Antipathien. Die Frage
ist, wie viele der ausgesprochenen Sym- und Antipathien bei der ermittel-
ten Gruppeneinteilung pro Person realisiert werden. Und wie verdndern sich
diese Ergebnisse, wenn man beispielsweise mehr Sym- als Antipathien aus-
sprechen lédsst oder die Gewichtung innerhalb der Zielfunktion der MinMax-
Sektionierungen variiert?

7
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6.1 Generierung der Daten

Unter Angabe der geraden Personenzahl n und der Anzahl pro Person zu
fithrender Gespréiche g < [logyn| kann die Adjazenzmatrix des Knodel-
Graphen Knd(n,g) ermittelt werden. Nun soll eine realistische Aussprache
von p Sympathien und n Antipathien nachgebildet werden, wobei p+n < g
gilt. In der Realitét ist zu beobachten, dass es Personen gibt, die den {ibrigen
Teilnehmern sympathischer sind als alle anderen. Wird nun angenommen,
dass jedem Gespréachspartner einer Person mit Wahrscheinlichkeit (1/g) eine
bestimmte Bewertung ausgesprochen wird, so tritt der Fall, dass eine Per-
son von all seinen Gespréachspartnern als ,,sympathisch® bewertet wird, mit
Wahrscheinlichkeit (1/¢)? ein. Aufgrund der Tatsache, dass die Teilnehmer
nur fliichtigen Kontakt zueinander aufnehmen und dann recht spontan Be-
wertungen vergeben, scheint obige Wahrscheinlichkeitsverteilung der Bewer-
tung fiir die Generierung der Sympathie- und Antipathiegraphen geeignet zu
sein. Die Adjazenzmatrizen dieser Graphen werden daher aus der Adjazenz-
matrix des Kontaktgraphen gebildet, indem pro Zeile p und n unterschied-
liche Eintrdge # 0 ausgewéhlt werden. Alle {ibrigen (¢ — p — n) Eintrédge
einer Zeile werden 0 gesetzt, stellen somit die neutral bewerteten Personen
dar. Die beiden entstehenden Adjazenzmatrizen entsprechen nun also den
gerichteten Sympathie- und Antipathiegraphen. Diese werden, wie in Kapi-
tel[d.2] beschrieben, in ungerichtete Graphen konvertiert und im Folgenden
zur experimentellen Untersuchung der Gruppeneinteilung verwendet.

Fiir die Experimente werden je 100 Graphenpaare aus Sympathie- und
Antipathiegraphen mit 20, 30, 40, . .., 100 Knoten generiert. Der vollstédndige
Knodel-Graph ist in diesen Féllen 4-, 5- oder 6-regulér. Um bei Graphen un-
terschiedlicher Ordnungen sowohl die Schnitte, als auch die Erfiillungen von
Sym- und Antipathien der gefundenen Sektionen besser miteinander verglei-
chen zu konnen, wird fiir alle Graphen die Gespriachszahl ¢ = 4 gewéhlt.
Der jeweilige Kontaktgraph der Ordnung n ist demnach der Knoédel-Graph
Kné(n,4).

Bei der Generierung der Daten kann auflerdem gewéhlt werden, wie viele
Sym- und Antipathien pro Person ausgesprochen werden. Fiir einen grofien
Teil der durchgefithrten Experimente werden bei 4 fliichtigen Kontakten pro
Person je zwei Sym- und Antipathien vergeben. Wird in Abschnitt[6.4.9] un-
tersucht, wie sich die Ergebnisse verdndern, wenn die Anzahl Sympathien die
Anzahl Antipathien iiberwiegt, so werden Daten generiert, die die Ausspra-
che von drei Sympathien und einer Antipathie nachbilden.
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6.2 Verschiedene Parameter

6.2.1 Startbisektionen

Wie in Abschnitt[5.4.1] beschrieben, koénnen auf bipartiten Graphen recht
gute und doch gewissermaflen beliebige Bisektionen als Eingabe fiir den ur-
spriinglichen Kernighan-Lin-Algorithmus angegeben werden. Die Elemente
dieser Startbisektionen bestehen je zur Hilfte aus Knoten der Menge A bzw.
B des bipartiten Graphen G = (A U B, F). Sie werden nun auch fiir die
MinMax-Sektionierung bei Verwendung der Zwei-Wege-Methode getestet.

(Zu den folgenden Definitionen betrachte man untere Abbildung.)

Zur Untersuchung, ob die Eingabe anderer Bisektionen schlechtere lokal op-
timale Sektionen liefern, wird auch eine Startbisektion verwendet, deren
Schnitt maximal ist. Diese ist die Bisektion P, := (P, ;) mit P, = A
und P, = B. Eine weitere, diesmal gruppenbalancierte Startbisektion P, :=
(P, Py) ist die Knotenteilung, bei der P, und P, je genau zwei Knoten aufein-
anderfolgender Nummerierung 7 und 7 4+ 1 enthalten. Das heifit es gilt P, :=
{0,1,4,5,8,...} und P, := {2,3,6,7,10,...}. Die dritte untersuchte Start-
bisektion P, := (P;, P») setzt sich zusammen aus P; := {0,1,2,...,n/2 — 1}
und P := {n/2,n/2 +1,...,n — 1}. Sie ist ebenfalls gruppenbalanciert.
Beim jeweiligen Experiment wird angegeben, welche der drei Startbisektio-
nen P,, P, und P, verwendet wird.
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6.2.2 Start-k£-Sektionen

(Zu den folgenden Definitionen betrachte man untere Abbildung.)

Auf dhnliche Weise werden mehr oder weniger giinstige k-Sektionen als Start-
k-Sektionen der Mehr-Wege-Methode festgelegt. Die erste k-Sektion P, :=
(P, Py, ..., Py) teilt die Knotenmengen A und B in k/2 anndhernd gleich
grofle Teile. Ist k allerdings ungerade, so entsteht neben (k — 1)/2 Gruppen,
die nur aus Knoten der Menge A bzw. B des bipartiten Graphen G = (AU
B, E) bestehen, auch eine Gruppe, die gruppenbalanciert ist. Der Schnitt die-
ser k-Sektion ist folglich auf allen bipartiten Graphen relativ grof3. Bei der k-
Sektion P, := (Py, Ps, ..., Py) mit P, := {,jedes k-te Element der nach Num-
merierung sortierten Menge A und fortlaufend der Menge B“}, Py := {, je-
des k-te Element beginnend bei dem zweiten Element der Menge A und
fortlaufend der Menge B“} usw. sind hingegen alle Elemente gruppenbalan-
ciert. Eine weitere gruppenbalancierte k-Sektion P.:= (Py, Ps,..., P) setzt
sich aus P, := {0,...,n/k — 1}, P, :== {n/k,...,2-n/k — 1} bis P, :=
{(k=1)-n/k,...,n — 1} zusammen. Es wird jeweils angegeben, welche der
verschiedenen Start-k-Sektionen P,, P, und P, bei den Experimenten getes-
tet werden. Zur besseren Lesbarkeit werden sie hier auch als Startsektionen
bezeichnet.

@ O
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6.2.3 Fokusse der Sektionierung

Wie beschrieben, kann der eigentliche Kernighan-Lin-Algorithmus zur Su-
che einer lokal minimalen Sektion auch verwendet werden, um eine lokal
maximale Sektion oder eine Sektion zu finden, die in einem von zwei ver-
schiedenen Graphen lokal minimal und im anderen zugleich lokal maximal
ist. Die entstehenden Sektionierungsalgorithmen auf Basis dieser drei Vari-
anten des Kernighan-Lin-Algorithmus werden hier Min-, Maz- und MinMazx-
Algorithmus genannt. Es wird in den Experimenten angegeben, die Ergeb-
nisse welcher dieser Algorithmen jeweils betrachtet werden.

6.2.4 Sektionierungsmethoden

Es werden die Zwei-Wege- und die Mehr-Wege-Methode untersucht. Aller-
dings konnen mit der Zwei-Wege-Methode nur k-Sektionen mit k = 2" ermit-
telt werden. Da erfahrungsgeméifl 6 Personen sehr gut im Team zusammenar-
beiten, wird entsprechend der Graphgrofien eine 4-, 8- oder 16-Sektionierung
vorgenommen. Die einzelnen Werte k zu den Ordnungen n der Graphen sind
Tabelle[6.1] zu entnehmen. Ist n nicht durch k teilbar, so entstehen Sekti-
onselemente, deren Gréfien g sich um 1 unterscheiden. Diese Gréflen werden
durch , [n/k| — [n/k]*“ notiert.

ni 20 30 |40| 50 60 70 180 90 100
4 4 8 8 8 16 |16 | 16 16
gl o5 |7=-8]5]|6=T|7—8]4—-5]5|5-6|6-7

o

Tabelle 6.1: Zwei-Wege-Methode — Anzahl Sektionselemente k£ und deren
Grolen g bei Graphen der Ordnung n

Werden in den Experimenten die Ergebnisse der Zwei- und die Mehr-
Wege-Methode miteinander verglichen (siehe Abschnitt, so werden bei
der Mehr-Wege-Methode dieselben k-Sektionierungen vorgenommen. Betrach-
tet man jedoch einzig Ergebnisse der Mehr-Wege-Methode, so konnen belie-
bige grofle Sektionen ermittelt werden. Die Gréfle k£ der Sektionen richtet
sich dann alleine nach der Ordnung n der Graphen und der hier gewéhlten,
idealen GruppengroBe g =~ 6. Tabelle[6.2] zeigt die entsprechend gewéhlten
Werte fiir k.
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ni| 20 |30 40 50 | 60| 70 80 |90 | 100
10 | 11 13 | 15| 17
g||6—-7/6[5-6]6—-7|6|6-7]6—-7]6/]5—6

ol
w
ot
-3
0]

Tabelle 6.2: Mehr-Wege-Methode — Anzahl Sektionselemente k& und deren
GroBen g bei Graphen der Ordnung n

6.2.5 Durchlaufreihenfolgen der Mehr-Wege-Methode

Fiir die Mehr-Wege-Methode wurden in Abschnitt[5.5.2] drei verschiedene
Durchlaufreihenfolgen beschrieben, die feste, zuféllige und sektionsoptimier-
te. In den Experimenten wird jeweils angegeben, welche Reihenfolgen verwen-
det werden. Beim Vergleich der Zwei- mit der Mehr-Wege-Methode wird bei-
spielsweise ausschlieflich die zufillige Reihenfolge eingesetzt, da diese meist
die besseren Ergebnisse liefert. Um deutlich zu machen, dass es sich hierbei
um einen Parameter der Mehr-Wege-Methode handelt, wird im Folgenden
die Bezeichung , MW-Durchlaufreihenfolge“ verwendet.

6.2.6 Gewichtungen

Dieser Parameter betrifft ausschliefllich die MinMax-Sektionierung. Wie in
Abschnitt[5.6|beschrieben, kann bei der Berechnung des Gewinnes gain(a;, b;)
eine Gewichtung der einzelnen Gewinne im Sympathie- und im Antipathie-
graphen vorgenommen werden. In fast allen der hier durchgefithrten Experi-
mente wird g* = g~ = 1 gewéhlt. Wird in Abschnitt[6.4.10]die Abhéngigkeit
der Ergebnisse von einer stirkeren Gewichtung der Sympathiegewinne unter-
sucht, so gilt ¢ = 2 und g~ = 1. Die Gewinne im Sympathiegraphen werden
hier also doppelt so stark gewichtet wie die im Antipathiegraphen. Die in
diesen Experimenten angegebenen Ergebnisse des Min-Algorithmus dienen
dem Vergleich, die Gewichtung hat aber keinerlei Auswirkung auf diese.

6.3 Darstellungsform der Ergebnisse

In den beschriebenen Experimenten werden die vorgestellten Sektionierungs-
algorithmen untersucht. Die Darstellung der erzielten Ergebnisse erfolgt durch
Graphiken, die mit dem Programm Gnuplot erstellt wurden. In diesem Ab-
schnitt sollen die dazu gewihlte Darstellungsformen erlédutert werden.
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6.3.1 Anzahl Iterationsschritte und Durchliaufe

Untersucht man die Anzahl der Iterationsschritte bzw. Durchldufe der ver-
schiedenen Algorithmen, so werden die Ergebnisse durch sogenannte Fehler-
balken dargestellt. Dabei ist der Kreis auf einem Fehlerbalken der Mittelwert
der Anzahlen iiber alle 100 bearbeiteten Graphen. Das obere bzw. untere
Ende des Balken ist der Mittelwert aller Werte, die oberhalb bzw. unterhalb
des gesamten Mittelwertes liegen. So kann abgeschétzt werden, wie viele Ite-
rationen bzw. Durchldufe im Mittel notwendig sind, bis ein lokales Optimum
erreicht wird, und wie stark durchschnittlich die Abweichung von diesem
Mittelwert ist.

6.3.2 Abweichung des Schnittes vom Optimum

In bestimmten Experimenten werden iiber alle Sympathie- und Antipathie-
schnitte eines Graphen je das Minimum und das Maximum ermittelt. Sie
werden absolutes Minimum und absolutes Maximum genannt und dienen da-
zu die prozentualen Abweichungen der grofleren Sympathie- bzw. kleineren
Antipathieschnitte vom Minimum bzw. Maximum berechnen zu kénnen. Die
Abweichungen multipliziert mit dem absoluten Minimum bzw. Maximum er-
gibt also die jeweils erzielten Sympathie- bzw. Antipathieschnitte. In den
entsprechenden Graphiken werden die absoluten Minima und Maxima als
Linie auf Hohe des Wertes 1 dargestellt. Die Abweichungen werden schlief3-
lich je fiir den Min-, Max- und den MinMax-Algorithmus iiber 100 Graphen
einer Ordnung gemittelt und durch Impulse zur Linie ,1“ dargestellt. In
den Graphiken wird die Abweichung der Sympathieschnitte vom absoluten
Minimum Min-Abweichung und die der Antipathieschnitte vom absoluten
Maximum Maz-Abweichung genannt.

6.3.3 Schnitt

Eine weitere Moglichkeit, die Ergebnisse verschiedener Algorithmen oder ei-
nes Algorithmus unter Verwendung verschiedener Startsektionen zu unter-
suchen, ist, die Schnitte der jeweils erhaltenen lokalen Optima in Graphiken
zu prasentieren. Dazu werden die Schnitte im Sympathie- und Antipathie-
graphen, die vom MinMax-Algorithmus Bestimmt werden, durch oben ein-
gefithrte Fehlerbalken dargestellt. Um sehen zu konnen, wie nah die jewei-
ligen Schnitte am vom Min-Algorithmus ermittelten Sympathieschnitt und
am vom Max-Algorithmus ermittelten Antipathieschnitt liegen, werden Ge-
raden eingefiigt, die dies ermoglichen. Eine Gerade als obere Schranke fiir
die Maxima der Antipathieschnitte ist leicht zu bestimmen: Im bipartiten
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Antipathiegraphen ist der maximal mogliche Schnitt das Produkt aus der
Anzahl pro Person ausgesprochener Antipathien und der Personenzahl. Fiir
die Gerade zur Darstellung der Minima kann nur eine Ndherung anhand der
Ergebnisse des Min-Algorithmus angegeben werden: Dafiir werden die fiir die
Fehlerbalken notwendigen Werte ermittelt, an die dann mit dem Levenberg-
Marquardt-Verfahren (siche [Ahn04], S.581f) eine Gerade gendhert wird.
Anhand dieser Gerade konnen letztendlich auch die Ergebnisse des Min-
Algorithmus miteinander verglichen werden.

6.3.4 Gruppenbalanciertheit

Die in Abhéngigkeit von den Mengen A und B des bipartiten Graphen
G = (AU B, E) definierte Gruppenbalanciertheit einer Sektion (siehe Ab-
schnitt5.1.2) wird in den Experimenten wie folgt untersucht:

Weicht das Verhéltnis von Knoten der Menge A zu Knoten der Men-
ge B in einem Sektionselement von 1 ab, so befinden sich in diesem ohne
Beschriankung der Allgemeinheit mindestens zwei Knoten mehr aus A als
aus B. Tauscht man in einem minimal unbalancierten Element folglich einen
Knoten aus A gegen einen Knoten aus B aus, so betrigt die Balanciertheit
1. Den Wert auszutauschender Knoten kann man als Maf fiir die Unbalan-
ciertheit verwenden. Ist die Unbalanciertheit also grof3, so sind viele Knoten
auszutauschen, um Gruppenbalanciertheit herzustellen.

Betrachtet man Sektionselemente mit ungerader Anzahl von Knoten, so
kann das Verhéltnis der Knoten aus A zu denen aus B nie 1 betragen. Folglich
wird hier als Mafl die Anzahl Knoten verwendet, die auszutauschen ist, bis
die maximal mogliche Balanciertheit erreicht ist.

Die iiber 100 bearbeiteten Graphen ermittelten Unbalanciertheiten wer-
den in Graphiken ebenfalls mit Fehlerbalken abgebildet. Im Falle der Sektio-
nierung mit der Mehr-Wege-Methode kann fast maximale Unbalanciertheit
eintreten. Es wird in den entsprechenden Graphiken zur Veranschaulichung
eine Gerade eingefiigt, die eine obere Schranke fiir die Unbalanciertheiten
darstellt. Diese erfiillt f(z) = 5. Die genauen GroBen der maximal moglichen
Unbalanciertheiten hier betrachteter Graphen sind in Tabelle[6.3] zu finden.

4050 |60 | 70 | 8
| 18]23|30|31]3

| 90 | 100 |
|45 | 48 |

0
8

Tabelle 6.3: Maximale Unbalanciertheit © von Graphen der Ordnung n bei
Sektionierung mit der Mehr-Wege-Methode
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6.3.5 Erfiillung der Sym- und Antipathien
Wie in Abschnitt[5.1.3] beschrieben, wird untersucht, wie viele der pro Per-

son ausgesprochenen Sym- und Antipathien bei der Gruppeneinteilung erfiillt
werden. Dazu wird {iber alle Personen jedes Graphen einer Ordnung die An-
zahl erfiillter Sym- und Antipathien gemittelt. Punkte in den Graphiken
geben dieses Mittel prozentual zu den jeweils ausgesprochenen Bewertungen
an. Die Prozentzahl wird als Erfillung pro Person bezeichnet. Bei Betrach-
tung der Ergebnisse ist zu beriicksichtigen, dass in den Experimenten von
Abschnitt[6.4.9] drei Sympathien und eine Antipathie ausgesprochen werden
und deren Anzahlen in den iibrigen Abschnitten jeweils 2 betragen.

Um genauere Informationen zur Erfiilllung der Sym- und antipathien zu
erhalten, wird in einem anderen Experiment beobachtet, wie viele der Per-
sonen bei der Gruppeneinteilung keine Sympathie, keine Antipathie oder
gleichzeitig keine Sympathie und keine Antipathie erfiillt bekommen. Diese
Personenzahl wird prozentual zur gesamten Anzahl Personen angegeben und
in den Graphiken durch Punkte dargestellt. Die Prozentzahlen werden als
Nichterfiillung der jeweiligen Bewertungen bezeichnet. Da meist die Nich-
terfilllung der Sympathien um einiges grofler ist als die Nichterfiillung der
Antipathien und der Sym- und Antipathien zugleich, werden sie in getrenn-
ten Graphiken présentiert.

6.4 Experimentelle Ergebnisse

Im Folgenden werden die ausgefiihrten Experimente und ihre Ergebnisse be-
schrieben. Die zugehorigen Graphiken sind jeweils in den Abbildungen glei-
cher Nummerierung wie die Experimente zusammengestellt.

6.4.1 Anzahl Iterationsschritte des Kernighan-Lin-Al-
gorithmus

B. W.Kernighan und S. Lin geben in [KL70] an, dass auf Graphen der Ord-
nung < 360 im Mittel 2 bis 4 Iterationen notwendig sind bis der Min-
Algorithmus ein lokales Minimum erreicht. Es ist nun zu {iberpriifen, ob
dies auch auf den hier zu sektionierenden bipartiten Graphen gilt. Aulerdem
stellt sich die Frage, wie viele Iterationsschritte beim Max- und MinMax-
Algorithmus benotigt werden.

Experiment 6.1 Nach wie vielen Iterationsschritten wird bei der Bisektion
mit dem Kernighan-Lin-Algorithmus ein lokales Optimum erreicht?
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Startbisektionen: P,, Py, und P,;
Algorithmen: Min-, Maz- und MinMazx-Algorithmus.

Klar ersichtlich ist, dass im Schnitt nicht mehr als 4 Iterationsschritte
bendétigt werden. Die von B. W. Kernighan und S. Lin empirisch ermittelten
2 bis 4 Iterationen bis ein lokales Minimum erreicht wird, konnen in diesem
Experiment also bestétigt werden. Bei Verwendung der Startbisektionen P,
und P, wird die Iteration im Min-Algorithmus auf grofleren Graphen haufig
auch mehr als 4 mal durchlaufen. Die Bisektion P, scheint hingegen ,,n&her”
an einem lokalen Minimum zu liegen. Dieses wird in den meisten Féllen schon
nach 1 bis 2 Iterationsschritten erreicht. Dabei scheint die Zahl an Iterationen
sogar unabhéngig von der Grofle der bearbeiteten Graphen zu sein, was bei
den anderen Startbisektionen nicht der Fall war. Dort steigt mit der Ordnung
des Graphen auch die Anzahl notwendiger Iterationsschritte.

Betrachtet man die Ergebnisse des Max-Algorithmus so erkennt man so-
fort, dass mit der Bisektion P, ein lokales Maximum als Startbisektion ver-
wendet wird. Es wird kein einziger Iterationsschritt ausgefiihrt, da der Schnitt
dieser Bisektion nach Definition maximal iiber alle Bisektionen dieser Gra-
phen ist. Bei den beiden anderen Bisektionen P, und P, sind durchschnittlich
1 bis 3 bzw. 4 Iterationen notwendig. Auch hier wird bei grofleren Graphen
erst nach ldngerer Iteration ein lokales Maximum erreicht.

Beim MinMax-Algorithmus ist kaum ein Unterschied zwischen den ver-
schiedenen Startbisektionen zu erkennen. Alle scheinen gleich ,nah* an ei-
nem lokalen Optimum zu liegen. Im Schnitt werden 1 bis 3 Iterationsschritte
bendtigt.

Bilden die lokalen Optima, die hier nach unterschiedlich vielen Iterati-
onsschritten ausgegeben werden, aber auch , gute* Bisektionen? Der Fra-
ge, ob sich die eine oder die andere Bisektion besser als Startbisektion des
Kernighan-Lin-Algorithmus eignet, wird in Experiment[6.4]in Abschnitt[6.4.3]
nachgegangen.

6.4.2 Anzahl Durchliaufe der Mehr-Wege-Methode

Zur Untersuchung, nach wie vielen Durchldufen die Mehr-Wege-Methode ein
lokales Optimum erreicht, werden zwei Experimente durchgefiihrt. Das Ers-
te bildet fiir alle Graphen eine 4-Sektionierung. B. W. Kernighan und S. Lin
schreiben in [KL70], dass bei der k-Sektionierung von Graphen der Ordnung
< 100 mit k£ < 6 weniger als 5 Durchldufe benctigt werden.

Experiment 6.2 Nach wie vielen Durchliufen der Mehr- Wege-Methode zur
4-Sektionierung wird ein lokales Optimum erreicht?
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Anzahl Iterationsschritte

Anzahl Iterationsschritte

Abbildung 6.1: Experiment[6.]]
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(b) Startbisektion P,
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(c) Startbisektion P,

Start-k-Sektionen: P,, P, und P.;
MW-Durchlaufrethenfolgen: fest, zufillig, sektionsoptimiert;
Algorithmen: Min-, Maz- und MinMazx-Algorithmus.

Es féllt als Erstes auf, dass der Max-Algorithmus generell schneller ein
lokales Optimum erreicht als die anderen beiden Algorithmen. Man erkennt,
dass die Startsektion P, sogar selber ein lokales Maximum ist, falls die Ord-
nung des Graphen durch 4 teilbar ist. Nach Definition bestehen die einzelnen
Sektionselemente dann ndmlich ausschliefflich aus Knoten der einen Menge
des bipartiten Graphen. Falls die Knotenzahl n kein Vielfaches von 4 ist,
ist stets genau ein Durchlauf notwendig. Dies hdngt wohl damit zusammen,
dass die Startsektion in diesem Fall ein gruppenbalanciertes Element enthélt.
Die Startsektion scheint folglich nach einer Anwendung des Kernighan-Lin-
Algorithmus auf die Kombination dieses Elementes mit einem beliebigen
anderen Sektionselement lokal maximal zu sein. Auch bei Verwendung der
Startsektion P, kommen lokale Maxima zum Vorschein. Bei den Knotenzah-
len 20,60 und 100 ist ebenfalls keine Verbesserung der Sektion durch die
Anwendung der Mehr-Wege-Methode moglich. Bei den iibrigen Graphen ist
héufig nur ein Durchlauf zum Erreichen eines lokalen Maximums notwendig.

Fiir den Min- und den MinMax-Algorithmus werden mehr Durchlédufe
bendtigt, meist 2 bis 5 bzw. 4. Betrachtet man die Startsektionen P, und



6.4. EXPERIMENTELLE ERGEBNISSE

Anzahl Durchlaeufe

Anzahl Durchlaeufe

Abbildung 6.2: Experiment[6.2]
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(b) Start-k-Sektion P,, zuféllige Reihenfolge
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(c) Start-k-Sektion P,, sektionsoptimierte Reihenfolge
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(e) Start-k-Sektion Py, zufillige Reihenfolge
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(f) Start-k-Sektion P, sektionsoptimierte Reihenfolge
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(h) Start-k-Sektion P,., zuféllige Reihenfolge
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(i) Start-k-Sektion P., sektionsoptimierte Reihenfolge

Py, so braucht der Min-Algorithmus gegeniiber dem MinMax-Algorithmus
héufig mehr Schritte. Wéahrend bei Verwendung von P, schon nach weni-
ger Durchldufen als bei P, ein lokales Optimum erreicht wird, ist die Anzahl
Durchlédufe bei P, noch geringer; sie betrédgt in den meisten Féllen weniger als
2. Bei P, und P, fallt zusétzlich auf, dass beide Algorithmen, der Min- und der
MinMax-Algorithmus, bei zufilliger Durchlaufreihenfolge mehr Durchlédufe
benétigen. Dies hdngt wohl damit zusammen, dass in jedem Durchlauf un-
terschiedliche Elemente miteinander kombiniert werden und jeweils eine Op-
timierung mit dem Kernighan-Lin-Algorithmus moglich ist.

Das zweite Experiment ermittelt die Anzahl Durchlaufe bei gleichméfiger
Sektionierung, das heiflt, bei k-Sektionierungen mit unterschiedlich grofien
Werten von k.

Experiment 6.3 Nach wie vielen Durchliaufen der Mehr-Wege-Methode zur
k-Sektionierung (k nach Tabelle[6.3) wird ein lokales Optimum erreicht?
Start-k-Sektionen: P,, P, und P,;

MW-Durchlaufrethenfolgen: fest, zufillig, sektionsoptimiert;

Algorithmen: Min-, Max- und MinMaz-Algorithmus.

Wird die Gruppeneinteilung also derart vorgenommen, dass moglichst
Gruppen mit 6 Personen entstehen, so fallen starke Unterschiede bei der
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Abbildung 6.3: Experiment[6.3)]
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(c) Start-k-Sektion P,, sektionsoptimierte Reihenfolge
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(d) Start-k-Sektion Py, feste Reihenfolge
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(e) Start-k-Sektion P, zuféllige Reihenfolge
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(h) Start-k-Sektion P,, zufillige Reihenfolge
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(i) Start-k-Sektion P., sektionsoptimierte Reihenfolge

Verwendung verschiedener Durchlaufreihenfolgen auf. Bei der Mehr-Wege-
Sektionierung mit zufélliger Reihenfolge werden auf grofien Graphen bis zu
10 bzw. 8 Durchldufe im Min- bzw. MinMax-Algorithmus benétigt. Wie
im vorherigen Experiment erldutert, hingt dies mit den unterschiedlichen
Elementkombinationen zusammen, fiir welche es natiirlich mehr Méglich-
keiten gibt, wenn mehr Elemente zur Verfiigung stehen. Dabei erreicht der
MinMax-Algorithmus stets etwas schneller ein lokales Optimum als der Min-
Algorithmus. Die Startsektionen scheinen demnach ,,néher* an einem lokalen
Optimum der MinMax-Sektionierung zu liegen als an einem lokalen Mini-
mum.

Der Max-Algorithmus stoppt meist nach nur einem Durchlauf, egal welche
Startsektion oder Durchlaufreihenfolge man wéhlt. Interessant ist, dass bei
den Graphen der Ordnung 70 und 80 die Sektion P, ein lokales Maximum ist.
Da hier jedoch die Ergebnisse des MinMax-Algorithmus stérker in Betracht
gezogen werden sollen, wird im Weiteren nicht néher untersucht, ob diese
lokalen Maxima ,,gute“ maximale Antipathieschnitte sind.
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6.4.3 Startbisektionen des Kernighan-Lin-Algorithmus

Bei diesem Experiment soll die Frage beantwortet werden, wie stark der Ein-
flufl der Startbisektion auf die Ergebnisse des Kernighan-Lin-Algorithmus
ist. Um die Ergebnisse der Algorithmen unter Verwendung der verschiede-
nen Startbisektionen P,, P, und P. miteinander zu vergleichen, wird zuerst
untersucht, wie stark die jeweils erzielten Schnitte vom absoluten Optimum
abweichen.

Experiment 6.4 Wie grofs ist die Abweichungen vom absoluten Optimum
bei Verwendung verschiedener Startbisektion im Kernighan-Lin-Algorithmus?
Startbisektionen: P,, B, und P,;

Algorithmen: Min-, Maz- und MinMax-Algorithmus.

Man erkennt, dass sich die Graphiken zu den drei Startbisektionen kaum
unterscheiden. Die Startbisektionen scheinen demnach keinen Einflul auf die
Ergebnisse des Kernighan-Lin-Algorithmus unter Verwendung verschiedener
Fokusse zu haben.

Das Experiment zeigt im Einzelnen, dass die Ergebnisse des Min-Algorith-
mus proportional zum absoluten Minimum nur geringfiigig grofler sind als das
absolute Minimum. Die Groie dieser Abweichung ist unabhéngig von der
Ordnung des bearbeiteten Graphen. Bei den Ergebnissen des Max-Algorith-
mus stimmen hingegen alle mit dem absoluten Maximum iiberein. Das heifit,
die Erfolgsrate des Kernighan-Lin-Algorithmus mit Fokus ,,Maximierung®
scheint 1 zu sein. Man beobachte nun die Ergebnisse des MinMax-Algorith-
mus: Mit der Grofle der Graphen wéchst die proportionale Abweichung des
Sympathieschnittes vom absoluten Minimum. Bei Graphen der Ordnung 100
ist der lokal optimale Sympathieschnitt durchschnittlich sogar 6 mal so grof3
wie das absolute Minimum. Der lokal maximale Antipathieschnitt weicht hin-
gegen proportional nur wenig vom absoluten Maximum ab. Das bedeutet, die
Differenz zwischen dem lokal optimalen Antipathieschnitt und dem absoluten
Maximum wéachst proportional zum absoluten Maximum.

Man beobachte nun die Schnitte der Ergebnissektionen, die der Min- und
der MinMax-Algorithmus liefern. Da obiges Experiment ergeben hat, dass
die Verwendung der drei verschiedenen Startbisektionen keine stark unter-
schiedlichen Losungen liefern, wird das Folgende nur fiir P, ausgefiihrt.

Experiment 6.5 Welche Léisungen liefert die Bisektion mit dem Kernighan-
Lin-Algorithmus?

Startbisektion: P,;

Algorithmen: Min- und MinMaz-Algorithmus.
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Abbildung 6.4: Experiment[6.4]
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Abbildung 6.5: Experiment[6.5|
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Der Min-Algorithmus liefert bei der Bisektionierung fast unabhéngig von
der Groe der Graphen Sympathieschnitte der Gréfle 10. Die an die absoluten
Minima genédherte Gerade hat nur eine sehr geringe Steigung. Betrachtet man
die Ergebnisse des MinMax-Algorithmus in Abhéngigkeit der Grofle der Gra-
phen, so erkennt man auch in Graphik[6.5], dass die Abweichung des Sympa-
thieschnittes vom absoluten Minimum proportional zur Gréfle des Minimums
stark wéchst. Die Differenz zwischen den Schnitten des lokalen Optimum und
dem jeweiligen absolutem Optimum scheint allerdings beim Sympathie- und
Antipathieschnitt gleich stark zu wachsen.

6.4.4 Startbisektionen der Zwei-Wege-Methode

Bei der Zwei-Wege-Methode werden durch r rekursive Aufrufe des Kernighan-
Lin-Algorithmus lokal optimale 2"-Sektionen gebildet. Auch wenn die Aus-
gaben der Bisektionierung mit diesem Algorithmus, wie im Experiment[6.4]
gezeigt, unabhéngig von den verwendeten Startbisektionen gleich sind, sollte
fiir die Zwei-Wege-Methode die Verwendung der verschiedenen Startbisektio-
nen untersucht werden.

Experiment 6.6 Welche Lisungen liefern die verschiedenen Startbisektion
bei der Zwei- Wege-Methode?

Startbisektionen: P,, P, und P,;

Algorithmen: Min- und MinMaz-Algorithmus.

Auch hier kann man keine Abhéngigkeit von der verwendeten Startbisek-
tion feststellen. Die an die absoluten Minima genéherte Gerade hat hier al-
lerdings eine grofiere Steigung als bei der Bisektionierung des vorherigen Ex-
perimentes. Dies kommt daher, dass eine Sektionierung in mehr als zwei Ele-
mente, wie sie bei allen Graphen ausgefiihrt wird, auch einen gréf8eren Schnitt
verursacht. Der MinMax-Algorithmus liefert ebenfalls bei allen Startbisektio-
nen P,, P, und P. Sympathie- und Antipathieschnitte gleicher Grolen. Die
Antipathieschnitte weichen hier allerdings deutlich weniger von den absolu-
ten Maxima ab, als die Sympathieschnitte von den absoluten Minima. Die
Sympathieschnitte sind auf Graphen der Ordnung 100 sogar mehr als doppelt
so grof} wie das absolute Minimum. Der mit dem MinMax-Algorithmus erziel-
ten Sektionen scheinen demnach bei der k-Sektionierung mit k£ > 2 deutlich
ndher am absoluten Minimum zu sein, als dies bei der Bisektionierung der
Fall war.
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Abbildung 6.6: Experiment[6.6]
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6.4.5 Startsektionen der Mehr-Wege-Methode

Nun werden die Ergebnisse der Mehr-Wege-Methoden unter Eingabe der drei
verschiedenen Start-k-Sektionen miteinander verglichen. Dabei werden wie-
der alle drei Durchlaufreihenfolgen eingesetzt.

Experiment 6.7 Welche Lisungen liefern die verschiedenen Start-k-Sektion
bei der Mehr-Wege-Methode?

Start-k-Sektionen: P,, P, und P,;

MW-Durchlaufreihenfolgen: fest, zufillig, sektionsoptimiert;

Algorithmen: Min- und MinMaz-Algorithmus.

Vergleicht man als Erstes die Graphiken der Abbildungen[6.6] und [6.7 mit-
einander, so fallt auf, dass die an die absoluten Minima gendherte Gerade
auch im besten Fall bei der Mehr-Wege-Methode eine deutlich gréfiere Stei-
gung als die bei der Zwei-Wege-Methode hat. Obwohl bei der Mehr-Wege-
Methode bei Graphen der Ordnung 100 eine nur um eins gréflere Sektion
gebildet wird, ist das absolute Minimum hier mehr als doppelt so grof3. Wel-
che der beiden Methoden bei gleich grofier Sektionierung bessere Ergebnisse
liefert, wird in Abschnitt[6.4.6] untersucht.

Die k-Sektion P, scheint aufgrund ihres grofien Schnittes auf beliebi-
gen bipartiten Graphen zur Verwendung als Startsektion eher ungeeignet.



6.4. EXPERIMENTELLE ERGEBNISSE

200

150

Schnitt

100

50

200

150

Schnitt

100

50

Abbildung 6.7: Experiment[6.7]
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(e) Start-k-Sektion Py, zufillige Reihenfolge
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Die Ergebnisse des Experimentes bestétigen diese Vermutung. Der MinMax-
Algorithmus, als auch der Min-Algorithmus liefern hier lokale Minima, deren
Schnitte sehr nah am absoluten Maximum sind. Nur bei Verwendung der
zufailligen Durchlaufreihenfolge hat die an die absoluten Minima genédherte
Gerade eine deutlich geringere Steigung als bei Verwendung der beiden an-
deren Reihenfolgen. Hier variieren jedoch die Gréfen der Sympathieschnitte
des MinMax-Algorithmus stérker als in den anderen Fillen. Bei Eingabe der
Startsektion P, sind die Sympathieschnitte bei Verwendung der zufilligen
Durchlaufreihenfolge ebenfalls leicht kleiner als die bei Verwendung der al-
ternativen Reihenfolgen. Startsektion P, scheint hingegen unabhéngig von
der Durchlaufreihenfolge zu sein. Die zugehérigen Graphiken unterscheiden
sich kaum voneinander, und die Ergebnisse gehtren zu den Besten der mit
der Mehr-Wege-Methode in diesem Experiment ermittelten.

6.4.6 Vergleich von Zwei- und Mehr-Wege-Methode

Zum Vergleich von Zwei-Wege- und Mehr-Wege-Methode werden die Sympa-
thie- und Antipathieschnitte der einzelnen Algorithmen wieder in Abhéngig-
keit des jeweiligen absoluten Optimum betrachtet. Dazu wird hier bei beiden
Methoden eine k-Sektionierung mit k = 2" nach Tabelle[6.1] durchgefiihrt.
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Experiment 6.8 Wie grof$ sind die Abweichungen vom Optimum bei der
Zwei- und der Mehr-Wege-Methode?

Startbisektion bzw. k-Sektion: P.;

MW-Durchlaufrethenfolge: zufillig;

Algorithmen: Min- und MinMaz-Algorithmus.

Es ist offensichtlich, dass alle Werte der Mehr-Wege-Methode starker vom
absoluten Optimum abweichen als die Werte der Zwei-Wege-Methode. Auf-
grund der Ergebnisse des Min-Algorithmus wird vermutet, dass die Zwei-
Wege-Methode eine héhere Erfolgsrate als die Mehr-Wege-Methode hat. Wei-
tere hier nicht aufgefiihrte Experimente belegen dies: In 45% aller Fille liefert
die Zwei-Wege-Methode bei Verwendung der Startbisektion P, auf Graphen
der Ordnungen 20 bis 100 den minimal moglichen Sympathieschnitt. Bei den
beiden anderen Startbisektionen betrigt die Erfolgsrate ca. 33%. Wahrend-
dessen liegen die Erfolgsraten der Mehr-Wege-Methode bei Verwendung der
verschiedenen Start-k-Sektionen alle unter 5%.

Vergleicht man die Graphiken mit denen der Abbildung[6.4] so stellt man
fest, dass die Abweichungen in diesem Experiment alle wesentlich kleiner
sind als die bei der Bisektion mit dem Kernighan-Lin-Algorithmus. Die Sym-
pathieschnitte des MinMax-Algorithmus unter Verwendung der Zwei-Wege-
Methode sind hier nur 1,3 bis 1,6 mal so gro3 wie das absolute Minimum.
Die Ursache hierfiir sind die hoheren Sektionsgréfien. Bildet man Sektionen
mit mehr Elementen, so vergrofiert sich auch der minimal mogliche Sympa-
thieschnitt. Proportional zu absoluten Minimum verkleinert sich dann die
Abweichung der Sympathieschnitte vom Minimum.

Dass auch hier die Antipathieschnitte des MinMax-Algorithmus propor-
tional naher am absoluten Maximum liegen als die Sympathieschnitte am
absoluten Minimum, lédsst vermuten, dass mehr Anti- als Sympathien erfiillt

werden. Experiment|6.11]in Abschnitt|6.4.8| untersucht diese Spekulation.

6.4.7 Gruppenbalanciertheit

Hier wird fiir den Min- und den MinMax-Algorithmus anhand des in Ab-
schnitt[6.3.4] definierten Mafles untersucht, in wie weit ihre Ergebnissektionen
gruppenbalanciert sind. Dazu werden zuerst die Verwendung der Zwei- Wege-
Methode betrachtet.

Experiment 6.9 Wie unbalanciert sind die Lisungen der Zwei- Wege-Me-
thode?

Startbisektionen: P,, P, und P,;

Algorithmen: Min- und MinMaz-Algorithmus.
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Abbildung 6.9: Experiment[6.9]
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In den Graphiken von Abbildung[6.9]ist zu sehen, dass die Sektionierung
mit der Zwei-Wege-Methode unabhéngig von der verwendeten Startbisektion
eine k-Sektion liefert, deren Gruppenbalanciertheit sich bei grofleren Graphen
verschlechtert. Dabei ist die Verschlechterung beim MinMax-Algorithmus
grofer als beim Min-Algorithmus. Eine Unbalanciertheit der Grofie 10 bei
Graphen der Ordnung 100 ist bei einer Einteilung der Knoten in 16 Gruppen
allerdings nicht viel. Im Schnitt sind in diesem Fall nur 63% der Gruppen
minimal unbalanciert, das heifit, das Verhéltnis der Knoten gerader zu den
Knoten ungerader Nummerierung weicht nur entsprechend wenig von 1 ab.
Was zusitzlich auffallt ist, dass die Ergebnissektionen der Graphen mit 20, 40
oder 80 Knoten, deren Elemente alle Gréfle 5 haben, die Gruppenbalanciert-
heit grofer ist als bei den iibrigen Graphen. Im folgenden Experiment wird
beobachtet, ob dies allein mit der Teilbarkeit der Knotenzahl durch die ver-
wendete Gruppenzahl zusammenhingt, oder nur bei der Sektionierung mit
der Zwei-Wege-Methode auftritt.

Experiment 6.10 Wie unbalanciert sind die Lésungen der Mehr- Wege-Me-
thode?

Start-k-Sektionen: P,, P, und P,;

MW-Durchlaufrethenfolgen: fest, zufillig undsektionsoptimiert;
Algorithmen: Min- und MinMaz-Algorithmus.
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Bevor Beobachtungen der Gruppenbalanciertheit zu Graphen bestimm-
ter Ordnungen angestellt werden, stellt man in Anbetracht der Graphiken in
Abbildung[6.10] fest, dass sich auch in diesem Experiment zur Mehr-Wege-
Methode die Startsektion P, als ungeeignet erweist. Die Unbalanciertheit
erreicht bei Verwendung der festen und der sektionsoptimierten Durchlauf-
reihenfolge in vielen Fillen sogar die maximal mogliche Unbalanciertheit.
Dies lédsst darauf schlieflen, dass sowohl die erzielten lokalen Optima des
MinMax-Algorithmus, als auch die lokalen Minima des Min-Algorithmus alle
Antipathien und nur wenige Sympathien erfiillen. Ndhere Untersuchungen
zur Erfiillung folgen im néchsten Abschnitt. Die Verwendung der zufélligen
Reihenfolge in der Mehr-Wege-Methode liefert also in Bezug auf die Gruppen-
balanciertheit auch bei unbalancierteren Startsektionen bessere Ergebnisse.

Wie bei der Zwei-Wege-Methode sieht man auch hier, dass die Unbalan-
ciertheit mit der Grofle der Graphen bis maximal 10 wéchst. Auflerdem sind
die vom Min-Algorithmus ausgegebenen Sektionen auch bei Verwendung der
Mehr-Wege-Methode balancierter als die des MinMax-Algorithmus.

Verwendet man als Eingabe die Startsektion P, so fallt auf, dass die
erzielten Sektionen bei Graphen der Ordnung 70 besser balanciert sind als
man dies in Anbetracht der Ergebnisse der iibrigen Graphen erwartet. Dieses
Phénomen kann hier aber nicht plausibel begriindet werden.

6.4.8 Erfiillung der Sym- und Antipathien

Nun soll in mehreren Experimenten die in Abschnitt[5.1.3|beschriebene Erfiil-
lung der Sym- und Antipathien untersucht werden. Neben der Beantwortung
der Frage, wie viele der ausgesprochenen Sym- bzw. Antipathien pro Person
durchschnittlich erfiillt werden, interessiert man sich in Experimenten[6.12]
und dafiir, wie viel Prozent der Personen bei der Gruppeneinteilung
keine Sympathie und/oder Antipathie erfiillt bekommen.

Experiment 6.11 Wie viel Prozent der ausgesprochenen Sym- bzw. Anti-
pathien werden bei der Zwei- Wege-Methode pro Person erfillt?
Startbisektion: P,, P, und P.;

Algorithmen: MinMaz-Algorithmus.

Bei der Zwei-Wege-Methode werden pro Person durchschnittlich ungefihr
50% der ausgesprochenen Sympathien und knapp 100% der Antipathien
erfiillt. Somit hat bei dieser Gruppeneinteilung jede Person im Schnitt eine
der beiden als ,sympathisch® bewerteten Person in ihrer Gruppe und keine
der Personen, die sie unsympatisch findet. Es scheinen also stets pro Person
mehr Antipathien als Sympathien erfiillt zu werden. Dies hingt damit zu-
sammen, dass durch eine Einteilung in mehr als zwei Sektionselemente jeder
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Abbildung 6.10: Experiment|6.10|
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Knoten von mehr Knoten getrennt wird, als in jeder Sektion Knoten ent-
halten sind. Da die in diesem Experiment gebildeten Sektionselemente aller
Graphen ungefahr Gréfle 6 haben, ist die Erfiillung der Sympathien beinahe
unabhéingig von der Ordnung der Graphen. Dadurch, dass mit der Zwei-
Wege-Methode nur 4-, 8- oder 16-Sektionen ermittelt werden konnen (siehe
Tabelle in Absehnitt, kann man beobachten, dass, wie zu erwarten
ist, bei der Einteilung in groflere Gruppen mehr Sympathien erfiillt werden
als bei kleineren. Auch dieses Experiment ergibt in Anbetracht der Graphi-
ken in Abbildung[6.11} dass die verwendete Startsektion keinen Einfluff auf
die Ergebnisse der Mehr-Wege-Methode hat.

Die Tatsache, dass im Schnitt 50% der zwei ausgesprochenen Sympathien
erfiillt werden, garantiert jedoch nicht die Erfiillung einer Sympathie pro
Person. Das folgende Experiment gibt Aufschluss iiber die Anzahl Personen,
denen bei der Gruppeneinteilung keine einzige Sympathie erfiillt wird.

Experiment 6.12 Wie viel Prozent der Personen bekommen bei der Zwei-
Wege-Methode keine der ausgesprochenen Sympathien und/oder Antipathien
erfullt?

Startbisektion: P,, P, und P.;

Algorithmen: MinMaz-Algorithmus.
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Abbildung 6.11: Experiment
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Auch in den Graphiken der Abbildung[6.12] sind keine wesentlichen Un-
terschiede bei Verwendung der drei verschiedenen Startbisektionen erkenn-
bar. Nachdem das vorherige Experiment schon ergeben hat, dass pro Person
mehr Antipathien als Sympathien erfiillt werden, zeigen nun die jeweils obe-
ren Graphiken, dass im Durchschnitt iiber 20% der teilnehmenden Personen
mit keiner der von ihnen sympathisch gefundenen Personen in einer Gruppe
ist. Betrachtet man weiter die unteren Graphiken, so erkennt man, dass nur
bei der 4-Sektionierung der kleineren Graphen bis zu 1,4% Nichterfiillungen
von Antipathien auftreten. Bei allen iibrigen Sektionierungen wird héchstens
eine Nichterfiillung von ca. 0,3% erreicht. Es haben demnach nur sehr selten
Personen einen Gespréchspartner in ihrer Gruppe, dem sie eine Antipathiebe-
wertung ausgesprochen haben. Um den Erfolg der Gruppeneinteilung besser
beurteilen zu konnen, sind nun die Personen interessant, denen keine einzige
ausgesprochene Bewertung erfiillt wurde, sei es eine Sympathie- oder eine
Antipathiebewertung. Abgesehen von einzelnen ,, Ausreiffern® sieht man in
den jeweils unteren Graphiken der Abbildung[6.12] dass fiir weniger als 0, 1%
der Teilnehmer die durchgefiihrte Gruppeneinteilung erfolglos zu sein scheint.
Das bedeutet, dass bei Anwendung der beschriebenen Strategie unter Ein-
satz der Zwei-Wege-Methode nur mit geringer Wahrscheinlichkeit Personen
bei der Erfiillung von Sympathie- und Antipathiebewertungen leer ausgehen.
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Abbildung 6.12: Experiment[6.12]
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Betrachte man nun dieselben Experimente fiir die Mehr-Wege-Methode:

Experiment 6.13 Wie viel Prozent der ausgesprochenen Sym- bzw. Anti-
pathien werden bei der Mehr-Wege-Methode pro Person erfillt?
Start-k-Sektion: P,, P, und P,;

MW-Durchlaufreihenfolge: fest, zufdllig, sektionsoptimiert;

Algorithmen: MinMaz-Algorithmus.

Die Ergebnisse dieses Experimentes bestétigen die in Abschnitt[6.4.7] auf-
gestellte Vermutung, dass bei Verwendung der Startsektion P, und der festen
oder sektionsoptimierten Reihenfolge auf gréfleren Graphen pro Person nur
wenige (weniger als 5%) der ausgesprochenen Sympathien erfiillt werden.
Dafiir betragt die Erfiillung der Antipathien pro Person bei Graphen der
Ordnung > 40 fast 100%. Auch hier erhilt man bessere Ergebnisse bei Ver-
wendung der zufélligen Reihenfolge, wobei allerdings bei Einsatz der Start-
sektion P, prozentual mehr Sympathien erfiillt werden, als wenn die beiden
anderen Startsektionen eingegeben werden. Die in diesem Experiment maxi-
mal mogliche Erfiilllung von Sympathien pro Person betrégt bei den kleinsten
Graphen 60% und sinkt mit grofer werdender Ordnung der Graphen auf ca.
43% bei Ordnung 100. Im Zuge dessen vergroBert sich die Erfiillung der An-
tipathien von ca. 90% auf 100%. Bei Verwendung von P, als Startsektion
fallt wieder der ,, Ausreifler bei Graphen der Ordnung 70 auf. Wie schon aus
der Gruppenbalanciertheit dieser Graphen geschlossen werden kann, werden
hier beinahe keine Sympathien und alle Antipathien erfiillt. Verwendet man
in diesem Fall allerdings die zuféllige Durchlaufreihenfolge, so verschwindet
dieser ,, Ausreifler”.

Da hier also fiir jede Startsektion die Verwendung der zufélligen Reihen-
folge die besten Ergebnisse fiir die Erfiillung der Sym- und Antipathien pro
Person liefert, wird fiir das folgende Experiment nur Ergebnisgraphiken zur
zufilligen Durchlaufreihenfolge dargestellt.

Experiment 6.14 Wie viel Prozent der Personen bekommen bei der Mehr-
Wege-Methode keine der ausgesprochenen Sympathie und/oder Antipathien
erfullt?

Start-k-Sektion: P,, P, und P,;

MW-Durchlaufreihenfolge: zufillig,

Algorithmen: MinMaz-Algorithmus.

Die jeweils oberen Graphiken in Abbildung6.14] zeigen, dass die Einga-
be der Startsektion P, auch hier schlechtere Ergebnisse liefert: Die Nich-
terfilllung der Sympathien liegt auf den grofleren Graphen bei 40 — 50%
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Abbildung 6.13: Experiment|6.13]
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der Personen. Lésst man die unterschiedlich grofien Sektionierungen aufler
Acht, dann sieht man im Vergleich zu entsprechenden Graphik in Abbil-
dung[6.12](c), dass die Verwendung von Startsektion P, fiir die Sympathien
anndhernd so gute Ergebnisse wie die Zwei-Wege-Methode liefert.
Betrachtet man die unteren Graphiken, so erkennt man, dass die Nich-
terfiillung der Sym- und Antipathien hier im Vergleich zur Zwei-Wege-Metho-
de (siche Abbildung[6.12] obere Graphiken) ofter eintritt. Da aber die durch-
schnittlich ermittelten 0,3% von der jeweiligen Anzahl Personen nicht viel
sind, ist auch hier die Wahrscheinlichkeit sehr klein, dass einer Person keine
einzige der ausgesprochenen Sym- und Antipathien erfiillt bekommt. Die Ver-
wendung von Startsektion P, liefert auf grofleren Graphen sogar noch bessere
Ergebnisse, wie in Anbetracht der entsprechenden Graphik in Abbildung6.13]

zu erwarten ist.

6.4.9 Drei Sympathien und eine Antipathie

Im Gegensatz zu den vorherigen Experimenten werden in diesem Abschnitt
Daten von Sympathie- und Antipathiegraphen verwendet, bei denen pro Per-
son drei Sympathien und eine Antipathie ausgesprochen werden. Verglichen
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Nichterfuellung

Nichterfuellung

Abbildung 6.14: Experiment[6.14]
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Abbildung 6.15: Experiment[6.15]
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werden die Ergebnisse dieser Experimente mit den entsprechenden Ergeb-
nissen unter Verwendung von Daten mit je zwei ausgesprochenen Sym- und
Antipathien. Es soll beobachtet werden, in wie weit sich die lokal optimi-
malen k-Sektionen verédndern, wenn man mehr Sympathien als Antipathien
aussprechen lasst.

Die folgenden Experimente werden ausschliellich fiir die Mehr-Wege-
Methode beschrieben. Betrachtet man schliellich die Gréflen der moéglichen
Sektionierungen, so ist diese vielseitiger zur Gruppeneinteilung einsetzbar.
Es sei aber der Vollstandigkeit halber erwéhnt, dass die Ausfithrungen mit
der Zwei-Wege-Methode entsprechende Ergebnisse liefern.

Experiment 6.15 Welche Losungen liefert die Mehr-Wege-Methode?
Start-k-Sektionen: P.;

MW-Durchlaufreihenfolgen: zufillig,

Algorithmen: Min- und MinMaz-Algorithmus.

Dadurch, dass hier pro Person drei Sympathien und eine Antipathie aus-
gesprochen werden, liegt in Abbildung[6.15] die an die absoluten Minima
gendherte Gerade oberhalb der Gerade der absoluten Maxima. Man erkennt,
dass die vom Min-Max-Algorithmus erzielten Sympathieschnitte sehr nahe
an denen des Min-Algorithmus liegen. Zudem sind die erzielten Antipathie-
schnitte nur geringfiigig kleiner als die absoluten Maxima. Vergleiche man
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Abbildung 6.16: Experiment[6.16}
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diese Graphik nun mit der in Abbildung|6.7|(h), wo im zugehorigen Expe-
riment pro Person zwei Sym- und zwei Antipathien ausgesprochen wurden:
Die Differenz zwischen den Schnitten des vom MinMax-Algorithmus erziel-
ten lokalen Optimum und den (gen#herten) absoluten Optima ist hier im
Allgemeinen kleiner.

Betrachte man im Folgenden die Gruppenbalanciertheit und die Erfiillung
der Sym- und Antipathien auf den Ergebnissen der hier betrachteten Daten:

Experiment 6.16 Wie unbalanciert sind die Losungen der Mehr- Wege-Me-
thode?

Start-k-Sektionen: P.;

MW-Durchlaufrethenfolgen: zufillig;

Algorithmen: Min- und MinMax-Algorithmus.

Die Ergebnisse der Gruppenbalanciertheit dhneln auf den ersten Blick
denen in Abbildung(6.10{(h). Auch hier liefert der Min-Algorithmus balan-
ciertere Sektionen als der MinMax-Algorithmus, und die Unbalanciertheit
der Sektionselemente wéchst mit der Ordnung der Graphen. Die Gréfen der
Unbalanciertheiten sind in diesem Experiment allerdings ca. um 1 kleiner.
Das bedeutet, dass die Aussprache von drei Sympathien und einer Antipa-
thie im Gegensatz zu je zwei eine Verbesserung der Gruppeneinteilung in
Bezug auf die Gruppenbalanciertheit bringt.
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Abbildung 6.17: Experiment[6.17]
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Experiment 6.17 Wie viel Prozent der ausgesprochenen Sym- bzw. Anti-
pathien bei der Mehr-Wege-Methode werden pro Person erfillt?
Start-k-Sektion: P,;

MW-Durchlaufreihenfolge: zufillig;

Algorithmen: MinMax-Algorithmus.

Wird die zugehorige Graphik in Abbildung[6.17] wieder mit der entspre-
chenden Graphik in Abbildung|6.13|(h) verglichen, so kann auch hierbei auf
den ersten Blick kein Unterschied festgestellt werden. Es werden pro Person
jeweils der gleiche Prozentteil der ausgesprochenen Sym- bzw. Antipathien
erfiillt. Allerdings stellen 50% erfiillte Sympathien bei Aussprache von Dreien
1,5 Sympathien dar. Das heif}t, es werden hier pro Person in Etwa ein bis
zwei Sympathien und eine Antipathie erfiillt. Zur genaueren Untersuchung
betrachte man zusétzlich wieder die Ergebnisse des folgenden Experimentes:

Experiment 6.18 Wie viel Prozent der Personen bekommen bei der Mehr-
Wege-Methode keine der ausgesprochenen Sympathie und/oder Antipathien
erfullt?

Start-k-Sektion: P,;

MW-Durchlaufrethenfolge: zufillig;

Algorithmen: MinMazx-Algorithmus.

Hier ist eine deutliche Verdnderung der Ergebnisse dieses Experimen-
tes im Gegensatz zu den Ergebnissen des entsprechenden Experimentes|6.14
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in Abschnitt[6.4.8] zu erkennen. Betrachtet man die jeweils oberen Graphi-
ken der zugehorigen Abbildungen (6.14](c) und , so sieht man, dass bei
der Aussprache von mehr Sympathien wesentlich weniger Teilnehmer kei-
ne Sympathie erfiillt bekommen. Im Gegenzug steigt allerdings die Anzahl
Personen, denen keine Antipathie erfiillt wird, wie die unteren Graphiken
zeigen. Wihrend im Experiment[6.14] bei Graphen der Ordnung 100 ca. 30
Personen ohne Sympathieerfiillung sind und ungeféihr eine Person ohne An-
tipathieerfiillung, sind es bei diesem Experiment je 8 Personen. Die Anzahl
Personen ohne irgendeine Erfiillung steigt bei mehr Sympathien allerdings
nur gering. Die Nichterfiillung der Sym- und Antipathie liegt hier bei ca.
1,5%. Es findet demnach bei den Nichterfiillungen eine Art ,, Verschiebung*
satt: Wahrend die Erhohung der Anzahl von Sympathien eine Verringerung
der Nichterfiillung der Sympathien verursacht, erhoht sie gleichzeitig die Zahl
an Personen ohne Antipathieerfiillung. Der betrachtete Fall von drei ausge-
sprochenen Sympathien und einer Antipathie hat demnach ergeben, dass eine
,Mehrauswahl“ an Sympathien fiir den verwendeten Sektionierungsalgorith-
mus eine Verringerung der Nichterfiillung der Sympathien bewirkt.

6.4.10 Doppelte Gewichtung der Sympathiegewinne

Die Experimente dieses Kapitels werden ebenfalls nur fiir die Mehr-Wege-
Methode beschrieben. Hier werden, wie in Abschnitt[6.2.6] geschildert, in der
Zielfunktion des MinMax-Algorithmus die Sympathiengewinne doppelt so
stark gewichtet wie die Antipathiengewinne. Die jeweiligen Ergebnisse wer-
den mit den entsprechenden Ergebnissen bei gleicher Gewichtung (1 : 1)
verglichen.

Experiment 6.19 Welche Lisungen liefert die Mehr-Wege-Methode?
Start-k-Sektionen: P.;

MW-Durchlaufreihenfolgen: zufillig;

Algorithmen: Min- und MinMaz-Algorithmus.

Vergleichen mit Abbildung[6.7)(h) ,,verschieben® sich hier die Sympathie-
und Antipathieschnitte des MinMax-Algorithmus nach unten. Durch diese
,, Verschiebung® liegen die Sympathieschnitte sogar ,,auf* der an die Mini-
ma gendherten Gerade. Das bedeutet, dass durch die doppelte Gewichtung
der Sympathiegewinne bei der Sektionierung mit dem MinMax-Algorithmus
anndhernd genauso kleine Sympathieschnitte erzielt werden wie mit dem
Min-Algorithmus. Dafiir weichen allerdings die vom MinMax-Algorithmus
erzielten Antipathieschnitte stirker von den absoluten Maxima ab, als dies
bei gleicher Gewichtung der Fall ist. Es scheinen hier also mehr Sympathien
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Abbildung 6.19: Experiment[6.19]
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und weniger Antipathien erfiillt zu werden als zuvor. Experiment[6.21| geht
dieser Vermutung nach. Zuerst wird jedoch die Balanciertheit der Ergebnis-
sektionen untersucht:

Experiment 6.20 Wie unbalanciert sind die Losungen der Mehr- Wege-Me-
thode?

MW-Durchlaufreihenfolgen: zufillig,

Algorithmen: Min- und MinMaz-Algorithmus.

Die Ergebnisse des Min-Algorithmus veridndern sich, wie in Abschnitt[6.2.6]
erlautert, durch die doppelte Gewichtung der Sympathiegewinne nicht. Ver-
wendet man deren Unbalanciertheiten aber zum Vergleich, so stellt man in
Anbetracht der Abbildungen(6.20| und [6.10|(h) fest, dass sich die Unbalan-
ciertheit der vom MinMax-Algorithmus erzielten Sektionen durch die Ge-
wichtung verringert. Statt der Unbalanciertheit der Grofle 10 betriagt diese
in diesem Experiment bei Graphen der Ordnung 100 nur ungefdhr 7. Die
Balanciertheit der ausgegebenen Sektionen scheint sich somit bei doppel-
ter Gewichtung der Sympathiegewinne an die Balanciertheit der vom Min-
Algorithmus erzielten Sektionen ,,anzundhern*.

Experiment 6.21 Wie viel Prozent der ausgesprochenen Sym- bzw. Anti-
pathien bei der Mehr-Wege-Methode werden pro Person erfillt?
Start-k-Sektion: P,;
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Abbildung 6.20: Experiment[6.20]
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MW-Durchlaufreihenfolge: zufillig;
Algorithmen: MinMaz-Algorithmus.

Im Vergleich zur Graphik in Abbildung[6.13|(h) liegen die Punkte der
Sympathien und die der Antipathien hier ndher beisammen. Die Mitte zwi-
schen ihnen scheint sich jedoch kaum zu verschieben. Das bedeutet, dass
durch die doppelte Gewichtung der Sympathiegewinne mehr Sympathien
und dafiir weniger Antipathien pro Person erfiillt werden. Betrachte man
beispielsweise wieder die Graphen der Ordnung 100: Wahrend bei gleicher
Gewichtung pro Person ca. 45% der ausgesprochenen Sympathien und 95%
der Antipathien erfiillt werden, sind es hier 55% und 85%. Bedeutet diese Tat-
sache, dass auch hier der Prozentteil der Personen ohne Sympathieerfiillung
geringer ist? Das folgende Experiment soll Auskunft dariiber geben:

Experiment 6.22 Wie viel Prozent der Personen bekommen bei der Mehr-
Wege-Methode keine der ausgesprochenen Sympathie und/oder Antipathien
erfullt?

Start-k-Sektion: P.;

MW-Durchlaufreihenfolge: zufillig;

Algorithmen: MinMaz-Algorithmus.

Auch hier zeichnet sich eine deutliche Verdnderung gegeniiber der entspre-
chenden Abbildung|6.14|(c) in Abschnitt|6.4.8 ab: Der Prozentteil der Perso-
nen ohne Sympathieerfiillung verringert sich bei allen Graphen ungefdhr auf
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Abbildung 6.21: Experiment[6.21]
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die Halfte. Dabei vergroflert sich jedoch der Prozentteil Personen ohne An-
tipathieerfiillung im Schnitt von 0,5% auf ca. 2%, wie die jeweils unteren
Graphiken zeigen. Es bleibt dabei aber in allen Graphen die Anzahl Perso-
nen ohne irgendeine Erfiillung unter einem Prozent der Personenzahl. Das
bedeutet also, dass die doppelte Gewichtung der Sympathien gegeniiber der
Anthipathien eine Verbesserung der Nichterfiillung der Sympathien hervor-
ruft, ohne dabei eine starke Vergroflerung der Nichterfiillung der Antipathien
mit sich zu ziehen. Gewichtet man demnach in der Zielfunktion des Sektio-
nierungsalgorithmus die Sympathiegewinne doppelt so stark wie die Anti-
pathiegewinne, so wird bei der Gruppeneinteilung einer héheren Anzahl an
Personen mindestens eine ausgesprochene Sympathie erfiillt.

6.5 Auswertung

Bei allen betrachteten Algorithmen wachsen die jeweiligen Anzahlen an Durch-
laufen mit grofler werdender Ordnung der Graphen nur geringfiigig. In Ka-
pitel[y] notierte Laufzeiten der Algorithmen vergréfern sich daher in diesen
Féllen nur um einen konstanten Faktor.

Unabhéngig von der verwendeten Startbisektion liefert die Bisektionie-
rung mit dem Kernighan-Lin-Algorithmus, wie auch die k-Sektionierung mit
der Zwei-Wege-Methode Sektionen mit gleichem Schnitt. Die Untersuchung
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Abbildung 6.22: Experiment[6.22]
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der Gruppenbalanciertheit und der Erfiillung der Sym- und Antipathien fiir
die Mehr-Wege-Methode ergibt ebenfalls keine Unterschiede bei der Verwen-
dung von P,, P, und P.. Bisektion P, scheint lediglich ,,ndher” an einer lokal
minimalen Bisektion zu liegen als die anderen.

Die Mehr-Wege-Methode ist allerdings wesentlich vielseitiger zur Grup-
peneinteilung einsetzbar: Mit ihr kénnen beliebige lokal optimale k-Sektionen
ermittelt werden, wihrend die Sektionierung mit der Zwei-Wege-Methode auf
k-Sektionen mit k£ = 2", r € N beschrénkt ist. Vergleicht man allerdings die
Sympathieschnitte der erzielten lokal minimalen Sektionen miteinander, so ist
die Erfolgsrate des Min-Algorithmus unter Einsatz der Zwei-Wege-Methode
wesentlich grofler. Dasselbe gilt fiir die Sympathieschnitte der vom MinMax-
Algorithmus erzielten Sektionen: Diese sind bei Verwendung der Mehr-Wege-
Methode ebenfalls schlechter. Wiinscht man also eine k-Sektionierung mit
k= 2", r € N, so erhdlt man bessere Sektionen, wenn man die Zwei-Wege-
Methode unter Eingabe einer beliebigen Startbisektion verwendet.

Bei der Mehr-Wege-Methode liegt die Start-k-Sektion P, fiir die Gra-
phen aller betrachteten Ordnungen ,nédher“ an einem lokalen Minimum als
die Ubrigen. Fiir die hier erzielten Sektionen spielt neben der Startsektion
zusitzlich die verwendete Durchlaufreihenfolge eine Rolle: Wahrend P, in
jedem Fall schlechtere lokal optimale Sektionen liefert, verbessert bei den
Startsektion P, und P, die Verwendung der zufilligen Reihenfolge die Er-
gebnisse. Startsektion P. scheint relativ unabhéngig von der verwendeten
Reihenfolge zu sein. Auch in Anbetracht der Gruppenbalanciertheit und der
Erfiilllung der Sym- und Antipathien zeigt sich, dass P, sich eher nicht als
Startsektion eignet, P, nur unter Verwendung der zufélligen Reihenfolge, und
P, kann bei jeder verwendeten Reihenfolge gut zur Sektionierung eingesetzt
werden.

In Anbetracht der Erfiilllung der Sym- und Antipathien kann allgemein
festgehalten werden, dass pro Person stets mehr Anti- als Sympathien erfiillt
werden. Der Anteil an Personen, die bei der Gruppeneinteilung keine der
ausgesprochenen Sym- sowie Antipathien erfiillt bekommen, betrédgt immer
weniger als 1%. Wiinscht man, dass bei der Gruppeneinteilung mehr Sympa-
thien erfiillt werden, so hat man zwei Moglichkeiten: Zum einen kann man pro
Person mehr Sympathien und dafiir weniger Antipathien aussprechen lassen,
und zum anderen kann man in der Zielfunktion des MinMax-Algorithmus die
Sympathiegewinne stéirker gewichten. Bei drei ausgesprochenen Sympathien
und einer Antipathie geht die Verringerung der Personenzahl ohne Sympa-
thieerfiilllung dann aber mit einer stdrkeren Vergroflerung der Personenzahl
ohne Antipathieerfiillung einher. Diese Auswirkung fillt bei doppelter Ge-
wichtung der Sympathieschnitte geringer aus. Der Prozentteil Personen ohne
irgendeine Erfiillung bleibt bei beiden Moglichkeiten niedrig (unter 2%).
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Der Knodel-Graph stellt sich in Anbetracht der angegebenen Kriterien als
ein gilinstiger Kontaktgraph heraus. Er ermoglicht unter anderem eine Ge-
sprachsfithrung ohne viele Aussetzer und ist flexibel, was die Anzahl teil-
nehmender Personen und einzuteilender Gruppen betrifft. Die im Anschlufl
an die fliichtigen Kontakte ausgesprochenen Sym- und Antipathien erzeugen
zwei verschiedene Untergraphen des Knodel-Graphen, den Sympathie- und
den Antipathiegraphen. Die beschriebene Graphkonvertierung garantiert da-
bei, dass Sym- bzw. Antipathien, die erwidert sind, bei der Gruppeneinteilung
stérker beriicksichtigt werden, als die einseitigen Sym- und Antipathien. Die-
se Form der Bewertung macht aulerdem eine Erweiterung durch Skalierung
der Sym- und Antipathien moglich. Der Kernighan-Lin-Algorithmus mit ent-
sprechend gewiéhlter Zielfunktion liefert schliellich eine optimierte Knoten-
bisektion, dessen Schnitt im Sympathiegraphen minimiert und zugleich im
Antipathiegraphen maximiert ist. Sowohl mit Hilfe der Zwei-, als auch mit
Hilfe der Mehr-Wege-Methode konnen auf Basis dieser Bisektionierung opti-
mierte k-Sektionen fiir £ > 2 gebildet werden, wobei die Zwei-Wege-Methode
nur k = 2" (r € N) zulésst. Die Elemente dieser optimierten k-Sektionen stel-
len letztendlich die Einteilungen der Personen in gleich grofie Gruppen dar.

Die Experimente zeigen, dass bei einer k-Sektionierung mit k = 2" (r € N)
die Zwei-Wege-Methode bessere Ergebnisse liefert. Sie ist auflerdem im Ge-
gensatz zur Mehr-Wege-Methode unabhéngig von der verwendeten Startsek-
tion. Benotigt man allerdings andere k-Sektionen, so eignen sich am besten
die Start-k-Sektion P, und die zuféllige Durchlaufreihenfolge. Legt man bei
der Sektionierung mehr Wert auf Gruppenbalanciertheit und eine geringere
Nichterfiillung der Sympathien, so kann man entweder mehr Sympathien als
Antipathien aussprechen lassen oder die Gewichtung der Sympathiegewinne
in der Zielfunktion des Kernighan-Lin-Algorithmus erhchen.

Dadurch, dass im bewegungsbasierten Kernighan-Lin-Algorithmus immer
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zwei Knoten ausgetauscht werden, erreicht man Ergebnissektionen, die nur
lokal optimal sind. Wie in den Experimenten gesehen, liefert die Mehr-Wege-
Methode unter Verwendung der unterschiedlichen Startsektionen und Durch-
laufreihenfolgen mal bessere und mal schlechtere k-Sektionen. Es stellt sich
die Frage, ob man die im Algorithmus verwendete Zielfunktion ,,aufweichen*
kann, um temporér eventuell schlechtere Sektionen zu erzeugen, schliefilich
aber bessere lokale Optima zu treffen. Ein solches ,, Aufweichen* kénnte bei-
spielsweise der zirkulére Austausch zwischen drei oder mehr Sektionselemen-
ten sein.

Sozialwissenschaftler der Universitét Tilburg (Niederlande) haben bereits
ein erstes Experiment zur Untersuchung von Gruppen durchgefiihrt, die auf
Basis fliichtiger Kontakte eingeteilt werden. Diese empirische Studie legt na-
he, dass auf diese Weise gebildete Arbeitsgruppen in mehrfacher Hinsicht
signifikant effektiver sind, als zufillig oder attributbasiert zusammengestell-
te (siehe [BCT05]). Eine Moglichkeit fiir eine eventuell weitere Verbesserung
der Gruppen wére, die hier entwickelte Strategie mit einer Einteilung der
Personen nach Interessengebieten zu kombinieren.
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Anhang A
,(Gossiping‘-Zeit des K,

W. Knodel hat in [Kno74] wie folgt die ,Gossiping‘-Zeit vollstéandiger Graphen
K,, bestimmt:

Satz A.1 Fiir vollstindige Graphen K, gilt:

(K,) = [log, | fiir n gerade,
I\Bn) = [logom| +1 fiir n ungerade.

Beweis: Dass die gegebenen Werte die besten oberen Schranken sind,
folgt aus der Tatsache, dass es k Telefonate braucht, um eine Information von
einer Person an 2¥ Personen zu verbreiten. Somit sind bei geradem n min-
destens [log, n| Telefonate nétig, bei ungeradem n mindestens ein Telefonat
mehr, da eine Person in der ersten Runde keinen Partner zum Telefonieren
hat.

Betrachte man zuerst den Fall n = 2¥ und nummeriere die Personen von 0 bis
n—1. Fiihren in der ersten Runde die Personen 2j und 2j+1,5 = 0,...,2F 1~
1, ein Telefonat, so kénnen in den folgenden Runden die Personen mit gerader
bzw. ungerader Nummerierung rekursiv dieselbe Prozedur mit 2*~! Personen
durchfithren. Nach & Runden weif schliellich jede Person die Information je-
der anderen Person. Es gilt demnach: g(Kor) = k = [log, (2¥)].

Bei beliebigem ungeradem n wihlt man 282" Personen aus und lisst alle
iibrigen Personen in der ersten und letzten Runde mit je einer von ihnen tele-
fonieren. Mit den ausgewihlten Knoten verfahrt man zwischen diesen beiden
Runden wie im oben beschriebenen Fall. So erfahren die 2!'°82") ausgewsihl-
ten Personen zuerst die Informationen der iibrigen Personen, verbreiten alle
Informationen unter sich und tragen sie anschliefend den iibrigen Personen
zu. Wegen [log, n| +2 = [log, n]| + 1 ist die obere Schranke von g(kK,) somit
gleich der unteren Schranke.

Im generellen Fall von geradem n telefonieren bei gleicher Nummerierung
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wie oben in der r-ten Runde, r = 1,...,|log,n], die Personen 25 und
2j+2"—1modn, j=0,...,n/2— 1, miteinander. Durch Induktion iiber r
kann gezeigt werden, dass in Runde r die Personen 0 und 2" —1 die Informati-
on aller Personen mit dazwischen liegender Nummerierung kennen. Dies gilt
auch fiir alle Personen 25 und 254+ 2" —1 mod n, j =0,...,n/2 — 1. Folglich
weifl nach » Runden jede Person die Information jeder anderen Person. [J



Anhang B

Bestimmte (r,t)-,Cages*

Fiir (r,t)-,Cages’ mit r = 3 und t € {3,4,5,6} gilt aufgrund der Existenz
der Graphen in Abbildung[B.1] folgende Gleichheit aus Satz[3.4

“(r 1) + 5 ((r — 1)E=0/2 1) fiir ungerades ¢,
1) =
2. (1 + —; ((r— 1)(t 2/2 _1)) fiir gerades t.

Man erhilt folglich (siehe Abbildung[B.1|(a)—(d)):

o n°(3,3) =
o n(3,4)=
o n*(3,5) =
o 1°(3,6)=
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Abbildung B.1: Minimale (r,t)-,Cages‘ fir r =3 At € {3,4,5,6}

O O

(a) Graph Ky, (b) Graph Kj 3,
minimaler (3, 3)-,Cage minimaler (3,4)-,Cage’
(c) Petersen-Graph, (d) Heawood-Graph,

minimaler (3,5)-,Cage’ minimaler (3, 6)-,Cage’



Anhang C

Inhalt der beigefiigten CD

Auf der beigefiigten CD befinden sich die fiir diese Arbeit verwendeten Java-
Programme. Diese setzen sich zusammen aus dem Generator fiir den Knodel-
Graphen, die beschriebenen Algorithmen zur Knotensektionierung der Gra-
phen und dem Generator fiir die Daten, die in den Experimenten verwendet
wurden.
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