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Zusammenfassung

Die Ermittlung von Gruppen zusammengehöriger Objekte findet in vielen
Bereichen des Lebens Anwendung. So möchte man auch Personen in

”
gute“

Arbeitsgruppen einteilen. Dabei bedeutet die Bezeichnung
”
gut“, dass die

Zusammenarbeit der jeweiligen Personen erfolgreich ist. Eine mögliche Vor-
aussetzung dafür, dass Personen gut zusammen arbeiten, ist Sympathie. Aus
diesem Grund wird eine Strategie zur Gruppeneinteilung entwickelt, welche
derartige Sympathien berücksichtigt. Der Knödel-Graph erweist sich dabei
als günstiger Graph, um flüchtige Kontakte zwischen den Teilnehmern aus-
zudrücken. Anschließend ausgesprochene Sympathien und Antipathien wer-
den durch entsprechende Kantengewichte in diesem Graphen dargestellt. Zur
Einteilung in gleich große Gruppen eignen sich schließlich verschiedene Sek-
tionierungsalgorithmen auf Basis des Kernighan-Lin-Algorithmus.
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Kapitel 1

Einführung

1.1 Ursprung

Die Idee für die Entwicklung einer Strategie zur Einteilung von Gruppen
auf der Basis flüchtiger Kontakte entstammt einer Art Spiel in der Partner-
vermittlung. Die temporeiche Partnersuche wird Speed-Dating genannt und
kommt aus den USA. Erfunden wurde es 1998 von einer jüdischen Glaubens-
gemeinde in Los Angeles. Man wollte damit Ehen zwischen gleich gesinnten
Gläubigen fördern. Bei diesem Spiel sitzen je ein Mann und eine Frau bei-
sammen und haben 3 bis 10 Minuten Zeit, sich kennen zu lernen. Beim Gong-
schlag rücken die Männer einen Tisch weiter zum nächsten

”
Turbo-Flirt“, so

lange, bis sie mit allen Frauen gesprochen haben. Danach gibt jeder Teilneh-
mer auf einer Art Stimmzettel an, welche seiner Gegenüber er sympathisch
gefunden hat, welche Frau bzw. welchen Mann er/sie gerne wieder treffen
möchte. Schließlich gibt der Speed-Dating-Veranstalter nur bei gegenseiti-
gem Interesse die Adressen der jeweiligen Teilnehmer weiter.

Mittlerweile wird dieses
”
Kuppelspiel“ in vielen deutschen Großstädten

oder im Internet1 veranstaltet. Auch in Konstanz wurde im Sommer 2004 ein
solches Event organisiert (siehe [Sta04]). Daran nahmen 16 Singles aus zwei
verschiedenen Altersstufen teil, von denen jeder vier Personen des anderen
Geschlechts kennen lernte. Die Auswertung der Stimmzettel ergab bei dieser
Veranstaltung keinerlei gegenseitige Sympathie.

Solche flüchtigen Kontakte werden nun verwendet, um beispielsweise für
Seminare oder ähnliche Veranstaltungen Gruppen einzuteilen. Man vermu-
tet nämlich, dass eine Gruppe von Personen, die sich nicht kennen, besser
als Team zusammen arbeitet, wenn möglichst viele der Personen Sympathie
füreinander empfinden. Ähnlich wie beim Speed-Dating reden die Teilnehmer

1 siehe http://www.speeddating.de

7

http://www.speeddating.de


8 KAPITEL 1. EINFÜHRUNG

in Zwiegesprächen miteinander und geben anschließend an, mit welchen ihrer
Gesprächspartner sie in einer Gruppe zusammen arbeiten möchten. Von die-
sen Sympathien, ob erwidert oder nicht, sollen nun möglichst wenige, durch
eine Einteilung in verschiedene Gruppen, getrennt werden. Wird zudem die
Aussprache von Antipathien erlaubt, so sollen Personen, die sich nicht sym-
pathisch finden, nicht in dieselbe Gruppe eingeteilt werden.

1.2 Problemstellung

Eine Gruppe von n Personen wird in g Gruppen, deren Größen sich jeweils
höchstens um eine Person unterscheiden, eingeteilt. Ziel hierbei ist, möglichst
viele der nach den flüchtigen Kontakten ausgesprochenen Sympathien und
Antipathien zu erfüllen. Dabei bedeutet die Erfüllung der Sym- und An-
tipathien, dass Personen, die sich sympathisch finden, in dieselbe Gruppe
eingeteilt werden, und Personen, die sich nicht mögen, in verschiedene.

Für die flüchtigen Kontakte ist zu entscheiden, wer sich mit wem in einem
Zwiegespräch unterhält und in welcher Reihenfolge dies geschehen soll, da-
mit keine großen Wartezeiten für die Teilnehmer entstehen. Gibt es weitere
Kriterien, die die Art und Weise der Gesprächsführung erfüllen sollte? Es ist
zu überlegen, welche Formen der gegenseitigen Bewertung möglich sind. Sie
soll die empfundene Sym- bzw. Antipathie ausdrücken und für die Lösung
des betrachteten Problems sinnvoll eingesetzt werden können. Ist es zum
Beispiel möglich, Gruppen zu bilden, die alle ausgesprochenen Antipathien
zugleich erfüllen? Mit Hilfe welcher Algorithmen können nun Einteilungen
in möglichst gleich große Gruppen gefunden werden, die möglichst wenige
Sympathien und viele Antipathien trennen? Anschließend ist zu prüfen, ob
die entwickelte Strategie nach gewissen Kriterien

”
gute“ Ergebnisse liefert.

Zur Darstellung und Untersuchung der Gesprächsführung und der Bewer-
tungen, sowie zur Gruppeneinteilung durch Anwendung eines Algorithmus,
werden Graphen als zugrunde liegende Datenstruktur verwendet. Betrachtet
man die Gesprächsführung, so sind diese ungerichtet und ungewichtet. Wer-
den daraufhin Bewertungen ausgesprochen, so arbeitet man auf gerichteten
und eventuell gewichteten Graphen. Mit Hilfe graphentheoretischer Sätze
und Methoden, sowie mathematischer Überlegungen wird schließlich eine re-
lationale Strategie zur Einteilung von Gruppen entwickelt. Die Verwendung
flüchtiger Kontakte zur Vergabe von Sympathie- und Antipathiebewertun-
gen basiert auf Versuchen von Kommunikationswissenschaftlern, die belegen,
dass die erste kurze Begegnung schon über die zwischenmenschliche Bezie-
hung auf lange Sicht entscheidet (siehe [SR04]).

Die Strategie soll letztendlich zur Gruppeneinteilung von 20 bis 100 Per-
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sonen benutzt werden. Der Einsatz bei Veranstaltungen mit mehr Teilneh-
mern scheint wenig sinnvoll, da hier zu viele Gespräche notwendig wären,
um signifikante Gruppen zu erhalten. Da in der Anwendung häufig Gruppen
bestimmter Größe gewünscht werden, und erfahrungsgemäß Teams beste-
hend aus 6 Personen gut zusammenarbeiten, wird jeweils eine Einteilung in
entsprechend viele Gruppen vorgenommen.

1.3 Überblick

Zu Beginn wird eine kleine Einführung in die Grundlagen der Graphentheorie
gegeben. Hier werden die in dieser Arbeit verwendeten graphentheoretischen
Begriffe und Bezeichnungen definiert. Darauf folgen drei Kapitel, in denen
die drei Arbeitsschritte zur Entwicklung der relationalen Strategie erläutert
werden:

Schritt 1: Wahl eines Kontaktgraphen
Schritt 2: Wahl einer Bewertungsform
Schritt 3: Einteilung der Gruppen

Für die Wahl eines Kontaktgraphen, der die flüchtigen Kontakte zwischen
den Personen ausdrückt, werden in Kapitel 3 Kriterien ausgearbeitet, die der
Graph erfüllen sollte. Daraufhin werden verschiedene Graphklassen auf ihre
Einsetzbarkeit als Kontaktgraph untersucht. In Kapitel 4 werden unterschied-
liche Formen der gegenseitigen Bewertung betrachtet, die die empfundenen
Sym- und Antipathien ausdrücken. Anhand dieser Bewertungen soll schließ-
lich die Gruppeneinteilung vorgenommen werden. Dazu wird in Kapitel 5
ein Algorithmus entwickelt, der die Personen so in Gruppen einteilt, dass
möglichst viele der ausgesprochenen Sym- und Antipathien erfüllt sind. Ka-
pitel 6 beschreibt abschließend Experimente, die untersuchen, ob die entwi-
ckelte Strategie

”
gute“ Gruppeneinteilungen liefert. Dazu werden Variablen

der verschiedenen Algorithmen verändert und die Erfüllung verschiedener
Kriterien beobachtet.
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Kapitel 2

Grundlagen der
Graphentheorie

Dieses Kapitel fasst einige grundlegende Definitionen aus der Graphentheorie
zusammen. Die eingeführten Bezeichnungen werden in den folgenden Kapi-
teln verwendet.

2.1 Definitionen

2.1.1 Graphen

Ein Graph G = (V, E) setzt sich aus der endlichen, nicht leeren Menge V
von Knoten und der Menge E von Kanten zusammen. Dabei ist die Menge
E eine binäre Relation auf V . Gilt e = (v1, v2) ∈ E mit v1, v2 ∈ V , so
bezeichnet man v1 und v2 allgemein als Endknoten der Kante e. Ein Graph
wird gerichtet genannt, wenn sich die Kanten aus geordneten Paaren von
Knoten zusammensetzen, und ungerichtet, wenn diese ungeordnet sind.

Zur Veranschaulichung eines Graphen werden seine Knoten durch Kreise
und seine Kanten durch Verbindungslinien oder -pfeile zwischen den Krei-
sen dargestellt. Dabei werden Pfeile benutzt, um die Richtung einer Kante
anzugeben.

Ein Graph G′ = (V ′, E ′) heißt Subgraph von G = (V, E), wenn V ′

nichtleere Teilmenge von V und E ′ Teilmenge von E ist. Der Ausdruck
E|V ∗ ⊆ E bezeichnet die Menge aller Kanten aus E, deren Endknoten Ele-
ment von V ∗ ⊆ V sind. Der mit Hilfe dieser Bezeichnung definierte Graph
G[V ∗] = (V ∗, E|V ∗) wird der von V ∗ induzierte Subgraph von G genannt.
Analog ist V |E∗ ⊆ V die Menge aller Knoten aus V , die Endknoten eines
Elementes von E∗ ⊆ E sind. Dann bezeichnet G[E∗] = (V |E∗, E∗) den von

11



12 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DER GRAPHENTHEORIE

E∗ induzierten Subgraphen von G.
Der Komplement G :=

(
V, E

)
eines Graphen G = (V, E) ist der Graph

mit Kantenmenge E := {(v1, v2)|(v1, v2) 6= E}. Der Graph G hat also die
gleiche Knotenmenge wie G und enthält alle Kanten, die nicht Element von
G sind.

Weitere Informationen, die die Struktur eines Graphen beinhalten können,
sind Knoten- bzw. Kantengewichte. Auf den Knoten bzw. Kanten ist dann
eine Kostenfunktion w : V → R bzw. w : E → R definiert. In beiden
Fällen spricht man von einem gewichteten Graphen mit Knoten- bzw. Kan-
tengewichtsfunktion w. Das Gewicht von Kanten, welche nicht zu E gehören,
beträgt stets 0. Gilt für alle Knoten v ∈ V w(v) = 1 bzw. für alle Kanten
e ∈ E w(e) = 1, so nennt man den Graphen ungewichtet.

Die folgenden Definitionen und Bezeichnungen werden oftmals nur für
ungerichtete Graphen angegeben, da im Verlauf dieser Arbeit die Richtung
der Kanten nur selten eine Rolle spielt. Es sind ungerichtete, ungewichtete
Graphen gemeint, wenn von Graphen die Rede ist. Nur in Fällen, in denen
die Differenzierung von Interesse ist, werden die Bezeichnungen ,gerichtet‘,
,ungerichtet‘, ,gewichtet‘ und ,ungewichtet‘ eingesetzt. Ist allerdings aus dem
Kontext klar ersichtlich, dass auf dem jeweiligen Graphen eine Gewichtsfunk-
tion definiert ist, wird das Wort ,gewichtet‘ weggelassen.

2.1.2 Knoten und Kanten

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Eine Kante e ∈ E repräsentiert dann
ein geordnetes Paar (v1, v2)g von Knoten v1, v2 ∈ V . Es heißt, e verbindet
v1 und v2, und v2 ist adjazent zu v1. Die Kante e ist inzident zu v1 und v2.
Der Knoten v1 wird Startknoten der Kante e und v2 ihr Endknoten genannt.
Kanten, die v als Start- und Endknoten haben, heißen Schleifen. In einem
ungerichteten Graphen G = (V, E) heißen v1 sowie v2 Endknoten der Kante
e = (v1, v2). Außerdem ist in diesem Graph sowohl v1 adjazent zu v2, als
auch v2 adjazent zu v1. Besitzen zwei Kanten e1, e2 ∈ E einen gemeinsamen
Endknoten, so bezeichnet man sie ebenfalls als inzident. Die Graphen, die hier
betrachtet werden, sind einfach, enthalten also keine Schleifen oder mehr als
eine Kante zwischen zwei bestimmten Knoten (Mehrfachkanten genannt).
Gilt |V | = n, so nennt man den Graphen von der Ordnung n.

Die Nachbarschaft N(v) eines Knotens v ∈ V ist die Menge aller Knoten,
die mit v verbunden sind. Die Elemente von N(v) werden Nachbarn von
v genannt. Ein Knoten heißt isoliert, wenn er keine Nachbarn besitzt. Die
Nachbarschaft N(V ′) einer echten Teilmenge V ′ ⊂ V ist definiert als die
Vereinigung aller Nachbarschaften N(v) der Knoten v ∈ V ′.

Der Grad deg(v) eines Knotens v ∈ V ist die Anzahl Kanten, die inzident
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zu v sind. Der Minimalgrad δ(G) := minv∈V deg(v) bezeichnet den kleinsten
Grad und der Maximalgrad ∆(G) := maxv∈V deg(v) den größten Grad der
Knoten eines Graphen G. Ein Graph heißt regulär, wenn δ = ∆ gilt, also alle
Knoten den gleiche Grad haben. Setzt man r := δ = ∆, so nennt man G
auch r-regulär.

Ein Weg W ist eine Sequenz (v0, v1, . . . , vk) von Knoten vi ∈ V , so dass
ei = (vi−1, vi) ∈ E für alle i ∈ {1, 2, . . . , k} gilt. Manchmal wird auch
die Schreibweise W = (e1, e2, . . . , ek) verwendet. Es bezeichnet V (W ) =
{v0, v1, . . . , vk} die Knotenmenge des Weges und E(W ) = {e1, e2, . . . , ek}
seine Kantenmenge. Ein solcher Weg verbindet die Endknoten v0 und vk des
Weges und hat die Länge k. Man bezeichnet W als Zykel, falls der Start-
gleich dem Endknoten ist, also v0 = vk gilt. Ein Zykel heißt speziell Kreis,
falls nur Start- und Endknoten identisch sind, das heißt, falls v0 = vk und
für alle i, j ∈ {0, . . . , k − 1}, i 6= j gilt, dass vi 6= vj.

Mit diesen Bezeichnungen definiert man dann den Kreisgraphen Cn, den
Graphen der Ordnung n, der einen Kreis der Länge n enthält. Der C3 heißt
auch Dreieck. Ein Graph ohne Dreiecke als Subgraphen bezeichnet man als
dreiecksfrei. Zwei Knoten heißen zusammenhängend, wenn im Graphen ein
Weg existiert, der die beiden Knoten verbindet. Jeder Subgraph, dessen Kno-
ten zusammenhängen, heißt Zusammenhangskomponente des Graphen. Be-
steht ein Graph nur aus einer einzigen Zusammenhangskomponente, so nennt
man ihn zusammenhängend.

Ein zusammenhängender Graph ohne Kreise wird Baum genannt. Die
Bäume bilden somit eine besondere Klasse von Graphen. In diesen wird jeder
Knoten mit Grad 1 Blatt genannt.

Der Abstand d(v1, v2) zweier Knoten v1, v2 ∈ V ist die Länge eines kürzes-
ten Weges, der v1 und v2 verbindet. Falls ein solcher nicht existiert, so
wird der Abstand unendlich gesetzt. Der Durchmesser D(G) eines Graphen
bezeichnet den größten Abstand zwischen zwei Knoten des Graphen, also
D(G) = maxv1,v2∈V d(v1, v2). Die Länge eines kürzesten nicht trivialen Krei-
ses heißt Taillenweite T (G). Die Taillenweite eines Baumes wird unendlich
gesetzt.

Es bezeichne N=j(v
∗) die Menge aller Knoten v ∈ V , für die d(v∗, v) = j,

und N≤j(v
∗) die Menge aller Knoten v ∈ V , für die d(v∗, v) ≤ j gilt. Sie sind

weitere Nachbarschaften von Knoten. Dann ist nj := maxv∈V |N=j(v)| die
Anzahl Knoten der größten Nachbarschaft N=j(v

∗) eines Knotens v∗ ∈ V .
In einem einfachen Graphen G = (V, E) gelten folglich: N(v) = N=1(v) für
jeden Knoten v ∈ V und ∆(G) = n1.
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2.1.3 Chromatische Zahl

Die Chromatische Zahl Ch(G) eines Graphen G ist die kleinste Anzahl an
Farben, die benötigt werden, um die Knoten des Graphen so einzufärben,
dass keine zwei adjazente Knoten dieselbe Farbe haben. Ein Graph G mit
Chromatischer Zahl c := Ch(G) wird auch c-färbbar genannt. Die 2-färbba-
ren Graphen sind äquivalent zu den bipartiten Graphen. Deren Knotenmenge
lässt sich so in zwei disjunkte Mengen V1, V2 ( V teilen, dass V = V1 ∪ V2

und keine zwei Knoten aus derselben Menge Vi adjazent sind. Die bipartiten
Graphen enthalten keine Kreise ungerader Länge, da deren Knoten abwech-
selnd in V1 und V2 liegen. Ist bei der Betrachtung eines Graphen G = (V, E)
seine Bipartitheit entscheidend, so wird er als G = (V1 ∪ V2, E) notiert, wo-
bei V1 und V2 die disjunkten Knotenmengen mit V = V1 ∪ V2 sind. Gilt
dabei |V1| = |V2|, so werden die Knoten des bipartiten Graphen der Ordnung
|V1| + |V2| meist so nummeriert, dass V1 = {0, 2, 4, . . . , |V1|+ |V2| − 2} und
V2 = {1, 3, 5, . . . , |V1|+ |V2| − 1}. Die Menge V1 enthält somit die Knoten
gerader Nummerierung, wobei die 0 zu den geraden Zahlen gerechnet wird,
und V2 besteht aus den Knoten ungerader Nummerierung.

2.1.4 Cliquenzahl

Ein Graph G wird vollständig genannt, wenn seine Kantenmenge maximal
ist, also jedes Knotenpaar durch eine Kante verbunden ist. Der vollständige
Graph der Ordnung n wird mit Kn bezeichnet und besitzt

(
n
2

)
= (n2 − n)/2

Kanten. Ein bipartiter Graph G = (V1 ∪ V2, E) heißt vollständig, wenn jeder
Knoten v1 ∈ V1 mit jedem Knoten v2 ∈ V2 verbunden ist. Gilt zusätzlich
|V1| = m und |V2| = n, so wird dieser mit Km,n bezeichnet.

Eine Clique ist eine echte Teilmenge V ′ ( V , so dass der von V ′ indu-
zierte Subgraph vollständig ist. Die Anzahl Knoten der größten Clique eines
Graphen heißt Cliquenzahl Cl(G). Dabei ist die Cliquenzahl kleiner oder
gleich der Chromatischen Zahl, da zur Färbung eines vollständigen Graphen
so viele Farben benötigt werden, wie er Knoten hat.

2.1.5 Matching

Ein Matching M ⊆ E von G = (V, E) bezeichnet eine Kantenmenge, so dass
keine zwei Kanten e1, e2 ∈ M inzident sind. Das größtmögliche Matching
eines Graphen gerader Ordnung n besteht aus |M | = n/2 Kanten. Es wird
perfektes Matching genannt. Nicht alle Graphen besitzen ein solches Mat-
ching. Es gibt jedoch zu jedem Graphen ein maximales Matching M∗, so
dass für jedes Matching M des Graphen |M | ≤ |M∗| gilt. Zwei Matchings
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heißen kantendisjunkt, wenn die Kantenmengen disjunkt sind.

2.1.6 Knotenpartition

Eine Knotenpartition, kurz Partition P (G) = (P1, P2, . . . , Pk) eines Graphen
G = (V, E) ist eine Aufteilung der Knoten aus V in k disjunkte nichtleere
Teilmengen Pi, i = 1, 2, . . . , k, so dass gilt:

⋃k
i=1 Pi = V . Dabei sind Pi die

Elemente und k die Größe der Partition. Bei einer k-Partition ist die Größe
der Partition auf k festgelegt. Eine 2-Partition P (G) = (P1, P2) wird auch
Bipartition genannt. Eine Knotensektion, kurz Sektion S(G) eines Graphen G
der Ordnung n ist eine Partition P (G) = (P1, P2, . . . , Pk) für deren Elemente
Pi, i = 1, 2, . . . , k, entweder |Pi| = bn/kc oder |Pi| = dn/ke gilt. Die Größen
der Elemente Pi unterscheiden sich demnach höchstens um 1. Die Sektion
wird auch balancierte Partition genannt. Analog zu oben ist k die Größe
der Sektion und eine k-Sektion eine Sektion mit gegebener Anzahl k von
Elementen. Eine 2-Sektion bezeichnet man auch als Bisektion.

2.1.7 Isomorphismus

Zwei Graphen G1 = (V1, E1) und G2 = (V2, E2) sind isomorph, wenn eine
bijektive Abbildung π : V1 → V2 existiert, so dass gilt:

∀u, v ∈ V : (u, v) ∈ E1 ⇔ (π(u), π(v)) ∈ E2.

Das heißt, zwei isomorphe Graphen haben die gleiche Anzahl Knoten, welche
auf die gleiche Weise miteinander verbunden sind. Die Abbildung π heißt
dann Isomorphismus.

Ein Automorphismus eines Graphen G = (V, E) ist ein Isomorphismus
des Graphen auf sich selbst. Die bijektive Abbildung π : V → V ist also
eine Permutation der Knotenmenge V , wobei die permutierten Knoten durch
dieselben Kanten verbunden sind wie die ursprünglichen. Gibt es zu jedem
Knotenpaar v1, v2 ∈ V eines Graphen G = (V, E) einen Automorphismus π
mit π(v1) = v2, so bezeichnet man G als knotentransitiv. Es ist trivial, dass
ein solcher Graph regulär ist.

2.2 ,Gossiping‘ und ,Broadcasting‘

Kommunikationsnetzwerke sind Graphen, deren Knoten Personen und deren
Kanten eine Art der Kommunikation zwischen den Personen darstellen. Ist
ein solches Netzwerk ungerichtet, so wird bei der Kommunikation stets Infor-
mation in beide Richtungen übertragen, vergleichbar einem Gespräch. Hier
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soll Kommunikation zu einem bestimmten Zeitpunkt immer nur zwischen
zwei Personen möglich sein, so wie es bei Telefonaten der Fall ist. Ein Kom-
munikationsnetzwerk, das diese Bedingung erfüllt, wird als 1-Kanal-Netzwerk
bezeichnet, alle anderen sind Mehr-Kanal-Netzwerke. Zudem werden hier nur
Netzwerke mit Einheitskosten betrachtet. Bei diesen dauert eine Kommuni-
kation zwischen zwei Personen stets eine Zeiteinheit lang, unabhängig davon
wie viel Information ausgetauscht wird.

In Kommunikationsnetzwerken bezeichnen ,Gossiping‘ 1 und ,Broadcas-
ting‘ 2 zwei Arten der Informationsverbreitung. Beim ,Gossiping‘ kennt jede
Person des Netzwerkes eine Information, von der die anderen nichts wis-
sen, und soll diese durch Kommunikation an alle anderen verbreiten. Beim
,Broadcasting‘ hat nur eine Person eine Information, die sie an alle anderen
weiterleiten soll. Ein sehr bekanntes Beispiel für das ,Gossiping‘-Problem, von
dem es seinen Namen hat, ist das Folgende: Mehrere Frauen wissen jeweils
eine Klatschgeschichte, die alle übrigen Frauen nicht kennen. Es telefonieren
je zwei Frauen miteinander und erzählen sich gegenseitig alle Geschichten,
von denen sie zum Zeitpunkt des Gesprächs wissen. Die Frage ist nun, wie
viele Telefonate nötig sind bis alle Frauen alle Klatschgeschichten kennen.
Ein Beispiel für ,Broadcasting‘ in einem gerichteten Mehr-Kanal-Netzwerk
ist die Aussendung von Information über Radio oder Fernsehen. Hier wird
Information von einer zentralen Stelle aus verbreitet, und zwar an alle Haus-
halte zugleich.

Sei nun G = (V, E) ein Kommunikationsnetzwerk mit der Knotenmen-
ge V von Personen und der Kantenmenge E, der Kommunikation zwischen
diesen Personen. Die Bezeichnung g(G) steht für die ,Gossiping‘-Zeit, die
für die Kommunikationen benötigte Zeit bis jede Person die Information je-
der anderen Person kennt. Wie in AnhangA gezeigt, beweist W.Knödel für
vollständige Graphen Kn (siehe [Knö74]):

g(Kn) =

{
dlog2 ne für n gerade,
dlog2 ne+ 1 für n ungerade.

Es ist trivial, dass die ,Gossiping‘-Zeit g(Kn) über allen Graphen der Ord-
nung n minimal ist. Jeder Graph G der Ordnung n, für den g(G) = g(Kn)
gilt, wird schließlich ,Gossip‘-Graph genannt. Diese Graphen benötigen für
die Informationsverbreitung also genauso wenig Zeit, wie der vollständige
Graph Kn. Ein minimaler ,Gossip‘-Graph MGGn der Ordnung n ist dann
ein ,Gossip‘-Graph mit minimaler Anzahl an Kanten. Die Anzahl Kanten
dieses Graphen wird mit G(n) bezeichnet. Die ,Broadcasting‘-Zeit b(v) einer

1 ,gossip‘ (engl.) heißt Altweibergeschätz, Klatsch, Trasch
2 ,broadcast‘ (engl.) heißt Aussendung, Ausstrahlung (Radio,TV)
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Person v ist die Zeit, die für die Kommunikationen benötigt wird bis die Per-
son ihre Information an jede andere Person des jeweiligen Graphen verbrei-
tet hat. Die ,Broadcasting‘-Zeit b(G) eines Graphen G ist damit definiert als
b(G) = max{b(v)|v ∈ V }. Anhand des Beweises in AnhangA ist die Gültig-
keit von b(Kn) = dlog2 ne für den vollständigen Graphen leicht zu sehen.
Analog zum ,Gossiping‘ werden folgende Begriffe für das ,Broadcasting‘ defi-
niert: Ein ,Broadcast‘-Graph ist ein Graph, für den b(G) = b(Kn) = dlog2 ne
gilt. Ein minimaler ,Broadcast‘-Graph MBGn der Ordnung n bezeichnet
einen ,Broadcast‘-Graph mit minimaler Anzahl an Kanten und B(n) deren
Kantenzahl.

2.3 Partitionierung und Clusterung

Sei nun G = (V, E) ein ungerichteter, gewichteter Graph mit Kantenge-
wichtsfunktion w : E → R, und P (G) eine k-Partition des Graphen. Die
Kanten von G, deren Endknoten in verschiedenen Elementen der Partition
P liegen, heißen dann Partitionskanten und werden in E(P ) zusammenge-
fasst. Es gilt:

E(P ) := {e = (v1, v2) ∈ E | ∃ i, j mit 1 ≤ i 6= j ≤ k : v1 ∈ Pi ∧ v2 ∈ Pj}.

Dann ist der Schnitt cut(P ) der Partition P wie folgt definiert:

cut(P ) :=
∑

e∈E(P )

w(e).

Der Wert cut(P ) ist somit die Summe der Gewichte von Kanten, die die Par-
tition kreuzen. Sind alle Kantengewichte 1 so entspricht cut(P ) der Größe ei-
nes Schnittes, welche die Anzahl an Partitionskanten |E(P )| bezeichnet. Eine
maximale Partition ist eine Partition, deren Schnitt maximal, eine minima-
le Partition eine, deren Schnitt minimal ist, und zwar unter den Schnitten
aller möglichen Partitionen. Letztere kann zum Beispiel durch wiederholte
Anwendung des Algorithmus von M. Stoer und F. Wagner (siehe [SW97])
ermittelt werden. Dieser bestimmt eine minimale 2-Partition. Unter der mi-
nimalen bzw. maximalen Partitionierung eines Graphen G = (V, E) versteht
man dann die Aufgabe, eine minimale bzw. maximale Partition des Gra-
phen G zu finden. Möchte man klar machen, dass eine Partition einer be-
stimmten Größe k gesucht wird, so verwendet man auch die Bezeichnungen
k-Partitionierung und Bipartitionierung, falls k = 2. Für die Suche nach mi-
nimalen oder maximalen Sektionen sind die entsprechenden Sektionierungen,
k-Sektionierungen, wie auch Bisektionierungen analog definiert..
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Unter der Clusteranalyse3 versteht man verschiedene Arten der Datenana-
lyse zur Ermittlung von Gruppen (so genannte Cluster) zusammengehöriger
Objekte aus einer Grundmenge numerisch beschriebener Objekte. In der Gra-
phentheorie wird je nach Definition der

”
Zusammengehörigkeit“ eine Kosten-

funktion über den Partitionen festgelegt. Das Ergebnis der Clusterung eines
Graphen ist dann eine k-Partition mit k beliebig und minimalen Kosten un-
ter allen möglichen Partitionen. Cluster können beispielsweise Anhäufungen
von Knoten sein, deren Abstand zu Knoten des gleichen Clusters geringer ist
als der zu Nachbarn anderer Cluster. Die Kostenfunktion ist hier die Summe
der Abstände aller Knoten, die einem Partitionselement angehören.

3 ,cluster‘ (engl.) heißt Anhäufung



Kapitel 3

Kontaktgraphen

Der erste Schritt zur Entwicklung einer Gruppeneinteilungsstrategie ist die
Wahl eines Kommunikationsnetzwerkes, das die flüchtigen Kontakte in Form
von kurzen Gesprächen zwischen den teilnehmenden Personen darstellt.

Nach Betrachtung eines in der Praxis schon einmal getesteten Netzwer-
kes, werden verschiedene Kriterien erarbeitet, die ein so genannter Kontakt-
graph erfüllen sollte. Deshalb werden unterschiedliche Graphen untersucht,
von denen ein Graph ausgewählt wird, der zur Verwendung als Kontaktgraph
sinnvoll erscheint.

Im August 2003 fand an der Universität in Tilburg (Niederlande) die drit-
te POLNET Summer School1 statt. Hier wurde eine erste einfache Strategie
zur Einteilung der Teilnehmer in Arbeitsgruppen angewendet. Es diente hier
ein k-zyklischer Graph als Kontaktgraph.

Definition 3.1 Ein zusammenhängender Graph G = (V, E) heißt k-zyklisch,
wenn eine Partition V0, V1, . . . , Vk−1 von G existiert, so dass für jede Kante
(u, v) ∈ E gilt:

∃ i ∈ {0, 1, . . . , k − 1} : u ∈ Vi ∧ v ∈ V(i+1) mod k.

Die an der Veranstaltung teilnehmenden Personen wurden in k Men-
gen V0, V1, . . . , Vk−1 eingeteilt, und die Personen jeder Menge Vi führten
Gespräche mit den Personen der zwei

”
Nachbar“-Mengen V(i−1) mod k und

V(i+1) mod k. Die zugrunde liegende Idee hinter der Wahl des k-zyklischen
Graphen ist die folgende: Zur Einteilung der Gruppen wird im Sympathie-
graphen nach möglichst zusammenhängenden Pseudowegen der Länge ≥ k
gesucht. Der Begriff

”
möglichst zusammenhängender Pseudoweg“ steht für

1 International Summer School on the Analysis of Political and Managerial Networks,
siehe http://www.polnet-school.info
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einen Weg, der auch aus disjunkten Teilwegen bestehen kann. Dabei soll die
Kantenzahl aller Pseudowege, die je eine der gesuchten Personengruppe bil-
den, zusammen maximal sein. Zudem soll jeder der Pseudowege mindestens
einen Knoten jeder Menge Vi enthalten. Entspricht die Länge eines Pseudowe-
ges der Partitionsgröße des zugrunde liegenden zyklischen Graphen, so wird
dieser auch Pseudokreis genannt. Um auf die beschriebene Weise n = k · g
Personen in g gleich große Gruppen einzuteilen, wird k = n/g gewählt, also
auf die Größe der gesuchten Gruppen gesetzt, und der k-zyklische Graph
auf einer k-Sektion gebildet. So ist der k-zyklische Graph zusätzlich (2 · g)-
regulär. Ist der Quotient (n/g) nicht ganzzahlig, so wird k = bn/gc gewählt.
Dann haben (n mod g) Elemente der k-Sektion Größe (g + 1), die übrigen
Größe g. In diesem Graphen werden schließlich g1 := (n mod g) Pseudowege
der Länge dn/ge und g2 := g−g1 Pseudokreise gesucht. Ist n durch g teilbar,
so sind g Pseudokreise der Länge n/g zu finden.

Ein weiterer Grund für die Wahl des k-zyklischen Graphen als Kontakt-
graph ist die günstige Gesprächsführung. Ist die Anzahl k der Partitions-
elemente Vi des Kontaktgraphen gerade, so können in einer ersten Runde
die Gespräche zwischen den

”
Nachbar“-Mengen Vi und V(i+1) mod k, sowie

in einer zweiten Runde die Gespräche zwischen Vi und V(i−1) mod k für al-
le i ∈ {0, 2, . . . , k − 2} geführt werden. Ist k allerdings ungerade, so muß
je eine der zwei benachbarten Mengen Vk−1 und Vk−2 in den zwei eben be-
schriebenen Runden der Gesprächsführung aussetzen. In einer weiteren Run-
de müssen schließlich die Gespräche zwischen den Personen dieser beiden
Mengen nachgeholt werden, in der die Personen aller übrigen Mengen, also
unter Umständen sehr viele Personen aussetzen müssen. Die Anzahl, wie oft
die teilnehmenden Personen bei einer Gesprächsführung im Kontaktgraphen
G zusammen aussetzen müssen, berechnet sich wie folgt:

|Vk−1| · max
i∈{0,...,k−2}

|Vi| (3.1)

+ |Vk−2| · max
i∈{0,...,k−3,k−1}

|Vi| (3.2)

+ (|V0|+ . . . + |Vk−3|) · max
i=k−1,k−2

|Vi| (3.3)

+ (g − 1− (n mod g)) · 2 · min
i=0,...,k−1

|Vi|+ 2 · max
i=0,...,k−1

|Vi|. (3.4)

Dabei geben die Summanden 3.1, 3.2 bzw. 3.3 die durch ungerades k verur-
sachten Aussetzer in Runde 1, Runde 2 bzw. Runde 3 an, und der Sum-
mand 3.4 umfasst alle übrigen Aussetzer aufgrund ungleicher Größen der
Partitionselemente. Letzterer ist für den Fall angegeben, dass alle Partitions-
elemente einer Größe

”
benachbart“ sind. Alternativ wählt man k = dn/ge,

wenn k = bn/gc ungerade ist und sucht g1 := (n mod k) Pseudowege der
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Länge bn/gc und g2 := g − g1 Pseudokreisen. Die Anzahl Aussetzer umfasst
bei geradem k nur den oben gegebenen Summanden 3.4, wobei wieder die
Reihenfolge der Partitionselemente festgelegt ist:

(g − 1− (n mod g)) · 2 · min
i=0,...,k−1

|Vi|+ 2 · max
i=0,...,k−1

|Vi|.

Somit verringert sich die Anzahl Aussetzer durch eine bessere Wahl von k.
Jedoch sind hier g1 Pseudowege zu suchen, deren Länge um 1 kleiner als
die Anzahl Partitionselemente des Graphen ist. Zu jedem solchen Pseudoweg
existiert also ein Vi, aus dem kein Knoten Teil des Pseudoweges ist, und somit
keine Verbindung zwischen den zwei Knoten aus V(i−1) mod k und V(i+1) mod k

bestehen kann.
Weiterer Nachteil dieses Verfahrens ist, dass die Anzahl Gespräche, die

eine Person aus der Menge Vi führt auf maximal |V(i−1) mod k| + |V(i+1) mod k|
festgelegt ist. Natürlich können weitere Gesprächsrunden abgehalten werden.
Es ist jedoch dabei darauf zu achten, dass möglichst wenige Personen aus-
setzen und kein Personenpaar doppelt miteinander spricht. Eine Regelung
für eine solche Runde kann demnach nicht allgemein für alle Personen- und
Gruppenzahlen angegeben werden.

Zudem haben in diesem Kontaktgraphen die Personen eines Partitionsele-
mentes alle dieselben Gesprächspartner, und bei Personen der zwei Mengen
Vi und V(i+2) mod k stimmen je die Hälfte der Gesprächspartner überein. Dies
kann auf die Teilnehmer allerdings so wirken, als würde ihnen die Bekannt-
schaft der Personen bestimmter Partitionselemente vorenthalten. Außerdem
verursacht dies, dass im Sympathiegraphen ein starker Zusammenhang zwi-
schen benachbarten Partitionselementen des Graphen besteht, was jedoch
bei dem oben beschriebenen Verfahren zur Einteilung der Gruppen nicht
genutzt wird. Stattdessen findet jeder Teilnehmer nur höchstens drei seiner
Gesprächspartner in seiner Gruppe wieder, die er unter Umständen noch
nicht einmal sympathisch findet.

Durch die vielen Bedingungen, die der k-zyklische Graph erfüllen muß,
um eine günstige Gesprächführung auszudrücken, ist dieser Graph recht un-
flexibel als Kontaktgraph. Zudem hängt er von der Anzahl einzuteilender
Gruppen ab. Es stellt sich daher die Frage, welche Graphen als Kontaktgra-
phen besser geeignet sind und welche graphentheoretischen Kriterien diese
erfüllen sollten.

3.1 Anforderungen an den Kontaktgraphen

Anhand der Beobachtungen am k-zyklischen Graphen können Kriterien fest-
gelegt werden, die die Qualität eines Graphen als Kontaktgraphen ausma-
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chen. Dabei werden neben den gefundenen Vor- und Nachteilen des k-zykli-
schen Graphen noch weitere Überlegungen angestellt, wie der Kontaktgraph
aussehen sollte, damit er eine unter verschiedenen Gesichtspunkten gute Ge-
sprächsführung ausdrückt.

Der günstigste Graph für die Entstehung von Sym- und Antipathien zwi-
schen allen Teilnehmern, ist der vollständige Graph. Denn wenn eine Per-
son mit jeder anderen Person Kontakt aufnimmt, kann sie zwischen allen
entscheiden, mit wem sie am liebsten in einer Gruppe zusammenarbeiten
möchte.

Bei einer geraden Anzahl n von Personen besteht außerdem die Möglich-
keit in (n − 1) Runden jeden mit jedem sprechen zu lassen. Stelle man sich
dazu den vollständigen Graphen Kn−1 vor, dessen Ecken je einen Teilneh-
mer darstellen und wie bei einem regelmäßigen (n− 1)-Eck angeordnet sind.
Markiert man in diesem eine Seite und alle dazu parallelen Seiten, so bleibt
ein Knoten ohne adjazente markierte Kante übrig. Dieser wird mit dem nicht
zum Kn−1 gehörenden Knoten verbunden und die entsprechende Kante eben-
falls markiert. Die markierten Kanten bilden nun eine Gesprächsrunde, an
der jede teilnehmende Person beteiligt ist. Fährt man auf die gleiche Art
und Weise fort und beginnt jeweils mit einer noch nicht markierten Kante
des (n− 1)-Eck, so erhält man schließlich (n− 1) Gesprächsrunden, in denen
alle zu führenden Gespräche geführt werden. Diese Gesprächsführung ist in
Abbildung 3.1 anhand des K6 als Kontaktgraph gezeigt.

Abbildung 3.1: K6 als Kontaktgraph – die Kanten einer Farbe bilden die
Gespräche einer Runde.

Im entstehenden Graphen mit den Sympathien als Knotenmenge könn-
te man dann nach möglichst zusammenhängenden Knotenmengen suchen.
Denn man vermutet, dass Personengruppen, bei denen zwischen möglichst
vielen Personen Sympathien vorliegen, am besten zusammenarbeiten. Lässt
man zudem die Aussprache von Antipathien zu, so ist zusätzliches Ziel der
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Gruppeneinteilung, möglichst viele Knoten, die durch eine Antipathiekante
miteinander verbunden sind, voneinander zu trennen. Denn Personen, die
sich nicht mögen, können die Teamfähigkeit der Gruppe verringern.

3.1.1 Dreiecke

Die Methode, jeden mit jedem reden zu lassen, ist allerdings sehr zeitauf-
wendig und anstrengend für die Teilnehmer. Außerdem ist es bei kurzer
Kontaktaufnahme mit zu vielen Personen schwierig, sich eine Meinung zu
bilden mit wem man lieber in einer Gruppe zusammenarbeiten möchte. Da-
her sollte man bei zwischenmenschlicher Sympathie darauf bauen, dass Sym-
pathieträger von Personen, die man sympathisch findet, einem selber eben-
falls sympathisch sind. Es soll also angenommen werden, dass Sympathie
eine transitive Relation zwischen Personen ist. Diese Spekulation soll dem
Teilnehmer allerdings verborgen bleiben. Aus diesem Grund wird gefordert,
dass der Kontaktgraph keine Dreiecke enthalten darf. Ein Dreieck in der Ge-
sprächsführung bedeutet nämlich, dass sich drei Personen, namens A, B und
C je miteinander unterhalten. Man nehme an, dass A und B, sowie B und C
sich sympathisch sind, und schließt daraus, dass sich auch A und C sympa-
thisch finden. Ist letzteres nun aber nicht der Fall und sind die drei Personen
trotzdem in derselben Gruppe, so können sie leicht erkennen, dass hier mit

”
Sympathie-Transitivität“ gearbeitet wurde. Die Gefahr, dass in den anhand

der Sympathien gebildeten Gruppen Antipathien auftreten, besteht zwar bei
jeder Art der Gesprächsführung. Allerdings ist der Schluß auf Sympathie
aufgrund der Transitivität dieser Relation in einem Kontaktgraphen, der nur
Vierecke oder größere Kreise enthält, für den Teilnehmer weniger gut durch-
schaubar. Angenommen man spekuliert bei einem Weg aus Sympathien, der
mindestens Länge 3 hat, dass sich auch die zu den beiden Endknoten des
Weges gehörenden Personen sympathisch finden, dann ist dies für die beiden
Personen nur schwer erkennbar, da sie nicht unbedingt wissen, mit wem sich
ihre Gesprächspartner unterhalten haben.

3.1.2 Gesprächsführung

Die Untersuchungen des k-zyklischen, wie auch des vollständigen Graphen
umfassten unter anderem die Berechnung der Anzahl Aussetzer bei der Ge-
sprächsführung. Der Kontaktgraph soll eine Ausführung der Gespräche ermög-
lichen, bei der möglichst wenige Personen aussetzen müssen. Es sollen also
möglichst wenig Gesprächsrunden nötig sein, in denen jeweils möglichst viele
Gespräche parallel durchführbar sind. Das heißt, dass in r Gesprächsrun-
den möglichst jede Person mit r verschiedenen Partnern spricht. Graphen-
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theoretisch ausgedrückt bedeutet dies, dass der Graph r-regulär sein und r
kantendisjunkte perfekte Matchings enthalten soll.

3.1.3 Streuung

Verwendet man einen k-zyklischen Graphen als Kontaktgraph, so haben vie-
le Teilnehmer dieselben Gesprächspartner. Stellen die Teilnehmer dies fest,
fühlen sie sich ungerecht behandelt, da ihnen die Bekanntschaft der Personen
bestimmter Partitionselemente vorenthalten wurde. Natürlich gibt es abge-
sehen vom vollständigen Graphen in jedem Graphen eine Menge von Knoten
zu denen ein bestimmter Knoten nicht adjazent ist. Jedoch ist die schlechte
Verteilung der Gesprächspartner auf alle Teilnehmer der Gesprächsführung
sehr gut ersichtlich. Deshalb sollte der Kontaktgraph realisieren, dass je zwei
Personen mit möglichst vielen verschiedenen Personen sprechen. Dieses Kri-
terium wird als

”
große Streuung“ im Kontaktgraphen bezeichnet. Graphen-

theoretisch ausgedrückt bedeutet große Streuung, dass die Nachbarschaft
jeglicher zweier Knoten des Graphen maximal ist. Als Maß für die Streu-
ung betrachtet man nun die maximale Anzahl an gemeinsamen Nachbarn
zweier beliebiger Knoten geteilt durch den maximalen Grad über beide Kno-
ten. Je näher dieser Wert bei 0 liegt, um so größer ist die Streuung. Die
kleinstmögliche Streuung hat ein r-regulärer Graph, wenn zwei seiner Kno-
ten r gemeinsame Nachbarn haben. Die Streuung beträgt dann 1. Dies gilt
es beim Kontaktgraphen zu verhindern.

3.1.4 Flexibilität

Die Anzahl Personen n, die Zahl zu bildender Gruppen g, sowie auch die
gewünschte Anzahl r flüchtiger Kontakte pro Person kann bei Veranstaltun-
gen wie der POLNET, jede beliebige Größe annehmen. Ziel bei der Entwick-
lung einer Strategie zur Gruppeneinteilung ist es, sie in Bezug auf diese Werte
so flexibel wie möglich zu halten. Es sollen so gut wie keine Einschränkungen
nötig sein. Der Kontaktgraph soll somit unabhängig von der Anzahl Perso-
nen eine Gesprächsführung ausdrücken, deren Anzahl Aussetzer über allen
Graphen möglichst klein ist. Zudem soll der Kontaktgraph so konzipiert sein,
dass er nicht von der Anzahl zu bildender Gruppen abhängt. Dies ist zum
Beispiel bei der Verwendung des k-zyklischen Graphen notwendig, wo für
das Verfahren der Gruppeneinteilung k = bn/gc gefordert wird. Außerdem
ist unabhängig von der Anzahl zu führender Gespräche die Erfüllung obiger
Anforderungen unerlässlich.
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3.2 Wahl eines Kontaktgraphen

In Anbetracht oben genannter Kriterien, die ein Graph zur Verwendung als
Kontaktgraph erfüllen sollte, werden nun verschiedene Graphklassen unter-
sucht. Deren Reihenfolge entspricht weitgehend der Reihenfolge, die zur Ent-
deckung des für obige Zwecke günstigsten Graphen durch die Autorin führte.
Manche Idee zur Betrachtung einer Graphenklasse entstammt den Kriterien
der Graphen der vorherigen Abschnitte.

3.2.1 Bipartite Graphen

Betrachtet man den k-zyklischen Graphen und setzt voraus, dass k gerade
ist, so stellt man fest, dass dieser bipartit ist. Da die vielen Anforderungen
an die Personen- und Gruppenzahl zur Bildung dieses speziellen bipartiten
Graphen daher rühren, dass der Graph zusätzlich k-zyklisch ist, wird nun
der bipartite Graph im Allgemeinen betrachtet.

Stelle also der bipartite Graph G = (V1 ∪ V2, E) mit den zwei disjunkten
Knotenmengen V1 und V2 den Kontaktgraphen dar. Das bedeutet für die Ge-
sprächsführung, dass die Menge der Teilnehmer in zwei Gruppen geteilt wird
und die Personen je nur mit Personen der anderen Gruppe sprechen. Damit
jeder Teilnehmer gleich viele Gesprächspartner hat, wählt man den Graphen
zusätzlich r-regulär, wobei r > 0 die gewünschte Anzahl an Gesprächen ist.
Daraus ergibt sich dann r · |V1| = |E| = r · |V2|, also |V1| = |V2|. Für die
r-Regularität eines bipartiten Graphen müssen demnach die Mengen V1 und
V2 gleich groß gewählt werden, also die Anzahl Personen gerade sein. Dann
gelten folgende zwei Sätze (Satz 3.1 und 3.3) von D. Kőnig (siehe [Vol91],
Seite 92):

Satz 3.1 (Kőnig) Ein r-regulärer, bipartiter Graph G = (V1∪V2, E) besitzt
ein perfektes Matching.

Beweis: Ist S ⊆ V1 und ist e ∈ E eine Kante, die inzident zu einem
Knoten aus S ist, so ist e auch inzident zu einem Knoten aus N(S) ⊆ V2. Ist
also E1 ⊆ E die Kantenmenge, deren Elemente zu den Knoten aus S, und
E2 ⊆ E die Kantenmenge, deren Elemente zu den Knoten aus N(S) inzident
sind, so folgt: E1 ⊆ E2. Somit gilt:

r · |S| = |E1| ≤ |E2| = r · |N(S)|,

woraus |S| ≤ |N(S)| für alle S ⊆ V1 folgt. Nach dem folgenden Satz 3.2 exis-
tiert dann ein Matching M ⊆ E, deren Elemente zu allen Knoten aus V1
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inzident sind. Dieses muss dann wegen |V1| = |V2| perfekt sein. �

Bevor der zweite Satz von Kőnig folgt, wird der oben verwendete Satz
von P.Hall notiert:

Satz 3.2 (Hall’s Theorem) Es sei G = (A ∪ B, E) ein bipartiter Graph
mit der Knotenmenge V := A∩B. Es gibt genau dann ein Matching M von
G mit (V |M) ∩ A = A, wenn für alle S ⊆ A gilt:

|S| ≤ |N(S)|.

Über die Jahre sind viele Beweise von Hall’s Theorem entstanden. Hier
wird ein Beweis von P. R.Halmos und H. E.Vaughn präsentiert (siehe [LP86],
Seite 5):

Beweis: Sei M = {m1, . . . ,mp} ⊆ E ein Matching von G mit (V |M) ∩
A = A. Ist mi = (ai, bi) mit ai ∈ A, so gilt notwendig bi ∈ B für jedes i =
1, 2, . . . , p, und die Knoten b1, b2, . . . , bp sind paarweise verschieden. Daraus
folgt für alle S ⊆ A mit S =

{
aj1 , aj2 , . . . , ajq

}
|S| = q =

∣∣{bj1 , bj2 , . . . , bjq

}∣∣ ≤ |N(S)|.

Gelte nun umgekehrt |S| ≤ |N(S)| für alle S ⊆ A. Wie im Folgenden be-
schrieben, führt man Induktion über |A|: Der Induktionsanfang mit |A| = 0
oder |A| = 1 ist klar. Für den Induktionsschritt betrachtet man die zwei
Fälle:

1. für alle S ⊂ A, S 6= ∅ : |S| < |N(S)|,

2. es gibt ein A∗ ⊂ A, A∗ 6= ∅ : |A∗| = |N(A∗)| und
für alle übrigen S ⊂ A, S 6= ∅ : |S| < |N(S)|.

Man betrachte Fall 1: Seien a und b adjazente Knoten mit a ∈ A. Bezeichne
G′ := G − {a, b} und S eine beliebige Teilmenge von A − {a}. Gilt S = ∅,
so folgt |S| = 0 = |N(S)|. Man nehme also S 6= ∅ an. Wegen S 6= A, gilt
nach Voraussetzung |S| < |N(S)| und somit |NG′(S)| ≥ |NG(S)| − 1 ≥ |S|,
wobei NG′(S) die Nachbarschaft der Knoten aus S im Graphen G′ beschreibt.
Aufgrund der Induktionsannahme gibt es dann ein Matching M ′ in G′, für
welches (V |M ′) ∩ (A − {a}) = (A − {a}) gilt. Setzt man dann M := M ′ ∪
{(a, b)}, so erfüllt diese (V |M) ∩ A = A.
Gelte in Fall 2 nun |A∗| = |N(A∗)| für ein A∗ ⊂ A mit A∗ 6= ∅. Dann spaltet
man G, wie folgt, in zwei kleinere Subgraphen: Sei G1 der von A∗ ∪ N(A∗)
induzierte Subgraph und G2 := G − (A∗ ∪ N(A∗)). Dann zeigt man, dass
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G1, sowie G2 die Induktionsannahme erfüllen. In G1 sein für den Beweis
S ⊆ A∗. Dann gilt NG(S) ⊆ NG(A∗), außerdem NG1(S) = NG(S) und folglich
|NG1(S)| = |NG(S)| ≥ |S| nach Voraussetzung. Für G2 sei nun S ⊆ A− A∗.
Dann gilt NG(S ∪A∗) = NG2(S) ∪NG(A∗), weil NG2(S) ∩NG(A∗) = ∅. Und
daraus folgt |NG2(X)| = |NG(S ∪ A∗)| − |NG(A∗)| ≥ |S ∪ A∗| − |NG(A∗)| =
|S ∪ A∗| − |A∗| = |S| aufgrund der Voraussetzung und S ∩ A∗ = ∅. Nach
Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf G1 und G2 existieren somit
Matchings M1 und M2 mit (V |M1) ∩ A∗ = A und (V |M2) ∩ (A − A∗) =
(A−A∗). Für M1 gilt zusätzlich (V |M1)∩NG(A∗) = NG(A∗). Das Matching
M = M1 ∪M2 erfüllt dann (V |M) ∩ A = A. �

Satz 3.3 (Kőnig) Ein r-regulärer, bipartiter Graph G = (V1∪V2, E) besitzt
r kantendisjunkte perfekte Matchings.

Beweis: Nach Satz 3.1 besitzt G ein perfektes Matching M . Dann sei
G′ := (V1 ∪ V2, E

′) mit E ′ := E − M der Graph, der aus G durch Löschen
aller Kanten aus M entsteht. G′ ist (r − 1)-regulär und ebenfalls bipartit.
Folgert man rekursiv weiter mit Satz 3.1, so ist die Existenz von r kantendis-
junkten perfekten Matchings gezeigt. �

Werden also die Kontakte zwischen einer geraden Anzahl von Personen
durch einen r-regulären, bipartiten Graphen ausgedrückt, so ist es in ei-
ner Gesprächsführung mit r Runden möglich, dass jede teilnehmende Per-
son mit r verschiedenen Partnern spricht. Als Beispiel für eine solche Ge-
sprächsführung betrachte man den Graphen G = (V, E) mit V = {0, 1, . . . , n},
V1 ⊂ V die Menge der geraden Zahlen und V2 ⊂ V die der ungeraden. Sei
dabei die Personenzahl n = |V | gerade und die Anzahl Gespräche r < n/2.
Nun ist jeder Knoten 2 · i ∈ V1 adjazent zu 2 · i + 2 · j + 1 ∈ V2 mit
i ∈ {0, 1, . . . , n/2 − 1} und j ∈ {0, 1, . . . , r − 1}. Dabei sind die (n/2) Ge-
spräche zu festem j gleichzeitig führbar, da ihre Kanten jeweils ein perfektes
Matching in G bilden. Dabei legt (j + 1) die Runde fest, in der die jeweili-
gen Gespräche geführt werden. Da im Fall von ungerader Personenzahl kein
r-regulärer, bipartiter Graph existiert, wird einfach ein ,Dummy‘-Knoten hin-
zugefügt. Dann bedeutet Adjazenz zum ,Dummy‘-Knoten, dass die Person
in der jeweiligen Runde aussetzt. Somit sind bei einem bipartiten Kontakt-
graphen bei ungerader Personenzahl insgesamt r Aussetzer notwendig.

Durch die Bipartitheit ist in diesem Kontaktgraphen die Anzahl führbarer
Gespräche beschränkt. Die obere Schranke liegt jedoch bei dn/2e und bietet
im Vergleich zum k-zyklischen Kontaktgraphen einen größeren Spielraum.
Betrachtet man nun zwei beliebige Knoten, einen aus der Menge V1 und
den anderen aus V2, so ist deren gemeinsame Nachbarschaft mit der Größe



28 KAPITEL 3. KONTAKTGRAPHEN

(2 · r), die größtmögliche unter allen Nachbarschaften zweier Knoten in r-
regulären Graphen. Bei Personen, die derselben Knotenmenge Vi, i = 1, 2,
angehören, hängt die Größe der Streuung von der Art des bipartiten Graphen
ab. In oben beschriebener Gesprächsführung haben je zwei Knoten x, y ∈ V ,
für die x − y ≡ 2 · d (mod n) mit 1 ≤ d ≤ r gilt, beispielsweise (r − d)
viele gemeinsame Gesprächspartner. Alle übrigen Knotenpaare haben keine
gemeinsame Nachbarschaft. Die Streuung ist demnach mit (r − 1)/r kleiner
als die des k-zyklischen Graphen, dessen Streuung 1 beträgt. Es sei hier der
Vollständigkeit halber angemerkt, dass der hier betrachtete Graph isomorph
zur Klasse der später definierten bipartiten ,Circulant‘-Graphen ist (siehe
Abschnitt 3.2.4).

1 3 5 7 9 11 13 15

0 2 4 6 8 10 12 14

1 4
2
3

Abbildung 3.2: Bipartiter Graph der Ordnung 16 – Die Kanten-Etikette be-
zeichnet die Runden.

Aber auch in Anbetracht des Verbotes von Dreiecken ist der bipartite
Graph eine gute Wahl als Kontaktgraph. Er enthält nur Kreise gerader Länge,
somit also keine Dreiecke. Dies ist unabhängig von der Anzahl an Knoten
und Kanten der Fall. Daher besteht selbst bei nachträglicher Erhöhung der
Gesprächszahl auf höchstens dn/2e keine Gefahr, dass im Kontaktgraphen
Dreiecke entstehen.

Bipartite Graphen zeichnen sich also durch eine hohe Flexibilität aus. Sie
stellen für jede Zahl von Teilnehmern und Gesprächen eine Gesprächsführung
ohne Dreiecke und mit höchstens r Aussetzern dar. Die Größe der Streuung
variiert. Außerdem ist dieser Graph unabhängig von der Anzahl zu bildender
Gruppen.
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3.2.2 Minimale (r, t)-,Cages‘

Mit dem (r, t)-,Cage‘ 2 wird ein ebenfalls r-regulärer, jedoch nicht unbedingt
bipartiter Graph in Betracht gezogen. Er besitzt eine vorgegebene Taillen-
weite, die Länge seines kürzesten nicht trivialen Kreises.

Definition 3.2 Ein (r, t)-,Cage‘ ist ein r-regulärer Graph G = (V, E) mit
Taillenweite T (G) = t. Er heißt minimal, wenn er unter allen (r, t)-,Cages‘
minimale Anzahl n∗(r, t) := |V | von Knoten hat.

Als Beispiele für (r, t)-,Cages‘ seien der (2, t)-,Cage‘ Ct, welcher als Kreis-
graph der Ordnung t definiert wurde, und der (r, 3)-,Cage‘ Kr+1, der vollständi-
ge Graph der Ordnung r+1 genannt. AbbildungB.1 im Anhang zeigt weitere
(r, t)-,Cages‘, welche sogar minimal sind. Es ist leicht zu sehen, dass diese
Graphen die vorgegebene Regularität und Taillenweite haben. Doch existiert
zu je zwei natürlichen Zahlen r ≥ 2, t ≥ 2 überhaupt ein (r, t)-,Cage‘? Die
Forderung, dass im Graphen jeder Knoten Grad r haben soll, bedeutet an-
schaulich gesprochen, dass er

”
recht dicht“ ist. Will man zudem, dass jeder

Kreis Länge ≥ t hat, so bedeutet diese Forderung, dass der Graph nicht
”
zu

dicht“ sein darf. Dass obige Frage trotzdem bejaht werden kann, zeigt ein
Satz von H. Sachs (siehe [WV74], Seite 105 f). Dieser Beweis ermöglicht zwar
eine effektive Konstruktion von (r, t)-,Cages‘, wird hier jedoch ausgelassen,
da im Folgenden speziell die minimalen Graphen dieser Klasse betrachtet
werden, für die diese allgemeine Konstruktion nicht gilt.

Für den Kontaktgraphen ist nun ein (r, t)-,Cage‘ mit r die Anzahl Ge-
spräche und t > 3 nötig, da dieser keine Dreiecke enthält. Und je größer die
Taillenweite ist, um so weniger leicht durchschaubar für den Teilnehmer wird
die Annahme von Transitivität in Bezug auf die Sympathie. Dabei stellt sich
jedoch die Frage, welche Taillenweite bei einer festen Anzahl von Knoten und
Gesprächen möglich ist. Der folgende Satz von P.Erdős und H. Sachs (siehe
[WV74], Seite 116) liefert eine allgemeine untere Schranke für die Knotenzahl
n(r, t) eines (r, t)-,Cages‘.

Satz 3.4 Es sei G = (V, E) ein (r, t)-,Cage‘ mit r ≥ 3 und t ≥ 2. Für die
Anzahl Knoten n(r, t) von G gilt:

n(r, t) ≥ n∗(r, t) ≥

{
1 + r

r−2
· ((r − 1)b(t−1)/2c − 1) für ungerades t,

2 · (1 + r−1
r−2

· ((r − 1)b(t−2)/2c − 1)) für gerades t.

Gleichheit tritt ein, wenn gilt: r = 3 ∧ t ∈ {3, 4, 5, 6, 8}.
2 ,cage‘ (engl.) heißt Käfig
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Beweis: Die obigen Ungleichungen folgen aus den Hilfssätzen 3.1 und 3.2.
Die Gültigkeit der Gleichheit wird durch die Existenz von Graphen entspre-
chender Ordnung gezeigt. Minimale Graphen zu r = 3 und t ∈ {3, 4, 5, 6}
sind in AnhangB abgebildet. �

Hier die zwei für den Beweis von Satz 3.4 nötigen Hilfssätze:

Hilfssatz 3.1 Es seien r, s, t natürliche Zahlen mit r ≥ 3, t ≥ 3 und s ≤
b t−1

2
c. Es sein G = (V, E) ein Graph mit Taillenweite T (G) = t, in dem

jeder Knoten Grad r ≥ r besitzt. Für die Anzahl Knoten n(r, t) von G gilt:

n(r, t) ≥ n∗(r, t) ≥ rs ·
(r − 1)b(t−1)/2c−(s−1) − 1

r − 2
+ 1,

wobei rs := ns, die in Abschnitt 2.1.2 definierte Knotenzahl der größten Nach-
barschaft N=s(v) eines Knotens v ∈ V .

Beweis: Bezeichne a ∈ V einen Knoten, für den |N=s(a)| = rs mit
s ≤ b t−1

2
c gilt. Dann kann jeder Knoten aus N≤b t−1

2
c(a) von a aus durch

genau einen Weg der Länge ≤ b t−1
2
c erreicht werden. Gäbe es mehrere Wege

dieser Länge, so würde ein Kreis der Länge < t existieren, was wegen der
Taillenweite T (G) = t nicht möglich ist. Da der Grad eines jeden Knoten
≥ 3 ist und wegen rj ≥ rs · (r − 1)j−s für s ≤ j ≤ b t−1

2
c, gilt nach einfacher

Induktion:

|N≤j(a)| ≥ |Ns−1(a)|+ rs + rs · (r − 1) + · · ·+ rs · (r − 1)j−s

= |Ns−1(a)|+ rs ·
(r − 1)j−(s−1) − 1

r − 2

für s ≤ j ≤ b t−1
2
c.

Man setzt nun j = b t−1
2
c und schätzt, wie folgt, ab:

n(r, t) ≥ |N≤b t−1
2

c(a)|

≥ 1 + rs ·
(r − 1)b

t−1
2

c−(s−1) − 1

r − 2
,

womit obige Ungleichung gezeigt wäre. �

Mit s = 1 folgt aus Hilfssatz 3.1 für die Knotenzahl n(r, t) eines r-
regulären Graphen G = (V, E):

n(r, t) ≥ 1 + r · (r − 1)b
t−1
2

c − 1

r − 2
(3.5)

= 1 + r ·
b t−1

2
c∑

i=1

(r − 1)i−1.
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Dann enthält G einen Baum von dem Typ, wie er in Abbildung 3.3 darge-
stellt ist. In diesem besitzen alle Knoten, die nicht Endknoten des Baumes
sind, den gleichen Grad r. Es folgt daraus:
Gilt für einen r-regulären Graphen in Ungleichung 3.5 Gleichheit, so ist of-
fenbar t ungerade.

Abbildung 3.3: Baum, den jeder reguläre Baum enthält.

Ist t gerade, so lässt sich für s = 1 die Abschätzung in Hilfssatz 3.1 nach
einer von F. Karteszi angegebenen Methode verbessern. Dies wird im folgen-
den Hilfssatz gezeigt:

Hilfssatz 3.2 Es seien r und t natürliche Zahlen mit r ≥ 3 und t ≥ 4.
Ferner sei G = (V, E) ein Graph mit der Taillenweite T (G) = t, in dem
jeder Knoten Grad r ≥ 3 besitzt. Dann gilt für die Anzahl Knoten n(r, t) von
G:

n(r, t) ≥ n∗(r, t) ≥ 2 + 2 · (r − 1)
(r − 1)b(t−2)/2c − 1

r − 2
.

Beweis: Seien a, b ∈ V zwei verschiedene Knoten des Graphen. Dann ist
N≤s({a, b}) die Menge der Knoten, die von {a, b} einen Abstand ≤ s haben.
Jeder Knoten von N≤b t−2

2
c({a, b}) kann von {a, b} aus durch genau einen

Weg, der a bzw. b nicht enthält, mit einer Länge ≤ b t−2
2
c erreicht werden.

Siehe dazu Abbildung 3.4.
Da der Grad eines jeden Knoten ≥ 3 ist, zeigt eine einfache Induktion:

|N≤s({a, b})| ≥ 2 + 2 · (r − 1) ·
s−1∑
i=1

(r − 1)i

für 1 ≤ s ≤ b t−2
2
c. Man setzt s = b t−2

2
c und erhält

n(r, t) ≥ |N≤b t−2
2

c({a, b})|

≥ 2 + 2 · (r − 1) · (r − 1)b
t−2
2

c − 1

r − 2
,
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a b

Abbildung 3.4: N≤b t−2
2

c({a, b}) für r = 3 und t = 6.

womit Hilfssatz 3.2 gezeigt wäre. �

Wie bei Hilfssatz 3.1 überlegt man sich, dass t gerade sein muß, wenn
für einen r-regulären Graphen in Hilfssatz 3.2 Gleichheit gilt. Und auch hier
enthält jeder Graph, der den Voraussetzungen genügt, einen Baum, wie er in
Abbildung 3.4 dargestellt ist.

In anderer Literatur, wie [Jør03] sind die unteren Schranken aus Satz 3.4
auch als ,Moore-Bound‘ bekannt.

Anhand dieser unteren Schranke für die Anzahl Knoten eines (r, t)-,Cages‘
stellt man nun fest, dass das obige Beispiel eines (r, 3)-,Cages‘ schon der
minimale ,Cage‘ für t = 3 ist. Somit gilt n∗(r, 3) = r + 1. Dass auch der Ct

bis auf Isomorphie der minimale (2, t)-,Cage‘ ist und demnach n∗(2, t) = t
gilt, ist offensichtlich.

Wähle man nun die Taillenweite t = 4, so hat L. Posa mit Hilfe von
Satz 3.4 und Hilfssatz 3.2 folgendes gezeigt (siehe [WV74], Seite 121):

Satz 3.5 Es gilt n∗(r, 4) = 2 · r, und die Menge der (r, 4)-,Cages‘ der Ord-
nung 2 ·r enthält bis auf Isomorphie genau einen Graphen, den vollständigen
bipartiten Graphen Kr,r.

Beweis: Aus Satz 3.4 folgt unmittelbar n(r, 4) ≥ n∗(r, 4) ≥ 2 · r. Der
vollständige bipartite Graph Kr,r ist r-regulär und hat offensichtlich Taillen-
weite T (Kr,r) = 4. Folglich ist n∗(r, 4) = 2 · r.
Aus dem Beweis von Hilfssatz 3.2 folgt, dass jeder (r, 4)-,Cage‘ G einen Baum
enthält, wie er in Abbildung 3.5 dargestellt ist. Man überzeugt sich nun leicht,
dass G isomorph zu Kr,r ist. �

Der in Abschnitt 3.2.1 schon erwähnte bipartitete ,Circulant‘-Graph ge-
rader Ordnung n ist also ein Untergraph des minimalen (n/2, 4)-,Cage‘. Er
besteht ebenfalls aus n Knoten, hat jedoch eine kleinere Kantenmenge als
dieser.
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r-1 r-1

Abbildung 3.5: Baum, den jeder (r, 4)-,Cage‘ enthält.

Erhöht man die Taillenweite auf 5, so beträgt die untere Schranke aus
Satz 3.4 für die Knotenzahl des minimalen (r, 5)-,Cage‘ r2 +1. Will man also
einen Graphen mit Taillenweite 5, so steigt die Knotenzahl mindestens poly-
nomial mit dem Knotengrad. Am Beispiel des (4, 5)-,Cage‘ sieht man jedoch,
dass die Knotenzahl des minimalen ,Cage‘ von dieser Schranke abweichen
kann. Der Robertson (siehe Abbildung 3.6) ist bis auf Isomorphie der einzige
minimale (4, 5)-,Cage‘ und besteht aus 19 > 17 = 42 + 1 Knoten.

Abbildung 3.6: Robertson-Graph, (4, 5)-,Cage‘.

Weitere minimale ,Cages‘ mit t = 5 und deren Knotenzahlen sind in
[Wei01] zu finden. So ist der bisher einzige bekannte minimale (8, 5)-,Cage‘
der Cayley-Graph der Ordnung 80. Hier ist die Differenz zwischen der tatsäch-
lichen Anzahl und deren untere Schranke von 65 Knoten also recht groß. In
Bezug auf den Kontaktgraphen bedeutet dies, dass durch eine Erhöhung der
Taillenweite auf 5 zum einen nur bestimmte Teilnehmerzahlen n zu vorgege-
bener Gesprächszahl und Taillenweite möglich sind und zum anderen dann
auch nicht mehr als r ≤

√
n− 1 Gespräche pro Person möglich sind. Bleibt

man aus diesem Grund bei Taillenweite 4, erhält man wieder die bipartiten



34 KAPITEL 3. KONTAKTGRAPHEN

Graphen, die schon im vorherigen Abschnitt als geeignete Kontaktgraphen
erarbeitet wurden.

3.2.3 Perfekte Graphen

Nun betrachte man Graphen bestimmter Taillenweite ohne die Regularität
zu berücksichtigen. Hat ein Graph eine hohe Taillenweite, so sieht er lokal
um jeden Knoten herum aus wie ein Baum. Er ist dort also jeweils 2-färbbar.
Es gibt nach einem Satz von Erdős (siehe [Die96], S. 235) allerdings auch
Graphen beliebig hoher Taillenweite und gleichzeitig beliebig hoher Chroma-
tischer Zahl. Eine hohe Chromatische Zahl ist demnach nicht notwendig eine
lokale Dichteeigenschaft. Die Klasse der perfekten Graphen beinhaltet nun
jene Graphen G, bei denen die triviale untere Schranke von Cl(G) Farben
zur Knotenfärbung ausreicht, wobei Cl(G) als die Cliquenzahl eines Graphen
G definiert wurde.

Definition 3.3 Ein Graph G heißt perfekt, wenn in all seinen Subgraphen
G′ ⊆ G gilt, dass die Chromatische Zahl Ch(G′) der Cliquenzahl Cl(G′)
entspricht.

Enthält ein Graph eine Clique der Ordnung 3 oder größer, so beinhaltet
er Dreiecke. Aus diesem Grund wählt man für den Kontaktgraphen G die
Cliquenzahl Cl(G) = 2. Dass dann die Chromatische Zahl ebenfalls 2 be-
trägt, bedeutet, dass der Graph bipartit ist. Die bipartiten Graphen zählen
demnach zur Klasse der perfekten Graphen. Also auch in Anbetracht der
perfekten Graphen stellen sich die 2-färbbaren Graphen als optimal für die
zu realisierenden Anforderungen heraus.

3.2.4 ,Circulant‘-Graphen

Bei Betrachtung der ,Circulant‘-Graphen3 als Kontaktgraphen spielt wieder
die Regularität eine Rolle. Diese Graphen sind nämlich knotentransitiv und
somit regulär.

Definition 3.4 Sei die Menge S ⊆ {1, 2, . . . , dn/2e}. Der ,Circulant‘-Graph
Ci(n, S) der Ordnung n ist der Graph mit Knotenmenge V = {0, 1, . . . , n−1}
und Kantenmenge E = {(i, j) | ∃a ∈ S : i + a ≡ j (mod n)}.

Der ,Circulant‘-Graph Ci(n, S) mit S = {1, 2, . . . , dn/2e} gibt den voll-
ständigen Graphen Kn an, und der Graph Ci(n, S) mit S = {1} ist der

3 von ,circulating‘ (engl.) heißt zirkulierend, kursierend
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Kreisgraph Cn. Einen weiteren ,Circulant‘-Graphen zeigt Abbildung 3.7. Der
K3,3 aus AbbildungB.2(b) im Anhang ist ebenfalls ein Graph dieser Klasse
mit n = 6 und S = {1, 3}. An diesem Beispiel sieht man, dass wenn n gerade
und n/2 ∈ S gilt, der Graph (2 · |S| − 1)-regulär ist. In allen anderen Fällen
sind ,Circulant‘-Graphen (2 · |S|)-regulär.

0

5 3

7 1

6 2

4

Abbildung 3.7: ,Circulant‘-Graph Ci(8, S) mit S = {1, 3}.

Durch Wahl spezieller Mengen S entstehen Teilmengen der Klasse der
,Circulant‘-Graphen. Im Folgenden werden zwei solche in Bezug auf ihre
Tauglichkeit als Kontaktgraphen betrachtet.

Bipartite ,Circulant‘-Graphen

Wie oben angegeben, ist der ,Circulant‘-Graph Ci(6, S) mit S = {1, 3} der
vollständige bipartite Graph K3,3. Folgender Satz zeigt, dass die Schnittmen-
ge der bipartiten Graphen und der ,Circulant‘-Graphen gerader Ordnung
durch die Wahl bestimmter Mengen S gegeben ist.

Satz 3.6 ,Circulant‘-Graphen Ci(n, S) gerader Ordnung n sind genau dann
bipartit, wenn S nur aus ungeraden Zahlen besteht.

Beweis: Sei Ci(n, S) = (V1 ∪ V2, E) ein bipartiter ,Circulant‘-Graph ge-
rader Ordnung n. Dann gilt aufgrund der Regularität, wie schon in Ab-
schnitt 3.2.1 gezeigt, |V1| = |V2|. Nummeriert man nun die Knoten des Gra-
phen so, dass V1 die Knoten gerader Nummerierung und V2 die Knoten un-
gerader Nummerierung sind, so kann S nur aus ungeraden Zahlen bestehen.
Sei nun umgekehrt Ci(n, S) ein ,Circulant‘-Graph gerader Ordnung n mit S
bestehend aus ungeraden Zahlen, dann verbinden die Kanten des Graphen
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ausschließlich Knoten gerader Nummerierung mit Knoten ungerader Num-
merierung. Der Graph ist somit bipartit, wobei die Knoten gerader Num-
merierung und die ungerader Nummerierung die disjunkten Knotenmengen
bilden. �

Mit Hilfe dieses Satzes kann man folgende Definition der ,Circulant‘-
Graphen, die bipartit sind, formulieren:

Definition 3.5 Der bipartite ,Circulant‘-Graph BCi(n, S) mit gerader Kno-
tenzahl n ist ein ,Circulant‘-Graph, dessen Menge S nur aus ungeraden Zah-
len besteht.

Diese Graphenklasse fasst somit die schon in Abschnitt 3.2.1 betrachte-
ten r-regulären, bipartiten Graphen zusammen. Wie dort erläutert, wird bei
ungerader Anzahl von Teilnehmern an der Gruppeneinteilung ein ,Dummy‘-
Knoten hinzugefügt. Wegen der Bipartitheit und der Regularität ist dann
eine Gesprächsführung ohne Aussetzer möglich. Anhand der Definition der
,Circulant‘-Graphen können sehr einfach deren kantendisjunkte perfekte Mat-
chings ausgemacht werden. Die Kanten zu je einem Element von S − {n/2}
bilden zwei dieser perfekten Matchings und die Kanten zu n/2 eines.

Die in Abschnitt 3.2.1 beschriebene Gesprächsführung ist nun isomorph
zum birpartiten ,Circulant‘-Graphen BCi(n, S). Dabei besteht S aus aufein-
ander folgenden ungeraden Zahlen. Es gilt genauer S ( {1, 3, 5, . . . , s} mit
s := n/2 − 1, falls n durch 4 teilbar, bzw. s := n/2, falls nicht, und S ent-
weder 1 oder s enthält. In diesem Graphen haben ebenfalls je zwei Knoten
x, y ∈ V , für die x−y ≡ 2 ·d (mod n) mit 1 ≤ d ≤ r gilt, (r−d) gemeinsame
Nachbarn. Die Streuung dieses Graphen liegt damit bei (r−1)/r, also nahezu
bei 1. Diese Wahl der Menge S scheint demnach eine sehr große Streuung im
bipartiten Graphen zu verursachen. Lässt man sogar S = {1, 3, 5, . . . , n− 1}
zu, so erhöht sich auch hier die Streuung auf 1.

Was passiert, wenn S ( {1, 3, 5, . . . , n− 1} nicht aus aufeinander folgen-
den ungeraden Zahlen besteht und 1, s /∈ S gilt? Besteht S aus mehreren
einzelnen Folgen S = {3, 5} ∪ {9, 11} ∪ . . . , so kann bei bestimmter Kno-
tenzahl die Streuung trotzdem 1 oder zumindest nahezu 1 sein. Als Beispiel
dazu betrachte man den Graphen BCi(28, S) mit S = {3, 7, 11}. Die Knoten
mit der Nummerierung 0 und 14 beispielsweise haben die gemeinsame Nach-
barschaft N(0) ∩ N(14) = {3, 7, 11, 17, 21, 25}. Dieser Graph hat demnach
Streuung 1.

Die Flexibilität dieser Graphenklasse in Bezug auf Knotenzahl wurde
schon in Abschnitt 3.2.1 erläutert. Die Möglichkeiten für die Höhe der Regu-
larität hängt, wie oben beschrieben, von der Wahl der Menge S, also Art des
jeweiligen bipartiten ,Circulant‘-Graphen ab.
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Rekursive ,Circulant‘-Graphen

Eine weitere Teilmenge von ,Circulant‘-Graphen bildet die Klasse der re-
kursiven ,Circulant‘-Graphen. Sie heißen

”
rekursiv“, weil J.-H. Park und K.-

Y.Chwa gezeigt haben, dass sie bei bestimmter Ordnung n rekursiv aus klei-
neren Graphen ihrer Art konstruiert werden können (siehe [FR98], Seite 66).

Definition 3.6 Der rekursive ,Circulant‘-Graphen RCi(n, d) ist ein ,Circu-

lant‘-Graph, dessen Menge S aus den Potenzen {d0, d1, d2, . . . , ddlogd ne−1} be-
steht.
Wählt man S ′ ⊂ S so, dass S ′ = {d0, d1, d2, . . . , dr−1} mit r < dlogd ne,
dann entsteht der rekursive ,Circulant‘-Graph RCi(n, d, r), ein Subgraph des
RCi(n, d).

Die Graphen RCi(n, d) sind nach Definition (2 · dlogd ne−1)-regulär, falls
n/2 = dk (k ∈ N) , und (2 · dlogd ne)-regulär, sonst. In RCi(n, d, r) wird der
Grad eines jeden Knoten auf 2 · r reduziert.

Jedoch sind die rekursiven ,Circulant‘-Graphen nicht unbedingt bipartit
und können daher Dreiecke enthalten. Man betrachte beispielsweise den Gra-
phen RCi(12, 4); die Knoten mit den Nummerierungen 0, 4 und 8 bilden hier
ein Dreieck.

3.2.5 Knödel-Graphen

Die Knödel-Graphen sind vom Prinzip her ähnlich aufgebaut wie die rekur-
siven ,Circulant‘-Graphen. Sie sind ebenfalls knotentransitiv und demnach
regulär. Es werden zwei alternative Definitionen genannt: die Erste (Defini-
tion 3.7) macht die Bipartitheit des Knödel-Graphen ersichtlich, die Zweite
(Definition 3.8) ähnelt der Definition der ,Circulant‘-Graphen.

Definition 3.7 Der vollständige Knödel-Graph Knö(n) der Ordnung n ≥ 4,
n gerade, wird gebildet aus Knoten (i, j), wobei i = 1, 2 und 0 ≤ j ≤ n/2−1,
und aus Kanten zwischen jeglichen zwei Knoten (1, j) und (2, (j+2l−1) mod
n/2) für jedes j, 0 ≤ j ≤ n/2−1 und jedes l, 0 ≤ l ≤ blog2 nc−1. Alle Kanten
zu einem bestimmten l werden von der Dimension l genannt.
Gilt 0 ≤ l ≤ r − 1 mit r < blog2 nc, so entsteht der r-reguläre Knödel-Graph
Knö(n, r), ein Subgraph des Knö(n).

Im Graphen Knö(n) liegt nach Definition blog2 nc-Regularität vor. In
Knö(n, r) kann durch Wahl einer kleineren oberen Schranke r < blog2 nc für
die Dimension l der Grad eines jeden Knoten auf r reduziert werden. Anhand
dieser Definition erkennt man leicht, dass der Knödel-Graph G = (V1∪V2, E)
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(1,0) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)

(2,0) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5)

Abbildung 3.8: Knödel-Graph Knö(12) nach Definition 3.7.

bipartit ist mit V1 = {(1, j) | 0 ≤ j ≤ n/2 − 1} und V2 = {(2, j) | 0 ≤ j ≤
n/2− 1}. Abbildung 3.8 zeigt einen Beispielgraphen der Ordnung 12.

In der zweiten, im Weiteren verwendeten Definition der Knödel-Graphen
werden die Knoten wieder von 0 bis n − 1 nummeriert. Im Vergleich zur
vorherigen Definition gilt für die Bezeichnungen der Knoten: (1, j)=̂2 · j und
(2, j)=̂2 · j + 1 mit 0 ≤ j ≤ n/2 − 1. Die Knotenmengen des bipartiten
Graphen G = (V1 ∪ V2, E) werden somit von den Knoten gerader und unge-
rader Nummerierung gebildet. Um diese Definition besser nachvollziehen zu
können, betrachte man parallel den Beispielgraphen in Abbildung 3.9.

Definition 3.8 Der vollständige Knödel-Graph Knö(n) der Ordnung n ≥ 4,
n gerade, ist der Graph mit Knotenmenge V = {0, 1, . . . , n−1} und Kanten-
menge E = {(i, j) | i gerade, j ungerade, i+2l− 1 ≡ j (mod n) für jedes l,
1 ≤ l ≤ blog2 nc}.
Gilt 1 ≤ l ≤ r mit r < blog2 nc, so entsteht der r-reguläre Knödel-Graph
Knö(n, r), ein Subgraph des Knö(n).

Die Knödel-Graphen Knö(n) bzw. Knö(n, r) sind also bipartit, enthalten
demnach keine Dreiecke. Desweiteren sind sie blog2 nc-regulär bzw. r-regulär
mit r < blog2 nc und haben gerade Knotenzahl n. Verwendet man sie so-
mit als Kontaktgraphen, ist eine Gesprächsführung ohne Aussetzer möglich.
Die Kanten der Dimension l bilden dabei je eines der entsprechenden per-
fekten Matchings. Bei ungerader Anzahl von Teilnehmern wird wieder ein
,Dummy‘-Knoten eingefügt, und blog2 nc bzw. r Personen müssen dann je
einmal aussetzen.

Bestimmte Knödel-Graphen, sowie rekursive ,Circulant‘-Graphen sind in
der Informationsverbreitung von besonderem Interesse. So gehören Knö(n)
und RCi(n, 4) mit n = 2k, k ∈ N zu den drei Familien nicht isomorpher mini-
maler ,Gossip‘- und ,Broadcast‘-Graphen. Aber auch für andere Knotenzah-
len zeigen G. Fertin und A.Raspaud in [FR98], dass viele minimale ,Gossip‘-
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und ,Broadcast‘-Graphen isomorph zu entsprechenden Knödel-Graphen sind.
Der Durchmesser ist eine der Haupt-Invarianten in Kommunikationsnetzwer-
ken, da er die Entfernung angibt, die eine Information auf ihrem kürzesten
Weg von der Quelle zum Ziel im schlechtesten Fall zurückzulegen hat. Ob-
wohl der Knödel-Graph schon vor etwa 30 Jahren von W. Knödel eingeführt
wurde, konnte der Durchmesser dieses Graphen im Allgemeinen noch nicht
ermittelt werden. Nur für den Fall n = 2k mit k ∈ N und k ≥ 2 zeigen obige
Autoren in [FR+00], dass

D
(
Knö

(
2k

))
=

⌈
k + 2

2

⌉
.

Die Streuung des Knödel-Graphen kann hingegen für den allgemeinen Fall
(n ∈ N) gezeigt werden. Es gilt folgender Statz:

Satz 3.7 Sei Knö(n) = (V, E) ein Knödel-Graph mit n ≥ 4. Für zwei Kno-
ten v1, v2 ∈ V , v1 6= v2 gilt:

|N(v1) ∩N(v2)| ≤ 2.

Beweis: Wählt man v1 ∈ V1 und v2 ∈ V2, wobei Knö(n) = (V1 ∪ V2, E)
gilt, so folgt N(v1) ∩N(v2) = ∅. Seien also o.B.d.A. v1, v2 ∈ V1, mit v1 6= v2

und V1 die Menge der Knoten gerader Nummerierung. Mit k := blog2 nc
können deren Nachbarschaften wie folgt angegeben werden:

N(v1) =
{
v1 + 21 − 1, v1 + 22 − 1, . . . , v1 + 2k − 1

}
N(v2) =

{
v2 + 21 − 1, v2 + 22 − 1, . . . , v2 + 2k − 1

}
Dann gilt für x ∈ N(v1), y ∈ N(v2):

x = y mit x = v1 + 2lx − 1, y = v2 + 2ly − 1 und lx, ly ∈ {1, 2, . . . k}
⇔ v1 + 2lx − 1 ≡ v2 + 2ly − 1 (mod n).

Aufgrund der Knotentransitivität, sei nun o.B.d.A. v1 = 0. Dann folgt:

x = y, x ∈ N(0), y ∈ N(v2)

⇔ 2lx ≡ v2 + 2ly (mod n)

⇔ v2 ≡ 2lx − 2ly (mod n) für lx, ly ∈ {1, 2, . . . k} (3.6)

Der Knoten 0 hat also genau dann gemeinsame Nachbarn mit dem Knoten der
Nummerierung v2, wenn v2 äquivalent zur Differenz zweier Zweierpotenzen
2lx und 2ly ist, wobei lx, ly ∈ {1, 2, . . . k}. Da 0 6= v2 ∈ V1, also 0 < v2 < n
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und wegen lx, ly ∈ {1, 2, . . . k}, kann es dann nur folgende zwei Möglichkeiten
geben:

v2 = 2lx − 2ly mit lx > ly

v2 = 2lx − 2ly + n mit lx < ly.

Damit ist gezeigt, dass für je zwei Knoten v1, v2 ∈ V , v1 6= v2

|N(v1) ∩N(v2)| ≤ 2

gilt.
Betrachte man speziell den Fall, dass n = 2k gilt. Dann gibt es in Äquiva-
lenz 3.6 für den Knoten v2, die folgenden zwei Möglichkeiten, falls v2 ebenfalls
eine Zweierpotenz ist:

ly = log2(v2) ∧ lx = ly + 1 oder

lx = log2(v2) ∧ ly = k.

Somit haben in Knö(2k) (k ∈ N, k ≥ 2) zwei Knoten derselben Knoten-
menge, deren Nummerierungen sich um eine Zweierpotenz unterscheiden, je
genau zwei gemeinsame Nachbarn. Bei den übrigen Knoten hängt es von der
Anzahl Knoten ab, welche von ihnen zwei, einen oder auch keine gemeinsa-
men Nachbarn mit dem Knoten der Nummerierung 0 haben. �

Betrachte man als Beispiel für die Nachbarschaften der Knoten, deren
Nummerierung keine Zweierpotenz ist, den Graphen Knö(16). Für die Kno-
tennummerierungen 6, 10, 12 und 14 gelten folgende Gleichungen:

6 = 23 − 21,
10 = 21 − 23 + 16,
12 = 24 − 22 = 22 − 23 + 16,
14 = 24 − 21 = 21 − 22 + 16.

Die Knoten 6 und 10 haben somit je einen gemeinsamen Nachbarn mit Kno-
ten 0, die Knoten 12 und 14 hingegen zwei. Abbildung 3.9 zeigt die gemein-
samen Nachbarn der Knoten 0 und 12 in Knö(16).

Die Streuung des Knödel-Graphen Knö(n) mit n ≥ 4 beträgt demnach
2

blog2 nc . Betrachtet man den Graphen Knö(n, r), so vergrößert sich die Streu-

ung entsprechend auf 2
r
.

Der Knödel-Graph Knö(n) erfüllt unter allen betrachteten Graphen am
besten die genannten Anforderungen. Er wird daher als Kontaktgraph der
hier entwickelten Strategie verwendet.
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Abbildung 3.9: Nachbarschaft im Knödel-Graphen Knö (16) – Die Zahlen an
den Kanten sind die jeweilige Dimension.

Wenn bei einer Veranstaltung allerdings mehr als blog2 nc Gespräche pro
Person geführt werden sollen, wird die Bipartitheit des Knödel-Graphen aus-
genutzt: Es werden zusätzliche perfekte Matchings für weitere Gesprchsrun-
den eingefügt. Dabei vergrößert sich zwar die Streuung, die geforderten Kri-
terien der Dreiecksfreiheit und der geringen Aussetzerzahl bleiben jedoch
erfüllt. Aus diesem Grund wird auch hingenommen, dass die Größe der Streu-
ung eines abgewandelten Knödel-Graphen im Allgemeinen nicht bekannt ist.
Im folgenden Abschnitt wird die Streuung eines Beispielgraphen angegeben,
dessen Regularität blog2 nc+ 3 beträgt.

3.3 Anwendungsbeispiel

Zum ersten Mal angewendet wurde eine Abwandlung des Knödel-Graphen als
Kontaktgraph für eine Gruppeneinteilung bei der POLNET Summer School
im Sommer 2004. An dieser nahmen 37 Personen teil. Der zu verwendende
Kontaktgraph hat demnach Ordnung 38. Aufgrund ungerader Teilnehmer-
zahl wurde ein ,Dummy‘-Knoten hinzugefügt. Da blog2 nc = 5 gilt, ist der
vollständige Knödel-Graph Knö(38) 5-regulär. Es sind im Prinzip also nur
5 Gesprächsrunden möglich. Um die vom Veranstalter erwünschten 8 Ge-
spräche pro Person zu erhalten, spricht jede Person gerader Nummerierung
x zusätzlich mit den Personen (x + 2l − 1) mod n für jedes 3 ≤ l ≤ ∆.
Dieser spezielle Kontaktgraph ist dann 8-regulär. Seine Streuung beträgt
5/8 = 0, 625, da je zwei Knoten maximal 5 gemeinsame Nachbarn haben. Es
mußten bei der Gesprächsführung demnach insgesamt 8 verschiedene Perso-
nen je in einer Gesprächsrunde aussetzen. Anschließend hat jeder Teilnehmer
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auf einem Stimmzettel vier Personen angekreuzt, mit denen er gerne in ei-
ne Gruppe eingeteilt werden möchte. Anhand dieser Bewertungen wurden
dann die Gruppen eingeteilt. Da zu diesem Zeitpunkt der Algorithmus zur
Gruppeneinteilung zwar schon fest stand, aber noch nicht implementiert war,
wurden die Gruppen per Hand ermittelt. Um dabei die Arbeit etwas gerin-
ger zu halten, wurden für die Einteilung nur die 47 erwiderten Sympathien
berücksichtigt.



Kapitel 4

Bewertungsformen

Ziel des zweiten Arbeitsschrittes ist, eine Form zu finden, in der jeder Teil-
nehmer seine Gesprächspartner bewertet. Durch die flüchtigen Kontakte tun
sich erste Sym- und Antipathien zwischen den teilnehmenden Personen auf,
die erwidert sein können oder einseitig sind. Anhand von Bewertungen, die
diese Sym- und Antipathien ausdrücken, soll im letzten Arbeitsschritt die
Einteilung in Gruppen vorgenommen werden, die möglichst viele Sym- und
Antipathien erfüllt. Sie wird durch eine Knotenpartition dargestellt.

4.1 Erzeugung des Sympathie- und Antipa-

thiegraphen

4.1.1 Unskalierte Graphen

Betrachtet man nach der Gesprächsführung eine Kante (u, v) ∈ E des Kon-
taktgraphen G = (V, E), so steht diese für einen stattgefundenen flüchtigen
Kontakt zwischen den zwei Personen u, v ∈ V . Ist v nun einer der Gesprächs-
partner von u, die u sympathisch findet, so stellt man diese sogenannte Sym-
pathiebewertung im gerichteten Sympathiegraphen mit Knotenmenge V durch
eine Kante (u, v)g dar. Analog zum Sympathiegraphen entsteht der gerichtete
Antipathiegraph aus den Antipathiebewertungen.

Gibt es auch die Möglichkeit einen Gesprächspartner neutral zu bewerten,
das heißt keine Sympathie und keine Antipathie auszusprechen, so enthalten
der Sympathie- und der Antipathiegraph an der entsprechenden Stelle keine
gerichtete Kante. Allerdings spielt die Richtung einer Kante bei der Grup-
peneinteilung keine Rolle; Denn ist die (u, v)g Partitionskante einer Knoten-
partition, so auch (v, u)g. Aus diesem Grund werden gerichtete Sympathie-
und Antipathiegraphen zuerst in ungerichtete Graphen konvertiert. Dies kann

43
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auf unterschiedliche Art und Weise geschehen, wie unten beschrieben. Allen
Möglichkeiten gemein ist, dass ein Graph konstruiert wird, der zu jeder ge-
richteten Kante (u, v)g die ungerichtete Kante (u, v) enthält. Die aus den
oben beschriebenen gerichteten Graphen durch Konvertierung entstehenden
Graphen werden im Folgenden wieder als Sympathie- und Antipathiegraphen
bezeichnet. Ist die gerichtete Form dieser Graphen gemeint, so wird dies im
Folgenden explizit angegeben.

Existiert zwischen zwei Knoten u und v nur die gerichtete Kante (u, v)g,
so enthält der ungerichtete Graph wie oben beschrieben die Kante (u, v). Der
Existenz beider Kanten (u, v)g und (v, u)g kommt im Fall der hier betrach-
teten Bewertungen allerdings eine besondere Bedeutung zu. Sie drücken eine
erwiderte Sym- bzw. Antipathie aus, welche für die Einteilung der Gruppen
eine stärkere Rolle spielen, als wären diese nur einseitig. Um diese Informa-
tion bei der Konvertierung nicht zu verlieren, werden Kantengewichte ein-
gesetzt. Die Kanten (u, v)g und (v, u)g im gerichteten Graphen werden zur
Kante e = (u, v) mit Kantengewicht w(e) = 2 konvertiert. Die Kante (u, v)g

zu einer einseitigen Sym- bzw. Antipathie wird im ungerichteten Sympathie-
bzw. Antipathiegraphen zur Kante e = (u, v) mit w(e) = 1. Diese Kante fällt
demnach im Schnitt einer Knotenpartition nur halb so stark ins Gewicht wie
die Kante, die eine erwiderte Sympathie oder Antipathie darstellt. Die durch
Konvertierung entstehenden Sympathie- und Antipathiegraphen, werden in
Anbetracht des folgenden Abschnittes auch als unskaliert bezeichnet.

4.1.2 Erweiterung durch Skalierung

Eine erweiterte Form der Bewertung bildet die Skalierung der Sym- und An-
tipathien, das heißt es werden Sympathie- und Antipathiebewertungen ver-
schiedener Stärken verwendet. Beispielsweise auf einer Sympathieskala von
1, 2, . . . bis p bedeutet Stärke 1, dass die Sympathie gering und Stärke p,
dass diese stark ist. Eine Bewertung mit 0 gibt die Möglichkeit einen Ge-
sprächspartner neutral einzustufen, also keinen Wunsch zu äußern, ob man
mit dieser Person in eine Gruppe möchte. Diese Stärken werden schließlich
als Kantengewichte in den gerichteten Sympathie- bzw. Antipathiegraphen
verwendet.

Um nun bei der Konvertierung in die sogenannten skalierten Graphen,
wie oben beschrieben, keine Information zu verlieren, entsteht aus zwei ent-
gegengesetzten Kanten e1 = (u, v)g und e2 = (v, u)g die Kante e = (u, v) mit
w(e) = w(e1) + w(e2). Statt die Werte zu addieren, kann auch deren arith-
metisches Mittel genommen werden. In beiden Fällen ist jedoch zu berück-
sichtigen, dass eine nicht existierende Kante Kantengewicht 0 hat. Das Kan-
tengewicht einer einseitigen Sym- bzw. Antipathie ist somit auch hier kleiner
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als das Kantengewicht einer erwiderten. Werden Bewertungen verschiedener
Stärken verwendet, so ist das Kantengewicht der nicht erwiderten Kante al-
lerdings nicht unbedingt halb so groß wie das der erwiderten.

4.2 Vereinigung von Sym- und Antipathie-

graph?

Die Informationen aus Sympathie- und Antipathiegraph in einem Graphen
zusammenzufassen, ist eine nahe liegende Idee. Im Folgenden wird unter-
sucht, wie diese Vereinigung der Graphen prinzipiell aussehen könnte und ob
sie in diesem speziellen Fall sinnvoll ist.

Für die Einteilung der Gruppen wird allerdings ein einfacher Graph er-
wartet. Enthalten also sowohl der Sympathie- als auch der Antipathiegraph
die Kante (u, v), so muss eine Methode gefunden werden, wie der neue Graph
diese Tatsache wiedergibt. Zudem besitzen die ursprünglichen Graphen Kan-
tengewichte. Will man diese miteinander verrechnen und als Kantengewichte
des sogenannten Vereinigungsgraphen verwenden, ist es günstig, die Kan-
tengewichte des Antipathiegraphen mit (−1) zu multiplizieren. Damit wird
gewährleistet, dass beispielsweise die Summe der Gewichte zweier Kanten
(u, v) wiederspiegelt, ob eine stärkere Sympathie oder eine stärkere Antipa-
thie zwischen den Personen u und v vorliegt.

Von den vielen verschiedenen Möglichkeiten, die es zur Verrechnung gibt,
werden hier das arithmetische Mittel und die Addition untersucht: Das arith-
metische Mittel und die Addition der Kantengewichte ergeben ein gutes Maß
für eine Bewertung im Vereinigungsgraphen. Beide liefern eine neutrale Be-
wertung, wenn man Sym- und Antipathie gleicher Stärke miteinander ver-
rechnet, und beispielsweise eine negative Bewertung, wenn die Stärke der
Antipathie größer ist als die Stärke der Sympathie. Hierbei muss beachtet
werden, dass einen nicht existierende Kante das Gewicht 0 hat.

Durch eine stärkere Gewichtung des Antipathiegraphen vor der Verrech-
nung kann gewährleistet werden, dass Antipathien bei der Gruppeneintei-
lung

”
Vorrang“ vor Sympathien haben. Dazu werden alle Kantengewichte des

Graphen mit einem entsprechenden Wert multipliziert. Ist dann eine Kante
sowohl im Sympathie- als auch im Antipathiegraphen enthalten, und wird
der Antipathiegraph doppelt gewichtet, so muss beispielsweise bei der Addi-
tion die Sympathiebewertung doppelte Stärke wie die Antipathiebewertung
haben, um im Vereinigungsgraphen eine neutrale Bewertung zu erhalten.

Es stellt sich jedoch die Frage, ob bei der Vereinigung von Sympathie- und
Antipathiegraphen wichtige Informationen verloren gehen. Man betrachte
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dazu folgenden Fall bei Verrechnung durch Addition:
Sei Gs = (V, Es) der Sympathiegraph mit Gewichtsfunktion s : Es → R,
Ga = (V, Ev) der Antipathiegraph mit Gewichtsfunktion a : Ea → R und
Gv = (V, Ev) der Vereinigungsgraph mit Gewichtsfunktion v : Ev → R.
Gelten dann, wie in Abbildung 4.1 dargestellt,

(u1, v1) ∈ Es : s(u1, v1) = 1 ∧ (u2, v2) ∈ Es : s(u2, v2) = 0 und
(u1, v1) ∈ Ea : a(u1, v1) = −3 ∧ (u2, v2) ∈ Ea : a(u2, v2) = −2,

so folgt:

(u1, v1) ∈ Ev : v(u1, v1) = −2 und (u2, v2) ∈ Ev : v(u2, v2) = −2.

Verrechnung
durch
Addition

1

-3
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-2 -2
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Abbildung 4.1: Ungünstiger Fall für die Vereinigung von Sympathiegraph Gs

und Antipathiegraph Ga.

Aus der Verrechnung der Gewichte beider Kanten (u1, v1) und (u2, v2)
resultieren also Kanten im Vereinigungsgraphen, deren Gewichte −2 sind.
Steht der Algorithmus für die Gruppeneinteilung nun vor der

”
Entschei-

dung“, (u1, v1) oder (u2, v2) zu schneiden, so hat er keinerlei Information
darüber, dass eine von beiden Kanten aus einer Sympathie- und einer Anti-
pathiebewertung zustande gekommen ist und die andere nur aus einer An-
tipathiebewertung. Möchte man diese Information also erhalten, so ist die
Vereinigung von Sympathie- und Antipathiegraph nicht sinnvoll.
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4.3 Erfüllung aller Antipathien?

Wie oben beschrieben ist eine Überlegung bei der Hinzunahme von Antipa-
thien in die Bewertung, die Kanten des Antipathiegraphen für die Gruppen-
einteilung stärker zu gewichten. Denn es wird angenommen, dass die Unzu-
friedenheit der Teilnehmer mit ihrer Gruppe bei Nichterfüllung der Antipa-
thien größer ist als bei Nichterfüllung der Sympathien. Diese Idee geht sogar
so weit, dass der Schnitt im Sympathiegraphen minimiert werden soll, unter
der Nebenbedingung, dass im Antipathiegraphen alle Kanten Schnittkanten
der Knotenpartition sind. Doch was bewirkt diese Erfüllung aller Antipathien
bei den hier verwendeten bipartiten Knödel-Graphen?

...

...

V1

V2

Abbildung 4.2: Ungünstiger Fall für einen Antipathiegraphen bei einer aus-
gesprochenen Antipathie pro Person.

Selbst, wenn man nur pro Person eine Antipathie aussprechen lässt, kann
beim gewählten Kontaktgraphen im ungünstigen Fall der Antipathiegraph
aus Abbildung 4.2 entstehen. Der Kreisgraph hat Chromatische Zahl 2, und
die einzig mögliche 2-Färbung ist die Bipartition (V 1, V 2), wobei die Kno-
ten der Mengen V 1 und V 2 je verschiedene Farben haben. V 1 und V 2 bilden
demnach die einzig mögliche Einteilung in zwei Gruppen, und es ist keine Ver-
kleinerung des Schnittes im Sympathiegraphen mehr möglich. Jedoch enthält
dann jede der beiden Gruppen ausschließlich Personen, die während der Ge-
sprächsführung nicht miteinander gesprochen haben. So werden zwar alle
Antipathien, jedoch keine einzige ausgesprochene Sympathie der Teilnehmer
erfüllt. Sucht man mehr als zwei Gruppen oder lässt mehr als eine Antipathie
zu, so wird eine vollständige Erfüllung der Antipathien in bestimmten Fällen
unmöglich.

Unabhängig von der Anzahl Gruppen, der Anzahl ausgesprochener Anti-
pathien und zudem von der Art des Kontaktgraphen besteht die Möglichkeit,
dass ein Teilnehmer von all seinen Gesprächspartnern unsympathisch gefun-
den wird. Gibt es eine Gruppeneinteilung, die all diese Antipathien erfüllt, so
befindet sich dieser Teilnehmer in einer Gruppe mit lauter Teilnehmern, die
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ihm aus der Gesprächsführung fremd sind. Aus seiner Sicht war die Gruppen-
einteilung auf Basis flüchtiger Kontakte somit erfolglos, und er kann sogar
auf die ihm allseits entgegengebrachte Antipathie rückschließen.

4.4 Wahl der Bewertungsform

Um zu garantieren, dass pro Person eine gewisse Anzahl an ausgesproche-
nen Sympathie- und Antipathiebewertungen vorhanden ist, die dann bei der
Gruppeneinteilung erfüllt werden können, sollten für diese eine Mindestzah-
len vorgeschrieben werden. Setzt man diese Mindestzahlen für die Sympathi-
en als auch für die Antipathien allerdings auf 1, so gibt es für die jeweilige
Erfüllung keine

”
Alternativen“. Damit ist gemeint, dass dann entweder diese

eine ausgesprochene Sym- bzw. Antipathie erfüllt wird, oder keine.
Betragen die Mindestzahlen 2, so besteht die Möglichkeit, dass entwe-

der die eine oder die andere von beiden Sym- bzw. Antipathien erfüllt wird,
wenn nicht beide zugleich erfüllt werden können. Je mehr

”
Alternativen“

vorhanden sind, um so größer ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Grup-
peneinteilung pro Person je eine der ausgesprochenen Sympathie- und Anti-
pathiebewertungen erfüllt wird. Schreibt man feste Anzahlen p und n für die
Aussprache von Sympathie- und Antipathiebewertungen vor, so legen diese
eine untere Schranke für die Minimalgrade des Sympathie- und Antipathie-
graphen fest. Klar ist, dass der gerichtete Sympathie- bzw. Antipathiegraph
dann p- bzw. n-regulär ist. Durch oben beschriebene Konvertierung in die
ungerichteten Graphen vergrößert sich der Grad mancher Knoten. Somit be-
trägt der Minimalgrad der ungerichteten Graphen mindestens p bzw. n.

Es besteht schließlich, wie oben beschrieben, die Möglichkeit, eine Ska-
lierung der Sym- und Antipathien einzusetzen. Aber auch bei dieser Be-
wertungform sollten Mindestzahlen für die Aussprache von Sympathie- und
Antipathiebewertungen gewisser Stärken festgelegt werden. Denn spricht ei-
ne Person ausschließlich Bewertungen kleiner Stärken aus, alle anderen aber
viele Bewertungen großer Stärke, so kann eine Gruppeneinteilung günstig
sein, die keine dieser Bewertungen kleiner Stärken erfüllt. Da es allerdings
recht viele Möglichkeiten gibt, Skalierungen und somit auch Mindestzahlen
festzulegen, wird in dieser Arbeit nur die einfache Bewertungsform ohne Ska-
lierung untersucht. Mit den dabei erzielten Ergebnissen können eventuell ers-
te Vermutungen aufgestellt werden, welche Skalierungen und Mindestzahlen
sinnvoll zu testen wären.



Kapitel 5

Einteilung der Gruppen

Das Verfahren, das bei der POLNET - Summer School 2003 zur Gruppenein-
teilung verwendet wurde, hängt stark mit der Beschaffenheit des gewählten
Kontaktgraphen zusammen: Gilt für die Anzahl Knoten n = k · g, so sol-
len bei diesem Verfahren im Subgraphen des k-zyklischen Kontaktgraphen,
dessen Basis eine g-Sektion ist, g

”
möglichst zusammenhängende“ Kreise

der Länge k gefunden werden (siehe Kapitel 3). Hier liegt nun der bipartite
Knödel-Graph als Kontaktgraph vor. Nach Aussprache der Sym- und Antipa-
thien entstehen aus diesem zwei Subgraphen des Knödel-Graphen, der Sym-
und der Antipathiegraph. Anhand dieser sollen die Teilnehmer so in g gleich
große Gruppen eingeteilt werden, dass möglichst viele Sym- und Antipathi-
en erfüllt sind. Wie in Abschnitt 1.2 definiert, bedeutet dabei die Erfüllung
der Sym- und Antipathien, dass Personen, die sich sympathisch finden, in
dieselbe Gruppe eingeteilt werden, und Personen, die sich nicht mögen, in
verschiedene.

5.1 Problemstellung

Um eine günstige Einteilung der Personen in Gruppen zu finden, verwen-
det man folgende Idee: Man sucht nach einer Knotensektion, deren Schnitt
im Sympathiegraphen minimal ist. Denn dann werden in jedem Sektionsele-
ment eine Menge von Sympathien erfüllt, deren Kantengewichtssumme auf
dem gesamten Sympathiegraphen maximal ist. Wenn man die Gesamtheit
der teilnehmenden Personen betrachtet, sollte dies für die Teilnehmer eine
möglichst zufrieden stellende Gruppeneinteilung ergeben. Das Problem, ei-
ne minimale k-Sektion zu finden, ist jedoch NP-vollständig (siehe Beweis
in Abschnitt 5.3.2). Im Gegensatz zur Suche nach einer k-Partition mini-
malen Schnittes mit dem Algorithmus von M. Stoer und F.Wagner (siehe

49



50 KAPITEL 5. EINTEILUNG DER GRUPPEN

[SW97]) ist hier nämlich die Größe der einzelnen Elemente fest vorgegeben.
Es können also nur heuristische Methoden zur annähernden Lösung dieses
Problems verwendet werden.

Berücksichtigt man bei der Gruppeneinteilung zudem die ausgesproche-
nen Antipathien, so ist Ziel der Sektionierung, dass die k-Sektion im Anti-
pathiegraphen zusätzlich maximal sein soll. Dieses Problem liegt allerdings
im Allgemeinen ebenfalls in NP-C1. Hier wird jedoch durch die Verwendung
des Knödel-Graphen als Kontaktgraph ausschließlich auf bipartiten Graphen
gearbeitet. Wie in Abschnitt 4.3 beschrieben, ist die dem Graphen zugrunde
liegende Bisektion eine maximale Bisektion. Eine maximale k-Sektion mit
geradem k kann folglich in Linearzeit gefunden werden, indem die beiden
disjunkten Knotenmengen des bipartiten und r-regulären Graphen je in k/2
gleich große Mengen geteilt werden. Bei der Suche nach einer k-Sektion mit
ungeradem k greift die NP-Vollständigkeit. Denn in diesem Fall ist ein Sek-
tionselement zu finden, das je zur Hälfte aus Knoten der beiden Mengen des
bipartiten Graphen besteht.

Die beschriebenen maximalen Sektionen im Antipathiegraphen sind je-
doch nach Konstruktion auch maximale k-Sektionen im Sympathiegraphen.
Umgekehrt gilt genauso, dass eine minimale Sektion im Sympathiegraphen
keine maximale Sektion im Antipathiegraphen ist. Eine Sektion, die beide
Kriterien zugleich erfüllt, gibt es folglich nicht. Demnach kann nur nach ei-
ner Sektion gesucht werden, die beide Kriterien annähernd erfüllt. Bezeichnet
man den Schnitt einer Sektion im Sympathiegraphen als Sympathieschnitt
und den im Antipathiegraphen als Antipathieschnitt, so hat die für die Grup-
peneinteilung gesuchte Sektion minimalen Sympathie- und maximalen Anti-
pathieschnitt zugleich.

5.1.1 Gewichtung

Eine derart zweigeteilte Optimierung schürt die Idee, darüber hinaus eine Ge-
wichtung der beiden zu optimierenden Kriterien zu ermöglichen. Legt man
mehr Wert auf die Minimierung der Sympathieschnitte als auf die Maxi-
mierung der Antipathieschnitte, so sollte das gewählte Verfahren zur Grup-
peneinteilung dies ermöglichen. Das heißt, die Zielfunktion der Optimierung-
verfahren sollte Variablen enthalten, mit denen entweder das Minimierungs-
oder das Maximierungskriterium stärker gewichtet werden kann.

1 (Abk.) Menge der NP-vollständigen Probleme, von ,NP-complete‘ (engl.) heißt NP-
vollständig
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5.1.2 Gruppenbalanciertheit

Betrachte man die Bipartitheit des verwendeten Kontaktgraphen: Die Teil-
nehmer werden für die Gesprächsführung beliebig in zwei gleich große Men-
gen A und B geteilt und unterhalten sich nur mit Personen aus der jeweils
anderen Menge. Die aus den Sym- und Antipathien konstruierten Subgra-
phen des Kontaktgraphen sind demnach ebenfalls bipartit. Wie man eine
Sektion maximalen Antipathieschnittes findet, wurde schon in Abschnitt 5.1
beschrieben. Betrachte man umgekehrt die Beschaffenheit einer Sektion mit
minimalem Sympathieschnitt. Die Kanten, die nicht zu den Sektionskanten
gehören, sind Kanten der von den Sektionselementen induzierten Graphen.
Bestünden die Sektionselemente nur aus Knoten einer Menge des bipartiten
Graphen, sei es A oder B, so enthalten die entsprechenden Subgraphen kei-
ne Kanten. Der Schnitt dieser Sektion entspricht dann also dem maximal
Möglichen. Angenommen die Knoten eines Sektionselementes gehören zum
einen Teil der Menge A und zum anderen der Menge B an, so induzieren sie
in jedem Fall einen bipartiten Graphen. Dieser enthält im Allgemeinen mehr
Kanten, wenn die Schnittmengen seiner Knotenmenge mit A und B gleich
groß sind. Unter allen Teilmengen der Knotenmenge A ∪B des Kontaktgra-
phen scheint demnach eine Teilmenge mit gleich vielen Knoten aus A und B
eine günstige Wahl für ein Sektionselement darzustellen, wenn der Schnitt der
Sektion minimal sein soll. Beträgt nun das Verhältnis von Knoten der Menge
A zu Knoten der Menge B in allen Elementen einer Sektion 1, so bezeichnet
man die Sektion, sowie die einzelnen Sektionselement als gruppenbalanciert.

Es wird nach obigen Erläuterungen vermutet, dass die Gruppenbalan-
ciertheit der Sektionen bei der Minimierung des Schnittes im Sympathiegra-
phen erreicht wird. Dies wird in Kapitel 6 durch Experimente überprüft. Was
passiert allerdings, wenn man diese Minimierung mit der Maximierung des
Schnittes im Antipathiegraphen kombiniert? Die Elemente einer maximalen
Sektion sind schließlich völlig unbalanciert. Auch hierzu werden Experimente
gemacht.

5.1.3 Erfüllung der Sym- und Antipathien

Ziel der Gruppeneinteilung ist es, möglichst viele Sym- und Antipathien zu
erfüllen. Damit aber auch jeder einzelne Teilnehmer mit seiner Gruppe zu-
frieden ist, sollte er möglichst viele Personen in seiner Gruppe sympathisch
und möglichst wenige unsympathisch finden. Daher wird in Kapitel 6 unter-
sucht, wie viele Sym- und Antipathien bei der Gruppeneinteilung pro Person
erfüllt werden. Wird bei der Gruppeneinteilung keine einzige Bewertung eines
Teilnehmers verwirklicht, so ist die Strategie aus dessen Sicht fehlgeschlagen.
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Wie oben beschrieben, gibt es auf bipartiten Graphen zwar Sektionen, die zu-
mindest je Teilnehmer eine Antipathie erfüllen, diese schneiden dann jedoch
auch alle Kanten des Sympathiegraphen. Fraglich ist demnach, wie vielen
Personen bei der gesuchten Gruppeneinteilung je mindestens eine Sympathie
oder eine Antipathie erfüllt wird. Dieser Frage wird ebenfalls anhand von
Experimenten nachgegangen.

5.2 Optimierungsverfahren

Will man in einer Grundmenge von Objekten Gruppen bilden, deren Elemen-
te zusammengehören, denkt man als Erstes an Clusterung. Hierbei entstehen
Partitionen, deren Kosten minimal unter denen aller möglichen Partitionen
sind. Eine solche Kostenfunktion bei der Clusterung von Graphen könnte
beispielsweise der Abstand sein, den Knoten voneinander haben. Cluste-
rungsverfahren versuchen dann, die von den Knoten der einzelnen Partiti-
onselemente induzierten Subgraphen in Bezug auf ihren Zusammenhang zu
optimieren. Der Zusammenhang innerhalb der gebildeten Cluster soll also so
groß wie möglich sein. Diese Eigenschaft wäre auch für die oben beschrie-
bene Gruppeneinteilung sinnvoll. Die Clusterungsverfahren bilden allerdings
meist beliebig viele Cluster, deren Größen unausgeglichen sein können. Die
Forderung, dass eine bestimmte Anzahl gleich großer Gruppen gesucht ist,
ist demnach für diese Verfahren zu stark.

Sind also Nebenbedingungen gegeben, wie Größe der Partition oder, dass
die Partition balanciert sein soll, so sind gewöhnliche Partitionierungsverfah-
ren besser geeignet. Sie legen den Fokus der Optimierung auf den entstehen-
den Schnitt der Partition und nicht unbedingt auf die induzierten Subgra-
phen. In bestimmten Fällen verursachen sie allerdings auch eine Einteilung
nach Zusammengehörigkeit. Hat ein Graph signifikante Gruppen, so werden
deren Kerne isoliert und die restlichen Knoten entsprechend verteilt. Das
heißt, dass Knoten, die nach gewählter Kostenfunktion stärker zusammen-
gehören als andere und deren Anzahl kleiner oder gleich der Größe der ge-
suchten Partitionselemente ist, zusammengefasst werden. Diese Anhäufungen
von Knoten werden schließlich so vereint und alle übrigen Knoten so verteilt,
dass die gesuchte Anzahl Partitionselemente entsprechender Größen entste-
hen und der Schnitt der Partition kostenoptimal ist. Würden die Knoten einer
solchen signifikanten Gruppe auf verschiedene Partitionselemente verteilt, so
hat die Partition einen Schnitt, der sehr wahrscheinlich durch entsprechenden
Knotentausch optimiert werden kann.
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5.3 NP-Vollständigkeiten

Wie schon erwähnt sind die Probleme, eine Sektion minimalen Schnittes und
eine Partition maximalen Schnittes zu finden, NP-vollständig. Dies gilt, da
die entsprechenden Entscheidungsprobleme, ob es in einem Graphen eine
Partition mit Schnitt ≥ c oder eine Sektion mit Schnitt ≤ c gibt, ebenfalls in
NP-C liegen. Beides wird im Folgenden für gewichtete, wie ungewichtete und
eine entsprechende Teilung in zwei oder mehr Mengen gezeigt. Abbildung 5.1
gibt einen Überblick über die dafür geführten Reduktionen.
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Theorem 5.6

Theorem 5.7 Theorem 5.8

Abbildung 5.1: Überblick über die Reduktionen der NP-Vollständigkeitsbe-
weise

Zum Beweis der NP-Vollständigkeit muß abgesehen von der Redukti-
on eines geeigneten Problems aus NP-C auf das betrachtete Problem noch
gezeigt werden, dass es in NP liegt. Dieser Beweis sieht allerdings bei den
folgenden Entscheidungsproblemen immer gleich aus: Es kann je eine Par-
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tition bzw. Sektion geraten, dessen Schnitt in polynomialer Zeit berechnet
und mit der jeweiligen oberen bzw. unteren Schranke des Minimierungs- bzw.
Maximierungsproblems verglichen wird. Bei den im Folgenden betrachteten
Entscheidungsproblemen wird demnach nur noch die jeweilige Reduktion aus-
geführt.

5.3.1 Maximale Schnitte

Das GEWICHTETER MAX-CUT-Problem ist wie folgt definiert:

Problem 5.1 GEWICHTETER MAX-CUT

Gegeben: Ein gewichteter Graph G = (V, E)
und eine positive ganze Zahl c.

Gesucht: Eine Bipartition (S, V − S), so dass gilt:
cut(S, V − S) ≥ c.

Wie im Folgenden gezeigt wird, liegt dieses Problem in NP-C (siehe
[Eve79], Seite 226ff).

Satz 5.1 Das GEWICHTETER MAX-CUT-Problem ist NP-vollständig.

Beweis: Es wird gezeigt, dass 3SAT ∝ GEWICHTETER MAX-CUT,
also das 3SAT-Problem auf das GEWICHTETER MAX-CUT-Problem re-
duziert.
Seien C1, C2, . . . , Cm die Klauseln von 3SAT, jedes bestehend aus genau 3 Li-
teralen. Die Menge der Literale sei L = {x1, x2, . . . , xn, x1, x2, . . . , xn}. Man
konstruiere die Eingabe des MAXIMUM-WEIGHTED-CUT-Problems be-
stehend aus G′ = (V ′, E ′), einer Gewichtsfunktion w′(e) und einer positiven
Zahl c′, wie folgt:

V ′ = {vi|0 ≤ i ≤ m} ∪ L.

Für jedes 1 ≤ i ≤ m sei

Ai = {v0} ∪ {vi} ∪ Ci.

Damit sei

E ′ = {(u, v)|u 6= v und ∃i : u, v ∈ Ai} ∪ {(xj, xj)|1 ≤ j ≤ n}.
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Die Gewichtsfunktion w wird definiert durch

w′(v0, ξ) =
m∑

i=1

|Ci ∩ {ξ}|, wobei ξ ∈ L,

w′(ξ′, ξ′′) =
m∑

i=1

|Ci ∩ {ξ′}| · |Ci ∩ {ξ′′}|, wobei ξ′, ξ′′ ∈ L und ξ′ 6= ξ′′,

w′(xj, xj) =10 ·m + 1,

w′(vi, u) =1, wobei i > 0 und u ∈ Ai,

und für c′ gilt

c′ = (10 ·m + 1)n + 6 ·m.

In dieser Konstruktion gilt |V ′| = 2n + m + 1. Die Anzahl an Kanten, |E ′|,
ist begrenzt durch 3n + 7m. Jede Klausel Ci wird also durch eine Clique Ai

repräsentiert. Zusätzlich gibt es Kanten zwischen xj und xj, deren Gewicht
10 ·m + 1 beträgt. (Dieses Gewicht ist so gewählt, dass es die Summe aller
Kanten anderen Typs übersteigt.) Das Gewicht einer Kante (v0, ξ) entspricht
der Anzahl Vorkommen des Literals ξ in den Klauseln. Das Gewicht einer
Kante (ξ′, ξ′′) entspricht der Anzahl Klauseln, in denen beide Literale auf-
tauchen. Das Gewicht aller Kanten, die inzident zu vi, i > 0, sind, ist 1. Die
Summe der Gewichte aller Kanten dieser drei Klassen ist genau 10 ·m.
Es wird nun behauptet, dass die Lösung des 3SAT-Problems dieselbe ist, wie
die Antwort auf die Frage: Gibt es eine Teilmenge S ′ ⊆ V ′, so dass∑

e∈(S,V −S) w(e) ≥ c′?

Angenommen das 3SAT-Problem ist lösbar, und τ sei die Menge der Lite-
rale mit Wert , true‘ in einer widerspruchsfreien Belegung, welche alle Klau-
seln erfüllt. Sei τ ⊂ S ′ und L − τ ⊂ (V − S ′). Natürlich gehört für jedes
1 ≤ j ≤ n, (xj, xj) zum Schnitt und trägt 10 ·m + 1 zu dessen Gewicht bei.
Hiermit beträgt das Gewicht des Schnittes schon (10·m+1)·n. Man füge nun
v0 zu V −S ′ hinzu und betrachte die übrigen Kanten und deren Gewichte wie
folgt: Jedes Ai ist eine Clique, und jede Kante taucht so oft auf, wie sie zu
solchen Cliquen gehört, was genau ihrem definierten Gewicht entspricht. In
jeder dieser m Cliquen ist mindestens ein Literal-Knoten, der zu S ′ gehört. v0

ist in V −S ′ und vi kann so zu S ′ oder V −S ′ hinzugefügt werden, dass zwei
der Knoten der Ai’s auf der einen Seite der Teilung sind und die restlichen
drei auf der anderen. Folglich trägt die Clique 6 Kanten mit Gewicht 1 zum
Schnitt bei, die m Cliquen zusammen also 6 ·m zum Gewicht des Schnittes.
Obige Argumentation zeigt auch, dass das gesamte Gewicht eines Schnittes c′



56 KAPITEL 5. EINTEILUNG DER GRUPPEN

nicht übersteigen kann. Wenn die Frage des GEWICHTETEN MAX-CUT-
Problems bejaht werden kann, dann müssen alle Kanten vom Typ (xj, xj)
im Schnitt sein. Jede der m Cliquen trägt dann 6 zum Gewicht des Schnittes
bei, welches der maximale Wert ist, den eine solche Clique betragen kann.
Folglich sind zwei Knoten einer jeden Clique auf der einen Seite des Schnit-
tes und die übrigen drei auf der anderen Seite. Nennt man nun die Seite auf
der v0 ist die , false‘-Seite und die andere die , true‘-Seite, dann folgt, dass
höchstens zwei Literal-Knoten auf der , false‘-Seite sein können. Damit ist
die so definierte Belegung widerspruchsfrei und erfüllt alle Klauseln.
Das 3SAT-Problem hat also genau dann eine widerspruchsfreie Belegung,
welche alle Klauseln erfüllt, wenn G′ einen Schnitt mit Gewicht größer oder
gleich c′ hat. Damit ist die Reduktion bewiesen. �

Im Folgenden wird auch der ungewichtete Fall benötigt. Daher wird ge-
zeigt, dass das GEWICHTETER MAX-CUT-ProblemNP-vollständig bleibt,
wenn alle Kantengewichte 1 sind. Das entsprechende Problem auf ungewich-
teten Graphen kann im Prinzip recht einfach bewiesen werden, wenn man in
obiger Reduktion jede Kante mit Gewicht w durch w Kanten des Gewich-
tes 1 ersetzt. Sind dabei alle Kantengewichte polynomial beschränkt durch
die Länge der Eingabe des 3SAT-Problems, so ist auch die erhöhte Kan-
tenzahl polynomial beschränkt. Die Reduktion ist folglich in polynomialer
Zeit möglich. Da hier jedoch auf einfachen Graphen gearbeitet wird, ist ein
anderer NP-Vollständigkeitsbeweis erforderlich.

Das Problem des maximalen Schnittes auf ungewichteten einfachen Gra-
phen ist wie folgt definiert:

Problem 5.2 EINFACHER MAX-CUT

Gegeben: Ein ungewichteter einfacher Graph G = (V, E)
und eine positive ganze Zahl c.

Gesucht: Eine Bipartition (S, V − S), so dass gilt:
cut(S, V − S) ≥ c.

Es gilt also auch hier (siehe [Eve79], Seite 228ff):

Satz 5.2 Das EINFACHER MAX-CUT-Problem ist NP-vollständig.

Beweis: Es wird gezeigt, dass GEWICHTETES MAX-CUT ∝ EINFA-
CHER MAX-CUT, also das GEWICHTETES MAX-CUT-Problem auf das
EINFACHER MAX-CUT-Problem reduziert.
Man kann ein Problem in einem gewichteten Graphen ganz einfach auf ein
Problem in einem ungewichteten Graphen reduzieren, indem man jede Kante



5.3. NP-VOLLSTÄNDIGKEITEN 57

mit Gewicht w durch w parallele Kanten mit Gewicht 1 ersetzt. Denn wenn
alle Gewichte polynomial durch die Eingabelänge begrenzt sind, ist dies auch
für die Erhöhung der Anzahl Kanten der Fall. Allerdings erhält man auf diese
Art und Weise einen Graphen mit Mehrfachkanten. Da allerdings der Graph
im EINFACHER MAX-CUT-Problem einfach sein mußs, ist eine Reduktion
auf einen Graphen ohne parallele Kanten erforderlich.
Angenommen die Kantengewichte eines Graphen G = (V, E) sind polynomial
begrenzt durch die Länge der Eingabe des GEWICHTETEN MAXIMUM-
CUT-Problems, dann ersetze man jede Kante e = (u, v) ∈ E mit Ge-
wicht w(e) durch den Subgraphen aus Abbildung 5.2. Dabei sind die Knoten
a1, a2, . . . , aw(e) und b1, b2, . . . , bw(e) neu und der entstandene Graph wird mit
G′ bezeichnet.

a b

a b
u v

w(e) w(e)

11

2 2

aa

Abbildung 5.2: Subgraph, der die Kante e = (u, v) mit Gewicht w(e) ersetzt.

Es wird nun behauptet, dass G′ genau dann einen Schnitt der Größe
k′ = 2 ·

∑
e∈E w(e) + k besitzt, wenn G einen gewichteten Schnitt der Größe

k besitzt.
Wenn u und v auf derselben Seite des Schnittes liegen, können aus jedem
Weg (u, ai, bi, v) maximal zwei Kanten Schnittkanten sein. Sind die beiden
Knoten auf verschiedenen Seiten, und gibt man bi auf die Seite von u und
ai auf die Seite von v, so trägt der Weg drei Kanten zum Schnitt bei. Somit
kann jede Kante e des Graphen G eine Erhöhung des Schnittes im Graphen
G′ von mindestens 2 · w(e) Kanten hervorrufen, selbst wenn die Endknoten
durch diesen Schnitt nicht getrennt werden. Insgesamt für alle Kanten des
Graphen G ergibt dies einen Beitrag von 2 ·

∑
e∈E w(e) Kanten zum Schnitt

in G′.
Angenommen das Gewicht des Schnittes S, V −S in G beträgt k. Seien dann
S ⊂ S ′ und V −S ⊂ (V −S ′). Sind u und v auf derselben Seite des Schnittes,
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so werden die Knoten ai und bi so verteilt, dass der Weg (u, ai, bi, v) 2 zum
Schnitt beiträgt. Sind sie auf verschiedenen Seiten, so werden die Knoten
dieses Weges so zugeordnet, dass der Weg einen Beitrag von 3 Kanten leistet.
Damit berechnet sich das Gewicht des Schnittes in G′ wie folgt:

cut(S ′, V − S ′) = 2 ·
∑
e∈E

w(e) + k = k′

Umgekehrt wird angenommen, dass der Schnitt (S ′, V − S ′) im Graphen G′

mindestens aus k′ Schnittkanten besteht. Von diesen sind höchstens 2 · w(e)
Kanten der Beitrag einer Kante e = (u, v) in G mit u und v auf der glei-
chen Seite des Schnittes. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit oder durch
Anpassung von S ′ kann angenommen werden, dass dies genau der Beitrag
des Subgraphen einer jeden Kante ist. Ebenso gilt, dass der Beitrag, den
der Subgraph einer Kante (u, v) mit u und v auf verschiedenen Seiten des
Schnittes leistet, genau 3 · w(e) beträgt. Somit gilt:

|(S ′, V − S ′)| = 2 ·
∑
e∈E

w(e) +
∑

e∈(S,V −S)

w(e),

wobei S = S ′ ∩ V . Da |(S ′, V − S ′)| = k′ gilt, erhält man:

k =
∑

e∈(S,V −S)

w(e).

Somit hat G genau dann einen Schnitt der Größe k, wenn G′ einen Schnitt
der Größe k′ besitzt. Damit ist die Reduktion bewiesen. �

Wird auf einfachen Graphen statt einer Bipartition eine Bisektion ge-
sucht, so ergibt sich folgendes Problem, das ebenfalls NP-vollständig ist.

Problem 5.3 MAX-BISEKTION

Gegeben: Ein ungewichteter Graph G = (V, E)
und eine positive ganze Zahl c.

Gesucht: Eine Bisektion (S, V − S), so dass gilt:
cut(S, V − S) ≥ c.

Satz 5.3 Das MAX-BISEKTION-Problem ist NP-vollständig.

Beweis: Es wird EINFACHER MAX-CUT ∝ MAX-BISEKTION ge-
zeigt.
Dazu werden zum Graph G |V | isolierter Knoten hinzugefügt. Der erhaltene
Graph G′ enthält also 2 · |V | Knoten. Da die neuen Knoten keine adjazenten
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Kanten besitzen, verändert sich die Größe eines Schnittes in G nicht, egal
wie sie den Mengen der zugehörigen Partition zugeteilt werden. Es kann also
jeder Schnitt (S, V −S) in G in eine Bisektion in G′ umgewandelt werden, in-
dem die hinzugefügten Knoten entsprechend auf S und V −S verteilt werden.
Somit hat G einen Schnitt der Größe c genau dann, wenn G′ eine Bisektion
der Größe c besitzt. �

Sucht man nun eine k-Sektion mit k > 2 statt einer Bisektion, d.h. eine
Einteilung der Knoten in mehr als zwei gleich große Gruppen, so ist das
entsprechende Problem wie folgt definiert:

Problem 5.4 MAX-k-SEKTION

Gegeben: Ein ungewichteter Graph G = (V, E)
und eine positive ganze Zahl c.

Gesucht: Eine k-Sektion S(G) = {S1, S2, . . . , Sk}, so dass gilt:
cut(S) ≥ c.

Satz 5.4 Das MAX-k-SEKTION-Problem ist NP-vollständig.

Beweis: Hier ist es nicht notwendig eine Reduktion auszuführen. Der
Satz kann durch einen Widerspruchsbeweis gezeigt werden:
Wäre das MAX-k-SEKTION-Problem in P , so würde dies auch für das
MAX-BISEKTION-Problem als dessen Spezialfall mit k = 2 gelten. Die
NP-Vollständigkeit des letzten Problems wurde aber in Satz 5.3 bewiesen.
Somit muss das MAX-k-SEKTION-Problem ebenfallsNP-vollständig sein.�

Im Folgenden kann NP-Vollständigkeit noch öfter durch Widerspruch
gezeigt werden. Das Prinzip ist immer wie im Beweis zu Satz 5.4. Es wird
daher in den entsprechenden Beweisen nur noch der Spezialfall des betrach-
teten Problems angegeben, deren NP-Vollständigkeit bereits gezeigt wurde.
In obigem Beweis der NP-Vollständigkeit des MAX-k-SEKTION-Problems
ist der Spezialfall das MAX-BISEKTION-Problem.

Mit einem solchen Widerspruchsbeweis kann man auch die NP-Vollstän-
digkeit der Suche nach einer Bisektion maximalen Schnittes in einem gewich-
teten Graphen zeigen. Das Problem ist folgendermaßen definiert:

Problem 5.5 GEWICHTETE MAX-BISEKTION

Gegeben: Ein gewichteter Graph G = (V, E)
und eine positive ganze Zahl c.

Gesucht: Eine Bisektion (S, V − S), so dass gilt:
cut(S, V − S) ≥ c.
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Satz 5.5 Das GEWICHTETE MAX-BISEKTION-Problem ist NP-vollstän-
dig.

Beweis: Das MAX-BISEKTION-Problem ist ein Spezialfall des GEWICH-
TETE MAX-BISEKTION-Problems mit Gewichtsfunktion w : E → 1. �

Analog lässt sich auch das GEWICHTETE MAX-k-SEKTION-Problem
definieren und deren NP-Vollständigkeit beweisen. Da dieses Problem aller-
dings im Folgenden nicht explizit betrachtet wird, wird es hier nicht notiert.

5.3.2 Minimale Schnitte

Das MIN-BISEKTION-Problem ist wie folgt definiert:

Problem 5.6 MIN-BISEKTION

Gegeben: Ein ungewichteter Graph G = (V, E)
und eine positive ganze Zahl c.

Gesucht: Eine Bisektion (S, V − S) von G, so dass gilt:
cut(s, V − S) ≤ c.

Satz 5.6 Das MIN-BISEKTION-Problem ist NP-vollständig.

Beweis: Es wird MAX-BISEKTION ∝ MIN-BISEKTION gezeigt.
Ein Graph G = (V, E) mit |V | = 2 · n besitzt genau dann eine Bisektion
(S,V-S) mit cut(S, V − S) = c, wenn sein Komplement G = (V, E) eine Bi-
sektion (S, V −S) mit cut(S, V −S) = n2− c besitzt. Dann gibt es in G aber
auch genau dann eine Bisektion mit Schnitt ≥ c, wenn es in G eine Bisektion
mit Schnitt ≤ n2 − c gibt. �

Sucht man nun eine k-Sektion statt einer Bisektion, d.h. eine Einteilung
der Knoten in mehr als zwei gleich große Gruppen, so ist das entsprechende
Problem wie folgt definiert:

Problem 5.7 MIN-k-SEKTION

Gegeben: Ein ungewichteter Graph G = (V, E)
und eine positive ganze Zahl c.

Gesucht: Eine k-Sektion S(G) = {S1, S2, . . . , Sk}, so dass gilt:
cut(S) ≤ c.

Satz 5.7 Das MIN-k-SEKTION-Problem ist NP-vollständig.
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Beweis: Das MIN-BISEKTION-Problem ist ein Spezialfall des MIN-k-
SEKTION-Problems mit k = 2. �

Das GEWICHTETE MIN-BISEKTION-Problem ist wie folgt definiert:

Problem 5.8 GEWICHTETE MIN-BISEKTION

Gegeben: Ein gewichteter Graph G = (V, E)
und eine positive ganze Zahl c.

Gesucht: Eine Bisektion (S, V − S) von G, so dass gilt:
cut(S, V − S) ≤ c.

Satz 5.8 Das GEWICHTETE MIN-BISEKTION-Problem ist NP-vollstän-
dig.

Beweis: Das MIN-BISEKTION-Problem ist ein Spezialfall des GEWICH-
TETE MIN-BISEKTION-Problems mit Gewichtsfunktion w : E → 1. �

Analog lässt sich auch wieder das GEWICHTETE MIN-k-SEKTION-
Problem definieren und deren NP-Vollständigkeit beweisen. Da dieses Pro-
blem ebenfalls im Folgenden nicht verwendet wird, wird es hier nicht notiert.

5.4 Minimale Bisektionierung

Zur annähernden Lösung des MIN-BISEKTION-Problems gibt es verschiede-
ne Heuristiken, die eine Bisektion möglichst minimalen Schnittes liefern. Da
für die hier zu entwickelnde Strategie allerdings neben der Optimierung des
minimalen Schnittes der Sympathien gleichzeitig der Schnitt der Antipathi-
en maximiert werden soll, fallen Näherungsverfahren, die beispielsweise auf
der Spektralmethode oder der Lösung anderer graphentheoretischer Proble-
me basieren, weg (siehe Abschnitt 5.4.2). Nur die bewegungsbasierten oder
die daraus hergeleiteten clusterbasierten Methoden sind unabhängig von der
Art des Optimierungskriteriums und können somit so verändert werden, dass
sie auch den maximalen Schnitt optimieren. Aus diesem Grund wird hier der
Schwerpunkt auf die bewegungsbasierten Methoden gelegt und die alterna-
tiven Heuristiken nur kurz beschrieben.

5.4.1 Bewegungsbasierte Methoden

Eine Methode zur Partitionierung wird bewegungsbasiert genannt, wenn unter
Sortierung der möglichen lokalen Veränderungen und Speicherung vorheriger
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Operationen iterativ neue Lösungskandidaten konstruiert werden. Alle bewe-
gungsbasierten Methoden starten dabei mit einer gegebenen Partition, der
sogenannten Startpartition und konstruieren aus ihr bessere Partitionen. Die
Iteration stoppt, wenn ein lokales Optimum erreicht ist; das heißt, wenn alle
möglichen lokalen Veränderungen einer Partition schlechter sind als diese.

Die lokalen Veränderungen sind all diejenigen Partitionen, die vom so-
genannten Nachbarschaftsoperator gebildet werden können. Für die Parti-
tionierung typisch sind Operatoren, die zwei Knoten verschiedener Partiti-
onselemente miteinander tauschen oder einen einzelnen Knoten von einem
in ein anderes Element verschieben. Der Lösungsraum der lokalen Verände-
rungen wird schließlich danach sortiert, um wieviel die Partitionen besser
sind als die Ausgangspartition. Die Partition, die jeweils den maximalen Ge-
winn bringt, wird weiter bearbeitet. Bei einfachen Greedy-Methoden wird
die nächst bessere Lösung je nur aus der aktuellen gebildet. Im Gegensatz
dazu werden bei bewegungsbasierten Methoden mehrere vorherige Partitio-
nen gespeichert und die jeweils beste von ihnen weiter bearbeitet. Beim im
Folgenden beschriebenen Kernighan-Lin-Algorithmus werden beispielsweise
die Ergebnisse eines Iterationsschrittes gespeichert und die beste Bisektion
von allen zur weiteren Iteration verwendet.

Bewegungsbasierte Methoden sind unabhängig von der Art der Zielfunk-
tion, die benutzt wird, um die Qualität der Lösung zu messen. Es können
somit beliebige Optimierungskriterien in einer Zielfunktion zusammengefasst
werden, wie für eine kombinierte Optimierung des Sympathie- und Antipa-
thieschnittes notwendig. Aber auch aus weiteren Gründen dominieren die
bewegungsbasierten Methoden in Literatur und Praxis: Es ist zum einen
sehr intuitiv, eine gegebene Lösung durch wiederholte kleine Veränderungen
durch den Nachbarschaftsoperator zu verbessern, und zum anderen sind die
Operationen der verwendeten Operatoren leicht zu beschreiben und imple-
mentieren.

Der hier vorgestellte bewegungsbasierte Algorithmus wurde 1970 von
B. W.Kernighan und S. Lin eingeführt (siehe [KL70]) und wird häufig als die
erste

”
gute“ Heuristik zur minimalen Bisektionierung bezeichnet. Da die zu

entwickelnde Strategie ausschließlich auf gewichteten Graphen arbeitet, wird
hier direkt der Kernighan-Lin-Algorithmus zur gewichtete Bisektionierung
vorgestellt. Im ungewichteten Fall werden wieder alle Kantengewichte gleich
1 gesetzt. Der zu bearbeitende Graph wird hier durch seine Adjazenzmatrix
W = (wij)0≤i,j≤n−1 gegeben. Es gilt:

wij =

{
w(e) mit e = (vi, vj) ∈ E,

0 sonst.
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Kernighan-Lin-Algorithmus

Als Nachbarschaftsoperator dieser bewegungsbasierten Methode wird der
Tausch zweier Knoten aus verschiedenen Elementen der Bisektion verwen-
det, wobei allerdings in jedem Iterationsschritt jeder Knoten nur ein einziges
Mal bewegt wird. Um dies zu gewährleisten, werden die Knoten markiert,
nachdem sie an einer Tauschoperation beteiligt waren. Im Kernighan-Lin-
Algorithmus werden jeweils die Knoten getauscht, deren Tausch den größten
Gewinn erzielt. Dabei bezeichnet der Gewinn G = cut(P ) − cut(P ′) den
Wert, um den sich der Schnitt beim Übergang von Bisektion P zu P ′ verklei-
nert. Um diesen Gewinn zu ermitteln, werden die sogenannten ,dValues‘ 2 der
Knoten berechnet, welche die Differenz zwischen den nachstehend definierten
externen und internen Kosten bezeichnen.

Betrachtet man eine gegebene Bisektion (A, B), so beschreiben die exter-
nen Kosten Ea des Knotens a ∈ A die Summe der Gewichte seiner inzidenten
Kanten, die ihn mit Knoten der Menge B verbinden. Die internen Kosten
Ia sind entsprechend die Summe aller Gewichte von Kanten, die im von A
induzierten Subgraphen liegen. Es gilt somit:

Ea =
∑
y∈B

way und Ia =
∑
x∈A

wax.

Eb und Ib für b ∈ B sind analog definiert. Aus diesen Werten berechnet man
die ,dValues‘ Da := Ea − Ia der Knoten a ∈ A.

Es gilt dann folgender Hilfssatz (siehe [KL70], Seite 296):

Hilfssatz 5.1 Seien a ∈ A und b ∈ B zwei Knoten aus verschiedenen Ele-
menten einer Knotenbisektion P = (A, B) des Graphen G = (V, E). Wenn
man a und b tauscht, das heißt die Bisektion P ′ = (A−{a}∪{b}, B−{b}∪{a})
bildet, gilt:

cut(P )− cut(P ′) = Da + Db − 2 · wab.

Beweis: Sei z die Summe der Gewichte aller Schnittkanten der Bisektion
P ohne diejenigen Kanten, die adjazent zu a oder b sind. Dann gilt:

cut(P ) = z + Ea + Eb − wab.

Tauscht man nun a und b und erhält dadurch die Bisektion P ′, so gilt:

cut(P ′) = z + Ia + Ib + wab.

2 ,difference value‘ (engl.) Differenzwert
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Daraus folgt:

cut(P )− cut(P ′) = Da + Db − 2 · wab.

�

Ein solcher Gewinn cut(P )− cut(P ′), den die Bipartition P ′ gegenüber P
bringt, wird auch als gain(a, b) des Knotenpaares a und b bezeichnet. Dieser
lässt sich somit einfach aus den ,dValues‘ berechnen.

Sei nun für einen Iterationsschritt des Kernighan-Lin-Algorithmus eine
Knotenbisektion P = (A, B) des zu bearbeitenden Graphen gegeben. Dann
werden zuerst die ,dValues‘ seiner Knoten berechnet und Knoten ai ∈ A und
bi ∈ B ermittelt, für die der Wert Gi = gain(ai, bi) = Dai

+ Dbi
− 2 · waibi

maximal ist. Das entsprechende Knotenpaar a, b wird schließlich markiert,
aber noch nicht getauscht. Um nun auf der Bisektion (A − {ai}, B − {bi})
aller nicht markierten Knoten weiterarbeiten zu können, werden die ,dValues‘
so aktualisiert, als ob ai und bi vertauscht worden wären. Die neuen ,dValues‘
D′

x und D′
y lassen sich wie folgt aus den alten Werten Dx und Dy der Knoten

x ∈ A− {ai} und y ∈ B − {bi} berechnen:

D′
x := Dx + 2 · wxai

− 2 · wxbi
und

D′
y := Dy + 2 · wybi

− 2 · wyai
.

Dies ist leicht nachzuvollziehen: Da die Kante (x, ai) bei Dx zu den internen
Kosten gezählt wird und in D′

x den externen Kosten angerechnet werden soll,
wird bei der Aktualisierung der Wert 2 ·wxai

addiert. Analog wird der Wert
2 · wxbi

subtrahiert, um das Gewicht der Kante (x, bi) von den externen zu
den internen Kosten zu überführen.

Die Wahl zweier Knoten ai+1 und bi+1 mit maximalem Wert Gi+1 =
gain(ai+1, bi+1) und die Aktualisierung der ,dValues‘ werden nun auf der Bi-
sektion (A− {ai}, B − {bi}) aller nicht markierten Knoten wiederholt. Sind
schließlich alle Knoten markiert, so wird die Zahl j so bestimmt, dass die
Summe G :=

∑
i=1,...,j Gi maximal ist. Gilt G > 0, so liefert der Tausch

aller Knoten ai und bi für 0 ≤ i ≤ j die Bisektion P ′ = (A′, B′) mit
A′ := A−{a1, . . . , aj}∪{b1, . . . , bj} und B′ := B−{b1, . . . , bj}∪{a1, . . . , aj},
für deren Schnitt cut(P ′) = cut(P )−G gilt. Diese Bisektion P ′ wird schließ-
lich als Eingabe für den nächsten Iterationsschritt verwendet. Dies geschieht
so lange, bis für eine Bisektion ein Gewinn G ≤ 0 erzielt wird. Dann ist
ein lokales Minimum erreicht, das heißt alle möglichen lokalen Veränderun-
gen bringen eine Verschlechterung der Bisektion. Diese lokal minimale Bi-
sektion ist schließlich die Ausgabe des Algorithmus. Abbildung 5.3 zeigt den
Kernighan-Lin-Algorithmus in Pseudocode.



5.4. MINIMALE BISEKTIONIERUNG 65

Algorithmus:
Minimale Bisektionierung (nach B.W.Kernighan und S. Lin)

Eingabe: Startbisektion (A, B).
Ausgabe: Lokal minimale Bisektion (A, B).

1: Wiederhole. . .
2: Berechne die dV alues der Knoten.
3: Setze i=0.
4: Solange nicht alle Knoten markiert. . .
5: Suche ein unmarkiertes Knotenpaar ai ∈ A und bi ∈ B,

deren Gewinn Gi := gain(ai, bi) maximal ist.
6: Markiere ai und bi.
7: Aktualisiere die dV alues der nicht markierten Knoten,

als ob ai und bi vertauscht worden wären.
8: Setze i=i+1.
9: Bestimme j so, dass G =

∑
i=1,...,j Gi maximal ist.

10: Wenn G > 0, dann. . .
11: Aktualisiere A = A− {a1, . . . , aj} ∪ {b1, . . . , bj}

und B = B − {b1, . . . , bj} ∪ {a1, . . . , aj}.
12: Solange bis G ≤ 0.

Abbildung 5.3: Kernighan-Lin-Algorithmus

Laufzeitanalyse

Für die Laufzeitanalyse beim Kernighan-Lin-Algorithmus wird zuerst der
einzelne Iterationsschritt betrachtet. Für die Berechnung der ,dValues‘ von n
Knoten (siehe Abbildung 5.3, Schritt 2) werden n2 Arbeitsschritte benötigt,
da hier für jeden Knoten alle anderen Knoten in Betracht gezogen werden
müssen. Die in Schritt 4 beginnende Schleife wird n/2 mal durchlaufen, da bei
jedem Durchlauf zwei Knoten markiert werden. Die Laufzeit der Schleife liegt
in O(n2). Bezeichne m ≤ n die Anzahl nicht markierter Knoten, so werden
nämlich m2 Arbeitsschritte für die Suche nach dem nächsten Knotenpaar
(Schritt 5) und m für die Aktualisierung der ,dValues‘ (Schritt 7) benötigt.
Da die Laufzeiten aller übrigen Schritte des Algorithmus in O(n) oder O(1)
liegen, berechnet sich die Gesamtlaufzeit eines Iterationsschrittes auf n3.

Die nötige Zahl an Iterationsschritten wurde von B.W. Kernighan und
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S. Lin experimentell bestimmt (siehe [KL70], S. 300). Sie machten empirische
Versuche auf Graphen der Ordnung≤ 360. Fast immer wurde nach 2 bis 4 Ite-
rationen ein lokales Minimum erreicht. Aufgrund dieses Ergebnisses scheint
keine strenge Abhängigkeit von der Knotenzahl vorzuliegen. Da hier jedoch
auf Subgraphen des Knödel-Graphen gearbeitet wird, ist eine spezifische Un-
tersuchung der Iteration notwendig. Die Beschreibung eines entsprechenden
Experimentes ist in Abschnitt 6.4.3 zu finden. Dieses ergibt, dass auf Gra-
phen der Ordnung ≤ 100 bei Verwendung bestimmter Startbisektionen sogar
weniger Iterationsschritte notwendig sind.

Auf den hier zu bearbeitenden Graphen der Ordnung 20 bis 100 ist ein
O(n3)-Algorithmus annehmbar. Für größere Graphen sind zur Bisektionie-
rung, wie auch zur k-Sektionierung die METIS-Algorithmen3 besser geeignet.
Sie bilden eine Familie von Partitionierungsalgorithmen für unstrukturierte
Graphen und Hypergraphen. Beim sogenannten ,multilevel graph partitio-
ning scheme‘ werden die Graphen zum Beispiel verkleinert, in diesem Zustand
partitioniert und die erhaltene Partition dann wieder in den ursprünglichen
Graphen übertragen. Sollen die Partitionselemente gleich groß sein, so ist ei-
ne spezielle Verkleinerung und Übertragung in den ursprünglichen Graphen
notwendig. Der entsprechende Algorithmus zur Bisektionierung ist in [KK95]
beschrieben.

Startbisektionen

Der Kernighan-Lin-Algorithmus fordert die Eingabe einer Startbisektion.
Diese kann zufällig gewählt werden, doch nach B.W.Kernighan und S. Lin re-
duziert eine gezielte Wahl die Laufzeit. Es können beispielsweise Clusterungs-
verfahren (siehe Abschnitt 5.4.2) eingesetzt werden, um Startbisektionen zu
erhalten, die zumindest keine stark zusammenhängenden Cluster trennen.
Wird der Algorithmus allerdings wie hier auf bipartite Graphen angewendet,
so können gezielt gewissermaßen beliebige, gute Startbisektionen angegeben
werden: Wählt man nämlich eine gruppenbalancierte Bisektion, so ist deren
Schnitt auf allen bipartiten Graphen G = (V1 ∪V2, E) kleiner als der Schnitt
der Bisektion (V1, V2) (siehe Abschnitt 5.1.2). Zum Vergleich werden in Kapi-
tel 6 zusätzlich auch die Ergebnisse unter Verwendung der Bisektion (V1, V2)
betrachtet.

,Hill Climb‘

Am Beispiel des Kernighan-Lin-Algorithmus kann nun demonstriert werden,
dass im Gegensatz zu herkömmlichen Greedy-Verfahren bei bewegungsba-

3 siehe http://www-users.cs.umn.edu/~karypis/metis

http://www-users.cs.umn.edu/~karypis/metis
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sierten Methoden eine Art ,Hill Climb‘ 4 aus einem lokalen Minimum möglich
ist. Dabei bezeichnet ein ,Hill Climb‘eine Verschlechterung der Partition, die
letztendlich eine Verbesserung ermöglicht.

Betrachtet man einen Iterationsschritt, so werden nacheinander die den
größten Gewinn bringenden Tauschoperationen der noch nicht markierten
Knoten betrachtet. Dabei werden das jeweils i-te zu tauschende Knotenpaar
und deren Gewinn Gi gespeichert, die Knoten markiert, aber noch nicht ge-
tauscht. Sind alle Knoten markiert, wird der über alle betrachteten Tausch-
operationen mögliche Gewinn G =

∑
i=1,...,j Gi maximiert. Einige der Werte

Gi sind negativ, falls nicht Gi = 0 für alle 0 ≤ i ≤ n/2 − 1 gilt. Dies folgt
daraus, dass

∑
i=1,...,n/2 Gi = 0 gilt. Denn tauscht man alle j Knotenpaare,

so erhält man die ursprüngliche Bipartition P = (A, B). Sind nun einer oder
mehrere Summanden Gi für i < j gleich 0 oder negativ, so findet in die-
sem Iterationsschritt ein ,Hill Climb‘ statt. Bei einfachen Greedy-Verfahren,
bei denen zur Ermittlung einer besseren Lösung allein die aktuelle Bisekti-
on in Betracht gezogen wird, können solche ,Hill Climbs‘ nicht vorkommen.
Hier wird nach der i-ten Tauschoperation gestoppt, wenn für dessen Gewinn
Gi ≤ 0 gilt.

Abbildung 5.4 zeigt einen ,Hill Climb‘ bei der Bisektionierung eines bipar-
titen Graphen der Ordnung 16. Der betrachtete Knotentausch in der obersten
Bisektion, der unter allen Knotenpaaren maximalen Gewinn bringt, ist der
Tausch des Knotenpaares 8 und 10. Der Gewinn für den Schnitt beträgt al-
lerdings 0. Dieser Tausch verändert jedoch unter anderem die ,dValues‘ der
Knoten 11 und 15, wie in der mittleren Bisektion ersichtlich. In Folge des vor-
herigen Knotentausches ist nun eine Tauschoperation möglich, deren Gewinn
2 und demnach größer 0 ist. Man sieht, dass der erste Tausch ohne Gewinn
notwendig ist, bevor die Bisektion durch einen weiteren Tausch verbessert
wird.

5.4.2 Alternative Methoden

Im Allgemeinen können auch andere Methoden zur minimalen Bisektionie-
rung verwendet werden. Sie sind allerdings abhängig von der Art des Op-
timierungskriteriums oder können nur in Kombination mit den bewegungs-
basierten Methoden eingesetzt werden. Ausführliche Beschreibungen dieser
Methoden sind in [AK95] zu finden.

4 ,hill climb‘ (engl) heißt Bergrennen
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Abbildung 5.4: Beispiel für einen ,Hill Climb‘ – Die Zahlen außen an den
Knoten sind die ,dValues‘; die vertikale Linie ist die Trennlinie der Bisektion
des Graphen und die Zahl an der Linie deren Schnitt; rot umrandete Knoten
sind die im nächsten Schritt zu tauschenden Knotenpaare; orangene Knoten
sind markiert.

Spektralbisektion

Bei der Spektralbisektion wird die Spektralmethode verwendet um eine geo-
metrische Repräsentation des Bisektionierungsproblems zu konstruieren. Es
wird der Eigenvektor y zum zweitgrößten Eigenwert der Laplace-Matrix Q =
D − W bestimmt, wobei W = (wij)0≤i,j≤n−1 die Adjazenzmatrix des Gra-
phen und D eine Diagonalmatrix mit di,i =

∑
e=(vi,vj)∈E w(e) ist. Mit dem

sogenannten Fiedler-Vektor y = (y0, y1, . . . , yn−1)
T wird die Knotenmenge V

wie folgt in zwei gleich große Mengen V1 und V2 geteilt: Sei r das Mittel über
alle Werte yi, i = 0, 1, . . . , n− 1. Dann gehören alle Knoten j mit yj ≤ r der
Menge V1 an und alle übrigen Knoten der Menge V2.
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Kombinatorische Methoden

Kombinatorische Methoden transformieren das Bisektionierungsproblem in
andere

”
klassische“ Optimierungsprobleme, wie beispielsweise das der ma-

ximalen Flüsse. Diese Transformation basiert auf dem ,max-flow-min-cut‘-
Theorem von L.R. Ford und D.R. Fulkerson (siehe z. B. [Die96], S. 129).

Clusterungsbasierte Methoden

Basis der clusterungsbasierten Methoden ist das ,bottom-up‘-Prinzip. Es wird
mit |V | Clustern gestartet, die je einen Knoten enthalten, und von diesen wer-
den dann Schritt für Schritt je zwei so zu größeren Clustern zusammengefügt,
dass eine Bisektion entsteht. Die erhaltenen Cluster werden dann beispiels-
weise als Eingabe für andere Bisektionierungsalgorithmen verwendet.

5.5 Minimale Sektionierung

Der Kernighan-Lin-Algorithmus beschränkt sich lediglich auf die Bisektio-
nierung von Graphen. Der verwendete Knotentausch findet zwischen zwei
Knotenmengen statt. Kann man nach demselben Prinzip auch eine minimale
k-Sektionierung mit k > 2 vornehmen? Bei einer gegebenen k-Sektion kann es
jedoch notwendig sein, drei Knoten verschiedener Sektionselemente zyklisch
miteinander zu vertauschen, um eine Sektion mit kleinerem Schnitt zu er-
halten. Ein entsprechender Nachbarschaftsoperator hat allerdings sehr hohe
Laufzeit, möchte man Tauschoperationen zwischen beliebig vielen Sektions-
elementen ermöglichen. Aus diesem Grund wird bei der Zwei-Wege- und der
Mehr-Wege-Methode der Kernighan-Lin-Algorithmus mehrfach angewendet,
um k-Sektionen mit annähernd minimalem Schnitt zu finden.

5.5.1 Zwei-Wege-Methode

Bei der Zwei-Wege-Methode wird der Kernighan-Lin-Algorithmus rekursiv
angewendet. Das heißt, eine Startbisektion wird mit dem Kernighan-Lin-
Algorithmus minimiert, und anschließend Bisektionen der beiden Elemente
der erhaltenen Bisektion je für sich wieder minimiert. Dies geschieht so oft, bis
die gewünschte Anzahl an Sektionselementen erreicht wird. Dabei ist als Sek-
tionsgröße allerdings nur eine Zweierpotenz möglich. Führt man r mal rekur-
siv den Kernighan-Lin-Algorithmus aus, so erhält man eine 2r-Sektion. Ab-
bildung 5.5 zeigt den Algorithmus in Pseudocode. Darin stellt Kernighan−
Lin(A, B) in Schritt 6 den Aufruf des Kernighan-Lin-Algorithmus unter Ein-
gabe der Startbisektion (A, B) dar.
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Algorithmus:
Minimale 2r-Sektionierung mit der Zwei-Wege-Methode

Eingabe: Startbisektion (A, B),
ganze Zahl r.

Ausgabe: Lokal minimale 2r-Sektion P = (P1, P2, . . . , P2r).

1: Bilde leere 2r-Sektion P := (P1, P2, . . . , P2r).
2: Setze P1 = V .
3: Für i = 1, 2, . . . , r führe aus:
4: Für j = 1, 3, 5, . . . , 2i − 1 führe aus:
5: Bilde Startbisektion (A, B) der Knoten Pj.
6: (Pj, Pj+1) = Kernighan-Lin(A, B).
7: Wenn i 6= r gilt:
8: Für j = 1, 2, . . . , 2i führe aus:
9: Verschiebe P2·j−1 = Pj.

Abbildung 5.5: Zwei-Wege-Methode

Die Laufzeit der Zwei-Wege-Methode auf Graphen der Ordnung n beträgt
bei 2r-Sektionierung:

r∑
i=1

2i−1 ·
( n

2i

)3

∈ O(r · n3).

Die Zwei-Wege-Methode liefert jedoch 2r-Sektionen P = (P1, P2, . . . , P2r),
in denen nur 2r−1 Elementpaare lokal minimal sind, wobei jedes Element ge-
nau in einem dieser Paare enthalten ist. Im letzten Durchlauf von Schritt 3
(siehe Abbildung 5.5) entstehen nämlich die minimalen Bisektionen (P1, P2),
(P3, P4) bis (P2r−1, P2r). Die im vorherigen Durchlauf minimierten Bisektio-
nen (P1 ∪P2, P3 ∪P4) bis (P2r−3 ∪P2r−2, P2r−1 ∪P2r) garantieren nicht, dass
beispielsweise auch die Elementpaare (P1, P3) oder (P1, P4) lokal minimal
sind. Somit können, trotz der Minimierungen in den ersten r − 1 Schleifen-
durchläufen, in der ausgegebenen k-Sektion die Schnitte der meisten Ele-
mentpaare sehr groß sein.

Wie geht man allerdings vor, wenn man in einem Arbeitsschritt mehr
als 2r−1 Elementpaare minimieren möchte? Die Anwendung des Kernighan-
Lin-Algorithmus auf das Elementpaar (A, B) kann nämlich den Schnitt des
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zuvor lokal minimierten Paares (A, C) erneut verschlechtern. Es stellt sich
außerdem die Frage, ob eine derartige Minimierung wirklich bessere Sektio-
nen liefert. Um dies untersuchen zu können, wird im folgenden Abschnitt
eine weitere Methode eingeführt.

5.5.2 Mehr-Wege-Methode

Die Mehr-Wege-Methode liefert lokal minimierte k-Sektionen für beliebige
Werte k, indem eine gegebene Start-k-Sektion weitestgehend paarweise mi-
nimiert wird. Dazu werden je zwei Elemente einer k-Sektion als Bisektion be-
trachtet und diese mit dem Kernighan-Lin-Algorithmus lokal minimiert. Man
kann sich vorstellen, dass sich die Laufzeit des Algorithmus enorm erhöht,
wenn man dabei alle

(
n
2

)
= (n2 − n)/2 Elementpaare berücksichtigt. Denn

tauscht man zwischen zwei Elementen der k-Sektion Knoten aus, so verändert
dies deren Schnitte in Kombination mit den übrigen Elementen. Es wären so-
mit mehrere Durchläufe über die Elementpaare notwenig, bis die k-Sektion
paarweise minimal ist. Gerät man dabei unter Umständen in eine Endlos-
schleife von Knotentauschoperationen, so kann gar keine lokal minimale Sek-
tion gefunden werden. Aufgrund empirischer Tests von B.W.Kernighan und
S. Lin (siehe [KL70], S. 304) reicht es aus, pro Durchlauf je zwei Elemente
der k-Sektion zu paaren, von denen maximal eines bereits im entsprechen-
den Durchlauf verändert wurde. Dazu wird eine Permutation Pi1 , Pi2 , . . . , Pik

der Sektionselemente bestimmt, und nacheinander für 1 ≤ j ≤ k − 1 das
Elementpaar (Pij , Pi(j+1)

) minimiert. Es wird somit jedes Element in einem
Durchlauf höchstens zwei Mal bearbeitet. Die Permutation für die sogenann-
te Durchlaufreihenfolge kann entweder für alle Durchläufe fest vorgegeben
oder in jedem Durchlauf neu gewählt werden. In jedem Fall wird die Sektio-
nierung gestoppt, wenn ein Durchlauf keinen weiteren Gewinn bringt. Dabei
ist der Gewinn eines Durchlaufs die Summe aller Gewinne GKernighan−Lin,
die durch die Aufrufe des Kernighan-Lin-Algorithmus erzielt werden. Abbil-
dung 5.6 zeigt den Algorithmus in Pseudocode.

Die Laufzeit der Schritte 4 bis 7 auf Graphen der Ordnung n beträgt bei
k-Sektionierung:

(k − 1) ·
(⌈n

k

⌉)3

∈ O(n3).

Hier werden drei verschiedene Durchlaufreihenfolgen (siehe Abbildung 5.6,
Schritt 4) vorgestellt: die feste, die zufällige und die sektionsoptimierte. Bei
der festen Reihenfolge wird als Permutation der Sektionselemente die Rei-
henfolge der Elemente nach ihrer Nummerierung verwendet. Das heißt, es
gilt ij = j für alle 1 ≤ j ≤ k. In diesem Fall werden bei jedem Durchlauf
die gleichen Elementpaare minimiert. Die einzelnen Elemente verändern sich
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Algorithmus:
Minimale k-Sektionierung mit der Mehr-Wege-Methode

Eingabe: Start-k-Sektion P = (P1, P2, . . . , Pk).
Ausgabe: Lokal minimale k-Sektion P = (P1, P2, . . . , Pk).

1: Bilde Start-k-Sektion P := (P1, P2, . . . , Pk) der Knoten V .
2: Wiederhole. . .
3: Setze G=0.
4: Bilde eine Permutation (Pir)1≤r≤k.
5: Für j = 1, 2, . . . , k − 1 führe aus:
6: (Pij , Pi(j+1)

) = Kernighan-Lin(Pij , Pi(j+1)
).

7: Setze G = G + GKernighan-Lin.
8: Solange bis G ≤ 0.

Abbildung 5.6: Mehr-Wege-Methode

zwar bei jeder Anwendung des Kernighan-Lin-Algorithmus, doch trotzdem
beschränkt sich die paarweise Minimalität hier auf gewisse Elementpaare.
Um dies zu verhindern, wird bei der zufälligen Durchlaufreihenfolge in jedem
Durchlauf eine neue zufällige Permutation der Sektionselemente gewählt. In
diesem Fall werden in mehreren Durchläufen je verschiedene Elementpaare
minimiert und somit insgesamt eine stärkere paarweise Minimalität erzielt.
Dabei kann es allerdings passieren, dass Elementpaare ausgelassen werden,
deren Schnitt sehr groß ist. Dies umgeht man weitestgehend, indem man die
jeweilige Permutation für die Durchlaufreihenfolge erst während der Schlei-
fendurchläufe in Schritt 5 bildet. Dabei wird im j-ten Schleifendurchlauf das
nächste Permutationselement Pi(j+1)

danach auswählt, für welches Sektions-
element das entsprechende Elementpaar (Pij , Pi(j+1)

) maximalsten Schnitt
hat.

Die Anzahl Durchläufe beträgt laut B.W.Kernighan und S. Lin (siehe
[KL70], S. 304) bei Graphen der Ordnung ≤ 100 und k < 6 weniger als 5. Es
ist allerdings nicht ersichtlich, was für eine Durchlaufreihenfolge sie bei ihren
empirischen Versuchen verwendet haben.

Bei dieser Methode ist die Eingabe einer Start-k-Sektion erforderlich. Hier
reduziert die Verwendung besserer k-Sektionen, wie von B. W.Kernighan und
S. Lin bestätigt wird, die Laufzeit. Die Bearbeitung von bipartiten Graphen
ermöglicht wieder eine gezielte, aber doch gewissermaßen zufällige Wahl der
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Start-k-Sektion. Wie in Abschnitt 5.1.2 erläutert, haben hier k-Sektionen,
die gruppenbalanciert sind, fast immer einen kleineren Schnitt als andere.
Sie werden demnach vorzugsweise als Start-k-Sektionen ausgewählt. Dass
die Gruppenbalanciertheit der k-Sektionen allerdings nach der Sektionierung
mit der Mehr-Wege-Methode nie ganz erhalten bleibt, wird anhand entspre-
chender Experimente in Kapitel 6 herausgefunden.

5.6 Gruppeneinteilung durch MinMax-Sektio-

nierung

Aufgabe bei der Gruppeneinteilung ist es, eine k-Sektion der Knotenmenge
V zu finden, deren Schnitt im Sympathiegraph G = (V, E) mit Gewichts-
funktion w : E → R minimal und im Antipathiegraph G′ = (V, E ′) mit
Gewichtsfunktion w′ : E ′ → R maximal ist.

Wie bei der Einführung bewegungsbasierter Methoden erläutert, sind die-
se unabhängig von der Art ihrer Zielfunktion. Die Qualität einer Bisektion
kann demnach im Kernighan-Lin-Algorithmus nach beliebigen Kriterien ge-
messen werden. Somit kann der Algorithmus aus Abbildung 5.3 statt zur mi-
nimalen auch zur maximalen Bisektionierung eingesetzt werden. Dafür wird
die Berechnung des Gewinnes gain(a, b) durch den Tausch der Knoten a und
b entsprechend abgeändert. Die bei der minimalen Bisektionierung verwen-
deten ,dValues‘ werden nun zu sogenannten ,nValues‘ Nv der Knoten v ∈ V ,
die den negativen Werten der ,dValues‘ Dv entsprechen. Es gilt demnach:

Nv := Iv − Ev = −Dv für alle v ∈ V.

Analog zu Hilfssatz 5.1 kann folgender Hilfssatz bewiesen werden:

Hilfssatz 5.2 Seien a ∈ A und b ∈ B zwei Knoten aus verschiedenen Ele-
menten einer Bisektion P = (A, B) des Graphen G = (V, E). Wenn man a
und b tauscht, das heißt die Bisektion P ′ = (A − {a} ∪ {b}, B − {b} ∪ {a})
bildet, gilt:

cut(P ′)− cut(P ) = Na + Nb + 2 · wab.

Verwendet man also die ,nValues‘ statt der ,dValues‘ und maximiert in
Schritt 5 des Kernighan-Lin-Algorithmus entsprechend den Gewinn gain(ai, bi) =
Nai

+ Nbi
+ 2 · waibi

über alle unmarkierten Knoten ai ∈ A und bi ∈ B, so
erhält man eine lokal maximale Bisektion. Bei der Aktualisierung der ,nVa-
lues‘ in Schritt 7 werden die neuen Werte N ′

x und N ′
y wie folgt aus den alten
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,nValues‘ Nx und Ny der Knoten x ∈ A− {ai} und y ∈ B − {bi} berechnet:

N ′
x = Nx − 2 · wxai

+ 2 · wxbi
,

N ′
y = Ny − 2 · wybi

+ 2 · wyai
.

Die Begründung hierfür ist analog zu der bei den ,dValues‘.
Will man nun die Zwei-Wege- oder auch die Mehr-Wege-Methode zur

Gruppeneinteilung verwenden, so muss eine geeignete Zielfunktion des Kerni-
ghan-Lin-Algorithmus gefunden werden:
Für die zu lösende Aufgabe misst man die Qualität einer Bisektion P =
(A, B) der Knotenmenge V anhand des Wertes cutG′(P ) − cutG(P ), wobei
cutG(P ) den Schnitt der Bisektion im Graphen G beschreibt. Um das oben
beschriebene Ziel zu erreichen, gilt es dann, diesen Wert zu maximieren. Dazu
werden die ,dValues‘ Dv der Knoten v in G und die ,nValues‘ Nv der Knoten
v in G′ berechnet. Mit diesen Werten wird dann in Schritt 5 wie folgt der
Gewinn berechnet:

gain(ai, bi) := gainG(ai, bi) + gainG′(ai, bi)

= Dai
+ Dbi

− 2 · waibi
+ Nai

+ Nbi
+ 2 · w′

aibi

Dabei beschreibt gainG(a, b) analog wieder den Gewinn, der im Graphen G
durch den Tausch der Knoten a und b erzielt wird. Vertauscht man in der
Bisektion P nun zwei Knoten ai und bi, für die gain(ai, bi) > 0 gilt, dann
verändern sich der Schnitt cutG(P ) im Sympathiegraphen und der Schnitt
cutG′(P ) im Antipathiegraphen so, dass cutG′(P )−cutG(P ) nach dem Tausch
größer ist als davor.

Da der ursprüngliche Kernighan-Lin-Algorithmus erhalten bleibt, der ein-
zige Zusatz darin besteht, dass hier doppelt so viele Werte, die ,dValues‘ und
die ,nValues‘ der Knoten, bestimmt und aktualisiert werden, ist die Lauf-
zeit des hier entwickelten MinMax-Bisektionierungsalgorithmus ebenfalls in
O(n3).

Um die gesuchten k-Sektionen zu erhalten, werden wieder die Zwei-Wege-
und die Mehr-Wege-Methode eingesetzt. Sie werden im Folgenden als Min-
Max-Sektionierungsalgorithmen bezeichnet. Die in Abschnitt 5.5.2 vorgestell-
te sektionsoptimierte Durchlaufreihenfolge für die Mehr-Wege-Methode wird
hier entsprechend angepaßt: Das nächste zu optimierende Elementpaar P =
(A, B) wird danach ausgesucht, wessen Differenz cutG′(P ) − cutG(P ) am
kleinsten ist.

Die Berechnung des Gewinnes gain(ai, bi) als Summe der einzelnen Ge-
winne im Sympathie- und Antipathiegraphen bietet die Möglichkeit eine Ge-
wichtung vorzunehmen. Verwendet man als Gewinn

gain(ai, bi) := g+ · gainG(ai, bi) + g− · gainG′(ai, bi) mit g+, g− ∈ R
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und wählt g+ > g−, so wird bei der zugehörigen Sektionierung die Minimie-
rung der Sympathieschnitte entsprechend stärker gewichtet als die Maximie-
rung der Antipathieschnitte. Wünscht man keine Gewichtung, so setzt man
g+ = g− = 1. Dass durch stärkere Gewichtung der Sympathiegewinne eine

”
Verschiebung“ der Sympathie- und Antipathieerfüllungen verursacht wird,

geht aus den entsprechenden Experimenten in Abschnitt 6.4.10 hervor.
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Kapitel 6

Experimente

Bei Experimenten zum Kernighan-Lin-Algorithmus in [KL70] wurde bei-
spielsweise untersucht, welche Startbisektion sich zur Optimierung am besten
eignet. B. W.Kernighan und S. Lin testeten außerdem, wie viele Iterations-
schritte nötig sind, bis ein lokales Minimum erreicht wird. Sie beobachteten
bei der Mehr-Wege-Methode, wie stark die Durchlaufzahl steigt, wenn man
die Anzahl Knoten und Gruppen erhöht. Allerdings wurden bei diesen Ex-
perimenten beliebige zufällige Graphen verwendet.

Um die hier entwickelte Strategie zur Gruppeneinteilung zu untersuchen,
werden aus der Kontaktaufnahme resultierende Bewertungen konstruiert, die
nah an denen der Realität sind. Auf diesen speziellen Sympathie- und Anti-
pathiegraphen werden die in Kapitel 5.6 definierten MinMax-Sektionierungs-
algorithmen getestet. Unter anderem werden Experimente zur Verwendung
unterschiedlicher Startsektionen durchgeführt und die Anzahl der Schleifen-
durchläufe in den unterschiedlichen Sektionierungsalgorithmen beobachtet.
Zudem wird bei den MinMax-Sektionierungen, wie auch bei den Sektio-
nierungen mit Hilfe des ursprünglichen Kernighan-Lin-Algorithmus unter-
sucht, in wieweit Gruppenbalanciertheit erreicht wird. Weitere Experimente
beschäftigen sich mit der Erfüllung der Sym- und Antipathien. Die Frage
ist, wie viele der ausgesprochenen Sym- und Antipathien bei der ermittel-
ten Gruppeneinteilung pro Person realisiert werden. Und wie verändern sich
diese Ergebnisse, wenn man beispielsweise mehr Sym- als Antipathien aus-
sprechen lässt oder die Gewichtung innerhalb der Zielfunktion der MinMax-
Sektionierungen variiert?

77
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6.1 Generierung der Daten

Unter Angabe der geraden Personenzahl n und der Anzahl pro Person zu
führender Gespräche g ≤ dlog2 ne kann die Adjazenzmatrix des Knödel-
Graphen Knö(n, g) ermittelt werden. Nun soll eine realistische Aussprache
von p Sympathien und n Antipathien nachgebildet werden, wobei p + n ≤ g
gilt. In der Realität ist zu beobachten, dass es Personen gibt, die den übrigen
Teilnehmern sympathischer sind als alle anderen. Wird nun angenommen,
dass jedem Gesprächspartner einer Person mit Wahrscheinlichkeit (1/g) eine
bestimmte Bewertung ausgesprochen wird, so tritt der Fall, dass eine Per-
son von all seinen Gesprächspartnern als

”
sympathisch“ bewertet wird, mit

Wahrscheinlichkeit (1/g)p ein. Aufgrund der Tatsache, dass die Teilnehmer
nur flüchtigen Kontakt zueinander aufnehmen und dann recht spontan Be-
wertungen vergeben, scheint obige Wahrscheinlichkeitsverteilung der Bewer-
tung für die Generierung der Sympathie- und Antipathiegraphen geeignet zu
sein. Die Adjazenzmatrizen dieser Graphen werden daher aus der Adjazenz-
matrix des Kontaktgraphen gebildet, indem pro Zeile p und n unterschied-
liche Einträge 6= 0 ausgewählt werden. Alle übrigen (g − p − n) Einträge
einer Zeile werden 0 gesetzt, stellen somit die neutral bewerteten Personen
dar. Die beiden entstehenden Adjazenzmatrizen entsprechen nun also den
gerichteten Sympathie- und Antipathiegraphen. Diese werden, wie in Kapi-
tel 4.2 beschrieben, in ungerichtete Graphen konvertiert und im Folgenden
zur experimentellen Untersuchung der Gruppeneinteilung verwendet.

Für die Experimente werden je 100 Graphenpaare aus Sympathie- und
Antipathiegraphen mit 20, 30, 40, . . . , 100 Knoten generiert. Der vollständige
Knödel-Graph ist in diesen Fällen 4-, 5- oder 6-regulär. Um bei Graphen un-
terschiedlicher Ordnungen sowohl die Schnitte, als auch die Erfüllungen von
Sym- und Antipathien der gefundenen Sektionen besser miteinander verglei-
chen zu können, wird für alle Graphen die Gesprächszahl g = 4 gewählt.
Der jeweilige Kontaktgraph der Ordnung n ist demnach der Knödel-Graph
Knö(n, 4).

Bei der Generierung der Daten kann außerdem gewählt werden, wie viele
Sym- und Antipathien pro Person ausgesprochen werden. Für einen großen
Teil der durchgeführten Experimente werden bei 4 flüchtigen Kontakten pro
Person je zwei Sym- und Antipathien vergeben. Wird in Abschnitt 6.4.9 un-
tersucht, wie sich die Ergebnisse verändern, wenn die Anzahl Sympathien die
Anzahl Antipathien überwiegt, so werden Daten generiert, die die Ausspra-
che von drei Sympathien und einer Antipathie nachbilden.
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6.2 Verschiedene Parameter

6.2.1 Startbisektionen

Wie in Abschnitt 5.4.1 beschrieben, können auf bipartiten Graphen recht
gute und doch gewissermaßen beliebige Bisektionen als Eingabe für den ur-
sprünglichen Kernighan-Lin-Algorithmus angegeben werden. Die Elemente
dieser Startbisektionen bestehen je zur Hälfte aus Knoten der Menge A bzw.
B des bipartiten Graphen G = (A ∪ B, E). Sie werden nun auch für die
MinMax-Sektionierung bei Verwendung der Zwei-Wege-Methode getestet.

(Zu den folgenden Definitionen betrachte man untere Abbildung.)
Zur Untersuchung, ob die Eingabe anderer Bisektionen schlechtere lokal op-
timale Sektionen liefern, wird auch eine Startbisektion verwendet, deren
Schnitt maximal ist. Diese ist die Bisektion Pa := (P1, P2) mit P1 = A
und P2 = B. Eine weitere, diesmal gruppenbalancierte Startbisektion Pb :=
(P1, P2) ist die Knotenteilung, bei der P1 und P2 je genau zwei Knoten aufein-
anderfolgender Nummerierung i und i + 1 enthalten. Das heißt es gilt P1 :=
{0, 1, 4, 5, 8, . . . } und P2 := {2, 3, 6, 7, 10, . . . }. Die dritte untersuchte Start-
bisektion Pc := (P1, P2) setzt sich zusammen aus P1 := {0, 1, 2, . . . , n/2− 1}
und P2 := {n/2, n/2 + 1, . . . , n − 1}. Sie ist ebenfalls gruppenbalanciert.
Beim jeweiligen Experiment wird angegeben, welche der drei Startbisektio-
nen Pa, Pb und Pc verwendet wird.

P : P :

P :

a b

c
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6.2.2 Start-k-Sektionen

(Zu den folgenden Definitionen betrachte man untere Abbildung.)
Auf ähnliche Weise werden mehr oder weniger günstige k-Sektionen als Start-
k-Sektionen der Mehr-Wege-Methode festgelegt. Die erste k-Sektion Pa :=
(P1, P2, . . . , Pk) teilt die Knotenmengen A und B in k/2 annähernd gleich
große Teile. Ist k allerdings ungerade, so entsteht neben (k − 1)/2 Gruppen,
die nur aus Knoten der Menge A bzw. B des bipartiten Graphen G = (A ∪
B, E) bestehen, auch eine Gruppe, die gruppenbalanciert ist. Der Schnitt die-
ser k-Sektion ist folglich auf allen bipartiten Graphen relativ groß. Bei der k-
Sektion Pb := (P1, P2, . . . , Pk) mit P1 := {

”
jedes k-te Element der nach Num-

merierung sortierten Menge A und fortlaufend der Menge B“}, P2 := {
”
je-

des k-te Element beginnend bei dem zweiten Element der Menge A und
fortlaufend der Menge B“} usw. sind hingegen alle Elemente gruppenbalan-
ciert. Eine weitere gruppenbalancierte k-Sektion Pc := (P1, P2, . . . , Pk) setzt
sich aus P1 := {0, . . . , n/k − 1}, P2 := {n/k, . . . , 2 · n/k − 1} bis Pk :=
{(k − 1) · n/k, . . . , n− 1} zusammen. Es wird jeweils angegeben, welche der
verschiedenen Start-k-Sektionen Pa, Pb und Pc bei den Experimenten getes-
tet werden. Zur besseren Lesbarkeit werden sie hier auch als Startsektionen
bezeichnet.

P : P :

P :

a b

c
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6.2.3 Fokusse der Sektionierung

Wie beschrieben, kann der eigentliche Kernighan-Lin-Algorithmus zur Su-
che einer lokal minimalen Sektion auch verwendet werden, um eine lokal
maximale Sektion oder eine Sektion zu finden, die in einem von zwei ver-
schiedenen Graphen lokal minimal und im anderen zugleich lokal maximal
ist. Die entstehenden Sektionierungsalgorithmen auf Basis dieser drei Vari-
anten des Kernighan-Lin-Algorithmus werden hier Min-, Max- und MinMax-
Algorithmus genannt. Es wird in den Experimenten angegeben, die Ergeb-
nisse welcher dieser Algorithmen jeweils betrachtet werden.

6.2.4 Sektionierungsmethoden

Es werden die Zwei-Wege- und die Mehr-Wege-Methode untersucht. Aller-
dings können mit der Zwei-Wege-Methode nur k-Sektionen mit k = 2r ermit-
telt werden. Da erfahrungsgemäß 6 Personen sehr gut im Team zusammenar-
beiten, wird entsprechend der Graphgrößen eine 4-, 8- oder 16-Sektionierung
vorgenommen. Die einzelnen Werte k zu den Ordnungen n der Graphen sind
Tabelle 6.1 zu entnehmen. Ist n nicht durch k teilbar, so entstehen Sekti-
onselemente, deren Größen g sich um 1 unterscheiden. Diese Größen werden
durch

”
bn/kc − dn/ke“ notiert.

n 20 30 40 50 60 70 80 90 100
k 4 4 8 8 8 16 16 16 16
g 5 7− 8 5 6− 7 7− 8 4− 5 5 5− 6 6− 7

Tabelle 6.1: Zwei-Wege-Methode – Anzahl Sektionselemente k und deren
Größen g bei Graphen der Ordnung n

Werden in den Experimenten die Ergebnisse der Zwei- und die Mehr-
Wege-Methode miteinander verglichen (siehe Abschnitt 6.4), so werden bei
der Mehr-Wege-Methode dieselben k-Sektionierungen vorgenommen. Betrach-
tet man jedoch einzig Ergebnisse der Mehr-Wege-Methode, so können belie-
bige große Sektionen ermittelt werden. Die Größe k der Sektionen richtet
sich dann alleine nach der Ordnung n der Graphen und der hier gewählten,
idealen Gruppengröße g ≈ 6. Tabelle 6.2 zeigt die entsprechend gewählten
Werte für k.
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n 20 30 40 50 60 70 80 90 100
k 3 5 7 8 10 11 13 15 17
g 6− 7 6 5− 6 6− 7 6 6− 7 6− 7 6 5− 6

Tabelle 6.2: Mehr-Wege-Methode – Anzahl Sektionselemente k und deren
Größen g bei Graphen der Ordnung n

6.2.5 Durchlaufreihenfolgen der Mehr-Wege-Methode

Für die Mehr-Wege-Methode wurden in Abschnitt 5.5.2 drei verschiedene
Durchlaufreihenfolgen beschrieben, die feste, zufällige und sektionsoptimier-
te. In den Experimenten wird jeweils angegeben, welche Reihenfolgen verwen-
det werden. Beim Vergleich der Zwei- mit der Mehr-Wege-Methode wird bei-
spielsweise ausschließlich die zufällige Reihenfolge eingesetzt, da diese meist
die besseren Ergebnisse liefert. Um deutlich zu machen, dass es sich hierbei
um einen Parameter der Mehr-Wege-Methode handelt, wird im Folgenden
die Bezeichung

”
MW-Durchlaufreihenfolge“ verwendet.

6.2.6 Gewichtungen

Dieser Parameter betrifft ausschließlich die MinMax-Sektionierung. Wie in
Abschnitt 5.6 beschrieben, kann bei der Berechnung des Gewinnes gain(ai, bi)
eine Gewichtung der einzelnen Gewinne im Sympathie- und im Antipathie-
graphen vorgenommen werden. In fast allen der hier durchgeführten Experi-
mente wird g+ = g− = 1 gewählt. Wird in Abschnitt 6.4.10 die Abhängigkeit
der Ergebnisse von einer stärkeren Gewichtung der Sympathiegewinne unter-
sucht, so gilt g+ = 2 und g− = 1. Die Gewinne im Sympathiegraphen werden
hier also doppelt so stark gewichtet wie die im Antipathiegraphen. Die in
diesen Experimenten angegebenen Ergebnisse des Min-Algorithmus dienen
dem Vergleich, die Gewichtung hat aber keinerlei Auswirkung auf diese.

6.3 Darstellungsform der Ergebnisse

In den beschriebenen Experimenten werden die vorgestellten Sektionierungs-
algorithmen untersucht. Die Darstellung der erzielten Ergebnisse erfolgt durch
Graphiken, die mit dem Programm Gnuplot erstellt wurden. In diesem Ab-
schnitt sollen die dazu gewählte Darstellungsformen erläutert werden.
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6.3.1 Anzahl Iterationsschritte und Durchläufe

Untersucht man die Anzahl der Iterationsschritte bzw. Durchläufe der ver-
schiedenen Algorithmen, so werden die Ergebnisse durch sogenannte Fehler-
balken dargestellt. Dabei ist der Kreis auf einem Fehlerbalken der Mittelwert
der Anzahlen über alle 100 bearbeiteten Graphen. Das obere bzw. untere
Ende des Balken ist der Mittelwert aller Werte, die oberhalb bzw. unterhalb
des gesamten Mittelwertes liegen. So kann abgeschätzt werden, wie viele Ite-
rationen bzw. Durchläufe im Mittel notwendig sind, bis ein lokales Optimum
erreicht wird, und wie stark durchschnittlich die Abweichung von diesem
Mittelwert ist.

6.3.2 Abweichung des Schnittes vom Optimum

In bestimmten Experimenten werden über alle Sympathie- und Antipathie-
schnitte eines Graphen je das Minimum und das Maximum ermittelt. Sie
werden absolutes Minimum und absolutes Maximum genannt und dienen da-
zu die prozentualen Abweichungen der größeren Sympathie- bzw. kleineren
Antipathieschnitte vom Minimum bzw. Maximum berechnen zu können. Die
Abweichungen multipliziert mit dem absoluten Minimum bzw. Maximum er-
gibt also die jeweils erzielten Sympathie- bzw. Antipathieschnitte. In den
entsprechenden Graphiken werden die absoluten Minima und Maxima als
Linie auf Höhe des Wertes 1 dargestellt. Die Abweichungen werden schließ-
lich je für den Min-, Max- und den MinMax-Algorithmus über 100 Graphen
einer Ordnung gemittelt und durch Impulse zur Linie

”
1“ dargestellt. In

den Graphiken wird die Abweichung der Sympathieschnitte vom absoluten
Minimum Min-Abweichung und die der Antipathieschnitte vom absoluten
Maximum Max-Abweichung genannt.

6.3.3 Schnitt

Eine weitere Möglichkeit, die Ergebnisse verschiedener Algorithmen oder ei-
nes Algorithmus unter Verwendung verschiedener Startsektionen zu unter-
suchen, ist, die Schnitte der jeweils erhaltenen lokalen Optima in Graphiken
zu präsentieren. Dazu werden die Schnitte im Sympathie- und Antipathie-
graphen, die vom MinMax-Algorithmus Bestimmt werden, durch oben ein-
geführte Fehlerbalken dargestellt. Um sehen zu können, wie nah die jewei-
ligen Schnitte am vom Min-Algorithmus ermittelten Sympathieschnitt und
am vom Max-Algorithmus ermittelten Antipathieschnitt liegen, werden Ge-
raden eingefügt, die dies ermöglichen. Eine Gerade als obere Schranke für
die Maxima der Antipathieschnitte ist leicht zu bestimmen: Im bipartiten
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Antipathiegraphen ist der maximal mögliche Schnitt das Produkt aus der
Anzahl pro Person ausgesprochener Antipathien und der Personenzahl. Für
die Gerade zur Darstellung der Minima kann nur eine Näherung anhand der
Ergebnisse des Min-Algorithmus angegeben werden: Dafür werden die für die
Fehlerbalken notwendigen Werte ermittelt, an die dann mit dem Levenberg-
Marquardt-Verfahren (siehe [Ahn04], S. 58 ff) eine Gerade genähert wird.
Anhand dieser Gerade können letztendlich auch die Ergebnisse des Min-
Algorithmus miteinander verglichen werden.

6.3.4 Gruppenbalanciertheit

Die in Abhängigkeit von den Mengen A und B des bipartiten Graphen
G = (A ∪ B, E) definierte Gruppenbalanciertheit einer Sektion (siehe Ab-
schnitt 5.1.2) wird in den Experimenten wie folgt untersucht:

Weicht das Verhältnis von Knoten der Menge A zu Knoten der Men-
ge B in einem Sektionselement von 1 ab, so befinden sich in diesem ohne
Beschränkung der Allgemeinheit mindestens zwei Knoten mehr aus A als
aus B. Tauscht man in einem minimal unbalancierten Element folglich einen
Knoten aus A gegen einen Knoten aus B aus, so beträgt die Balanciertheit
1. Den Wert auszutauschender Knoten kann man als Maß für die Unbalan-
ciertheit verwenden. Ist die Unbalanciertheit also groß, so sind viele Knoten
auszutauschen, um Gruppenbalanciertheit herzustellen.

Betrachtet man Sektionselemente mit ungerader Anzahl von Knoten, so
kann das Verhältnis der Knoten aus A zu denen aus B nie 1 betragen. Folglich
wird hier als Maß die Anzahl Knoten verwendet, die auszutauschen ist, bis
die maximal mögliche Balanciertheit erreicht ist.

Die über 100 bearbeiteten Graphen ermittelten Unbalanciertheiten wer-
den in Graphiken ebenfalls mit Fehlerbalken abgebildet. Im Falle der Sektio-
nierung mit der Mehr-Wege-Methode kann fast maximale Unbalanciertheit
eintreten. Es wird in den entsprechenden Graphiken zur Veranschaulichung
eine Gerade eingefügt, die eine obere Schranke für die Unbalanciertheiten
darstellt. Diese erfüllt f(x) = x

2
. Die genauen Größen der maximal möglichen

Unbalanciertheiten hier betrachteter Graphen sind in Tabelle 6.3 zu finden.

n 20 30 40 50 60 70 80 90 100
u 8 15 18 23 30 31 38 45 48

Tabelle 6.3: Maximale Unbalanciertheit u von Graphen der Ordnung n bei
Sektionierung mit der Mehr-Wege-Methode
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6.3.5 Erfüllung der Sym- und Antipathien

Wie in Abschnitt 5.1.3 beschrieben, wird untersucht, wie viele der pro Per-
son ausgesprochenen Sym- und Antipathien bei der Gruppeneinteilung erfüllt
werden. Dazu wird über alle Personen jedes Graphen einer Ordnung die An-
zahl erfüllter Sym- und Antipathien gemittelt. Punkte in den Graphiken
geben dieses Mittel prozentual zu den jeweils ausgesprochenen Bewertungen
an. Die Prozentzahl wird als Erfüllung pro Person bezeichnet. Bei Betrach-
tung der Ergebnisse ist zu berücksichtigen, dass in den Experimenten von
Abschnitt 6.4.9 drei Sympathien und eine Antipathie ausgesprochen werden
und deren Anzahlen in den übrigen Abschnitten jeweils 2 betragen.

Um genauere Informationen zur Erfüllung der Sym- und antipathien zu
erhalten, wird in einem anderen Experiment beobachtet, wie viele der Per-
sonen bei der Gruppeneinteilung keine Sympathie, keine Antipathie oder
gleichzeitig keine Sympathie und keine Antipathie erfüllt bekommen. Diese
Personenzahl wird prozentual zur gesamten Anzahl Personen angegeben und
in den Graphiken durch Punkte dargestellt. Die Prozentzahlen werden als
Nichterfüllung der jeweiligen Bewertungen bezeichnet. Da meist die Nich-
terfüllung der Sympathien um einiges größer ist als die Nichterfüllung der
Antipathien und der Sym- und Antipathien zugleich, werden sie in getrenn-
ten Graphiken präsentiert.

6.4 Experimentelle Ergebnisse

Im Folgenden werden die ausgeführten Experimente und ihre Ergebnisse be-
schrieben. Die zugehörigen Graphiken sind jeweils in den Abbildungen glei-
cher Nummerierung wie die Experimente zusammengestellt.

6.4.1 Anzahl Iterationsschritte des Kernighan-Lin-Al-
gorithmus

B. W.Kernighan und S. Lin geben in [KL70] an, dass auf Graphen der Ord-
nung ≤ 360 im Mittel 2 bis 4 Iterationen notwendig sind bis der Min-
Algorithmus ein lokales Minimum erreicht. Es ist nun zu überprüfen, ob
dies auch auf den hier zu sektionierenden bipartiten Graphen gilt. Außerdem
stellt sich die Frage, wie viele Iterationsschritte beim Max- und MinMax-
Algorithmus benötigt werden.

Experiment 6.1 Nach wie vielen Iterationsschritten wird bei der Bisektion
mit dem Kernighan-Lin-Algorithmus ein lokales Optimum erreicht?
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Startbisektionen: Pa, Pb und Pc;
Algorithmen: Min-, Max- und MinMax-Algorithmus.

Klar ersichtlich ist, dass im Schnitt nicht mehr als 4 Iterationsschritte
benötigt werden. Die von B.W.Kernighan und S. Lin empirisch ermittelten
2 bis 4 Iterationen bis ein lokales Minimum erreicht wird, können in diesem
Experiment also bestätigt werden. Bei Verwendung der Startbisektionen Pa

und Pb wird die Iteration im Min-Algorithmus auf größeren Graphen häufig
auch mehr als 4 mal durchlaufen. Die Bisektion Pc scheint hingegen

”
näher“

an einem lokalen Minimum zu liegen. Dieses wird in den meisten Fällen schon
nach 1 bis 2 Iterationsschritten erreicht. Dabei scheint die Zahl an Iterationen
sogar unabhängig von der Größe der bearbeiteten Graphen zu sein, was bei
den anderen Startbisektionen nicht der Fall war. Dort steigt mit der Ordnung
des Graphen auch die Anzahl notwendiger Iterationsschritte.

Betrachtet man die Ergebnisse des Max-Algorithmus so erkennt man so-
fort, dass mit der Bisektion Pa ein lokales Maximum als Startbisektion ver-
wendet wird. Es wird kein einziger Iterationsschritt ausgeführt, da der Schnitt
dieser Bisektion nach Definition maximal über alle Bisektionen dieser Gra-
phen ist. Bei den beiden anderen Bisektionen Pb und Pc sind durchschnittlich
1 bis 3 bzw. 4 Iterationen notwendig. Auch hier wird bei größeren Graphen
erst nach längerer Iteration ein lokales Maximum erreicht.

Beim MinMax-Algorithmus ist kaum ein Unterschied zwischen den ver-
schiedenen Startbisektionen zu erkennen. Alle scheinen gleich

”
nah“ an ei-

nem lokalen Optimum zu liegen. Im Schnitt werden 1 bis 3 Iterationsschritte
benötigt.

Bilden die lokalen Optima, die hier nach unterschiedlich vielen Iterati-
onsschritten ausgegeben werden, aber auch

”
gute“ Bisektionen? Der Fra-

ge, ob sich die eine oder die andere Bisektion besser als Startbisektion des
Kernighan-Lin-Algorithmus eignet, wird in Experiment 6.4 in Abschnitt 6.4.3
nachgegangen.

6.4.2 Anzahl Durchläufe der Mehr-Wege-Methode

Zur Untersuchung, nach wie vielen Durchläufen die Mehr-Wege-Methode ein
lokales Optimum erreicht, werden zwei Experimente durchgeführt. Das Ers-
te bildet für alle Graphen eine 4-Sektionierung. B.W. Kernighan und S. Lin
schreiben in [KL70], dass bei der k-Sektionierung von Graphen der Ordnung
≤ 100 mit k < 6 weniger als 5 Durchläufe benötigt werden.

Experiment 6.2 Nach wie vielen Durchläufen der Mehr-Wege-Methode zur
4-Sektionierung wird ein lokales Optimum erreicht?
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Abbildung 6.1: Experiment 6.1
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(b) Startbisektion Pb
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(c) Startbisektion Pc

Start-k-Sektionen: Pa, Pb und Pc;
MW-Durchlaufreihenfolgen: fest, zufällig, sektionsoptimiert;
Algorithmen: Min-, Max- und MinMax-Algorithmus.

Es fällt als Erstes auf, dass der Max-Algorithmus generell schneller ein
lokales Optimum erreicht als die anderen beiden Algorithmen. Man erkennt,
dass die Startsektion Pa sogar selber ein lokales Maximum ist, falls die Ord-
nung des Graphen durch 4 teilbar ist. Nach Definition bestehen die einzelnen
Sektionselemente dann nämlich ausschließlich aus Knoten der einen Menge
des bipartiten Graphen. Falls die Knotenzahl n kein Vielfaches von 4 ist,
ist stets genau ein Durchlauf notwendig. Dies hängt wohl damit zusammen,
dass die Startsektion in diesem Fall ein gruppenbalanciertes Element enthält.
Die Startsektion scheint folglich nach einer Anwendung des Kernighan-Lin-
Algorithmus auf die Kombination dieses Elementes mit einem beliebigen
anderen Sektionselement lokal maximal zu sein. Auch bei Verwendung der
Startsektion Pb kommen lokale Maxima zum Vorschein. Bei den Knotenzah-
len 20, 60 und 100 ist ebenfalls keine Verbesserung der Sektion durch die
Anwendung der Mehr-Wege-Methode möglich. Bei den übrigen Graphen ist
häufig nur ein Durchlauf zum Erreichen eines lokalen Maximums notwendig.

Für den Min- und den MinMax-Algorithmus werden mehr Durchläufe
benötigt, meist 2 bis 5 bzw. 4. Betrachtet man die Startsektionen Pa und
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Abbildung 6.2: Experiment 6.2
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(c) Start-k-Sektion Pa, sektionsoptimierte Reihenfolge
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(e) Start-k-Sektion Pb, zufällige Reihenfolge
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(i) Start-k-Sektion Pc, sektionsoptimierte Reihenfolge

Pb, so braucht der Min-Algorithmus gegenüber dem MinMax-Algorithmus
häufig mehr Schritte. Während bei Verwendung von Pb schon nach weni-
ger Durchläufen als bei Pa ein lokales Optimum erreicht wird, ist die Anzahl
Durchläufe bei Pc noch geringer; sie beträgt in den meisten Fällen weniger als
2. Bei Pc und Pc fällt zusätzlich auf, dass beide Algorithmen, der Min- und der
MinMax-Algorithmus, bei zufälliger Durchlaufreihenfolge mehr Durchläufe
benötigen. Dies hängt wohl damit zusammen, dass in jedem Durchlauf un-
terschiedliche Elemente miteinander kombiniert werden und jeweils eine Op-
timierung mit dem Kernighan-Lin-Algorithmus möglich ist.

Das zweite Experiment ermittelt die Anzahl Durchläufe bei gleichmäßiger
Sektionierung, das heißt, bei k-Sektionierungen mit unterschiedlich großen
Werten von k.

Experiment 6.3 Nach wie vielen Durchläufen der Mehr-Wege-Methode zur
k-Sektionierung (k nach Tabelle 6.2) wird ein lokales Optimum erreicht?
Start-k-Sektionen: Pa, Pb und Pc;
MW-Durchlaufreihenfolgen: fest, zufällig, sektionsoptimiert;
Algorithmen: Min-, Max- und MinMax-Algorithmus.

Wird die Gruppeneinteilung also derart vorgenommen, dass möglichst
Gruppen mit 6 Personen entstehen, so fallen starke Unterschiede bei der
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Abbildung 6.3: Experiment 6.3
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(a) Start-k-Sektion Pa, feste Reihenfolge
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(g) Start-k-Sektion Pc, feste Reihenfolge
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(i) Start-k-Sektion Pc, sektionsoptimierte Reihenfolge

Verwendung verschiedener Durchlaufreihenfolgen auf. Bei der Mehr-Wege-
Sektionierung mit zufälliger Reihenfolge werden auf großen Graphen bis zu
10 bzw. 8 Durchläufe im Min- bzw. MinMax-Algorithmus benötigt. Wie
im vorherigen Experiment erläutert, hängt dies mit den unterschiedlichen
Elementkombinationen zusammen, für welche es natürlich mehr Möglich-
keiten gibt, wenn mehr Elemente zur Verfügung stehen. Dabei erreicht der
MinMax-Algorithmus stets etwas schneller ein lokales Optimum als der Min-
Algorithmus. Die Startsektionen scheinen demnach

”
näher“ an einem lokalen

Optimum der MinMax-Sektionierung zu liegen als an einem lokalen Mini-
mum.

Der Max-Algorithmus stoppt meist nach nur einem Durchlauf, egal welche
Startsektion oder Durchlaufreihenfolge man wählt. Interessant ist, dass bei
den Graphen der Ordnung 70 und 80 die Sektion Pb ein lokales Maximum ist.
Da hier jedoch die Ergebnisse des MinMax-Algorithmus stärker in Betracht
gezogen werden sollen, wird im Weiteren nicht näher untersucht, ob diese
lokalen Maxima

”
gute“ maximale Antipathieschnitte sind.
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6.4.3 Startbisektionen des Kernighan-Lin-Algorithmus

Bei diesem Experiment soll die Frage beantwortet werden, wie stark der Ein-
fluß der Startbisektion auf die Ergebnisse des Kernighan-Lin-Algorithmus
ist. Um die Ergebnisse der Algorithmen unter Verwendung der verschiede-
nen Startbisektionen Pa, Pb und Pc miteinander zu vergleichen, wird zuerst
untersucht, wie stark die jeweils erzielten Schnitte vom absoluten Optimum
abweichen.

Experiment 6.4 Wie groß ist die Abweichungen vom absoluten Optimum
bei Verwendung verschiedener Startbisektion im Kernighan-Lin-Algorithmus?
Startbisektionen: Pa, Pb und Pc;
Algorithmen: Min-, Max- und MinMax-Algorithmus.

Man erkennt, dass sich die Graphiken zu den drei Startbisektionen kaum
unterscheiden. Die Startbisektionen scheinen demnach keinen Einfluß auf die
Ergebnisse des Kernighan-Lin-Algorithmus unter Verwendung verschiedener
Fokusse zu haben.

Das Experiment zeigt im Einzelnen, dass die Ergebnisse des Min-Algorith-
mus proportional zum absoluten Minimum nur geringfügig größer sind als das
absolute Minimum. Die Größe dieser Abweichung ist unabhängig von der
Ordnung des bearbeiteten Graphen. Bei den Ergebnissen des Max-Algorith-
mus stimmen hingegen alle mit dem absoluten Maximum überein. Das heißt,
die Erfolgsrate des Kernighan-Lin-Algorithmus mit Fokus

”
Maximierung“

scheint 1 zu sein. Man beobachte nun die Ergebnisse des MinMax-Algorith-
mus: Mit der Größe der Graphen wächst die proportionale Abweichung des
Sympathieschnittes vom absoluten Minimum. Bei Graphen der Ordnung 100
ist der lokal optimale Sympathieschnitt durchschnittlich sogar 6 mal so groß
wie das absolute Minimum. Der lokal maximale Antipathieschnitt weicht hin-
gegen proportional nur wenig vom absoluten Maximum ab. Das bedeutet, die
Differenz zwischen dem lokal optimalen Antipathieschnitt und dem absoluten
Maximum wächst proportional zum absoluten Maximum.

Man beobachte nun die Schnitte der Ergebnissektionen, die der Min- und
der MinMax-Algorithmus liefern. Da obiges Experiment ergeben hat, dass
die Verwendung der drei verschiedenen Startbisektionen keine stark unter-
schiedlichen Lösungen liefern, wird das Folgende nur für Pc ausgeführt.

Experiment 6.5 Welche Lösungen liefert die Bisektion mit dem Kernighan-
Lin-Algorithmus?
Startbisektion: Pc;
Algorithmen: Min- und MinMax-Algorithmus.
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Abbildung 6.4: Experiment 6.4
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Abbildung 6.5: Experiment 6.5
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Der Min-Algorithmus liefert bei der Bisektionierung fast unabhängig von
der Größe der Graphen Sympathieschnitte der Größe 10. Die an die absoluten
Minima genäherte Gerade hat nur eine sehr geringe Steigung. Betrachtet man
die Ergebnisse des MinMax-Algorithmus in Abhängigkeit der Größe der Gra-
phen, so erkennt man auch in Graphik 6.5, dass die Abweichung des Sympa-
thieschnittes vom absoluten Minimum proportional zur Größe des Minimums
stark wächst. Die Differenz zwischen den Schnitten des lokalen Optimum und
dem jeweiligen absolutem Optimum scheint allerdings beim Sympathie- und
Antipathieschnitt gleich stark zu wachsen.

6.4.4 Startbisektionen der Zwei-Wege-Methode

Bei der Zwei-Wege-Methode werden durch r rekursive Aufrufe des Kernighan-
Lin-Algorithmus lokal optimale 2r-Sektionen gebildet. Auch wenn die Aus-
gaben der Bisektionierung mit diesem Algorithmus, wie im Experiment 6.4
gezeigt, unabhängig von den verwendeten Startbisektionen gleich sind, sollte
für die Zwei-Wege-Methode die Verwendung der verschiedenen Startbisektio-
nen untersucht werden.

Experiment 6.6 Welche Lösungen liefern die verschiedenen Startbisektion
bei der Zwei-Wege-Methode?
Startbisektionen: Pa, Pb und Pc;
Algorithmen: Min- und MinMax-Algorithmus.

Auch hier kann man keine Abhängigkeit von der verwendeten Startbisek-
tion feststellen. Die an die absoluten Minima genäherte Gerade hat hier al-
lerdings eine größere Steigung als bei der Bisektionierung des vorherigen Ex-
perimentes. Dies kommt daher, dass eine Sektionierung in mehr als zwei Ele-
mente, wie sie bei allen Graphen ausgeführt wird, auch einen größeren Schnitt
verursacht. Der MinMax-Algorithmus liefert ebenfalls bei allen Startbisektio-
nen Pa, Pb und Pc Sympathie- und Antipathieschnitte gleicher Größen. Die
Antipathieschnitte weichen hier allerdings deutlich weniger von den absolu-
ten Maxima ab, als die Sympathieschnitte von den absoluten Minima. Die
Sympathieschnitte sind auf Graphen der Ordnung 100 sogar mehr als doppelt
so groß wie das absolute Minimum. Der mit dem MinMax-Algorithmus erziel-
ten Sektionen scheinen demnach bei der k-Sektionierung mit k > 2 deutlich
näher am absoluten Minimum zu sein, als dies bei der Bisektionierung der
Fall war.
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Abbildung 6.6: Experiment 6.6
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(c) Startbisektion Pb

6.4.5 Startsektionen der Mehr-Wege-Methode

Nun werden die Ergebnisse der Mehr-Wege-Methoden unter Eingabe der drei
verschiedenen Start-k-Sektionen miteinander verglichen. Dabei werden wie-
der alle drei Durchlaufreihenfolgen eingesetzt.

Experiment 6.7 Welche Lösungen liefern die verschiedenen Start-k-Sektion
bei der Mehr-Wege-Methode?
Start-k-Sektionen: Pa, Pb und Pc;
MW-Durchlaufreihenfolgen: fest, zufällig, sektionsoptimiert;
Algorithmen: Min- und MinMax-Algorithmus.

Vergleicht man als Erstes die Graphiken der Abbildungen 6.6 und 6.7 mit-
einander, so fällt auf, dass die an die absoluten Minima genäherte Gerade
auch im besten Fall bei der Mehr-Wege-Methode eine deutlich größere Stei-
gung als die bei der Zwei-Wege-Methode hat. Obwohl bei der Mehr-Wege-
Methode bei Graphen der Ordnung 100 eine nur um eins größere Sektion
gebildet wird, ist das absolute Minimum hier mehr als doppelt so groß. Wel-
che der beiden Methoden bei gleich großer Sektionierung bessere Ergebnisse
liefert, wird in Abschnitt 6.4.6 untersucht.

Die k-Sektion Pa scheint aufgrund ihres großen Schnittes auf beliebi-
gen bipartiten Graphen zur Verwendung als Startsektion eher ungeeignet.
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Abbildung 6.7: Experiment 6.7
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(i) Start-k-Sektion Pc, sektionsoptimierte Reihenfolge

Die Ergebnisse des Experimentes bestätigen diese Vermutung. Der MinMax-
Algorithmus, als auch der Min-Algorithmus liefern hier lokale Minima, deren
Schnitte sehr nah am absoluten Maximum sind. Nur bei Verwendung der
zufälligen Durchlaufreihenfolge hat die an die absoluten Minima genäherte
Gerade eine deutlich geringere Steigung als bei Verwendung der beiden an-
deren Reihenfolgen. Hier variieren jedoch die Größen der Sympathieschnitte
des MinMax-Algorithmus stärker als in den anderen Fällen. Bei Eingabe der
Startsektion Pb sind die Sympathieschnitte bei Verwendung der zufälligen
Durchlaufreihenfolge ebenfalls leicht kleiner als die bei Verwendung der al-
ternativen Reihenfolgen. Startsektion Pc scheint hingegen unabhängig von
der Durchlaufreihenfolge zu sein. Die zugehörigen Graphiken unterscheiden
sich kaum voneinander, und die Ergebnisse gehören zu den Besten der mit
der Mehr-Wege-Methode in diesem Experiment ermittelten.

6.4.6 Vergleich von Zwei- und Mehr-Wege-Methode

Zum Vergleich von Zwei-Wege- und Mehr-Wege-Methode werden die Sympa-
thie- und Antipathieschnitte der einzelnen Algorithmen wieder in Abhängig-
keit des jeweiligen absoluten Optimum betrachtet. Dazu wird hier bei beiden
Methoden eine k-Sektionierung mit k = 2r nach Tabelle 6.1 durchgeführt.
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Experiment 6.8 Wie groß sind die Abweichungen vom Optimum bei der
Zwei- und der Mehr-Wege-Methode?
Startbisektion bzw. k-Sektion: Pc;
MW-Durchlaufreihenfolge: zufällig;
Algorithmen: Min- und MinMax-Algorithmus.

Es ist offensichtlich, dass alle Werte der Mehr-Wege-Methode stärker vom
absoluten Optimum abweichen als die Werte der Zwei-Wege-Methode. Auf-
grund der Ergebnisse des Min-Algorithmus wird vermutet, dass die Zwei-
Wege-Methode eine höhere Erfolgsrate als die Mehr-Wege-Methode hat. Wei-
tere hier nicht aufgeführte Experimente belegen dies: In 45% aller Fälle liefert
die Zwei-Wege-Methode bei Verwendung der Startbisektion Pc auf Graphen
der Ordnungen 20 bis 100 den minimal möglichen Sympathieschnitt. Bei den
beiden anderen Startbisektionen beträgt die Erfolgsrate ca. 33%. Während-
dessen liegen die Erfolgsraten der Mehr-Wege-Methode bei Verwendung der
verschiedenen Start-k-Sektionen alle unter 5%.

Vergleicht man die Graphiken mit denen der Abbildung 6.4, so stellt man
fest, dass die Abweichungen in diesem Experiment alle wesentlich kleiner
sind als die bei der Bisektion mit dem Kernighan-Lin-Algorithmus. Die Sym-
pathieschnitte des MinMax-Algorithmus unter Verwendung der Zwei-Wege-
Methode sind hier nur 1, 3 bis 1, 6 mal so groß wie das absolute Minimum.
Die Ursache hierfür sind die höheren Sektionsgrößen. Bildet man Sektionen
mit mehr Elementen, so vergrößert sich auch der minimal mögliche Sympa-
thieschnitt. Proportional zu absoluten Minimum verkleinert sich dann die
Abweichung der Sympathieschnitte vom Minimum.

Dass auch hier die Antipathieschnitte des MinMax-Algorithmus propor-
tional näher am absoluten Maximum liegen als die Sympathieschnitte am
absoluten Minimum, lässt vermuten, dass mehr Anti- als Sympathien erfüllt
werden. Experiment 6.11 in Abschnitt 6.4.8 untersucht diese Spekulation.

6.4.7 Gruppenbalanciertheit

Hier wird für den Min- und den MinMax-Algorithmus anhand des in Ab-
schnitt 6.3.4 definierten Maßes untersucht, in wie weit ihre Ergebnissektionen
gruppenbalanciert sind. Dazu werden zuerst die Verwendung der Zwei-Wege-
Methode betrachtet.

Experiment 6.9 Wie unbalanciert sind die Lösungen der Zwei-Wege-Me-
thode?
Startbisektionen: Pa, Pb und Pc;
Algorithmen: Min- und MinMax-Algorithmus.
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Abbildung 6.8: Experiment 6.8
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Abbildung 6.9: Experiment 6.9
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(c) Zwei-Wege-Methode, Startbisektion Pc

In den Graphiken von Abbildung 6.9 ist zu sehen, dass die Sektionierung
mit der Zwei-Wege-Methode unabhängig von der verwendeten Startbisektion
eine k-Sektion liefert, deren Gruppenbalanciertheit sich bei größeren Graphen
verschlechtert. Dabei ist die Verschlechterung beim MinMax-Algorithmus
größer als beim Min-Algorithmus. Eine Unbalanciertheit der Größe 10 bei
Graphen der Ordnung 100 ist bei einer Einteilung der Knoten in 16 Gruppen
allerdings nicht viel. Im Schnitt sind in diesem Fall nur 63% der Gruppen
minimal unbalanciert, das heißt, das Verhältnis der Knoten gerader zu den
Knoten ungerader Nummerierung weicht nur entsprechend wenig von 1 ab.
Was zusätzlich auffällt ist, dass die Ergebnissektionen der Graphen mit 20, 40
oder 80 Knoten, deren Elemente alle Größe 5 haben, die Gruppenbalanciert-
heit größer ist als bei den übrigen Graphen. Im folgenden Experiment wird
beobachtet, ob dies allein mit der Teilbarkeit der Knotenzahl durch die ver-
wendete Gruppenzahl zusammenhängt, oder nur bei der Sektionierung mit
der Zwei-Wege-Methode auftritt.

Experiment 6.10 Wie unbalanciert sind die Lösungen der Mehr-Wege-Me-
thode?
Start-k-Sektionen: Pa, Pb und Pc;
MW-Durchlaufreihenfolgen: fest, zufällig undsektionsoptimiert;
Algorithmen: Min- und MinMax-Algorithmus.
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Bevor Beobachtungen der Gruppenbalanciertheit zu Graphen bestimm-
ter Ordnungen angestellt werden, stellt man in Anbetracht der Graphiken in
Abbildung 6.10 fest, dass sich auch in diesem Experiment zur Mehr-Wege-
Methode die Startsektion Pa als ungeeignet erweist. Die Unbalanciertheit
erreicht bei Verwendung der festen und der sektionsoptimierten Durchlauf-
reihenfolge in vielen Fällen sogar die maximal mögliche Unbalanciertheit.
Dies lässt darauf schließen, dass sowohl die erzielten lokalen Optima des
MinMax-Algorithmus, als auch die lokalen Minima des Min-Algorithmus alle
Antipathien und nur wenige Sympathien erfüllen. Nähere Untersuchungen
zur Erfüllung folgen im nächsten Abschnitt. Die Verwendung der zufälligen
Reihenfolge in der Mehr-Wege-Methode liefert also in Bezug auf die Gruppen-
balanciertheit auch bei unbalancierteren Startsektionen bessere Ergebnisse.

Wie bei der Zwei-Wege-Methode sieht man auch hier, dass die Unbalan-
ciertheit mit der Größe der Graphen bis maximal 10 wächst. Außerdem sind
die vom Min-Algorithmus ausgegebenen Sektionen auch bei Verwendung der
Mehr-Wege-Methode balancierter als die des MinMax-Algorithmus.

Verwendet man als Eingabe die Startsektion Pb, so fällt auf, dass die
erzielten Sektionen bei Graphen der Ordnung 70 besser balanciert sind als
man dies in Anbetracht der Ergebnisse der übrigen Graphen erwartet. Dieses
Phänomen kann hier aber nicht plausibel begründet werden.

6.4.8 Erfüllung der Sym- und Antipathien

Nun soll in mehreren Experimenten die in Abschnitt 5.1.3 beschriebene Erfül-
lung der Sym- und Antipathien untersucht werden. Neben der Beantwortung
der Frage, wie viele der ausgesprochenen Sym- bzw. Antipathien pro Person
durchschnittlich erfüllt werden, interessiert man sich in Experimenten 6.12
und 6.12 dafür, wie viel Prozent der Personen bei der Gruppeneinteilung
keine Sympathie und/oder Antipathie erfüllt bekommen.

Experiment 6.11 Wie viel Prozent der ausgesprochenen Sym- bzw. Anti-
pathien werden bei der Zwei-Wege-Methode pro Person erfüllt?
Startbisektion: Pa, Pb und Pc;
Algorithmen: MinMax-Algorithmus.

Bei der Zwei-Wege-Methode werden pro Person durchschnittlich ungefähr
50% der ausgesprochenen Sympathien und knapp 100% der Antipathien
erfüllt. Somit hat bei dieser Gruppeneinteilung jede Person im Schnitt eine
der beiden als

”
sympathisch“ bewerteten Person in ihrer Gruppe und keine

der Personen, die sie unsympatisch findet. Es scheinen also stets pro Person
mehr Antipathien als Sympathien erfüllt zu werden. Dies hängt damit zu-
sammen, dass durch eine Einteilung in mehr als zwei Sektionselemente jeder
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Abbildung 6.10: Experiment 6.10
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(c) Mehr-Wege-Methode, Start-k-Sektion Pa, sektionsoptimierte
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(e) Mehr-Wege-Methode, Start-k-Sektion Pb, zufällige Reihenfolge
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(g) Mehr-Wege-Methode, Start-k-Sektion Pc, feste Reihenfolge
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(i) Mehr-Wege-Methode, Start-k-Sektion Pc, sektionsoptimierte
Reihenfolge

Knoten von mehr Knoten getrennt wird, als in jeder Sektion Knoten ent-
halten sind. Da die in diesem Experiment gebildeten Sektionselemente aller
Graphen ungefähr Größe 6 haben, ist die Erfüllung der Sympathien beinahe
unabhängig von der Ordnung der Graphen. Dadurch, dass mit der Zwei-
Wege-Methode nur 4-, 8- oder 16-Sektionen ermittelt werden können (siehe
Tabelle 6.1 in Abschnitt 6.2.4), kann man beobachten, dass, wie zu erwarten
ist, bei der Einteilung in größere Gruppen mehr Sympathien erfüllt werden
als bei kleineren. Auch dieses Experiment ergibt in Anbetracht der Graphi-
ken in Abbildung 6.11, dass die verwendete Startsektion keinen Einfluß auf
die Ergebnisse der Mehr-Wege-Methode hat.

Die Tatsache, dass im Schnitt 50% der zwei ausgesprochenen Sympathien
erfüllt werden, garantiert jedoch nicht die Erfüllung einer Sympathie pro
Person. Das folgende Experiment gibt Aufschluss über die Anzahl Personen,
denen bei der Gruppeneinteilung keine einzige Sympathie erfüllt wird.

Experiment 6.12 Wie viel Prozent der Personen bekommen bei der Zwei-
Wege-Methode keine der ausgesprochenen Sympathien und/oder Antipathien
erfüllt?
Startbisektion: Pa, Pb und Pc;
Algorithmen: MinMax-Algorithmus.
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Abbildung 6.11: Experiment 6.11
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(c) Zwei-Wege-Methode, Startbisektion Pc

Auch in den Graphiken der Abbildung 6.12 sind keine wesentlichen Un-
terschiede bei Verwendung der drei verschiedenen Startbisektionen erkenn-
bar. Nachdem das vorherige Experiment schon ergeben hat, dass pro Person
mehr Antipathien als Sympathien erfüllt werden, zeigen nun die jeweils obe-
ren Graphiken, dass im Durchschnitt über 20% der teilnehmenden Personen
mit keiner der von ihnen sympathisch gefundenen Personen in einer Gruppe
ist. Betrachtet man weiter die unteren Graphiken, so erkennt man, dass nur
bei der 4-Sektionierung der kleineren Graphen bis zu 1, 4% Nichterfüllungen
von Antipathien auftreten. Bei allen übrigen Sektionierungen wird höchstens
eine Nichterfüllung von ca. 0, 3% erreicht. Es haben demnach nur sehr selten
Personen einen Gesprächspartner in ihrer Gruppe, dem sie eine Antipathiebe-
wertung ausgesprochen haben. Um den Erfolg der Gruppeneinteilung besser
beurteilen zu können, sind nun die Personen interessant, denen keine einzige
ausgesprochene Bewertung erfüllt wurde, sei es eine Sympathie- oder eine
Antipathiebewertung. Abgesehen von einzelnen

”
Ausreißern“ sieht man in

den jeweils unteren Graphiken der Abbildung 6.12, dass für weniger als 0, 1%
der Teilnehmer die durchgeführte Gruppeneinteilung erfolglos zu sein scheint.
Das bedeutet, dass bei Anwendung der beschriebenen Strategie unter Ein-
satz der Zwei-Wege-Methode nur mit geringer Wahrscheinlichkeit Personen
bei der Erfüllung von Sympathie- und Antipathiebewertungen leer ausgehen.
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Abbildung 6.12: Experiment 6.12
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Betrachte man nun dieselben Experimente für die Mehr-Wege-Methode:

Experiment 6.13 Wie viel Prozent der ausgesprochenen Sym- bzw. Anti-
pathien werden bei der Mehr-Wege-Methode pro Person erfüllt?
Start-k-Sektion: Pa, Pb und Pc;
MW-Durchlaufreihenfolge: fest, zufällig, sektionsoptimiert;
Algorithmen: MinMax-Algorithmus.

Die Ergebnisse dieses Experimentes bestätigen die in Abschnitt 6.4.7 auf-
gestellte Vermutung, dass bei Verwendung der Startsektion Pa und der festen
oder sektionsoptimierten Reihenfolge auf größeren Graphen pro Person nur
wenige (weniger als 5%) der ausgesprochenen Sympathien erfüllt werden.
Dafür beträgt die Erfüllung der Antipathien pro Person bei Graphen der
Ordnung ≥ 40 fast 100%. Auch hier erhält man bessere Ergebnisse bei Ver-
wendung der zufälligen Reihenfolge, wobei allerdings bei Einsatz der Start-
sektion Pc prozentual mehr Sympathien erfüllt werden, als wenn die beiden
anderen Startsektionen eingegeben werden. Die in diesem Experiment maxi-
mal mögliche Erfüllung von Sympathien pro Person beträgt bei den kleinsten
Graphen 60% und sinkt mit größer werdender Ordnung der Graphen auf ca.
43% bei Ordnung 100. Im Zuge dessen vergrößert sich die Erfüllung der An-
tipathien von ca. 90% auf 100%. Bei Verwendung von Pc als Startsektion
fällt wieder der

”
Ausreißer“ bei Graphen der Ordnung 70 auf. Wie schon aus

der Gruppenbalanciertheit dieser Graphen geschlossen werden kann, werden
hier beinahe keine Sympathien und alle Antipathien erfüllt. Verwendet man
in diesem Fall allerdings die zufällige Durchlaufreihenfolge, so verschwindet
dieser

”
Ausreißer“.

Da hier also für jede Startsektion die Verwendung der zufälligen Reihen-
folge die besten Ergebnisse für die Erfüllung der Sym- und Antipathien pro
Person liefert, wird für das folgende Experiment nur Ergebnisgraphiken zur
zufälligen Durchlaufreihenfolge dargestellt.

Experiment 6.14 Wie viel Prozent der Personen bekommen bei der Mehr-
Wege-Methode keine der ausgesprochenen Sympathie und/oder Antipathien
erfüllt?
Start-k-Sektion: Pa, Pb und Pc;
MW-Durchlaufreihenfolge: zufällig;
Algorithmen: MinMax-Algorithmus.

Die jeweils oberen Graphiken in Abbildung 6.14 zeigen, dass die Einga-
be der Startsektion Pa auch hier schlechtere Ergebnisse liefert: Die Nich-
terfüllung der Sympathien liegt auf den größeren Graphen bei 40 − 50%
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Abbildung 6.13: Experiment 6.13
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der Personen. Lässt man die unterschiedlich großen Sektionierungen außer
Acht, dann sieht man im Vergleich zu entsprechenden Graphik in Abbil-
dung 6.12 (c), dass die Verwendung von Startsektion Pc für die Sympathien
annähernd so gute Ergebnisse wie die Zwei-Wege-Methode liefert.

Betrachtet man die unteren Graphiken, so erkennt man, dass die Nich-
terfüllung der Sym- und Antipathien hier im Vergleich zur Zwei-Wege-Metho-
de (siehe Abbildung 6.12, obere Graphiken) öfter eintritt. Da aber die durch-
schnittlich ermittelten 0, 3% von der jeweiligen Anzahl Personen nicht viel
sind, ist auch hier die Wahrscheinlichkeit sehr klein, dass einer Person keine
einzige der ausgesprochenen Sym- und Antipathien erfüllt bekommt. Die Ver-
wendung von Startsektion Pc liefert auf größeren Graphen sogar noch bessere
Ergebnisse, wie in Anbetracht der entsprechenden Graphik in Abbildung 6.13
zu erwarten ist.

6.4.9 Drei Sympathien und eine Antipathie

Im Gegensatz zu den vorherigen Experimenten werden in diesem Abschnitt
Daten von Sympathie- und Antipathiegraphen verwendet, bei denen pro Per-
son drei Sympathien und eine Antipathie ausgesprochen werden. Verglichen
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Abbildung 6.14: Experiment 6.14
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Abbildung 6.15: Experiment 6.15
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werden die Ergebnisse dieser Experimente mit den entsprechenden Ergeb-
nissen unter Verwendung von Daten mit je zwei ausgesprochenen Sym- und
Antipathien. Es soll beobachtet werden, in wie weit sich die lokal optimi-
malen k-Sektionen verändern, wenn man mehr Sympathien als Antipathien
aussprechen lässt.

Die folgenden Experimente werden ausschließlich für die Mehr-Wege-
Methode beschrieben. Betrachtet man schließlich die Größen der möglichen
Sektionierungen, so ist diese vielseitiger zur Gruppeneinteilung einsetzbar.
Es sei aber der Vollständigkeit halber erwähnt, dass die Ausführungen mit
der Zwei-Wege-Methode entsprechende Ergebnisse liefern.

Experiment 6.15 Welche Lösungen liefert die Mehr-Wege-Methode?
Start-k-Sektionen: Pc;
MW-Durchlaufreihenfolgen: zufällig;
Algorithmen: Min- und MinMax-Algorithmus.

Dadurch, dass hier pro Person drei Sympathien und eine Antipathie aus-
gesprochen werden, liegt in Abbildung 6.15 die an die absoluten Minima
genäherte Gerade oberhalb der Gerade der absoluten Maxima. Man erkennt,
dass die vom Min-Max-Algorithmus erzielten Sympathieschnitte sehr nahe
an denen des Min-Algorithmus liegen. Zudem sind die erzielten Antipathie-
schnitte nur geringfügig kleiner als die absoluten Maxima. Vergleiche man
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Abbildung 6.16: Experiment 6.16
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diese Graphik nun mit der in Abbildung 6.7 (h), wo im zugehörigen Expe-
riment pro Person zwei Sym- und zwei Antipathien ausgesprochen wurden:
Die Differenz zwischen den Schnitten des vom MinMax-Algorithmus erziel-
ten lokalen Optimum und den (genäherten) absoluten Optima ist hier im
Allgemeinen kleiner.

Betrachte man im Folgenden die Gruppenbalanciertheit und die Erfüllung
der Sym- und Antipathien auf den Ergebnissen der hier betrachteten Daten:

Experiment 6.16 Wie unbalanciert sind die Lösungen der Mehr-Wege-Me-
thode?
Start-k-Sektionen: Pc;
MW-Durchlaufreihenfolgen: zufällig;
Algorithmen: Min- und MinMax-Algorithmus.

Die Ergebnisse der Gruppenbalanciertheit ähneln auf den ersten Blick
denen in Abbildung 6.10 (h). Auch hier liefert der Min-Algorithmus balan-
ciertere Sektionen als der MinMax-Algorithmus, und die Unbalanciertheit
der Sektionselemente wächst mit der Ordnung der Graphen. Die Größen der
Unbalanciertheiten sind in diesem Experiment allerdings ca. um 1 kleiner.
Das bedeutet, dass die Aussprache von drei Sympathien und einer Antipa-
thie im Gegensatz zu je zwei eine Verbesserung der Gruppeneinteilung in
Bezug auf die Gruppenbalanciertheit bringt.
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Abbildung 6.17: Experiment 6.17
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Experiment 6.17 Wie viel Prozent der ausgesprochenen Sym- bzw. Anti-
pathien bei der Mehr-Wege-Methode werden pro Person erfüllt?
Start-k-Sektion: Pc;
MW-Durchlaufreihenfolge: zufällig;
Algorithmen: MinMax-Algorithmus.

Wird die zugehörige Graphik in Abbildung 6.17 wieder mit der entspre-
chenden Graphik in Abbildung 6.13 (h) verglichen, so kann auch hierbei auf
den ersten Blick kein Unterschied festgestellt werden. Es werden pro Person
jeweils der gleiche Prozentteil der ausgesprochenen Sym- bzw. Antipathien
erfüllt. Allerdings stellen 50% erfüllte Sympathien bei Aussprache von Dreien
1, 5 Sympathien dar. Das heißt, es werden hier pro Person in Etwa ein bis
zwei Sympathien und eine Antipathie erfüllt. Zur genaueren Untersuchung
betrachte man zusätzlich wieder die Ergebnisse des folgenden Experimentes:

Experiment 6.18 Wie viel Prozent der Personen bekommen bei der Mehr-
Wege-Methode keine der ausgesprochenen Sympathie und/oder Antipathien
erfüllt?
Start-k-Sektion: Pc;
MW-Durchlaufreihenfolge: zufällig;
Algorithmen: MinMax-Algorithmus.

Hier ist eine deutliche Veränderung der Ergebnisse dieses Experimen-
tes im Gegensatz zu den Ergebnissen des entsprechenden Experimentes 6.14
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Abbildung 6.18: Experiment 6.18
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in Abschnitt 6.4.8 zu erkennen. Betrachtet man die jeweils oberen Graphi-
ken der zugehörigen Abbildungen (6.14 (c) und 6.18), so sieht man, dass bei
der Aussprache von mehr Sympathien wesentlich weniger Teilnehmer kei-
ne Sympathie erfüllt bekommen. Im Gegenzug steigt allerdings die Anzahl
Personen, denen keine Antipathie erfüllt wird, wie die unteren Graphiken
zeigen. Während im Experiment 6.14 bei Graphen der Ordnung 100 ca. 30
Personen ohne Sympathieerfüllung sind und ungefähr eine Person ohne An-
tipathieerfüllung, sind es bei diesem Experiment je 8 Personen. Die Anzahl
Personen ohne irgendeine Erfüllung steigt bei mehr Sympathien allerdings
nur gering. Die Nichterfüllung der Sym- und Antipathie liegt hier bei ca.
1, 5%. Es findet demnach bei den Nichterfüllungen eine Art

”
Verschiebung“

satt: Während die Erhöhung der Anzahl von Sympathien eine Verringerung
der Nichterfüllung der Sympathien verursacht, erhöht sie gleichzeitig die Zahl
an Personen ohne Antipathieerfüllung. Der betrachtete Fall von drei ausge-
sprochenen Sympathien und einer Antipathie hat demnach ergeben, dass eine

”
Mehrauswahl“ an Sympathien für den verwendeten Sektionierungsalgorith-

mus eine Verringerung der Nichterfüllung der Sympathien bewirkt.

6.4.10 Doppelte Gewichtung der Sympathiegewinne

Die Experimente dieses Kapitels werden ebenfalls nur für die Mehr-Wege-
Methode beschrieben. Hier werden, wie in Abschnitt 6.2.6 geschildert, in der
Zielfunktion des MinMax-Algorithmus die Sympathiengewinne doppelt so
stark gewichtet wie die Antipathiengewinne. Die jeweiligen Ergebnisse wer-
den mit den entsprechenden Ergebnissen bei gleicher Gewichtung (1 : 1)
verglichen.

Experiment 6.19 Welche Lösungen liefert die Mehr-Wege-Methode?
Start-k-Sektionen: Pc;
MW-Durchlaufreihenfolgen: zufällig;
Algorithmen: Min- und MinMax-Algorithmus.

Vergleichen mit Abbildung 6.7 (h)
”
verschieben“ sich hier die Sympathie-

und Antipathieschnitte des MinMax-Algorithmus nach unten. Durch diese

”
Verschiebung“ liegen die Sympathieschnitte sogar

”
auf“ der an die Mini-

ma genäherten Gerade. Das bedeutet, dass durch die doppelte Gewichtung
der Sympathiegewinne bei der Sektionierung mit dem MinMax-Algorithmus
annähernd genauso kleine Sympathieschnitte erzielt werden wie mit dem
Min-Algorithmus. Dafür weichen allerdings die vom MinMax-Algorithmus
erzielten Antipathieschnitte stärker von den absoluten Maxima ab, als dies
bei gleicher Gewichtung der Fall ist. Es scheinen hier also mehr Sympathien
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Abbildung 6.19: Experiment 6.19
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und weniger Antipathien erfüllt zu werden als zuvor. Experiment 6.21 geht
dieser Vermutung nach. Zuerst wird jedoch die Balanciertheit der Ergebnis-
sektionen untersucht:

Experiment 6.20 Wie unbalanciert sind die Lösungen der Mehr-Wege-Me-
thode?
MW-Durchlaufreihenfolgen: zufällig;
Algorithmen: Min- und MinMax-Algorithmus.

Die Ergebnisse des Min-Algorithmus verändern sich, wie in Abschnitt 6.2.6
erläutert, durch die doppelte Gewichtung der Sympathiegewinne nicht. Ver-
wendet man deren Unbalanciertheiten aber zum Vergleich, so stellt man in
Anbetracht der Abbildungen 6.20 und 6.10 (h) fest, dass sich die Unbalan-
ciertheit der vom MinMax-Algorithmus erzielten Sektionen durch die Ge-
wichtung verringert. Statt der Unbalanciertheit der Größe 10 beträgt diese
in diesem Experiment bei Graphen der Ordnung 100 nur ungefähr 7. Die
Balanciertheit der ausgegebenen Sektionen scheint sich somit bei doppel-
ter Gewichtung der Sympathiegewinne an die Balanciertheit der vom Min-
Algorithmus erzielten Sektionen

”
anzunähern“.

Experiment 6.21 Wie viel Prozent der ausgesprochenen Sym- bzw. Anti-
pathien bei der Mehr-Wege-Methode werden pro Person erfüllt?
Start-k-Sektion: Pc;
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Abbildung 6.20: Experiment 6.20
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MW-Durchlaufreihenfolge: zufällig;
Algorithmen: MinMax-Algorithmus.

Im Vergleich zur Graphik in Abbildung 6.13 (h) liegen die Punkte der
Sympathien und die der Antipathien hier näher beisammen. Die Mitte zwi-
schen ihnen scheint sich jedoch kaum zu verschieben. Das bedeutet, dass
durch die doppelte Gewichtung der Sympathiegewinne mehr Sympathien
und dafür weniger Antipathien pro Person erfüllt werden. Betrachte man
beispielsweise wieder die Graphen der Ordnung 100: Während bei gleicher
Gewichtung pro Person ca. 45% der ausgesprochenen Sympathien und 95%
der Antipathien erfüllt werden, sind es hier 55% und 85%. Bedeutet diese Tat-
sache, dass auch hier der Prozentteil der Personen ohne Sympathieerfüllung
geringer ist? Das folgende Experiment soll Auskunft darüber geben:

Experiment 6.22 Wie viel Prozent der Personen bekommen bei der Mehr-
Wege-Methode keine der ausgesprochenen Sympathie und/oder Antipathien
erfüllt?
Start-k-Sektion: Pc;
MW-Durchlaufreihenfolge: zufällig;
Algorithmen: MinMax-Algorithmus.

Auch hier zeichnet sich eine deutliche Veränderung gegenüber der entspre-
chenden Abbildung 6.14 (c) in Abschnitt 6.4.8 ab: Der Prozentteil der Perso-
nen ohne Sympathieerfüllung verringert sich bei allen Graphen ungefähr auf
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Abbildung 6.21: Experiment 6.21
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die Hälfte. Dabei vergrößert sich jedoch der Prozentteil Personen ohne An-
tipathieerfüllung im Schnitt von 0, 5% auf ca. 2%, wie die jeweils unteren
Graphiken zeigen. Es bleibt dabei aber in allen Graphen die Anzahl Perso-
nen ohne irgendeine Erfüllung unter einem Prozent der Personenzahl. Das
bedeutet also, dass die doppelte Gewichtung der Sympathien gegenüber der
Anthipathien eine Verbesserung der Nichterfüllung der Sympathien hervor-
ruft, ohne dabei eine starke Vergrößerung der Nichterfüllung der Antipathien
mit sich zu ziehen. Gewichtet man demnach in der Zielfunktion des Sektio-
nierungsalgorithmus die Sympathiegewinne doppelt so stark wie die Anti-
pathiegewinne, so wird bei der Gruppeneinteilung einer höheren Anzahl an
Personen mindestens eine ausgesprochene Sympathie erfüllt.

6.5 Auswertung

Bei allen betrachteten Algorithmen wachsen die jeweiligen Anzahlen an Durch-
läufen mit größer werdender Ordnung der Graphen nur geringfügig. In Ka-
pitel 5 notierte Laufzeiten der Algorithmen vergrößern sich daher in diesen
Fällen nur um einen konstanten Faktor.

Unabhängig von der verwendeten Startbisektion liefert die Bisektionie-
rung mit dem Kernighan-Lin-Algorithmus, wie auch die k-Sektionierung mit
der Zwei-Wege-Methode Sektionen mit gleichem Schnitt. Die Untersuchung
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Abbildung 6.22: Experiment 6.22
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der Gruppenbalanciertheit und der Erfüllung der Sym- und Antipathien für
die Mehr-Wege-Methode ergibt ebenfalls keine Unterschiede bei der Verwen-
dung von Pa, Pb und Pc. Bisektion Pc scheint lediglich

”
näher“ an einer lokal

minimalen Bisektion zu liegen als die anderen.
Die Mehr-Wege-Methode ist allerdings wesentlich vielseitiger zur Grup-

peneinteilung einsetzbar: Mit ihr können beliebige lokal optimale k-Sektionen
ermittelt werden, während die Sektionierung mit der Zwei-Wege-Methode auf
k-Sektionen mit k = 2r, r ∈ N beschränkt ist. Vergleicht man allerdings die
Sympathieschnitte der erzielten lokal minimalen Sektionen miteinander, so ist
die Erfolgsrate des Min-Algorithmus unter Einsatz der Zwei-Wege-Methode
wesentlich größer. Dasselbe gilt für die Sympathieschnitte der vom MinMax-
Algorithmus erzielten Sektionen: Diese sind bei Verwendung der Mehr-Wege-
Methode ebenfalls schlechter. Wünscht man also eine k-Sektionierung mit
k = 2r, r ∈ N, so erhält man bessere Sektionen, wenn man die Zwei-Wege-
Methode unter Eingabe einer beliebigen Startbisektion verwendet.

Bei der Mehr-Wege-Methode liegt die Start-k-Sektion Pc für die Gra-
phen aller betrachteten Ordnungen

”
näher“ an einem lokalen Minimum als

die Übrigen. Für die hier erzielten Sektionen spielt neben der Startsektion
zusätzlich die verwendete Durchlaufreihenfolge eine Rolle: Während Pa in
jedem Fall schlechtere lokal optimale Sektionen liefert, verbessert bei den
Startsektion Pa und Pb die Verwendung der zufälligen Reihenfolge die Er-
gebnisse. Startsektion Pc scheint relativ unabhängig von der verwendeten
Reihenfolge zu sein. Auch in Anbetracht der Gruppenbalanciertheit und der
Erfüllung der Sym- und Antipathien zeigt sich, dass Pa sich eher nicht als
Startsektion eignet, Pb nur unter Verwendung der zufälligen Reihenfolge, und
Pc kann bei jeder verwendeten Reihenfolge gut zur Sektionierung eingesetzt
werden.

In Anbetracht der Erfüllung der Sym- und Antipathien kann allgemein
festgehalten werden, dass pro Person stets mehr Anti- als Sympathien erfüllt
werden. Der Anteil an Personen, die bei der Gruppeneinteilung keine der
ausgesprochenen Sym- sowie Antipathien erfüllt bekommen, beträgt immer
weniger als 1%. Wünscht man, dass bei der Gruppeneinteilung mehr Sympa-
thien erfüllt werden, so hat man zwei Möglichkeiten: Zum einen kann man pro
Person mehr Sympathien und dafür weniger Antipathien aussprechen lassen,
und zum anderen kann man in der Zielfunktion des MinMax-Algorithmus die
Sympathiegewinne stärker gewichten. Bei drei ausgesprochenen Sympathien
und einer Antipathie geht die Verringerung der Personenzahl ohne Sympa-
thieerfüllung dann aber mit einer stärkeren Vergrößerung der Personenzahl
ohne Antipathieerfüllung einher. Diese Auswirkung fällt bei doppelter Ge-
wichtung der Sympathieschnitte geringer aus. Der Prozentteil Personen ohne
irgendeine Erfüllung bleibt bei beiden Möglichkeiten niedrig (unter 2%).
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Der Knödel-Graph stellt sich in Anbetracht der angegebenen Kriterien als
ein günstiger Kontaktgraph heraus. Er ermöglicht unter anderem eine Ge-
sprächsführung ohne viele Aussetzer und ist flexibel, was die Anzahl teil-
nehmender Personen und einzuteilender Gruppen betrifft. Die im Anschluß
an die flüchtigen Kontakte ausgesprochenen Sym- und Antipathien erzeugen
zwei verschiedene Untergraphen des Knödel-Graphen, den Sympathie- und
den Antipathiegraphen. Die beschriebene Graphkonvertierung garantiert da-
bei, dass Sym- bzw. Antipathien, die erwidert sind, bei der Gruppeneinteilung
stärker berücksichtigt werden, als die einseitigen Sym- und Antipathien. Die-
se Form der Bewertung macht außerdem eine Erweiterung durch Skalierung
der Sym- und Antipathien möglich. Der Kernighan-Lin-Algorithmus mit ent-
sprechend gewählter Zielfunktion liefert schließlich eine optimierte Knoten-
bisektion, dessen Schnitt im Sympathiegraphen minimiert und zugleich im
Antipathiegraphen maximiert ist. Sowohl mit Hilfe der Zwei-, als auch mit
Hilfe der Mehr-Wege-Methode können auf Basis dieser Bisektionierung opti-
mierte k-Sektionen für k > 2 gebildet werden, wobei die Zwei-Wege-Methode
nur k = 2r (r ∈ N) zulässt. Die Elemente dieser optimierten k-Sektionen stel-
len letztendlich die Einteilungen der Personen in gleich große Gruppen dar.

Die Experimente zeigen, dass bei einer k-Sektionierung mit k = 2r (r ∈ N)
die Zwei-Wege-Methode bessere Ergebnisse liefert. Sie ist außerdem im Ge-
gensatz zur Mehr-Wege-Methode unabhängig von der verwendeten Startsek-
tion. Benötigt man allerdings andere k-Sektionen, so eignen sich am besten
die Start-k-Sektion Pc und die zufällige Durchlaufreihenfolge. Legt man bei
der Sektionierung mehr Wert auf Gruppenbalanciertheit und eine geringere
Nichterfüllung der Sympathien, so kann man entweder mehr Sympathien als
Antipathien aussprechen lassen oder die Gewichtung der Sympathiegewinne
in der Zielfunktion des Kernighan-Lin-Algorithmus erhöhen.

Dadurch, dass im bewegungsbasierten Kernighan-Lin-Algorithmus immer
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zwei Knoten ausgetauscht werden, erreicht man Ergebnissektionen, die nur
lokal optimal sind. Wie in den Experimenten gesehen, liefert die Mehr-Wege-
Methode unter Verwendung der unterschiedlichen Startsektionen und Durch-
laufreihenfolgen mal bessere und mal schlechtere k-Sektionen. Es stellt sich
die Frage, ob man die im Algorithmus verwendete Zielfunktion

”
aufweichen“

kann, um temporär eventuell schlechtere Sektionen zu erzeugen, schließlich
aber bessere lokale Optima zu treffen. Ein solches

”
Aufweichen“ könnte bei-

spielsweise der zirkuläre Austausch zwischen drei oder mehr Sektionselemen-
ten sein.

Sozialwissenschaftler der Universität Tilburg (Niederlande) haben bereits
ein erstes Experiment zur Untersuchung von Gruppen durchgeführt, die auf
Basis flüchtiger Kontakte eingeteilt werden. Diese empirische Studie legt na-
he, dass auf diese Weise gebildete Arbeitsgruppen in mehrfacher Hinsicht
signifikant effektiver sind, als zufällig oder attributbasiert zusammengestell-
te (siehe [BC+05]). Eine Möglichkeit für eine eventuell weitere Verbesserung
der Gruppen wäre, die hier entwickelte Strategie mit einer Einteilung der
Personen nach Interessengebieten zu kombinieren.
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Anhang A

,Gossiping‘-Zeit des Kn

W.Knödel hat in [Knö74] wie folgt die ,Gossiping‘-Zeit vollständiger Graphen
Kn bestimmt:

Satz A.1 Für vollständige Graphen Kn gilt:

g(Kn) =

{
dlog2 ne für n gerade,
dlog2 ne+ 1 für n ungerade.

Beweis: Dass die gegebenen Werte die besten oberen Schranken sind,
folgt aus der Tatsache, dass es k Telefonate braucht, um eine Information von
einer Person an 2k Personen zu verbreiten. Somit sind bei geradem n min-
destens dlog2 ne Telefonate nötig, bei ungeradem n mindestens ein Telefonat
mehr, da eine Person in der ersten Runde keinen Partner zum Telefonieren
hat.
Betrachte man zuerst den Fall n = 2k und nummeriere die Personen von 0 bis
n−1. Führen in der ersten Runde die Personen 2j und 2j+1, j = 0, . . . , 2k−1−
1, ein Telefonat, so können in den folgenden Runden die Personen mit gerader
bzw. ungerader Nummerierung rekursiv dieselbe Prozedur mit 2k−1 Personen
durchführen. Nach k Runden weiß schließlich jede Person die Information je-
der anderen Person. Es gilt demnach: g(K2k) = k =

⌈
log2

(
2k

)⌉
.

Bei beliebigem ungeradem n wählt man 2blog2 nc Personen aus und lässt alle
übrigen Personen in der ersten und letzten Runde mit je einer von ihnen tele-
fonieren. Mit den ausgewählten Knoten verfährt man zwischen diesen beiden
Runden wie im oben beschriebenen Fall. So erfahren die 2blog2 nc ausgewähl-
ten Personen zuerst die Informationen der übrigen Personen, verbreiten alle
Informationen unter sich und tragen sie anschließend den übrigen Personen
zu. Wegen blog2 nc+2 = dlog2 ne+1 ist die obere Schranke von g(Kn) somit
gleich der unteren Schranke.
Im generellen Fall von geradem n telefonieren bei gleicher Nummerierung
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wie oben in der r-ten Runde, r = 1, . . . , blog2 nc, die Personen 2j und
2j + 2r − 1 mod n, j = 0, . . . , n/2− 1, miteinander. Durch Induktion über r
kann gezeigt werden, dass in Runde r die Personen 0 und 2r−1 die Informati-
on aller Personen mit dazwischen liegender Nummerierung kennen. Dies gilt
auch für alle Personen 2j und 2j + 2r − 1 mod n, j = 0, . . . , n/2− 1. Folglich
weiß nach r Runden jede Person die Information jeder anderen Person. �



Anhang B

Bestimmte (r, t)-,Cages‘

Für (r, t)-,Cages‘ mit r = 3 und t ∈ {3, 4, 5, 6} gilt aufgrund der Existenz
der Graphen in AbbildungB.1 folgende Gleichheit aus Satz 3.4:

n∗(r, t) =

{
1 + r

r−2
· ((r − 1)(t−1)/2 − 1) für ungerades t,

2 · (1 + r−1
r−2

· ((r − 1)(t−2)/2 − 1)) für gerades t.

Man erhält folglich (siehe AbbildungB.1 (a) – (d)):

• n∗(3, 3) = 4,

• n∗(3, 4) = 6,

• n∗(3, 5) = 10,

• n∗(3, 6) = 14.
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Abbildung B.1: Minimale (r, t)-,Cages‘ für r = 3 ∧ t ∈ {3, 4, 5, 6}

(a) Graph K4,
minimaler (3, 3)-,Cage‘

(b) Graph K3,3,
minimaler (3, 4)-,Cage‘

(c) Petersen-Graph,
minimaler (3, 5)-,Cage‘

(d) Heawood-Graph,
minimaler (3, 6)-,Cage‘



Anhang C

Inhalt der beigefügten CD

Auf der beigefügten CD befinden sich die für diese Arbeit verwendeten Java-
Programme. Diese setzen sich zusammen aus dem Generator für den Knödel-
Graphen, die beschriebenen Algorithmen zur Knotensektionierung der Gra-
phen und dem Generator für die Daten, die in den Experimenten verwendet
wurden.

153



154 ANHANG C. INHALT DER BEIGEFÜGTEN CD
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und ich keine anderen als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel verwendet
habe.

Ort, Datum Unterschrift

159


	Einführung
	Ursprung
	Problemstellung
	Überblick

	Grundlagen der Graphentheorie
	Definitionen
	,Gossiping` und ,Broadcasting`
	Partitionierung und Clusterung

	Kontaktgraphen
	Anforderungen an den Kontaktgraphen
	Wahl eines Kontaktgraphen
	Anwendungsbeispiel

	Bewertungsformen
	Erzeugung des Sympathie- und Antipathiegraphen
	Vereinigung von Sym- und Antipathiegraph?
	Erfüllung aller Antipathien?
	Wahl der Bewertungsform

	Einteilung der Gruppen
	Problemstellung
	Optimierungsverfahren
	NP-Vollständigkeiten
	Minimale Bisektionierung
	Minimale Sektionierung
	Gruppeneinteilung durch MinMax-Sektionierung

	Experimente
	Generierung der Daten
	Verschiedene Parameter
	Darstellungsform der Ergebnisse
	Experimentelle Ergebnisse
	Auswertung

	Zusammenfassung und Ausblick
	Anhang
	,Gossiping`-Zeit des Kn
	Bestimmte (r,t)-,Cages`
	Inhalt der beigefügten CD
	Bibliographie
	Danksagung
	Eidesstattliche Erklärung

