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Kapitel 1

Einleitung und Uberblick

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit einer Problemstellung, die bereits in den 1960er Jah-
ren von D. K. LiLLy behandelt wurde (vgl. [18]). Inhaltlich geht es hierbei um ein Problem aus
dem Gebiet der partiellen Differentialgleichungen, welches unter gewissen Bedingungen in ein
gewOhnliches Differentialgleichungssystem transformiert werden kann. Mit zusétzlichen Rand-
bedingungen fiihrt dies zur Definition des sogenannten EKMAN-Randschichtproblems, welches
in dieser Arbeit aus Sicht der Numerik betrachtet wird. Dabei werden insbesondere Methoden
verwendet, welche zum damaligen Zeitpunkt noch nicht zur Verfiigung standen.

Ausgangspunkt fiir das EKMAN-Randschichtproblem sind die dreidimensionalen NAVIER-STO-
KES-Gleichungen: Diese stellen eine nichtlineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
dar und sind die Grundgleichungen der Stréomungsmechanik bzw. Hydrodynamik. Konkret be-
trachten wir hier folgende Version der NAVIER-STOKES-Gleichungen:

8tV—yAV+2§263><V+(V-V)V+V(§) =0 inR, xR3,

divV =0 inR, xR, (1.1)
Vieo =V inR3,

wobei zusétzlich noch gewisse Randbedingungen gegeben sind. Dabei ist V' das Geschwindig-
keitsfeld und p der Druck; die restlichen Groflen sind zum Problem gehérende Parameter. Der
Term 2Q2e3 x V weist darauf hin, dass die sogenannte CORIOLISkraft mit in die Gleichung hin-
einflieft und dass das zugrundeliegende Gebiet ]R?’ir mit einer konstanten Geschwindigkeit um
die vertikale z-Achse rotiert. Die Divergenzfreiheit besagt, dass es sich um ein inkompressibles
Fluid handelt. Als Beispiel fiir ein solches Fluid kann man sich den Wind vorstellen, der in einer
bestimmten, festen Richtung {iber die Erdoberfliche weht.

Mit einer gegebenen (stationiiren) Losung V — der sogenannten EKMAN-Spirale — des Systems
(1.1) und dem Ansatz der linearen Stabilitdtsanalyse gelingt es unter gewissen Annahmen, das
Problem ausgehend von den NAVIER-STOKES-Gleichungen in ein System gew6hnlicher Differen-
tialgleichungen zu transformieren. Dieses hat die Form eines verallgemeinerten Eigenwertpro-
blems

Av = \Bu, (1.2)

wobei A ein komplexer Parameter ist und A bzw. B gewohnliche Differentialoperatoren ent-
halten. Mit entsprechend transformierten Randbedingungen definiert Gleichung (1.2) das Ek-
MAN-Randschichtproblem. In diesem Problem sind zuséitzlich drei weitere Parameter gegeben,
welche bei der Entwicklung der linearen Stabilitdtsanlyse der EKMAN-Spirale auftreten. Damit
ist durch (1.2) ein parameterabhéngiges Problem definiert, welches fiir das weitere Vorgehen von
Interesse sein wird.

Grundlegendes Thema in dieser Arbeit ist die Frage nach der linearen Stabilitdt bzw. Instabi-
litdt der EKMAN-Spirale. Aus physikalischer Sicht will man dazu wissen, ob die Stromungsform
der EKMAN-Spirale beobachtbar ist. Mathematisch gesehen macht man folgenden Ansatz: Man
betrachtet die Differenz W von einer beliebigen Losung V' von (1.1) und der EKMAN-Spirale;
W =V — V bezeichnet dabei die Stérung. Mit diesem Stérungsargument und mithilfe weiteren
Annahmen und Umformungen erhélt man schliellich das Eigenwertproblem (1.2). Verantwort-
lich fiir die lineare Stabilitéit bzw. Instabilitéit der EKMAN-Spirale ist das Verhalten der Stérung




W im Laufe der Zeit. Anschaulich bedeutet lineare Stabilitit hier, dass , kleine Stérungen® zum
Zeitpunkt ¢ = 0 nach geniigend langer Zeit wieder verschwinden. Falls aber demgegeniiber eine
Storung existiert, die mit der Zeit wéchst, spricht man von linearer Instabilitdt. Um den letzten
Punkt soll es hier genauer gehen: die Frage nach der Instabilitéit der EKMAN-Spirale. Dabei
spielt das Problem (1.2) eine entscheidende Rolle: Es geht um die Untersuchung des spektralen
Parameters A. Insbesondere stellt sich hier die Frage, ob in Abhéngigkeit der Parameter in Pro-
blem (1.2) ein A € C existiert mit der Eigenschaft ReA < 0. Dies wiirde ndmlich auf Instabilitét
der EKMAN-Spirale hinweisen.

Eine analytische Losung des Eigenwertproblems (1.2) scheint wegen dessen komplizierter Struk-
tur bisher noch nicht gefunden worden zu sein. Einen Versuch, dieses Problem aus analytischer
Seite zu betrachten, machten z. B. L. GREENBERG und M. MARLETTA (vgl. [10]). Sie entwickel-
ten fiir das Problem (1.2) eine Operator-Theorie fiir L2-Losungen und konnten das essentielle
Spektrum berechnen. Fiir die Eigenwerte konnten sie eine a-priori-Information angeben, indem
sie eine Abschétzung fiir den Realteil und den Imaginérteil der Eigenwerte entwickelten. Die Fra-
ge, ob es Eigenwerte mit negativem Realteil gibt, versuchten L. GREENBERG und M. MARLETTA
schlieBlich auf numerischem Wege zu iiberpriifen. Auch in dieser Arbeit soll ein numerischer An-
satz fiir die Analyse des Spektrums von (1.2) gewihlt werden. Entsprechende Funktionenrdume
wie in [10] spielen hier demnach keine Rolle. Der Ansatz basiert dabei auf der Arbeit von
D. K. LitLy: Die in den Matrizen A und B auftauchenden Differentialoperatoren werden durch
Differenzenformeln ersetzt. Im Detail wird dieses Vorgehen so weit durchgefiihrt, bis ein Dif-
ferenzenverfahren vierter Ordnung entsteht. Wir bekommen damit eine diskrete Version des
ExMAN-Randschichtproblem; dieses hat ebenfalls die Form eines verallgemeinerten Eigenwert-
problems:

Al = X Bl (1.3)
wobei sich der Index h auf das zugrundeliegende numerische Gitter 2; bezieht. Das Problem
(1.3) ist in dieser Form ein grofies System algebraischer Gleichungen.

In Hinsicht auf die Stabilitéitsfrage der EKMAN-Spirale V' gehen wir numerisch wie folgt vor: Wir
betrachten das System (1.3) und untersuchen das zu A" und B" gehérige Spektrum. Analog zu
oben interessieren uns im diskreten Fall die Eigenwerte von A" und B", welche einen Realteil
kleiner null aufweisen.

Wie bereits oben erw#ihnt, hingt das Problem (1.2) von drei Parametern ab. Konkret sind dies
folgende:

o die Wellenzahl «,
e die REYNOLDSzahl R,
o der Winkel ¢.

Nach der Diskretisierung von (1.2) gilt diese Abhingigkeit auch fiir das Problem A"v" =
M'Brhy d.h. fiir die Eigenwerte und -funktionen gilt die Beziehung

M= \'(a, R, e),

W' =" (a, R,€).

Neben der Frage nach der Existenz von Eigenwerten A" mit der Eigenschaft ReA < 0 sind nach
D. K. LiLLy diejenigen A" von Interesse, fiir die die Bedingung

Re\" = ReM*(a, R,e) = 0 (1.4)

bei minimalem Realteil Re\" gilt (vgl. [18]). Speziell soll diesbeziiglich die REYNOLDSzahl ge-
funden werden, fiir die die Gleichheit (1.4) mit kleinstem R gilt, was uns zur Definition der




kritischen REYNOLDSzahl Ry fiihrt.

Die Gleichheit in (1.4) und die Tatsache, dass unser Problem von drei Parametern abhéngt,
motiviert nun die Behandlung des diskreten EKMAN-Problems (1.3) mithilfe der Methode der
Parameterfortsetzung. Damit soll es gelingen, die kritische REYNOLDSzahl im «-R-e-Volumen
zu finden. Dazu wird die Gleichung (1.4) als konkreter Ansatz verwendet, um das Problem (1.3)
in ein parameterabhéngiges, nichtlineares System der Form

Glu,p) =0, G : RM+1 M (1.5)

zu transformieren. Dabei ist M € N vom gegebenen Gitter €25, abhéingig und G eine stetig dif-
ferenzierbare Abbildung. Die Grofe v € RM wird als Losung obiger Gleichung bezeichnet und
i € R ist der zugehorige Parameter. Wie u bzw. p im Einzelnen aussehen wird in der Anwen-
dung ersichtlich, abhiingig sind sie von den Unbekannten v und \* sowie von den Parametern
R und ¢ (der Parameter a wird zunéchst als feste Konstante betrachtet).

Ziel ist es nun, das System (1.5) zu l6sen. Ein moglicher Ansatz dazu wére, einen Losungszweig
(u(p), p) fiir ein gewisses p-Intervall zu finden. In der Praxis bedeutet dies, den Parameter p
schrittweise zu erhohen und fiir festes p das Gleichungssystem (1.5) mit dem NEWTON-Verfahren
zu l6sen. In jeder Iteration wird dabei die vorliegende Losung u als Startwert fiir den néchs-
ten Wert von p verwendet. Diese ,einfache” Parameterfortsetzung scheint auf den ersten Blick
natiirlich und die beste Methode zu sein, um Losungen fiir das Problem (1.5) zu erhalten. Aber
diese Methode schliagt fehl an Punkten (u,p), an denen die JAcoBI-Matrix G, singulér ist.
Deswegen wird eine Fortsetzungsmethode verwendet, die auf der Parametrisierung des Losungs-
zweiges nach der Bogenldnge bzw. nach der Pseudo-Bogenlidnge basiert. Das bedeutet konkret,
wir fiihren einen neuen Parameter s ein, so dass sowohl u als auch p von s abhédngen. Die Idee
dazu stammt von H. B. KELLER und wurde Ende der 1970er Jahre entwickelt. Nach Einfiihren
des Parameters s wird das urspriingliche System (1.5) um eine Normierungsbedingung N (z, s)
erweitert, wobei z = (u, ). Damit erhalten wir ein neues Gleichungssystem

F(z,s) =0, F:RM*2  RM+1 (1.6)

das nun mithilfe der Parameterfortsetzung bzgl. s gelost werden kann. Der Vorteil dieser Methode
— der sogenannten Pseudo-Bogenlédnge-Methode — ist, dass damit das Problem der Singularitét
von GG, umgangen werden kann. Man kann zeigen, dass die JACOBI-Matrix F, an sogenannten
regulidren Losungspunkten von (1.5) auch dann invertierbar ist, wenn G,, singulér ist. Damit ist
das NEwWTON-Verfahren durchfiihrbar und wir kénnen mithilfe von (1.6) unser urspriingliches
Problem (1.5) 16sen. Theoretischer Hintergrund fiir diese Methode ist der Satz iiber implizite
Funktionen: Dieser garantiert unter gewissen Voraussetzungen die eindeutige, lokale Losbarkeit
des Systems (1.6), und damit auch des Problems (1.5).

Mit der Methode der Pseudo-Bogenlédnge-Fortsetzung erhalten wir nun eine Losung = = z(s),
fiir die die Gleichung (1.5) erfiillt ist, d. h. wir haben

G(z(s)) = 0.

Diese Losung nennen wir in Anlehnung an (1.4) , Neutralitdtskurve“ und erhalten damit insbe-
sondere diejenigen Eigenwerte des Problems (1.3), fiir die im a-R-e-Volumen der Realteil null
ist.

Um schlieflich die kritische REYNOLDSzahl zu finden, behandeln wir den bis jetzt festgehalte-
nen Parameter « auch als Unbekannte und fithren mithilfe (1.5) ein neues Gleichungssystem der
folgenden Form ein:

T(z) =0, T:R*M+2 _, R2M+L

Durch erneutes Anwenden der Pseudo-Bogenlédnge-Methode auf die letzte Gleichung gelingt es
uns, die kritische REYNOLDszahl im a-R-e-Volumen zu bestimmen. Numerische Rechnungen




und zugehorige Schaubilder veranschaulichen das Vorgehen dazu.

Samtliche Ergebnisse der in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren und Methoden sind mit der ma-
thematischen Software MATLAB erzielt worden. Um einen Eindruck von dem zugrundeliegenden
Quellcode der numerischen Verfahren zu bekommen, sind die wichtigsten Teile der Programm-
texte mit in den Anhang integriert worden.

Zum Ende dieser Einfithrung soll schlieSlich noch eine Ubersicht zu den einzelnen Kapiteln dieser
Arbeit folgen:

Kapitel 2 fiithrt kurz in das Gebiet der hydrodynamischen Stabilitdt ein. Hier soll eher ,un-
mathematisch® das zugrundeliegende Thema dieser Arbeit motiviert werden. Dazu wird
ein historisches Beispiel aus dem Jahre 1883 aufgefiihrt, das relativ einfach klarmacht,
was Stabilitdt in der Hydrodynamik bedeutet. Schliellich wird noch die EKMAN-Spirale
aus physikalischer Sicht beleuchtet, um eine anschauliche Vorstellung zu dem eigentlichen
Thema dieser Arbeit zu bekommen.

Kapitel 3 befasst sich mit den Grundlagen des Problems der vorliegenden Arbeit. Neben grund-
legenden Notationen werden auch andere fundamentale Konzepte — z. B. das der linearen
Stabilitdtsanalyse — vorgestellt, die bei der Herleitung des EKMAN-Randschichtproblems
von Bedeutung sind. Basis dieses Kapitels ist das Paper [18] von D. K. LiLLY aus dem Jahr
1966, welches ausgehend von den NAVIER-STOKES-Gleichungen schliefllich zum eigentli-
chen Problem der Arbeit fithrt — dem EKMAN-Randschichtproblem. Zum Schluss dieses
Kapitels wird der Begriff der kritischen REYNOLDszahl erlautert.

Kapitel 4 widmet sich auf Basis des EKMAN-Randschichtproblems der Herleitung eines numeri-
schen Differenzenverfahrens vierter Ordnung. Wihrend sich der erste Abschnitt zunéchst
im allgemeineren Sinn mit Differenzenformeln befasst, dienen die beiden folgenden der kon-
kreten Herleitung des Differenzenverfahrens. Die Grundidee dazu stammt von D. K. LILLY
selbst. Darauf aufbauend wird ein Differenzenverfahren vierter Ordnung der Form A"v" =
N B o hergeleitet. Dieses bildet die Grundlage fiir das weitere Vorgehen in Kapitel 6.

Kapitel 5 befasst sich mit der Theorie zur Losung von parameterabhingigen Gleichungssyste-
men der Form G(u,\) = 0. Grundlegendes Hilfsmittel dazu ist der Satz iiber implizite
Funktionen. Darauf aufbauend werden zwei Methoden vorgestellt, wie man in der Praxis
solch ein Problem handhabt. Nur die zweite Methode — die der Pseudo-Bogenlédnge — wird
fiir uns von Interesse sein. Diese gibt uns die Moglichkeit, mit dem NEWTON-Verfahren eine
Losung (u(s), A(s)) zu berechnen, wobei s ein gewisses Intervall durchlduft. AbschliefSend
beschéftigen wir uns mit der Berechnung von ,,Umkehrpunkten“ des Systems G (u, \) = 0;
das sind Losungen des Gleichungssystems, bei denen die JACOBI-Matrix G, singulir ist.
Als Literaturangabe ist hier insbesondere [3] zu nennen.

Kapitel 6 dient der Anwendung der vorgestellten Verfahren und Methoden. Mithilfe des An-
satzes ReA" = 0 wird mit dem Differenzenverfahren A"v" = \'B'o" aus Kapitel 4 ein
parameterabhéngiges Problem der Form G(u, ) = 0 hergeleitet. Dieses fithrt uns zur An-
wendung der Methoden aus Kapitel 5 und liefert numerische Resultate inklusive zugehori-
gen Schaubildern. Speziell geben uns die Mittel der Fortsetzungsmethoden die Moglichkeit,
die kritische REYNOLDszahl zu berechnen.

Kapitel 7 gibt einen groben Abriss der in dieser Arbeit behandelten Themen. Des Weiteren
wird die numerische Vorgehensweise von D. K. LILLY skizziert, die ihm ermoglichte, auf
seine Weise der kritischen REYNOLDSzahl einen Wert zuzuweisen. Auflerdem wird dies-
beziiglich kurz auf weitere Arbeiten eingegangen, die sich ebenfalls mit dem EKMAN-
Randschichtproblem beschéftigen.

Der Anhang rundet die Arbeit schliellich ab. Zunéchst wird Abschnitt A eine kurze Einfithrung
in das NEWTON-Verfahren geben inklusive einem bekannten Konvergenzresultat. Teil B




widmet sich detailliert der Berechnung der Ableitungen, welche fiir die Pseudo-Bogenléinge-
Methode gebraucht werden. Der letzte Abschnitt C des Anhangs stellt den MATLAB-
Quellcode vor, der in den numerischen Verfahren verwendet wurde. Dabei wird nicht der

gesamte Programmtext mit angegeben, sondern lediglich die wichtigsten Fragmente des
Quellcodes.




Kapitel 2

Motivation: Hydrodynamische
Stabilitit

Die Hydrodynamik beschéftigt sich mit der Bewegung von Fliissigkeiten und Gasen und darauf
aufbauend mit dem Verhalten von laminaren (ohne Verwirbelungen) und turbulenten Strémun-
gen. Insbesondere ist der Punkt von Interesse, an welchem eine Fliissigkeit (oder ein Gas) von
einem laminaren in einen turbulenten Zustand iibergeht. Solche stromungsmechanischen Insta-
bilitdten finden sich in Natur und Technik fast iiberall, z. B. bei einer Rohrstrémung, welche in
Abschnitt 2.1 genauer erlautert wird.

Die Frage nach einer Strémung, die sich in einem bestimmten Raumgebiet und unter gegebenen
Rand- und Anfangsbedingungen einstellt, ist von zentraler Bedeutung in der Stréomungsmecha-
nik. Insbesondere interessiert man sich dafiir, ob diese Stromung auch stabil ist, d.h. robust
gegeniiber gewissen Ungenauigkeiten bzw. Storungen und demzufolge in der Realitét beobacht-
bar ist. Die mathematische, korrekte Formulierung dazu wird spéter vorgenommen.

Stabilitdt bezieht sich immer auf einen Referenzzustand, man nennt ihn die Grundstrémung.
Instabilitdten lassen sich am besten untersuchen, wenn die Grundstréomung einfach ist und viele
Symmetrien besitzt. Symmetrie bedeutet dabei, dass die zugrundeliegenden Gleichungen fiir die
Stromung und die dazugehorigen Randbedingungen invariant sind unter bestimmten Symmetrie-
Operationen.

Die hydrodynamische Stabilitdt beschéftigt sich im weitesten Sinne mit der Frage nach den
Stromungsformen, die unter gegebenen Bedingungen realisiert werden. Ein wichtiger Aspekt ist
dabei die Anderung der Symmetrieeigenschaften einer Stromung. In den meisten Fillen ver-
ringert sich die Symmetrie der Stromung, wenn z. B. die Stidrke des Antriebs erhoht wird. Der
Antrieb wird normalerweise durch einen Parameter quantifiziert, z. B. die REYNOLDszahl. Der
Wert des Parameters, bei dem Symmetrie gebrochen wird, bezeichnet man als kritischen Wert.
Man spricht von einer symmetriebrechenden Instabilitét.

2.1 Rohrstromung

Ein gutes Beispiel fiir die Untersuchung der Stabilitét einer Fliissigkeit ist das Prinzip der Rohr-
stromung. Das zugrundeliegende physikalische Experiment geht dabei auf O.REYNOLDS aus
dem Jahr 1883 zuriick: Hierbei flieBt Wasser unter einem gewissen Druck iiber eine lange gerade
Rohrstrecke aus einem Reservoir. Nach dem konischen Einlauf und einer gewissen Einlauflinge
im Rohr bildet sich eine laminare Grundstréomung aus, welche von der REYNOLDSzahl R para-
metrisiert wird (vgl. [4], Kapitel 1); diese ist abhéngig von der Stromungsgeschwindigkeit des
Wassers im Rohr. Dabei wird das laminare Stromungsprofil lediglich fiir hinreichend geringe
Wasserdurchflussraten realisiert. Bei einer Erhohung der REYNOLDSzahl bzw. der Durchflussra-
te beobachtet man nach der laminaren (glatten) Stromung zunéchst einen Bereich, in dem die
laminare Stromung mit anscheinend chaotischen Stromungsgebieten abwechselt. Bei weiterer
Erhohung der REYNOLDSzahl wird die gesamte Stromung chaotisch (turbulent). O. REYNOLDS
fand einen bestimmten Wert der REYNOLDSzahl fiir den Ubergang zur Turbulenz, die sogenann-
te kritische REYNOLDSzahl. Dieser Wert ist zudem noch abhingig von den dufleren Umsténden
des Experiments, d.h. die Lange und Glattheit des Rohrs und die Form des Einlaufs spielen
z. B. auch eine Rolle bei der Bestimmung der kritischen REYNOLDszahl. Aus diesem Grund gibt




2.2 Die Ekman-Spirale

es je nach Beschaffenheit des Experiments verschiedene Werte fiir die kritische REYNOLDSzahl.

Abbildung 2.1 veranschaulicht das Experiment von O.REYNOLDS, bei dem das einflielende
Wasser mit einem Tintenfaden gekennzeichnet ist. Ist die Einflussgeschwindigkeit des Wassers
hinreichend klein, so entsteht eine laminare Stromung (Abbildung 2.1 (a)). Bei einer sukzessiven
Erhohung der Geschwindigkeit bzw. der REYNOLDSzahl wird irgendwann der Punkt erreicht,
an dem der Ubergang zur turbulenten Strémung zu erkennen ist. Abbildung 2.1 (b) zeigt die
turbulente Strémung mittels der Tinte nach dem Ubergang.

s

(2)

ORI
JJ%

Abbildung 2.1: Originalskizzen des Experiments von REYNOLDS (1883).!

Das oben beschriebene Experiment illustriert eines der Ziele beim Studium der hydrodynami-
schen Stabilitdt, ndmlich die Frage nach der Stabilitdt bzw. Instabilitéit einer gegeben lami-
naren Grundstrémung. Insbesondere ist dabei der Umschwung von laminarer zur turbulenten
Stromung von Interesse, d. h. der Punkt, an welchem die laminare Stromung instabil wird.

2.2 Die Ekman-Spirale

Die Frage nach der Stabilitit bzw. Instabilitit einer Stromung beschriankt sich natiirlich nicht
nur auf den Fall der Rohrstrémung. Auch Luft- und Meeresstrémungen treten bei der Untersu-
chung von hydrodynamischen Stabilititen auf. In dieser Arbeit soll es dabei speziell um einen
gerichteten Fluss in einem rotierenden Halbraum gehen. Die in diesem Fall zugrundeliegende
Grundstromung ist die sogenannte EKMAN-Spirale, welche hier als Grundlage fiir die Untersu-
chung von Stabilitdt bzw. Instabilitdt dient.

In diesem Abschnitt soll die EKMAN-Spirale aus physikalischer Sicht kurz erldutert werden.
Mathematische Formulierungen dazu werden erst im néchsten Kapitel vorgenommen. Die EX-
MAN-Spirale tritt {iberall dort auf, wo z.B. Wind kontinuierlich iiber eine Wasseroberfliche
weht. Die experimentellen Beobachtungen dazu gab es bereits Ende des 19. Jahrhunderts von
dem norwegischen Polarforscher F. NANSEN. Dieser stellte bei einer Reise durch das Polarmeer
fest, dass dortige Eisschollen nicht in Richtung des Windes treiben, sondern eine rechtsseitige
Abweichung von 20 bis 40 Grad in Bezug auf die Windrichtung erfahren. Dieses Phdnomen lasst
sich in der Theorie folgendermaflen erkldren: Aufgrund von Reibungseffekten zieht der Wind
das Wasser hinter sich her, so dass das Wasser sich ebenfalls einer Bewegung unterzieht. Durch
die Drehung der Erde wirkt die CorIioLis-Kraft auf diese Bewegung und lenkt das Wasser auf
der Nordhalbkugel in einem Winkel von 45 Grad nach rechts (auf der Stidhalbkugel nach links).
Dieser Effekt setzt sich auf die unteren Wasserschichten fort, denn die Reibung an der Was-
seroberfliche durch den Wind bewirkt eine Bewegung auf jede einzelne Wasserschicht; d. h. die
jeweils dariiberliegende Wasserschicht iibernimmt den Reibungseffekt des Windes. Damit ver-
ursacht der CoRrIOLIS-Effekt mit zunehmender Tiefe eine immer weiter nach rechts wirkende
Ablenkung. Tiefere Wasserschichten bewegen sich dabei langsamer und die Bewegungsrichtung

'Quelle: [4], S.3.




2.2 Die Ekman-Spirale

des Wassers weicht immer stéirker von der Windrichtung ab, bis schliefilich das Wasser in der
sogenannten EKMAN-Tiefe entgegengesetzt zur Windrichtung fliefit.

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung der EKMAN-Spirale in einem Vektordiagramm.?

In Abbildung 2.2 ist die resultierende Stromungsrichtung inklusive Strémungsgeschwindigkeit
fiir verschiedene Wassertiefen dargestellt (auf der Nordhalbkugel). Wenn man nun die Windvek-
toren der einzelnen Hohen auf die horizontale Ebene nach unten projiziert und die Endpunkte
der Vektoren miteinander verbindet, so ergibt sich die Darstellung einer (logarithmischen) Spi-
rale.

Bemerkt sei an dieser Stelle, dass auch — wie im Wasser — eine EKMAN-Spirale in der Luft iiber
der Wasseroberfliche (oder auch iiber dem Erdboden) existieren kann. Ebenso gilt dies im Was-
ser iiber dem Meeresgrund, falls das Wasser dort eine gewisse Stromung aufweist.

In Bezug auf die mogliche Form und Auswirkung einer Instabilitit der EKMAN-Spirale sei hier
z.B. auf die Arbeit von A.J. FALLER verwiesen (vgl. [7]). Hier wurde in physikalischen Experi-
menten die Instabilitdt in Form von bandartigen Verwirbelungen nachgewiesen.

2Quelle: [23], S. 493.




Kapitel 3

Grundlagen des
Ekman-Randschichtproblems

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Themen behandelt, die fiir die Arbeit im weite-
ren Vorgehen von Bedeutung sind. Nachdem kurz einige Grundbegriffe und Notationen vorge-
stellt werden, widmet sich der zweite Abschnitt dem Konzept der linearen Stabilitdtsanalyse
anhand des Beispiels der NAVIER-STOKES-Gleichungen. Anschlieflend wird kurz in das Thema
der Koordinatentransformation bei partiellen Differentialgleichungen eingefiihrt: Am Beispiel
der LAPLACE-Gleichung wird gezeigt, wie eine Transformation die Darstellung der Gleichung
verdndern kann. Nach diesen Vorbereitungen kommen wir schliellich zum Hauptthema dieser
Arbeit — dem EKMAN-Randschichtproblem. Auf Basis des Papers [18] von D.K.LiLLy wird
ausgehend von den NAVIER-STOKES-Gleichungen mit Rotationsterm ausfiihrlich das ExMAN-
Randschichtproblem hergeleitet. Abschliefend wird erklért, was die kritische REYNOLDSzahl in
diesem Zusammenhang ist.

3.1 Grundbegriffe und Notationen

Im Folgenden sei n € N stets eine natiirliche Zahl.
3.1 Notation

a) Fir das Skalarprodukt zweier Vektoren x,y € R™ verwenden wir die Schreibweise x -y :=
Z?:1 x;y;. Dies verwenden wir ebenso, falls x oder y Differentialoperatoren enthilt.

b) Die partiellen Ableitungen einer Funktion u schreiben wir in der Kurzform

0 0? 0?
OgUh := —u, 8§2u = o5 U, OpyU 1= 920y

Oz 0z

u etc.

Fiir die totale Ableitung nach einer Variablen (z. B. der Zeit), verwenden wir auch den
Punktoperator:

d

U= —u.
dt

c) Fir einen Multiindex o« = (o, ...,a,) € Nj und x € R" ist folgende Schreibweise ge-
brauchlich:

80& :ag :8(;11806”’ |Oé| :Oé1++06n

Tn

3.2 Definition

a) Fiir eine skalare Funktion f : R™ — R bezeichnet Vf := (0g, f, ... ,&Tnf)t den Gradienten
von f und Af = Z;‘Zl 8§2f den LAPLACE-Operator von f (fir vektorwertige Funktionen
J
betrachtet man beim LAPLACE-Operator die einzelnen Komponenten).

b) Fiir eine vektorwertige Funktion F : R™ — R" ist div F := Z?Zl Oz, Fj die Divergenz von
F.




3.1 Grundbegriffe und Notationen

¢) Das Kreuzprodukt zweier Vektoren a und b im R> ist gegeben durch

a by azbs — agby
axb= a2 X b2 = agbl — albg
as b3 albg — CLle

Bei der Behandlung der NAVIER-STOKES-Gleichungen taucht je nach Schreibweise der Konvek-
tionsterm (V - V)V auf, wobei hier V : R, x R?* — R3 das Geschwindigkeitsfeld ist. Folgender
Sachverhalt ist dabei zu beachten:

3.3 Lemma

Fiir V.=V (t,r(t)) mit r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) gilt

d
ZV=av (V-

Beweis. Mit V = (v1,v9,v3)! ergibt sich nach der Kettenregel fiir v;, i € {1,2,3}:

d 1 8t$

—i(t,r(t)) = (Opv; Orvy) = 0p; + 0pviOr = Opv; + (Opv; Oyvs 0,v5) | Oy

dt 8tr a p
¢

= 0yv; + 0,001 + Oyvv2 + 0,053,

denn es gilt nach dem Weg-Zeit-Gesetz 0;x = vy, 0yy = vo, Orz = vs. Damit erhélt man

d Oyv1 + 0zv101 + Oyv1v2 + 0,103 V1
%V = | Owa+ Opvou1 + Oyvova + 0,v2v3 | = OV + (V102 + 120y +v30;) | v2
0yv3 + 0,301 + Oyv3va + 0,303 U3
O
:8tv+(1}1 () 113) 8y V:atV+(V'V)V
0,

O]

3.4 Definition
Gegeben seien zwei komplexe Matrizen A, B € C"*™. Ein verallgemeinertes Eigenwertproblem
ist ein Problem der Form

Az = \Bz. (3.1)

Dabei heifit ein Vektor x € C" (z # 0) ein verallgemeinerter Eigenvektor, falls ein A € C
existiert, so dass die Gleichung (3.1) erfillt ist. X heifst dann verallgemeinerter Eigenwert.

3.5 Bemerkung

a) Im Fall, dass B die Finheitsmatriz ist, d. h. B = I, erhalten wir mit (3.1) das tbliche
Eigenwertproblem Ax = Ax.

b) Falls wir in (3.1) nicht ein Element x in C" suchen, sondern x aus einem Funktionenraum
X ist und A und B (gewdhnliche) Differentialoperatoren enthalten, nennt man x auch die
zu A gehorige Eigenfunktion.

10



3.2 Das Konzept der linearen Stabilitédtsanalyse

3.2 Das Konzept der linearen Stabilitdtsanalyse

In diesem Abschnitt soll das Konzept der linearen Stabilitdtsanalyse von Losungen der inkom-
pressiblen NAVIER-STOKES-Gleichungen formal dargestellt werden (vgl. [4], Kapitel 2.3). Dazu
betrachten wir eine gegebene (meist stationdre) Losung der NAVIER-STOKES-Gleichungen, auch
Grundstréomung genannt. Die entsprechenden Gleichungen, die eine Stromung einer inkompres-
siblen Fliissigkeit beschreiben, sind durch folgendes System gegeben:

YV +(V-V)V = -V (i) N 652)

divV =0,

wobei V' das Geschwindigkeitsfeld, p der Druck und p und v feste Parameter sind. Das zugrun-
deliegende Gebiet inklusive den Randbedingungen fiir V' spielt zunéchst keine Rolle, weswegen
keine weiteren Bezeichnungen dafiir vorgenommen werden. Wir gehen nun von einer gegebenen
Grundstrémung aus, die im Folgenden durch V = V (¢, 2) und p = p(t, ) gegeben sei und (3.2)
erfiille. Die Variablen ¢ und z stehen hierbei fiir die Zeit bzw. fiir die Ortskoordinaten.

3.6 Definition B
FEine Grundstrémung (V,ﬁ), die die NAVIER-STOKES-Gleichungen (3.2) erfillt, nennt man
Grundlésung.

Geht man von einer beliebigen Anfangsbedingung (Vges(0, ), pges(0, x)) aus, welche ,,nahe* bei
(V(O,x),ﬁ(o,x)) liegt und die gleichen Randbedingungen erfiillt wie die Grundlésung (V,p),
kann man davon ausgehen, dass fiir t > 0 eine entsprechende Gesamtstromung (Vges, pges) €xis-
tiert, die eine Losung von (3.2) ist (vgl. [15], Kapitel 2.3).

Es ist nun interessant zu untersuchen, wie sich die Abweichung W := Vi, — V und ¢ := Dges — P
von der Grundstréomung in der Zeit ¢ verh&lt. Verschwindet die Differenz im Laufe der Zeit,
d.h. gilt (W, q) — 0 fiir ¢t — oo, dann wird fiir ¢ — oo die Grundstrémung (V, ﬁ) realisiert. Die
Grundstromung ist dann stabil. Bleibt jedoch fiir ¢ — oo die Abweichung (W, q) # 0, dann ist
die Grundstrémung instabil. Was hierbei stabil bzw. instabil bedeutet, wird gleich noch formal
definiert.

Es ist daher sinnvoll, die zeitliche Entwicklung der Stérungen (W, ¢) zu untersuchen. Wenn man
die Gesamtstromung Vges = V + W und Pges = D + ¢ in die NAVIER-STOKES-Gleichungen (3.2)
einsetzt, erhélt man eine exakte nichtlineare Gleichung fiir die Stoérungen:

oW +(V-VYW+ (W -V)V+ (W -V)W =-V (Z)JFVAW, (33)

divW = 0.

Kommen wir nun zur Stabilitidt. Hierbei gibt es folgende allgemeine Charakterisierung (vgl. [4],
Kapitel 2.3):

3.7 Definition
Sei (V,;E) eine Grundlisung der NAVIER-STOKES-Gleichungen (3.2).

a) (V,p) heifst LIAPUNOV-stabil genau dann, wenn fir die Storung (W, q) gilt:

IW(0.2)] < 6} N { W ()] < }

Vi>0Ve>03)>0:
{ la(0, z)|| <6 la(t, z)|| <e

Andernfalls ist (V,ﬁ) LiApPUNOV-instabil.

11



3.2 Das Konzept der linearen Stabilitédtsanalyse

b) (1_/,]3) heifst asymptotisch stabil genau dann, wenn (V,ﬁ) LiapuNoOV-stabil ist und
zusdtzlich gilt:

W (0,2)] < n Jim [[W(t, z)]| =0
dn>0: = ;
lg(0,2)]| < Jim [g(t,7)] =0

Auf die Norm ||.|| in obiger Definition soll hier nicht genauer eingegangen werden. Auch etwaige
Funktionenrdume lassen wir hier auflen vor, um nicht in andere Themengebiete abzuschweifen.
Erwéhnt sei aber, dass als Norm z. B. die Supremumsnorm beziiglich x gewiahlt werden kann.

3.8 Bemerkung

a) Die Lisung Vies = V+W und Pges = D+ q zerfallt mit diesem Ansatz in zwei Teile: in die
Grundlosung (V,;E) und in einen gestorten Teil (W, q). Man kann deswegen (Vyes, Pges)
auch als gestorte Losung von (3.2) bezeichnen.

b) Anschaulich gesprochen erfordert die LIAPUNOV-Stabilitit, dass sich die gestorte Losung
(Vges, Pges) im Laufe der Zeit nicht zu weit von der Grundlésung (V,p) entfernen darf.
Bei einer stabilen Grundldsung bleiben alle Storungen, die anfangs kleiner als 0 sind, fiir
alle Zeiten immer kleiner als €.

¢) Die LIAPUNOV-Stabilitit erfordert nicht, dass Stérungen fir t — oo verschwinden. Fir
LJAPUNOV-Stabilitdt wiirde es schon ausreichen, wenn die Norm der Stérungen gleich
bleibt.

d) Die asymptotische Stabilitdit ist ein strengeres Kriterium. In diesem Fall schmiegt sich die
Losung (Vges, Pges) fiir t — oo an die Grundlésung (V,p) an.

Im Folgenden soll es hier aber nicht um die LiAPUNOV-Stabilitéit gehen, sondern um die lineare
Stabilitét einer Grundlosung. In diesem Zusammenhang wird angenommen, dass es sich um die
zeitliche Entwicklung kleiner Stérungen handelt, weswegen der quadratische Term (W - V)W
in der exakten Storungsgleichung (3.3) vernachlissigt werden kann. Man erhilt dadurch ein
lineares Stabilitidtsproblem in W und ¢ der Form

@W+@ﬂvmhuwrwvz—vcg+umﬂ )

divW =0.

Im Fall, dass die Grundstrémung V stationiir — also zeitunabhingig — ist, d.h. V(¢,2) = V(x),
kann man folgenden Separationsansatz fiir die Stérungen W und ¢ machen (vgl. [4], S.30):

W (t,z) ) - ( W (x) )
=e N . 3.5
(e i) 35
Dieser Ansatz wird Normalmodenansatz genannt, bei dem die zeitliche Entwicklung exponentiell

ist mit der komplexen Wachstumsrate v = Rey +ilm~ und die rdumlichen Funktionen durch W
und ¢ gegeben sind.

Wenn man nun den Normalmodenansatz (3.5) in das lineare Stabilitétsproblem (3.4) einsetzt,
erhélt man Gleichungen fiir die komplexe Wachstumsrate v und die rdumlichen Funktionen W
und ¢ der Normalmode in der Form

A — ~ A~ — q A
W+ (V- -V)W+ W-VV:—V<>+VAW,
AW (VD)W 4 (- 9) ! 5

diviV =0,

12



3.3 Koordinatentransformation

mit entsprechenden Randbedingungen fiir W. Die Gleichungen in (3.6) stellen ein Eigenwert-
problem dar, bei dem man alle méglichen Eigenwerte v und die zugehorigen Eigenfunktionen
(W, cj) sucht. In Bezug auf die Stabilititsfrage ist hier der exponentielle Term e = eRevtellmyt

entscheidend. Dazu folgende

3.9 Definition
Die Grundlisung (V, ]5) ist linear instabil, falls fiir mindestens ein Figenwert v gilt: Rey > 0.

Wie auch bei der Definition der LIAPUNOV-Stabilitdt gehen wir beim Betrachten des Eigen-
wertproblems (3.6) nicht auf zugrundeliegende Operatoren und Funktionenrdume ein, da diese
fiir das weitere Vorgehen nicht von Bedeutung sein werden. Auch wenn dies formal nicht ganz
korrekt ist, so wird Definition 3.9 eine Verbindung zur numerischen Sichtweise geben kénnen.

3.10 Bemerkung

In obiger Definition taucht die Charakterisierung der linearen Stabilitdt der Grundlésung (V,ﬁ)
nicht auf. Grund dafiir ist, dass fiir die Stérungen W und q ein ganz konkreter Ansatz — namlich
(3.5) — gemacht wurde, der nicht ausschlieft, dass es weitere Losungen fiir das lineare Stabi-
litdtsproblem geben kinnte.

3.11 Bemerkung

a) List man das Problem (3.6) numerisch durch Diskretisierung, so erhdlt man ein grofies
System algebraischer Gleichungen. Die jetzt diskreten Werte von x = (VAV@) sind dabei

auf einem numerischen Gitter gegeben. Das Gleichungssystem hat meist die Struktur eines
verallgemeinerten Eigenwertproblems der Form

Ax = yBz,
wobei A, B € C™*™ (n ist abhingig vom gewdhlten numerischen Gitter).

b) Im diskreten Fall entscheiden die Realteile aller Wachstumsraten {o,, = Rev,} aller magli-
chen Normalmoden tiber die lineare Instabilitit der Grundlisung. Die Grundlosung ist hier
also linear instabil, falls max, o, > 0.

3.3 Koordinatentransformation

Bei partiellen Differentialgleichungen kommt es in vielen Anwendungen vor, dass ein kartesisches
Koordinatensystem als Bezugssystem ungeeignet ist. Dies ist insbesondere dann der Fall, falls
krummlinig berandete Definitionsbereiche auftreten. Fiir den Ubergang von einem System in
ein anderes bendtigt man dabei die Kenntnis der Schreibweise fiir die Ableitungsgréfien der
Differentialgleichung im neuen System. Fiir einen solchen Ubergang gibt es folgende

3.12 Definition
FEine Koordinatentransformation des R™ ist eine bijektive differenzierbare Abbildung ® : R™ —
R"™, deren Umkehrabbildung ebenfalls differenzierbar ist. ® ist also ein Diffeomorphismus.

Gegeben sei nun eine partielle Differentialgleichung der Form

F (X, (8af(X))0§|a|§k> =0 (e € NIk e Ny), (3.7)
wobei F' : R™ x (R x ... xR) — R eine Abbildung ist. Die Funktion f sei auf einer offenen,
nichtleeren Teilmenge G des R™ definiert, d.h. f: G — R.

Wir wollen nun die Funktion f in den neuen Koordinaten darstellen, die durch eine Koordina-
tentransformation ® gegeben sind. Wir betrachten also nicht mehr f(X), sondern f(®(X)). Mit
der Definition X’ := ®(X) fiir die neuen Koordinaten ergibt sich die Schreibweise

F(XT) = f(@(X)).

13
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Dadurch wird die Gleichung (3.7) in eine Differentialgleichung

P (X', (6’af(X’))0<‘a|<k) =0 (@ e NI,k € Ny),
iiberfiihrt, wobei die partielle Ableitung &’ jetzt auf die neuen Koordinaten X’ wirkt.
3.13 Bemerkung

a) Im praktischen Gebrauch wird oft fo® mit f identifiziert, da z. B. eine physikalische Grdfie
dieselbe bleibt, unabhdngig von irgendeiner mathematischen Darstellung durch Koordina-
ten.

b) Um jedoch Gleichheit fir f o ® und f bzgl. X zu erlangen, kann man eine Funktion
U : R — R einfiihren, so dass

f=VYofod

gilt, d.h. f(X) = U(f(®(X))).

Da in unserer Anwendung fiir das EKMAN-Randschichtproblem lediglich ein dreidimensionales
Koordinatensystem auftaucht, wollen wir hier nur den Fall n = 3 betrachten (der allgemeine
Fall wird daraus aber ersichtlich). Das Ziel soll nun sein, am Beispiel der LAPLACE-Gleichung
Af(X) =0 im R? eine Koordinatentransformation durchzufiihren. Fiir X = (z,y, 2)! soll also

Af(z,y,z) =0

in ein X’-System transformiert werden, wobei X’ € R? gegeben ist durch

Kurz: Af =0 ~ A(fo®)=0.

3.14 Annahme
Der Einfachheit halber wird hier angenommen, dass © folgende Gestalt hat:

' (z,y
®:R* R O(z,y,2)=| v(z,y) |- (3.8)
)

Eine Verallgemeinerung von ® fiir das weitere Vorgehen ist ohne weiteres maglich, wiirde die
Sache hier jedoch nur unnétig komplizierter und technischer machen.

3.15 Beispiel
Ein Beispiel fiir eine Koordinatentransformation im R3 der Form (3.8) ist eine Rotation des
Koordinatensystems in der x-y-Ebene. Diese ist gegeben durch

cos(e) sin(e) 0\ [z

®(z,y,z) = | —sin(e) cos(e) 0] [y

0 0 1 z
cos(e) sin(e) 0

Dabei ist A:= [ —sin(e) cos(e) 0] die sogenannte Drehmatriz.
0 0 1
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3.4 Herleitung des Ekman-Randschichtproblems

Fiir die LAPLACE-Gleichung braucht man die partiellen Ableitungen nach den Variablen x, y und
z. Fiir die transformierte Funktion fo® mit f(®(X)) = f(®(x,y,2)) = f (2'(x,y),y (x,y),2'(2))
haben wir fiir die ersten Ableitungen mit der Kettenregel
8a:f(q)(X)) = 8xf (xl<x7 y), y’(l’, Z/), Z/(Z)) = 893’]08:51'/ + ay’faa:ylv
0, F(®(X)) = 0,f (¢! (e, y),y/ (2,9),(2)) = Dy fO + D, FO,
0:f(2(X)) = 0.f (2 (2,y). ¥/ (2, y), ' (2)) = 0., f0.2'.
Analog erhilt man fiir die zweiten partiellen Ableitungen
02 f(®(X)) = 0p (00 f(®(X))) = Or (O fOu’ + Dy fO2Y) = O (0o f) O’ + Do fO 02
+ Oy (8y’f) 8xy/ + ay’fa§2y/7
852]”((1)()()) =0y (0y f(P(X))) = 0y (8x/f6y33' + ay/fayy') =0y (0w f) Oy’ + ar/fajw’
Oy (ay’f) 8yy/ + 8y’f8§2 v,
O%f(R(X)) = 0. (0. f(R(X))) = 0. (0 f0:2") = 0. (0 f) 02" + 0 fORZ.

Mit den weiteren Umformungen

(936 (ax/f) = (93,2 f@xm' + aj/x/famy/,
0y Oy f) = 031,y fOR' + 02 fOuy,
Oy (O f) = 2 fOy " + 02 fOY
Oy Oy f) = 0 fOyx' + 022 fOY/

0. (01 f) = 02 f0.2'
erhiilt man damit folgende Form fiir die zweiten partiellen Ableitungen:
O f(D(X)) = 02n f (002')” + 202, f (022") (Oay)) + 02 f (Out))” + Our [P’ + Dy fOPy,
O f(B(X)) = 02 f (9y2)? + 202, f (0y2") (Byy') + 02 f (0y))? + O fORar’ + Dy fORay,
0% F(B(X)) = 82 f (8.2')% + 0. fO%7.

Insgesamt haben wir also die partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2 von f o ® in den neuen
Variablen 2/, 3/ und 2’ dargestellt. Die dabei auftretenden Richtungsableitungen der neuen un-
abhiéngigen Veréinderlichen (z/,y’, 2’) nach den urspriinglichen Variablen (x,y, z) kann man aus
der Parameterdarstellung (3.8) bestimmen.

Die transformierte LAPLACE-Gleichung A (f o ®) = 0 lautet im z’-y’-z’-System demnach
02 f | (9:')’ + (9,0) ] +202, 1 | (002) (9)) + (92) (0)) | + 02 f [ (9 + (0)°
020 f (0:2)" + 0 f | 020! + O’ | + 0y f [0f + Oy | + 0.0 f0%2 = 0.

3.4 Herleitung des Ekman-Randschichtproblems

In Anlehnung an das Konzept der linearen Stabilitéitsanalyse aus Kapitel 3.2 soll in diesem Ab-
schnitt mit dem analogen Vorgehen ein lineares Stabilitédtsproblem hergeleitet werden, aus dem
dann das EKMAN-Randschichtproblem resultiert. Grundlage dafiir sind hier die dreidimensiona-
len NAVIER-STOKES-Gleichungen mit Rotationsterm aus der Stromungsdynamik (vgl. [18]):

d
V—uAV+2Qeg><V+V(p> — 0,
dt 0

divV =0,

(3.9)

wobei wieder durch V' = (vq,vs,v3)! das Geschwindigkeitsfeld und durch p der Druck einer
inkompressiblen Fliissigkeit gegeben sind. Die restlichen Groéflen sind folgendermafien definiert:
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3.4 Herleitung des Ekman-Randschichtproblems

e v > (: kinematische Viskositét,

e (2 € R: CoRIOLISparameter,

e e3 = (0,0,1)": Einheitsvektor in z-Richtung,
e p > 0: Dichte.

Unter Beachtung von Lemma 3.3 erhilt man die zu (3.9) dquivalente, herkémmlichere Schreib-
weise der NAVIER-STOKES-Gleichungen:

8tV—uAV+2Qeg><V+(V-V)V+V<i) =0,

divV =0.

(3.10)

Des Weiteren kommen zu obigem Problem noch Randbedingungen hinzu, die aus physikalischer
Sichtweise motiviert werden koénnen (vgl. [18]):

V(t,z,y,0) =0,
es - V(t,x,y,00) =0, (3.11)
(e3- V)V (t,x,y,00) =0.
Dass obiges Problem eine stationdre — also zeitunabhéngige — Losung besitzt, wurde von dem

schwedischen Physiker und Ozeanograph V. W. EKMAN entdeckt. Diese Losung, die sogenannte
EKMAN-Spirale (vgl. [5]), kann man explizit angeben:

B 1 —exp(—z/D)cos(z/D)
V =1y exp(—z/D)sin(z/D) ,
0
p = —2pQugy,
wobei vy > 0 eine Konstante ist (der sogenannte geostrophische Fluss) und D durch D :=
(v/Q)'/? definiert ist.

3.16 Lemma
Die EKMAN-Spirale (17,13) erfillt die NAVIER-STOKES-Gleichungen (3.10) mit den Randbedin-
gungen (3.11).

Beweis. Sei V = (v1, 02, v3)!. Durch Einsetzen der EKMAN-Spirale erhélt man komponentenweise
folgende Gleichheiten:
erste Komponente:

o1 — VAU + 29(63 X V)l + (U_lax + ’U_Qay + 1)_362) U1 + Oy (i)
—— (_Qexp(—z/ll)));m(z/D)

exp(—z/D)sin(z/D)
v/

) +2Q (—vg exp(—2/D)sin(z/D))

= 2vv,

— 2Qug exp(—2z/D)sin(z/D) = 0,
zweite Komponente:
Oyp — VAU + 29(63 X V)Q + (171(%; + ?728y + 773&2) v + 8y (lp))

- <_Qexp(—z/D) cos(z/D)

> + 2Qu, (1 — exp(—z/D) cos(z/D)) — 2Qw,

D2
—z/D D
= 2, exp(=z/D) cos(z/D) _ 2Qug exp(—z/D) cos(z/D) = 0,
v/Q
dritte Komponente ist klar, da v3 = 0 und p unabhéngig von z ist.
Ebenso klar ist, dass divV = 0 und die Randbedingungen (3.11) erfiillt sind. O
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3.4 Herleitung des Ekman-Randschichtproblems

3.17 Bemerkung
Nach Definition (3.6) ist die EKMAN-Spirale (V,ﬁ) eine stationdre Grundlosung.

In dieser Arbeit soll es um die Stabilitdtsfrage der EKMAN-Spirale gehen, weswegen diese nun
als ein Referenzzustand betrachtet wird. Fiir die Stabilitdtsanalyse macht man wieder folgen-
den Storansatz (vgl. [11]): Man betrachtet eine beliebige Losung (V,p) der NAVIER-STOKES-
Gleichungen (3.10) inklusive der Randbedingungen (3.11) und setzt

o W:=V -V und
e qg:=p—p.
Nun betrachtet man V = W + V und p = ¢ + p und setzt dies in (3.10) ein:

atW—l—atV—VAW—I/AV—FQQe;; x W + 2Qez x Vv
+(W-V)W+(V-VYW+ (W -V)V+ (V- -V)V

< (1) ()

divW +divV =0,

<~
QW — VAW + 20eg x W + (W - V)W + (V - V)W
+(W~V)V+V<Z) — 0,
diviV = 0.

Auch hier vernachlissigt man den nichtlinearen Term (W - V)W und erhilt somit fiir W =
(w1, ws, w3)! und ¢ das lineare Stabilitiitsproblem

p
divIW =0,

8,5W—VAW+2§263xW+(V-V)W+(W-V)V+V<q>=0, (3.12)

mit den dazugehorigen Randbedingungen

W =0, fur z =0,
ws = 0, fiir z = oo, (3.13)
0., W =0, fiir z = cc.

3.18 Bemerkung

a) Aufgrund von experimentellen Beobachtungen in der Stromungsdynamik von A.J. FALLER
zum EKMAN-Randschichtproblem ist die Vernachlissigung des nichtlinearen Terms (W -
V)W gerechtfertigt (vgl. [18]).

b) Ziel ist es, obiges Stabilititsproblem unter gewissen Bedingungen und weiteren Umformun-
gen in eine gewohnliche Differentialgleichung tiberzufihren.

Es werden nun neue StérgréBen (im Folgenden mit einem ,,“ gekennzeichnet) fiir das Problem
(3.12) mit den Randbedingungen (3.13) eingefiihrt:

o 7’ := (xcos(e) + ysin(e))/D,
o y := (—zsin(e) +ycos(e))/D,
o 2/ :=2/D,
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3.4 Herleitung des Ekman-Randschichtproblems

o w) := (wycos(e) + wasin(e)) /vy,
o wf = (—w; sin(e) 4+ wa cos(e)) /vy,
o wh = ws3/vg,

¢ :=q/(pvy),

o t':=tv,/D.

Die neuen Funktionen w} (i € {1,2,3}) und ¢’ sollen hierbei von den neuen Variablen ¢, 2/, ¢/
und 2’ abhingig sein.

3.19 Annahme

Des Weiteren wird angenommen, dass die partiellen Ableitungen nach x' verschwinden, d. h. es
gilt jeweils

0 () =0.
3.20 Bemerkung

a) Die Einfiihrung obiger Griffen und Annahme 3.19 kann man wie folgt interpretieren: Da
man nach den Ezperimenten von A.J.FALLER nach gleichgerichteten Stérungen sucht,
nimmt man an, dass die Ableitungen der Storgrifien in einer Richtung verschwinden, wes-
wegen die horizontalen Koordinatenachsen entsprechend einem Winkel € gedreht werden.
Die Skalierungen der Grofien mit D bzw. mit vy dienen dazu, die Gleichungen dimensi-
onslos zu machen (vgl. [18]).

b) Die neu eingefiihrten Variablen (x',y',2") kann man als Koordinatentransformation mit
ewner Drehmatriz beschreiben:

x 1 cos(e) sin(e) 0\ [z
Y| = ol sin(e) cos(e) 0] |y
2 0 0 1 z

Im Folgenden wird Gleichung (3.12) mit den neu eingefithrten Gréflen betrachtet. Umformen
bzw. ableiten ergibt:

w1 = vy cos(e)w) — vy sin(e)ws,

wy = vg sin(e)w] + vy cos(g)ws,

w3 = vgws,
q=pvaq,
0zx' = cos(e)/D,
oyx’ =sin(e)/D,
O,y = —sin(e)/D,
dyy' = cos(e)/D,
0.2 =1/D,
ot' =vy/D.

Fiir die weiteren Umformungen ist es hilfreich, die Storungsgleichung (3.12) in ihren einzelnen
Komponenten zu betrachten.

Erste Komponente:

Orwy + (17181’[01 + ﬁgaywl + 17382101) + (wl(‘?xﬂl + wgayﬁl + U)38z171)

3.14
+ Oy (i) — 2Qwy = vAwn, ( )
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3.4 Herleitung des Ekman-Randschichtproblems

zweite Komponente:
Orwo + (U_lamwz + ’U_zang + Ugazwz) -+ (wlaxv_z + ’U)Qay’l)_g + wgazv_z)

q (3.15)
+ 0y <,0> + 2Qw; = vAws,

dritte Komponente:

Orws + (1718111)3 + ﬁgang + ﬁgazwg) + (wlaxﬂg + wgayﬁg + wgazﬂg)
3.16
+ 0, <Z> = vAuws. ( )

Mit dem analogen Vorgehen aus dem Kapitel iiber Koordinatentransformation und unter Beach-
tung von wy = w (W, wh) mit w; = wi(t', 2’y 2") = wi(t'(t), 2 (z,y),y (z,y), 2'(2)), i € {1,2},
(analog fiir wo, w3 und q) ist (3.14) damit dquivalent zu:

Opw1 O’ + 11 (Op w107 + 8y/w16xy') + ﬁg(@x/wlayx/ + By/wlayy/) + w30, v10,%
+ Ill)(%'qazl‘/ + 8y’qa$y/) — 2Quwo
= 1/[8 pwy (O, ? + (8yx')2) + 65/2101 ((axy')Q + (3y2~//)2)

+ 202, w1 (022009 + Oy’ D) + 020wn (0.2')?]

<
v2 cos(e vZsin(e vy cos?(e vg sin(e) cos(e
LLCPR L C Y (L C IR OO P
. <2 .
cos(e) sin(e sin®(e cos(g) sin(e
tae )y I Y g (),
.92 2 .
vg sin“(e vg cos”(e vgsin(e) cos(e 1
_gD()ax/wé + gD()ay/wll _ g(D)()ay/w/2> + Q]gwé <D8Z/’U_1>
L gcos(e), ,  osin(e), . / /
+ p P —] Owrq' — puy D Ay | — 29 (vgsin(e)w] + vy cos(e)wy)
1 1
=v [D2 (vg cos(e)D2aw] — vy sin(e)2nwh) + D2 (v cos(e)(‘);,gwi
1
—vy sin(s)@i,gwé) + 72 (vg cos(e) 2w — vy sin(a)@f,gwé)} ,
0,(.)=0
2/ ()
Dvg 12 . / 61 3 / 2 /
—2| cos(e)dyw) — sin(e)dpwy + — (— cos(e) sin(e)dyw] + sin?(e)dy wh)
v g
() 2 / wy . /
+ o (cos®(g)yw) — sin(e) cos(e)dywy) + 782/111 — sin(e)dyq (3.17)
g g

— 2 (sin(e)w] + cos(e)wh)
= cos(a)@i,g wy — Sln(5)8§,2w2 + cos(e) 92w} — sin(e)9Z2wh.

3.21 Definition
Der in obiger Rechnung auftauchende Grifle % liegt folgende Definition zugrunde:

vy D
v

R =

R st die sogenannte REYNOLDSzahl.
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3.4 Herleitung des Ekman-Randschichtproblems

Eine analoge Rechnung wie eben zeigt, dass die zweite Komponente (3.15) dquivalent ist zu

R | sin(g)dpw) + cos(g)dywy + % (—sin?(e)dyw] — cos(e) sin(e)dy wh)
g
/

vy . w _
+ U—Q (sin(e) cos(e)0yw] + cos®(e)dywh) + U—gﬁzlvg + cos(e)dyq (3.18)
9 9

+ 2 (cos(e)w) — sin(e)wy)

= sin(e)d?

y/2w,1 + cos(s)@ia wh + sin(e) 022w + cos(e)0%awh.

Multipliziert man nun (3.17) mit cos(e) und (3.18) mit sin(e) und addiert das Ergebnis, erhélt
man folgende Gleichheit:

_ — /
R|Oyw) + a (—sin(e)dyw)) + L cos(g) 9w + =3 (cos(g)0yv1
Ug Yg Yg
(3.19)
+ Sin(é)azlﬁg) - 2w’2 = 85/211)1 + 83/271)/1.

3.22 Definition
Fiir die EKMAN-Spirale V = (071, 03, 93)! definiert man folgende dimensionslose Komponenten:

cos(e)vy + sin(e) vz
U1 = )
Yg
—sin(e)vy + cos(e)v
Vg '

Us =

3.23 Bemerkung
Mit den Komponenten

U1 = vy (1 —exp(—2') cos(z')) ,

Uy = vy exp(—2') sin(2’)
der EXMAN-Spirale bekommt man fiir Uy und Us

Ur(2') = cos(e) — exp(—2') cos(2’ + ¢),
Us(2') = —sin(e) + exp(—2') sin(z’ + ¢).

Damit ist (3.19) dquivalent zu folgender Gleichheit:

dU
R [8,5/10'1 + U0y wy + wgdﬂ —2wh = 83,211)’1 + 02w, (3.20)

In gleicher Weise wie eben erhélt man bei Multiplikation von (3.18) mit cos(e) und (3.17) mit
sin(e) und anschliefender Subtraktion

au.
R [at/wlg + Usdyrwty + wéT; + 3y/q/] +2w] = 8;,211)5 + 02 owh, (3.21)
Fiir die dritte Komponente (3.16) erhélt man direkt
R [Opws + Uadyws + 8¢ = 85,2w§ + 02wl (3.22)
Die Bedingung div W = 0 aus (3.12) ergibt durch einfache Umformungen

Oy wh + dywy = 0. (3.23)
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3.4 Herleitung des Ekman-Randschichtproblems

Die Randbedingungen (3.13) bleiben mit den eingefiihrten Stérgrofien praktisch unverdndert:
wi = wh =wh =0, fiir 2/ =0,
wy = 0, fiir 2’ = oo, (3.24)
Dwy = Oywh = Oywh =0, fiir 2/ = co.
Nun soll die Druckfunktion ¢’ aus obigen Gleichungen eliminiert werden. Dies geschieht mit
,» Uberkreuzableiten® von (3.21) und (3.22), d. h. man nimmt die partielle Ableitung nach ¢y’ von
(3.22) und subtrahiert davon die partielle Ableitung nach 2z’ von (3.21).

Linke Seite:

d
8y/{R [8t/w§ + U28y/wé + 8z/q’] } — 8Z/{R [&/w; + Uzay/wé + wéTZIQ + 8y/q’] + 2wi}

d
= R |02 wh — 02ywh + Oy (Usdyws) — O (Uadywh) — 0. <wg d(fﬂ — 20w}

, 20Uy dU,

W 2 T da (5y/w§ + 3z'w,3) — 20,w].

= R at%y/U)é 8)5’ /w2 + UQ <8 /2U]3 82/2/10,2) —

=0 nach (3.23)

Mit der abkiirzenden Schreibweise
€ 1= Oywh — Dywhy

erhalt man
/ / / / / dU /
Oy R[at/w3 + U0y w3 + 8Z/q} — 0y 4 R |Opwy + Us0ywy +w 3 e, + Oy q| + 2wy
, d*U
=R {at/ngUga € —wh ,21 — 20,0,
Zur rechten Seite:

2 / 2 / 2 / 2 / 3 / 3 / 3 /
ay/ {8y,2w3 =+ 8Z,2w3} — 821{83/211}2 + 82,/2'11)2} = (9 3'11)3 + (9 2'11]3 — 8Z,y,2w2 — (92,3102

= 82/2§ + 63/2§~
Insgesamt ergibt sich so nach dem ,,Uberkreuzableiten“ folgende Gleichung:
, d2U:
[3,:/6 + Uz0y€ — w3~ ,22] — 20w) = 9228 + 2n€. (3.25)

3.24 Bemerkung

Die Gleichung (3.25) ist in der Meteorologie unter dem Namen Vorticitygleichung bekannt.
Diese beschreibt die zeitliche Anderung der Vorticity (Wirbelstirke) einer zwei- oder dreidimen-
sionalen Stromung, vgl. [6], S. 149 f}.

3.25 Definition

Gegeben sei ein zweidimensionales Stromungssfeld U(z,y) = (u(x,y),v(x,y))". Dann heift
U(x,y) = (0,9(z,y))" Stromfunktion, falls folgende Bedingungen gelten:
u = —% und v = %
Oy - Oz’

3.26 Bemerkung
Aus dieser Definition sieht man, dass folgende Gleichung erfillt ist:

0% 0%

V.U:_(‘?azay—i_ay@x -
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3.4 Herleitung des Ekman-Randschichtproblems

Die Inkompressibilitdtsbedingung (3.23) motiviert daher die Einfiihrung einer Stromfunktion
¥ = (0,1)" mit der Bedingung

wh = = und wh = Y.

3.27 Annahme

Wie bereits in Bemerkung 3.18 b) erwdhnt, ist unser Ziel das Stabilititsproblem in eine gewdhn-
liche Differentialgleichung tiberzufiihren. Dafiir wird angenommen, dass die Stromfunktion i und
die Komponente w) folgenden Bedingungen geniigen (vgl. [18]):

(Z/)eia(y’—ct’)

<
—~
S
Qd\
N
\_>
I
©

I

(z/)eia(y'—ct/)7

g
~
—~

S
E\

N
\_>

I
=

mit den einzelnen Grifen
e ¢ und p: Phasen- und Amplitudenfunktionen,
e a > 0: Wellenzahl,
e ¢ = ¢, +ici: komplexe Phasengeschwindigkeit.

Dies bedeutet, dass ¢ und w) periodisch von t' undy' abhingen und die Phasen- und Amplituden-
funktionen ¢ und p variabel in 2’ sind. Man spricht in diesem Fall von einem Wellenansatz.

Kommen wir nun zu den abschlieenden Umformungen. Mit der Vorticitygleichung (3.25) und
der Beziehung & = 0y ws — 0wh = 85,2¢ + 02,9 erhiilt man folgende Aquivalenzen:

U
R [at,g + Undy€ — wgdz,;} — 20,w] = 82é + Ok,
<~
d>U.
R |:at/ (8;/2711 + 83/2w) + U28y’ (8512¢ + 83/2711) - ay’djdz,;] - 28z’u}/l

— 02 {02000 + 02000} + 02 {O2ats + O2avs},
<~
R[ia‘gapeio‘(yl_dl) — iacgbeia(yl_d/) + Uy (—ia?’(peio‘(y/_d/) + iacﬁeia(y,_dl))
_ ia[jweia(y'—cw] _ gl —ct)
— qhpeial'—et) _ 92 einly/—et!) | iy gialy'~et)
<~
iOéR|:(U2 —c) (gb - a290) - Uggp] — 20 =ap—2a%p+ Y.

3.28 Bemerkung
In der letzten Rechnung wurde fiir die Ableitung % der Punkt-Operator eingefiihrt, d. h. es gilt
z. B.

d d?

@SO =, @Sﬁ =, etc.
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3.4 Herleitung des Ekman-Randschichtproblems

Fiir die Gleichung (3.20) gelten folgende Umformungen:

du
R [(%w’l + Ugay/w/l + wéT; —2wh = 85/2103 + 83,211)/1,
<~

R |: _ iaCﬂeia(y/_Ct/) + iO[UQIUeia(y/_Ctl) + iOéUlg(Deia(y/_CtI) + 2¢eia(y’—ct’)

_ _OZZMeia(y’fct’) + ﬂeia(y’fct’)

)

—
iaR[(UQ s Meia(yuct') I Ulgpeia(yuct’)} 4 2¢eia(yuct') _ _a2ueia(yucﬂ) 4 ﬂeia(y’fct’)’
—
iaR[ (U — )+ U'lgo} +2¢ = —a’u + ji.

Schlielich werden noch die Randbedingungen (3.24) in den Gréflen ¢ und p dargestellt. Fiir
2" =0 gilt z. B. mit wy = Oyp = ja¢(2’)eia(y’—ct’):

/
o w3|z’:0
(‘0(0) - iaela(y’ —ct’) -
Die restlichen Umformungen der Randbedingungen laufen analog.

Insgesamt haben wir somit das Stabilitdtsproblem (3.12) und (3.13) mit den neu eingefiihrten
Groflen und den Annahmen 3.19 und 3.27 in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen
fiir ¢ und p umgewandelt, das folgende Gestalt besitzt:

P —202p 4 atp — iaR[(U2 —c) (90 - a2<,0) - UQ@] +24=0,

_ (3.26)
ﬂ—aQM—iaR[(Ug —C)/L+U1QD:| —2p =0,
mit den Randbedingungen
=p=pu=0, fir 2 =0,
{ A (3:27)
p=p=p=0, fir 2’ = cc.

Setzt man nun \ := iaRe, v := (¢, 1)" und fiihrt fiir die Ableitung die Notation Dy := ¢, D% :=
¢ etc. ein, dann ldsst sich (3.26) als verallgemeinertes Eigenwertproblem der Form

Av = \Bv

auffassen, wobei A und B gewdhnliche Differentialoperatoren enthalten. Im Detail ist (3.26)
somit dquivalent zu (vgl. [10]):

(=D? + a2)® + iaRU; (=D? + a?) + iaRU, 2D <<p> _
2D +iaRU; (=D? + a?) +iaRU, ) \ 1

_ ("D +a® 0) (¢
- 0 1/ \u/)’
3.29 Definition

Das Problem (3.28) zusammen mit den Randbedingungen (3.27) definiert das sogenannte EKMAN-
Randschichtproblem (oder kurz: EKMAN-Problem) mit dem komplexen Parameter \ und den
skalaren Funktionen ¢ und u. Dabet bezeichnen ¢ und p die zum FEigenwert A gehdrigen Eigen-
funktionen.

(3.28)
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3.5 Die kritische Reynoldszahl

Der Zusammenhang zwischen dem EKMAN-Problem und der Stabilitétsfrage der EKMAN-Spirale
(V, ;3) ist nun folgender: In unseren Umformungen fiir das EKMAN-Problem (3.28) konnten wir
mit den neu eingefiihrten Storgréflen die Druckfunktion ¢/ aus dem System eliminieren und
die Groflen w) und w4 durch die Stromfunktion ¢ ausdriicken. Auerdem wurde die Annahme
gemacht, dass ¢ und w] folgende Darstellung haben:

¢(t,’ y’? Z/) = @(zl)ela(y,_6t1)7
Wity #) = ()0 =),

Das bedeutet also, wir interessieren uns bei der zeitlichen Entwicklung fiir den exponentiellen
Term el =) Dieser ist die Grundlage bei der linearen Stabilitdtsanalyse der EKMAN-Spirale.
Umformen dieses Terms ergibt mit A = iaRc

ia(y' —ct’) —iact’ _ eiay’e—%t’ ih}g)‘ t - —R}f{)‘ t )

e = el'e = e e e
Entscheidend fiir das Wachstum der Stérung ist der letzte Term e ' #t . In Bezug auf Definition

3.9 haben wir somit folgende Charakterisierung der Instabilitét:

Die EKMAN-Spirale (V, ﬁ) ist linear instabil, falls ReA < 0 fiir mindestens ein Eigenwert A.

3.30 Bemerkung

Da in dieser Arbeit das EXMAN-Problem numerisch betrachtet werden soll, werden (3.26) bzw.
(3.28) und (3.27) — wie wir spiter sehen werden — auf einem diskreten Gitter betrachtet. Dadurch
entsteht ein grofies System algebraischer Gleichungen, welches man ebenso als ein verallgemei-
nertes Figenwertproblem auffassen kann. Die Charakterisierung fir lineare Instabilitit ist dann
wm diskreten Fall analog zu oben.

3.5 Die kritische Reynoldszahl

Nach Definition ist das EKMAN-Problem (3.28) abhéingig von den drei Parametern «, R und e.
Diese Abhéngigkeit gilt damit auch fiir die Eigenwerte und die dazugehorigen Eigenfunktionen,
d. h.

A= ANa, R, ¢),
¢ = p(a, R, ¢),
p= p(a, R,e).

Dabei wird nach D. K. LILLY erwartet, dass in einigen Bereichen des a-R-e-Volumens Eigenwerte
A existieren mit ReA < 0 (vgl. [18]). Das bedeutet, dass in diesem Fall lineare Instabilitat der
EKMAN-Spirale vorliegen wiirde.

Speziell ist man nun daran interessiert, eine Fliche im «-R-e-Volumen zu finden, bei welcher
Re\ = 0 gilt, wobei der Realteil ReA minimal gew#hlt ist. Der Punkt auf dieser Fliache, der den
kleinsten Wert R besitzt, charakterisiert die sogenannte kritische REYNOLDSzahl und definiert
das zugehorige ,kritische Parametertupel” (i, Ririt, €krit)- Ziel in dieser Arbeit ist es unter
anderem, dieses Tupel mit numerischen Mitteln zu bestimmen.
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Kapitel 4

Ein Differenzenverfahren fiir das
Ekman-Randschichtproblem

Dieses Kapitel befasst sich mit der Herleitung eines Differenzenverfahrens fiir das EXMAN-
Randschichtproblem. Zunéchst wird dazu das Konzept der Differenzenformeln kurz erldutert.
Grundlegendes Prinzip hierfiir ist der Satz von B. TAYLOR, welcher hinreichend gute Approxi-
mationen von Ableitungen ermdglicht. Anschlielend wird ein Schema vorgestellt, mit welchem
eine Formel entwickelt werden kann, Ableitungen beliebiger Genauigkeit zu approximieren. Die
nichsten beiden Abschnitte widmen sich der Entwicklung des besagten Differenzenverfahrens.
Die grundlegende Idee basiert dabei auf D. K. LiLLy (vgl. [18], S. 491 f.): Mithilfe der Einfithrung
eines numerischen Gitters werden die im EXMAN-Randschichtproblem auftauchenden Ableitun-
gen durch entsprechende Differenzenformeln ersetzt. Dieser Vorgang wird schliefllich so weit
durchgefiihrt, bis ein Differenzenverfahren der Ordnung 4 entsteht.

4.1 Differenzenformeln

Fiir die Herleitung von Differenzenformeln fiir das EKMAN-Problem betrachten wir im Folgenden
eine reellwertige Funktion f : I — R, wobei I C R ein Intervall ist.

4.1 Beispiel
Fiir eine Funktion f kann man deren erste Ableitung an einer Stelle x durch die sogenannte
Vorwdrts-Differenzenformel ersetzen:

fl@+h)— f(z)

h )
wobei h > 0. Ebenso kann man dies fir die zweite Ableitung tun:
fl@+h)—2f(x) + f(x —h)
h? ’

Die Formel auf der rechten Seite ist unter dem Namen zentraler Differenzenquotient fiir die
zweite Ableitung bekannt.

fl(z) =

f(@) =

Um der Frage nachzugehen, wie gut obige Approximationen sind bzw. was fiir ein Fehler dabei
entsteht, verwendet man den folgenden auf B. TAYLOR basierenden, grundlegenden

4.2 Satz (TAYLORsche Formel)
Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion und
a,x € I. Dann existiert ein & zwischen a und x, so dass gilt:

") (g
Fo) =S 1@ kg Ry ),

k!
k=0

wobes

das Restglied bezeichnet.
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4.1 Differenzenformeln

Beweis. Siehe [8], Kapitel 22. O
4.3 Bemerkung

a) Fir h =z — a ist folgende Formulierung dquivalent zur TAYLORschen Formel:

f 4 (a + 6h)

hn+l
(n+1)! ’

~ [®)(a)
f(a,+h):kz:0 k!a hF 4+

fir ein @ mit 0 < [0] < 1.

b) Aus der TAYLORschen Formel sieht man, dass fiir die erste Ableitung folgender Zusam-
menhang gilt:

f(z+h) = f(z)
h

1
= fl(x) + ihf”(f), fiir ein £ € (x,z + h).
Der Fehler, der bei dieser Approximation der ersten Ableitung entsteht, ist also

flx+h) - fz)
h

1
Oh) = Shf"(€) = -1,
Dieser Fehler wird als Truncation Error bezeichnet und ist in diesem Fall von erster
Ordnung in h. Er spiegelt die Genauigkeit der Approximation wider.

c) Mittels TAYLORentwicklung kann man Niherungen fiir Ableitungen verschiedener Grade
beliebiger Ordnung bekommen. Das bedeutet, dass je nach Entwicklung fir ein p € N ein
Fehler p-ter Ordnung in h mdglich ist. Wir schreiben dafiir dann O(h?).

Zunichst sollen nun kurz die bekannten zentralen Differenzenformeln zweiter Ordnung herge-
leitet werden, die fiir das EXMAN-Problem benétigt werden. Vorausgesetzt sei dazu, dass die
Funktion f jeweils hinreichend oft differenzierbar ist. Auflerdem werden dabei unterschiedliche
Hilfspunkte in den Entwicklungen bendtigt. Im Folgenden wird deswegen die TAYLOR-Formel

n k) (g
fetn=3"1 k,( :
k=0

vF 4 O(h™ 1)

fiir unterschiedliche v gebraucht. In unserer Anwendung haben wir
v =+h/2, th, £3/2h, £2h ctc.

Formel fiir f(z):
Nehme f(z + h/2) + f(x — h/2) und erhalte

fle+h/2) + f(x —h/2)
2

fz) =

— éh2f”(x) +O(hY).
Formel fiir f/(z):
Nehme f(z + h/2) — f(x — h/2) und erhalte

4+ h/2) — flx—h/2) 1
h 24

iz =11 W21(@) + O)

Formel fiir f”(x):
Nehme f(z + h) + f(x — h) und erhalte

f”($) _ flz+h)— 2];(;) + f(z —h) . %th(ll)(x) + O(h4).
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4.1 Differenzenformeln

Formel fiir f™ (x):
Nehme —4f(z + h) —4f(x — h) + f(x + 2h) + f(x — 2h) und erhalte

1 1
fO@) = 57 [z +2h) = 4f( +h) + 6f () = 4f (@ = h) + f(z = 2h)] = kO (2) + O(h").
Fiir das weitere Vorgehen fithren wir nun in Anlehnung an die eben hergeleiteten Differenzen-

formeln eine abkiirzende Operatorschreibweise ein.

4.4 Definition
Fiir eine Funktion f und h > 0 definiere

flz+h/2) = f(x = h/2)

693f = h ’
e S b2 1 - hf2)
7 ! 7

T

sowie Oyy f := 0y (0 f) und Suf =0uf .

4.5 Lemma
Fiir eine Funktion f gilt

fle+h)—2f(x) + flx—h)

5a:xf: 72 ,
Oz f = % [f(z+3/2h) = 3f(x + h/2) + 3f(x — h/2) — f(z — 3/2h)],
Oazaaf = % [f(z+2h) —4f(z + h) +6f(x) — 4f(x — h) + f(z — 2h)],

P % [F(z+3h) — 6£(z + 2h) + 15f(z + h) — 20f(x) + 15f(x — )
“6f(x — 2h) + f(x — 3h)],
flx+h)—f(z—h)

5:1:7w = ;
! 2h
. 1
Oauf = 55 [f(2 +3/2h) = fla +1/2) = f(z — h/2) + f(z - 3/2h)].
Beweis. Iteriertes Anwenden der Definition 4.4. O

Damit macht Definition 4.4 auch fiir die anderen, oben hergeleiteten Formeln Sinn. Diese For-
meln werden wir spéter bei der numerischen Behandlung des EKMAN-Problems anwenden. Das
bedeutet z. B., dass wir f’(z) durch 4, f ersetzen werden.

4.6 Bemerkung
Fiir die in Lemma 4.5 neu auftauchenden Differenzenformeln haben wir ebenso eine Approxi-
mation zweiter Ordnung, d. h. es gilt

5x:p:rf = f,/,($) + O(h2)7
e f(G) (z) + O(h2)7
5" = f'(z) + O(h?),
S f” = ["(2) + O(h?).
Zum Schluss dieses Abschnittes soll ein Prinzip vorgestellt werden, mit dem man fiir eine Ab-
leitung gewiinschten Grades eine Formel mit Genauigkeit beliebiger Ordnung berechnen kann.
Grundlage dafiir ist wieder die TAYLOR-Formel. Insbesondere soll es darum gehen, welche Hilfs-

punkte fiir eine Approximationsformel verwendet werden konnen. Dies ist vor allem dann von
Interesse, wenn man Ableitungen durch nicht-symmetrische Formeln approximieren mochte.

Schema fiir die Berechnung von f(™ (z) mit Genauigkeit p-ter Ordnung:
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4.1 Differenzenformeln

e die Ableitung £ (z) tritt in der TAYLORschen Formel mit dem Faktor h" auf
e deswegen diirfen fiir Genauigkeit p-ter Ordnung nur Terme mit A" *? und héher verbleiben

e kombiniere deshalb die Terme mit A", !, ..., h»TP~! mithilfe der TAYLORschen Formel so,
dass nur der Term f(™(z)h" iibrig bleibt

e man hat also n 4+ p Bedingungen und benétigt dafiir n + p Hilfspunkte

e man erhélt dadurch ein lineares Gleichungssystem mit n + p Unbekannten

4.7 Beispiel

Die dritte Ableitung "' (x) soll mit Genauigkeit zweiter Ordnung berechnet werden. Dazu wird
angenommen, dass f finfmal stetig differenzierbar ist. Fir h > 0 nehmen wir die finf Hilfs-
punkte x, x + h, x + 2h, © 4+ 3h und x 4+ 4h und brauchen deswegen folgende Entwicklungen um
x:

Fla+h) = (@) + hf (@) + 5h*f" () + ch (@) + 5 b O () +O0),

ﬂx+wn:f@a+m¢%@+2#f@@+éﬁvmw)+2Mﬂ@@y+om%,

3 3
Pl 30) = £() + 3hf () + o257 (2) + DR (@) + O @) + O,

32

f@+4h) = f(z) +4hf'(z) + 8% f"(z) + %h?’f”’(w) + 5 h D (@) +O0?).

Gesucht ist nun eine Linearkombination, so dass folgende Gleichheit erfillt ist:
Af(x) + Bf(z + h) + Cf(x + 2h) + Df(x + 3h) + Ef(x + 4h) = B®f" (z) + O(h°)
Mittels der TAYLOR-Entwicklungen fihrt dies auf das lineare Gleichungssystem

A+B+C+D+E=0,
B+2C +3D+4E =0,

1 9
fB+20+fD+8E:0

2
éB+ C+9D+33E—1
1 27 32
D E=
21 B + C’+8 +3 0.

Als Losung ergibt sich A =
dritte Ableitung
1

F() = i |~ 5 F -+ 4B) + TF (x4 3h) — 12 (z + 20) + 9f (e + h) — - f(x)| + O(h).

2, B=9 C=-12, D="7FE = f% und wir erhalten fir die

Im Folgenden werden fiir h > 0 sdmtliche, nicht-symmetrische Differenzenformeln der Ordnung
2 aufgelistet, die spéter fiir das EKMAN-Problem verwendet werden. Diese kénnen ebenso nach
obigem Schema hergeleitet werden. Dabei wird vorausgesetzt, dass die Funktion f jedes Mal
hinreichend oft differenzierbar ist.

) = th[ F(z 4 3h) + 4f (z + 2h) — 5 (z £ h) + 2f(2)] + O(h2),

F(2) = o |Faf(e  4h) £ 7f (e % 30) F 127 (2 £ 20) £ 9f (2 £ h) F 2 f(2)| + O(h?),
FD(z) = ;4[2ﬂxi5m+dlﬂxi4m—2{ﬂx13m+ﬂﬁﬂx12m—JAﬂxih%Hﬁ(ﬂ
+ O(h?).
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4.2 Das Verfahren von D. K. Lilly

4.8 Notation
Auch fiir die nicht-symmetrischen Formeln fithren wir eine Kurzschreibweise ein:

1

OB f = 3 [—f(z + 3h) +4f(x + 2h) — 5f(x + h) + 2f ()],
SBf = 1 |5 f (4 4R) £ Tf (w4 3B) —127(x + 20) + 9f (e + h) — » f()|
SR f % (=2 (2 + 5h) + 11f(z + 4h) — 241 (2 + 3h) + 26 (z + 2h) — 14f (x + h) + 3f(2)].

Dabei gibt das ,R“ den Hinweis darauf, dass die entsprechenden Formeln auf Hilfspunkte zuriick-
greifen, welche rechts von x liegen. Die nach ,links greifenden® Formeln 6L f, 6L f und 6L .. f
sind analog definiert.

4.2 Das Verfahren von D. K. Lilly

In diesem Abschnitt soll ein numerisches Differenzenverfahren fiir das Problem (3.26) bzw.
(3.28) und (3.27) hergeleitet werden, das auf der Idee von D. K. LiLLy basiert (vgl. [18], S.
491 f.). Fiir die zu ersetzenden Ableitungen verwenden wir die Formeln aus dem Abschnitt
zuvor. Dazu nehmen wir an, dass hinreichend oft differenzierbare Lésungen ¢ und p des EK-
MAN-Randschichtproblems existieren.

4.9 Bemerkung

a) Da man numerisch nicht mit einem unendlichen Intervall rechnen kann, betrachten wir
hier das EKMAN-Problem (3.26) bzw. (3.28) und (3.27) auf einem endlichen Intervall. Das
bedeutet, wir nehmen fiir 2’ = oo einen festen Wert a > 0. Fiir die Randbedingungen ergibt
sich somit

SOZSDZ/’L:(L fii’r’ZIIO,
o=¢=p=0, firz =a.

In den Anwendungen wird a einen konkreten Wert bekommen, z. B. a = 50.

b) Der Ubersicht halber werden wir in Zukunft fir 2’ einfach nur noch z schreiben, wohlwis-
send, dass weiterhin damit die Storungsvariable 2z’ gemeint ist.

Kommen wir also zur numerischen Behandlung unseres Problems. Wir unterteilen das Intervall
[0, a] fiir ein N € N in 2N Teilintervalle und definieren dazu das Gitter

1 3 1
Qi =<jh|lj=0,-,1,-,.... N—-1,N— =N
h {.] |,7 032772> ; ; 9’ }

mit der dazugehdrigen Schrittweite h := .

Die Funktionen ¢ und p werden fiir das Gitter €2, folgendermafien betrachtet:
e (o ist definiert auf z =0, h,..., Nh,

e 1 ist definiert auf z = %h, %h, ce (N - ) h.

N[ =

4.10 Bemerkung
Das ndichste Ziel ist jetzt, aus dem analytischen Eigenwertproblem Av = ABwv ein Problem der
Form

Ah,vh — )\hBhvh

herzuleiten, wobei der Index h andeutet, dass es sich hierbei um das diskrete Problem handelt.
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4.2 Das Verfahren von D. K. Lilly

Fiir die Umformulierung des EKMAN-Problems mittels Differenzenformeln betrachten wir zu-
néchst die erste Gleichung aus (3.26). Dort ersetzen wir die auftretenden Ableitungen von ¢ und
p durch die Operatoren aus Definition 4.4 bzw. Lemma 4.5 mit den entsprechenden Resttermen.
Man erhilt dadurch folgende Aquivalenz:

¢ 207+ a'p — iaR| (U — ¢) (¢ — a%) — Unp| + 21 =0,
—

((5ZZZZ — 2025, + Oz4)<p — iozR[ (Uy —¢) (5ZZ — oz2) w— Uggo} + 20,1

e (éw“’) - ()(;2.¢. B iaR(1U22 — )y, 112M> O, (4.1)
Fiir die zweite Gleichung aus (3.26) erhilt man analog
/'l—a2,u—iaR[(U2 —c),u—l—U'lcp} —2p =0,
<~
(0 —®)p — iaR[(Uz —c)p+ Uﬁz} — 26,0
s (—112'9'0' = MZUl b+ 112u> +O(hY). 2

Um schliellich die Gleichungen nach D. K. LILLY zu erhalten, werden auf der rechten Seite von
(4.1) und (4.2) in den h?-Klammern noch die Ableitungen durch die entsprechenden Formeln
ersetzt, welche mit dem Faktor aR versehen sind.

Zunéchst wird dabei Gleichung (4.1) betrachtet:

(6zzzz —2a%5,, + a4)90 — iOéR|:(U2 ) ((52z — 042) ©— Ug(p} + 20,1

1 2. iaR(Uy — 1..
= h2 <6<,0(6) - % Y — 10((1220) (5zzzz90 + O(h‘Q)) + 12”) + O(h4)7
<~

2 .
(5ZZZZ — 2026, + oz4)<p — iozR[(Ug —c) <—h(5ZZZZ + 0, — a2> w— U2<,0:| + 20,14

12
) (4.3)
(Lo - oy Ly) o O(h%)
6 6 12 '
Nun zur Gleichung (4.2):
(5ZZ — aQ)M - iaR[(Ug —c)pu+ U'léz} — 20,0
1.. iaRU, ,. _ 1...
12| _ = . z 2 - 4
=h ( ¥ < (6.. +O(h))+12u>+0(h),
<
. h2
(5ZZ — a2),u — iaR[(Ug —c)p+ U (gpz — 5zzgpz> ] —20,p
° (4.4

1... 1...
_p2( _ 4
=h ( 12¢+12u>+0(h).
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4.3 Ein Verfahren vierter Ordnung

Zum Schluss sollen noch die Randbedingungen (3.27) mittels den Operatorformeln ausgedriickt
werden. Dies lauft analog zu dem bisherigen Vorgehen.

2=0:
e p=0,
e mit H(0) = 0 folgt 6.7° = th2% + O(h?),
e mit p(0) = 0 folgt 7* = £h2ji + O(h*).

zZ = Q:

e p=0,

e mit B(a) =0 folgt 0..0 = 5h2 ¢ + O(hY),

e mit i(a) = 0 folgt d.p = 57h? 1 + O(hY).
4.11 Bemerkung

a) Auf den Differenzengleichungen (4.3) und (4.4) zusammen mit den Randbedingungen von
oben basiert das numerische Vorgehen von D. K. LILLY. In diesem Fall werden einfach die
rechten Seiten der Gleichungen vernachldssigt und man erhdlt mittels des Gitters p, ein
lineares Gleichungssystem in 2N — 1 Unbekannten.

b) Im ndichsten Abschnitt soll jedoch ein ,genaueres Verfahren hergeleitet werden. Das be-
deutet, wir entwickeln die rechten Seiten der Gleichungen (4.3) und (4.4) und der Rand-
bedingungen so weit, dass nur noch Terme der Ordnung O(h*) iibrig bleiben.

4.3 Ein Verfahren vierter Ordnung

In diesem Abschnitt soll ausgehend von den Differenzengleichungen (4.3) und (4.4) mit den dazu-
gehorigen Randbedingungen ein Verfahren vierter Ordnung hergeleitet werden, das im diskreten
Fall eine Form wie die analytische Version des EKMAN-Problems (3.28) hat. Dazu miissen noch
die h2-Terme auf der rechten Seite mit den darin auftauchenden Ableitungen ersetzt werden.
Grundlage sind auch hier wieder die Formeln aus dem Abschnitt 4.1.

Gleichung (4.3) ist mit 0soseap = 9O (2) + O(h?), Susap = ¢'(2) + O(h?) und S,zop =
() + O(h?) #quivalent zu
2

h .
(02222 — 2026, + a4)<,0 —iaR [ (Uy —¢) <_125ZZZZ + 0,0 — a2> o — Uggp] + 20,1

! a? 1 5 4

—

h2 h2 2 h2
<_6(5zzzzzz + <1 + 604> 5zzzz - 2a2(5zz + 044> Y — iOéR |: (UQ - C) ( - E(szzzz

+5zz_a2>§0_U2S0:| + (

Analog erhilt man mit 8., = ¢ (2) + O(h?) und 6....u = H'(2) + O(h?) die Aquivalenz von
(4.4) zu

2 (4.5)
— 130+ 25Z> pw=O0(h").

. h?
(522 - a2),u — iOéR|:(U2 —c)p+U <g0z — 8522goz> ] — 26,0

1 1
— K2 (‘12‘5“” + ﬁézmu + O(h2)> + O(hY),

31



4.3 Ein Verfahren vierter Ordnung

—

h? . K2
<_1252222 + 522 - a2>ﬂ - IOéR |: (UQ - C) M + Ul <90Z - 852290Z> :|

2 (4.6)
+ (125 — 2@) © = O(hY).

Fiir die Randbedingungen verwenden wir nicht-symmetrischen Formeln. Dabei werden fiir p
entsprechend noch die fehlenden Formeln fiir z = %h, %h, cee (N — %) h definiert. Grundlage
fiir die folgende Notation sind die Differenzenformeln aus Abschnitt 4.1, die lediglich in eine
Richtung , greifen.

Fiir z = 0 definieren wir fiir y
— 1
SR =R = o7z [7#(z +7/20) + 3u(z + 5/2h) — p(z + 3/2h) = 3u(z + h/2)
+2u(z — h/2)].

Fiir z = a definieren wir analog

. — 1[5 13
0.0 =0k = 253 | gh(E +1/2) = - p(z = h/2) + 3u(z = 3/2h) + Su(z — 5/2h)
11

(e = T/20) 4 Sz — 9/2h)|

4.12 Bemerkung
Fiir die beiden letzten Formeln gilt ebenso eine Approximation zweiter Ordnung, d. h.
S = ji(z) + O(h?),
L. = H(2) + O(h%).
Damit ergibt sich zusammen mit den weiteren ,einseitigen“ Formeln aus Notation 4.8 fiir die
Randbedingungen folgender Zusammenhang;:

z=0:

* ¢ =0,
o 5.5° — Lh*6E o = O(n?),
o ¥ — $h?R T = O(h%).

Z = Q.

e p=0,
o 5.0 — Hh2L o= O(hY),

RZZZ

o 0.y — Lh2L 7 = O(ht).

ZZZ

Fiir das numerische Vorgehen werden nun die rechten Seiten von (4.5), (4.6) und den Randbe-
dingungen vernachldssigt und damit ein Differenzenverfahren aufgestellt.

4.13 Bemerkung

Bei der Herleitung der Gleichungen (4.5) und (4.6) wurde bis jetzt nicht darauf geachtet, auf
welche Hilfspunkte die auftretenden Differenzenformeln zuriickgreifen. Das diskrete Verfahren
ist definiert auf dem Gitter

1 3 1 a
Q=<7 =0,-,1,—,.... N—1,N— - N ith = —
h {Jh"] 0727 a27 ) ) 27 } mat h Nv
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4.3 Ein Verfahren vierter Ordnung

wobei die Funktionen ¢ und p aufz =0, h,..., Nh bzw. auf z = %h, %h, ey (N — %) h betrachtet
werden. Mittels den Randbedingungen sind ¢ und p auch tber das Gitter Qp hinaus gegeben,
d. h. wir kénnen auch o(—h), ¢(a+h), p(—h/2) und p(a+ h/2) auswerten. Damit machen die
Gleichungen (4.5) und (4.6) Sinn fir die inneren Punkte

zzéh,Qh,...,(N—2)h, N—§ h.
2 2
Fiir die randnahen Punkte
s v n, (N1 n
_2 ) M M 2

miissen wir noch die Formeln ersetzen, die zu weit iber das Gitter ,hinausreichen®. Dies betrifft
Osz2222P UNA Oypprfh. Auch hier verwenden wir wieder die nicht-symmetrischen Formeln aus dem

Abschnitt 4.1.

Nicht-symmetrische Formeln fiir ¢(®):

5 1
0zastp = 025 (0z220) = o5 [—p(2 + 5h) + 8p(2 + 4h) — 2T¢p(2 + 3h) + 50p(= + 2h)
—55p(z + h) 4+ 36p(z) — 13p(z — h) + 2¢(z — 2h)],
7 1
(ngzzzz(p = 5£z (622’2290) = E [290(2 + 2h) - 13(10(2 + h) + 3690(2) - 5590(2 - h)

+50¢(z — 2h) — 27p(z — 3h) + 8p(z — 4h) — p(z — 5h)] .

Nicht-symmetrische Formeln fiir /i

5izz,u = 553 (0z2pt) = % [—u(z +4h) 4+ 6p(z + 3h) — 14pu(z + 2h) + 16u(z + h)
—9p(2) + 2u(z — h)],
S, = 0% (Beom) = 3 20l + ) — 9pa(z) + 16u(= — h) — Ldyu(= — 2h)
6(z — 3h) — p(z — 4h)].

4.14 Bemerkung

a) Das LR bzw. ,L“ in obigen Formeln soll darauf hinweisen, dass nicht nur Hilfspunkte
verwendet werden, die ausschliefflich nach rechts bzw. links greifen. Damit soll eine Ver-
wechslung zu den nicht-symmetrischen, ,einseitigen® Formeln aus Abschnitt 4.1 vermieden
werden.

b) Auch die Formeln (5fzzzzch und 5g*zzzzch bzw. 55232,1; und 55222# approzimieren die sechste

bzw. vierte Ableitung mit Genauigkeit zweiter Ordnung.

Fiihren wir wieder den Eigenwertparameter A = iaRc ein, so erhalten wir schlielich aus (4.5),
(4.6) und den Randbedingungen bei Vernachlissigung der rechten Seite O(h*) ein Differenzen-
verfahren vierter Ordnung.

Gleichungen fiir die inneren Punkte z = 3h,2h,..., (N =2)h, (N — 3) h:

2 2.2 2
<_}é6zzzzzz + (1 + hﬁa ) 5zzzz — 20(25zz + a4> Y — iaRR |:U2< - %6zzzz + 5zz
) ) (4.7)
—a?)o—Thol + (~s 25 = (b — 6.+ 02
a | 2§ 12 07%= z | K 19077 2z 2
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4.3 Ein Verfahren vierter Ordnung

h? - h?
(_1252',222 + 0., — az)ﬂ —laR |:U2:U’ + U <90Z - 5ZZ¢Z) :|

8
7522,2 - 252 = — M.
+ <12 ) ® Al
Gleichungen fiir die randnahen Punkte z = 1h b, (N — 1) h, (N — 1) h:
( h2 S h2 2 h2
<_66§2’/ZLZZZ + (1 + 604 > 52222 — 2@2622 —|— Oé4> SO — ICVR |:U2( - Eézzzz + 5;;;;
h2 h2 (49)
o o » _ n? B )
h? mii . h?
<—12(552/ZLZ + 0z — 052)# —iaR [Uzu +Up ((pz — 8522902) ]
9 (4.10)
h ) 20 =-A
+ 120%%% z | P = M-

Dabei werden die Formeln mit ,,]:Z“ fiir den linken Rand von €, verwendet, die mit ,L* fiir den
rechten Rand von €y,

Randbedingungen:

¢ =0 fiir z=0,

1
9, 9" — 6h26iz<p =0 fiir z =0,
1
e — §h2(5£ﬁz =0 fiir z =0,
4.11
¢ =0 fir z = a, (4.11)

1
0.ap — Eh%L =0 fiir 2 = a,

ZZZZQO

1 — ;
dapt — ﬂh%fzz,uz =0 fiir z = a.

Der Ubersicht halber werden an dieser Stelle einmal alle Differenzenformeln des Verfahrens
aufgelistet, da diese fiir das weitere Vorgehen noch gebraucht werden. Dabei ist f = ¢ oder

f=w
7 f(z+h/2)+ f(z—h/2)

g /2 z e
% SR (L]
(DR CES (CR)
6..f = 2%2 [f(z+3/2h) = f(z+h/2) = f(z = h/2) + f(z = 3/2h)],
SRF" = g [ (=4 T/2h) + 32+ 5/20) — f(= +3/2h) — 3 (= + h/2) + 2f(= — h/2)]
Susef = o3 £+ 3/20) = 3f(= + h/2) + 3/ (= — h/2) - (= — 3/20)],
o f= % [—gf(z+4h) +7f(2 +3h) = 12f(z +2h) + 9f (2 + ) — gf(z) :
LT = o Bf(z h/2) = (2~ h/2) 8] (=~ 3/2h) + 5 (= — 5/2h) — & (=~ 7/2h)

34



4.3 Ein Verfahren vierter Ordnung

—l—gf(z —9/2h)|,

Ozz22f = i 1 f(z+2h) —4f(z+h) +6f(2) —4f(z — h) + f(z — 2h)],

zzzzf_ [ f(z) =14f(z — h) +26f(2 — 2h) — 24f(z — 3h) + 11f(z — 4h) — 2f (2 — 5h)]
zzzzf— —[ f(z4+4h)+6f(z+3h) —14f(2+2h) + 16f(z + h) — 9f(2) + 2f(z — h)],
zzzzf_ [2f(2+h)—9f( ) +16f(z — h) — 14f(z — 2h) + 6 f(2 — 3h) — f(z — 4h)],
Sornanf = % [F(=+ 3h) — 6F (= + 2h) + 15 (= + ) — 20f(2) + 15f(= — h) — 6 (= — 2h)
+f(z = 3h)],

§R f= hlﬁ[ f(z+5h) +8f(2 +4h) — 27f(z + 3h) + 50f (2 + 2h) — 55f (2 + h) + 36 f(2)
—13f(z — h) +2f(z — 2h)],

L, need = g [2F(= 4 20) — 13§ (2 + h) + 36 () — 551 (= — h) + 50 (= — 2h) — 27f(= — 3h)
+8f(z —4h) — f(z — bh)].

Das néchste Ziel ist mit dem Differenzenverfahren und obigen Formeln ein Gleichungssystem
der Form

Ahh = NP Bl (4.12)

(CQN—1><2N—1 RQN—lXQN—l

herzuleiten, wobei A" € eine komplexe Matrix, B" € eine reelle

Matrix und A" ein komplexer Parameter sind. Als unbekannte GréSe haben wir hier

p(h/2)
©(h)
1(3/2h)
= ©(2h) € C-L

ola—h)
ula— h/2)

Problem (4.12) stellt als verallgemeinertes Eigenwertproblem die diskrete Version des EKMAN-
Problems dar.

4.15 Bemerkung

Die im Differenzenverfahren auftauchenden Grofien o(—h), u(—h/2),p(0) (linker Rand) und
o(a), p(a+h/2), p(a+h) (rechter Rand) kénnen mithilfe der Randbedingungen (4.11) ausgewertet
werden. Dazu verwendet man einfach die oben aufgelisteten Differenzenformeln.

Linker Rand von Qy,:

1

pl(~h) = ~26(R) + 4i(2h) ~ ggo(sm + 5plan),
W /2) = ~ g (R [2) — Sp(3/20) + Ju(5/2h) — GulT/2R),

¢(0) = 0.

Rechter Rand von Cy,:
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4.3 Ein Verfahren vierter Ordnung

i(a+h/2) = 931 (a—9/2h) %u(a —7/2h) + 1(1) (a - 5/2h) + 61 (a —3/2h)

83
22 ila — h)2
+ B —n/2),
1 11 13 13
pla+h) = —égo(a —5h) + Ego(a —4h) —2¢(a — 3h) + Ego(a —2h) — Egp(a —h).

Um nun das Problem (4.12) herzuleiten, werden die entsprechenden Differenzenformeln in die
Gleichungen (4.7)/(4.8) und (4.9)/(4.10) eingesetzt.

Gleichung (4.7) fiir die inneren Punkte:

—h62hlG [o(z 4+ 3h) — 6p(z + 2h) + 15p(z + h) — 20p(z) + 15¢(z — h) — 6¢(z — 2h) + @(z — 3h)]

2. 2
+<1+h6 >h14[ (24 2h) — 4g(z + h) + 60(2) — 4p(z — h) + (= — 21)]

2

~ 2075 [p(z + 1)~ 2p(2) + (= — h)] + a*p(z) — iaR [Ug(z) ( ~ & lelz 4 2h)
—4p(z + h) +60(2) — 4oz — h) + (2 = 2h)] + h12 [p(z +h) = 2¢(2) + (2 = h)]

_ a2¢<z>) - sz)go(z)] L e 4 3/2) — 3u(z + /2)+ 3z — b2

— (=~ 3/20)] 4 25 [z + 1/2) — (=~ h/2)

_A<’121[ (24 2h) — 4p(z + h) + 60(2) — 4p(z — h) + @(z — 2h)] — 1[ (z+h)
AN R ol pl(z) = 4p(z oz n2 o

~9p(z) + plz — )] + a%(z)),
<

_61?@(2 —3h) + A(2)p(z — 2h) + B(2)p(z — h) + C(2)¢(z) + B(2)e(z + h) + A(z)p(z + 2h)

— (e BR) + (e = 3/20) — Loz — )+ o la  RJ2) — (e 3/2h)

1
12"

D

an”
1 4 4 1

=) 712h2g0(z —2h) — —3h2<p(2 —h)+ Dp(z) — —3h2<,0(z +h)+ 712h2g0(z +2h) |,

RS 92
121" ant

wobei folgende Abkiirzungen verwendet wurden:

A(z) == A <1a2 + ilozRUz( ))

h# h2 12
B(z) := —% + % < §a2 — *IOéRUQ( )>
C(z) = 32% hlz <5a + §104RU2( )> —iaR (—aQUQ(z) - Ug(z)> +at,
D = 222 + a2
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4.3 Ein Verfahren vierter Ordnung

Gleichung (4.8) fiir die inneren Punkte:

_}11;;114 [u(z + 2h) = dp(z + h) + 6u(2) — 4u(z — h) + p(z = 2h)] + %[M(z +h) — 2u(2)

+ (= = B)] — a%u(z) — iR | Un(2)u(z) + Un (2) (;w +1/2) + o(z = h/2)]

h 1
~ 37 e+ 3/28) = ple + 1/2) (s = /) + oz =320 )|
2
+ %%[gp(z +3/2h) — 3= + h/2) + 30(z — h/2) — @(= — 3/2h)] — 2%@(2 +h/2)
—@(z —h/2)] = —Au(z),

—

E(z)p(z —3/2h) + F(2)p(z — h/2) + G(2)p(z + h/2) + H(2)p(z + 3/2h) — (z — 2h)

b

12n2"

b e ) I n(E) ez 4 ) — s (= + 2h) = —Au(2)
3p2Ht FIE) T gpa 12021 = TR

mit den Abkiirzungen

(2) = =355 + TﬁiOZRUl(Z)7
F(2) = 3 — 2ciaRUI(2),
G(e) =~y — 1ei0RUI ()

(2) = ﬁ + 1i6mzw1 (2)

(2) := —% —a? —iaRUy(2)

Gleichung (4.9) fiir die randnahen Punkte:
Linker Rand von Q, (z = h):

—};2;6 [—p(z 4+ Bh) + 8p(z + 4h) — 27p(z 4+ 3h) + 50¢(z + 2h) — 55p(z + h) + 36¢p(2)
2,2
—13¢(z — h) + 2¢(z — 2h)] + <1 + h6> % [o(z + 2h) — 4p(z + h) + 6p(2)

—dp(z = h) + ¢z = 2h)] ~ 2042% [o(z + h) = 20(2) + @z = h)] + a*e(2)
2
—iaR {Ug(z) ( — %%[g@(z +2h) —4p(z+ h) + 6p(2) — 4p(z — h) + p(z — 2h)]

. 2
ol ) = 2606) + 9l — 0] = 0%6(2)) = Cale)(a)| - T gl + 3720
~ (e + h/2) + 3u(z — h/2) — (e — 3/2W)] + 2 [z + /2) — (= — h/2)
2
- A(%]; (= +2h) — dp(= + ) + 6(2) — dp(z — h) + (= — 20)] — (= + )

2p(2) + oz — W) + a%(z>),
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4.3 Ein Verfahren vierter Ordnung

<A(z) - 3;) oz — 2h) + (B(z) " ;}i) oz — )+ <C(z) - ;i) o(2) + <B(z)
" i) oz +h) + <A(z) - ﬁ) Pz +2h) + 5 3i(z + 3) — Zyrp(z +4h)
b (a4 5) + =z~ 3/2R) — oz — /2) + (e + h/2) -
- A(121h2<p(z ~20) ~ (e h) + Dp(z) — 5y5plz +h) +

1
12h? o(z + 2h)) :

Rechter Rand von €, (z = (N — 1)h):

h2

T [2¢0(z 4 2h) — 13p(z + h) + 36p(z) — 55¢(z — h) + 50¢(z — 2h) — 27¢(z — 3h)

2062
+80 (2 — 4R) — (= — Bh)] + (1 L0 . ) hl4 lo(z + 2h) — 4(2 + h) + 60(2)

~dp(z — ) + plz — 20)] — 20% [p(= + ) — 2() + plz — h)] + a*p(2)
2
—iaR |:U2(Z) < - %%[go(z +2h) —4dp(z+ h) + 6p(2) —4o(z — h) + p(z — 2h)]

ol ) = 2606) + ol = )] = %)) = Ca(e)(a)| - Tl + 3720

~ Bu(z  1/2) + 3z — 1/2) = (= — 3/2)] + 23 (= + h/2) — (= — h/2)
2
- )\(]112}34 (= +2h) — 4= + h) + 6p() — dp(z — h) + (= — 20)] = 25 [(z + )

() + oz~ )] + 042<P(Z)>7

_ 34h4) (z + 2h) + 12}#(2 —3/2h) — %u(z —h/2) + %u(z +h/2) - ﬁﬂ(z +3/2h)

1 4 4 1

Gleichung (4.10) fiir die randnahen Punkte:

Linker Rand von Q, (z = h/2):

‘}11;;114 [~ pu(= + 4R) + 61 + 3h) — 14p(= + 2h) + 160(= + h) — 9u(2) + 2u(= — h)]
hlz 1z + h) — 20(2) + = — h)] — a2u(2) — iaR | Us(2)u(2) + Us (2) @[@(z +h/2)
2
il = /2] = B e+ 3/20) = e+ 12) =l = /2 + oz = 3/20)] )|

2

+ %%[W(z +3/2h) = 3¢p(z + h/2) + 3p(z — h/2) — p(z — 3/2h)] -

—p(z = h/2)] = —Au(2),

2 [p(z + h/2)
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4.3 Ein Verfahren vierter Ordnung

E(z)p(z —3/2h) + F(2)p(z — h/2) + G(2)p(z + h/2) + H(2)e(z + 3/2h) + (z—h)

5
6nz"

5) 1 7 1 1
+ (I(z) + 4h4> wu(z) — W,u(z +h)+ mu(z + 2h) — 2—h2,u(z +3h) + W,u(z + 4h)

Rechter Rand von €, (z = (N —1/2)h):

2
—%% 2u(z + h) —9u(z) + 16u(z — h) — 14p(z — 2h) + 6u(z — 3h) — u(z — 4h)]

+ gz 4 B) = 20(2) + (= — B)] = 0?p(z) — iR | Us(2)p(z) + Ur (2) (%(z +h/2)

2
h? 1
ootz — /2]~ 5L o(e 4 8/20) — ol + h/2) oz~ h/2) + o(z — 3/20) )}
2

+ %%[gp(z +3/2h) —3p(z 4+ h/2) + 3¢p(z — h/2) — p(z — 3/2h)] — 2%[@(2 + h/2)
— ¢z = h/2)] = =Au(2),

—

E(z)p(z —3/2h) + F(2)p(z — h/2) + G(2)p(z + h/2) + H(2)p(z + 3/2h) + z —4h)

1
1
12h2
1 7 1 ) )
— W,u(z —3h) + W,u(z —2h) — W,u(z —h)+(1(2) + 2 wu(z) + Wu(z +h)

Damit sind nun alle Gleichungen gegeben und wir kénnen das Problem
Al = NP B!

im Detail angeben. Dabei steht A" fiir den komplexen Parameter ), der sich auf die diskreten
Gleichungen bezieht.

4.16 Bemerkung
Die in obigen Gleichungen auftauchenden Komponenten der EKMAN-Spirale kann man explizit
angeben. Dabei hatten wir fir Uy und Us (vgl. Bemerkung 3.23)

U1(z) = cos(g) — exp(—2) cos(z + ),

Ua(z) = —sin(e) + exp(—z) sin(z + ¢).

Fiir die Ableitungen ergibt sich daraus

Uy(z) = exp(—2) (cos(z + €) + sin(z + €))
Us(z) = exp(—2) (—sin(z + &) + cos(z + ¢)) ,
Us(z) = —2exp(—2) cos(z + €).
Um die Struktur des Gleichungssystems A"v" = M B"v" zu erkennen, geben wir die einzelnen

Gleichungen fiir die diskreten Werte %h, hy....,(N—=1)h, (N — %) h im Detail an. Dabei ist
Bemerkung 4.15 zu beachten.

Gleichung fiir h/2:

101/2) — g | 02) + [-25(0/2) + G/ o)~ Sgl3/20) + B (/2
+ H(h/2)p(20) + = u(5/28) — ~ E(h/2)p(3h) — <o (T/2h) + 3 B(h/2)p(4h)
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4.3 Ein Verfahren vierter Ordnung

1
+ @M(gﬂh) = —Au(h/2),
Gleichung fiir h:

173
2nt

(h)2) + {—2,4(11) +O(h) - 32]31] o(h) + %M(B/Qh) + [4A(h) LB+ 31;] o(2h)

L
612

1

g0+ el60) =[P = | th) (2 = zelan) + o4

Gleichung fiir 3/2h:

107
72h?

5/2h)

7202 oarzt

(7/2h) = —\u(3/2h).

1(h)2) + F(3/2h)e(h) + [I(B/Qh)Jr ! ] 1(3/2R) + G(3/2h)0(2h) +

+H(B/2)p(30) — o

Gleichung fiir 2h:

1

g 0/2) + [ B8+ g ol — on(a2m) + [O2) = oo + fouts/2n)

+ {B(zh) " 187h4] P(3h) — —(T/2h) + {A(Qh) - 121]14} plah) ~ i(5h)

1
lzhgw(4h)>,

=\ <_34h290(h) + Dp(2h) — %(p(?ﬂl) +

Gleichung fiir 5/2h:

__Igggu(h/2)+—£x5/2h)¢(h)4—§%§+43/2h)4_515/2h)¢(2h)4_1(5/2)M(5/2h)
+ G(5/20)p(3h) + 3z 1(7/20) + H(5/20)p(4h) — £505u(9/2h) = ~M(52h),

Gleichung fiir 3h:

ABRYR(R) + i

1
+ B(3h)p(4h) — Tont

3/2h) + B(3h)p(2h) — %u(5/2h) + C3h)e(3h) + —

1 7/2h)

(9/20) + A(3h)(5h) — #SO

1 4 4 1
=\ (WSD(h) - W@(Qh) + Dg(3h) — WSO(‘M) + ng(éih)) ’

(6h)

Gleichung fiir 7/2h:

“1§Z§N(3/2h)*-EX7/2h)w(2h)+—g%gu(5/2h)4—ﬁx7/2h)¢(3h)4—1(7/2)M(7/2h)
—%(?(7/2h)¢(4h)%-§%§¢49/2h)—F1¥(7/2h)¢(5h)—-ié%§¢¢11/2h)::__AM<7/2h%

Gleichung fiir 4h:

1

—ch(h) + A(4h)p(2h) + ﬁu(5/2h) + B(4h)¢(3h)

— o (T/20) + CaR)P(AR) + £ p(9/2h)

+.B(4h)¢(5h)-iéﬁ+411/2h)+-A(4h)¢(6h)-6%Z¢(7h)

1 4 4 1
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Gleichung fiir (N — 4)h:

(N =7)h) + A((N = 4)h)p((N — 6)h) (N = 11/2)h) + B((N — 4)h)e((N

Tk 2"
—5)) — (N — 9/2)h) + C((N — h)p((N — 4)h) + (N T/2)h) + BN

— YN = B)) — (N 5/2)h) + AN ~ R)e((N — 2)h) — 2z o((N — 1))
(g (V= 6)8) = 3N = 5)A) + DN = 4)h) = (N = 3)h)
eV -2 )

Gleichung fiir (N — 7/2)h:

(N = 11/2)R) + B((N = T/2)R)e((N ~ 5)h) + 53 n((N — 9/2)h) + F((N —7/2)h)
PN — 4)h) + T((N ~ T/2)W)u((N — 7/2)h) + G((N = /RGN ~ 3)h) + (N

—5/2)h) + H((N = 7/2)h)p((N = 2)h) - 121h2”((N = 3/2)h) = =Au((N = 7/2)h),

Gleichung fiir (N — 3)h:

— (N = 6)h) + A((N = 3))p((N — 5)R) + 1 (N~ 9/2)h) + BN — 3)h)p((N
—4)h) — (N = T/2)h) + C(N = 3)R)p((N — 3)h) + (N — 5/2)h) + BN
~ B)YR((N — 2)) — (N — 3/2)h) + AN — 3)R)g((N ~ 1)h)

(g = 5)1) = (N = 8) + DN = 3)8) = Zoo(V = 20
e GEDIE
Gleichung fiir (N —5/2)h:

- 121h2u((N —9/2)h) + E((N = 5/2)h)p((N — 4)h) %u((l\f —7/2)h) + F((N = 5/2)h)-

PN~ 3)) + L((N = 5/2Mu((N — 5/2)h) + G((N — /(N ~2)h) + s rn((N
~ 3/2) + H((NV — 5/2)a((N — 1K) = (N — 1/2)h) = ~Ma((N — 5/2)h)
Gleichung fiir (N — 2)h:

5
367047

11
72h4

(N — 5)h) + [A((N— 2)h) M(N—@h) -

(Y = T/2m) + | BN - 2m)

13
36h?

] P =) = SV /208 + [ — 20 — 2| (¥ — 2

O = 3/200) [ B = 28) + g ] (8 = D) = (¥~ 1/2)0)

—\ (121}1#((]\7 — 4)h) — ?%@((N — 3)h) + Do((N — 2)h) — %w((N - l)h)) ;
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Gleichung fiir (N — 3/2)h:

otV = 9/2)R) — o (N = T/2)h) + B((N = 3/2))p((N — 3)h) + (N
=5/ + (N = 3RV = 20) + [TV = 3/2) — s | n((V = 3/2))
1373

+G((N =3/2)h)((N = 1)h) + (N =1/2)h) = = u((N = 3/2)h),

1092n2"

Gleichung fiir (N — 1)h:

gt (8 = O+ | =GN = 1) = 2| oV = 9)h) = (N = 9/2)0) + | AN
59 20

1))+ } (N = 4)h) + — (N = 7/2)h) + [—A((N ~m) - o

o [t = 3m

821
3647

B
364n’"

(N —5/2)h) + [BA((N ~ 1)) + BN = 1)h) + 79] S((N — 2)h)

=3/ + |~ AN = 1)+ O = D) = F5 ] oV = 1) + e~ 1/20)

(=g = )+ 1z (F = ) = (N = B)h) = (N = 2))

+| D | ety = o).

Gleichung fiir (N —1/2)h:

((V

~ GH(N = /2)p((N = 5)h) + 0w (N = 9/2)h) + T H(N = 1/2))p((N ~ 4)h)

164 229

— gz t(N = T/2)h) = 2H((N = 1/2))p((N = 3)h) + 1eom (N = 5/2)h) + [E((N

13

~ U2 + (N = 17200 (N - 20 -

= gy t(N = 3/2)h) + [F((N —1/2)h)

13

— —H((N - 1/2)h)] ©((N —1)h) + {I((N —1/2)h) + 2195

6 1092h2

— AN = 1/2)h).
4.17 Bemerkung

Damit das Gleichungssystem A" = XV BM mit obigen Gleichungen iberhaupt Sinn macht,
muss N > 7 gelten.

]M«N —1/2)h)

Wir konnen also nun konkret die diskrete Version des EKMAN-Problems in der Form eines
verallgemeinerten Eigenwertproblems

Ah’l)h _ AhBh'Uh
angeben. Der Ubersicht halber werden wir hier nicht ein beliebiges N wihlen. Anhand des
folgenden Beispiels wird aber die allgemeine Struktur der Matrizen A" und B" ersichtlich.

4.18 Beispiel
Wir wihlen den Fall N = 8 und geben dazu die entsprechenden Matrizen A" und B" an. Als
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gesuchten Eigenvektor haben wir hier

u(h/2)
o(h)
u(3/2h)
S=| »@2h) | cct5,

o (7h)
u(15/2h)

Die Matriz A" € C¥*15 hat folgende Gestalt:

.. —2p'.. =T 4pt.. B, gt =2 1 1
—is g1 M - i LT B2h% 2y
e 2/12... 2 4A2... o 3A2... & 1AL 0 -
72p? F I¢... G 247 H 75}12 0 0 0
= B2 =2 c?. 5 B2 S A% 0 =L
1_2h 411 4h 1ﬁh 3 1 6h*
12112 E; 332 Fz IZ Gz 5P H3 27 03
0 A o B i C o B 0 A
0 0 i It Gt 57 H*
Al=1 0 T o A 5 B ZTI? ct > B!
0 0 0 0 5= FE° Iz F5 I G5
—1 1 -9 5
0 0 0 o 0 A5 2 BZ T C’G
0 0 0 0 0 0 e E6 e Ig
0 0 0 0 0 o AS... o BS...
0 0 0 0 0 0 T 0 ooy ET
0 0 0 Lo 0 =47 —L 1l yg7 if' —A7
Gh Sigs B fs L9981 8
0 0 0 0 0 e Y A )
0 0 0
o 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
—1
T 0 0
0 0 0
At 0 =
H® e 0
B 1_?7‘ AP
G¢ e H
ce.. BS...
FT I G7
13 —821 —13
ES.. % P8

H':= H(h/2),H? := H(3/2h),...,

(vl el e Jen e Bl el el e o N o)

|
—

»—6»—1

—
O | N
o5
~ |

~

[
L
S

)

43




4.3 Ein Verfahren vierter Ordnung

I' == I(h/2), 1% .= 1(3/2h),. ..

Fiir die Matriz B" € RY> erhilt man

-1 0 o0 0 O O O O O 0O 0 0 0 0 O
0 D.. 0 3% 0 5 0 5= 0 0 0 0 0 0 0
o 0 -1 0 o0 O O O O O O 0 0 0 O
0 s+ 0 D 0 5+ 0 > 0 0 0 0 0 0 0
o 0o o 0 -1 0 o 0O O O 0O 0 0 0 O
0 3z 0 5% 0 D 0 F% 0 3 0 0 0 0 0
o 0o o o0 O O -1 0 O O 0 0 0 0 ©0
h — —
B'= 0 0 0 153 0 5+ 0 D 0 53 0 5z 0 0 0
o o o o0 o0 O O 0 -1 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 = 0 FF 0 D 0 FHFE 0 = 0
o 0 o0 0 0 0 0 o 0 -1 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 =z 0 5 0 D 0 53z 0
o o o0 o0 O O O 0O 0O O 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 == 0 = 0 = 0 % 0 D. 0
o o o o0 o0 O O 0O O O 0 0 o0 0 -1

Zu bemerken ist hier, dass die Matriz B* des Differenzenverfahrens — im Gegensatz zu A" — reell
ist. Des Weiteren weisen die ,...“ in obigen Matrizen darauf hin, dass an den entsprechenden
Stellen der Matrizen nicht der vollstindige Eintrag zu sehen ist. Der fehlende Rest ist oben den
einzelnen Gleichungen zu entnehmen.

4.19 Bemerkung

a) Bei der Entwicklung des Differenzenverfahrens der Ordnung 4 sind wir von der Existenz
hinreichend oft differenzierbarer Funktionen ¢ und p ausgegangen. Konkret benétigten wir
fiir die TAYLORentwicklungen ¢ € C® und pu € CS.

b) Wir haben bis jetzt immer nur vom Verfahren ,vierter Ordnung“ gesprochen. Streng ge-
nommen betrachten wir dabei die Konsistenzordnung des Verfahrens. Fiir das hergeleite-
te Differenzenverfahren gilt demnach: Wir haben C®-Konsistenz der Ordnung 4 bzgl. ¢,
wéhrend bzgl. u C%-Konsistenz vorliegt — ebenfalls der Ordnung 4. Die Stabilitit des Dif-
ferenzenverfahrens ist hier unbekannt, wir werden jedoch in den Anwendungen sehen, dass
fiir hinreichend kleines h ausreichend gute Ergebnisse erzielt werden konnen.
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Kapitel 5

Fortsetzungsmethoden

Das vorliegende Kapitel beschéftigt sich allgemein mit dem Problem eines parameterabhéngigen
Gleichungssystems und der Frage nach der Fortsetzung von dessen Losung bzgl. eines Parame-
ters. Grundlegendes Hilfsmittel dafiir ist der Satz iiber implizite Funktionen, welcher im ersten
Abschnitt mit angegeben ist. Des Weiteren folgen ein paar grundlegende Begriffe und Defini-
tionen. Der néchste Abschnitt befasst sich mit der Frage nach der praktischen Berechnung von
Losungen eines parameterabhéingigen Gleichungssystems. Dazu werden zwei Methoden vorge-
stellt, wobei nur letztere von Interesse sein wird: die sogenannte Pseudo-Bogenléinge-Methode.
Unter gewissen Voraussetzungen kann man mithilfe des Satzes iiber implizite Funktionen zeigen,
dass diese Methode aus praktischer Sicht Sinn macht. Veranschaulicht wird das Vorgehen an-
hand des Beispiels des GELFAND-BRATU-Problems unter Verwendung des NEWTON-Verfahrens.
Im letzten Abschnitt geht es um die praktische Berechnung von sogenannten ,, Umkehrpunkten*
eines parameterabhingigen Gleichungssystems. Anschaulich sind das Punkte auf der Losungs-
kurve, an denen ein Extremum der Kurve zu finden ist. Auch hier wird wieder das Prinzip der
Pseudo-Bogenlinge-Methode verwendet.

5.1 Grundlagen der Parameterfortsetzung

5.1 Definition

a) Ein BANACH-Raum B ist ein vollstindig, normierter Vektorraum. Die zugehdrige Norm
wird dabei mit ||.| bezeichnet.

b) Fiir xo € B sei K¢ (z9) die abgeschlossene Kugel mit Radius € um xq, d. h.
Ke (x0) :={z € B| ||z — x| < e}.

5.2 Satz (iiber implizite Funktionen)
Sei B ein BANACH-Raum und G : B x R™ — B eine Abbildung, die folgenden Figenschaften
geniige:

° G(UO, )\0) =0 fii’/’ ug € B und Ao € R™,;
o Gy(ug, No) ist nicht-singulir mit beschrinkter Inversen, d. h.

AM > 0: [|Guluo, M) || < M;

o G und G, sind fiir ein € > 0 LIPSCHITZ-stetig derart, dass gilt:

NG A) = Glo, )l < L(flu=vll + A= pl)

dL > 0 Vu,v € VYA u € Ko( o) :
s € Keuo) VA1 € Keho) =y 003 = Gulos )] < L (lu = ol + A = pal)

Dann existiert ein 6 mit 0 < § < € und eine eindeutige Funktion u = wu(\) mit folgenden
FEigenschaften:

(i) G(u(N),A) =0 fiir alle A € Ks(Xo);
(ii) u(Xo) = uo;
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5.1 Grundlagen der Parameterfortsetzung

(i17) uw e C(Ks(Xo),B).
Beweis. Siehe [3], Kapitel 1.1. O
5.3 Bemerkung

a) Fir die Bezeichnung der Norm in B und in R™ wurde im letzten Satz keine Unterscheidung
vorgenommen.

b) Gilt in Satz 5.2 zusdtzlich Gy € C (Kc(ug) X Ko(No)), dann ist die Funktion u = u(X)

stetig differenzierbar in .

c¢) In unserer Anwendung haben wir fir B = R"™ und fiir m = 1. Wir verwenden in diesem
Fall folgende Version des Satzes iiber implizite Funktionen: Die Abbildung G : R xR — R"
gentige den Bedingungen

— G(up, \o) =0 fir ug € R™ und A\ € R;
— Gyu(ug, Ao) ist invertierbar;
— G ist stetig differenzierbar in einer Umgebung von (ug, \o).
Dann ezistiert eine eindeutige, stetig differenzierbare Funktion u = u(\) mit G(u(\), \) =
0 in einer Umgebung von Ao und u(Xg) = up.
d) Fir die Ableitungen wurden hier die Abkiirzungen

dG dG

verwendet.

5.4 Definition
Die lokal eindeutige Losung u = u(\) aus dem Satz dber implizite Funktionen mit u(Xo) = ug
nennt man Ldsungszweig. Dabei wird ug als isolierte Lésung von G(u, o) = 0 bezeichnet.

Im Folgenden betrachten wir nun Probleme der Form
G(u,\) =0, (5.1)

wobei u, G(-,-) € R" und A € R, d.h. G : R x R — R"™. Man bezeichnet (5.1) als parameter-
abhingiges Gleichungssystem mit dem skalaren Parameter A. Definiert man x := (u, A), so ldsst
sich obiges Problem schreiben als

G(z) =0, G:R"™ R,

Des Weiteren nehmen wir an, dass G in der jeweiligen Situation hinreichend glatt ist, um den
Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen zu geniigen.

5.5 Definition
Eine Losung xo von G(x) = 0 heifit reguldr, falls die JACOBI-Matriz

Gm(xo) = Jg(l'o) € Rnxn—H
vollen Rang hat, d. h. rank (G (z¢)) = n.

5.6 Lemma
In der Parameterformulierung G(u,\) = 0 ergibt sich fiir eine requlire Lisung xo = (ug, Ao)
folgende Charakterisierung:
(i) Gu(z0) ist invertierbar,
rank(Gz(zo)) = rank(Gy(zo), Gr(x0)) =n < < oder
(it) dim N (Gy(x0)) = 1 A Ga(z0) ¢ R(Gu(x0))-

Dabei bezeichnen N (Gy(zo)) den Kern und R(Gy(z0)) den Wertebereich von Gy (xo).
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5.2 Fortsetzung von Lésungen

Beweis. =: Es gelte rank(G,(z¢)) = n. Dann gilt entweder (i) oder nicht. Falls (i) zutrifft,
sind wir fertig. Andernfalls folgt dim N (G, (z0)) = 1, denn sonst ist die Voraussetzung
rank(Gz(zo)) = n nicht erfiillbar. Aber dann muss auch G (zo) ¢ R(Gw(z0)) gelten.

<: Falls (i) erfiillt ist, folgt sofort rank(G(xo)) = n. Gilt andererseits (ii), so ist G (o) keine

Linearkombination der Spalten von G, (xg). Und da N (Gy(z¢)) die Dimension 1 hat, sind

n — 1 Spalten von G, (z¢) linear unabhéngig und deswegen sind insgesamt n Spalten von
(Gu(zo), GA(0)) linear unabhéngig, also folgt rank(G (o)) = n.

O

5.7 Satz
Sei xo = (up, A\o) eine regulire Lisung von G(x) = 0. Dann existiert in einer Umgebung von xg
eine eindeutige, eindimensionale Losungskurve x = x(s) von G(x) =0 mit z(0) = xo.

Beweis. Nach Voraussetzung ist xg = (up, \g) eine regulire Losung, also gilt rank(G,(xg)) =
rank(Gy (o), Ga(x0)) = n.

(i) Falls Gy (x) invertierbar ist, so folgt die eindeutige Existenz einer Losungskurve u = u(\)
in einer Umgebung von \g aus dem Satz {iber implizite Funktionen. Dabei gilt G(u(M), ) =
0 und u(Ag) = wg. Setzt man s := A\g — A und x(s) := (u(Ag — 8), \g — 8), so erhilt man
die gewiinschte Losungskurve von G(x) = 0 mit 2(0) = xo.

(ii) Im Fall, dass Gy (z) singulér ist, vertauscht man die Spalten der JACOBI-Matrix G (zg)
entsprechend, um wie in (i) eine eindeutige Losung zu erhalten, die diesmal lokal von einer
Komponente von u parametrisiert wird.

Insgesamt erhélt man eine eindeutige Losungskurve x = x(s) von G(z) = 0 mit der Eigenschaft
z(0) = xo. O

5.8 Bemerkung
Im Fall (1) in obigem Beweis, d. h.

dim N (Gy(z0)) = 1 A Gr(zo) & R(Gulwo)),

bezeichnet man xg als einfachen Umkehrpunkt. Dieser Fall wird spdter noch genauer disku-
tiert.

5.2 Fortsetzung von Losungen

5.2.1 Einfache Parameterfortsetzung

In diesem Abschnitt soll es darum gehen, wie man Losungen in Abhingigkeit eines Parameters
A numerisch berechnen kann. Grundlage ist hier wieder das Problem

G(u,\) =0, (5.2)

wobei G : R**! — R™. Wir nehmen an, dass wir eine Losung (ug, Ag) von (5.2) haben und dass
G die Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen erfiillt. Demnach existiert lokal eine
eindeutige Losung u = u(A) von (5.2). Des Weiteren sei auch der zugehorige Richtungsvektor
to = u(Ng) gegeben, wobei die Bezeichnung u := % verwendet wurde. Ziel ist es nun, eine
weitere Losung 11 zu berechnen an einer Stelle A; = A\g + A\ mit einer gegebenen Schrittweite

AM\. Abbildung 5.1 veranschaulicht die Methode dieser Parameterfortsetzung.
Um die Gleichung

G(ul, A1) =0
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5.2 Fortsetzung von Lésungen

u

Abbildung 5.1: Grafische Interpretation der Parameterfortsetzung.!

mit festem Aj fiir u; numerisch zu berechnen, verwenden wir das NEWTON-Verfahren

{ Gu(u’i, /\1)Au§ = —G(ui, A1),

i+l _ i i
uy =y + Aug,

(5.3)
i=0,1,2,... Als Startwert wihlen wir hierbei u{ := ug + A\ig.

5.9 Bemerkung

a) Falls Gy(ui, A1) invertierbar ist und AN hinreichend klein ist, so garantiert der lokale
Konvergenzsatz des NEWTON- Verfahrens, dass obige Iteration lokal quadratisch konvergent
ist (vgl. Satz A.2).

b) Nach der Konvergenz fiir uy erhdlt man den ndchsten Richtungsvektor wq, in dem man
folgende Gleichung lost:

Gy(u1, M) = —Ga(ug, A1).

Dies sieht man, wenn man G(u(X),\) = 0 bzgl. A differenziert, d. h. berechne

d
JG(U(A% )‘)|)\:)\1 = 0.

Das praktische Vorgehen der ,einfachen“ Parameterfortsetzung bzgl. A soll nun anhand des
folgenden Algorithmus dargestellt werden.

5.10 Algorithmus (Einfache Parameterfortsetzung)

(0) Gegeben seien (ug, Ag) als Lisung von G(u,\) = 0 und ug sowie AN > 0. Setze \y =
Ao + AN

(1) Lése die Gleichung G(u, A1) =0 (A1 fest) mit dem NEWTON- Verfahren mit dem Startwert
ug + Ao, um uy zu erhalten.

(2) Berechne ;.

'Quelle: [3], S. 19.
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5.2 Fortsetzung von Lésungen

(8) Setze ug = uq, Up = U1, A\1 = A1 + A\ und gehe zu (1).

5.11 Beispiel
Wir betrachten folgendes Randwertproblem, das sogenannte GELFAND-BRATU-Problem:

{ u(z) + Xe@®) =0, z € [0,1],
u(0) =u(l) =0,

mit einem reellen Parameter X. Falls X = 0, so ist w = 0 eine Ldésung des Problems. Aus dem
Satz tiber implizite Funktionen folgt, dass fiir |\| klein ein eindeutiger Lisungszweig u = wu(\)
existiert, der das GELFAND-BRATU-Problem lést (vgl. [3]). Demnach ist u = 0 eine isolierte
Lésung.

Fiir die Diskretisierung fihrt man fir eitn N € N das Gitter

0=$0<.%'1<...<.%'N:1,

wj—l‘j_lzh, 1§j§N, h::1/N
ein und erhdlt mit der gewdhnlichen Approximation der zweiten Ableitung die diskreten Glei-
chungen

Ujt1 — 2’U,j + uj—1
h2

wobei ug = uy = 0 gilt. Setzt man

+ AW =0, j=1,...,N —1,

uy
U2
UN—1
so kann man das diskrete Problem in der Form
GU AN =0, G:R"XR—-R" (n:=N-1)

schreiben. Im Detail hat das Gleichungssystem die Gestalt

% (UQ — 2u1 + UQ) + et 0
% (U3 — 2ug + up) + Ae2 0
%(UN—QUN_l—l-UN_g)—l-)\euN*l 0

Fir die Parameterfortsetzung nimmt man an, man hat eine Losung (Uy, Ag) mit dem entspre-
chenden Richtungsvektor Uo gegeben. Wir wollen nun Uy berechnen an der Stelle A\ = Mg+ AN,
Dazu verwenden wir das NEWTON-Verfahren (5.3) mit dem Startvektor UY = Uy + AXUy. Mit-
hilfe der Konvergenz des NEWTON- Verfahrens bekommt man Uy und U; (vgl. Bemerkung 5.9).
Wiederholt man diese Prozedur, erhdlt man eine Folge von Lésungen Us, Us, Uy usw.

Die JACOBI-Matriz Gy hat in diesem Fall folgende Gestalt:

— 2 4 dett A
h 1 2 h 1
A2 gz T A A2
Gu(U,\) =
R A

Abbildung 5.2 veranschaulicht einige Lisungen unseres Problems fiir verschiedene Werte von A.
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5.2 Fortsetzung von Lésungen
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Abbildung 5.2: Losungen des GELFAND-BRATU-Problems fiir A = 1.045, 3.4, 2.899, 0.8397.

5.12 Bemerkung

Die oben beschriebene Methode der Parameterfortsetzung bzgl. X\ ist aber im Allgemeinen nicht
ohne weiteres durchfiihrbar. Denn an reguldren Lisungspunkten z* = (u*, \*) von G(z) =0, an
welchen die Matrix G, singuldr ist, macht das NEWTON- Verfahren so keinen Sinn. In diesem
Fall liegt ein einfacher Umkehrpunkt vor, das bedeutet, es gilt

dim N (Gy(z¥)) = 1 AGA(2") ¢ R(Gu(z")) (vgl. Lemma 5.6).

So ein Fall ist in Abbildung 5.3 fir das GELFAND-BRATU-Problem dargestellt. Der  kritische*
Wert fiir X* liegt hier bei etwa 3.5. Diese ,einfache Parameterfortsetzung bzgl. X\ ist also nur
bis zu einem gewissen Punkt mdglich, so dass eine sukzessive Verkleinerung der Schrittweite A\
zu einem ,Steckenbleiben“ des Verfahrens fiihrt.

Man sieht an diesem Beispiel tibrigens, dass fiir einen Wert \ zwei verschiedene Ldosungen des
Problems existieren kénnen.

5.2.2 Pseudo-Bogenlinge-Fortsetzung

Um das Problem an den Umkehrpunkten mit G, singulér zu beheben und den Lésungspfad wei-
ter zu verfolgen, fithrt man die sogenannte Pseudo-Bogenlinge-Fortsetzung von H. B. KEL-
LER ein (vgl. [3], [13]), welche im Folgenden erldutert wird. Das Scheitern der Parameterfortset-
zung bzgl. A an den Umkehrpunkten kann verhindert werden, in dem man einen zusétzlichen
Parameter s einfiihrt, so dass sowohl u als auch A von s abhéngen, d.h. (u, ) = (u(s), A(s)) soll
eine Losung sein von

G(u,\) = 0.

Fiir eine kurze Herleitung dieser Methode, nehmen wir an, dass x = (u, \) stetig differenzierbar
von dem neuen Parameter s abhéngt. Dann folgt durch ableiten der Gleichung G(u, \) = 0 nach
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5.2 Fortsetzung von Lésungen

6
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Abbildung 5.3: Bifurkationsdiagramm fiir das GELFAND-BRATU-Problem.

s folgende Gleichheit:

dG(u(s), A(s))

= Gui+ G\ =0,
ds

oder dquivalent dazu in der kompakten Schreibweise: Differenziere G(z) = 0 nach s und erhalte

dG(z(s))

I =G,z =0.

Unsere gesuchte Losungskurve z = xz(s) parametrisieren wir nun nach der Bogenldnge, das
bedeutet, wir erhalten mit der EUKLIDischen Norm ||.|| die Gleichung

] = flall* + [A* = 1. (5.4)

5.13 Bemerkung

Da wir fir G(z) = G(u,\) = 0 einen zusditzlichen Parameter s eingefiihrt haben, brauchen wir
eine zusdtzliche Gleichung, um wieder ein Gleichungssystem der Form G(z) = 0, G : R**! — R"
zu erhalten. Dazu verwendet man die Normierungsbedingung (5.4) und fiihrt das erweiterte
System

tone) e GG Y
609 = (1) =0

ein, wobei G : R"t2 — R+,

Fiir das numerisches Vorgehen verwenden wir bei dem erweiterten System nicht die Parame-
trisierung nach der Bogenlédnge, sondern die nach der Pseudo-Bogenlénge. D. h. wir verwenden
eine Approximation von Gleichung (5.4) und nutzen dafiir die d4quivalente Formulierung

it(s)a(s) =1 (5.5)
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5.2 Fortsetzung von Lésungen

aus. Fir kleines As > 0 ersetzen wir in (5.5) den linken Faktor durch den entsprechenden
Differenzenquotienten und erhalten dadurch eine quadratfreie Formulierung der Normierungs-
bedingung:

(x(s + Agi - “"(S)>ti¢(s) —1, &

(z(s + As) — 2(s)) i(s) = As. (5.6)

Mit Gleichung (5.6) erweitern wir nun G(x) = G(u,A) = 0 auf das System

G(z(s + As)) B
<(az(s + As) — z(s)) i(s) — As) =0 e

G(x(s1)) B
<(x(81) — x(s0))" &(s0) — (s1 — 80)> =0

wobel sg := s und s1 := sg + As gesetzt wurde.

Letztes Gleichungssystem wird die Grundlage fiir die Pseudo-Bogenlénge-Fortsetzung sein. Fiihrt
man nun einen neuen Parameter s fiir die Ausgangsgleichung G(z) = G(u, ) = 0 ein, so erwei-
tern wir diese Gleichung zu dem System (vgl. Bemerkung 5.13)

roim () =0

mit der Normierung
N(z,s) := (x —x0) &0 — (s — s0)

fiir gegebene Werte g, £g und sg. Fiir die praktische Umsetzung der Kurvenverfolgung sei eine
Losung xo = (ug, Ao) von G(x) = G(u, A) = 0 inklusive dem zugehorigen Richtungsvektor &g =
(g, 5\0) gegeben. Die Pseudo-Bogenldnge-Fortsetzung 16st dann folgendes Gleichungssystem fiir
x1 = (u1, A1) mit einem festen As > 0:

G(ul, )\1) = 0,
(u1 — UO)t ug + ()\1 — )\0) }\0 —As =0,
bzw. dquivalent dazu in der kompakten Form mit ||zg|| = 1:

{ G(l‘l) = 0,

5.7
(171 — {L‘())t i’o — As =0. ( )

Wendet man nun auf das Gleichungssystem (5.7) das NEWTON-Verfahren an, so erhilt man

folgende Iteration:
Ga(29) : G(z})
. Ax| = — , ,
( G ) “ <(aﬂ1 — 20)" g — As

ot = 2! + Azl
i=0,1,2,..., mit dem Startwert ¥ := z.

5.14 Satz
Sei xq eine regulire Losung von G(x) =0 mit G : R"™1 — R", d. h. es gilt

[ G(xo) = 0,
o rank(Gx(zo)) = n.
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5.2 Fortsetzung von Lésungen

Dann ist die JACOBI-Matrix

“4)

des Pseudo-Bogenlinge-Systems (5.7) invertierbar in x.

Beweis. Nach Satz 5.7 existiert lokal eine eindeutige, eindimensionale Losungskurve x = x(3)
von G(z) = 0 mit x(0) = zo. Differenziert man G(x(5)) = 0 nach §, so erhélt man speziell fiir
zq die Gleichung G, (x¢)to = 0. Da dim (N (G4 (z0))) = 1, folgt N (G (z0)) = span (io).
Angenommen, die JACOBI-Matrix

-1
Lo

ist singulér, d.h. die Spalten von (5.8) sind nicht linear unabhéngig. Dann existiert ein Vektor
z # 0, fiir den gilt:

Go(r0)z = 0 und @4z = 0.

Daraus folgt z € N (G, (z0)) = span (i), also gibt es eine Konstante ¢ € R, fiir die z = ci gilt.
Damit folgt dann aber

0 =dbz = cihio = c||io]|® = ¢,

so dass z = 0 gelten muss, was einen Widerspruch darstellt. O

Abbildung 5.4: Grafische Interpretation der Pseudo-Bogenlinge-Fortsetzung.?

Schreibt man (5.7) fiir ein gegebenes so in der Form

B G(x)
Fle.s) = <<x — )"t — (5~ 50)

so erhélt man folgendes

> =0, F:R"™? - R,

5.15 Korollar

Sei (x9,s0) eine Losung von F(x,s) = 0 und xg eine regulire Losung von G(x) = 0. Dann
existiert lokal eine eindeutige, eindimensionale Lisungskurve x = x(s) mit F(z(s),s) = 0 und
z(sp) = xo, also auch mit G(z(s)) = 0.

Beweis. Nach Satz 5.14 ist F,(zg, so) invertierbar. Damit folgt die Behauptung aus dem Satz
iiber implizite Funktionen. O

2Quelle: [3], S. 21.
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5.2 Fortsetzung von Lésungen

5.16 Bemerkung

a) Nach Konvergenz fiir x1 mittels des NEWTON- Verfahrens erhdlt man den ndchsten Rich-
tungsvektor &1 durch Differentiation von

. G(2(s)) -
F(x(s),s) <(x(5) — x(so))t #(s0) — (s — 50)> 0

nach s, um folgendes Gleichungssystem zu ldsen:

(%5") 2= ()

Anschliefiend muss &1 normiert werden, um wieder ||Z1]] = 1 zu erhalten.

b) Abbildung 5.4 veranschaulicht in einfacher Weise die Methode der Pseudo-Bogenlinge-
Fortsetzung fiir festes As > 0.

¢) Die Normierungsbedingung
(3?1 — ajo)t j?o — (81 — So) = (581 - :L’o)t C'E() —As=0

kann man wie folgt interpretieren: Der neue Punkt x1 liegt in der Ebene, welche senkrecht
zu dem durch xg verlaufenden Tangentenvektor g steht. Der Abstand As ergibt sich aus
dem Schnitt von dieser Ebene und dem Tangentenvektor (vgl. Abbildung 5.5).

d) Das Diagramm in Abbildung 5.3 fir das GELFAND-BRATU-Problem wurde mithilfe der
Pseudo-Bogenldinge-Methode erstellt.

Abbildung 5.5: Grafische Interpretation der Normierungsbedingung.?

5.17 Algorithmus (Pseudo-Bogenlénge-Fortsetzung)
(0) Gegeben seien (xq, so) als Losung von F(z,s) = 0 und &g sowie As > 0. Setze s1 = so+As.

(1) Lose die Gleichung F(x,s1) =0 (s1 fest) mit dem NEWTON-Verfahren mit dem Startwert
Tg, um x1 zu erhalten.

(2) Berechne .

(8) Setze xg = x1, &9 = &1, 51 = s1 + As und gehe zu (1).

3Quelle: [1], S.94.
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5.3 Umkehrpunkte

5.3 Umkehrpunkte

In diesem Abschnitt soll es um die Charakterisierung und Berechnung von Umkehrpunkten in
einem parameterabhéngigen System gehen. Zunéchst steht die praktische Berechnung eines Um-
kehrpunktes im Vordergrund. Durch Einfiihren eines zusétzlichen Parameters soll anschlieflend
eine Ortskurve fiir die Umkehrpunkte, eine sogenannte ,kritische Stabilitdtskurve* berechnet
werden.

5.3.1 Berechnung von Umkehrpunkten

Gegeben sei wieder das Problem
G(z) =0, G:R"™ R,

wobei z = (u, ). Des Weiteren sei xp = (ug, Ag) eine regulére Losung von G(x) = 0 mit der
Eigenschaft

dim N (Gu(0)) = 1 A Ga(20) ¢ R(Gu(0)),
d. h. zg ist ein einfacher Umkehrpunkt.

5.18 Lemma
Seien G und x = (u, \) zweimal stetig differenzierbar, wobei x = x(s) eine gegebene Lisungskurve
von G(x) = 0 sei. Dann gilt fir den einfachen Umkehrpunkt xo = (ug, \o):

(],) ).\0 = 0,
b) Fir ® € N(Gy(zo)) und ¥ € N ((Gy(wo))") gilt

5 — UGy (1) PP
0= \IftG)\({L'o) ’
Beweis.  a) Differenziert man G(u(s), A(s)) = 0 nach s, so erhélt man
Gul(u(s), M(s))u(s) + Ga(u(s), \(s))A(s) = 0. (5.9)

Fiir o hat man also insbesondere
Gu(w0)iio = —AoG(wo).
Da g ein einfacher Umkehrpunkt ist, gilt Gy (z0) ¢ R(Gy(x0)). Also muss \g = 0 gelten.
b) Differenziert man (5.9) nach s, so erhalten wir fiir z
Gu(z0)iio + G (20) Ao + Guu(0)totio + 2Gux (20)io Mo + Gax(To) doAo = 0. (5.10)

Aus Teil a) in diesem Beweis sieht man, dass G, (zo)t = 0 gilt. Und da dim N (G (z0)) =
1, hat man fiir ® := 7 folgende Charakterisierung fiir den Kern:

N(Gy(z9)) = span(®).
Fiir (Gy(x0))" sei
N((Gu(x0))") = span(¥),

fiir ein ¥ € R™. Multipliziert man (5.10) mit ¥* und verwendet die Eigenschaften \g = 0
(aus Teil a)) und V'G,(x¢) = 0, so erhilt man

UG (20) Ao + W' Glyu(20) PP = 0.
Aus Gy (z0) &€ R(Gu(x0)) folgt auBerdem W!G)(zg) # 0 und so erhiilt man schlieSlich

A TTENEN)
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5.3 Umkehrpunkte

5.19 Definition
Falls My # 0, so heifst obiges x¢ einfacher quadratischer Umkehrpunkt.

Um in der Praxis einen einfachen quadratischen Umkehrpunkt zu berechnen, betrachtet man
folgendes erweitertes System:

G(u, ) =0,
Gu(u, \)® =0, (5.11)
Uip —1=0,

mit einem fest gewihlten Vektor ¥ € R™. Die Funktion G sei hier und im Folgenden zweimal
stetig differenzierbar. Definiert man fiir y := (u, A, ®) die Abbildung

G(u,\)
T(y) = Gu(ua )‘)(I) )
Uip —1

so hat das System (5.11) die Form
T(y> — O, T - R2n+l N R2n+l.

5.20 Satz
Sei yo = (ug, Ao, Po) eine Lisung von T(y) = 0 und xo = (up, Ag) ein einfacher quadratischer
Umkehrpunkt von dem Problem G(x) = 0. Dann ist die JACOBI-Matriz

Gu(o) G (o) 0
Ty(yo) = | Guu(20)Po  Gur(r0)Po  Gulxo)
0 0 Pt

invertierbar.

Beweis. Fir v,w € R™ und ¢ € R betrachte

Gu(z0)v 4+ Gr(x0)c =0, (5.12)
Guu(0)Pov + Gyux (o) Poc + Gy (xo)w = 0, (5.13)
Ul = 0. (5.14)

Wegen G (z9) ¢ R(Gu(zo)) folgt aus (5.12) ¢ = 0 und somit existiert ein 71 € R mit
v =11Dg.
Multipliziert man fiir ¥o € N ((Gy(z0))*) Gleichung (5.13) von links mit ¥}, so erhélt man
100G (10) Po®o = 0.

Da nach Voraussetzung WGy (7o) PPy # 0 (vgl. Lemma 5.18 b)), muss 11 = 0 gelten, also
haben wir v = 0. Mit (5.13) folgert man

Gy(xo)w =0,

d. h. es existiert ein r9 € R mit w = ro®y.
Aus der letzten Gleichung (5.14) erhélt man noch rg = 0 und somit gilt insgesamt

v=w=0und ¢c=0.
Damit sind die Spalten von T),(yo) linear unabhéngig und 7T}, (yo) ist invertierbar. O

5.21 Bemerkung
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5.3 Umkehrpunkte

a) Der letzte Satz motiviert die Anwendung des NEWTON-Verfahrens fir die Berechnung
eines einfachen quadratischen Umkehrpunktes. Nach dem lokalen Konvergenzsatz (vgl. Satz
A.2) existiert eine Umgebung U von (ug, Ao, Po) mit

(i) (uo, Ao, @o) ist einzige Losung von T(u, A, ®) =0 in U;

(ii) das an beliebiger Stelle (u®, A, ®Y) € U gestartete NEWTON- Verfahren konvergiert
lokal quadratisch gegen (ug, Ao, o).

b) Der in Abbildung 5.8 mit dem NEWTON-Verfahren berechnete Wert fir \* des Umbkehr-
punktes beim GELFAND-BRATU-Problem ist 3.5136.

5.22 Bemerkung (Wahl des Startpunktes)

Fiir die Wahl des Startpunktes y° = (u®,\°, ®°) des NEWTON-Verfahrens bei dem Problem
T(y) = T(u,\,®) = 0 gehen wir wie folgt vor: Gilt fir drei aufeinanderfolgende Lisungspunkte
(u1, A1), (u2, A2) und (ug, A\3) von G(u,\) =0 die Bedingung

()\3 — )\2)()\2 — )\1) <0,

dann setzen wir fiir den Startwert

usg — u
u? =g, N0 i= Ny, @0 = sz
[[us — usz|
Fiir U kénnen wir nun ebenso eine Wahl treffen: ¥ := ®°. Damit haben wir in dem Glei-

chungssystem (5.11) lediglich noch einen Defekt in der zweiten Zeile und konnen das NEWTON-
Verfahren zur Berechnung des Umkehrpunktes yo = (ug, Ao, Po) starten.
5.3.2 Ortskurve von Umkehrpunkten

Fiir die Berechnung einer Ortskurve von Umkehrpunkten verwenden wir die Pseudo-Bogenléange-
Methode. Dazu wird angenommen, dass unser urspriingliches Problem G(u,A) = 0 von einem
weiteren Parameter p € R abhéingt. Fithren wir diesen ein, so hat das Problem die Gestalt

G(u, A\, ) = 0.

Ziel dieses Abschnittes ist es, auch p als unbekannte Grole aufzufassen und fiir z := (u, A, ®, )
einen Losungszweig

fiir das Problem

G(u, \, )
T(z)=T(y, 1) = | Gulu, \, )@ | =0, T : RZ+2 _ R21+1
Uld — 1

zu berechnen. Dazu verwenden wir wieder das Pseudo-Bogenldnge-System. Das bedeutet, wir
erweitern erneut unsere Ausgangsgleichung — diesmal T'(z) = 0 — um die Normierungsbedingung

(z — 20)t20 — As = (u — ug)ig + (A — M)t Ao + (@ — Do)! Do + (1 — o)tfo — As = 0.

Wie zuvor ist dabei zg = (uo, Ao, o, f10) eine gegebene Losung von T'(z) = 0 mit dem zugehdrigen
Richtungsvektor Zg = (ug, Ao, Po, o). Kompakt geschrieben erhalten wir fir As = s — s (s

gegeben) mit
B T(z)
H(z,s) = ((Z —20) 29— (s — 50)>
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5.3 Umkehrpunkte

ein Problem der Form
H(z s) =0, H:R*™  R™M*2,
In der Praxis 16sen wir fiir z; mit einem festen As > 0 das Gleichungssystem

{ T(Zl) = 0,

. ] (5.15)
(21 —20) 20— As =0 (||20] =1)

wieder mit dem NEWTON-Verfahren, d.h. wir erhalten folgende Iteration:

T2\ i T(2})
( 2’6 > Zl__<(zi—2())t2':0—AS)’
z?’l =2 + A,
1=0,1,2,..., mit dem Startwert z? = 2p.
5.23 Bemerkung

a) Die JACOBI-Matriz von T bzgl. z = (u, A\, ®, u) hat an der Stelle zy die Gestalt

Gu(zo, po) G (o, po) 0 G (o, po)
T.(20) = | Guu(To, 10)Po  Gur(zo, o) Po  Gu(wo, o) Gup(To, po)Po
0 0 Pt 0

b) Fiir die Pseudo-Bogenlinge-Methode muss T,(zp) vollen Rang haben. Fir einen einfachen
quadratischen Umkehrpunkt bzgl. \ folgt dies aus Satz 5.20.

¢) Zur Durchfihrung des NEWTON- Verfahrens werden die zweiten Ableitungen G, Gyx und
Gy bendtigt. In der Praxis werden wir diese auf folgende Weise approzimieren (vgl. [19]):

1
Guu(u, Auruz = lim R (Gu(u + eur, Nug — Gy(u, Nuz),
e—
1
Gu)\(u, )\))\1111 = hI% g (Gu(u, A+ 8)\1)11,1 — Gu(u, )\)U1) .
E—>

Der zusdtzliche Parameter p fiir obige Gleichungen wurde hierbei vernachlissigt. Fiir die
konkrete Anwendung wihlt man ¢ = 1077,
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Kapitel 6

Anwendung der
Fortsetzungsmethoden

Dieses Kapitel dient der Anwendung der bisher vorgestellten Verfahren und Methoden. Hier wird
das in Kapitel 4 hergeleitete Differenzenverfahren mit den Methoden aus Kapitel 5 kombiniert:
Ein durch die Definition der kritischen REYNOLDSzahl motivierter Ansatz fithrt zu einem pa-
rameterabhéngigen Gleichungssystem, dessen Herleitung im ersten Abschnitt vorgestellt wird.
Der zweite und dritte Abschnitt befassen sich genauer mit den Methoden aus Kapitel 5, die in
unserem Problem Anwendung finden. Insbesondere geht es um die Berechnung eines Startwertes
fiir die Verwendung der Pseudo-Bogenlédnge-Methode. Zusétzlich wird noch eine Schrittweiten-
strategie vorgestellt, die in unserem Fall auf das NEWTON-Verfahren angewendet werden kann.
Abschlieflend widmet sich das Kapitel den Ergebnissen dieser Arbeit; dazu werden vor allem
Schaubilder und numerische Resultate mit angegeben. Insbesondere geben uns die Mittel der
Fortsetzungsmethoden die Moglichkeit, die kritische REYNOLDSzahl zu berechnen.

Bevor wir zur Herleitung des angesprochenen parameterabhéngigen Gleichungssystems kommen,
soll hier ein kurzer Riickblick auf das EKMAN-Randschichtproblem (3.28) mit den zugehorigen
Randbedingungen (3.27) folgen. Wie bei dessen Herleitung zu sehen war, hingt das Problem
von drei Parametern ab; dies waren

e die Wellenzahl o > 0,
e die REYNOLDSzahl R,
e der durch die Storgrofien auftauchende Winkel e.

Damit héngen auch der Eigenwert A und die zugehérigen Eigenfunktionen ¢ und g von diesen
Parametern ab, d. h.

A= Aa, R,¢),
o =¢(a,R,e),
p= pla, R, e).

Um diese Parameterabhéingigkeit soll es im Folgenden gehen.

6.1 Definition des Problems

Wie bereits am Ende von Kapitel 3 erwéhnt, ist der Realteil von dem Eigenwert A entscheidend
fiir die Stabilitdt der EKMAN-Spirale (‘_/, ﬁ). Fiir das weitere Vorgehen interessieren uns nun die
Eigenwerte A\ mit ReA = 0, mit dem Ziel, durch diesen Ansatz eine , Neutralitdtskurve* berech-
nen zu kénnen. Was das genau bedeutet, wird spéter noch erlautert.

Da das EKMAN-Problem in dieser Arbeit numerisch analysiert wird, betrachten wir das Diffe-
renzenverfahren vierter Ordnung, welches in Kapitel 4.3 hergeleitet wurde, d.h. wir verwenden
das Problem

(Ah - AhBh> o = 0. (6.1)

99



6.1 Definition des Problems

Dabei bezeichnet A" einen verallgemeinerten Eigenwert mit zugehoriger Eigenfunktion v" der
diskreten Version des EKMAN-Problems.

Auch beim diskreten Problem interessieren uns die Eigenwerte mit Realteil null. Deswegen ma-
chen wir mit w” := Im\" folgenden Ansatz:

M =0+ iwh. (6.2)
Mit diesem Ansatz zerlegen wir das komplexe Eigenwertproblem (6.1) in Real- und Imaginérteil.
Dazu betrachten wir
o = il
Al = Al 1Al
Die Matrix B" ist nach Konstruktion des Differenzenverfahrens reell (vgl. Kapitel 4.3). Mit dem

eingefithrten Gitter 2, haben wir im Detail folgende reelle Grofien:

o ol e RPNV

Ty "1

Ah Ah Bh c RQN—IXQN—I
ry L1, .
Damit lasst sich (6.1) folgendermafien umformen:

(A,’f Al - ithh) (vff + iv?) =0,
Arf 1AM 1Al — AR — W B WP B =0, —
{ Al — Al + "B =0,

6.3
Al 4 Al — B — ) (6.3)

In Anlehnung an das Kapitel iiber Fortsetzungsmethoden wollen wir mit obigem Ansatz ein
Problem der Form

G(u,p) =0, G:R" - R"

herleiten. Dabei tauchen auch die Eigenfunktionen v und v? als unbekannte Gréfien auf. Um
zu verhindern, dass die Eigenfunktionen null werden, normieren wir diese:

A —1=0,

6.4
d'l = 0. (6.4)

Dabei sind ¢ und d fest gewiihlte Vektoren im R?VN =1 2. B. ¢:=d := M

Mithilfe von (6.3) und der Normierungsbedingung (6.4) lisst sich nun ein ,,Fortsetzungsproblem*
definieren. Dazu setzen wir

¢
u = (wh, vﬁ, v?,s) und p:= R,

um schlieBlich mit

Ahh — Al WP B

hoh o+ Ahoh_  hghoh
Glu,pu) =G (wh,v,]?,'v?,e,R) = Arv; +§;:T_ 1u} Bl (6.5)
dtof

)

das Problem

G(u,u):o7 GiRXR2N71XR2N71XRXRHRXR2N71XR2N71><R
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6.2 Die Pseudo-Bogenlinge-Methode

zu erhalten. Fir M := 4N und z := (u,u) erhalten wir die kompakt geschriebene Version
unserer Nullstellengleichung:

G(z) =0, G:RM*+1 L, RM,

Ziel ist es nun, mit der Pseudo-Bogenlange-Methode einen Losungszweig

2(s) = (W"(s), 0}(5), v (5), 2(5). B(s)) (6.6)

zu berechnen, fiir den gilt:
G (w"(5), v (5), vl (s),2(s), R(s)) =0,

wobei s ein gewisses Intervall durchliduft. In Anlehnung an den Ansatz mit ReA” = 0 fithren wir
dazu folgende Definition ein:

6.1 Definition
Den gesuchten Lésungszweig (6.6) nennen wir Neutralitdtskurve.

6.2 Bemerkung

Nach Konstruktion ist die Abbildung G : RM+L — RM sehr | gutartig”; dies bedeutet, sie ist
in den auftauchenden Variablen w", 'Uff, 'vlh, e und R hinreichend oft differenzierbar, so dass
speziell der Satz tber implizite Funktionen anwendbar ist und damit die Pseudo-Bogenlinge-
Methode Sinn macht. Die Voraussetzung einer requldren Losung von G(x) = 0 rechnen wir hier
nicht nach. In den folgenden Anwendungen sehen wir aber, dass das NEWTON- Verfahren in der
Praxis jeweils durchfiihrbar ist und uns lokal quadratische Konvergenz sichert.

6.3 Bemerkung

Bis jetzt wurde der noch verbleibende Parameter o micht beriicksichtigt. Motivation, die Fortset-
zungsmethoden fiir das EKMAN-Problem anzuwenden, war das Paper [10] von L. GREENBERG
und M.MARLETTA (S. 760 f.). Dort wurde der Parameter « festgehalten und eine Neutra-
litdtskurve im R-e-Diagramm geplottet. Erst spditer — bei der Berechnung der Ortskurve fir die
Umkehrpunkte — werden wir den Parameter a fiir unser Gleichungssystem beriicksichtigen.

6.2 Die Pseudo-Bogenlinge-Methode

Fiir = (0", of!, v, ¢, R) sei nun zy und &y mit ||@o|| = 1 gegeben. Um einen neuen Punkt x4
auf der Losungskurve zu berechnen, 16sen wir fiir ein As > 0 die Gleichung

G(xl) = 07
(ml — x())t i‘() —As=0

mit dem NEWTON-Verfahren, d.h. wir erhalten folgende Iteration:

Go(@)\ A i _ G(z})
< 336 ) Axl o <(1‘11 — xo)t{to — AS ’
et =2 + Axf,

i=0,1,2,..., mit dem Startwert ¥ := z.

Fiir obige Iteration brauchen wir die JACOBI-Matrix G (z). Diese ist durch Definition des Pro-
blems (6.5) folgendermaflen gegeben:

Al —Al 4+ Wh B

B'v}! 5 (-Al) g (-l
h h h ) h
Ga(x) = BO v A7 - ;‘)hB “(1)7" D¢ (%z v sr(A z ;}) € RANXAN+1
Cc
0 d' 0 0
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6.2 Die Pseudo-Bogenlinge-Methode

6.4 Bemerkung
Da nach Konstruktion des Differenzenverfahrens lediglich die Matrix A? von R und € abhdingt,
gilt z. B.

0
Oe
Dies erklirt die ,einfache® Darstellung von Gy (z). Genaueres dazu wird im Anhang erldutert.

Des Weiteren sei fiir die detaillierte Ausfiihrung von ( Ah h) ete. ebenfalls auf den Anhang
verwiesen.

(Ah,v 7Ah,vh+thh h> 805( Ah h>

6.2.1 Der Startwert z

Um die bereits in Bemerkung 6.3 angesprochene Neutralitdtskurve im R-e-Diagramm mit dem
NEWTON-Verfahren zu berechnen, brauchen wir einen geeigneten Startwert fiir unsere Losungs-
kurve. Die Frage ist also, wie man einen solchen Startwert bekommt. Naheliegend ist, die Werte
dafiir zu verwenden, welche in [10] berechnet wurden. Konkret heifit das, wir nehmen ein Paar
(e*, R*) aus der Tabelle in [10], S. 761, und setzen dieses in das Ausgangsproblem

(Ah _ AhBh) S =0

ein. Dem fixen Parameter o weisen wir ebenso einen Wert zu. Mithilfe des MATLAB-Befehls
»eig” bekommen wir die zugehorigen Eigenwerte und Eigenfunktionen. Den Eigenwert, welcher
in der komplexen Zahlenebene am weitesten links liegt, verwenden wir nun und bezeichnen ihn
entsprechend mit A*. Fiir diesen gilt

Re)\* =~ 0,

so dass wir w* := ImA* setzen. Dass diese Approximation sehr gut ist, ist in unserem Fall aber
nicht zu erwarten, da wir hier ein anderes numerisches Verfahren verwenden als in [10]. Die zu
A* gehorige Eigenfunktion bezeichnen wir entsprechend mit v} und v}. Insgesamt erhalten wir
einen Vektor

= (W v, v, e RY).

Fiir den Vektor z* kénnen wir G(z*) ~ 0 erwarten, wobei auch hier die Approximation nicht sehr
gut sein sollte. Um fiir das Fortsetzungsproblem einen geeigneten Startwert xy zu bekommen,
halten wir in z* einen Parameter fest — wir nehmen £* — und 16sen folgende Gleichung mit dem
NEWTON-Verfahren:

wobei @ = (w, v, ¥, R). Als Startwert fiir diese NEWTON-Iteration wihlen wir naheliegen-
derweise @0 := (w* ,vr,vf, R*). Nach Konvergenz des Verfahrens erhalten wir eine Losung
o = (W™, v, o, R, fiir die

G(u™)=G(u",e*)=0
gilt. Damit kénnen wir den Startwert xg fiir die Pseudo-Bogenlénge-Methode definieren:

zo = (W™, U, v e, R™) mit G(xg) = 0.

77"@7

6.5 Bemerkung
Den Tangentenvektor &g bekommt man mithilfe des MATLAB-Befehls ,null“, indem man die
Gleichung

Gm (l’o)io = 0

nicht-trivial lost. Anschlieflend wird dieser auf eins normiert.
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6.2 Die Pseudo-Bogenlinge-Methode
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Abbildung 6.1: Punktspektrum des Eigenwertproblems A"v" = NP B fiir a = 0.5, ¢ = 0.61
und R = 168.7.

6.2.2 Schrittweitensteuerung

Bisher war die Schrittweite As > 0 fiir die Pseudo-Bogenlédnge-Methode fest gewéhlt. Ist diese
dabei klein genug, brauchen wir in der NEWTON-Iteration lediglich wenige Durchléufe. Der
Nachteil auf der anderen Seite ist aber in diesem Fall, dass wir uns auf dem L&sungspfad sehr
langsam fortbewegen. Ist As > 0 jedoch relativ grof}, so benotigt das NEWTON-Verfahren sehr
viele Iterationen, so dass die Pfadfortsetzung sehr rechenaufwéndig wird. Die Frage ist also, wie
man die Schrittweite As > 0 am geschicktesten wéhlt.

Nach R.SEYDEL ([22], Kapitel 4.7) ist ein Kompromiss eine gute Losung fiir die Wahl der
Schrittweite. Dabei geht man von einer optimalen Anzahl M, von Iterationen aus. Ist dann M
die Anzahl der Iterationen im letzten NEWTON-Schritt und gilt M > My, so ist eine kleinere
Schrittweite zu wihlen. Gilt umgekehrt M < M, vergroflert man diese.

Um zu bestimmen, wie man die Schrittweite vergroflert bzw. verkleinert, fithrt man folgende
Grofle ein:
L Mopt

T
Wenn wir As mit £ nach jeder Iteration multiplizieren, wird die Schrittweite grofier, falls das
NEWTON-Verfahren mit weniger als M, Iterationen durchlaufen wird, andernfalls kleiner. Um
zu verhindern, dass sich die Schrittweite zu schnell &ndert, wird eine Beschrénkung an den Faktor
& eingefiihrt. Konkret wihlen wir

0.5, falls £ < 0.5,
£:=< ¢, falls 0.5 < ¢ < 2,
2, falls 2 < &
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6.2 Die Pseudo-Bogenlinge-Methode

und nehmen als neue Schrittweite £As. Fiir die optimale Iterationsanzahl wihlen wir in der
Anwendung M, = 4.
6.2.3 Beispiel

In diesem Abschnitt soll das Beispiel von L. GREENBERG und M. MARLETTA ([10], S.761) mit
der Pseudo-Bogenlidnge-Methode nachgerechnet werden (vgl. Bemerkung 6.3). Dabei verwenden
wir nun konkrete Werte fiir die in den Rechnungen auftauchenden Grofien:

e a =50, d.h. wir betrachten das EKMAN-Problem auf dem Intervall [0, a;
e N =300, d.h. die Anzahl der Unbekannten fiir das Differenzenverfahren A"v" = \' B"v/".

Um den Startwert zo mit der oben beschriebenen Methode fiir das Pseudo-Bogenlénge-Verfahren
zu bestimmen, nehmen wir die ersten Werte in der Tabelle auf Seite 761 in [10]:

(e*, R*) = (0.61,168.7).

Der Parameter a hat dabei den festen Wert 0.5. Abbildung 6.1 zeigt das Punktspektrum von
Ayl = XM B fiir diese Werte in der komplexen Zahlenebene. Der am weitesten links gelegene
Eigenwert A* = —0.1113 —i18.52 (mit einem Quadrat markiert) liegt in etwa auf der imaginiren
Achse (A* wurde mit der MATLAB-Funktion ,eig“ berechnet).

0-8 T T T T T T
0.6} m .
X: 164.7
Y: 0.61
04t 1
X:114.2
c 0.2 Y:0.1138 7
IS
= ]
o
2 o 1
Q
é X:129.6
'; Y: -0.2068
—0.2} - .
X: 155.9
-0.4r+ Y: —0.4808 N
[ |
~06} 1
- 100 120 140 160 180 200 220

Reynoldszahl R

Abbildung 6.2: Neutralitdtskurve fiir das EKMAN-Problem im R-e-Diagramm mit o = 0.5.

In Abbildung 6.2 wurden die letzten beiden Komponenten der mit der Pseudo-Bogenlinge-
Methode berechneten Neutralitdtskurve
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6.3 Die Ortskurve der Umkehrpunkte

im R-e-Diagramm geplottet, wobei s ein gewisses Intervall durchlaufen ist. Diese Kurve charak-
terisiert also den Eigenwert des Problems A"v" = \' B4 mit ReM" = 0 in Abhiingigkeit der
Parameter R und ¢ bei festem a.

6.6 Bemerkung

a) Wir starteten die Berechnung der Neutralititskurve x an dem Punkt, bei dem der Realteil
Re\' = 0 am weitesten links in der komplexzen Zahlenebene liegt. Dass dies beim ,,Durch-
wandern® der R-e-Ebene auch so bleibt, ist a priori nicht klar. Wir gehen aber davon
aus, dass simtliche Punkte auf der Kurve in Abbildung 6.2 denjenigen Eigenwert A" in
Abhingigkeit von R und € charakterisieren, bei dem ReA" = 0 minimal ist (vgl. [10]).

b) Abbildung 6.3 zeigt fiir verschiedene Paare (R,¢) das zu A" = NP B gehirige Spek-
trum (vgl. dazu Abbildung 6.2). Dabei liegt der Eigenwert mit dem kleinsten Realteil jeweils
auf der imagindren Achse, ist also derjenige, welcher auf der Neutralititskurve liegt. Fiir
die weiteren Eigenwerte gilt jeweils ReA" > 0.1. Dies untermauert die in a) gemachte

Aussage.
60 T T T T 60
40 a0k
201
o @ 0 X: 4.254e-012
: 4.250e~
£ | £ Y:6.409 .
g 0 < -
o X: 5.005e-012 o
g Y:-18.13 3 0 .
5 = £ —
g 201 g
£ E
-20
-40| :
—
~60 -40
-80 i i i i -60 i i i i
-50 0 50 100 150 200 -50 0 50 100 150 200
reelle Achse reelle Achse
60 T T N T T 80
40 . B 60
5 X: 2.206e-012
X: -4.876e-012
vi2d . L. Y:4583 |,
.- L
® 20 R - B ° 40 h
2 C -
=] o
< <
o o
s O 3 20
c £
5 2
£ £
-20r 0
-40+ -20
—o i i i i _golu i i i i
=50 0 50 100 150 200 -50 0 50 100 150 200
reelle Achse reelle Achse

Abbildung 6.3: Punktspektren von A"v" = M'B'4 fir (R,e) = (164.7,0.61) (oben links),
(R,e) = (114.2,0.1138) (oben rechts), (R,e) = (129.6,—0.2068) (unten links)
und (R,e) = (155.9, —0.4808) (unten rechts) mit jeweils v = 0.5.

6.3 Die Ortskurve der Umkehrpunkte

In Abbildung 6.2 sind drei Umkehrpunkte bzgl. des Parameters R zu erkennen. Ziel ist es in
diesem Abschnitt, eine Ortskurve zu berechnen, die durch diese drei Punkte verlduft. Dazu
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6.3 Die Ortskurve der Umkehrpunkte

werden wir nun den bisher fixierten Parameter a als unbekannte Grofle hinzunehmen, um da-
durch die kritische REYNOLDSzahl im a-R-e-Volumen berechnen zu kénnen. Dies wird diejenige
REYNOLDszahl sein, die sich auf der Ortskurve am weitesten links befindet (vgl. Kapitel 3.5).

Winkel epsilon
o

100 150 200 250 300 350 400 450 500
Reynoldszahl R

Abbildung 6.4: Periodizitét in €.

Fiir die Berechnung dieser Ortskurve gehen wir wie in Kapitel 5.3 vor, betrachten demnach fiir
z = (u, R, ®, ) das erweiterte System

G(u, R, )
T(z) = | Gu(u,R,a)® | =0, (6.7)
U —1
wobei u = (W, v, v, e) und ¥ € R* ein fest gewiihlter Vektor ist. Fiir das Problem (6.7)
verwenden wir auch hier die Methode der Pseudo-Bogenldnge und brauchen bei der Anwendung
des NEWTON-Verfahrens die JACOBI-Matrix 7% (z). Im Detail benétigen wir damit folgende Ma-
trizen:

B Al —Al+W'BY (Al
—BMf Al -t B Al O (Al
Gu(u7 Ru O[) == 0 r v ct OT Oe ( O’L 7’) c R4N><4N7
0 dt 0
P h
oR, (—Ald)
R (Ah”h) 4N
Grlu, R,a) = | OF YT e RV,
0




6.4 Ergebnisse

2 (Al — Al

7 (A

o) 'v?—i—thh'v?)
h h _ hghah
v+ A — "B

h h
r i
h h
r i
0
0

Go(u, R, a) = e RV,

Die in T,(z) auftretenden zweiten Ableitungen werden wir in der Art approximieren, wie sie in
Bemerkung 5.23 ¢) beschrieben ist. Fiir die detaillierte Berechnung der Ableitungen wird hier
ebenso auf den Anhang verwiesen.

6.4 Ergebnisse

Fiir sémtliche numerischen Rechnungen werden in diesem Abschnitt die Werte aus Beispiel 6.2.3
verwendet, d. h. wir setzen

a = 50 und N = 300.

Des Weiteren sei hier darauf hingewiesen, dass, je nach Anwendung der Pseudo-Bogenlinge-
Methode, die resultierende Losungskurve ein entsprechendes Intervall durchléduft. Dabei kann
das Intervall in unterschiedlichen Fillen verschieden grof sein. Dies spiegelt sich in der Lénge
der abgebildeten Kurven wider.

6.7 Bemerkung

Wie in Abschnitt 6.2.3 erwarten wir auch hier, dass wir beim Berechnen einer Neutralitits- oder
Ortskurve stets den kritischen® FEigenwert verfolgen, d.h. denjenigen, der in der komplexen
Zahlenebene am weitesten links liegt, also mit minimalem Realteil (vgl. Bemerkung 6.6).

0.8 T T T T

0.6

0.4

Ortskurve der Umkehrpunkte

0.2

Winkel epsilon
o

-0.2

X:53.55
Y:-0.4103

-0.4

-0.6

-0.8 1 1 1 1
50 100 150 200 250

Reynoldszahl R

Abbildung 6.5: Ortskurve der Umkehrpunkte in der R-e-Ebene (rot).
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6.4 Ergebnisse

6.4.1 Periodizitiat in ¢

Der Parameter € taucht im EKMAN-Problem lediglich als Winkel in sin- und cos-Termen auf,
weswegen fiir Abbildung 6.2 in senkrechter Richtung eine 27-Periode erwartet wird. Abbildung
6.4 zeigt, dass dies auch tatsédchlich der Fall ist. Wie oben wurde hier v = 0.5 gesetzt.

6.4.2 Ortskurve der Umkehrpunkte und kritische Reynoldszahl

In Abbildung 6.4 wurden die Kurven auch fiir grofe REYNOLDSzahlen (R > 500) geplottet. Der
Verlauf dieser Kurven lisst darauf schlielen, dass fiir jede Periode in e-Richtung drei Umkehr-
punkte existieren (vgl. dazu auch Abbildung 6.2).

Abbildung 6.5 zeigt die mit der Pseudo-Bogenlinge-Methode berechnete Ortskurve der Um-
kehrpunkte (fiir eine Periode in ¢). Als Startwert wurde dabei einer der drei Umkehrpunkte aus
Abbildung 6.2 genommen. Man beachte, dass nur eine Ortskurve existiert, welche durch alle
drei Umkehrpunkte in Abbildung 6.2 verlduft. Weiterhin ist in Abbildung 6.5 zu bemerken, dass
es sich hier um ein Schaubild in der R-e-Ebene handelt. Lediglich die drei Umkehrpunkte aus
Abbildung 6.2 weisen in jedem Fall einen Wert von o = 0.5 auf. Bei den {ibrigen Punkten auf der
Ortskurve kénnen die Werte von « variieren; das war auch der Hintergrund bei dieser Methode:
Der Parameter @ wurde hierbei als unbekannte Variable hinzugenommen.

Am Verlauf der Ortskurve in Abbildung 6.5 kénnen wir die kritische REYNOLDSzahl ablesen.
Diese liegt auf der Kurve ganz links und hat bzgl. R dort ein Minimum. Um einen méglichst
genauen Wert zu bekommen, wurde in dem entsprechenden Bereich der Ortskurve (bei R ~ 54)
die Schrittweite As bei der Pseudo-Bogenlénge-Methode stark verkleinert. In der Anwendung
wurde ein fester Wert von As = 0.01 genommen, so dass fiir die kritische REYNOLDSzahl
Ryt = 53.5518 berechnet werden konnte.

Wie oben bereits erwahnt, variiert auch der Wert « auf der Ortskurve. Um dies in einem Schau-
bild zu verdeutlichen, braucht man ein dreidimensionales Diagramm. Abbildung 6.6 zeigt, wie
die Ortskurve (rot) im a-R-e-Volumen verlduft.

o o
© ©
I |

Wellenzahl alpha

o o o o ©
w > (%] o ~
[ R R R

° o
AN
I

200

Winkel epsilon 100

=0 Reynoldszahl R

80
Winkel epsilon Reynoldszahl R

Abbildung 6.6: Ortskurve der Umkehrpunkte (rot) im a-R-e-Volumen.

Die blau verlaufenden Kurven entsprechen der Neutralitéitskurve aus Abbildung 6.2 fiir verschie-
dene Werte von a. Miteinander verbunden, lassen diese Kurven die in Kapitel 3.5 angesprochene
,kritische“ Fldche im «-R-e-Volumen erkennen, bei welcher der Realteil des ,kritischen“ Ei-
genwerts jeweils null ist. Diese Fliche trennt den a-R-e-Raum in Bereiche, in welchen jeweils
min ReM” > 0 bzw. min Re\" < 0 gilt.

In Bezug auf die Stabilitdtsanalyse der EKMAN-Spirale bedeutet dieses Ergebnis nun Folgendes:
Fiir R > Ry existiert (mindestens) ein Eigenwert A" mit zugehoriger Eigenfunktion v" des
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6.4 Ergebnisse

Problems A"v" = A*B"" mit der Eigenschaft Re\" < 0. Die EKMAN-Spirale ist daher linear
instabil, falls R > Ry, gilt und es existiert dann eine Losung, die Instabilitdt verursacht.

6.4.3 Weitere Schaubilder und Resultate

Kommen wir noch einmal auf die Neutralitdtskurve in Abbildung 6.2 zuriick. Die dort gezeich-
nete Kurve im R-e-Diagramm représentiert fiir jeden Punkt den , kritischen“ Eigenwert, dessen
Realteil null ist. Links von dieser Kurve erwarten wir, dass jeweils min ReA” > 0 gilt bzw. rechts
davon jeweils min Re\* < 0.

Um dies plausibel zu machen, plotten wir fiir & = 0.5 analoge Kurven, bei denen min ReA” = 8
gilt, wobei 8 verschiedene Werte nahe der Null annimmt; dies ist in Abbildung 6.7 dargestellt.
Dabei wurde analog zu Abschnitt 6.1 fiir ein festes [ folgender Ansatz gemacht (vgl. (6.2)):

M= 3 +iwh,

Die Herleitung zu entsprechendem Nullstellenproblem und darauf aufbauend die Anwendung
der Pseudo-Bogenldnge-Methode erfolgt genau wie in Abschnitt 6.1.

0.4
beta = -0.05

0.2

beta=0.2
-0.2

Winkel epsilon

-0.4

/ \ _

-0.6 =
beta=0.1 beta = 0.05

_0.8 Il Il Il Il Il Il
60 80 100 120 140 160

Reynoldszahl R

Abbildung 6.7: Neutralitdtskurve (blau) im R-e-Diagramm fiir o = 0.5; zusétzlich sind Kurven
(griin) geplottet, bei denen min ReA® = 3 gilt, 3 € {£0.05, 0.1, 40.2}.

In Abbildung 6.8 ist das Analogon zu Abbildung 6.7 fiir « = 0.3189 dargestellt. Dabei durchléuft
die blaue Neutralitatskurve die R-e-Ebene, in welcher die kritische REYNOLDSzahl liegt (vgl. Ab-
bildung 6.6). Der Punkt auf der blauen Kurve, der mit einem roten Stern gekennzeichnet ist,
reprisentiert diese Zahl.

An dieser Stelle soll noch einmal die Tatsache untermauert werden, dass wir bei der Kurven-
berechnung stets den , kritischen* Eigenwert verfolgen, also denjenigen, der in der komplexen
Zahlenebene am weitesten links liegt. Dazu berechnen wir mit dem MATLAB-Befehl ,eig* fiir
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Abbildung 6.8: Neutralititskurve (blau) im R-e-Diagramm fiir o = 0.3189; zusétzlich sind Kur-
ven (griin) geplottet, bei denen min Re\" = 3 gilt, 8 € {40.05,40.1,40.2}.

verschiedene (R, ¢)-Parameterkombinationen der blauen Neutralitdtskurve aus Abbildung 6.8
explizit das jeweilige Spektrum des Eigenwertproblems

Al = XM Bl

In Tabelle 6.1 ist fiir diese Parameter jeweils der Realteil des , kritischen* Eigenwerts aufgelistet,
insbesondere auch der mit der kritischen REYNOLDSzahl (rot markiert). All diese Realteile weisen
einen Wert von praktisch null auf. Dies weist darauf hin, dass der entsprechende Eigenwert mit
zugehoriger FEigenfunktion auf der Neutralitdtskurve fiir o = 0.3189 liegt.

| (R.<)

(161.069, 0.389)

(139.569,0.257) | 7.319 - 10~ 12

(101.731,0.118) | 4.488 - 10~ 1'%

(67.791,—-0.084) | 2.96- 10~ 1!

(53 )
)
)
)

‘ min Re\? ‘
6.869 - 1012

552, —0.410) | 5.706 - 10~ 12
(74.798, —0.651) | 4.285 - 10~ 12
(107.682, —0.701) | 1.169 - 10~
(145.789, —0.799) | 8.637 - 1012

Tabelle 6.1: Realteil des , kritischen* Eigenwerts fiir verschiedene (R, ¢)-Paare bei festem o =
0.3189.

Fiir das Parametertripel (ouuit, Ririt, €krit), welches die kritische REYNOLDSzahl enthilt, ist in
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6.4 Ergebnisse

Abbildung 6.9 schliellich noch das komplette Punktspektrum geplottet. Lediglich der , kritische®
Eigenwert weist einen Realteil von null auf; fiir die iibrigen Eigenwerte gilt ReA” > 0.1.

60 ! ! ! !
A0F .
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imaginare Achse
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reelle Achse
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Abbildung 6.9: Punktspektrum fiir das Tupel (auyit, Riit, €keit) = (0.319,53.552, —0.410).

Zum Schluss wird eine ,,instabile* Losung des EKMAN-Problems angegeben, eine, die Instabilitét
der EKMAN-Spirale verursacht. Eine entsprechende Parameterkombination ist z. B.

(o, R, ) = (0.319, 70, —0.410).

In diesem Fall gilt min ReA\"” = —0.20 < 0. Die zu diesem Eigenwert zugehorige Eigenfunktion
v soll in einem Schaubild dargestellt werden. Dazu sei daran erinnert, dass nach Konstruktion
des Differenzenverfahrens A"v" = \*B"/" der Vektor v" aus den beiden Komponenten ¢ und

1 besteht. Dabei sind ¢ und pu fir A = % auf dem numerischen Gitter

Q= {0,0.5h, h, . .., 299k, 299.5h, 300k}

gegeben, genauer gesagt: ¢ auf {0,h,2h,...,300} und p auf {0.5h,1.5h,2.5h,...,299.5h}. In
Abbildung 6.10 sind ¢ und p als komplexwertige Gréflen mit dem Absolutbetrag jeweils fiir
2" < 20 geplottet. Fiir 2/ — 50 schmiegen sich die Kurven an die 2’-Achse an.

6.8 Bemerkung

a) Fir die in diesem Kapitel gezeigten Schaubilder des Spektrums und der Eigenfunktio-
nen ¢ und p des verallgemeinerten Eigenwertproblems AP = N'BM'" wurde jeweils
der MATLAB-Befehl ,eig“ verwendet. Konkret heif$t das: Fiir ein festes Parametertupel
(o, R, €) liefert ,,eig(Ah,Bh) “ eine Diagonalmatriz mit verallgemeinerten Eigenwerten und
eine Matriz, dessen Spalten aus den zugehirigen Eigenvektoren besteht.
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Abbildung 6.10: Eigenfunktionen ¢ (links) und g (rechts) zum ,instabilen* Eigenwert \* =
—0.20 +113.36.

b) Die Verwendung der Pseudo-Bogenlinge-Methode liefert nach Konstruktion des Verfahrens
nicht nur Losungen fiir die Parameter o, R und €, sondern auch fir den Imagindrteil w"

und die zugehirigen Eigenfunktionen v und 'U?. Diese wurden hier aber im Text nicht
explizit mit angegeben.
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Kapitel 7

Schlussbemerkungen

In der vorliegenden Arbeit wurde das sogenannte EXMAN-Randschichtproblem
Av= )\Bv

(inklusive Randbedingungen) aus der Stromungsdynamik mit numerischen Methoden behandelt.
Ziel war es unter anderem, die daraus resultierenden Ergebnisse mit denen von D. K. LILLY
sowie L. GREENBERG und M. MARLETTA zu vergleichen. Grundlage dafiir war das in der Arbeit
entwickelte diskrete EKMAN-Problem

Al = N B

Die darin enthaltenen Parameter v, R und ¢ motivierten die Anwendung der Parameterfortset-
zung von Losungen einer Gleichung der Form

G(z) =0, G:R™! - R™,

Speziell konnte dazu die Methode der Pseudo-Bogenlinge-Fortsetzung von H. B. KELLER ange-
wendet werden. Wihrend in [18] die Ergebnisse ,,von Hand* nachgerechnet wurden, erméglichte
der Ansatz hier eine elegante Methode zur Berechnung der kritischen REYNOLDSzahl.

An dieser Stelle sei das Vorgehen von D. K. LILLY kurz beschrieben: Sein Ansatz basierte dar-
auf, das EKMAN-Problem fiir mehrere hundert Kombinationen des Parametertupels (o, R, ¢)
zu betrachten. Dabei hielt er jedes dieser Tupel fest und loste das zugehorige Problem mittels
der Methode der finiten Differenzen (vgl. Kapitel 4.2). Wéhrend wir bei der Diskretisierung
das Intervall [0,50] verwendeten, basierten die Rechnungen von D. K. LiLLy auf dem Intervall
[0, 35]. Auch er erhielt nach der Diskretisierung ein lineares Gleichungssystem in der Form eines
Eigenwertproblems. Dieses loste er nicht-trivial durch Nullsetzen der zugehorigen Determinante.
SchlieBlich konnte er mit seinen Methoden der kritischen REYNOLDSzahl einen Wert von etwa 55
zuweisen. Im Vergleich dazu konnte mit den numerischen Verfahren hier ein Wert von 53.5518
erzielt werden.

L. GREENBERG und M. MARLETTA verwendeten bei ihren numerischen Berechnungen ein so-
genanntes Matrix-Verfahren der Ordnung 6 (vgl. [10], Kapitel 9). Sie nahmen ebenfalls das
,abgeschnittene“ Intervall [0, 50]. Die Ergebnisse dort ([10], S. 761) stimmen mit denen aus die-
ser Arbeit relativ gut iiberein (vgl. dazu Abbildung 6.2).

Auch andere Arbeiten beschiftigten sich mit der Berechnung der kritischen REYNOLDSzahl.
Wiéhrend in vorliegender Arbeit fiir das kritische Parametertupel (cuit, Rkrit, Ekeit) €in Wert von
(0.319,53.552, —0.410) berechnet werden konnte, kamen G. I0o0ss, H. B. NIELSEN und H. TRUE
mit einem GALERKIN-Verfahren auf ein Ergebnis von (0.316, 54.2, —0.407) (vgl. [12]).

Weitere Resultate diesbeziiglich erzielten P. R. TATRO und E. L. MOLLO-CHRISTENSEN sowie
P.D. WEIDMAN. Sie konnten im Vergleich zu diesen numerischen Resultaten auf experimen-
tellem Wege die kritische REYNOLDSzahl angeben. Ihre Messdaten ergaben einen Wert von
56.3 £ 2.0 bzw. 60 (vgl. [12], S.253).
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Anhang A

Das Newton-Verfahren

Im Folgenden sei n € N eine natiirliche Zahl und ||.|| eine Norm auf dem R".

A.1 Definition
Sei (zr) ey € R™ eine Folge und sei x* € R™. Die Folge (x1,),cy konvergiert quadratisch gegen

x*, falls xy, "7 o und es eine Konstante K > 0 gibt, fiir die gilt:
i1 — || < Ky — 2%,

Wir betrachten nun eine Abbildung 7" : R” — R™. Es soll die Konvergenz des NEWTON-
Verfahrens zur Losung des Gleichungssystems 7'(x) = 0 im mehrdimensionalen Fall n > 1
untersucht werden. Dabei ist das NEWTON-Verfahren wie folgt definiert: Man wiihlt ein 2° und
lost fiir ¢ = 0,1,2,... das lineare Gleichungssystem

DT (2")d" = —T(a*) (A1)
und setzt anschlieffend
o=t 4 d (A.2)

Der nachfolgende Satz liefert unter gewissen Voraussetzungen quadratische Konvergenz fiir das
NEWTON-Verfahren sowie eine Menge von zuliissigen Startvektoren z¥; die Existenz einer Null-
stelle * wird dabei vorausgesetzt.

A.2 Satz (Lokaler Konvergenzsatz des NEWTON-Verfahrens)

FEine gegebene Funktion T : R™ — R™ sei auf einer offenen, konvexen Menge M C R™ diffe-
renzierbar, und x* € M sei eine Nullstelle von T, also T'(z*) = 0. Weiter seien gewisse Zahlen
r,3,L > 0 gegeben, die folgende Bedingungen erfillen:

o Bo(x*):={x eR"| ||z —z*|| <r} C M,
o DT (z*) ist invertierbar mit || (DT(x*)) | < 8,
e Va,y € M : | DT(x) - DT(y)| < Lz — y.

Dann ist fiir jeden Startwert x° € Bs(z*) mit § := min {r, 25%} das NEWTON-Verfahren (A.1)

und (A.2) wohldefiniert und die NEWTON-Folge (xi)ieN konvergiert gegen x*. Weiter gilt fiir
alle 1 > 0:

2t — 2*|| < BL|z" — 2%,
d. h. es liegt lokal quadratische Konvergenz vor.
Beweis. Siehe [20], S.105 f. O
A.3 Bemerkung

a) Die LiPSCHITZ-Bedingung an DT(-) in obigem Satz ist insbesondere dann erfillt, falls die
Abbildung T zweimal stetig differenzierbar ist.

b) Typisches Abbruchkriterium an einer Iterierten x° ist z. B. fiir ¢ = 10~° folgende Bedin-
gung:
T (9520) | <e.
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Anhang B

Ableitungen

Fiir die Anwendung der Pseudo-Bogenlénge-Methode brauchen wir nach Konstruktion des Ver-
fahrens folgende partielle Ableitungen (vgl. Kapitel 6.2 und 6.3):

0 h,h h,h h ph,h

a(AT 7.*Aivi+w_Bvi>, (Bl)

aﬁ (Al + Al — B (B.2)
12

fiir v € {g, R, a}. Diese sollen hier berechnet werden.

Um die Ableitungen angeben zu kénnen, zerlegen wir die Matrix A" des Differenzenverfah-
rens detailliert in Real- und Imaginérteil. Dazu verwenden wir die in Kapitel 4.3 eingefiihrten
Abkiirzungen

A,B,C,D,E,F,G,H,I (B.3)

fiir die Komponenten der Matrizen A" und B". Zuniichst zerlegen wir (B.3) fiir die Matrix
Ar = Al Al

, 2 1 , (1
A:Ar'i‘lAzzﬁ"‘Wa +1<12h2aRU2>7

. 13 8 , [ 4
B =B, +iBi = ~ 55 ~ 350 +1<‘3m0‘RU2)’

, 2 5 5, 4, (5 ) )
C:Cr—l—lCi:%—l—ﬁa + o —|—1<2h2aRU2—aR(—a Ug—Ug)),
E=E, +iE = —— +i( —aRU

T T TR T 16 )

. 9 /9 .
F—Fr+1FZ—4h+1<—16aRU1>7
G=0G +‘G'——g+' 9 RU

I A TR W Tk
H=H +iH = — +i(~aRU
A A DY STkt

. 5) 9 .

I—Ir—i-lll——ﬁ—a +i(—aRU,).

An dieser Darstellung der einzelnen Komponenten der Matrix A" des Differenzenverfahrens sieht
man, dass die Parameter € und R lediglich in A? auftauchen; dabei taucht der Winkel ¢ in der
EKMAN-Spirale U; und Uy sowie deren Ableitungen auf (vgl. Bemerkung 4.16). Die Komponente
D= % + o2 der Matrix B" ist nach Konstruktion unabhingig von e und R. Also folgt fiir die
partiellen Ableitungen (B.1) und (B.2) nach ¢ und R

% (AZ} b Al +thhv?) _9 (—A?U?) ;

=%
% (Al + Al — S B) = aﬁ (alo)).
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(Aﬁvf} — Al thhvg) -

(Alof + Aloft — o B)) =

(~ate).
(4tet).

Wollen wir diese Ableitungen konkret angeben, so miissen wir die einzelnen Komponenten der
Matrix AP differenzieren:

Slegle
%\@%\%

EA. _9 < ! aR (—sin(e) + e *sin(z + 5))) = aR (—cos(e) + e *cos(z + ¢)),

0" 0e \12h2 12h2

iA- _ 92 <1aR (—sin(e) + e *sin(z + 5))) = o (—sin(e) + e *sin(z +¢))
OR™"  OR \12h? 1212 ’
QB' _9 <—4aR (—sin(e) + e *sin(z + 6))> = —iaR (—cos(e) + e % cos(z +¢))
O " 0e \ 3h2 3h? ’
iB- = 9 <—4aR (—sin(e) + e *sin(z + 5))) = —ia (—sin(e) + e *sin(z +¢))
OR™"  OR 3h? 3h? ’

8866’,- = 88 (222 aR (—sin(e) + e *sin(z + ¢)) — aR (—a® (—sin(e) + e *sin(z + ¢))
— (—2e % cos(z + ¢))) > = 2ih20zR (—cos(e) + e *cos(z +¢)) — aR (—a? (— cos(e)
+ e *cos(z+¢€)) — 2 *sin(z +¢)),

3} 0 (5 . s . .
@Ci = 3R <2h2 aR (—sin(e) + e *sin(z +¢)) — aR (—oz2 (—sin(e) + e “sin(z + ¢))

— (—2e % cos(z +¢))) ) = %a (—sin(e) + e *sin(z +¢)) — a (—a® (—sin(e)

+e Zsin(z + 6)) — (—Qe_z cos(z + 5))) )

0 0 0 (1 . 1 S

@Ei = %HZ 7% <16aRe *(cos(z + &) + sin(z + 6))) EaRe (—sin(z + €) + cos(z + €)),
D= = - (aRe (cos(z +€) +sinz +2)) ) = S0 (cos(z + ) + sin(z + €))
seli = 3pfli = 3R aRe ™ *(cos(z +¢€) +sin(z +¢ 16oze cos(z +¢) +sin(z + ¢)),
d 0 0 9 e

pe F, = &sG pe (—9E;) = —EaRe (—sin(z +€) + cos(z +€)),

0 0 0 9 _, .
6RF 8RG By (—9E;) = T (cos(z +¢€) +sin(z +¢€)),

({ili = 886 (—aR (—sin(e) + e “sin(z +¢€))) = —aR (—cos(e) + e *cos(z +¢)),

0 0 , . : o

ﬁli 3R (—aR (—sin(e) + e *sin(z +¢€))) = —a (—sin(e) + e “sin(z + ¢)) .

Da die Matrizen A", A" und B" des Differenzenverfahrens alle von o abhiingen, muss jede
davon beim Differenzieren nach « beriicksichtigt werden. Auch hier betrachten wir wieder die
einzelnen Komponenten:

0 0 2 1 1
A, = a2
8a 804 < T > 3p2°

= 5 (12h2 —sin(e) +e” s1n(z+6))> = 12th(f sin(e) + e *sin(z +¢)),
_—ch __16

Ja By Oa 2h4 DR A

5aBi= 5 | —grzaR (—sin(e) +e 7sin(z +¢)) | = —o5 sin(e) + e “sin(z + ¢)) ,
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d 0 (28 5 , 4\ 10

90"~ da <3h4+h20‘ +O‘> ERRES

QC- 4 < aR ( sin(e) + e “sin(z + 8)) —aRR (*042 (* sin(e) + e~ sin(z + 5))
da ' da \ 2h2

—(—2e % cos(z +¢))) ) = %R (—sin(e) + e *sin(z +¢)) + 3a*R( — sin(e)
+e *sin(z+¢€)) + R (—2e *cos(z +¢)),

oo O \ 2h?
= Qg = O (L Re=(cos(z+ ) +sin(z 4 ) | = — Re~*(cos(z + £) + sin(z + ))
sali= g ti= 5o | gakie os(z sin(z = g fte " (cos(z sin(z ,

P P P 9 . .
%FZ- = %Gi =5 (—9E;) = —1—6Re (cos(z +¢€) +sin(z +¢)),

o, 9 ( 5 L\ _
aaff—w<‘w‘“>—‘2a’

%IZ- = % (—aR (—sin(e) + e *sin(z +¢€))) = =R (—sin(e) + e *sin(z +¢)) .

Die Komponenten F,, F,., G, und H, sind unabhingig von «, tauchen in obiger Rechnung also
nicht auf.

Damit sind sdmtliche Komponenten-Ableitungen gegeben und wir kénnen die partiellen Ablei-
tungen (B.1) und (B.2) angeben. Die entsprechenden Matrizen fiir

gg (Ah ) ai% (Ah ) ai (Ah ) ai (Ah ) und aaa (Bh“)

fiir ein v € R2Y ! sind dem MATLAB-Quellcode in Anhang C.3 zu entnehmen.
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Anhang C

Matlab-Quellcode

Dieses Kapitel widmet sich den MATLAB-Quelltexten fiir die in dieser Arbeit beschriebenen Ver-
fahren. Dabei kommt es vor, dass Bezeichnungen im Quellcode mit denen aus den entsprechenden
Kapiteln differieren. Des Weiteren wird darauf hingewiesen, dass nicht die vollstdndigen Pro-
gramme mit angegeben sind, sondern nur die wichtigen Abschnitte bzw. einzelne MATLAB-Files
der Programme.

C.1 Die Matrizen A" und B" des Differenzenverfahren (4.12)

% Matrizen A und B des Differenzenverfahrens
function [A,B]=AB(N,h,x,alpha,R,epsilon);

% Inputs

Y m=====

% N: natiirliche Zahl, die das numerische Gitter definiert
% h: Schrittweite des Differenzenverfahrens

% X: numerisches Gitter

% alpha, R, epsilon: Parameter des Ekman-Problems

% Ekman-Losung (U’, V und V’°)
PA
% Werte fir h, 2h,... (fir phi-Gleichung):
x1=x(2:2:end-1);

Vi=-sin(epsilon)+exp(-x1) .*sin(x1+epsilon);
d2V=-2*exp(-x1) .*cos(x1l+epsilon);

% Werte fir h/2, 3/2h,... (fir my-Gleichung):
x2=x(1:2:end);

dU=exp(-x2) .*(cos(x2+epsilon) +sin(x2+epsilon)) ;
V2=-sin(epsilon)+exp(-x2) .*sin(x2+epsilon) ;

% HilfsgroBen fir die Matrizen
YA
a=2/h"4+(alpha”2/6+i*alpha*R*V1/12) /h"2;
b=-13/(2%h"4)+(-(8/3) *alpha~2-(4/3) *i*xalpha*R*V1) /h"2;
c=28/(3xh"4)+(5*alpha~2+(5/2) *i*alpha*R*V1) /h~2-i*alpha*R* (-alpha~2*V1-d2V)+alpha”4;
d=5/(2*h"2)+alpha~2; % = const

e=i*alpha*R*dU/16-1/(12xh) ;

f=-ixalpha*R*dU*9/16+9/ (4*h) ;

g=-i*alpha*R*xdUx9/16-9/ (4*h) ;

j=i*alpha*R*dU/16+1/(12%h) ;

k=-5/(2*%h"2)-alpha~2-i*alpha*R*V2;

% Matrix A (entsprechend dem Beispiel)
h
% Hauptdiagonale:
D=sparse (2*N-1,1);
D(1:2:end)=k;
D(2:2:end-1)=c;
D(1)=k(1)-5/(18%h"2);
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C.1 Die Matrizen A" und B" des Differenzenverfahren (4.12)

D(2)=-2*a(1)+c(1)-20/(3*h"4) ;
D(3)=k(2)+1/(72*¥h"2);
D(4)=c(2)-2/(3*h"4);
D(end-3)=c(end-1)-13/(36%h"4) ;
D(end-2)=k(end-1)-1/(182%h"2);
D(end-1)=-(13/6)*a(end)+c(end)-58/(9%h"4);
D(end)=k(end)+2195/(1092%h"2) ;
% Erste obere Nebendiagonale:
OD1=sparse(2#N-1,1);
0D1(2:2:end-1)=g(1l:end-1);
0D1(3:2:end)=9/(4%h) ;
0D1(2)=-2*e(1)+g(1);
0D1(3)=161/(72%h);
0D1(end)=1187/(546%h) ;

% Zweite obere Nebendiagonale:
OD2=sparse (2*N-1,1);
0D2(3:2:end)=4/(3*h"2);
0D2(4:2:end-1)=b(1:end-1);
0D2(3)=-17/(36%h"2) ;
0D2(4)=4*a(1)+b(1)+19/(3*xh"4) ;
0D2(5)=31/(24%h"2);
0D2(6)=b(2)+7/(18%h"4);
0D2(end-1)=b(end-1)+13/(36*h"4) ;
0D2(end)=1373/(1092%h"2) ;

% Dritte obere Nebendiagonale:
OD3=sparse (2*N-1,1) ;
0D3(4:2:end-1)=j(1:end-2);
0D3(5:2:end)=-1/(12*h) ;
0D3(4)=4*e (1)+j(1);
0D3(5)=-1/(24%*h) ;

% Vierte obere Nebendiagonale:
OD4=sparse (2*N-1,1);
0D4(5:2:end)=-1/(12xh"2);
0D4(6:2:end-1)=a(1l:end-2);
0D4(5)=19/(12%¥h"2);
0D4(6)=-(4/3)*a(1)-56/(9*h"4);
0D4(7)=-5/(72%h"2);
0D4(8)=a(2)-1/(12*h"4);

% Sechste obere Nebendiagonale:
OD6=sparse (2*N-1,1);
0D6(8:2:end-1)=-1/(6xh"4) ;
0D6(7)=-23/(36%h"2) ;

0D6 (8)=(1/2)*a(1)+23/(6%h"~4) ;

% Erste untere Nebendiagonale:
UD1=sparse(2xN-1,1);
UD1(1:2:end-2)=-9/(4%h) ;
UD1(2:2:end-1)=f(2:end) ;
UD1(1)=-173/(72*h) ;
UD1(end-2)=-821/(364%h) ;
UD1(end-1)=f (end)-(13/6) *j(end) ;
% Zweite untere Nebendiagonale:
UD2=sparse (2*N-1,1);
UD2(1:2:end-2)=4/(3*h"2);
UD2(2:2:end-3)=b(2:end) ;
UD2(1)=107/(72%h"2) ;
UD2(2)=b(2)+1/(3*xh"4);
UD2(end-5)=b(end-1)+1/(3%¥h"4) ;
UD2(end-4)=241/(182*h"2) ;
UD2(end-3)=(13/6) *a(end)+b(end)+79/(9%h"4) ;
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C.1 Die Matrizen A" und B" des Differenzenverfahren (4.12)

UD2(end-2)=-76/(273*¥h"2) ;

% Dritte untere Nebendiagonale:

UD3=sparse(2xN-1,1) ;

UD3(1:2:end-4)=1/(12*h) ;

UD3(2:2:end-3)=e(3:end) ;

UD3(end-4)=27/(364*h) ;

UD3(end-3)=e(end)+(13/6) *j(end) ;

% Vierte untere Nebendiagonale:

UD4=sparse(2xN-1,1) ;

UD4(1:2:end-4)=-1/(12*h"2);

UD4(2:2:end-5)=a(3:end) ;

UD4(end-7)=a(end-1)-11/(72%h"4) ;

UD4 (end-6)=-20/(273*h"2) ;

UD4 (end-5)=-a(end)-20/(3*¥h"4) ;

UD4 (end-4)=229/(182*h"2) ;

% Sechste untere Nebendiagonale:

UD6=sparse (2*N-1,1);

UD6(2:2:end-7)=-1/(6%h"4);

UD6(end-9)=-5/(36%h"4) ;

UD6 (end-8)=-1/(364%h"2) ;

UD6(end-7)=(11/12)*a(end)+59/(18%h~4) ;

UD6 (end-6)=-164/(273*xh"2) ;

% Nun zur Matrix A:

H=[UD6 UD4 UD3 UD2 UD1 D 0OD1 0D2 0OD3 0D4 0D6];

A=spdiags(H,[-6 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 6],2%N-1,2%N-1);

% Noch fehlende Eintréage:

A(1,6)=-(7/3)*e(1); A(1,8)=(1/2)*e(1); A(1,9)=1/(12*%h"~2); A(2,7)=-1/(72%h);
A(2,10)=-4/(3%h"~4); A(2,12)=1/(6%*h"4); A(end-1,end-11)=1/(6*h"4);
A(end-1,end-9)=-(1/6)*a(end)-10/(9*h"4); A(end-1,end-8)=-1/(364x*h);
A(end-1,end-6)=11/(1092*h); A(end,end-9)=-(1/6)*j(end); A(end,end-8)=121/(1092*h"2);
A(end,end-7)=(11/12)*j(end); A(end,end-5)=-2%j(end);

% Matrix B (entsprechend dem Beispiel)
h
% Hauptdiagonale:

DB=sparse(2*N-1,1) ;

DB(1:2:end)=-1;

DB(2:2:end-1)=d;

DB(2)=d-1/(6*h"2);
DB(end-1)=d-13/(72*h"2);

% Zweite obere Nebendiagonale:
0D2B=sparse (2xN-1,1) ;
0D2B(4:2:end-1)=-4/(3%¥h"2);
0D2B(4)=-1/h"2;

% Vierte obere Nebendiagonale:
0D4B=sparse(2xN-1,1) ;
0D4B(6:2:end-1)=1/(12*xh"2);
0D4B(6)=-1/(9%h"2);

% Zweite untere Nebendiagonale:
UD2B=sparse (2*N-1,1);
UD2B(2:2:end-3)=-4/(3%h"2);
UD2B(end-3)=-83/(72xh"2) ;

% Vierte untere Nebendiagonale:
UD4B=sparse (2*N-1,1);
UD4B(2:2:end-5)=1/(12xh"2);

UD4B (end-5)=-1/(12*%h"2) ;

% Nun zur Matrix B:

HB=[UD4B UD2B DB 0D2B 0D4B];
B=spdiags(HB,[-4 -2 0 2 4],24N-1,2*N-1);
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C.2 Die Pseudo-Bogenlidnge-Fortsetzung

% Noch fehlende Eintrige:
B(2,8)=1/(24%¥h"2);
B(end-1,end-9)=-1/(72*xh"2); B(end-1,end-7)=11/(144%h"2);

C.2 Die Pseudo-Bogenlinge-Fortsetzung

Hier wird der Quelltext fiir den Algorithmus 5.17 vorgestellt inklusive der Methode der Schritt-
weitensteuerung aus Abschnitt 6.2.2.

% Fir die Schrittweitensteuerung:

ds=2; 7 Schrittweitenparameter fiir die Pseudo-Bogenlidnge-Methode, Startwert
global n_opt;

n_opt=4; ’ optimale Anzahl der Newton-Iterationen

% Schleife fiir die Parameterfortsetzung:
j=1;
while j<100
% Losen mit dem Newton-Verfahren:
ERG=fun_Newton(@fun_F,@fun_JF,X0,dX0,ds);
X=ERG(1:end-1); 7 gesuchter Lésungsvektor
n=ERG(end); ’, speichert die Anzahl der Iterationen von einem Newton-Schritt

if n>2*n_opt
ds=0.5x*ds;
Fehler(j)=n; J, speichert die Anzahl der Iterationen, die "nicht konvergieren"
else J, Losung wird iibernommen
% Schrittweitensteuerung:
xi=n_opt/n;
% Bedingung an xi, damit sich ds nicht zu schnell &ndert:
if xi<0.5
xi=0.5;
elseif xi>2
xi=2;
end
ds=xix*ds;
% obere Schranke fiir die Schrittweite:
if ds>2
ds=2;
end

% Nédchster Richtungsvektor:
Y=fun_JF(X,dX0)\[zeros(length(X)-1,1);1];

% Zuriicksetzen:

X0=X;

dX0=Y;

dX0=dX0/norm(dX0); % auf 1 normiert

% Losungen abspeichern:
L(:,j+1)=X;
Iter(j)=n;
DS(j)=ds;
J=j+1;
end
end
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C.3 Matrizen fiir die Ableitungen

Zusétzlich wird der Quelltext fiir das zugehtrige NEWTON-Verfahren mit angegeben:

function erg=fun_Newton(F,F_abl,X0,dX0,ds)

% Inputs

Y ======

% F: Nullstellenfunktion (function handle)

% F_abl: Jacobi-Matrix vom F (function handle)

% X0: gegebene Losung von F(X)=0

% dX0: zu X0 gehdriger Richtungsvektor

% ds: Schrittweite der Pseudo-Bogenlédnge-Methode

global n_opt;

D=zeros(length(X0),1);
X=X0;

% Newton-Iteration:
i=0;
while max(abs(F(X,X0,dX0,ds)))>1e-8
D=F_abl (X,dX0)\-F(X,X0,dX0,ds) ;
X=X+D;
i=i+1;
if i>2*n_opt
break; % verlasst die Schleife, falls zu viele Iterationen
end
end

if i>2*n_opt

erg=[X0;i]l;
else
erg=[X;i];

end

C.3 Matrizen fiir die Ableitungen

Dieser Teil gibt den Quelltext fiir die partiellen Ableitungen (B.1) und (B.2) an. Z.B. werden

fiir B% (Aﬁv) (v e R2N *1) die in Anhang B berechneten Komponenten in einer entsprechen-

den Matrix zusammengefasst, welche anschliefend als Funktion iibergeben wird. Damit kann
8% (A]Tlv) als Matrix-Vektor-Multiplikation berechnet werden. Die Berechnung der anderen par-

tiellen Ableitungen erfolgt analog.

% Matrix fiir die partielle Ableitung von Al*v nach alpha
% Im Programm dann als Matrix-Vektor-Multiplikation: dalpha_Alxv

function dalpha_Al=Matrix_dalpha_A1(R,epsilon,alpha);
global N h;

% HilfsgroBen fiir die Matrix (jetzt nach alpha abgeleitet)
b
dalpha_ar=(1/(3*h"~2))*alpha;
dalpha_br=-(16/(3%h~2))*alpha;
dalpha_cr=(10/(h"2))*alpha+4*alpha”3;
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C.3 Matrizen fiir die Ableitungen

dalpha_kr=-2%alpha;

% Matrix dalpha_A1l

% PR —— R

% Hauptdiagonale:

D=sparse(2*N-1,1);
D(1:2:end)=dalpha_kr;
D(2:2:end-1)=dalpha_cr;
D(2)=-2*dalpha_ar+dalpha_cr;
D(end-1)=-(13/6)*dalpha_ar+dalpha_cr;
% Zweite obere Nebendiagonale:
OD2=sparse (2*N-1,1);
0D2(4:2:end-1)=dalpha_br;
0D2(4)=4*dalpha_ar+dalpha_br;

% Vierte obere Nebendiagonale:
OD4=sparse (2*N-1,1);
0D4(6:2:end-1)=dalpha_ar;
0D4(6)=-(4/3)*dalpha_ar;

% Sechste obere Nebendiagonale:
OD6=sparse (2*N-1,1) ;
0D6(8)=(1/2)*dalpha_ar;

% Zweite untere Nebendiagonale:
UD2=sparse (2xN-1,1) ;
UD2(2:2:end-3)=dalpha_br;
UD2(end-3)=(13/6) *dalpha_ar+dalpha_br;
% Vierte untere Nebendiagonale:
UD4=sparse (2*N-1,1);
UD4(2:2:end-5)=dalpha_ar;

UD4 (end-5)=-dalpha_ar;

% Sechste untere Nebendiagonale:
UD6=sparse(2*N-1,1);

UD6 (end-7)=(11/12)*dalpha_ar;

% Nun zur Matrix dalpha_A1l:

H=[UD6 UD4 UD2 D 0OD2 0D4 0D6];
dalpha_Al=spdiags(H,[-6 -4 -2 0 2 4 6],2+N-1,2+N-1);
% Noch fehlende Eintréage:
dalpha_A1l(end-1,end-9)=-(1/6)*dalpha_ar;

% Matrix fiir die partielle Ableitung von A2*v nach alpha
% Im Programm dann als Matrix-Vektor-Multiplikation: dalpha_A2*v

function dalpha_A2=Matrix_dalpha_A2(R,epsilon,alpha);
global N h x;

% Ekman-Losung (U’, V und V’°)
YA
% Werte fiir h, 2h,... (fiir phi-Gleichung):
x1=x(2:2:end-1);

Vi=-sin(epsilon)+exp(-x1) .*sin(x1+epsilon);
d2V=-2*exp(-x1) .*cos(x1l+epsilon);

% Werte fir h/2, 3/2h,... (fir my-Gleichung):
x2=x(1:2:end);

dU=exp(-x2) .*(cos(x2+epsilon)+sin(x2+epsilon));
V2=-sin(epsilon)+exp(-x2) .*sin(x2+epsilon);

% HilfsgroBen fir die Matrix (jetzt nach alpha abgeleitet)
h
dalpha_ai=(1/(12%h"2))*R*V1;
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C.3 Matrizen fiir die Ableitungen

dalpha_bi=-(4/(3*%h"2))*R*V1;
dalpha_ci=(5/(2*h"~2))*R*V1+3*alpha”2*xR*V1+R*d2V;
dalpha_E=(1/16)*R*dU;

dalpha_F=-R*V2;

% Matrix dalpha_A2
YA
% Hauptdiagonale:

D=sparse(2*N-1,1);

D(1:2:end)=dalpha_F;

D(2:2:end-1)=dalpha_ci;

D(2)=-2*dalpha_ai(1)+dalpha_ci(1);
D(end-1)=-(13/6)*dalpha_ai(end)+dalpha_ci(end) ;

% Erste obere Nebendiagonale:

OD1=sparse(2*N-1,1);

0D1(2:2:end-1)=-9*dalpha_E(1:end-1);

0D1(2)=-11*dalpha_E(1);

% Zweite obere Nebendiagonale:

OD2=sparse (2*N-1,1);

0D2(4:2:end-1)=dalpha_bi(l:end-1);
0D2(4)=4*dalpha_ai(1l)+dalpha_bi(1);

% Dritte obere Nebendiagonale:

OD3=sparse (2*N-1,1);

0D3(4:2:end-1)=dalpha_E(1l:end-2);

0D3(4)=5*dalpha_E(1);

% Vierte obere Nebendiagonale:

OD4=sparse (2*N-1,1);

0D4(6:2:end-1)=dalpha_ai(l:end-2);

0D4(6)=-(4/3)*dalpha_ai(1);

% Erste untere Nebendiagonale:

UD1=sparse(2*N-1,1);

UD1(2:2:end-1)=-9*dalpha_E(2:end) ;

UD1(end-1)=(-67/6)*dalpha_E(end) ;

% Zweite untere Nebendiagonale:

UD2=sparse(2xN-1,1) ;

UD2(2:2:end-3)=dalpha_bi(2:end);

UD2(end-3)=(13/6) *dalpha_ai(end)+dalpha_bi (end) ;

% Dritte untere Nebendiagonale:

UD3=sparse(2xN-1,1);

UD3(2:2:end-3)=dalpha_E(3:end);

UD3(end-3)=(19/6) *dalpha_E(end) ;

% Vierte untere Nebendiagonale:

UD4=sparse (2*N-1,1);

UD4(2:2:end-5)=dalpha_ai(3:end);

UD4 (end-5)=-dalpha_ai(end) ;

% Nun zur Matrix dalpha_A2:

H=[UD4 UD3 UD2 UD1 D 0OD1 0D2 0D3 0D4];

dalpha_A2=spdiags(H,[-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4],2*%N-1,2%N-1);

% Noch fehlende Eintrige:

dalpha_A2(1,6)=-(7/3)*dalpha_E(1); dalpha_A2(1,8)=(1/2)*dalpha_E(1);
dalpha_A2(2,8)=(1/2)*dalpha_ai(1); dalpha_A2(end-1,end-9)=-(1/6)*dalpha_ai(end);
dalpha_A2(end-1,end-7)=(11/12)*dalpha_ai(end) ;
dalpha_A2(end,end-9)=-(1/6)*dalpha_E(end);
dalpha_A2(end,end-7)=(11/12)*dalpha_E(end); dalpha_A2(end,end-5)=-2xdalpha_E(end) ;

% Matrix fiir die partielle Ableitung von B#*v nach alpha
% Im Programm dann als Matrix-Vektor-Multiplikation: dalpha_Bxv

function dalpha_B=Matrix_dalpha_B(R,epsilon,alpha);
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global N;

% HilfsgroBe fiir die Matrix (jetzt nach alpha abgeleitet)
h
dalpha_d=2*alpha;

% Matrix dalpha_B

% —

% Hauptdiagonale:

DB=sparse (2*N-1,1);
DB(2:2:end-1)=dalpha_d;

% Nun zur Matrix dalpha_B:
dalpha_B=spdiags (DB, [0],2*N-1,2*N-1);

% Matrix fiir die partielle Ableitung von A2*v nach epsilon
% Im Programm dann als Matrix-Vektor-Multiplikation: depsilon_A2xv

function depsilon_A2=Matrix_depsilon_A2(R,epsilon,alpha);
global N h x;

% HilfsgroBen fir die Matrix (jetzt nach epsilon abgeleitet)
YA
x1=x(2:2:end-1); % Werte fir h, 2h,... (fir phi-Gleichung):
x2=x(1:2:end); % Werte fiir h/2, 3/2h,... (fiir my-Gleichung):
depsilon_ai=(1/(12%¥h"2))*alpha*R*(-cos(epsilon)+exp(-x1) .*cos(xl+epsilon));
depsilon_bi=-(4/(3%h"2))*alpha*R*(-cos(epsilon)+exp(-x1) .*cos(xl+epsilon));
depsilon_ci=(5/(2xh"2))*alpha*R*(-cos(epsilon)+exp(-x1) .*cos(xl+epsilon))...
-alpha*R* (-alpha”2*(-cos(epsilon)+exp(-x1) .*cos(x1l+epsilon)). ..
-2*%exp(-x1) .*sin(x1l+epsilon)) ;
depsilon_E=(1/16)*alpha*R*exp(-x2) .*(-sin(x2+epsilon)+cos(x2+epsilon));
depsilon_F=-alpha*R*(-cos(epsilon)+exp(-x2) .*cos(x2+epsilon));

% Matrix depsilon_A2
YA
% Hauptdiagonale:

D=sparse (2%N-1,1);

D(1:2:end)=depsilon_F;

D(2:2:end-1)=depsilon_ci;
D(2)=-2*depsilon_ai(1l)+depsilon_ci(1);
D(end-1)=-(13/6)*depsilon_ai(end)+depsilon_ci(end);
% Erste obere Nebendiagonale:

ODi=sparse(2*N-1,1);
0D1(2:2:end-1)=-9*depsilon_E(1:end-1);
0D1(2)=-11*depsilon_E(1);

% Zweite obere Nebendiagonale:

0D2=sparse (2*N-1,1) ;
0D2(4:2:end-1)=depsilon_bi(1l:end-1);
0D2(4)=4*depsilon_ai(1)+depsilon_bi(1);

% Dritte obere Nebendiagonale:

OD3=sparse (2*N-1,1);
0D3(4:2:end-1)=depsilon_E(1l:end-2);
0D3(4)=5*depsilon_E(1);

% Vierte obere Nebendiagonale:

OD4=sparse (2*N-1,1);
0D4(6:2:end-1)=depsilon_ai(1l:end-2);
0D4(6)=-(4/3)*depsilon_ai(1);

% Erste untere Nebendiagonale:
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UD1=sparse(2xN-1,1);
UD1(2:2:end-1)=-9*depsilon_E(2:end);
UD1(end-1)=(-67/6)*depsilon_E(end) ;

% Zweite untere Nebendiagonale:

UD2=sparse (2*N-1,1);
UD2(2:2:end-3)=depsilon_bi(2:end);

UD2(end-3)=(13/6) *depsilon_ai(end)+depsilon_bi(end);
% Dritte untere Nebendiagonale:

UD3=sparse(2xN-1,1) ;
UD3(2:2:end-3)=depsilon_E(3:end);

UD3(end-3)=(19/6) *depsilon_E(end) ;

% Vierte untere Nebendiagonale:

UD4=sparse (2xN-1,1) ;
UD4(2:2:end-5)=depsilon_ai(3:end);

UD4 (end-5)=-depsilon_ai(end) ;

% Nun zur Matrix depsilon_A2:

H=[UD4 UD3 UD2 UD1 D 0OD1 0D2 0D3 0D4];
depsilon_A2=spdiags(H,[-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4],2*N-1,2*N-1);
% Noch fehlende Eintré&ge:
depsilon_A2(1,6)=-(7/3)*depsilon_E(1); depsilon_A2(1,8)=(1/2)*depsilon_E(1);
depsilon_A2(2,8)=(1/2)*depsilon_ai(1);
depsilon_A2(end-1,end-9)=-(1/6)*depsilon_ai(end);
depsilon_A2(end-1,end-7)=(11/12)*depsilon_ai(end) ;
depsilon_A2(end,end-9)=-(1/6)*depsilon_E(end) ;
depsilon_A2(end,end-7)=(11/12)*depsilon_E(end) ;
depsilon_A2(end,end-5)=-2*depsilon_E(end);

% Matrix fiir die partielle Ableitung von A2*v nach R
% Im Programm dann als Matrix-Vektor-Multiplikation: dR_A2%v

function dR_A2=Matrix_dR_A2(R,epsilon,alpha);
global N h x;

% Ekman-Losung (U’, V und V’°)
YA
% Werte fir h, 2h,... (fir phi-Gleichung):
x1=x(2:2:end-1);

Vi=-sin(epsilon)+exp(-x1) .*sin(x1+epsilon);
d2V=-2*exp(-x1) .*cos(x1l+epsilon);

% Werte fir h/2, 3/2h,... (fir my-Gleichung):
x2=x(1:2:end);

dU=exp(-x2) .*(cos(x2+epsilon)+sin(x2+epsilon));
V2=-sin(epsilon)+exp(-x2) .*sin(x2+epsilon) ;

% HilfsgroBen fir die Matrix (jetzt nach R abgeleitet)
% —
dR_ai=(1/(12%h"2))*alpha*V1i;
dR_bi=-(4/(3*h"2))*alpha*V1;
dR_ci=(5/(2xh"2))*alpha*Vi-alpha* (-alpha~2%V1-d2V) ;
dR_E=(1/16) *alpha*dU;

dR_F=-alphax*V2;

% Matrix dR_A2
A ——

% Hauptdiagonale:
D=sparse(2*N-1,1);
D(1:2:end)=dR_F;
D(2:2:end-1)=dR_ci;
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D(2)=-2*dR_ai(1)+dR_ci(1);
D(end-1)=-(13/6)*dR_ai(end)+dR_ci(end) ;
% Erste obere Nebendiagonale:
OD1=sparse(2*N-1,1);
0D1(2:2:end-1)=-9*%dR_E(1:end-1);
0D1(2)=-11*dR_E(1);

% Zweite obere Nebendiagonale:
OD2=sparse (2*N-1,1);
0D2(4:2:end-1)=dR_bi(1:end-1);
0D2(4)=4*dR_ai(1)+dR_bi(1);

% Dritte obere Nebendiagonale:
OD3=sparse (2*N-1,1);
0D3(4:2:end-1)=dR_E(1:end-2);
0D3(4)=5*dR_E(1);

% Vierte obere Nebendiagonale:
OD4=sparse (2*N-1,1);
0D4(6:2:end-1)=dR_ai(1:end-2);
0D4(6)=-(4/3)*dR_ai(1);

% Erste untere Nebendiagonale:
UD1=sparse(2*N-1,1);
UD1(2:2:end-1)=-9*dR_E(2:end) ;
UD1(end-1)=(-67/6)*dR_E(end) ;

% Zweite untere Nebendiagonale:
UD2=sparse(2xN-1,1);
UD2(2:2:end-3)=dR_bi(2:end);
UD2(end-3)=(13/6)*dR_ai(end)+dR_bi(end);
% Dritte untere Nebendiagonale:
UD3=sparse (2xN-1,1);
UD3(2:2:end-3)=dR_E(3:end);
UD3(end-3)=(19/6)*dR_E(end) ;

% Vierte untere Nebendiagonale:
UD4=sparse (2*N-1,1);
UD4(2:2:end-5)=dR_ai(3:end);

UD4 (end-5)=-dR_ai(end) ;

% Nun zur Matrix dR_A2:

H=[UD4 UD3 UD2 UD1 D 0OD1 0D2 0D3 0D4];
dR_A2=spdiags(H,[-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4],2+N-1,2*N-1);
% Noch fehlende Eintrige:
dR_A2(1,6)=-(7/3)*dR_E(1); dR_A2(1,8)=(1/2)*dR_E(1);
dR_A2(2,8)=(1/2)*dR_ai(1);
dR_A2(end-1,end-9)=-(1/6)*dR_ai(end); dR_A2(end-1,end-7)=(11/12)*dR_ai(end);
dR_A2(end,end-9)=-(1/6)*dR_E(end) ; dR_A2(end,end-7)=(11/12)*dR_E(end) ;
dR_A2(end,end-5)=-2*xdR_E(end) ;
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