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Zusammenfassung

Die vorliegendeArbeit beschreibtein Verfahrenzur effizientenundschnellenBe-
rechnungzentroidalenVoronoi-Tesselierungennahezubeliebiggeformterzweidimen-
sionalerObjekte.Die Besonderheitderhierfür entwickeltenBerechnungfromist dabei,
daßalle Berechnungendurchgrafischebzw. numerischeVerfahrenabgedecktwerden
undnichtanalytischerfolgen.Hierdurchist derEinsatzvonGraphikhardwaremöglich
und damit eine effiziente BehandlungallgemeinerObjekte.Anhandeiniger Anwen-
dungsbeispielewird dieNützlichkeit derVerfahrendemonstriert.

1 Moti vation

In [DHOS00] wurdebeschrieben,wie punktförmigeObjekteauseinerzufälligenoderre-
gelmäßigenVerteilungüberRelaxierungauf der Basisvon Voronoi-Diagrammenin eine
sogenanntezentroidaleVoronoi-Tesselierung̈uberf̈uhrtwerdenkönnen,in derjedesObjekt
im SchwerpunktseinesVoronoi-Gebietessitzt.Die AnordnungderPunktobjekteentspricht
danneinerPoisson-DiscVerteilung.DieseVerteilungenwurdenanschließendverwendet,
um Punktein einernichtrealistischengepunktetenComputergraphik(engl.Stippling) an-
zuordnen.Es wurdedabeiempirischgezeigt,daßKünstlerihre Punktebeim Anfertigen
solcherDarstellungenaufähnlicheWeisesetzen.SchonvorherwurdendieselbenPunktver-
teilungenfür die Positionierungvon Pflanzenauf einerOberfl̈acheverwendet[DHL

�
98],

da auchin diesemFalle für manchePflanzenspezieseinePoisson-DiscVerteilungange-
nommenwerdenkann.
In beidenFällenstellt sichdie Frage,ob mansolcheVerteilungennicht auchfür andersar-
tige Objekteerzeugenkann.Im Fall dernichtrealistischenComputergraphikkönntendann
neuartigenichtrealistischeDarstellungenmit beliebigenObjektengeneriertwerden,im Fal-
le der Modellierungvon ÖkosystemenkönntemanObjektewie Äste oderBaumsẗamme
aufeinerOberfl̈acheansprechendverteilen.Für weitereAnwendungengen̈ugtesebenfalls
nicht,dieeinzelnenObjektelediglichalsPunktezubehandeln.HierbestehtdieNotwendig-
keit, zentroidaleVoronoi-Verteilungenvon beliebiggeformtenObjekten(d.h. in derRegel
von beliebiggeformtenPolygonen)zuerzeugen.
Die primäreZielstellungdieserArbeit liegt daherin derschnellenBerechnungderVoronoi-
GebieteunddereffizientenDurchführungderRelaxierungsschrittezurErzielungeinerzen-
troidalenVoronoi-TesselierungallgemeinerObjekte.Hierbeihilft eineArbeit von K. Hoff
etal. [HCK

�
99], dieeinevorherschonin [NDW93] vorgestellteBerechnungsmethodemit

Graphikhardwarenutzt.�
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2 Voronoi-Gebieteund deren graphischeBestimmung

Der von unsbetrachteteRaumzur ErmittlungeinesVoronoi-Diagrammenist in derRegel
der

���
, die ObjektediesesRaumesseiendie Elementeeinern-elementigenMenge ���	�

����
 � ��������� . DasVoronoi-Diagrammder Elementmenge� wird hier unterZuhilfenahme

deseuklidschenAbstandsmaßesbestimmt.Für zwei gegebenenElemente


����
 � ist der

Bisektor die Mengealler Punkte� aus
� �

, welchezu

 �

und

 � den gleichenAbstand

haben.Er teilt denEbene/Raumin zweioffeneHalbebenen.
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DasVoronoi-GebietzueinemElement



ist einekompakteRegion(fürPunkteeinkonvexes

Polygon),welchesimmerauch



entḧalt.

Voronoi-Gebiet:* � � 
 � � � � �,+-".� 
 � ��
 �/� ��
 � �0�.1 
 � (1)

Zwei verschiedeneElemente

 � ��
 � habendisjunkteVoronoi-Regionen,da kein �2� � �

gleichzeitigzu ".� 

�
� � � und ".� 
 � � � � geḧorenkann.Die VereinigungderVoronoi-Gebiete
ist eine Tesselierungder Ebene

� �
, wenn die Punkteder Bisektoren(Voronoi-Kanten)

zwischendenElementenhinzugenommenwerden.
Zur Ermittlung von Voronoi-DiagrammenallgemeinerObjektemussder euklidscheAb-
standsbegriff erweitertwerden.DerkleinsteAbstandzwischeneinemPunkt� derZeichen-
ebeneundeinemObjekt



wird definiertals:! 
 � ! �43�576 ! 8 � ! � 8 � 
9� �:� � �

(2)

Eswird alsojeweils dasMinimum derAbsẗandevon Objektpunktenzu � verwendet.Der
BisektorzwischeneinemPunktundeinemLiniensegmentbestehtdannauseinerStrecke
undzweiParabeln1. DerBisektorzwischenzweiLiniensegmentenausvier Liniensegmen-
tenunddrei Kurven.
SolcheVoronoi-Diagrammekönnenmit Hilfe einer3D-Grafikpipelinerelativ einfachprak-
tischbestimmtwerden.DieAnforderungenandiePipelinesinddabeilediglichdieExistenz
einesTiefenpuffer mit individuell gespeichertemTiefenwertfür jedesPixel, eineMöglich-
keit zumZeichnenfarbiger3D-DreieckeundeineorthogonaleProjektion.
In [NDW93](S. 406) sowie [HCK

�
99] wird ein Ansatzzur Berechnungvon Voronoi-

DiagrammenallgemeinerObjektemit Hilfe von OpenGLpräsentiert.DieserAnsatz ist
sowohl effizient durch den Einsatzvon Graphikhardware zu implementieren,als auch
gen̈ugendflexibel um,eineReihevon Effektenzu testen.Der grafischeBerechungsansatz
kann auchmit eineranderenGrafikbibliothekimplementiertwerdenwie z.B. Direct3D,
wichtig sindnur die genanntenAnforderungenandie Grafikpipeline.FarbigeDarstellung

1Bildet die Linie die x-Achsein einemKoordinatensystemund liegt derPunkt ; auf dery-Achse,sogeḧort
jederPunktzumBisektor, derdie Gleichung<>=:? @BABCEDGFHDJIKC erfüllt.



ben̈otigenwir zur Farbkodierungder einzelnenObjekte.Die 3D-Dreiecke, der Z-Puffer
(Tiefenpuffer) unddieorthogonaleProjektiongestattenes,dieeuklidischeEntfernungsbe-
stimmungkonstruktiv umzusetzen.Die orthogonaleProjektionist wichtig, um keinegeo-
metrischeVerzerrungzu erzeugendiedieLagederBisektorenverfälschenwürde.
Die BeschreibungdesgrafischenAnsatzeswird deutlichwennwir zun̈achstvonPunktenzu
Linien undanschließendzu Linienzügen/Polygonen̈ubergehen.Wie ausder allgemeinen
Definition für Voronoi-Diagrammehervorgehtliegt ein Hauptproblemin der Suchenach
derMengevon Bisektoren.Für dentrivialenFall, bei demlediglich zwei Punktegegeben
sind,ist derBisektorgleichderMittelsenkrechtenzwischendenbeidenPunkten.
DieseMittelsenkrechtekanngraphischbestimmtwerden,wennanderPositionderPunkte
auf derZeichenebenejeweils ein in die Tiefe gerichteterunendlicherKegel gestelltwird,
dessenSpitzezum Betrachterzeigt. Der Schnitt zwischenbeidenKegeln ist genauder
gesuchteBisektor(BlickrichtungsenkrechtzurAnordnungsebene).NutztmandenTiefen-
puffer zur Ermittlung desBisektors,so bestehtdieserausgenaudenPixeln, für die die
Tiefeauf beidenObjektendieselbeist.
In Abbildung1 ist die SeitenansichtdesTiefenpuffersdargestellt.An jedemPunktist ein
Kegelbefestigt.
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Abbildung1: GeometrischeKonstruktionfür einenFall mit zweigegebenenpunktförmigen
Objekten

Dabeiist zubeachten,daßderAnstieg derKegel gleichgroßseinmuß.Die resultierenden
Schnittpunkteder Hilfslinien (Kegelmäntel) bestimmendie Lage der Mittelsenkrechten
unddamitdieLagederBisektoren.FürmehrerePunkteergibt sichdieKonstruktionanalog:
Zuerstwerdendie Punkteso im dreidimensionalenRaumangeordnet,daßsie auf einer
gemeinsamenEbeneliegen (in der Regel X-Y Ebene).Wieder wird an der Positionje-
desPunktesdie SpitzeeinesKreiskegelsangesetzt.Ein dreidimensionalerKegel wird un-
ter OpenGL/Direct3DdurcheineMengevon Dreiecken approximiert.Um die durchdie
BildauflösungmaximalmöglicheGenauigkeit auszunutzen,solltedieoptimaleAnzahlder
Kegelsegmente� bestimmtwerden.Die Bestimmungsformelhat als Eingabegrößenden
RadiusderKegelgrundfl̈ache

�
sowie denmax.Fehlerwert° in Pixel (z.B. °#�2± � ² ). Er-

gebnisist derspitzeWinkel ³ dergleichschenkligenDreiecke, die eineneinzelnenKegel



approximieren.
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Die BestimmungderAnzahlderKegelsegmenteist damittrivial:

���ÁÀÃÂ ±ÃÄ³ (4)

Die Kegel sind gleichhochundbesitzendengleichenGrundfl̈achenradius.Ein optimaler
Radiusfür die Kegelgrundfl̈acheist die größteDiagonaleder Zeichenfl̈ache,um im ge-
samtenZ-Puffer zu jederZeit gültige Z-Wertezu erzeugen.JenachAnzahlundLageder
Objektekannder gemeinsameRadiusverkleinertwerden- waszu Performacesteigerung
führenkann,weil wenigerClipping-Operationennotwendigsind.
Wählt manfür jedenPunkteineandereKegelfarbeundbetrachtetdie Zeichenfl̈achesenk-
rechtzurPunktebene(KegelspitzenzeigenzumBetrachter)sowie eineorthogonaleProjek-
tion, sobildensichdurchdiegegenseitigëUberschneidungengenaudieVoronoigebieteder
entsprechendenPunkte.Die SchnittberechnungerfolgtdamitvollständigdurchdieGrafik-
hardware.
Für PunktobjekteverwendetmandurchDreieckeapproximierteKreiskegel,für Liniensetzt
sichdieApproximationauszweihalbenKegelnandenEndpunktenundderenVerbindung
durchViereckezusammen(sieheAbbildung2).
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Abbildung 2: Visualisierungder geometrischenKonstruktiondurchverallgemeinerteKe-
gel/KeglschnitteundPrismen

Abbildung3 zeigtdasErgebnisdesAlgorithmusamBeispielvonPunktobjekten.Die Farb-
kodierunghatdenVorteil, daßdie Voronoi-Gebietedirekt ausdemFarbbildbestimmtund
danndenObjektenzugeordnetwerdenkönnen.Der Tiefenpuffer musssomitgarnicht ex-
plizit ausgewertetwerden.
Die Genauigkeit der Berechnungist bei diesemAnsatznaẗurlich begrenzt.Sie hängt im
wesentlichenvon der räumlichenAuflösungderZeichenfl̈acheab. Durch ausschnittswei-
sesBerechnen(Zooming) kann jedochdie Genauigkeit lokal an gegebeneForderungen
angepasstwerden.Der NachteildergeringenAuflösungwird durchdie schnelleundein-
facheBerechnungin vielenAnwendungsf̈allenkompensiert.In denfolgendenAbschnitten
wird dieVerknüpfungderhardware-basiertenBestimmungvonVoronoi-Gebietenmit dem



(a) (b) (c)

Abbildung 3: a) farbkodierteVoronoi-Gebiete,b) Voronoi-Kanten,c) grauwertkodierter
Z-Puffer (Basis:fünf punktförmigeGeneratoren)

Relaxierungsverfahrenvorgestellt,welchesesermöglicht, die gewünschtenAnordnungen
allgemeinerObjekteherzustellen.

3 Voronoi Iteration

DasProblemder lokalenOptimierungvon PunktanordnungenwurdebereitsAnfangdes
19tenJahrhundertsvonLaunhardt(1882)undWeber(1909)untersucht.Mitte des20.Jahr-
hundertsschritt die Entwicklung entsprechenderLösungsverfahrenweiter voran. Heute
könnenAnordnungsproblememit einergroßenAnzahl von Punktenauf der Ebeneoder
demRaummit Hilfe von Voronoi-Diagrammengelöstwerden.Beispielesindin [OBS97]
zu finden.Nachteilvieler Verfahrenist jedochdie relativ hoheZeitkomplexität.Diesere-
sultiertausderaufwendigenLösungderZielfunktion:� ��� � ��������� ��� � � �� � � ���! #"%$ �'& �)(*� ¾ � � ( � �K�,+ �-� � d� � (5)

Die Funktion + ��� � beschreibthierbei die Dichte der Ziel-Anordnung (Bewertungs-
funktion). $ � & �'(.� ¾ � � ( � ��� ist eine einfacheKostenfunktion.Dabei ist der Ausdruck& �)(*� ¾ � � ( � � derEuklidischenAbstandderPunkte� und � � .
DieseallgemeineOptimierungkannüberVoronoi-Gebietelokal angen̈ahertwerden.Hier-
zuwird dasVoronoi-DiagrammderPunktmengebestimmtundjederPunktin denSchwer-
punktseinesVoronoi-Gebietesverschoben.DasVerfahrenwird auchLloyd’sMethodege-
nannt[OBS97]. Seien* � dieVoronoi-GebietederPunkte� � , ausGleichung1.
Der GrundalgorithmusderVoronoi-Relaxierung(Iteration)lautetwie folgt:

Globale Relaxierungs-Bedingung: Alle Operationender Relaxierungverschiebendie
Objekteinnerhalbihrer Voronoi-Gebiete*0/ ��1 � � � 1 � �21 mit 143 � 3 � �

, wobei
�

die
verwendeteZeichenfl̈acheist.



Der entwickelteRelaxierungs-Operatorwird folgendermaßendefiniert:

Eingabe: Objektmenge1 (2D-KoordinatenderObjekte)
Bedingung:Alle Objekte 1 � �51 liegeninnerhalbvon

�
.

Ausgabe: Objektmenge176 mit verschobenenundgedrehten
Basiskoordinaten.

Vorberechnung: BestimmeVoronoi-Gebiete* / ��1 � � aller 1 � �81 ,
bestimme1 �:9�; � Schwerpunkt�<1 � � ,
bestimme1 �
=:> � Hauptmomente��1 � � .

Verschiebung/Drehung: Für alle 1 � �81 ,
nimm *!/'�<1 � � aus *!/'�<1 � ,
bestimme*0/ �<1 � �,?<@ � Schwerpunkt�V*0/ ��1 � �K� ,
bestimme*0/ �<1 � ��A-B � Hauptmomente�l*!/ ��1 � �K� ,
verschiebe1 �
9�; auf * / ��1 � � ?�@ ,
drehe1 � , sodaß 1 �
=:> auf * / ��1 � � A-B zusammenfallen

Die FlächenabgrenzungderZeichenfl̈ache
�

bewirkt, daßdie Objektedie Grenzevon
�

nichtüberschreiten.DamitsindalleVoronoi-Gebieteabgeschlossen.DieSchwerpunkteder
so modifiziertenVoronoi-Gebieteliegendamit immer innerhalbvon

�
. Dadurch“verlas-

sen”die Objekte 1 � �C1 niemalsdie Zeichenfl̈ache
�

. Die für die Relaxierungnotwen-
digenFlächenmomentedereinzelnenVoronoi-Gebietewerdenbeimhierbeiverwendeten
graphikhardware-basiertenAnsatzdurchBildverarbeitungsverfahrenfür jedeFarbe(und
damitfür jedesVoronoi-Gebiet)approximativ bestimmt.
DerobenbeschriebeneAlgorithmusverwendetimplizit einekonstanteBewertungsfunktion+ ��� �'D � . Die Bewertungsfunktionkann,wie gesagt,alseineBeschreibungeinerangestreb-
tenObjektverteilungsdichteinterpretiertwerden.Bevor dieErweiterungfür nichtkonstante
Dichtefunktionen+ �-� �'D � beschriebenwird, demonstrierenwir die Berechnungsvorschift
aneinfachenBeispielbildern.
In Abbildung4 wird derRelaxierungsalgorithmusauf eineMengevon 30 Punktenange-
wendet.DaserzielteErgebnisgleicht demrein analytischenAnsatz,der nochin [Hil99]
verwendetwurde.
Betrachtenwir nunzufällig verteilteLinien unterschiedlicherLängein einemTeilbereich
der zu betrachtendenEbene(Abbildung 5(a)). Diese werdenauf zweierlei Arten rela-
xiert. Im erstenFall werdensie nur verschoben(Abbildung 5(b)) im zweitenFall auch
gedreht(Abbildung5(c)).In beidenFällenentsprechendieentstehendenResultateunseren
Wünschenin Bezugauf die visuelleQualiẗat. Interessanterweisescheinenauchdie initia-
len Überlappungennicht zu stören,im Endergebniserḧalt manjedesmaleinegleichm̈aßig
verteilteLinienschar.
In Abbildung6 und9 liegt derVoronoi-IterationeinerkonstanteDichtefunktionzuGrunde.
EinenahezubeliebigeBewertungsfunktion+ ��� �,D � kannaufeinfachemWeg in dasRechen-
schemaintegriertwerden:Dazuwird derWertderBewertungsfunktionfür jedenBildpunkt



(a) (b)

Abbildung 4: Punkt-Objekteund derenVoronoi-Diagramma) ohneRelaxierung,b) nach
50 Iterationen

(a) (b) (c)

Abbildung 5: Linien-Objekteund derenVoronoi-Diagramme:a) keine Iteration,b) nach
150IterationenohneDrehung,c) nach150Iterationenmit Drehung

vorberechnetund in einemzweidimensionalenFeldabgespeichert.EinespezielleBitmap
könnteebenfallsverwendetwerden,um dieBerechnungennochmalszubeschleunigen.
Während der grafischenSchwerpunkt-Bestimmungder Voronoi-Gebietewerden die
ben̈otigten Funktionswerteabgefragtund in From der numerischenIntegration von
Flächenintegralenausgewertet. Anschaulichkann man sich die Vorgehensweiseals die
Verschiebung von Schwerpunktendurch eineungleichm̈aßigeMassenverteilungauf den
Flächenvorstellen.

4 Vorteile der grafischenBerechnung

Die analytischeBestimmungvonVoronoi-Gebieten,besondersdervonPolygonenist rech-
nerischzeitaufwendigunderfordertaußerdemeinekomplexeImplementierungdurchviele
möglicheSonderf̈alle. Die bei der analytischenBerechnungzur erreichendeGenauigkeit
ist zwar beliebiggenau,wennentsprechendeZahlenformateverwendetwerden,für viele



Anwendungenist jedocheinebegrenzteRechengenauigkeit ausreichend.Die neueForm
derBerechnungbietetaberdafür denVorteil, sowohl Dichtefunktionenalsauchbeliebige
Objektemit demAlgorithmusbehandelnzukönnen.
Anwendungenfür dieseErweiterungderRelaxierunglassensichviele finden:Sosiedeln
sich Pflanzenbeispielsweisebevorzugtan Ortenmit ganzspeziellenUmgebungsparame-
ternan,waszuungleichm̈aßigenAnordnungenführt.Dasin [Hil99] beschriebeneIllustrati-
onswerkzeugordnetdiePunkteeinerIllustrationnachwiederanderenGesichtspunktenan.
AndereAnwendungensind in derZellbiologie,derStatistikoderderBildkompressionzu
finden[DFG99], wo ebenfallsVerteilungenmit unterschiedlichenCharakteristikaben̈otigt
werden.
Beispielefür die OptimierungbeliebiggeformterObjektesindz.B. Objektanordnungenin
Grundrissenvon Häusernoder technischenZeichnungenvon Maschinenteilenoderaber
die Verteilungvon naẗurlichen Objektenwie Zweigenoder Steineninnerhalbvon 3D-
Modellen.EsgibtdahervieleProblemstellungen,dieim KernaufeineoptimaleAnordnung
von Objekteninnerhalbeineseingeschr̈anktenRaumesreduzierbarsind.
Bevor praktischeBeispielevorgestelltwerden,soll nocheinmaleinegrobeBeschreibung
desentwickeltenAnordnungsverfahrens gegebenwerden.FolgendeBerechnungsschritte
werdenbei derhardwaregesẗutztenRelaxierungdurchlaufen:

1. Vorberechnung:

FestlegenvonAbmessungenderZeichenfl̈ache(X,Y,Z)

VorbestimmungderObjektapproximation/Farbkodierung

VorberechnungderDichtefunktion

2. IterativeBerechnung:

ZeichnenderObjektapproximation

BerechnenderZwischenergebnisse

VerschiebungderObjektkoordinaten

Auswertenvon Abbruchbedingungen

3. AusgabederErgebnisse:

Prüfung/Weiterverarbeitung/Anwendung

DervollständigeAlgorithmusbesitztweitereUnterpunkte,diejedochfür dasgrundlegende
Versẗandnisunwichtig sind. Die vorliegendeImplementierungist in C/C++ geschrieben
undmit 25 KByte Sourcecodesehrkompakt.
DasErgebnisfällt dannwie in Abbildung9 dargestelltaus.Als zugrundeliegendeBewer-
tungsfunktiondientehierbeidie in Abbildung8 gezeigtemehrdimensionaleExponential-
funktion.Die hierentwickleteArt derlokalenOptimierungerbringtdiegleichenErgebnis-
sewie [DFG99]. DerhiervorgestellteAlgorithmusist jedocheinfacherzuimplementieren,
schnellerin derAusführungundkannnicht nur Punktobjekte,sondernbeliebiggeformte
Objekteoptimalanordnen.



Eine modellhaftepraktischeAnwendungist in Abbildung 10 dargestellt.Gegebenist ein
Maschinenteil(StanzteilausBlech) mit einerMengevon in der LagefestgelegtenBoh-
rungen.Nun sollten,um Material einzusparenoder/unddasBauteil leichterauszuf̈uhren,
Durchbr̈ucheeingebrachtwerden.Durch die Anwendungder Relaxierungauf einegege-
beneMengevon Durchbr̈uchenwerdendieseauf dergegebenenFlächeverteilt.

5 Zusammenfassungund Ausblick

In dervorliegendenArbeit konntegezeigtwerden,wiemit einfachenMitteln einekomplexe
lokale Optimierungsaufgabeauf der Basisvon Voronoi-Diagrammengrafisch/numerisch
gelöstwerdenkann.DasvorgestellteVerfahrenist wesentlichflexibler alsdie analytische
Variante,welchenochin [Hil99]angewendetwurde.
Wird die Voronoi-Relaxierungauf eine Mengevon Linien oderPolygonenangewendet,
ergebensicheinigespannendeFragen.Beispielsweiseist empirischzu klären,ob dasVer-
fahrenin jedemFall konvergiert,ein mathematischerBeweisstehtselbstfür Punktobjekte
nochaus[DFG99] undist daherfür allgemeineObjektenicht zuerwarten.
FernersinddiestatistischenEigenschaftenderresultierendenVerteilungenzuuntersuchen.
Derin [Hil99] benutzeAnsatz,diestatistischenEigenschaftenim Frequenzraumzucharak-
terisieren,kannsichernicht auf ObjekteunterschiedlicherAusdehnungangewendetwer-
den.BestimmteEigenschaftenwie z.B.DrehungsinvarianzdurchFouriertransformationzu
untersuchen,ist allerdingseineeinfacheund eleganteMethode.Für die hier behandelten
ObjektemüssendaherneueBewertungsverfahrengefundenwerden.
DaLinien undPolygoneim GegensatzzuPunkteneineAusdehnunghaben,ist auchzuun-
tersuchen,wasbei Überlappungenin derinitialenVerteilunggeschieht.Schließlichsollten
die entstehendenVerteilungenauchästhetischdementsprechen,was mansich unter ei-
nergleichm̈aßigenzufälligenVerteilungvorstellt.Auch die Verteilungvon nichtkonvexen
dicht zusammenliegendenObjektensollteweiteruntersuchtwerden.
Für weiterführendeArbeitenkönntenwir unsaußerdemvorstellen,die Informationenim
Tiefenpuffer zu nutzen.Wennbeispielsweiseein zus̈atzlichesObjekt in einebestehende
Szeneeingef̈ugt werdensoll, kann dies an der Stelle erfolgen,wo der Z-Puffer auf ei-
ner Voronoi-KantedengrößtenWert besitzt,alsodie Kegelflächeam weitestenvom Be-
trachterentfernt ist. Weiterhin sollten weitereBeispielanwendungenuntersuchtwerden,
etwa in derRobotik,bei derBewegungsplanungundderBestimmungkürzesterAbsẗande
(Spanning-Trees)zufinden.Auchfür diePlanungvoncomputergeneriertenKamerafahrten
sindVoronoi-basierteAlgorithmenanwendbar.
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(a) (b)

Abbildung 6: Relaxierungvon a) Linien und b) Linien mit Punktenmit + ��� �'D ��E �
 »GF)HJIZ»GF)K.I , nachjeweils L ² ± Iterationen
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Abbildung 7: Visualisierungder verwendetenBewertungsfunktionen:a) + �-� �,D � � �
 »GF)HJIZ»GF)K.I , b) + �-� �,D � � � 
 »GM)HNIB»�MOK.I � EJP Q)? � � I#R�STHNU ? � � I*R
STK.U

(a) (b)

Abbildung8: Resultatevona) + ��� �,D � � undb) + ��� �,D � � nachderOptimierungeineridenti-
schenAusgangspunktmenge(jeweils L ² ± Iterationsschritte)



(a) (b)

Abbildung9: RelaxierungvonPolygonen:Schriftzugnacha) ± , b) L ² ± Iterationen( + �-� �'D �
konstant)

(a) (b)

Abbildung10: AnsichtStanzteilnacha) ± undb) V ± Iterationsschritten( + �-� �,D � konstant).
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