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i
Vorwort

Diese Vorlesungsausarbeitung beruht auf der Vorlesung Theoretische Grundla-
gen der Informatik, die ich im Wintersemester 1998/1999 an der Universitéit
Konstanz gehalten habe. Im Sommersemester 1993 und im Wintersemester
1995/1996 habe ich in Halle bzw. Konstanz Vorlesungen etwa gleichen Inhalts
angeboten. Inhaltlich habe ich mich dabei sehr stark auf das Buch Theoretische
Informatik von Ingo Wegener (erschienen 1993 bei Teubner) und “den Garey &
Johnson”, also das Buch Computers and Intractability: A Guide to the Theory
of NP-Completeness von Michael R. Garey und David S. Johnson, gestiitzt.

Marco Gaertler hat auf Basis seiner eigenen Mitschrift und meinen handschriftli-
chen Unterlagen dieses Skript ausgearbeitet und nach ausfiihrlichen Vorschligen
von Dagmar Handke {iberarbeitet. Beiden mdchte ich fiir diese Arbeit ganz herz-
lich danken. Von verschiedenen Studierenden, die im Wintersemester 1998/1999
meine Vorlesung besucht haben, wurden Kommentare und Korrekturvorschlége
beigetragen, wofiir ich mich ebenfalls bedanke.

Das vorliegende Skript ist eine reine Vorlesungsausarbeitung, kein Lehrbuch.
Entsprechend ist es sprachlich eher knapp gehalten und inhaltlich sicher an
einigen Stellen weit weniger umfangreich, als es ein entsprechendes Lehrbuch
sein sollte. Ich hoffe, dass es trotzdem den Studierenden bei der Priifungsvor-
bereitung hilfreich sein wird und als Unterstiitzung zukiinftiger Vorlesungen zu
diesem Thema geeignet ist.

Konstanz, im Juli, 2000 Dorothea Wagner
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Kapitel 1

Einfiihrung

Inhalt: Theoretische Grundlagen der Informatik

Im Gegensatz zu Vorlesungen wie ,, Einfiihrung in die Rechner—Architektur® oder
,Datenstrukturen und effiziente Algorithmen® werden hier Themen behandelt,
die weiter von den Anwendungen entfernt sind. Es geht um prinzipielle Frage-
stellungen, d.h. Fragen, die zum Beispiel unabhéngig von ,Programmierungs-
aspekten“ oder ,konkreten Rechnern“ sind.

Typische Fragestellungen:

e Gibt es Aufgaben, die von einem Rechner — unabhingig von der Art der
Programmierung beziehungsweise von physikalischen und elektronischen
Beschrinkungen — nicht gelost werden kénnen?

e Welche Aufgaben konnen — prinzipiell — effizient (in verniinftiger Re-
chenzeit, mit verniinftigem Speicherplatzbedarf) gelost werden?

Um diese Fragestellungen sinnvoll zu behandeln, miissen Konzepte entwickelt
werden wie:

e ein grundlegendes (naives?) Rechnermodell

e cine grundlegende Problemformulierung

<

Dafiir muf} geklirt werden wie ein Rechner (der nur ,Nullen“ und , Einsen
kennt) ein Problem {iberhaupt lost.

1.1 Einfithrende Beispiele — Automatenmodell,
Spracherkennung, Entscheidungsproblem
Beispiel: Automatenmodell

Wir betrachten einen ,primitiven Fahrkartenautomaten“ mit folgenden Funk-
tionen. Der Automat
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e kennt nur eine Sorte von Fahrscheinen zum Preis von 3 DM,

akzeptiert nur Miinzen zu 1 DM und 2 DM,

gibt kein Wechselgeld heraus.

warnt bei Uberzahlung (zweimal 2 DM) und erwartet eine Reaktion (er
spuckt sonst jede weitere Miinze aus):

— Uberzahlungsbestitigung (,habe absichtlich iiberbezahlt*)

— Reset (gib alles ,,mogliche Geld zuriick; vergifl was sonst gelaufen
ist ... )

Modell fiir den Fahrkartenautomaten

Unser Modell vernachliissigt die Kartenausgabe und die Miinzpriifung. Der Au-
tomat muf} sich merken, wieviel bezahlt wurde, und den Wert in Abhingigkeit
von der Eingabe dndern.

1 1 2 R 1] ... Eingabeband

endliche Kontrolle

Abbildung 1.1: Modell fiir den Fahrkartenautomaten

Das Eingabeband enthilt ein Folge von Zeichen aus {1,2,U,R}. Die endliche
Kontrolle kennt verschiedene Zusténde: 0, 1, 2, 4, A(usgabe), A®1, die den aktu-
ellen Zustand des Automaten beschreiben. Das Eingabeband wird zeichenweise
gelesen und bewirkt Uberginge von einem Zustand zu einem anderen Zustand.
Zur Beschreibung der endlichen Kontrolle dient ein Graph:

Eingabe

B N

Abbildung 1.2: Zustandsiibergang

Dieser Graph entspricht folgender Aktion: Befindet sich der Automat im Zu-
stand Zj, so geht er bei Eingabe von E in den Zustand Z {iber.
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4>O Startzustand .
@ erfolgreicher Endzustand @ Y
Db ,

--»  Vervollstandigung 12 o

Abbildung 1.3: Ubergangsgraph des Fahrkartenautomaten

Fiir den Fahrkartenautomaten ergibt sich folgender Ubergangsgraph (sieche Ab-
bildung 1.3).

Der Automat erkennt (d.h. akzeptiert) alle korrekten Bedienungsvorgénge (Ein-
gabefolgen), d.h. alle Folgen, die in A oder A@® 1 enden. Moglicherweise werden
mehrere Fahrkarten hintereinander erworben. Dieser Graph ist jedoch unvoll-
stindig: zum Beispiel kann die Eingabefolge 1,1, R (Kunde hat zuwenig Geld)
nicht abgearbeitet werden. Der Graph muf} also vervollstandigt werden.

Diese Art von Automaten ist offenbar leicht realisierbar. [ |

Beispiel Spracherkennung:
Wir betrachten folgendes Problem: Ein Rechner (Automat) soll ein Programm
einer bestimmten Programmiersprache bearbeiten.

Dabei mufl zum Beispiel folgendes Teilproblem gelost werden: , Handelt es sich
bei einem gegebenem Stiick Programmtext (Zeichenfolge) um einen Namen (zum
Beispiel von Variablen)?“ Eine Beschreibungsform fiir die Syntax von Program-
miersprachen ist zum Beispiel die Backus-Naur-Form. Namen lassen sich dar-
in wie folgt beschreiben:

<Name> == <Buchstabe> {<Symbol>}
<Symbol> = <Buchstabe> | <Ziffer>
<Buchstabe> == A|B|C]|...|Z
<Ziffer> == 0]1]...|8]|9

Dabei steht | fiir eine Alternative und { } fiir eine beliebigfache Wiederholung,
zu ersetzende Variablen werden durch < > gekennzeichnet.

Fiir die Konstruktion eines Automaten zur Erkennung von Namen gehen wir
davon aus, da die Eingabe nur aus Symbolen (also Buchstaben oder Ziffern
und nicht Sonderzeichen oder dhnliches) bestehe (sieche Abbildung 1.4).

|
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H@ Startzustand

@ erkennender Endzustand

Abbildung 1.4: Dieser Automat erkennt alle korrekten Namen

Beispiel: Entscheidungsprobleme:

(1) Primzahlen:

Gegeben: Eine natiirliche Zahl
Frage: Ist die Zahl eine Primzahl?

Aufgabe: Konstruiere einen Automaten, der alle Primzahlen erkennt.
(2) Losen von Gleichungssystemen:

Gegeben: Ein lineares Gleichungssystem (z.B. in Form einer Matrix)

Frage: Ist das Gleichungssystem losbar? (Dazu dquivalent: Ist das Glei-
chungssystem invertierbar?)

Aufgabe: Erkenne alle invertierbaren Matrizen.
[ |

Die zentrale Aufgabe der theoretischen Informatik ist das Erkennen einer ,,Spra-
che“.

Die Ziele sind dabei:
1. Exakte Formulierung der verwendeten Begriffe.
Zum Beispiel: Automat, Zustand, Sprache, ...

2. Beantwortung der Frage ,,Was bedeutet es, dafl ein Rechner ein Problem
16st?“ mit Hilfe eines formalen Begriffapparates

3. Aussagen iiber Moglichkeiten und Grenzen dieser Konzepte
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Kapitel 2

Endliche Automaten und
regulire Ausdriicke

2.1 Deterministische endliche Automaten und
formale Sprachen
Definition
Ein (deterministischer) endlicher Automat (D)EA besteht aus:
e (), einer endlichen Menge von Zustinden;
e 3 einer endlichen Menge von Eingabesymbolen, Alphabet;
5: Q x ¥ = Q, einer Ubergangsfunktion;

e 5 € (), einem Startzustand;
e F' C @, einer Menge von Endzustinden.

Bemerkung:
Der Automat heifit

e endlich, da die Zustandsmenge (vgl. mit Speicher, Gedichtnis) endlich ist;

e deterministisch, da § eine Funktion ist und der Automat somit in jedem
Schritt eindeutig arbeitet. Es gibt keine Zufilligkeiten oder Wahlmdoglich-
keiten.

Notation
Wir bezeichnen endliche Automaten auch kurz mit (Q,%, 9, s, F).

Was kann ein endlicher Automat?

Gegeben ist eine Eingabe als endliche Folge von Eingabesymbolen. Der Au-
tomat entscheidet, ob die Eingabe zuldssig ist oder nicht, indem er in einem

5
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Endzustand endet oder nicht.

Formales Sprachkonzept

2.2 Definition
e Ein endliches Alphabet Y. ist eine endliche Menge von Symbolen.

e Eine endliche Folge von Symbolen aus ¥ heilt Wort (iiber X).
e Die Menge aller Worter iiber ¥ heifit *.

e Die Anzahl der Symbole eines Wortes w ist die Linge von w, sie wird
durch die Kardinalitit von w (|w|) bezeichnet.

e Das leere Wort heifit e (|e| = 0); es gilt € € * fiir alle 3.

e Aus zwei Wortern wy,ws erhilt man die Konkatenation, d.h. ein Wort
w = wy - wg, durch Hintereinanderschreiben.

w=w-..ocw wi=¢E
——
i—Mal

Oft schreiben wir statt wy - we auch nur wiws.
Beispiele:
(1) Sei ¥ :={0,1}. Dann ist
¥»={_e , 0,1 ,00,01,10,11,000,001,010,011,..., ...}
M~ NS - 4

Lénge 0 Linge 1 Linge 2 Linge 3

(2) 01-01=0101, 0l-e=01
[ |

2.3 Definition
Eine Menge L von Wértern iiber einem Alphabet ¥, d.h. L C ¥*, heif}t (for-
male) Sprache iiber T.

Beispiele:
(1) Sei X ={A, ..., Z}.

L :={w € ¥* | w ist ein Wort der deutschen Sprache}
= {AAL, AAS, AASEN, AASFLIEGE, AASGEIER, ... }(siche Duden)

(2) Sei ¥ ={0,1,...,9}.
L :={w € ¥* | w ist Primzahl} = {2,3,5,...}
(3) Sei X beliebig, a € 3.

Jede Sprache iiber ¥ ist Element der Potenzmenge 2%, zum Beispiel

L=%"L=0, L={e}, L={a}, ...
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Definition
LafBt sich ein Wort w schreiben als w = w - v - x, wobei u,v,x beliebige Worter
sind, so heif3t:

uw  Prifix
v Teilwort von w
xz  Suffix

Beispiel :

Das Wort TAL hat:
Prifixe P={e, T, TA, TAL }
Suffixe S ={e, L, AL, TAL } [ |
Teilworte {A}UPUS

Konstruktion weiterer Sprachen aus bereits bestehenden Sprachen

Definition
Seien L, Ly, Ly C ¥* Sprachen.

Produktsprache: Ly - Ly:={w; -ws | w1 € L1, w2 € Ly}
k—faches Produkt: LF:={wy -wa-...-wg |w; €L fiir 1 <i <k}
LY := {¢}
Quotientensprache: Li/Ly:={weX* |z € Lymitw-z € L}
Kleene’scher Abschluf3: L* := L>Jo Li={wy-...-wy |w; € L,n € Ny}
i
positiver Abschluf: Lt := 'Uo L
>

Komplementsprache: L°:=¥*\L

Bemerkungen und Beispiele

(1) =* ist Kleene’scher Abschlufl von X.
(2) Sei L; = {0,10} und Ly = {¢,0}. Dann sind:

L,-Ly, = {0,10,00,100}
Ly = { e ,0,10,00,010,100,1010,...}
N —,——/ ———
Ly 1 L2
Li/Ly = {e1,0,10}
[ ]
Definition

e Fin endlicher Automat erkennt oder akzeptiert eine Sprache L, d.h. eine
Menge von Wortern iiber dem Alphabet des Automaten, wenn er nach
Abarbeitung eines Wortes w genau dann in einem Endzustand ist, wenn
das Wort w in der Sprache L ist (w € L).

e FEine formale Sprache heifit endliche Automatensprache, wenn es einen
endlichen Automaten gibt, der sie erkennt.
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Frage: Welche Sprachen sind endliche Automatensprachen?

2.7 Definition
Eine Sprache L C ¥* heif3it regulidr, wenn fiir sie einer der folgenden Punkte
gilt: (induktive Definition)

I. Verankerung:
(1) L = {a} mit a € ¥ oder
(2) L=0

II. Induktion: Seien Ly, Lo regulidre Sprechen

(3) L= L1 - L2 oder
(4) L= L1 U L2 oder
(5) L=L;

Reguldr sind also die Sprachen, die sich aus Sprachen vom Typ (1), (2) oder
durch endlich viele Operationen vom Type (3), (4), (5) erzeugen lassen.

Bemerkungen und Beispiele

(1) Die Sprache aller Worter iiber {0,1}, die als vorletztes Zeichen eine 0
haben:

L=t ) "{bH oL}

(1) (1) 1) 1) 1)

N

(‘|1) (4)
(5)

(3)

Abbildung 2.1: Aufbau der Sprache L

(2) {e} ist eine reguliire Sprache, denn {e} = 0*. [ |

2.8 Definition
Sei Y. eine Alphabet. Eine reguldre Sprache tiber ¥ kann durch einen reguldren
Ausdruck beschrieben werden. Dabei bezeichnet:

e () den regulidren Ausdruck, der die leere Menge beschreibt.

e ¢ den regulidren Ausdruck, der die Menge {e} beschreibt.
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e a den regulidren Ausdruck, der die Menge {a} beschreibt.

Wenn «, 8 reguldre Ausdriicke sind, die die Sprachen L(ca), L(8) beschreiben,
so schreiben wir a U 8, - B, bzw. a* fiir die reguldren Ausdriicke, die die
Sprachen L(a) U L(8), L(a) - L(B), L(a)* bzw. L(a)* beschreiben.

Notation
Wir schreiben auch a statt L{a) und w € a statt w € L(a).

Beispiele:
(1) L:=(0U1)*0(0U1) ist der reguléire Ausdruck fiir die Sprache des obigen
Beispiels.
(2) L:={w € {0,1}* | w enthilt 10 als Teilwort} = (0 U 1)*10(0 U 1)*
(3) L:={w € {0,1}* | w enthilt 10 nicht als Teilwort} = 0*1*, denn
o we0*1* = w e Ljalso ist 0*1*C L.

e Sei w € L. Dann kommen nach der ersten Eins keine Nullen mehr
vor, d.h. w =w'l...1 wobei w' keine 1 enthilt. Also ist w € 0*1*.

(4) L:={w € {0,1}* | w enthalt 101 als Teilwort} = (0 U 1)*101(0 U 1)*

(5) L:={w € {0,1}* | w enthilt 101 nicht als Teilwort}
Sei w € L und w enthalte 10 genau n-mal als Teilwort (n > 0). D.h.

n
w = w1 10w210 .. . wp 10wy 4y = (H(wilo)) Wrt1,

i=1

wobei w; 10 nicht enthadlt. Da w € L, darf 101 nicht vorkommen. Das
bedeutet, dafl w; mit Null beginnt fiir alle ¢ > 1. Ausnahmen sind w;, das
auch mit einer Eins beginnen darf bzw. leer sein kann, und w1, das auch
leer sein darf.

Also gilt

n—1
w = (H (viIOO)) U 10wy 11

i=0
mit v; € 0*1* fiir 1 <i <n und wp41 € € U 0(0*1%)).

Also fiir ein w € L, in dem 10 n-mal vorkommt, gilt:

n—1
w € (H 0*1*100) 0*1*10(c U 0(0*1*))
i=1
= w € (0*1*100)*0*1*10(c U 00*1*)
Insgesamt haben wir
L =0*1* U(0*1*100)*0*1*10(c U 00*1*)
~———
(+)

(¥) 10 kommt kein Mal vor.
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Ziel:

Welche Sprachen werden durch endliche Automaten erkannt?

Welche Beschreibung fiir diese Sprachen gibt es?

Gibt es zu jeder reguliren Sprache einen endlichen Automaten, der diese
erkennt?

Konstruktion eines erkennenden Automaten fiir reguldre Sprachen.

Zunichst widmen wir uns der ,,Erkennbarkeit®.

2.9 Satz
Jede regulire Sprache wird von einem (deterministischen) endlichen Automaten
(DEA) akzeptiert.

Beweis: Sei L eine regulire Sprache iiber X, d.h. L sei durch einen reguliren
Ausdruck beschreibbar. Sei n die Zahl der ,,U“, ,,-“ bzw. ,,*“~Zeichen in diesem
Ausdruck.

Induktion iiber n; also iiber die Struktur von L.

Induktionsanfang n = 0: D.h. L =0 oder L =a, dann existieren dazu DEA
(siehe Abbildung 2.2).

Abbildung 2.2: DEA’s fiir den Induktionsanfang

Induktionsschluf: Annahme: Es existieren deterministische endliche Auto-
maten fiir alle Sprachen, die durch regulire Ausdriicke mit n Zeichen aus
{U, -,* } beschreibbar sind. Nun soll mindestens ein Zeichen mehr enthalten
sein.

e Sei L = L1 U Ly, wobei Ly und L» regulére Sprachen sind, die durch
einen reguldren Ausdruck mit n oder weniger Zeichen beschreibbar
sind. Nach Induktionsannahme existieren deterministische endliche
Automaten, die L; bzw. Ly akzeptieren. Die entsprechenden DEAs
seien A,’ = (Q,’, E,(Si, Si,ﬂ) fiir L; fiir i = 1,2.
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Ax

)
©Q

F,

O

@

\
Q0

Abbildung 2.3: EA fir L =L U Ly

Erster Versuch, daraus einen deterministischen endlichen Automaten
fiir L; U Ly zu konstruieren:

Der deterministische endliche Automat (Q,X,d,s, F) fir L miifite
dann wie folgt aussehen:
- Q =Q1UQ2U{s} (es sind die Zustinde in Q; bzw. Q2 entspre-
chend zu benennen, dafl Q1 N Q2 = 0)
— F=FUF,
01(q,a) falls g € @
— 0(g,a) = { d2(g,a) falls g € Q2
? falls ¢ = s
Es miiite einen Ubergang ohne Lesen eines Zeichens geben mit Wahl-
moglichkeit. Dies geht jedoch nicht in einem DEA. Neuer Versuch

iiber den ,,Umweg* der nichtdeterministischen endlichen Automaten.
Der Beweis von Satz 2.9 folgt spiiter.

2.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

2.10 Definition
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) besteht aus:

e (), einer Zustandsmenge;
e Y. einem Alphabet;

e 6, einer Ubergangsfunktion §: Q x (YU {e}) — 2%, wobei 2% die Potenz-
menge von ) darstellt.
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D.h., bei der Abarbeitung eines Eingabesymbols aus ¥ kann der Automat
sich — nichtdeterministisch — aussuchen, in welchen Zustand aus einer
Teilmenge von () er geht. Er kann auch ohne Lesen eines Eingabesymbols
Lspontan® sogenannte e-Uberginge ausfiihren. §(q,a) kann auch () sein,
d.h. es gibt zu q bei Lesen von a keinen Folgezustand.

e s, einem Startzustand;

e F', einer Menge von Endzustidnden;

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat akzeptiert eine Wort w € X*,
wenn es eine Folge von Ubergiingen gibt (auch e-Uberginge), so daf er bei Ein-
gabe von w in einen Endzustand gelangt, d.h. bei Eingabe von w ein Endzustand
erreichbar ist.

Beispiel :
Der Automat zur Erkennung von L = L; U Ly aus obigem Beweisversuch ist ein
nichtdeterministischer endlicher Automat mit:

0i(g,a)} fallsgeQ;, a€ X
{51,852} fallsg=s, a=¢

0 falls g € Q1 UQ2, a =¢
0 fallsg=3s, a € X

5(g,a) =

Je nach Verzweigung aus s heraus kann der nichtdeterministische endliche Au-
tomat in einem Zustand aus F' enden, oder nicht. [ |

Anscheinendend sind nichtdeterministische endliche Automaten wesentliche fle-
xibler und méchtiger als deterministische !?

Wir werden sehen, daf3 dies jedoch nicht der Fall ist.

Notation: e-Abschlufl Fiir einen Zustand ¢ € @Q ist der e—Abschlufi E(q)
wie folgt definiert:

E(q) := {p € @ | pist von ¢ durch eine Folge von e-Ubergingen erreichbar}
Beachte es gilt:
* E(q) CQ, E(q)e2?
* g€ E(g)

Erweiterung von §

Um e Ubergiinge bei der Ubergangsfunktion § beriicksichtigen zu kénnen, miis-
sen wir § geeignet erweitern.

1. berticksichtige e-Abschluf3:
5:Qx (ZU{e}) » 29

N E(q) fallsa =¢

i a) =9 |y E@p) firaex
p€d(g,a)
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2. mehrere Ausgangszustidnde, beriicksichtige e-Abschluf}:
5:29 x (BU{e}) » 29

U E(p) fallsa=¢

5(Pya) = { PP,
(P.a) U é(p,a) firaeXx
peP

3. Erweiterung auf Worter:
5:Q x T 29

R es gibt eine beliebige Folge von d—Uber—
d(g,w)=<peqQ gingen, so dafl nach der Abarbeitung von w
der Zustand p erreicht wird

R E(q) fallsv =¢
d(g,v) = U S\(p, a) fallsv=wa
pE3(q,w)

4. Analog fiir den Fall, dal mehrere Ausgangszustéinde beriicksichtigt wer-
den: R
5:29 x o* 29

3(Pw) = 3(p,w)

peP

Oft schreiben wir § auch an Stellen, an denen eigentlich 3 verwendet werden
miifite.

2.11 Definition
Zwei endliche Automaten, die dieselbe Sprache akzeptieren, heilen dquivalent.

2.12 Satz (Aquivalenz von NEA’s und DEA’s)
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es einen dquivalen-
ten deterministischen endlichen Automaten.

Beweis Potenzmengenkonstruktion:

Gegeben sei ein nichtdeterministischer endlicher Automat A. Eine Abarbeitung
eines Wortes w in A besteht aus einer Folge von e-Ubergingen und ,echten®
Ubergiingen. Bei jedem echten Ubergang wird ein Symbol abgearbeitet. Falls
der nichtdeterministische endliche Automat ein Wort w akzeptiert, dann gibt
es eine Abarbeitung, die in einem Endzustand endet. Der nichtdeterministi-
sche endliche Automat kann also ohne Abarbeitung eines Buchstabens in alle
Zustande des e-Abschlufes iibergehen. Ist ein Zustand g bei der Eingabe eines
Wortes erreichbar, so sind dies auch alle Zustinde aus E(q).

In einem DEA ist die Abarbeitung eines Wortes eindeutig, und es gibt nur
»echte“ Ubergénge.

Idee: Jede Abarbeitung des nichtdeterministischen endlichen Automaten wird
durch den deterministischen endlichen Automaten simuliert. Die Zusténde des
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OO »@C/Q ~O-£--Of 0
\Q@ ‘o0

‘o0

Abbildung 2.4: Mogliche Abarbeitungen von w = ab in einem NEA
a b
b
Abbildung 2.5: Die Abarbeitung von w = ab bei einem dquivalenten DEA

DEA bestehen dafiir aus Menge von Zustinden des NEA. Falls der nichtdeter-
ministische endliche Automat das Wort w akzeptiert, dann gibt es eine Abar-
beitung, die in einem Endzustand endet. Der deterministische endliche Auto-
mat muf also auch in einem seiner Endzustinde enden. Dies sind die Zustéinde
(= Menge von Zustidnden des nichtdeterministischen endlichen Automaten), die
einen Endzustand des nichtdeterministischen endlichen Automaten enthalten.

Potenzmengenkonstruktion: Gegeben sei ein NEA A := (Q,%,0,s,F). Wir
konstruieren daraus einen DEA A := (Q %,0,5. F)

e ) =29, d.h. die Zustinde des DEA sind Mengen von Zustinden des NEA.

¢ :Qx¥ — Q mit g(qN, a) = 3\(5, a) fiir a € X. Es ist also ¢ C @ und jeder
Zustand wird mit seinem e—Abschlufl im NEA identifiziert.

e 5:=E(s)
. ﬁ::{ieémﬂF#@}

Dadurch kann man von einem Zustand ¢ aus bei der Eingabe a € ¥ alle Zustéinde
erreichen, die im e-Abschluf} einer der méglichen Folgezustiinde eines der §(g, a)
(fiir ¢ € @) liegen.

A ist per Konstruktion ein deterministischer endlicher Automat. Es bleibt zu
zeigen, dal A4 und A dieselbe Sprache akzeptieren.

Wir zeigen per Induktion iiber die Linge der Worter w, daf fiir alle w € X*
gilt: B R
(5, w) = 6(s,w)

Bemerkung: Wir zeigen damit eine schirfere Aussage als notig, aber dann gilt
auch:
w € L(A) & 6G,w) e F s, w)NF #0 < we L(A)
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Induktion iiber |w|

Induktionsanfang |w| = 0: D.h. w = ¢; dann ist 6(3, w) = 3.

Konvention: 5((7, w) = p bedeutet: bei der Abarbeitung von w aus Zustand
g wird Zustand p erreicht. Dabei ist w = € erlaubt. (Vergleiche Erweiterung
von ¢ auf Worter, Fall 3) Damit ist:

~

5(3,w) =5 = E(s) = 8(s,w)

Induktionsschlufl |w| = n 4+ 1: Induktionsvoraussetzung;: fiir alle Worter w’
mit |w'| < n gilt §(5,w") = §(s,w’). Sei w so, daf w = w'a mit |w'| =n
und a € ¥ gilt.

SGw) = 0(8(3,w'),a)

=, ).

Bemerkung: B

Nach Konstruktion gilt || = 2/9l. D.h. der Nichtdeterminismus (also die Wahl-
moglichkeit und die e-Ubergiinge) kann mit einem gewissen Zusatzaufwand
(#Zustande = Speicherplatz) beseitigt werden. Im allgemeinen verringert sich
die Abarbeitungszeit: bei einem DEA ist die Abarbeitung zu w gerade |w|, bei
einem NEA ist sie dagegen ungewif3.

Beispiel :
Sprache aller Worter, deren vorletztes Symbol 0 ist: L =(0 U 1)*0(0 U 1)

Abbildung 2.6 zeigt einen NEA, der L erkennt, Abbildung 2.7 beschreibt den
dquivalenten DEA, der durch die Potenzmengenkonstruktion entstanden ist. Fiir
diesen ergibt sich:

Ie
() ——

0 1

0, 1
e N

G- @1)“. ‘ ‘3

Abbildung 2.6: NEA fiir L Abbildung 2.7: DEA fiir L
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o Anfangszustand ist E(s) = {s}

Zusténde sind {s}, {s,q},{s, f},{s,q, f}

Endzusténde sind {s, f},{s,q, f}

Alle anderen Zustinde aus 29, die nicht vorkommen, werden gestrichen.
[ |

Wir verwenden nun das Konzept der nichtdeterministischen endlichen Automa-
ten fiir den noch ausstehenden Beweis von Satz 2.9.

Beweis zu Satz 2.9:
Zu zeigen: Jede reguldre Sprache wird von einem deterministischen endlichen
Automaten akzeptiert.

Der Induktionsanfang fiir L = @ beziehungsweise L = a wurde bereits gezeigt.
Wir zeigen hier nur den Induktionsschritt fiir reguléire Sprachen L = L; U Lo,
L=1Ly-Lyund L=Lj.

Seien also L; und Ls regulédre Sprachen, die von den deterministischen endlichen
Automaten A; := (Q;, X, d;, s;, F;) erkannt werden.

e Gesucht ist ein deterministischer endlicher Automat zu L U Ls.

Sei A := (Q,%,6,s, F) ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit
Q:=0Q1UQ2U{s} (s¢Q), F=F UF, und

{0i(g,a)} fallsqge @i, a€ X, i€ {l1,2}
falls g € Q\{s}, a=¢

{s1,82} fallsg=s,a=¢

] fallsg=s, a#e

d(g,a) :=

Die Abbildung 2.8 illustriert die Konstruktion. Dann gilt offensichtlich
L(A) = L. Zu A kann ein dquivalenter deterministischer endlicher Auto-
mat konstruiert werden.

e Gesucht ist ein deterministischer endlicher Automat zu L - L.

Sei A := (Q,%,0,s,F) ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit
Q = Ql UQg, s:= 81, F:= F5 und

{0i(g,a)} fallsqgeQ;, a€ X, i€ {l1,2}
d(g,a) =<0 falls g € Q\F1, a=¢
{52} falls g € F1, a=¢

Die Abbildung 2.9 illustriert die Konstruktion. Dann gilt offensichtlich
L(A) = L. Zu A kann ein dquivalenter deterministischer endlicher Auto-
mat konstruiert werden.
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R

N Q
Q,

V

2

Abbildung 2.8: NEA fiir L; U Lo

./41 AQ

s >©
S2

© 00O

Abbildung 2.9: NEA fiir Ly - Lo

e Gesucht ist ein deterministischer endlicher Automat zu Lj.

Sei A :=(Q,%,0,s,F) ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit
Q:= Q1 U{s, f}, wobei s und f neue Zustinde sind, F':= {f} und

({61(q,a)} fallsq€Qq, a€ X

1] falls g € Q1\F1, a=¢
5(q,a) ::<{f} falls g€ F1 U{s}, a=¢

0 fallsg=3s, a #¢

0 fallsg=f, a #¢

{51} fallsg=f, a=¢

Die Abbildung 2.10 illustriert die Konstruktion. Dann gilt offensichtlich
L(A) = L. Zu A kann ein #quivalenter deterministischer endlicher Auto-

mat konstruiert werden.
O
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Abbildung 2.10: NEA fiir L}

Wir haben bei nichtdeterministischen endlichen Automaten explizit e-Uber-
ginge erlaubt. Diese sind natiirlich bei der Konstruktion von Automaten zu
Sprachen sehr brauchbar. Kommt man auch ohne e-Ubergiinge aus, ohne die
Anzahl der Zustéinde zu vergrofern?

2.13 Satz
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automat mit e-Ubergéngen gibt es
einen dquivalenten nichtdeterministischen endlichen Automaten ohne e-Uber-
gingen, der nicht mehr Zustidnde hat.

Beweis: Sei A := (Q,X,d,s, F) ein nichtdeterministischer endlicher Automat
mit e-Ubergéingen. Wir konstruieren einen dquivalenten nichtdeterministischen
endlichen Automaten A := (Q, %, 4,3, F) ohne e-Ubergiinge, der dieselbe Spra-
che akzeptiert und nicht mehr Zustinde hat. Wir wihlen:

¢ Q:=(Q\FUF

®?

[ ] =8

e Zud: Essoll g(q, a) fiir @ € ¥ genau die Zustiinde enthalten, in die A von ¢

aus mit einer beliebige Anzahl von e-Ubergiingen und dem anschlieBenden
Lesen von a kommen kann, d.h.

~ R fallsa =¢
og,a) = {J(E(q),a) sonst

o F:={q|E(q)NF #0}

Damit akzeptiert A dieselbe Sprache wie A, und |@| <1Q|. O
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Wir haben mit Satz 2.9 gezeigt, daf es zu jeder reguléiren Sprache einen (nicht)
deterministischen endlichen Automaten gibt, der sie akzeptiert. Es gilt noch
mehr, nimlich daf} die reguléiren Sprachen genau die Sprachen sind, die durch
einen nichtdeterministischen beziehungsweise deterministischen endlichen Au-
tomaten akzeptiert werden. Es gilt also auch die Umkehrung von Satz 2.9.

Satz
Jede Sprache, die von einem endlichen Automaten erkannt wird, ist regulir.

Beweis: Sei ein deterministischer endlicher Automat A = (Q,X%,d,s,F) ge-
geben, der die Sprache L akzeptiert. Es ist zu zeigen, dafl L regulir ist. Sei

Q={a, ..., ¢} Es gilt:
L ={w € ¥* | A endet nach Abarbeitung von w in einem Zustand aus F'}

Die Abarbeitung eines Wortes w = aj ...ap bewirkt das Durchlaufen einer
Folge von Zustédnden s,qi, ..., g, wobei nicht notwendig ¢; # ¢; fiir ¢ # j
gilt. Wir suchen die Worter, die eine Folge bewirken, deren letzter Zustand in
F ist. Betrachte dazu fiir jeden Zustand f € F getrennt die Worter, deren
Abarbeitung in f endet. Zu f € F' definiere:

Ly :={w € £* | A endet nach Abarbeitung von w in f}
={w € ¥* | w tiberfiihrt s in f in A}

Damit ist L = UfeF L. Wenn wir zeigen konnen, daf} fir alle f € F
Ly regulér ist, so ist auch L regulér.

Wir definieren zu g, q € Q: Ly, 4, := {w € ¥* | w iiberfiihrt ¢, in ¢;}. Insbe-
sondere gilt also: Ly = L; ;. Unterteile Lg, g4, :

Abarbeitung von w aus ¢, nach ¢; hat nur
Zwischenzustinde {q1,...,q;}

Lqr,’i,lh = {w ex*

(also w bewirkt: ¢, — ......... = q.)
e{qlv"' ’qi}
Damit gilt Lg, 4, = Lg, n,q.-

Wir zeigen, dafl Ly, i 4, fir ¢r,¢: € Q und 1 < i < n regulér sind:

e Zunichst betrachten wir direkte Uberfithrungen, also i = 0:

Ly, 0,4, := {w ex”

Abarbeitung von w fiihrt von ¢, nach ¢
ohne Zwischenzustand

Falls r = t und somit g, = ¢; ist, ist Ly, 0,q, = {a € £ | (gt,a) = ¢: }U{e}.
Andernfalls betrachten wir alle w mit ¢, — g;, ohne Zwischenzustinde,
also Ly, 0,4 ={a € X|d(gr,a) = ¢}

Diese Sprachen sind jeweils regulér.
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e Betrachte nun ¢ =1:

L =Jdwex*
grobogr { € unter Benutzung nur von ¢y

w {iberfiihrt ¢, in g; entweder direkt oder }

Es gilt dann:
— *
LerlaQt = Lqr,O,qt U (LQMO:‘h 'Lq1,0,q1 'Lq1,0,qt)

Also ist Lg, 1,4, auch wieder regulér.

o Es gilt allgemein:
*
LQr:i+1th - Lqr,i,fh U Lqmi,qz'+1 (LQi+1,i,q1'+1) qu’+1yi,fh

Da fiir L. ;41,. nur die Sprachen L. ;. und U, -, * verwendet werden, ist gezeigt
(per Induktion), dafl L. ;41,. regulér ist fiir beliebiges ¢ (1 <43+ 1 < n) und alle
Zustandspaare aus Q2. Damit ist gezeigt, dafl insbesondere Ly = L, ,, s reguléir
ist fiir jedes f € F. O

Beispiel :

Wir betrachten (Q,X,d,s, F) mit Q := {q1 := s,¢2 := ¢}, % :={0,1}, F := {s}
und § wie in Abbildung 2.11.

0, 1

_. @

0, 1

Abbildung 2.11: Beispiel

Es ist die Sprache L gesucht, die durch diesen endlichen Automaten akzeptiert
wird. Es gilt L = Lg, 2,4

Dann ist Lg; 0,4, =€ und Ly, 0,4, = (0U 1) fiir 4,5 € {1,2},i # j.

Lyag =Lg000 YLoo0an (Lgr0,00) Lason =€
Lgitgs =(0U1)Uee*(0U1)=0U1
L1, =0U1)UOUL)ec* =0U1
Lgyi, =eU(0UL)e*(0UL) =cU(OUL)(OUL)

L=Ly2, =cU(Qul)((Oul)(0ul)*(Oul)=(0ul1)(0ul))* [ ]
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Wir haben gezeigt, daf} die von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen
genau die reguldren Sprachen sind. (Satz 2.9, Satz 2.14). Dies wird auch als der
Satz von Kleene bezeichnet.

Frage: Was konnen endliche Automaten nicht? Sie kdnnen keine nicht-regu-
laren Sprachen erkennen. Aber wie zeigt man die Nichtregularitét einer Sprache?

Beispiel :
Die Sprache L der korrekten Klammerausdriicke iiber ¥ = {(,)}.

Zum Beispiel:
(00), (oo(o)) €L ((0), (ONO(& L

Die Klammerung ist genau dann korrekt, wenn w gleich viele ( und ) enthilt,
und wenn man w von links nach rechts liest, so gibt es nie mehr ) als ( bis dahin.
(D.h. es werden keine Klammern geschlossen, die nicht vorher gesffnet worden
waren.)

Ein Automat, der L erkennen kann, muf} in der Lage sein, sich fiir ein beliebiges
Wort w € L die Anzahl von ( gegeniiber ) zu merken, also die Differenz zwischen
#( und #). Diese kann aber beliebig grofl werden, und der Automat miiflte tiber
unendliche viele Zusténde verfiigen. Die Sprache der Klammerausdriicke ist also
zwar simpel, aber nicht regulér. |

Satz (Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen)
Sei L eine reguldre Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so daf sich jedes
Wort w € L mit |w| > n darstellen 148t als:

w = wvz mit luv| <n, v#e,

so daB auch uwv'z € L ist fiir allei € Ny.

Beweis: Sei L eine reguliire Sprache. Dann existiert ein endlicher Automat,
der L akzeptiert. Sei () dessen Zustandsmenge und n := |Q|. Sei w € L mit
|lw| > n, etwa w = a1...ay...a;, mit m > n. Bei der Abarbeitung von w
werden dann die Zustéinde qo, .. . , ¢, durchlaufen mit g, € F. Dann gibt es i, j
mit 0 <4,j <nund i # j, so dal ¢; = g;. (E gelte ¢ < j.

Abbildung 2.12: Abarbeitungs von w im DEA
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Dann kann der , Zykel“ g;,¢;+1,--- ,q; = g; auch gar nicht oder beliebig oft bei
der Abarbeitung eines Wortes aus L durchlaufen werden so dafl der Zustand
gm € F erreicht wird. Also gibt es eine Zerlegung von w in

w=(a1...a,~)-(ai+1...aj -(aj+1...am)
N — N\ ~ O\ ~ S
v T

u

mit |uv| < n und v # ¢, so da§ auch uviz € L fiir alle ¢ € N. O

Bemerkung:
Satz 2.15 liefert nur eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fiir
die Regularitét einer Sprache.

Beispiele:

(1) Sei ¥ ={0,1} und
L = {w € ¥* | w enthilt 10 nicht als Teilwort } = 0*1*.

Betrachte n = 1 und w = wvx mit © = €. v entspricht also dem ersten
Buchstaben von w. Dann kann uv*z 10 auch nicht als Teilwort besitzen.

(2) Sei £ ={0,1} und L = {0%1% | i > 0}. Wir zeigen, daB L nicht regulér ist.

Fiir ein n wihle w = 01", dann ist |w| > n. Fiir jede Darstellung w = uvz
mit |uv| < n und v # € ist aber uv’z = 0'1™ (I < n) nicht in L.

(3) Bei der Sprache der korrekten Klammerausdriicke wihlt man entsprechen-
de zu Beispiel 2 (")".

(4) Sei ¥ = {0} und L = {0’“2 | k€ N}. L ist die Sprache aller Worter iiber
3 mit quadratischer Lange. L ist nicht regulér.

Denn sei n > 1 beliebig aus N und w = 0" € L, also |w| > n. Weiter sei
w = wvz mit 1 < |v| < n. Bei jeder Wahl von u, v und z gilt:

wvlz = 0" +*/ ¢ L, denn es gilt:
n?<n?®+ v <n®4+n<(n+1)>%
(5) Sei ¥ ={0,1} und

L:{weE*

w=1* (k> 0) oder w=0"1¥ (j 21, k>0) }.

Dann erfiillt L den Satz 2.15: Sei n = 1 und w € L mit |w| > 1. w habe
eine Darstellung w = wvz mit |uv] < n und |v| # €. Setze u = £ und
|v| =1 das erste Symbol von w.

e Falls w = 1%, so ist auch v’z vom Typ 1¢ € L.
e Falls w = 071 so ist auch ue®z € L (fiir j = 1 ist we®z = z = 1%°).
Fiir i > 1 gilt uviz = 07+i1F° € L.
Trotzdem legt Beispiel 4 nahe, dafl L nicht regulir ist. Dies 148t sich mit

folgendem verallgemeinertem Pumping Lemma zeigen.
|
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Satz (Verallgemeinertes Pumping Lemma fiir reguléire Sprachen)
Sei L eine reguliire Sprache. Dann gibt es eine Zahln € N, so daB fiir jedes Wort
w € L mit |w| > n fiir jede Darstellung w = tyz mit |y| = n gilt:

das Teilwort y 148t sich folgendermaflen darstellen:
y = uvz mit v # € und tuv'zz € L fiir allei € Ny.

Beweis: Sei L eine regulire Sprache und A = (Q, %, 6, s, F') der deterministische
endliche Automat, der L erkennt. Setze n := |Q|+1. Sei tyz € L mit |y| = n. Sei
qo, - - - ,qn die Folge der Zustinde, die bei der Abarbeitung von y durchlaufen
werden. Da diese Folge mindestens einen Zykel enthilt, kann y so aufgespalten
werden, dal y = wvz gilt, so dafl v der Buchstabenfolge entspricht, die beim
Durchlaufen des Zykels abgearbeitet wird. Insbesondere ist v nicht leer. Dieser
Zykel kann dann beliebig oft durchlaufen werden, ohne daf sich die Abarbeitung
sndert. D.h. auch tuvizz ist ein giiltiges Wort, und der Automat erkennt es. [J

Bemerkung:

Satz 2.16 ist eine Verallgemeinerung von Lemma 2.15, jedoch keine #quiva-
lente Bedingung fiir Regularitit. Allerdings kann mit Satz 2.16 fiir eine grofle
Klasse von Sprachen Nicht-Regularitiit bewiesen werden.

Beispiel : ,
Fortsetzung zu Beispiel 5: Zu n sei w = 071%¥" = tyx mit y = 1. Dann folgt wie
im Beispiel 4 die Nicht-Regularitat. |

2.3 Minimierung von Automaten, Aquivalenz-
klassenautomat

Im Beweis zu Satz 2.12 in der ,,Potenzmengenkonstruktion“ haben wir zu einem
nichtdeterministischen endlichen Automaten einen fquivalenten deterministi-
schen endlichen Automaten konstruiert, der allerdings wesentlich mehr Zustéinde
haben kann. Die Anzahl der Zustéinde des deterministischen endlichen Automa-
ten kann exponentiell in der Anzahl der Zustinde des nichtdeterministischen
endlichen Automaten sein. Am Beispiel sieht man allerdings, daf3 oft viele iiber-
fliissige Zustinde entstehen.

Frage: Kann man konstruktiv die Anzahl der Zusténde eines deterministischen
endlichen Automatens erheblich verringern?

Definition
Zustédnde eines (deterministischen) endlichen Automatens, die vom Anfangszu-
stand aus nicht erreichbar sind, heilen iiberfliissig.

In Beispiel in Abbildung 2.13 sind die Zustéinde s, ¢1,¢2, f erreichbar, g3 und ¢4
sind tiberfliissig.

Daraus ergibt sich der erste Schritt bei der Zustandsminimierung, nimlich das
Streichen aller iiberfliissigen Zustdnde. Sind die {iberfliissigen Zusténde leicht zu
finden?
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s
@
(1)

Abbildung 2.13: Beispiel

Wir konnen endliche Automaten als gerichtete Graphen auffassen. Die iiber-
fliissigen Zustdnde entsprechen dann den Knoten, zu denen es vom Anfangs-
knoten aus keinen gerichteten Weg gibt. Eine Tiefensuche (Depth-First Search,
DFS) in dem Graphen liefert damit alle nicht iiberfliissigen Zustéinde.

2.18 Satz
Die Menge aller iiberfliissigen Zustinde eines (deterministischen) endlichen Au-
tomaten) kann in der Zeit O(|Q| - |X|) berechnet werden.

Beweis: Wende DFS ab dem Startzustand an. Dies erfordert einen Aufwand
proportional zu der Anzahl der Kanten in dem Graphen. a

Ein deterministischer endlicher Automat ohne iiberfliissige Zustinde muf} jedoch
noch nicht minimal sein.

2.19 Beispiel
Sei L = {w € {0,1}* | (|lw|o mod 2) = (Jw|i mod 2) = 0}, wobei |w|, die An-
zahl der Vorkommen des Zeichens a € ¥ in w bezeichnet. L ist also die Sprache,
in der sowohl eine gerade Anzahl von Nullen als auch Einsen vorkommt.

Betrachte den deterministischen endlichen Automaten aus Abbildung 2.14 mit
16 Zustadnden g;5, 0 < 4,5 < 3. Sei 29 die Anzahl der gelesenen Nullen und 2
die Anzahl der gelesenen Einsen zu einem Zeitpunkt ¢. Dann wird der Zustand
gi; zum Zeitpunkt ¢ genau dann erreicht, wenn gilt:

i =2y mod4 und J =2z mod 4.

Der Automat in Abbildung 2.15 akzeptiert ebenfalls L, besitzt jedoch nur vier
Zustinde. [ |
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Abbildung 2.14: Gitterautomat

@

Abbildung 2.15: Aquivalenter Automat mit weniger Zustinden



2.20

2.21

2.22

26 KAPITEL 2. ENDLICHE AUTOMATEN

Zwei Zustinde haben dasselbe ,, Akzeptanzverhalten®, wenn es fiir das Erreichen
eines Endzustandes durch Abarbeiten eines Wortes w unerheblich ist, aus wel-
chem der beiden Zustinde wir starten. Man kann die Anzahl der Zustinde nun
reduzieren, indem man Zustéinde, deren Akzeptanzverhalten gleich ist, ,,zusam-
menlegt®. Im obigen Beispiel ist dies durch Farbung der Zustédnde mit gleichem
Verhalten durch gleiche Farben veranschaulicht.

Definition
Zwei Zustdnde p und q eines deterministischen endlichen Automaten heiflen
dquivalent (p = q), wenn fiir alle Worter w € X* gilt:

o(p,w) e F << d(q,w)€F

Offensichtlich ist = eine Aquivalenzrelation. Mit [p] bezeichnen wir die Aqui-
valenzklasse der zu p dquivalenten Zustinde.

Definition
Zu einem"deterministischen endlichen Automaten A = (Q,X, 4, s, F') definieren
wir den Aquivalenzklassenautomaten A= = (Q=,%=,0=,s=, F=) durch:
e Q=:={ld|lqe@}
e ¥=:=%
* 5=([g], a) :=[0(q, a)]
. == s
o F=:={[f]|f e F}
Satz

Der Aquivalenzklassenautomat A= zu einem deterministischen endlichen Auto-
maten A ist wohldefiniert.

Beweis: Wir miissen zeigen, da F= und §= wohldefiniert sind, der Rest ist
klar. Dazu zeigen wir:

e ein Endzustand kann nur zu einem Endzustand &dquivalent sein,

e § fithrt dquivalente Zustinde beim Lesen desselben Symbols wieder in
dquivalente Zustinde iiber.

Fiir ¢ gilt: d(p,e) € F & d(q,e) € F. Dies gilt genau fiir p,q € F. D.h. falls
p = q dann gilt p,q € F oder p,q ¢ F. Also ist F'= wohldefiniert.

Sei p = ¢. Dann gilt fiir alle w € ¥* §(¢,w) € F < §(p,w) € F. Somit gilt auch
fiir alle a € X:

0(¢g,aw) € F & §(p,aw) € F.

Damit folgt d(g,a) = d(p, a), also ist auch 6= wohldefiniert. O
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Satz
Der Aquivalenzklassenautomat A= zu A akzeptiert dieselbe Sprache wie A.

Beweis: Sei w € ¥*, qo := $,q1,...,q, die Folge der Zustédnde, die von A
bei der Abarbeitung von w durchlaufen werden. Bei Abarbeitung von w in A=
werden dann die Zusténde [go], [¢1],- - - , [¢n] durchlaufen. A akzeptiert w genau
dann, wenn ¢, € F gilt. A= akzeptiert w genau dann, wenn [g,] € F= gilt.
Nach Definition von A= ist ¢, € F genau dann, wenn [g,] € F= gilt. O

Frage: Wie konstruiert man A= zu A? D.h. wie berechnet man alle Aquiva-
lenzklassen zu den Zusténden von A?

Zu beweisen, dafl zwei Zustinde p und ¢ dquivalent sind, erscheint aufwendig,
da nach Definition nachgewiesen werden miifite, daf} fiir alle w € ¥* gilt:

d(p,w) € F <> 0(q,w) € F.

Es gibt jedoch unendlich viele w € ¥*.

Es ist einfacher fiir p und g zu zeigen, daf p nicht dquivalent zu ¢ ist. Da benoti-
gen wir nur ein Wort w € ¥* mit §(p, w) € F aber 6(¢q,w) € F, beziechungsweise
d(p,w) ¢ F aber 6(q,w) € F.

Notation
Wir bezeichnen ein solches Wort w als Zeuge fiir die Nichtéquivalenz von p und
q und sagen w trennt p und q.

Frage: Konnen Zeugen beliebig lang werden?

Sei w = aw' ein kiirzester Zeuge fiir p Z ¢. Dann ist w' Zeuge fiir §(p,a) #
d(q,a). Wenn es fiir p' £ ¢’ einen kiirzeren Zeugen w" gibe, so wire aw” ein
kiirzerer Zeuge fiir p # ¢ als w. Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dal w ein
kiirzester Zeuge ist. D.h. wenn wir alle Worter aus ¥* in der Reihenfolge ihrer
Linge darauf testen, ob sie Zeuge sind, und fiir eine bestimmte Linge kein Zeu-
ge mehr fiir eine Nichtiquivalenz auftritt, so kann das Verfahren abgebrochen
werden.

Vorgehensweise

Betrachte alle Zustandspaare und zunichst £, dann alle Elemente aus X, dann
alle Worter der Lange 2 aus ¥*, und so weiter.

Zunéchst betrachte alle Zusténde als eine Klasse. Dann trennt € die Zusténde
aus F' von denen aus @\ F'. Danach testen wir nur noch Paare von Zusténden aus
F beziehungsweise Q\ F'. Durch mindestens ein Wort der Lange 1 wird entweder
F oder Q\F weiter getrennt, oder das Verfahren ist beendet. Dies wird iterativ
so weitergefiihrt mit Wortern wachsender Lange.

Beispiel :
Betrachte den Gitterautomat aus Beispiel 2.19, Abbildung 2.14

e & trennt {00, 02, 20,22} von {01,03,10,11,12,13,21,23, 30, 31, 32, 33}
— ———
griin
e 0 trennt {10, 30,12,32} von {01,03,11,13,21, 23,31, 33}
N——————

rot
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e 1 trennt {01,03,21,23} von {11,13,31,33}
b;z;u w::iﬁ

e die Worter 00,01, 10,11 trennen keine Zustandspaare mehr.

D.h. die Aquivalenzklassen der Zustinde sind: s = [00],q; = [01],¢2 = [10] und
gs = [11]. n

Frage: Ist der Aquivalenzklassenautomat zu einem deterministischen endlichen
Automaten schon der #quivalente Automat mit der minimalen Anzahl von
Zusténden?

Um zu beweisen, dal A= zu einem deterministischen endlichen Automaten A
minimal ist, konstruieren wir einen minimalen Automaten zu der zugehorigen
Sprache L des DEAs. Dieser Automat ist der ,Automat der Nerode-Relation®.
Anschlieflend zeigen wir, dal A= héchstens soviele Zustéinde hat wie jener.

Defin”ition

Eine Aquivalenzrelation R iiber ¥* heiit rechtsinvariant, wenn:

fiir alle z,y € X* gilt: falls R y so gilt auch xz R yz fiir alle z € ¥*.

Den Index von R bezeichnen wir mit ind(R); er ist die Anzahl der Aquiva-

lenzklassen von ¥* beziiglich R.

Definition
Fiir eine Sprache L C ¥* ist die Nerode—Relation Ry, definiert fiir z,y € ¥*
durch:

z Ry y genau dann wenn (xz € L & yz € L) fiir alle z € ¥* gilt.

Bemerkung:
Die Nerode-Relation Ry zu einer Sprache L C X* ist eine rechtsinvariante
Aquivalenzrelation, denn Ry, ist offensichtlich Aquivalenzrelation. Es gilt:

z Ry y= (2w € L& yw € L) fir allew € T*
= (zzw € L & yzw € L) fiir allew, z € &*
= (zz Rp, yz) fiir alle z € ¥*.

Satz (von Nerode)
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. L C ¥* wird von einem deterministischen endlichen Automaten erkannt
bzw. akzeptiert.

2. L ist die Vereinigung von (einigen) Aquivalenzklassen einer rechtsinvarian-
ten Aquivalenzrelation mit endlichem Index.

3. Die Nerode-Relation hat endlichen Index.
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Beweis:

1=2: Sei 4 :=(Q,%,6,s,F) der deterministische endliche Automat, der L
akzeptiert, und R4 wie folgt definiert:

Va,y e X*:x Ry y <= 6(s,2) =d(s,y).

R, ist eine rechtsinvariante Aquivalenzrelation. Der Index von R4 ist
gerade die Anzahl der nicht iiberfliissigen Zustinde von A4, also endlich.
Dann ist L natiirlich die Vereinigung der Aquivalenzklassen von R 4, die
zu den Endzustinden von 4 gehoren.

2 = 3: Sei R die nach Voraussetzung existierende rechtsinvariante Aquivalenz-
relation mit endlichem Index. Wir zeigen, dafl die Nerode—Relation Ry, eine
Vergroberung von R ist, d.h. R y impliziert Ry y. Dann ist natiirlich
ind(Rr) < ind(R) < oo.

Sei also z R y. Da R rechtsinvariant ist, gilt fiir alle z € ¥*: zz R yz. Da
nach Voraussetzung jede Aquivalenzklasse von R entweder ganz oder gar
nicht zu L gehort, ist 2z,yz € L oder zz,yz ¢ L. Damit folgt  Rr, y.

3 = 1: Wir konstruieren zu Ry, einen deterministischen endlichen Automaten,
der L akzeptiert. Sei A := (Q, X, 4, s, F) mit:

e Q:={[z]r, | * € *}, Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich Ry,.
Es ist also |Q| = ind(Rpr) < oo.

o s:=[e|Rr,,
o F:= {[w]g, | w € L} (wohldefiniert)

b 6([$]RLaa) = [xa]RL
0 ist wohldefiniert, denn falls [w]g, = [w']g, dann gilt w Ry, w' und
wegen Rechtsinvarianz von Ry auch wa Ry w'a.

Also ist [wa]g, = [w'a]g, -

Es bleibt zu zeigen, dal A genau L akzeptiert. Nach Konstruktion ist
0(s,w) = d([e], w) = [ew]r, = [w]r, - Also wird w von A akzeptiert genau
dann, wenn [w] € F gilt, d.h. wenn w € L.

O

2.27 Korollar
Der im dritten Beweisteil zu Satz 2.26 konstruierte Automat A zu Ry — der
Automat der Nerode—Relation — ist minimal.

Beweis: Sei A' := (Q',%,0',s', F') ein deterministischer endlicher Automat,
der L akzeptiert. Aus 1 = 2 folgt, daf eine rechtsinvariante Aquivalenzrelation
R mit ind(R4r) < |Q'| existiert. Wegen 2 = 3 gilt: ind(Ry) < ind(R4/). Mit
3 = 1 folgt

|Q| = ind(Rr) <ind(Ra) < |Q'],

fiir den Nerode—Automat A = (Q, X, 9, s, F') (siche oben). [
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2.28 Satz
Der Aquivalenzklassenautomat A= zu einem deterministischen endlichen Auto-
maten A ohne iiberfliissige Zustéinde ist minimal.

Beweis: A= hat natiirlich auch keine iiberfliissigen Zustinde. Nach obigem
Korollar geniigt es zu zeigen, daf |Q=| = ind(R), wobei L die vom Automaten
A bzw. A= akzeptierte Sprache ist.

Es bleibt zu zeigen, daf fiir alle z,y € X* gilt: x Ry y = d(s,z) = 6(s,y)

T RLy=>VzeX*: (xzzel&yzel)
=>VzeX": (0(s,z2) € F & 0(s,yz) € F)
=>VzeX": (0(d(s,z),2) € F < 6(6(s,y),2) € F)
= (s, z) = d0(s,v)



Kapitel 3

Turing-Maschine,
Berechenbarkeit

Wie wir im vorigen Kapitel gesehen haben, sind endliche Automaten als Be-
rechnungsmodell nicht méichtig genug.

Frage: Gibt es ein méchtigeres, realistisches Rechnermodell, das als Grundlage
fiir ,,allgemeine” theoretische Aussagen iiber , Berechenbarkeit“ beziehungsweise
»Entscheidbarkeit“ und die ,Komplexitit“ geeignet ist?

Wir werden einerseits als ,realistisches® Rechnermodell die Registermaschi-
ne (RandomA ccessMaschine) einfilhren. Andererseits wird uns die Turing-
Maschine (TM) als ein Rechnermodell dienen, das sich fiir allgemeine Aussagen
hervorragend eignet.

Zwar scheint die Turing-Maschine nicht besonders ,,realistisch“ zu sein, d.h. sie
entspricht nicht unserer Vorstellung eines wirklichen Rechners; man kann aller-
dings zeigen (hier nicht), daf} die Turing-Maschine ,gleichwertig® zur Register-
maschine ist, die wiederum einem wirklichen Rechner modelliert.

Hauptfrage in diesem Kapitel: Welche Probleme sind berechenbar?

3.1 Die Registermaschine

Die RAM besteht aus einem Befehlszihler, einem Akkumulator, Registern
und einem Programm. Die Inhalte von Befehlszihler, Akkumulator und Re-
gistern sind natiirliche Zahlen. Die Register bilden den (unendlichen) Speicher
der Registermaschine und haben alle jeweils eine eindeutige Adresse (siche Ab-
bildung 3.1).

Ein Programm besteht aus einer Folge von Befehlen, wobei die Programmzeilen
durchnumeriert sind. Der Befehlszihler b startet bei Eins und enthilt jeweils
die Nummer des nichsten auszufiihrenden Befehls. In den ersten Registern des
Speichers steht zu Beginn der Berechnung die Eingabe. In den iibrigen Registern
und im Akkumulator steht zu Beginn Null. Am Ende der Berechnung stehen
die Ausgabedaten in vorher festgelegten Registern. Den Inhalt des Registers i

31
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Programm

.. Speicher
Befehlszahler b

ﬁ c(1) | e(2) | .........
¢(0)

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der RAM

Akkumulator

bezeichnet man mit ¢(z).

Die RAM kann Befehle entsprechend der folgenden Liste ausfiihren:

Befehl Wirkung
LOAD i c(0):=c(i); b:=b+1
STORE 1 c(i):==¢(0); b:=b+1
ADD ¢ c(0) :=¢(0)+c(i); b:=b+1
SUB i ¢(0) := max{0,¢(0) — c(i)}; b:=b+1
MULT ¢ c(0) :=¢(0) - c(i); b:=b+1
DIV (0 =[%J bi=b+1
GOTO j b:=7j

= fall 1
IF c(0)#( GOTO j {b alls c(0)#

b:=b+1 sonst
wobei # € {<,>,<,>,#,=}

END b:=1>

Die Befehle konnen modifiziert werden zu: CLOAD, CSTORE, CADD, CSUB,
CMULT, CDIV, wobei in diesem Fall ¢(i) durch die Konstante i ersetzt wird.
Daneben gibt es noch die Befehle INDLOAD, INDSTORE, INDADD, INDSUB,
INDMULT, INDDIV, INDGOTO, bei denen c(¢) durch ¢(c(7)) ersetzt wird (in-
direkte Adressierung).

Ublicherweise wird das ,,uniforme“ Kostenmodell verwendet. Dabei , kostet* jede
Programmzeile, bis auf END, eine ,,Einheit“. Dieses Kostenmodell ist gerechtfer-
tigt, solange keine groflen Zahlen auftreten. Ansonsten ist das ,logarithmische*
Kostenmodell realistischer. Kosten entsprechen dann der Lénge der benutzten
Zahlen.

3.2 Die Turing-Maschine

3.2.1 Der Aufbau der Turing-Maschine

Erfinder: Alan Turing (1936)

Die Turing-Maschine besteht aus einem beidseitig unendlichen Eingabe— und
Rechenband mit einem freibeweglichen Lese-/Schreibkopf, der von einer endli-
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chen Kontrolle gesteuert wird. Das Eingabe— und Rechenband enthilt eine Folge
von Symbolen. Die Kontrolle ist in einem von endlich vielen Zustinden. Dies
entspricht dem Befehlszihler der Registermaschine. Die Zellen des Bandes ent-
sprechen den Registern der Registermaschine und enthalten jeweils hdchstens ein
Symbol aus dem Bandalphabet. Ist die Turing-Maschine in einem bestimmten
Zustand und liest ein Symbol, so geht sie in einen Folgezustand iiber, iiber-
schreibt eventuell das Symbol und bewegt den Lese-/Schreibkopf eine Stelle
nach rechts, nach links oder {iberhaupt nicht.

-2 -10 1 2 3

Lese- /Schreibkopf

endliche Kontrolle

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der Turing-Maschine

3.1 Definition
Eine deterministische Turing-Maschine ((D)TM) besteht aus:

e (), einer endlicher Zustandsmenge,

e Y einem endlichen Eingabealphabet,

e LI, einem Blanksymbol mit U & ¥,

e T, einem endlichen Bandalphabet mit ¥ U {U} C T,
e s € (), einem Startzustand

¢ 0:QxI'»>QxT x{L,R,N}, einer Ubergangsfunktion.

Dabei bedeutet L eine Bewegung des Lese—/Schreibkopfeg_ nach links, R
eine Bewegung nach rechts und N ein Stehenbleiben. Die Ubergangsfunk-
tion beschreibt, wie das aktuell eingelesene Zeichen verarbeitet werden
soll.

e F' C @, einer Menge von Endzustinden.
Die Menge der Endzustinde kann auch entfallen.
Bemerkung:

Fiir ¢ € F gilt: Va € T: 6(¢g,a) = (g,a,N), d.h. die Berechnung der Turing-
Maschine stoppt.
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alb, L
@ ®

Abbildung 3.3: Ubergang von Zustand g nach p

3.2 Bemerkung

(1)

Der Ubergang 6(¢,a) = (p,b, L) wird graphisch dargestellt wie in Abbil-
dung 3.3.

Bedeutung: Ist die Turing-Maschine im Zustand g und liest das Symbol
a, so {iberschreibt sie dieses a mit b, geht auf dem Band eine Stelle nach
links und wechselt in den Zustand p.

Die Turing-Maschine startet im Zustand s, wobei der Lese-/Schreibkopf
an der linkesten Stelle des Bandes, in der ein Eingabesymbol steht, posi-
tioniert ist. (Konvention)

Die Turing-Maschine stoppt, wenn sie zum ersten Mal in einen Endzustand
kommt oder in einem Zustand ¢ ein Symbol a liest und d(q, a) = (¢,a, N)
ist. Das bedeutet insbesondere, daB Uberginge, die aus Endzustinden
herausfiihren, sinnlos sind.

Beispiel :
Die folgende Turing-Maschine (Abbildung 3.4) erkennt alle Worter aus {0, 1},
die mit einer Eins beginnen.

00, R
11, R

0|0, R ujl, R

CQ@
0l0, N
@0

uju, N

Abbildung 3.4: Turing-Maschine fiir die Sprache aller Worter aus {0,1}*, die
mit einer Eins beginnen

Auflerdem 16scht die Turing-Maschine die fithrende Eins, falls vorhanden, und
148t alles andere auf dem Band unversindert. Der Lese-/Schreibkopf steht nach
dem Stop links neben der Stelle an der die fiihrende Eins gelesen wurde. Der

Zustand q; ist unwesentlich. [ |
Bemerkungen:
(1) Es gibt Eingaben, fiir die eine Turing-Maschine unter Umstéinden niemals

(2)

stoppt. Im obigen Beispiel sind das alle Folgen, die nicht mit Eins begin-
nen.

Eine Turing-Maschine erkennt nicht nur Mengen von Wortern (= Spra-
chen), sondern sie verindert auch die Eingabe und hat insofern auch ei-
ne Ausgabe (= Inhalt des Bandes nach der Bearbeitung). Die Turing-
Maschine realisiert also eine partielle Funktion f: ¥* — I'*. Im obigen
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Beispiel ist
v falls w = 1v
flw) = {

undefiniert sonst

(3) Oft werden wir die Turing-Maschine beziehungsweise deren Ubergangs-
funktion nur unvollstindig beschreiben, zum Beispiel durch

C@ 1)y, L >

ulu, R

Abbildung 3.5: unvollstindige Ubergangsfunktion

Dabei ist eine Vervollstindigung immer moglich. Wenn fiir eine bestimm-
te Kombination ¢,a kein Ubergang 6(g,a) definiert ist, dann stoppt die
Turing-Maschine im Zustand gq.

3.3 Definition
Eine Turing-Maschine akzeptiert eine Eingabe w € ¥*, wenn sie nach Lesen
von w in einem Zustand aus F' stoppt. Sie akzeptiert eine Sprache L genau
dann, wenn sie ausschlieSlich Worter aus w € L als Eingabe akzeptiert.

3.4 Definition
1. Eine Sprache L C ¥* heifit rekursiv oder entscheidbar, wenn es eine
Turing-Maschine gibt, die auf allen Eingaben stoppt und eine Eingabe w
genau dann akzeptiert, wenn w € L gilt.

2. Eine Sprache L C ¥* heifit rekursiv-aufzdhlbar oder semi-entscheid-
bar, wenn es eine Turing-Maschine gibt, die genau die Eingaben w ak-
zeptiert fiir die w € L. Das Verhalten der Turing-Maschine fiir Eingaben
w ¢ L ist damit nicht definiert. D.h., die Turing-Maschine stoppt entweder
nicht in einem Endzustand oder aber stoppt gar nicht.

Notation

Oft wird die Situation, in der sich eine Turing-Maschine M := (Q,%,T,4,s, F)
befindet, durch die Angabe der Konfiguration in der Form w(q)av codiert,
wobei w,v € T*, a € T und ¢ € @ sind. Dies bedeutet, dafl sich M gerade im
Zustand q befindet; der Lesekopf steht auf dem Zeichen a; links davon steht das
Wort w auf dem Rechenband und rechts davon das Wort v.

Beispiel :
Abbildung 3.6 zeigt eine Turing-Maschine, die L= := {0"1": n > 1} akzeptiert.
Die Uberpriifung der Eingabe 0011 ergibt die folgenden Konfigurationen:

Li(s)0011, 0(s)011, 00(s)11, 001 (gy)1, 0011(g1 )L, 001(g2)1, 00(gs)1, 0(gs)01,
L(g3)001, U(gs) L1 001, Li(g4)001, Li(g5)01, 0(ge)1, 01(ge)L, 0(g2)1, Li(g3)0,
L(g3) U0, U(gs)0, U(gs)U, Li(gr)U.
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11, R

11, R uju, L 1u, L L
OlO’RC@ | ’ >@ | , >@ | , D 0|07
11, L

Ulu, R

00, R
11, R

Abbildung 3.6: Turing-Maschine fiir L=

Wie bereits erwihnt, kann eine Turing-Maschine auch eine Funktion berechnen.

3.5 Definition
1. Eine Funktion f: ¥* — I'* heifit (Turing-)berechenbar oder totalre-
kursiv, wenn es eine Turing-Maschine gibt, die bei Eingabe von w € ¥*
den Funktionswert f(w) € I'* ausgibt.

2. Eine Turing-Maschine realisiert eine Funktion f: ¥* — I'™*, falls gilt:

Fw) Ausgabe der Turing-Maschine, wenn sie bei Eingabe w stoppt
w) =
undefiniert sonst

Beispiel :

Eine Turing-Maschine, die zur Eingabe w € (0 U 1)* eine Eins addiert, wobei
w als bindre Zahl aufgefafit wird. Es sollen nur Eingaben ohne fiihrende Nullen
akzeptiert werden beziehungsweise Null.

Dabei sind die Zusténde jeweils fiir die folgenden Aufgaben verantwortlich:
qi: Bewegung des Lese-/Schreibkopfes nach rechts bis zum Eingabeende

go: Bildung des Ubertrages, der durch die Addition von Eins zu einer bereits
vorhandenen Eins entsteht

qs: Bewegung des Lese-/ Schreibkopfes nach links, nachdem die Aufsummie-
rung abgeschlossen ist (kein Ubertrag mehr)
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00, R
11, R 100, L

O O
O~

111, R uju, L

@ o 1

00, R

() )t
11, L

Abbildung 3.7: Turing-Maschine fiir Addition

q4,q5: Sonderbehandlung fiir den Fall der Eingabe 0
f: Endzustand

w+1 falls w e OU 1(0U 1)*,
Es gilt: f(w) = w interpretiert als Bindrzahl [ |
undefiniert sonst

Wir wollen die Konzepte der Entscheidbarkeit von Sprachen und der Berechen-
barkeit von Funktionen zusammenbringen:

e Eine Turing-Maschine akzeptiert eine Sprache L, wenn sie genau auf den
Eingaben w € L in einem ausgezeichneten Endzustand stoppt. L ist ent-
scheidbar, wenn es eine Turing-Maschine gibt, die auf allen Eingaben
stoppt und L akzeptiert.

e Die Funktion f heifit berechenbar, wenn eine Turing-Maschine existiert,
die f realisiert.

Man kann eine Turing-Maschine M, die auf allen Eingaben stoppt, so modifi-
zieren, dafl es zwei ausgezeichnete Zustinde ¢y und gy gibt und dal M stets
in einem der Zustdnde ¢y oder gy halt. Dabei stoppt sie bei der Eingabe w ge-
nau dann in ¢y, wenn sie w akzeptiert, ansonsten in ¢y. Damit ist die Sprache
L genau dann entscheidbar, wenn es eine Turing-Maschine gibt, die immer in
einem der Zustinde {q,qn} stoppt, wobei sie gerade fiir w € L in g hilt.

3.6 Korollar

e FEine Sprache L C ¥* ist entscheidbar genau dann, wenn ihre charak-
teristische Funktion xi berechenbar ist, wobei gilt:

1 fall L
xL: X* = {0,1} mit xr(w) = { swe
0 sonst
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e Eine Sprache L ist semientscheidbar genau dann, wenn die Funktion
X1, berechenbar ist, wobei gilt:

() = 1 fallsw e L
| undefiniert sonst

3.2.2 Die Church’sche These

Die Church’sche These besagt, dafl die Menge der (Turing-)berechenbaren Funk-
tionen genau die Menge der im intuitiven Sinne iiberhaupt berechenbaren Funk-
tion ist.

Interpretation

Turing-Maschinen sind formale Modelle fiir Algorithmen. Kein Berechnungsver-
fahren kann ,algorithmisch“ genannt werden, wenn es nicht von einer Turing-
Maschine ausfiihrbar ist.

Bemerkung:
Die Church’sche These ist ,nur“ eine These, kann also nicht bewiesen werden.
Sie ist aber in der Informatik allgemein akzeptiert.

Begriindung

e Es existieren keine Beispiele von Funktionen, die als intuitiv berechenbar
angesehen werden, aber nicht Turing-berechenbar sind.

e Alle Versuche, realistische Modelle aufzustellen, die méchtiger sind als
Turing-Maschinen, schlugen fehl.

e Eine Reihe von vollig andersartigen Ansitzen, den Begriff der Berechen-
barkeit formal zu fassen, wie zum Beispiel die Registermaschine, haben
sich als ,dquivalent“ erwiesen.

3.2.3 Erweiterungen der Turing-Maschine

1. Mehrere Lese-/Schreibkopfe

Abbildung 3.8: TM mit mehreren Lese-/Schreibképfen
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Siehe Abbildung 3.8: Mehrere Lese-/Schreibképfe (n € N) greifen auf das
eine Eingabeband zu und werden von der endlichen Kontrolle gesteuert.
Die Ubergangsfunktion ist dann vom Typ §: QxI'™ — QxI"x{L, N, R}",
und die Zustinde ¢ € @ kann man als n—Tupel auffassen. Auflerdem ist es
notig eine Prioritétenregel fiir die einzelnen Kopfe anzugeben, falls meh-
rere auf einem Feld des Eingabebandes stehen.

2. Mehrere Binder

Abbildung 3.9: TM mit mehreren Bandern

Siehe Abbildung 3.9: Ein Lese-/Schreibkopf kann auf mehrere Eingabe-
binder (n € N) zugreifen. Die Ubergangsfunktion ist dann vom Typ

0:Q@xTI'x{l,...,n} > QxTx{L,N,R} x{1,...,n}.

3. Mehrere Lese-/Schreibképfe fiir mehrere Bénder

Wir haben jetzt fiir jedes der n Biinder einen Lese-/Schreibkopf. Die Uber-
gangsfunktion ist dann vom Typ

0:QxTI"x{l,... m}" > QxI"x{L,N,R}" x{1,... ,m}".

4. Mehrdimensionale Biander

Das Eingabeband ist nun mehrdimensional, es hat zum Beispiel die Di-
mension Zwei, (sieche Abbildung 3.10). Wir sprechen dann von einem Ar-
beitsfeld. Dabei ist

0: QxT'—= QxT x {L(eft),U(p), R(ight), D(own), N (othing) }

Fragestellungen der Art: ,Wann stoppt eine Mehrkopf Maschine?“ oder , Wel-
cher Kopf ,gewinnt‘, wenn mehrere Kopfe (verschiedene) Symbole an diesel-
be Stelle schreiben wollen?“ miissen bei solchen Modifikationen noch geklért
werden. Es hat sich allerdings gezeigt, daf} keine dieser , Erweiterungen“ mehr
leistet, als eine ,normale“ Turing-Maschine. Man kann zum Beispiel beweisen,
daf} jede k-Band Turing-Maschine durch eine 1-Band Turing-Maschine simuliert
werden kann. Das gleiche gilt auch fiir alle anderen angegebenen Modifikationen.
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Abbildung 3.10: TM mit zweidimensionalem Band

3.3 Die universelle Turing-Maschine und unent-
scheidbare Probleme

Wir haben bisher nur Turing-Maschinen betrachtet, die eine bestimmte Auf-
gabe erfiillen. Wir wollen nun eine ,,universelle“ Turing-Maschine angeben, die
als Eingabe ein Programm und eine spezielle Eingabe erhilt. Die Aufgabe der
universellen Turing-Maschine besteht darin, das gegebene Programm auf der
gegebenen Eingabe auszufiihren.

Wir betrachten dazu eine ,,normierte“ Turing-Maschine, d.h.

e Q:={q, -}

o ¥:={a1,...,ar}

o I':={ay,...,ak,0%41,--- ,01}
°«s:=q

o F:={g}

Dies bedeutet keine Einschrinkung in der Méchtigkeit der Turing-Maschinen;
d.h. jede beliebige Turing-Maschine kann durch eine derart normiert Turing-
Maschine der obigen Form simuliert werden. Jede normierte Turing-Maschine
M 148t sich eindeutig kodieren durch folgende Kodierungsvorschrift:

1. Kodiere §(g;,a;) = (gr,as,d;) durch 0° 109107 10° 10,
wobei d; € {d1,d»,ds} und d; fiir L, d, fiir R und djs fiir N steht.
2. Die Turing-Maschine wird dann kodiert durch:
111code;l1codesll. .. 11code, 111,

wobei code; fiir ¢ = 1,...,z alle Funktionswerte von § in beliebiger Rei-
henfolge beschreibt.
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Die eigentlichen Werte der Turing-Maschine werden also (unir) durch Nullen
beschrieben und die Einsen dienen als Begrenzung der Eingabewerte.

Diese Kodierung nennt man die Gédelnummer einer Turing-Maschine und
wird mit (M) bezeichnet (zur Turing-Maschine M). Jede Turing-Maschine kann
also durch ein Wort aus (0 U 1)* kodiert werden. Umgekehrt beschreibt jedes
Wort aus {0 U 1}* (hochstens) eine Turing-Maschine. Wir vereinbaren, daf ein
Wort, das keine Turing-Maschine in diesem Sinne beschreibt, (zum Beispiel ¢,
0, 000) eine Turing-Maschine kodiert, die () akzeptiert.

Eine universelle Turing-Maschine erhilt als Eingabe ein Paar ((M),w), wobei
w € {0,1}* ist, und sie simuliert M auf w.

Beispiel :
Sei M = ({q17Q25q3}5 {07 l}al—la {07 17'—]}75; 611:{112}); mit

M zusammen mit der Eingabe 1011 ist dann:

111010010001010011000101010010011000100100101001100010001000100101111011

Definition

Zu w € {0,1}* sei T\, die Turing-Maschine mit der Gédelnummer (GN) w,
beziehungsweise die Turing-Maschine, die () akzeptiert (d.h. T,, stoppt nie, wenn
w keine Godelnummer ist). L(Ty,) ist die Sprache, die von T, akzeptiert wird.

Wir konstruieren eine Sprache Ly, die sogenannte Diagonalsprache, wie folgt:
Betrachte die Worter aus {0,1}* in kanonischer Reihenfolge, d.h. w; steht vor
w; (i < j), falls |w;| < |w;| oder |w;| = |wj;| und w; lexikographisch vor w;
steht. M, sei die Turing-Maschine, deren Godelnummer die j-te Nummer bei
kanonischer Reihenfolge aller Godelnummern ist. Wie konstruieren eine unend-
liche Tabelle, an deren Position (i, ) fiir 1 < 4,j < oo eine Null oder eine Eins
steht und welche beinhaltet, ob w; in L(Mj) ist. Damit gilt fiir die Eintrage

o 1 falls M; w; akzeptiert
(4,5) = 0
sonst

Definiere dazu
Ly := {w; | M; akzeptiert w; nicht} .

L4 enthilt also alle w;, fiir die auf der Diagonalen an der Stelle (i,4) eine Null
steht. (Dies fiihrt spéter zu einem Diagonalbeweis (Cantor).)
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Beispiel:
w € {0,1}* | Godelnummer
i j k
w; 10 1 0 1 0 O w; € Ly
w; 0 01 0 0 1 1 w; € Lg
wy, 1 0 011 0 1 wy & Ly
3.8 Satz

3.9

3.10

3.11

Die Sprache L, ist nicht entscheidbar.

Beweis: Falls L; entscheidbar ist, gibt es eine Turing-Maschine M;, die

(i) stets hilt und

(ii) genau die w € Ly akzeptiert.
Wende nun M; auf w; an:

1. Falls w; € Ly, dann wird w;, wegen (ii) von M, akzeptiert. Dies ist ein
Widerspruch zur Definition von Lg.

2. Falls w; ¢ Ly, dann akzeptiert M; das Wort w; wegen (ii) nicht. Dies ist
auch ein Widerspruch zur Definition von L.
O

Korollar
Die Sprache L§ := {0,1}*\Lq ist nicht entscheidbar.

Beweis: Falls L§ entscheidbar ist, gibt es eine Turing-Maschine, die L§ ent-
scheidet. Diese kann aber leicht zu einer Turing-Maschine modifiziert werden,
die Ly entscheidet. Dies ist ein Widerspruch zu Satz 3.8. a

Bemerkung:
Korollar 3.9 kann folgendermaflen interpretiert werden: Das Problem, ob ei-
ne Turing-Maschine auf einer Eingabe w stoppt, ist nicht entscheidbar.

Definition (Halteproblem)
Das Halteproblem definiert folgende Sprache

H := {wv | T\, hélt auf der Eingabe v} .

Satz
H ist nicht entscheidbar.

Beweis: Angenommen es existiert eine stets haltende Turing-Maschine, die H
entscheidet. Wir konstruieren daraus eine stets haltende Turing-Maschine, die
L7 entscheidet, was im Widerspruch zu Korollar 3.9 steht.

Sei w eine Eingabe, fiir die wir entscheiden wollen, ob w € L. Wir kdnnen wie
folgt vorgehen:
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1. Berechne das i, so dafl w = w; ist.

2. Berechne daraus die Codierung von M;.

3. Wende die Turing-Maschine fiir H auf (M;) - w; an.
Falls (M) -w; nicht akzeptiert wird, dann hilt M; nicht auf w;. Nach Definition
von H ist also w; € Lg und damit w; ¢ L§. Falls (M;) - w; akzeptiert wird,

dann hilt M; auf w;. Dann kénnen wir auf der universellen Turing-Maschine
die Berechnung von M; auf w; simulieren. |

3.12 Definition
Die universelle Sprache L, iiber {0,1} ist definiert durch

Ly :={wv|veLTy,)}.

L,, ist also die Menge aller Worter wv fiir die T, bei der Eingabe v hélt und v
akzeptiert.

3.13 Satz
Die Sprache L,, ist nicht entscheidbar.

Beweis: Wir zeigen, daf3 L,, eine Verallgemeinerung von L ist. Das heifit wir
nehmen wieder an, daf es eine Turing-Maschine zur Entscheidung von L, gibt
und zeigen, dafl wir damit auch L§ entscheiden kdnnen. Wir kénnen dazu wie
folgt vorgehen:

1. Berechne das i, fiir das w = w;.
2. Berechne die Gédelnummer (M;).
3. Wende die Turing-Maschine fiir L,, auf (M;)w; an.
Wire L,, entscheidbar, so auch L§. Dies ist ein Widerspruch zu Korollar 3.9. O
3.14 Satz

Die Sprache L, ist semi-entscheidbar.

Beweis: Wir benutzen die universelle Turing-Maschine, mit der Eingabe wuv:

e Falls T, die Eingabe v akzeptiert, geschieht dies nach endlich vielen Schrit-
ten und die universelle Turing-Maschine akzeptiert wwv.

e Falls T), die Eingabe v nicht akzeptiert, wird wv von der universellen
Turing-Maschine ebenfalls nicht akzeptiert. Dies ist unabhingig davon,
ob die Simulation stoppt oder nicht.

O

Bemerkung:
Die Begriffe entscheidbar und semi-entscheidbar unterscheiden sich tatséchlich.
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Wir haben bisher gezeigt, dal wir kein Programm schreiben koénnen, das fiir
ein Turing-Maschinen-Programm (M) und eine Eingabe w entscheidet, ob M
auf der Eingabe w hilt. Wir werden im folgenden sehen, dafl wir aus einem
Programm im allgemeinen keine ,nicht-trivialen“ Eigenschaften der von dem
Programm realisierten Funktion ableiten kénnen.

Satz (Satz von Rice)
Sei R die Menge der von Turing-Maschinen berechenbaren Funktionen und S
eine nicht-triviale Teilmenge von R () # S # R). Dann ist die Sprache

L(S) := {{M) | M berechnet eine Funktion aus S}
nicht entscheidbar.
Beweis (Skizze):
o Zeige, dafl H. := {{M) | M hilt auf der Eingabe €} unentscheidbar ist
o Zeige, dafy H¢ nicht entscheidbar ist.

e Fiihre den Widerspruchsbeweis fiir die Nicht-Entscheidbarkeit von L(S),
indem ausgehend von einer Turing-Maschine M’ fiir L(S) eine Turing-
Maschine M" fiir H¢ konstruiert wird.

]

Bemerkungen:

(1) Der Satz von Rice hat weitreichende Konsquenzen. Es ist danach zum
Beispiel fiir Programme nicht entscheidbar, ob die durch sie definierte
Sprache endlich, leer, unendlich oder ganz ¥* ist.

(2) Wir haben hier nur die Unentscheidbarkeit von Ly direkt bewiesen. Die
anderen Beweise folgten dem folgenden Schema: Um zu zeigen, daf ein
Problem A unentscheidbar ist, zeigen wir, wie man mit einem Entschei-
dungsverfahren fiir A ein bekanntermaflen unentscheidbares Problem B
entscheiden kann. Dies liefert den gewiinschten Widerspruch.

Das Post’sche Korrespondenzproblem: Ein weiteres unentscheidbares Pro-
blem ist das Post’sche Korrespondezproblem (PKP). Dabei ist eine endliche
Folge von Wortpaaren

K= (('T17y1)7" . 7($nayn))

iiber einem endlichen Alphabet ¥ gegeben. Es gilt weiter z; # € und y; # €.
Gefragt ist nun, ob es eine endliche Folge von Indizes i1,... i € {1,...,n}
gibt, so daB z;, ...z, = yi, - .- Ys, gilt.

Beispiele:
(1) K = ((10,101),(10111,10), (10,0)) hat die Losung (2,1,1,3), denn es gilt:
Toz12123 = 101111110 = yoy1y1Y3
(2) K =((10,101),(011,11),(101,011)) hat keine Losung

(3) K =((001,0),(01,011), (01,101), (10,001)) hat eine Losung der Linge 66.
|



3.3. DIE UNIVERSELLE TURING-MASCHINE 45

3.16 Satz
Das Post’sche Korrespondezproblem ist nicht entscheidbar

Beweis: Beweis iiber Nicht-Entscheidbarkeit des Halteproblem. a

Bemerkung:
Eigenschaften von (semi-)entscheidbaren Sprachen:

1. Die entscheidbaren Sprachen sind abgeschlossen unter Komplementbil-
dung, Schnitt und Vereinigung.

2. Die semi-entscheidbaren Sprachen sind abgeschlossen unter Schnitt und
Vereinigung, aber nicht unter Komplementbildung.
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Kapitel 4

Komplexititsklassen

Wir haben bisher nur die Frage erortert: ,,Ist eine Sprache L entscheidbar oder
nicht? “ beziehungsweise ,,Ist eine Funktion berechenbar oder nicht?“ Dies fiihrte
zu einer Aussage, ob ein Problem losbar ist oder nicht. Dariiberhinaus interes-
siert uns die Frage: ,,Wie effizient kann ein Problem geltst werden?“. Die Effizi-
enz bezieht sich dabei immer auf die Laufzeit, die benétigt wird, um das Problem
zu 16sen. Wir gehen dazu auch im folgenden (entsprechend der Church’schen
These) davon aus, dafi die Turing-Maschine ein aussagekréftiges Berechnungs-
modell ist.

Bisher haben wir nur deterministische Turing-Maschinen betrachtet. Wir wer-
den nun auch nichtdeterministische Turing-Maschinen einfiihren.

Frage: Gibt es einen ,wesentlichen Effizienzgewinn® beim Ubergang der de-
terministischen Turing-Maschine zur nichtdeterministischen Turing-Maschine?
(Vergleiche dazu die Aquivalenz bei endlichen Automaten). Dahinter verbirgt
sich eine der wichtigsten offenen Fragen der theoretischen Informatik: P # N'P?

4.1 Sprachen, Probleme, Zeitkomplexitét

Fragen: Wie stehen Sprache und Probleme im Zusammenhang? Wie sieht ein
typisches Problem aus?

Beispiel Traveling Salesman Problem (TSP):
Gegeben sei ein vollstindiger Graph G = (V, E), d.h.

Vi={1,...,n}, E:={{u,v}|u,ve€Vu#v},
sowie eine Lingenfunktion ¢: E — ZT.
O Gesucht ist eine Tour (Rundreise), die alle Elemente aus V' enthilt und

minimale Gesamtlénge unter allen solchen Touren hat. Gesucht ist also
eine Permutation « auf V', so dafl

n—1

Z c(n(d),7(i + 1)) + c(w(n), 7 (1)) minimal ist

i=1

47
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Dies ist ein Optimierungsproblem.

Eine ,etwas schwichere“ Variante wire:

O Gesucht ist die Lange einer minimalen Tour.

Diese Variante ist insofern ,schwécher®, als mit 0 auch O I6sbar ist. Noch
»,schwicher ist:

0 Gegeben sei zusitzlich zu G und ¢ auch ein Parameter k € Z*. Die Frage
ist nun: ,,Gibt es eine Tour, deren Lange hochstens k ist?¢

Offensichtlich konnen wir mit O beziehungsweise O auch O 16sen. [ ist
das zugehorige Entscheidungsproblem zu [J.

Wir werden hier zunéchst nur Entscheidungsprobleme, also Probleme, bei denen
die Losung aus einer Antwort ,Ja“ oder ,Nein®“ besteht, betrachten, da diese
mit Sprachen korrespondieren.

Um zu motivieren, daf es ,,zuldssig® ist, sich auf Entscheidungsprobleme zu be-
schrinken, werden wir am Beispiel des Traveling Salesman Problems feststellen,
dal man ,leicht“ mit 00 auch 0 und O l6sen kann. [ |

Zunichst betrachten wir ein formales Konzept fiir die Korrespondenz zwischen
Sprachen und Entscheidungsproblemen:

Ein Problem II ist gegeben durch:

1. eine allgemeine Beschreibung aller vorkommenden Parameter;

2. eine genaue Beschreibung der Eigenschaften, die die Lsung haben soll.

Ein Problembeispiel I (Instanz) von II erhalten wir, indem wir die Parameter
von II festlegen.

Wir interessieren uns fiir die Laufzeit von Algorithmen beziehungsweise Be-
rechnungen. Diese wird in der ,Grofle des Problems“ gemessen. Die Grofle des
Problems ist abhingig von der Beschreibung oder Kodierung aller Problem-
beispiele.

Definition

Ein Kodierungsschema s ordnet jedem Problembeispiel eines Problems eine
Zeichenkette oder Kodierung iiber einem Alphabet Y. zu. Die Inputlinge eines
Problembeispiels ist die Anzahl des Symbole seiner Kodierung. Dabei gibt es
natiirlich verschiedene Kodierungsschemata fiir ein bestimmtes Problem.

Beispiel :
Zahlen konnen dezimal, bindr, undr, usw. kodiert werden. Die Inputldnge von
5127 betrégt dann 4 fiir dezimal, 13 fiir bindr und 5127 fiir unér. |

Wir werden uns auf ,verniinftige“ Schemata festlegen:

1. Die Kodierung eines Problembeispiels sollte keine iiberfliissigen Informa-
tionen enthalten.

2. Zahlen sollen bindr (oder k-dr fiir k # 1) kodiert sein.
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Dies bedeutet, die Kodierungslinge

e ciner ganzen Zahl n ist [log [n| + 1] + 1 =: (n);

e einer rationalen Zahl r = £ ist (r) = (p) + (q);

o eines Vektors X = (z1, ..., @p) ist (X) := 31, (z;);
o ciner Matrix A € Q™ ™ ist (4) := 3", 37, (ay;)-

e Ein Graph G = (V,E) kann zum Beispiel durch die Kodierung seiner
Adjazenzmatriz, ein ,gewichteter Graph durch die Kodierung der Ge-
wichtsmatriz beschrieben werden.

Definition
Zwei Kodierungsschemata s1, s2 heilen dquivalent beziiglich eines Problems 11,
falls es Polynome p1,ps gibt, so daf3 gilt:

(Is1 (D] =n = [s2(I)] < p2(n)) und ([s2(I)] =m = |s1(I)| < p1(m))

fiir alle Problembeispiele I von II.

Ein Entscheidungsproblem II kénnen wir als Klasse von Problembeispielen Dy
auffassen. Eine Teilmenge dieser Klasse ist Ji C Dy, die Klasse der Ja—Bei-
spiele, d.h. die Problembeispiele deren Antwort ,Ja“ ist. Der Rest der Klasse
Ny C Dy ist die Klasse der Nein—Beispiele.

Die Korrespondenz zwischen Entscheidungsproblemen und Sprachen ist festge-
legt durch das Kodierungsschema. Ein Problem IT und ein Kodierungsschema
s: D — X zerlegen ¥* in drei Klassen:

1. Worter aus ¥*, die nicht Kodierung eines Beispiels aus Dy sind,
2. Worter aus ¥*, die Kodierung eines Beispiels I € Nyj sind,

3. Worter aus ¥*, die Kodierung eines Beispiels I € Jp sind.

Die dritte Klasse ist die Sprache, die zu II im Kodierungsschema s korrespon-
diert.

Definition
Die zu einem Problem II und einem Kodierungsschema s zugehorige Sprache

ist

L[, 5] := {m ex*

Y ist das Alphabet zu s und x ist Kodierung
eines Ja—Beispiels I von II unter s, d.h. I € Ji

Wir betrachten im folgenden deterministische Turing-Maschinen mit zwei End-
zustdnden ¢, gy, wobei gy akzeptierender Endzustand ist. Dann wird die Spra-
che L, akzeptiert von der Turing-Maschine M, falls

Ly = {x € ¥ | M akzepiert z}
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Definition

Eine deterministische Turing-Maschine M 16st ein Entscheidungsproblem II
unter einem Kodierungsschema s, falls M bei jeder Eingabe iiber dem Eingabe-
Alphabet in einem Endzustand endet und L = L[II, 5] ist.

Definition

Fiir eine deterministische Turing-Maschine M, die fiir alle Eingaben tiber dem
Eingabe-Alphabet ¥ hilt, ist die Zeitkomplexitidtsfunktion Ty : Z+T — Z+
definiert durch

es gibt eine Eingabe x € ¥* mit |z| = n, so
daf3 die Berechnung von M bei Eingabe x

m Berechnungsschritte (Ubergénge) benétigt,
bis ein Endzustand erreicht wird

Tr(n) = max{ m

Definition

Die Klasse P ist die Menge aller Sprachen L (Probleme), fiir die eine determi-
nistische Turing-Maschine existiert, deren Zeitkomplexitétsfunktion polynomial
ist, d.h. es existiert ein Polynom p mit

Tm(n) < p(n).

Bemerkung:

Da wir nur Kodierungsschemata, die dquivalent zur Bindrkodierung sind, be-
trachten, brauchen wir das gewéhlte Kodierungsschema s nicht explizit ange-
ben.

Zuriick zu Entscheidungs— und Optimierungsproblemen. Wir zeigen am Beispiel
des TSP, dafl die Beschrinkung auf das Entscheidungsproblem keine wirkliche
Einschrankung ist. Wir zeigen, dafl mit der Losung fiir das Entscheidungspro-
blem auch das Optimierungsproblem ,leicht“ gelost werden kann.

Satz

Falls es einen Algorithmus gibt, der das Entscheidungsproblem des TSP in po-
Iynomialer Zeit 16st, so gibt es auch einen Algorithmus, der das Optimierungs-
problem in polynomialer Zeit 16st.

Beweis: Sei A(n, ¢, k) ein polynomialer Algorithmus zur Losung des Entschei-
dungsproblems des TSP bei der Eingabe eines Graphen G = (V, E) mit |V| = n,
Lingenfunktion ¢, sowie Parameter k € Z7.

Betrachte folgenden Algorithmus.
Algorithmus OPT-TOUR

Input: G = (V,E), ¢;j = c({i,j}) firi,j e V:={1,... ,n}
Output: d;; (1 < 4,5 < n), so daB} alle bis auf n der d;;-Werte den Wert

maxc;; ) + 1 haben. Die restlichen n d;;-Werte haben den Wert ¢;; und
i,

geben genau die Kanten einer optimalen Tour an.
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Algorithmus:

1. berechne m := max c¢;;;
1<i,j<n

setze L(ow) := 0 und H(igh) :=n - m;
2. solange H # L gilt, fithre aus:
1 3\
falls A (n,c, [E(H + L)-D = ,nein“ ist,
setze L := ’V%(H + L)-‘ +1;
sonst

1
setze H := [Q(H + L)-‘ +1;

(* bindire Suche *)

7/

(* Wenn H = L gilt, so ist H die Liinge einer optimalen Tour. *)

3. Setze OPT := H;
4. fir s =1...n fiihre aus
5. fiir j =1...n fiihre aus
6. setze R :=¢;j; c¢j:=m+1;
falls A(n,c, OPT) ,nein” ist, setze ¢;; := R;
7. setze dij = cij;
Laufzeit:

In 2. wird A(n, ¢, k) etwa log(n -m)-mal aufgerufen, in 4. wird A(n, ¢, opt)
etwa n’-mal aufgerufen. Es finden also O(n? + log(nm)) Aufrufe von A
statt. Die Inputlinge ist O(n + log(n maxc;;)). Da A polynomial ist, ist
dies also auch OPT-TOUR.

O

4.2 Nichtdeterministische Turing-Maschinen
und die Klasse NP

Wir fithren eine weitere wichtige Klasse von Sprachen beziehungsweise Ent-

scheidungsproblemen ein. Zugrunde liegt dazu die nichtdeterministische Turing-

Maschine (NTM). Bei der nichtdeterministischen Turing-Maschine wird die Uber-
gangsfunktion & zu einer Relation erweitert, die Wahlmoglichkeiten und e-

Ubergiinge (vergleiche endliche Automaten) ermdglicht. Wir betrachten hier

ein dquivalentes Modell einer nichtdeterministischen Turing-Maschine, die auf

einem Orakel basiert, und der Intuition ndher kommt. Diese nichtdetermini-

stische Turing-Maschine enthilt zusitzlich zu der endlichen Kontrolle mit dem

Lese- /Schreibkopf noch ein Orakelmodul mit einem eigenen Schreibkopf (siehe

Abbildung 4.1).

Nichtdeterministische Turing-Maschinen haben wieder genau zwei Endzusténde
qy und gy, wobei ¢y der akzeptierende Endzustand ist. Sie werden analog zu
DTM durch das Oktupel (Q,%,U,T,s,6,qs,qn) beschrieben.
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Schreib- Lese-/Schreib-
kopf kopf

)

Orakel

endliche Kontrolle

Abbildung 4.1: nichtdeterministische Turing-Maschine

Berechnung bei einer nichtdeterministischen Turing-Maschine

1. Stufe: Das Orakelmodul weist seinen Schreibkopf an, Schritt—fiir—Schritt
entweder ein Symbol zu schreiben und nach links zu gehen oder anzu-
halten. Falls der Schreibkopf anhélt, wird das Orakelmodul inaktiv, und
die endliche Zustandskontrolle wird aktiv.

2. Stufe: Ab diesem Zeitpunkt 1duft die nichtdeterministische Turing-Maschine
genauso ab wie eine deterministische Turing-Maschinen-Berechnung. Das
Orakelmodul und sein Schreibkopf sind nicht weiter beteiligt.

Damit akzeptiert eine nichtdeterministische Turing-Maschine M ein Wort
z € ¥* genau dann, wenn es eine Berechnung gibt, die in ¢; endet. M ak-
zeptiert die Sprache L C ¥* genau dann, wenn sie gerade die Worter aus L
akzeptiert.

Ubertragung auf Entscheidungsprobleme II

Die Eingabe ist ein Wort aus ¥*, zum Beispiel eine Kodierung eines Problem-
beispiels I € Dry.

1. Stufe: Es wird ein Orakel aus T'* berechnet, zum Beispiel ein ,Losungsbei-
spiel“ fiir I, also ein Indikator, ob I € Ji oder I € Ny gilt.

2. Stufe: Hier wird nun dieser Losungsvorschlag iiberpriift, d.h. es wird gepriift
ob I € Jn.

Beispiel TSP:

1. Stufe: Es wird zum Beispiel eine Permutation ¢ auf der Knotenmenge V'
vorgeschlagen. D.h. (o(1),... ,0(n)), G = (V, E), ¢ und k bilden die Ein-
gabe.

2. Stufe: Es wird nun iiberpriift, ob a(V') eine Tour in G enthilt, deren Linge
beziiglich ¢ nicht grofer als k ist.
|
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Definition
Die Zeitkomplexititsfunktion Ty: Z+ — Z7 einer nichtdeterministischen
Turing-Maschine M ist definiert durch

es gibt ein x € L mit |z| = n, so daB
Tam(n) :=max | {1}U<m die minimale Anzahl von Schritten, die
M bendtigt, um x zu akzeptieren, m ist

D.h. zu x € L wird die kiirzeste akzeptierende Berechnung fiir alle Problem-
beispiele der Linge |z| betrachtet. Somit ergibt sich eine worst—case Abschétzung.

Bemerkung:

Die Zeitkomplexitdt hingt nur von der Anzahl der Schritte ab, die bei einer
akzeptierenden Berechnung auftreten. Per Konvention wird Th(n) = 1, falls es
keine Eingabe z der Linge n gibt, die von M akzeptiert wird.

Definition

Die Klasse NP ist die Menge aller Sprachen L, fiir die es eine nichtdeter-
ministische Turing-Maschine gibt, deren Zeitkomplexititsfunktion polynomial
beschrénkt ist. (NP steht fiir nichtdeterministisch polynomial.)

Entsprechung fiir Entscheidungsprobleme

Informell kann man sagen: Ein Entscheidungsproblem II gehort zu NP, falls

1. es fiir jedes Ja-Beispiel I € Jp eine Struktur s gibt, mit deren Hilfe die
Korrektheit der Antwort ,,Ja“ iiberpriift werden kann;

2. es einen Algorithmus gibt, der ein Problembeispiel I € Dy und die zu-
gehorige Struktur s als Input akzeptiert (annimmt) und in einer Laufzeit,
die polynomial in der Kodierungslinge von I ist, liberpriift, ob es eine
Struktur ist, aufgrund deren Existenz die Antwort ,Ja“ fiir I gegeben
werden muSf.

,Lasch® ausgedriickt: IT gehort zu NP, falls II folgende Eigenschaft hat: Ist die
Antwort bei Eingabe eines Beispiels I von II , Ja“, dann kann die Korrektheit
der Antwort in polynomialer Zeit iiberpriift werden.

Beispiel :

TSPe NP: Denn zu gegebenem G = (V, E), ¢,k und einer festen Permutation
o auf V kann man in O(|V|-log C), wobei C die groBte vorkommende Zahl ist,
tiberpriift werden, ob

i c({o(i),o(i + 1)}) + c({o(n),0(i)}) <k

i=1

gilt. |
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4.3 NP-vollstindige Probleme

Trivialerweise gilt: P C N'P.
Frage: Gilt P C NP oder P = N'P?

Die Vermutung ist, da P # NP gilt, d.h. daB es Probleme in NP gibt, die nicht
in P sind. Dazu betrachten wir Probleme, die zu den ,,schwersten Problemen“
in NP gehoren. Dabei ist ,am schwersten® im folgenden Sinne gemeint: wenn
ein solches Problem trotzdem in P liegt, so kann man folgern, dafl alle Probleme
aus NP in P liegen, d.h. P = NP. Diese Probleme sind also Kandidaten, um
P und NP zu trennen.

Es wird sich zeigen, daf alle diese ,,schwersten“ Probleme im wesentlichen ,,gleich
schwer” sind:

Definition

Eine polynomiale Transformation einer Sprache L; C X} in eine Sprache
Ly C X5 ist eine Funktion f: ¥ — X3 mit den Eigenschaften:

1. es existiert eine polynomiale deterministische Turing-Maschine, die f be-
rechnet;

2. fiir alle x € X% gilt: x € L1 & f(z) € Ls.
Wir schreiben dann Ly « Ly (L; ist polynomial transformierbar in Ls).

Definition

Eine Sprache L heifit N'P—vollstindig , falls gilt:

1. L e NP und
2. fiir alle L' € N'P gilt I L.

Bemerkung:
Wir formulieren nun die Begriffe polynomial transformierbar und N P-voll-
stindig fiir Entscheidungsprobleme.

e Ein Entscheidungsproblem II; ist polynomial transformierbar in das
Entscheidungsproblem II,, wenn eine Funktion f: D, — Dy, existiert
mit folgenden Eigenschaften:

1. f ist durch einen polynomialen Algorithmus berechenbar;
2.VIeDn,:I€Jn < f(I) € Ju,.

Wir schreiben dann II; o II5.
e Ein Entscheindungsproblem II heifit N"P-vollstindig, falls gilt:

1. T € NP und
2. fiir alle II' € NP gilt IT' oc II.
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Lemma
o ist transitiv, d.h. aus Ly o« Ly und Ly x L3 folgt L1 < Lg.

Beweis: Die Hintereinanderausfiihrung zweier polynomialer Transformationen
ist wieder eine polynomiale Transformation. O

Korollar
Falls Ly,Ly € NP, L1 < Ly und L; NP-vollstindig, dann ist auch Ly NP-
vollstindig.

Um also zu zeigen, daf ein Entscheidungsproblem IT AP-vollstindig ist, gehen
wir folgendermaflen vor. Wir beweisen:

e IIec NP

e fiir ein ,bekanntes“ N'P-vollstindiges Problem II' gilt: IT" oc II.

Zunichst miissen wir natiirlich fiir ein erstes Problem zeigen, daf} alle anderen
Probleme aus NP sich auf dieses polynomial transformieren lassen. Das ,erste
NP-vollstindige Problem ist das Erfiillbarkeitsproblem SAT (satisfiability).

Definition von SAT
Sei U = {uy, ... ,un} eine Menge von booleschen Variablen (u;,u; heifien Lite-
rale). Eine Wahrheitsbelegung fiir U ist eine Funktion ¢: U — {wahr, falsch}.

Eine Klausel ist ein Boole’scher Ausdruck der Form

yiV...Vys mit y; € {uy, ..., uptU{T1,... , 8y} U{wahr, falsch}

Literalmenge

Dann ist SAT wie folgt definiert:

Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C' von Klauseln iiber U

Frage: Existiert eine Wahrheitsbelegung von U, so daf C erfiillt wird, d.h.
daf} alle Klauseln aus C' den Wahrheitswert wahr annehmen?

Beispiel :
U = {u1,us} mit C = {u1 Vuz, U V uz} ist Ja-Beispiel von SAT. Mit der
Wahrheitsbelegung t(u1) = t(u2) = wahr wird C erfiillt. [ |

Satz (von Steven Cook 1971)
SAT ist N'P-vollstindig.

Beweis:

1. SAT € NP ist offensichtlich erfiillt, denn fiir ein Beispiel I von SAT
(mit n Klauseln und m Variablen) und einer Wahrheitsbelegung ¢ kann
in O(m + n) iiberpriift werden, ob ¢ alle Klauseln erfiillt, d.h. ob I ein
Ja—Beispiel ist.
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2. Wir miissen zeigen, daf fiir jede Sprache L € NP gilt: L < LgaT, wobei

Lsat = L[SAT, s] fiir ein geeignetes Kodierungsschema s ist. Dazu muf}
fiir alle Sprachen L € NP eine polynomiale Transformation f angegeben
werden, fiir die gilt, daf} fiir alle x € ¥* (¥ Alphabet zu L) gilt

r e L <+ fL(SU) € LgaT.

Wir benétigen eine Konstruktion von fr, die zeigt, wie man die Uber-
priifung, ob eine nicht deterministische Turing-Maschine M zu L ein Wort
x € ¥* akzeptiert, durch die Angabe von Klauseln simulieren kann. Dazu
benutzen wir, daf} es eine nichtdeterministische Turing-Maschine M zu L
gibt, die L in polynomialer Laufzeit erkennt.

M sei gegeben durch (Q,X,U, T, qo,0,q7,q9n) und akzeptiere die Sprache
L = Ly in der Laufzeit Taq < p(n), wobei p ein Polynom ist. O.B.d.A.
gilt p(n) > n.

Bei einer akzeptierenden Berechnung von M fiir £ € ¥* ist die Anzahl
der Berechnungsschritte von

e Orakelphase und
e Uberpriifungsphase

jeweils beschriankt durch p(n), wenn |z| = n gilt. An einer so beschrink-
ten Berechnung konnen héchstens die Zellen —p(n) bis p(n) + 1 des Ban-
des beteiligt sein, denn zu Anfang steht der Lese-/Schreibkopf der Uber-
priifungsphase an der Stelle 1. Der Zustand der deterministischen Stufe
der Berechnung, d.h. der Uberpriifungsphase, ist zu jedem Zeitpunkt ein-
deutig festgelegt, und zwar durch:

e den jeweiligen Bandinhalt dieser —p(n) bis p(n) + 1 Plitze,
e den Zustand der endlichen Kontrolle
o und der Position des Lese-/Schreibkopfs.
Dadurch ist es moglich, eine Berechnung vollsténdig durch eine begrenzte

Anzahl von boole’schen Variablen und eine Belegung dieser Variablen zu
beschreiben.

Bezeichne die Zustinde aus @ durch qo,q1 = qJ,92 = qN,q3,--. ,¢r mit
|Q| = r+1 und die Symbole aus T durch sg = L, s1,... ,s, mit |[T'| = £+1.
Es gibt drei Typen von Variablen in dem zugehdrigen Problem SAT, die
jeweils eine bestimmte Bedeutung haben:

Variable Giiltigkeitsbereich Bedeutung

Qli, k] 0<i<p(n) wzum Zeitpunkt® ¢ der Uber—
0<Ek<r priifungsphase ist M in Zustand gy,

HJi, j] 0<i<pn) ,zum Zeitpunkt® ¢ der Uber—

—p(n) <j<p(n)+1 prifungsphase ist der Lese—/
Schreibkopf an Position j
des Bandes
< p(n) yzum Zeitpunkt“ i der Uber—
<j<p(n)+1 prifungsphase ist der Bandinhalt
0<k</? an Position j das Symbol s

S[i,5,k] 0
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Eine Berechnung von M induziert in kanonischer Weise eine Wahrheitsbe-
legung dieser Variablen. Dabei legen wir ,,per Konvention“ fest, daf falls
M vor dem Zeitpunkt p(n) stoppt, die Berechnung weitergeht, aber , sta-
tisch“ bleibt; d.h. sie bleibt in demselben Zustand, an derselben Position
und der Bandinhalt bleibt unverdndert. Der Bandinhalt zum Zeitpunkt 0
der Uberpriifungsphase sei: Eingabe  auf Platz 1 bis n und das ,,Orakel®
w auf Platz —1 bis —|w|; ansonsten Blanks. Umgekehrt muf} eine beliebi-
ge Wahrheitsbelegung nicht notwendigerweise eine Berechnung induzieren.
(zum Beispiel Q[i, k] = Q[4, £] fiir k # £).

Die Transformation f;, bildet nun ein Problembeispiel z aus II auf ein
Problembeispiel von SAT ab, indem sie eine Menge von Klauseln iiber
diesen Variablen konstruiert. Diese Klauselmenge wird genau dann durch
eine Wahrheitsbelegung der Variablen erfiillt, wenn die Wahrheitsbelegung
induziert wird durch eine akzeptierende Berechnung fiir die Eingabe z,
deren Uberpriifungsphase héchstens p(n) Zeit benstigt, und deren Orakel
hochstens Lange p(n) hat. Damit kénnen wir dann schlieflend:

x € L & es existiert eine akzeptierende Berechnung von M
bei Eingabe x
& es existiert eine akzeptierende Berechnung von M bei
Eingabe x mit hochstens p(n) Schritten in der Uberpriifungs-
phase und einem Orakel w der Linge |w| = p(n)
& es existiert eine erfiillende Wahrheitsbelegung fiir die

Klauselmenge fr,(z)

Dann muf} noch gezeigt werden, dafl fr polynomial berechenbar ist. Zu-
nichst geben wir an, wie die Klauseln konstruiert werden.

Konstruktion der Klauseln: Die Bewegungsrichtung des Kopfes sei
d € {-1,0,1}. Es gibt sechs Klauselgruppen, die jeweils eine bestimmte
Einschréankung der Wahrheitsbelegung bewirken:

Klausel- Einschrinkung / Bedeutung

gruppe

G Zum Zeitpunkt i ist M in genau einem Zustand.

Go Zum Zeitpunkt ¢ hat der Lese-/Schreibkopf genau eine
Position.

Gs Zum Zeitpunkt ¢ enthélt jede Bandstelle genau ein Symbol
aus I'.

Gy Festlegung der Anfangskonfiguration zum Zeitpunkt 0.

Gs Bis zum Zeitpunkt p(n) hat M den Zustand ¢, erreicht.

Gs Zu jedem Zeitpunkt 4 folgt die Konfiguration von M

zum Zeitpunkt ¢ + 1 aus einer einzigen Anwendung von §
aus der Konfiguration von M zum Zeitpunkt i.

Wenn die Klauselgruppen diese Einschrankungen bewirken, so korrespon-
diert eine erfiillende Wahrheitsbelegung gerade mit einer akzeptierenden
Berechnung von z.
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Konstruktion:

G1:

G2:

G3:

G4:

G52
Gel

Q,0]V ...V Q[i,r] fiir 0 <i < p(n),

(zu jedem Zeitpunkt 7 ist M in mindestens einem Zustand)
Qli,j1V QL 5] fiir 0< i <p(n), 0<j<j <,

(zu jedem Zeitpunkt i ist M in nicht mehr als einem Zustand)

Hli,—p(n)] V...V H[i,p(n) + 1] fir 0 <i < p(n)
HI[i,j]V H[i,i'] fiir 0 <i < p(n) und —p(n) <i < i’ < p(n) +1
(analog zu G1)
S[i, 5,0]V S[i,4,1] V...V S[i,j,€] fiir 0 <i < p(n)
und —p(n) <j <p(n) +1
ST 7 H v 5T, F] fir 0 < i < p(n), —p(n) < j < p(n)
und 0<k<k </
(analog zu G1)
Q[0,0], H[0,1],
S10,0,0],S5[0,1,k1],...,S[0,n, k], falls x = s, ... s, ist
S[0,n+1,0],...,5[0,p(n) + 1,0]
S[0,=1,41],..., 5[0, —|w|, £} fiir w = s¢, ...5¢,,,
S[0, —|w| — 1,0],...,5[0,—p(n),0]
Qlp(n),1]

besteht aus zwei Teilgruppen Gg 1 und Gg o

Ge,1 bewirkt folgendes: falls M zum Zeitpunkt ¢ an der Position j
das Symbol s, hat und der Lese-/Schreibkopf nicht an der Position
j steht, dann hat M auch zum Zeitpunkt i + 1 an Position j das
Symbol s, fiir 0 <4 < p(n), 0 <k <fund —p(n) < j < pn)+1:

((80,3, K A T, 3T) = STi + 1,5, 4])
Dies ergibt die Klausel
(ST K1V Hli 5] v STi + 1,5, K)

G 2 bewirkt, da8 der Wechsel von einer Konfiguration zur néchsten
tatséichlich & entspricht. Sei 6(qx,sm) = (qx,5u,d). B sei g aus
Q\{gs,qn} sonst gilt g = qx, Sy = sm und d = 0. Falls M zum
Zeitpunkt 7 den Lese-/Schreibkopf an Position j hat, im Zustand g
ist und an der Stelle j das Zeichen s,,, steht, dann ist zum Zeitpunkt
i+ 1 der Lese-/Schreibkopf an Position j + d, an Position j steht s,
und M geht in den Zustand g, {iber:

(H[i,j] A Q[i, k] A S[i,j,m]) = H[i+ 1,5 + d]
und (Hi, 5] A Qli, k] A S[i, 4, m]) = Qli +1,4]
und (Hi, j] A Qli, K] A S[i, 4, m]) = S[i +1,j, ]
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Dies ergibt folgende Klauseln
HIi,j]v Q[i, k] v S[i, j,m] vV H[i + 1,5 + d]
HIi, j]V Qli, k] V S[i, j,m] V Qi + 1, K]
HIi, j]V Qli, k] V S[i, j,m] V S[i + 1, j, p]
fiir 0 <i < p(n), —p(n) <j<p(n)+1,0<k<r, 0<m <1

Durch fr, wird nun ein Input (M, z) auf die Klauselmenge
GI:Gl A Gz AN A GG

abgebildet. Wenn x € L, dann ist G erfiillbar. Andererseits induziert ei-
ne erfiillende Wahrheitsbelegung der Variablen aus G eine akzeptierende
Berechnung von M fiir die Eingabe z € L.

Es bleibt zu zeigen, dafl Gi,...,Gg in polynomialer Zeit (in |z| = n)
gebildet werden kénnen. Dazu miisssen wir die Grofle der Klauselgruppen,
also die Anzahl der Literale, abschétzen.

Gi: (p(n)+1)(r +1)+ (p(n) + Dr(r +1)

Gzt (p(n) +1)(2p(n) +1) + (2p(n)(2p(n) + 1))

Gs: (p(n) +1)(2p(n) + 1)(£+ 1) + (p(n) +1)(2p(n) + 1)(£ + 1)
Gyt n+2+p(n) —n+pn)

Gs: 1

Ge: 2(p(n) + 2L +1) :3+6- (p(n)(p(n) +1) - (r+1)(£+1) -4

~~ ~~
G6,1 GG,Z

r und ¢ sind Konstanten, die durch M (und damit durch L) induziert
werden, p(n) ist ein Polynom in n. Also sind alle Gré8en polynomial in
n. Die angegebene Funktion fr, ist also eine polynomiale Transformation

von L nach Lgar.
O

Wir betrachten nun eine eingeschrinkte Version des Erfiillbarkeitsproblems, die
uns spiter dabei hilfreich sein wird, die N"P—Vollstindigkeit weiterer Probleme
zu zeigen.

Problem 3SAT
Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C' von Klauseln iiber U , wobei jede
Klausel genau drei Literale enthélt.

Frage: Existiert eine erfiillende Wahrheitsbelegung fiir C?

Satz
Das Problem 3SAT ist N'P-vollstéindig.

Beweis:

1. 3SATe NP, denn fiir eine feste Wahrheitsbelegung ¢ kann in polynomialer
Zeit (O(n), falls |C| =: n) tberpriift werden, ob t alle Klauseln aus C
erfiillt.
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2. Wir zeigen SAT o« 3SAT durch Angabe einer polynomialen Transforma-

tion, die jeder Instanz von SAT eine Instanz von 3SAT zuordnet, und fiir
die Ja-Beispiele von 3SAT genau die Bilder von Ja-Beispielen von SAT
sind.

Seien uy,. .. ,Um, UL, - - , Uy, die Literale und ¢y, ... , ¢, die Eingabeklau-
seln fiir SAT, also |C| = n, |U| = m. Die polynomiale Transformation von
SAT nach 3SAT wird wie folgt konstruiert:

e Besteht die Klausel ¢ aus einem Literal x so wird cauf x Vz V z
abgebildet.

e Besteht die Klausel ¢ aus zwei Literalen x Vy so wird cauf z Vy VvV z
abgebildet.

e Klauseln mit drei Literalen werden auf sich selbst abgebildet.

e Enthilt eine Klausel & > 3 Literale, wird sie durch £—2 neue Klauseln
mit jeweils genau drei Literalen ersetzt. Dazu werden fiir jede solche
Klausel k — 3 neue Variablen eingefiihrt. Sei also ¢ = 21 V...V zg

mit £ > 3. Die neuen Variablen seien y.1,... , Yk 3. Dann wird ¢
ersetzt durch die folgenden k£ — 2 Klauseln:

1V V Yeaa
Ye1 VT3 V Yep2

Yek—a VTr—2 V Ye k-3
Yek—3 VITr—1 V Tg

Diese Klauseln lassen sich in polynomialer Zeit konstruieren (O(|C|-|U|) =
O(nm)). Wir miissen noch zeigen, daf§ die Klauselmenge von SAT genau
dann erfiillbar ist, wenn die so konstruierte Klauselmenge von 3SAT erfiill-
bar ist.

Sei zunéchst die Klauselmenge zu SAT erfiillbar. Dann wird in jeder Klau-
sel ¢ =z V...V xp mindestens ein z; wahr gesetzt von einer erfiillenden
Wahrheitsbelegung. Der Fall fiir k¥ < 3 ist damit klar. Sei nun k£ > 3.

(a) Falls £y = wahr oder x5 = wahr gesetzt wird, so erfiillt die Erweite-
rung dieser Wahrheitsbelegung, die alle y. ; falsch setzt, alle neuen
Klauseln zu C'.

(b) Falls z; = wahr ist fiir 4 > 2, so erfiillt die Erweiterung

_ Jwahr falls 1 <j<i—2
Yei = talsch fallsi —1<j<k—3

alle Klauseln zu C.

Um die Umkehrung zu zeigen (d.h. SAT-Instanz ist erfiillbar, falls die
dazu konstruierte 3SAT-Instanz erfiillbar ist), beweisen wir, daf}, wenn
die SAT-Instanz nicht erfiillbar ist, so ist die 3SAT-Instanz auch nicht
erfiillbar. Falls die SAT-Instanz nicht erfiillbar ist, so existiert fiir jede
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Wahrheitsbelegung eine Klausel C' = z; V ... V z, bei der alle z; auf
falsch gesetzt sind. Um die zugehorige 3SAT-Instanz zu erfiillen, miifiten
alle y.; (1 < j < k—3) wahr gesetzt werden. Dann ist allerdings die letzte
Klausel ¥g,_5 V Tx—1 V a2 nicht erfiillt. Also ist auch die 3SAT-Instanz
nicht erfiillbar.

O

Wir betrachten nun einige weiter Probleme.

Definition
Eine Clique ist eine Menge von Knoten, deren knoteninduzierter Subgraph
vollstéindig ist.

Problem CLIQUE
Gegeben: Graph G = (V, E) und ein Parameter K < |V/|

Frage: Gibt es in G eine Clique der Grofie mindestens K7

Satz
Das CLIQUE-Problem ist N'P—vollstéindig.

Beweis:

1. CLIQUE € N'P: Ubung.

2. Wir zeigen die N'P—Vollsténdigkeit durch Angabe einer Transformation
von 3SAT zu CLIQUE, also 3SAT « CLIQUE. Sei C = {cy,...,cp} mit
¢i =i Vap Ve und 255 € {u1,... ,Um, U1, .. ,Un} ein Problembeispiel
fiir 3SAT. Wir transformieren dieses Problembeispiel in einen Graphen
G = (V,E) und K € Z* fiir CLIQUE wie folgt: V enthilt 3n Knoten v;;
fir 1 <i<mn, 1<j <3, entsprechend allen Vorkommen von Literalen.

v und wvge sind durch Kanten aus E verbunden genau dann, wenn:
(a) 7 # k, d.h. wenn die entsprechenden Literale in verschiedenen Klau-
seln vorkommen
(b) x;; # Trr, d-h. wenn die entsprechenden Literale gleichzeitig erfiillbar

sind.

AuBlerdem wird K = n gesetzt.

Beispiel:

Sei C = {ug Vua VTg, up VUz V us, U1 V us V uz}. Dann entspricht
Knotennummer | V11 V12 V13 V21 V99 V23 V31 V32 V33
Literal w1 w2 u w W us U uz s

So ergibt sich G wie in Abbildung 4.2.
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up U9 us

Abbildung 4.2: Graph G aus 3SATxCLIQUE

Wenn das Problembeispiel von 3SAT erfiillbar ist, kann in jeder der n
Klauseln mindestens ein Literal mit wahr belegt werden. D.h. n verschie-
dene Vorkommen von Literalen konnen gleichzeitig erfiillt werden, und
damit bilden die zugehorigen n Knoten aus G eine Clique.

Gibt es umgekehrt in G eine Clique der Grofle mindestens n, so existieren
n verschiedene Vorkommen von Literalen, die gleichzeitig erfiillbar sind
und die wegen (a) in verschiedenen Klauseln liegen. Also ist die gesamte
Klauselmenge erfiillbar. O

Problem 2SAT
Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C' von Klauseln iiber U, wobei jede
Klausel genau zwei Literale enthilt.

Frage: Existiert eine erfiillende Wahrheitsbelegung fiir C'?

Im Gegensatz zu 3SAT kann man zu 2SAT direkt einen polynomialen Algorith-
mus angegeben. Also ist 2SAT€ P. (ohne Beweis — vgl. Ubungsblatt)

Problem Max2SAT
Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C' von Klauseln iiber U, wobei jede
Klausel genau zwei Literale enthilt und eine Zahl K € N.

Frage: Existiert eine Wahrheitsbelegung, die mindestens K Klauseln erfiillt?

Im Gegensatz zu 25AT ist Max2SAT wieder NP-vollstindig (Beweis durch
Transformation von 3SAT — vgl. Ubungsblatt).

Ein weiteres N"P—vollstéindiges Problem ist das folgende Problem:

Problem Subgraphisomorphie
Gegeben: Graphen G = (V, E) und H = (V', E') mit |V'| < |V]

Frage:  Gibt es eine Menge U C V mit |U| = |V'| und eine bijektive Abbil-
dung Iso: V' — U, so daf fiir alle z,y € V' gilt:

{z,y} € E' <= {Iso(z),Iso(y)} € E
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Die Frage ist also, ob H isomorph zu einem Subgraphen von G ist. Es gilt
Subgraphisomorphie ist N'P-vollstindig (ohne Beweis).

Wir haben nun gesehen, daf§ alle NP-vollstéindigen Probleme im wesentlichen
gleich ,;schwer“ sind, da es immer eine polynomiale Transformation von einem
zum anderen Problem gibt. Dies hat aber auch Auswirkungen auf die Frage, ob

P = NP ist.

Lemma
Sei L N'P-vollsténdig, dann gilt:

1. LeP=P=NP
2. L &€ P, so gilt fiir alle N'P-volistéindigen Sprachen L', dafi L' & P gilt.

Beweis:
1. Wenn L € P ist, so existiert eine polynomiale deterministische Turing-
Maschine fiir L. Dann liefert die Hintereinanderausfiihrung der polynomia-
len Transformation zu L' « L und dieser polynomialen Berechnung fiir L
wieder eine polynomiale deterministische Turing-Maschinen-Berechnung
fiir L'. Damit ist fiir alle L' € NP auch L' € P.

2. Sei L ¢ P, aber angenommen fiir eine NP-vollstéindige Sprache L' gilt:
L' € P, so folgt aus (1) P = NP. Dies ist aber ein Widerspruch zur
Voraussetzung L ¢ P, da dann N'P\P # 0.

O

4.4 Komplementsprachen

Wir betrachten nun weitere Sprachklassen, die im Zusammenhang mit den Klas-
sen P und NP auftreten.

Definition

Die Klasse N'PC sei die Klasse der N'P-vollstindigen Sprachen/Probleme.
(N'P-complete). Die Klasse NPT ist definiert durch NPZ := N'P\(PUNPC).
Die Klasse co — P ist die Klasse aller Sprachen ¥*\L fiir L C ¥* und L € P
(die Klasse der Komplementsprachen). Die Klasse co — NP ist die Klasse aller
Sprachen ¥*\L fiir L C ¥* und L € N'P.

Satz (Ladner (1975))
Falls P # NP, so folgt NPT # 0.

Es liegt vermutlich eine Situation wie in Abbildung 4.3 vor. Es ist P = co—7P, da
man fiir eine Sprache L¢ zu L € P nur die Endzustinde ¢; und gy in der entspre-
chenden deterministischen Turing-Maschinen-Berechnung vertauschen muss.

Frage: Gilt auch NP =co — N'P?
Eine nichtdeterministische Berechnung mufy noch nicht einmal enden. Natiirlich

folgt aus NP # co— NP, dall P # NP gilt. Aber was folgt aus N'P = co—N'P?
Vermutlich ist NP # co — NP (Verschiirfung der ,P # NP“—Vermutung).
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NP

NPL

Abbildung 4.3: Komplexititsklassen

Ein Beispiel fiir ein Problem in co — NP ist das TSP-Komplement—Problem:

Problem co—-TSP
Gegeben: Graph G = (V, E), c: E — Z™ und ein Parameter K.

Frage: Gibt es keine Tour der Linge < K?

Es ist klar, da8 co-TSP in co — NP liegt, da TSP in NP liegt. Bei TSP ist es
leicht nachzuweisen, ob eine Instanz ein , Ja“—Beispiel ist, wenn eine geeignete
Tour bekannt ist. Fiir co-TSP ist dies jedoch nicht so leicht, auch wenn eine
Tour gegeben ist. Die Frage, ob co-TSP auch in NP liegt, ist daher nicht so
leicht zu beantworten. Die Vermutung ist ,nein®.

Lemma
Falls L N'P-volilstindig ist und L € co— NP, so ist NP = co— NP.

Beweis: Sei L € co — NP, dann existiert eine polynomiale nichtdeterministi-
sche Berechnung fiir L. Da fiir alle L' € NP gilt: L' o« L, so existiert auch
eine deterministische polynomiale Transformation L' oc L¢. Also existiert eine
polynomiale nichtdeterministische Berechnung fiir L'®, also L' € co— N'P. O

Bemerkung:
Mit der Vermutung NP # P folgt auch NPCNco— NP = (). Wenn ein Problem
in NP und co — NP ist, vermutlich aber nicht in P, so ist es in N'PT.

Ein Kandidat fiir ein Problem aus NPT ist die Graphenisomorphie:

Problem Graphenisomorphie

Gegeben: Graphen G = (V, E) und H = (V', E') mit |[V| = |V'|.
Frage: Sind G und H isomorph, d.h. existiert eine bijektive Abbildung
Iso: V! -V mit {z,y} € E' <= {Iso(z),Iso(y)} € E?

Fiir Graphenisomorphie weiss man, daf} es sowohl in AP als auch in co — NP
liegt.
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co— NP

NPT

NP

Abbildung 4.4: Komplexititsklassen

4.5 Weitere Komplexititsklassen
iiber AP hinaus

Wir betrachten nun Probleme, die allein aufgrund der Problemformulierung
nicht in NP liegen, zum Beispiel Optimierungs-, Such- und Aufzéhlungsproble-
me.

4.22 Definition
Ein Suchproblem II wird beschrieben durch

1. die Menge der Problembeispiele Dy und
2. fiir I € Dy die Menge Su(I) aller Lésungen von I.

Die ,Losung® eines Suchproblems besteht in der Angabe einer Lésung aus Sri(I)
fiir ein Problembeispiel I € Dy mit Si(I) # 0 und ,Nein“ sonst.

Problem TSP—-Suchproblem
Gegeben: Graph G = (V, E) vollstindig und gewichtet mit ¢: E — R.

Frage: Gib eine optimale Tour zu G beziiglich ¢ an.
St (1) ist die Menge aller optimalen Touren zu I. Die Angabe einer optimalen
Tour 16st also das Problem.

Problem Hamilton—Kreis (Suchproblem)
Gegeben: Ein ungerichteter, ungewichteter Graph G = (V, E).

Frage: Gib einen Hamilton—Kreis in G an, falls einer existiert. Ein Hamilton—
Kreis ist dabei eine Permutation 7 auf V', so daf3

{n(n),7(1)} € E und {n(i),n(i+ 1)} € E fiir 1 <i <n—1 ist.
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Definition
Ein Aufzihlungsproblem II ist gegeben durch

1. die Menge der Problembeispiele Dr; und

2. fiir I € Dy die Menge Sii(I) aller Lésungen von I.

Die Losung eines Aufzdhlungsproblem II besteht in der Angabe der Kardinalitit
von Su(I), d.h. |Su(I)].

Problem Hamilton—Kreis (Aufzihlungsproblem)
Gegeben: ein ungerichteter, ungewichteter Graph G = (V, E).

Frage: Wieviele Hamilton—Kreise gibt es in G?

Um Suchprobleme oder Aufzihlungsprobleme untereinander oder im Vergleich
zu N'P-vollstéindigen Problemen beziiglich ihrer Komplexitit zu vergleichen,
bendétigt man ein Konzept dafiir, wann ein Problem IT mindestens so schwer ist,
wie ein Problem II'. Wir verwenden dazu, analog zur polynomialen Transforma-
tion bei Entscheidungsproblemen, das Konzept der Turingreduzierbarkeit. Die
entsprechenden Sprachklassen heiflen:

o ,stark-NP-vollstindig® bei Suchproblemen

e  Anzahl-P-vollstindig® bei Aufzihlungsproblemen

Wir betrachten hier Suchprobleme genauer. Dazu assoziieren wir mit einem
Suchproblem II folgende Relation:

Rp ={(z,s) | x € Dn, s € Su(z)}

Definition
Eine Funktion f: ¥* — ¥* realisiert eine Relation R, wenn fiir alle x € ¥*
gilt:
(@) = {y falls es ein y € ¥*\{e} gibt mit (z,y) € R
€ sonst

Ein Algorithmus 16st das durch Rp beschriebene Suchproblem II, wenn er eine
Funktion berechnet, die Ry realisiert.

Der Begriff der ,, Turing-Reduzierbarkeit“ ist iiber die Orakel-Turing-Ma-
schine definiert.

Definition

Eine Orakel-Turing-Maschine zum Orakel G: ¥* — ¥* ist eine determi-
nistische Turing-Maschine mit einem ausgezeichnetem Orakelband und zwei
zusédtzlichen Zustidnden gy und q,. Dabei ist q; der Fragezustand und g, der
Antwortzustand des Orakels. Die Arbeitsweise ist in allen Zustidnden q # gy
wie bei der normalen Turing-Maschine. Wenn der Zustand gy angenommen wird,
der Kopf sich auf Position i der Orakelbandes befindet und der Inhalt des Ora-
kelbandes auf Position 1,... ,i das Wort y =y ...y; ist, so ist der Ubergang:
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1. Fehlermeldung, falls y ¢ ¥*

2. in einem Schritt wird y auf dem Orakelband geldscht und g(y) auf die
Positionen 1,... ,|g(y)| des Orakelbandes geschrieben. Der Kopf des Ora-
kelbandes springt auf Position 1 und der Folgezustand ist q,.

Definition

Seien R, R' Relationen iiber ¥.*. Eine Turing-Reduktion ocr von R auf R’
(R <1 R'), ist eine Orakel-Turing-Maschine M, deren Orakel die Relation R’
realisiert und die selber in polynomialer Zeit die Funktion f berechnet, die R
realisiert.

Bemerkung:

e Falls R' in polynomialer Zeit realisierbar ist und R 1 R', so ist auch R
in polynomialer Zeit realisierbar.

e Falls R ot R' und R' o<t R" so auch R o<t R".

Definition
Ein Suchproblem II heifit N“P—schwer , falls es eine N'P-vollstindige Sprache
L gibt mit L ocp II.

Bemerkung:
Ein Problem das NP-schwer ist, muf} nicht notwendigerweise in NP sein.

Wir nennen ein Problem NP—schwer, wenn es mindestens so schwer ist, wie alle
NP—vollstindigen Probleme. Darunter fallen auch

e Optimierungsprobleme fiir die das zugehdorige Entscheidungsproblem NP—
vollsténdig ist.

e Entscheidungsprobleme TI fiir die gilt, da8 fiir alle Probleme II' € NP gilt
IT" o T, aber fiir die nicht klar ist, ob I € N'P.

Klar ist, daf} ein A"P—vollsténdiges Problem auch AP—schwer ist.

Lemma
Falls L N'P—schwer ist, so ist auch L° N'P-schwer. D.h. die Klasse der N'P—
schweren Probleme ist beziiglich Komplementbildung abgeschlossen.

Beweis: Es gilt: L o< L€, denn man kann L mit einem L°-Orakel realisieren,
indem man die Eingabe auf das Orakelband kopiert und die Antwort des Orakels
negiert. Da L N'P-schwer ist, gibt es mindestens eine N"P-vollstéindige Sprache
L' mit L' o< L. Damit folgt L' ocp LC. O

Bisher haben wir Komplexitit nur beziiglich der Laufzeit betrachtet. Interes-
sant ist aber auch der Speicherplatz. Betrachte dazu eine Turing-Maschine mit
drei Bandern (Input—, Arbeits— und Output-Band). Gemessen wird die maxi-
male Anzahl an Positionen des Arbeitsbandes, die wihrend der Berechnung
benstigt wird.
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e Die Klasse der Probleme, die mit polynomialem Speicherplatz gelost wer-
den konnen heifit PSPACE. Es gilt:

P CNP CPSPACE

e Die Klasse der Probleme, die mit polylogarithmischem Speicherplatz gelost
werden kénnen heifit SC (Steven’s Class, nach Steven Cook).

4.6 Pseudopolynomiale Algorithmen

Es gibt ANP-vollstéindige Probleme, die von einer deterministischen Turing-
Maschine mit einer Laufzeit, die polynomial in der Inputlénge ist, gelost werden
konnen, wenn man die Eingabe unér anstatt zum Beispiel bindr kodiert. Dann
gehen ,, Zahlen“ nicht logarithmisch sondern direkt in die Inputléinge ein, d.h. die
Inputlinge ist also grofler. Dies ist natiirlich nur fiir Probleme relevant, in de-
nen {iberhaupt Zahlen vorkommen, wie zum Beispiel beim Traveling Salesman
Problem (die Kostenfunktion ¢). Einen solchen Algorithmus, der polynomial in
der Inputlinge bei Unirkodierung ist, nennt man pseudopolynomialen Algo-
rithmus.

Es gilt allerdings: Falls P # NP ist, so gibt es fiir TSP keinen pseudopo-
lynomialen Losungsalgorithmus. TSP wird daher als stark N“P—vollstiindig
bezeichnet.

4.7 Approximationsalgorithmen fiir
Optimierungsprobleme

Fiir Optimierungsprobleme, fiir die das zugehdorige Entscheidungsproblem AP—
vollsténdig ist, kann man versuchen, polynomiale Algorithmen anzugeben, die
zwar keine Optimallésung liefern, aber immerhin eine ,,beweisbar gute Losung®.

Wie wird die Giite einer Losung gemessen?

Wir betrachten die Giite einer Losung, die ein Algorithmus im worst-case fiir
ein Problem II liefert, und zwar im Vergleich zur Optimalldsung.

Bezeichne OPT(I) fiir I € Dy den Wert der (beziehungsweise einer) Opti-
mallosung. Zu einem Algorithmus A zur Losung von II bezeichnet A(I) den
Wert der Losung, die A bei Eingabe I € Dy liefert.

4.7.1 Approximation mit Differenzengarantie,
absolute Approximation

Definition
Sei II ein Optimierungsproblem. Ein polynomialer Algorithmus A, der fiir jedes
I € Dy einen Wert A(I) liefert, mit

|OPT(I) — A(I)| < K



4.30

4.7. APPROXIMATIONSALGORITHMEN 69

und K € Ny konstant, heifit Approximationsalgorithmus mit Differen-
zengarantie oder absoluter Approximationsalgorithmus.

Es gibt nur wenige N'"P-schwere Optimierungsprobleme, fiir die ein absoluter
Approximationsalgorithmus existiert, aber viele ,,Negativ—Resultate.

Das Rucksack—Problem, KNAPSACK

Problem

Gegeben: Eine Menge von ,Teilen* M = {1,... ,n}, Kosten ¢, ..., ¢, € Ny
und Gewichten wy, ..., w, € N sowie ein Gesamtgewicht W € N.

Frage: Gib z1, ..., z, € Ny an, so daf}

n n
E z;w; <W und E x;c; maximal ist.
i=0 i=1

Das KNAPSACK-Problem ist N'P-schwer und es la8t sich (vermutlich) kein
absoluter Approximationsalgorithmus angeben:

Satz
Falls P # NP, so gibt es keinen absoluten Approximationsalgorithmus A fiir
KNAPSACK.

Beweis: Wir zeigen, dafl aus einem absoluten Approximationsalgorithmus fiir
KNAPSACK auch ein optimaler polynomialer Algorithmus fiir KNAPSACK
abgeleitet werden kann, im Widerspruch zu P # N'P.

Sei A ein absoluter Approximationsalgorithmus mit | OPT(I) — A(I)| < K fiir
alle I. Betrachte nun zum Problembeispiel I fiir KNAPSACK mit M, w;,c;, W
ein Problembeispiel I' mit

M' = M,w; = w;, W' :=W und ¢} :=¢; - (K +1).
Damit ist OPT(I") = (K+1) OPT(I). Dann liefert A zu I' eine Losung 1, . .. , Ty
mit Wert Zle z;cy = A(I'), fiir den gilt:
|OPT(I') — A(I')| < K.

A(I') induziert damit eine Losung z1, ..., zg fir I mit dem Wert

k
L(I) := Z ZiCi,
i=1

fiir den gilt:

[(K+1)OPT(I) — (K+1)L)| <K
also |OPT(I) — L(I)| < KLH < 1. Da OPT(I) und £(I) € Ny fiir alle I, ist
also OPT(I) = L(I). Der entsprechende Algorithmus ist natiirlich polynomial
und liefert einen Optimalwert fiir das KNAPSACK—-Problem. Dies steht im
Widerspruch zu P # NP. O
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Satz
Falls P # NP, so gibt es keinen absoluten Approximationsalgorithmus A fiir
CLIQUE.

Beweis: Ubung. O

4.7.2 Approximation mit relativer Giitegarantie

Definition

Sei II ein Optimierungsproblem. Ein polynomialer Algorithmus A, der fiir jedes
I € Dy einen Wert A(I) liefert mit Ra(I) < K, wobei K > 1 eine Konstante
und,

0 —Oé’(I‘I()I) falls II Minimierungsproblem
RA(l) :=
Oi’(I‘I()I) falls I1 Maximierungsproblem

heifit Approximationsalgorithmus mit relativer Giitegarantie. A heif3t
e—approximativ , falls R o(I) <1+ ¢ fiir alle I € Drj.

Bei einem Approximationsalgorithmus mit relativer Giitegarantie wird die Ap-
proximationsgiite also immer im Verhéltnis zum Optimalwert betrachtet und
nicht absolut wie oben.

Beispiel :
Wir betrachten folgenden ,,Greedy-Algorithmus* fiir KNAPSACK:

1. Berechne die ,,Gewichtsdichten“ p; := 7= fiir 4 = 1,... ,n und indiziere
so, dafl p1 > pa > ... > p,, d.h. sortiere nach Gewichtsdichten. Dies kann
in Zeit O(nlogn) geschehen.

2. Fiir 1 = 1 bis n setze z; := [%J und W:=W — [%J - Ww;.

w;

Es werden also der Reihe nach so viele Elemente wie moglich von der aktuellen
Gewichtsdichte in die Losung aufgenommen. Die Laufzeit dieses Algorithmus
ist in O(nlogn). [ |

Satz
Der Greedy—Algorithmus A fiir KNAPSACK erfiillt R 4(I) < 2 fiir alle Instan-
zen I.

Beweis: 0.B.d.A. sei wy < W. Offensichtlich gilt:

.A(I) >c-xr=c - \‘U)KJ fiir alle I,
1

und
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Bemerkung:
Die Schranke R 4(I) ist in gewissem Sinne scharf. Betrachte dazu folgendes Pro-
blembeispiel I: Sein =2, wo = w1y —1, ¢ =2 -wy, ¢ =2 -wy—1, W = 2-ws.

Dann ist

und A(I) = 2wy und OPT(I) = 4wy — 2, also

OPT(I) _ 411)2 -2 _ 2’!1)1 -3

— 2 fii —
.A(I) 211]1 w1 Ut o0

Definition
Zu einem polynomialen Approximationsalgorithmus A sei
o . es gibt ein No > 0, so daB R4(I) <r
R4 i=inf {" 21 ‘ fiir alle I mit OPT(I) > No

Problem COLOR
Gegeben: Graph G = (V, E) und ein Parameter K € N.

Frage: Gibt es eine Knotenfarbung von G mit hochstens K Farben, so dafl
je zwei adjazente Knoten verschiedene Farben besitzen?

3COLOR bezeichnet das Problem COLOR mit festem Parameter K = 3.

COLOR entspricht also dem Optimierungproblem, bei dem eine minimale An-
zahl benstigter Farben gesucht ist. Dagegen ist 3COLOR das Entscheidungs-
problem fiir einen Graphen zu entscheiden, ob er dreifirbbar ist.

Satz
COLOR und 3COLOR sind N'P-vollstéindig (ohne Bewelis).

Satz
Falls P # NP, dann existiert kein relativer Approximationsalgorithmus A fiir
COLOR mit R¥ < 3.

Beweis: Wir zeigen, dafl ein solcher Algorithmus verwendet werden kann, um
einen polynomialen Algorithmus zum Ldsen von 3COLOR anzugeben, im Wi-
derspruch zu P # N'P.

Zu zwei Graphen G; = (V1, E1) und Gy = (Va, Es) sei G := (V, E) := G1[G3]
definiert durch V :=V; x V5 und

up = v; und {us,v2} € Es

E = {{(U1,U2)a (vi,v2) }

entweder {u1,v1} € E1, oder }

D.h. jeder Knoten aus GG; wird durch eine Kopie von G5 ersetzt, und jede Kante
aus E; durch einen ,,vollstindig bipartiten Graphen“ zwischen den entsprechen-
den Kopien. Betrachte Abbildung 4.5 fiir ein Beispiel.

Angenommen, es existiert ein relativer Approximationsalgorithmus A mit
R < . Dann existiert ein N € N so, da A(G) < 3 OPT(G) fiir alle Graphen
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G mit OPT(G) > N. Sei also G = (V, E) ein beliebiges Beispiel fiir 3COLOR.
Dann definiere G* := Kn[G], wobei K der vollstindige Graph {iber N Knoten
ist. G* besteht also aus N Kopien von G, die vollstindig miteinander verbunden
sind. Dann gilt:

OPT(G*) = N -OPT(G) > N.

Da die Grofle von G* polynomial in der Gréfie von G ist, kann G* in polynomialer
Zeit konstruiert werden. Damit ist die Anwendung von A auf G* polynomial in
der Grofle von G. Falls G dreifirbbar ist, dann gilt:

4 4
A(G") < gOPT(G") < 5N -3=4N.

Andererseits gilt, falls G nicht dreifarbbar ist, daf}
A(G*) > OPT(G*) = N - OPT(G*) > 4N.

D.h. G ist dreifirbbar genau dann, wenn A4(G*) < 4N. Dies ist ein polynomialer
Algorithmus zur Lésung von 3COLOR im Widerspruch zu P # NP. O

Dieses Resultat kann verschérft werden zu RY > 2 beziehungsweise zu
R > nt< fiir jedes ¢ > 0, wobei n = |V| fiir alle A unter Voraussetzung

P#NP.

4.7.3 Approximationsschemata

Kann es fiir N"P-schwere Optimierungsprobleme noch bessere Approximierbar-
keitsresultate geben als Approximationsalgorithmen mit relativer Giitegarantie
K, wobei K konstant ist?

Definition

Ein (polynomiales) Approximationsschema (PAS) fiir ein Optimierungs-
problem 11 ist eine Familie von Algorithmen {A: | e > 0}, so da8 A. ein e
approximierender Algorithmus ist (d.h. R4, < 1+ ¢) fiir alle € > 0. Dabei
bedeutet polynomial wie iiblich polynomial in der Gréfle des Inputs I.

Ein Approximationsschema {A. | € > 0} heifit vollpolynomial (FPAS) falls
seine Laufzeit zudem polynomial in L ist.

Satz
Sei I ein N'P—schweres Optimierungsproblem mit:

1. OPT(I) € N fiir alle I € Dy, und

2. es existiert ein Polynom q mit OPT(I) < q({I)) fiir alle I € Dy wobei {I)
die Inputlidnge von I ist.
Falls P # N'P, so gibt es kein FPAS {A. | ¢ > 0} fiir II.

Beweis: Sei {A. | ¢ > 0} ein FPAS fiir IT und 0.B.d.A. sei II ein Maximierungs-
problem.
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Fiir I € Dy ist A, mit €0 = 7y polynomial in (I) und in 25 = ¢((I)), also

€0
insgesamt polynomial in (I). Dann gilt:

OPT(I) < (1+e¢€9)A(I) und
1

OPT(I) < (D)=~

Also gilt
OPT(I) — A, (I) < g0 - Aey(I) <ego-OPT(I) < 1

Da OPT(I) € N, ist also OPT(I) = A.,(I), im Widerspruch zu P # NP. O

Ein FPAS fiir spezielles N"P—vollstéindiges Problem (KNAPSACK)

Problem Spezielles KNAPSACK

Gegeben: Eine Menge von ,Teilen® M = {1,... ,n}, Kosten ¢y, ..., ¢, € Ny
und Gewichten wy, ..., w, € N sowie ein Gesamtgewicht W € N.

Frage:  Gib eine Teilmenge M' von M an, so daf§

Z w; < W und Z ¢; maximal ist.

ieEM’ ieEM’

Bezeichne

wl = min E w;
M'CM,|M'|=j§

€M’

S

ieM’
fir » € Ny. Dann erhalten wir folgenden Algorithmus zur Bestimmung einer
maximalen Befiillung des Knapsacks.

1. fﬁrlgjgnsetzewg =0
2. setze j=2,r=0
3. solange wi < W
berechne fiir 2<j <nund 1 <r <Y ¢ =:c den Wert

J — mi Jj—1 Coani—1
wr - mln{wrfcj + w]’ wr }

4. gib C* := max {r | wi < W} und die entsprechende Menge M’ C M mit
<j<n

C* =3 icmr Ci aus.

Die Laufzeit dieses Algorithmus A ist in O(n - ¢) und die Losung ist optimal.
Dies ist also ein pseudopolynomialer optimaler Algorithmus fiir das spezielle
KNAPSACK.

Betrachte nun das ,skalierte“ Problem IIy zu konstantem k mit ¢} := | % | fiir
alle i € M. Dann liefert Algorithmus A fiir jedes I} € IIj, eine Menge M' C M
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mit Y. p i = OPT(I). Setze nun cpax = maxjeprci- Zu € > 0 sei A,
Algorithmus A angewendet auf Ij,, wobei
Cmax
ki= —7rv—
(% +1)-n
Satz

Ra.(I) <1+e fiir alle I € Dy und die Laufzeit von A. ist in O(n® - 1) fiir alle
€ >0, d.h. {A. | e > 0} ist ein FPAS fiir das spezielle KNAPSACK.

Beweis: Die Laufzeit von A. ist in O(n-Y_;_, c) und

=1 "1
o C
L
=23

i Cmax 1 2
<n- =(-+1 .
‘ E=" Tk (5 * ) "
i=1 i=1
Also ist die Laufzeit von A, in O(n® - 1) fiir alle € > 0.
Fiir die Abschitzung von R4, betrachte M’ mit OPT(I) = ), .,y ¢;. Dann

gilt also
o1tz 5 (2] 2 - (5-1).

iEM’ €M’

n

Also ist
OPT(I) — k- OPT(I) < k - n.
Da tA.(I) > OPT(I}) ist, folgt
OPT(I)—A(I) <k-n
und wegen OPT(I) > cmax (wir setzen wieder 0.B.d.A. W > w; fiir alle i € M
voraus) folgt

OPT(I) A () +kn kn
I) = < = 1
RaD="2m < ~AD MGy
kn
< -
S 1 510 —Fm
kn 1
< L S
- 1+cmax—kn 1+%+1—1
= 1+¢

Die hier benutzte Technik mit Hilfe eines pseudopolynomialen Algorithmus zu
einem FPAS zu gelangen, kann auch bei anderen Optimierungsproblemen ange-
wendet werden. Es gilt sogar:

Satz
Sei II ein Optimierungsproblem fiir das gilt:

1. OPT(I) € N fiir alle I € Dy

2. es existiert ein Polynom q mit OPT(I) < q({I) + max#(I)) (max#(I) ist
die gréBte in I vorkommende Zahl)

Falls TT ein FPAS hat, so hat es einen pseudopolynomialen optimalen Algorith-
mus.

Beweis: Ahnlich wie im Beweis zu Satz 4.39. O
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5.1

Kapitel 5

Grammatiken und die
Chomsky-Hierarchie

Wir wollen Regelsysteme entwerfen, mit denen sich die Worter einer vorge-
gebenen Sprache erzeugen lassen. Derartige Systeme werden Grammatiken
genannt.

Beispiel :
Die Sprache aller Graphen G = (V, E), die eine Clique der Gréfle % enthalten,
lassen sich aufbauen durch:

1. Wahl der Zahl n fiir |V|

Vi

2. Wahl einer Teilmenge der Grofie —-

3. Zugabe aller Kanten zwischen Knoten aus dieser Teilmenge
4. Zugabe weiterer Kanten
Dieses Regelsystem ist an drei Stellen nichtdeterministisch: 1, 2 und 4. |

Beispiel :
Arithmetische Ausdriicke

e a,a+a und a-a sind arithmetische Ausdriicke (a Symbol aus Alphabet).

e falls A; und A, arithmetische Ausdriicke sind, so sind auch (A;) + (42)
und (A4;) - (As) arithmetische Ausdriicke.

Die Klammern sind teilweise tiberfliissig. |

Definition
Eine Grammatik G gesteht aus vier Komponenten:

e dem endlichen Alphabet ¥;

7
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e ciner endlichen Menge V mit V N'Y. = () von Variablen;
e dem Startsymbol S € V;

e einer endlichen Menge von Ableitungsregeln R. Dabei ist eine Ablei-
tungsregel ein Paar (£,r), wobei £ € (VUX)* und r € (V UX)* ist. Wir
schreiben oft auch £ — r

Bedeutung: Wenn in einem Wort z das Wort £ Teilwort von z ist, so darf £
durch r in z ersetzt werden.

Notation: ~ Wir schreiben w — z, wenn w durch Anwendung einer Ableitungs-
regel in z verwandelt wird, und w = z, wenn w durch eine Anwen-
dung von mehreren Ableitungsregeln in z verwandelt wird.

Die von einer Grammatik G erzeugte Sprache L(G) ist die Menge aller Wérter
z € ©*, fiir die S > 2z gilt.

Beispiel :

Grammatik fiir die Menge aller arithmetischen Ausdriicke iiber a.
¥ = {(7 )7 a, +7 }
vV = {S}

R : S—>(S)+(9) S = (5)-(9)
S—a S—a+a S—a-a

Man interessiert sich nun fiir ein w € X* und eine Grammatik G, ob
w € L(G) ist. Eine Anwendung ist zum Beispiel die Frage, ob eine Zeichenket-
te w beziiglich einer gegebenen Syntax einer Programmiersprache syntaktisch
richtig ist.

5.2 Definition (Chomsky-Hierarchie)
1. Grammatiken ohne weitere Einschrdnkungen heiflen Grammatiken vom
Typ 0.

2. Grammatiken, bei denen alle Ableitungsregeln die Form

e u—wv mitueVtve(VUR)\{SH' und |u| < |v|, oder
o S—e¢

haben, heiflen kontextsensitiv oder Grammatiken vom Typ 1.
3. Grammatiken, bei denen alle Ableitungsregeln die Form
A—v mit A€V undv e (VUX)"
haben, heilen kontextfrei oder Grammatiken vom Typ 2.
4. Grammatiken, bei denen alle Ableitungsregeln die Form
A—w mit AEV undv=¢ oderv=aB mita€ X, BEV

haben, heilen rechtslinear oder Grammatiken vom Typ 3.
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Bemerkung:
Bei kontextsensitiven Grammatiken kann die Ableitung ABC — AXYC er-
laubt, aber DBC — DXY C verboten sein.

5.1 Chomsky—-0—-Grammatiken und rekursiv
aufzidhlbare Sprachen

Satz
Falls L rekursiv aufzdhlbar (semi-entscheidbar) ist, so gibt es eine Chomsky—0-
Grammatik mit L(G) = L.

Beweis: Da L rekursiv aufzdhlbar ist, gibt es eine deterministische Turing-
Maschine M, die genau die Worter w € L akzeptiert.

0.B.d.A. habe M genau einen akzeptierenden Endzustand ¢y, und wenn g,
erreicht wird, stehen auf dem Band nur Blanks. Aulerdem soll M zun#chst das
Zeichen # hinter die Eingabe schreiben, und keine Position des Bandes rechts
von # benutzen.

Dann kénnen wir als neue Anfangskonfiguration (go)wy - .. w,7# annehmen, dafl
also der Kopf am Anfang des Wortes w; ... w,# steht. go komme nur in der
Anfangskonfiguration vor. Die Grammatik G soll nun die Berechnung aus der
akzeptierenden Konfiguration (gs) zu allen Anfangskonfigurationen riickwirts
erzeugen konnen, wenn die Turing-Maschine aus der Anfangskonfiguration zu
dem akzeptierenden Zustand gelangt. Die Grammatik vollzieht dazu alle mogli-
chen Konfigurationen von M nach.

Beschreibung der Grammatik G:

1. Erzeugung der akzeptierenden Schluflkonfiguration:
S—=qs @ —Uqs, g —qsU
2. Riuckwirtsrechnung
Falls 6(q,a) = (¢, d’, R), dann enthilt G die Ableitungsregel
aq = qa
Falls 6(q,a) = (¢',a’, L), dann enthilt G die Ableitungsregel
g'ba’ = bga fiiralleb el

Falls 6(q,a) = (¢',a’, N), dann enthilt G die Ableitungsregel
qda = qa
3. Schlufiregeln

Um aus UL ...Uqgow; ... w,# zu wy ... w, zu kommen, reichen die Ab-
leitungsregeln
Ugo = go, goa — aqo, qo# — €

Alle Worter w € L kénnen durch G erzeugt werden, indem die Berechnung von
M riickwirts durchlaufen wird. Umgekehrt kann G' nur Berechnungen von M
riickwirts erzeugen. Daher ist L(G) = L. O
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Satz
Die von Typ-0-Grammatiken G erzeugten Sprachen sind rekursiv aufzéhlbar.

Beweis: Wir geben zunichst zu L(G) eine nichtdeterministische Turing-Maschine
an, die L(G) akzeptiert.

Die Maschine schreibt zunichst S auf das Band, wihlt dann eine beliebige an-
wendbare Ableitungsregel aus und vergleicht das erzeugte Wort mit der Einga-
be w. Bei Gleichheit wird w akzeptiert, ansonsten eine weitere Ableitungsregel
gewihlt usw. Falls w € L(G), so gibt es eine akzeptierende Berechnung.

Wie in Ubungsaufgabe 30 (Blatt 11) kann nun eine deterministische Turing-
Maschine konstruiert werden, die dasselbe leistet. Es werden einfach nacheinan-
der alle nicht-deterministischen Berechnungen simuliert. O

Das heifit die Klasse der rekursiv aufzéhlbaren Sprachen ist genau:

1. die Klasse der von deterministischen Turing-Maschinen akzeptierten Spra-
chen;

2. die Klasse der von nichtdeterministischen Turing-Maschinen akzeptierten
Sprachen;

3. die Klasse der von Typ—0-Grammatiken erzeugten Sprachen;

Wir haben bewiesen, dafl die Typ—0-Grammatiken genau die rekursiv aufzihlba-
ren Sprachen erzeugen. Als Grundlage fiir Programmiersprachen sind die Typ—
0—Grammatiken also sicherlich zu allgemein. Das Wortproblem ist fiir Typ—0-
Grammatiken insbesondere gerade die universelle Sprache L, (siehe Definition
3.12, L := {wv | v € L(Ty)}), und die ist unentscheidbar.

5.2 Chomsky—-3—Grammatiken und
regulire Sprachen
Satz

Die Klasse der von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen ist genau die
Klasse der von Chomsky—-3-Grammatiken erzeugten Sprachen.

Beweis: Zu zeigen ist:

=: Zu einer Sprache L, die von einem endlichen Automaten akzeptiert wird,
gibt es eine rechtslineare Grammatik, die L erzeugt.

<: Zu einer rechtslinearen Grammatik G gibt es einen endlichen Automaten,
der gerade die Sprache L(G) akzeptiert.

Zur Erinnerung: rechtslinear bedeutet, dafl alle Regeln die Form A — v mit
A€V und v =¢ oder v = aB mit a € ¥ und B € V haben.

=: Sei Ay ein deterministischer endlicher Automat, der die Sprache L C X*
akzeptiert, AL = (Q, X, 9, qo, F). G sei definiert durch:
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o V:=(;
* 5:=qo;
e R enthilt die Regel ¢ — ¢ fiir alle ¢ € F' und die Regel ¢ — a¢’, falls
(g,a) =¢".
Fiir w = wy ... w, € L durchliuft A4y genau die Zustéinde qo,q1 --. ,qn € @
mit ¢, € F. Dann gilt:
go — W1q1 — W1W24q2 — ... = WGy — W

Auflerdem gibt es fiir alle Ableitungen von G, eine entsprechende akzeptie-
rende Berechnung des endlichen Automatens Aj.

«<: Zu L sei die Chomsky-3—-Grammatik G gegeben. Wir entwerfen einen
nichtdeterministischen endlichen Automaten Ay := (Q,X,4,qo, F), der L
akzeptiert. Setze:

°* Q:=V;

. q:=5;

o F:={AecV|(A—¢)€R}

e §(A,a):={B| (A —aB) € R}.

Fiir w = wy ... w, € L hat die Ableitung von w mittels G, das Aussehen:
S—)'U)lAl —>w1w2A2 — —)U}A" —w

Der nichtdeterministische endliche Automat Af kann dann bei der Eingabe
von w = wy ...w, folgende Abarbeitung durchlaufen:

Wn—1

AN RN I N e L

wobei A,, € F, also w akzeptiert wird.

Auflerdem gibt es fiir alle akzeptierenden Berechnungen von Aj, eine ent-
sprechende Ableitung in Gr. O

Zu den Aufgaben eines Compilers gehort es, die syntaktische Korrektheit von
Programmen zu iiberpriifen. Dazu gehort unter anderem die Uberpriifung von
Klammerstrukturen auf Korrektheit, also insbesondere, ob die Anzahl von Klam-
mer6ffnungen gleich der Anzahl der KlammerschlieBungen ist. Wir wissen, daf}
die Sprache der korrekten Klammerausdriicke nicht reguldr ist. Typ—-3—Gram-
matiken sind also zu einschrinkend, um syntaktisch korrekte Programme zu
beschreiben.

5.3 Chomsky—-1-Grammatiken bzw.
kontextsensitive Sprachen

Die Klasse der Typ-0-Grammatiken ist so grof, dal das Wortproblem, also die
Entscheidung, ob ein Wort w € L(G) zu G ist, nicht entscheidbar ist. Anderer-
seits lassen sich mit Typ-3-Grammatiken keine sinnvollen Programmiersprachen
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beschreiben. Kontextsensitive und kontextfreie Grammatiken liegen zwischen
diesen beiden. Wir werden sehen, daf fiir gewisse kontextsensitive Grammatiken
das Wortproblem N P-vollstindig ist. Damit wiren kontextsensitive Gramma-
tiken ebenfalls zu allgemein, um als Basis fiir Programmiersprachen zu gelten.

Man kann beweisen, dafl die Klasse der kontextsensitiven Sprachen genau die
Klasse der Sprachen ist, die von einer nichtdeterministischen Turing-Maschine
mit einem Speicherbedarfs, der ,,im wesentlichen® nicht die Linge der Eingabe
iiberschreitet, erkannt werden. Fiir die Betrachtung des Speicherplatzbedarf ei-
ner Turing-Maschine treffen wir die Vereinbarung, dafl die Eingabe auf einem
Read-only Eingabeband steht, dessen Zellen beim Platzbedarf nicht beriicksich-
tigt werden. Der erste und der letzte Buchstabe der Eingabe sind markiert,
so dafl der Kopf des Eingabebandes die Eingabe nicht verlassen muf}. Fiir den
Speicherplatzbedarf zihlen dann nur die Pléitze eines zweiten Bandes, des Ar-
beitsbandes, die benutzt werden.

Definition

DT APE(s(n)) und NTAPE(s(n)) sind die Klassen der Sprachen, die von einer
deterministischen beziehungsweise einer nichtdeterministischen Turing-Maschine
mit Platzbedarf s(n) (bei Eingabelinge n) akzeptiert werden kénnen.

Natiirlich ist DT APE(s(n)) C NTAPE(s(n)). Es gilt auBerdem
NTAPE(n) = NTAPE(f(n)) fiir alle f(n) € O(n)
(einfache Konstruktion).

Satz
Die Klasse der von Chomsky—1-Grammatiken erzeugten Sprachen stimmt mit
der Klasse NT APE(n) iiberein.

Beweis: (ohne Beweis) O

Es ist iibrigens offen, ob N'TAPE(n) = DT APE(n) ist. Sind nun Sprachen aus
NTAPE(n) als Grundlage fiir den Entwurf von Programmiersprachen geeignet?
Immerhin erscheint ,linearer Platzbedarf* nicht ,,abschreckend®. Die Frage ist,
wie grof} die Zeitkomplexitit des Wortproblems fiir eine kontextsensitive Sprache
sein kann.

Satz
Das Cliquen-Problem gehért zu DT APE(n).

Beweis: Gegeben sei G = (V,E) mit V = {1,...,n} und 1 < K < n. Auf
linearem Platz kann ein beliebiger n-Vektor ¢ iiber {0,1} dargestellt werden,
wobei ¢ € {0,1}" mit der Menge C C V wie folgt korrespondiert:

;=1 <«<—iel

Nun kann mit linearem Speicherplatz fiir jeden Vektor ¢ € {0,1}" getestet
werden, ob die zugehorige Menge C' C V eine Clique der Grofle K in G ist.
Dazu mufl nur die Anzahl der Einsen in ¢ gezihlt werden, und fiir jedes Paar
¢i,¢; mit ¢; = ¢; = 1 in der Eingabe nachgesehen werden, ob {i,j} € E.

Alle Vektoren ¢ € {0,1}™ konnen nacheinander, beginnend mit (0,0, ... ,0),
durchgetestet werden, wobei:
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e nach einem ,positiven“ Test (G, K) akzeptiert wird;

e nach einem ,negativen“ Test der Vektor durch seinen lexikalischen Nach-
folger iiberschrieben wird.

Dazu wird insgesamt nur linearer Speicherplatz benotigt. O

Falls P # NP, kann also das Wortproblem fiir kontextsensitive Grammatiken
im allgemeinen nicht in polynomialer Zeit entschieden werden.

Fiir das Arbeiten mit Chomsky-1-Grammatiken ist folgende Eigenschaft inter-
essant: Chomsky—1-Grammatiken konnen ,normalisiert werden, d.h. fiir jede
Chomsky—1-Grammatik gibt es eine dquivalente Chomsky—1-Grammatik, bei
der alle Regeln folgende Form haben:

o« A C
e A CD

AB — CD

e A—a

e S—e¢

wobei jeweils A,BeV, C,D € V\{S} und a € %.

5.4 Chomsky—2—Grammatiken bzw.
kontextfreie Sprachen und Syntaxbiume

Es bleibt die Frage ist, ob die kontextfreien Sprachen fiir den Entwurf von
Programmiersprachen geeignet sind. Wir geben zunichst Chomsky—2-Gram-
matiken fiir einige Sprachen, von denen wir wissen, daf} sie nicht regulir sind.

Notation
Statt Regeln
S—aund S =4

schreiben wir abkiirzend
S—>al|p

Beispiel :
L = {0"1" | n > 1} wird erzeugt durch die Grammatik: V = {S}, ¥ = {0,1}
und R besteht aus:

S —01]0S1
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Beispiel :
L ={w € {0,1}* | w = w?®} ist die Sprache der Palindrome iiber {0, 1}. Es gilt:

1. 0,1,¢ sind Palindrome
2. falls w Palindrom, so auch Qw0 und 1wl

3. alle Palindrome lassen sich durch endliche viele Anwendungen von (1.)
und (2.) erzeugen

Zugehorige kontextfreie Grammatik: V = {S}, ¥ = {0,1} und R enthilt die
Regeln:
S—e|0|1

S — 050|151

Beispiel :

L sei die Sprache aller w € {0,1}" bei denen die Anzahl der Nullen gleich der
Anzahl der Einsen ist. Bei der Erzeugung dieser Sprache muf} jedesmal, wenn
eine 0 bzw. eine 1 erzeugt wird, gespeichert werden, dafl irgendwann eine 1
bzw. eine 0 erzeugt werden muf}. Setze V := {S, A, B}, ¥ = {0,1} und

R:={S - 0B|14, A—0|0S|144, B— 1|15 |0BB}

D.h. aus A kann ,eine Eins ausgeglichen“ werden, oder es wird eine Eins erzeugt
und es miissen dann zwei Einsen ausgeglichen werden. Bei B gilt dies analog fiir
die Nullen. Aus S kann eine 0 oder eine 1 erzeugt werden. Wenn eine 0 erzeugt
wurde, muf} diese mittels B ausgeglichen werden, analog fiir Einsen mittels A.

Durch Induktion tiber die Lénge der durch G erzeugten Worter 1483t sich bewei-
sen, dafl L = L(G). [ |

Graphische Ableitung

Kontextfreie Grammatiken bestehen aus Regeln, deren linke Seite genau eine
Variable aus V ist. Thre Ableitungen lassen sich sehr gut als Syntaxbdume
darstellen.

An der Wurzel eines solchen Syntaxbaumes steht das Startsymbol. Jeder innere
Knoten enthlt eine Variable. Die Blitter sind Symbole aus ¥ oder e. Wenn also
ein innerer Knoten A als Nachfolger von links nach rechts a3, ..., a, € VUX
hat, so mul A — a; ..., eine Ableitungsregel der Grammatik sein.

Beispiel :

Zur Sprache aller Worter, die gleich viele Einsen wie Nullen enthalten, gibt es
die Ableitung:

S—14 -+ 1144 — 1140 — 11050 — 110080 — 110010

Der zugehorige Syntaxbaum ist in Abbildung 5.1(a) dargestellt.
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(a) (s) (b)
(D) (D)

Abbildung 5.1: Syntaxb#dume fiir Ableitungen des Wortes 110010

Zu jeder Ableitung gehort genau ein Syntaxbaum; zu jedem Syntaxbaum ge-
horen jedoch verschiedene Ableitungen des gleichen Wortes. Hier auch:

S—1A—-114AA - 1105SA — 1100BA — 11001 A — 1100110
|

Wegen der Kontextfreiheit ist die Reihenfolge, in der abgeleitet wird, fiir das
Ergebnis unerheblich. Eine Linksableitung (Rechtsableitung) ist eine Ab-
leitung, bei der in jedem Schritt die linkeste (rechteste) Variable abgeleitet wird.

5.9 Definition
Eine kontextfreie Grammatik G heifit eindeutig, wenn es fiir jedes Wort
w € L(G) genau einen Syntaxbaum gibt. Eine kontextfreie Sprache L heift
eindeutig, wenn es eine eindeutige Grammatik G mit L(G) = L gibt. Anson-
sten heifit L inhdrent mehrdeutig.

Die Grammatiken fiir {0"1" | n > 1} beziehungsweise {w € {0,1}* | w = wf}
sind eindeutig. Die Grammatik fiir die Sprache der Wérter mit gleichvielen Nul-
len wie Einsen ist nicht eindeutig. Zu 110010 gibt es einen weiteren Syntaxbaum
(siehe Abbildung 5.1(b))

Um zu entscheiden, ob nun eine Grammatik G die Sprache L(G) mit w € L(G)
erzeugt, ist es sehr hilfreich, wenn die Grammatiken in , Normalform* sind.

5.10 Definition
Eine kontextfreie Grammatik ist in Chomsky—Normalform, wenn alle Regeln
von der Form:

A — BC oder A—a

sind, mit A,B,C € V und a € X. Grammatiken in Chomsky—Normalform
kénnen also nicht das Wort € erzeugen. Fiir kontextfreie Sprachen, die € enthal-
ten, 148t sich eine Grammatik leicht ,ergdnzen“ durch die Regeln

S'se und S'— S

wobei S’ ein neues Startsymbol zur Erzeugung von € ist.
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Satz
Jede kontextfreie Grammatik, die nicht das leere Wort erzeugt, kann in eine
Grammatik in Chomsky—Normalform tiberfiihrt werden.

Beweis: Wir geben eine ,Schritt—fiir-Schritt“—Uberfiihrung der Regeln in Re-
geln in Normalform an.

1. Schritt: Alle Regeln enthalten auf der rechten Seite nur Symbole aus V
oder nur ein Symbol aus X.

Ersetze dazu in allen rechten Seiten von Regeln Symbole aus a € ¥ durch
neue Variablen Y, und fiige die Regeln Y, — a hinzu.

2. Schritt: Alle rechten Seiten haben Linge < 2.

Sei A — Bj...B,, Regel mit m > 2. Fiihre m — 2 neue Variablen
Ci, ..., Cp_o ein, und ersetze die Regel durch neue Regeln

A— 3101
C; > Bz’—i—lci—i-l firl<i<m-3
Cm72 — Bmlem

3. Schritt: Es kommen keine Regeln A — ¢ vor.

Zuniichst berechnen wir die Menge V' aller Variablen A fiir die A 5 &
existiert: Es werden erst alle A mit A — £ aufgenommen. Dazu wird jedes
rechte Vorkommen von A durch € ersetzt. Dabei entstehen eventuell neue
Regeln B — ¢, fiir die B in V' aufgenommen und genauso behandelt
wird. Am Ende enthilt V' alle Variablen A mit A = . Nun werden alle
Regeln A — ¢ gestrichen und fir A - BC wird A — B falls C € V'
beziehungsweise A — C falls B € V' eingefiihrt.

Es 148t sich leicht zeigen, dafl dadruch keine neuen Worter erzeugt werden
konnen beziehungsweise alle Worter, die vorher erzeugt werden konnten,
immer noch erzeugt werden konnen.

4. Schritt: FErsetzung aller Kettenregeln A — B.

Wir kénnen zunéchst alle Kettenregeln weiterverfolgen bis sich ein Kreis
bildet. (DFS) D.h.:

Al 5 Ay > A3 — ... A, — A

Dann ersetzen wir alle As, ... , A, in den Regeln durch A;. Danach sortie-
ren wir die verbleibenden A; topologisch, so dafl die Kettenregeln A; — A;
nur existieren, falls i < j. Wir haben nun als Variablen 44, ..., A,,. Die-
se werden in der Reihenfolge A,,, ..., A; abgearbeitet, und wenn eine
Kettenregel A, — Ay existiert, fiir die A; — a ein Regel ist, so wird sie
durch Ay — a ersetzt, fiir a € 3.

O
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Der Cocke—Younger—Kasami Algorithmus fiir das Wortproblem bei
kontextfreien Sprachen (1967)

Satz

Es gibt einen Algorithmus (den Cocke—Younger-Kasami Algorithmus), der fiir
eine kontextfreie Grammatik G in Chomsky—Normalform und ein Wort w € ¥*
in Zeit O(|R| - n®) entscheidet, ob w € L(G), wobei n = |w| und |R| die Anzahl
der Regeln von G ist.

Beweis: Sei w = wy...wy,. Firalle1 <4 < j < n soll die Menge V;; CV
berechnet werden, so da8 A = w; ... w; impliziert A € V;;. Dann ist w € L(G)
genau dann, wenn S € Vi, ist. Die Tabelle der V;; wird nach wachsendem £ :=
j —1i aufgebaut, beginnend mit £ = 0. Fiir j —i = £ > 0 wird die Berechnung von
Vij systematisch auf zuvor berechnete Vi, Viy1; mit ¢ < k < j zuriickgefiihrt
(— dynamische Programmierung).

fiir £ = 0: Konstruiere die Mengen Vj;, d.h. alle A € V mit A > w;. Da G
in Chomsky—Normalform ist, gilt A = w; nur, wenn (A — w;) € R. Die
Berechnung von V;; ist fiir alle ¢ € {1,...n} in O(|R|) moglich.

fiir £ > 0: Konstruiere die Mengen V;;, d.h. alle A € V mit A 5w, .. wj.
Da j—1i = £> 0 ist, muf} jede Ableitung von w; ...w; aus A mit einer Re-
gel der Form A — BC beginnen, wobei ein k € {i,... ,j— 1} existiert mit
B S w;...wp und C S Wht1 -.-wj. Vi; 188t sich nun aus den zu-
vor bestimmten Mengen Vi, V4 ; fiir k € {i,...,j — 1} mit Aufwand
O(n - |R]) wie folgt berechnen:

Speichere alle Mengen V,.; als Arrays der Linge |V|, in denen fiir jedes
A € V markiert ist, ob A € V,,. Zur Berechnung von V;; fiir festes
1<i< j <n wird fiir jede Regel (A — BC) € R und jedes k, i < k < j
in O(1) tiberpriift, ob B = w; ... w; und C' = Wy 1 ... w; durch Ansehen
der Stelle B im Array zu Vi und C' im Array zu Vi4q .

Da insgesamt weniger als n> Mengen V;; konstruiert werden miissen, ist
der Gesamtaufwand des Verfahrens in O(|R| - n®). O

Das Pumping-Lemma und Ogden’s Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Ahnlich zum Pumping-Lemma fiir reguliire Sprachen gibt es auch ein Pumping-
Lemma fiir kontextfreie Sprachen, das es ermoglicht, fiir gewisse Sprachen nach-
zuweisen, daf} sie nicht kontextfrei sind.

Satz (Pumping-Lemma)

Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Konstante n € N, so daf3 sich jedes
Wort z € L mit |z| > n so als z = uwvwzy schreiben 148t, daf} |jvz| > 1, jvwz| < n
und fiir alle i > 0 das Wort uwv'wz'y € L ist.

Dieses Lemma 148t sich noch verallgemeinern.

Satz (Ogden’s Lemma)
Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Konstante n € N, so daf fiir jedes
Wort z € L mit |z| > n gilt: Wenn wir in z mindestens n Buchstaben markieren,
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so 148t sich z so als z = uwvwxy schreiben, daf3 von den mindestens n markierten
Buchstaben mindestens einer zu vx gehort und hochstens n zu vwx gehdren und
fiir alle i > 0 das Wort uwvwzly € L ist.

Bemerkung:
Der Spezialfall von Odgen’s Lemma, in dem alle Buchstaben von z markiert
sind, ist gerade das Pumping-Lemma.
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