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Einleitung

Komplexe Flichen sind ein wichtiges Gebiet der mathematischen Forschung im Bereich
der mehrdimensionalen Funktionentheorie und der Algebraischen Geometrie. KODAIRAS
Untersuchungen in [Kod60]|, [Kod63a] und [Kod63b| sowie [Kod64], [Kod66], [Kod68al|
und [Kod68b] machen die ganze mdgliche Vielfalt dieses Gebiets deutlich. Komplexe
Flachen finden aber auch Anwendung in der Theorie vierdimensionaler Mannigfaltig-
keiten. Hier bietet etwa die Einleitung zu [FM94] einen Uberblick.

Wir beschéftigen uns in dieser Arbeit mit dem Spezialfall einer elliptischen Faserung,
also einer Abbildung von einer glatten komplexen Fliche X auf eine glatte Kurve Y,
deren reguldre Fasern elliptische Kurven sind. Solche Faserungen treten auf natiirliche
Weise als Holomorphiehiille komplexer Flichen auf. Da elliptische Kurven nichtaqui-
valente komplexe Strukturen tragen konnen, ist die Klasse der elliptischen Faserungen
schon reichhaltiger als etwa die der Regelflichen. Dies wird anhand KoDAIRAs Klassifi-
kation der moglichen singuldren Fasern der Faserung in [Kod63a| noch deutlicher.

Wir nehmen nun weiter an, daf auf der Fliche X eine holomorphe C*-Wirkung existiert,
beziiglich derer die Faserung invariant ist. Diese zusétzliche Voraussetzung ermdéglicht uns
einen elementaren Zugang zu elliptischen Faserungen, so daf wir KODAIRAs Ergebnisse
nicht allzu oft zu Rate ziehen miissen. Auerdem sind in diesem Falle die Méglichkeiten
fiir die Struktur von singuldren Fasern stark eingeschrankt.

In [GH98| werden C*-invariante elliptische Faserungen ohne mehrfache Fasern bis auf
dquivariante Isomorphie klassifiziert. Wir stellen dieses Ergebnis in Kapitel 6 dar. Gegen-
stand dieser Arbeit ist der bislang noch nicht untersuchte Fall mehrfacher kritischer
Fasern.

In Kapitel 1 stellen wir zunéchst einige Hilfsmittel bereit. Wir erinnern an Begriffe aus
der Theorie von Gruppenwirkungen und betrachten die Liegruppe C*. Weiter klassi-
fizieren wir die nichttrivialen holomorphen C*-Wirkungen auf RIEMANNschen Flichen
und untersuchen schlieklich die lokale Situation nahe Fixpunkten einer holomorphen C*-
Wirkung auf einer glatten komplexen Fliche.

In Kapitel 2 definieren wir den Begriff der C*-invarianten elliptischen Faserung und
stellen erste Eigenschaften zusammen. Insbesondere ist die Struktur der singuléren Fasern
wichtig: die einzigen mdglichen kritischen Fasern sind vom Typ .1 fiir m > 1 oder ,,1,
fir b > 1 und m > 1, also elliptische Kurven mit Vielfachheit oder Zykel von rationalen
Kurven mit oder ohne Vielfachheit. Weiter zeigen wir die Existenz der Isotropiefunktion,
die die Struktur der reguléren Fasern und der darauf induzierten C*-Wirkung beschreibt.
Sie ist in gewissem Sinne das multiplikative Analogon zu KODAIRAs J-Invariante.

In Kapitel 3 behandeln wir das offene Problem kritischer Fasern vom Typ ,,Iy. Zunéchst
konstruieren wir ein lokales Modell einer C*-invarianten elliptischen Faserung zu einer
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vorgegebenen Isotropiefunktion mit einer kritischen Faser vom Typ ,,Ip. Weiter zeigen
wir, dak jede C*-invariante elliptische Faserung nahe einer Faser vom Typ ,,Ip unter einer
geeigneten Bedingung an die Isotropie der kritischen Faser isomorph zu diesem lokalen
Modell ist.

In Kapitel 4 stellen wir Grundbegriffe der Theorie torischer Varietdten dar. Aufgrund des
Wechselspiels zwischen der elementaren Konvexgeometrie von Kegeln und Fachern im R"
und der Geometrie der zugehorigen komplexen Varietéiten eignen sich torische Varietéten
gut fiir die Konstruktion von komplexen Rdumen mit vorgegebenen geometrischen Eigen-
schaften, die sich in den entsprechenden Kegeln und Fachern widerspiegeln. Die Torus-
wirkung liefert iiberdies vermittels Ein-Parameter-Untergruppen — die in dieser Arbeit
nur implizit auftauchen — auf natiirliche Weise holomorphe C*-Wirkungen mit gut kon-
trollierbarem Bahnenverhalten. Wir verbinden in dieser Arbeit die eher algebraisch-
geometrischen Gesichtspunkte torischer Varietdten mit dem komplex-analytischen Aspekt
diskreter Automorphismengruppen.

In Kapitel 5 verwenden wir zunédchst die in Kapitel 4 dargestellten Techniken aus der
Theorie torischer Varietdten, um geméaf [GH98| ein lokales Modell einer C*-invarianten
elliptischen Faserung zu einer gegebenen Isotropiefunktion mit einer kritischen Faser vom
Typ 1Ip mit b > 1 zu konstruieren.

Danach gehen wir auf die noch offene Frage einer kritischen Faser vom Typ ,,,Ip mit b > 1
und m > 1 ein: ausgehend vom Modell vom Typ 11,,, konstruieren wir zu einer vorge-
gebenen Isotropiefunktion sowie Parametern b > 1 und m > 1 wieder auf ,torische“
Weise ein lokales Modell einer C*-invarianten elliptischen Faserung mit einer Faser vom
Typ mlp.

In Kapitel 6 filhren wir die Klassifikation von C*-invarianten elliptischen Faserungen
ohne mehrfache Fasern gemif [GH98| aus: eine solche Faserung X — Y ist ein elliptisches

Prinzipalbiindel, falls Y kompakt ist, und sonst dquivariant isomorph zu einem geeigneten
globalen Modell.

In Kapitel 7 gehen wir schlieflich auf noch offene Fragen zu C*-invarianten elliptischen
Faserungen ein und geben einen Ausblick iiber mégliche Erweiterungen der verwendeten
Begriffe.

Danken méchte ich an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. LUDGER KAUP fiir seine Forderung
und Unterstiitzung weit {iber den Rahmen dieser Diplomarbeit hinaus, meinem Betreuer
Herrn PD Dr. JURGEN HAUSEN fiir die Anregung zu diesem interessanten Thema sowie
viele niitzliche Hinweise, ferner MARTIN OBERHOFER fiir das Korrekturlesen und schlieft-
lich IrRIS-TATJANA OFENLOCH fiir ihr geduldiges Ertragen meiner Phasen mathematisch
bedingter Unzurechnungsfihigkeit.



1 Vorbereitungen

In diesem Kapitel stellen wir einige zumeist wohlbekannte Techniken vor, mit deren Hilfe
wir im folgenden C*-invariante elliptische Faserungen untersuchen werden. Konzeptionell
wichtig sind die Abschnitte 1.2 {iber die Struktur der komplexen Likgruppe C* sowie 1.4
iiber holomorphe C*-Wirkungen auf RIEMANNschen Fléchen. Die iibrigen Abschnitte
sind eher technischer Natur.

1.1 Gruppen und Gruppenwirkungen

Gruppen

Definition 1.1.1. Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G, die eine Topologie tragt,
so daf die Gruppenoperationen

GxG— G, (g,h)— gh und G— G, g gt (1.1)

stetig sind. Ist G zusétzlich eine differenzierbare (komplexe) Mannigfaltigkeit und sind
die Gruppenoperationen (1.1) differenzierbar (holomorph), so nennen wir G eine reelle
(komplexe) LiEgruppe. O

Beispiel 1.1.2. Mit der Matrixmultiplikation ist GL(n, C) eine komplexe LiEgruppe. O

Weiter benétigen wir analytische Untergruppen von komplexen LIEgruppen:

Definition 1.1.3. Wir nennen eine Untergruppe einer komplexen LiEgruppe, die gleich-
zeitig eine analytische Menge ist, eine analytische Untergruppe. g

Wichtige Beispiele fiir analytische Untergruppen von komplexen LiEgruppen sind linear
algebraische Gruppen:

Definition 1.1.4. Durch Polynome definierte abgeschlossene Untergruppen der allge-
meinen linearen Gruppe GL(n,C) heiRen linear algebraische Gruppen. O

Beispiel 1.1.5. Die fiir uns wichtigsten Beispiele von linear algebraischen Gruppen sind
die n-dimensionalen algebraischen Tori

T" := (C*)" = {M € GL(n,C) | M Diagonalmatrix } = V(GL(n, C); (T35 | i # j))
sowie die Einheitswurzelgruppen
2mi g

E, = {e™ ‘O§k<n}:V((C*;T"—1)

als analytische Untergruppen des eindimensionalen algebraischen Torus. O
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Gruppenwirkungen

Wir erinnern in diesem Abschnitt an einige Begriffe im Zusammenhang mit Gruppen-
wirkungen:

Definition 1.1.6. Seien G eine Gruppe und X eine Menge. Eine G-Wirkung ist eine
Abbildung

7:Gx X — X, (g9,2) — g-z:=7(g,z),
so dafs fiir alle x € X und g1,¢92 € G gilt:
lg-z=x und (9192)'115:91'(92'35)-

Ist X eine Menge und v eine G-Wirkung auf X, so nennen wir das Paar (X,~y) einen
G-Raum. O

Im folgenden bezeichne (X,~) immer einen G-Raum.
Definition 1.1.7. Der Ineffektivitdtskern der G-Wirkung -y ist definiert als
{9eG|VzeX: g -z=ux}. O

Definition 1.1.8. Ist der Ineffektivitatskern trivial, so heifft die G-Wirkung effektiv. O
Definition 1.1.9. Die Bahn von x € X ist

B(z) =G-z:={g-z|g€G}. O
Definition 1.1.10. Die Isotropiegruppe von © € X ist definiert als

Gy = '(x) ={g€CGlg-z=a},

wobei wir mit

Yo:G— X, g—g-zx
die Bahnabbildung von x bezeichnen. O

Bemerkung 1.1.11. Isotropiegruppen sind Untergruppen von G.

Der Ineffektivitdtskern ist der Durchschnitt der Isotropiegruppen aller Punkte und somit
ebenfalls eine Untergruppe von G. O
Definition 1.1.12. Eine Teilmenge W C X heifst G-invariant, wenn G- W = W.

Fiir W C X bezeichnen wir die Fizpunktmenge von W mit

WC.={zeW|VgeG: g -z =z} O

Definition 1.1.13. Eine Abbildung ¢: X — X' zwischen G-Raumen (X,~) und (X', ')
heift (G-)dquivariant, falls (g - x) = g - @(x) fir alle ¢ € G und z € X gilt. Ist @
dquivariant beziiglich der trivialen G-Wirkung auf X', gilt also ¢(g - ) = ¢(z) fiir alle
g € G und z € X, so nennen wir ¢ eine (G)-invariante Abbildung. O
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Stetige, komplexe und holomorphe Gruppenwirkungen

Definition 1.1.14. Sei G eine topologische Gruppe und X ein topologischer Raum.
Eine stetige G-Wirkung auf X ist eine G-Wirkung v: G x X — X, die beziiglich der
Produkttopologie auf G x X stetig ist.

Ist X ein topologischer Raum und 7y eine stetige Wirkung auf X, so heift das Paar (X, )
ein topologischer G-Raum. O

Definition 1.1.15. Ist X ein komplexer Raum, so nennen wir einen G-Raum (X, )
einen komplexen G-Raum, falls die Abbildung

v(g,:): X — X, z+—g-zx

fiir alle g € G holomorph ist. Wir nennen die G-Wirkung in diesem Falle komplez.

Sei weiter G eine komplexe LiEgruppe. Ein holomorpher G-Raum ist ein G-Raum (X, ),
so daf v: G x X — X holomorph ist. Wir nennen + eine holomorphe Wirkung.

Wir definieren kompleze (holomorphe) G-Mannigfaltigkeiten und kompleze (holomorphe)
G-Flichen auf analoge Weise. O

Bemerkung 1.1.16. Ist (X,v) ein komplexer G-Raum, so ist y(g,-) fiir alle ¢ € G
biholomorph mit der inversen Abbildung v(g~1,-).

Ein holomorpher G-Raum ist fiir jede Untergruppe H C G ein komplexer H-Raum. 0O

Beispiel 1.1.17. Ist G eine komplexe LiEgruppe und (X, ) ein holomorpher G-Raum, so
sind Isotropiegruppen von Punkten und der Ineffektivitdtskern von -y analytische Unter-
gruppen von G.

Beweis. Sei z € X. Dann ist die Isotropiegruppe G = y; ! () als Faser der holomorphen
Bahnabbildung v,: G — X eine analytische Menge.

Der Ineffektivitdtskern von «y ist als Durchschnitt der (analytischen) Isotropiegruppen
ebenfalls analytisch. [ |

Schliefslich benétigen wir noch zwei Eigenschaften von ,gutartigen“ Gruppenwirkungen:

Definition 1.1.18. Sei (X, ) ein komplexer G-Raum.

e Die Wirkung v heiflt frei, falls jeder Punkt z € X triviale Isotropie besitzt: G, =
{1¢} fir alle z € X.

e Die Wirkung v heifst eigentlich diskontinuierlich, wenn fiir jedes Kompaktum K C
X nur endlich viele g € G existieren, so dak K Ng- K # (. O

Die Motivation fiir die Betrachtung dieser Eigenschaften ist der folgende Satz:
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Satz 1.1.19. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit, auf die eine Gruppe H frei und
eigentlich diskontinuierlich komplex wirkt.

Dann ist der Quotientenraum X/H glatt, und die Quotientenabbildung n: X — X/H
ist eine Submersion.

Weiter ist die folgende universelle Eigenschaft erfiillt: fiir jede holomorphe H-invariante
Abbildung ¢: X — Y in eine komplexe Mannigfaltigkeit Y gibt es eine eindeutig be-
stimmte holomorphe Abbildung v: X/H — Y, mit der das folgende Diagramm kommu-
tativ ist:
7%
X——Y

| A

X/H

Beweis. Nach Corollary 32B.8 in [KK83| ist X/H glatt und 7 eine Submersion.

Ist nun ¢: X — Y invariant, so ist ¢ zunichst mengentheoretisch wohldefiniert und
eindeutig bestimmt. Da 7 eine Submersion ist, ist ¥ nach Lemma 1.1.21 holomorph. H

Korollar 1.1.20. Sei (X,7) eine holomorphe G-Mannigfaltigkeit. Weiter existiere eine
freie und eigentlich diskontinuierliche komplexe H-Wirkung auf X, so daf gilt:

g-(h-z)=h-(g-x) fiir alleg € G,h € H und z € X. (1.2)

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte G-Wirkung 7 auf X/H, beziiglich derer die
Quotientenabbildung w: X — X/H d&quivariant ist. Die G-Wirkung 7 ist holomorph.

Beweis. Aufgrund (1.2) liefert die Zuordnung

Y(g, [z]) == [v(g,2)] = w0 ¥(g, ) (1.3)

zunichst eine wohldefinierte G-Wirkung 7 auf X/H, bezliglich derer 7w dquivariant ist.
Durch (1.3) ist 7 eindeutig bestimmt.

Zu zeigen bleibt die Holomorphie von 7. Hierzu definieren wir eine komplexe H-Wirkung
auf G x X wie folgt: sei

hx(g,z) = (g,h - x).

Diese H-Wirkung ist wieder frei und eigentlich diskontinuierlich. Sei mgxx: G X X —
(G x X)/H die Quotientenabbildung.

Wir setzen
x: Gx (X/H) — (G x X)/H, (g, [:(;]) — [(g,:(;)] = mexx(9,)-

Dann ist x wohldefiniert. Weiter ist mit « auch idg X7 eine Submersion. Da mgxx
holomorph ist, ist ¥ nach Lemma 1.1.21 holomorph.
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TGxX

GxX (G x X)/H
G x (X/H)

Weiter existiert nach Satz 1.1.19 eine holomorphe Abbildung 1, mit der auch der rechte
Teil des folgenden Diagramms kommutativ ist:

GxX

idg X7 oy
TGxX

G x (X/H) X~ (G x X)/H -2~ X/H

Aufgrund von
7(g: [z]) = moy(g,2) =4 o x o (idg x7)(g,2) =9 o x(g, [2])

ist also auch ¥ = v o x holomorph. |

Die folgende Eigenschaft von Submersionen haben wir oben verwendet (wir zitieren hier
Corollary 32 A.3ii) b) in [KK83]):

Lemma 1.1.21. Sei 7: X — Y eine Submersion zwischen Mannigfaltigkeiten. Dann ist
eine Abbildung ¢: w(X) — Z in eine weitere Mannigfaltigkeit Z genau dann holomorph,
wenn @ o m holomorph ist. 0

1.2 Die Gruppe C*

Als Vorbereitung fiir unsere Untersuchung von C*-Wirkungen betrachten wir in diesem
Abschnitt die Struktur der komplexen LitEgruppe C*. Dabei iibernehmen wir weitgehend
die Ausfithrungen in [Hau96|.

In Anbetracht von Beispiel 1.1.17 befassen wir uns zun#chst mit den analytischen Unter-
gruppen von C*. Zunéchst halten wir fest:

Lemma 1.2.1. Die echten analytischen Untergruppen von C* sind genau die diskreten
Untergruppen von C*. O

Wir bestimmen die analytischen Untergruppen von C* wie folgt:

Satz 1.2.2. Fiir jede echte analytische Untergruppe G von C* gilt:

1. Ist G endlich, so wird G von einer Einheitswurzel erzeugt.

2. Ist G unendlich, so wird G von einer Zahl a € C* mit |a| < 1 und einer Einheits-
wurzel erzeugt.
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Fiir den Beweis des obigen Satzes erinnern wir an einige bekannte Eigenschaften von
Gittern:

Definition 1.2.3. Eine Untergruppe I' C R” heifit Gitter, falls es R-linear unabhéngige
Vektoren ui,...,u, € R* gibt, so dalk ' = Zu1 & - - - ® Zu,.
Wir nennen r den Rang des Gitters I' und schreiben r =: rgT'.

Gitter vom Rang n im R™ heiflen wvollstindig. O

Die folgende Charakterisierung der Untergruppen der additiven Gruppe von C findet sich
als Satz 4.5 in Kapitel 5 von [Art93]:

Satz 1.2.4. Die Gitter im C = R? sind genau die diskreten additiven Untergruppen. [

Beweis von Satz 1.2.2. Nach Lemma 1.2.1 geniigt es zu zeigen, daf fiir jede diskrete
Untergruppe G von C* eine der beiden Aussagen erfiillt ist.

Wir betrachten hierzu den Homomorphismus exp: C — C* und setzen I' := exp~!(G).
Da exp ein lokaler Homéomorphismus ist, ist I' eine diskrete Untergruppe der additiven
Gruppe von C, also nach Satz 1.2.4 ein Gitter. Mit ker(exp) = 274Z C T spannt I' einen
reell mindestens eindimensionalen Untervektorraum von C auf. Somit ist 1 < rgI" < 2.
Wir unterscheiden nach dem Rang von I' zwei Fille:

rgl’ =1: Sei etwa ' = Zu. Dann ist nach den Homomorphiesétzen
G 2T/ ker(exp) = Zu/2miZ
endlich (da diskret), und G wird von der Einheitswurzel exp u erzeugt.

rgI’ = 2: Nach Lemma 1.2.5 ist A := ker(exp) in einem primitiven Untermodul A’ von T’
enthalten. Sei A” ein Komplement von A in T'. Dann gilt

GET/A2AN" @ (N /AN 2Z (Z)mZ)

fiir m := ord A’/A. Sind A’ = (u') und A” = (u"), so wird G von ¢ = expu' und
a = expu' erzeugt. Es gilt ord ( = m und |a| # 1 aufgrund der Diskretheit von G.
Somit erfiillt G Aussage 2. |

Im Beweis haben wir das folgende Lemma verwendet:

Lemma 1.2.5. Sei I ein freier Z-Modul vom Rang 2. Dann ist jeder Untermodul A C T’
vom Rang 1 in einem direkten Summanden A’ in T vom Rang 1 enthalten.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei T' = Z2. Sei A erzeugt von (m,n). Wir setzen
m' :=m/ ggT(m,n) sowie n' :=n/ggT(m,n)

und zeigen, daR der von (m',n') erzeugte Untermodul A’ O A direkter Summand in Z?2
ist: die ganzen Zahlen m' und n’ sind teilerfremd, und ist rm’ + sn' = 1 fiir r,s € Z, so
bilden (m',n') und (—s,r) eine Basis fiir Z2. [ |
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Wir betrachten nun einen komplexen G-Raum (X, ). Sei z € X mit Isotropiegruppe G.
Ist die Bahn B(z) durch z lokalkompakt, so ist B(z) eine lokal analytische Teilmenge
von X, und die Bahnabbildung 7, induziert eine Biholomorphie zwischen G/G, und B(z)
(Satz 6 in [Hol63]).

Um diesen allgemeineren Sachverhalt im Falle einer holomorphen C*-Wirkung unter-
suchen zu kénnen, betrachten wir die Quotienten C*/G nach echten analytischen (also
diskreten) Untergruppen G von C* genauer.

Zunichst gehen wir auf den Fall einer endlichen Untergruppe ein:

Satz 1.2.6. Sei n € N. Dann sind C* und C*/E,, isomorphe komplexe LiEgruppen.

Beweis. Der surjektive Homomorphismus C* — C*,z +— 2" faktorisiert zu einem Iso-
morphismus komplexer Liegruppen C*/E,, = C*.

« 22" "
C-——C

|~

C*/E,
[ |

Da wir die Abbildung der n-ten Potenz noch hiufiger benutzen werden, geben wir ihr
einen Namen:

Notation 1.2.7. Fiir n € N schreiben wir

Bn:C—C, 2zr—2". O

Im unendlichen Fall erhalten wir:

Satz 1.2.8. Sei G eine unendliche diskrete Untergruppe von C*. Dann ist die Faktor-
gruppe C*/G ein eindimensionaler komplexer Torus.

Beweis. Nach dem Beweis zu Satz 1.2.2 ist T' := exp !(G) ein vollstiindiges Gitter in C.
Wir bezeichnen die Restklassenabbildungen mit 7r: C — C/I' und ng: C* — C*/G.
Nach dem Homomorphiesatz faktorisiert die Abbildung mg o exp, und wir erhalten einen
Isomorphismus C/T" = C*/G, so daf das folgende Diagramm kommutativ ist:

(C exp (C*
C/T —=C*/G

Bemerkung 1.2.9. Die eindimensionalen komplexen Tori sind genau die elliptischen
Kurven iiber C (Corollary 1.11 in [Rob73]). Um Verwechslungen mit algebraischen Tori
zu vermeiden, werden wir im allgemeinen den Begriff elliptische Kurve verwenden. [
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Satz 1.2.10. Seien (X, ) ein holomorpher C*-Raum und = € X. Die Isotropiegruppe C,
von z sei unendlich und diskret. Dann ist die Bahn B(z) eine glatte kompakte Kurve,
und die Bahnabbildung -y, induziert eine Biholomorphie C*/C}, = B(x).

Beweis. Sei m: C* — C*/C; die Restklassenabbildung. Dann faktorisiert die Bahn-
abbildung -, iiber 7 zu einer injektiven holomorphen Abbildung ¢: C*/C: — X wie
folgt:

c —=

| A

C/C
Da C*/C; als elliptische Kurve kompakt ist, ist ¢ eigentlich. Mit dem REMMERTschen
Abbildungssatz (Theorem 45.17 in [KK83|) folgt, dak B(z) = ¢(C*/C}) eine analytische
Menge in X ist. Da weiter B(z) glatt ist, ist ¢ eine bijektive holomorphe Abbildung
zwischen RIEMANNschen Fléchen und somit nach Satz 1.2.12 biholomorph. |

An dieser Stelle mochten wir auf die folgende Notation in dieser Arbeit hinweisen:

Definition 1.2.11. Eine zusammenhéngende eindimensionale komplexe Mannigfaltig-
keit heifst RIEMANNsche Flache.

Den Begriff der glatten komplezen Kurve verwenden wir fiir nicht notwendigerweise zu-
sammenhdngende eindimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten. O

Im Beweis des letzten Satzes haben wir den folgenden bekannten Sachverhalt verwendet,
der sich etwa als Corollar [sic| 2.5 in [For77] findet:

Satz 1.2.12. Sind X und Y RIEMANNsche Flichen und ¢: X — Y injektiv und holo-
morph, so ist ¢ biholomorph auf sein Bild. O

Dies ist ein Spezialfall einer allgemeineren Folgerung aus Proposition 46 A.1 in [KK83]:

Satz 1.2.13. Jede injektive holomorphe Abbildung zwischen komplexen Mannigfaltig-
keiten der gleichen Dimension ist biholomorph auf ihr Bild. O

1.3 Darstellungen von S* und C*

In diesem Abschnitt stellen wir einige Techniken vor, mit denen wir in den Abschnitten 1.4
und 1.5 holomorphe C*-Wirkungen auf komplexen Kurven und Flichen untersuchen
werden. Wir folgen [Hau96].

Darstellungen

Definition 1.3.1. Seien G eine topologische Gruppe und V ein endlichdimensionaler
komplexer Vektorraum. Eine (stetige) Darstellung von G auf V ist eine (stetige) G-
Wirkung « auf V, so dak fiir jedes g € G die Abbildung

a(g,): V—V, v—g-v=0ag,v)
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linear ist.

Ist G eine komplexe LiEgruppe und (V,«) ein holomorpher G-Raum, so nennen wir «
eine holomorphe Darstellung von G auf V. O

Wir interessieren uns insbesondere fiir holomorphe Darstellungen von C*. Da diese auf-
grund des Identitéitssatzes schon durch die induzierten stetigen Darstellungen von S*
bestimmt sind, werden wir uns auch den letzteren widmen.

Sei dimV = n. Wir wihlen eine Basis in V und notieren zunéachst:

Lemma 1.3.2. Die stetigen (holomorphen) Darstellungen von G auf V entsprechen
genau den stetigen (holomorphen) Gruppenhomomorphismen von G in die Gruppe der
linearen Automorphismen GL(V') = GL(n,C). O

Lemma 1.3.3. Seien a und o' zwei stetige (holomorphe) Darstellungen von G auf V.
Dann sind die G-Riume (V,a) und (V, ') genau dann dquivariant isomorph, wenn die
zugehorigen Gruppenhomomorphismen p und p' von G nach GL(n,C) konjugiert zuein-
ander sind, also wenn es eine Matrix M € GL(n,C) gibt, so da Mu(g)M~"' = u'(g) fiir
allege@G. d

Lemma 1.3.4. Sei u: G — GL(n,C) eine Darstellung einer ABELschen Gruppe G
auf V. Dann sind fiir jedes g € G die Eigenrdume von p(g) invariant unter der durch p
induzierten G-Wirkung auf'V

GxV —YV, (hv)— h-v:=p(h)v.

Beweis. Wir bezeichnen im Folgenden mit I,, die Einheitsmatrix in GL(n,C). Sei W :=
ker (11(g) — M) der Eigenraum von p(g) zum Eigenwert A. Ist dann v € W und h € G,
so gilt:

(u(g) = M) (h-v) = p(g)p(h) v — Au(h)v = p(h) (p(g)v —dv) =0
= /MLQ) T

Somit ist auch h-v € W. [ |

Stetige Darstellungen von S*

Wir untersuchen zunichst stetige Darstellungen der Gruppe S = {z eC | |z| = 1}. Im
eindimensionalen Fall erhalten wir:

Satz 1.3.5. Sei u: S' — GL(1,C) = C* ein stetiger Homomorphismus. Dann gibt es
ein k € 7, so dak u(t) = t* fiir alle t € S' gilt.

Fiir den Beweis brauchen wir den Begriff der unbegrenzten, unverzweigten Uberlagerung:
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Definition 1.3.6. Sind S und T topologische Raume, so heift eine Abbildung ¢: S — T
eine unbegrenzte, unverzweigte Uberlagerung, wenn jedes t € T eine offene Umgebung U C
T besitzt, so dak das Urbild ¢p~!(U) eine Darstellung

el =V
jeJ
besitzt, wobei die V; C S paarweise disjunkte offene Teilmengen und die eingeschréankten
Abbildungen ¢y, : V; = U Homdomorphismen sind. O

Beweis von Satz 1.8.5. Die Exponentialabbildung exp: C — C* ist eine unbegrenzte,
unverzweigte Uberlagerung. Somit erhalten wir mit Satz 4.17 in [For77| eine stetige
Abbildung i: iR — C mit z(0) = 0, so daf das folgende Diagramm kommutativ ist:

iR ——~C
expl lexp
st ——C
Wir zeigen, daf$ i additiv ist — zu y € iR definieren wir wie folgt eine stetige komplex-
wertige Hilfsfunktion ¢, auf iR:

ey iR —C,  z+— [(2) + i(y) — iz +y).
Fiir x € 4R gilt dann
exp o fi(z) - exp o i(y)
expoi(z +y)
p 0 exp(z) - i o exp(y)
p o exp(z +y)
p1 0 exp(z) - p o exp(y)

p 0 exp(z) - p o exp(y)
= 1

expopy(z) =

Insbesondere nimmt ¢, also nur Werte in 27iZ an. Da nun ¢, stetig und ¢,(0) = 0 ist,
ist ¢, = 0 und 7 somit additiv.

Aus der Additivitat folgt nun unmittelbar, daR  linear beziiglich der rationalen Zahlen
ist. Auf 2miQ ist i also von der Form pi(z) = kz fiir eine Konstante k, die wir néher
betrachten: es gilt etwa k = 1(2mi)/27i. Nach dem obigen Diagramm ist 1z(27i) € 2miZ.
Somit ist k € Z.

Da aber schlieflich 27iQ dicht in iR liegt und j stetig ist, gilt zi(z) = kx fiir alle z € iR.
Dies liefert sofort die Aussage des Satzes. |

Der hoherdimensionale Fall folgt hiermit leicht:

Satz 1.3.7. Sei p: S' — GL(n,C) ein stetiger Gruppenhomomorphismus. Dann gibt es
ein M € GL(n,C) sowie ki,...,k, € Z, so daf fiir jedes t € S* gilt:
th .0
Mp)M™ = ] =y, (2)-
0 ... thn
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Beweis. Mit Satz 1.3.5 geniigt es zu zeigen, daf u(S!) diagonalisierbar ist, daf es also
ein M € GL(n,C) gibt, so daR Mpu(t)M =" fiir jedes t € S! eine Diagonalmatrix ist.

Hierzu betrachten wir die Untergruppe G C S' der Elemente endlicher Ordnung. Da G
dicht in S liegt und sowohl p als auch die Matrixmultiplikation stetig sind, geniigt es
sogar zu zeigen, daf u(G) diagonalisierbar ist.

Wir zeigen dies durch Induktion {iber n:

n = 1: Der Induktionsanfang folgt aus Satz 1.3.5.

n > 1: Wir wahlen ein beliebiges ¢ € G und betrachten die JORDANsche Normalform
(Hauptsatz 7.9 in Kapitel 12 von [Art93]) von p(t). Dann folgt aus der endlichen
Ordnung von u(t) in GL(n,C), dak die JORDANform von x(t) schon in Diagonal-
gestalt ist.

Sei W C C" ein Eigenraum von u(t) mit 1 < dimW < n — 1. Nach Lemma 1.3.4
liefert 4 durch Einschriankung stetige Darstellungen

uw: G — GL(W) und poyw: G — GL(CY/W).

Nun ist dim C"/W < n, und nach Induktionsvoraussetzung sind sowohl pyw (G) als
auch picn/y (G) diagonalisierbar, also auch p(G). [ ]

Holomorphe Darstellungen von C*

Wir erhalten weiter unmittelbar die folgende Klassifizierung endlichdimensionaler holo-
morpher Darstellungen der Gruppe C*:

Satz 1.3.8. Sei yi: C* — GL(n,C) ein holomorpher Homomorphismus. Dann gibt es ein
M € GL(n,C) sowie k1, ..., ky, € Z, so dak fiir jedes t € C* gilt:

ki .0
Mu@M™ = & | = ek (B)- (1.4)

Beweis. Nach dem Identitéitssatz ist g schon durch sein Verhalten auf S' C C* eindeutig
festgelegt. Somit folgt die obige Aussage direkt aus der analogen Aussage iiber stetige
Darstellungen von S! in Satz 1.3.7. |
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1.4 Holomorphe C*-Wirkungen auf komplexen Kurven

In diesem Abschnitt klassifizieren wir die nichttrivialen holomorphen C*-Wirkungen auf
glatten komplexen Kurven wie folgt:

Satz 1.4.1. Bis auf dquivariante Isomorphie gibt es genau die folgenden nichttrivialen
holomorphen C*-Wirkungen auf RIEMANNschen Flichen:

RIEMANNsche Flache C*-Wirkung

C* t-z=1t"z fiir ein n € Ny

C t-z=tkz fiir ein k € Z \ {0}

P, t-[20,21] = [th020,t* 2] fiir ko, k1 € Z
mit ko # k1

C*/G fiir eine unendliche diskrete t-[z] = [tz]
Untergruppe G C C*

Beweis. Sei im folgenden C eine RIEMANNsche Fliche mit einer nichttrivialen holo-
morphen C*-Wirkung. Wir unterscheiden danach, ob C' kompakt ist. Dann folgt der
obige Satz aus den Sétzen 1.4.4 und 1.4.5. [ |

Vor dem Beweis des obigen Satzes iibernehmen wir aus [Hau96] noch einige Begriffe, die
wir auch spéater noch verwenden werden:

Definition 1.4.2. Sei (X, ) ein holomorpher C*-Raum und z € X. Wir definieren

By(z):={ye X ‘ I(tn)nen € (CHN: lim #, = 0 und li_)m th-z=y}
n—oo

n—0o0

Boo(z) == {y € X | (tn)nen € (C)N: lim t, = co und lim ¢, - @ = y}.
n—oo

n—oo

Ist Bo(z) = {z0}, so sagen wir, daR der Grenzwert o = limy_,ot - x ezistiert. Analog
sagen wir, daf der Grenzwert To, = limy_,o t - = existiert, falls By () = {Zo}. Existiert
einer der Grenzwerte, so ist er ein Fixpunkt.

Fiir eine Teilmenge M C X© der Fixpunktmenge von (X, ) setzen wir weiter
Mt:={ze X‘ lim¢ -z existiert und limt-z € M} = {z € X |29 € M}
t—0 t—0
M :={ze€X| lim ¢tz existiert und limt-z€ M} ={z € M|zo € M}. O
t—00 t—00
Mit dieser Notation bereiten wir die Betrachtung nichtkompakter C*-Kurven wie folgt
vor:

Lemma 1.4.3. Sei C eine offene RIEMANNsche Fliache mit einer nichttrivialen holo-
morphen C*-Wirkung. Dann liegt genau einer der beiden folgenden Félle vor:

1. Die Kurve C ist eine nichttriviale C*-Bahn.
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2. Die Kurve C enthélt genau einen Fixpunkt x, und es gilt genau eine der folgenden
beiden Aussagen:

a) Es gilt C = {z}™.
b) Es gilt C = {z}~.
Beweis. Wir wahlen ein ¢ € C mit nichttrivialer Bahn B(c). Als offene RIEMANNsche

Fléache ist C' nach Corollar [sic| 26.8 in [For77] STEINsch. Somit kénnen nach Satz 1.5.8
in [Hau96] genau drei Fille auftreten:

1. Die Bahn B(c) ist abgeschlossen in C.

2. a) Der Grenzwert ¢y existiert, und By (c) =

0.
0.

b) Der Grenzwert co, existiert, und By(c)

In allen drei Fillen ist B(c) = By(c) U B(c) U Boo(c) (Satz 1.5.1 in [Hau96]) analytisch

in C. Da aber C glatt und B(c) nichtdiskret ist, ist B(c) = C. [ |

Satz 1.4.4. Ist C eine offene RIEMANNsche Fliache mit einer nichttrivialen C*-Wirkung,
so ist C dquivariant isomorph zu C* mit der C*-Wirkung t-z = t"z fiir ein n € N5 oder
zu C mit der C*-Wirkung t - z = t*z fiir ein k € Z \ {0}.

Beweis. Wir unterscheiden die nach Lemma 1.4.3 moglichen Félle und zeigen, daf C' in
Fall 1 dquivariant isomorph zu C* und in Fall 2 zu C ist:

Fall 1. Ist B(c) abgeschlossen in C, so ist B(c) = C. Die Bahnabbildung
Ye: C"—C, t—t-c

ist holomorph und surjektiv. Sie faktorisiert iiber dem Quotientenraum nach der
Isotropiegruppe C; wie folgt:

Ye
C*

Ve
C/C
Als analytische Untergruppe wirkt C; durch Multiplikation frei und eigentlich
diskontinuierlich komplex auf C*. Da « nach Satz 1.1.19 eine Submersion ist,
ist nach Lemma 1.1.21 auch %, holomorph. Weiter ist C; endlich, da sonst nach
Satz 1.2.8 der Quotient C*/C* kompakt wiare. Somit ist C; = E, fiir ein n € N.

Nach Konstruktion ist 7, injektiv. Also ist 7, nach Satz 1.2.12 biholomorph, und C
ist dquivariant isomorph zu C* mit der C*-Wirkung ¢ - z = t"z.

C

Fall 2.  a) Ist C = {z}T fiir einen Fixpunkt z, so ist wie oben C '\ {z} = C*, und C ist
dquivariant isomorph zu C mit der C*-Wirkung t - z = t*2 fiir ein k € Z.

b) Ist C = {x}, so ist analog C = C mit ¢ - z = t¥2 fiir ein k € Z . [ |
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Satz 1.4.5. Ist C eine kompakte RIEMANNsche Fliche mit einer nichttrivialen holo-
morphen C*-Wirkung, so ist C dquivariant isomorph zur projektiven Geraden Py mit der
C*-Wirkung t - [29, 21] = [tF0zg, t¥1 2] fiir ko, k1 € Z mit ko # ki oder zu einer elliptischen
Kurve C*/G fiir eine unendliche diskrete Untergruppe G von C* mit der C*-Wirkung
t-[z] = [tz].

Beweis. Wir unterscheiden nach dem Geschlecht g von C:

g =0: In diesem Falle ist C' = P; als RIEMANNsche Fliche (Proposition VII.1.7 mit
Theorem VI.1.9 und Lemma I1.3.7 in [Mir95]). Die Aussage des Satzes ergibt sich
aus Satz 1.4.6.

g = 1: Nach Proposition VII.1.9 in [Mir95] sind die glatten kompakten Kurven vom
Geschlecht 1 genau die elliptischen Kurven iiber C. In diesem Falle schliefen wir
mit Satz 1.4.7.

g > 1: Nach Theorem VII.4.18 in [Mir95] ist in diesem Fall die Gruppe Aut C der Auto-
morphismen von C' endlich. Die C*-Wirkung induziert einen stetigen Gruppen-
homomorphismus ¢: C* — Aut C, der also konstant gleich id¢ ist. Somit ist die
C*-Wirkung trivial, und dieser Fall kann nicht eintreten. |

Satz 1.4.6. Jede nichttriviale holomorphe C*-Wirkung auf Py ist bis auf dquivariante
Isomorphie von der Form t - [zg, z1] = [tF0 29, t¥1 2] fiir ko, k1 € Z mit ko # k1.

Beweis. Nach Exercise E. 53 Ah in [KK83| liefert die Zuordnung
¢: GL(2,C) — AutPy, M +— ([z] = [M2]) fiir z = (2, 21) € C* \ {0,0}

einen Epimorphismus auf die Automorphismengruppe von P;. Es gilt ker¢p = C* - I5.
Somit haben wir

AutP; = PGL(2,C) := GL(2,C)/C* - L.
Die C*-Wirkung liefert nun einen holomorphen Gruppenhomomorphismus
p: C— PGL(2,C), t+— ([20,21] — t-[20,21])-

Nach Satz 1.3.8 ist aber u(C*) diagonalisierbar — es gibt ko,k1 € Z, so dak bis auf
Konjugation mit einer von ¢ unabhéngigen Matrix M € GL(2,C) jedes u(t) von der
folgenden Form ist:

tho 0 : : +
p(t) ~ [( 0 tkl)] € {D € GL(2,C) | D Diagonalmatrix}/C* - L.

Wir erhalten, daf bis auf Konjugation gilt
:u‘(t) ) [Z(),Zl] = [tkOZO,tklzl],

wobei eine triviale Wirkung genau im Falle ky = k1 vorliegt. |
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Satz 1.4.7. Sei vy eine nichttriviale C*-Wirkung auf einer elliptischen Kurve C. Sei ¢ €
C. Dann ist die Isotropiegruppe C; unendlich und diskret, und die Bahnabbildung .
induziert einen Isomorphismus der holomorphen C*-Réiume (C,y) und (C*/Cf, ). Hier-
bei bezeichnen wir mit u die durch die Multiplikation in C* induzierte C*-Wirkung auf
C/C;:

pu(t, [2]) == [tz].

Beweis. Sei etwa C = C/T fiir ein Gitter I" und n: C — C die Quotientenabbildung.
Wir zeigen zunéchst, daf die Bahnabbildung . surjektiv ist. Die Abbildung 7 ist wieder
eine unbegrenzte, unverzweigte Uberlagerung, und nach Satz 4.17 in [For77| existiert eine
stetige Abbildung ¢: C — C, mit der das folgende Diagramm kommutativ ist:

c—2 ¢

¢ —X>C=C/T

Da nun 7 unverzweigt ist, ist ¢ holomorph.

Nach dem kleinen Satz von PICARD (Satz 27.13 in [For77]) besteht C\im ¢ aus hochstens
einem Punkt; somit ist 7 o ¢ surjektiv, also auch ~.. Dies liefert wie im Beweis zu
Satz 1.4.4, daB -y, eine biholomorphe Abbildung 7¢: C*/C} — C induziert. Wir erhalten
das folgende kommutative Diagramm:

l Ve

C/C
Nach Definition der Wirkung p ist 7. équivariant. Nach Satz 1.2.6 ist C; schlieflich eine
unendliche diskrete Untergruppe von C*. |

Wir notieren zwei Korollare, auf die wir spéter zuriickgreifen werden:

Korollar 1.4.8. Auf einer elliptische Kurve mit einer nichttrivialen holomorphen C*-
Wirkung besitzen alle Punkte die gleiche Isotropiegruppe. O

Korollar 1.4.9. Auf einer kompakten RIEMANNschen Fliche besitzt eine nichttriviale
holomorphe C*-Wirkung genau dann Fixpunkte, wenn die Kurve isomorph zu Py ist. [

1.5 Fixpunkte auf Flachen

In diesem Abschnitt untersuchen wir Fixpunkte einer holomorphen C*-Wirkung mit Hilfe
ihrer Tangentialdarstellung. Wir folgen hier wieder [Hau96].

Da eine holomorphe C*-Wirkung aufgrund des Identitétssatzes schon durch die induzierte
komplexe S'-Wirkung bestimmt ist, filhren wir unsere Begriffe in ausreichender Allge-
meinheit ein, um auch S'-Wirkungen betrachten zu kénnen:
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Definition 1.5.1. Seien G eine LiEgruppe, (X,7) ein komplexer G-Raum und « eine
Darstellung von G auf einem endlichdimensionalen C-Vektorraum V. Existieren offene
G-invariante Teilmengen U C X und D C V sowie eine dquivariante biholomorphe
Abbildung ¢: U — A auf eine G-invariante analytische Teilmenge A < D, so nennen
wir U 25 A< D C V eine lokale Linearisierung der G-Wirkung -y. O

Sei im folgenden z € X ein Fixpunkt von . Wir untersuchen die lokale Linearisierbarkeit
von 7 nahe z. Als Vektorraum bedienen wir uns hierzu des Tangentialraums 7, X in z
an X. Die zugehérige Darstellung von G auf T, X definieren wir folgendermafien:

Definition 1.5.2. Fiir g € G bezeichne Tg: T X — T, X das Differential der Abbildung
T +— g-x im Punkte x. Wir definieren die Tangentialdarstellung von G im Punkte x als
Darstellung von G auf T, X wie folgt:

az: GXTpy X — T, X, (g9,v)— g-v:=Trg(v). O

Der aufmerksame Leser wird die Tangentialdarstellung a, nicht mit einer Bahnabbildung
im Punkte z verwechseln.

Im Falle G = S! koénnen wir die Wirkung  nahe dem Fixpunkt z folgendermaken
linearisieren:

Satz 1.5.3. Sei (X,v) ein komplexer S'-Raum mit einem Fixpunkt z € X. Dann gibt
es eine lokale Linearisierung U —— A < D C T, X mit 2 € U und ¢(z) = 0. O

Ein elementarer Beweis fiir diesen Satz findet sich beispielsweise bei Satz 1.4.1 in [Hau96].
Er 1a8t sich unter Verwendung eines invarianten Integrals (Paragraph 1.5 in [BD85])
fiir Wirkungen beliebiger kompakter LiEgruppen zeigen (Satz 4.4 in [Kau67]). Diesen
allgemeineren Sachverhalt werden wir in Lemma 3.2.3 benstigen.

Aus Satz 1.5.3 erhélt man nach einigen technischen Vorarbeiten, auf die wir hier nicht
néher eingehen, die folgende Konsequenz:

Satz 1.5.4. Sei (X, ) ein holomorpher C*-Raum mit einem Fixpunkt x € X. Dann gibt
es eine beziiglich der Tangentialdarstellung C*-invariante offene Teilmenge V C T X,
eine C*-invariante analytische Menge A — V und eine dquivariante lokal biholomorphe
Abbildung : A — X mit ¥(0) = x. O

Dieser Satz findet sich mit einer Herleitung als Folgerung 1.4.4 in [Hau96|.

Sei nun (X,7) eine glatte C*-Fliche mit einem Fixpunkt z € X. Sei weiter a, die
Tangentialdarstellung der Wirkung v in . Nach Satz 1.3.8 existieren lokale Koordinaten
(21, 22) nahe x sowie Gewichte ki,ks € Z, so dak a, von der folgenden Gestalt ist:

o, C xT, X — T, X, (t, (,2’1,2,’2)) — (tklzl,t’”zg).

Wir klassifizieren nun die Fixpunkte unserer glatten C*-Flache nach den Eigenschaften
ihrer Tangentialdarstellungen:
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Definition 1.5.5. Sei z ein Fixpunkt der C*-Wirkung, und seien k; und ko die Gewichte
seiner Tangentialdarstellung wie oben definiert. Wir nennen z

e einen elliptischen Fizpunkt, falls k1ke > 0,
e einen parabolischen Fizpunkt, falls kiko = 0,

e cinen hyperbolischen Fizpunkt, falls k1ke < 0. d

Mit Satz 1.5.3 folgt:
Lemma 1.5.6. Elliptische und hyperbolische Fixpunkte sind isoliert in der Fixpunkt-
menge.

Ist x ein parabolischer Fixpunkt, so liegt x in einer glatten Kurve F' von Fixpunkten,
und eine der Mengen F* und F~ ist offen. O

Wir erhalten weiter die folgenden dquivalenten Charakterisierungen von Fixpunkten:

Lemma 1.5.7. Es gilt:

e Ein Fixpunkt z ist genau dann elliptisch, wenn eine der beiden Mengen {z}*
und {z}~ offen ist.

e Ein Fixpunkt z ist genau dann hyperbolisch, wenn {z} G {z}* und {z} G {z}~
gilt.

e Ein Fixpunkt z ist genau dann parabolisch, wenn {z} in der Fixpunktmenge X©
nicht isoliert ist. O

Schlieklich bendtigen wir die folgende Aussage iiber hyperbolische Fixpunkte:

Satz 1.5.8. Seien (X, ) eine glatte holomorphe C*-Fliche und z € X ein hyperbolischer
Fixpunkt. Dann enthélt sowohl {z}* als auch {z}~ genau eine nichttriviale C*-Bahn.

Beweis. Seien ki,ko € Z mit kiks < 0 die Gewichte der Tangentialdarstellung von -y
in z. Nach Satz 1.5.4 existieren eine offene Menge V C T, X = C? und eine dquivariante
lokal biholomorphe Abbildung %: V — X mit 9(0) = z.

Mit der Abbildung 1 folgt die Existenz der Bahnen daraus, daf {0}t und {0}~ C V
nichttriviale Bahnen enthalten.

Die Eindeutigkeit ergibt sich wie folgt: gibt es n > 2 verschiedene nichttriviale Bahnen
etwa in {z}", so erhalten wir mit Lemma 1.6.3 in |[Hau96| ebenfalls n verschiedene
nichttriviale Bahnen in {0}* C V, im Widerspruch zu Satz 1.3.8. [ |



2 Elliptische Faserungen

In diesem Kapitel fiihren wir den Hauptgegenstand unserer Untersuchungen ein: C*-
invariante elliptische Faserungen. Zunéchst motivieren wir in Abschnitt 2.1 kurz unsere
Untersuchungen. Weiter klassifizieren wir in Abschnitt 2.2 die méglichen singuléren
Fasern, bevor wir in Abschnitt 2.3 die Isotropiefunktion einfiihren, die im folgenden
ein Leitmotiv unserer Betrachtungen sein wird.

Wir folgen in diesem Kapitel [GH98|.

2.1 Motivation der Untersuchung elliptischer Faserungen

In diesem Abschnitt stellen wir zur Motivation beispielhaft eine Situation dar, in der auf
natiirliche Weise eine elliptische Faserung auftritt.

Wir benutzen die Begriffe der holomorphen Fortsetzung und der Holomorphiehiille:
Definition 2.1.1. Sind X und Y komplexe Rdume, deren Zusammenhangskomponenten
abzahlbare Topologie besitzen, so heifst eine holomorphe Abbildung ¢: X — Y eine holo-

morphe Fortsetzung, wenn ¢°: O(Y) — O(X) ein Isomorphismus von topologischen
Algebren ist.

Wir nennen eine holomorphe Fortsetzung ¢: X — Y eine Holomorphiehiille, wenn ¢ im
folgenden Sinne maximal ist: fiir jede holomorphe Fortsetzung 1: X — Z existiert eine
eindeutig bestimmte holomorphe Abbildung x: Z — Y mit ¢ = x o 1.

) A v

N

Z
O

Sei im folgenden (X,~y) eine zusammenh#ngende glatte holomorph konvexe holomorphe
C*-Fléche.

Satz 2.1.2. Es gibt eine Holomorphiehiille p: X — Y von X. Der Raum Y ist ein
normaler STEINscher Raum. Falls dimY =1, so ist Y glatt.

Beweis. Wir definieren die folgende Aquivalenzrelation auf X:

r~1 < VfeOX): f(z)=f(z).

20
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Nach Theorem 57.11 in [KK83| ist der Quotientenraum Y := X/~ STEINsch, und
die Quotientenabbildung p: X — Y induziert einen Isomorphismus von topologischen
Algebren p%: O(Y) = O(X). Somit ist p: X — Y eine holomorphe Fortsetzung von X.
Nach Proposition 57.6 ist p: X — Y die Holomorphiehiille. Da X als Mannigfaltigkeit
normal ist, ist ¥ nach Corollary 72.7 in [KK83| normal.

IstdimY = 1,s0ist Y als eindimensionaler normaler Raum nach Corollary 74.4 in [KK83|
glatt. |

Die Abbildung p ist weiter nach Theorem 57.11 in [KK83] eine eigentliche holomorphe
Surjektion mit zusammenhingenden Fasern. Ist Y nulldimensional, so ist X kompakt.
Ist dimY = 2, so ist X nach Kontraktion der exzeptionellen C*-invarianten Kurven eine
normale STEINsche Fliche. Beide Félle werden in [Hau96] behandelt.

Wir betrachten im folgenden den Fall dimY = 1. Dann ist Y nach Satz 2.1.2 eine
STEINsche RIEMANNsche Fliche, also nichtkompakt. Nach Satz 10 in [RV63] existiert
eine holomorphe C*-Wirkung auf Y, beziiglich derer p dquivariant ist.

Wir betrachten hier den Fall einer trivialen induzierten Wirkung. Die Holomorphiehiille
sei also invariant beziiglich der C*-Wirkung +.
Lemma 2.1.3. Ist z € X, := p~'(y) ein Fixpunkt, so ist

{z}t U {z}” C X,.

Beweis. Sei etwa z € {z}T. Dann ist p(t - z) = p(z) fiir alle t € C* aufgrund der C*-
Invarianz von p und somit

p(z) =limp(t- z) = p(limt- 2) = p(z) = y. |

t—0 t—0

Lemma 2.1.4. Sei F eine glatte Fixpunktkurve in X. Dann schneidet F' jede Faser
von p.

Beweis. Wir konnen annehmen, daf F' zusammenhéngend ist. Die Einschrénkung pyp
von p auf F ist eine holomorphe Abbildung zwischen RIEMANNschen Flidchen. Nun sind
nichtkonstante holomorphe Funktionen auf C offen. Da aber F' glatt und Offenheit eine
lokale Eigenschaft ist, ist p/r entweder konstant oder offen.

Weiter ist p|p als Einschridnkung einer eigentlichen Abbildung auf einen Teilraum abge-
schlossen. Da Y zusammenhéngend ist, ist somit p|r entweder konstant oder surjektiv.

Im ersten Fall, p = y € Y, wire aufgrund Lemma 2.1.3 aber F'* U F~ C X, mit
Widerspruch zu dim X,, = 1, da eine der Mengen F™ und F~ nach Lemma 1.5.6 offen
in X ist. |

Als unmittelbare Konsequenz erhalten wir:

Korollar 2.1.5. Die durch Einschrankung auf eine reguldre Faser von p induzierte C*-
Wirkung ist nichttrivial.
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Beweis. Zunéchst sind reguldre Fasern nach dem Rangsatz (Theorem 8.7 in [KK83])
glatt.

Nun wire aber eine Faser mit einer trivialen induzierten C*-Wirkung eine glatte Fix-
punktkurve, die keine andere Faser schneidet, im Widerspruch zu Lemma 2.1.4. |

Satz 2.1.6. Es kénnen genau zwei Falle auftreten:

1. Jede regulire Faser von p ist isomorph zu P;.

2. Jede regulire Faser von p ist eine elliptische Kurve.

Beweis. Wir zeigen, daf Fall 1 eintritt, wenn X© parabolische Fixpunkte enthilt, und
Fall 2, wenn X nur aus hyperbolischen und elliptischen Fixpunkten besteht. Sei X, =
p~'(y) eine regulire Faser von p. Da p eigentlich ist, ist X, kompakt.

Gibt es in X parabolische Fixpunkte, so liegen sie nach Lemma 1.5.6 in einer glat-
ten Fixpunktkurve F ¢ X© . Nach Lemma 2.1.4 schneidet diese Fixpunktkurve jede
Faser von p, und C* wirkt geméf Korollar 2.1.5 nichttrivial mit Fixpunkten auf X,. Mit
Korollar 1.4.9 und der Kompaktheit und Glattheit der zusammenhéngenden Kurve X,
impliziert dies X, = P;.

Seien nun alle Fixpunkte von X hyperbolisch oder elliptisch. Nach Lemma 1.5.6 ist
dann X© diskret. Nach Korollar 1.4.9 ist zu zeigen, daf X,y als regulire Faser keinen
Fixpunkt enthélt.

Sei sonst etwa € X;N X" ein Fixpunkt. Nach Lemma 2.1.3 ist {z}*U{z}~ C X,; nach
Lemma 1.5.7 kann also z nicht elliptisch sein. Somit muf z hyperbolisch sein, {z} ¢ {z}*
und {z} ¢ {z}~ wiederum nach Lemma 1.5.7. Nach Satz 1.5.8 enthilt aber sowohl {z}*
als auch {z}~ eine nichttriviale C*-Bahn. Insbesondere ist X, lokal nahe z reduzibel,
mit Widerspruch zur Regularitit von X,,. |

Wir betrachten im folgenden Fall 2 in Satz 2.1.6 — eine C* -invariante elliptische Faserung:

Definition 2.1.7. Eine C*-invariante elliptische Faserung (X;~y;p;Y) besteht aus einer
glatten komplexen Fldche X mit einer holomorphen C*-Wirkung 7y, einer RIEMANNschen
Fldche Y und einer eigentlichen C*-invarianten holomorphen Surjektion p: X — Y mit
zusammenhingenden Fasern, so daf alle reguldren Fasern von p elliptische Kurven sind. O

2.2 Mogliche singuldre Fasern

Wir nehmen im folgenden wie in der Theorie elliptischer Faserungen iiblich an, dafs X
relativ minimal ist, also daf keine Faser von p eine (—1)-Kurve enthilt. Wir konnen ném-
lich etwaige (—1)-Kurven in Fasern niederblasen, bis wir eine glatte Fliche erhalten, {iber
die p faktorisiert. Hierzu siehe Theorem 6.1 und Seite 564 in [Kod63a|, Proposition 8.4
in [BPV84| sowie die Ausfithrungen auf Seite 23 mit Theorem 1.11 in [FM94].

Lemma 2.2.1. Die singuldren Werte einer elliptischen Faserung sind diskret in Y .
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Beweis. Auf geniigend kleinen offenen Teilmengen U C X konnen wir lokale Koordinaten
(21, 29) einfiihren. Die kritischen Werte von p sind dann genau das Bild der analytischen
Mengen

9p 9p

— = — = O}_

52, ) =5, @

Nach dem REMMERTschen Abbildungssatz 45.17 in [KK83| bilden die kritischen Werte
von p eine analytische Menge in Y. Somit ist der kritische Ort entweder diskret oder
schon ganz Y. Nach dem Satz von SARD (Seite 40 in [GP74]) sind aber die kritischen

Werte diinn in Y. ]

{ZEGU‘

Bevor wir in Satz 2.2.5 die moglichen singuldren Fasern einer C*-invarianten elliptischen
Faserung bestimmen, stellen wir noch fest:

Lemma 2.2.2. Sei (C,7) eine nicht notwendigerweise glatte komplexe C*-Kurve. Dann
sind alle Singularitdten von C Fixpunkte der C*-Wirkung.

Insbesondere ist eine fixpunktfreie komplexe C*-Kurve glatt.
Beweis. Fiir alle t € C* ist die Abbildung

C—C, cr—t-c

ein Automorphismus von C. Somit werden Singularitdten auf Singularitdten abgebildet.
Nun sind die Singularitdten von C als analytische Menge in einer Kurve diskret, im
Gegensatz zur Bahn eines Nichtfixpunktes unter C*. [ |

Wir definieren nun mehrfache Fasern:

Definition 2.2.3. Sei (X;v;p;Y) eine C*-invariante elliptische Faserung. Sei y € Y und
z € X, = p~!(y). Dann nennen wir die Faser X, nahe = von der Vielfachheit m € N,
wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:

1. Es gibt eine Umgebung U C X von z, eine biholomorphe Abbildung ¢: DxD — U
mit ¢(0) = z und eine Einbettung §: D — Y mit §(0) = y, so daf das folgende
Diagramm kommutativ ist:

A

DxD——UcX
(z,w)»—)zml,@moml lpw
D—2 ~§D)CY

IR

2. Es gibt eine Untermannigfaltigkeit S von X, die X in z transversal schneidet,
weiter eine biholomorphe Abbildung %: D — S mit (0) = z sowie eine Einbettung
d: D — Y mit 6(0) =y, so daR das folgende Diagramm kommutativ ist:

wn—)wmlﬁm lpls
D—2-§D)CY

~
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Bemerkung 2.2.4. Die obige Definition ist dquivalent zu den ,liblichen“ Definitionen
fiir mehrfache Fasern, wie sie etwa in [GH94] oder [FM94] verwendet werden. O

Satz 2.2.5. Die méglichen singuldren Fasern einer C*-invarianten elliptischen Faserung
(X;7v;p;Y), also Urbilder von singuldren Werten von p, sind:

1. elliptische Kurven mit Vielfachheit m > 1: Fasern vom Typ 1y
2. Zyklen von b > 1 rationalen Kurven mit Vielfachheit m > 1: Fasern vom Typ ,Ip.

In beiden Fillen ist die Vielfachheit konstant auf den reguldren Punkten jeder singuldren
Faser.

Beweis. Sei X, := p~!(y) eine singulire Faser von p. Da p eigentlich ist, ist X, kompakt.

Besitzt die C*-Wirkung auf X keine Fixpunkte, so ist X nach Lemma 2.2.2 glatt. Somit
ist Xy nach Satz 1.4.5 und Korollar 1.4.9 eine elliptische Kurve, die eine einzige C*-Bahn
ist. Nach Theorem 6.2 in [Kod63a] muf X, mehrfach sein: es liegt eine Faser vom Typ 1o
mit m > 1 vor.

Sei also XZ(/C* # (. Aufgrund der Voraussetzung einer elliptischen Faserung existieren
nach dem Beweis zu Satz 2.1.6 keine parabolischen Fixpunkte. Da weiter p invariant ist,
kann es nach Lemma 1.5.7 keine elliptischen Fixpunkte geben. Somit sind alle Fixpunkte
hyperbolisch, und fiir jeden Fixpunkt z € Xg(lc* enthalten nach Satz 1.5.8 sowohl {z}*
als auch {z}~ eine nichttriviale C*-Bahn, die nach Lemma 2.2.2 glatt ist. Da aber jede
irreduzible Komponente von X, kompakt ist, ist der Abschluff einer solchen Bahn nach
Satz 1.4.4 eine Kompaktifizierung von C*. Somit existieren fiir jedes z € X, die Grenz-
werte

To:=limt-x und Too := lim t- z.
t—0 t—o00

Wir erhalten somit eine Kette

(zg,zt,zl), ..., (zh, 2t ), ...
in X, wobei jeweils ¢ € X, \ X;C* mit 7%, = z{"!. Da nun X, als Kompaktum nur
endlich viele irreduzible Komponenten besitzt, wird diese Kette schlieflich periodisch: es
gibt ein 7 mit 27 = z§. Wir wihlen r minimal mit dieser Eigenschaft und setzen

Ci:=Cr-at ={z{}uC - z' U {z? }.

Dann sind die rationalen Kurven C; die irreduziblen Komponenten eines Zykels C' in X,,.
Wir zeigen, daR C = X,: anderenfalls gibe es eine irreduzible Komponente C' ¢ C
von Xy, die C in einer Singularitét z treffen wiirde. Nach Lemma 2.2.2 wire z ein
Fixpunkt. Da nun C’ nicht aus Fixpunkten besteht, wire {z}* N C’ oder {z}~ N C’
nichtleer, mit Widerspruch dazu, daf z ein hyperbolischer Fixpunkt ist.

Nach Theorem 6.2 in [Kod63a] ist in beiden Féllen die Vielfachheit in jedem reguldren
Punkt von X konstant. n

Bemerkung 2.2.6. Die Terminologie in Satz 2.2.5 entspricht KODAIRAs Klassifikation
der moglichen singuldren Fasern in allgemeinen elliptischen Faserungen — ohne die hier
betrachtete C*-Wirkung — geméf Theorem 6.2 in [Kod63a]. O
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2.3 Der reguldre Ort: die Isotropiefunktion

Sei E, die maximale endliche Untergruppe des Ineffektivitétskerns, also dessen Schnitt
mit S'. Indem wir zur holomorphen (!) Wirkung t x x := 3%/t - z iibergehen, nehmen
wir im folgenden an, daft n = 1. Der Ineffektivitdtskern besitze also keine nichttrivialen
endlichen Untergruppen.

Zunéchst erinnern wir daran, daf nach Korollar 1.4.8 alle Punkte einer reguléren Faser X,
die gleiche Isotropiegruppe G besitzen.

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts wird im folgenden eines unserer wichtigsten Hilfs-
mittel sein:

Satz 2.3.1. Es gibt eine holomorphe Funktion f:Y — D, so daf fiir jeden reguléren
Wert y der Faserung p die Isotropiegruppe G, der Faser X, die von f(y) erzeugte Unter-
gruppe von C* ist.

Definition 2.3.2. Wir nennen die Funktion f: Y — D gemif Satz 2.3.1 die Isotropie-
funktion der Faserung p: X — Y. O

Aus Satz 1.2.10 folgt, daff f im folgenden Sinne die Struktur der reguldren Fasern be-
schreibt:

Korollar 2.3.3. Sei f: Y — D die Isotropiefunktion der C*-invarianten elliptischen
Faserung (X;~;p;Y). Fiir jeden reguliren Wert y € Y gilt dann X, = (C*/(f(y)> O

Bevor wir den obigen Satz beweisen, notieren wir noch ein Hilfsresultat, das wir spater
brauchen werden. Sei X! := X \ X© die Menge der Nichtfixpunkte in X.

Lemma 2.3.4. Ist 9: Y — X! ein holomorpher Schnitt fiir p, so ist die Abbildung
O: Y xC — XF (y,t) — t-I(y)

reguléir, und ihr Bild X* := ®(Y xC*) = C*-9(Y) ist offen in X. Weiter ist ® dquivariant
beziiglich der C*-Wirkung s - (y,t) := (y, st).

Beweis. Die Aquivarianz von ® ist klar. Somit geniigt es, die Regularitit von ® in den
Punkten (y,1) nachzuweisen. Wir zeigen zunéchst, daf 9(Y’) eine Untermannigfaltigkeit
von X ist: mit podd = idy ist rg ) = 1 nach Proposition and Definition 32 A .44, in [KK83].
Sei nun y € Y. Nach dem Rangsatz (Theorem 8.7 in [KK83]) gibt es Umgebungen U
von ¢ in Y und V von ¥(y) in X sowie geeignete biholomorphe Abbildungen, so daf das
folgende Diagramm kommutativ ist:

19|U
YDOU VcX
D1 (0) =(2,0) D1 (0) X D1 (O)

Insbesondere ist ¥(Y') nach Proposition 8.10 in [KK83] eine Untermannigfaltigkeit von X.
In z := ®(y,1) = 9(y) trifft nun die Untermannigfaltigkeit 9(Y) die Faser X} transversal,
somit haben wir eine Zerlegung 75 X* 2 T,9(Y)®T, X . Somit ist Ty, 1)@ regulir (|GP74],
Chapter 2, §3). [ |
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Beweis von Satz 2.3.1. Wir betrachten die Situation zun#chst lokal: Sei yo € Y ein
reguldrer Wert von p. Wiederum nach dem Rangsatz (Theorem 8.7 in [KK83]) existiert
eine zusammenhangende offene Umgebung U C Y von vy, die nur regulidre Werte von p
enthélt und auf der ein Schnitt ¢: U — X fiir p existiert. Nach dem Beweis zu Satz 2.1.6
existieren keine Fixpunkte in den reguliren Fasern von p; somit ist sogar 9: U — X',

Wir betrachten die reguliire Abbildung ®: U x C* — p~}(U) gemif Lemma 2.3.4 und
setzen A := &1 (19(U)) Dann ist A eine eindimensionale komplexe Untermannigfaltig-
keit von U x C*. Weiter ist U x {1} C A, und fiir y € U ist

Gy = {teC'|VeeXy:t-z=ua}
= {teC |t-J(y) = I(y)} nach Korollar 1.4.8

= {teC |®(y,t) =t -J(y) € 9(U)} aufgrund der C"-Invarianz der Faserung
= {teC'|(y,t) e A=27'(9(U))}

= pry (({y} x C*) ﬂA).

Nun ist Gy, als Isotropiegruppe wie in Beispiel 1.1.17 eine analytische Untergruppe
von C*. Nach Satz 1.2.2 besitzt Gy, als Erzeugende ein ap mit 0 < |ap| < 1 sowie eine
Einheitswurzel (y. Seien A; und As die Zusammenhangskomponenten von A, die (yo, ag)
beziehungsweise (yo, o) enthalten. Da nun ® nach Lemma 2.3.4 lokal biholomorph ist,
konnen wir U so weit verkleinern, daf pry |4, und pr; |4, holomorphe inverse Abbildungen

i U— A4;, 1=1,2
besitzen: siehe Abbildung 2.1.
Nun ist pry otp konstant: wir betrachten

XU —A, y— (y, (pr2 0L2(y))ord<°>.

Dann ist

Ayo) = (yo, (pry om(yo))ordco) = (40, (™) = (y0,1).

Somit liegt A(U) in der Zusammenhangskomponente U x {1} von A. Aufgrund der Stetig-
keit der Funktion fyrq¢, © prooto ist also pryoua(y) = (o fiir alle y € U. Somit wirkt (o
trivial auf p~'(U), nach dem Identitéitssatz also auf ganz X. Da wir vorausgesetzt haben,
daf der Ineffektivitétskern der C*-Wirkung keine nichttrivialen endlichen Untergruppen
besitzt, ist {p = 1. Somit ist Gy, = ().

Wir setzen f := pryou;. Es gilt ap € f(U) und |ag| < 1; somit kénnen wir U so weit
verkleinern, daf | f (y)| < 1 fiir alle y € U. Wir zeigen, daf f wie gewiinscht ist. Hierzu
ist fiir y € U zu zeigen, daf

Gy =G = {f(y)),

also daf G gleich der von f(y) erzeugten Untergruppe von C* ist. Zunéchst ist G; C Gy
aufgrund der Definition von f. Wir betrachten nun die durch

Lx (y,2) = (y, f(y)"2) (2.1)
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Pry

Abbildung 2.1: Zum Beweis von Satz 2.3.1

gegebene komplexe Z-Wirkung auf U x C*. Sei Z := (U x C*)/Z der nach Lemma 2.3.5
glatte Bahnenraum und 7: U x C* — Z die Quotientenabbildung. Die durch ¢ - (y, z) :=
(y,tz) gegebene C*-Wirkung auf U x C* induziert nach Korollar 1.1.20 eine holomorphe
C*-Wirkung auf Z. Wir erhalten eine C*-invariante Abbildung ¢: Z — U mit qom = pr;.

Fiir alle y € U besteht die Faser ¢ !(y) = 7 ({y} x C*) = C*/(f(y)) aus einer einzigen
C*-Bahn mit Isotropiegruppe G’:'y. Somit ist jede Faser von g kompakt. Da aber sowohl 7
als auch pr; abgeschlossene Abbildungen sind, ist auch g abgeschlossen. Nach Proposition
and Definition 33 B.1iii) in [KK83] ist ¢ also eigentlich. Da weiter G, C Gy, fiir alley € U,
ist ® invariant unter der Z-Wirkung (2.1):

B(Lx(y,2)) = D(y, f(v)'2) =L(@fz I(y) =z 9(y) = By, 2).

€G!l €Xy

Yy

Wir erhalten folglich nach der universellen Eigenschaft des Quotienten geméf Satz 1.1.19
eine C*-squivariante holomorphe Abbildung ®: Z — p~!(U), so dak das folgende Dia-
gramm kommutativ ist:

UxC

N

™ _ p
® pry

p~ 1 (U)

q

Die Aquivarianz von o folgt hierbei aus der Aquivarianz von & gemidf Lemma 2.3.4.
Nach Lemma 2.3.4 ist ® weiter reguléir. Somit hat auch & maximalen Rang. Weiter
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ist ® eigentlich, da ¢ eigentlich und p stetig ist. Somit ist ® eine unverzweigte~Uber—
lagerung (Exercise E.33Ba in [KK83]). Fiir z € p '(yo) besteht die Faser ® '(x)
nach Konstruktion von Z aus genau einem Element. Somit ist ® ein Biholomorphismus.
Insbesondere ist Gy = G, fiir alle y € U, da q (y) die Isotropiegruppe G, besitzt.

Fiir den Ubergang vom Lokalen zum Globalen sei (U;);er eine offene Uberdeckung der
Menge Y, der reguldaren Werte von p, so daf holomorphe Funktionen f;: U; — D wie
oben existieren. Fiir y € U; N U; mit ¢ # j wird die unendliche zyklische Gruppe Gy
sowohl von f;(y) als auch von f;(y) erzeugt, die nach Konstruktion beide in D liegen.
Somit ist fi(y) = fj(y), und die f; liefern eine holomorphe Funktion f: Y, — D. Da f
beschrénkt ist, kann f nach dem RIEMANNschen Hebbarkeitssatz holomorph auf ganz Y
fortgesetzt werden. [ |

Lemma 2.3.5. Sei f: U — D* holomorph. Wir definieren eine komplexe Z-Wirkung
auf U x C* durch £x (y,z) := (y, f(y)*2). Dann ist der Bahnenraum dieser Z-Wirkung
glatt.

Beweis. Da |f(y)| < 1 fiir alle y € U, besitzt kein £ € Z \ {0} einen Fixpunkt. Somit ist
die Z-Wirkung frei.

Weiter ist die Z-Wirkung eigentlich diskontinuierlich: ist K C U x C* kompakt, so gibt
es Radien R > r > 0 mit

KcUx{zeC"|r<|z| <R},
und es gilt

0<C:= max < 1.
o (K)\f ()]

Ist nun £ > log & > 0, so gilt fiir (y,2) € K:

|pr2 E* (y, 2 ‘—|f |<C£R<7".
Ist umgekehrt £ < logc < 0, so gilt —¢ > log 8L % > 0 und
1 |- 1\
|PT2 é* (y,2 ‘_|f = ‘m‘ |z| > (6) r > R.

In beiden Féllen ist £x (y,z) ¢ K. Somit ist K N£x K # () nur fiir endlich viele £ € Z.
Die Z-Wirkung ist also eigentlich diskontinuierlich.

Der Bahnenraum ist nun nach Satz 1.1.19 glatt. |

Wir erhalten als unmittelbare Konsequenz:

Korollar 2.3.6. Ist die Isotropiefunktion f nichtkonstant, so ist Y nichtkompakt.

Ist iiberdies Y einfach zusammenhingend, so ist Y biholomorph dquivalent zur Einheits-
kreisscheibe D.
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Beweis. Die erste Aussage ist klar.

Ist nun Y einfach zusammenhéngend, so ist Y nach dem RIEMANNschen Abbildungssatz
(Satz 27.9 in [For77]) biholomorph &quivalent zu Py, C oder D. Da aber f € O(Y) nicht-
konstant und beschrankt ist, folgt aus dem Satz von LIOUVILLE (Satz 2.10 in [For77]),
daR Y = D. |



3 Singulare Fasern vom Typ wlg

Wir untersuchen nun kritische Fasern vom Typ ,,1, also elliptische Kurven mit Vielfach-
heit. Zunédchst konstruieren wir in Abschnitt 3.1 ein lokales Modell einer C*-invarianten
elliptischen Faserung mit einer singuldren Faser vom Typ ,,Io. Weiter zeigen wir in Ab-
schnitt 3.2, dak unter einer geeigneten Bedingung an die Isotropie der singuléren Faser
jede C*-invariante elliptische Faserung nahe einer Faser vom Typ ,, Iy isomorph zu diesem
lokalen Modell ist. Schlieklich betrachten wir in Abschnitt 3.3 diese Bedingung genauer
und stellen ein leicht modifiziertes lokales Modell vor.

3.1 Ein lokales Modell einer Faser vom Typ o

In diesem Abschnitt konstruieren wir ein lokales Modell einer C*-invarianten elliptischen
Faserung mit einer singuldren Faser vom Typ ,,Ip zu einer vorgegebenen Isotropie-
funktion.

Konstruktion 3.1.1. Seien m > 1 und f: D — D* holomorph. Sei weiter k¥ € Z
teilerfremd zu m.

Wir betrachten die folgende Wirkung der Gruppe Z x E,, auf D x C*:
(€,0) * (z,w) = (¢°z, of (™) w). (3.1)
Seien
moXf = (D x C")/(Z x Ep,) sowie  mopf: moXs — D, [z,w] — 2.

Mit der Quotientenabbildung 7: D x C* — ,, 90X erhalten wir also das folgende kom-
mutative Diagramm zunéchst auf der mengentheoretischen Ebene:

D x C* u m,0X f
Bmopry
(z,w)—>2™ m,0Pf

D
Weiter definieren wir durch ¢ - 7(z, w) := 7 (2,tw) eine C*-Wirkung ,, oy auf ,, 0 X;. O

Dann gilt:

Satz 3.1.2. Das oben konstruierte Tupel (10X f; m,07f; m,0Pf; D) ist eine C*-invariante
elliptische Faserung mit den folgenden Eigenschaften:

30
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1. Die Isotropiefunktion von (m,0X f3m,0Yf; m,0pf; D) ist f.
2. Die Abbildung ., 0ps besitzt genau in 0 einen kritischen Wert.
3. Die Faser m,opEI(O) ist vom Typ p,Io.

4. Die Isotropiegruppe der Faser m,opil(O) ist Go = (f(0), o) fiir eine primitive m-te
Einheitswurzel gg.

Definition 3.1.3. Wir bezeichnen (10X f;m,07f; mopy; D) als das lokale Modell einer
C* -invarianten elliptischen Faserung vom Typ ., 1y zur Isotropiefunktion f und zum Para-
meter k. O

Beweis von Satz 3.1.2. Die (Z x Ey,)-Wirkung (3.1) sowie die Abbildung ,, ops sind zu-
néchst mengentheoretisch wohldefiniert.

Die Aussagen des Satzes folgen nun aus den Lemmata 3.1.4 bis 3.1.8. |

Lemma 3.1.4. Der Quotient ,,0X; ist eine glatte komplexe Fliche und 7 eine Sub-
mersion. Weiter ist , opy holomorph.

Beweis. Wegen 0 < ‘f(zm)| < 1fiir 2™ € D gilt

(£, 0) * (z,w) = (gkz, Qf(zm)ew) = (z,w) <= £=0und o= 1.

Somit ist die (Z x E,,)-Wirkung (3.1) frei.

Wie im Beweis zu Lemma 2.3.5 folgt weiter, dafs die Wirkung eigentlich diskontinuierlich
ist: ist K C D x C* ein Kompaktum, so existieren Radien R > r > 0, so daf

KCcDx{weC'|r<|w <R}
Weiter ist

0<C:= max zZ™)| < 1.
z€pry (K) ‘f( )‘

Somit existieren nur von r, R und C abhingige ganze Zahlen £; > 0 und 45 < 0, so daf
fiir (z,w) € K gilt
‘pr2 ((4, 0) (z,w))‘ = £ (™[ w] < C*'R < r fiir £> £

sowie

‘prQ ((¢, 0) * (z,w))‘ = (M)_ﬂuﬁ > (é)_eT < R fiir £ < 45.

Also gilt (£, 0) x K N K # () hochstens fiir £9 < £ < #1, also fiir nur endlich viele (¢, o).
Die (Z x Ep,)-Wirkung ist somit eigentlich diskontinuierlich.

Nun folgt aus Satz 1.1.19, dak ,, 0 X glatt und 7 eine Submersion ist. Weiter liefert
Lemma 1.1.21, daf ,,0p; holomorph ist. |
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Lemma 3.1.5. Die durch die C*-Wirkung auf D x C*
t-(z,w) := (z,tw) (3.2)

induzierte C*-Wirkung ,, 0ys auf ;90X ist holomorph. Die Quotientenabbildung = ist
dquivariant und p, opy invariant.

Beweis. Nach der Definition der (Z x E,,)-Wirkung gilt

(£, 0) * (t . (z,w)) =t- ((Z, 0) x (z,w)).

Weiter haben wir im Beweis von Lemma 3.1.4 nachgewiesen, dals Z x E,, frei und
eigentlich diskontinuierlich wirkt. Somit folgt die Holomorphie der C*-Wirkung ,, 0vs
und die C*-Aquivarianz von 7 aus Korollar 1.1.20.

Somit sind 7 dquivariant und die Abbildung (z,w) — 2™ invariant beziiglich , opy und
der C*-Wirkung (3.2). Wir lesen nun am kommutativen Diagramm in Konstruktion 3.1.1
unmittelbar ab, daf ,, gpy invariant beziiglich ., oy ist. |

Lemma 3.1.6. Die Abbildung ,, ops besitzt genau in 0 einen kritischen Wert.

Beweis. Sei

m

@ :=moprom=Pmopr;: DxC" — D, (z,w)+— 2™.
Nach der Kettenregel gilt dann fiir das Differential von ¢:

T(z,w)(»o = Tﬂ'(z,w) (m,Opf) 0 T(z,w)ﬂ"

Nun ist aber m nach Lemma 3.1.4 eine Submersion, das Differential 7{, )7 also nach
Proposition 32 A.24¢, in [KK83| surjektiv. Da D x C* und ,, X die gleiche Dimension
haben, ist T{, ,,ym auch injektiv, also ein linearer Isomorphismus.

Somit sind die singuldren Werte von ,, gps genau diejenigen von ¢, und ,, opy besitzt

genau in 0 einen kritischen Wert. [ |

Lemma 3.1.7. Fir 2™ € D* ist m,opjil(zm) eine elliptische Kurve mit der Isotropie-
gruppe G,m = <f(zm)> Insbesondere ist das Tupel (;,0X;m,07fimoPf; D) eine C*-
invariante elliptische Faserung mit der Isotropiefunktion f.

Beweis. Wir zeigen zunédchst, daf fiir 2™ € D* die Faser m,opfl(zm) eine RIEMANNsche
Flache ist. Die Glattheit folgt daraus, dafs 2™ nach Lemma 3.1.6 ein reguldrer Wert
ist. Um nachzuweisen, dafs m,opJTl(zm) zusammenhéngend ist, geniigt es aufgrund der
Teilerfremdheit von k& und m zu zeigen, daf fiir z € D* und ¢ € E,, gilt

m({z} x C) N7 ({d"2} x C*) # 0.
Dies folgt aber aus der folgenden Beobachtung: es gilt

m(2,1) = 7((0,0) * (2,1)) = n(*z, 0).
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Des weiteren untersuchen wir die Isotropie der auf m,opfl(zm) eingeschréankten C*-
Wirkung ,, 07ys: sei ¢ € m,opf(zm) fiir z € D*, etwa £ = w(z,w). Dann gilt fiir ¢t € C*:
t-x==x

t-m(z,w) = 7w(z,w)

(z,tw) ~ (z,w)

A4, 0) EZ X Ep,: (z,tw) = (£, 0) x (z,w) = (ka, Qf(zm)ew)
te(f(z™)) (und p=1).

1117e

Da m,opfl(zm) = n({z} x C*) aufgrund des Zusammenhangs und der Regularitit eine
einzige C*-Bahn ist, ist die Faser m,opfl(zm) nach den Sitzen 1.2.8 und 1.2.10 eine

elliptische Kurve mit der Isotropiegruppe G,m = < f (zm)> Da genau die 2™ fiir z € D*
nach Lemma 3.1.6 die reguldren Werte sind, folgt die Aussage des Lemmas. |

Lemma 3.1.8. Die Faser m,opJTl(O) ist vom Typ ,,Iy. Ihre Isotropiegruppe ist Go =
( f(0), go> fiir eine primitive m-te Einheitswurzel og.

Beweis. Zunichst zeigen wir wieder, daR auch m,opJTl(O) eine RIEMANNsche Fliche ist.

Der Zusammenhang ergibt sich mit der Stetigkeit von 7 aus der Beziehung m,opJTl(O) =

7({0} x C*). Zum Nachweis der Glattheit betrachten wir die (Z x Ep,)-Wirkung (3.1)
eingeschrankt auf {0} x C*: hier gilt

(£, 0) % (0,w) = (0, 0f (0)“w).

Wie in Lemma 3.1.4 folgt wieder, daf auch diese eingeschréinkte Wirkung frei und
eigentlich diskontinuierlich und

mopy (0) =7 ({0} x C°) = ({0} x C*) /(Z x Epn)
somit ebenfalls glatt ist.

Nun untersuchen wir die Isotropie der C*-Wirkung auf der Faser m,opfl(O). Fiir einen

Punkt 7(0,w) € m,op;I(O) und t € C* gilt:

t-7(0,w) = 7(0,w)
< 3l ) €EZ X Enp: (0,tw) = (£,0) x (0,w) = (0, Qf(O)ew)
= tc <f(0),go>.
Somit ist m,OpJTl(O) wiederum nach den Sétzen 1.2.8 und 1.2.10 eine elliptische Kurve
mit der Isotropiegruppe Gy = < £(0), go>.

Weiter zeigen wir, daf m,op;I(O) von der Vielfachheit m ist: sei 7(0,w) € m,op;I(O)
fiir ein w € C*. Nach Lemma 3.1.4 ist 7 eine Submersion. Nach Proposition 32 A.24,
in [KK83] gibt es also Umgebungen U von (0,w) und V von 7(0,w) und darauf einen
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lokalen Schnitt V' — U fiir 7. Da aber D x C* und 5, 0 Xy Mannigfaltigkeiten der gleichen
Dimension sind, ist 7 also lokal biholomorph.

Indem wir € > 0 geniigend klein wihlen, erreichen wir, daf D.(0) x D.(w) C U. Wir
setzen V' := m(D,(0) X D, (w)); dann ist V' C ,, 90X eine offene Umgebung von (0, w).
Wir erhalten das folgende kommutative Diagramm:

D x C* DU D D.(0) x De(w) ———=V' C Xy

(=3

prll lm,opﬂvl
Brm
D.(0) —2=— D.(0)
Somit ist m,op;1 von der Vielfachheit m, als elliptische Kurve also vom Typ ,,1g. |

Bemerkung 3.1.9. In Konstruktion 3.1.1 kénnen wir auch m = 1 wihlen. In diesem
Falle ist die Wirkung von Z x E; = Z gemif (3.1) genau von der Form (2.1). Wir
erhalten also die im Beweis von Satz 2.3.1 betrachtete Struktur. Insbesondere ist dann
die Faserung 1 gps global regulér, und die Isotropiegruppe G, der Faser Lop;l(z) ist
beschrieben durch G, = (f(z)) fiir alle z € D. O

Bemerkung 3.1.10. Wir kénnen auf die Voraussetzung der Teilerfremdheit von & und m
in Konstruktion 3.1.1 verzichten. Dann gelten die Lemmata 3.1.4, 3.1.5, 3.1.6 und 3.1.8
mit unverdnderten Beweisen, und analog zu Lemma 3.1.7 folgt, dak jede reguldre Faser
eine RIEMANNsche Fliche mit unendlicher diskreter Isotropiegruppe ist. Somit ist auch
das zu diesem Parameter k konstruierte Modell (;m,0X f;m,07f; moPf; D) eine iiber D*
reguldre C*-invariante elliptische Faserung mit einer singuldren Faser vom Typ ,,Io
iiber 0.

In diesem Falle besitzt allerdings der Ineffektivitétskern von ,, ¢7yy nichttriviale endliche
Untergruppen: ist etwa ggT(k,m) =: k' > 1, so gilt fiir eine primitive m-te Einheits-

wurzel gp mit der Quotientenabbildung 7: D x C* — m,oji: I3

m—17 - —
Qo kl'ﬂ-(zaw) = W(za@

_ %((

_ (kW %

= 7T((Qo ) 2,00 Q9 w)
k.

— %(g(’;' mz,ggnw)

= 7(z,w),

und Q(T)niﬁ # 1 wirkt trivial auf m,OX 1, erzeugt also eine nichttriviale endliche Unter-
gruppe des Ineffektivitdtskerns von ,, o;. O
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3.2 Isomorphie zum lokalen Modell

In diesem Abschnitt betrachten wir das lokale Verhalten einer C*-invarianten elliptischen
Faserung nahe einer singuléren Faser vom Typ ,,1o.

Satz 3.2.1. Sei (X;v;p;Y) eine C*-invariante elliptische Faserung mit der Isotropie-
funktion f. Sei die Faser X, fiir yo € Yy vom Typ p,1p.

Wirkt Ep, trivial auf X,,, so existiert eine zu m teilerfremde Zahl k € 7 sowie eine
Einbettung 0: D — Y, so dak fiir das lokale Modell (1,0X fo5}m,07 o83 m,0Pfos; D) vom
Typ mly zur Isotropiefunktion f o § und zum Parameter k € 7 gilt: es gibt eine dqui-
variante Biholomorphie

Kt moX o5 —>p7 (8(D)),
so dak das folgende Diagramm kommutativ ist:

m,OpJTol(s(D) = m,OXfo(S —;>p71 (5(D)) CcX

m,0P fos L lp

Bezeichnen wir den endlichen Anteil der Isotropiegruppe vom X, mit G := S N Gy,
so fordern wir in Satz 3.2.1 gerade, daf E,, C G. Aus den Sitzen 3.1.2 und 3.2.1 folgern
wir nun, daf in diesem Fall sogar Gleichheit gilt:

Korollar 3.2.2. Sei (X;7;p;Y) eine C*-invariante elliptische Faserung. Sei weiter X,
fiir yo € Y eine singulire Faser vom Typ mIy. Gilt dann E,,, C S* N Gy, so folgt E,, =
SN Gy,. O

Beweis von Satz 8.2.1. Nach Lemma 3.2.3 gibt es eine Einbettung §: D — Y, eine zu m
teilerfremde ganze Zahl k und eine biholomorphe Abbildung %: 6(D) — T auf eine
Untermannigfaltigkeit 7' h X, so daf gilt:

Yod(dbz) =07t pod(2) fir o€ Eyyund 2z € D
und
powod(z) =0(z") fiir z € D.
Seien umgekehrt
0: D — pn0Xfos, z+—>7(z,1) (3.3)

sowie S := (D). Nach Lemma 3.2.6 ist S eine Untermannigfaltigkeit von ., X fos
und ¢: D — S eine Biholomorphie.

Nach den Lemmata 3.2.7 und 3.2.8 gilt fiir 2,2’ € D*

t-p(z) =t -p() < t-pod(z) =1t 1pod(d). (3.4)
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Weiter zeigen wir in Satz 3.2.4, dal f(yo) # 0. Nach Lemma 3.2.5 wirkt f(yy) € C*
trivial auf X,,, ebenso wie (nach Voraussetzung) E,,. Somit gilt nach Lemma 3.2.7 auch

t-(0) =t'-p(0) = t-1pod(0)="1t-1p(yo) =1t -1p(yo) =t"-1p 0 5(0).
Somit ist die folgende Abbildung wohldefiniert:
ki moXfes —>p H(6(D)), t-p(z) —rt-1pod(z). (3.5)
——

m,OP;ol(s(D)

In Lemma 3.2.9 beweisen wir, dafs s eine dquivariante Biholomorphie ist.

Schlieflich ist aufgrund von
0 mopsop(z) =60 mopsom(z,1) =0d(z") =potpod(z)

das folgende Diagramm kommutativ:

06
D—Y—3 )
m,OpJ:olé(D) _m,OXfO(5 —E>p_1( (D)) cX

Lemma 3.2.3. In der Situation geméf Satz 3.2.1 gibt es eine Einbettung 6: D — Y
mit §(0) = yo, ferner eine zu m teilerfremde ganze Zahl k sowie eine biholomorphe
Abbildung 1: 6(D) — T auf eine Untermannigfaltigkeit T th X, so dak gilt:

Yod(dbz) =0 1-4od(z) firp€ Ey und z € D
und

poyod(z) =d(z™) fiirz € D.
Beweis. Wir schrianken die C*-Wirkung v auf die Untergruppe E,, ein:

oxz:=p0-z="(p,x).

Nach Voraussetzung ist X, eine Fixpunktkurve fiir diese E,,-Wirkung. Nahe einem zy €
Xy, konnen wir die E,,,-Wirkung also folgendermafen linearisieren (Satz 4.4 in [Kau67]):
es gibt Umgebungen U C X von zg und V C Ty, X = C? von 0 sowie eine Biholomorphie

vt (50)
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so daf Gewichte k, k' € Z existieren, fiir die gilt

Kows) = xte-o) = (%55, (3.6)

0" xa()

Die Fixpunktkurve Xy, in U entspricht einer Fixpunktkurve in V. Wir konnen also
etwa k' = 0 wihlen. Da der Ineffektivitdtskern von v nach Voraussetzung keine nicht-
trivialen endlichen Untergruppen besitzt, ist k teilerfremd zu m.

Nach Voraussetzung ist Xy, N U = N(U;x1) von der Vielfachheit m, also auch
X(Xyo NU) = N(V;pry).

Somit existieren Biholomorphien A\: D x D — V und §: D — §(D) C Y, wobei A({0} x
D) = N(V;pr,), so dak das folgende Diagramm kommutativ ist:

>

DxD—4—>VCTyX =C
(Z,w)Hzml lpox_l
D—2 - §(D)

IR

Der Einfachkeit halber nehmen wir an, daf A = id, da$ also po x !

Form ist:

von der folgenden

pox (z,w) = 6(z™). (3.7

Wir setzen
T := N(U; x2) = {z € U| x2(z) = 0}
und
Y:6(D) — T, 6&(z) — x (2,0). (3.8)

Dann ist T eine Untermannigfaltigkeit von X und : §(D) — T als bijektive holomorphe
Abbildung zwischen RIEMANNschen Fléchen nach Satz 1.2.12 eine Biholomorphie. Es gilt

080" 2) = x71(0F2,0) = 07 x x7H(2,0) = 07!+ p 0 8(2). (3.9)
N

Satz 3.2.4. Sei (X;v;p; D) eine C*-invariante elliptische Faserung mit der Isotropie-
funktion g. Sei 0 € D der einzige kritische Wert fiir p und die Faser Xy vom Typ 1.
Dann ist g(0) # 0.

Beweis. In Anlehnung an Abschnitt II1.9 in [BPV84] konstruieren wir eine dquivariante
Wurzelfaserung: wir betrachten das Faserprodukt von D mit X beziiglich By, und p:

X':=D xp X :={(z,2) € DX X |Bn(z) = 2™ = p(z)}.
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Auf X' betrachten wir die beiden Projektionen:

pri: X' — D, (z,2)+— 2
pro: X' — X, (z,7) — z.

Weiter definieren wir eine C*-Wirkung +' auf X': sei
Y:C x X' — X', (t,(2,2) — (¢ (2,2)) ==t (2,2) := (2,t - 2).

Dann ist 4’ aufgrund der C*-Invarianz von p wohldefiniert und als Einschrinkung der
analog definierten holomorphen Wirkung auf D x X holomorph. Nach Konstruktion
ist pr; invariant und pr, dquivariant.

Das Faserprodukt X' ist im Falle m > 1 nicht glatt, als analytische Menge in D x X
aber reduziert. Sei v: X” — X' die Normalisierung von X’. Setzen wir p” := pry ov, so
erhalten wir das folgende kommutative Diagramm:

v Pra

X" X X
P lpﬁ lp
p
p_tn ]
22

Nach Proposition II1.9.1 in [BPV84] ist nun X" glatt und die Verkettung pryov eine
unverzweigte Uberlagerung. Weiter besitzt p” iiber 0 eine einfache Faser.

Nach Proposition 71.15 in [KK83] existiert weiter eine eindeutig bestimmte holomorphe
Abbildung v": C* x X" — X" so dak das folgende Diagramm kommutativ ist:

"

(C* ><)(Il v > XII

idc*xul \LV
'

CxX —X'

Da aber X'\ X} normal und somit biholomorph #quivalent zu X" \ X{/ ist, ist 7" eine
holomorphe C*-Wirkung, beziiglich derer v dquivariant ist.

Weiter gilt fiir z € D*:

(") () = pri'(2), da X"\ Xg = X'\ Xg
= {(z,:v)EDxX|ﬁm(z):zm:p(:1:)}
= {2} xp~1(z™).

Somit ist (p")~!(z) eine elliptische Kurve mit einer nichttrivialen holomorphen C*-
Wirkung. Wir bestimmen ihre Isotropie: fiir (z,z) € pry'(z) gilt

t-(z,z) = (2,t-x) < (z,z)
— t-x==x
> te(gop(z))=(gopopry(zz)) =(gofmopri(z2)) = (9(z™))
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Da weiter pryov eine unverzweigte Uberlagerung und p~'(0) eine elliptische Kurve ist,
ist auch (p")~1(0) eine elliptische Kurve.

Insbesondere ist p”: X” — D eine elliptische Faserung ohne mehrfache Fasern. Nach
Satz 2.2.5 besitzt p” also keine kritischen Stellen. Somit wird die Isotropiegruppe der
Faser (p")~1(z) von g(z™) erzeugt, die Isotropiegruppe von (p")~'(0) also von g(0), und
es gilt g(0) # 0. [ |

Lemma 3.2.5. In der Situation gemif Satz 3.2.1 wirkt die komplexe Zahl f(yg) € C*
trivial auf Xy,.

Beweis. Sei z9 € Xy,. Wir wihlen eine Folge (z,)neny € (X \ XyO)N, die gegen g
konvergiert. Dann gilt

zo = lim z, = lim fop(z,)- -z, = fop(zo) - zo = f(yo) - Zo- [ |

n—0Q n—oo

Lemma 3.2.6. Die Abbildung ¢ geméif (3.3) ist eine Biholomorphie auf die Unter-
mannigfaltigkeit S von »,0X fos.

Beweis. Wir zeigen, daR ¢ injektiv ist: fiir 2,2’ € D gilt

p(2')

0(z) = m(z,1) = (', 1) = (7'
S (2,1) = (6, 0) * (2, 1) = (d"2, of © 6(z™)")

)
< 3,0 €EZxXE, )
= z=2 (undl=0,p=1)

Als Submersion zwischen gleichdimensionalen Mannigfaltigkeiten ist aber 7 eine lokale
Biholomorphie (Proposition 32 A .24, in [KK83]). Somit ist S eine Untermannigfaltigkeit,
also eine RIEMANNsche Fliche. Insbesondere ist ¢ nach Satz 1.2.12 biholomorph. |

Lemma 3.2.7. Fiir 2,2’ € D und t,t € C* gilt
t-pz)=t-p(7) <= 3o €ZXE,: ()= (ka, of o 5(zm)et).

Beweis. Aus der Definition der (Z x E,,)-Wirkung folgt unmittelbar

Lemma 3.2.8. Fiir 2,2 € D* und t,t' € C* gilt:

t-pod(z) =t -9od(d) <= 3o €ZxXEn: ()= (gkz, of o 5(zm)£t).
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Beweis. Es gilt

tepod(z) =t -1pod(2)

pothod(z) =popod(2) aufgrund der C*-Invarianz von p
t-od(z) =t -1od(2)

§(2™) = 6((2")™) nach Lemma 3.2.3

t-1od(z) =t -1hod(2)

— Jo € E,,: 2 = 0¥z, da ¢ Einbettung und k und m teilerfremd
t-tpod(z) =t -1pod(ofz) =t o' -4 0d(2) nach Lemma 3.2.3

< 3 0) €ELZXE,: (¢,t)= (gkz, of o (5(zm)et),
da nach Voraussetzung f die Isotropiefunktion von (X;v;p;Y) ist. [ |

Lemma 3.2.9. Die Abbildung x geméf (3.5) ist eine dquivariante Biholomorphie.

Beweis. Setzen wir
£:DxC —p 1(8(D)), (2,t) —>t-1pod(z),
so gilt
R(z,t) =t-19o0d(z) =k(t-9(2)) =r(t-7(z,1)) = kom(z,t).

Nun ist ¥ holomorph und 7 eine Submersion. Somit ist x nach Corollary 32 A.3ii)b)
in [KK83| holomorph.

Nach Konstruktion ist x dquivariant. Nach (3.4) ist x auf m,Op;ol(;(D*) bijektiv. Nach
Satz 1.2.13 ist x dort also biholomorph.

Die Abbildung x ist nun nach Proposition and Definition 33 B.1ii) in [KK83]| eigentlich.
Weiter ist » diskret: das Urbild k=!(z) fiir z € p~!(yo) ist als analytische Menge in
der elliptischen Kurve m,op;olé(O) diskret, und die Faser von & iiber z € X \ X, ist nur
einelementig. Nach Seite 133 in [KK83] ist x somit endlich. Schlieklich ist x als diskrete
Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten nach Proposition 49.16 in [KK83] offen. Nach
Proposition 33.7 in [KK83] ist  somit eine (eventuell iiber X, verzweigte) Uberlagerung.

Da aber x auf m,opfola(D*) bijektiv ist, ist auch das Urbild eines jeden z € Xy, unter s
nach Exercise 33Bc in [KK83| einelementig. Somit ist & bijektiv und wiederum nach
Satz 1.2.13 biholomorph. Die Aquivarianz von & folgt direkt aus der Definition. |

3.3 Ein modifiziertes Modell

In Satz 3.2.1 setzen wir fiir die dquivariante Klassifikation von C*-invarianten elliptischen
Faserungen nahe einer singuléren Faser vom Typ ,,Ip voraus, daf die Einheitswurzel-
gruppe FE,, trivial auf die singuldre Faser wirkt. Man kénnte nun in Anbetracht der
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Vielfachheit m der singuldren Faser versucht sein anzunehmen, daf diese Bedingung
grundsétzlich erfiillt ist.

Dem ist nicht so: in diesem Abschnitt modifizieren wir Konstruktion 3.1.1 und erhalten
ein lokales Modell mit einer singuldren Faser vom Typ 1o, auf die E,, nicht trivial wirkt.
Konstruktion 3.3.1. Seien m > 1 und f: D — D* holomorph. Seien weiter k € Z
teilerfremd zu m und n € Z.

Wir betrachten die folgende Wirkung der Gruppe Z x E,, auf D x C*:

(£, 0) % (z,w) := (gkz, g”f(zm)ew). (3.1a)

Seien

X :=(DxC"/(Zx Ep) sowie ’ﬁ:f—)D, [z, w] — 2™.

Mit der Quotientenabbildung 7: DxC* — X erhalten wir also das folgende kommutative
Diagramm zunéchst auf der mengentheoretischen Ebene:

D xCr
Bmopry
(z,w)%\ %
D

Weiter definieren wir durch ¢ - 7 (2, w) := 7(z, tw) eine C*-Wirkung ¥ auf X . O

7

X

Bemerkung 3.3.2. Der Unterschied zwischen den Konstruktionen 3.1.1 und 3.3.1 liegt
genau im Exponenten n, der in die Wirkung (3.1a) einfliefit. Mit anderen Worten: die
Wirkung (3.1) entspricht genau der Wirkung (3.1a) im Falle n = 1. O

Satz 3.3.3. Das Tupel ()}:;,7;,5; D) ist eine C*-invariante elliptische Faserung mit den
folgenden Eigenschaften:

1. Die Isotropiefunktion von (X;;p; D) ist f.
2. Die Abbildung p besitzt genau in 0 einen kritischen Wert.
3. Die Faser p—1(0) ist vom Typ m1Io.

4. Die Isotropiegruppe der Faser p~'(0) ist Gy = (f(0),0}) fiir eine primitive m-te
Einheitswurzel ggp.

Bemerkung 3.3.4. Insbesondere ist die grofste endliche Gruppe, die trivial auf }?0 wirkt,
genau S' NGy = Epy fiir n' := ggT(n,m) und m' := 2. Falls m und n nicht teilerfremd
sind, ist die Gruppe E,, eine echte Untergruppe von E,,. O

Beweis von Satz 3.3.3. Die Lemmata 3.1.4, 3.1.5, 3.1.6 und 3.1.7 gelten auch fiir die
modifizierte Konstruktion 3.3.1, mit nahezu unverdnderten Beweisen.
Analog zum Beweis von Lemma 3.1.8 folgt, dak p!(0) eine Faser vom Typ ,,Io ist. Fiir

ihre Isotropie gilt hingegen:

t-7(0,w) = 7(0,tw) = 7(0, w)
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= 3(4,0) €Z X Ep: (0,tw) = (£,0) x (0,w) = (0, 0" f(0)w)
= te(f(0),00) u

Bemerkung 3.3.5. Wir bemerken, daft es in Konstruktion 3.3.1 beispielsweise nicht
geniigt zu fordern, daf k teilerfremd zu ggT?L ist. Wahlen wir etwa m = 6, kK = 4

und n = 2, so ist k teilerfremd zu = 3, aber fiir p = —1 gilt

ggT?:n,n)
(0,0) * (z,w) = (6"2, ¢"w) = ((—1)*2, (-1)*w) = (z,w),

und die (Z x E,;)-Wirkung (3.1a) ist nicht frei. In diesem Falle ist der Quotient (D X
C*)/(Z x Ep,) nicht notwendigerweise glatt. O

Nun stellt sich die Frage, ob Satz 3.2.1 im folgenden Sinne verallgemeinert werden kann:

Frage 3.3.6. Sei (X;v;p;Y) eine C*-invariante elliptische Faserung mit der Isotropie-
funktion f. Sei yo € Y ein kritischer Wert und die Faser X,, vom Typ ,,Iy. Weiter gebe
es ein n' € N, so dak fiir den endlichen Anteil der Isotropiegruppe der Faser X, gilt,
daB §' NGy, = Em.

Gibt es dann k,n € Z mit n' = ggT(m,n), so dab (X;7v;p;Y) nahe yo dquivariant
isomorph zu (X;7;p; D) geméf Konstruktion 3.3.1 ist? O

Bemerkung 3.3.7. Wir wollen kurz skizzieren, warum wir den Beweis von Satz 3.2.1
nicht direkt auf die Situation in Frage 3.3.6 iibertragen kénnen: die Wirkung von Em
als Untergruppe von C* ist nach Voraussetzung trivial auf Xy, kann also in der Nihe
eines £y € X, wieder analog zu (3.6) linearisiert werden. Allerdings erhalten wir dann
fiir das Gewicht k lediglich, daR k teilerfremd zu 77 ist — und nach Bemerkung 3.3.5
liefert das mit diesen Werten fiir ein n € n'Z und k konstruierte Modell ohne weitere
Bedingungen eine a priori singuldre Flache X. O



4 Torische Flachen

In diesem Abschnitt stellen wir die fiir die Betrachtung von singuliren Fasern vom
Typ mIp notwendigen Grundbegriffe der Theorie der torischen Varietdten zusammen. Im
Hinblick auf unsere Anwendungen beschrénken wir uns dabei auf den zweidimensionalen
Fall, also auf Gitter im R? und torische Flichen. Die eindimensionale Theorie ist iiber-
schaubar und ergibt sich analog zu unserer Darstellung.

Wir iibernehmen in diesem Kapitel weitgehend die Darstellung in [Kau00].

4.1 Konvexe und polyedrische Kegel

Kegel

Definition 4.1.1. Eine Teilmenge A C R? heifit konver, wenn fiir alle a,b € A und
0<t<1gilt, dak ta+ (1 —t)b € A.
Weiter nennen wir A kegelférmig, wenn A = Ry A.
Schlieflich heikt A # () ein Kegel, wenn A konvex und kegelférmig ist. O
Definition 4.1.2. Fiir A, B C R? sei

A+B:={a+blac Abe B}
die MiNkOwSKIsumme von A und B. Wir setzen A — B := A+ (—B).

Weiter bezeichnen wir mit dim A die Dimension des von A erzeugten Untervektorraums
von R? und mit

keg A := {eraj ‘ J endlich,r; € Ryg,a; € A}
JjeJ

den von A erzeugten Kegel. O

Fiir einen Kegel C ist C = keg C. Weiter enthalten unsere Kegel stets den Nullkegel
0 :=keg := {0}.

Definition 4.1.3. Fiir A C R? sei
AV = {v e R?*|Va € A: (v,a) > 0},

wobei wir mit (-,-) das Standardskalarprodukt im R? bezeichnen, der zu A duale Kegel.
Speziell fiir u € R? betrachten wir den abgeschlossenen Halbraum

u” = {u}" = {v € B | (v,u) >0}. O

43
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Bemerkung 4.1.4. Es gilt

A= a", (4.1)

acA
und AV ist somit abgeschlossen. O

Definition 4.1.5. Fiir A C R? sei weiter
At ={veR? |Va € A: (v,a) =0} = AV n (-A4)Y
der zu A orthogonale Vektorraum sowie
A°:={a€ A|Vve AV \ A*: (v,a) > 0}

das relative Innere von A. O

Der folgende Satz ist ein Spezialfall des Satzes von HAHN-BANACH:

Satz 4.1.6. Seien C ein abgeschlossener Kegel im R? und u € R? \ C. Dann gibt es
ein v € CV mit (v,u) < 0. O

Der Beweis ist elementar und findet sich beispielsweise bei Satz 1.5 in [Kau00].

Korollar 4.1.7. Ist C ein abgeschlossener Kegel in R?, so gilt C = CVV.

Beweis. Die Inklusion C' C CVV ist nach Definition klar. Ist umgekehrt u ¢ C, so existiert
nach Satz 4.1.6 ein v € CV mit (v,u) < 0, also ist u ¢ CVV. [ |

Weiter verifiziert man auf elementare Weise:

Korollar 4.1.8. Fiir Kegel C und D im R? gilt:
C+D’'=c'nDY und (CND)Y =CV+DV. O
Korollar 4.1.9. Jeder Kegel C ist Durchschnitt abgeschlossener Halbrdume:

c= ()" (4.2)

veCVY

Beweis. Wir wenden die Darstellung (4.1) an und beachten Korollar 4.1.7. |
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Polyedrische Kegel
Wir bendtigen lediglich endlich erzeugte Kegel:
Definition 4.1.10. Fiir u1,...,u,, € R? heifit
keg(ui,...,um) = Ryour + -+ + Ryoum = keguy + -+ + kegup,

ein polyedrischer Kegel. O

Fiir die hier auftretenden MINKOWSKIsummen gilt:

Lemma 4.1.11. Die MINKOWSKIsumme konvexer (kompakter) Teilmengen des R? ist
wieder konvex (kompakt).

Beweis. Sind erstens A, B C R? konvex, a,a’ € A sowie b,b' € B und 0 < t < 1, so gilt:

tla+b)+(1—t)(a +b)=ta+ (1 —t)d +tb+ (1 —t)b' € A+ B.

€A €B

Da zweitens die Addition +: R? x R> — R? stetig ist, ist A+ B als Bild des Kompaktums
A x B kompakt. |

Im vorliegenden zweidimensionalen Fall ist anschaulich klar:

Bemerkung 4.1.12. Jeder polyedrische Kegel C ist Durchschnitt von endlich vielen
Halbriumen im R? und somit insbesondere abgeschlossen. g

Lemma 4.1.13. Ein Kegel C in R? ist genau dann von der Form C = vy N---NwvY,
fiir v; € R?, wenn CV = keg(v1,...,vn). Insbesondere ist das Dual polyedrischer Kegel
wieder polyedrisch.

Beweis. <=: Es gilt

C = C"Y nach Korollar 4.1.7
(keg v + - - - + kegv,,)¥ nach Voraussetzung und Definition 4.1.10
(kegv1)Y N --- N (keg vy,)" nach Korollar 4.1.8

= v}/ﬂ---ﬂvyn.

=—: Jedes v € D := keg(vi,...,vy) liefert als positive Linearkombination der v; im
Skalarprodukt mit diesen positive Werte; mit C = v N---Nw,, folgt D C CV.
Um CY C D zu zeigen, betrachten wir ein v ¢ D. Dann existiert nach Satz 4.1.6
ein w € DV (somit gilt (w,v;) > 0 fiir alle 1) mit (w,v) < 0. Somit ist v ¢ CV.
Nach Bemerkung 4.1.12 18t sich schlieflich jeder polyedrische Kegel als endlicher
Durchschnitt von Halbraumen der Form viJ- schreiben. |
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Abbildung 4.1: Dualkegel eines zweidimensionalen Kegels im R? — man beachte o C o

Unter Verwendung von Lemma 4.1.13 kénnen wir Dualkegel direkt zeichnerisch angeben,
wie etwa in den Abbildungen 4.1 und 4.2.

Definition 4.1.14. Eine Teilmenge F' eines polyedrischen Kegels C heifit Seite von C,
wenn es ein v € CV gibt, so daf F = C'Nvt. Wir schreiben F < C. Eine eindimensionale
Seite nennen wir eine Kante von C. O

Definition und Bemerkung 4.1.15. Wir nennen einen polyedrischen Kegel C im R?
spitz, wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:

1. Der Kegel C' enthilt keine Gerade.
2. Es gibt ein v € CY mit v N C = 0.

3. Es gilt dimCV = 2. O

4.2 Gitterkegel

Tatséchlich sind fiir uns nur diejenigen Kegel wichtig, die von Elementen eines Gitters
im R? erzeugt werden.
Definition 4.2.1. Im folgenden sei N immer ein vollstindiges Gitter im R?.

Fiir dieses vollstindige Gitter N im R? bezeichnen wir im folgenden das zu N duale
Gitter mit M := Homg, (N, Z). O
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Abbildung 4.2: Dualkegel zweier eindimensionaler Kegel im R?

Wir werden fast ausschlieRlich mit dem Gitter Z2 arbeiten.

Definition 4.2.2. Sei N ein Gitter im R?. Ein Kegel o im R? heift ein N-rationaler
Kegel oder ein rationaler polyedrischer Kegel, wenn es Elemente u1,...,u, € N gibt, so
dak o = keg(uq,...,u;). O

Wir bezeichnen im folgenden rationale polyedrische Kegel mit kleinen griechischen Buch-
staben o und 7.

Gegebenenfalls kénnen wir annehmen, daf o durch primitive Gittervektoren gegeben ist,
daf also kein u; ganzzahliges Vielfaches eines anderen Gittervektors ist.

Definition 4.2.3. Spitze N-rationale Kegel bezeichnen wir abkiirzend als N-Kegel. O

Bemerkung 4.2.4. Jeder zweidimensionale N-Kegel o ist simplizial: es gibt ui,us € N,

so daf o = keg(u1,u2). O
Definition 4.2.5. Ein N-Kegel o = keg(u1,...,u,) mit r = 1,2 heifit requldr, wenn
seine Erzeugenden zu einer Gitterbasis von N ergénzt werden konnen. O
Bemerkung 4.2.6. In Definition 4.2.5 lassen wir auch zu, daf (uq,...,u,) bereits eine

Gitterbasis fiir N ist.
Wir erinnern daran, dafs eine Gitterbasis fiir N gegeben ist durch zwei Gittervektoren

U1, Uy € N mit detN(’U,l,UQ) = #+1. O

Beispiel 4.2.7. Der Kegel keg (e, e2) ist regulér. Wegen det(e; — eg,e1 + e2) = 2 ist der
Kegel keg(e; — eg, e1 + e2) nicht regulir. O

Die N-Rationalitit ist mit der Dualbildung vertriglich:

%

Satz 4.2.8. Ein Kegel o ist genau dann N-rational, wenn o ein M -rationaler Kegel ist.

Beweis. Aufgrund von Korollar 4.1.7 geniigt es, eine Richtung zu zeigen. Wir unter-
scheiden nach der Dimension von o:
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dimo =1 (vgl. Abbildung 4.2): Fiir 0 = kegu mit u = (4} ) gilt nach Lemma 4.1.13
d” =ke U)o (T2 e
- g U1 ? U1 ’ Uy -
Fiir 0 = keg(u, —u) ist weiter
oV = ke R T
g uy ) uy :

dimo = 2 (vgl. Abbildung 4.1): Sei 0 = keg(u,v) mit u = (4}) und v = (3}). Ohne
Einschrankung sei das System (u,v) positiv orientiert. Nach Lemma 4.1.13 gilt

dann
e () () .
—U1 U1

4.3 Die einem Kegel zugeordnete Halbgruppe

Definition 4.3.1. Jedem N-rationalen Kegel o entspricht eine kommutative Halbgruppe
mit 0

Sy:=Mno". O

Grundlegend fiir unsere weiteren Betrachtungen ist die folgende zweidimensionale Version
des allgemeineren Lemmas von GORDAN:

Satz 4.3.2 (Lemma von GORDAN). Sei o ein N-Kegel. Dann ist die Halbgruppe Sy
endlich erzeugt.

Beweis. Nach Satz 4.2.8 ist 0¥ von der Form oV = keg(vy,...,v,) fiir 2 < r < 3 mit
primitiven v; € Sy. Wir definieren einen kompakten ,Fundamentalbereich® durch

r
Fg = { Z t;0;
=1

Dann ist E, := F; N M endlich und erzeugt S,: fiir v € S, gibt es Koeflizienten a; € N
und ¢; € [0, 1], so daff

0<t,~<1}.

T

T T
v = Z(ai +t)v; = Z a;v; + Zti’ui.
=1 =1

=1

Da nun v; € E,, geniigt es zu zeigen, dak w := Y t;v; € E,. Zunichst ist w €
keg(v1,...,v,) = . Da weiter M eine Gruppe ist, gilt w =v — Y a;v; € M. [ |
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Definition 4.3.3. Ein Erzeugendensystem minimaler Linge einer Unterhalbgruppe S
von M nennen wir eine HILBERTbasis von S.

Eine Unterhalbgruppe S von M heifst saturiert, wenn aus m € M, p € Nund pm € S
schon folgt, dakt m € S.

Eine Unterhalbgruppe S von M heift erzeugend, wenn S — S = M, wenn S also M als
Gruppe erzeugt. O

Lemma 4.3.4. Eine endlich erzeugte Unterhalbgruppe S von M ist genau dann saturiert
und erzeugend, wenn ein N-Kegel o mit § = S, existiert.

Beweis. <=: Sei ¢ ein N-Kegel. Zum Nachweis der Saturiertheit von S, seien m € M
und p € N mit pm € S,. Dann gilt fiir alle u € o, daf

(pm,u) = p(m,u) >0,

somit (m,u) > 0und m € ¢, also m € S,,.

Weiter zeigen wir, dak S, erzeugend ist: da o spitz ist, gilt dimo" = 2. Seien
also v1,v9 € 0¥ zwei R-linear unabhiingige Vektoren. Dann kénnen wir jedes m €
M C R? als R-Linearkombination m = Ajv; + Agve darstellen. Bezeichnen wir
andererseits mit 7 := keg(v1,v2) den von vy und vy in 0¥ erzeugten Unterkegel, so
existieren A} und Ay mit m' := Mo +Xyve € TN M und m+m' € 7. Mit m' € S,
und m+m' € S, ist m = (m+m') —m' € S, — S,. Also ist S, — Sy, = M und S,
erzeugend.

=—>: Sei nun S eine erzeugende und saturierte Unterhalbgruppe von M, etwa erzeugt
durch my,...,m,. Wir bezeichnen den zu ¢V := keg(mi,...,m,) dualen Kegel
mit ¢ und zeigen, dafs erstens ¢ spitz ist und zweitens S = S, gilt:

o ist spitz: Aufgrund der Vollstédndigkeit des Gitters
M=S-Sco' o' CR?

ist dimoV = 2 und somit o nach Definition und Bemerkung 4.1.15 spitz.
S C S;: Natiirlich gilt mq,...,m, € S, und somit S C S;.

S D S, Jedes m € S, besitzt nach Seite 19 in [Kau00] eine Darstellung m =
Atmp + -+ Apmye mit A € Q. Indem wir mit einem Hauptnenner q fiir
die A; durchmultiplizieren, erhalten wir

=1 EZ;O

also ist aufgrund der Saturiertheit von S schon m € S. [ |

Weiter benotigen wir strukturtreue Abbildungen zwischen unseren Kegeln:
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Definition 4.3.5. Seien o ein N-Kegel und ¢’ ein N'-Kegel sowie p: N — N' ein Gitter-
morphismus mit ¢(o) C ¢’. Dann nennen wir ¢ einen Kegelmorphismus und schreiben
p: (N,0) = (N',0"). O

Bemerkung 4.3.6. Ein Kegelmorphismus ist also auf ¢ ein Gruppenhomomorphismus.

Weiter ist ¢ genau dann ein Kegelisomorphismus, wenn ¢ einen Gitterisomorphismus
induziert und (o) = o’ gilt.

Schlieklich erinnern wir daran, daf Gitterisomorphismen beziiglich Gitterbasen genau
durch Matrizen aus GL(n,Z) gegeben sind, also Matrizen mit ganzzahligen Eintragen
und Determinante +1. O

Beispiel und Definition 4.3.7. Ist beispielsweise 7 < ¢ fiir N-Kegel 7 und o, so liefert
die Inklusion j: 7 — o einen Kegelmorphismus

(idNa.]): (NaT) — (N,O),

den wir der Einfachheit halber wieder mit 3 = (idy, 7) notieren und als Seitenmorphismus
bezeichnen. O

Wir bemerken:

!

Lemma 4.3.8. Ein Kegelmorphismus ¢: (N,o0) — (N
Weise Morphismen

,0') induziert auf funktorielle

o (M, (o)) — (M,0Y), m'—m'og
sowie

S(p) =¢"s,,: Sor — S0, m' — m' o . O

Wir erhalten den folgenden Aquivalenzsatz:
Satz 4.3.9 (Aquivalenzsatz). Der Funktor

(N,o) +— (M,S;)
o — @

von der Kategorie der spitzen Gitterkegel in die Kategorie der endlich erzeugten satu-
rierten erzeugenden Gitterhalbgruppen ist eine Aquivalenz von Kategorien.

Beweis. Nach dem Lemma von GORDAN (Satz 4.3.2) ist S, endlich erzeugt. Somit
sind nach Lemma 4.3.4 die endlich erzeugten saturierten erzeugenden Gitterhalbgruppen
genau die Bilder unter der Zuordnung.

Die obige Zuordnung ist funktoriell. Ein Umkehrfunktor ist gegeben durch

(M,S) +— (N,keg(S)V)
P o— Pt
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Wegen der Saturiertheit von S gilt ndmlich zundchst
(keg(S))Vv NM*™ =keg(S)NM = S.

Ist nun v: (M,S) — (M',S’) ein Morphismus, so bestimmen wir geméf Lemma 4.3.4
spitze Gitterkegel o und ¢’ mit S = S, und S’ = S,+. Sind my,...,m, Erzeugende fiir S,
so ist

" = keg(ma,...,m;)
sowie

W (keg(ma,...,m,)) = keg ((ma),...,%(m,)) C o’
und somit ¥** = 1. [ |

4.4 Affine torische Varietaten

In diesem Abschnitt ordnen wir jedem N-Kegel o im R? eine zweidimensionale affin
algebraische komplexe Varietdt zu, also eine durch geeignete Polynome im C" definierte
Varietét (Definition 32.10 in [KK83|).

Zu einer Halbgruppe S mit 0 definieren wir zunéchst den C-Vektorraum

C[S] := D Cxw

mit formalen Erzeugenden Y, fiir v € S. Vermittels der Multiplikation x4 - Xv = Xu+v
wird C[S] zu einer C-Algebra, der Halbgruppenalgebra von S. Das Erzeugende xo wirkt
als neutrales Element der Multiplikation, und C[S] ist genau dann kommutativ, wenn
schon die Halbgruppe S es ist.

Wenden wir dies auf die Halbgruppe S, an, die wir in Abschnitt 4.3 einem Kegel o
zugeordnet haben: nach dem Lemma von GORDAN (Satz 4.3.2) ist S, als Halbgruppe
endlich erzeugt, etwa

T
S(; = @ Z>0 Vi-
=1

Dann besitzt C[S,| das Erzeugendensystem {xu,,-- -, Xo, }-

Beispiel 4.4.1. Ist N = Ze; ® Zes, so wird das duale Gitter M als Gruppe von f; := €]
und fy := €5 erzeugt, als Halbgruppe hingegen von fi, —f1, fo und —fa. Wir setzen

T, :=xp, Titw=x_p, T':=T"Ty fiirv=(v1,vs) € Z?
und nennen
CM] = @ C+ xo = C[T, 171, T, T3 1]
veEM

die LAURENTalgebra tber M. Sie ist nullteilerfrei und damit insbesondere reduziert. IThre
Elemente heiffen LAURENTpolynome. O
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Wir erhalten, wieder fiir eine allgemeine endlich erzeugte Halbgruppe S, die folgende
Bijektion:

Lemma 4.4.2. Es existiert eine Bijektion

Hompy, (S, C) AN Homc_a1g (C[S],C), x+— (Xq, — m(v)) O

Fiir eine weitere dquivalente Beschreibung von Hompg, (S, C) fithren wir den Begriff des
Mazimalspektrums ein:

Definition 4.4.3. Sei A eine Algebra. Dann heifit
Specmax A := {m C A |m maximales Ideal von A}

das Mazimalspektrum von A. O

Lemma 4.4.4. Es existiert eine Bijektion

Homc_ a1 (C[S],C) = Specmax C[S], ¢ — ker .

Beweis. Wir zeigen, daft die Abbildung wohldefiniert ist: nach Definition eines Algebra-
homomorphismus ist ¢(xo) = 1. Somit ist ¢ surjektiv, und nach den Homomorphiesétzen
ist C[S]/ker ¢ = C. Also ist C[S]/ ker ¢ ein Kérper und ker ¢ somit maximal.

Ist nun m € SpecmaxC[S], so ist C[S]/m ein Koérper. Da C[S] endlich erzeugt ist,
ist C[S]/m eine endliche Kérpererweiterung von C, insbesondere also algebraisch. Weil
schlieflich C algebraisch abgeschlossen ist, gilt C/m = C, und die Quotientenabbildung
C[S] — C[S]/m = C ist ein Urbild fiir m.

Zum Nachweis der Injektivitat betrachten wir ¢, € Homc_a1g (C[S],C) mit ¢ # ). Sei
etwa s € C[S] mit p(s) =: a # b :=(s). Dann gilt

p(s —axo) = ¢(s) —ap(xo)) =a—a=0 und  ¢(s—axo) =b—a#0

N——r

=1
und s — ayp € ker ¢ sowie s — axp ¢ ker . |
Lemma 4.4.5. Ist die Halbgruppenalgebra C[S] erzeugt von si, ..., s, So existiert eine

Surjektion
p: CT,...,T,) — C[S], Ti—s;
sowie umgekehrt eine Injektion

Hompy, (S, C) = Specmax C[S] — Specmax C[T1, ..., T,], m— ¢~ ' (m).

Beweis. Zur Wohldefiniertheit der zweiten Abbildung: ist m € Specmax C[S], so erhalten
wir einen Homomorphismus i, so daf das folgende Diagramm kommutativ ist:
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qt,...,T,] 4 ClS]

| |

QT ..., T /o~ (m) —2=C[S]/m = C

Dabei ist @ surjektiv und injektiv, somit
CT1,..., Tnl /¢~  (m) = C[S]/m = C,

und ¢ !(m) ist maximal.

Da weiter ¢ surjektiv ist, ist die induzierte Abbildung
Homyg, (S, C) = Specmax C[T1,. .., Ty]

injektiv. |

Weiter ist Specmax C[T7,...,T,] = C", da jedes maximale Ideal in C[T7,...,T,] von der
Form m = (T — a1,...,T, — a,) mit aq,...,a, € Cist (Seite 4 in [Har77]).
Wir erhalten, daf Specmax C[S] eine affin algebraische Varietét ist, also das Nullstellen-

gebilde einer Menge von Polynomen in einem C".

Eine Unterhalbgruppe S C M liefert eine Inklusion C[S] C C[M]; insbesondere sind
die Elemente der Halbgruppenalgebra C[S] als LAURENTpolynome darstellbar. Somit
ist C[S] fiir endlich erzeugtes S eine nullteilerfreie affine Algebra.

Die folgende Bemerkung findet sich mit einem Beweis als Bemerkung 3.2 in [Kau00].

Bemerkung 4.4.6. Sei S eine endlich erzeugte saturierte erzeugende Unterhalbgruppe
von M. Dann ist C[S] ein normaler Ring. O

Definition 4.4.7. Fiir einen N-Kegel o nennen wir C[S,| die zu o assoziierte Algebra
und X, := Specmax C[S,] die zugehorige ,torische“ Varietdt mit der durch x, O, =
C[S,] fir z € X, gegebenen Strukturgarbe. O

Bemerkung 4.4.8. Die affine torische Varietdt X, ist normal und damit insbesondere
irreduzibel.

Beweis. Nach Bemerkung 4.4.6 ist jeder Halm der Strukturgarbe x, O, = C[S,] ein
normaler Ring; somit ist nach [KK83|, Proposition 71.2 jeder Keim (X, ), normal. Da X,

affin ist, ist dies dquivalent zur Aussage (Satz 11.2 in [Kau98]). |
Fiir ein Erzeugendensystem (v1,...,v;) von S, erhalten wir einen surjektiven Algebra-
homomorphismus

p: CIT] — C[So],  Ti — Xui; (4.3)

somit sind die durch die T; gegebenen Funktionen die Koordinaten von C[S,] in C".
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Beispiel 4.4.9. Fiir den Nullkegel o im Gitter N erhalten wir S, = M, somit C[S,] =
CIM] =C[Ty, T ', T»,T; '], und

Ty := X, = Specmax C[M] = (C*)?
ist ein zweidimensionaler algebraischer Torus. O

Satz 4.4.10. Ist o ein reguldrer Kegel, so ist die Varietidt X, singularitdtenfrei.

Beweis. Ist etwa 0 = keg(u,v) mit det(u,v) = 1, so gilt nach Lemma 4.1.13 fiir den
dualen Kegel, daf oV = u¥ NvY. Sind u = (4! ) und v = (3} ), so ist oV = keg(v', ')
fiir o' = (2, ) und v’ = ( ,“2); insbesondere ist det(v',u’) = 1 und somit
Se =Z*No"Y 2 Zso x L.
als Halbgruppe. Dann ist
ClS,) = CZso x Zxo) = CT, T]

die (reguldre!) Polynomalgebra in zwei Verénderlichen {iber C. [ |
Lemma 4.4.11. Fiir zwei Halbgruppen S und S’ erhalten wir eine Abbildung

Homypg, (S, ') — Home_ay, (C[S],C[S"]), o +— (X0 — Xo(v))- (4.4)

Der Morphismus Xy + X(v) ist hierbei monomial. O

Mit Lemma 4.3.8 und Gleichung (4.4) erhalten wir:

Lemma 4.4.12. Ein Kegelmorphismus ¢: (N,o) + (N', ') induziert einen monomialen
Morphismus

(C[(p*]Z (C[SU'] — (C[SU]’ Xv' = Xp*v' = Xv'op
und somit auf funktorielle Weise einen Morphismus von Varietéten

4 == Specmax ¢: X, = Hompy, (S5, C) — X = Homyg(Ser, C),
z+— (zop* v z(pov)) [ |
Beispiel und Definition 4.4.13. Ist etwa wieder 7 < ¢ fiir N-Kegel 7 und o, so liefert
die Inklusion j: 7 — o wie in Beispiel 4.3.7 einen Seitenmorphismus j: (N, 7) — (N, 0).
Der zugehorige Morphismus von torischen Varietdten ist gegeben durch

71 X; = Hompg (S7,C) — Hompg (S5,C), ¢ — ¢ys, -

Wir nennen auch diesen Morphismus wieder einen Seitenmorphismus. O

Wir wollen die Situation des letzten Beispiels genauer betrachten. Hierzu erinnern wir
zundchst an einen Begriff aus der Algebraischen Geometrie:
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(¥ nrt)e

Abbildung 4.3: Zum Beweis von Lemma 4.4.15

Definition 4.4.14. Ist X eine affin algebraische Varietét und f eine reguldre Funktion
auf X, so nennen wir X \ N(X; f) die (offene) Hauptmenge von f in X. O

Lemma 4.4.15. Ist 7 < ¢ fiir N-Kegel T und o, so ist X; vermdége des zugehdrigen
Seitenmorphismus eine Hauptmenge in X,,.

Beweis. Es gilt stets (0¥ N 71)° # () wie in Abbildung 4.3. Wihlen wir ein v € (¢¥ N
71)°, so gilt S; = S, + N- (—v). Wir konnen also ein Erzeugendensystem (v1,...,v,)
fir S, mit v, = v wihlen. Setzen wir dann v,41 := —wv, so ist (vi,...,Vp,vp41) €in
Erzeugendensystem von S;.
Wir betrachten weiter die Relationen in S, und S;. Einerseits gilt v, + v,41 = 0 in S;.
Gébe es andererseits eine weitere Relation

r+1 r+1

E N;V; = E mM;v;

mit ng,m; € N in S;, so sei ohne Einschrinkung n,i1 > myy1. Durch Subtraktion
von my4+1v,4+1 auf beiden Seiten sei sogar ohne Einschrankung m,41 = 0. Durch Addition
von ny419, erhalten wir schlieflich aufgrund von v, +v,4+1 = 0 eine dquivalente Relation
nur in vy, . .., vy. Somit kommt in der Algebra C[S;] mit der Bezeichnung y; = TV zu den
Relationen in C[S,] als einzige die Relation y,y,+1 = 1 hinzu. Daher bildet die Projektion

pr:Cr+1 —>(CT7 (yla"'ayT-Fl)'—)(yla"'ay’r)

die affine Varietdt X, isomorph auf die Hauptmenge {y € X, |y, # 0} ab. Daf die
Abbildung die gewiinschte Form hat, ergibt sich etwa aus dem folgenden kommutativen
Diagramm:
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Homgrg: (S, C) — Homag (C[S; ], C) —2 Homayg (C[T1,. .., Tri1],C) — Cr+!

| . | :

Homng(Sg, ®) = HomAlg(C[SU]a © s Homg ((C[Tla T, (C) - c

wobei F': ¢ = g, . [ |

Korollar 4.4.16. Der Torus Ty = X, liegt als ZARISKI-offene dichte Teilmenge in der
affinen torischen Varietit X,. Insbesondere ist dim X, = 2.

Beweis. Wir wenden die Uberlegungen des letzten Beweises auf den Nullkegel o als Seite

von o an, 0 < o: sei hierzu (vi,...,v,) ein Erzeugendensystem von S, mit v, € (¢¥V N
0+)° = (¢¥)°. Dann hat die zugehorige Abbildung nach Gleichung (4.3) die Form

Ty =X — Xo = C',  t=(t1,t2) —> (", ...,t")
und induziert einen Isomorphismus
Ty — X, N (CH",  t+— (..., t").
Da nun weiter X, irreduzibel ist, liegt die offene Teilmenge X, dicht in X,, und es gilt

dim X, =dim X, =dim Ty = 2. |

Bemerkung 4.4.17. Der von einem Kegelmorphismus ¢: (N,0) — (N',¢’) induzierte
Morphismus ¢, : X, — X, ist nach Konstruktion torisch, d.h. nach Konstruktion liefert
er fiir die Inklusionen X, X, < C? ein kommutatives Diagramm

X, —— 2

w*l lq)

Xy —— 2
wobei ®: C?> — C? durch Monome gegeben ist. O
Die folgende Toruswirkung ist grundlegend fiir die weitere Theorie:
Lemma 4.4.18. Ist o ein N-Kegel, so definiert der Algebrahomomorphismus

ClSs] — CIM] @ C[S;] = CIM X S5],  Xv — Xv ® Xu
eine Ty-Wirkung
Ty x Xo — X5, (tx)—t-zx

mit

Homyg, (M, C) x Hompg (S5, C) — Hompg(Ss,C),

Ty ~X,

(t,z) — (t-z:v-t(v)z(v)).
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Beide Abbildungen sind vertréiglich mit Seiteninklusionen. Insbesondere setzt die Torus-
wirkung die komponentenweise Multiplikation von Ty = X, C X, auf X, fort.

Ist (v1,...,v,;) ein Erzeugendensystem von S,, so hat die Toruswirkung die Form

Ty x Xog — X5, (t,x) — (t"'21,...,t"2;).

Beweis. Zu Elementen x, ® xy € C[M] ® C[S,;] = C[M x S;] gehort auf Ty x X, die
Funktion (¢,z) — ¢(v)z(v). Somit ist nur die Vertréglichkeit mit Seiteninklusionen 7 < o
zu {iberpriifen:

Fir ¢ = o ist die Wirkung gerade die Multiplikation in Tpy. Weiter kénnen wir die
Wirkung von Ty x X, = X, auf Ty x X, — X, einschrinken, und die (stetige!) Ty-
Wirkung auf X, ist als Fortsetzung dieser Einschrénkung auf eine offene dichte Teilmenge
eindeutig bestimmt. Insbesondere ist die Wirkung auf der Hauptmenge X, von X, nach
Lemma 4.4.15 durch Einschrénkung gegeben. |

Bemerkung 4.4.19. 1. Ist o < 7 fiir N-Kegel o und 7, so ist der Seitenmorphismus
7: Xo — X, beziiglich der obigen Tx-Wirkung dquivariant.

2. Ist p: (N,0) = (N',0') ein Kegelmorphismus, so ist der induzierte Morphismus
wy: Xg = Xy im folgenden Sinne dquivariant: es gibt einen begleitenden Homo-
morphismus po: Ty — Tyr, so dak fiir ¢ € Ty und z € X, gilt:

Pt - z) = po(t) - ps().

Beweis. 2. Wegen ¢(0) = 0 € N’ induziert ¢ eine Abbildung ¢o: X, — X, die
unter der Identifizierung Ty = X, und Ty = Xy ein Gruppenhomomorphismus
ist. Nun ist das folgende Diagramm kommutativ:

Ty x Xy — X,

woxwol ltﬂo

TN’ X Xol —_— Xol

Da aber X, dicht in X, und X dicht in X, liegen, folgt auch die Kommutativitat
des folgenden Diagramms:

Ty X Xog —— X5

cpoxcp*l lcp*

TN’ X Xa" —>XU/

Wir erhalten den folgenden Antidquivalenzsatz:

Satz 4.4.20 (Antiiquivalenzsatz). Die Kategorie der LAURENT-Teilalgebren und die
Kategorie der affinen torischen Varietéten sind vermdge

ClS,] — X,
¥ +— Specmaxi)

antidquivalent.
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Beweis. Nach dem Antidquivalenzsatz 3.9 in [Kau98| liefert die obige Zuordnung eine
Antidquivalenz zwischen den groferen Kategorien der affinen Algebren einerseits und
der affinen Varietdten andererseits. Somit bleibt noch nachzuweisen, daf sich in den
jeweiligen (nicht vollen!) Unterkategorien die Morphismen entsprechen.

Einerseits liefert nach Bemerkung 4.4.17 jeder monomiale Algebrenhomomorphismus
einen torischen Morphismus.

Ist umgekehrt ¢: X; — X, ein torischer Morphismus, so erhalten wir einen monomialen
Algebrenhomomorphismus

Clp) = ¢": C[Sor] — C[S,]
wie folgt: nach Voraussetzung existiert ein Morphismus
&:C —C', z+— (arzht, ... apah")

mit a; € C und p; € Z", der das folgende kommutative Diagramm induziert:

X, —=V(C;b) ——>(r

I

Xp —=V (T, b') "
Der durch @ induzierte Homomorphismus von Polynomalgebren
®*: Clyr,...,y] — Clz1,...,24], fr—fod

ist gegeben durch ®*(y;) = a;z* und ist somit monomial. Aus ®(V(CT;b)) C V(C';b’)
folgt weiter ®*(b’) C b; somit gilt fiir den induzierten Homomorphismus

¢*: C[Sy] = Cly]/b" — Clz]/b = C[S,]. [

4.5 Facher und torische Varietaten

Definition 4.5.1. Ein Ficher A im R? ist eine nichtleere endliche Menge von spitzen
Kegeln, so dak gilt:

1. Ist 7 < o eine Seite eines Kegels o € A, so ist 7 € A.

2. Der Durchschnitt o N ¢’ zweier Kegel 0,0/ € A ist gemeinsame Seite beider
Kegel: cNo’ <o und o No’ < o'

Sind alle Kegel eines Féchers N-Kegel, so heifst er ein N-Fdicher. O
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Wir ordnen jedem N-Fiacher A auf kanonische Weise eine algebraische Pravarietdt Xa
zu: flir o € A sei X, die oben konstruierte zugehérige affine torische Varietdt. Fiir
Kegel 0,0/ € A erhalten wir mit Lemma 4.4.15 offene Einbettungen X,ny C X,
und X,n, C X,. Aufgrund der Funktorialitit der Zuordnung o — X, nach Bemer-
kung 4.4.17 kénnen wir die X, fiir ¢ € A zu einer Prévarietdt Xa verkleben. Hierzu
verwenden wir das folgende technische Lemma (Lemma 4.3 in [Kau00], Aufgabe 11.3
in [Kau98|, Exercise 11.2.12 in [Har77|):

Lemma 4.5.2 (Verheftungslemma). Wir betrachten eine endliche Familie von Pri-
varietiten (X;)icr. Es gebe fiir alle i,j € I offene Untervarietdten U;; C X; sowie Iso-
morphismen ¢j;: Us; = Uji, so daf fiir alle i, j,k € T gilt:
Ui = X; und ¢ = idy;
;iU NU) = Uji N UG,
Pji = Pjk © Phki-

Dann existieren eine bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Pravarietat X sowie offene
Einbettungen ¢;: X; — X mit

X =Jwi(X)
icl
‘Pz(Xz) n (pj(Xj) = (pi(Uij) = (.pj(sz') fiir alle i,j el.
Weiter gilt die folgende universelle Eigenschaft: ist (1;: X; — Y);c; eine Familie von

Morphismen von Prévarietdten mit 1p; = 1); o @j; auf U;; fiir alle 4, j € I, so existiert ein
eindeutig bestimmter Morphismus ¥: X — Y mit 1 o @; = 1; fiir allei € 1. O

Die Prévarietdt X ist nun sogar eine Varietét:

Satz 4.5.3. Die Préivarietdt Xa ist eine zusammenhidngende normale zweidimensionale
algebraische Varietét, die den Torus Ty als offene dichte Teilmenge enthélt.

Beweis. Zu zeigen ist, dal XA HAUSDORFFsch ist. Dies folgt aus Lemma 4.7 in [Kau00].

Weiter liegt der Torus T nach Korollar 4.4.16 offen und dicht in jeder affinen Karte X,
also auch in Xa. Somit ist mit X, auch XA zusammenhéngend und zweidimensional.
Die Normalitét ist also nur noch lokal zu verifizieren und folgt aus Bemerkung 4.4.8. W

Definition 4.5.4. Wir nennen X die torische Varietat zum Facher A. O

Mit Satz 4.5.3 ergibt sich unmittelbar:

Lemma 4.5.5. Auf Xa existiert eine natiirliche algebraische T -Wirkung, die einerseits
die Multiplikation auf Ty =2 C* x C* C XA und andererseits die Tn-Wirkung auf den
affinen Karten X, geméifs Lemma 4.4.18 fortsetzt. 0

Aus Kegelmorphismen konstruieren wir nun Fdachermorphismen:
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Definition 4.5.6. Seien A ein N-Ficher und A’ ein N'-Ficher und ¢: N — N’ ein
Gittermorphismus, so daf es fiir jeden Kegel o € A einen Kegel o’ € A’ gibt, fiir den ¢
einen Kegelmorphismus ¢: (N,0) — (N',¢') induziert. Dann schreiben wir ¢: (N, A) —
(N', A") und nennen ¢ einen Féichermorphismus. O

Satz 4.5.7. Jeder Fichermorphismus ¢: (N,A) — (N',A’) induziert eindeutig einen
Morphismus von torischen Varietéten

X(p): Xa — Xar.

Beweis. Sei zunichst A = {0} ein Fécher mit nur einem Kegel. Wir zeigen, daf zu einem
Kegel o' € A’ mit ¢(o) C o’ ein Morphismus

Ps: XA =Xy — Xor C X

gehort, der von der Wahl von ¢/ unabhiéngig ist: dann ist ¢, : X, — X, wohldefiniert.
Gilt ndmlich auch p(o) C 7' € A’, so ist nach Definition eines Fachers o'N7’ € A’; sei also
ohne Einschrinkung 7/ < ¢’ mit der Inklusionsabbildung 5. Wegen der Funktorialitit des
induzierten Kegelmorphismus ¢, (Aquivalenzsatz 4.3.9 und Antifiquivalenzsatz 4.4.20)
kénnen wir den Morphismus ¢, : X, — X, C Xar eindeutig wie folgt faktorisieren:

Xo' &)X,rl L)Xo-/ C XA’-

Sind nun weiter o, 7 € A mit p(o)Up(T) C o’ € A’, so ist fiir das Verheftungslemma 4.5.2
die Vertraglichkeit der beiden moglichen Definitionen von ¢, auf dem Schnitt X, N X, =
Xsnr zu zeigen. Hierzu sei wie oben ohne Einschrankung 7 < o, also X, Hauptmenge
in X,. Die Ubereinstimmung folgt nun wieder aus der Funktorialitit fiir Kegel gemif
Satz 4.4.20. Schlieflich garantiert die universelle Eigenschaft der Verklebung nach dem
Verheftungslemma 4.5.2 die (eindeutige) Existenz des globalen Morphismus X (¢). W

Bemerkung 4.5.8. Ist ¢: (N, A) — (N', A’) ein Fiachermorphismus, so existiert wie in
Bemerkung 4.4.19 wieder ein begleitender Homomorphismus ¢g: Ty — Ty, beziiglich
dessen X () dquivariant ist. O

Definition 4.5.9. Fin Facher A heifit reguldr, wenn jeder Kegel o € A reguldr ist. O

Satz 4.5.10. Ist A ein regulérer Fécher, so ist XA glatt.

Beweis. Nach Satz 4.4.10 sind alle affinen Karten X, fiir o € A glatt, und wir verkleben
die X, tiber (offene) Hauptmengen. [ |



5 Singuldare Fasern vom Typ wlp

Wir verwenden nun die in Kapitel 4 eingefiihrten Techniken, um C*-invariante elliptische
Faserungen nahe einer kritischen Faser vom Typ I fiir b > 1 zu untersuchen.

Zunéchst konstruieren wir in Abschnitt 5.1 ein lokales Modell fiir eine Faser vom Typ 11.
In Abschnitt 5.2 klassifizieren wir mit diesem Modell C*-invariante elliptische Faserungen
mit globalen Schnitten bis auf dquivariante Isomorphie. Insbesondere erhalten wir, daf
jede C*-invariante elliptische Faserung nahe einer Faser vom Typ 11, tatsédchlich dqui-
variant isomorph zum lokalen Modell gem&f Abschnitt 5.1 ist. In Abschnitt 5.3 konstru-
ieren wir schliefslich ein lokales Modell mit einer Faser vom Typ I fiir m > 1.

Zunachst halten wir fest:

Satz 5.0.1. Sei (X;~;p;Y) eine C*-invariante elliptische Faserung. Dann treten kritische
Fasern vom Typ ,,,I mit b > 1 genau iiber den Nullstellen der Isotropiefunktion auf.

Beweis. Sei g die Isotropiefunktion von (X;v;p;Y). Sei weiter X, eine kritische Faser.

Ist g(yo) = 0, so ist Xy, nach Satz 3.2.4 nicht vom Typ ,,Ip. Also ist X, nach Satz 2.2.5
vom Typ Iy mit b > 1.

Sei umgekehrt X, vom Typ I mit b > 1. Wir nehmen an, daf g(y) # 0. Dann
wirkt g(yo) € D* nach Lemma 3.2.5 trivial auf X,,. Somit ist X, nach den Sétzen 1.2.8,
1.2.10 und 2.2.5 vom Typ ,,1p, ein Widerspruch. |

5.1 Ein lokales Modell einer Faser vom Typ ilp

Zunéchst konstruieren wir ein lokales Modell einer C*-invarianten elliptischen Faserung
mit einer singuldren Faser vom Typ 11, (oder kurz I) mit b > 1, also einem einfachen
Zykel von b rationalen Kurven. Hierbei folgen wir der Darstellung in [GH9S].

Konstruktion 5.1.1. Sei f: D — D holomorph mit f(z) = 2°f(2) fiir ein f € O*(D).

Bezeichne u; 1= ( %) beziiglich der Standardbasis von Z? C R2. Seien weiter A,, fiirn € N
der von 4_y, U—_p41, .. ., U, erzeugte maximale Facher und Z,, die torische Varietdt zu A,.
Auf Z,, definieren wir wie folgt eine C*-Wirkung -y,,: sei

W (t,z) = (1,t) - x,

wobei wir (1,¢) als Element des Wirkungstorus Tz2 = (C*)? auffassen. Die Projektion
pr;: R?2 — R auf die erste Komponente bestimmt C*-invariante torische Morphismen
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Pn: Zpn — C, die mit Inklusionen Z,, C Z, 1 vertriglich sind. Auf Z := li_n}Zn existiert
eine holomorphe C*-Wirkung = und eine C*-invariante holomorphe Abbildung p: Z — C.

Weiter liefert die Matrix (} 9) eine holomorphe Abbildung hy: Z — Z. Auf Z' := p 1(D)
definieren wir wie folgt eine komplexe Z-Wirkung:

Lxx = fo p(ac)Z . hg(x) = fy(fo p(x)z,hﬁ(x)). (5.1)

Wir setzen 15Xy := Z'|Z. Wir definieren weiter eine C*-Wirkung 1,6Ys auf 1 p X: fiir die
Quotientenabbildung 7z: Z' — 1 X sei

1Y C % 1 Xy — 15Xy, (t,ma(z)) — 12 (y(t,2)) = ma(t - z).

Weiter erhalten wir eine Abbildung 1ppy: 15X; — D, mit der das folgende Diagramm
auf der mengentheoretischen Ebene kommutativ ist:

VA % l,be

1,bP
N

D
O

Satz 5.1.2. Konstruktion 5.1.1 ist wohldefiniert.

Beweis. Die Inklusionen von aufeinanderfolgenden
Féchern A,, C A,41 definieren Inklusionen der zu-
gehorigen torischen Varietdten Z, C Z,41. Also
kénnen wir den induktiven Limes Z := liﬂn—mo /s
bilden.

Die Inklusionsabbildungen Z, C Z,4; sind dqui-
variant beziiglich der C*-Wirkungen +,,; somit ist
die Wirkung - wohldefiniert und holomorph. Sie
sind weiter vertriglich mit den durch pr; definierten
torischen Morphismen p,,; somit ist auch p wohl-
definiert, holomorph und C*-invariant.

Die Matrix (11) (1)) bestimmt zunéchst Féchermor-
phismen A, — A,4p. Diese induzieren torische
Morphismen Z, — Z,;4 und schlieflich eine C*-
dquivariante holomorphe Abbildung hy: Z2 — Z.
Die Projektion pr;: R2 — R wird beschrieben
durch die Matrix (1 0) € R**2, und aufgrund von

o, )-00

pri: R2 — R b1
gilt po hy = p. Somit wird Z' = p~1 (D) unter hy in
Yo sich abgebildet. Die Z-Wirkung (5.1) ist wegen der
C*-Invarianz von p und der C*-Aquivarianz von hy
Abbildung 5.1: Facher gemaf also wohldefiniert, ebenso 1 pp;. n

Konstruktion 5.1.1
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Satz 5.1.3. Das Tupel (1pXf; 167316053 D) ist eine C*-invariante elliptische Faserung
mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die Isotropiefunktion von (15X s;17s: 1,603 D) ist f.
2. Die Abbildung 1 ppy besitzt genau in O einen kritischen Wert.

3. Die Faser pr;l(O) ist vom Typ 1I.

Uberdies existiert ein Schnitt 1407: D — 15X\ 13X 5 fiir 14pf. Auf D* gilt
1,b19f(z) = Fz(z, 1) € Wz(ZI N Tzz).

Definition 5.1.4. Wir nennen das Tupel (15X ;14775 1,607 D) das lokale Modell einer
C* -invarianten elliptischen Faserung vom Typ 11 zur Isotropiefunktion f. O

Beweis von Satz 5.1.3. Wie wir in Lemma 5.1.8 zeigen, ist die Quotientenabbildung 7z
eine Submersion und |, X ; glatt.

7' —% 14X

,bD
Xlif

D
Nach Lemma 1.1.21 ist somit 1 pp; holomorph.

Wiederum nach Lemma 5.1.8 ist die C*-Wirkung 1 7y holomorph. Weiter sind 7z &qui-
variant und 1 pp; invariant.

Nach Lemma 5.1.9 gilt fiir die Isotropiegruppe G, der Faser pr;l(z) fiir z € D*:

Da nach Lemma 5.1.10 die Abbildung ; yps genau in 0 einen kritischen Wert besitzt, ist
(16X F5 1,67f5 1,60 f; D) eine C*-invariante elliptische Faserung mit der Isotropiefunktion f.

Nach Lemma 5.1.11 existiert ein holomorpher Schnitt 1 50 7: D — Lbe, = 1pX7 \ 15 XF
fir 1 ppy mit 1397(2) = 7z(2,1) auf D*. Das Bild 19 (D) ist eine Untermannigfaltig-
keit von 1, X, die prfl(()) transversal schneidet. Somit ist 1 9f nach Satz 1.2.12 ein
Biholomorphismus zwischen D und ;9 ¢(D). Wir erhalten das folgende kommutative
Diagramm:

1,69

D—— 1,697 (D)

H ll,bpf

D:D

Somit ist prJTI(O) eine einfache Faser.

Nach Lemma 5.1.7 gilt £xCj = Ciyg fiir p1(0) = U,z Ci. Somit ist schlieRlich prfl(())
ein Zykel von b rationalen Kurven. Also ist pr;l(()) vom Typ 1. [ |
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Im Beweis des obigen Satzes greifen wir auf einige technische Lemmata zuriick, die wir
im folgenden beweisen. Zun#chst untersuchen wir die Struktur der Flachen Z,.

Lemma 5.1.5. Die Fliche Z, ist regular.

Beweis. Es gilt

1 1
det(u;, ui11) = det (z it 1) —1.

Somit ist A, ein reguldrer Facher, und die Regularitidt von Z, folgt aus Satz 4.5.10. MW

Lemma 5.1.6. Es gilt p, ' (C*) = Ty2. Auf der dichten offenen Bahn Ty» = (C*)? C Z,
ist p,, von der Form p,(z,w) = z.

Weiter ist p, 1 (0) eine Kette von 2n — 1 rationalen Kurven C;. Die C; sind Abschliisse von
C*-Bahnen. Dabei besteht C;NC;41 aus einem Fixpunkt der Ty2-Wirkung, und fiir k > 2
ist C«L N C'H_k; = @

Beweis. Die Projektion pr; bildet den Nullkegel o C Z2 auf den Nullkegel o; C Z
ab. Somit bildet der torische Morphismus p, genau die offene Bahn Ty» auf die offene
Bahn Tz = C* ab.

Weiter ist die Projektion pry: R?> — R auf die erste Komponente beschrieben durch die
Matrix (1 0) € R**2. Nun folgt aus den Bemerkungen 5.3.5 und 5.3.1 in [Hau99], da py,

auf Tz2 von der Form p,(z,w) = z!w® = 2 ist.

Die zweidimensionalen Kegel o; := keg(u;—1,u;) in A, entsprechen nach Korollar 7.6
in [Kau00] nulldimensionalen Ty2-Bahnen B, in Z,, also Fixpunkten der Ty2-Wirkung.
Die Strahlen Ru; entsprechen ebenso eindimensionalen Tz2-Bahnen Bg,,. Aufgrund
unserer Wahl der C*-Wirkungen <, sind die Bgr,,y; sogar C*-Bahnen. Nach Satz 7.7
in [Kau00] gilt fiir die Abschliisse der C*-Bahnen By, v,

Ci == Brygu; = U By =By, UBryqu; UBo,y, -
T>keg(u;)

Nach Beispiel 7.15 in [Kau00] folgt aber aus der Existenz zweier Ty2-Fixpunkte By,
und B in C;, dak C; = Py. Es gilt

Oi+1

CiNCiy1 =B, und CiNCiyg = 0 fiir £k > 2. |

41

Lemma 5.1.7. Die Faser p~'(0) ist eine Kette von rationalen Kurven: p='(0) = J;cy, Ci.
Dabei besteht C; N Cj41 aus einem Fixpunkt von v, und es gilt C; N Ciyy = O fiir k > 2.
Es gilt £x C; = Ciypp.

Beweis. Die Struktur der Faser p~'(0) folgt durch Ubergang zum direkten Limes aus
Lemma 5.1.6.
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Die Kurve C; gehort zum Strahl Ryqu;. Aufgrund von

10\ /1 0\ /1)
po1) T 1) i) T e

ist hﬁ(CZ-) = Cj1e- Da aber jede Kurve C; der Abschluf einer C*-Bahn ist, gilt £+ C; =
Citep- u

Nach diesen Vorarbeiten kommen wir zu den Lemmata, in die wir den eigentlichen Beweis
von Satz 5.1.3 gegliedert haben:

Lemma 5.1.8. Der Quotient 1, X ist glatt, und die Quotientenabbildung nz: Z' —
1,,X s ist eine Submersion.

Die C*-Wirkung 1 p7ys ist holomorph. Beziiglich v und 1 yyy ist w7 dquivariant und 1 py
invariant.

Beweis. Nach Lemma 5.1.5 sind zunédchst die Flachen Z, glatt, somit also auch der
induktive Limes Z = hﬂ Z,, und dessen offene Teilmenge Z'.

Wir zeigen, daf die Z-Wirkung (5.1) frei und eigentlich diskontinuierlich ist.

Auf p~1(0) = Uiez Ci gilt £x C; = Ci g nach Lemma 5.1.7. Also ist £xz # z flir £ # 0
und z € p~1(0). Somit ist die Z-Wirkung auf p—1(0) frei.

Auf p~Y(D*) = Ty> N Z' = D* x C* ist die Z-Wirkung nach den Bemerkungen 5.3.5
und 5.3.1 in [Hau99] von der Form

(Fop(z,w))" - hi(zw)
= (L) (z2%)
o
(

Lx(z,w) =

Da 0 < |f(2)| <1, gilt

Somit ist £ % (z,w) # (z,w) fiir £ # 0. Also ist die Z-Wirkung auch auf p~!(D*) frei.

Nun zeigen wir, daf die Z-Wirkung eigentlich diskontinuierlich ist. Sei zunéchst Kq C
p~1(0) ein Kompaktum. Dann existiert ein £y > 0, so daf

Ky C U C;.

3| <€o

Nach Lemma 5.1.7 gilt £x Ko N Ky = 0 fiir |£] > 24,.
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Weiter ist jedes Kompaktum K C Z’ von der Form K = Ky U Kp«, wobei K ein
Kompaktum in p—1(0) ist und es ein Kompaktum L C D x C* C Z' gibt, so daf gilt:

Kp- = LN (D* x C°).

Wir fahren nun auf eine dhnliche Art und Weise wie in Lemma 2.3.5 fort. Ohne Ein-
schrinkung sei {0} ¢ pr;(L). Da f: D — D stetig und L kompakt ist, gilt

0<C:= a z)| < 1.
ZGISH)((L) ‘f( )|

Weiter existieren Radien R > r > 0 mit
pry(L) C {w e C* |r < |w| < R}.

Fiir (z,w) € Kp~ gilt nun

[pra (¢ (z,w)) | = [prs (2, /() w) | = [ £(2)| o]

Nun existieren nur von C, R und r abhsngige ganze Zahlen £; > 0 und £ < 0 mit
| pry (£% (z,w))| = |£(2) [ Jw] < C'R < r fiir £ > £,

und

| pry (£ (2,w)) | = ‘ﬁ‘_em > (%)_Zr > R fiir £ < by

Wir fassen zusammen: fiir ein Kompaktum K C Z’ gilt £ K N K # ( hochstens fiir
min(—24y, 42) < £ < max(24y,£;), also fiir hochstens endlich viele . Somit ist die Z-
Wirkung eigentlich diskontinuierlich.

Der Quotient 1,X = Z'/Z ist nach Satz 1.1.19 glatt. Nach Korollar 1.1.20 induziert -y
eine holomorphe C*-Wirkung auf | X s, die aufgrund der Eindeutigkeit mit | 7y {iberein-
stimmt. Die Quotientenabbildung 7y, ist dquivariant. Da aber p invariant ist, ist auch | pp
invariant. |

Lemma 5.1.9. Fiir z € D* ist pr;l(z) eine elliptische Kurve mit der Isotropiegruppe

Gz = <f(z)>
Beweis. Fiir z € D* ist

1695 (2) = 12 (p 1 (2)) = mz({z} x C)

zusammenhéngend und als Faser eines reguldren Wertes von 1 pp; eine glatte komplexe
Kurve. Auf p~!(z) wirkt Z nach den Ausfiihrungen in Lemma, 5.1.8 wie folgt:

Lx(z,w) = (z,f(z)zw).

Da weiter 7y, aquivariant ist, wirkt C* auf pr;l(z) folgendermafen:

t-7z(z,w) =7y (’y(t, (z,w))) =7z((1,t) - (z,w)) = 7z(z, tw).
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Somit gilt

t-mz(z,w) = nz(z,w)
— HeZ:(ztw)=L*(z,w) = (z,f(z)ew)
= te(f(2).

Also ist die Faser pr;l(z) nach den Sétzen 1.2.8 und 1.2.10 eine elliptische Kurve, deren
Isotropiegruppe von f(z) erzeugt wird. [ |

Lemma 5.1.10. Die Menge der kritischen Werte von 1 py ist genau {0} C D.

Beweis. Analog zu Lemma 3.1.6 folgt aus der Submersivitit von 7z, daf die kritischen
Stellen von 1 yp; genau diejenigen von p sind.

Auf p~1(D*) = Z' N T4z ist aber p von der Form p(z,w) = z, also regulir.
Wire nun 0 € D regulir, so wire die Faser p~!(0) insbesondere glatt. Nach Lemma 5.1.7
ist p~1(0) aber singulir. [ |
Lemma 5.1.11. Es gibt einen holomorphen Schnitt

1695: D — 1,bec =15X7\ l,bX;g*
fiir 1 ppy. Auf D* gilt 1 y9¢(2) = 77(2,1).

Beweis. Wir betrachten den Fécher, der durch den einzigen Vektor ug erzeugt wird. Die
Einbettung in die erste Komponente ¢;: R — R x {0} C R? wird beschrieben durch
die Matrix ((1)) € R?>*!, Sie liefert Fichermorphismen {Ryoup} — Ay, also torische
Schnitte C — Z, fiir p,. Schlieflich erhalten wir einen holomorphen Schnitt ¥z : D — Z
fiir p .

Tz
Z! 1,6X ¢
AN p
19Z\ A’f

D
Wir setzen {30 := mz 09z.
Es gilt
107(D) N 1pXF =0,
und auf D* ist ¥z aufgrund der obigen Matrixdarstellung nach den Bemerkungen 5.3.5

und 5.3.1 in [Hau99] von der Form 9z = (2!,2%) = (2,1). [ |

5.2 Isomorphie zum lokalen Modell im Falle m =1

Nach dem folgenden Resultat aus [GH98| werden C*-invariante elliptische Faserungen
mit einem globalen Schnitt im wesentlichen durch ihre Isotropiefunktion bestimmt:
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Satz 5.2.1. Sei Y eine RIEMANNsche Flédche und f:Y — D holomorph. Dann existiert
eine C*-invariante elliptische Faserung (Xs;vs;ps;Y) mit den folgenden Eigenschaften:

1. die Isotropiefunktion von (Xy;vp;pp;Y) ist f;

2. es gibt einen globalen Schnitt 97:Y — x4 = Xy \X}C* fiir py.

Die C*-invariante elliptische Faserung (Xg;vs;ps;Y) ist durch diese Eigenschaften bis
auf dquivariante Isomorphie iiber Y eindeutig bestimmt. Weiter ist jede kritische Faser
von py vom Typ 1I,, wobei 0 < b = ordy f die Nullstellenordnung von f iny € Y
bezeichnet.

Nahe einer einfachen kritischen Faser, die dann nach Satz 2.2.5 vom Typ 11, ist, existiert
ein lokaler Schnitt (Seite 580 und Theorem 9.1 in [Kod63a]). Wir erhalten mit der Ein-
deutigkeitsaussage in Satz 5.2.1 die folgende lokale Beschreibung von C*-invarianten
elliptischen Faserungen nahe einer Faser vom Typ 11:

Korollar 5.2.2. Sei das Tupel (X;v;p;Y) eine C*-invariante elliptische Faserung mit
der Isotropiefunktion f. Sei die Faser X, fiir yo € Y vom Typ 1I;.

Dann existiert eine Einbettung §: D — Y, mit der folgenden Eigenschaft fiir das lokale
Modell (1pX fos5; 1,67 fos3 1,6Pfos; D) vom Typ 11y zur Isotropiefunktion f o d: es gibt eine
aquivariante Biholomorphie

K 1pX fos — p ! (5(D)),

so dak das folgende Diagramm kommutativ ist:

1,6X fos —;>p_1(6(D)) cX

1,bpf05l lp

D iD)cCY

(=7}

IR

Fiir den Beweis von Satz 5.2.1 verwenden wir das folgende Lemma.

Lemma 5.2.3. Die C*-invariante elliptische Faserung (X;~;p;Y ) besitze einen Schnitt
9:Y = X = X\ X© fiir p. Weiter sei ®: Y x C* — X* wie in Lemma 2.3.4 definiert:

B: Y xC — XF, (y,t) — t-I(y).

Dann besitzt die Untermannigfaltigkeit A := @' (9(Y)) von Y x C* die Zusammen-
hangskomponenten Ag :=Y x {1} und Az := {(y, f(¥)*) | y € Yreg} fiir £ € Z \ {0}.

Beweis. Aufgrund der Regularitdt von ® geméf Lemma 2.3.4 ist A eine Untermannig-
faltigkeit. Die Ay fiir £ € Z sind zusammenhingend sowie offen und abgeschlossen in A,
also Zusammenhangskomponenten von A.
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Nehmen wir nun an, es gebe ein Element
(v,2) € A\ | 4e
LET

Sei A" die Zusammenhangskomponente von A, die (y,z) enthilt. Wiirde pr;(A4’) die
Menge Yieg treffen, etwa in gy, so wire nach Satz 2.3.1 die Isotropiegruppe der zugehérigen
Faser Gy = (f(y')), und A’ wiirde ,iiber y™ ein A, schneiden. Somit ist pr;(A’) in der
(diskreten) Nullstellenmenge von f enthalten und A’ = {y} x C*, im Widerspruch zur
lokalen Biholomorphie von ®. |

Wir setzen Yieq := Y \ N(f). Existiert ein Schnitt fiir p, so sind alle Fasern von p einfach.
Nach Satz 5.0.1 besteht also Y;eg in diesem Falle genau aus den reguléiren Werten von p.

Beweis von Satz 5.2.1. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit: seien (X;;7;;p43Y) fiir i =
1,2 zwei C*-invariante elliptische Faserungen iiber Y mit der gleichen Isotropiefunktion f
und Schnitten ¢;: Y — Xf fiir p;. Wir betrachten die Abbildungen

P,: Y xC —>X§, (y,2) — z - 9i(y)

und zeigen, daf ®; und ®- die gleiche Aquivalenzrelation auf Y x C* erzeugen. Hierzu
betrachten wir die Untermannigfaltigkeiten A’ := @, 1(191-(Y)) von Y x C*. Es gilt:

Nach der Charakterisierung von A’ in Lemma 5.2.3 ist aber A = A2. Somit gilt
D1(y,2) = 1(y,2') = Pa(y,2) = Pa(y, 7).
Wir erhalten also einen fasererhaltenden dquivarianten Isomorphismus
k: @ (Y x C*) =5 @p(Y x C),  @4(y,2) — Pa(y, 2), (5.2)

der 91(Y) = @1 (Y x {1}) auf 92(Y) = ®2(Y x {1}) abbildet. Nach Proposition III.8.5
in [BPV84] laft sich x zu einem Isomorphismus von X; nach Xy fortsetzen. Dieser ist
nach dem Identitatssatz dquivariant.

Wir zeigen nun die Existenz von (Xy;vy;ps;Y). Die Gruppe Z wirkt frei und eigentlich
diskontinuierlich auf Y;eg x C* wie folgt:

Lx (y,2) = (y, f()*2).

Wir betrachten nun den nach Lemma 2.3.5 glatten Quotientenraum Xyeg := (Yieg XC*)/Z
zusammen mit der nach Korollar 1.1.20 durch ¢-(y, z) := (y, tz) induzierten holomorphen
C*-Wirkung vreg, den durch y +— mreg(y, 1) fiir die Quotientenabbildung

Trog? Yieg X C — (Vieg x C*)/7Z
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definierten Schnitt ¥eg und die von (y,z) + y vererbten Projektion preg. Hat f keine
Nullstellen, so leistet das Tupel (Xreg; Yreg; Preg; Yreg) bereits das Gewiinschte.

Somit verbleibt noch, die richtigen Fasern iiber den Nullstellen von f einzuziehen. Die
Nullstellen sind diskret; somit kdnnen wir sie einzeln behandeln: sei yg € Y eine Nullstelle
von f und ordy, f = b. Wir wihlen eine Einbettung 6: D — Y mit §(0) = o, so daf

fodz) = 2f(2)

fiir eine Funktion f € O*(D).

Nun betrachten wir das in Abschnitt 5.1 eingefithrte Modell (14X fos; 1,67 f0s3 1,60 fo53 D)
vom Typ 11y zur Isotropiefunktion f o d. Dann existiert nach Satz 5.1.3 ein Schnitt

171,’19/:0(5: D — l,beOJ.
Das Tupel
(1,6X fo53 1,6V f053 0 © 14D f0s3 6(D))

ist eine C*-invariante elliptische Faserung iiber (D) mit der Isotropiefunktion f und
dem Schnitt

169505 0071 6(D) — 13X fos
entsprechend dem folgenden Diagramm:

1,6X fos
IN

=

NI

16Pfos | 11,69 fos
: 001 P f0s

S
IR |
<"

Auf §(D*) gilt
1abll9f°<5 (6(2)) = ﬂ-Z(za 1) = "9reg(z)-
Wie oben in (5.2) erhalten wir einen fasererhaltenden Isomorphismus
15X fo6 \ 160705 (0) = Preg (D) N Yreg )
N———
=6(D)\{y}

von C*-invarianten elliptischen Faserungen iiber 6(D) \ {yo}, vermittels dessen wir die
beiden Faserungen (15X fos31,6Yfo530 © 1,50 f05; 0(D)) und (Xreg; Yreg; Preg; Yreg) Verkleben
und die gewiinschte Faser {iber gy erhalten. |
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5.3 Ein lokales Modell einer Faser vom Typ nlp

In diesem Abschnitt konstruieren wir eine elliptische Faserung iiber der Einheitskreis-
scheibe D, die iiber D* reguldr ist und iiber 0 eine Faser vom Typ ,,Ip mit m > 1
und b > 1 besitzt. Dabei gehen wir wie folgt vor: wir betrachten ein lokales Modell
vom Typ 11,5 geméf Konstruktion 5.1.1 und dividieren wie in Konstruktion 3.1.1 eine
geeignete E,,-Wirkung aus.

Wir erinnern daran, daf wir die Abbildung S,, in Notation 1.2.7 wie folgt eingefiihrt
haben:

Bm:C—C, 2z+—2".

Konstruktion 5.3.1. Seien m > 1 und f: D — D holomorph mit f(z) = zbf(z) fiir
ein f € O*(D). Wir wihlen einen Zweig der m-ten Wurzel aus f und bezeichnen ihn

mit f%. Es gilt
foBm(z) = f(z™) = 2™ f(z™) = 2™ [ o fin(2).
Wir konstruieren zunéchst entsprechend Konstruktion 5.1.1 ein lokales Modell

(1,mbX foBm 1,mbYfoBm s 1,mbP fopm; D)

vom Typ 11,5 zur Isotropiefunktion f o S,,.
Aus Konstruktion 5.1.1 iibernehmen wir also

e die Facher A, fiir n € N,

e die zugehorigen torischen Varietédten Z,,

e den direkten Limes Z := liﬂZn,

e die holomorphe C*-Wirkung « auf Z,

e die holomorphe Abbildung p: Z — C

e und die folgende Z-Wirkung auf Z' = p~!(D):

txz = (1,0 Bmop@)" hly(@)
= Flp@)™)" - hly(@)
= (7™ b @) (5.3)

Entsprechend Konstruktion 5.1.1 ist 1 mpX fos,, = Z'/Z.

Wir setzen

2mi . _ mi(m=1)b
(p:=em sowie g = ¢€ m



72 C*-invariante elliptische Faserungen

Die Urbilder p,, }(D) sind invariant unter der Wirkung der Untergruppe E,, x C* des Wir-
kungstorus. Somit erhalten wir eine holomorphe (E,, x C*)-Wirkung auf Z' = p— (D),
und die folgende Abbildung ist wohldefiniert:

9g:2' — 7', z+— (Co,f% (P(x)m)ﬁo) - hp(z).
Weiter liefert g eine Abbildung
9 1mbX o — 1,mbX fofm
mit g™ = id. Wir definieren eine Ey,-Wirkung auf {,,5Xf.s,, wie folgt: fiir (o = em sei
Co* z :=g(x). (5.4)
Sei mpX ¢ = 1,mbX foBn [ Em. Weiter setzen wir
mpPf: mpXy —> D, 7g, o 7z(2) = Bm © 1,mbPfopm © Tz(T) = PBm o p().

Wir erhalten das folgende kommutative Diagramm zunéchst auf der mengentheoretischen
Ebene:

g, TE.

Zo>p YD)=2Z 1,mbX fofm mb X f
P 1,mbP foBm m,bP f
5 fr_ i
VA A

Schlieflich definieren wir die folgende C*-Wirkung ,, pyy auf ,, X :
m,bYf* Cr x m,be — m,bea

(ta TEm © WZ($)) > TE,° 1,mbYfofm (t’ 7TZ('T))
= 7g,, o 7z 0 Y(t,x).

Satz 5.3.2. Konstruktion 5.3.1 ist wohldefiniert.

Beweis. Die Existenz einer m-ten Wurzel aus f zeigen wir in Lemma 5.3.3.

Weiter beschreibt die Matrix (le (1)) fiir r € Z Fachermorphismen A, — A, i, also
torische Morphismen Z,, — Z,, ;.4 und schliefilich eine holomorphe Abbildung h,4: Z —

Z.
(rlb (1)> (slb (1)> - ((rj 5)b (1)>

Aufgrund von

Nach Lemma 5.3.4 definiert g eine Abbildung g: 1 msXfog,, — 1,mbXfoB,,- Aufgrund
von Lemma 5.3.6 gilt §” = id. Wegen ¢* o g¢ = ¢*¥+¢ und ¢° = id ist die komplexe
E,,-Wirkung (5.4) somit wohldefiniert. [ |

gﬂt hrb—|—sb = hrb o hsb-
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Lemma 5.3.3. Ist f: D — D* holomorph, so existiert eine holomorphe m-te Wurzel
aus f.

Beweis. Da D einfach zusammenhéngend und fnullstellenfrei ist, folgt die Existenz einer
holomorphen m-ten Wurzel aus dem Existenzsatz fiir holomorphe Wurzeln (Seite 219
in [Rem95]). [ ]

Lemma 5.3.4. Es gilt go hyyp = hmp © g-

Beweis. Wir rechnen wie folgt:

g0 hmp(z) = (Co, F (po hup(z)™ )7)0) - hy © hypp ()
=p(x)™

= (G0, F (p(=)™)0) * By ()
= honp ((Co, J?% (p(ﬂ”)m)ﬁo) ' hb(w))

= hmp 0 g(x) [ |

Lemma 5.3.5. Es gilt

3 __m(m-1)>b
n(r)n _ e—m(m—l)b — CO 2 . O

Lemma 5.3.6. Es gilt ¢™(z) = 1% z.
Beweis. Auf der in Z' dichten Teilmenge Ty N Z' gilt

g(z,w) = (Coz, Fm (Z™)mo"w)

und
1x(z,w) = (z,f(zm)zmbw) = (2, f(z™)w).
Somit erhalten wir

9" (z,w) = (gg"z, (fﬁ(zm))mﬂ(r)n 3(1+"'+m71)zmbw) mit Induktion nach m

~ m(m—-1)b m(m-1)>b

2, fZ"¢G 2 G zmbfw) nach Lemma 5.3.5
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Satz 5.3.7. Das Tupel (mpX 13 m,b7f; mpPy; D) ist eine C*-invariante elliptische Faserung
mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die Isotropiefunktion von (m X f; mpYfi maps; D) ist f.
2. Die Abbildung ,,ppy besitzt genau in O einen kritischen Wert.
3. Die Faser m,bpgl(O) ist vom Typ 1.

Definition 5.3.8. Wir nennen das Tupel (15X £; mp7f; mppy; D) das lokale Modell einer
C* -invarianten elliptischen Faserung vom Typ Iy zur Isotropiefunktion f. O

Beweis von Satz 5.8.7. Wir bezeichnen die Quotientenabbildung mit
TEpy * LmbeOﬁm — m,be-

Nach Lemma 5.3.11 ist ,,, 3 X ; glatt und die Quotientenabbildung 7g,, eine Submersion.
Somit ist nach Lemma 1.1.21 auch ,, ;p; holomorph. Wieder nach Lemma 5.3.11 ist die
C*-Wirkung 4y auf 4,5 X f holomorph. Weiter ist mg,, dquivariant und ,, pp invariant.

Wir bestimmen die singuldren Werte von ., 3ps: da 7g,, nach Lemma 5.3.11 eine Sub-
mersion ist, sind analog zu Lemma 3.1.6 die kritischen Werte von ,,ps genau die
VON 31,01 mbP fof,, - Die Abbildung 3, ist genau in 0 singulér, und nach Lemma 5.1.10 sind
die kritischen Werte von 1 mppfos,, genau {0} C D. Somit ist ,pps genau in m,bpjil(O)
kritisch, und genau 0 € D ist singularer Wert.

Die Struktur der reguléren Fasern von ,,upy folgt aus Lemma 5.3.12: fiir 2™ € D™ ist
die Faser m’bpfl(zm) eine elliptische Kurve mit Isotropiegruppe G,m = C*/ < f (zm)>
Insbesondere ist (15X f;m,pYf; maPs; D) eine C*-invariante elliptische Faserung mit der
Isotropiefunktion f.

Die Struktur von m,bpjil(()) folgt schlieflich aus Lemma 5.3.13. [
Lemma 5.3.9. Fiir p~1(0) = U, Ci gemi8 Lemma 5.1.7 gilt g(C;) = Ciys.
Beweis. Diese Aussage folgt auf die gleiche Weise wie Lemma 5.1.7. |

Lemma 5.3.10. Es gilt g*(z) # z fiir © € 1,14 X fop,, und 1 < k <m.

Beweis. Wir betrachten zunéchst l,mbp;olﬂm (0): nach Lemma 5.3.9 gilt fiir die Faser

p~1(0) = JC;, dak ¢*(C;) = Cijpp. Andererseits folgt analog zu Lemma 5.1.7, daf
£x C; = Cjypmp- Somit gilt:

Wz(ci) ﬂgk(ﬂz(ci)) =0 fiir 1 <k <m.
Auf p~1(D*) = Tz2N Z' erhalten wir hingegen induktiv

g (zw) = (Chz, (2™ enl¢alitHh D) koy)

# Cx(z,w) firl <k<mund/{#0,
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und wiederum ist

g (722, w)) # mz(z,w) fir 1 <k < m. [ |

Lemma 5.3.11. Der Quotient ., s X = 1,mpX fop,, [ Em ist eine glatte Fliche. Weiter ist
die Quotientenabbildung 7, eine Submersion.

Die C*-Wirkung ,, 47y auf ;X ist holomorph, und beziiglich 1 myYfop,, und mp7ys
sind 7, dquivariant und ,, ppy invariant.

Beweis. Nach Lemma 5.3.10 ist die E,,-Wirkung (5.4) frei.
Weiter ist die Wirkung eigentlich diskontinuierlich, da FE,, endlich ist.

Nach Satz 1.1.19 ist ,, X glatt und 7g,, eine Submersion, und nach Korollar 1.1.20
existiert eine eindeutig bestimmte C*-Wirkung auf ,, 3 X . Diese stimmt aufgrund der
Eindeutigkeit mit ,, 57y; iiberein und ist holomorph. Ebenfalls nach Korollar 1.1.20 ist
die Quotientenabbildung 7g,, dquivariant. Die C*-Invarianz von ,,p; folgt direkt aus
der Aquivarianz von 7g,, und der C*-Invarianz von 1,mbPfoby, geméh Lemma 5.1.8. W

Lemma 5.3.12. Fiir z™ € D* ist m,bpfl(zm) eine elliptische Kurve mit der Isotropie-
gruppe Gm = (f(2™)).
Beweis. Zunichst ist m,bpgl(zm) als Urbild eines reguldren Wertes eine glatte Kurve.

Weiter zeigen wir, daf m,bplil(zm) zusammenhéngend ist. Hierzu geniigt es zu zeigen,
dab fiir z € D* gilt:

TR, O 77, (p’l(z)) Nmg,, © 77, (pfl(Coz))
= TE, (1,mbpfolﬂm (2)) N7Tg, (1,mbpfolﬂm(C02))
# 0.

Dies folgt aber aus der folgenden Tatsache: es gilt
g(O* (za 1)) = g(z, 1)
~1
= (¢oz, fm (z™)m2")
~1
= 0% (Coz, fm (2™)mo2"),

somit ist ndmlich

~1
TEy, 07z (2,1) = 7g,, o7z (Coz, fm (2™)m02") .
——

~ J

-~

ep~1(z) €p~1(¢o2)

Also ist m,bpfl(zm) eine glatte zusammenhangende Kurve.
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Wir bestimmen nun die Isotropie eines Punktes 7g, owz(z,w) € m,bpil(zm). Firte C
gilt aufgrund der C* -Aquivarianz von 7z und TR, nach den Lemmata 5.1.8 und 5.3.11

t mg, o Tz(z,w) = mg, (t - 74(2,w)) = TE, o 1L(z, tw).

Somit ergibt sich die Isotropie von 7g,, o mz(z, w) wie folgt:

t-7p,, o z(z,w) = Tg,, 0 7z(z,w)
<— 3Jke{0,....m—1}: HeZ:
(2, tw) = g* (€% (2, w))
= " (Flp(zyw)™)" - (2 w))
( f( )é {mb )
F(z, f(2™) w)

=g
g
= (che, Fom (zmybub g0 200 ()

= WecZ:t=f(z™)¢ (und k = 0)
— te(f(z™)

Somit wird die Isotropiegruppe des Punktes 7g, o mz(z,w) von f(2™) € D* erzeugt, ist
also unendlich und diskret. Nach den Sétzen 1.2.8 und 1.2.10 ist also m,bpjil(zm) eine
elliptische Kurve mit der Isotropiegruppe G,m = < f(zm)> |

Lemma 5.3.13. Die Faser m,prZl(O) ist vom Typ .

Beweis Nach Lemma 5.3.9 gilt fiir p1(0) = U,z Ci, dak ¢*(C;) = Ciygp. Die Faser
mbP 1(0) besteht somit aus b rationalen Kurven. Zu zeigen bleibt also, daf mbP} L(0)
von der Vielfachheit m ist.

Wir betrachten wiederum das folgende kommutative Diagramm:

TE,

A - l,mbeOﬂm m,be
1,mbP foBm m,bPf
Bm
D z—2™ D

Wie in Abschnitt 5.1 folgt, daf die Faser l,mbp;olﬂm (0) vom Typ 11, ist. Wie in Satz 5.1.3
existiert ein Schnitt

1,mb0 foBy, = Tz0971: D — 1,mp X fop,,,
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fir 1 mpPfop,, - Dann ist 1 mp¥fop,, (D) eine Untermannigfaltigkeit von 1 mpXyog,,, die die
Faser 1;mbp;olﬁm (0) transversal schneidet.

Wir zeigen, dak 7g,, auf 1 mp¥fos,, (D) injektiv ist: wie in Satz 5.1.3 ist ¥z auf D* von
der Form 9 z/(z) = (z,1). Weiter gilt hier

1 b(14-Ak—1
g"(2,1) = (§z Fm ()Fnf g R0,
und wegen |]7%‘ < 1 nach Lemma 5.3.14 gilt auf D*
0< ‘zbfi(zm” < 1.

Die Injektivitéit der Quotientenabbildung g, auf 1 ;mpd fop,, (D*) ergibt sich nun aus der
folgenden Uberlegung fiir z € D*:

7" (1.mb9 fopon (2)) € 1amdD fop,, (D)

= He€Z:3Fe€D:g"z21) =g"0z(2) =tx9z(2) =Lx (1)
o B3 € D: (Ghe FHEE V) - (2, 5 (()))
— WecZ: fN-% (zm)knloccg(l-l-"'-i-k—l)zkb _ f(zm)i _ zmbﬁf-% (zm)mi

(und 2’ = ¢§2)

= ez ght0TTETD 2 ek L mymek (b F (my ek
—_— S———
[-1=1 |-]<1

<— HecZ:ml—-k=0

<— k=£=0,da0<<k<m.

Also ist §* 01 b8 fop,, (2) & 1.mb? fop,, (D) fiir 1 < k < m, und 7g,, ist auf 1 ;0 fop,, (D*)
injektiv. Uber 0 € D folgt die Injektivitit mit Lemma 5.3.9. Da 7p,, die Fasern von
Brm © 1,mbP fop,, i sich abbildet, ergibt sich die Injektivitdt von 7g,, auf 1 mpd fop,, (D).
Da weiter 7, nach Lemma 5.3.11 eine Submersion ist, ist auch 7, (1,ms9 fop,, (D)) eine
Untermannigfaltigkeit von ,, X, die die Faser m,bpjil(O) transversal schneidet.

Somit ist 7g,,|, 9 fopm (D) eine injektive holomorphe Abbildung zwischen RIEMANNschen
Flachen, nach Satz 1.2.12 also biholomorph.

Wir erhalten das folgende kommutative Diagramm:

™ m
1,mb¥ fop,, (D) - T B (1m0 o (D))
1,mbPfofBm | = m,bPf
D ﬂmm D
=2z

Somit ist mybpfl(O) nach Definition 2.2.3 von der Vielfachheit m. [ |
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Wir haben im Beweis die folgende Beobachtung verwendet:
Lemma 5.3.14. Sei f: D — D holomorph mit f(z) = zbf(z) fiir ein f € O*(D).
Dann gilt ]’“%(D) C D, oder f m ist konstant vom Betrage 1.

Beweis. Fiir 0 < e < 1 gilt auf (1 —¢)8* = {z € C||z| =1—¢}

2l el o
TEI= "y = oy < o9

Nach dem Maximumsprinzip gilt diese Ungleichung also auch auf {z € (C| |z| < 1—¢}.

Da dies fiir alle ¢ gilt, erhalten wir f(D) C D.

Wiederum nach dem Maximumsprinzip kann faber in D nur dann ein Betragsmaximum
mit dem Betrag 1 annehmen, wenn f schon konstant ist. Somit ist f(D) C D, oder f ist
konstant vom Betrage 1.

Also folgt die Aussage fiir jede m-te Wurzel f% aus f |



6 Faserungen ohne mehrfache Fasern:
globale Beschreibung

In diesem Kapitel geben wir eine globale Beschreibung von C*-invarianten elliptischen
Faserungen ohne mehrfache Fasern bis auf dquivariante Isomorphie an. Dabei folgen
wir [GH98].

Wir bezeichnen mit (Xy,vs,ps,Y) weiter die in Satz 5.2.1 konstruierte C*-invariante
elliptische Faserung zur holomorphen Funktion f:Y — D ohne mehrfache Fasern. Das
Hauptergebnis dieses Abschnitts lautet wie folgt:

Satz 6.0.1. Sei (X,v,p,Y) eine C*-invariante elliptische Faserung mit der Isotropie-
funktion f. Hat p nur einfache Fasern, so gilt:

1. Ist Y kompakt, so ist p: X — Y ein elliptisches Prinzipalbiindel.

2. Ist Y nichtkompakt, so ist (X,v,p,Y) dquivariant isomorph zu (X¢,v¢,ps,Y).

Hier beziehen wir uns auf den folgenden Begriff eines elliptischen Prinzipalbiindels:

Definition 6.0.2. Sei p: X — Y eine surjektive holomorphe Abbildung von einer glatten
komplexen Fliche X auf eine glatte komplexe Kurve Y. Wir nennen p: X — Y ein
elliptisches Prinzipalbiindel iber Y, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: es gibt
eine elliptische Kurve C, eine offene Uberdeckung 4 = (U;) fiir Y, Abbildungen

gij € yC(Uij) = yC(UZ’ N Uj),

wobei yC die Garbe der lokal holomorphen Abbildungen von Y nach C bezeichnet, sowie
Biholomorphismen

h;: pil(UZ') = U; x C,
die fiir y € U; die Faser p~!(y) biholomorph auf {y} x C abbilden, so daf
(hZ o h;l)(ya C) = (y7 gZ](y)C)

firy € Ujj und c € C. O

Fiir den Beweis des obigen Satzes fiihren wir zundchst den Begriff einer Gruppenfaserung
ein:

79
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Definition 6.0.3. Seien Y eine glatte zusammenhingende komplexe Kurve und Z eine
komplexe Mannigfaltigkeit. Sei weiter p: Z — Y eine reguldre holomorphe Surjektion.
Trigt jede Faser Z, := p~!(y) die Struktur einer komplexen LIEgruppe und ist die
Abbildung

Zxy Z:i={(z7)€ZxZ|p(z) =p(z)} — Z
(z,z’) — Z_l oz' in Zp(z) = Zp(z’)

holomorph, so nennen wir p: Z — Y eine Gruppenfaserung iiber Y . O

Beispiel 6.0.4. Die Abbildung pr;: Y x C* — Y mit der iiblichen Gruppenstruktur auf
pr; (y) = {y} x C* = C* ist eine Gruppenfaserung iiber V. O

Istnund;: Y — Xfc der Schnitt fiir py gemédR Satz 5.2.1, so haben wir wie in Lemma 2.3.4
die Abbildung

:Y xC — XF=C - 9,(Y), (y,t) — 1 9;(y).

Wir kénnen nun p Fixt Xfcﬂ — Y auf genau eine Art und Weise mit der Struktur einer

Gruppenfaserung {iber Y versehen, so dak fiir jedes y € Y die Abbildung & einen Epi-
morphismus von komplexen LiEgruppen

{y} x T — (XF), = (Pf|X§ﬁ)_1(y)

induziert: jedes z € (Xfcﬂ)y ist von der Form z = t - 9(y), wobei t € C* — iiber Q :=
Y \ N(f) modulo G, — eindeutig bestimmt ist. Fiir z und &’ = t' - 97(y) setzen wir

zoz' =1t -9 (y) und —z =t (y);
dies ist wohldefiniert. Dann haben wir den oben geforderten Epimorphismus
v} xC — (XP)y, (1) > t-95(y).

Insbesondere ist die Gruppenfaserung vertriglich mit der C*-Wirkung: fiir ¢t € C* und
z,x' € (Xf,ﬁ)y gilt

(t-z)ox' =zo(t-2')=t-(zoa).
Weiter betrachten wir die folgendermafien definierte Garbe J;:
Definition 6.0.5. Fiir eine offene Teilmenge U C Y sei
Jp(U) = {0 € Hol(U, X ) | py o ¥ = idy }.

Wir bezeichnen mit Z¢ die lokal konstante Garbe mit Werten in Z auf @) sowie mit A
ihre triviale Fortsetzung auf ganz Y (Seite 144 in [KK83]). O

Bemerkung 6.0.6. Mit der oben eingefiihrten Struktur einer Gruppenfaserung auf der
Einschrankung p Fixt Xﬁﬂ — Y ist J; in natiirlicher Weise eine Garbe von ABELschen
f

Gruppen. O
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Lemma 6.0.7. AufY existiert eine kurze exakte Garbensequenz

0 > A » OF » Jp —— 0.

Beweis. Wir definieren folgendermafen eine Abbildung ¢: A — O*: fiir eine zusammen-
hingende offene Teilmenge U C Y interpretieren wir einen Schnitt k£ € A(U) als ganze
Zahl und setzen ¢(k) := f* € O(U).

Ist U C Q, so besitzt f keine Nullstellen auf U. Ist andererseits U ¢ @, so ist k = 0
nach Definition der trivialen Fortsetzung von Garben und somit f¥ = f0 = 1. In beiden
Fillen ist ¢(k) = f¥ € O*(U). Die Abbildung ¢ respektiert die Gruppenstruktur, und
wegen 0 < |f| <1 auf Q und A, = {0} fiir y ¢ Q ist ¢ ein Monomorphismus.

Weiter ist die Abbildung &: ¥ x C* — X gemif Lemma 2.3.4 lokal biholomorph und
liefert eine Abbildung 1): O* — J; wie folgt: fiir eine offene Teilmenge U C Y und einen
Schnitt h € O*(U) setzen wir

p(h): U— X¥, yr— @(y,h(y)) = h(y) - 95(y).

Dann ist die Abbildung 1 vertriglich mit den Gruppenstrukturen und ein Garben-
epimorphismus: sei ¥ € J¢(U). Wegen der Struktur einer Gruppenfaserung auf Xfcﬂ - U
existiert fiir geniligend kleines U ein h: U — C* mit

Y(h)(y) = h(y) - 95 (y) = 9(y)

Mit der gleichen Argumentation wie oben fiir die Definition von ¢ folgt aus der Definition
von f, daf 1 o p(k) = ¥y — das neutrale Element in J;(U) fiir U offen in ¥ — und
alle k € A(U) ist.

Umgekehrt liefert Lemma 5.2.3, dak ein Keim h, € Oy, der unter ¢ auf das neutrale
Element (), von (Jy), abgebildet wird, schon von der Form hy = f¥ sein muR. |

Lemma 6.0.8. Ist Y nichtkompakt, so ist O* azyklisch.

Beweis. Wir betrachten die (kurze exakte) Exponentialsequenz

exp

0 L7 20 >y OF — 0.

Als offene RIEMANNsche Fliche ist Y nach Corollar [sic] 26.8 in [For77] STEINsch und O
somit azyklisch. Weiter gilt H2(Y,Z) = 0 (Beispiel 13.6.6 in [SZ88]).

Die lange exakte Kohomologiesequenz zur Exponentialsequenz liefert nun:

HY(Y,0) —— HYY,0*) ——
=0
—— H*(Y,Z) —— H*(Y,0) —— H%*(Y,0*) ——
=0 =0
—— H3Y,Z).

——
=0

Somit ist H'(Y,0*) = H2(Y,0*) = 0. n
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Lemma 6.0.9. Ist Y nichtkompakt, so ist H' (Y, Jr) = 0.

Beweis. Nach Lemma 6.0.8 ist O* azyklisch.

Wir betrachten die lange exakte Kohomologiesequenz der in Lemma 6.0.7 angegebenen
kurzen exakten Sequenz:

H'(Y,0") —— H\(Y,J;) —— H*(Y,A) —— H*(Y,0%),
=0 =0

somit ist H(Y, Jr) = H*(Y, A).

Um H?(Y,A) zu bestimmen, verwenden wir die folgende kurze exakte Sequenz:

0 > A > Z » ZJA —— 0.

Der Triager von Z/A ist genau die Nullstellenmenge von f; somit ist er diskret und die
Garbe Z/A welk. Nach Lemma 50.7 in [KK83| ist Z/A also azyklisch. In der langen
exakten Kohomologiesequenz folgt
HY(Y,ZJA) —— H*(Y,A) —— H?*(Y,Z) —— H*(Y,Z/A)
—_—— —_——

und

H'(Y,J;) = H* (Y, A) 2 H*(Y,Z) = 0. [

Wir verwenden nun die Garbe Jf, um die Automorphismengruppe von (Xy,vf,ps,Y)
zu beschreiben.

Seid € J¢(Y') ein globaler Schnitt in Jy. Mit der Struktur einer Gruppenfaserung auf X fcﬂ
erhalten wir eine Abbildung

p(9): Xl}n — Xﬁcﬂ, z+— z09(p(z)) in (Xjﬂfﬂ)p(m).

Dann ist p(¥) ein dquivarianter fasererhaltender Automorphismus von Xffﬂ. Wiederum
konnen wir Proposition I11.8.5 in [BPV84| anwenden, um p(¥) auf ganz X fortzusetzen.
Der Identitatssatz liefert, daf die Fortsetzung dquivariant und ein Automorphismus von

(Xfa Y Pf, Y) ist.

Somit erhalten wir den folgenden Satz:

Satz 6.0.10. Die Zuordnung p definiert einen Monomorphismus der Gruppen J¢(Y)
und Aut(Xf, Y Pf Y).

Hat py nur regulidre Werte, so ist 1 sogar ein Isomorphismus.
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Beweis. Zu zeigen bleibt die Surjektivitdt im reguldren Fall.

Zunéchst halten wir fest, daft aufgrund der Regularitit der Faserung fiir jedes z € X
ein wohlbestimmtes [t;] € C* /Gy = C*/(f o p(z)) existiert, so dak z =, - I (p(z)).
Ist nun x € Aut(Xy,vs,p5,Y), so definieren wir wieder beziiglich der Struktur der
Gruppenfaserung:

-1 .
9:Y — XF=Xp, yr— (9;) " ox(95v)) in (X1)pe)-
Dann gilt:

Wir kénnen nun den Beweis unseres Hauptergebnisses fiihren:

Beweis von Satz 6.0.1. Wir wihlen eine offene Uberdeckung U = (U;) fiir Y mit den
folgenden Eigenschaften:

1. jedes U; enthialt hochstens einen kritischen Wert von p
2. jeder Durchschnitt U;; := U; N U; enthélt nur reguldre Werte von p
3. auf jedem Uj existiert ein Schnitt ¥;: U; — X

Die letzte Eigenschaft kann erfiillt werden, da nach Satz 2.2.5 die kritischen Fasern von p
vom Typ 1Ij sind (Seite 580 und Theorem 9.1 in [Kod63a]).

Mit Satz 5.2.1 erhalten wir nun C*-invariante fasererhaltende Isomorphismen
iz p~ (Ui) — p; (U,
und somit gilt

pij == piow; " € Aut (p; ' (Uij), s, ps, Uij)-

Da p auf den Durchschnitten U;; nach Voraussetzung nur reguldre Werte besitzt, definiert
die Familie der ¢;; nach Satz 6.0.10 einen Kozykel ¢ € H' (4, Jy).

Ist nun Y kompakt, so ist die Isotropiefunktion konstant, f = ¢, und p; global trivial. So-
mit erhalten wir X als Produkt von Y mit der elliptischen Kurve C*/(c) durch Verdrehen
mit einem Kozykel mit Werten in der Garbe der lokalen holomorphen Abbildungen von Y
nach C*/(c).

Ist Y nichtkompakt, so ist £ nach Lemma 6.0.9 nullkohomolog. Dies liefert den gesuchten
Isomorphismus. n



7 Ausblick und offene Fragen

Am Ende dieser Arbeit mochten wir noch auf einige offene Fragen und weiterfithrende
Ansitze eingehen.

In Satz 3.2.1 haben wir C*-invariante elliptische Faserungen nahe einer singuldren Faser
vom Typ 1o unter der Bedingung klassifiziert, dat die Einheitswurzelgruppe E,, auf der
singuldren Faser trivial wirkt. Wie wir in Abschnitt 3.3 feststellten, ist diese Bedingung
aber keineswegs immer erfiillt. Offen bleibt die folgende Frage 3.3.6:

Frage. Ist jede C*-invariante elliptische Faserung nahe einer Faser vom Typ Iy dqui-
variant isomorph zum lokalen Modell geméf Konstruktion 3.3.17 O

Des weiteren haben wir in Abschnitt 5.3 ein lokales Modell fiir eine Faser vom Typ .,
konstruiert. Hier stellt sich die folgende Frage:

Frage. Ist jede C*-invariante elliptische Faserung nahe einer Faser vom Typ n,I, dqui-
variant isomorph zum lokalen Modell geméf Konstruktion 5.3.17 (]

Schlieflich haben wir [GH98] mit Satz 6.0.1 eine globale Beschreibung von C*-invarianten
elliptischen Faserungen ohne mehrfache Fasern entnommen. Eine Verallgemeinerung auf
Faserungen mit mehrfachen Fasern steht noch aus:

Frage. Existiert eine globale Beschreibung fiir C*-invariante elliptische Faserungen? [

Im Falle mehrfacher Fasern existiert kein Schnitt fiir die Faserung, wie er uns im Beweis zu
Satz 6.0.1 gute Dienste geleistet hat. Insofern bietet sich keine bestimmte Vorgehensweise
unmittelbar an. Mehrfache Fasern mit verschiedenen Vielfachheiten lassen auch nur eine
eher unhandliche Klassifikation erwarten.

Schlieflich wollen wir noch einige mogliche Erweiterungen des Begriffs der C*-invarianten
elliptischen Faserungen erwdhnen.

Zunéchst erscheint uns die folgende Verallgemeinerung auf héhere Dimensionen mit
unseren Mitteln mit iiberschaubarem Aufwand handhabbar: Seien X und Y komplexe
Mannigfaltigkeiten der Dimensionen n beziehungsweise n — 1. Sei weiter p: X — Y eine
eigentliche Surjektion mit zusammenhingenden Fasern, die beziiglich einer holomorphen
C*-Wirkung auf X invariant ist. Dabei sei jede reguldre Faser von p eine elliptische Kurve.

Frage. Existiert in diesem Falle ein Analogon der Isotropiefunktion? Wie sehen geeignete
lokale Modelle aus? Kann diese Situation lokal oder global bis auf dquivariante Isomorphie
klassifiziert werden? O

84
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Schliefslich konnte man den Zusammenhang zwischen in einem geeigneten Sinne para-
metrisierten Familien von C*-invarianten elliptischen Faserungen und deren Isotropie-
funktionen betrachten.

Frage. Welche Parameterrdume T parametrisieren ,gut handhabbare“ Familien von C*-
invarianten elliptischen Faserungen (X, 7y, pt, Yi)ter? Wie hiangen die Familien der zu-
gehérigen Isotropiefunktionen (f;)ier von T ab? Wie konnen geeignete lokale Modelle
konstruiert und parametrisiert werden? Existiert eine dquivariante lokale oder globale
Klassifikation? O
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