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SURREALE ZAHLEN

MORITZ SCHICK

ZUSAMMENFASSUNG. In dieser Arbeit wird die Klasse No der surrealen
Zahlen eingefiihrt. Es werden aulerdem eine Addition +, eine Multipli-
kation - und eine lineare Ordnung <jex auf No definiert. AnschlieSend
wird gezeigt, dass (No, +, -, <iex) einen angeordneten Kérper bildet. Ziel
ist es zu zeigen, dass dieser angeordnete Korper sogar reell abgeschlossen
ist und sowohl die reellen Zahlen, als auch die echte Klasse der Ordi-
nalzahlen enthélt. Aulerdem wird die Addition der surrealen Zahlen als
Zeichenfolgen von @ und © untersucht.
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1. EINLEITUNG

Die Klasse der surrealen Zahlen No wurde erstmals Anfang der 1970er von
J.H. Conway in seinen Vorlesungen in Cambridge und am California Institu-
te of Technology behandelt und 1974 von D.E. Knuth in seinem Buch ’Surre-
al Numbers’ beschrieben. Dieses hat Knuth nur auf Basis einer mittéglichen
Unterhaltung mit Conway verfasst und sollte dazu dienen, Studenten Kreati-
vitédt und Selbststéndigkeit anhand eines zu diesem Zeitpunkt weitestgehend
unerforschten Themas beizubringen. Conway selbst bezeichnete die surrea-
len Zahlen bis zu diesem Zeitpunkt nur allgemein als Zahlen’. Thm gefiel
die Bezeichnung Knuths jedoch so gut, dass er diese iibernahm und sie sich
etablieren konnte. Das Wort ’surreal’ stammt aus dem Franzosischen und
bedeutet etwa 'traumhaft’ oder 'unwirklich’. Es wird auch durch die Kunst-
bewegung ’Surrealismus’ der 1920er geprigt. Conway selbst publizierte ein
Buch ’On Numbers and Games’ (1976), in welchem er sich fiir die Analy-
se von Strategiespielen — unter anderem dem chinesischen Brettspiel Go —
interessierte. Dazu konstruierte er die surrealen Zahlen auf dhnliche Weise
wie sich die reellen Zahlen durch Dedekindsche Schnitte konstruieren lassen.
Zu Beginn der 1980er waren die surrealen Zahlen jedoch noch immer relativ
unerforscht. Dies veranlasste H. Gonshor dazu, das Buch ’An Introduction
to the Theory of Surreal Numbers’ (1982) zu schreiben. Damit wollte er dem
Thema zu mehr Popularitit verhelfen. Er fithrte die surrealen Zahlen anders
als Conway als konkrete Zeichenfolgen der beiden Symbole & und & ein. Auf
dieselbe Weise werden die surrealen Zahlen in Kapitel 3 definiert.

Auch heute wird noch auf dem Gebiet der surrealen Zahlen geforscht.
Dies zeigt beispielsweise der Mini-Workshop [7] (2016) aus Oberwolfach.
Ziel dieser Arbeit ist es, die Klasse der surrealen Zahlen No von Grund auf
einzufithren und deren Arithmetik umfassend zu untersuchen. Dabei wird
die gesamte Konstruktion von No und der entsprechenden Arithmetik nur
auf Basis einiger mengentheoretischer Grundlagen entwickeln. Diese sind
etwa in [3] und [12] zu finden. Dem Leser soll es dadurch méglich sein, auch
ohne Vorkenntnisse {iber surreale Zahlen einen Einblick in diese faszinierende
Theorie zu gewinnen.

Die Klasse der surrealen Zahlen No ist sehr interessant, da sie sowohl die
reellen- als auch die Ordinalzahlen enthélt und Arithmetik besitzt. In Ab-
schnitt 2 werden einige Begriffe wiederholt, die fiir das Studium der surrealen
Zahlen No notwendig sind. Dazu gehoren grundlegende Eigenschaften von
Ordnungen sowie der Begriff der Ordinalzahlen. Aulerdem ist die transfinite
Induktion auf Ordinalzahlen ein wichtiges Werkzeug bei spéateren Beweisen.

In Abschnitt 3 werden die surrealen Zahlen wie in [8] als Folgen von @ und
© mit einer Ordinalzahl als Index eingefiihrt. Zudem wird eine lexikographi-
sche Ordnung <jex auf No definiert und gezeigt, dass diese linear ist. Es
gibt aulerdem noch eine weitere Darstellung von No als Paar von Mengen
{A| B}. Diese wird in [4] zur Definition von No herangezogen. Schliefilich
wird gezeigt, dass man aus jedem solchen Schnitt wieder eine surreale Zahl
erhalten kann.

Im vierten Abschnitt wird das Verstédndnis der Darstellung surrealer Zah-
len als Schnitte vertieft. Da diese Darstellung nicht eindeutig ist, wird eine
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kanonische Darstellung eingefithrt. Auflerdem wird das Konzept der Kofi-
nalitdt vorgestellt. Dies ist eines der wichtigsten Werkzeuge, um verschiede-
ne Darstellungen von surrealen Zahlen als Schnitte {A | B} ineinander zu
tiberfithren. In der gesamten Arbeit wird dies sehr oft bei Beweisen verwen-
det werden.

Abschnitt 5 beschéftigt sich mit der Arithmetik auf No. Dabei wird die
Addition + eingefithrt und nachgewiesen, dass (No, +, <j.x) eine abelsche
Gruppe bildet. Die Addition verwendet dabei die Darstellung der surrea-
len Zahlen als Schnitte. Auf gleiche Weise lésst sich auch die Multiplikation
einfithren. Schliefllich wird gezeigt, dass (No, +,-,0, 1, <o) einen angeord-
neten Korper bildet.

Im sechsten Abschnitt wird gezeigt, wie sich die reellen Zahlen in No
einbetten lassen. Dabei werden zunéchst die dyadischen Briiche auf kano-
nische Weise als Zeichenfolgen von & und & beschrieben. Betrachtet man
nun eine bestimmte Teilmengen von No, so lidsst sich nachweisen, dass diese
alle axiomatischen Eigenschaften von R wie in [13, Def. 1.44] erfiillt. Des
Weiteren wird eine Charakterisierung der reellen Zahlen als Zeichenfolgen
von @ und © gegeben. Insbesondere lisst sich Frage 16 aus [7] beantworten,
wie sich die rationalen Zahlen QQ als Zeichenfolgen darstellen lassen.

In Abschnitt 7 werden die Ordinalzahlen auf einfache Weise in No einge-
bettet. Des Weiteren wird gezeigt, wie sich etwa w — 1, %w oder % darstel-
len lassen. Die Existenz dieser Zahlen ist eine direkte Konsequenz aus den
Korpereigenschaften von No.

In Abschnitt 8 wird die Conway-Normalform eingefiithrt. Mit ihr 14dsst sich
jede surreale Zahl als Potenzreihe in w schreiben. Am Ende des Abschnitts
wird noch bewiesen, dass die surreale Arithmetik dquivalent zu der iiblichen
auf Potenzreihen ist. Dies macht es moglich, sich von den bisherigen Darstel-
lungen der surrealen Zahlen zu 16sen und stattdessen lediglich Potenzreihen
in w zu betrachten.

Im neunten Abschnitt wird gezeigt, dass (No, +, -, 0,1, <jx) als angeord-
neter Korper reell abgeschlossen ist. Hierzu werden die zuvor gewonnenen
Erkenntnisse iiber die Conway-Normalform verwendet.

Abschnitt 10 beschéftigt sich mit einem Teil der offenen Frage 2 aus [7],
wie sich die Operation + auf surrealen Zahlen als Zeichenfolgen von @ und &
definieren lassen. Aus Abschnitt 6 ist bereits bekannt, dass dyadische Briiche
zu Folgen endlicher Lange korrespondieren. Dies macht es sehr einfach solche
Folgen zu addieren. Fiir beliebige reelle Zahlen in Folgenschreibweise lassen
sich dann entsprechende Verfahren angeben, um deren Summe in Folgen-
schreibweise zu berechnen. Ziel ist es am Ende, beliebige Summen der Form
+a £ r fir @ € On,r € R zu berechnen.

Der gesamten Arbeit liegt eine Axiomatisierung iiber NBG (Neumann-
Bernays-Gddel Mengenlehre zusammen mit dem Auswahlaxiom) zu Grunde.
Dies ermoglicht es unter anderem, Verkniipfungen auf der echten Klasse der
surrealen Zahlen zu definieren.

2. VORBEREITUNG

Dieser Abschnitt zielt darauf hin, Ordinalzahlen und transfinite Induktion
einzufithren. Es wird dabei lediglich ein Uberblick {iber fiir diese Arbeit
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wichtige Resultate geben. Eine ausfiihrliche Einfithrung der Ordinalzahlen
ist zu finden in [12, Chapter 3]. Fiir die weiteren Kapitel werden umfassende
Kenntnisse iiber Ordinalzahlen vorausgesetzt.

2.i. Relationen und Wohlordnungen. Bevor wir die Ordinalzahlen
einfiihren, miissen wir einige Begriffe beziiglich Relationen und Ordnun-
gen ins Gedéchtnis rufen. Dabei werden wir unter anderem klédren, was man
unter einer Wohlordnung versteht.

Die nachfolgenden Definitionen sollten weitgehend bekannt sein. Es wurde
hier die Notation aus [5, Kapitel VII.1] iibernommen.

Definition 2.1. Sei X eine Menge. Eine Relation R auf der Menge X ist
eine Teilmenge R C X x X. Sind (z,y) € R, so schreiben wir auch zRy. Die
Relation heifit weiterhin

(1) reflexiv : < Vo € X(zRz),

(2) symmetrisch 1< Vz,y € X(zRy = yRz),

(3) antisymmetrisch :< Vz,y € X((zRy A yRzx) = = =y),

(4) transitiv :< Vz,y,z € X((xRy AN yRz) = xRz),

(5) total := Vz,y € X(zRy V yRx).
Eine Aquivalenzrelation auf X ist eine reflexive, symmetrische und tran-
sitive Relation auf X. Eine Halbordnung (oder partielle Ordnung) auf
X ist eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation auf X. Ei-
ne lineare Ordnung (oder Totalordnung) ist eine Halbordnung, welche
zusétzlich noch total ist.

Seien x,y € X beliebig. Wir schreiben fiir eine Halbordnung R auch <p

oder, wenn es zu keinem Missverstéindnis kommen kann, auch z < y. D.h.
es ist genau dann x < y, wenn zRy. Auflerdem definieren wir

<y (x<yAx#y).

Beispiele 2.2. Beispiele fiir Aquivalenzrelationen sind:

(a) Ahnlichkeit von Matrizen auf M,,(K), wobei K ein Kérper ist.
(b) Assoziiertheit von Ringelementen a,b € R, wobei R ein Ring ist.
(c¢) Isomorphie von K-Vektorrdumen, wobei K ein Korper ist.

Die natiirliche Ordnung < auf N, Z, Q oder R ist eine lineare Ordnung, also
insbesondere auch eine Halbordnung. Teilbarkeit auf N ist eine Halbord-
nung aber keine lineare Ordnung. Sei X eine Menge. Dann definiert C eine
Halbordnung auf &(X). Es ist C genau dann eine lineare Ordnung, wenn
|X] < 2.

Bemerkung 2.3. Fiir eine Menge X mit einer Relation R schreiben wir
auch kurz (X, R). Ist beispielsweise X eine Menge und R eine Halbordnung
auf X, so sagen wir (X, R) ist eine Halbordnung.

Definition 2.4. Sei X eine Menge, < eine Halbordnung auf X und Y C X.
Ein y € Y heifit minimales Element, wenn es kein ¢ € Y mit g < y gibt.
Ein z € X heifit untere Schranke von Y, falls fiir alle y € Y bereits x <y
gilt. Bemerke, dass eine untere Schranke von Y selbst kein Element von Y
sein muss. Ist x € X eine untere Schranke von Y, welche in Y enthalten ist,
so heifit = kleinstes Element von Y. Analog wird maximales Element,
obere Schranke und gréfites Element von Y definiert. Leicht sieht man,
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dass kleinste und grofite Elemente beziiglich einer Halbordnung eindeutig
bestimmt sind.

Definition 2.5. Eine lineare Ordnung (X, <) heilt Wohlordnung, falls
jede nichtleere Teilmenge von X ein kleinstes Element besitzt.

Beispiele 2.6. (a) (N, <) ist eine Wohlordnung.
(b) Bereits (Z, <) mit der natiirlichen Ordnung < ist keine Wohlordnung.
Betrachte hierfiir z.B. die Menge der geraden Zahlen Z D 27 # (). Of-

fensichtlich besitzt diese kein kleinstes Element beziiglich < .
(c) Sei X ={x1,...,z,} eine endliche Menge. Dann definiert
v, <xjei<j
eine Wohlordnung auf X.
2.ii. Ordinalzahlen. Als néchstes wird ein Ausschnitt einiger Resultate

aus der Theorie der Ordinalzahlen gegeben. Fiir eine umfassende Einfiihrung
der Ordinalzahlen wird verwiesen auf [3, §3] und [12, Chapter 3].

Definition 2.7. Sei W = (A4, <) eine Wohlordnung und V = (B, <|pxB)
ein (echtes)Anfangsstiick von W, d.h.
(1) BCA (BCA),
(2) fir alle by,b2 € B,a € A gilt
b <a<by=a€B,

(3) V enthilt das kleinste Element von W.

Statt V' = (B, <|pxp) schreiben wir auch V' = (B, <). Auflerdem nennen
wir fiir a € A die Menge X, := {d’ € A : d < a} das von a erzeugte
Anfangsstiick oder a-Segment von W.

Definition 2.8. Eine Wohlordnung (X, <) heifit Ordinalzahl, falls fiir alle
a € X bereits a = X, gilt. Wir schreiben On fiir die (echte) Klasse der
Ordinalzahlen.

Die Tatsache, dass On keine Menge, sondern eine echte Klasse darstellt,
werden wir in Satz 2.23 zeigen. Als Symbole fiir Ordinalzahlen werden in
der Regel kleine griechische Buchstaben «, 8, etc. verwendet. Ist a € On,
so ist & = (X, <) fur eine Wohlordnung (X, <). Wir schreiben dann auch
T €qafirxeX.

Definition 2.9. Eine Menge X heif3t
transitiv :e Vo € XVy € 2(y € X).
Leicht sieht man: X ist transitiv < Vo € X(z C X).

Das folgende Lemma liefert eine dquivalente Charakterisierung von Ordi-
nalzahlen. Diese ist sehr wichtig fiir die Konstruktion der surrealen Zahlen.

Lemma 2.10. Sei X eine Menge. Es gilt genau dann X € On, falls X
transitiv und durch € wohlgeordnet ist.

Beweis. Nachzulesen in [3, §3.1]. O
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Beispiele 2.11. (a) Folgende Mengen sind jeweils Ordinalzahlen:
0:=0
1= {0} = {0)
2:={0,{0}} = {0,1}
3:= {0, {0}, {0, {0}}} = {0,1,2}

k:.::k:—lu{k—l} (k € N)

w:=N
w+1l:=wU{w} =NU{w}
(b) X = {{{0}},{0},0} ist eine transitive Menge, aber nicht wohlgeordnet,

da die Elemente {{0}}, 0 nicht durch € vergleichbar sind. Somit ist X
keine Ordinalzahl.

Definition 2.12. Sind «, 8 € On, so schreiben wir
a< f:e3dx e fla=L6y)

@Elxeﬁ(a:x)
Saep

Es lasst sich zeigen, dass (On, <) alle Eigenschaften einer Wohlordnung
erfiillt, wobei On aber keine Menge ist, wie wir in Satz 2.23 sehen werden.
Zudem gilt f ={a € On: a < B}.

AufBlerdem lésst sich eine Partition der Ordinalzahlen angeben.

Definition 2.13. Sei a € On eine Ordinalzahl. Dann heiit « Nachfolger-
zahl (engl.: sucessor ordinal) falls ein § € On mit o = 5+ 1 existiert. Ist
a keine Nachfolgerzahl, so heiit @ Limeszahl (engl.: limit ordinal).

Bemerkung 2.14. Es ist also & € On genau dann eine Limeszahl, wenn
gilt:

VB <a(f+1<a).

Beispiel 2.15. Jede endliche Ordinalzahl ist eine Nachfolgerzahl. Folgende
Ordinalzahlen sind Limeszahlen: 0, w,w + w,w - n fiir alle n € Ny, w - w.

2.iii. Transfinite Induktion. Wir sind bereits mit der Induktion auf den
natiirlichen Zahlen N vertraut. Man kann sich nun fragen, weshalb Indukti-
onsbeweise entlang der natiirlichen Zahlen funktionieren. Die Griinde hierfiir
sind:

(1) N besitzt ein kleinstes Element 0 € N

(2) N ist wohlgeordnet

(3) Jede natiirliche Zahl x ungleich Null ist Nachfolger einer anderen

natiirlichen Zahl, das heifit: t =n+ 1 mit n € N

Dieses Prinzip lésst sich nun auch auf Ordinalzahlen verallgemeinern.
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Proposition 2.16 (Prinzip der transfiniten Induktion). Fir alle o € On
sei P(«a) eine Aussage, welche entweder den Wahrheitswert "wahr’ oder
falsch’ annimmt. Wir schreiben hierfir 22(a) = w oder Z(«a) = f.

Sei nun « € On beliebig. Angenommen, fiir alle Ordinalzahlen 5 < «
gelte Z(B) = w. Kionnen wir nun zeigen, dass auch P(a) = w gilt, so
erhalten wir fir alle Ordinalzahlen v € On die Identitit () = w.

Beweis. Angenommen, es existiert eine Ordinalzahl 5 € On mit £ (8) = f.
Dann muss es auch ein v < 3 geben, fiir welches #(v) = f gilt. Denn wenn
nicht, wiirde nach Voraussetzung bereits () = w gelten.

Sei A die Menge aller Ordinalzahlen kleiner 5 mit Z2(8) = f. Wegen
v € A gilt A # (. AuBerdem ist nach Definition 2.12 A C 3. Da 3 eine
Wohlordnung ist, existiert ein kleinstes Element Sy € A von A. Das heifit es
existiert eine kleinste Ordinalzahl 5y mit der Eigenschaft Z2(5y) = f.

Nach Konstruktion gilt dann fiir alle v < Sy bereits #(vy) = w. Nach
Voraussetzung ist dann aber auch 2?(fy) = w. Dies ist ein Widerspruch zu
P(Bo) = f. Insgesamt folgt die Behauptung. O

Die transfinite Induktion lésst sich auch wie folgt definieren.

Proposition 2.17 (Prinzip der transfiniten Induktion). Wie in Proposition
2.16 sei P () fir alle o € On eine Aussage, welche entweder den Wahr-
heitswert "wahr’ oder ’falsch’ annimmt. Wir schreiben erneut Z(a) = w
oder Z(a) = f. Angenommen:

(1) 2(0) = w,
(ii) Vo € On((Z(a) = w) = (Z(a+1) = w)),
(iii) fir jede Limeszahl A € On gelte:

Va < M Z(a) =w)) = (P(\) = w).
Dann gilt fir alle Ordinalzahlen v € On die Identitit P () = w.

Beweis. Nachzulesen in [12, Proposition 3.31]. O

Die folgende Proposition ldasst sich mittels transfiniter Induktion beweisen.

Proposition 2.18. Jede Ordinalzahl o kann eindeutig geschrieben werden
als o = o' +n fiir eine Limeszahl o und ein n € Ny.

Beweis. Nachzulesen in [12, Proposition 3.33]. O

2.iv. Cantor-Normalform.

Satz 2.19 (Cantor-Normalform). Sei « eine beliebige Ordinalzahl. Dann
kann o eindeutig als

o =wn +w%ng + ... +wny

geschrieben werden mit Ordinalzahlen oy > ag > ... > ap und k,ny,...,ng €
N. Wir bezeichnen diese Darstellung als Cantor-Normalform von o und
die Ordinalzahl oy, als den Grad von «.

Beweis. Nachzulesen in [12, Theorem 3.46] O
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Wir wissen nun, dass wir Ordinalzahlen stets als Polynome in w aus-
driicken konnen. Fiir die nachfolgenden Definitionen ist es wichtig, mit Ad-
dition und Multiplikation auf On, wie sie in [12, Chapter 3] eingefiihrt wird,
vertraut zu sein. Dann lassen sich mit den entsprechenden Verkniipfungen
auf Polynomen auch eine natiirliche Addition bzw. Multiplikation auf den
Ordinalzahlen als Polynome in w definieren.

Definition 2.20. Seien «, 8 Ordinalzahlen mit jeweiligen Cantor-Normal-
formen a = w*ny + ...+ w%ng, 8 = WOrmy + ..+ wPimy.

Wir erhalten die natiirliche Summe o @,,; 6 von a und 3, indem wir
die beiden Summanden als Polynome in w addieren. Das heiflt, wir fassen
die jeweiligen Cantor-Normalformen zu einer zusammen und addieren dabei
die Koeflizienten vor gleichen w-Potenzen.

Definition 2.21. Seien «, 8 Ordinalzahlen mit jeweiligen Cantor-Normal-
formen o = w*ny + ... +wny, B = wrm + ... +wPrmy.

Das natiirliche Produkt a®,,; aus a und f ist definiert als das Produkt
der beiden Summanden als Polynome in w. Dabei definieren wir das Produkt
zweier Terme wie folgt:

waini ®nat wﬂj = wai@natﬁj . (nl . m])

Bemerkung 2.22. Die natiirlichen Operatoren sind nicht nur assoziativ,
sondern auch kommutativ, und die 0 bzw. 1 ist das neutrale Element der
natiirlichen Addition bzw. Multiplikation.

2.v. Die Ordinalzahlen als echte Klasse. Nun ldsst sich zeigen, dass
On eine echte Klasse bildet. Wir gehen dabei von den Zermelo—Fraenkel-
Mengenaxiomen aus, wie sie zum Beispiel in [3, §2] zu finden sind.

Satz 2.23. Die Ordinalzahlen On bilden eine echte Klasse.

Beweis. Angenommen, On sei eine Menge. Wir haben gesehen, dass On
wohlgeordnet werden kann. Somit ist der Ordnungstyp von On selbst wieder
eine Ordinalzahl. Es miisste also On € On gelten. Dies ist ein Widerspruch,
da nach Definition 2.12 Ordinalzahlen gleich der Menge aller kleineren Or-
dinalzahlen sind und sich insbesondere nicht selbst enthalten. U

3. EINFUHRUNG

Da wir nun wissen, was man unter Ordinalzahlen versteht, lassen sich die
surrealen Zahlen einfiihren.

Definition 3.1. Eine surreale Zahl qa ist eine Funktion
a:a—{®,6} firenacOn.

Wir bezeichnen mit ¢(a) = « die Lénge von a. Somit ist a eine wohlge-
ordnete Folge von & und © der Linge a. Weiter schreiben wir No fiir die
(echte) Klasse der surrealen Zahlen. Es handelt sich bei No um eine echte
Klasse, da wir On als Teilklasse von No auffassen konnen. Dies werden wir
in Kapitel 7 sehen.

Satz 3.2. Die surrealen Zahlen No bilden eine echte Klasse.
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Beweis. Angenommen, INo sei eine Menge. Sei 0 < k € On eine beliebige
Kardinalzahl. Dann finden wir mindestens « + 1- viele surreale Zahlen x —
{®, &} der Linge . Damit gilt card(No) > k. Da 0 < k € On eine beliebige
Kardinalzahl war, folgt die Behauptung. (]

Beispiel 3.3. Betrachte die Ordinalzahl o = 4 € On. Definiere a wie folgt:
a:{0,1,2,3} = {®,6},
a(0) = ®,a(1) = 6,a(2) = ®,a(3) = ®.

Notation: Wir schreiben a = @ © @ @. Auflerdem setzen wir a(f) = O, falls
8 ¢ a. Dadurch wird der Definitionsbereich von a erweitert.

Definition 3.4. Wir definieren eine lexikographische Ordung <j., auf No
wie folgt: Setze

© <lex O <lex B-
Seien nun a, b surreale Zahlen und [ die erste Ordinalzahl, in welcher sich
a und b unterscheiden, d.h. g = inf{y € On | a(vy) # b(7)}. Dann ist

a <jex b & a(B) <1ex b(B). (1)

Wir bemerken zudem: Falls {y € On | a(y) # b(y)} = 0 und damit § = inf ()
gilt, so ist @ = b. Wir schreiben auch a <jex b, wenn a <jex b oder a = b gilt.

Lemma 3.5. Die Ordnung <iex aus (1) definiert eine lineare Ordnung auf
No.

Beweis. Seien a, b, ¢ beliebige surreale Zahlen.
(i) Reflexivitat: Wegen a = a ist a <jex a.
(ii) Antisymmetrie: Gilt a <jex b und b <jex a, so muss bereits a = b belten.
(iii) Transitivitét: Ohne Einschrankung gelte a # b und b # c. Sei f; die
erste Ordinalzahl, bei der sich a¢ und b unterscheiden, und By die erste
Ordinalzahl, bei der sich b und ¢ unterscheiden. Falls 51 = B gilt, so
ist auch a(f1) <jex ¢(S1) und S ist die erste Ordinalzahl, in der sich
a und c¢ unterscheiden. Gelte also 1 # (2 und ohne Einschrankung
p1 < Ba. Nach Definition von fs ist dann ¢(8) = b(8) = a(B) fiir alle
B < p1und ¢(B1) = b(S1) >1ex a(B1). Es folgt in beiden Féllen a <jex ¢
und damit die Behauptung.
(iv) Totalitdat: Dies folgt aus der Tatsache, dass fiir a # b das Infimum
inf{y € On | a() # b(y)} aus Definition 3.4 existiert.

O

Fiir die Arithmetik der surrealen Zahlen benétigen wir noch eine weitere
Ordnung.

Definition 3.6. Wir definieren eine Halbordnung Einfachheit (engl.: sim-
plicity) <s auf No wie folgt: Seien a,b € No. Dann ist

a <; b:& a ist Anfangsstiick von b. (2)

Gilt a < b, so sagen wir auch « ist simpler als b.

Beispiele 3.7. Wir geben einige Beispiele fiir die beiden Ordnungen (1)
und (2):
(a) @96<1ex@9<lex@6®7
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(b) PO < DO D,

(c) ®O <s ® O O aber BO > B O S,
(d) ©<jex ® aber © £, ® und & £, ©,
(e) O <s a fiir alle a € No.

Nun werden wir eine weitere Darstellung der surrealen Zahlen einfiihren.
Dabei stellen wir ein @ € No als geordnetes Paar von Mengen surrealer
Zahlen dar und schreiben dafiir auch a = {A; | Ar}. Die Idee ist dabei
ghnlich zu der Charakterisierung reeller Zahlen iiber Dedekindsche Schnitte,
wie sie zum Beispiel in [12, Chapter 2] zu finden ist.

Notation 3.8. Seien A, B C No Mengen surrealer Zahlen und ¢ € No. Wir
schreiben

(1) A<pex B & Va € AVb € B(a <jex b),
(2) A<jexc:=Va € A(a<iex €),
(3) ¢<jex B 1= Vb € B(c<jex b).

Satz 3.9. Sei I' eine nichtleere konvexe Klasse surrealer Zahlen, d.h. sind
a1,a2 € F,b € No mit a1 <jex b <iex 2, S0 ist auch b € F. Dann existiert
eine eindeutig bestimmte, simpelste Zahl x € F. Das heifit fiir jede Zahl

Beweis. Ist F' einelementig, so ist die Behauptung klar. Nehmen wir also
#F > 2 an. Sei « die kleinste Ordinalzahl so, dass a,b € F mit a(«) # b(«)
existieren. Diese existiert, da On wohlgeordnet ist. Ohne Einschrinkung
konnen wir auflerdem a(a) <jex b(cr) annehmen, d.h. es ist @ <jey b.

Sei d das gemeinsame Anfangsstiick von a,b mit Linge a. Wir wollen
zunédchst d € F' zeigen. Gilt d = a oder d = b, so ist dies klar. Wenn nicht,
so ist a(a) = ©,b(a) = @. Da d das gemeinsame Anfangsstiick ist und
d(a) = O gilt, folgt a <jex d <jex b. Wegen der Konvexitéit von F' erhalten
wir schliefflich d € F.

Nun bleibt noch zu zeigen: d <; x fiir alle z € F.

Sei x € F beliebig. Angenommen, d £, x. Dann muss aber ein 8 < «
existieren mit d(f) # z(8) im Widerspruch zu Minimalitédt von .

Nun miissen wir noch die Eindeutigkeit zeigen. Sei e € F' eine weitere
simpelste Zahl in F'. Dann gilt sowohl d <; e als auch e <, d. Es folgt direkt
d = e, was zu zeigen war. O

Satz 3.10. Seien A, B C No Mengen surrealer Zahlen mit A <jex B. Dann
gibt es eine eindeutig bestimmte simpelste Zahl x € No mit A <jex T <jex B.
Das heifit fir jede Zahl y € No mit A <jex y <iex B gilt x <5 y.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass es ein Element x € No gibt mit A <jex
<lex B. Denn dann ist F':= {y € No : A <jex y <iex B} eine nichtleere Klas-
se, welche offensichtlich konvex ist. Die Behauptung folgt dann unmittelbar
aus Satz 3.9. Wir fithren eine Fallunterscheidung durch.

Fall 1: Ist A = B = (), so kénnen wir x = O wihlen.

Fall 2: Sei A # (,B = (. Setze X\ := Ugcal(a). Als Vereinigung einer
Menge von Ordinalzahlen ist A wieder eine Ordinalzahl. Wir betrachten nun
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AT := AU{A} € On. Fiir a € A beliebig ist £(a) € AT und damit £(a) < AT.
Dann gilt fiir z := @ - - - @ offensichtlich A <jex x, wie gewiinscht.

——

Liange A\t

Fall 3: Der Fall A = (), B # () verlduft analog zu Fall 2 mit z = &---©
statt z = @ -+ @ und A\ = Upepl(b).

Fall 4: Gelte nun A # (), B # (). Sei « die kleinste Ordinalzahl mit
Va € AVb € B3B < afa(B) # b(B)). (3)

Um zu zeigen, dass « existiert, reicht es zu zeigen, dass ein o € On existiert,
fiir das (3) gilt. Die Existenz folgt dann, da On wohlgeordnet ist. Wihle wie
in Fall 2 A = Ugeaf(a) und AT = AU{\} € On. Seien a € A,b € B beliebig.
Wegen a <jex b existiert ein kleinstes v € On mit a(y) <jex b(7y). Dann muss
bereits v < X gelten und damit v < y*. Das heifit A* erfiillt die Eigenschaft

(3).
Fall 4.1: Seien « eine Limeszahl und 8 < « beliebig. Dann ist auch 541 <
a. Wegen der Minimalitidt von « gilt dann

da € AJb € BVy < B+ 1(a(y) = b(v)). (4)

Wir definieren eine Zahl x : a — {®, 0} wie folgt: Fiir § < « sei (a,b) €
A x B ein Paar, welches (3) erfiillt, d.h. fur alle v < g gilt a(y) = b(y). Wir
setzen dann z(f) := a(f) = b(B). Wir miissen zeigen, dass = wohldefiniert
ist.

Seien dazu 8 < a und (a1, b1), (az,b2) € A x B zwei Paare mit a1 # as
und by # by, welche (4) erfiillen. Sei «y die kleinste Ordinalzahl, in der sich
a1, as unterscheiden, d.h. fiir die gilt a;(y) # a2(y). Ohne Einschrankung
gilt a1(y) <lex a2(y). Angenommen, v < . Dann ist 7 auch die kleinste
Ordinalzahl, in der sich b; und ao unterscheiden, denn fiir alle § < g gilt
b1(9) = a1(9). Damit ist aber b1 (7y) = a1(y) <lex a2(7y) und somit by <jex a2
im Widerspruch zu A <jex B. Damit ist z wohldefiniert.

Sei a ein beliebiges Element von A, welches x nicht als Anfangsstiick hat,
und v die kleinste Ordinalzahl, in welcher sich a und x unterscheiden. Wegen
v+ 1 < a, finden wir nach (4) Elemente o’ € A,b € B mit a’(d) = b(d) fiir
alle § < v + 1. Nach Konstruktion von z gilt auflerdem x(d) = a/(§) = b(9)
fiir alle § < v+ 1. Damit ist v auch die kleinste Ordinalzahl, in der sich a
und b unterscheiden. Es folgt a(7y) <jex b(7) = z(7).

Analog konnen wir zeigen, dass fiir alle b € B, welche x nicht als Anfangs-
stiick haben, gilt x <jex b. Wenn weder ein Element von A, noch ein Element
von B die Zahl x als Anfangsstiick hat, so sind wir damit bereits fertig.

Wir setzen nun

A':={a € A:z ist Anfangsstiick von a},
B':={be€ B : z ist Anfangsstiick von b}.
Wegen der Minimalitédt von « in (3) kann es auerdem hochstens in einer
der beiden Mengen ein Element geben, welches z als Anfangsstiick hat.

Angenommen, A besitzt ein solches Element. Dann ist A" # 0, B’ =
und wir erhalten aus Fall 2 ein Element y mit A’ <joxy <jex B’. Fiir alle
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a € A’ gilt dann a <jex 2y, wobei xy die Anneinanderreihung der Zeichen-
folgen x und y sei. Wir haben aulerdem bereits gesehen, dass fiir Elemente
a € A,b € B, welche x nicht als Anfangsstiick haben, die Ungleichungen
a <jex T <lex b gelten. Es ist dann auch a <jex 2y <jex b und wegen B’ = () gilt
insbesondere fiir alle b € B die Ungleichung zy <jex b. Somit leistet die Zahl
xy das Gewlinschte.

Wenn anderenfalls B ein Element besitzt, welches x als Anfangsstiick hat,
konnen wir it Fall 3 analog argumentieren.

Fall 4.2: Sei @ = 5 + 1 eine Nachfolgerzahl. Nach der Wahl von « in (3)
existieren (a,b) € A X B mit a(y) = b(~) fiir alle v < 8 aber a(8) # b(5).

Wir setzen z : a — {®,8},2(7) = a(y) = b(7) (v < ). Wie in Fall 4.1
sehen wir, dass  unabhéngig von der Wahl von (a,b) ist. Ebenfalls wie in
Fall 4.1 lasst sich einsehen, dass fiir alle a € A,b € B, welche nicht z als
Anfangsstiick haben, die Ungleichungen a <jeyx & <jex b gelten. Wir definieren
erneut

A':={a € A: z ist Anfangsstiick von a},
B’ :={b € B : z ist Anfangsstiick von b}.

Wir wissen, dass A, B" # (), sowie A’ <jox B’ gilt. Es kann aber die leere
Folge O in einer der beiden Mengen enthalten sein. Nach Definition von «
gilt auBerdem a’(0) <jex V' (0) fiir alle o’ € A",V € B'.

Ist O & A,0 & B, so ist A’ <jex O <jex B" und damit A <jex  <jex B.
Nun nehmen wir O € A" an. Es folgt &/(0) = & fiir alle b/ € B’. Setze

B ={ W eBWH =abt)}={":3beBb=aad)

Mit Fall 3 erhalten wir eine Zahl y mit y <jex B”. Dann gilt A’ <jex DY <jex B’
und damit A <jex B Yy <jex B, wie gewiinscht.

Falls O € B’, so erhalten wir analog eine Zahl y mit A’ <jex Oy <jox B’
und damit A <jex £ © Y <jex B.

Insgesamt erhalten wir die Behauptung. O

Definition 3.11. Seien A, B C No Mengen surrealer Zahlen, sodass gilt
A <jox B. Dann schreiben wir

c={A| B}

fiir die nach Satz 3.10 existierende und eindeutig bestimmte simpelste sur-
reale Zahl ¢ mit A <jex ¢ <jex B. Wir sagen dann auch, dass ¢ der Schnitt
von A und B ist.

Korollar 3.12. Seien A, B C No mit A <jex B und x = {A | B}. Dann ist
x von minimaler Linge mit der Eigenschaft A <jex T <iex B.

Beweis. Sei y € No beliebig mit A <jex y <jex B. Sei d das gemeinsame An-
fangsstiick von z und y. Dann gilt sicherlich A <jex d <jex B und d <; z.
Nach Satz 3.10 muss dann bereits d = x gelten und damit insbesondere
l(x) < L(y). Da y beliebig war, folgt die Behauptung. O

Notation 3.13. Seien I, J Indexmengen und A = {a; : i € I}, B = {b; :
J € j} Mengen surrealer Zahlen mit A <jox B. Wir schreiben dann fiir die
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nach Satz 3.10 eindeutig bestimmte surreale Zahl {A | B}:
{appiel|bj:jeJ}={A|B}={{a;:iecl}|{bj:je J}}.

Das heifit wir lassen die inneren Mengenklammern zur Vereinfachung weg.

Ist beispielsweise A = {©}, B = {®}, so schreiben wir {A | B} = {© | ®}.

Bemerkung 3.14. Einige Bemerkungen zu Satz 3.10:

(a) Satz 3.10 ldsst sich auch konstruktiver beweisen. Ein solcher Beweis ldsst
sich in [8, Theorem 2.1] finden. Anhand der nachfolgenden Beispiele
werden wir die dort gegebene Konstruktion verdeutlichen.

(b) Wir sehen sofort, dass 0 := {0 | 0} = O die leere Folge ist.

(c) Es ist fiir beliebige o € On, d.h. sowohl fiir Limes- als auch fiir Nach-
folgerzahlen:

{-®|0}=® ud {#|lo--c}=06-06.
SN—— SN—— SN—— SN——
a-mal (a+1)-mal a-mal (a+1)-mal
(d) Insbesondere ist {0 | 0} =&, {0 |0} = &.
(e) Betrachte nun A = {& & &},B = {®& @ ¢}. Wir suchen {A | B}.

Dazu nehmen wir zunéchst das gemeinsame Anfangsstiick ¢ = &&® und
betrachten die Endstiicke der Elemente in A und B beziiglich c:

A'={e},B' = {a}.
Es gilt O = {© | @} und wir erhalten
{0 |00} =0.

(f) Nun betrachten wir A = {& & &}, B = {&®}. Analog zu (e) setzen wir
¢ = ®@. Diesmal erhalten wir fiir die Endstiicke der Elemente von A
und B beziiglich c:

A'={e}, B’ ={0o}.

Alle Elemente in A’ beginnen mit &. Wegen O € B',O &€ A’ erhalten
wir schlieBlich {A" | B’} = {& | O} = ©® und insgesamt folgt

{0 |0t =0dS®.

(g) Sind A, B Mengen fiir welche amax := max{a € A}, byin := min{b € B}
existiert, so gilt die Gleichung {A | B} = {@max | ¥min}- Insbesondere
existieren amax und bmin, wenn A, B endlich sind. In der Situation von
(e) gilt etwa:

{000 |00} =00={0PCO, DO | DD D, DD DD}

Das heifit die Darstellung einer surrealen Zahl als Schnitt zweier Mengen
surrealer Zahlen wie in Definition 3.11 ist nicht eindeutig.

(h) Falls A, B Mengen sind, fiir welche amax := max{a € A}, byin := min{b €
B} nicht mehr existieren, so kénnen wir den Schnitt {A | B} nicht mehr
so einfach angeben. Auf diese Fille werden wir zum Teil in Kapitel 6
und 7 eingehen.

Bemerkung 3.15. Die Charakterisierung aus Definition 3.11 liefert ein
konstruktives Verfahren, um die surrealen Zahlen zu erhalten. Zu Beginn
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kennen wir noch keine Elemente von No. Das heiflt wir konnen nur A = () =
B wihlen und setzen

0:={0|0} € No.

Nun steht uns die ,neue“ Zahl 0 zur Verfiigung. Wir kénnen somit zwei
weitere Zahlen erschaffen:

—1:={0]0},1:={0|0}.

Hierbei bemerken wir auch, dass die Konstruktion von {0 | 0} nach Definiti-
on 3.11 unzuléssig ist. In Kapitel 5 werden wir sehen, dass die Bezeichnungen
0,1, —1 sinnvoll gewéhlt sind. So ist 0 = {0 | 0} das neutrale Element der
Addition aus Definition 5.1. Analog verhilt sich 1 = {0 | 0} beziiglich der
Multiplikation.

Auf diese Weise konnen wir aus vorhandenen Zahlen immer neue Zahlen
erschaffen. Eine solche Konstruktion von No lésst sich beispielsweise finden
in [9].

4. KANONISCHE DARSTELLUNG UND KOFINALITAT

Wir haben bereits gesehen, dass die Darstellung surrealer Zahlen als
Schnitte nicht eindeutig ist. Es liegt also nahe eine kanonische Darstellung
zu definieren.

Dazu miissen wir noch etwas Vorarbeit leisten. Nach Konvention besteht
die leere Folg O sowohl nur aus 6, als auch nur aus ©. Damit erhalten wir
zwei Lemmata.

Lemma 4.1. Sei A eine Menge surrealer Zahlen. Dann besteht {A | 0} nur
aus @.

Beweis. Sei z := {A | 0}. Angenommen, z enthalte ein ©. Sei « € On mini-
mal mit der Eigenschaft z(«) = ©. Sei y das Anfangsstiick von = mit Lange
. Dann gilt y >jex © >1ex A und y <g  im Widerspruch zur Minimalitét von
x beziiglich der Einfahheit. O

Lemma 4.2. Sei B eine Menge surrealer Zahlen. Dann besteht {0 | B} nur
aus .

Beweis. Analog zu Lemma 4.1. O

Satz 4.3. Seien A <iex B Mengen surrealer Zahlen und o € On minimal
mit der Figenschaft

Vye No(ye AUB=((y) < a).
Dann ist L({A | B}) < a.

Beweis. Angenommen, die Aussage gelte nicht. Fiir a wie in der Behaup-
tung, = das Anfangsstiick von {A | B} mit Linge « gilt dann ebenfalls
A <jex T <jex B im Widerspruch zur Minimalitit von ¢({A | B}) aus Korol-
lar 3.12. O

Satz 4.4. Sei x € No mit {(x) = o € On. Dann existieren Mengen
X1 <iex Xg surrealer Zahlen, sodass alle Elemente in X; U Xg eine Linge
kleiner o haben und x = { X, | Xgr} gilt.
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Beweis. Wihle X1, = {y : {(y) < o,y <tex}, Xp = {y : £(y) < o, y >1ex T}
Dann ist sicherlich X7 <jex * <jex Xg und jedes Element mit einer Lénge
kleiner als « liegt nach Definition in einer der beiden Mengen X, X . Somit
folgt x = {Xr, | Xr}. O

Definition 4.5. Seien A, B, A’, B’ Mengen surrealer Zahlen. Wir sagen
(A’, B') ist kofinal in (A, B), falls gilt

(1) Ya € A3d’ € A'(a' >1ex a) und

(2) Vb € BV € B'(V <jex b).
Sind z,y € No mit z = {A | B},y = {C € D}, so sagen wir z ist kofinal
in y, wenn (A, B) kofinal in (A, B) ist.

Bemerkung 4.6. Es ist klar, dass die Relation ,ist kofinal in“ reflexiv
und transitiv ist. Sie ist jedoch nicht antisymmetrisch. Aulerdem gilt, falls
A cC A, B C B, trivialerweise, dass (A’, B) kofinal in (A, B) ist.

Theorem 4.7 (Kofinalitéits-Theorem 1). Seien A <jex B, A’ <jex B’ Mengen
surrealer Zahlen mit x = {A | B} und A’ <jex © <iex B'. Ist (A’, B") kofinal
in (A, B), soistx ={A"| B'}.

Beweis. Es ist klar, dass {A’ | B’} wohldefiniert ist. Angenommen es exis-
tiert y mit A’ <jex y <jex B’ und £(y) < ¢(z). Da (A’, B') kofinal in (A, B)
ist, folgt A <jex ¥y <lex B im Widerspruch zur Minimalitidt von ¢(a). Damit
ist z ={A" | B'}. O

Theorem 4.8 (Kofinalitéits-Theorem 2). Seien A <jex B, A’ <jex B’ Mengen
surrealer Zahlen, sodass (A, B) und (A’, B) beidseitig kofinal sind. Dann gilt
{A| B} ={A"| B'}.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass {2 : A <jex  <jex B} = {z : A’ <jex  <1ex B’}
gilt, denn dann sind auch die Elemente minimaler Lange, welche zwischen
A und B bzw. A’ und B’ liegen, identisch.

,2“ Seiena € A,b € B,z € {x : A <jex T <lex B’} beliebig. Da (A, B) ko-
finalin (A’, B) ist, existieren a’ € A"| 1 € B’ mit & >10x @' >1ex @, T <jex I’ <jex b.
Es folgt A <jex & <jex B.

,C“: Lésst sich analog zeigen, wobei die andere Kofinalitdt verwendet
wird.

Insgesamt folgt die Behauptung. O

Bemerkung 4.9. Theorem 4.7 und 4.8 sind duflert niitzlich, um Identitéiten
zu zeigen. Wir werden sie unter anderem in Kapitel 6 benutzen, wenn wir
zeigen, dass die surrealen Zahlen den uns bekannten angeordneten Kérper
R umfassen.

Satz 4.10 (Kanonische Darstellung). Sei x € No beliebig. Setze
X ={yeNo:y < z,y <ixz},
Xr= {y € No:y <; 33733<1exy}'

Dann gilt
xTr = {XL ’ XR}.

Wir bezeichnen dies als die kanonische Darstellung von x.
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Beweis. Nach Definition gilt bereits X7, <jex * <jex Xr- Nach Satz 4.4 kénnen
wir zudem = = {A | B} so schreiben, dass alle Elemente in AU B eine Lénge
kleiner ¢(x) haben.

Zu zeigen ist: (X1, Xpr) ist kofinal in (A, B).

Seien a € A beliebig und y das gemeinsame Anfangsstiick von a und z.
Wegen l(a) < l(x) gilt y <; z. AuBerdem ist a <jex ¥y <jex , denn £(a) ist
die kleinste Ordinalzahl, in der sich a und z unterscheiden. Fiir diese gilt
a(l(y)) <iex z(€(y)). Somit ist a((y)) <iex O sowie z({(y)) >1ex O. Beachte
hierbei, dass z(¢(y)) = O aufgrund von ¢(z) > ¢(a) nicht gelten kann. Damit
folgt a(l(y)) <iex Y(U(y)) <iex ©(£(y)). Insgesamt ist y € X1 und a <jex y. Die
andere Kofinalitéits-Eigenschaft zeigt man analog und wir erhalten damit
die Behauptung aus Kofinalitédts-Theorem 1. O

Wir haben also zum einen Satz 3.10, welcher besagt, dass sich jeder
Schnitt {A | B} von Mengen surrealer Zahlen A <j.x B auf eindeutige Weise
als wohlgeordnete Folge von @ und © schreiben lédsst. Zum anderen besagt
Satz 4.10, dass zu jeder wohlgeordneten Folge auch eine Darstellung als
Schnitt existiert.

Bemerkung 4.11. Sei x = {X | Xgr} in kanonischer Darstellung wie in
Satz 4.10. Leicht sieht man

X ={yeNo:y <;zund z(8) = @ fiir £(y)
Xp={y€No:y <, zund z(8) = & fiir £(y)
Beispiel 4.12. Seiz =® ® © @® © © ®. Dann ist
X ={0,¢,o00,o0 00000},
Xp={0®, 900, 000006}

Die Mengen X7, Xr bilden also Folgen, welche x von unten bzw. oben ap-
proximieren.

/8}7
B}

Bemerkung 4.13. Sei x = {X, | Xr} in kanonischer Darstellung so, dass
X1, und Xg endliche Mengen sind. Dann existieren

Tl ‘= max{zr:ap € Xp}, xp_. =min{zr:zr € Xr}.
Es ldsst sich zeigen, dass dann auch gilt
T =A{ZL | TR T
Im Fall von Beispiel 4.12 erhalten wir somit

r={0PO0PCO|DDODO}.

Der letzte Satz dieses Abschnitts liefert eine Aussage, inwieweit eine be-
liebige Darstellung = {A | B} mit der kanonischen z = { X | X} zusam-
menhéngt.

Satz 4.14 (Umgekehrtes Kofinalitdts-Theorem). Sei x = {X | Xr} die
kanonische Darstellung von x € No und x = {A | B} eine weitere, beliebige
Darstellung. Dann ist (A, B) kofinal in (X1, XR).

Beweis. Erneut zeigen wir nur die erste Eigenschaft aus Definition 4.5. Die
zweite lisst sich analog zeigen. Sei x; € X beliebig. Da  von minimaler
Lénge mit der Eigenschaft A <jex x <jex B ist und ¢(zp) < ¢(z) gilt, kann
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A <jex 1, nicht gelten. Beachte hierbei, dass x7, <jex * <jex B stets gilt. Somit
existiert @ € A mit a > 1, Was zu zeigen war. O

5. ARITHMETIK DER SURREALEN ZAHLEN

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt eine kanonische Darstellung ein-
gefiihrt haben, kénnen wir nun untersuchen, wie sich Addition + und Mul-
tiplikation - auf den surrealen Zahlen definieren lassen. Ziel ist es am Ende
dieses Abschnittes zu zeigen, dass (No, +, -, <jex) mit diesen Verkniipfungen
einen angeordneten Korper bildet.

In den Kapiteln 6 und 7 werden wir noch erkennen, dass die surrealen
Zahlen sowohl die reellen, als auch die Ordinalzahlen enthalten. In diesem
Zusammenhang werden wir auch analysieren, inwiefern sich die neuen Ope-
ratoren mit den uns Bekannten auf R bzw. On decken.

Zu erwahnen ist aulerdem, dass die zugrunde liegende Klasse No keine
Menge, sondern eine echte Klasse bildet. Dies wird ebenfalls ein Resultat
in Kapitel 7 sein, wenn wir zeigen, dass INo bereits die echte Klasse On
enthélt.

5.i. Addition. Wir definieren die Addition induktiv nach der Summe der
Léngen der einzelnen Summanden.

Seien zunichst © = {X1 | Xr},y = {Yr | Yr} € No stets in kanonischer
Darstellung.

Definition 5.1. Die Summe von x und y ist gegeben durch
z+y={(Xp+y)U(z+YL) | (Xp+y)U(z+Yr)} 5)
=A{Xr+y,z+Y, | Xp+y,x+ Yr},
wobei wir fiir eine Menge A C No und ein Element b € No schreiben:
(1) A+b={a+b:a€ A},
(2) b+ A={b+a:a€ A}

Satz 5.2. Seien x,y wie in 5.1. Dann ist © + y stets wohldefiniert und es
gilt v +y =y + x, d.h. die Summe ist auch kommutativ. AufSerdem gilt fiir
alle z € No

Y<lex 2 = T+ Y <lex T+ 2 und y + x <jex 2 + . (6)

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mittels transfiniter Induktion wie in
Proposition 2.16. Seien x = { X, | Xr},y = {YL | Yr} € No die kanonischen
Darstellungen. Setze [ := £(x) 4+ £(y). Sei o € On beliebig.

Angenommen die Behauptung gelte fiir alle Paare (z,y) mit [ < a. Wir
miissen zeigen, dass sie auch fiir (x,y) mit [ = « gilt. Es ist

x+y:{XL+y,x+YL|XR+y,x+YR}.
:ZZl :ZZR

Fiir die Wohldefiniertheit ist zu zeigen Z1 <jex Zg. Da x,y in kanonischer
Darstellung vorliegen, ist nach Induktionshypothese und Eigenschaft (6)
X1+ y<iex Xp +y sowie X7 + y <iex X1 + YR <iex  + Yr. Somit ist ins-
gesamt X7, + y <jex ZRr- Analog sieht man = + Y7, <jex Zr. Insgesamt folgt
71, <lex 4R, wodurch die Wohldefiniertheit der Addition gezeigt ist.
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Mit der Induktionshypothese folgt auflerdem direkt die Kommutativitét,
denn es gilt

x—l—y:{XL+y,x+YL|XR+y,x+YR}
={y+ X, Yo+ |y+Xg Yr+2}
={Yo+2,y+ X |Yr+2,y+ Xp}=y+=.

Mit der Kommutativitét reicht es in (6) nur die erste Ungleichung zu zeigen.

Sei nun z € No beliebig mit kanonischer Darstellung z = {Z, | Zr}. Es
gelte auBBerdem I(z) + I(z) < . Angenommen, es gilt y <jex 2.

Fall 1: Sei weder y noch z ein Anfangsstiick der jeweils anderen Zahl. Sei d
das gemeinsame Anfangsstiick von y und z. Dann ist nach Annahme #(d) <
L(y),l(d) < l(z) sowie Y <jex d <lex 2. Somit ist nach Induktionshypothese
T4+ Y <jex T+ d <jex T + 2.

Fall 2: Sei y ein Anfangsstiick von z, d.h. es gilt y <s; z. Wegen y <jex 2
und da ¥, z in kanonischer Darstellung sind, folgt y € Zr. Aus der schon
gezeigten Wohldefiniertheit von x + z erhalten wir

T+ 725 <lex T+ 2 <jex &+ ZR.
Somit ist & + y <jex T + 2.

Fall 3: Wenn z ein Anfangsstiick von y ist, erhalten wir entsprechend z €
Yr. Ebenfalls mit der Wohldefiniertheit der Addition folgt x 4+ y <jex £ + YRr
und damit = + y <jex * + 2. O

Bemerkung 5.3. Der Beweis zur Kommutativitit der Addition ist ein
Beispiel fiir eine sehr einfache transfinite Induktion, bei der die Aussage
tatséichlich direkt aus der Induktionshypothese folgt. Es werden noch eini-
ge weitere Aussagen kommen, welche sich mit der gleichen Vorgehensweise
16sen lassen. Aus diesem Grund wird die Induktion in solchen Fallen nicht
ausgefiihrt.

Bisher kénnen wir nur Addition von Zahlen in kanonischer Darstellung
durchfiithren. Der nachfolgende Satz besagt aber, dass die Summe unabhéngig
von der Darstellung der Summanden ist.

Satz 5.4 (Allgemeingiiltigkeit der Addition). Seien x = {A | B},y = {C'|

D} beliebige Darstellungen von x und y. Dann gilt:

r+y={A+y,2+C|B+y,x+ D}.

Insbesondere ist x + y unabhdngig von der Darstellung von x und y.

Beweis. Wir wollen die Behauptung unter Verwendung von Kofinalitéits-

Theorem 1 zeigen. Seien a € A,b € B,c € C,d € D beliebig. Dann gilt

0 <lex T, € <lex Y, T <lex 0, Y <lex d. Mit Satz 5.2 erhalten wir
THce<iexT+Y<iexT+d und a4y <jexT+Y<iex0+y.

Betrachte nun ein beliebiges Element aus der linken Menge von x +y. Ohne
Einschrankung habe dieses die Form xj + y. Nach dem Umgekehrten Ko-
finalitéts-Theorem ist {A | B} kofinal in {X | Xr}. Es existiert also ein
a € A, sodass a >y xp, gilt.
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Wieder mit Satz 5.2 folgt a4y >1ex 1 +¥y. Analog zeigen wir die Aussage
fiir die Elemente der rechten Menge. Insgesamt erhalten wir, dass {A+y, z+
C|B+vy,z+ D} kofinal in {X; +y, 2+ Y, | Xp+y,x + Yg} ist.

Mit Kofinalitéts-Theorem 1 folgt {A +y, 2+ C | B4+ y,x + D} =z +y.
Daraus erhalten wir die Behauptung. (]

Satz 5.5. Es ist (No,+) eine abelsche Gruppe.

Beweis. (i) Kommutativitdt wurde bereits in Satz 5.2 gezeigt.

(i)
(iii)

(iv)

Assoziativitat: Fir z,y,2z € No ldsst sich per Induktion nach ¢ :=
0(x) 4+ L(y) + £(z) beweisen, dass z + (y + 2z) = (x + y) + z gilt.
Neutrales Element: Die leere Folge ist durch Ono := O = {0 | 0}
gegeben. Da diese als linke und rechte Menge jeweils die leere Menge
hat, folgt aus der Definition 5.1 der Addition direkt, dass z + Ono =
x = ONo + z fiir alle € No gilt.

Inverse Elemente: Sei # € No mit kanonischer Darstellung = = { X7, |
XRr}. Sei a« = £(z). Definiere —x € No als die Zahl von Léinge o = ¢(x),
welche durch Umkehrung aller Zeichen in = entsteht:

o, fallsz(f) =@

@, falls z(B) =0 (B < a).

—zio— {@7@}7 —l‘(ﬁ) = {

Wir zeigen durch Induktion nach «, dass  + (—z) = Ono = O gilt.
Aus der Definition von —z erkennen wir: y ist genau dann ein An-
fangsstiick von x, wenn —y ein Anfangsstiick von —z ist. Wir konnen
mit der Induktionshypothese die kanonische Darstellung von —x schrei-
ben als
—z={-Xgr|—-Xr}, wobei — X ={—2xp:2r € Xg},
— Xy ={-xp:2p € X1}
Beachte, dass aufgrund der lexikographischen Ordnung —Xg <jex —
<lex — X, ist. Damit ist —z € NNo wohldefiniert. Nun gilt
z+ (—z) ={Xp+ (—2),2+ (—Xg) | Xp + (—x),z + (- XL)}.
;A =:B

Seien zj, € X1,xr € Xg beliebig. Um A <je, 0 zu erhalten, miissen
wir 27, + (=) <jex 0, 2+ (—2R) <lex 0 zeigen. Nach Satz 5.2 wissen wir,
dass Addition ordnungserhaltend ist. Aus den Darstellungen von x und
—x sowie der Induktionshypothese folgt

xr + (—x) lex XL + (—xL) =0,z + (_$R> <lex TR + (—.I‘R) = 0.

Mit gleicher Argumentation bekommen wir 0 <jex B. Schliefflich ist
A <jex ONo <lex B. Da Ono < y fiir alle y € No \{0}, folgt

x4+ (—z)={A| B} =0no = O.

Somit ist (No,+) eine abelsche Gruppe. O

Beispiele 5.6. (a) Aus dem Beweis von Satz 5.5 erhalten wir sofort

1+(-1)* P et+e=0.
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(b) Wir bestimmen @+ ©6. Mit Hilfe der kanonischen Darstellung aus Satz
4.10 und Bemerkung 4.11 erhalten wir

®+00={0]0}+{0]0,0} = {0]0}+{0]| e}
={0+co|e+o}={co|0}=06.

(c) Betrachte x = &S, y = ©. Wir erhalten nach Bemerkung 4.11 fiir die
kanonischen Darstellungen von x und y

r={0|e}, y={0|0}
Somit ist

r+y={0+0|®+0,060+0}
={eloec} P {c|0)=0a.
5.ii. Multiplikation. Wir definieren die Multiplikation wie auch die Addi-
tion zunéchst fiir surreale Zahlen in kanonischer Darstellung. Anschliefflend
zeigen wir, dass diese unabhéngig von der Darstellung ist.
Seien also © = {X1|Xr},y = {Yz|Yr} in kanonischer Darstellung.

Bemerkung 5.7. Bei der Definition der Multiplikation kénnte man intuitiv
an xy = {Xpy,2Yr | Xgry,2Y,} denken. Dabei ergeben sich aber sofort
zwei Probleme. Zum einen ist dieser Ansatz teilweise falsch, beispielsweise
wenn mehrere der Faktoren negativ sind. Zum anderen kénnen wir bei einer
induktiven Definition von stidrkeren Annahmen ausgehen.

So wissen wir nach Induktion zum Beispiel x — X7, >1ex 0,y — Y7, >1ex 0.
Daraus konnen wir schlieflen (x—X1,)(y—Y7) >1ex 0. Durch Ausmultiplizieren
erhalten wir xy >1ex X1y + Y7, — X1 Y.

Analog bekommen wir die Ungleichungen (z — Xg)(y — Yg) >1ex 0, (z —
X))y — YR) <iex0 und (z — Xg)(y — Y1) <iex 0. Diese liefern uns durch
Ausmultiplizieren xy >jex Xy + Yr — XpYR, 2y <iex X1y + xYr — X1 YR
und zy <jex Xry+2Yr, — XRrYr. Diese Idee fithrt zu nachfolgender Definition.

Definition 5.8. Das Produkt von x und y ist gegeben durch
xy =z -y:={Xpy+a¥y — XYy, Xgy+2Yr — XrYr |
XLy + xYR — XLYR, XRy + xYL — XRYL} =: {(1’y)L ‘ (a:y)R}.
(7)
Beispiel 5.9. Definition 5.8 ist deutlich komplizierter als die der Summe.
Es lohnt sich anhand einiger Beispiele mit der Vorschrift vertraut zu werden.
(a) Seixz ={XL | Xr} € No beliebig. Dann sehen wir sofort z-0 =0 = 0-z,
denn es gilt
x-():{XL-0—1—33-OL—XL-OL,XR~O+:U'OR—XR-OR|
=:A
XL-0+$'OR*XL-0R,XR-O+$-OL*XR-OL}.

=B

Da 07, = () = Og gilt und in jedem der Summanden von A bzw. B ein 0,
oder 0 vorkommt, folgt bereits A = () = B und damit z-0 = {0 | 0} = 0.
Analog sehen wir, dass 0 -z = 0 gilt.
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(b) Esist —1 = {0 | 0}. Damit erhalten wir

(1) (=) ={0- (-1 + (~1)- 0= 0-0,0- (~1) + (-1) -
0-(=1)+(=1)-0—=0-0,0-(=1) + (=1)-
={0]0} =1,

0-0-0]
0—0-0}

wobei (a) verwendet wurde.

Satz 5.10. Das Produkt x -y aus Definition 5.8 ist stets wohldefiniert und
es gilt ¢ -y =y-x, d.h. es ist auch kommutativ. Seien auflerdem a,b € No
beliebig und ebenfalls in kanonischer Darstellung. Dann gilt

T >lex Y und @ >1ex b = xa — ya >1ex b — yb. (8)

Beweis. Induktion nach der Summe der Langen der einzelnen Faktoren.
Sei hierzu a € On beliebig. Angenommen, die Behauptung gelte fiir alle
x,y,a,b € Nomit £(z)+L(y), {(x)+L(a), L(y)+L(a), £(z)+L(b), L(y)+L£(b) <
«. Wir miissen zeigen, dass die Behauptung auch gilt, wenn die Summen der
Léngen gleich « ist.

Zunichst fithren wir zwei Notationen ein. So schreiben wir & (x,y, a,b),
falls fiir z,y,a,b € No die Ungleichung auf der rechten Seite von (8) gilt.
AuBerdem setzen wir f(xg,yo0) = xoy + xyo — xoyo fir zo € Xp U Xp,yo €
Y7, U YR aus der kanonischen Darstellung.

Offensichtlich ist & transitiv in den letzten beiden Komponenten, d.h.
aus Z(z,y,a,b1) und P(x,y,by,be) folgt P(z,y,a,bs). Durch Umstellen

sehen wir auflerdem
P(r,y,a,b) & yb — ya >ex rb — za.
Damit ist & auch transitiv in den ersten beiden Komponenten.

Wir untersuchen nun die Funktion f(z,yo) auf Monotonie in den beiden
Komponenten. Seien zunéchst xg € X U Xpg, y(l), y% € Y, U YR beliebig. Es
gilt

f(xo,w3) — f(o,y5) = (xyg — zoyd) — (xy§ — Toyp)-

Damit ist genau dann f(z9, y3)— f (70, ¥3) >1ex 0, wenn 2 (z, zo, y2, y$). Nach

Induktionshypothese erhalten wir aus x> Zo, yg >lex yé bereits

P(z, 70,2, y3)- SchlieBlich ist f(zo,yo) monoton wachsend in yp fiir 2o <jex -
Falls xg >1ex T, y(l) >lex y%, so kénnen wir schreiben

Flzoys) — f@o,y5) = (zoyp — xyy) — (Toyg — TYG) >1ex 0
<Z><@(£07 Z, yé? y(2])

Nach Induktionshypothese folgt wegen o >lex Z, yg >lex Y3, dass f(xo, o)
monoton fallend in yg fiir ¢ >jex « ist. Analog ist f(xg,yo) monoton wach-
send in xg, falls yg <jex ¥, und monoton fallend in zq, falls yg >1ex ¥-

Nun lésst sich die Wohldefiniertheit von x - y zeigen. Dazu miissen wir
einige Ungleichungen zeigen. Seien etwa m};,x% € Xr,yr € Yr,yr € YR
beliebig. Zu zeigen ist f(z},yr) <iex f(2%,YR).
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Setze zr, := max{x},z%}. Dann ist 2}, 2% <oz und yr, <iex yr. Aus
den Monotonie-Eigenschaften folgt

F@L, ) <tex f(@L, Y1) <tex (2L, YR) <tex f (27, YR),

wie gewiinscht. Damit ist f(X1, Yr) <iex f(X1, Yr). Nach Definition von f
entspricht das gerade Xpy + 2Yr — X1 Y1 <iex Xy + 2Yr — X1 YrR.

Seien nun xj, € XL,yi, y% € Yy, zr € Xpg beliebig. Nun setzen wir yr, :=
max{y:,y?} Erneut erhalten wir aus den Monotonie-Eigenschaften

f(xLa y},) <lex f(x[n yL) <lex f(:l:Ra yL) Slex f(xRa y},)

Damit ist f(Xp,Yr) <iex f(Xgr,Yr). Nach Definition von f entspricht das
gerade Xy + xYr — XY <iex XrYy + Y, — XgYr. Insgesamt haben wir
nun Xpy+ xYy — X1 Y7 <iex(2y) 1 gezeigt.

Die weiteren Ungleichungen f(Xg,Yr) <iex f(Xr, Y1), f(XR,YR) <iex
f(Xr1,YR) erhalten wir ebenfalls aus der Monotonie. Diese liefern uns X gy +
YR — XrYR <iex(zy) g und damit insgesamt (zy) 1, <jex(2y)r. Damit haben
wir die Wohldefiniertheit gezeigt.

Aus der Induktionshypothese und der Kommutativitéit der Addition folgt
auBerdem direkt die Kommutativitéit der Multiplikation.

Wir zeigen nun Eigenschaft (8). Wir nehmen also & >jexy und a >jex b
an und wollen & (x,y, a,b) zeigen. Dazu fithren wir eine Fallunterscheidung
durch.

Fall 1: Angenommen, in jedem der Paare (z,y), (a,b) ist jeweils ein Ele-
ment ein echtes Anfangsstiick des jeweils anderen. Wir betrachten den Fall,
dass y < x,b < a gilt. Da wir bereits wissen, dass x - a wohldefiniert ist,
folgen fiir alle x; € X1, xr € Xpg,ar, € Ar,ar € Agr die Ungleichungen

f(xr,ar) <iexxa, f(TR, ar) <iex Ta, f(TL, AR) >1ex Ta, [ (TR, QL) >1ex Ta.
Somit erhalten wir
0<iexza — f(zp,ar) = (vra — xpa) — (xar, — xpar) = P(x,xp,a,ar).

Analog bekommen wir Z(zp, x,ag,a), #(x,xr,ar,a) und (xR, x,a,ar).
Wegeny <; z,b <5 a,T >jex Y, a >lex bisty € Xp,b € Ap. Aus & (x,xp,a,ar)
folgt dann & (z,y,a,b), wie gewiinscht.

Falls x <5 y,b <5 a gilt, so ist x € Yg,b € Ar. Wir betrachten dann das
Produkt y - a und bekommen & (yg,y, a,ar). Damit ist auch in diesem Fall
P(x,y,a,b). Die anderen Fille verlaufen analog.

Fall 2: Angenommen, in (z,y) ist kein Element ein Anfangsstiick des An-
deren aber in (a,b) gilt a <; b oder b <5 a. Sei d das gemeinsame Anfangs-
stiick von x,y. Wegen & >jex ¥ ist  >jex d >1ex ¥ und es gilt d <g z,d <5 .
Aus Fall 1 folgen & (x,d,a,b) und £ (d,y,a,b). Aus der Transitivitéit in den
ersten beiden Komponenten folgt Z(z,y,a,b).

Fall 3: Nun sei weder a, noch b ein Anfangsstiick der jeweils anderen
Zahl. An (x,y) stellen wir keine weitere Bedingung. Sei e das gemeinsame
Anfangsstiick von a und b. Aus Fall 1 und 2 folgt dann Z(z,y,a,e) und
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P(z,y,e,b). Nun erhalten wir aus der Transitivitét in den letzten beiden
Komponenten #(x,y,a,b).

Schliefllich haben wir (8) gezeigt und damit insgesamt die Behauptung.
O

Auch bei der Multiplikation l&sst sich zeigen, dass das Produkt unabhéngig
von der Darstellung der Faktoren ist.

Satz 5.11 (Allgemeingiiltigkeit der Multiplikation). Seien z = {A, B},y =
{C, D} beliebige Darstellungen von x und y. Dann gilt

xy ={Ay +2C — AC,By + 2D — BD | Ay + Dx — AD, BY + Cx — BC'}.
Insbesondere ist xy unabhdngig von der Darstellung von x und y.

Beweis. Dieser Beweis verlduft dhnlich zum Satz iiber die Gleichheit der Ad-
dition 5.4. Er wird hier nicht ausgefiihrt, ist aber nachzulesen in [8, Theorem
3.5] O

Da die Existenz multiplikativer Inverser etwas schwieriger zu zeigen ist,
zeigen wir zunéchst, dass No mit den entsprechenden Verkniipfungen zu
einem kommutativen Ring wird.

Satz 5.12. (No, +, -, <jex) bildet einen kommutativen, nullteilerfreien Ring
mit Ino = & = {O | 0}.

Beweis. In Satz 5.5 haben wir bereits gesehen, dass (No, +) eine abelsche
Gruppe bildet. Es bleiben also noch die entsprechenden Eigenschaften der
Multiplikation und die Distributivitéit zu zeigen. Aus Satz 5.10 wissen wir
bereits, dass - kommutativ ist.

Seien z,y, z € No beliebig. Wir werden bei der Distributivitdt und Asso-
ziativitdt nur einen Term aus der Definition des Produkts in (7) betrachten.
Mit den restlichen Termen verfihrt man analog.

Distributivitét: Induktion nach £ := £(z) + £(y) + ¢(2). Seien (x +y) - z =
{A| B},zz+yz = {F | G} wobei wir die Mengen A, B, F,G C No aus den
kanonischen Darstellungen von z, y, z und den Definitionen 5.1 bzw. 5.8 der
Summe bzw. des Produktes erhalten. Ein typisches Element aus A U B ist
von der Form

( +y)oz + (z +y)20 — (z + y)ozo, (9)

wobei (z + y)o von der Form zp + y oder x + yq ist. Dabei sind zg € X U
Xpr,y0 € YL UYR, 20 € Z1, U Zi. Ohne Einschrinkung betrachten wir (x +
y)o von der Form xp + y. Dann erhalten wir durch Einsetzen in (9) und
Induktionshypothese:

(xo+y)z+ (x+y)z0 + (xo + y)z0 = oz + 20 — To20 + Y2z =: C.

Wir bemerken auflerdem, dass genau dann ¢ € A gilt, wenn xy und 2y auf
der gleichen Seite ihrer jeweiligen kanonischen Darstellung liegen, d.h. wenn
zo € X1, und z9 € Z1, oder wenn zg € Xgr und zg € Zp.

Weiter sind Elemente aus F' U G von der Form (zz)p + yz oder xz +
(yz)o. Nach unserer Annahme an (x + y)o reicht es Elemente (22)g + yz zu
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betrachten. Nach Definition der Multiplikation ist

(x2)o + yz = xoz + x20 — To20 + Yz =: d.
Wir erkennen ¢ = d und es gilt ebenfalls genau dann d € F', wenn zg und 2z
auf der gleichen Seite ihrer jeweiligen kanonischen Darstellung liegen.

Bei den anderen typischen Elementen erhalten wir ebenfalls Gleichheit
und bekommen so insgesamt A = F, B = (. Mithin ergibt sich die gewiinsch-
te Gleichheit (z +y)z = zz + yz.

Da wir aus Satz 5.10 bereits wissen, dass die Multiplikation kommutativ
ist, folgt sowohl Links- als auch Rechtsdistributivitét.

Assoziativitdat: Induktion nach ¢ := #(x) + £(y) + ¢(z). Seien (zy)z =
{A | B},z(yz) = {F | G}, wobei wir die Mengen A, B, F,G C No wie bei
der Distributivitdt aus den kanonischen Darstellungen von z,y, z und der
Definition 5.8 des Produkts erhalten. Ein typisches Element aus A U B ist
der Form

(xy)oz + (xy)z0 — (zY)020
=(zoy + Yo — Toyo)z + (wy)20 — (xoy + Yo — Toyo)2z0 =: C.

mit zg € X UXR,y0 € YL, UYR, 20 € Z1,UZR. Dabei gilt genau dann ¢ € A,
wenn (xy)o und zo auf der gleichen Seite ihrer (kanonischen) Darstellung
liegen. D.h. es ist genau dann ¢ € A, wenn eine gerade Anzahl der Elemen-
te xo, Yo, 20 auf der rechten Seite ihrer jeweiligen kanonischen Darstellung
liegen.

Mit der schon bewiesenen Distributivitédt erhalten wir

¢ = (woy)z + (zy0)z — (zoyo)z + (zy)z0 — (zoy)zo — (zy0)20 + (ZoYo)20-

Entsprechend ist ein typisches Element aus F'U G von der Form

zo(yz) + x(yz)o — o (y2)o
=x0(y2) + z(yoz + y20 — Yoz0) — zo(Yoz + Y20 — Yo20)
=x0(yz) + =(yoz) + x(y20) — (Yoz0) — x0(Yoz) — xo(y20) + xo(Yo20) =: d,

wobei wir auch hier die Distributivitit verwendet haben. Aus der Indukti-
onshypothese folgt die Gleichheit ¢ = d. Aulerdem erkennen wir, dass fiir
d € F die gleiche Bedingung wie fiir ¢ € A erfiillt sein muss. Es gilt da-
mit genau dann d € F, wenn ¢ € A, und wir bekommen die Identitdten
A = F, B = G. Insgesamt konnen wir (zy)z = x(yz) schlieBen.

Identitét: Induktion nach ¢ = ¢(x). In Beispiel 5.9 haben wir bereits
gesehen, dass a-0 =0 = 0-a fiir alle a € No gilt. Mit 1 = {0 | 0} folgt nun:

$~1:{XL~1+?L‘~O*XL~O|XR~0+I"OfXR-O}
IH
={X,Xgr} ==
Nullteilerfreiheit: Seien zunéchst & >y 0,y >1ex 0. Nach Satz 5.10 gilt:

TY—0-Y>lex - 0—0:-0& 2y > O.

Sei a € No mit a = {AL | Ar} >1ex 0 beliebig und ohne Einschrinkung in
kanonischer Darstellung. Da alle Elemente von Ar U Ar Anfangsstiicke von
a sind, folgt ag >)ex O fiir alle ag € (A U AR).
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In Satz 5.5 haben wir gesehen:
(=1)-a=—-a={-Agr| —AL}.

Induktiv erhalten wir dann —a <jex 0. Mit einer #hnlichen Uberlegung folgt
aus —a <jex 0 bereits a >1ex 0. Insgesamt erhalten wir

a >lex 0 & —a <jex 0. (10)

Seien nun z,y € No so, dass eine der beiden Zahlen gréfler und die
andere kleiner als Null ist. Dann folgt aus (10) die Ungleichung z - y <jex 0.
Sind beide Zahlen kleiner als Null, so erhalten wir mit (—1) - (—-1) = 1
die Ungleichung x - y >1e 0. Es folgt die Nullteilerfreiheit und der Satz ist
insgesamt bewiesen. O

Unser néchstes Ziel ist zu zeigen, dass (No, +, -, <jex) ein angeordneter
Korper ist. Dabei fehlt uns lediglich noch die Existenz der Inversen beziiglich
der Multiplikation. Die Eigenschaften eines angeordneten Korpers folgen aus
den Séitzen 5.2, 5.10 und 5.12.

5.iii. Division. Im Folgenden sei z = {X, | Xg} >1ex 0 eine positive sur-
reale Zahl in kanonischer Darstellung.

Definition 5.13. Wir definieren das multiplikative Inverse 2~' € No mit
zz~! =1 = 27z induktiv. Fiir j € N sei z; € (X U Xg)\{0}. Fiir eine
beliebige Zahl b € No definieren wir box; als die eindeutige Losung X € No
von

(x —zj)b+ ;X =1.

Die Existenz und Eindeutigkeit dieser Losung folgt aus der Induktionhypo-
these, denn durch Umstellen erhalten wir

X = :L‘j_l +(1- xj_la:)b

und die Induktionshypothese liefert Existenz und Eindeutigkeit von iL‘j_l.

Nun definieren wir induktiv fiir n € N die Zahl (z1,...,z,) durch
() =0,(x1,...,Zpt1) = (T1,...,Tpn) O Tpt1-
Setze weiter

A= {(x1,...,2p) : #{z; : x; € X1} ist gerade},
B :={(x1,...,zn) : #{xj : x; € X} ist ungerade}.

Nun wollen wir zeigen, dass
z~t={A]| B}
gilt.

Satz 5.14. Wir verwenden fiir x >10x 0 die Notationen aus Definiton 5.13.
Dann gilt

«'={A]|B}.
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Beweis. Durch strukturelle Induktion nach #(x).
Wohldefiniertheit: Wir zeigen zunéchst

VEA=zv<lex1 und v € B = v > 1. (11)

Sei dazu v € AUB beliebig. Dann ist v der Form v = (z1,...,z,) mit
xzj € (X UXr)\{0} (j =1,...,n). Wir zeigen (11) durch Induktion nach
n. Beachte hierbei, dass wir keine transfinite Induktion, sondern eine auf
den natiirlichen Zahlen fithren. Dem gesamten Beweis liegt allerdings ei-
ne transfinite Induktion zugrunde. Um Verwirrung zu vermeiden, werden
wir die Verwendung der Induktionshypothese aus (11) beziiglich n mit TH"
kennzeichnen.

IA": n=0:Esistv=() =0€ A und z-0 = 0<jex 1 wie behauptet.

IS":n~ n+ 1: Seialsov = (x1,...,Znt1) = (T1,...,Zn) 0Lp41. Nach TH?

—_——

gilt die Aussage aus (11) fiir w € AUB. AuBerdem Tséﬂ Wegen v = w 0 Tpi1
1 =(2 — Tpt1)W + Tp1¥ = TW — Tpp1W + Tpt1?, (12)
wobei wir die Distributivitit verwendet haben. Addieren wir auf beiden
Seiten zv und stellen um, so folgt
v =1+ (z —zpy1)(v —w). (13)

Aus (12) erhalten wir, dass genau dann 1 > 2w gilt, wenn &, 410 >jex Tn41w
gilt. Wegen x >4 0 und z,, 41 € (X U Xg)\{0} gilt auch x,41 >1ex 0. Nach
Induktionshypothese kénnen wir damit die Existenz von x,,; annehmen

und erhalten die Beziehung:
1 >1ex TW S U > W. (14)
Wir unterscheiden nun vier Félle fiir w und x,41.

Fall 1: Seien w € A,xp+1 € Xr. Dann ist sicherlich v = wo z,41 € B.
Nach TH" ist xw <jex 1. Mit (13) und @z, 41 <jex  folgt

20 =1+ (& — xpy1) (V— W) >lex 1,
———— ——

>lex 0 (14)
>1ex0

wie gewiinscht.

Fall 2: Seien w € A, xp4+1 € Xg. Dann ist v = wox,y1 € A. Nach IH” ist
W <jex 1. Mit (13) und & <jex 41 folgt nun

v =14 (z — 2pt1) (v —w) <pex 1.
—_———— ——

<lex 0 (14)
>lex 0

Die Fille w € B, zn4+1 € X und w € B, x,41 € Xg verlaufen analog, wobei
in diesen Féllen v — w <jex 0 gilt. Insgesamt schlief3t sich die Induktion™ und
es folgt die Hilsaussage (11).

Damit ist y := {A | B} wohldefiniert, denn angenommen, es existieren
a € A,b € B mit a > b. Gleichheit kann nach Definition nicht herrschen.
Da z >16, 0 folgt aus der Ordnungseigenschaft von Satz 5.10 die Unglei-
chung xa >jex b im Widerspruch zu der nach (11) geltenden Ungleichung
2a <jex 1 <jex xb.
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Wir berechnen nun z-y = {(zy)r. | (zy)r}. Sei z € (zy)U(xy)r beliebig.
Dann ist z der Form z = zgy + xyo — xoyo mit xg € X1 U Xg,y0 € AU B.
Da nach Annahme x >, 0 gilt, ist 0 € Xp. Auflerdem haben wir schon
() = 0 € A gesehen. Das heift fiir zg = 0 = yo ist 0 € (xy)r. Wir fithren
eine Fallunterscheidung durch.

Fall 1: Angenommen, es gilt 9 = 0 € Xr. Dann reduziert sich z auf
z = zyp. Aus unserer Hilfsbehauptung (11) wissen wir:

Yo € A=z =ayo<iex 1, Yo E B = 2=2ayp>lex 1.

AuBlerdem ist nach Definition des Produkts genau dann z € (xy)g, wenn
yo € B. Es ergibt sich

z2€ (xy)r = 2<lex1, 2 € (TY)R = 2 >1ex 1.

Fall 2: Gelte nun xy # 0. Insbesondere ist dann g > 0. Aulerdem ist
fiir alle yo € AU B der Ausdruck g o g wohldefiniert, d.h. X := yg o xg
erfiillt die Gleichung

(x —xo)yo + o X = 1. (15)

Nach Definition des Produkts gilt genau dann z € (zy)r, wenn xg,yo auf
derselben Seite ihrer jeweiligen Darstellung liegen, d.h. g € Xz und yg € A
oder zg € Xgr und yg € B. Wir erkennen damit

z € (zy)L & Yo 0 To € B & Yo © 9 >lex Y-
Einsetzen in (15) liefert

fiir z € (zy)r 1 1 >1ex(z — 20)yo + 2oy = 2,

fiir z € (xy)r : 1 <pex(x — T0)yo + Ty = 2.

In beiden Féllen haben wir nun z <jex 1 fiir z € (zy)r und 1<jex 2z fiir
z € (zy)r. Da wir auflerdem bereits 0 € (zy)r gesehen haben, ist 1 = &
die simpelste Zahl mit der Eigenschaft (zy)r, <jex 1 <ijex(zy)r. Mithin gilt
vy = {(zy)r | (zy)r} = © = 1 beziehungsweise y = !, was zu zeigen
war. O

Die Konstruktion der Multipliaktiven Inversen wird anhand eines Bei-
spiels verdeutlicht.

Beispiel 5.15. Sei z = @o = {O | @} € No. Fiir j € N seit z; € (X U
Xr)\{0}. Wegen (X1, UXgr)\{0} = {0} ist ; = & € Xp fur alle j € N.

Nach Satz 5.14 ist 27! = {A | B}, wobei A = {{z1,...,z,) : #{zj 1 3; €
X} ist gerade }, B = {(x1,...,2n) : #{x; : ; € X1} ist ungerade }. Da
xj = @ € Xp fur alle j € N gilt, folgt A = {(z1,...,2,) 1 z; = & =
1,...n)}, B =0.

Nach Definition ist fiir n € N der Ausdruck (z1,...,z,41) die eindeutig
bestimmte Losung X von (x—xzp41){x1, ..., Tn)+2n1X = 1. Wegen x,,11 =
1 erhalten wir durch Umstellen X = 14+ (1—z)(z1,...zy). Weiterist 1 —z =
B—66 = a+oe = {0 | 0}+{e | O} = {68,0 | &} = &S. Somit erhalten
wir die Gleichung

X=1+®5(x1,...,2pn).
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Wir zeigen nun durch Induktion nach n, dass (z1,...2,) <jex @@ fiir alle
n € Ny gilt.

n = 0,n = 1: Fiir n = 0 ist nach Definition () = 0 = O <jex ®®. Fiirn =1
ist (1) =1+ @6 -0=1= @ <jex DD, wie gewiinscht.

n—1~n: Esist X = (z1,...,2p41) = 1+ ® S (21,...2,). Da ® S
>1lex O und nach Induktionshypothese (z1, ... 2,) <jex ®® gilt, folgt aus der
Ungleichung (6) aus Satz 5.2 bereits X <jex 1 + S - B. Weiter gilt @S- @
d={0|d}-{@|0}={ 00| &} ={®O | ®®} = ®. Schliefilich
erhalten wir die Ungleichung X <jox 1 +1 = & 4+ @ = &P, was zu zeigen
war.

Nach Satz 5.14 ist =1 = {A | B} = {A | 0}. Wir haben eben gezeigt,
dass A <jex B® gilt. Da auflerdem O, € A ist, folgt 271 = {A | 0} = .

Nun erhalten wir folgendes bemerkenswertes Resultat:
Satz 5.16. (No, +, -, <jex) bildet einen angeordneten Kdorper.
Beweis. Dies folgt aus den Sétzen 5.12 und 5.14. (]

6. REELLE ZAHLEN IN NO

Wir wissen aus Kapitel 5 bereits, dass die surrealen Zahlen einen angeord-
neten Korper bilden. Bisher kénnen wir die Elemente von No aber nicht in
Verbindung mit Zahlen bringen, die wir bereits aus grundlegender Analysis
kennen.

Ziel dieses Abschnitts ist es deshalb, zu zeigen, dass No die reellen Zahlen
enthilt. Dabei deckt sich die uns bekannte Arithmetik auf R mit der ent-
sprechenden Einschrankung auf No. Das heifit R ist als angeordneter Korper
in No eingebettet. Am Ende dieses Kapitels wird auflerdem [7, Frage 16]
beantwortet, wie sich die rationalen Zahlen Q als Zeichenfolge von ¢ und &
schreiben lassen.

Motivation 6.1. Wir werden zunéchst zeigen, dass sich die dyadischen
Briiche durch surreale Zahlen endlicher Lange darstellen lassen. Dazu be-
trachten wir folgenden Baum:

A
_ 1/( o ®>\1
_ i( e @\ _ % % /@ ®><
e & s 3 © @
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(Quelle: [10, S. 3322])

Satz 6.2. Eine positive Zahln € Z entspricht der surrealen Zahl ® ® @ - - -.
——

n mal

Deren additives Inverses —m € Z_ ist 566 - --.
——

n mal

Beweis. Wir fiihren eine Induktion nach n. Fiir n = 1 wissen wir die Aussage
bereits. Nach Induktionshypothese ist n +1 = @---® +@. Mit Hilfe des
~—
n mal
Kofinalitéits-Theorems 1 angewandt auf die kanonische Darstellung von n
und der Induktionshypothese kénnen wir n = {&---@ | 0} = {n —1 | 0}
——
n—1 mal
schreiben. Weiter ist 1 = @& = {0 | @}. Nach Definition der Addition erhalten
wirdamnn+1={n—-1+1,n+0|0}={n|0}=a---&.
~—
n+1 mal
Die Darstellung von —n folgt sofort aus der allgemeinen Formel fiir addi-
tive Inverse aus dem Beweis zu Satz 5.5. O

Definition 6.3. Ein dyadischer Bruch ist eine rationale Zahl x € QQ der
Form z = 5% mit a € Z,b € No. Wir sagen eine surreale Zahl z € On
ist von endlicher Lénge, wenn {(z) < w gilt, d.h. wenn sie der Form

x:n — {®,6} fir ein n € Ny ist.

Wir wissen bereits O = 0,@ = 1,6 = —1. Auflerdem ist ®o = {O |
@} = {0 | 1}. Da wir {O | @} als die simpelste surreale Zahl zwischen O
und @ definiert haben, liegt es nahe, & = % anzunehmen. Fiihren wir diese
Uberlegung fort, so vermuten wir beispielsweise {O | @6} = @ 66 = 1.
Dieser Gedankengang lésst sich auf beliebige surreale Zahlen endlicher Léange
iibertragen. Bevor wir zu einem geeigneten Theorem kommen, miissen wir

noch ein Hilfslemma beweisen.

Lemma 6.4. Seien a,b € No beliebig. Gilt {2a | 2b} = a + b, so ist {a |
b} = «f2.

Beweis. Sei {a | b} = c¢. Dann gilt 2¢ = c+c¢ = {a+c | b+c}. Wir zeigen nun
durch Anwendung des Kofinalitits-Theorems 1, dass {a+c|b+c} =a+b
gilt. Wegen a <jex ¢ <jex b ist auch a+ ¢ <jex @+ b <jex b+ c. Des Weiteren gilt
20 =a+a<jexa+cund b+ c<jex b+ b = 2b. Es ist also 2¢ kofinal in a + b.
Aus dem Kofinalitdts-Theorem 1 folgt 2¢ = a + b und damit insgesamt die
Behauptung. O

Im né&chsten Satz werden wir zeigen, dass surreale Zahlen endlicher Lénge
zu dyadischen Briichen korrespondieren. Wir kénnen sogar eine Formel ange-
ben, um surreale Zahlen endlicher Lange in dyadische Briiche umzuwandeln.

Satz 6.5. Sei x € No mit {(x) = m + n endlich, wobei m so gewdhlt ist,
dass fir alle i,j < m bereits x(i) = x(j) und x(m) # x(0) gilt. Das heifst es
ist m = min{i € {0,...,0(x)} : z(i) # x(0)}.
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Wir definieren b(i) € Q fir i < m +n = £(z) wie folgt:

Fﬁri<m:b(i):{1 ,fallsx(')—x(o):@'

-1 , falls x(i) = x(0) =
1
s s falls x(i) =
Fiiri>m:b(i) = {2 i falls z(i) =
9i—m+1 )

Dann gilt
m+n—1

> )
=0

Insbesondere ist x = 5 fiir ein c € Z.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall 2(0) = &. Ohne Einschrénkung
sei n > 0, sonst sind wir im Fall von Satz 6.2 und z ist eine ganze Zahl. Wir
fiihren eine Induktion nach n € N.

n = 1: Nach Wahl von m gilt x(m) = undz =& --- & 6. Da wir 2(0) =
~—

m mal

@ gefordert haben, ist m > 1. Mit Satz 6.2 erhalten 2m —1 = ®--- ¢ =
—

2m—1 mal

{0,...,2m — 2 | 0} in kanonischer Darstellung. Mit dem Kofinalitéts-Theo-

rem 1 sehen wir weiter 2m — 1 = {2m — 2 | 2m}. Nun lésst sich Lemma 6.4

anwenden mit @ = m — 1,b = m. Es folgt {m —1|m} = %ml) m— 1.

Erneut nach Satz 6.2ist m—1=@---@®,m =D --- &, d.h. z ist auch die
R/—/ H/—/

m—1 mal m mal

simpelste Zahl zwischen m — 1 und m. Damit gilt = {m—1|m} =m— 1.

Da in diesem Fall

gilt, folgt die Behauptung.

n > 1: Angenommen, die Behauptung gelte fiir alle s € Nyg mit s < 7,
wobei n =7+ 1,r € N5g. Aus Lemma 6.4 sehen wir induktiv sofort

{2a|2b}—a+b:>{a b }:a—l—b fiir alle s € Np.

2s 25 2s+1
Wie im Beweis zu Fall n = 1 erhalten wir, dass fiir ¢ € Z die Gleichheit

{c|c+1} =c+ 1 gilt und damit
1 1
“’}:C+ (s € N), (16)

c
2s | 28 25 2st1
Sei y € No das Anfangsstiick von x mit Linge m + r. Bemerke hierbei,

dass £(x) = m+n = m+r+1. Dann ist x = y® oder x = y©. Wir betrachten
im Folgenden nur den Fall x = y&, der andere Fall verlduft analog.

Sei x = {X, | Xgr} die kanonische Darstellung von x. Da x nach Annahme
endliche Lénge hat, sind die Mengen X, Xr ebenfalls endlich. Nach dem
Kofinalitéts-Theorem 1 kénnen wir also schreiben:

v = {Tax | Tiin)s  Tinax = max{zy € X1}, a3, = min{zg € Xg}.
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Es gllt xk =, denn fiir alle Anfangsstiicke 4/ von z mit y Slex Y gilt

auch y' >jex z. Wir konnen nun die Induktionshypothese auf 2%, 2. an-
wenden, denn beide Zahlen sind simpler als z. Damit ist y = 2%, = & fiir
ein ¢ € Z.
Zu zeigen ist nun %, = C;rl, denn dann gilt nach (16)
c 1
T = {xmax |xm1n = ? + W (17)

Um dies zeigen zu koénnen, verwenden wir das Schubfachprinzip: Sei da-
zu # die Menge aller surrealer Zahlen mit Linge kleiner gleich m + r,
welche mit m-vielen @ beginnen, gefolgt von einem ©, d.h. &--- PO ist

m mal

ein Anfangsstiick der Elemente von .#. Sicherlich gilt & € .# und

HM=1+2+22+. . +2r 1 =27 1.

Nach Induktionshypothese ist jedes Element in .# der Form £ o filr eine
ganze Zahl k und liegt wegen der lexikographischen Ordnung strikt zwischen
m—1 und m. Damit muss k € {2"(m—1)+1,...,2"(m—1)+2" —1} gelten,
d.h. es gibt genau 2" — 1 viele solcher Elemente. Nach Schubfachprinzip liegt
dann jede Zahl der Form 2%, welche strikt zwischen m —1 und m liegt, in .Z .
Es gilt dann S € # oder 2 = m. In beiden Fillen ist £(S2) < m + 7.

max

C

c+1

Wir zeigen nun S > z: Dies folgt unmittelbar aus der lexikographi-
= m so ist die Aussage klar, da x mit m Vielen @ be-
ginnt, gefolgt von einem ©. Ist C+1 € M , so existiert wegen 2T L>ex = 5 =Y
und /£ (C;Tl) < m—+r eine klelnste Stelle j < m + r, an welcher sich CH

y unterscheiden. Es gilt dann

schen Ordnung. Ist

(523) 0 >1n) = 0 (13)

Da wir x = y® angenommen haben, ist j auch minimal mit der Eigenschaft

(C;l) () >1ex 2(j) und wir erhalten <fL >

Jetzt wollen wir zeigen, dass C;rl auch eine untere Schranke von Xy bildet.

Dax =@ - @Oz fiir ein z € No mit £(z) = r ist, erhalten wir aus der
——

m mal
Definition von .# sofort Xp C .# U {m}. Insbesondere ist jedes Element
von Xp der Form 2";,13 € Z. Beachte hierbei, dass auch m = ™2
Sicherlich gilt 5 = y <jex z und x <jex Xg. Weiter ist C;Cl die kleinste Zahl

der Form 2%, welche grofer als o ist. Aufgrund der Ordnungseigenschaften

bildet dann C+ eine untere Schranke von Xg.

Wir wissen bereits z = {zk,, | z%, } und C‘H >lex T. Da &5 L zudem eine
untere Schranke von Xy bildet, ist CH Lex fun Nach Kofinalitats-Theorem
1 folgt damit bereits x = {x
schliefllich

c

CH} Wegen zk, =y = 5+ erhalten wir

max |

or r T o T aow

c+1}(1_7) c 1 y41=n € 1
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Nach Induktionshypothese wissen wir y = Y752 p(i) = 57. Somit ist
insgesamt

was zu zeigen war. O

Beispiel 6.6. Betrachte x = & ® ©© @ ©. Verwende die Notation aus Satz
6.5. Dann ist m = 2,n =4 und ¢(z) = 2 + 4 = 6. Auflerdem ist

B(0) = b(1) = 1,b(2) = 3, b(3) = —,b(4) = £ b(5) =~
Somit gilt
5

1 1 1 1 2
N p(i)=141—-—-4>_ — == _1 3125,
v ;(2) tl=g—its w616 VP

Wir wollen nun in ganz R iibergehen. Dabei gehen wir von der Axioma-
tisierung der reellen Zahlen wie in [13, Definition 1.44] aus.

Definition 6.7. Die reellen Zahlen R = (R, +,-,0,1 <) sind eine Menge
R mit zweistelligen Verkniipfungen + und -, Konstanten 0,1 sowie einer
zweistelliger Relation < so, dass gilt:
(1) R=(R,+,-,0,1 <) ist ein angeordneter Korper, d.h. ein Kérper
mit linearer Ordnung < so, dass fiir alle x,y, z € R gilt
)z<y=z+z<y+z
(ii)) (0<zA0<y)=0<z-y.
(2) R ist vollstandig, d.h. jede nichtleere, nach oben beschriankte Teil-
menge A C R besitzt ein Supremum bzw eine kleinste obere Schranke

in R.

Wir definieren uns nun die reell-surrealen Zahlen in No und zeigen an-
schlieflend, dass diese die Eigenschaften aus Definition 6.7 erfiillen.

Definition 6.8. Eine reell-surreale Zahl x ist eine surreale Zahl = € No,
welche entweder von endlicher Lange ist oder von Lénge w so, dass gilt

Vng € N 3ng,ng > no: (z(n1) = d Azx(ng) =0). (19)

Eigenschaft (19) bedeutet: Falls ¢(z) = w nicht endlich ist, so wird die
Zeichenfolge von x nicht konstant, d.h. es treten immer wieder sowohl & als
auch © auf.

Bemerkung 6.9. Es ldsst sich zeigen, dass die reell-surrealen Zahlen aus
Definition 6.8 einen Korper bilden. Dafiir reicht es zu zeigen, dass sie unter
Verkniipfung und Inversen abgeschlossen sind.

Betrachten wir eine surreale Zahl z = {X, | X} in kanonischer Darstel-
lung mit ¢(z) = w, so ist x eine reell-surreale Zahl mit der Eigenschaft (19),
falls X7, Xgr # 0 gilt und X, kein Maximum sowie X kein Minimum hat.
Die Menge X, hat genau dann ein Maximum, wenn die Zeichenfolge von x
ein letztes @ hat, d.h. wenn ein iy < w mit z(ip) = @ und z(i) = © fiir alle
19 < i < w existiert. Zudem haben alle Elemente in X; U Xy eine Lénge
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kleiner ¢(z) = w, das heift sie sind endlich. Die Menge X1, UXpr besteht also
aus dyadischen Briichen.
Hiervon lésst sich auch die Umkehrung zeigen.

Lemma 6.10. Seien () # A, B C No mit A<jex B Mengen dyadischer
Briiche so, dass A kein Mazimum und B kein Minimum besitzt. Dann ist
{A | B} eine reell-surreale Zahl.

Beweis. Wegen A <jx B ist klar, dass {A | B} € No wohldefiniert ist. Sei
also z := {A | B} € No. Nach Satz 4.3 gilt {(z) < w. Falls /(z) < w gilt,
folgt bereits die Behauptung. Sei also ¢(z) = w. Angenommen, es existiert
ein ng € N so, dass fiir alle n > ng schon z(n) = @ oder xz(n) = © gilt, d.h.
wird konstant. Ohne Einschrankung gilt z(n) = @ fiir alle n > ny. Bemerke
auBerdem, dass der Fall, dass = ausschliellich aus @ besteht, ausgeschlossen
ist, da x <jex B gilt und B eine nichtleere Menge dyadischer Briiche ist.
Somit kénnen wir z(ng) = © annehmen.

Sei y das Anfangsstiick von x mit Linge ng. Wegen z(ng) = © ist dann
Y >1ex  und somit y € Xp, wobei z = { X | X} die kanonische Darstellung
von z sei. Nach dem umgekehrten Kofinalitdts-Theorem existiert ein b € B
mit b <jex y. Da nach Annahme B kein Minimum enthélt, existiert aulerdem
ein b € B mit l~)<1exbglexy. Weiterhin sind b, l;,y alles dyadische Briiche,
weshalb wir m € N so wéhlen kénnen, dass

~ 1
T <lex b Sjex Y — 27m (20)
gilt. Nun betrachten wir ein beliebiges Anfangsstiick d von z mit Lénge
n € N, wobei n > ng. Sicherlich ist d € Xy undd=y© & --- @, wobei das
letzte @ an der Stelle n — 1 steht. Nach Satz 6.5 gilt dann

1 1 1 1
ALY —m—+1 + + + =

ono—m+2 e on—m - on—m )

d—y=—

wobei m = min{i € N : z(i) # 2(0)}. Fiir hinreichend grofies n gilt dann
aber

1
d Zlex Y — 27771,
Somit ist & >1ex d >1ex Y— 2% im Widerspruch zu (20). Die Zahl z wird schlie$3-
lich als Zeichenfolge nicht konstant und ist damit eine reell-surreale Zahl. [

Lemma 6.11. Sei x = {A | B} eine surreale Zahl. Angenommen, fiir alle

a € A existiert ein positiver, dyadischer Bruch r und einy € A mit y >jex 6+

r. Weiter seien A', B' C No mit A’ <jex ¥ <1ex B’ s0, dass fiir alle positiven

dyadischen Briiche r ein a € A" und b € B’ existieren mit b — a <jox 7.
Dann gilt x = {A’ | B'}.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass (A’, B') kofinal in (A, B) ist. Dafiir ist zu
zeigen:
(Va € Add' € A'(d’ >1ex a)) A (Vb € BV € B'(V <jex b)) )

Wir zeigen im Folgenden nur die erste Aussage, die zweite lésst sich analog
beweisen. Sei dazu a € A beliebig. Nach Voraussetzung existieren dann ein
positiver dyadischer Bruch » > 0 und ein y € A mit & >jex Y Zjex @ + 7
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Weiterhin existieren ' € A’ und ¥/ € B’ mit V/ — a/ <jex 7. Insgesamt
erhalten wir

x>lexy21exa+7a216xa+b/_a/>lexa+$_a,'

Nach Umstellen sehen wir a’ > a, was zu zeigen war. Mit Kofinalitéits-
Theorem 1 folgt die Behauptung. U

Lemma 6.12. Seien x # y € No paarweise verschiedene reell-surreale
Zahlen. Dann gibt es unendlich viele dyadische Briiche zwischen x und y.

Beweis. Ohne Einschrinkung gelte x <jex y. Es reicht einen dyadischen Bruch
r zu finden mit & <jex 7 <jex ¥, denn dann folgt induktiv die Behauptung.

Fall 1: Sei weder x, noch y ein Anfangsstiick der jeweils anderen Zahl. Sei
¢ das gemeinsame Anfangsstiick von x und y. Dann ist £(c¢) < w, d.h. ¢ ist
dyadisch, und die Eigenschaft x <jox ¢ <jex y folgt direkt aus der lexikogra-
phischen Ordnung.

Fall 2: Sei ohne Einschriankung x ein echtes Anfangsstiick von y. Falls y
dyadisch ist, ist die Behaptung klar, denn dann ist auch x dyadisch und wir
kénnen r = m—;y wéhlen. Betrachte andererseits die kanonische Darstellung
y = {Yr | Yr} von y. Sicherlich ist € Y7, und Y7, besitzt kein Maximum,
da y reell-surreal ist. Wir finden also in jedem Fall ein dyadisches r mit
T <lex T <lex Y-

Es folgt die Behauptung. O

Bemerkung 6.13. Die Bedingung in Lemma 6.12, dass « und y reell-surreal
sind, ist notwendig. Nehme zum Beispiel an, x € No mit ¢(x) = w besitze
ein letztes @, etwa x(ng) = @ fiir ein ng € N, z(n) = © fiir alle n > ny. Sei
y das Anfangsstiick von x mit Linge ng — 1, d.h. y stoppt vor dem letzten
@. Dann existiert kein dyadisches r, welches zwischen x und y liegt.

Lemma 6.14. Seien v = {X | Xr} € No reell-surreal, in kanonischer
Darstellung mit ¢(x) = w, d.h. x ist nicht dyadisch, und r > 0 ein beliebiger,
positiver, dyadischer Bruch.

Dann existieren x;, € Xr und xg € Xgp mit xgp — g <jex”, d.h. die
Elemente aus X1, und Xg haben einen beliebig kleinen, reellen Abstand.

Beweis. Sei n € N beliebig. Da z kein letztes @ und kein letztes © hat,
existieren stets x; € X, zr € Xpg, welche an den ersten n Stellen iiberein-
stimmen. Wie im Beweis zu Lemma 6.10 erhalten wir

1 1 1

TR — L < on—m+1 + on—m-+2 o= on—m

mit m = min{i € N : z(i) # 2(0)}. Da n € N beliebig war, folgt die
Behauptung. O

6.i. Abgeschlossenheit. Um zu zeigen, dass die reell-surrealen Zahlen aus
Definition 6.8 mit den reellen Zahlen R aus Definition 6.7 iibereinstimmen,
brauchen wir den nachfolgenden Satz

Satz 6.15. Die reell-surrealen Zahlen aus Definition 6.8 bilden einen ange-
ordneten Kdrper.



SURREALE ZAHLEN 35

Beweis. Aus Satz 5.16 wissen wir bereits, dass (No, +, -, <jex) €in angeord-
neter Korper ist. Es bleibt also nur die Abgeschlossenheit der reellen Zahlen
unter Verkniipfungen und Inversen zu zeigen.

Seien im Folgenden x,y € No reell-surreale Zahlen mit kanonischen Dar-
stellungen © = {X | Xr},y = {Y1 | Yr}.

Addition: Sind z, y beide dyadisch, so auch ihre Summe z+y. Wir nehmen
nun an, x sei dyadisch und y nicht. Zeige nun

z+y={x+Y,|xz+Ygr} (21)
unter Verwendung des Kofinalitats-Theorem 1. Dafiir reicht es zu zeigen:

VMzp+y) e Xp+yIx+yr) €+ Yo(r +yr Z1extr +9))
ANNV(zr+vy) € Xp+yIz+yr) €+ Yr(z+yr <ixTr+Y)).

Sei xp, +y € X1 + y beliebig. Wir zeigen: Es existiert x 4+ yr, € x + Y7 mit
L +Y<lex® +YL-

Da z,z; dyadisch sind und x > 1, gilt, ist £ — x1, >1ex 0 €in positiver,
dyadischer Bruch. Nach Lemma 6.14 finden wir y;, € Y7 und yr € Yr mit
YR — YL <lex £ — 1. Somit gilt

Y— YL <lexYR — YL <lex T — TL <= T+ YL Zlex L + Y,

was zu zeigen war. Die andere Kofinalitdts-Eigenschaft erhalten wir analog.
Es gilt damit (21). Wir wissen auflerdem, dass (x + Yz) U (z + Yg) nur
dyadische Briiche enthélt. Da y reell-surreal ist, existiert in = + Y7, kein
Maximum und in x + Yg kein Minimum. Beachte, dass wir dabei verwenden,
dass Addition ordnungserhaltend ist. Nach Lemma 6.10 ist schliefSlich z + y
eine reell-surreale Zahl.

Nun miissen wir noch den Fall betrachten, dass weder x, noch y dyadisch
sind. Wir wissen:

c+y={Xp+y,x+Y,| Xp+y,z+Yg}.

Da x, y reell-surreal sind, hat die linke Menge kein Maximum und die rechte
kein Minimum. Auflerdem enthalten die Mengen Xy, Xg, Y7, Yr nur dyadi-
sche Briiche, weshalb x + y die erste Eigenschaft aus Lemma 6.11 erfiillt.

Setze nun A’ = X +Yr, B = Xr+Yg. Es gilt A <lex T+ Y <lex B’ und,
da z,y nicht dyadisch sind, haben X, X sowie Y7, Yr nach Lemma 6.14
einen beliebig kleinen reellen Abstand. Somit erfiillen A’, B’ auch die zweite
Eigenschaft aus Lemma 6.11 und es ist x +y = {4’ | B'}. Erneut kénnen
wir aus Lemma 6.10 schliefSen, dass x + y reell-surreal ist.

Auflerdem gilt direkt nach der jeweiligen Definition, dass das neutrale
Element 0 sowie additive Inverse von reell-surrealen Zahlen wieder reell-
surreal sind.

Multiplikation: ohne Einschréinkung konnen wir x, y >x 0 annehmen. Wir
wissen:

vy ={Xpy+aY, — XY, Xry + 2Yg — XgrYR |
X1y +aYr — X1 YR, Xry + Y, — XYL}
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Sind z,y dyadisch, so erhalten wir induktiv, dass auch xy dyadisch ist.
Seien nun x € No reell-surral, aber nicht dyadisch und y € No reell-surreal
beliebig. Ein beliebiges Element aus der Darstellung von zy ist der Form
c=uay—(r—x0)(y—yo) mit zo € X UXRg,yo € Y UYR. Da x reell-surreal
ist, konnen wir ein z € X U X withlen, welches auf der gleichen Seite von
x liegt wie xg, aber ndher an z liegt als zg, denn X, hat kein Maximum und
Xp kein Minimum. Setze ¢; := xy — (z — x})(y — vo). Sind ¢, ¢; beide auf
der linken Seite von zy, so gilt

e —c=(zy —z0) - (¥ — o) = |26 — w0 - [y — yol-

Sei 1 >1ex 0 reell-surreal beliebig. Mit Lemma 6.12 erhalten wir einen dya-
dischen Bruch 0 <jex d <jex 7. Entsprechend bekommen wir fiir reell-surreale
71,72 >lex 0 zwel positive dyadische Briiche di, do >jex 0 mit dyda <jex m172.
Zudem ist dyds ebenfalls dyadisch. Mit r; = ‘xé — xo‘ ,To = |y —yo| gilt
€1 Zlex € + d1do und schlieBlich die erste Eigenschaft aus Lemma 6.11.

Nun wollen wir uns geeignete Mengen definieren, um mit Lemma 6.11 die
Behauptung zu erhalten. Definiere hierzu

A" = {z1y1 : 21,41 sind dyadisch und 0 <jex 21 <iex 2, 0 <iex Y1 <tex Y1
B’ := {x1y1 : 21, y1 sind dyadisch und @ <jex 71,9 <iex Y1}

Zeige, dass A’, B’ die zweite Eigenschaft aus Lemma 6.11 erfiillen. Es ist
klar, dass A’ <jex 7y <jex B’ gilt. Sei nun r >, 0 beliebig. Zu zeigen: Jda €
A'Fb e B'(b— a<jexT).

Da x reell-surreal aber nicht dyadisch ist, existieren nach Lemma 6.14
Zahlen xy, € Xy, xr € Xg mit xp — xp, <jex r. Auflerdem finden wir yq,y2 €
No dyadisch mit 0 <jox Y1 <iex ¥, Y <lex Y2 Und yo —y1 <jex 7. Dann ist zpy; €
A/, TRY2 € B

Weiterhin gibt es Konstanten ¢, co € Ny so, dass Xg <jex €1, YR <lex C2,
denn: Da x reell ist mit x >ex 0, existiert ng := min{n € N: z(n) # @&} > 0.
Sicherlich ist dann zg <jex ng+1 =: ¢; fiir alle zg € X;UXRg. Zur Erinnerung;:
Nach Satz 6.5 ist ng +1 = @©---®. Fiir Y <jex co verfahre analog. Mit

no+1 mal
¢ :=max{cy,ca} € N gilt dann:

TRY2 — TLY1 =TRY2 — TRY1 T TRY1L — TLY1
=(y2 —y1)Tr + (xR — L)Y1 <iex TTR + TY Siex 27C.

Damit gilt auch die zweite Eigenschaft aus Lemma 6.11 und wir bekommen
x ={A"| B'}. Mit Lemma 6.10 folgt erneut, dass xy reell-surreal ist. Somit
sind die reell-surrealen Zahlen unter Multiplikation abgeschlossen.

Division: ohne Einschrinkung betrachten wir x > 0. Definiere
A :={d: d ist dyadisch, dx <jex 1}, B := {d : d ist dyadisch, dx > 1}.

Sicherlich gilt A, B # (), A <jex B und 0 € A. Zeige: A hat kein Maximum.
Sei d € A beliebig, d.h. es gilt dz <jex 1 bzw. 1 — dx > 0. Nach Lemma

6.12 existiert ein m € N mit 1 — dz >ex 2% AuBlerdem kénnen wir ein

n € N finden mit z <jex 2". Dabei verwenden wir, dass wie im Beweis zur
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Abgeschlossenheit der Multiplikation eine Konstante ¢; so existiert, dass
XRr <jex 1 gilt. Damit ist
1 1 1
2n+mx <lex 27771 <lex l1—drs1 >lex d+ on+m z,
d.h. es ist (d—l— ﬁ) € A, was zu zeigen war. Ebenso gilt, dass B kein
Minimum hat.
Mit Lemma 6.10 erhalten wir, dass z := {A | B} eine reell-surreale Zahl

ist. Aufgrund der Abgeschlossenheit der Multiplikation folgt, dass xzz reell-
surreal ist.

Sei nun m € N beliebig. Wir wollen zeigen: Es existiert b € B mit

1
br Sjex 1 + om” (22)

Wiéhle erneut n € N so, dass & <jex 2". Setze P :={l € N: (ﬁ) T >)ex 1}
Als nichtleere Menge natiirlicher Zahlen besitzt P ein kleinstes Element k,

fiir welches gilt Q,L% € B und

k_]‘ k 1 xSlexZn 1
T ex 1l = —— 2 {jex 1 + < 14+ —

on+m on+m on+m T Slex om’

Es folgt (22). Analog finden wir ein a € A mit az >jex 1 — 2%,1 Mit b = Qn%
und a <jex z <jex b erhalten wir

1 1
1-— 27777, Slex ar <lex 2T <lex bx Slex 1 + 27771

= — 2% Lex 2T — 1 <jex 2%

Da m € N beliebig war, folgt |zz — 1| <jexr fiir alle dyadischen Briiche
r >1ex 0. Wére nun zx # 1, so hitten wir zwei verschiedene reell-surreale
Zahlen gefunden, zwischen welchen kein dyadischer Bruch liegt. Dies steht
im Widerspruch zu Lemma 6.12. Somit ist zz = 1 mit z reell-surreal, d.h.
die reell-surrealen Zahlen sind auch abgeschlossen unter multiplikativen In-
versen.

Insgesamt erhalten wir die Behautung. (]

Die reell-surrealen Zahlen aus Definition 6.8 bilden also einen Korper K,
welcher die dyadischen Briiche enthélt. Mithin gilt Q C K. Um schlieflen zu
konnen, dass K mit der uns bekannten Definition 6.7 von R iibereinstimmt,
miissen wir noch Vollstandigkeit zeigen.

Satz 6.16. Der Korper K C No der reell-surrealen Zahlen aus Definition
6.8 ist vollstindig, d.h. jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge
H C K der reell-surralen Zahlen besitzt eine kleinste obere Schranke, welche
ebenfalls reell-surreal ist.

Beweis. Sei ) # H C K beliebig und nach oben beschrinkt. Sei B die
Menge aller dyadischen oberen Schranken von H und A die Menge aller
anderen dyadischen Briiche. Nach Voraussetzung sind A, B nichtleer und
nach Lemma 6.12 besitzt A kein Maximum, denn: Sei a € A beliebig. Dann
existiert ein h € H mit a <jex h. Nach Lemma 6.12 finden wir dann eine
dyadische Zahl a1 mit a <jex a1 <jex b, d.h. es ist auch a; € A.
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Besitzt B ein Minimum, so sind wir bereits fertig. Hierbei verwenden wir
wieder Lemma 6.12, welches sicherstellt, dass eine kleinste obere Schranke
beziiglich der dyadischen Briiche auch eine kleinste obere Schranke beziiglich
aller reell-surrealen Zahlen ist.

Wenn andererseits B kein Minimum besitzt, ist z := {4 | B} nach Lemma
6.10 rell-durreal. Zeige nun: x ist eine kleinste obere Schranke von H.

x ist obere Schranke: Angenommen, es existiert y € H mit x <jex y. Nach
Lemma 6.12 existiert d € K dyadisch mit x <jex d <jex y. Wegen d <jey y ist
aber d € A und damit gilt d <jex  im Widerspruch zu x <y d. Somit wissen
wir bereits, dass x eine obere Schranke ist.

x ist kleinste obere Schranke: Sei y eine beliebige, reell-surreale, obere
Schranke von H. Angenommen, y <jex . Dann finden wir ein dyadisches
d € K mit y <jex d <jex . Damit gilt d € B im Widerspruch zu x <jex B.

Damit ist x eine kleinste obere Schranke von H, was zu zeigen war. [J

SchlieBlich haben wir in dem Korper K der reell-surrealen Zahlen alle
definierenden Eigenschaften der reellen Zahlen R aus Definition 6.7 nach-
gewiesen. Das heifit wir konnen tatsdchlich R als Teilklasse der surrealen
Zahlen auffassen. Wir wissen nun beispielsweise, dass Multiplikation mit re-
ellen Zahlen eine wohldefinierte Operation auf No ist. Auflerdem koénnen
wir von der Existenz beliebiger irrationaler Zahlen wie zum Beispiel © oder
e ausgehen. Wir halten dieses erstaunliche Resultat in dem nachfolgenden
Satz fest:

Satz 6.17. Die reell-surrealen Zahlen aus Definition 6.8 bilden einen ange-
ordneten Korper K so, dass jede nichtleere nach oben beschrinkte Menge in
K eine kleinste obere Schranke besitzt. Insbesondere gilt K = R.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Sétzen 6.15 und 6.16. U

Satz 6.17 liefert eine Isomorphie K = R, wobei K der Korper der re-
ell-surrealen Zahlen ist. Da der Isomorphismus eindeutig ist, sehen wir die
Isomorphie auch als Gleichheit K = R an.

Wir wollen uns nun anschauen, wie sich allgemeine reelle Zahlen in No
darstellen lassen. Beziiglich dyadischen Briichen liefert uns Satz 6.5 bereits
eine Antwort. Was ist nun aber mit anderen, komplizierteren reellen Zahlen
wie zum Beispiel %, m oder e? Wir kénnen dabei die Darstellung fiir dyadi-
sche Briiche aus Satz 6.5 auch auf reell-surreale Zahlen unendlicher Lange
verallgemeinern.

Betrachte beliebige reelle, aber nicht dyadische Zahlen. Es reicht dabei,
x € Ryg zu betrachten, da wir additive Inverse durch Umdrehen der Zei-
chenfolge erhalten. Dazu wird eine Folge (e;)ien, mit e; € {—1, 1} wie folgt
definiert:

1 fall il
co=-1 ey1=9 2] +Zf:0 6]21] .
—1, falls [2] + 3% gej5 >
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Der Fall [z] + Zé':o ej% = z kann nicht auftreten, da  nach Annahme
nicht dyadisch ist. Nach Konstruktion von (e;);en, gilt

7
1 1
j:

fiir alle i € No. Damit gilt # = [2] + Y72 ¢j57. AuBerdem lésst sich er-
kennen, dass die Folge (e;)ien, nicht konstant wird. Betrachte nun folgende
surreale Zahl:

y:w—{®,0} y0)=...=y([z] - 1) =&,

falls e; = 1 ,
y(Jz] +1i) = {@’ ans e fiir alle ¢ < w.

o, fallse; =—1

Sei y = {YL | Yr} die kanonische Darstellung von y. Da die Folge (e;)ien,
nicht konstant wird, ist y reell. Aus Satz 6.5 folgt, dass die Elemente aus Y7,U
YR genau die Zahlen der Form [z] + Zz‘:o ej% sind. Aus der Ungleichung
(23) folgt auBerdem, dass die Elemente aus Y7, U Yr die Zahl x mit beliebig
kleinem, reellen Abstand approximieren. Somit erhalten wir aus Lemma 6.12
die Gleichheit y = x, wie gewiinscht.

Nun schauen wir uns ein konkretes Beispiel an.

Beispiel 6.18. Betrachte x = % € R. Es gilt
L2 1 (Y, 1%12’“
37 3 72 4) 7 2 2
k=0 k=0

()6

Dann ist die Folge (e;)ien, gegeben durch

—_

o, firi=0 mod 2

ep =D, =0,e;, = . .
0 ! ‘ {@, firi=1 mod 2

Wir erhalten also die Identitit rt =S o PO PO D ---.

Bemerkung 6.19. Nun lésst sich Frage 16 aus [7] beantworten, wie sich die
rationalen Zahlen Q als Zeichenfolge von & und © in No darstellen lassen.
Es ist bekannt, dass eine reelle Zahl genau dann rational ist, wenn ihre g-
adische Entwicklung endlich oder periodisch ist, wobei g € N> beliebig
gewéhlt werden kann. Dies lédsst sich etwa in [2][Kapitel 5.§1.] nachlesen.

Fiir ¢ = 2 erhalten wir, dass eine reelle Zahl genau dann rational ist,
wenn ihre 2-adische Entwicklung endlich oder periodisch ist. Unter einer
2-adischen Entwicklung von z € R>( versteht man eine Darstellung z =
S 27 fiir gewisse k € Ng und ¢; € {0, 1}.

Damit ldsst sich argumentieren, dass Q genau die Menge derjenigen x €
No ist so, dass ¢(z) < w endlich ist oder ¢(z) = w gilt und x periodisch
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ist, wobei dann in der Periode mindestens ein @ und ein © vorkommen. Sei
hierfiir .# die Menge dieser surrealen Zahlen.

Sei z € Q beliebig mit 2-adischer Darstellung x = Y 3¢ , ¢;27 %k € Ny
und ¢; € {0,1}. Dann kann man diese Darstellung umschreiben zu =z =
[2] + >°02, d;27" mit d; € {—1,1} so, dass fiir alle i € N5 genau dann
d; = 0 gilt, wenn d;4,, = 0 fiir alle n € Ny gilt. Hierbei nutzt man, dass fiir
alle k,! € No mit ! < k die Gleichheit 2% =271+ 3°F | | —277 gilt. Damit

lasst sich namlich eine Teilfolge (¢, ..., ck—1,¢ck) = (0,...,0,1) der ¢;’s zu
(1,-1,...,—-1) =: (d;,di11, . - . ,dg) umschreiben (k,l € Ny, < k). Die Zahl
x ist als Zeichenfolge gegeben durch:

riw—={®,6}z0)=...=z([z] - 1) =&,

®, fird; ;41 =1
z(i) =06, fird,_mp=-1 (Jz] -1<i<w).
O, flll' di*]'x—|+l = O

Damit ist klar, dass die Zeichenfolge endlich ist, falls die 2-adische Ent-
wicklung endlich ist. Wir nehmen daher an, die 2-adische Entwicklung ist
periodisch. Existiert ein ¢ € Z mit ¢;y,, = 1 fiir alle n € Ny, so kénnen wir
unter Verwendung der geometrischen Reihe z auch in endlicher 2-adischer
Darstellung schreiben. Sonst kommen in der Periode der ¢;’s sowohl 0 als
auch 1 vor. Aus obiger Umformung ist klar, dass dann auch die Folge der
d;’s periodisch ist und die Periode sowohl 1 als auch —1 enthilt. Es folgt
x e M.

Ist andererseits x € #, so erhalten wir durch analoge Umformung eine
endliche oder periodische 2-adische Darstellung. Es folgt = € Q.

Damit ist Q = .#, womit Frage 16 aus [7] beantwortet ist, da durch .#
eine Darstellung der rationalen Zahlen als Zeichenfolge gegeben ist.

7. ORDINALZAHLEN IN NO

Nachdem wir in Kapitel 6 bereits gezeigt haben, dass die surrealen Zahlen
den Korper R enthalten, ist es das Ziel dieses Kapitels, zu zeigen, dass die
Ordinalzahlen On eine Teilklasse von No bilden. Wir wissen bereits, dass
wir eine natiirliche Zahl n mit einer Folge von n-vielen @ interpretieren
konnen. Somit haben wir bereits eine Darstellung fiir endliche Ordinalzahlen
gefunden. Es liegt nahe, dann auch eine beliebige Ordinalzahl o mit einer
a-Folge von @ zu identifizieren. Dies fithrt zu nachfolgender Definition.

Definition 7.1. Sei a eine beliebige Ordinalzahl. Dann bezeichnen wir die
surreale Zahl a, : @ = {®,0},a,(f) = @ fir alle § < «, als die zu
a gehorige ordinal-surreale Zahl, d.h. es ist ¢(a,) = « und a, besteht
genau aus a-vielen @.

Proposition 7.2. Seien o, 8 beliebige Ordinalzahlen. Es gelten:
(1) o < B S aq <lex 03-

(ii) Die kanonische Darstellung von aq ist aq = {ag: < a | 0}.

(i1i) Ist H eine Menge von Ordinalzahlen, apg = {ao : « € H}, so gilt
{ag | 0} = aq, wobei « die kleinste Ordinalzahl ist mit o« > H. Hat H
ein Mazximum (3, so ist « = 8+ 1. Wenn nicht, so ist o die kleinste
obere Schranke von H.
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Beweis. (i) folgt direkt aus der lexikographischen Ordnung. (ii) erhalten wir
aus der Definition der kanonischen Darstellung, da jedes Anfangsstiick von
a, kleiner a, ist. (iii) folgt aus (i) und der Definition von Schnitten von
Mengen surrealer Zahlen. O

Definition 7.3. In der Situation von Proposition 7.2(iii) bezeichnen wir a,
auch als Nachfolger von H und schreiben a, = seq(H) (engl. ,,sequent*).

Die Abbildung On — No, a — a, stellt somit einen Ordnungsisomorphis-
mus dar. Unter diesem bleiben nach Proposition 7.2(ii) auch die jeweiligen
kanonischen Darstellungen erhalten. Somit kénnen wir eine Ordinalzahl «
auch mit ihrer entsprechenden ordinal-surrealen Zahl a, identifizieren. Wir
schreiben daher auch a = a,. Es bleibt noch zu untersuchen, welche Rolle
die surreale Addition und Multiplikation der ordinal-surrealen Zahlen auf
den Ordinalzahlen einnimmt.

Wir fiihren noch eine vereinfachende Notation ein.

Definition 7.4. Seien A, A’ C On Mengen von Ordinalzahlen. Dann heifit
A’ kofinal in A, falls gilt:

Va € AJd' € A'(d' > a).
Auch in diesem Fall ldsst sich ein Kofinalitdts-Theorem formulieren.

Theorem 7.5 (Ordinales Kofinalitits-Theorem). Sei o eine Ordinalzahl
mit « = {A | 0} und A’ eine Menge von Ordinalzahlen mit A" < a. Ist A’
kofinal in A, so gilt x = {A"| 0}.

Beweis. Dies folgt aus dem Kofinalitats-Theorem 1 fiir surreale Zahlen. [

Nun wenden wir uns der Aritmetik zu.

Satz 7.6. Fir beliebige Ordinalzahlen o, B gilt o« + 8 = « Bnay B, d.h. die
surreale Summe von o und (8 ist gleich ihrer natirlichen Summe.

Beweis. Wir fithren eine Induktion nach a + . Sei H := {d + 8 : § <
a}U{a+~:~v < S}. Dann gilt nach Proposition 7.2(iii) und der Definition
der surrealen Addition a+3 = seq(H) = {H | (}. Nach Induktionshypothese
gilt H={0®pat f:0 <a}U{aPBnatvy:v < B}

Sei nun o = Ele w%n; mit Ordinalzahlen oy > ... > o und n; €
N.¢ die Cantor-Normalform von «. Definiere \ := ag, o’ := Z;:ol wYin; +
w (ng —1). Sei weiter § = 2221 wPin; die Cantor-Normalform von 3. Setze
w = B sowie B = Zi;(l) wling + wPli(ng —1).

Dann ist die Menge {(a/ 4 6) @pat 3 : 6 < w} kofinal in {§@pae B8 : 6 < a}.
Betrachte hierzu ein Element &g @Ppa¢ f mit oy < «. Dann lidsst sich &g
abschétzen durch:

k'—1
00 <lex Z w¥n; +w™ (ngy — 1) + ¢ fiir ein &' € {1,...,k} und & < w'.
i=1
Fiir ¥’ = k erhalten wir dg <jex @’ +0’ und damit oBnat 8 <jex (@' +0")Dpat 5 €
{(o/ +6) @pat B: 6 < W} Fiir k' < k ist 6o <jex @ und damit 5o Spat 8 <
(@ +0) @pat B € {(a 4+ 6) Bpat B: 6 < W}
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Analog erhalten wir, dass {a @pnat (' +7) : v < w*} kofinal in {a Ppat 7 :
v < B} ist. Damit gilt nach dem ordinalen Kofinalitéits-Theorem:

Oé—i-ﬁz{H\(Z)}:{(a'—i—d)@natﬂ,a@nat(ﬂl—i-v):(5<w’\,'y<w“\®}.

Ohne Einschrankung gelte nun A > p. Dann erhalten wir erneut aus dem
ordinalen Kofinalitéts-Theorem:

@+,8:{H’®}:{a@nat(/3/+7):7<WM’®}
= seq({a @nat (B +7) 1 v < wH}) = a Bnat 5,

was zu zeigen war. U
Nun kommen wir zur Multiplikation.

Satz 7.7. Seien a, 8 beliebige Ordinalzahlen. Dann gilt « - B = & Opat B,
d.h. das surreale Produkt von o und (8 ist gleich ithrem natiirlichen Produkt.

Beweis. Wir fiihren eine Induktion o+ 5. Wir wissen bereits: Mit Hilfe der
Cantor-Normalform 2.19 kann jede Ordinalzahl als Zle win; mit Ordinal-
zahlen \; > A\; 411 und n; € N geschrieben werden. Indem wir alle Summanden
mit n; > 1 aufteilen, kénnen wir dies auch als 22:1 w™ schreiben, wobei
wir jetzt nur noch A\; > A;;;1 fordern kénnen. Dies ist eine natiirliche Summe
und damit nach Satz 7.6 auch eine surreale Summe.

Seien nun o = Zle whi, f = 22:1 wti die entsprechenden Normalfor-
men. Da No ein Korper ist, gilt mit der Distributivitét:

a-fB= § :w/\i.w:“j.
i,j

Beachte hierbei, dass wir auf beiden Seiten surreale Multiplikation haben.
Ist « oder B keine Potenz von w, so konnen wir auf die einzelnen Summanden
die Induktionshypothese anwenden. Mit der Distributivitdt der natiirlichen
Addition und Multiplikation folgt dann:

a-f= Zw)\i Onat W' = @ Opat B.
4,3
Seien nun o, Potenzen von w, etwa o = w*, 8 = w”. Nach Proposition
7.2(ii) und der Definition des (surrealen) Produkts ist

a-f={agwt+ WL, — arBL | 0} mit af, < W, B < wh.
Da die rechte Seite leer ist, besteht das Produkt « - 8 nach Lemma 4.1 nur
aus @ und ist damit eine Ordinalzahl.

Betrachte nun ein beliebiges Element ayw” + w*Br, — ar By € (af) mit
ar, < w?, B, < wt. Sicherlich ist awh +wBr, —arBr <jex rw’+wBr. Auf
der rechten Seite dieser Ungleichung kénnen wir die Induktionshypothese
anwenden und erhalten

A A AG
arw! +w*Br, — arBr <iex L Onat W' + w" Onat B, <pex w2,

wobei wir im letzten Schritt Satz 7.6 verwendet haben. Da wir ein beliebi-
ges Element aus () betrachtet haben, ist £(a3) < w*®atl, Da af eine
Ordinalzahl ist, gilt £(a8) = af. Es folgt schliefflich

OZB = E(Oéﬁ) <lex WA@natu-
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Seien andererseits A’ < X\ und n € Ny beliebig. Dann ist
aB >1exc(w 1) - W B (A1) Opap wh = w¥ Eatiin,
Analog gilt fiir 4/ < p,n € Ny die Ungleichung a8 >1ex w®mat#'n. Damit ist

O[B >lex Seq ({wkl@natﬂn} U {wk@natﬂln}> — wseq({A,@natHaA@natH’}) — w)\@natli

mit N < A\, p/ < p,n € Ny, wobei wir die letzte Gleichung bereits im Beweis
von Satz 7.6 gezeigt haben. Insgesamt folgt die gewiinschte Gleichheit af =
wr®natl = o Opay B O

Bemerkung 7.8. Aus den Sitzen 7.6 und 7.7 wissen wir nun, dass wir
nicht mehr zwischen den Zeichen + und - fiir surreale Addition und Multi-
plikation bzw. @t und Opgat fiir die entsprechenden natiirlichen Operatoren
unterscheiden miissen.

Wir haben also bewiesen, dass die surrealen Zahlen einen Koérper bil-
den, welcher nicht nur die reellen- sondern auch die Ordinalzahlen enthélt.
Dadurch sind beispielsweise z - w oder z + w mit z € R wohldefinierte Ope-
rationen auf No. Wir erhalten in No also unter Anderem Elemente wie
%w oder w — 1. Im Folgenden werden wir uns mit der Darstellung solcher
Elemente beschéftigen.

Beispiele 7.9. (a) Als erstes betrachten wir die Zahl w — 1 = w + (—1).
Wir wissen: w = {{n € Z>o} | 0},—1 = {0 | 0}. Nach Definition der
Summe ist dann

w wt(-l)={neZ|wp={neZxlw=086 6
w-viele
d.h. w —1 ist eine Folge der Linge w + 1, welche aus w-vielen @, gefolgt
von einem & besteht. Leicht sieht man, dass dann (w — 1) + 1 = w gilt,
wie es auch die Korpereigenschaften verlangen. Wir bemerken auflerdem,
dass {{n € Z>o} | w} bereits die kanonische Darstellung von w — 1 ist.
(b) Wir zeigen nun induktiv: Fir alle m e Nist w—m=®@---0S---.
—
w-viele m-viele
Den Fall m = 1 haben wir bereits in (a) behandelt. Sei nun m > 1.
Dann ist

w—m=w+(—m)={n€Zs |0} +{0]| —n:0<n<m}
={n€Zs_pm|lw—m:0<n<m}
Mit dem Kofinalitats-Theorem 1 erhalten wir

w—m={n¢€Zxp ]w—(m—l)}g{@@”'@@”‘,
—— —
w-viele m-viele
wie behauptet. Auch bei den weiteren Beispielen werden wir sehr hiufig
das Kofinalitéts-Theorem 1 verwenden.
(c) Allgemeiner gilt fiir eine beliebige Limeszahl A: Fiir alle m € N entspricht
A —m der Folge von A\-vielen & mit m-vielen © am Ende.
Achtung: Fiir Nachfolgerzahlen gilt dies offensichtlich nicht. So ist
beispielsweise (w + 1) — 1 = w die Folge von w-vielen @ und nicht die
Folge von(w + 1)-vielen @ gefolgt von einem ©.
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(d) Als nédchstes kann man sich fragen, wie die Zahl ®®---66 - zu
-viele  w-viele
interpretieren ist. Offensichtlich kann sie nicht w —ww (;ein. Man er-
kennt, dass sie sowohl grofler als jede natiirliche Zahl n, als auch kleiner
als alle w — m,m € N ist. Ahnlich, wie wir zu Beginn von Kapitel 6
{O | ®} = % angenommen haben, kénnen wir vermuten, dass die ge-
suchte Zahl %w ist. Es gilt ndmlich w >jex 2n und w + (W — 2M) > w
fiir alle n,m € N. Durch Umstellen und Zusammenfassen erhalten wir
%w Slex M Und w — M >jex %w fiir alle n,m € N.
Diese Hypothese wollen wir nun iiberpriifen. Wir wissen: % =Pe =
{O | @}. Nach Definition des Produktes ist

1 1 1
2-w:{2n:n€Z20 w—i—zn—n:neZZO}

1
=<-n:nei
{2n n >0

1
w—2n:n6ZZO}

4i7{n:nEZzg|w—n:n€ZZO}
:@@...@@...7
S———

w-viele  w-viele

wie gewiinscht.
(e) Wir bestimmen nun w + 5. Mit Hilfe der kanonischen Darstellungen der
beiden Summanden gilt:

w+%:{n€ZZO|@}+{O|1}

1
:{n—|—2:n€Z>0,w|w+1}
4.7
={w|lw+l}=0d---dO.
——

w-viele

Wir bemerken, dass dies vergleichbar zu Teil (b) der Aneinanderreihung
der jeweiligen Folgen von w und % entspricht. Dies lidsst sich auf w + r
fiir r € R beliebig iibertragen. Noch allgemeiner gilt dies wie in (c) fiir
alle A +r mit X\ einer Limeszahl und r € R beliebig.

(f) Da No ein Korper ist, hat jede Ordinalzahl ungleich Null auch ein mul-
tiplikatives Inverses. Es muss also auch ein Element % existieren. Wir
wollen uns intuitiv iiberlegen, welche Folge ein geeigneter Kandidat fiir
% sein konnte. Die Zahl % sollte infinitesimal und positiv sein, d.h. sie
sollte grofler Null, aber kleiner als jede beliebige, positive, reelle Zahl
sein. Da w die am einfachsten konstruierte unendlich grofie Zahl ist,
liegt es auflerdem nahe, dass auch % moglichst einfach konstruiert ist.
FEin geeigneter Kandidat fiir % ist damit € := @© © - --. Nach unseren

~—
w-viele
Uberlegungen muss némlich % an der ersten Stelle ein @ haben, damit
die Zahl grofler als Null ist, und sie soll infinitesimal sein. Wir wollen
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nun iiberpriifen, ob wir mit unserer Vermutung richtig liegen. Es gilt

g.w—{o’@)n:nezzo}-{nEZzo\Q)}

1

:{Ow+5m—0m:m€Z>g

1 1
w+sm—m:n,m€Z>0,n7§O}
n n =

Z{Em:m€Z>0

1w+€m—1m:n,mEZ>0,n7é0}.

n n =
Leicht sieht man, dass 1 zwischen (ew)r und (ew)g liegt, denn die linke
Menge enthélt nur infinitesimale und die rechte Menge nur unendlich
grofle Zahlen. Da 0 = O offensichtlich nicht zwischen den beiden Mengen
liegt, gibt es auch keine simplere Zahl als 1, welche diese Eigenschaft
erfiillt. Mithin gilt ew = 1.

(g) Als néchstes untersuchen wir r + ¢ fiir beliebiges 7 € R. Sei zunéchst
r dyadisch. Wir erinnern uns daran, dass wir fir x = {X | Xr} mit
endlichen Mengen X, Xg statt X, auch das maximale Element von X7,
und statt Xr das minimale Element von X betrachten kénnen. Das
heifit wir kénnen r = {s | ¢t} mit s,t ebenfalls dyadisch schreiben. Dann

ist
1 n
r+€:{s|t}+{0‘(2> :neZzo}

1 n
= {s+e,r+0 t+e,r+ <2) :n€Z>o}

:{r r+<;)”:nez>0}={r|3},

wobei B die Menge aller dyadischen Briiche grofler r sei. Somit ist r +
¢ die Aneinanderreihung von r und €. Bemerke, dass r eine endliche
Lénge und € Lénge w hat. Das heifit, die Aneinanderreihung ist ebenfalls
von Lénge w. An dieser Stelle erinnern wir nochmals an Definition 6.8
der reell-surrealen Zahlen. Dies waren die dyadischen Briiche sowie die
Zahlen von Lénge w, welche nicht konstant werden. Nun kénnen wir
auch eine Aussage iiber beliebige Zahlen der Lénge w treffen. Mit dem
eben Gezeigten und der Definition additiver Inverser sind solche Folgen
entweder eine reelle Zahl r, +w oder £(d + ¢) fiir ein dyadisches d.

8. CONWAY-NORMALFORM

In Kapitel 7 haben wir gesehen, dass No die echte Klasse der Ordinal-
zahlen enthilt. Ziel dieses Kapitels ist es, die Cantor-Normalform von Or-
dinalzahlen aus Satz 2.19 auf surreale Zahlen auszuweiten. Wir werden zei-
gen, dass sich jede surreale Zahl als Potenzreihe in w darstellen liasst. Dazu
miissen wir aber zunichst den Ausdruck w?® fiir surreale Zahlen z € No
definieren.
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8.i. w-Exponentiation. Als erstes definieren wir eine Aquivalenzrelation
auf den positiven surrealen Zahlen.

Definition 8.1. Seien x,y >1ex 0 positive, surreale Zahlen. Dann definieren
wir
x~y e In € N(NE Zjex Y A NY Zlex ).

In diesem Fall sagen wir, dass z und y dieselbe Gréflenordnung haben.

Lemma 8.2. Die Relation ~ aus Definition 8.1 definiert eine Aquivalenz-
relation. Wir bezeichnen die Aquivalenzklassen als Grofienordnungen.

Beweis. Reflexivitdt: Wihle n = 1. Symmetrie ist klar. Transitivitéit: Seien
T,1, z2 >lex 0 positive, surreale Zahlen mit  ~ y und y ~ z. Dann existieren
n,m € Nmit nx >ex Y, MY lex T, MY Zlex 2, MZ Zlex Y- Es gilt dann fiir nm €
N:

(NM)T Z1ex MY Zlex 2, (MM)Z Zlex NY Zlex T,

was zu zeigen war. O
Definition 8.3. Seien x, y >0 0 positive, surreale Zahlen. Dann setzen wir
x>y Vn € N(ny <jex ).

In diesem Fall sagen wir, dass x eine h6here Gréflenordnung als y hat.
Es tritt aulerdem genau einer der folgenden Félle ein: x > y,z < y, z ~ y.

Beispiele 8.4. (a) Fiir beliebige reelle Zahlen r,s € Ry gilt » ~ s. In
diesem Fall kénnen wir n = [max {g, = ] € N wihlen, denn dann gilt
n-r> 3

r
r=s8, MN-$>-S=T.
T ]

(b) Fiir 71,72 € Rxg, 51,52 € R beliebig gilt mw + s1 ~ row + so. Wihle
hierzu n = [max{r—l ’"—2}—‘ + [max{ L1 H € N. Dann gilt

2’ T1 T’ Ty

T9 1
n-(riw+s1) = (n-r))w+ nsy >ex - + —)rw + ns;
1 1
= row + (W + NS1) Zex 2w + So.
—_——
>lex S2

Analog lésst sich n(row + $2) >1ex r1w + S1 zeigen und wir erhalten ins-
gesamt rjw + §1 ~ row + Sa.

Proposition 8.5. Seien x,y, z >1ex 0 positive surreale Zahlen. Dann gilt

(i) * < y=VYn € Nnr <vy).
(i) r<zundy < z=>r+y < 2 .
(i) © ~ y und  <jex 2 <iexy = T ~ z, d.h. die Aquivalenzklassen sind
konvez.

Beweis. (i) Angenommen, es gilt z < y. Sei n € N beliebig. Dann gilt fiir
alle m € N die Ungleichung m(nz) = (mn)x <jex y und damit nz < y.
(ii) Angenommen, es gilt * < z und y < z. Sei n € N beliebig. Dann gilt
2n(z+y) = (2n)z+(2n)y <jex 2+2z = 2z und damit auch n(z+y) <jex 2,

was T+ y < z zeigt.
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(iii) Angenommen, es gilt © ~ y und x <jex 2 <jex y. Dann existiert ein
n € N mit nx >1xy und ny >jex x. Somit ist auch N >jex Y >jex 2,

NZ Zlex MY Zlex - Es folgt x ~ z.
O

Wir kénnen auBerdem kanonische Vertreter der Aquivalenzklassen der
Grofenordnungen finden. Dazu hilft uns der nachfolgende Satz.

Satz 8.6. Sei a > 0 eine beliebige, positive surreale Zahl. Dann existiert
ein eindeutig bestimmtes x minimaler Linge mit x ~ a.

Beweis. Sei X die Klasse aller x mit x ~ a. Wegen a € X ist offensichtlich
X #0. Sei L:={{(z): z € X} die Klasse der Lingen der Elemente von X.
Da die Ordinalzahlen wohlgeordnet sind, folgt bereits die Existenz eines x
mit minimaler Lénge und x ~ a. Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen

Seien nun y ein weiteres Element minimaler Lénge mit y ~ a und d das
gemeinsame Anfangsstiick von x und y. Dann muss wegen der Transitivitéit
von ~ auch z ~ y gelten. Aulerdem ist & <joyx d <jex y oder y <joyx d <jox .
Wegen der Konvexitét der Aquivalenzklassen aus Proposition 8.5 folgt dann
bereits d ~ x und wegen der Transitivitdt schlieflich d ~ a. Aufgrund der
Minimalitéit von ¢(z) und £(y) ist z = d = y, was zu zeigen war. O

Nun kénnen wir zur Definiton von Ausdriicken der Form w?® iibergehen.
Wie auch im Falle der Addition und Multiplikation machen wir dies induktiv.
Zunéchst gehen wir iiber die kanonische Darstellung von z.

Definition 8.7. Sei x eine beliebige surreale Zahl mit kanonischer Darstel-
lung 2 = {X[ | Xg}. Dann ist

w? = {0, rw" 1 r € Rug,zp € X1 | sw™ : s € Rug,xp € XRg}.

Satz 8.8. Seix = {X | Xr} eine beliebige surreale Zahl. Dann ist w® stets
wohldefiniert und gréfler Null. Auflerdem gilt fir alle y

T <lex Y = W' K WY,

Beweis. Durch Induktion nach ().

Seien xj;, € X1,xr € Xp beliebig. Nach Induktionshypothese gilt dann
W'l K WTR gowie wTl,wTR >, 0, d.h. fiir alle natiirlichen Zahlen n ist
nW L <jox WPR. Somit gilt auch fiir alle r, s € Ry die Ungleichung rw®L <jey
sw®’  was die Wohldefiniertheit von w”® und w® >1e 0 zeigt.

Sei nun y eine weitere beliebige surreale Zahl, d das gemeinsame An-
fangsstiick von z,y und x <jex y. Ist * = d <jex ¥, so ist nach Konstruktion
(nw?) € (wY), fiir alle n € Nxg, d.h. w® = w? < wY. Im Fall d = y verfahren
wir analog.

Ist & <jexd<iexy, so ist d € Xpg,d € Y. Also gilt w”® <jex %wd und
nw? <jex w¥ fiir alle n € N<o. Insbesondere ist n2w® <jex nw? <jex WY, was
w? K wY zeigt. Insgesamt erhalten wir die Behauptung O

Satz 8.9 (Allgemeingiiltigkeit der w-Exponentiation). Seix = {A | B} eine
surreale Zahl in beliebiger Darstellung. Dann gilt

wzz{O,rw“:T€R>g,aeA|swb:5€R>g,b€B}.
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Beweis. Der Beweis verlduft dhnlich zur Allgemeingiiltigkeit der Addition
aus Satz 5.4. Nachzulesen in [8, S. 56]. O

Notation 8.10. Sei z = {A | B} € No eine surreale Zahl mit beliebiger
Darstellung. Ab jetzt schreiben wir auch z = {a | b} (a € A,b € B). Ist
etwa x = {X | Xr} € No, so schreiben wir fiir w® wie in Definition 8.7
nun auch w? = {0, rw® | sw™8} (r,s € Ryo, 2z € X1, xr € XR).

Satz 8.11. Fine surreale Zahl hat genau dann die Form w® fiir ein x € No,
wenn sie der nach Satz 8.0 existierende und eindeutig bestimmte Vertreter
minimaler Linge einer Aquivalenzklasse beziiglich ~ ist.

Beweis. ,, = “ : Wir betrachten eine Zahl der Form w” mit z € No, sowie
eine weitere Zahl a derselben Groflenordnung, d.h. es gilt a ~ w®. Wir wissen:

w® = {0, rw" | sw™} (r,s € Rso,z € X1, 2R € XR).

Auflerdem existiert ein n € N mit na >jex w”* und nw® >1e, a. Dann gilt fiir
a und fir alle r,s € Ryg, 2 € X1, 2r € Xg

S
(TLT)(,UIL <lex wx Slex na, a Slex nwx Llex M+ E ' wa-

Wir erhalten w?t <jex @ <jex SWE, was (w?)[, <lex @ <lex(w”)r zeigt. Damit
muss w? <, a gelten. Insbesondere ist £(w®) < ¢(a), was zu zeigen war.

» <= Wir zeigen: Jede positive surreaale Zahl a ist dquivalent zu einer
Zahl der Form w’. Da wir aus Satz 8.8 bereits b <jex ¢ = w? < w° wissen,
ist insbesondere fiir alle ¢ # b auch w? % w®. Das heiBt das Element w® ist
eindeutig, falls es existiert.

Sei a = {Ar | Agr} die kanonische Darstellung von a. Wir fiihren eine
Induktion nach £(a).

Nach Induktionshypothese ist jedes Element aus (A UAR)\{0} dquivalent
zu einem Element der Form w®. Beachte hierbei, dass alle Elemente aus
(ALUAR)\{0} groBer Null sind, da das erste Zeichen von a ein & sein muss.
Setze

F:={yeNo:3ayr € Ar(ar, ~w?)},G :={y € No : Jdar € Ar(ar ~ w’)}.

Angenommen, es gilt FNG # 0,y € FNG,ar, € Ar,ag € Ag mit ay, ~
wY und ap ~ wY. Aufgrund der Eigenschaften der Aquvalenzrelation ist
dann auch ay, ~ ar. Wegen ay, <jex @ <iex ar folgt aus der Konvexitit der
Aquivalenzklassen aus Proposition 8.5 bereits a ~ ay, ~ w?, wie gewiinscht.

Sei also nun F NG = (). Wir zeigen zunichst F <}, G. Seien dazu y €
F, z € G beliebig sowie af, € Ar,ar € Ar mit ar ~ wY,ar ~ w?. Angenom-
men, es gilt ¥ >1ex 2. Da wir FNG = () vorausgesetzt haben, kann auch keine
Gleichheit gelten, d.h. es ist y >}ex 2 und nach Proposition 8.5 gilt w? < wY.

Wegen ap ~ w?,ay, ~ wY existieren n,m € N5y mit

NAR lex WZ; nw* >lex AR, MAL, Zlex wyy mwY >ex ar,.
Sei k € N beliebig. Wegen w® < w¥ gilt:

kmapr <jex kmnw?® <lex wY <jex Mag,
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Wir erhalten kagr <jex ar,. Fiir kK = 1 ist insbesondere ap <jex @, im Wider-
spruch zur Wohldefiniertheit von a. Somit muss y <jex 2 gelten und damit
ist F' <jex G. SchlieBlich ist  := {F' | G} wohldefiniert.

Wir betrachten im Folgenden drei Fille.

Fall 1: Angenommen, es existieren r € Rsg,y € F mit rw? > a. Sei
ar, € Ap mit ap ~ wY. Dann ist aj, <jex @ <jex rw?. Aus Proposition 8.5 folgt
aus w? ~ rw? mit der Konvexitit der Aquivalenzklassen schliellich a ~ wV.

Fall 2: Angenommen, es existieren s € Rygp,z € G mit sw? <jex a. Sei
ar € Ag mit ap ~ w?. Dann ist sw? <jex a <jex ar. Analog zu Fall 1 folgt
a~ w*.

Fall 3: Angenommen, weder Fall 1, noch Fall 2 treten ein. Dann ist fiir
alle s,r € Ryg,y € F,z € G

TwY <jox @ <jox SW.

Nach dem Satz iiber die Allgemeingiiltigkeit der Exponentiation 8.9 gilt
w® = {rw’ | sw®} (1,5 € Ryg). Wir zeigen mittels Kofinalitéits-Theorem 1,
dass {rw! | sw} = {Ar | Ag} = a gilt. Zu zeigen ist

Var, € Aprw?(rw? >1ex ar) und Yag € Ap3sw®(sw® <jex ar)

mit Elementen r,s € Ryg,y € F,z € G.

Sei a;, € Ay beliebig, ohne Einschriankung gelte ayr # 0, denn sonst ist
die Aussage klar. Dann existiert nach Induktionshypothese ein y € F mit
ar, ~ wY, d.h. es existiert insbesondere n € Ny mit nwY > a, was zu zeigen
war. Analog existiert fiir ag € Agr ein z € G,m € Ny mit w?® <jox mag.
Durch Umstellen erhalten wir %wz <lex OR.

Mit Kofinalitéts-Theorem 1 folgt schliellich w” = a.

In jedem Fall gilt a ~ w® fiir ein x. Aus der Implikation ,, = “ wissen

wir bereits, dass ein Element der Form w® Vertreter minimaler Lange einer
Grofenordnung ist. Ist also a ein beliebiger Vertreter minimaler Lange, so
folgt aus a ~ w” bereits £(a) = £(w”). Aus der Eindeutigkeit dieses Vertreters
aus Satz 8.6 erhalten wir schlieBlich a = w”®, was zu zeigen war. O

Die folgende Proposition liefert einige Eigenschaften der Exponentiation.

Proposition 8.12. Fiir die Abbildung No — No,x — w?® gilt:
(i) W =1
(ii) Fiir alle surreale Zahlen x,y € No ist w* - w¥ = w1V,
(i1i) Fir alle surrealen Zahlen x € No ist w® - w™" = 1.

Beweis. (i) Nach Definition 8.7 gilt w® = {0 | 0} = 1.
(ii) Die Identitét lésst sich leicht induktiv nachrechnen. Nachzulesen in [8,
Theorem 5.4].
(iii) Dies ist eine direkte Folgerung aus (i) und (ii).
(]

8.ii. Normalform. Bevor wir zeigen, dass sich jede surreale Zahl als Po-
tenzreihe in w schreiben ldsst, miissen wir zunichst Ausdriicke der Form
Y icqw"ir; definieren. Falls a eine natiirliche Zahl ist, so ist mit Definition
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8.7 von w?® induktiv klar, wie die Potenzreihe zu verstehen ist. Dies legt na-
he, auch fiir beliebige Ordinalzahlen den Ausdruck induktiv zu definieren,
wobei Limeszahlen separat betrachtet werden miissen.

Definition 8.13. Sei (2;)i<q, @ € On eine streng monoton fallende Folge
surrealer Zahlen, d.h. es gilt 81 < f2 < o = X, >lex g, Sei auBerdem
(ri)i<a C R\{0} eine Folge reeller Zahlen ungleich Null. Dann definieren wir
den Ausdruck ), w®r; induktiv nach a wir folgt:

(1) Ist @ = B + 1 eine Nachfolgerzahl, so ist

g wrir; = g Wiy | + wrer,.

<o i<p
(2) Sei a eine Limeszahl. Fiir & = 0 erhalten wir eine leere Summe
Yicqw®ir; := 0. Fiir o # 0 definieren wir

A= waisi:ﬁ<a,si:ri(i<5),55:rg—smit56R>0 ,
i<p

B = wa"si f<a,s=ri(i <fB),spg=rg+emite € Ryg p,
i<p
wobei jeweils § < o und € € R+ beliebig sind. Wir setzen dann
> wtirii={A] B,
<o
wobei wir in Satz 8.15 noch zeigen werden, dass A <jex B gilt, d.h.
dass ), w"r; tatséchlich wohldefiniert ist.

Definition 8.14. Wir definieren zudem eine gradlexikographische Ord-
nung auf den Potenzreihen aus Definition 8.13. Seien dazu z = ), w®iry,
y = Zj<5 wYis; Potenzreihen in w wie in Definition 8.13. Sei 7 die kleinste
Ordinalzahl so, dass (z,7y) # (Y-, sy) gilt. Dann definieren wir
T >qeg Y i< Es gilt eine der folgenden Bedingungen:
o v < min{a, f} und
((xy >1ex Yy und r, > 0) oder (z, =y, und 74 > s,)),
o y=aund s, <0,
o v=pund ry > 0.
Gilt 2 >geg ¥, S0 sagen wir auch: z hat einen hoheren Grad als y.

Satz 8.15. Seien (z;)i<q eine streng monoton fallende, surreale Folge, o
eine Ordinalzahl und (r;)i<a C R\{0}. Dann ist der Ausdruck ;. w"ir;
stets wohldefiniert. Die gradlexikographische Ordnung >geg aus Definition

8.1/ ist dquivalent zu der uns bekannten Ordnung >iex.
Auferdem gilt fiir alle B < «:

Zw“m — wairi <K< w™  (y<P). (24)

i<a i<f
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Beweis. Wir fiithren eine Induktion nach «. Dabei zeigen wir zunéchst die
Wohldefiniertheit und Eigenschaft (24).

Fall 1: Sei = 3+1 eine Nachfolgerzahl. Wegen 3, _, w™r; = >, _gw™ir+
w*rg folgt in diesem Fall die Wohldefiniertheit direkt aus der Induktions-
hypothese.

Wir zeigen Eigenschaft (24). Seien dazu v < o, d < v beliebig. Es gilt

g w“ri—g whiry| = |w*rg + g wxiri—g wrir;

i<o i<y i<B i<y

Ist v = 8 so erhalten wir lediglich den Ausdruck |w”2r3|. Da die Folge (z;);
absteigend ist, wissen wir dann aus Satz 8.8 schon, dass w*frg < w® gilt.
Ist v # 3, so konnen wir die Dreiecksungleichung verwenden:

E wrir; — g wWOiri| <jex |wWPrg|+ E w¥ir; — E wrir;| K W',
i<« 1<y <<wl$6 i<fB 1<y

<Kw®s nach TH
wobei wir Proposition 8.5(ii) verwendet haben.

Fall 2: Sei a eine Limeszahl. Dann ist ), w”r; = {A | B} mit Men-
gen A, B C No wie in Definition 8.13. Wir sehen direkt aus der Definiti-
on A <geg B. Nach Induktionshypothese ist fiir alle Elemente in AU B die
Ordnung gegeben durch >jex. Somit gilt A <jex B und es folgt die Wohlde-
finiertheit.

Wir priiffen nun Eigenschaft (24). Seien 8 < a und v < . Es ist
Zigw w¥ir; —w*e € A, Zigv w¥r; + w¥e € B fiir alle ¢ € Ryg, d.h. es

gilt
E Wy — we <ex E Wy <jex g whiry + we.
i<y i<a <7y

Da « eine Limeszahl ist, gilt 5+ 1 < «. Aufgrund der gradlexikographischen
Ordnung erhalten wir aus v < 8 < o mit der Induktionshypothese auch

E Wy — we <ex E Wy <jex g whiry + we.

1<y i<f 1<y

Somit ist ‘ >

icaqwWhiT — Zi<ﬁ wPir;| <jex w7 (2¢). Da ¢ € Ry beliebig war,

gilt sicherlich ‘ZKQ wrir; — > cgwtiTi| K w®, was Eigenschaft (24) zeigt.

Wir kommen nun zur Aquivalenz der Ordnungen.
Fall 1: Dazu betrachten wir zunéchst Potenzreihen gleicher Lénge «, etwa

=3 qwiiTi Y =D, W s;. Zu zeigen ist
x>degy < T >lex Y-

» = ¢ 1 Gelte  >geg y und sei v die kleinste Ordinalzahl mit (z,7y) #
(Y, 8y). Dann gilt entweder x, >ex y und r, > 0 oder z, = y, und r,, > s..
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Fall 1.1: Sei @ = f+ 1 eine Nachfolgerzahl. Ist v = 3, so gilt mit Satz 8.8
die Ungleichung w®?rg >1ex w¥?s5. Da Addition ordnungserhaltend ist, folgt

T >lex Y-
Sei nun vy < 3. Falls z, = y,, so folgt mit r, > s, direkt

Typ, — wIrs. = Wt —
Wy — w¥sy = W' (ry — 54).
——

>0

Ist 2 >1ex Yy, s0 gilt mit r, > 0 nach Satz 8.8 die Ungleichung w¥%r <o, w* ﬁ

und damit

Wy = W8y Zex Ty — W [55| Zex 0T <TW — ls4] 27\12\) .
gl

>0
In beiden Féllen ist also w®'ry — w¥%7 sy >1ex w*7t fiir ein ¢ € R5p und damit
Xy i X X
g wrir; — E wWWsi = wry — w sy e WL (25)
1<y+1 J<vy+1

Nach Induktionshypothese gilt (24) fiir >, zw®ir;, 3, sws;. Insbeson-
dere konnen wir schlieflen:

Zwmiri _ Z wﬂ:iri < wr'y’ Zwyj sj— Z wYi s < wh
i< 1<y+1 Jj<B J<v+1
(26)
= Zwyjsj - Z ws;l L w',
Jj<B j<v+1

wobei Wir z,, >1ex 3y verwendet haben. Nach Definition von < erhalten wir

(25)
g wmlri—g WY 8> 1exw ™t + E wrir; — E wY s

i< Jj<p y<i<p Y<ji<B
Zlexw 't + | — E whirg| — E wYi s
Y<i<B Y<i<p

(26) t t t
>lexw Tt + <w“3 —w™ 3) = wx”g,

d.h. es gilt ZKﬁ w¥ir; — Zj<5 WY sj e w™rt’ fiir ein ¢ € Rso. Erneut
bekommen wir aus ¥, >lex Y3, Ty >lex 3 mit Satz 8.8 die GroBlenordnungen
WY < WY <jop WP, WP K WP und damit
r—y= wain + w"Prg — Zwyﬂ' Sj — WSy Zex Wt >1ex 0
i<f Jj<B
fiir ein ¢’ € Rg. Umstellen liefert z >, y, was zu zeigen war.

Fall 1.2: Sei o eine Limeszahl. Wir konnen ahnlich wie in Fall 1.1 verfah-
ren, wo « eine Nachfolgerzahl ist. Es ist ebenfalls 3, w™ir; — 3, w¥s;
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>lex w¥'t fiir ein t € Ryg. Da wir bereits Eigenschaft (24) gezeigt haben,
wissen wir

E whiry — E whir | K wh, E wYis; — E whisj| K w™,

i<a i<y j<a i<y

wobei wir bei der zweiten Relation erneut verwendet haben, dass w¥ <jex W™
gilt. Wir erhalten ), _ w™ir; — Zj<a WY7 55 >1ex w1t >1ex 0 fiir ein ¢ € Ryy.
Durch Umstellen bekommen wir schliefSlich & >0 i, wie gewiinscht.

Die Richtung ,, <= *“ haben wir damit auch schon gezeigt. Gelte hierzu
T >1ex Y- Angenommen, es gilt £ <geg . Dann folgt mit der Richtung ,, =
aber x <jex y im Widerspruch zu = >1ex y. Somit muss schon x >qe. y gelten.
Beachte, dass wir hierbei die Totalitdt von >qe; verwendet haben.

Fall 2: Nun betrachten wir den Fall, dass nur eine der beiden Potenzreihen
Lange a hat, etwa x = ) . w%r;,y = Zj<a, wYis;. Wir stellen keine
weiteren Anforderungen an « oder o/, unterscheiden aber, ob a oder o/
grofer als die jeweils andere Ordinalzahl ist. Wir zeigen wieder x >geq y <
T >1ex Y, Wobei es auch hier reicht die Richtung ,, = “ zu zeigen.

Gelte also @ >gegy und sei v die kleinste Ordinalzahl mit (z.,r,) #

(Y5 85)-

Fall 2.1: Gelte a < . Dann gilt entweder v < o, Zy >1ex Yy, Ty > 0 oder
Y < O, Ty = Yy, Ty > Sy 0der ¥ = @, s, < 0. Definiere fiir beliebiges < o
den Ausdruck ylg =3, _zws;.

Falls v < « gilt, so ist & >qeg Y| und mit Fall 1 erhalten wir & >1ex Y|as

(24)
sowie T — y|q Zlex w™ 't fiir ein ¢ € Ryg. Des Weiteren gilt |y — ylo| <

w¥r <jex w7, Daraus erhalten wir

t
r—Yy=r— y|a + y|a — Y Zlex wt — ‘y - y‘a| Zlexwmv (t - 2> >1ex 0.

Falls v = « gilt, so ist * = y|, und damit

T—y=Yla —y=w(=54) = (U = Ylat1) Z1ex W (=5a) = [y = Ylat1]

(24) Su
zlexwya(*sa) — wYe (*?) >1ex 0.

Beachte hierbei, dass s, < 0 gilt. In beiden Féllen istz >cx y.

Fall 2.2 Gelte nun a > o/. Dann gilt entweder v < o/, &y >1ex Yy, 7y > 0
oder v < &/, x4 = yy,7y > sy oder v = a/, 7y > 0.

Ist v < o, so setze x|y = >, w¥r;. Mit Fall 1 erhalten wir aus
Z|o/ >deg Y die Ungleichung |o >1ex y sowie ein ¢ € Ryg mit 2|y —y > w*t.
Auflerdem erhalten wir erneut mit (24) |z — z|y| < w® und damit

= t
x_yzx_x‘a’+x|a’_y21ex_|$_x|o¢"+($|o/_y) Zlex WY _§+t >lex 0.
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Ist v = o/, so ist o > 0 und damit

T — E wrir;

i<a'+1

T=9y+ E wxiri Zlex Y + wxa/roz’ -
o/ <i<a

(24) z T'a/
Zlexy"i'w * (ra’ - 9 )>lex Y.

>lex 0

Wir haben nun endgiiltig die Aquivalenz der Ordnungen und schlieBlich
den Satz bewiesen. O

Mit Hilfe von Satz 8.15 kénnen wir nun die Existenz und Eindeutigkeit
der Conway-Normalform fiir surreale Zahlen ungleich Null beweisen.

Satz 8.16 (Conway-Normalform). Jede surreale Zahl x # 0 kann eindeutig
geschrieben werden als x = ), w"™r; mit einer Ordinalzahl o, einer streng
monoton fallenden Folge (x;)i<q surrealer Zahlen und einer reellen Folge

(ri)ica C R\{0}.

Beweis. Wir miissen Existenz und Eindeutigkeit einer solchen Darstellung
zeigen.

Eindeutigkeit: Dies folgt direkt aus Satz 8.15. Angenommen, es existie-
ren unterschiedliche Darstellungen = = >, w”ir;,xz = >, wYs; von x.
Ohne Einschrénkung kénnen wir ) ., w®r; <deg D ;o wY's; annehmen.
Aus Satz 8.15 folgt dann aber x = 37, W™ <jex ;o WY'si = T, Was
nicht moglich ist. Daraus folgt die Eindeutigkeit einer Darstellung, falls eine
solche existiert.

Existenz: Sei x # 0 eine beliebige surreale Zahl ungleich Null. Nach den
Sétzen 8.6 und 8.11 existiert eine Zahl y mit |z| ~ wY. Sei nun F := {r e R :
rwY <jex ¢}. Wegen |z| ~ w? finden wir ein n € N mit n |z] >jex w¥, nw? >1ex 2.

Falls & >y O gilt, so erhalten wir %wy <lex T, NwY >1ex x, d.h. es gilt % eF
und F' ist durch n nach oben beschrénkt.

Falls = <jex 0 gilt, so erhalten wir —%wy Zlex T, —nwY <jex x, d.h. es gilt
—n € F und F ist durch —% nach oben beschréinkt.

In beiden Fiéllen erhalten wir, dass F' nichtleer und nach oben beschrinkt
ist. Wegen der Vollsténdigkeit von R existiert schliefSlich eine kleinste obere
Schranke rg € R von F. Mithin gilt (r¢ + &)w¥ >1ex 2, (19 — €)wY <jex  fiir
alle ¢ € R(. Umstellen liefert x — row¥ <jex ew¥, row¥ — & <jex ew?. Da e > 0
beliebig war, erhalten wir

|z — row’| < wY. (27)

Mit |z| ~ wY folgt schlieBlich 7y # 0. Zudem ist klar, dass ry eindeutig ist.
Zur Abkiirzung definieren wir A(z) := w¥r¢ (x # 0).

Nun definieren wir induktiv eine Folge (z;,7;); mit surrealen Zahlen x;
und r; € R\{0}: Sei « eine beliebige Ordinalzahl. Angenommen, (x;,7;) sei

definiert fiir alle i < . Falls x — ), w™r; # 0 gilt, definieren wir (z4,74)
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durch

A (33 - Zwmin) = wrer,.

i<a
Wir haben bereits gesehen, dass die Elemente r; in R\{0} liegen. Unser
Ziel ist es, zu zeigen, dass eine Ordinalzahl « existiert mit r, = 0. Wir
miissen aber zuniichst zeigen, dass die Folge (z;); streng monoton fallend ist,
damit die Potenzreihe ), w”ir; und dadurch auch der Ausdruck (z,74)
tiberhaupt wohldefiniert sind. Sei dazu « eine beliebige Ordinalzahl, fiir
welche gilt z — >, w”ir; # 0.

Fall 1: Sei o = 5+ 1 eine Nachfolgerzahl. Dann ist A (ac = i<p wxiri) =
w?rg. Mit der induktiven Definition folgt
. (27)
wrer, = A T — Zw“m —wPrg | < w".
i<p

Damit gilt auch w* < w®# und mit Satz 8.8 folgt x, <jex T3, Wie gewiinscht.

Fall 2: Sei nun « eine Limeszahl und 8 < « beliebig. Nach Definition von
A(-) ist A(z) ~ |z]| fur alle z # 0. Damit erhalten wir:

T — Z wrhry| ~ Al x— Z wrir; :wﬂﬂmﬂ K Ww's,
i<B+1 i<B+1

wobei wir im letzten Schritt die Induktionshypothese und Satz 8.8 verwendet
haben. Mit Eigenschaft (24) aus Satz 8.15 gilt zudem

g wrir; — E whir;| K WA,

i<a i<B+1

Mit der Dreiecksungleichung und Proposition 8.5 erhalten wir

T — E wrir;

<o

<K W's,

Fingesetzt in die induktive Definition bekommen wir

wrr, = A <a;— g wxim) ~ |z — g wrir;

<o <o

K W = W K WA,

Wie in Fall 1 folgt dann x4 <jex 7. Da die Folge der z; nun absteigend ist,
ist der Ausdruck ), _, w”ir; wohldefiniert.

Nun nehmen wir an, fiir alle Ordinalzahlen a gelte x — . w®r; # 0,
d.h. der Index der Folge (z;,r;) durchlduft alle Ordinalzahlen. Wir wollen
einen Widerspruch herbeifithren. Zunéchst zeigen wir, dass fiir alle o die

Ungleichung

‘ (Z w) > a (28)

<o
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gilt. Wir betrachten die Funktion f(a) := ¢ (},_, w"r;), welche nach un-
serer Annahme auf ganz On definiert ist und nach On abbildet.

Ist o < B,>7,  w¥ri ={A| B}, >, _gw"ri = {A" | B'} wie in Definition
8.13, so gilt sicherlich A ¢ A’, B C B’. Somit ist A <jex Zi<,8 wrir; = {A"]
B'} <jex B und wir erhalten ), _ w™r; < Zi<,6’ wir;,

Aus der Eindeutigkeit folgt, dass die Summen verschieden sind und schlief3-
lich € (3, , wir;) < € di<p wxiri) Wir wissen nun, dass f streng mo-
noton wachsend ist. Daher gilt fiir alle Ordinalzahlen o die Ungleichung
f(a) > o, was zu zeigen war.

Sei nun « eine beliebige Limeszahl und ;s w®r;®ew™ € AUB beliebig.
Es ist B

. : . _ (24)
E wrir; — E whir; £ew || < E wmzri—waln + lew™| < w

i<a i<g i<a i<B

fiir ein v < 3, wobei wir im letzten Schritt Satz 8.8 und Proposition 8.5(ii)
verwendet haben. Wir wissen aus Fall 2 aulerdem, dass fiir alle § < « die

8.8
Grofenordnungen |x — Y ica wmiri| K W' K wr gelten.
Somit erfiillt auch = die Ungleichungen A <jx x <jex B, weshalb ¢(x) >

28
C(Yqw™ir) (2) a folgt. Dies ist ein Widerspruch, denn damit wére £(x)
grofer gleich jeder Limeszahl. Es existiert schliefllich eine Ordinalzahl o mit
r—> i qw"r; =0, woraus wir durch Umstellen die gewiinschte Darstellung
erhalten. (]

Definition 8.17. Sei x eine beliebige surreale Zahl. Fiir x # 0 ist die
Conway-Normalform oder auch kurz Normalform von z die nach Satz
8.16 existierende und eindeutig bestimmte Potenzreihe mit x = >, w®r;.
Fiir = 0 definieren wir die Conway-Normalform durch z =}, _, W1,

Nun wollen wir zeigen, dass surreale Addition und Multiplikation mit
den entsprechenden, gewohnlichen Verkniipfungen auf Potenzreihen {iber-
einstimmen. Wenn wir dies gezeigt haben, bekommen wir durch Operation
auf den Normalformen eine sehr einfache Arithmetik auf No.

8.ili. Arithmetik der Conway-Normalform. Nachdem wir die Conway-

Normalform eingefiihrt haben, wollen wir in diesem Abschnitt die surreale

Addition und Multiplikation vereinfachen. Wir wollen etwa zeigen, dass wir

die Summe zweier Zahlen bestimmen kénnen, indem wir ihre Conway-Nor-

malformen heranziehen und dann die Summe der Potenzreihen auf kanoni-

sche Weise bestimmen. Dazu brauchen wir noch etwas Vorbereitung.
Beachte, dass wir im Folgenden stets Notation 8.10 verwenden.

Lemma 8.18. FEs gilt fiir € No,r € R beliebig:

wir ={w*(r—e) |w(r+¢e)} (¢ € Ryp).
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Beweis. Sei v = {X, | Xg} die kanonische Darstellung von x. Wir wissen
bereits:

r={r—c|r+e} (¢ € Ryy),
w® = {0,ws | w¥Et) (s5,t € Rug, 2z € X1, 28 € XR).
Nach Definition der Multiplikation gilt dann
w'er ={w(r —e),wrsr + w(r —e) —wrs(r —e),
WRtr + W (r+¢) —wBt(r+¢) | ...}
(e,8,t € Rug,xp € X, 2R € XR),

wobei wir die rechte Menge nicht explizit ausschreiben, da deren Betrachtung
analog zum Folgenden verlauft. Seien €,s,t € Ryg, 27 € Xp und g € Xg
beliebig und wihle 61 € Ry mit €1 < e. Mit Satz 8.8 erhalten wir die
GroBenordnungen w”l < w® < w”k und damit
wr(r —€) <jex W (r — £1),
wrsr+wh(r—e) —w's(r—e) =w(r—e)+ w'hsg  <Lexw (r —e1).
Slex Wz(a_al)
Analog bekommen wir die Ungleichung w”®tr + w®(r + ) — w™Bt(r + €)
<lex w*(r — £1). Somit sind die Elemente auf der linken Seite von w®r klei-
ner gleich w®(r — 1) mit ;1 € Ryp. Die Elemente aus der rechten Men-
ge sind entsprechend grofler gleich w®(r + €1) (61 € Rsp). AuBerdem gilt
WP (r — 1) <pex W*r <jex w(r + €1) (61 € Rsp), woraus wir mittels Kofina-
litdts-Theorem 1 die gewiinschte Gleichung
w'r ={w"(r —e1) [w*(r+e1)} (e1 € Rso)
erhalten. O

Das nachfolgende Lemma liefert eine Darstellung von Potenzreihen in w
mit einer Nachfolgerzahl als Indexmenge.

Lemma 8.19. Seien a € On, (x;)i<q eine streng monoton fallende Folge
surrealer Zahlen der Lange oo+ 1, (r;)i<a mit r; € R\{0} eine Folge reeller
Zahlen ungleich Null. Dann gilt:

E whir; = E whir; —wee E wrir; + we (e € Ryp).

i<a i<a i<a
Beweis. Wir fiithren eine Fallunterscheidung durch.
Fall 1: Sei o eine Limeszahl. Es ist >, ,
D icawiTi = {Zz‘gﬁ wr; —whe ‘Zigﬁ whir; + wxﬂs} (B < a,e € Ryy).

Nach Lemma 8.18 wissen wir zudem, dass w”er, = {w” (rq —€) | w™ (rq +
)} gilt. Somit erhalten wir aus der Definition der Addition

whiry =Y whiri+wrer, und

E wrir; = g whir; — w'Be + wrery, E whir; + w (ro —e)| -

<o i<p <o

(ﬁ <o,e € R>0)7
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wobei wir erneut die rechte Menge nicht ausschreiben, da deren Untersu-
chung analog verlduft. Offensichtlich gilt ZKﬁ wrir; — w'e + wrry <geg
S icqwhir; + w (1o — ) fiir B < a, denn der erste Term wY, in dem sich
die beiden Ausdriicke unterscheiden, ist bei y = 5. Nach Satz 8.15 iiber die
Gleichheit der Ordnungen folgt dann auch

g wrir; — we + wrry <jex g whir; + wh(rq —e) = g wrir; — wree,
i<p <a i<a

Nach Kofinalitéits-Theorem 1 kénnen wir die Mengen reduzieren zu

E wir; = E whir; —w'ee E wrir; + w e (e € Ryo).

i<a i<a <o

Fall 2: Nun sei « eine beliebige Ordinalzahl. Wir kénnen a = o/ + n mit
einer Limeszahl o/ und einer natiirlichen Zahl n € Ng schreiben. Wir fithren
nun eine Induktion nach n € Ny.

n = 0: Dies wurde bereits in Fall 1 behandelt.
n~ n+ 1: Es gilt nach Definiton 8.13 fiir Potenzreihen mit einer Nach-
folgerzahl als Lange:

§ : wxim — E wxiri + wxa/+(7l+1)7’a/+(n+1)
i<a/+(n+1) i<a/+n
IH . Tt ey Tag
= g wrr; —wT e E Wy wTtr e
i<a'/+n i<a'+n

+ {w D (1 (ng1) — €) | W D (ry (1) +€) )

mit € € Ry beliebig. Nun kénnen wir wie in Fall 1 Kofinalitéts-Theorem 1
verwenden. Damit erhalten wir

E whir; = E wrir; — wrelHntl e

i<a/+(n+1) i<a/+(n+1)

E wWrir; + wre'++be 3 (e € Ryy),
i<a/+(n+1)
was zu zeigen war.

O

Bemerkung 8.20. Wollen wir zwei surreale Zahlen x,y als Potenzreihen
addieren, so gehen wir intuitiv wie folgt vor. Ist w?r, r # 0 ein Term, welcher
in der Conway-Normalform von x vorkommt, in der von y aber nicht, so
ergidnzen wir in der Conway-Normalform von y den Term w?-0. Dies machen
wir fiir alle Terme, welche nur in einer der beiden Conway-Normalformen
vorkommen. Hierzu ein Beispiel

:1::2w4—|—w3—2w2, y:—w3+3w2+5

o= 2wt + W — 2w + 0L, y = 0wt — w3 + 3w? + 5u°.
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AnschlieSend bilden wir die Summe der beiden Potenzreihen 44t y, indem
wir die Koeffizienten vor gleichen Termen w? addieren:

~ T Fpot Y = 2wt + 0w® + 1w? + 5w?.

Die Terme w?, welche mit Koeffizient Null auftreten, wollen wir anschlieBend
weglassen:

M:c+p0ty:2w4+w2+5.

Hierbei haben wir intuitiv schon verwendet, dass Addition von Termen der
Form w?® - 0 den Wert einer Potenzreihe nicht &ndern. Wir miissen jedoch
aufpassen, da wir bei unendlichen Summen unter Umstinden eine Potenz-
reihe erhalten, welche anders definiert ist. Betrachte hierzu etwa wieder
x = 2w* + w3 — 2w?. Wir machen daraus eine unendliche Potenzreihe:

m':Zw4_iri:w4'2+w3-1—|—w2-(—2)+w1~0+w0-0—|—...,
i<w

ro=2,r1 = 1,r9 = —=2,r; =0 fiir alle i > 2.

Dann ist nach Definition 8.13

= Zw‘l*iri —w'e Zw‘“iri +w"e p =: {A| B} (n € Np).

i<n i<n

Insbesondere bekommen wir in A, B Zahlen, deren Abstand infinitesimal
klein zu z = 2w* + w3 — 2w? ist. Im folgenden Lemma zeigen wir, dass sich
dadurch aber der Wert der Potenzreihe nicht dndert.

Lemma 8.21. Seien (r;)i<q eine beliebige Folge reeller Zahlen (d.h. es ist
auch r; = 0 zugelassen) der Linge o € On und (x;)i<q eine streng mono-
ton fallende Folge surrealer Zahlen. Sei 5 € On so, dass ()\j);<p die Folge
derjenigen i < o mit r; # 0 ist. Seien weiter y; € No,s; € R\{0} (5 < 5)
so gewdhlt, dass y; = xx;,85 =1, (j < B) gilt. Dann ist

g wx"rizg wYs;.

<o ji<p
Beweis. Wir fithren eine Induktion nach «.

Fall 1: Sei v = &’ +1 eine Nachfolgerzahl. Sei 5 < 3 so, dass (\;);<p die
Folge derjenigen i < o ist mit r; # 0. Nach Induktionshypothese gilt dann
Dicar W =) g W55

Falls 8/ = f gilt, so folgt die Behauptung, da wir bereits wissen, dass
wr'ror = w¥’ -0 = 0 das neutrale Element der Addition ist. Ist 3’ < S,
so ist 7o/ # 0 und damit g = ' + 1 mit Ay = . Die Behauptung folgt
schlieflich mit w”e'ry = wWY# sg.

Fall 2: Sei nun « eine Limeszahl. Wir unterscheiden nochmals zwei Fille.

Fall 2.1: Angenommen, es gilt fiir alle @’ < « mit ro # 0, dass ein o
existiert mit o/ < o” < a und 7o # 0. Anschaulich bedeutet dieser Fall,
dass in der Potenzreihe ), _  w®r; immer wieder Koeffizienten ungleich Null
auftreten. Wir finden zu jedem Koeffizienten, welcher nicht verschwindet,
einen noch spéteren, welcher ebenfalls nicht den Wert Null annimmt.
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Es gilt nach Definition 8.13:

g whir; = g wrir; — wre' e g wrir; + wre e

1< i<a! i<a’

= {A| B} (d <a,eeRs).

Beachte, dass wir im Folgenden nur die linke Menge A betrachten, fiir B
konnen wir analog verfahren. Wir wissen aus unserer Annahme insbesondere
auch, dass (3 eine Limeszahl sein muss. Sonst wiirde ein letzter Koeffizient
ro # 0 existieren, d.h. ro» = 0 fiir alle @/ < o” < «. Somit ist nach
Definition 8.13:

Zwyjsj = Z wYis; —wYs e Z w¥sj+w¥e » (B < B,e € Rso).
J<p J<p J<p
(29)
Sei ngﬁ, wYis; — wY’e ein beliebiges Element aus der linken Menge von
Zj<ﬁ wYsj. Sei o < amit @’ = Ag. Dann ist w¥e'ry = w e Thg = w8 s
Nach Induktionshypothese gilt

i<a’ i<p’
& E wrir; + wt gy = E wsi+ WY sg
i<a! j<p’
'yl_}/:wal . .
& g whir; — w¥e' e = E wYis; —wYse.
i<a/ J<p’

Somit gilt auch } ., g5 w%s; —w’”’e € A, wobei A die linke Menge von
Y icqwhiTy ist.
Um das Kofinalitdts-Theorem 1 anwenden zu kénnen, miissen wir noch
A <lex Zi<ﬁ wY sj <jex B zeigen. Sei hierzu Ziga' w¥ir; —w%'e € A beliebig.
Sei ' < B so, dass (\j);<p die Folge derjenigen ¢ < o ist mit r; # 0.
Nach Induktionshypothese ist dann

Falls ' = 3 gilt, so ist ro = 0 und damit

Z Wir; — wial e & Z ws; —wre = Zwyﬂ'& —whle < Z Yis;
K3 - 7 — 7 lex w S].

i<a J<p’ J<B J<B

Falls 8’ < j gilt, so ist 5/ +1 < 3 und es gilt entweder zo = yg (und ro =
spr) oder o >lex yp (und ros = 0). Bei Gleichheit konnen wir e; € Ry mit
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€1 < € wahlen und erhalten

. (30) .
E whir; —whe'e ‘= g wYs; + w8 (sgr —€)

<o/ i<p’
4 (29) .
<lex Z W s 4+ w8 (sgr — 1) <iex Zwyf 55
Jj<p’ Jj<B

Falls x4 >1ex yp gilt, so folgt aus Satz 8.8 w”" > w¥. Wir erhalten aus
dieser GroBenordnung die Ungleichung w®e’ & >0, w8’ ‘51 — 58/| Zlex WYF (61—
sg) und schlieBlich

, 30 , 4
Z whir; —wre 2 Z WY s; 4+ wre’ (=€) <jex Z wWsi+ wYs (sgr —e1)

i<a/ Jj<p’ Jj<p
(29) .
<ex E wYis;.
Jj<B

Fiir B verfahren wir analog und erhalten A <jex >, <B wYis; <jex B. Da wir
nun das Kofinalitdts-Theorem 1 anwenden kénnen, folgt

E w¥s; = E wYs; —wYs e E wYs; 4+ wYs e :{A\B}zg Wiy,

j<B J<p’ J<p’ i<a
wie gewiinscht.

Fall 2.2: Angenommen, Fall 2.1 tritt nicht ein. Dann existiert o/ < a mit
ro # 0und ro» = 0 fiir alle o/ < o < a. In diesem Fall finden wir also einen
letzten Koeffizienten ungleich Null. Insbesondere gilt, da « eine Limeszahl
ist, @/ +n < « fiir alle n € N. Somit ist 7,4, = 0 fiir alle n € N5g. Nach

Induktionshypothese gilt
Z wrir; = Zwyjsj.

i<a! Jj<pB
Es reicht also ), w®r; = zz‘ga' w®r; zu zeigen. Nach Lemma 8.19 gilt
Z whir; = {Z wir; + w (ror — €) Z whir; +wre (ros +€) }
i<a’l <o’ <a’ (31)
(e € Rxo).

Sei e € R+ beliebig. Da « eine Nachfolgerzahl ist, gilt v := o’ + 1 < o und
DoicyWhiTi—wE € (Yicqw®ri) . Mit der gradlexikographischen Ordnung
und Satz 8.15 folgt Zz‘ga’ wWPir; <lex Ziga'+1 w¥ir; —w%'e € (ZKQ wmiri)L.

Wir erkennen damit, dass die Darstellung von »,_ w®r; kofinal in der
von ), w¥ir; aus (31) ist. Es folgt die gewiinschte Gleichheit ) . _ , w®ir; =
Y e w¥ir; und damit insgesamt die Behauptung. (]

Lemma 8.21 ist ein sehr wichtiges Werkzeug fiir das Rechnen mit Potenz-
reihen. Es erlaubt uns nun Summanden mit Koeffizient Null hinzuzufiigen
und so Potenzreihen zu addieren. Dabei dndert die Addition oder Subtrak-
tion solcher Summanden den Wert der Potenzreihe nicht.
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Wenn wir aber von der Conway-Normalform einer Zahl sprechen, so mei-
nen wir weiterhin die nach Satz 8.16 existierende und eindeutig bestimmte
Darstellung als Potenzreihe in w mit Koeffizienten ungleich Null.

Nun zeigen wir eine Form des Assoziativgesetzes fiir Potenzreihen.

Lemma 8.22 (Assoziativgesetz). Seien o, € On,(x;)i<qtp eine streng
monoton fallende Folge surrealer Zahlen und (r;)i<a+p €ine Folge reeller
Zahlen. Dann gilt

Z wrir; = wairi + wa“ﬂ'raﬂ-.
i<o+f <o Jj<pB
Beweis. Wir fiihren eine Induktion nach f.

Fall 1: Falls 8 eine Nachfolgerzahl ist, so folgt die Aussage direkt aus der
Induktionshypothese und dem gewohnlichen Assoziativgesetz fiir surreale
Zahlen aus Satz 5.5.

Fall 2: Angenommen, J ist eine Limeszahl. Sei 3, _jw™+ira,; = {A | B}
wie in Definition 8.13 von Potenzreihen in w. Mittels Kofinalitdts-Theorem
1 konnen wir

waim + wa“ﬂ‘raﬂ- = {Zw’”ri + A

i<a j<B i<a

Z w'r; + B } (32)
i<a
schreiben, wobei hier eingeht, dass die Folge (2;)i<q+3 streng monoton fal-
lend ist. Aulerdem nehmen wir fiir ), _ w®r; entweder die Darstellung aus
der Definition 8.13 (falls « eine Limeszahl ist) oder aus Lemma 8.19 (falls
« eine Nachfolgerzahl ist).

Ein allgemeiner Term aus der linken Menge von (32) ist

Zwa’im + Zw"”“*jraﬂ —wrtre | (y < B,e € Ryp).

i< J<y
Mit der Induktionshypothese und dem gewdhnlichen Assoziativgesetz erhal-
ten wir 7, . w”r; —w®*e. Somit ist (32) kofinal in der Darstellung von
D icat gw”r; und die Behauptung folgt aus Kofinalitéts-Theorem 1. O

Nun l&sst sich die gewiinschte Aussage iiber die Addition zeigen.

Satz 8.23. Seien o € On, (x;)i<q €ine streng monoton fallende Folge sur-
realer Zahlen und (1;)i<a, (8i)ica mit i, s; € R Folgen reeller Zahlen. Hierbei
sind auch Werte r;,8; = 0 zugelassen. Dann gilt

E wrir; + E wris; = g W (r; + 84).
<a i<a <o
Beweis. Wir fithren eine Induktion nach «.

Fall 1: Sei a = 8 4 1 eine Nachfolgerzahl. Es ist dann
Zw”n + waisi = waim + waisi +w* (15 + s8),
<o i< 1< i<p
wobei das Distributivgesetz aus Satz 5.12 verwendet wurde. Die Behaup-

tung folgt dann direkt aus der Induktionshypothese und Definition 8.13 von
Potenzreihen.
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Fall 2: Sei nun « eine Limeszahl. Schreibe » , _ w®ri+> . w”s; = {A|
B}, wobei wir die Mengen A, B auf natiirliche Weise aus den Darstellungen
der beiden Summanden und der Addition erhalten. Ein allgemeiner Term
von A ist der Form

g wrir; + g wris; —wTPe oder E wrir; —w'Pe —i—g wris;

i<a i<B i<B i<a

mit § < a,e € Rsg. Ohne Einschrankung betrachten wir nun ein Element

E wrir; + E wris; — wPe

<o i<p
= E wrir; + E whir; | + g wris; —wTPe
i<B B<i<a i<p
IH , .
=) whi(ri+s;) —wPe+ E wrir.
i<p B<i<a

Aus Satz 8.15 wissen wir, dass Zﬁ<i<a whr; < w' gilt. Wir betrach-
ten analog Elemente aus B und erhalten, dass (A, B) beidseitig kofinal

mit ({Zz‘gﬁ Wi (r; + 8i) — oﬂﬁs} , {Zigﬁ wh(r; + s;3) + wxﬁe}) B < a
e € Ry) ist. Mittels Kofinalitéts-Theorem 1 erhalten wir die gewiinsch-
te Gleichung

Zw‘”ri + szisi = wai(ri + 5;) —w*fe wa" (ri + 8;) + we

i<a i<a i<B i<B
= " w"i(r;i + i) (B < a,e € Ray),
<o
wobei hier noch Lemma 8.21 eingegangen ist. U

Bemerkung 8.24. Es ist sinnvoll, sich deutlich zu machen, weshalb Satz
8.23 schon besagt, dass wir die Summe zweier surrealer Zahlen bekommen,
indem wir ihre Conway-Normalformen als Potenzreihen addieren. Seien hier-
zu x,y € INo beliebige surreale Zahlen mit entsprechenden Conway-Normal-
formen z = ) whir,y = Zj<ay wYs;. Dann gilt r;,s; # 0 fiir alle
i,7.

Seien a € On, (2;);<q die streng monoton fallende Folge surrealer Zahlen
mit Linge o, welche aus den z; und y; besteht. Wir setzen

’i<az

)

ri, falls ein k < «, existiert mit z; = xy,
a; =
‘ 0, sonst

b — 51, falls ein | < vy existiert mit z; =y,
10, sonst )
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Aus Lemma 8.21 folgt dann = = )
8.23 gilt

i<a wZiaiay = Zi<a wzibz‘. Mit Satz

r+y= szi(ai + bi),
<o
wie gewiinscht. Die Summanden ¢ < « mit a; + b; = 0 kdénnen wir anschlie-
Bend wieder nach Lemma 8.21 weglassen.

Wir kommen nun zur Multiplikation. Dabei betrachten wir zunéchst einen
Spezialfall.

Satz 8.25. Seien o € On, (x;)i<q eine streng monoton fallende Folge sur-
realer Zahlen, (r;)i<q eine Folge reeller Zahlen sowie y € No beliebig. Dann
qgilt:

wY (g wx"ri> = E WYt Tip,,

<o
Beweis. Wir fithren eine Induktion nach «.

Fall 1: Sei a = B+ 1 eine Nachfolgerzahl. Nach dem gewohnlichen Distri-
butivgesetz aus Satz 5.12 und der induktiven Definition 8.13 der Potenzrei-
hen erhalten wir:

) 813 .
wy<2 wﬂ“ri) = WY E wir; +wrg

<o i<p

5.12 .
= wY- wa% +w¥ - w*Prg
1<f
IH und Prop.8.12 )
Prop Zwy—kxz” +wy+zﬁrﬁ
i<p
8.13 .
= g WYt iy,
<o

Wir bemerken, dass wir hierbei verwendet haben, dass surreale Addition
ordnungserhaltend ist. Sonst wiissten wir nicht, dass die Folge (y + x;)i<a

streng monoton fallend ist. Diese Eigenschaft brauchen wir, damit der letzte
Ausdruck wohldefiniert ist.

Fall 2: Sei nun « eine Limeszahl. Sei y = {Y7, | Yr} in kanonischer Dar-
stellung. Wir wissen nach Definition 8.7 und 8.13, dass

w¥ ={0,wYtr | wYEs}  (r,s € Ruo,yr € Y1,yr € YR),

z:= Zwm"ri = Zw”’”’ri —we Zw”""ri +we y = A{Z | Zr}

i< i<p i<p

(B < a,e € Rsp)

gilt. Im Folgenden seien stets y;, € Y, yr € Yr, 21, € Z1,,2r € ZR, 7,8 € Ry
beliebig. Durch Nachrechnen sieht man leicht, dass nach Definition fiir das
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Produkt gilt:

wY - (Z wx"n) ={wYzp,wYzp + WYr(z — z1),wYzr + WYBs(z — zR) |
1<a
wYzg,wYzr + wWr(z — zgp),wYzr + wWYBs(z — zp)}
=:{A| B}.
(33)
Wir wollen durch wiederholte Anwendung von Kofinalitdts-Theorem 1 diese
Darstellung vereinfachen, bis die Behauptung folgt.

Wir kénnen zunédchst bemerken, dass zg — 2z und z — zj, stets der Form
w4 fiir ein f < a, e € Ryg und ¢ € No mit |¢| < w”@ (nach Eigenschaft
(24) aus Satz 8.15) sind. Seien €1,e9 € R>( beliebig mit €1 < € < g9. Dann
gilt

weq <lex we <lex wxﬂg% (34)
d.h. zgr — 2,z — zp, liegen stets zwischen w®8e; und w*Be,.

Aus Yy, <lex ¥ <lex Yyr bekommen wir mit Satz 8.8 die Groflenordnungen

w9l L wY¥ K wYR. Damit gilt

(34)
wWYBs(zp — 2) + wWYr(z — 21) Zjexw?BswP ey >1ex WY (WP (g9 — 1))
—_—

>1ex 0 da >0
>lex WY (2R — 21),

(34)
wobel wir im letzten Schritt zr — 21 = (2r — 2) + (2 — 21) <jexw™?(2e2)
verwendet haben. Umstellen liefert die Ungleichung

wYzp + wWYs(z — 2R) <jex w’zr, + WYr(z — z1).
Diese Ungleichung hilft uns das Produkt in (33) zu vereinfachen. Die zweite
Ungleichung, die wir dazu brauchen lautet
w2z + wYr(z — 2R) <jexw?zrp + wWYBs(z — z1).
Diese erhalten wir analog aus
wWYBs(z — z1) —wYir(z — zR) Zlex WY S(2 — 21) Zlex WY swPeq
Zlex w¥ (W (€2 — €1)) Zlex WY (2R — 2L)-

Durch Anwendung von Kofinalitdts-Theorem 1 folgt

wY - (wa"ri> ={A| B} ={wzr,wYzr + wYrr(z — 21) |
<o
wYzg,w¥zp +wVer(z — zg)} = {A" | B'}.
(35)
Dies miissen wir aber noch weiter vereinfachen.
Wir erinnern daran, dass zy, = ZKﬁ wrir;—wrBe, zp = Zz’<6 wrir;+w e
gilt und damit zy,zr abhingig von der Wahl von 8 < a,e € Ryq sind.

Zudem sind von € auch e1,e9 € R abhingig. Aus diesem Grund seien im
Folgenden 8 < a und ¢,e1,e2 € Ry konstant gewéhlt.
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Seien zi = Zigﬁw”m — wPe € ZL,Z}Lz = Zigﬁw“n + w*Be; € Zp
weitere Elemente beziiglich 5. Dann gilt:

1 WYL KLwY (34)
w(zp —zp) = w¥ (W' (e — 1)) Zlex WYErw®eo>1ew?ir(z — 21).

Umstellen liefert

WYzt >l w¥zp + WYLr(z — 21).
Analog bekommen wir die zweite Ungleichung

wyz}% <lex wYzRr + wWYir(z — zR).

Mit diesen beiden Ungleichungen und dem Kofinalitdts-Theorem 1 ange-
wandt auf die Darstellung von w? - (Zl <a wziri) in (35) erhalten wir schlie3-
lich

wY - (Zw”ﬁ) ={A"| B'} = {wY21, | wY2r} (21 € Z1,2R € ZR).
i<
Nun koénnen wir die Induktionshypothese anwenden

wYz ={wYzr | wzR}

=< wY Ew’“ri—wxﬁe wY gw‘”m—l—wxﬁa
i<B i<B

IH Z WY tTip, _ Yt Z WY i, YT
i<B i<B
— Z wYtTTi i
<o
wobei der letzte Schritt direkt nach der Definition der Potenzreihen aus
8.13 folgt. Erneut haben wir hierbei verwendet, dass surreale Addition ord-
nungserhaltend ist, um schlieffen zu kénnen, dass (y+ ;)< ebenfalls streng

monoton fallend ist. Damit ist insgesamt der Satz bewiesen.
O

Nun kénnen wir zur allgemeinen Multiplikation {ibergehen.

Satz 8.26. Seien o, f € On, (2;)i<qa, (Yj)j<p streng monoton fallende Fol-
gen surrealer Zahlen sowie (1;)i<a, (5j)j<g Folgen reeller Zahlen. Dann gilt

(wain)' Zwyfsj = Z Wt Vir;s;, (36)

i<a j<B i<a,j<p
d.h. die gewdhnliche Multiplikation stimmt mit der von Potenzreihen tibe-

rein.

Beweis. Wir fithren eine Induktion nach a. Setze hierzuz := ), _ | w"r;,y :=
Zj <pwY¥s;. Wir schreiben auflerdem x -pot y fiir das Produkt von z,y als
Potenzreihen.
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Fall 1: Sei @ = o’ + 1 eine Nachfolgerzahl. Nach dem Distributivgesetz
aus Satz 5.12 gilt

Ty = (Z w’“?“i) Y+ (WPrg) -y

i<al
Nach Induktionshypothese und Satz 8.25 erhalten wir
xr-y= Z w"tir;s; + waﬁ+yjr55j = Z Wit Vir;s;,
i<al,j<B ji<pB <a,j<f
wobel wir im letzten Schritt Satz 8.23 iiber die Gleichheit der Addition
verwendet haben.

Fall 2: Sei nun « eine Limeszahl. Wir fithren eine zweite Induktion nach
. Ohne Einschrankung nehmen wir an g sei ebenfalls eine Limeszahl, sonst
verfahre wie in Fall 1. Seien z = { X, | Xr},y = {YL | Yr} die Darstellungen
von x,y wie in Definition 8.13. Seien zg € X1 U Xg, 90 € Y7 U Y beliebig.
Ist z := {Z1 | Zg} := = -y, so ist nach Definition der Multiplikation ein
Element zy € Z;, U Zr der Form

20 = oy + xYo — ToYo = Y — (¥ — 20)(y — Yo)

Nach Induktionshypothese kénnen wir auch schreiben

20 = X0 ‘pot Y +x ‘pot Y0 — L0 *pot Y0 = L ‘pot Y — (ZE - xO) ‘pot (y - yO)-

Beachte, dass wir aus Satz 8.23 schon wissen, dass surreale Addition mit der
von Potenzreihen tibereinstimmt.

Wir wollen das Kofinalitdts-Theorem 1 auf die Darstellung von z = xy
anwenden. Es gilt x — zg = w™¢e; + ¢1 mit v < a,e1 € Ry und einer
surrealen Zahl ¢; mit |c1] < w™. Analog ist y — yo = ftwYes + 2,0 <
B,e2 € Ryg, ca € No, || < w¥. Es folgt

(z = 20) “pot (Y — o) = W™ Pe1e9 + c3,
wobei ¢ € No mit |c3] < w™ ¥ gilt. Fiir das Vorzeichen von (z — xg) pot
(y — yo) gilt
(x — 20) pot (¥ — Yo) = W e1e9 + €3 >16x 0
Sy — (T — 20) pot (Y — Y0) <lex TY
Srg € X,yo € Yy, oder xg € Xg,y0 € YR
Sz € 77,
Durch Anwendung von Kofinalitdts-Theorem 1 wissen wir nun
r=a-y= {x pot Y — WY o ‘ T pot Y + wx'y'f‘yég} (37)
(v <a,8 < B,e €Rsp).

Wir schauen uns den Term auf der rechten Seite der Behauptung in (36)
an. Erneut unter Zuhilfenahme von Kofinalitéts-Theorem 1 bekommen wir
fiir allgemeine Potenzreihen die Identitét:

E wrir; = { g wrir; —w*e

<o <o

Zw“'ri + wst} (v < a,e € Ryp).

<o
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Mit dieser Identitédt erhalten wir fiir den rechten Term aus (36) die Gleichung

Tit+y;
g W Yirs;

i<a,j<pB

= g witVips; — WP tog g witYirs; + WP Te
<a,j<p i<a,j<p

(37)
={& pot Y — W Ve | T por y + WV} = 1y,

was zu zeigen war. O

Nun wissen wir nicht nur, dass sich jede surreale Zahl als Potenzreihe in w
schreiben ldsst, sondern auch, dass sich Addition und Multiplikation durch
die jeweiligen Verkniipfungen der entsprechenden Potenzreihen durchfithren
lassen. Durch diese Darstellung kénnen wir einige bedeutende Resultate iiber
No beweisen.

9. REELLE ABGESCHLOSSENHEIT

Ziel dieses Kapitels ist es, zu beweisen, dass die surrealen Zahlen einen
reell abgeschlossenen Korper bilden. Dabei wird die Conway-Normalform
aus Kapitel 8 verwendet. Mit dieser Darstellung lassen sich die technischen
Resultate dieses Abschnitts zeigen. Zunéchst wird aber der Begriff eines
angeordneten, reell abgeschlossenen Korpers eingefiihrt.

Aus Satz 5.16 ist bereits bekannt, dass (No, +, -, <jex) ein angeordneter
Korper ist. Im Folgenden wird die Charakterisierung angeordneter, reell ab-
geschlossener Korper aus [11, 5.Vorlesung, Corollary 1.4] verwendet.

Definition 9.1. Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Dann heifit K reell
abgeschlossen, falls er folgende Eigenschaften erfiillt:

(1) Jedes positive Element x € K~ besitzt eine Quadratwurzel, d.h. es
existiert eine Zahl y € K mit y? :=y -y = .

(2) Jedes Polynom p = > ja; X; € K[X],ag,...,a, € K,a, # 0 un-
geraden Grades n besitzt eine Nullstelle in K, d.h. es existiert ein
z € K mit p(z) :== Y1 ja;2" = 0.

Nun wollen wir zeigen, dass der angeordnete Korper (No, +, -, <jex) die
Eigenschaften (1) und (2) aus Definition 9.1 erfiillt. In der Tat kénnen wir
sogar eine noch stérkere Aussage zeigen, indem wir beweisen, dass jede po-
sitive surreale Zahl x > 0 sogar eine n-te Wurzel fiir n € N5 beliebig
besitzt.

Satz 9.2. Seien x € No mit >0, 0 und n € Nxg beliebig. Dann existiert
emm y € No mit y* = x, d.h. es gibt eine n-te Wurzel von x in No. Wir
schreiben dann auch Yx =y.

Beweis. Fiir n = 1 ist die Behauptung klar. Sei also n > 1. Sei x =
Y icaw"ir; in Conway-Normalform wie in Satz 8.16. Dann ist x = (w™°r) -
(1 + D ocica wyisi), wobel y; = x; — 0, 5; = :—é gilt. Bemerke, dass (y;)o<i<a
ebenfalls streng monoton fallend ist und s; € R\{0} wegen ¢ # 0 wohldefi-
niert ist. Da auflerdem fiir alle ¢ > 0 die Ungleichung x; <jex o gilt, erhalten
wir fiir die Folge der y; die Ungleichung 1; <jex 0 fiir alle 0 < ¢ < «.
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Durch Nachrechnen sehen wir unter Verwendung von Satz 8.25 sofort, dass
Ywrorg = wn - /o gilt. Aufgrund der Kommutativitét der Multiplikation
reicht es deshalb, die Existenz der n-ten Wurzel von Zahlen x der Form

=1+ g wrir;
<o

zu zeigen, wobei (z;)i<o C No streng monoton fallend sei mit z; <jex 0 fiir
alle i < o und (r;)icq C R\{0} gelte. Dazu werden wir induktiv eine Folge
(yj,tj)j<n fur eine Ordinalzahl A € On definieren.

n
Sei (8 eine beliebige Ordinalzahl. Angenommen, (1 +>° jep W’ sj) stimmt

mit 14+ ), _, w"r; in allen Termen w?e iiberein, fiir die ¢ € R gilt und ein
J < mit z >ex y; existiert. AuBerdem gelte y; < 0 fiir alle j < .

n
Falls (1 +Zj<ﬂwyjsj) = 14, ow"r gilt, so setzen wir A = .
Nehmen wir also an, es gelte
n
1—|—Zwyﬂ'5j #1"‘2&)1«"7”7;.
ji<pB <a
Wir zeigen:
(1.) Es existiert ein y € No mit y < y; fiir alle j < § und ein ¢ € R\{0} so,
n
dass in <1 + D icpw¥isi+ wyt> und 1+ ), w"r; alle Terme w?e
mit € € R, z >y y libereinstimmen.

(2.) Falls alle y; mit j < f endliche Linearkombinationen der x; sind, so
auch y.

Falls (1.) und (2.) erfiillt sind, so setzen wir yg =y, sg = t.

Sei y der grofite Exponent, in dem sich die Koeffizienten der beiden Po-

tenzreihen unterscheiden. Nach Annahme gilt y <jex y; fiir alle j < 3. Seien
n

nun s € R der Koeffizient von <1 + Zj<ﬂ WY 3]-) beziiglich w¥, r € R der

von 143", w”r;. Dann gilt s # r, wobei moglich ist, dass einer der beiden
Koeffizienten Null ist. Betrachte fiir ¢ € R den Ausdruck

n

n
1+ Zw% sitwit [ =" (Z) AR (wyt)n*
ji<pB k=0
=:A
n—1
_ (Z <Z> Ak(wyt)”_k> Ty
k=0

Im linken Ausdruck stehen nur Terme der Form w?e mit

z=(n—k)-y+y,+...+y, wobei k € {0,...,n—1},
Yio-ooyk €y g < BYU{O}
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Fiir diese z gilt

Z:(n_k)y+ ?Ji‘f"i‘y;g Slex(n_k>' Yy Slexy<lexyj<0

—— —— =~
<}ex 0 nach Annahme >lex 1 <lex 0

fiir alle j < 5.

Dadurch erkennen wir, dass nur im rechten Ausdruck A™ Terme w?e mit
2 >1ex yj fiir ein j < B stehen konnen. Nach Annahme stimmen schlielich
auch (A + w¥t)" und 14)", _ , w”™ir; in allen Koeffizienten vor w® mit z >jex y;
fiir ein j < B iiberein. Der hochste Exponent, in dem sie unter Umsténden
nicht tibereinstimmen ist wY. "

Wiéhle nun ¢t = 2 # 0. Der Koeflizient von (1 + D <pws; —|—wyt>
vor wY ist dann nt + s = r. Eigenschaft (1.) ist damit erfiillt. Fiir 5 = 0 ist
etwa y = xo,t = 2.

Eigenschaft (2.) folgt direkt aus der Konstruktion, denn y ist entweder
gleich einem x; oder eine endliche Summe der y;.

n

Wir zeigen nun, dass ein A € On existiert mit (1 + DA w? sj) =
14+ i qw"r;. Seien L die Menge aller endlichen Linearkombinationen der
x;, K die Klasse der Folgenglieder y;. Nach (2.) gilt dann induktiv K C L.
Damit ist card(K) < card(L) =: u € On. Somit ist auch A := card(K) € On

n
und es folgt <1 + D e wyﬂ'sj) =14 qw"r;., wie gewiinscht. O

Wir bemerken, dass Satz 9.2 nur Existenz und keine Eindeutigkeit liefert.
Wir fassen das Ergebnis des Satzes in einer Definition zusammen.

Definition 9.3. Sei z € No mit >0 und n € Z\{0} beliebig. Fiir
n € N ist eine Zahl y aus Satz 9.2 mit " = x eine n-te Wurzel von . Wir
schreiben y =: {/z. Fiir n € Zq setzen wir {/z := ( /7). Bemerke, dass
dieser Ausdruck wohldefiniert ist, da —{/x # 0 gilt.

Nun wollen wir Eigenschaft (2) aus Definition 9.1 zeigen. Dazu erinnern
wir zunéchst an das Lemma von Bézout speziell fiir Polynomringe.

Lemma 9.4 (Lemma von Bézout). Seien K ein Korper, f,g € K[X] tei-
lerfremde Polynome. Dann existieren Polynome f*,g* € K[X]| mit

f-f+g-g =1
Beweis. Nachzulesen in [1, S. 189]. O
Wir benétigen ein weiteres Hilfslemma.

Lemma 9.5 (Lemma von Hensel). Sei f(X) = X"+ ", a, X" € No[X]
ein normiertes Polynom vom Grad deg(f) = n so, dass fir allei =1,...n
die Gleichung a; = r;+d; fir einr; € R und ein infinitesimales d; € No gilt.
Das heifst, in der Conway-Normalform von a; kommen nur Terme w¥Yr,r # 0
mit y <iex 0 vor. Angenommen, es existieren teilerfremde Polynome Py, Qo €
R[X] mit Py- Qo= X"+ > " X" € RIX].

Dann ezistieren auch zwei Polynome P,Q € No[X]| mit

P-Q=X"+)Y a, X" = f(X),deg(P) = deg(Py), deg(Q) = deg(Qo).
i=1
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Weiter gilt: Seien \; X', \; € No,i < deg(P) ein Term von P (bzw. von
Q) und p; X% p; € R der entsprechende Term von Py (bzw. von Qq). Dann
stimmen in den Conway-Normalformen von \; und u; alle Terme wY¢ mit
€ € R und y >1ex 0 tberein. Insbesondere ist A; < r fir ein r € R.

Beweis. Wir konnen jeden Koeffizienten von f in Conway-Normalform —
das heifit als Potenzreihe in w — schreiben und dann das Polynom f anders
darstellen als Potenzreihe in w mit reellen Polynomen als Koeffizienten. Sei
etwa

F(X)=>"w"fi, w;€No, f; € RIX]. (38)
<

Beachte, dass f endlich viele Koeffizienten hat. Da endliche Vereinigun-
gen von Ordinalzahlen wieder Ordinalzahlen sind, finden wir tatséchlich ein
a € On, welches der Darstellung aus (38) gentigt. Weiter sei (x;)i< ohne
Einschrankung streng monoton fallend. Da auflerdem jeder Koeffizient von
f Summe einer reellen und einer infinitesimalen Zahl ist, konnen wir zg = 0
annehmen. Es gilt dann:

fo=X"+ ZriX"_i,deg(fo) =n,deg(f;) <n —1 fiir alle i > 0.

=1

Wir setzen nun r := deg(FP),s := deg(Qo). Sicherlich gilt dann r + s =
n. Nun definieren wir induktiv Folgen (P;);<x, (Qi)i<x C R[X] von reellen
Polynomen und (y;);<x C No von surrealen Zahlen fiir eine Ordinalzahl A.

Sei [ eine beliebige Ordinalzahl. Angenommen, (ZZ <8 wyiPi)
(ZKB wyin) stimmt mit f(X) in allen Koeffizienten vor Termen wV,

Y >lex yi fur ein ¢ < (B iiberein, wobei F;, @; fiir alle ¢ > 0 Polynome vom
Grad hochstens r—1, s—1 seien. Gilt bereits <Zi<6 wYi PZ-) . <Zi<ﬁ wYi Qi> =
f(X), so setzen wir A\ = S.

Nehmen wir also an, es gelte (Zi<ﬁ wyiPi> . (Zz‘<6 wyiQi> # f(X). Wir

zeigen: Dann existieren ein yg € No und Polynome Pg, Qg € R[X] so, dass
gilt:

(1.) Es ist yg <iex y; fiir alle i < 3, Pg, Qs haben Grad hochstens r — 1 bzw.
s —1 und

Z Wwip |- Z WY Q;

i<f+1 i<f+1

stimmt mit f(X) in allen Koeffizienten vor w¥,y > yg iiberein.
(2.) Sind alle y; endliche Summen der z; fiir i < 3, so auch yg.

Sei hierzu yg der erste Exponent von w, bei dem die Koeffizienten von
(ZK,B wyiPZ) : (ZKﬂ wyiQi) und f(X) nicht tibereinstimmen. Nach An-
nahme gilt dann sofort yg < y; fiir alle ¢ < 3. Wir betrachten nun fiir
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zunéchst beliebige Polynome G, H € R[X] das Produkt

Zwyipi +w¥a | - ZwyiQi + WY H

1<p i<p
Dann stimmt dieses immernoch mit f(X) in allen Koeffizienten vor w¥,y >
yg iberein. Des Weiteren sehen wir, dass der Koeffizient vor w¥% gleich
PyH + GQ)y ist.

Nach unserer Bedingung an F;, );,¢ > 0 sollen G, H Polynome vom Grad
hochstens r — 1 bzw. s — 1 sein. Damit ist PyH + GQp ein Polynome vom
Grad hochstens n — 1. Der entsprechende Koeffizient von f(X) ist ein f; fiir
i > 0. Wir wollen also G, H € R[X] so wihlen, dass PyH + GQoy = f; gilt.
Aus dem Lemma von Bézout 9.4 folgt bereits die Existenz solcher Polynome
G, H € R[X], denn Py, Q) sind nach Annahme teilerfremd. W&hlen wir nun
Ps = G,Qp = H, so ist Eigenschaft (1.) erfiillt.

Zu Eigenschaft (2.): Es gilt entweder yg = x; fiir ein j < o oder yg ist
eine endliche Summe von y;,7 < §. Damit folgt direkt (2.).

Insbesondere erhalten wir aus (2.) analog zum Beweis von Satz 9.2, dass
ein A € On existiert mit

(Zorr) (5w - o= o0

<A i< <«

=:P =:Q

Wegen deg(Py) = r,deg(Qo) = s und deg(P;) < r — 1,deg(Q;) < s—1
konnen wir P bzw. ) wieder als Polynome in No[X]| vom Grad r bzw.
s schreiben. Der letzte Teil der Behauptung iiber die Conway-Normalform
der Koeflizienten folgt ebenfalls direkt aus der Konstruktion, da yg = 0
sowie 1; <jex 0 fiir alle ¢ > 0 gilt. Insgesamt haben wir damit das Lemma
bewiesen. O

Mit dem Lemma von Hensel 9.5 konnen wir schliefilich die reelle Abge-
schlossenheit von (No,+, -, <jex) zeigen. Wir wiederholen hierzu noch ein
Resultat aus der Algebra.

Satz 9.6 (Satz von Gaufl). Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist auch der
Polynomring R[X] faktoriell. Insbesondere ist R[X| faktoriell, wenn R be-
reits ein Korper ist.

Beweis. Beispielsweise zu finden in [6, Theorem 5.10]. O

In unserem Fall wissen wir dann auch, dass No[X] faktoriell ist.

Satz 9.7. Sei f(X)=3" ,a;X""" € No[X] ein Polynom ungeraden Gra-
des deg(f) = n. Dann besitzt f eine Nullstelle in No, d.h. es existiert ein
z € No mit f(z) :=>.1" ja;z" =0.

Beweis. Nach Satz von Gau$ 9.6 kénnen wir f = [[; f; als Produkt ir-
reduzibler Faktoren f; € No[X] schreiben. Da deg(f) = n ungerade ist,
existiert mindestens ein i € {1,...,m} so, dass f; ebenfalls ungeraden Gra-
des deg(f;) ist. Es reicht somit zu zeigen, dass die irreduziblen Polynome



SURREALE ZAHLEN 73

ungeraden Grades in No[X] bereits Grad Eins haben und wir kénnen ohne
Einschrinkung annehmen, dass f bereits irreduzibel ist.

Wir wollen unter Anderem durch Substitution weitere Einschrankun-
gen an die Darstellung von f bekommen. Zunéchst nehmen wir ohne Ein-
schrankung an, f sei normiert, d.h. es gelte ag = 1. Substituiere nun X =
Y — %L, Beachte hierbei, dass n # 0 gilt. Dann ist das Polynom f(Y’) noch
immer irreduzibel und es gilt

= (- 2) o (- 2)

=Y" +ny"! (—%) +a Y Ly =Y 4y,

=0
wobei 11, 79,73 € No[X] Polynome vom Grad héchstens n — 2 sind. Durch

diese Substitution kénnen wir ohne Einschrinkung f(X) = X"+> I , b; X"
annehmen.

Angenommen, es gilt f(X) # X". Wir wollen unter Zuhilfenahme des
Lemmas von Hensel 9.5 einen Widerspruch erreichen. Dazu bedarf es aber
noch etwas Vorarbeit.

Betrachte die Conway-Normalform der Koeffizienten von f. Angenom-
men, w?ir; sei der Term mit hochstem Exponenten, der in der Conway-
Normalform von b; auftritt, sodass r; # 0 gilt. Setze x = max;—s ., % Wir
substituieren nun X = Yw? und erhalten

1=2

1=2

=:g(Y)

Das Polynom ¢(Y') € No[X] ist ebenfalls irreduzibel und nach Definition von
w” ist der erste Term in der Conway-Normalform der Koeffizienten bjw =%
von g(Y) der Ausdruck w®ir; - w ™% = w%~%ir; Hierbei gilt z; — - i <jex 0
mit Gleichheit fiir mindestens ein .

Betrachte wie im Lemma von Hensel 9.5 den reellen Teil von g

n
gR(Y) ==Y+ > wls Y™ € RIX], s, =

1=2

ry, fallsx; —x-1=0 gilt
0, somnst

(39)

mit s; € R und s; # 0 fiir mindestens ein 7. Das Polynom g|r(Y") kann keine
zwei irreduziblen Faktoren in R[X] besitzen, denn sonst wire ¢g(Y') nach dem
Lemma von Hensel 9.5 reduzibel.

Wir betrachten die Zerlegung von ¢|g(Y’) in R[Y] in irreduzible Faktoren.
Jeder normierte, irreduzible Faktor in R[X] ist der Form X — a oder (X —
a)? +b? fiir a,b € R, b # 0. Dies lisst sich beispielsweise in [11, 5.Vorlesung,
Corollary 3.1] nachlesen. Aufilerdem kénnen in der Faktorisierung von g|g(Y)
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nach dem Lemma von Hensel keine zwei teilerfremde Faktoren auftreten.
Damit folgt

JrY)=(Y —a)" (a € R,n e N) oder
gr(Y) = (Y —a)® +b*)™ (a,b € R,b# 0,m € N).

Da deg(g|r) = deg(g) = n ungerade ist, muss schon g|g(Y) = (Y — a)” fiir
ein a € R gelten. Da in (39) der Koeffizient vor Y~ Null ist, muss a = 0
gelten. Das heifit, es ist g|g(Y) = Y im Widerspruch zu (39), da wir s; # 0
fiir mindestens ein ¢ € {2,...,n} gefordert haben.

Damit haben wir f(X) = X™ und, da f irreduzibel war, folgt weiter
n = 1. Offensichtlich hat f(X) = X die Nullstelle z = 0 € No.
O

Bemerkung 9.8. Aus dem Beweis von Satz 9.7 folgt insbesondere, dass
die normierten, irreduziblen Polynome ungeraden Grades in No der Form
X —a,a € No sind.

Wir beenden diesen Abschnitt mit folgendem Resultat, auf welches wir
hingearbeitet haben.

Korollar 9.9. Der angeordnete Korper (No,+, - <iex) ist reell abgeschlos-
sen.

Beweis. Aus Satz 9.2 folgt, dass jede positive surreale Zahl eine Wurzel be-
sitzt und aus Satz 9.7, dass jedes Polynom ungeraden Grades in No[X] eine
Nullstelle besitzt. Wir haben bereits in Satz 5.16 gesehen, dass (No, +, - <}ex)
ein angeordneter Korper ist. Damit haben wir alle Eigenschaften aus Defi-
nition 9.1 eines reell abgeschlossenen, angeordneten Korpers gezeigt. O

10. ADDITION SURREALER ZAHLEN IN DER FOLGENSCHREIBWEISE

Die Addition zweier surrealer Zahlen x,y € No wurde in Kapitel 5 als
Operation auf den entsprechenden kanonischen Darstellungen x = {X|, |
Xrty = {YL | Ygr} eingefithrt. Dabei ist z + vy = {Xp + v,z + Y1 |
Xgr +y,z + Yg}. Das heifit, die Addition ist rekursiv definiert. Dies fiihrt
dazu, dass es recht kompliziert ist, konkrete Summen auszurechnen. Im Ge-
gensatz dazu erscheint die Darstellung surrealer Zahlen als Folgen von &, &
vergleichsweise einfach zu sein. So ist beispielsweise die Ordnung <je, auf
kanonische Weise auf dieser Darstellung definiert. Auch die Darstellung von
Ordinalzahlen als Folgen von @ ist sehr einfach. Auflerdem l&sst sich aus
einer Folge = von @, & die kanonische Darstellung = = {X, | Xr} sehr viel
bestimmen.

Auch in [7, Frage 2] wurde die offene Frage formuliert, wie sich die Ope-
rationen 4+ und - auf No durch die Folgen von & und © beschreiben lassen.
Aus diesen Griinden beschiftigt sich dieses Kapitel mit der Frage, inwiefern
sich die Addition auf der Folgenschreibweise definieren l&sst.

10.i. Addition reeller Zahlen mit mindestens einem dyadischen Sum-
manden. Zunichst eine kleine Erinnerung.
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Bemerkung 10.1. Die reellen Zahlen bestehen aus den surrealen Zahlen
endlicher Liénge sowie denjenigen mit Linge w, welche nicht konstant wer-
den. Aus Satz 6.5 wissen wir, dass surreale Zahlen endlicher Lénge zu dya-
dischen Briichen korrespondieren, d.h. zu reellen Zahlen der Form 2& mit
k € Z,1 € Ng. Der Satz liefert aber noch mehr: Er gibt zudem eine explizite
Formel zur Umrechnung dieser Zahlen. Dies macht es moglich, auf einfache
Weise surreale Zahlen endlicher Lénge zu addieren, wie es das nachfolgende

Beispiel zeigt.

Beispiel 10.2. Betrachte etwa die surrealen Zahlen x = @ o ® 6,y =
@ & ©. Mit Satz 6.5 erhalten wir z = %,y = i. Es ist damit z +y = 1%.
Wieder mit Satz 6.5 folgt schlieffilich x +y=d o ® S O.

Man kénnte sich zwar iiberlegen, wie sich die Addition fiir dyadische Zah-
len in Folgenschreibweise formulieren lédsst, ohne die Umrechnung in Briiche
durchfiihren zu miissen. Da Satz 6.5 aber eine sehr einfache Charakteri-
sierung der dyadischen Briiche liefert, wiirde man hieraus keinen Vorteil
gewinnen.

Aus diesem Grund betrachten wir nun einen komplizierteren Fall. Wir
untersuchen, wie sich ein dyadischer Bruch x und eine reelle, aber nicht
dyadische Zahl y addieren lassen. Dazu werden zunéchst zwei Algorithmen
angegeben, mit denen Summen der Form e- 2%+y fire € {—1,1},n € Ny und
eine reelle (nicht dyadische) Zahl y >1x 0 in Folgenschreibeweise bestimmt
werden konnen. Zunéchst betrachten wir den Fall fiir e = 1.

Bemerkung 10.3. Zunichst werden einige Anmerkungen an Algorithmus
1 (nachfolgende Seite) gegeben.

Fiir die Bestimmung von x + y als Folge von &,5 werden die beiden
Hilfsvariablen z und m verwendet. Zu Beginn ist z die Folge y, d.h. eine
surreale Zahl von Linge w. Die Zahl m € Ny ist die kleinste natiirliche Zahl
mit y(m) # & = y(0). Das heifit, es ist m € N5o. Nun wird die Folge z auf
geeignete Weise veréndert, wobei einige Fallunterscheidungen durchzufiithren
sind. Es muss jeweils beachtet werden, ob nach Addition z + 2% >lex | 2] gilt.
Dies ist der Fall, wenn eine der if-Bedingungen aus Zeile 4,14 oder 27
erfiillt ist. Zu begriinden ist auch, warum in Zeile 26 ein i < n +m — 1 mit
z(i) = © existiert. Wir wissen, dass z(m) = & gilt. Da weiter n > 1 und
z(n +m — 1) = @ angenommen wurden, muss sogar n > 2 gelten. Wegen
m<m+1<n+m—1und z(m) = & folgt dann die Existenz von 1.

Am Ende wird die Folge z zuriickgegeben.

Der Algorithmus wird anhand einiger Beispiele veranschaulicht. Es ist
hierbei stets m = 1. Fiir grofleres m verhélt sich der Algorithmus analog.

Beispiele 10.4. Am Ende von Kapitel 6 haben wir bereits gesehen, wie
sich die reelle Zahl % darstellen lésst:

PR U U S U B
3 2 4 8 16 32 64
=docodbodo o .
~
Periode
(a) Wir betrachten als erstes 3 + %. Zu Beginn setzen wir z = 3

=@ o --- und m = 1. Es ist weiter n = 1,2(1) = ©,2(2) = ©.
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© 00N O UA W N

I R
w N = O

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38

Input: Natiirliche Zahl n € Ny und surreale Zahl y € No, so dass y >1ex 0
reell ist und ¢(y) = w gilt, d.h. y ist nicht dyadisch.
Output: Summe 2% + y als surreale Zahl in Folgenschreibweise
=+y:iw— {B,0}

begin
Setze z : w — {®, 6}, 2(i) = y(7) fir alle i < w;
Setze m = min{i < w: y(i) # O};
if n =0 then
Setze z(k + 1) = z(k) fiir alle k > m;
Setze z(m) = &;
else
// Gehe die verschiedenen Fille fiir z(n + m — 1) durch.
if z(n4+m —1) = © then
if z(n +m) = & then
| z(n+m) = ;
else

// Dann gilt z(n +m) = &. Priife, ob 5 + z > |z] gilt. Dies
ist genau dann der Fall, wenn n + m — 1 die erste Stelle mit
z(n+m—1) =0 ist.
if n =1 then

Setze z(m) = @, z(k + 1) = z(k) fiir alle k > m + 2.

Setze z(m + 1) = z(m+2) = 6.
else
| Setze z(n+m —1) = ®,z(n+m) =0;
end
end

else
// Nun gilt z(n+m —1) = &.
if z(n+m) = © then

| Setze z(n +m) = @;
else
Wihle grofites ¢ < n+m — 1 mit z(i) = &;
if © = m then

// Dann ist z 4 5= >jex L.

Setze z(i) = @, z(k + 1) = z(k) fir alle k > m + 1;
Setze z(l) =6 firallel=m+1,...,n+m+ 1;
else
| Setze z(i) = ®,2(1) = © firalle =i+ 1,...,n+m;
end
end
end
end
return z;

end
Algorithmus 1: Addition eines positiven dyadischen Bruchs und einer
positiven, nicht-dyadischen reellen Zahl.
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Nach dem Algorithmus setzen wir nun z(2) = @. Wir erhalten
z=000BCODOC DO ---.
<~
Periode

Aus Satz 6.5 sehen wir durch Nachrechnen:
1 1 1 1 1 1

S R T TR v

1 1 1 1 1 1 1
:2+<124+816+3264i”.)
1.1 5

3737w

wie gewiinscht.

Nun schauen wir uns an, wie sich der Algorithmus bei %—F% verhalt. Wir
setzen 2 = § =® 00+ ,m =1 Nunist n = 2,2(2) = 6,2(3) = &.
AuBerdem ist 2 offensichtlich nicht die erste Stelle, an welcher z ein ©
hat. Nach Algorithmus setzen wir also z(2) = @,2(3) = ©, d.h. wir
erhalten

z2=POPBOODdOS PO ...
~—~

Periode

1 1 1 1 1 1

=1-=
2

1 1 1 1 1 1 1

== l— = — S -

4+< 2 4+8 16+32 64 )

117

4 3

wie gewiinscht.

Nun kommen wir zu einem etwas schwierigeren Fall. Wir untersuchen
% + %. Bei diesem Fall ist Vorsicht geboten, da die Summe grofler als
Eins ist. Zunéchst setzen wir wie gewohnt z = %,m = 1, wobei wir
die Zeichenfolge von 2 bereits aus (a) kennen. Es ist n = 1,2(1) =
©,2(2) = @, aber im Gegensatz zu (b) ist 1 die erste Stelle, an welcher
z ein © hat. Nun setzen wir z(1) = @ und schieben alle weiteren Zeichen
z(k) mit ¢ > m + 2 = 3 um zwei Stellen nach rechts, um anschlieflend

2(2) = 2(3) = © einzufiigen:

z — -
DD —~— POBODO
©O einfligen  —2 verschieben

~z=BPocOo0hbOoDO BO ---
~—

Periode
SIS S S
2 4 8 16 32 64
1 1 1 1 1 1 1
:f«“a 178 16T W )
1. 5 4
27673
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(d) Wir betrachten £ +%. Setze z = 2, m = 1. Esist n = 3,2(3) = @, 2(4) =
©. Nach Algorithmus miissen wir nur z(4) = @ setzen und erhalten:

Z=B0O0O0DdDPBDOS BSOS .- .
~—

Periode

RS S WS S NS N SRS R B
2 4 8 16 32 64 128 256

=1+Q_Pf+1_1+1—1+1-_1im>

8 2 4 8 16 32 64 128 256

1.1 1

s 3T ar

(e) Wir betrachten I + %. Da i%—% = 13 > 1 gilt, ist bei diesem Fall wieder
Vorsicht geboten. Wir setzen z = 2,m = 1. Nun ist n = 2,2(2) =
®,2(3) =® und das grofite s <n+m —1 =2 mit 2(i) = S ist i = 1.

Nach Algorithmus setzen wir nun z(i) = @ und schieben die nachfol-
genden Zeichen alle um eine Stelle nach rechts. Anschlieffend setzen wir
z(l) = & fir [ = 2,3,4. Wir erhalten

z2=PPOOOODO DO
~~

Periode

_1+11111+1 1i
- 2 4 8 16 32 64

1 1 1 1 1 1
+<1—+4+8—16+32—64¢...)
5
6

wie gewiinscht.

(f) Der letzte Fall ldsst sich anhand von % + % einsehen. Die Darstellung
von 1 bekommen wir aus (d). Setze z = 3t,m = 1. Esist n = 4, 2(4) =
@, 2(5) =@). Das grofite i <n+m —1 =4 mit z(i) = © ist i = 2. Wir

setzen nun z(i) = z(2) = @, 2(3) = 2(4) = z(5) = © und erhalten:

z2=POPBOBOOS PO ---
~—~

Periode

1 1 1 1 1 1 1 1

S1TotITR 6 3% e TIm w6

RO UNS S N NS SR
16 2 32 64 128 256

_1_|_<1_1_+1+1+1_1+1_1:|:_..>
16 2 4 8 16 32 64 128 256
1 11 25

T16 21 s

Satz 10.5. Seien n € Ny,y € No, wobei y in Folgenschreibweise gegeben
sei. Zudem sei y eine reelle Zahl mit y >1ex 0 und l(y) = w, d.h. y ist nicht
dyadisch. Dann berechnet der Algorithmus 1 nach endlich vielen Schritten
die Zeichenfolge 2% +y korrekt.
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Beweis. Seien wie in Algorithmus 1 z : w — {®,6}, 2(i) = y(i)(i < w) und
m =min{i < w: y(i) # @}. Es werden die einzelnen Félle des Algorithmus
durchgegangen. Dabei muss jeweils gezeigt werden, dass die Anderungen des
Algorithmus an den Zeichen von z genau der Addition von 2% entsprechen.
Hier geht jeweils Satz 6.5 ein. Dieser liefert uns eine Interpretation der Zei-
chenfolgen als Summanden in Form von dyadischen Briichen. Sei Z die Folge,
die durch Anderung des Algorithmus an z hervorgeht. Ist n = 0, so folgt die

Behauptung direkt aus Satz 6.5. Nehmen wir also n > 1 an.
Fall 1: Angenommen, es gilt z(n+m — 1) = &.

Fall 1.1: Gelte zusitzlich z(n + m) = ©. Die einzige Anderung an z ist
z(n+m) =6 ~ Z(n+m) = . Wir bemerken, dass weiterhin Z(m) = ©
gelten muss, da die erste Stelle unberiihrt bleibt. Die weiteren Stellen bleiben
ebenfalls unverdndert. Nach Satz 6.5 entspricht die Zeichendnderung an der
(n + m)-ten Stelle von © in @ der Addition von 2 - W = o, wie
gewiinscht.

Fall 1.2: Nun nehmen wir z(n +m) = @ an. Dieser Fall ist etwas kompli-
zierter, da Qin + 2 >1ex| 2] + 1 = m moglich ist. Dies ist genau dann der Fall,

wenn n = 1 gilt. Das folgt aus Satz 6.5.

mm+-1
Denn falls n = 1 gilt, so ist z der Form z = @--- &6 @& rmit r = z(m+

2)2(m+3) - und & an der Stelle von - - -. Damit gilt z >jex m+5 = | 2] +3.
Falls andererseits n > 1 gilt, so konnen wir das Anfangsintervall d von z mit
Lénge n + m — 1 betrachten. Fiir dieses gelten offensichtlich d >ex z und
d <iex|z] 4+ 1. Weiter ist d + 5= eine Summe dyadischer Briiche, fiir welche

2% +d=d® <jex|z] + 1 gilt, wobei d® die Aneinanderreihung von d und @
sei. Insgesamt gilt 2% + 2z <lex 2% +d=d® <jex|z] + 1.

Falls nun n = 1 gilt, so setzen wir z(m) = @, z(k + 1) = z(k) fur alle
k> m+2und z(m+1) = z(m+2) = ©. Wir gehen die einzelnen Anderungen
durch. Es ist:

ZZ@-"GBg@z(m—l—Z)z(m—k?))r (bei --- stehen @)
MEZ@---EBEmBGGz(m+2)z(m+3)T (bei --- stehen @),
wobei r = z(m +4)z(m +5) - -+ gilt. Mit Satz 6.5 erkennen wir

O T I 1 1 1
z=mogt gt D agmmmismilog ot ) cngey
i=m+2 i=m+3

1, fir z(i) =@
mit e, =<0, firz(i)=0
-1, furz(i) =0

Damit erhalten wir insgesamt eine Anderung von % = 2%, wie gewiinscht.

Falls andererseits n > 1 gilt, so ist n + m — 1 nicht die erste Stelle mit
z(n+m — 1) = ©, denn es ist nach Definition z(m) = ©. Wir machen die
Anderungen z(n +m —1) = & ~ Zn+m—1) = @,2(n +m) = & ~
Z(n +m) = ©. Die restlichen Zeichen bleiben gleich. Die erste Anderung
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entspricht der Addition von 2n—1,1 und die zweite der Subtraktion von 2%

Insgesamt ist z = 2% + z.
Fall 2: Sei nun z(n +m —1) = @.

Fall 2.1: Falls z(n +m) = © gilt, so kénnen wir analog wie in Fall 1.1
argumentieren.

Fall 2.2: Gelte nun z(n +m) = &. Wir wéhlen das groite i <n+m — 1
mit z(7) = ©. Dieses muss existieren, da nach Definition z(m) = & gilt. Die
Schwierigkeit dieses Falles liegt erneut darin, herauszufinden, wann 2% +
z >lex| 2] + 1 gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn i = m gilt.

Falls i = m gilt, so betrachte das Anfangsstiick d von z mit Lange n + m.
Wegen z(n + m) = @ gilt d <jex 2. Nach Konstruktion ist dann d(k) = @
fir k=m+1,...4(d) — 1 mit ¢(d) = n + m. Mit Satz 6.5 sehen wir dann
lz] +1= 2% + d <jex 2% + z, wie gewiinscht.

Falls ¢ > m gilt, so betrachte das Anfangsstiick d von z mit Lénge 1.
Wegen z(i) = © ist d>jex 2. Aus 2 <jex|2z] + 1 und ¢ > m erhalten wir
d<iex|2] +1und |2) 4+ 15100 d® = d+ b S A+ ok S b+ 2

Falls nun ¢ = m gilt, so ist

n+m—1n+m

P=@ - @O@- D@ 2ntmt)z(n+m+2)r

n+1
m—+1 n+m n+m-+1
=6 d 6 6--- 6 o zn+tm+l)z(n+m+2)r
n+1

wobei r der Rest der Zeichenfolge r = z(n +m + 3)z(n + m + 4)--- sel.
Mit gleicher Argumentation wie in Fall 1.2 erhalten wir aus Satz 6.5 fiir den

WertderAnderung1—%—%—...—2%:2%.

Falls i > m gilt, so kénnen wir analog argumentieren. In beiden Féllen
erhalten wir zZ = 2% + z, wie gewiinscht.

Da die Endlichkeit klar ist, haben wir insgesamt den Satz bewiesen. [

Als né#chstes betrachten wir Summen der Form —2% + y fiir n € Ny und
eine relle Zahl y € No mit y >1x 0 und ¢(y) = w in Folgenschreibweise.

Bemerkung 10.6. Seien n,y wie in Algorithmus 2 (nachfolgende Seite). Es
wird auf dhnliche Weise wie in Algorithmus 1 vorgegangen. Gestartet wird
erneut mit der Zeichenfolge z = y und m = min{i < w : y(i) # @ = y(0)}.
Anschlielend wird die Zeichenfolge z auf geeignete Weise veréndert.

Der Unterschied zu Algorithmus 1 besteht darin, dass beachtet werden
muss, ob die Ungleichung —% + y <iex|y] gilt. Dies ist der Fall, wenn eine
der if-Bedingungen aus Zeile 4 oder 24 erfiillt ist. Wegen n > 1,m > 1 und
z(0) = @ ist auch klar, dass in Zeile 23 ein maximales ¢ < n + m — 1 mit
z(1) = @ existiert.

Am Ende wird wieder die Folge z zuriickgegeben.
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SURREALE ZAHLEN

Input: Natiirliche Zahl n € Ny und surreale Zahl y € No, so dass y >1ex 0

reell ist und ¢(y) = w gilt, d.h. y ist nicht dyadisch.

Output: Summe —2% + y als surreale Zahl in Folgenschreibweise

- ty:iw— {6,060}

begin
Setze z : w — {®, 0}, 2(1) = y(i) (I <w);
Setze m = min{i < w: y(i) # O};
if n =0 then
if m =1 then
| Setze 2(0) = ©, 2(1) = @;
else
| Setze z(k) = z(k + 1) fiir alle k > m — 1;
end
else
if z(n+m —1) =@ then
if z(n+m)= @ then
| z(n+m)=6;
else
// Nun gilt z(n +m) = ©.
Setze z(n +m — 1) = S, z(n + m) = @;
end
else
// Nun gilt z(n+m —1) = 6.
if z(n +m) = @ then
| Setze z(n +m) = ©;
else
Waihle grotes ¢ < n+m — 1 mit z(i) = &;
if i=m — 1 then
if m=1 then
| Setze z(i) = ©,2(() = @ fiir alle l = m, ..., m+n;
else
Setze z(i) = ©, z(k) = z(k + 1) fir alle k > n +m;
Setze z({) =@ fuir L =m,...,n+m — 1;
end
else
// Nun gilt ¢ > m — 1.
Setze z(i) = 6,z(() =@ firalle L =i+ 1,...,n+ m;
end
Setze
end
end
end
return z;
end

81

Algorithmus 2: Addition eines negativen dyadischen Bruchs und einer
positiven, nicht-dyadischen reelle Zahl.
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Satz 10.7. Seien n € Ng,y € No, wobei y in Folgenschreibweise gegeben
sei. Zudem sei y eine reelle Zahl mit y >10x 0 und £(y) = w, d.h. y ist nicht
dyadisch. Dann berechnet der Algorithmus 2 nach endlich vielen Schritten
die Zeichenfolge —2% +y korrekt.

Beweis. Der interessanteste Fall ist gegeben, wennn > 0 und z(n+m—1) =
z(n +m) = & gelten. Alle anderen Fille verlaufen wie im Beweis zu Satz
10.5. Seien also n > 0 und z(n +m — 1) = z(n + m) = ©. Nun kann der
Fall —2% + 2 <lex| 2] = m — 1 auftreten. Dies ist genau dann der Fall, wenn
z(i) = © fur alle m < i <n+m —1 gilt, d.h. wenn ¢ = m — 1 das grofite
Element i < n + m mit z(i) = @ ist.

Falls z(i) = © fiir alle m < i < n+ m gilt, so ist klar, dass —5 +
z<lex|2] = m — 1 gilt. Dies folgt aus Satz 6.5. Wir nehmen also an, es
existiert ein £ € {m,...,n+m — 2} mit z({) = &. Sei d das Anfangsstiick

von z mit Lange ¢. Dann gilt sicherlich d <j¢x z und mit Satz 6.5 erhalten wir
1 I<ntm-1 1 . .
2] =m—1<jxdo = —ommrt <lex —3n T d <lex — 3 +2, Wie gewiinscht.

Wihle also das grofite ¢ < m+m — 1 mit z(i) = @. Sei Z die Zeichenfolge,
welche durch Anderung des Algorithmus an z hervorgeht. Wir fithren eine
Fallunterscheidung durch.

Fall 1.1: Es gelte i = m — 1 und m = 1. Mit dem Algorithmus folgt

n+m n+m

m 5 m
2=00-0 Or vz =00---D D,
wobei r = z(n+m+ 1)z(n +m+2)--- gilt. Mit Satz 6.5 erhalten wir

n+1 n+1

) S E T ENE T S
i=1 i=1
(o) . .
ORI MEEE S R
i=n+m+1 ’
n
Damit ist 2 — 2z = —2 + Z%% = —2%, wie gewiinscht.
1=

Fall 1.2: Gelte nun ¢ = m—1 und m > 1. Nach dem Algorithmus erhalten
wir

n+m—1 n+m

m
z=®---0POS---0 © or

_ m n+m—1
~ 2 =Ph--POED---DP P T,

wobei r = z(n+m+ 1)z(n+m+1)--- gilt. Mit Satz 6.5 erhalten wir

n+l 1 g
z:m—;%—l—s ~ z:m—1—2+§2i+s,

mit s wie in Fall 1.1. Es folgt 2 — z = —2%, wie gewiinscht.
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Fall 2: Es gelte ¢ > m — 1. Sei d das Anfangsstiick von z von Lénge 1.
Dann erhalten wir

n+m—1n+m

r=d®o---0 6 or

n+m—1n+m

~Ei=doe---o B o

wobei 7 = z(n+m + 1)z(n+m + 1) --- gilt. Erneut erhalten wir aus Satz
6.5 die Gleichheit Z = — 5 + 2.

Damit ist die Korrektheit gezeigt. Da die Endlichkeit klar ist, ist der Satz
insgesamt bewiesen. U

Wir geben ein Beispiel fiir n,y an in dem Fall, wie er im Beweis zu Satz
10.7 behandelt wurde.

Beispiel 10.8. Gegeben werden zwei Beispiele zur Umsetzung von Algo-
rithmus 2. Aus Beispiel 10.4(e) wissen wir:

=P dO GO
~—

12
Periode
1 1 1 1 1 1
—]1—-_—-_-_ 4 — =
2 4 8 16 32 64
(a) Wir betrachten —% + L. Zuniichst setzen wir z = 5 =@ o,m = 1.

Esist n =4,2(4) = ©,2(5) = @. Damit ist die if-Bedingung aus Zeile
13 erfiillt. Aus dem Algorithmus erhalten wir
z2=P000000 DO
—~~

Periode

1 1 1 1 1 n 1 1
2 4 8 16 32 64 128 256
1

1 1 1 1 1 1 1 1
= (12— S R R T

16 2 4 8 16 32 64 128 256
_ L1
16 ' 12’

wie gewiinscht.

(b) Nun betrachten wir —% + 5. Erneut setzen wir z = 4, m = 1. Es ist
nun aber n = 3,2(3) = 2(4) = © und z(i) = & fiir alle 0 < 7 < 3. Damit
ist die if-Bedingung aus Zeile 17 erfiillt. Aus dem Algorithmus folgt

Z2=0PDPBEDPDPOS BSOS
~—

Periode

= 1+1+1+1+1+1 i+i—ii
- 2 4 8 16 32 64 128 256

1
8
1 1 1 1 1 1 1 1 1
——+<1 ——————— +—+—i...)
1

2 4 8 16 32 64 128 256

wie gewiinscht.
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(¢) Nun betrachten wir —% +B. Esistz=B =000600060 86

Periode
sowie m = 2. Weiter ist n = 3,2(4) = 2(5) = &, d.h. es ist die else-
Bedingung aus Zeile 20 erfiillt. Nach Algorithmus erhalten wir

=0 ode BO
~—

Periode
~Z=0000PPO DO
~~
Periode
1 1 1 1 1 1
=l-c4-+-+—+—-——+

2 4 8 16 32 64
1<2111111

+...
2 4 8 16+32 64 ’

wie gewiinscht.

Bemerkung 10.9. Mit den Algorithmen 1 und 2 lassen sich nun beliebige
Summen e - 2% +y mit e € {—1,1},n € Ny und y € No reell bestimmen.
Ist {(y) < w, so ist y dyadisch und wir kénnen die Darstellung aus Satz 6.5
verwenden. Anderenfalls wird Algorithmus 1 oder 2 verwendet. Zu erwidhnen

ist, dass unter Umsténden die Regel fiir additive Inverse anzuwenden ist. Ist

beispielsweise e = —1, y <jex 0, s0 berechnen wir zunéchst mit Algorithmus
1 die Summe Z = 5+ (—y). AnschlieBend werden durch z = —Z alle Zeichen
in Z umgedreht. Analog bestimmen wir fiir e = 1,y <jex 0 mit Algorithmus
2 die Summe Z = —5 + (—y) und setzen z = —Z.

Nun fiihren wir noch die Algorithmen 1 und 2 zusammen. Ziel ist es, eine
dyadische Zahl x und eine reelle Zahl y, welche jeweils in Folgenschreibweise
gegeben sind, addieren zu konnen. Betrachte hierzu Algorithmus 3 auf der
néchsten Seite.

Satz 10.10. Seien x,y relle Zahlen, x dyadisch und y >1ex 0 nicht dyadisch.
Dann berechnet Algorithmus 3 nach endlich vielen Schritten die Summ x+vy
korrekt.

Beweis. Sei m = min{i < w : x(i) # x(0)}. Mit Satz 6.5 erhalten wir z =

£(z)—1 1 fii N —
sgn(z)-m+ > e- 21_%“ mit e; =< ?r a;(z) B @ Die Behauptung
o —1, firz(i) =6

folgt dann bereits aus den Satzen 10.5 und 10.7 iiber die Korrektheit der
Algorithmen 1 und 2. O
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Input: Surreale Zahlen x,y in Folgenschreibweise, wobei x dyadisch und

Y >1ex 0 reell, aber nicht dyadisch seien.
Output: Summe x + y als surreale Zahl in Folgenschreibweise
r4y:w— {00}

1 begin
2 Setze z = y,m = min{i < w: () # 2(0) };
3 fori=1,...,m do
4 if 2(0) = @ then
5 ‘ Bestimme z = 1 4+ z mit Algorithmus 1 bzw. 2;
6 end
7 if 2(0) = & then
8 ‘ Bestimme z = —1 + z mit Algorithmus 2 bzw. 1;
9 end
10 end
11 fori=m,...,¢(z) —1do
12 if 2(i) = @ then
13 if 2z >0, 0 then
14 ‘ Bestimme z = ﬁ + z mit Algorithmus 1;
15 else
16 Bestimme z = — z—7 + (—2) mit Algorithmus 2;
17 Setze z = —z;
18 end
19 else
20 if 2 >0 0 then
21 ‘ Bestimme z = —21-,%“ + z mit Algorithmus 2;
22 else
23 Bestimme z = 5~ + (—z) mit Algorithmus 1;
24 Setze z = —z;
25 end
26 end
27 end
28 return z;
29 end

85

Algorithmus 3: Addition eines positiven oder negativen dyadischen

Bruchs und einer positiven reellen Zahl, Version 1.

Algorithmus 3 ldsst sich noch etwas verbessern, sodass die Algorithmen 1
und 2 — je nach gegebenem x und y — weniger oft aufgerufen werden miissen.

Dies wird in Algorithmus 4 realisiert.



86 MORITZ SCHICK

Input: Surreale Zahlen x,y in Folgenschreibweise, wobei x dyadisch und
Y >1ex 0 reell aber nicht dyadisch seien.
Output: Summe x + y als surreale Zahl in Folgenschreibweise
r4y:w— {00}

1 begin
2 Setze z = y,m = min{i < w: () # 2(0) };
3 fori=1,...,m—1do
4 if 2(0) = @ then
5 ‘ Bestimme z = 1 4+ z mit Algorithmus 1 bzw. 2;
6 end
7 if 2(0) = & then
8 ‘ Bestimme z = —1 + z mit Algorithmus 2 bzw. 1;
9 end
10 end
11 if £ >1x 0 then
12 Setze £ = m,r =min{i <w :i > £, z(i) # S};
13 while ¢ < {(x) do
14 Bestimme z = ﬁ + y mit Algorithmus 1;
15 Setze £ =r,r =min{i <w : 7 > {,z(i) # ©};
16 end
17 else
18 // Nun gilt & <jex 0
19 Setze £ = m,r = min{i < w : i > £, x(i) # B};
20 while ¢ < {(z) do
21 Bestimme z = —ﬁ + y mit Algorithmus 2;
22 Setze { = r,r =min{i <w:i > ¢, x(i) # ®};
23 end
24 end
25 return z;
26 end

Algorithmus 4: Addition eines positiven oder negativen dyadischen
Bruchs und einer positiven reellen Zahlen, Version 2.

Satz 10.11. Seien x,y relle Zahlen, x dyadisch und y >1ex 0 nicht dyadisch.
Dann berechnet Algorithmus 4 nach endlich vielen Schritten die Summe z+y
korrekt.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall z >.x 0. Der Fall x <jo 0 verlauft ana-
log. Sei m = min{i < w : x(i) # x(0)}, Sei (¢;,7;) das Paar (¢,7), welches
man nach dem j-ten Durchlauf der while-Schleife in Zeile 13 erhélt fiir
j=0,...,sund ein s € N. Dann gelten {; = ¢(x) und ¢;4; = r; fir alle j =
0,...,s—1. Wir zeigen durch Induktion nach j, dass m—1+>7_, %%m = a;
gilt, wobei a; das Anfangsstiick von = mit Lange r; sei.

—1
j = 0: Klar, denn es gilt a; = @ ®S- & . Mit Satz 6.5 folgt ag =
ro—m
1 1
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7> 0: Es ist

a; :@-'-@g:r(m—i-l)---x(rj -1)
=®--- D gw(m—i— 1) e ‘I‘(’I”j_l - 1)x(rj_1)x(rj_1 + 1) e -x(T‘j — 1)

Nach Definition von (l;,7;) ist z(rj_1) = ®,z(rj_1 +1) = ... =z(r; — 1) =
©. Mit der Induktionshypothese und Satz 6.5 erhalten wir

ri—1

=1 1 1
a’j =m— 1 + Z 2ri—m + 2rj,17m B Z W
ZZO i:Tj_l—l-l

o1 1 SN
:m_l—i_ZQrifm—f_er—m :m_1+zm7
=0 =0

was zu zeigen war. O

10.ii. Verallgemeinerung auf beliebige reelle Zahlen. Mit den Algo-
rithmen 3 bzw. 4 lassen sich auflerdem Summen und Differenzen beliebiger
reeller Zahlen berechnen, wenn auf die Endlichkeit der Laufzeit verzichtet
wird. Allerdings ist es beispielsweise bei einer irrationalen Zahlen z € R
ohnehin nicht mdglich, die Folgendarstellung von z komplett anzugeben, da
diese nicht periodisch ist, wie wir in Kapitel 6 gesehen haben. Auch hier
miissen wir jedes neue Folgenglied explizit berechnen.

Wenn x € R nicht dyadisch ist, bedeutet das, dass in der Darstellung von x
immer wieder @& und & auftreten und ¢(x) = w gilt. Damit ist Algorithmus 3
offensichtlich nicht endlich. Auch Algorithmus 4 ist nicht endlich, da ¢, r stets
natiirliche Zahlen sind. Daher gilt stets ¢ < ¢(x). Man kann die Algorithmen
aber nach einer bestimmen Anzahl j an Durchldufen stoppen, um eine reelle
Anndherung z; an x + y zu bekommen. Fiir beliebiges r € R~ finden wir
dabei einen Durchlauf j so, dass |z; — (z 4+ y)| < € gilt. Es gibt aber einen
Nachteil der Approximationen z;. Diese konnen nicht so gewéhlt werden,
dass man den Beginn der Folge x + y schon sicher kennt. Betrachte etwa
folgendes Beispiel. Seien x = %,y = % Bestimme die Summe x + y mit
Algorithmus 4, wobei bereits bekannt ist, dass x + y = & gilt. Es ist

r=000bO0dbO BSOS ---
~~

Periode

() ol L
—~\2 2 8 32 128 7

Y

1+1 1+1 1+1 1
2 4 8 16 32 64 128
Pobobeodbo S ---

~—

Periode

Damit ist  >1ex0 und m = min{i < w : z(i) # & = z(0)} = 1. Seien
(¢j,7;)(j € N) das Paar (¢,r), welches wir nach dem j-ten Durchlauf der
while-Schleife in Zeile 13 von Algorithmus 4 erhalten. Sei z; das z, welches
wir ebenfalls nach dem j-ten Durchlauf der while-Schleife in Zeile 13 von
Algorithmus 4 erhalten.

I
[
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Induktiv lésst sich £; = 2j+1,7; = 2(j41)+1 zeigen. Es wird nun in Zeile
14 jeweils Algorithmus 1 mit n; = r; — m aufgerufen. Es folgt schliellich

2(j+1) 2(+1)+1 ,
2 =0O0d-- @ @® @or (bei --- stehen @),

wobeir = @6 @O --- gilt. Damit gilt zwar z; — 1 (j — o0) als reelle Folge,

Periode

aber z; # @ = 1 fiir alle j € Ng. Betrachtet man jedoch die Zeichenfolge
der z;j, so ndhert diese sich der surrealen Zahl o & ®--- =1 — LgR
~—— w

w
an. Damit ist gemeint, dass fiir alle ¢ € N5y ein n € N existiert, sodass fiir
alle m > n die Gleichheit z,,(i) = @ gilt. Beachte, dass wir jedoch keine
Konvergenz von Folgen surrealer Zahlen definiert haben.

10.iii. Verallgemeinerung auf Ordinalzahlen. Zunichst eine Erinne-
rung.

Lemma 10.12. Seiz = e-a+ a € No mit einer Limeszahl o € On sowie
a € R,e e {-1,1}. Dann ist x die Zeichenfolge

- @---®a, false=1
- le---ea, falls e = —1

mit a-vielen ® bzw. © am Anfang. Das heifst x ist die Aneinanderreihung
der Zeichenfolgen e - a und a.

Beweis. Fiir e = 1 wurde die Behauptung bereits in Beispiel 7.9 gesehen.
Fiir e = —1 folgt die Behauptung schliellich aus Satz 5.5. O

Mit Hilfe der Algorithmen 3 bzw. 4 lassen sich sogar Summen von beliebi-
gen reellen und Ordinalzahlen bestimmen. Sind «, y beides Ordinalzahlen, so
lassen sich beliebige Summen und Differenzen auf kanonische Weise bilden,
da wir bereits wissen, dass surreale Addition der natiirlichen Addition auf
Ordinalzahlen entspricht. So ist beispielsweise w? +w die Folge von (w? +w)-
vielen @. Nun betrachten wir den Fall, dass genau eine der beiden Zahlen
x,y eine Ordinalzahl ist. Sei etwa x = A+ n fiir eine Limeszahl A € On und
ein n € N. Dann ist nach Lemma 10.12

rHy=A+n+y=r+mn+y) o an+y)

A

wobei n 4+ y eine Summe einer reellen und einer insbesondere dyadischen
Zahl ist, welche wir bereits bestimmen konnen. Analog erhalten wir die
Folgendarstellung von —z + y. Um beliebige Summen von Ordinalzahlen zu
bestimmen, brauchen wir noch den nachfolgenden Satz.

Seien némlich x = Zle wn;,y = Zli:1 wlm; € On beliebige Ordi-
nalzahlen in Cantor-Normalform, d.h. es gelten k,I € N,n;,m; € N und
(i)k_,, (Bi)l_; C On sind streng monoton fallend. Wollen wir z + y bestim-
men, so konnen wir dies bereits, da die Summe wieder eine Ordinalzahl ist.
Bestimmen wir aber x + (—y) oder (—z) + y, so erhalten wir jeweils eine
endliche Potenzreihe, in der auch Terme w?(—n) fiir ein A € On und ein
n € N auftreten kénnen. Damit ist die Summe keine Ordinalzahl mehr.
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Mit dem nachfolgenden Satz kénnen wir in diesem Fall trotzdem die zu-
gehorige Zeichenfolge angeben.

Satz 10.13. Seien n € N,my,...,my, € Z\{0} beliebig und (a;)?_; C On
eine beliebige, streng monoton fallende Folge von Ordinalzahlen. Fir i =
1,...,n seien

@, fallsm; >0

©, sonst

i W mi| = {®, 0}, zi(B) = { (6 € On, 5 <w™ |mil)

surreale Zahlen. Sei x = x1 - - - x,, die Aneinanderreihung der x;. Dann gilt
n
i=1

Beweis. Wir fiihren eine Induktion nach « := ¢(x) € On. Hierzu sei & € On
beliebig und wir nehmen an, die Behauptung gelte fiir alle Ordinalzahlen
kleiner als . Sei & := z1 - - - x,,—1. Nach Induktionshypothese gilt dann & =
n—1

> w*m;. Es reicht auflerdem die Behauptung fiir m; > 0 zu zeigen. Der
i=1

allgemeine Fall folgt dann aus der Formel fiir additive Inverse aus Satz 5.5.

Sei i 1= max {i : m; > 0}. Wir fithren eine Fallunterscheidung durch.
i=1,....n
Fall 1: Angenommen, es existiert ein j € {1,...,n—1} mit m; < 0. Setze

.....

Fall 1.1: Gelte zusitzlich m,, > 0. Dann ist w®m, = {8 € On,3 <
w*my, | 0} € On. Mit der Induktionshypothese und Kofinalitits-Theorem
1 kénnen wir statt der kanonischen Darstellung fiir & schreiben:

io—1
= {Z wYm; + w®o (my, — 1) + 7
i=1

(7,0 € On,y < w0, § < wo).

Jo—1
Z w¥m; + wo (my, + 1) + 5}

=1

Daraus folgt

n
g w¥m; = T + w*m,,
i=1

i0—1
= {Z w¥m; + w (m;, — 1) + v+ w*m,, T + ﬁ’
i=1

Jjo—1
i=1
(B,7,6 € On, B < w* myp,y < w*0,§ < wo).

Da die Ordnung auf den Potenzreihen nach Satz 8.15 durch die gradlexi-
kographische Ordnung gegeben ist, konnen wir mit Kofinalitats-Theorem 1
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auch

Jo—1
Z wm; + w9 (mj, +1) — 0 + w*my, }
i=1

(8,0 € On, f < w*my, 0 < w).

Zn:waimi = {f: +,8

=1

schreiben. Durch erneute Anwendung von Kofinalitéits-Theorem 1 koénnen
wir in der rechten Menge auch den Summanden w®“*m,, weglassen und er-

halten schlie3lich:
Jo—1
Z wYm; + w®o (mj, + 1) — 6}

n
> wim; = {i + 8
=1 =1

(8,6 € On, f < wmy,d < wo).

(41)

Aus der Induktionshypothese erhalten wir Darstellungen der Elemente aus

n
der linken und rechten Menge von > w®m; in (41). Leicht sieht man aus
i=1
diesen Darstelungen, dass = die simpelste Zahl ist, welche zwischen den
beiden Mengen liegt. Damit folgt die Behauptung in diesem Fall.

Fall 1.2: Nun gelte m,, < 0. In diesem Fall ist w®m,, = {0 | =} (B €
On, 3 < w® |my|). Wir kénnen dieselbe Darstellung von Z wie in Fall 1.1
verwenden und erhalten analog wie in Fall 1.1 durch wiederholte Anwendung

Jo—1

von Kofinalitdts-Theorem 1:
n
i=1 i=1

(8,7 € On, B < w*™my,y < wo).

Erneut erhalten wir aus der Induktionshypothese Darstellungen der Elemen-
n

te aus der linken und rechten Menge von > w®m;. Auch hier erkennt man
i=1

daraus, dass x die simpelste Zahl ist, welche zwischen den beiden Mengen

liegt.

Fall 2: Nun gelte m; > 0 fiir alle j = 1,...,n — 1. Gilt auch m,, > 0,
so ist x eine Ordinalzahl und die Behauptung folgt dann bereits aus der
Darstellung von Ordinalzahlen aus Kapitel 7. Gelte nun m, < 0. Wie in
Fall 1.2 ist w*m, = {0 | —p} (8 € On,B < w® |m,|). AuBerdem ist
Z€On,dh. esist = {y|0} (y € On,y < ). Es folgt

n
Zwo"'mi =T +wmy, = {y+w*m, |z - B}
i=1

(8,7 € On, B <w™mp,y < I).

Da m,, < 0 gilt, kénnen wir nach Kofinalitdts-Theorem 1 auch

Zwaimi ={v|z-p} (B,y€O0n,5<w*™|my|,y <)
i=1

schreiben. Wie in Fall 1 folgt auch hier die Behauptung und wir haben den
Satz insgesamt bewiesen. U
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Bemerkung 10.14. Satz 10.13 liefert uns eine Moglichkeit zur Darstellung
von Zahlen Y " | w®m, fiir n € N,my,...,m, € Z und eine streng monoton
fallende Folge von Ordinalzahlen (o) ; C On. So ist beispielsweise

2 2 D, fﬁr5<w2
Ww—w=z:w t+w—>1D,9,2 = )
{ b a(8) {@, firw? <B<w?+w

dh.oesistw? —w=@---0---.
—
w? w
Satz 10.15. Seien n € N,my,...,my, € Z\{0} und (o;)}_, eine streng
monoton fallende Folge von Ordinalzahlen mit o, > 0. Firi = 1,...,n
seien

@, falls m; >0

€ On, 8 < w |m;
o, somst (B B <w™|my|)

i W mi| = {®, 0}, 2i(B) = {

surreale Zahlen. Sei weiter v € R dyadisch und x = x1 - - - x,r die Aneinan-

n
derreihung der jeweiligen Zeichenfolgen. Dann gilt x = > w®m; + 7.

i=1
Beweis. Analog zum Beweis von Satz 10.13 fithren wir eine Induktion nach
¢(x). Beachte, dass fiir £(r) € {0,1} die Behauptung bereits aus Satz 10.13
folgt. Somit konnen wir ohne Einschrinkung ¢(r) > 1 annehmen. Ohne
Finschriankung kénnen wir weiter » > 0 annehmen, denn sonst folgt die
Behauptung aus der Formel fiir additive Inverse aus Satz 5.5. Beachte, dass
wir nicht x >1e 0 fordern.

Sei s <; r das Anfangsstiick von r mit Linge ¢(s) = ¢(r) — 1. Beachte
hierbei, dass ¢(r) € Ns; gilt. Nach der Formel aus Satz 6.5 tiber surreale
Zahlen endlicher Lénge ist r = S%—@Q%n fiir gewisse e € —1,1, m € Np. Zudem
ist genau dann e = 1, wenn r = s@ gilt. Sei weiter £ das Anfangsstiick von
x mit Lénge ¢(Z) = ¢(x) — 1. Beachte hierbei, dass ¢(x) = A + £(r) fiir eine
Limeszahl A\ € On gilt. Das heifit insbesondere ist ¢(x) eine Nachfolgerzahl.

n
Nach Induktionshypothese wissen wir, dass & = > w®m; + s gilt. Nun
i=1
flihren wir eine Fallunterscheidung durch.

Fall 1: Gelte zusétzlich e = 1, d.h. es ist » = s®. Dann ist 62% = 2%% =
{O] A} wobei A={a=®6S---©|l(a) =1,...,m} eine Menge dyadischer
Briiche ist.

Falls A = () gilt, so ist m = 0. Nach der Wahl von s und der Formel fiir
surreale Zahlen endlicher Lénge aus Satz 6.5 wissen wir dann bereits, dass
r nur aus @ besteht. Die Behauptung folgt dann direkt aus dem vorherigen
Satz, denn es ist r € N und Y1 | wm; +7r = > 1 w¥m; + wOr.

Gelte also A # (). Insbesondere ist A endlich. Setze amin = mig{a}.
ac

Nach Kofinalitéits-Theorem 1 gilt ez = 5 = {O | amin}. Genauer gilt
Gmin = 2,%1 Beachte, dass m > 0 wegen A # () gilt. Wir erhalten schlielich

om’

n
A ~ 1 ~ 1 5 1
Zwo‘lmi+r—x+€m—{xL+m’$+© TR+ 55, $+amin}-

; 2 2
=1
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Analog zum Beweis von Satz 10.13, kénnen wir mit Kofinalitéts-Theorem 1

schreiben:
5 1

Da m > 0 gilt, muss ein j € N existieren mit r(j) = ©. Mit der Induktions-
hypothese und Satz 6.5 ist = + Qm%l = x1---x,t wobei t <; r so gewahlt
ist, dass ¢(¢) minimal mit der Eigenschaft r(¢(t)) = © ist.

n
Zwaimi+T: {j | j+amin} - {j

=1

n
Wegen z1 - - xpt < Z gilt schliefllich Y w®m; +r = {ic ‘574— 2,,%1} =
i=1
{Z |x1- xnt} = TP, wie gewiinscht.

Fall 2: Falls andererseits e = —1 und r = s© gilt, so kénnen wir analog
argumentieren und erhalten insgesamt die Behauptung. O

Bemerkung 10.16. Satz 10.15 liefert eine Darstellung von surrealen Zahlen
der Form a— S+ r mit Limeszahlen «, 8 € On und r € R dyadisch. Beachte,
dass man eine Potenzreihe > | w*m; mit o;, m;, n wie in Satz 10.15 mit
Hilfe der Cantor-Normalform immer als Summe «— ( fiir Limeszahlen «, 5 €
On schreiben kann.

Der Satz lidsst sich aber auch auf beliebige r € R ausweiten. Sei hierzu
r ={rr | rr} € R beliebig, nicht dyadisch und in kanonischer Darstellung.
Seien weiter o, 5 € On Limeszahlen. Da wegen der gradlexikographischen
Ordnung aus Satz 8.15 die Ungleichungen (o — )1 +r <jex(av — 5) + 7, und
(= B)r + 1 >1ex(av — B) + R gelten, erhalten wir mit Kofinalitéits-Theorem
1:

(a=PB)+r={(a=p)+rr| (a=p)+rg}.

Satz 10.15 liefert eine Darstellung der Elemente aus der linken und rechten
Menge. Nach Definition des Schnittes der beiden Mengen ist dann bereits
(o — B) + r die Aneinanderreihung der Zeichenfolgen o« — 8 und r.

Bisher konnten wir nur Zahlen der Form +A £ 7 mit A € On,r € R
darstellen. Das Problem war, dass wir dann Zahlen wie z = w? + %,y =
—w + % in Folgenschreibweise nicht mehr addieren konnten, da wir keine
Darstellung fiir w? — w hatten. Durch Satz 10.15 haben wir dieses Problem
gelost.

Seien nun allgemein x = o + r,y = B + s mit Limeszahlen «, 5 € On
und r,s € R in Folgenschreibweise gegeben. Wir gehen davon aus, dass
wir daraus die Zahlen «, 8 in Cantor Normalform ablesen bzw. bestimmen
konnen. Seien weiter ej,eq € {—1,1} gegeben. Gesucht ist die Folgendar-
stellung von ej (a4 1) 4 e2(5 + s). Dazu bestimmen wir zunéchst e;a + e28
durch Addition der jeweiligen Conway-Normalformen. Anschlielend verwen-
den wir die Algorithmen 3 bzw. 4 fiir die Addition r + s der reellen Zahlen
r, s in Folgenschreibweise. Mit Satz 10.13 erhalten wir eine Darstellung von
v = e1a + exS. Mit Satz 10.15 ist schlieflich ej(a + r) + ea(5 + s) die
Aneinanderreihung von v und r + s.
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Insgesamt lésst sich sagen, dass Satz 10.15 eine Beschreibung der durch
R U On induzierten, abelschen (additiven) Gruppe als surreale Zahlen in
Zeichenfolgen liefert.
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