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Universitiat Konstanz
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Vorwort

Das vorliegende Manuskript ist eine Ausar-
beitung der Vorlesung , Algorithmen in der
Praxis“, die ich im Wintersemester 1997/98
an der Universitit Konstanz gehalten habe.
Sie richtete sich an Horerinnen und Hoérer
mit ausreichendem Hintergrund in Mathema-
tik (Analysis I4+1II, Lineare Algebra I41II) und
wurde von Studierenden der Mathematik und
der Physik besucht.

Vorkenntnisse in Informatik waren nicht ver-
langt, nur Vorkenntnisse in einer Program-
miersprache, um zumindest ein minimales
Verstidndnis algorithmischer Ideen vorausset-
zen zu konnen. Grundsétzliche Definitionen
und Konzepte aus der Graphentheorie und
der Linearen Optimierung wurden am ersten
Ubungstermin eingefiihrt (nicht Teil dieses
Manuskripts).

Inhalt der Veranstaltung waren praxisnahe al-
gorithmische Ideen und Konzepte. Konzepte,
die einer mathematischen Analyse zugéinglich
sind, wurden entsprechend behandelt. Aber

!Universitit Konstanz, Fakultit fir Mathematik
und Informatik, Fach D188, 78457 Konstanz, Germa-
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auch eher heuristische Anséitze kamen zu ih-
rem Recht. Dabei habe ich mich auch bemiiht,
die teilweise recht tiefe Kluft zwischen Mathe-
matik und Praxis anzusprechen.

Ich habe das Manuskript wihrend des Seme-
sters begleitend erstellt und im nachhinein
nur Korrektur gelesen und stellenweise etwas
geglittet.

1 Einleitung

1.1 Angewandte Mathematik

Allgemeiner Ansatz: Die Losung eines Pro-
blems aus der Praxis durch mathematische
Methoden kann man in erster Naherung als
einen Mehrphasenprozef3 auffassen:

Praktisches Problem

= Formales Modell

= Mathematische Losung
= Praktische Losung

Moégliche Probleme:

1. Das Modell ist nicht addquat.

e Es ist zu grob vereinfachend.



e Wichtige EinfluBgroBen sind unbe-
kannt.

e Die Wechselwirkung der verschiede-
nen EinfluBgréBen ist nicht wirklich
verstanden.

2. Das formale Problem ist schlecht mathe-
matisch/algorithmisch handhabbar.

¢ Zu hohe Laufzeit und/oder zu hoher
Speicherplatzbedarf.

e Akkumulierte numerische Ungenau-
igkeit.

1.2 Semesterplanung

In dieser Vorlesung befassen wir uns in er-
ster Linie mit verschiedenen algorithmischen
Techniken, die sich in der Praxis bewéhrt ha-
ben. Im einzelnen:

1. Einleitung
2. Algorithmische Problemstellungen

3. Allgemeine algorithmische Ansétze I:
Branching-Techniken

4. Allgemeine algorithmische Ansétze II:
lokale Suchverfahren

5. Beschleunigungstechniken

2 Algorithmische Problem-
stellungen

2.1 Was ist eine mathematische
Modellierung?

Beispiel: Euklidisches Traveling Salesperson
Problem (E-TSP)
in der

n Punkte Ebene,

o (egeben:
P1,---;Pn-

e (Gesucht: geschlossene Kurve (Rundtour)
C, die alle p; beriihrt und unter dieser
Bedingung minimale Gesamtlinge hat.

Bemerkung: E-TSP ist ein Optimierungs-
problem unter Nebenbedingungen.

Modellierung:

e Ohne Einschrinkung ist C ein ge-

schlossener Streckenzug, dessen Ecken in
{p1,...,pn} liegen.
Damit haben wir das zunéchst unend-
liche Problem auf ein endliches (kombi-
natorisches) reduziert. Insbesondere sind
im Prinzip alle numerischen Probleme
beseitigt.

e Fiir jedes Paar i, j € {1,...,n} fithre Va-
riable z;; € {0,1} ein.
Bedeutung: z;; = 1 heifit, daf8 j zyklisch
unmittelbar auf ¢ im Streckenzug folgt.

(Orientierte) ~ Rundtouren  entspre-
chen damit bestimmten Vektoren
z € {0,1}7%".

e Zielfunktion: !z mit ¢ € R"*", wobei c;;

die Distanz zwischen p; und p; ist.

Fehlt noch: ein Satz von Nebenbedingungen,
die alle Vektoren z € {0,1}" ausschliefien, die
keinen Rundtouren entsprechen (und nur die-
sel).

Ansatz: Fir i € {1,...,n} gilt
n n
:Eii:O,Z.’Eijzl,Z.’L‘jiZI. (1)

Das reicht noch nicht, denn: z kann
immer noch aus mehreren geschlossenen
Streckenziigen auf disjunkten Teilmengen von
{p1,---,pn} bestehen.

1. Versuch einer Zusatzbedingung:
VS C{l,...,n},S#0,S#£0:
> wi > 1
€8 jes§

Als Konsequenz ergibt sich, dafl das Problem
zwar jetzt korrekt modelliert ist, aber dieses
Modell hat exponentielle Grofle.



2. Versuch einer Zusatzbedingung:

e Zusatzvariable: ui,...,Up—1.

e Zusatzbedingungen:
Vi, je{l,...,n—1}:

ui—uj—l—n-xijgn—l .

(2)

Bemerkungen:

e Im neuen Modell gibt es nur noch n? +
(n—1) ~ n? Variable und 3-n?+(n—1) ~
n? Bedingungen in der Modellierung.

e Die Idee hinter Bedingung (2) ist, die
Menge aller zuldssigen Losungen von Be-
dingung (1) soweit einzuschrinken, daf
jeder der Zykel auf disjunkten Teilmen-
gen von {p1,...,pn} den Punkt p, ent-
halten muf}. Dann kann natiirlich nur ein
einziger Zykel iibrigbleiben, und der muf}
alle Punkte enthalten.

Lemma 2.1 Fiir einen Vektor x € {0,1}"*"
sind folgende Bedingungen dquivalent:

1. Es gibt uy,...,up_1 € R* 1, 50 daf die
Bedingungen (1) und (2) erfillt sind.

2. Es gibt eine Rundtour C, so daf$ z;; =1
genau dann gilt, wenn j in C unmittelbar
auf 1 zyklisch folgt.

Beweis: Vektor z erfiillt Bedingung (1) ge-
nau dann, wenn x einer Menge von Zykeln
entspricht, so dafl jeder Zykel eine Teilmenge
von {p1,...,pn} als Eckenmenge hat und je-
der Punkt p; in genau einem Zykel enthalten
ist. Es reicht also zu zeigen:

Es gibt UL, .-,
up—1 € R, so
daff Bedingung (2)
erfiillt ist.

Die Anzahl dieser

Zykel ist gleich 1. <=

Beweis in beiden Richtungen:

»= Sei m: {1,...,n} — {1,...,n} die Per-
mutation, so dal m(n) = n ist und fiir 7 €

{1,...,n—1} jeweils pr(;11) der zyklische
Nachfolger von p,(;) in dem einzelnen Zy-
kel ist (bzw. (1) ist der zyklische Nach-
folger von m(n)). Fir i € {1,...,n — 1}
setzen wir u; := 71 (4).

Seieni,j € {1,...,n—1}. Far z;; =0 ist
Bedingung (2) offensichtlich wegen 1 <
u;, u; < n erfiillt. Fir z;; = 1 gibt es ein
¢e{l,...,n—2}, sodaB w(¢) = ¢ und
w(f + 1) = j ist, also lautet in diesem
Fall die Bedingung (2): ur(p) — Ur(e41) +
n < n — 1. Die Behauptung folgt nun aus
Ur(g) = £ und Un(f+1) = £+ 1.

Falls die Anzahl der Zykel nicht 1 ist,
gibt es mindestens einen Zykel p;, —
Piy = Dig = *** = Pi, = Piy, der py
nicht enthilt. Ohne Einschrinkung sei
das p1 — p2 — -+ = pr — pi1. Dann
ergibt Bedingung (2):

k—1
> fui — wigr] + [ug — w1 + kn
=1

<k(n-1) .

Aus der Teleskopsumme
k—1
Z (Ui — uip1] = w1 — ug
j=1

ergibt sich der Widerspruch. |

Noch einmal Frage: Was ist eine mathema-
tische Modellierung eines Problems P?

Halbformale Antwort: Man bildet jedes
Beispiel B des Problems P so auf ein Beispiel
B’ eines anderen, ,mathematischen“ Pro-
blems P’ ab, dafi man aus einer Losung L(B')
fiir B’ im Problem P’ eine Losung L(B) fiir
B im Problem P konstruieren kann.

1. Zusatzfrage: Muf} die Abbildung P — P’
injektiv sein?
Antwort: nicht, wenn viele Beispiele von P

in irgendeiner Weise dquivalent sind und in P’
nur die Aquivalenzklassen auftreten (d.h. P’



hat eine ,abstraktere Sicht“ auf die Proble-
matik als P).

Einfaches Beispiel: TSP selbst. Wenn Pro-
blembeispiel {p},...,pl,} aus Problembei-
spiel {p1,...,pn} durch eine distanzerhalten-
de Transformation hervorgeht (Spiegelung,
Drehung, Verschiebung), dann haben die Mo-
dellierungen beider Beispiele den gleichen Ko-

stenvektor ¢ und sind im Modell ununter-
scheidbar.

2. Zusatzfrage: Muf} die Abbildung P — P’
»isomorph“ sein, d.h. jede Bedingung wird in
eine Bedingung, die Zielfunktion in die Ziel-
funktion iibersetzt?

Antwort: nein, im Gegenteil:

Faustregel 2.2 Oft bekommt man durch die
Zielfunktion in P' die Erfillung von Bedin-
gungen von P ,geschenkt“ und braucht sie
nicht zu tbersetzen. (Diese Regel macht oft
das Leben einfacher!)

Einfaches Beispiel: TSP selbst. Sei

n n
M > Z Z Cij -
=1 j=1
i
Fir i € {1,...,n} setze ¢;; := M. Dann kann
der erste Teil der Bedingungen (1) fallenge-
lassen werden: Optimalitit erzwingt z;; = 0.

Beispiele dafiir, dafl das Leben durch Faustre-
gel 2.2 wirklich einfacher wird: in den Ubungs-
aufgaben.

2.2 Kilassifikation algorithmischer
Probleme

Ein algorithmisches Problem 148t sich forma-
lisieren als eine Funktion P, die die Menge
7 aller méglichen Eingaben (Inputs) auf Teil-
mengen der Menge O der moglichen Ausga-
ben (Qutputs) abbildet, P : T — 2°. Wir
definieren P nicht als eine Funktion von 7
nach O, weil es zu einer Eingabe durchaus

auch mehrere Ausgaben geben kann, die al-
le das algorithmische Problem gleichermaflen
l6sen, das heiflt, bei der Berechnung einer
Losung hat man eine gewisse Wahlfreiheit. Im
ersten Klassifikationsschema, das weiter un-
ten erlautert wird, ist eine solche Wahlfrei-
heit der Normalfall bei Konstruktionsproble-
men und konstruktiven Optimierungsproble-
men, wihrend Entscheidungs-, Aufzdhlungs-
und , reine“ Optimierungsprobleme (d.h. ohne
Konstruktion einer Losung) per definitionem
eine eindeutige Losung haben.

Eingaben werden oft Instanzen (engl. instan-
ces) genannt. Eine Eingabe 148t sich auch
auffassen als eine implizite Beschreibung der
Ausgabe. Man hat genau dann eine gewisse
Wahlfreiheit bei der Berechnung der Ausgabe,
wenn diese implizite Beschreibung die Lésung
nicht eindeutig charakterisiert. Besonders in-
teressant wird im weiteren der Fall sein, dafl
eine Eingabe I € 7 durch eine Grundmen-
ge G1 und weitere Zusatzbedingungen spezi-
fiziert wird: Ein z ist genau dann eine Lésung
fiir die Instanz I, wenn z € Gy ist und jede
dieser Zusatzbedingungen erfiillt.

Beispiel: die verschiedenen Modellierungen
des TSP in Kapitel 2.1 mit Hilfe von Vek-
toren aus {0,1}"*". Eine Moglichkeit, diese
Modellierungen in dieses Schema zu pressen,
wire Gr := {0,1}"*" zu setzen und die Be-
dingungen (1) und (2) aus Kapitel 2.1 als ein-
schrinkende Zusatzbedingungen zur Eingabe
hinzuzunehmen. Alternativ kann man aber
zum Beispiel auch G := R"*" setzen und die
Voraussetzung z € {0,1}"*™ als Zusatzbedin-
gung formulieren.

Klassifikationsschema 1I:

e FEntscheidungsproblem: Entscheide fiir ei-
ne gegebene Instanz I € Z, ob P(I) # ()
ist.

e Konstruktionsproblem: Falls P(I) # 0,
liefere ein Element von P(I), sonst die



Antwort P(I) = (.

Bemerkungen:

— Viele Konstruktionsprobleme las-
sen sich in der Praxis nicht exakt
losen (z.B. die Konstruktion von
Vv fiir Eingabe z € R'). In ei-
nem solchen Fall betrachtet man das
Problem aus praktischer Sicht als
gelost, wenn die Ndherung an den
echten Wert ausreichend genau ist.
Was ,,ausreichend genau“ bedeutet,
hingt allerdings oft von der Anwen-
dung ab.

— Konstruktionsprobleme haben typi-
scherweise mehr als eine Ldsung.

o Aufzahlungsproblem: Liefere nicht nur ein

einzelnes z € P(I), sondern alle.

Bei endlichen Mengen kann das Ergeb-
nis als explizite Aufzihlung ausgegeben
werden. Allgemein kann man eine solche
Aufzihlung immer auch durch eine im-
plizite Beschreibung des Losungsraumes
ausgeben.

Beispiel: Den Losungsraum eines linea-
ren Gleichungssystems kann man im-
plizit aufzdhlen, indem man eine ein-
zelne Losung und eine Basis des zum
Losungsraum parallelen Unterraumes an-
gibt. (So wird typischerweise das algo-
rithmische Problem , lineares Gleichungs-
system 16sen“ in Vorlesungen zur Linea-
ren Algebra betrachtet.)

Optimierungsproblem: Einem solchen
Problem P : T — 29 liegt ein Konstruk-
tionsproblem P’ : 7' — 29" zugrunde.
Jede Eingabe I € 7 besteht aus ei-
ner Eingabe I' € 7' und einer Funktion
f1: P'(I') = R, die Zielfunktion (objecti-
ve function). Das Optimierungsproblem
P selbst besteht darin zu entscheiden,
ob

zelfr’}fl’) f(:L‘)

fir I' € 7' existiert. Falls ja, soll dieser
Wert berechnet werden. Ansonsten soll
die Information P'(I') = () bzw. inf f; =
—oo ausgegeben werden, je nachdem, was
zutreffend ist.

Bemerkung: Optimierungsprobleme, bei
denen man nicht das Infimum, sondern
das Supremum finden will, sind trivialer-
weise dquivalent. Im weiteren Verlauf der
Vorlesung unterscheiden wir nicht mehr
zwischen diesen beiden Fillen.

Konstruktives Optimierungsproblem:
Falls P'(I') # 0 und f; sein Infimum
iiber P'(I') annimmt, konstruiere ein z €
P'(I'"), bei dem f; minimal wird, sonst
gib die entsprechende negative Antwort
wie oben.

Klassifikationsschema II:

e Endliches Problem: Fiir jede Instanz I €

Z ist P(I) endlich. Falls P ein Optimie-
rungsproblem ist, dann muf} auch P'(I")
endlich sein (in derselben Terminologie
wie oben).

Bemerkung: Wenn es darum geht, Pro-
bleme praktisch zu lésen (z.B. un-
ter Rechnereinsatz), sind letztendlich
natiirlich alle Probleme endlich, aber
es ist (in gewissen Grenzen!) durch-
aus niitzlich, von dieser praktischen Ein-
schrankung zu abstrahieren und Proble-
me, die von ihrer ,mathematischen Na-
tur“ her unendlich sind, auch so zu be-
trachten.

Diskretes (kombinatorisches) Problem:
Fiir jede Instanz I € 7 ist P(I) endlich
oder abzéhlbar unendlich (ebenso P'(I")

bei einem Optimierungsproblem).

Bemerkung: ,,Diskret“ bzw. ,kombinato-
risch* wird oft synonym nur fiir endliche
Probleme verwendet.



o Vektorielles Problem: Fiir jede Instanz
I € 7 gibt es ein ny € Ny, so dal P([)

eine Teilmenge von R™ ist.

Konvezes Problem: Fiir jede Instanz I €
7 ist P(I) eine konvexe Teilmenge eines
R,

Lineares Problem: Fiir jede Instanz I € 7
ist P(I) der Schnitt von endlich vielen
Halbridumen und Hyperebenen in einem
Raum R*. Mit anderen Worten: 7 14t
sich als eine Konjunktion von endlich
vielen linearen Ungleichungen und Glei-
chungen formulieren. Im Falle eines Opti-
mierungsproblems ist auch die Zielfunk-
tion fr linear.

Bemerkung: Oft nennt man ein lineares
Optimierungsproblem auch ein lineares
Programm. (Oft wird auch eine einzelne
Instanz oder gar die Losung einer einzel-
nen Instanz ein lineares Programm ge-
nannt.)

Polyhedrisches Problem: Fiir jedes I € Z
ist P(I) ein konvexes Polyeder in einem
Raum R™ . Die Eingabe besteht aus ei-
ner endlichen Menge von Punkten in R*,
deren konvexe Hiille gerade P(I) ist. Im
Falle eines Optimierungsproblems ist die
Zielfunktion fr linear.

Bemerkung: Man kann beweisen, dafl
P(I) genau dann ein konvexes Polyeder
ist, wenn P(I) sich als der Schnitt von
endlich vielen Halbrdumen und Hyper-
ebenen beschreiben 148t. Im Prinzip sind
also lineare und polyhedrische Probleme
dquivalent. Aus praktischer Sicht spielt
es allerdings eine grofie Rolle, ob das Po-
lyeder durch lineare Bedingungen oder
durch eine Punktmenge gegeben ist!

Ganzzahliges Problem: Fiir jede Instanz
I € T ist P(I) eine Teilmenge des Gitters
M.

Ganzzahlig-lineares Problem: Fiir jede
Instanz I € 7 ist P(I) der Schnitt ei-

nes konvexen Polyeders in einem R mit

VASE

e Logisches (Boolesches) Problem: Fiir je-
de Instanz I € 7 ist P(I) eine Teilmenge
von {0,1}™ fiir ein ny € N.

Bemerkung: Meist zdhlt man ein algo-
rithmisches Problem nur dann zu den lo-
gischen Problemen, wenn jedes I € 7 ge-
geben ist durch Gy = {0,1}"™ und einen
Satz von aussagenlogischen Ausdriicken
in z1,...,2,, mit der Bedeutung, daf§
z € {0,1}" = {wahr,falsch}" genau
dann in P(I) ist, wenn z alle diese Aus-
driicke wahr macht.

e Nichtlineares Optimierungsproblem: Ob-
wohl dies ,sprachlogisch das Komple-
ment zu linearen Problemen ist, zdhlt
man hierunter meist nur Probleme, bei
denen der Rand von P(I) stetig diffe-
renzierbar ist. (Ebenso muf f; im Falle
eines Optimierungsproblems stetig diffe-
renzierbar sein.)

2.3 Transformationen in Schema I

Lemma 2.3 Man kann jedes Konstruktions-
problem P' : T' — 29" in ein konstruktives
Optimierungsproblem P : T — 29 ummodel-
lieren.

Beweis: Fiir I' € 7' definiere f; : P'(I') - R
beliebig. O

Bemerkung: Dieses ,,Spiel mit Worten“ hat
durchaus einen praktischen Sinn: Wenn man
ein Konstruktionsproblem 16sen méchte, aber
dazu ein Programm hat, das das entsprechen-
de Optimierungsproblem 16st, dann sollte ei-
nem Lemma, 2.3 einfallen.

Definition 2.4 Sei P : T — 29 ein Opti-
mierungsproblem, P' : T' — 29 das zugrun-
deliegende Konstruktionsproblem, 1 € T, fr
die Zielfunktion von I, I' € T' die Instanz



von P' zu I sowie ¢ > 0. Wir sagen, daf§
x € P'(I') eine e-Lisung fiir I ist, wenn
f[(.’l?) S inff[ + € ist.

Lemma 2.5 Sei P : T — 29 ein konstrukti-
ves Optimierungsproblem und P' : T' — 2¢'
das zugrundeliegende Konstruktionsproblem,
so daf alle Werte der Zielfunktion f; : 7' — R
fiir jede Instanz I € T in einem beschrdinkten
reellen Intervall [ar,br]| enthalten sind. Dann
gibt es ein Konstruktionsproblem P" : T" —
29" so daf fiir jedes € > 0 gilt: Fir jede In-
stanz I € T kann eine e-Losung durch Liosung
von mazimal Tt + 2 Instanzen von P" gefun-
den werden, wobei

oo (5]

Beweis: Das Problem P” lautet: Gegeben ei-
ne Instanz I’ € 7' und ein ¢ € R, konstruiere
eine Losung z € P'(I') mit f(z) < c oder
stelle fest, daf} es keine solche Lésung gibt.

Um eine e-Losung fiir eine Instanz I € 7 zu
finden, fithren wir bindre Suche auf [ar,br]
aus (oft auch Intervallschachtelung genannt).
Das bedeutet: Wir betrachten reelle Zahlen
(fl, EQ, £3, feey £T1) und (7‘1, 9y T'3y..., rTI),
so daB} folgendes gilt:

1. /1 =ay und 1 = by,

2. ri =4y = (ric1 — 4i—1)/2
firi € {2,...,Tr},

3. Ty =Ti—1 oder éi = 41;1
fir i € {2,...,T1},

4. L; <inf f<r; firi € {1,...,T]}
(natiirlich nur, falls iiberhaupt

P'(I') #0).

Man verifiziert leicht rr, — 47, < e, d.h. rp,
ist eine e-Losung.

Die dritte Bedingung ist der Trick, um
tatséichlich mit Tr+2 Instanzen von P auszu-
kommen: Wenn es ein z € [(;_1,7;_1] gibt mit

f(z) < (i—1 + 7i—1)/2, dann setze £; := £;_1
und 7; := (4i—1 + ri—1)/2, sonst setze ¢; :=
(éi_l + ri_l)/2 und 7; 1= r;_1. O

Praktisches Beispiel (Map Labeling):
Gegeben eine Menge {p1,...,p,} von Punk-
ten in der Ebene und eine Zahl r € RT, finde
eine Menge Rj,..., R, von achsenparallelen
Rechtecken, so daB folgendes gilt:

1. Fir ¢ € {1,...,n} ist p; einer der Eck-
punkte von R;.

2. Keine zwei Rechtecke berithren oder

iiberlappen sich.
3. Alle Rechtecke haben gleiche Breite.

4. Das Verhiltnis zwischen Hohe und Breite
ist bei jedem Rechteck gleich r.

Unter diesen Bedingungen soll die Grifle der
Rechtecke maximiert werden.

Dieses Problem taucht bei der Beschriftung
von technischen Landkarten auf. Es ist von
Frank Wagner und Alexander Wolff? fiir das
Miinchner Amt fiir Informations- und Daten-
verarbeitung auf der Basis von Lemma 2.5
gelost worden: Die zu maximierende Zielfunk-
tion fr ist dabei die Breite der Rechtecke.
Natiirlich kénnen wir ay := 0 setzen. Ei-
ne praktikable Wahl von b; kann man be-
kommen, indem man folgendes tut: Fiir jeden
Punkt p; und fiir

ze X :={\,v,/ "\

berechnet man die maximale Breite B;,, so
dal p; die Ecke x von R; ist und R; keinen
Punkt p; mit j # 4 berithrt. Dann ist
i ax B;
z:Hll,n,n I;?E)z'( w
eine obere Schranke. Man kann Beispiele kon-

struieren, in denen dieser Wert +o0o wird, ob-
wohl die maximale Rechteckbreite endlich ist.

2FU Berlin; fiir weitere Details siehe
http://www.inf.fu-berlin.de/~awolff/map-labeling/
labeling.html



Abbildung 1: Grundwassermefistellen in und um Miinchen.

Abbildung 2: Optimallsung fiir den Ausschnitt, der in Abbildung 1 mit einem Rechteck
angezeigt wird.



Aber dies ist ein Beispiel fiir eine allgemeine
Erfahrung, die man oft macht: Viele patholo-
gische Fille tauchen mit ziemlicher Sicherheit
in der Praxis nicht auf (was natiirlich nicht
heilt, dal man ihr Nichtauftreten beweisen
konnte).

Um sich gegen solche Fille abzusichern, kann
man im allgemeinen folgendes machen: Man
berechnet eine weitere obere Schranke, die
zwar vermutlich schlechter sein diirfte, aber
garantiert bei jeder Instanz mit endlichem
Optimalwert auch einen endlichen Wert hat.
Beim Map Labeling kann man sich dazu bei-
spielsweise fiinf Knoten p;, ,...,p;, heraussu-
chen und die minimale Breite eines Recht-
ecks berechnen, das diese Punkte enthilt, und
bei dem das Verhiltnis von Hohe und Breite
gleich r ist (das Rechteck selbst ist im allge-
meinen nicht eindeutig, aber seine Breite ist
eindeutig). Es ist leicht zu sehen, daf} die Brei-
te dieses Rechtecks eine obere Schranke ist.

Abbildung 1 zeigt eine Eingabe aus der Pra-
xis und Abbildung 2 einen Ausschnitt der op-
timalen Lésung.

3 Algorithmische Ansitze I:
Branching-Strategien

In diesem Kapitel betrachten wir eine spe-
zielle Art von algorithmische Ansétzen, die
ein gemeinsames Grundprinzip haben: Das al-
gorithmische Problem wird auf eine endliche
Folge von Wahlentscheidungen reduziert. Bei
jeder dieser Wahlentscheidungen gibt es zwei
oder mehr Entscheidungsmoglichkeiten. Jede
Wahl zieht wieder weitere Wahlen nach sich,
bis man entweder zu einer Lésung gelangt
oder feststellt, dal man in eine Sackgasse ge-
laufen ist. Natiirlich steht es einem Algorith-
mus auch frei, mehr als nur eine Wahlméoglich-
keit bei jeder Wahl zu verfolgen, entweder si-
multan oder nacheinander.

Im ersten Unterabschnitt gehen wir vom ein-
fachsten Algorithmus dieser Art aus, dem

Greedy-Algorithmus. In den weiteren Un-
terabschnitten erweitern wir den Greedy-
Algorithmus in verschiedene Richtungen und
gelangen schlief8lich zu einem allgemeinen Mo-
dell fiir Branching-Ansétze.

3.1 Greedy-Algorithmen

Definition 3.1 (Unabhéngigkeitssystem)
Sei E eine endliche Menge und T eine nicht-
leere Menge wvon Teilmengen von E. Wir
sagen, dafi (E,Z) ein Unabhingigkeits-
system ist, wenn fiir alle I € Z und I' C I
auch I' € T gilt.

Ein I € T heifit inklusionsmaximal, wenn es
kein I' € Z mit I C I' gibt. Offenbar gilt fiir
ein Unabhéngigkeitssystem (F,Z): Z ist die
Menge aller (echten und unechten) Teilmen-
gen der inklusionsmaximalen Elemente von Z.
Somit ist Z durch seine inklusionsmaximalen
Elemente eindeutig bestimmt, und wir kénnen
definieren:

Definition 3.2 Wir sagen, daff ein Un-
abhingigkeitssystem (E,T) durch die inklu-
stonsmazimalen Elemente von T induziert
wird.

Definition 3.3 (Greedy-Problem) FEine
Instanz eines Greedy-Problems ist gegeben
durch ein Unabhingigkeitssystem (E,T) und
eine Gewichtung ¢ : E — R. Das Problem be-
steht darin, eine inklusionsmazimale Menge
I von I zu finden, so dap c(I) := Y c;c(e)

mazimiert oder minimiert wird.

Definition 3.4 Die inklusionsmazimalen
Elemente von L in einem Greedy-Problem hei-
fen zuldssige Losungen, alle anderen Ele-
mente von 7 Partiallésungen.

Beispiel: In vielen algorithmischen Proble-
men geht es darum, aus einer Klasse von Sub-
graphen eines Graphen G = (V, E) ein Ex-
emplar zu konstruieren, dessen Kanten mi-



nimales Gesamtgewicht bzgl. einer gegebe-
nen Kantengewichtung haben. In diesem Fall
kann man die Menge der Subgraphen in die-
ser Klasse als die zulédssigen Losungen setzen.
Da die Knoten bei dieser Sichtweise keine Rol-
le spielen, kénnen wir E als die Kantenmen-
ge des Graphen definieren, also jeden Subgra-
phen mit seiner Kantenmenge identifizieren.
Die Teilmengen dieser Kantenmengen bilden
ein Greedy-Problem auf E.

Konkrete Einzelbeispiele:

e E-TSP: Rundtouren auf {p1,...,pp} las-
sen sich auch als Kreise der Linge n im
vollstdndigen Graphen K, ansehen. Die-
ser Graph ist (bis auf Isomorphie) ein-
deutig charakterisiert durch |V| = n und
durch die Bedingung, dafl jede mogli-
che Kante zwischen zwei Knoten auch
tatsichlich in K, enthalten ist.

Steiner-Tree-Problem: Gegeben ein un-
gerichteter, zusammenhingender Graph
G = (V,E), eine Kantengewichtung c :
E — R" sowie N C V, finde einen
Subgraphen minimalen Gesamtgewichts,
in dem alle Elemente von N in der-
selben Zusammenhangskomponente sind
(vergleiche 1. Ubungsblatt).

Bemerkung: Da alle Kantengewichte po-
sitiv sind, muf} dieser Subgraph ein Baum
sein, das heif}t, alternativ kénnte man
auch nach einem Baum minimalen Ge-
samtgewichts in G suchen, der alle Kno-
ten in N enthélt. (Man sagt dann auch,
daf der Baum N ,aufspannt“.)

Shortest-Path-Problem: Gegeben ein ge-
richteter Graph G = (V, A), eine Kan-
tengewichtung c: A - Rt und s, t €V,
finde einen Pfad von s nach ¢ mit mini-
malem Gesamtgewicht (siehe 1. Ubungs-
blatt).

Der Greedy-Algorithmus ist auf Greedy-
Problemen definiert (Definition 3.3). Er baut

eine zuldssige Losung auf, indem er eine Par-
tiallosung X solange wachsen ld8t, bis sie zu
einer Losung wird. Dabei geht er , kurzsichtig
oder ,gierig® (engl. greedy) vor: Er nimmt in
jedem Schritt das beste Element von E \ X
hinzu, so daf} X weiterhin eine Partiallosung
bleibt. X wird offenbar genau in dem Moment
eine zuldssige Losung, wenn es kein solches
Element mehr gibt.

Die folgende Formalisierung beschreibt den
Greedy-Algorithmus fiir den Fall, daf} die Ziel-
funktion mazimiert werden soll. Falls die Ziel-
funktion mininiert werden soll wie in den kon-
kreten Einzelbeispielen oben, wird einfach die
Sortierung in Schritt 2 umgedreht.

Greedy-Algorithmus (Maximierung):

1.
2.

Setze X := ().

Sei (e1,e9,...,€,) eine absteigende Sor-
tierung der Elemente von E bzgl. ¢, das
heifit, es gilt ¢1 > co > -+ - > ¢y

Fir ¢ =1,...,n fithre aus:
(a) Setze X':= X U {e;}.

(b) Falls X' eine Partiallosung ist, setze
X := X' (d.h. nimm e; zur Partial-
16sung X hinzu).

Definition 3.5 Das  Steiner-Tree-Problem
mit N V' heifit auch Min-Spanning-
Tree-Problem (MST).

Beobachtung: Der Greedy-Algoritmus lie-
fert fiir jede Instanz des MST das optimale
Ergebnis.

Frage: Was ist das Besondere am MST,
dal der Greedy-Algorithmus immer die Op-

timalldsung liefert?

Um diese Frage zu beantworten (Lemma 3.8),
benstigen wir zuerst einige Definitionen.
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Definition 3.6 (Rangquotient) Sei (E,Z)
ein Unabhdangigkeitssystem, S C FE und Eg
die Menge aller inklusionsmazimalen Mengen
in {INS : I € T}. Der Rangquotient Rz(S)
von S mit Es # 0 ist u(S)/¢(S), wobei

e u(S) =max{|F|: F € Eg},
e /(S) =min{|F|: F € Eg}.

Definition 3.7 (Matroid) Ein Matroid
ist ein Unabhdingigkeitssystem (E,T), so daf§
Rz(S) =1 fiir jede Menge S C E mit Es # ()
18t.

Bemerkungen:

e Ein Element einer Menge 7 von Mengen
haben wir inklusionsmaximal genannt,
wenn man kein I' € Z mit I C I’ fin-
det. Diesen Ausdruck haben wir geprigt
im Unterschied zu maximalen Mengen
I € T im gewOhnlichen Sinne, daf} heifit,
wenn es kein I’ € Z mit |I| < |I'| gibt.
Natiirlich sind die maximalen Mengen im
gewOhnlichen Sinn auch inklusionsmaxi-
mal, aber im allgemeinen nicht umge-
kehrt. Ein Unabhéngigkeitssystem (E,7)
ist also ein Matroid, wenn die beiden De-
finitionen von maximal zusammenfallen,
und zwar nicht nur fiir Z selbst, sondern

auch firalleZN S, S C E.

e Die Begriffe Unabhdngigkeitssystem,
Rangquotient und Matroid sind aus
der Linearen Algebra motiviert: Sei-
en ai,...,a, € R™ die Spalten einer
Matrix, sei £ = {a1,...,an} und sei
T die Menge aller linear unabhingigen
Teilmengen von E. Es ist leicht zu sehen,
daBl (E,Z) ein Matroid ist. Fir S C E
ist £(S) = u(S) gerade der Rang der
Submatrix, die aus den Spalten in S
gebildet wird.

e Ein Matroid (E,Z) heiit ein Matriz-
Matroid, wenn es einen Korper K, ein
m € N und eine Matrix A € K™*/F| gibt,

so daB das Matroid (A,Z’) der linear un-
abhéngigen Spalten von A isomorph zu
(E,T) ist, das heift, es gibt eine Bijektion
7 zwischen E und der Spaltenmenge von
A, so dafl 7 jede Menge aus Z eineindeu-
tig auf eine Menge unabhingiger Spalten
von A abbildet. Die in der Praxis vorkom-
menden Matroide sind Matrix-Matroide
mit K = R. Es gibt aber auch Matro-
ide, die beweisbar keine Matrix-Matroide
sind.

Das folgende Lemma erklirt nun, was am
MST so besonders ist.

Lemma 3.8 Sei G = (V, E) ein ungerichte-
ter, zusammenhdngender Graph und sei T die
Menge aller Teilmengen E' C E, so daf der
Subgraph G' = (V, E') kreisfrei ist. Dann ist
(E,T) ein Matroid, und die zuldssigen Lésun-
gen sind genau die spannenden Bdume.

Beweis: Offensichtlich ist (E,Z) ein Un-
abhingigkeitssystem, und bekanntlich ist ein
kreisfreier Subgraph eines zusammenhingen-
den Graphen genau dann maximal, wenn er
ein Baum ist. Es ist also nur die Matroid-
Eigenschaft zu zeigen.

Sei S C E und seien (V1,51),...,(Vk,Sk)
die Zusammenhangskomponenten des Sub-
graphen (V,S) von G. Jeder maximal kreis-
freie Subgraph von (V, S) ist offenbar die Ver-
einigung aus je einem spannenden Baum auf
jeder Komponente (V;, S;).

Bekanntlich hat jeder Baum auf V; Knoten ge-
nau |V;| — 1 Kanten. Damit haben alle inklu-
sionsmaximalen kreisfreien Subgraphen von
(Vi,Si) die gleiche Anzahl Kanten, und so-
mit auch alle inklusionsmaximalen kreisfreien
Subgraphen von (V, S). Das bedeutet, dafi der
Rangquotient Rz(S) =1 ist. O

c(I) = Z c(e).

Fiir I € 7 setzen wir

11



Lemma 3.9 Fir ein Unabhdingigkeitssystem
(E,I) und eine Gewichtung c : E — RT sei
Iy € T ein (inklusionsmazimales) Element
von T mit mazimaler Gewichtssumme c (Ir),
und Ig sei die vom Greedy-Algorithmus ge-
fundene Losung. Dann gilt

¢ (In)
< .
c(Ig) < max Rz (S)
Beweis: Fir ¢ € {1,...,n} sei E; :=

{e1,...,e;}. AuBerdem setzen wir Ey 0
zur Vereinfachung der Notation. Sei I € 7.
Der Beitrag By(e;) des Elements e; zu c(I)
ist gleich ¢;, falls e¢; € I, und 0 sonst. Dieser
Beitrag 148t sich auch so schreiben:

B[(ei) = (|IﬂEZ| — |IﬂEi_1|) -G .

Setzen wir der Form halber ¢,4+1 := 0, dann
konnen wir diese Werte fiir ¢ € {1,...,n}
auch so zusammenfassen:

C(I) = Z BI(GZ‘)

=> (INE|—|INE4]) c

=1

n n—1
:Z |IﬂEi|-ci—Z|IﬂEi‘-Ci+1
i=1 =0

n
=Y INE]-(c;—cit1)
=1
—INEy|-c1 + [INE,|-chi1

= Z |Iﬂ Ez‘ . (Cz' - Ci—|—1) . (3)
i=1

DalINE; CIund I € Z,gilt auch INE; € T.
Insbesondere gilt

Nun nutzen wir aus, dal Ig durch den
Greedy-Algorithmus konstruiert wurde: Nach

12

Konstruktion von Ig ist Ig N E; nimlich
ein inklusionsmaximales Element der Menge
{E;NI:1€Z}={I€T:1ICE;},also

|Ig N E;| > U(E;) . (5)

Durch Schritt 2 im Greedy-Algorithmus gilt
€1 > > >y, also (¢ —ciq1) >0 fiiri €
{1,...,n — 1}. Nach Voraussetzung ¢ > 0 ist
auch ¢, = (¢, —cpt1) > 0. Aus Gleichung (3)
und Ungleichung (5) folgt somit

n
c(Ig) =Y o NEil- (ci — cit1)
i=1

> Z UE:) - (ci = cit1) - (6)

Analog ergibt sich mit Ungleichung (4):
n
c(In) <Y u(E) - (ci — i)
=1

< max Rz
SCE

n
(9)D UE:) - (ci—ciyr) - (7)
i=1
Ungleichungen (6) und (7) ergeben nun die
Behauptung. m|

Lemma 3.10 Alle zuldssigen Ldosungen in
einem Matroid (E,T) enthalten gleich viele
Elemente.

Beweis: Seien I, Iy € 7 zwei zulissige
Loésungen von (E,T). Nach Definition sind I;
und I inklusionsmaximale Teilmengen von
E. Mit S := E folgt aus der Definition von
Matroiden also |I;| = |I3|. O

Satz 3.11 Der Greedy-Algorithmus liefert
garantiert eine Optimallésung auf Matroiden
(E,T) fir jede Gewichtung ¢ : E — R, und
zwar sowohl fir die Mazximierungs- als auch

(4) fir die Minimierungsvariante.

Korollar 3.12 Der Greedy-Algorithmus ldst
das MST optimal.



Beweis von Satz 3.11: Sei N(Z) die Anzahl
der Elemente eines inklusionsmaximalen I €
Z (nach Lemma 3.10 ist diese Zahl nicht von
I abhiingig und daher wohldefiniert).

Fir die Maximierungsvariante betrachten wir
die Hilfsinstanz (E,Z,c') mit ¢(e) := c(e) —
minsep c(f) fir e € E. Da ¢/ > 0 ist, 16st
der Greedy-Algorithmus nach Lemma 3.9 das
Maximierungsproblem auf (E,Z,¢') optimal.
Nach Lemma 3.10 ist ¢(I) — ¢/(I) fiir alle in-
klusionsmaximalen I € 7 gleich, und die op-
timalen Lésungen I € 7 des Maximierungs-
problems auf (E,Z,c) sind daher genau die
optimalen Losungen I € Z des Maximie-
rungsproblems auf (E,Z,c'). Offenbar liuft
der Greedy-Algorithmus auf (E,Z,c¢) und
(E,Z,c") haargenau gleich ab. Fiir die Aus-
gangsinstanz (E,Z,c) liefert er daher eben-
falls eine Optimallosung.

Fiir die Minimierungsvariante setzen wir ana-
log c(e) := —c(e) + maxy ¢(f). Dann ist wie-
der ¢ > 0. Analog zur Maximierungsvari-
ante kann man nun folgern, dafl die opti-
malen Losungen des Minimierungsproblems
auf (E,Z,c) genau die optimalen Losungen
des Maximierungsproblems auf (E,Z, ¢') sind.
Daraus folgt die Behauptung wieder mit Lem-
ma 3.9. O

Bemerkung: Natiirlich liefert der Greedy-
Algorithmus fiir die meisten algorithmi-
schen Probleme kein optimales Ergebnis.
Ein einfaches Beispiel: Gegeben eine qua-
dratische Matrix A € R"*", finde Paare
(i1,41),--- (ins Jn) € {1,-..,n}?, so daB iy #
iy und ji #£ jg fiir k # £ ist und

n
E :a'ikjk
k=1

unter dieser Bedingung maximal wird. Fir
den Greedy-Algorithmus definieren wir das
Unabhingigkeitssystem (E,Z) auf E
{1,...,n}? und setzen fest, daB I € T ist,
wenn I keine zwei verschiedenen Paare (i, ji)
und (ig, j¢) mit 4, = iy oder jr = j, enthélt.

Schon bei der Matrix

(37)

verfehlt der Greedy-Algorithmus die Opti-
mallésung.

4 3
3 1

3.2 Greedy-artige Verfahren

Der Greedy-Algorithmus war nur fiir Pro-
bleme bestimmter Struktur iiberhaupt defi-
niert (siehe Definition 3.3). Aber die Grund-
idee, sich zu einer Losung hinzubewegen, in-
dem man immer ,kurzsichtig den néchsten
Schritt moglichst in die ,richtige“ Richtung
tut, ist natiirlich viel allgemeiner.

Beispiel: A*-Algorithmus fiir kiirzeste Wege
in einem Verkehrsnetz.?

e (Gegeben: ein gerichteter Graph G
(V,A), wobei die Knoten in V' Punkte
in der Ebene sind. Die Linge ¢ (v, w) ei-
ner Kante (v,w) € A ist die Euklidische
Distanz von v und w. Des weiteren sind
s, t € V gegeben.

Gesucht: ein kiirzester Pfad von s nach
t in G gemif dieser Kantenldngen (siche
Abbildung 3).

A*-Algorithmus:

1. Sei vy := s.

2. Furt=1, 2, 3,... fihre aus:

(a) Sei viy1 € {w € V : (v;,w) € A}
so gewahlt, dafl der Winkel zwischen
den Richtungen 7;v;71" und ’Uz—t> mi-
nimal ist.

(b) Falls v;11 = t, brich ab.

3Der Begriff A*-Algorithmus wird in der Literatur
uneinheitlich verwendet.
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Abbildung 3: das deutsche Schienennetz und
ein kiirzester Pfad von Hamburg nach Kon-
stanz in bezug auf Euklidische Lingen der
Kanten.

Probleme:

e Falls aus einem Knoten keine Kan-
te hinauszeigt, bleibt der Algorithmus
»hingen“.

e Er kann in eine Endlosschleife geraten.

Nichtsdestrototz funktioniert der A*-Algo-
rithmus in vielen Anwendungen sehr gut (und
vor allem sehr schnell!). Ein Beispiel ist Ab-
bildung 3: In dieser Abbildung wird zwar
der wirklich kiirzeste Weg gezeigt. Es 148t
sich aber ermessen, dafl der Weg, den der
A*-Algorithmus finden wiirde, ziemlich nah
an das optimale Resultat herankdme. Erst in
Baden-Wiirttemberg weicht der kiirzeste Pfad
signifikant von der Luftlinie ab, um den Bo-
densee geschwungen (und damit auf kiirze-
rer Strecke) zu umgehen, wiahrend der A*-
Algorithmus kurzsichtig auf den See zulduft
und kurz davor scharf abbiegen mu8.

Man kann den A*-Algorithmus nun auf
verschiedene Art variieren, so dafl er we-

der hingenbleibt noch in eine Endlosschleife
gerdt. Eine einfache Art besteht darin, ein-
fach nach einer gewissen Anzahl von Schritten
abzubrechen und eben keinen Pfad zu finden.
Im néchsten Unterabschnitt gehen wir dieses
Problem etwas ,,intelligenter“ an.

Weiteres Beispiel: Mesh Refinement
Gegeben ist ein zweidimensionales geometri-
sches Netz im R? wie in Abbildung 4 gezeigt.
Ein solches Netz modelliert die Oberfliche ei-
nes realen Gegenstands, zum Beispiel eines
Karosserieteils. Die Aufgabe besteht darin,
ein Netz wie in Abbildung 5 zu konstruieren,
das heifit ein Netz, das dieselbe Oberfliche
approximiert, fiir das aber zuséitzliche Eigen-
schaften gefordert werden:

e Die ,Maschen“ des Netzes miissen vier-
eckig sein.

e Das Netz mufl konform sein, das heifit,
zwei Maschen haben entweder genau eine
Ecke, genau eine ganze Kante oder gar
nichts gemeinsam.

e Die Breite der Maschen entspricht im
Rahmen gewisser notwendiger Toleran-
zen einem vorgegebenen Zielwert.

e Zielfunktion: Unter diesen Bedingungen
sollen die Maschen ,mdglichst quadra-
tisch“ sein.

Bemerkung: ,Moglichst quadratisch® ist ein
Beispiel fiir ein generelles Problem bei realen
Anwendungen: Oft 148t sich eine reale Pro-
blemstellung nicht verniinftig formalisieren.

Die Zielfunktion, die man eigentlich optimie-
ren mochte, ist ,numerische Genauigkeit ei-
nes Finite-Element-Verfahrens bei vorgegebe-
ner zeitlicher Schrittweite“. Diese Zielfunk-
tion hingt ,irgendwie“ davon ab, daf} die
Innenwinkel nicht zu sehr von 90 Grad ab-
weichen und die Seitenverhéltnisse nicht zu
sehr von 1. Aber wie die numerische Genauig-
keit nun genau von den Winkeln und Seiten-
verhéltnissen bestimmt wird, ist weitgehend
unklar.
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Abbildung 4: ein Netz, das die Oberfliche ei-
ner Pumpe modelliert.

Im folgenden betrachten wir diese Problema-
tik aber nicht weiter, sondern gehen davon
aus, daB eine leidlich gute Beschreibung dieser
Zielfunktion zur Verfiigung steht.

Die typische Vorgehensweise, um die Komple-
xitdt des Problems in den Griff zu bekommen,
ist folgende: Man definiert eine kleine, iiber-
schaubare Menge von Templates (auch Me-
shing Primitives genannt) und versucht, jedes
Drei- oder Viereck mit Hilfe eines dieser Mu-
ster auszufiillen, wobei das Muster und seine
Einpassung moglichst so gewéhlt werden, daf3
die Zielfunktion moglichst gut erreicht wird.
Abbildung 6 zeigt einen typischen Satz von
Templates (die auch in Abbildung 5 verwen-
det worden sind). Die Formen der drei Vier-
ecke deuten an, welche Alternative fiir welche
geometrische Form eines Vierecks besonders
gut geeignet ist.

Die dickeren, dunkleren Linien im Inneren
(das ,,Skelett“) sind fiir das jeweilige Muster
charakteristisch: Sie zerlegen das Drei- oder
Viereck jeweils in Vierecke, die nach dem ein-
fachen ,,Schachbrettmuster“ oben links weiter
verfeinert werden.
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Abbildung 5: ein anderes Netz fiir dieselbe
Oberfliche wie in Abbildung 4, das die ver-
langten Eigenschaften besitzt (nur viereckige
Maschen, Konformitit, ungefihr richtige Ma-
schengrofie, ungefihr quadratische Maschen).

Greedy-artiger Ansatz:

1. Seien myq,...,m, die Maschen des Aus-
gangsnetzes in beliebiger, aber fester Rei-
henfolge.

2. Fur 1 = 1,...,n, versuche m; so zu ver-
feinern, dafl gilt: Fiir jede Masche m;,
j =1,...,4 — 1, die mit m; eine Kan-

te gemeinsam hat, darf auf dieser Kante
keine Nichtkonformitéit entstehen.

Auch dieser greedy-artige Algorithmus kann
nicht jede losbare Instanz 16sen.

3.3 Einfache Variationen der
Greedy-Idee

Backtracking

Wenn man in eine Sackgasse lduft, geht man
soweit zuriick, bis es eine Abzweigung gibt,
und lduft in einer anderen Richtung wei-
ter, wobei man nur eine Richtung wihlt, die
man vom momentanen Standpunkt aus noch
nicht gewahlt hat. Man muf sich also merken,



Abbildung 6: Muster zur internen Verfeine-
rung von Drei- und Vierecken.

von welchen Standorten aus man in welche
Richtungen schon weitergegangen ist. Wenn
alle Abzweigungen schon durchlaufen sind,
muf} man einen weiteren Schritt zuriickgehen.
Wenn man am Anfangspunkt angelangt ist
und jede Richtung schon ausprobiert wurde,
war die Instanz unlésbar oder der Algorith-
mus hat versagt.

In Abbildung 3 sieht man, dal der A*-Algo-
rithmus leicht zu einem Endbahnhof gelan-
gen kann, zu dem er eigentlich nicht wollte.
Es sieht aber so aus, als wiirde im deutschen
Schienennetz der A*-Algorithmus mit Back-
tracking ausreichen, um wenigstens irgendwie
(zumindest bei gréBeren Distanzen meist so-
gar recht gut) von jedem Startbahnhof zu je-
dem Zielbahnhof zu kommen.

Beim greedy-artigen Algorithmus fiir das
Mesh-Refinement-Problem ist man im i-ten
Schritt in eine Sackgasse gelaufen, wenn man
m; mit keinem Template mehr so verfeinern
kann, dafl die Verfeinerung konform zu den
Verfeinerungen aller my,...,m;_1 sein kann,
die zu m; benachbart sind. In diesem Fall be-
deutet Backtracking, dafl man die Verfeine-
rung von mindestens einem der my,...,m; 1,
die zu m; benachbart sind, modifiziert. Man
kann natiirlich versuchen, die Verfeinerungen
ganzer Mengen von Drei- und Vierecken si-
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multan zu modifizieren. Aber das wird schnell
uniibersichtlich, und man lauft Gefahr, un-
kontrolliert von Sackgasse zu Sackgasse zu
springen.

Notbremse

Wenn man aus den Sackgassen nicht mehr an-
ders herauskommt, kann man auch die Ne-
benbedingungen relaxieren und versuchen, die
neue, einfachere Instanz anstelle der eigent-
lich gegebenen Instanz zu losen. Das fithrt
im allgemeinen zu Qualititsverlust, aber eine
schlechte Losung ist allemal besser als keine
Losung.

Beim Mesh-Refinement-Problem werden in
der Praxis zum Beispiel folgende Notbremsen
angewandt:

e Die Toleranzgrenzen fiir die Abweichung
der Breite der Maschen vom Zielwert
werden vergrofiert.

Eigentlich mochte man nicht zu weite
Maschen haben, damit die Resultate der
Finite-Element-Analyse nicht ungenau
werden. Andererseits bedeuten zu enge
Maschen eine erhdhte Rechenzeit fiir die
Finite-Element-Analyse. Wenn man die
Toleranzen vergréfert, mufl man poten-
tiell in beiden Richtungen Verschlechte-
rungen in Kauf nehmen. Diese Aspekte
lassen es wiinschenswert erscheinen, im
Zweifelsfall eher bei der unteren Schranke
fiir die Maschenbreite grofiziigig zu sein
und die obere Schranke festzuhalten.

Auflerdem fithren enge Toleranzen bei
gut gewadhlten Zielwerten dazu, dafl
die Maschen automatisch schon ziemlich
quadratisch sind, was man bei weiteren
Toleranzen ebenfalls verliert. Relaxiert
man die Toleranzen eher in Richtung en-
gerer Maschen, gibt das dem Algorith-
mus allerdings mehr Freiheit, nahe an der
quadratischen Form zu bleiben, als wenn
man eher in die andere Richtung rela-



Abbildung 7: ein ,Emergency-Template“ fiir
Vierecke.

xiert. Die folgende heuristische Faustre-
gel liefert die Begriindung dafiir und soll-
te intuitiv klar sein: Je kleiner die Ziel-
breite im Verhéltnis zur Gréfle der Drei-
und Vierecke in der Eingabe ist, um so
einfacher ist die Instanz algorithmisch zu
16sen.

e Ein ,Emergency-Template“ wird ange-
wandt, um mit Qualitdtsverlust auch in
einer Sackgasse weitermachen zu kénnen.

Abbildung 7 zeigt ein solches Template
fiir Vierecke. Hier nimmt man ein Dreieck
im Endresultat in Kauf, um doch noch
eine konforme Verfeinerung des ganzen
Modells zu bekommen.

Wiederholung mit Variation

Dies bedeutet, daBl der greedy-artige Algorith-
mus nicht nur einmal aufgerufen wird, son-
dern mehrfach hintereinander, bis eine be-
friedigende Losung gefunden wird (oder eine
obere Zeitschranke erreicht ist und der Algo-
rithmus ohne eine befriedigende Lésung ab-
bricht). Damit der Algorithmus nicht bei je-
dem Aufruf in dieselbe Sackgasse lduft, muf}
sein Vorgehen bei jedem Aufruf leicht variie-
ren. Die folgenden allgemeinen Strategien sind
Beispiele fiir dieses Prinzip.

o Zufallsauswahlen: Hin und wieder wird
nicht der ,beste“ Schritt vorwéirtsgenom-
men, sondern die Richtung des néchsten
Schritts wird ,ausgewiirfelt“.*

“Wenn das Problem durch ein Computerprogramm

Bei ausreichend hiufigem Einsatz des
Wiirfels pro Durchlauf ist die Wahr-
scheinlichkeit gering, da} zwei Durchléu-
fe genau gleich verlaufen. Ist die Anzahl
der Durchliufe zudem grof}, dann wird
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf} die An-
zahl gleicher Durchliufe ernsthaft ins Ge-
wicht fallt, schnell astronomisch klein.

e Lokale FExploration: An ausgewihlten
Stellen wird nicht nur ein Schritt
vorwirts gemacht, sondern es werden
mehrere Richtungen ausgewidhlt und
nacheinander abgearbeitet. Der Unter-
schied zum Backtracking besteht darin,
daf} diese Richtungen von vornherein aus-
gewihlt werden.

Es bietet sich bei allen diesen Ansitzen an,
besonders dann die Wahl der Richtung zu
variieren, wenn zwei oder mehr Richtungen
ungefihr gleich aussichtsreich (bzw. gleich
aussichtslos) aussehen. Falls auch die besten
Richtungen ziemlich aussichtslos aussehen, ist
es moglicherweise besser, zuerst ein Back-
tracking zu machen und dann in mehreren
Richtungen weiterzusuchen. Bei der Pfadsu-
che von Hamburg nach Konstanz mit Hilfe des
A*-Algorithmus (sieche Abbildung 3) wiirde
man etwas ndrdlich des Bodensees in solche
Situationen laufen und durch jede dieser Va-
riationsstrategien wahrscheinlich zu einer sehr
guten Losung kommen.

Look-Ahead

Greedy-artige Ansétze sind dadurch ,ausge-
zeichnet®, dafl man in jedem Schritt kurzsich-
tig genau um einen Schritt vorausschaut. Man
kann natiirlich versuchen, bei jedem Zug mehr
als nur den allernichsten Schritt vorauszu-
schauen, wie es etwa SchachspielerInnen tun
(sollten).

gelost werden soll, bedeutet das natiirlich, dafl ein Un-
terprogramm zur Generierung einer Sequenz von Zu-
fallszahlen (,,Zufallsgenerator“) verwendet wird.
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Beispiel: Der A*-Algorithmus fiir das Pro-
blem in Abbildung 3 148t sich auch so inter-
pretieren, daf§ in Schritt 2(a) des Algorithmus
alle Pfade in Betracht gezogen werden, die
aus dem aktuellen Knoten herausfithren und
Linge 1 haben (Linge gemessen als Anzahl
der Kanten). Statt dessen kann man zur Aus-
wahl der jeweils nichsten Kante auch lingere
Pfade in Betracht ziehen. Das kann beispiels-
weise heiflen:

e Man betrachtet in Schritt 2(b) eine Men-
ge von Pfaden p1, ..., pg, die alle vom ak-
tuellen Knoten v; ausgehen.

Fiir jeden Pfad p; berechnet man den
Winkel zwischen v,—t) und viwj’, wobei
w; der Endknoten von p; ist.

Man wihlt die Kante (v;, w) aus, die der
Anfang des Pfades p; ist, bei dem dieser
Winkel am kleinsten ist.

Wenn man alle Pfade einer festen Lénge & > 1
in Betracht zieht, wichst die Anzahl der zu
betrachtenden Pfade natiirlich massiv mit k.
Um dieses Problem zu l6sen, kann man im
Prinzip zwei Strategien (sowie Kombinatio-
nen und Variationen dieser Strategien) an-
wenden:

e Der Durchlauf durch einen Pfad wird
abgebrochen, wenn er auf einen schon
durchlaufenen Knoten stofit.

Die Anzahl der Knoten, die auf Pfa-
den der Linge k£ von wv; aus liegen, ist
natiirlich weitaus kleiner als die Zahl
der Pfade selbst. Das heift, wenn man
einfach jeden Pfad fiir sich betrachtet,
durchliduft man immer wieder dieselben
Knoten. Dieses wiederholte Durchlaufen
derselben Knoten bringt natiirlich keinen
Vorteil, sondern kostet nur unnétig Zeit.
Besser ist es daher, alle schon durchlaufe-
nen Knoten zu markieren und den Durch-
lauf durch einen Pfad abzubrechen, wenn
man auf einen schon markierten Knoten
stoflt.

e Man berechnet nicht alle Pfade der Linge
k, sondern einige wenige, giinstig erschei-
nende Pfade werden weiter in die Tiefe
verfolgt als die anderen.

Im Gegensatz zur ersten Strategie ist die-
se auch dann sinnvoll, wenn die einzel-
nen Richtungen, in die man weiter als
einen Schritt vorausschauen kann, nicht
wie beim Shortest-Path-Problem wieder
in wenigen Knoten zusammenlaufen. Das
ist beispielsweise bei Spielen wie Schach
der Fall, weswegen man dort intuitiv die
zweite Strategie wihlt.

Bemerkung: In einem spiteren Unterab-
schnitt wird die erste Strategie als ein ei-
genstindiges algorithmisches Konzept (die so-
genannte dynamische Programmierung) wie-
der auftauchen.

3.4 Formale Fundierung:
Branching-Tree

Alle Algorithmen, die wir bisher in Ab-
schnitt 3 betrachtet haben, sind von einem
Startpunkt losgegangen und haben sich einen
Weg zum Ziel gesucht, indem sie eine Reihe
von Entscheidungen getroffen (und bei eini-
gen Strategien auch wieder zuriickgenommen)
haben. Zum Beispiel wird beim eigentlichen
Greedy-Algorithmus in jedem Schritt ent-
schieden, welches Element von E als nichstes
betrachtet wird.

Diese Entscheidungen haben wir in Unterab-
schnitt 3.1 implizit in Schritt 1 des Algorith-
mus formuliert: Die Entscheidungen werden
also beim Greedy-Algorithmus vorab getrof-
fen und dann stur abgearbeitet (,off-line*).
Anders ist es beim A*-Algorithmus: Hier wird
jede Entscheidung erst in dem Moment getrof-
fen, wenn sie benotigt wird (,,on-line®).

Einen Algorithmus, der durch eine endliche
Folge von Entscheidungen zum Ziel gelangt,
kann man durch einen Wurzelbaum darstel-
len, dessen Wurzel der Startpunkt ist und
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dessen Blitter die zulissigen Losungen bzw.
Sackgassen sind. Jeder innere Knoten stellt
einen moglichen Zwischenschritt dar, und die
Nachfolger eines Knotens sind die mdéglichen
Richtungen. Wir kénnen das formal fassen, in-
dem wir jeden Knoten v des Baumes mit der
Menge r(v) von zulissigen Losungen identifi-
zieren, die von diesem Knoten aus noch durch
weitere Entscheidungen (sprich: durch weite-
ren Abstieg im Baum) erreichbar sind.

Definition 3.13 FEin Branching-Tree ist
gegeben durch einen Wurzelbaum T, eine
Grundmenge S und eine Abbildung r, die je-
dem Knoten von T eine Teilmenge von S so
zuordnet, dafs

e fiir die Wurzel v von T gilt: r(v) = S;

e fir jedes Blatt v gilt: |r(v)| =1 (d.h. eine
Lisung) oder |r(v)| = 0 (d.h. eine Sack-
gasse);

e fiir jeden inneren Knoten v und seine un-
mittelbaren Nachfolger vi,ve,...,v; inT
gilt: (v) = r(v1) Ur(ve) U---7(vg)-

Beispiele:

e Bei einem Greedy-Problem (Defini-
tion 3.3) enthidlt 7' einen Knoten fiir
jedes I € 7. Fiar I, I, € 71 gibt es
genau dann eine Kante von I; nach Iy
inT, wenn I} C Iy und |Ip \ I;| = 1 ist.
Die Grundmenge S ist die Menge aller
zulassigen Losungen, und fiir den Baum-
knoten I € Z ist r(I) die Menge aller
zulidssigen Losungen, die I enthalten.
Insbesondere ist ) € Z die Wurzel.

e Beim Shortest-Path-Problem aus Ab-
schnitt 3.2 ist S die Menge aller Pfade,
die mit dem Startbahnhof beginnen. Je-
der Knoten in T' entspricht einem Bahn-
hof, aber diese Entsprechung ist im all-
gemeinen weder surjektiv noch injektiv:
Bahnhofe, die nicht vom Startbahnhof
aus erreichbar sind, werden nicht in T
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reprisentiert, und ein Bahnhof, der iber
mehrere Pfade erreichbar ist, wird durch
entsprechend viele Knoten in T repriisen-
tiert.

Dadurch, da der zugrundeliegende
Graph alles andere als zykelfrei ist, ist T
hier unendlich gro8.

Beim Mesh-Refinement-Problem aus Ab-
schnitt 3.2 ist der entsprechende Baum
hingegen endlich, wenn die Toleranzen
nicht jede noch so kleine positive Ma-
schenbreite zulassen. Bei positiven unte-
ren Schranken ist die Menge aller Losun-
gen ndmlich endlich. Da man bei diesem
Problem beim Weg von der leeren Losung
zu einer zuldssigen Losung (oder einer
Sackgasse) offensichtlich nicht in Zykel
laufen kann, ist auch die Menge der Wege
zu Losungen bzw. zu Sackgassen endlich.

Betrachte das Problem, n Elemente
ai,...,ay einer beliebigen total geordne-
ten Menge aufsteigend zu sortieren, zum
Beispiel reelle Zahlen nach der iiblichen
Anordnung auf dem Zahlenstrahl oder
Namen lexikographisch. Ein Algorithmus
fiir dieses Problem in dieser allgemeinen
Formulierung kann die richtige Permuta-
tion von (ay,...,a,) nur durch eine Fol-
ge von Entscheidungen (<, =,>) heraus-
finden. Mit anderen Worten: Man kann
einen Branching-Tree T' konstruieren, in
dem jeder Knoten eine solche Abfrage
darstellt. Die Blédtter entsprechen dann
den Permutationen.

Bemerkung: Man kann beweisen, daf} die
Gesamthohe dieses Branching-Trees min-
destens [n - logyn| sein mufl, dal man
also fiir die Laufzeit keines Verfahrens ei-
ne bessere obere Schranke als O(nlogn)
angeben kann.

Zu einem ganzzahlig-linearen Programm
auf dem Variablenvektor z € {0,1}"
(zum Beispiel die Modellierung des E-
TSP im Abschnitt 2.1) kann man wie



folgt einen Branching-Tree konstruieren:
Sei § C {0,1}" die Menge der zuléssi-
gen Losungen. Jeder Knoten v in T mit
|r(v)| > 1 hat zwei Nachfolger vy und v;.
Die Mengen r(vg) und r(v1) ergeben sich
aus r(v) wie folgt: Sei h die Hohe von v im
Baum (wobei die Wurzel Hohe 0 hat und
jeder andere Knoten eine um 1 gréflere
Hohe als sein unmittelbarer Vorgénger).
Dann ist

r(vo) =r(v) N{z € {0,1}" : 41 = 0}
und
r(vy) =r(v)N{z € {0,1}" : xp 41 = 1}.

Mit anderen Worten: Auf jeder Hohe h
in T werden die Teilmengen von S syste-
matisch nach den Werten zerlegt, die die
(h + 1)-te Variable annehmen kann.

Interpretation der bisherigen Ansitze
(Abschnitte 3.1-3.3) im Lichte von
Branching-Trees:

o Greedy-Algorithmus und greedy-artige
Verfahren: Genau ein Pfad von der
Wurzel bis zu einem Blatt wird verfolgt.

e Backtracking: Wenn ein Blatt sich als ei-
ne Sackgasse herausstellt, geht man zum
nichsthéheren Knoten zuriick und pro-
biert von dort aus einen anderen Abstieg
im Baum.

e Notbremse: Ein neues S und ein neuer
Baum T werden konstruiert.

e Zufallsauswahlen: Beim Abstieg im

Baum wird hin und wieder die Richtung

yausgewiirfelt®.

e Lokale Ezploration: Von einem Baum-
knoten aus steigt man in mehrere Rich-
tungen hinab.

e Look-Ahead: Zur Entscheidung iiber die
nichste einzuschlagende Richtung schaut
man in verschiedenen Richtungen mehre-
re Stufen im Branching-Tree hinab.

3.5 Branch-and-Bound

Bei vielen Optimierungsproblemen kennt man
zur exakten Losung nichts Besseres als syste-
matische Enumeration aller zulissigen Losun-
gen. Man vermutet, daf} es fiir viele Probleme
auch keine exakten Verfahren gibt, die grund-
legend besser als systematisches Ausprobieren
sind (die sogenannten N P-schweren Proble-
me).

Allerdings kann systematisches Ausprobieren
auch durchaus intelligent sein. Die Grund-
idee ist, dal man nicht wirklich alle zulissi-
gen Losungen enumeriert, sondern moglichst
viele moglichst grofle Mengen von zuléssigen
Losungen identifiziert, von denen von vorn-
herein klar ist, dal sie nicht zwingend zur
Konstruktion einer optimalen Lésung beriick-
sichtigt werden miissen.

»,Nicht zwingend“ heifit hier: Es gibt minde-
stens eine optimale Losung, die in keiner die-
ser Teilmengen enthalten ist. Natiirlich wire
es ein Fehler, statt dessen eine Menge von
Teilmengen zu identifizieren, so daf jede fiir
sich genommen nicht zwingend beriicksichtigt
werden mu$f.

3.5.1 Das algorithmische Prinzip

Diese Grundidee 148t sich gut auf Branching-
Trees anwenden: Totale Enumeration aller
Loésungen bedeutet im Prinzip Durchsuchen
des ganzen Branching-Trees. Wenn man fiir
eine Menge {vi,...,vx} von Knoten im
Branching-Tree sagen kann, daf r(v1)Ur(ve)U
-+ - Ur(vg) nicht zwingend beriicksichtigt wer-
den muf}, bedeutet das, dal die Teilbiume
mit Wurzeln vq,...,v; nicht beriicksichtigt
werden miissen. Je geringer die Hohe dieser
Knoten im Baum ist, um so grofer sind die
Teilbdume, die dadurch ,abgeschnitten“ wer-
den kénnen.

Branch-and-Bound ist der am hiufigsten ver-
wendete Ansatz, der auf dieser Idee Dba-
siert. Der Branching-Tree wird hierbei in

20



Depth-First-Order durchlaufen. Das bedeu-
tet folgendes: Sei v ein innerer Knoten im
Branching-Tree und seien vy, ..., v seine un-
mittelbaren Nachfolger. Der Teilbaum mit
Wurzel v wird abgearbeitet, indem zuerst der
Teilbaum mit Wurzel vy vollstindig abgear-
beitet wird, dann der mit Wurzel v und so
weiter, bis der Teilbaum mit Wurzel vy ab-
gearbeitet ist. Die entscheidende Eigenschaft
von Depth-First-Order ist, dafl die Abarbei-
tung der Teilbdume an den einzelnen Knoten
v1,...,U; jeweils strikt zeitlich nacheinander
erfolgt. (In Abschnitt 3.6 werden wir ein Bei-
spiel fiir eine andere Durchlaufstrategie ken-
nenlernen.)

Um die entscheidende Idee beim Branch-and-
Bound zu formulieren, beschrinken wir uns
auf Minimierungsprobleme. Sei f die Ziel-
funktion. Jede zulissige Losung ergibt eine
obere Schranke fiir den optimalen Zielfunk-
tionswert. Angenommen

e es ist eine obere Schranke U fiir den op-
timalen Zielfunktionwert bekannt,

e fiir eine Menge M von zuléssigen Losun-
gen ist eine untere Schranke L(M) be-
kannt, das heifit keine Losung in M hat
einen Zielfunktionswert kleiner als L(M ),

e und L(M) > U,
dann braucht M nicht weiter beriicksichtigt

zu werden.

Dieses algorithmische Prinzip 148t sich rekur-
siv sehr elegant formulieren, zunéchst die re-
kursive Unterprozedur:

e Name der Prozedur: bab-rec.

e Eingabe: ein Knoten v im Branching-
Tree und eine zuléssige Losung z.

e Ausgabe: eine zulédssige Losung y. Falls es
im Teilbaum mit Wurzel v eine bessere
Losung als z gibt, dann ist y die beste
davon, ansonsten ist y = x.

e Prozedur:

1. Falls 7(v) = (}, terminiere und liefere
z als Endresultat.
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2. Falls |r(v)| = 1:

(a) Seir(v) = {y}.

(b) Falls f(y) < f(z), terminiere
und liefere y als Endresultat,
sonst terminiere und liefere x.

3. Berechne eine Schranke
L(r(v)) fir r(v).

4. Falls L(r(v)) > f(z), terminiere
und liefere z als Endresultat.

untere

5. y:=1x.

6. Seien wq,...,v; die unmittelbaren
Nachfolger von v im Branching-
Tree.

7. Fir¢=1,...,k fithre aus:

(a) z:= bab-rec (v;, y).

(b) Falls f(z) < f(y), setze y := z.
8. Liefere y als Endresultat.

Nun die Hauptprozedur, in der die rekursive
Unterprozedur aufgerufen wird:

e Name der Prozedur: branch-and-bound.

e Eingabe: eine losbare Instanz des algo-
rithmischen Problems.

e Ausgabe: eine zuldssige Losung .
e Prozedur:

1. Berechne eine zuldssige Losung .

2. Sei v die Wurzel des Branching-
Trees.

3. y := bab-rec (v, z).

4. Falls f(y) < f(x), liefere y als End-
resultat, sonst x.

Entscheidend ist natiirlich, dafl die untere
Schranke L(r(v)) einerseits moglichst nah an
min{f(z) : z € r(v)} herankommen soll, aber
andererseits sehr effizient berechenbar ist —
wesentlich effizienter als min{f(z) : z € r(v)}
selbst, weil sonst nichts gewonnen wire.



Wir haben hier ein Abwigungsproblem: Je
grofer die Teilbdume sind, die durch eine un-
tere Schranke abgeschnitten werden kénnen,
um so mehr Laufzeit kostet es iiblicherweise,
diese untere Schranke zu berechnen. Da auch
eine gute untere Schranke unter Umstéinden
fiir sehr viele Knoten in T ausgewertet werden
muf}, kann es sich im Einzelfall durchaus loh-
nen, eine weniger ,,geniale“, dafiir aber schnel-
ler auswertbare untere Schranke zu wihlen.

Leider 148t sich eine gute Balance meist nur a
posteriori durch zeitaufwendige Experimente
finden, weil die Probleme nur zu einem gewis-
sen Grad a priori mathematisch analysierbar
sind.

Theoretisch gibt es viele Moglichkeiten, sich
untere Schranken L(r(v)) auszudenken. In der
Praxis sind untere Schranken eigentlich im-
mer durch Relaxationen der folgenden Art in-
duziert:

Definition 3.14 Seien P; und Py zwei Mi-
nimierungsprobleme. Wir sagen, dafi Py eine
Relaxierung von P; ist, wenn man fir je-
de Instanz I, von Py mit Kostenfunktion fi
durch einen einfachen, schnellen Algorithmus
eine Instanz Iy von Py mit Kostenfunktion fo
konstruieren kann, so daf gilt:

e P (I}) C P(I,),>

o fi(z) > falz) fir xz € 1.

Die Optimallésung von I5 ist also eine untere
Schranke fiir die Optimallésung von I;. Wenn
P, das Problem ist, min{f(z) : z € r(v)}
zu 16sen, und P, deutlich effizienter l6sbar ist
als P, kann es sich also lohnen, eine unte-
re Schranke L(r(v)) durch Lésung von P, zu
konstruieren.

5Wie in Abschnitt 2.2 betrachten wir hier ein algo-
rithmisches Problem als eine Funktion, die jede Ein-
gabe auf eine Menge moglicher Ausgaben abbildet.

3.5.2 TUntere Schranken fiir E-TSP

Im folgenden betrachten wir Schritt 3 von
bab-rec anhand des Beispiels E-TSP. Genauer
gesagt betrachten wir speziell fiir das E-TSP
den in Kapitel 3.4 formulierten Branching-
Tree T fiir ganzzahlig-lineare Optimierungs-
probleme auf 0/1-Vektoren (letztes Beispiel
in Kapitel 3.4). Dazu sind die Paare (i,5) €
V x V in einer beliebigen, aber festen Reihen-
folge geordnet. Im folgenden ist v ein Knoten
von T auf Hoéhe h. Bei der Abarbeitung von
v ist der Wert z;; fiir die ersten h Paare (3, j)
jeweils auf eine Konstante d;; € {0,1} fixiert,
und 7(v) ist die Menge aller zuldssigen Losun-
gen, bei denen z;; = d;; fiir die ersten h Paare
(2,7) ist. Wir suchen nach unteren Schranken
fiir min{f(z): z € r(v)}.

1-Trees

Ein 1-Tree ist ein zusammenhédngender un-
gerichteter Graph, der maximal einen Kreis
enthilt. Mit anderen Worten: Wenn ein 1-
Tree nicht schon ein Baum ist, kann man
ihn durch Wegnahme einer geeignet gewihl-
ten Kante (ndmlich einer beliebigen Kante auf
dem Kreis) zu einem Baum machen. Somit
ist auch jede Rundtour als ein 1-Tree inter-
pretierbar, wenn man die Orientierung ver-
nachlissigt und die Rundtour als ungerichte-
ten Kreis interpretiert.

Die Losung des folgenden Problems lie-
fert offensichtlich eine untere Schranke fiir
min{f(z) : z € r(v)}: Gesucht ist ein z €
{0,1}"*" so daB

e z;; = d;; fiir die ersten h Paare (3, j) ist,

e (V,E) ein 1-Tree ist, wobei E die Menge
aller {4,7} mit z;; = 1 oder z;; = 1 ist
und

Y

{i.j}eE
mij=1szi=1

cij minimal ist.

Dieses Problem ist sehr effizient losbar,
ndmlich durch den Greedy-Algorithmus. Die
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entscheidende Beobachtung ist im folgenden
Lemma formuliert.

Lemma 3.15 Seien G = (V,E) und H =
(V, F) zwei ungerichtete Graphen auf der glei-
chen Knotenmenge, so daff H kreisfrei und
ENF =0 ist. Sei ferner I die Menge aller
Teilmengen I von E, so daff (V,IUF) maxi-
mal einen Kreis enthdlt. Dann ist (E,T) ein
Matroid.

Beweis: Offensichtlich ist Z # § (da zumin-
dest § € Z ist) und (E,Z) ein Unabhingig-
keitssystem. Sei S C F und seien I; und I
inklusionsmaximale Teilmengen von S in Z.
Zu zeigen ist |I1| = |I2].

Wenn (V,S U F) keinen Kreis enthilt, dann
ist § = I1 = I, und die Behauptung ist tri-
vialerweise erfiillt. Ansonsten enthilt sowohl
I UF als auch IoUF aufgrund der Inklusions-
maximalitdt offensichtlich genau einen Kreis.
Da H fiir sich genommen kreisfrei ist, kann
man e; € I; und eg € Iy finden, so daf
(V,1\{e1}UF) und (V, Is\{e2 } UF') maximal
kreisfreie Subgraphen von (V, SUF) sind. Aus
Lemma 3.8 folgt |I1\{e1 }UF| = |I2\{e2 }JUF]|,
und damit auch die Behauptung. O

Um fir min{f(z) : z € r(v)} eine untere
Schranke zu erhalten, definieren wir F' als die
Menge aller {7, j}, so da8 (,7) oder (j,i) un-
ter den ersten h Paaren ist und d;; = 1 bzw.
d;j; = 1 ist. Des weiteren ist E die Menge al-
ler {i,7}, so daB weder (%, ) noch (j,7) unter
den ersten h Paaren ist. Zu jeder Rundtour
z € r(v) gibt es offensichtlich ein inklusions-
maximales I € Z, so dafl IUF die Menge aller
{i,j} mit z;; = 1 oder zj; = 1 ist. Der opti-
male 1-Tree definiert also eine untere Schran-
ke L(r(v)).

Bemerkung: In der obigen Formulierung des
Problems, einen optimalen 1-Tree zu finden,
haben wir ausgenutzt, dafl die Kosten im E-
TSP symmetrisch sind, das heifit, es gilt ¢;; =
cji fir 4,5 € {1,...,n}. Im allgemeinen TSP,

in dem diese Symmetrie nicht unbedingt gel-
ten muf}, kann man immer noch eine untere
Schranke erhalten, indem man den Kostenfak-
tor cy; ;) fiir eine Kante im 1-Tree-Problem als
cgi,j) = min{c;j, cj;} definiert. (Dies ist unser
erstes Beispiel dafiir, dafl in Definition 3.14
bei der Relaxierung nicht nur die Losungs-
menge erweitert wird, sondern sich auch die
Kostenfunktion dndert.)

LP-Relaxation

Um eine wuntere Schranke L(r(v)) fir
min{f(z) : z € r(v)} zu erhalten, kann man
auch aus dem ganzzahlig-linearen Programm
wie folgt ein lineares Programm konstruieren
und dieses 16sen:

e Die Ganzzahligkeitsbedingung wird fal-
lengelassen.

e Fiir die ersten h Paare (7,j) wird jeweils
eine Bedingung z;; = d;; eingefiihrt.

e Fiir die anderen Paare (i,5) wird statt-
dessen die Bedingung 0 < z;; < 1 ein-
gefiihrt.

Der entscheidende Punkt hier ist, dal es
Standardverfahren zur Losung linearer Op-
timierungsprobleme ohne Ganzzahligkeitsbe-
dingung gibt, die in der Praxis sehr effizient
sind. Das heiflt, es kann sich durchaus loh-
nen, ein ganzahlig-lineares Problem durch ei-
ne Folge von ,,gewohnlichen“ linearen Pro-
blemen (d.h. ohne Ganzzahligkeitsbedingung)
im Rahmen eines Branch-and-Bound zu 16sen.

Bemerkungen:

e Diese Idee 1aBt sich natiirlich auf je-
des Optimierungsproblem anwenden, das
als ganzzahlig-lineares Optimierungspro-
blem formuliert ist, nicht nur auf 0/1-
Probleme, wenn nur der Branching-Tree
entsprechend definiert ist.
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e Unter Umstinden ist das resultieren-
de lineare Programm immer noch zu
grof}, um fiir eine grofe Zahl von Kno-
ten schnell genug ausgewertet zu wer-
den. Durch Fallenlassen weiterer Bedin-
gungen kann man das lineare Programm
verkleinern, bekommt aber im allgemei-
nen natiirlich schlechtere untere Schran-
ken.

2-Matching

Es gibt noch eine weitere, subtilere Moglich-
keit, die Ganzzahligkeitsbedingungen im E-
TSP loszuwerden. Um eine untere Schranke
L(r(v)) fir min{f(z) : z € r(v)} zu berech-
nen, minimieren wir Zij cijzij liber alle z €
{0,1}™*" unter den folgenden Bedingungen:

e Bedingungen (1) auf Seite 2,
o z;; = d;; fiir die ersten h Paare (i, j),
e z;; € {0,1} fiir alle anderen Paare (3, j).

Dies ist das sogenannte 2-Matching-Problem.
Die optimale Losung liefert offensichtlich ei-
ne untere Schranke L(r(v)) wie gewiinscht.
Allerdings sind immer noch Ganzzahligkeits-
bedingungen in der Formulierung enthalten.
Der Clou ist, da} dieses neue Problem von
einer speziellen Art ist, bei dem die Ganz-
zahligkeitsbedingungen keine wirkliche Ein-
schrinkung bedeuten.

Definition 3.16 FEine Matriz A € R™"
heifit total unimodular, falls die Determi-
nante det(B) jeder quadratischen Submatriz
B in {—1,0,+1} ist.

Ohne Beweis verwenden wir folgende Tatsa-
che (— Ubung):

Lemma 3.17 Die Standardverfahren zur Lo-
sung von gewdhnlichen linearen Programmen
(d.h. Programme ohne Ganzzahligkeitsbedin-
gungen) liefern fir jede losbare Instanz der
Form min{cly : Ay = b, y > 0} eine ganzzah-
lige Losung, falls A total unimodular ist.

Um Lemma 3.17 anzuwenden, brauchen wir
eine Formulierung des 2-Matching-Problems
als ganzzahlig-lineares Programm der Form
min{cly : Ay = b,y > 0, y ganzzahlig} mit
einer total unimodularen Matrix A.

Zunichst betrachten wir nur das lineare Glei-
chungssystem Bz = 1, das sich unmittelbar
aus Bedingung (1) auf Seite 2 ergibt, wobei 1
wieder fiir den 1-Vektor steht. Das bedeutet
B e R(sn)x("2), und B sieht so aus:

B
By
Bs

B =

B, steht fiir die Bedingungen der Form z;; =

0, Bs fiir
n
> @i =1
j=1
i
und Bj fiir

n
E zj=1.
j=1
i

Abweichend von der Beschreibung auf Seite 2
nehmen wir den Fall j = ¢ in By und Bj aus.
Das édndert offenbar nichts an der Losungs-
menge, erleichtert aber im weiteren die Argu-
mentation. Es gilt ndmlich folgende Beobach-
tung:

Beobachtung 3.18 Jede Spalte von B ent-
hdlt mazimal zwei Elemente ungleich 0.

Lemma 3.19 Die so definierte Matriz B ist
total unimodular.

Beweis: Wir beweisen fiir jede quadratische
Submatrix C' von B durch vollstindige In-
duktion iiber die Zeilenzahl k, daf det(C) €
{—1,0,+1} ist. Da jedes Element von B aus
{0,1} ist, ist der Induktionsanfang klar. Sei
also k > 1.

Fiir jedes Paar (4,7) mit 4, j € {1,...,n} gibt
es genau eine Spalte in B. Falls C eine Spalte
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aus Nullen enthilt, ist C' singuldr und die Be-
hauptung gezeigt. Falls es in C eine Spalte j
mit genau einem Element c;; # 0 gibt, kénnen
wir die Determinante nach der Spalte j ent-
wickeln und erhalten det(C) = ¢;; - Cy;, wobei
C;j die Submatrix von C' ist, die man durch
Streichen von Zeile ¢ und Spalte j erhilt. In
diesem Fall folgt der Induktionsschritt sofort
aus der angenommenen Giiltigkeit fir k£ — 1.

Wegen Beobachtung 3.18 bleibt nur noch der
Fall, daf} jede Spalte von C' genau zwei Ele-
mente ungleich 0 hat. Dann stammt einer der
beiden Eintrige aus Bs und der andere aus
Bs. Wenn wir alle Zeilen von C, die aus By
stammen, aufsummieren, kommt also der 1-
Vektor heraus, und das gleiche ist der Fall
bei Summation aller Zeilen von Bs. Damit
sind die Zeilen von C' linear abhingig, also
det(C) = 0. O

Wir schreiben im folgenden C' < D, um aus-
zudriicken, dafl C aus D durch Streichung von
Zeilen und Spalten unter Beibehaltung der
Reihenfolge der iibriggebliebenen Zeilen und
Spalten entstanden ist.

Zunichst beweisen wir eine Hilfsaussage iiber
die Determinanten von Matrizen bestimmter
Form.

Hilfslemma 3.20 Seien X; und Xo zwes
Matrizen mit gleicher Spaltenzahl, so daf§ die
Matriz X = (§;) quadratisch ist. Falls jede
Zeile von Xy genau einen Eintrag ungleich 0
hat und dieser Fintrag gleich 1 ist, so gibt
es eine quadratische Submatriz Y < Xy mit
|det(X)| = |det(Y)].

Beweis: mit vollstindiger Induktion iiber die
Zeilenzahl k von Xs. Diese Induktion beginnt
bei k = 0, also X = X;. Dann ist X; quadra-
tisch und die Aussage trivial. Sei also k > 0,
sei ¢ eine Zeile von X in X5 und sei j die Spalte
mit z;; = 1. Sei X;; die Matrix, die aus X ent-
steht, indem die i-te Zeile und die j-te Spalte
gestrichen werden. Entwicklung von X nach
der i-ten Spalte liefert |det(X)| = |det(X;;)|.
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Auf X;; kann aber die Induktionsvorausset-
zung angewandt werden, und das Ergebnis
iibertrigt sich unmittelbar auf X. |

Aus dem oben behandelten linearen Glei-
chungssystem Bz = 1 kénnen wir nun ein
lineares Gleichungssystem D (%) = b fiir das
2-Matching-Problem mit zusdtzlichen Varia-
blen s € R"*) und z, s > 0 konstruieren:

B Ogm . 1;
Foo | (7)1 (8

Dabei ist m = n?, k := 3n, I,, die quadrati-
sche Einheitsmatrix mit m Zeilen und Spal-
ten, O, bzw. Op,, die Null-Matrix mit &
bzw. h Zeilen und m Spalten sowie 1; bzw.
1,, der 1-Vektor mit k& bzw. m Zeilen. Der
Vektor d € {0,1}" enthilt die Werte d; der
ersten h Paare (a,b) von Knoten, die ja r(v)
definieren. Fiir ¢ € {1,...,k} enthilt die Ma-
trix F € R**™ in der i-ten Zeile genau ei-
ne 1, ndmlich in der Spalte, die zum i-ten Paar
(a,b) gehort.

Es reicht nun, folgenden Satz zu beweisen:

Satz 3.21 Die so konstruierte Matriz D ist
total unimodular.

Beweis: Sei C eine quadratische Submatrix
von D. Da wir nicht am Vorzeichen von
det(C), sondern nur an |det(C)| interessiert
sind, kénnen wir ohne Einschrinkung anneh-
men, dafl die Zeilen und Spalten in C' von
oben nach unten bzw. von links nach rechts
in derselben Reihenfolge wie in D auftreten.

Es gibt dann Matrizen Xi,..., Xy, so daB
X1 =2 (7)s X2 =2 Ogynms Xz X I und

X4 % I, ist und
Xo
Xy )

o~

Wir betrachten nun drei Fille.

X1
X3

Fall 1: Falls X4 eine Spalte nur aus Nullen
hat, ist C singulér, also det(C) = 0.



Fall 2: Falls X, weder eine Spalte noch ei-
ne Zeile nur aus Nullen hat, dann ist X4 ei-
ne Einheitsmatrix. Da C quadratisch ist, ist
dann auch X; quadratisch. Wir kénnen X,
weiter zerlegen in der Form X; = ())gl,), le}

daB X| < B und X =< F ist. Insbesonde-
re enthilt die Matrix X7 in jeder Zeile ma-
ximal eine 1 und ansonsten nur Nullen. Falls
es eine Zeile in X7 gibt, die keine 1 enthilt,
dann ist das eine Null-Zeile von C, also wieder
det(C) = 0. In der weiteren Behandlung von
Fall 2 nehmen wir daher an, daf} jede Zeile von
X1 eine 1 enthélt. Aus Lemma 3.19 und Hilfs-
lemma 3.20 folgt somit |det(X)| € {—1,0,1}.
Da X3 eine Null-Matrix ist, gilt insgesamt

det(C) = det(X1) - det(X4) € {—1,0,1} .

Fall 3: X4 hat mindestens eine Zeile nur aus
Nullen, aber keine Spalte nur aus Nullen.
Dann koénnen wir die Zeilen von C so umord-
nen, daf alle Null-Zeilen ,nach oben“ wan-
dern. Formal heifit das: Aus C entsteht durch
Permutation der Zeilen eine Matrix

/ Yi Yo
¢ = ( Y3 Vs )
mit der Eigenschaft, daB Ys weiterhin eine
Null-Matrix ist, aber Yy ist nun eine Einheits-
matrix. Damit 148t sich Fall 3 analog zu Fall 2
behandeln, denn Y7 Lit sich analog zu X;
in zwei Matrizen Yy und Y," zerlegen, so da8

Lemma 3.19 und Hilfslemma 3.20 anwendbar
sind. O

Bemerkungen:

e Wie in Kapitel 2.2 bemerkt, ist die
Losungsmenge eines gewohnlichen linea-
ren Programms ein konvexes Polyeder in
einem Raum R". Man sieht leicht ein,
daf} fiir jede losbare Instanz der Form
min{c'y : Ay = b, y > 0} das Minimum
auf mindestens einer Ecke des Polyeders
{Ay = b,y > 0} angenommen wird.
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Die Einsicht hinter Lemma 3.17 ist,
daB die Ecken dieses Polyeders ganzzah-
lig sind, falls A total unimodular ist.
Die Standardverfahren fiir gew6hnliche
lineare Programme liefern entweder von
sich aus immer eine Ecke als Losung
(Simplex-Verfahren) oder man kommt
von der Losung, die das Verfahren liefert,
leicht zu einer optimalen Ecke. Daraus
folgt Lemma 3.17.

e Der Name 2-Matching rithrt daher, daf
man das Problem als eine Variante des
Matching-Problems ansehen kann. Beim
Matching-Problem in seiner ersten, ur-
spriinglichen Form ist ein ungerichteter
Graph G = (V,E) gegeben, und aus-
gegeben werden soll eine Kantenmenge
M C E, so daf} jeder Knoten 7 € V zu ge-
nau einer Kante in M inzident ist (bzw.
die Antwort, da8} es eine solche Menge M
nicht gibt).

Die in diesem Unterabschnitt betrachte-
te Relaxation des E-TSP liit sich auch
dquivalent auf dem vollstdndigen unge-
richteten Graphen G = (V, E) auf V =
{p1,--.,pn} formulieren, ndmlich als das
Problem, ein M C FE zu finden, so daf je-
der Knoten zu genau zwei Kanten in M
inzident ist, daher der Name 2-Matching.

3.5.3 Lagrange-Relaxation

Diesen allgemeinen Ansatz zur Berechnung
unterer Schranken fiir den optimalen Ziel-
funktionswert in Minierungsproblemen be-
trachten wir anhand eines anderen Problems,
ndmlich disjunkte kiirzeste Pfade zwischen
vorgegebenen Paaren von Knoten zu finden.

Konkret: Gegeben ist ein gerichteter Graph
G = (V,A) sowie Paare (s1,t1),...,(Sk,tk)
von Knoten in V. Gesucht sind Kantenmen-
gen Aq,..., Ay, so da

1. jedes A; einen Pfad von s; nach t; dar-
stellt,



Abbildung 8: ein Ausschnitt aus dem phy-
sischen Ubertragungsnetz der Deutschen

Telekom AG. Die langen, durchgezoge-
nen Linien verbinden die Knotenpaare
(Sl,tl), ey (sk, tk).

2. die Kantenmengen Ay, ..., A; paarweise

disjunkt sind und

3. die Summe der Langen aller Pfade p; un-
ter diesen Bedingungen minimal ist.

Dies ist das Shortest-Disjoint-Path-Problem
(kantendisjunkte Version). In der knotendis-
junkten Version miissen nicht nur die Kanten-
mengen der einzelnen Pfade, sondern auch ih-
re Knotenmengen paarweise disjunkt sein. Im
Prinzip lassen sich alle folgenden Uberlegun-
gen auch auf den knotendisjunkten Fall iiber-
tragen. Es wird nur komplizierter, und daher
beschréinken wir uns auf den kantendisjunkten
Fall.

Dieses Problem taucht beispielsweise bei der
Deutschen Telekom AG auf. Abbildung 8
zeigt eine Instanz aus dieser Anwendung und
Abbildung 9 eine knotendisjunkte Losung.
Dieses Problem ist in der Arbeitsgruppe Moh-

Abbildung 9: Die durchgezogenen Pfade zei-
gen eine knotendisjunkte Losung fiir die In-
stanz, die in Abbildung 8 gezeigt ist.

ring am Fachbereich Mathematik der TU
Berlin bearbeitet worden. Die folgenden Be-
trachtungen folgen im wesentlichen diesen Ar-
beiten.

Der Grund fiir die Forderung nach Kanten-
bzw. Knotendisjunktheit ist Ausfallsicherheit:
Wenn zwei Verbindungen iiber die gleiche
Kante (bzw. den gleichen Knoten) aufgebaut
werden, fallen sie beide aus, wenn diese Kante
(bzw. dieser Knoten) ausféllt.

Bei diesem Problem bietet es sich an, fiir jedes
i€{l,..., } und jede Kante € A eine Va-
riable ;, € {0,1} einzufithren, wobei ;, =1
gleichbedeutend mit € A; ist. Die zweite Be-
dingung in der Problemformulierung bedeutet
dann
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2a 1
i 1

fir € A. Ahnlich wie beim E-TSP kénnen
wir einen Branching-Tree konstruieren, dem
eine totale rdnung dieser Paare (i, ) zu-
grundeliegt, so dafl bei einem Knoten auf
Hoéhe in  der Wert 4, € {0,1} fiir jedes
der ersten Paare (i, ) festgelegt ist. Im fol-
genden gehen wir wieder von einem solchen
Knoten auf H6he aus.

Intuitiv gesprochen ist es die zweite Be-
dingung, die das Problem schwer macht,
denn dies ist der einzige Punkt, an dem
die (wesentlich einfacheren) Teilprobleme fiir
i € {1,..., } miteinander verkniipft werden.
Wenn man untere Schranken berechnen will,
ist es also naheliegend, die zweite Bedingung
zu relaxieren.

n at : Die zweite Bedingung wird ein-
fach fallengelassen. Dann haben wir fiir je-
des i € {1,..., } einfach ein Shortest-Path-
Problem zu 16sen, was sehr e zient geht, aber
nicht unbedingt zu guten Schranken fiihrt.

n at : Die zweite Bedingung wird als
Bedingung fallengelassen, aber dafiir in Form
von zuséitzlichen ,,Straftermen® in die Ziel-
funktion des Problems aufgenommen. Die
Idee ist, wie beim ersten Ansatz durchaus zu-
zulassen, dafl die zweite Bedingung verletzt
wird, jetzt aber jede solche Verletzung zu be-
strafen, und zwar um so hérter, je stirker die
Bedingung verletzt wird. In Lemma 3.23 wer-
den wir sehen, daB sich die unteren Schranken,
die wir im folgenden aus dieser Grundidee
konstruieren, ebenso durch  Shortest-Path-
Probleme berechnen lassen, wobei die Straf-
terme sich in modifizierten Kantenléingen nie-
derschlagen.

Die zweite Bedingung, also die Forderung
nach Disjunktheit der A;, ist ein lineares Un-
gleichungssystem mit A Ungleichungen und

A Variablen ;, € {0,1}. Im folgen-

den kiirzen wir dieses Ungleichungssystem mit
b ab. Die Kostenfunktion ist im Aus-
gangsproblem einfach die Summe der Varia-

blen, also
k

ia - (9)

t la

Diese Kostenfunktion wird jetzt erweitert zu

k
ta a( b)a 3 (10)
i la a
wobei ( b), die Zeile des Vektors b
meint, die fiir € A steht. Die Parameter
A R sind zunichst frei wihlbar.

In unserem speziellen Fall hat der allgemei-
ne Ausdruck ( b), die konkrete Form

i1 da L
Lemma 3. ur ein beliebiges € R

> 0 betrachte as Problem e el unk-
tion in (10) unter en olgen en e ingungen

2u minimieren

e Die ariablen ;4 bil en kanten isjunkte

(si,ti)-Pa e

o ¢s gilt ;4 = o ur e ersten Paare

@ )

e un o € {0,1} wur ie restlichen Paare

Der
ne untere Schranke

1el unktionswert ieses Problems ist ei-

()

Be ei:Sei € (). Dannist eine zulis-

sige Losung des Shortest-Disjoint-Path-Pro-

blems, und wegen , > 0 und b gilt
daher
a b 0.
a
Das heif}t, der Zielfunktionswert von  unter

der Zielfunktion in (10) ist nicht grofier als
der Wert von unter der urspriinglichen Ziel-
funktion in (9). O
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Im folgenden werden wir uns der Einfachheit
halber auf den Fall beschrinken, dal  die
Waurzel des Branching-Trees ist, das heifit, die
zweite Bedingung in Lemma 3.22 ist leer. Im
Falle eines beliebigen Knotens des Branching-
Trees ist das Problem wieder zu schwierig, um
direkt gelost zu werden, und man mufl wei-
ter relaxieren, um doch noch eine e ziente
Losung zu erhalten (zum Beispiel, indem man
die zweite Bedingung in Lemma 3.22 analog
zur Disjunktheitsbedingung zusitzlich in die
Zielfunktion aufnimmt).

Lemma 3. 3 Se: ie  urzel es
ching-Trees  ur je es beliebige aber este €
R >0 lat sich as in emma 3
ormulierte  timierungs roblem wur

gewohnliche Shortest-Path-Probleme mit
nichtnegati en antenlangen (un  amit sehr
e zient) losen

ran-

urch

Be ei: Das Ungleichungssystem b
war zusammengesetzt aus je einer Bedingung
k 1 fir jede Kante € A. Also

i1 ta
148t sich die Zielfunktion in (10) auch so aus-
driicken:
k k

ia a 2a 1

Da die letzte Summe konstant ist, besteht das

Problem also darin, fiir jedes i € {1,..., }
einen kiirzesten (s;,t;)-Pfad unter der Kan-
tenldnge , 1 fiir € A zu finden. O

Natiirlich erbringen nicht alle Vektoren glei-
chermaflen gute untere Schranken. Fiir 0
etwa haben wir gegeniiber dem ersten Ansatz
iiberhaupt nichts gewonnen. Wir miissen uns
also iiberlegen, wie wir
eine moglichst gute untere Schranke zu erhal-
ten. Fir € ( )und >0sei (, ) der
Wert des Ausdrucks in (10). Wir kénnen dann

wéahlen miissen, um
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unser Ziel,  moglichst gut zu wéihlen, als
ptimierungsproblem iiber dieser Funktion

formulieren:

(5 ). (11)

max min

Lemma 3.  Das in (11) ormulierte  ti-

mierungs roblem la t sich als ein lineares -

timierungs roblem mit A 1 ariablen un
() e ingungen ormulieren

Be ei : Zusitzlich zu den Variablen , > 0,

€ A, fithren wir eine Variable y € R ein.
Die Zielfunktion des linearen ptimierungs-
problems ist einfach der Wert von y. Das li-
neare ptimierungsproblem soll ein Maximie-
rungsproblem sein, das heifit, der Wert von y
soll maximiert werden. Fiir jedes € () for-
mulieren wir die Nebenbedingung ( , ) >
y. Fiir festes  ist diese Bedingung wie gefor-
dert linear in  und y. Die Konjunktion die-
ser Nebenbedingungen ist dquivalent zu der
(nicht mehr linearen) einzelnen Nebenbedin-

gung

(12)

Da Gleichheit in (12) durch keine Bedingung
ausgeschlossen wird, wére Ungleichheit ein
Widerspruch zur Maximalitéit von y. O

Natiirlich macht es keinen Sinn, dieses lineare
Programm wirklich explizit aufzustellen und
zu 16sen, denn erstens ist () im allgemeinen
zu groB, um handhabbar zu sein, und zweitens
kann man ( ) wahrscheinlich mit nicht viel
mehr Aufwand auch schon total enumerieren.
Es wére also gegeniiber totaler Enumeration
iiberhaupt nichts gewonnen.

Statt dessen versucht man, mit heuristischen
Verfahren moglichst schnell nahe an das  pti-
mum heranzukommen (zum Beispiel Subgra-
ienten er ahren). Aus Zeitgriinden betrach-
ten wir diese Aspekte hier nicht weiter, son-
dern gehen zu einem neuen Thema iiber.



Dynamische Programmierung ist &hnlich
wie Branch-and-Bound eine Technik zum
vollstindigen Durchlauf eines Branching-
Trees, bei dem man versucht, fiir moglichst
viele, mdoglichst grofle Teilbdume vor dem
Durchlauf herauszufinden, dafl sich der
Durchlauf iiberhaupt nicht lohnt.

Die Idee hinter dynamischer Programmie-
rung ist aber eine grundsitzlich andere:
Wiéhrend man bei Branch-and-Bound die
zulédssigen Losungen in jedem Teilbaum mit
einer gegebenen Losung vergleicht, vergleicht
man bei dynamischer Programmierung jeweils
Teilbdume miteinander und versucht zu zei-
gen, daB sie im Sinne der folgenden Definition
dquivalent sind. Wir benutzen weiterhin die
Terminologie aus Abschnitt 3. .

zwet
ranching-Tree
ominiert wir

e nition 3. 5 Seien
schie ene moten in einem

ir sagen a urch
wenn es zu je er zulassigen osung in ()
eine zulassige osung in () mit gleichem
o er besserem el unktionswert gibt  enn
urch  un zugleich auch urch omi-
niert ist ann hei en un a ui alent

un er-

Wenn durch  dominiert wird, dann reicht
es zur Konstruktion einer optimalen Losung
o enbar aus, den Teilbaum mit Wurzel zu
durchsuchen und den Teilbaum mit Wurzel
zU ignorieren.
Bei iel: Beim sogenannten na sack-
Problem  sind positive ganze Zahlen
ly---3 my b € gegeben, und gesucht
ist eine Auswahl A C {1,..., }, so daB
die Di erenz b ; i nichtnegativ, aber
moglichst klein wird. ede solche Auswahl
kann wie iiblich mit einem Vektor {0,1}"
identifiziert werden, und wir kénnen geméif
dem letzten Beispiel fiir Branching-Trees
in Abschnitt 3. einen Branching-Tree der
Hohe konstruieren. Fiir einen Knoten

auf Hohe  des Branching-Trees sind also

Konstanten 1, ..., € {0,1} festgelegt,
und ( ) ist die Menge aller € {0,1}" mit
i = ifﬁrie{l,..., }
Lemma 3. Seien  un zwei  noten
ieses ranching-Trees au  ohe  bzw
so a gilt  alls
i i = T
il i1
ist so ist urch ominiert

Be ei:Zu € ( ) kann man ein genauso
gutes y € ( ) konstruieren:

Yi = 0 ; ?
IR 1
Od
orollar 3. alls = n emma S
gilt so sin  un a ui alent

Die Grundidee ist also, fiir moglichst viele
Knoten im Branching-Tree auf moglichst klei-
ner Hohe herauszufinden, dafl sie von ande-
ren Knoten dominiert sind, so dafl die dar-
unterhingenden Teilbdume ,abgeschnitten
werden koénnen. Da wir schlecht alle Knoten
des Branching-Trees paarweise auf Dominanz
priifen kénnen, nehmen wir eine algorithmi-
sche Einschriankung vor: Wir betrachten nur
Paare von Knoten auf gleicher Hohe.

Interessant ist nun die Frage mnach der
Durchlaufstrategie durch den Branching-Tree.
Wiéhrend beim Branch-and-Bound aller Er-
fahrung nach Depth-First- rder die beste
Méglichkeit ist (siehe Abschnitt 3. .1), ist bei
dynamischer Programmierung eher rea th-

irst- r er vorzuziehen. Grob gesprochen
bedeutet Breadth-First- rder in unserem
Fall, daBl der Durchlauf durch den Branching-
Tree aus mehreren Phasen besteht, und
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zwar sovielen Phasen, wie es Hohenstufen im
Branching-Tree gibt.

In der Phase Nr. werden alle Knoten ge-
meinsam betrachtet, die auf der Hohenstu-
fe  angesiedelt sind. Diese Knoten werden
paarweise auf Aquivalenz im Sinne von Defi-
nition 3.2 und Korollar 3.27 verglichen. Aus
jeder Aquivalenzklasse ,iiberlebt“ genau ein
Reprisentant. Von jedem iiberlebenden Kno-
ten der Héhe werden die beiden unmittel-
baren Nachfolger im Branching-Tree konstru-
iert, und dann startet die Phase Nr. 7 1.

In das folgende Lemma geht massiv ein, daf

die Werte 1,..., , positive ganze Zahlen
sind.

at 3. ur i € {1l,..., } sei t; er
kleinste gemeinsame Teiler on 1,..., ; im

na sack-Problem Dann

ist bei er beschriebenen orgehensweise in
rea th- irst- r er ie Anzahl er noten
es ranching-Trees ie in er Phase r

( 0) zu betrachten sin  nicht gro er als

oben beschriebenen

min {2 ° (— 1) :i=1,..., }.
p b
Be ei: Die Anzahl der Elemente in der
Menge
i
1y..05 € {0, 1}
1
kann nicht gréBer als i
— 1
t;

sein, denn erstens gilt

i

und zweitens ist  ° 1 ein ganzzahliges
Vielfaches von t;. Die Behauptung folgt nun
sofort aus der Einsicht, dafl die Anzahl der
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zu betrachtenden Knoten von der Hohenstufe
) bis zur Hohenstufe maximal um den
Wert 2 * multiplikativ wachsen kann. O

bwohl Satz 3.28 nur fiir das Knapsack-
Problem formuliert ist, zeigt er auf, unter
welchen Umsténden sich generell ein dynami-
scher Programmierungsansatz lohnt, ndmlich
wenn die Anzahl der ,iiberlebenden“ Knoten
pro Hohenstufe nicht zu grof wird. Das ist
speziell beim Knapsack-Problem um so mehr
der Fall, je kleiner der Wert

, n}

max{ 1,...
in

ist. Zum Beispiel sei eine Menge und

lyee-s n C eine Partition von , das
heifit, 1 n= und ; = fir
i, €{1,..., },i= . Wenn wir fiir einen

gegebenen Wert b € eine Auswahl A C
{1,..., } finden wollen, so daf b i
nichtnegativ und minimal ist, dann ist das ein
Spezialfall des Knapsack-Problems.

i

orollar 3. et iesem S ezial all hat er
ranching-Tree hochstens

noten au  ohe

Man kann die Technik des dynamischen Pro-
grammierens nun auf verschiedene Arten be-
schleunigen. Die folgenden Beispiele beziehen
sich wieder beispielhaft auf das allgemeine
Knapsack-Problem.

Be leunigung o ne ualitat erlu t:

e Wenn alle Knoten auf einer Schicht
aufsteigend nach den Werten



sortiert und erst dann paarweise ver-
glichen werden, dann braucht man im-
mer nur unmittelbar aufeinanderfolgen-
de Knoten miteinander zu vergleichen.
Da das Sortieren vom Zahlen in

( log ) Zeit machbar ist, wird die
Laufzeit bei Schichten mit grofer Kno-
tenzahl gegeniiber der quadratischen
Laufzeit bei naivem paarweisen Vergleich
drastisch reduziert.

emerkung: Wenn die Knoten der
Schicht in Sortierreihenfolge durch-
laufen werden, um aus jedem Knoten
zwei Nachfolger zu generieren, dann wer-
den die Knoten der Schicht 1 schon
in ,beinahe“ sortierter Reihenfolge er-
zeugt. Es gibt Sortierverfahren (z.B. a-
tural Mergesort), die eine solche Beinahe-
sortierung ausnutzen und dann wesent-
lich schneller laufen als auf Eingaben,
bei denen die Reihenfolge zufillig ,,aus-
gewiirfelt“ worden ist.

Wenn die Zahlen ..., , aufsteigend
sortiert sind, das heifit, wenn

n gilt, dann kann man erwar-
ten, daf} sehr viele Knoten im Branching-
Tree schon auf kleiner Héhe abgeschnit-
ten werden, weil sich die verschiedenen
Auswahlen nicht zu allzu vielen verschie-
denen Werten aufsummieren kénnen. Fiir
den Spezialfall in Korollar 3.29 bedeu-
tet das konkret: Die Zahl der Knoten im
Branching-Tree auf Héhe ist maximal

n
Man kann vorab durch ein heuristisches
Verfahren (z.B. Greedy) eine Auswahl

A C {1,..., } konstruieren, die somit
eine obere Schranke fiir den Wert

b i

i

einer optimalen Auswahl A liefert. Sei

nun ein Knoten auf Hohe im
Branching-Tree mit den zugehdorigen Set-
€ {0,1}. Falls

zungen ...,
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ist, dann kann keine zulissige Auswahl in

( ) ndher an b herankommen als A . Al-
so braucht nicht weiter beriicksichtigt
zu werden.

emerkung: Fiir den Greedy-
Algorithmus ist erfahrungsgeméafl
die Reihenfolge > > > .
ginstig. Die Intuition dahinter ist:
Sei A; C {1,...,i} die Auswahl des
Greedy-Algorithmus nach ¢ Schritten.
e kleiner die Werte ; ,..., , sind,
um so wahrscheinlicher ist es, dafl man
noch Werte darin findet, mit denen die
verbliebene , Liicke“ b weiter
verengt werden kann.

leunigung mit wualitat erlu t:
Eine einfache Moglichkeit, den dyna-
mischen Programmierungsansatz zu be-
schleunigen, besteht darin, auch Kno-
ten im Branching-Tree zu eliminieren,
die nicht durch andere Knoten dominiert
werden, wodurch im allgemeinen das p-
timum verfehlt werden kann. Dazu bietet
sich beispielsweise an, auf jeder Hohen-
stufe  immer die Knoten zu eliminie-
ren, die hochgerechnet auf Hohe  die
schlechteste Perspektive haben, mit der
Summe der ausgewédhlten Zahlen ; na-
he an die Grenze b zu kommen. Diese
heuristische Idee kann man zum Beispiel
algorithmisch umsetzen, indem man auf
jeder Hohenstufe  des Branching-Trees
vorzugsweise Knoten eliminiert, bei de-
nen



grof} wird. Der Ausdruck

n
% i

skaliert b von { ,..., ,} herunter auf

{ ..., h

Eine subtilere Moglichkeit wird durch

Satz  3.28 nahegelegt: Die Werte
yo--» n werden zunichst durch

Werte ', ..., I €  ersetzt, so da}

> ;i fiirie{l,..., }ist,

i aber trotzdem recht klein ist

der grofite gemeinsame Teiler ¢ von
",..., I moglichst grof ist.

Dann berechnet man eine optimale Aus-
wahl A € {1,..., } fir die Zahlen |
anstelle der ; durch dynamische Pro-
grammierung, was nach Satz 3.28 bei
groflem Wert ¢ sehr viel schneller gehen
sollte. Das ist zwar im allgemeinen keine
optimale, aber zumindest eine zuldssige
Losung fiir { ,..., »}. Wenn die Di e-

!

renzen ; ; klein bleiben, kann man er-
warten, dal A auch fir { ,..., ,} recht
gut ist.

Man kann die letzte Moglichkeit noch
verbessern, indem man die nihere Um-
gebung der so gefundenen Auswahl A im
Branching-Tree vollstindig durchsucht
(z.B. wieder mit dynamischer Program-
mierung, aber nun nur auf einem Teil-
baum des Branching-Trees). Wenn die
¢ nicht viel kleiner als die ; sind, ist
intuitiv zu erwarten, dafl die optima-
le Auswahl fir { ,..., 5} nicht weit
von der fir { /,..., !} im Branching-
Tree zu finden ist. Aber auch wenn man
durch diese Nachbesserung die optimale
Auswahl fiir ..., , tatséchlich findet,
kann man sich natiirlich trotzdem dieser
Tatsache nicht sicher sein.
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Falls eine Losung A C {1,..., } mit

i=Db
%
gefunden wird, kann man sich natiirlich im-
mer sicher sein, daf} diese Losung optimal ist.

e nition Sei  eine en liche Menge
ine a ar at truktur au st
ein gerichteter Gra h = ( ,A) wurse
ist {t € :(s,t) € A} ie Menge er a -
arn on s
Bei iel: A f M g R 0
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ymm ch Nch «chf w
fog £ :B ch zw R 0
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p p p
h E ch g 0 w 1 = =1
hm .D To ch-
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g o B
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i =  f
o = f > g
A ch chfom D zw To -
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ch pi P i
i zZ W
. K i i i
mg h w m chw -
R o} g
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linear unabhangigen S alten er Matri A ist
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M Wo : ( Doseey 4 )
B m vo A
e nition Ba i lo ung ine zulas-
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2 =0f e{i,...,ig}
n
3 =0
A fg Eg fg
n
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e nition . wei  asislosungen =y
sollen als benachbart angesehen wer en wenn
ihre zugehorigen S altenbasen 1S alten
gemeinsam haben (also alle bis au eine)

n auli e nter retation: Z B
g =Y g
Py
K
I A g 10
B g
B fg
H f g

ine lokal o timale a-
sislosung im Sinne er achbarscha tsstruk-
tur in De mnition ist auch ein lokal o ti-
males lement on{ €R* A =b, >0}
im gewohnlichen Sinne

il lemma

at . Die in De nition einge uhrte
achbarscha tsstruktur au  asislosungen ist

im Sinne on De mnition e akt
Be ei: B
g y = 7
g L g W cdy >c z g
B A% g 7
Y { eR* A =b, >0}
X P f
v g z g L g W
g HIf 9¢g e R* f
\Y g ¢ >
K X Y
cdy>c g O
orollar . ocal Search lie ert au erin
De nition einge uhrten  achbarscha ts-

struktur au asislosungen garantiert eine
timallosung wur as lineare  timierungs-
roblem
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