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Kernbotschaften

== Mathematische Modellierung erfasst den funktionalen Zusammenhang zwi-
schen den messbaren metabolischen Output-Variablen Laktat, Sauerstoffauf-
nahme, Kohlendioxidabgabe sowie auch der Herzfrequenz und der abgeforderten
Leistung.

== Die Energiebereitstellung aus dem System energiereicher Phosphate und oxidati-
ven Phosphorylierung kann auch aus einer komplexeren Meta-Modellierung als
System von gekoppelten Prozessen erfolgen, die am Rechner mit geeigneten Al-
gorithmen simuliert werden.

== Das PC-Modell (critical power) beschreibt die maximal erzielbare Dauer einer
Arbeitsbelastung am Ergometer bei einer vorgegebenen Leistung.

== Modelle erlauben anhand von Leistungstests die Schitzung interpretierbarer
Parameter, die Analyse von Performanz im Training und Wettkampf, das Moni-
toring von RehabilitationsmalBnahmen sowie die Planung von Strategien zum
optimalen Einsatz des Leistungspotenzials.

12.1 Beispiel Sport

Anhand von zwei Methodiken soll besprochen werden, wie Dynamik und Grenzen
der metabolischen Energiebereitstellung quantitativ durch Modellierung, Simula-
tion und Analyse in der Sportinformatik beschrieben und fiir die Praxis eingesetzt
werden konnen. Die Beispiele beziehen sich primir auf Rennradsport bzw.
Radergometer-Tests, konnen aber durch geeignete Modifikationen fiir andere Aus-
dauersportarten wie Laufen, Schwimmen oder Rudern angepasst werden. In
Leistungsdiagnostik, Trainingswissenschaft und Sportmedizin werden Methoden
eingesetzt, mit denen die Auswirkungen einer variablen Belastungsanforderung
auf messbare Indikatoren wie Herzfrequenz, Sauerstoffaufnahme und Laktat-
produktion modelliert und vorhergesagt werden. Fiir Athleten konnen sich daraus
wertvolle Riickschliisse auf Fitnessparameter und Trainingserfolg ergeben. Im
Wettkampf kommt es darauf an, den individuell verfiigbaren Energievorrat best-
moglich einzusetzen. Athleten miissen in jeder Phase eines Rennens einschitzen
konnen, wie viel Leistung sie maximal erbringen kdnnen, ohne sich vorzeitig zu er-
schopfen, aber auch ohne mit noch ungenutzten Energiereserven am Ziel anzu-
kommen. Im Rennradsport konnen sie sich dazu auf der Grundlage ihrer jahre-
langen Trainings- und Wettkampferfahrung an der gemessenen Leistung in Watt
und an ihrer Herzfrequenz orientieren. Allerdings ist es nicht ausreichend, einfach
eine geeignete Leistung festzulegen und diese konstant einzuhalten. Forschungs-
arbeiten mit einem theoretischen Ansatz konnten zeigen, dass auf Strecken mit va-
riablem Steigungsprofil bzw. mit wechselnden Windverhiltnissen eine variable
Leistungsverteilung gegeniiber einer konstanten von Vorteil ist. Mathematische
Modellierung und Simulation erlaubt es, entsprechende adaptive Pacing-Strategien
zu entwickeln.
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12.2 Hintergrund

Leistungsdiagnostik im Ausdauersport wendet Testverfahren an, um die Belast-
barkeit und den Leistungsstand von Sportlern quantitativ zu erfassen. Sie liefert
eine wertvolle Grundlage fiir die Planung und Steuerung des Trainings. Von zent-
raler Bedeutung ist dabei der Teil des Stoffwechsels oder Metabolismus, der die
Energie erzeugt, die fiir die jeweilige sportliche Belastung benotigt wird. Dabei er-
zeugen chemische Reaktionen mechanische Energie fiir die Muskulatur.

Der wesentliche Energielieferant ist dabei Adenosintriphosphat (ATP), das je-
doch in nur begrenzter Menge im Muskel zur Verfiigung steht. Verbrauchtes ATP
muss resynthetisiert werden, und die dazu erforderliche Energie wird durch Oxida-
tion von Zucker (Glykolyse), Fetten und Eiweillen produziert. Das kann aerob
oder anaerob geschehen, d. h. mit oder ohne Einsatz von Sauerstoff. Bei der an-
aeroben Energiebereitstellung unterscheidet man aulerdem zwischen laktazid und
alaktazid, also mit oder ohne Produktion von Milchsdure in Form von Laktat. Bei
steigender Belastung wird zunehmend Laktat produziert, das nicht mehr in glei-
chem Mafle abgebaut werden kann. Dadurch wird die Glykolyse stark gehemmt —
mit der Folge, dass eine solch hohe Leistung nicht mehr dauerhaft aufrechtzu-
erhalten ist. Die maximale Leistung, angegeben etwa durch Geschwindigkeit in
km/h auf einem Laufband oder der physikalischen Leistung in Watt auf einem
Ergometer, bei der die Produktion von Laktat und dessen Abbau noch im Gleich-
gewicht sind, wird als individuelle anaerobe Schwelle oder maximales Laktat-
Steady-State (MLSS) bezeichnet.

Der Energiestoffwechsel ist somit insgesamt ein sehr komplexes Netzwerk von
vielen einzelnen Reaktionen. Die direkte messtechnische Erfassung simtlicher Kom-
ponenten ist nicht moglich, und lediglich dulere Indikatoren konnen indirekt Auf-
schluss geben tliber den aktuellen Zustand der Energiebereitstellung. Die wichtigsten
sind die Laktatkonzentration in mmol/l aus Blutproben am Ohrldppchen, die Sauer-
stoffaufnahme in ml/min, gemessen durch Spiroergometrie, die Herzfrequenz in bpm
und beim Radsport schlieBlich die erzeugte mechanische Leistung in Watt am Ergo-
meter bzw. im Feld mithilfe von Leistungssensoren an der Kurbel, dem Zahnkranz,
den Pedalen oder in der Nabe. Eine grundlegende Funktionalitidt der in diesem Ka-
pitel betrachteten Modelle und Simulationen ist es, die Auswirkungen von Leistungs-
profilen (konstante Leistung, Stufentest, intermittierendes Training oder beliebig va-
riable Leistung im Feld) auf die physiologischen Messgrof3en zu bestimmen.

— Definition

Lineare Differenzialgleichungen (DGL) mit asymptotisch exponentiellen Losun-
gen beschreiben die physiologische Adaption von Sauerstoffaufnahme und Herz-
frequenz an eine konstante Leistungsanforderung.

Das CP-Modell (critical power) beschreibt die maximale Zeitspanne, die bei
einer gegebenen konstanten Leistung auf einem Ergometer bis zur vollstindigen
Ausbelastung (Erschopfung) gehalten werden kann.

Beide Modelle konnen fiir den Fall einer variablen Leistungsanforderung ver-
allgemeinert werden.
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123 Anwendungen

» Beispiel 1 Modellierung und Simulation von Output-GroBen metabolischer Prozesse

Modellierung und Simulation sind Schliisseltechnologien zum Verstdndnis des Ver-
haltens solcher komplexen Systeme. Eine wichtige Anforderung an diese Modelle fiir die
Anwendungen im Ausdauersport ist es, die genannten messbaren GréBen als Resultat
eines Anforderungsprofils, der Belastung, bereitzustellen. Anhand des Vergleichs mit
den Daten aus Studien am Ergometer im Labor bzw. mit Messungen im Feld konnen die
Parameter der Modelle geschitzt werden und die Vorhersagekraft der Modelle durch Si-
mulation und Vergleich mit den MessgroBen beurteilt werden. Grundsitzlich kénnen
wir drei Ansitze der Modellierung unterscheiden:

1.

concentration

Die metabolischen Prozesse sind in der Biochemie gut bekannt. Zum Beispiel kann
die Glykolyse in zehn verschiedene chemische Reaktionen aufgeteilt werden. Diese
wandeln Glukose in Pyruvat um und setzen dabei ATP frei. Aus diesen und weiteren
Reaktionsgleichungen wurde in Schulte et al. (1999) ein komplexes Modell, be-
stehend aus Differenzialgleichungen und algebraischen Gleichungen, aufgestellt und
simuliert. Intervalle fiir Parameter konnten zum Teil aus der Literatur zur Biochemie
und Sportmedizin entnommen werden, die Parameter selbst wurden iterativ durch
Simulation des Modells anhand von Messdaten aus Laborversuchen bestimmt.
B Abb. 12.1 zeigt als Beispiel den Vergleich von Laktatmessungen mit den aus dem
Modell hergeleiteten Laktatkonzentrationen.

Dieser Ansatz der Modellierung hat den Vorteil, dass die Variablen und Para-
meter direkte metabolische Entsprechungen haben, wobei allerdings deren sport-
wissenschaftliche Interpretation vielfach nicht so offensichtlich ist wie beim Laktat.
Nachteile sind die sehr groBe Komplexitit, das erforderliche Expertenwissen in Bio-
chemie und in den mathematischen Methoden fiir die Aufstellung und nummerische
Losung des resultierenden differenzial-algebraischen Gleichungssystems.
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O Abb. 12.1 Stufentest am Ergometer bis zur Ausbelastung und resultierende Blutlaktatwerte aus
Messungen und Modellierung (aus Schulte et al., 1999)
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2. Die weitaus tiblichere Methode zur Modellierung stellt direkt Gleichungen fiir die
Dynamik der Output-GroBlen Sauerstoffaufnahme (VO,), Lakatkonzentration
([La]) oder Herzfrequenz (HR) auf. Dabei werden bevorzugt lineare Differenzial-
gleichungen eingesetzt. Diese haben exponentielle Losungen, die gut die Anpassung
des metabolischen Systems an eine Leistungsanforderung repridsentieren konnen.
Die Variablen und Parameter sind leicht interpretierbar, typischerweise als Amplitu-
den von Anpassungsreaktionen und deren zugehorige Zeitkonstanten.

Grundlegend fir die Dynamik von VO, ist zunéchst dessen Wert im Aquilibrium
(steady state), also nach Vollendung der Anpassungsreaktion auf eine konstante Be-
lastung, die am Ergometer eingestellt wird. Das ergibt eine individuelle, monoton
wachsende Funktion von VO, iiber ein Leistungsintervall von P = 0 (W) bis zu einer
maximalen und andauernden kritischen Leistung P =P , bei der die maximale Sauer-
stoffaufnahme VO, _ erreicht wird (s. Jones & Poole, 2013). Der Steady-state-Wert
von VO, setzt sich im Wesentlichen aus drei Komponenten zusammen:

(1) einem Basiswert, der leicht iiber dem VO, im Ruhezustand liegt, (2) einem mit P
linear wachsenden Anteil A, und (3) einer kleineren, sogenannten langsamen Kompo-
nente A, dieerst ab einem gewissen Leistungs-Schwellwert hinzukommt (s. @  Abb. 12.2).

Fiir beide Komponenten, A, und A, kann die Anpassung von VO, an eine ein-
setzende konstante Belastung P sehr gut durch eine exponentielle Funktion mit drei
Parametern A, T und 7 beschrieben werden,

ml-2)

wobei A die Amplitude der betreffenden Komponente im steady state und 7 eine Zeit-
konstante bezeichnet, die die Geschwindigkeit der Adaption an den steady state
quantifiziert. Nach 7 Zeiteinheiten sind etwa 63 % der Amplitude A erreicht, nach 3 ¢
sind es 95 %. T ist eine Zeitverzogerung, ab der die betreffende Komponente einsetzt.
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O Abb. 12.2 Steady-state-Modell fiir Sauerstoffaufnahme VO2 in Abhéngigkeit der Belastung,
einer konstanten Leistung P. Leistungen groBer als die kritische Leistung P_ kénnen nicht auf Dauer
gehalten werden (aus Artiga Gonzalez et al., 2019)
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Diese exponentielle Dynamik lasst sich Aquivalent durch die lineare Differenzial-
gleichung % = 7' (4 - x) mit Anfangswert x(7) = 0 beschreiben. Das liefert den An-
satz zur Verallgemeinerung des dynamischen Modells fiir variable Belastungen, wie
sie im Training und im Wettkampf im Feld auftreten, d. h. fiir Leistungen P = P(t),
die nicht konstant sind. Dazu muss in der DGL die konstante Amplitude A durch
A(P(t)) ersetzt werden, also durch die Amplitude, die zu der Belastung P zum Zeit-
punkt t gemidll dem Modell in @ Abb. 12.2 vorgegeben ist. In Artiga Gonzalez
et al. (2019) wurde das ausgefithrt und an experimentellen spiroergometrischen
Datenserien validiert.

Dieselbe Methode ldsst sich fiir die Modellierung der Dynamik der Herzfrequenz
HR bei variabler Belastung einsetzen. In diesem Fall kann auf die langsame Kom-
ponente verzichtet werden, sodass als Parameter der Ruhepuls HR , die (konstante)
Steigung p = dHR/dP (gain), die Zeitkonstante 7z, die Zeitverzogerung T und ge-
gebenenfalls die kritische Leistung P_ bzw. die maximale Herzfrequenz HR  aus-
reichen.

In Mongin et al. (2020) wurde damit die Herzfrequenz von 30 Probanden bei
einen Ausbelastungstest auf dem Laufband gefittet. Die Leistung P wurde dabei
durch die Geschwindigkeit des Laufbands ersetzt. Im Median konnte 91 % der
Gesamtvarianz der Herzfrequenz durch das Modell aufgeklart werden. Mit einer zu-
satzlichen Anpassung des gains in Abhingigkeit der Belastungsintensitit konnte
diese Rate sogar auf 99 % verbessert werden. Allerdings erfordert das eine groBere
Zahl an Parametern, die bei der Regressionsanalyse geschitzt werden miissen und
leicht zu Overfitting fiihren konnen.

3. Die beiden obigen Modellansitze streben eine Charakterisierung der leistungs-
bezogenen physiologischen Reaktion durch explizite Gleichungen an, auf der
Grundlage der metabolischen Komponenten und Prozesse bzw. der Phanomeno-
logie der messbaren Variablen. Dagegen wird die Beziehung zwischen abhédngigem
Output (VO,, HR, [La]) und dem Input (Leistung oder Geschwindigkeit als Be-
lastung) durch Black-Box-Verfahren eigenstiandig ermittelt. Hierzu haben sich Ver-
fahren des maschinellen Lernens wie z. B. Support Vector Machines, neuronale
Netze und Deep Learning durchgesetzt (s. » Kap. 20 und 21). Diese lassen sich
natiirlich auch fiir die Analyse von Daten aus dem Stoffwechsel einsetzen (s. Zig-
noli et al., 2020). Die erzeugten Systeme zur Schiatzung der Output-Variablen
haben, wie erwartet, eine bessere Passgenauigkeit im Vergleich zu den expliziten
Modellierungen. Die Nachteile sind jedoch, dass zum Training der neuronalen
Netze erhebliche Datenmengen erforderlich sind und dass die trainierten Gewichts-
parameter keine offensichtliche sportmedizinische Interpretation ergeben.

Fiir eine weitergehende detaillierte Einfithrung zu den Methoden und dem Hintergrund
der Modellierung von Laktat und Sauerstoffauthahme beim Radsport sei der kiirzlich
erschienene Aufsatz von Zignoli et al. (2019) empfohlen. <«

» Beispiel 2 Das CP-Modell (critical power)

Die im ersten Beispiel besprochenen Methoden liefern Grundlagen fiir Planung und Kon-
trolle von Training, beim Wettkampf jedoch steht fiir den Radsportler die Frage im Vorder-
grund, wie viel Leistung er entlang der Rennstrecke jeweils anstreben sollte, um schnellst-
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moglich die Ziellinie zu erreichen — insbesondere, wenn die Strecke durch variables Terrain
mit unterschiedlichen Steigungen verlauft. Die Antwort erfordert das Wissen um die maxi-
mal dauerhaft haltbare Leistung P, die jeweils zusitzlich kurzfristig verfligbaren Energie-
reserven fiir Sprints und die Erholungsrate, mit der der Energiespeicher bei moderaterer
Leistung wieder aufgefiillt werden kann. Ein erstes mathematisches Modell fiir diese Ana-
lyse ist schon vor iiber 50 Jahren von Monod & Scherrer (1965) eingefiihrt worden.

Die Grundlage dieses Konzepts sind zwei verschiedene Energiequellen, aerob und
anaerob. Die aerobe Energieversorgung ist im Umfang unbegrenzt, kann aber nur mit
einer festen Rate abgerufen werden, der schon erwihnten kritischen Leistung P
Andererseits kann der anaerobe Energievorrat mit unbegrenzter Rate angezapft werden,
aber seine GesamtgroBe E_ ist recht begrenzt. Demzufolge erschopft sich ein Sportler
nach gewisser Zeit T, wenn die abgerufene Leistung P oberhalb der kritischen Leistung
P_liegt. In dem heute sogenannten CP-Modell (critical power) von Monod und Scherrer
wird demzufolge dafiir die hyperbolische Funktion T=E_/(P - P,) fiir P > P_angesetzt.
Dieser Ansatz lasst sich gut als hydraulisches Modell visualisieren (8 Abb. 12.3, links).
Energiereserven sind durch Behilter mit Wasser reprasentiert, die durch Rohre ver-
bunden sind. Der durch einen Regler steuerbare Ausfluss unten bestimmt die an-
geforderte Leistung, gegeben durch den Fluss.

Sei als Beispiel ein Hobby-Rennradfahrer mit einer kritischen Leistung von 250 W
und einem anaeroben Energiespeicher von 20.000 J angenommen. Wie lange kann er bei
einer Leistung von 300 W fahren? Es ergibt sich T = 20.000 Ws/(300 W-250 W) =400 s,
also 6 min und 40 s. Eine Leistung von weniger als P, = 250 W dagegen kann dem Mo-
dell zufolge unbeschrinkt lange gehalten werden, vorausgesetzt, es wird geniigend Nah-
rung aufgenommen, um den aeroben Energiefluss aufrechterhalten zu konnen.

Bei konstanter Belastung schreibt das CP-Modell vor, dass die anfingliche Energie-
reserve E_mit konstanter Rate P — P_verbraucht wird, bis sie nach der Zeit T erschopft
ist. Um das Modell fiir variable Leistungsanforderung P = P(t) einzusetzen, fithren wir

lo
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Monod and Scherrer Wilkie Margaria-Morton

B Abb. 12.3 Hydraulische Darstellung von drei physiologischen Modellen. Links das klassische
Modell von Monod & Scherrer (1965), in der Mitte das Modell von Wilkie (1981) mit adaptiver Er-
holungsrate und rechts das von Morton (1986) und Margaria mit einem zusitzlichen Gefal3 fiir die
anaerob-laktazide Energiebereitstellung (aus Wolf, 2018)
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den aktuellen Energievorrat ¢, (t) ein, mit der Vorgabe des Anfangswerts ¢, (0) = E_ .
Daraus ergibt sich folglich die Differenzialgleichung de_/dt = P_— P(t). Diese Gleichung
erweitert das Modell zugleich fiir den Fall der Erholung bei Leistungen unterhalb P :
Jedes Watt unterhalb von P_ergibt einen Zufluss von 1 J pro Sekunde.

Das einfache Modell fiir die maximal haltbare Leistung hat sich in der Praxis gut be-
wahrt. Um fir ein Individuum die kritischen Leistung P_ zu bestimmen, braucht man
allerdings mehrere Punkte (P,T) auf dem Graph der hyperbolischen Funktion von
T. Fiir jeden dieser Punkte muss ein Ergometertest bis zur Erschopfung geleistet werden,
gefolgt von einer hinreichend langen Erholungsphase. Das ist in der Praxis kaum durch-
fithrbar, und daher wurden dafiir einfachere Tests entwickelt (s. die Ubersicht in Lip-
kova et al., 2022).

Das Zwei-Parameter-CP-Modell von Monod und Scherrer lieferte das Fundament
fiir eine Reihe von Verfeinerungen, um kleine Defizite zu beheben. Es wurde bemiangelt,
dass das Modell beliebig hohe Leistungen erlaubt, zumindest fiir kurze Zeit, und dass
die direkte Fortschreibung des Modells fiir Erholung unterhalb der kritischen Leistung
(P < P), wie oben ausgefiihrt, zu optimistisch schitzt. In dem Drei-Parameter-Modell
von Morton (1996) wird die Leistung begrenzt und in Skiba et al. (2014) sowie Wolf
(2018) wurde die Erholungsrate gedampft. Zwei weitere Modifikationen von Wilkie,
Margaria und Morton sind in 8 Abb. 12.3 aufgefiihrt.

Die physiologischen Modelle, kombiniert mit einem mechanischen Modell von er-
forderlicher physikalischer Leistung beim Radfahren auf einer Strecke mit gegebenem
Hohenprofil, lassen sich mit nummerischer Optimierung beste Pacing-Strategien be-
rechnen, s. Fayazi et al. (2013), Sundstrom und Béckstrém (2017) und Wolf et al. (2018).

Studienbox

Die mathematische Modellierung von
Training und Leistung in der Sport-
informatik ist ein wertvolles Werkzeug fiir
Anwendungen in Coaching, Fitness/Per-
sonal Training, Rehabilitation und
Trainingsphysiologie. Zwei Modelle, das
(CP-)Modell (critical power) und das
Banister-Impulse-Response (IR-)Modell,
bieten dazu komplementire Methodiken.
Das CP-Modell beschreibt die Beziehung
zwischen geleisteter Arbeit und den ver-
bleibenden Energiereserven. Das IR-Mo-
dell beschreibt die Dynamik, mit der sich
die individuelle Leistungsfihigkeit im
Laufe der Zeit in Abhéngigkeit vom Trai-

ning verdndert. Beide Modelle abstrahie-
ren auf elegante Weise die zugrunde lie-
gende Physiologie. Der umfassende Bei-
trag von Clarke und Skiba (2013) bietet
dazu eine detaillierte Einfiihrung der zu-
gehorigen physiologische Grundlagen,
Definitionen und der Geschichte, leitet die
Annahmen und Gleichungen her und
unterrichtet im Umgang mit diesen Res-
sourcen anhand von Software (spread-
sheets") fiir praktische Computeriibungen.

1 » https://journals.physiology.org/doi/
suppl/10.1152/advan.00078.2011.
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€@ Fragen fiir die Studierenden

1. Bestimmen und diskutieren Sie eine Modellgleichung fiir die Herzfrequenz bei
einer einsetzenden konstanten Leistungsanforderung sowie die entsprechende
Differenzialgleichung fiir variable Leistung.

2. Ein Proband fihrt auf einem Ergometer zwei Stufentests mit konstanter Be-
lastung durch. Be1 450 W bricht er den Versuch nach nur 1:20 min erschopft ab,
nach Erholung schafft er bei 275 W immerhin 10:40 min. Welche kritische
Leistung P, und anaerobe Gesamtenergie E__ konnen daraus geschitzt werden?
Welche Werte ergeben sich, wenn eine dritte Messung bei P = 330 W eine
Gesamtzeit von T = 5 min ergibt? Welches Verfahren ist fiir diese Rechnung
geeignet?
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