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Zusammenfassung

Die Aufgabenstellung der Isoflachen-Extraktion ist @s ginen vorgegebenen Satz von Volumen-
daten, der eine Funktion reprasentiert, zu jedem so geésansowert die Grenzflache zu finden,
die die Bereiche mit Funktionswerten Gber und unter die¥éent voneinander trennt. Mit der
Hilfe von zusatzlichen Datenstrukturen lasst sich didségabe schneller losen als durch eine
vollstandige Durchsuchung des Datensatzes. Dafurdassk Datenstrukturen verwenden, die mit
wenig Speicher eine grobébersicht Uber den Datensatz geben (z. B. Partitionsbjioder alle
Intervalle in ein schnelles, aber speicherintensives Sti@ma eintragen (Intervallbaume, KD-
Trees).

Zu jeder Methode, insbesondere zur Brute-Force-Suchéiti®agbaum-, Intervallbaum-, KD-
Tree- und einer hier beschriebenen Out-of-Core-MethadstISich ein Verfahren angeben, mit
dem man abhangig von den Volumendaten die mittlere Extnagzeit bei Annahme einer gege-
benen Wahrscheinlichkeitsverteilung der Isowerte arsigtund meist rekursiv tiber den Aufbau
der jeweiligen Datenstruktur bestimmen kann. Die Bereolgniler Extraktionszeiten ist in dieser
Arbeit beschrieben.

Mit Hilfe dieser Extraktionszeiten lasst sich eine partarabhangige Methode entwickeln, die
zu jeder vorgegebenen Hauptspeichergrofe einen so genadonditioned Tree konstruiert, der
den Speicher optimal zugunsten der Extraktionsgeschgkediausnutzt. Dieser ist eine hybride
Datenstruktur, die auf einem Partitionsbaum basiert, degimigen seiner Blatter Verweise auf
andere Datenstrukturen enthalt. Das Optimierungsvesfahur Bildung der besten Conditioned
Trees lauft darauf hinaus, eine Kostenfunktion(7) = M (7) + \T(7) Uber alle Baumel
einer vorgegebenen Klasse zu minimieren, walléil ) der Speicherbedarf des Baums und aller
angehangten Datenstrukturen ist dnd") die mittlere Extraktionszeit, die zu diesem Zweck unter
Benutzung der erwahnten Naherungsformeln geschatdt wi

Wie leicht einzusehen ist, lasst sich sowdli(7"), als auchl'(7") rekursiv und additiv Uber den
Aufbau des Baumg bestimmen. Die Minimierung der Kostenfunkti@r)(7) ist daher auch
rekursiv moglich, indem man ihr Minimum zunachst fur lb&ume bestimmt und diese dann zu
einem grol3en Baum vereinigt.

Aus einer Arbeit von Everett [16] geht hervor, dass ein mésdr Minimierungsmethode er-
haltener Optimalbaum stets auch die ZeitfunktibfZ ) minimiert unter der Nebenbedingung,
dass der Speicherbedavf(7) den Wert des Optimums nicht Uberschreiten darf. Die Laggan
Optimierung hat also den Vorteil, dass wir durch Variati@s dlagrange-Faktorseine Serie von
jeweils optimalen Baumen erhalten, die sich fur Rechifmmfigurationen mit verschiedenem zur
Verfugung stehendem Speicher eignen und fast jede Speaiyabe optimal zugunsten der Ex-
traktionsgeschwindigkeit ausnutzen.

Ebenso wird ein Verfahren beschrieben, mit dem auch die étergit komplexer Algorithmen -
in diesem Fall Extraktionsmethoden - experimentell eettitverden kann. Hierfur wird das Vor-
handensein einer lineare Formel zur Bestimmung der Reelterarausgesetzt, in der aber noch
unbestimmte Zeitkonstanten vorkommen. Fir eine ReiheRexhendurchlaufen mit verschiede-
nen Datenstrukturen gleichen Typs werden die Koeffiziemetdieser Formel analytisch und die
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tatsachliche Rechenzeit durch Messung bestimmt. Dandemedie noch fehlenden Zeitkonstan-
ten in der Formel approximiert, indem der Fehler zwischem &féert theoretischen Formel und
der praktischen Messung minimiert wird.

Im Speicher-Zeit-Diagramm konnen noch Licken auftretdao Speicherbereiche, fur die die
Lagrange-Methode auch bei kleinsten Abstanden zwiscleenverwendeten Lagrange-Werten
kein Optimum findet. Die grof3te dieser Lucken tritt furmahe Datensatze zwischen dem KD-
Tree und dem Intervallbaum auf. In dieser Arbeit ist am Bieisgieser Licke eine Gap-Filling-
Methode beschrieben. In dieser Methode werden die Greremenitke - in diesem Fall der KD-
Tree und der Intervallbaum jeweils fir den ganzen Datensaaher untersucht und versucht,
durch Einfugung mehrerer KD-Trees fir Teilbereiche dpei€herbedarf des Intervallbaums auf
Kosten der Suchzeit stiickchenweise zu reduzieren. Diéséshren schliel3t die Lucke zwar nicht
ganz, macht sie jedoch kleiner.

Ein weiterer Beitrag dieser Arbeit ist der Design von Ingivaumen, die bezuglich Speicherbe-
darf und Suchzeit bessere Resultate liefern als bishehbebene herkommliche Intervallbaume.
Dies geschieht durch die Wahl geeigneter Unterteilung®nierden Intervallbaum-Knoten mit
Hilfe eines zweistufigen Optimierungsverfahrens, mit seinegesamt weniger Knoten verwendet
werden und im Mittel auch weniger Knoten pro Extraktion mgwerden.

In der ersten Stufe des Optimierungsverfahrens wird fir gessuchten Intervallbaum eine Liste
von Unterteilungswerten kleinstmoglicher Lange bestindie spater in die Intervallbaum-Knoten
eingetragen werden. In der zweiten Stufe werden die Knotémigsen Unterteilungswerten so
angeordnet, dass die mittlere Anzahl der besuchten KnaoteBxtraktion minimal ist.

Dadurch werden gegentuiber herkommlichen IntervallbEuB8peicher- und Suchzeit-Reduktionen
im einzigen Bereich erreicht, in dem das moglich ist, daMie- und Maxlisten eines Intervall-
baums zu einer vorgegebenen Intervallliste stets glemle Hintrage enthalten und auch die Suche
in ihnen stets gleich schnell ist, namlich output-sewsiti den Intervallbaum-Knoten hingegen
sind noch wesentliche Verbesserungen moglich; die iredidsbeit beschriebene Methode redu-
ziert die Anzahl der bendtigten Knoten um ca. 30 Prozentdiadnittlere Anzahl der besuchten
Knoten je nach GroR3e des Intervallbaums um zwei bis dreEptoaktion.

Ein weiteres Thema dieser Arbeit, das vor den Conditione@d erforscht wurde und deshalb in
einem vorangehenden Kapitel beschrieben wird, ist die l@sgéion von Partitionsbaumen. Dabei
werden zu einem gegebenen Volumen-Datensatz eine hiesetnetZerlegung und der zugehorige
Partitionsbaum so bestimmt, dass bei einer vorgegeberggiamsenen Anzahl von Knoten die
Extraktionsgeschwindigkeit durch die Verwendung desifRamsbaums maximiert wird. Hierfur
werden Methoden zur Modifizierung der Grenzen der hieraott@n Zerlegung verwendet, sowie
auch Methoden, um aus einem gegebenen Baum durch Abschmgidgchtigen Zweige qualita-
tiv hochwertige kleinere Baume zu erhalten.
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Kapitel 1

EinfUhrung

1.1 Ubersicht

Das Problem der Isoflachen-Extraktion oder auch Isozdétbenaktion aus Volumen-Datensatzen
hat eine einfache, sich direkt aus der Definition der Aufgabsllung ergebende Losung, die aber
fur viele Anwendungen zu langsam ist. Die in dieser Arbeitgestellten Losungsansatze laufen
darauf hinaus, Uiber den Platz des Datensatzes hinaush8peitherplatz fur weitere Datenstruk-
turen einzusetzen, um durch eine gezieltere Suche in digtsekturen den Extraktionsvorgang zu
beschleunigen.

Die Isoflachen-Extraktion kann in vielen Forschungshren zur besseren Visualisierung von
raumlichen Zusammenhangen verwendet werden. Besomddes Medizin ist es nitzlich, aus
anatomischen Volumendaten durch Isoflachen-Extrakii@egveils gewiinschten Teilinformatio-
nen zu gewinnen. Aus diesem Grund habe ich mehrere medizan[Batensatze in meine Experi-
ment-reihe Ubernommen.

Die Dissertation beschrankt sich auf die Isozellen-Ettom, das heil3t, es wird wie in Abbildung
1.1 aus einem Datensatz eine Datenstruktur erzeugt, nehdditfe wiederum durch Extraktion
eine Liste von Zellen ermittelt wird. Aus dieser Liste kanmnachsten Arbeitsschritt ein Bild gene-
riert werden, auf die Rendering-Methoden gehe ich in deeArber nicht naher ein. Abbildung
1.2 zeigt etwas genauer, wie das von mir geloste Teilprobleden Gesamtkontext eingebettet
sein kann; hier ist auch zu sehen, dass der RechenzeitfBistaE xtraktion je nach angewand-
ter Methode zwische® (k) (output-sensitiv) und)(n) (Untersuchung des ganzen Datensatzes)

Adaptiver Baum

Datenstruktur |ntervalloaum, |.Extraktion
generie kd-Tree... _
Liste von Renderlng Bild

Datensatz\ Zellen
rekursiv

. Conditioned Treg€Extraktion
Optimierung

Abbildung 1.1: Die Arbeitsschritte der Isoflachen-Extrak vom Datensatz bis zum Bild



KAPITEL 1. EINFUHRUNG 4

Messung
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Isoflachen-
Extraktion
Brute Force: O(n)
Output:gensitiv: O(k)
Isozellen- gensriern i
list e = Isoflache | -gET = Bild
ISte

Abbildung 1.2: Die Arbeitsschritte und ihr Rechenzeit-Bddm Detail

schwanken kann, daher ist die Wahl der Methode von groReziBedg.

Gleich im nachsten Abschnitt werde ich die Isozellen-&kxtion exakt definieren. Abbildung 1.3
zeigt eineUbersicht Uber die wichtigen Methoden der Isoflacherrdktion und ihre Zuordnung
zu den Kapiteln dieser Arbeit.

Wie die Abbildung zeigt, lassen sich die meisten bekanntethibden der Isoflachen-Extraktion in
zwei grol3e Gruppen einordnen: die raumlich orientierteth die intervall-orientierten Methoden.

Raumlich orientiert nennen wir alle Methoden, die den Yioéu-Datensatz in kleinere Teile zerle-
gen und diese Zerlegung sowie statistische EigenschadteDaten innerhalb jeweils eines dieser
Teile in einer Datenstruktur ablegen. Meistens werden asrischaften das Minimum und das
Maximum der Volumendaten innerhalb des betroffenen Talsvendet; diese legen durch einen
Vergleich mit dem gegebenen Isowert (Intervalltest) febtder betroffenen Teil des Datensatzes
naher untersucht werden muss oder nicht. Solche Metho@®men schon mit wenig zusatzli-
chem Speicher wesentliche Verkiirzungen der Suchzeitiombgm Abschnitt 2.1 werden Partiti-
onsbaume als typisches Beispiel der raumlich oriestiieMethoden beschrieben. Jane Wilhelms
und Allen Van Gelder beschreiben in [32] die Idee der Partigbaume anhand von Octrees.

Unter intervall-orientierten Methoden verstehen wir dltethoden, die die zu untersuchen-
den Zellen des Volumen-Datensatzes von ihrer raumlicheordnung befreien und nach ihren
Datenintervall-Grenzen in eine Datenstruktur einsogtieiDiese Art von Methoden kostet viel
zusatzlichen Speicher, macht aber auch eine extrem sdeltnetaktion der Isoflachen moglich. Ab
Abschnitt 2.2 sind einige gut geeignete Extraktionsmeginadieser Art dargestellt. Dazu gehoren
die ISSUE-Methode, die von Shen, Hansen, Livnat und Johind@7] beschrieben wird, der KD-
Tree, der von den gleichen Autoren ohne Hansen verwendeét{28], nachdem seine Grundidee
1975 von Bentley [6] beschrieben wurde und nicht zuletzi®&0 von Edelsbrunner beschriebene
Intervallbaum [15], der spater von Cignoni et. al. fur tieflachen-Extraktion angewendet wurde
[13].

Im 3. Kapitel stelle ich ein paar weitere Beitrage anderertoten zum Thema Isoflachen-
Extraktion dar, die von etwas abgewandelten Modell-Vosatmingen ausgehen und sich daher
nicht in die Reihe der hier behandelten Methoden einordassen. Zunachst werden zwei Out-
of-Core-Methoden nach Chiang und Silva [10, 11] beschrigcbée eine Datenstruktur auf der
Festplatte anstatt im Hauptspeicher ablegen. Diese dicheg eine Beschleunigung der Extrak-
tion ohne Verwendung von Hauptspeicher. Dafur wird jedBektplattenspeicher gebraucht, auf
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den der Zugriff im allgemeinen langsamer ist als auf den kspgicher. Anschliel3end folgt ei-

ne Beschreibung der Seed-Set-Methode, deren Sinn esddsaliache aus einer kleinen Menge
von Volumen-Zellen zu rekonstruieren. Eine Variante dezds8et-Methode wird z.B. von Ba-

jaj, Pascucci und Schikore in [3, 4] beschrieben, spatedevdas Thema von anderen Autoren
aufgegriffen, da das Grundprinzip der Seed-Set-Methodemdr Implementierung noch einige

Freiheitsgrade offen lasst. Schliel3lich wird hier einm@iContinuation-Methode nach Shen und
Johnson [28] aufgefuhrt, die das Problem der Isoflachenaktion dann besonders schnell |6st,
wenn bereits eine Isoflache gegeben ist und eine andechd-u einem nur wenig geanderten
Isowert zu bestimmen ist.

Mit dem 4. Kapitel beginnt mein eigener Beitrag zum Problesn Idoflachen-Extraktion. In die-
sem Kapitel werden zunachst ein paar Moglichkeiten daedie die die Qualitat von Partiti-
onsbaumen verbessern. Das ist moglich, indem die zum Bgharende Zerlegung gezielt be-
einflusst wird.

Es ist auch moglich, von einem bereits existierenden Baantetdaume abzuschneiden und ihn so
auf jede gewiinschte Speichergrof3e zu reduzieren. Dauslagsultierende Speedup-Verlust kann
durch Optimierungsverfahren minimiert werden, von denenBFOS-Algorithmus nach der Be-
schreibung von Chou, Lookabaugh und Gray [12] das besteedter mathematisch nachweisbar
das optimale Ergebnis liefert.

Im 5. Kapitel beschreibe ich ein Verfahren, mit dem die vorbeschriebenen Intervallbaume
bezuglich der Speicher- und Zeitkosten optimiert werdénnlen. Es gibt viele Arbeiten wie
[15, 13], in denen Intervallbaume beschrieben werden umdhdhre Knoten eingetragenen Unter-
teilungswerte mit einfacheren Methoden wie z.B. Mittelis@estimmung aus den vorgegebenen
Intervallen bestimmt werden. Hier ist eine weitere Besehigung des Verfahrens durch geeigne-
te Wahl der Unterteilungswerte moglich; dieser Umstanddebisher wegen der sowieso schon
hohen Geschwindigkeit des Intervallbaum-Verfahrens aala gelassen.

Im Kapitel 6 wird gezeigt, wie fur die grundlegenden Verfa, also fir die Brute-Force-Methode
(Abschnitt 6.1), hierarchische Zerlegungsbaume (Abgthi?), Intervallbaume (Abschnitt 6.3),
KD-Trees (Abschnitt 6.4 und 6.5) und das Out-of-Core-Meré@ mit extern gespeicherten Inter-
vallbaumen (Abschnitt 6.6) der Erwartungswert der Eximaiszeit analytisch und ohne explizi-
te Zeitmessungen ermittelt werden kann. Fur den Erwaswweg wird vorausgesetzt, dass eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung fur die angefragten lsae vorgegeben ist. Die Formeln sind fur
eine Gleichverteilung der Isowerte auf dem ganzen Wergtierangegeben; sie lassen jedoch
vollig unproblematisch einBnderung des Wahrscheinlichkeitsmodells zu.

Basierend auf diesen Extraktionsmethoden habe ich dieiGCamed-Tree-Methode realisiert, de-
ren Ergebnis abhangig von einem vorgegebenen Pararheten speichersparend langsam bis
speicheraufwandig schnell variiert. Diese Methode, besben im Kapitel 7, ist das Kernthema
der Dissertation und hat den Vorzug, dass sie fur viele Rextpen mit verschiedener Grolie
des Hauptspeichers diesen optimal zugunsten der Suchgasaykeit ausnutzen kann. Durch ih-
re Variabilitat erhalt die Conditioned-Tree-Methodeen grof3en Vorteil gegentiber Methoden mit
von vornherein festgelegter Datenstruktur wie z.B. Rartgbaum-, Intervallbaum- oder KD-Tree-
Verfahren, weil diese jeweils einen festen Speicherbdtasén und nur dann angewendet werden
kdnnen, wenn der Hauptspeicher in entsprechender Grafdéerfiigung steht.

Der Conditioned Tree basiert auf einem binaren Partibansn des Volumen-Datensatzes, in des-
sen Blattern jeweils eine andere, bereits bekannte BEidramethode mit ihrer Datenstruktur ein-
getragen ist. Der Sinn davon ist es, diese Extraktionsndetfio den entsprechenden Teilblock des



KAPITEL 1. EINFUHRUNG 7

Datensatzes anzuwenden. Zu einer vorgegebenen Kosténfuldsst sich der Conditioned Tree,
der diese minimiert, jeweils rekursiv Uber seinen Aufbasttmmen. Die Optimierung erfolgt nach
der von Everett in [16] beschriebenen Lagrange-Methode.

Aul3er der optimalen Ausnutzung des Speicherplatzes he¢sligybride Verfahren auch den Vor-
teil, dass sich darin beliebige Extraktionsmethoden eiebhaund verwenden lassen. Die einzige
Voraussetzung dafir ist, dass es zu jeder Extraktionsydetjeweils eine Kostenfunktion zur Be-
rechnung des von ihr belegten Speichers und der erwarteteineRzeit wie in Kapitel 6 gibt, die
in die Kostenoptimierung des Conditioned Trees eingebaudan kann.

Im 8. Kapitel wird naher auf die Einzelheiten der Testpesgme sowie der in OpenGL geschrie-
benen Darstellungsprogramme eingegangen.

Genauere Bewertungen der Methoden folgen jeweils am EndardEinzelnen beschriebenen
Methoden, sowie im 9. Kapitel Uiber die Ergebnisse. Die hlisl8ende Zusammenfassung steht im
Kapitel 10.

Im Anhang A der Arbeit werden zunachst ein paar mit den biéslobnen Algorithmen bearbeitete
Beispiel-Datensatze aufgelistet.

Hier ist eine kurze Zusammenfassung meiner Beitrage pfiatshen-Extraktion:

e Mathematische Modelle fur die erwartete RechenZ&iy der verschiedenen Extraktions-
methoden (Kapitel 6) und ihre empirische Berechnung

¢ Bildung von so genannten Conditioned Trees, die eine ausodestimmten Rechenzeit und
dem Speicherbedarf der Datenstruktur gebildeten Kostétiftn minimieren. (Abschnitt
7.1)

e Optimierung von Intervallbaumen, bestmogliche Wahldeterteilungswerte*, bezuiglich
Speicher- und Rechenzeit-Bedarf (Anzahl der Knoten, engtBaumtiefe) (Kapitel 5)

e \erbesserung von Partitionsbaumen durch geeignetepiueag (Kapitel 4)

Zu diesem Thema habe ich zusammen mit D. Saupe die Arbeiggsihrieben, die bei der VMV
veroffentlicht ist. Bajaj veroffentlichte in [3] und [H]etzteres zusammen mit Pascucci und Schi-
kore) Zusammenfassungen bekannter Methoden der Isafid€kteaktion, darunter die Marching-
Cube-Methode, partitions-orientierte Ansatze, SpaaeSgorientierte Losungen wie den Intervall-
baum und etwas detaillierter die Moglichkeiten von SeetH8ethoden.

Nachstehend habe ich die wichtigsten Extraktionsmethadeinren Qualitatsmerkmalen aufge-
listet. In denO-Notationen steht jeweils fur die Gro3e des Volumen-Datensatzes, bzwdiér
Anzahl der darin enthaltenen Zellénist die Lange der Ausgabe, also die Anzahl der Zellen, die
in der gesuchten Isoflache enthalten sind. Die Angabe desl8bedarfs irh)-Notation ist red-
undant, weil dieser in jedem Fall einschlieR3lich Datengatz®) ist und sich nur durch konstante
Faktoren unterscheidet.
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Abbildung 1.4: Eine Zelle,,. mit ihren Eckvoxeln und den zugeordneten Datenwedtgn ...

Methode | Geschwindigkeit | Speicherbedarf | beschrieben in...
Brute Force O(n?) (langsam) niedrig (trivial)
Adap. Zerlegungsbaumvariabel,> O(k + k - log(n)) (mittel) mittel Abs. 2.1 + Kap. 4
KD-Tree O(k + +/n) (schnell) hoch Abschnitt 2.4
Intervallbaum O(k + log(n)) (sehr schnell) hoch Abs. 2.5 +Kap. 5
Conditioned Tree variabel, speicherabhangig variabel Kapitel 7
Out-of-Core kann schnell sein Hauptsp. niedrig,| Abschnitt 3.1
(abhangig von der Speichermethodelrestplattensp. hoch

1.2 Die Problemstellung der Isofichen-Extraktion

Gegeben ist ein Volumen-Datensatz, d. h., ein dreidimeasés Array von Zahlenwerten aus ei-
nem geordneten Wertebereith(z. B. R = R, [0, 1] oderZ) in der Form

An vielen Stellen dieser Arbeit wird anstelle dieses Dadtres eine Funktiofi : R? — R angege-
ben. Dies ist jedoch keine von der Vorgabe abweichende Ranaern lediglich eine implizite De-
finition des Volumen-Datensatzes, der sich aus gitteri@emgeordneten Wertef{z, y, z) zusam-
mensetzt, also ware z. B. filt = [0, 1] eine Berechnung der Volumendaten dusgf, = ~==—"mir
)
Yo+ (Y1 — Yo) ——, 20 + (21 — 20)

Tmax —Tmin
mit
max max max

moglich. Dabei kdnnen,,;, undry,., als Minimum und Maximum aller,,,.-Werte definiert wer-
den oder die Grenzen eines vom Benutzer vorgegebenen \Wegiels sein. FUR = R kann
einfacha,,. = r,,. verwendet werden, fur diskrete Wertebereiche Rie- Z oder endliche Teil-
mengen davon wird,,,. ausr,,. durch eine geeignete lineare Abbildung mit anschlieBender
thematischer Rundung (Quantisierung) gebildet. Wir fagseeils acht wirfelformig benachbarte
Gitterpunkte Yoxel) dieses Datensatzes zu einer Einh2éllge) zusammen (siehe Abbildung 1.4).
Die Eckwerte der Zelle,,. := {z,z + 1} x {y,y + 1} x {2,z + 1} mitz € {0, ..., xrax — 1},

Y €40, ..., Ymax — 1} UNdz € {0, ..., 2max — 1} bilden also die Menge

T z

Teyz ‘= f(xO + (xl - IIZ'Q)

Mmyz = {am’y’z’|x/ € {.T,CC + 1};?/ € {yay + 1}7 Z/ € {Zu zZ+ 1}}
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Y,

Abbildung 1.5: Links im Bild ist ein Beispiel einer kontirerlichen Isolinie dargestellt. Wir be-
trachten jedoch diskrete Isolinien (oder -flachen) wie érhten Teil des Bildes

Im mathematischen Sinn ist eingoflache fur eine kontinuierliche Funktiorf : R® — R als

die Losungsmenge der Gleichuigr, v, z) = c definiert, wobei derlsowert, eine vorgegebene
reellwertige Konstante ist. Es hatte keinen Sinn, diesiéniden unverandert auf den vom Com-
puter bearbeiteten diskreten Fall zu Ubertragen, we\Bete der Funktion an den Gitterpunkten
nur zufallig den gegebenen Isowert annehmen kdonnen.tEbés bei stetigen Funktionen durch
den Zwischenwertsatz gesichert, dass Zellen, an derenuBkign sowohl Funktionswerte Uber
als auch unter dem Isowert vorkommen, einen Teil der Isofl@nthalten. In allen anderen Zellen
kann naturlich auch ein Stick der Flache enthalten seas, aber aus den vorgegebenen Daten-
werten weder beweisbar, noch widerlegbar ist.

Basierend auf dieser Betrachtung definieren wir flr dre@hsionale Arrays zu jedem vorgege-
benen Isowerty € R eine so genanntdiskrete Isoflache die aus den Zellen des Datensatzes
besteht, durch die die oben betrachtete kontinuierlicbidshe nachweislich lauft, die also die

Intervallbedingung min,,. < v < max,,. erfullen, wobei

ming,, = min(M,.) ; max,,, ‘= max(M,,.)

In dieser Arbeit wird im Kontext eines diskreten Datensatzgt dem Begriff “Isoflache” die dis-
krete Isoflache bezeichnet (wie in Abbildung 1.5). Es ist die Aufgabe dieser Arbeit, wie in
Abbildung 1.6 die Liste dieser Zellen mit Hilfe eines geged freien Speicherbereichs innerhalb
kiirzestmoglicher Suchzeit aus dem Datensatz zu erhalten

In dieser Dissertation werden Intervalltests stets mikdiabgeschlossenen und rechts offenen In-
tervallen durchgefuhrt, also z. B. in der Fofnme [min,,,, max,,.) 0dery € [amin, Gmax), WODEI
amin UNd a,., jeweils durch den Kontext des verwendeten Algorithmus @gedpene Intervall-
grenzen sind. Die Wahl dieser Form hat gegeniuiber beigsdijeschlossenen Intervallen einige
Vorteile, die ich hier allgemein formuliere, ohne auf Eiliake einzugehen:

¢ Bei Intervall-Zerlegungen passen mehrere Intervalleedieg/ps nahtlos zusammen, ohne
dazwischen eine Licke zu lassen oder gemeinsame Punk&ben.h

e FUr die Berechnung von Wahrscheinlichkeitsmalf3en sindligermeinen, nicht notwendi-
gerweise stetigen Fall halboffene Intervalle am besteiggee Es genuigt sowohl fur ganz-
zahlige als auch fur kontinuierliche Wertebereiche eioentel des TypsP([a;,as)) =
P(ay) — P(ay), wobei angenommen wird, dass das MaR tber die Werte eineoto stei-
genden FunktiorP(a) = P((—o0, a)) gegeben ist. Die Annahme einer gegebenen Haufig-
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Abbildung 1.6: Ein zweidimensionales Beispiel fur diedstben-Extraktion. Die Ausgabe des Pro-
gramms ist in diesem Fall eine Isolinie.

keitsverteilung fur die angefragten Isowestést eine Grundvoraussetzung fur die Berech-
nung der Bewertungsfunktion, die in Kapitel 7 bei der Bestiunmg des optimalen Conditio-
ned Trees verwendet wird.

¢ In den meisten Grenzfallen ist das halboffene Intervalbasten fur die Konstruktion einer
luckenlosen Isoflache geeignet. Bei Tests mit beidsaligeschlossenen Intervallen wiirde
man aus der Menge der extrahierten Zellen Gebilde erhalterstellenweise mehr als eine
Zelle breit sind, wogegen bei beidseitig offenen InteemlLocher in den Flachen entstehen.

Es ist leicht, ein Programm anzugeben, das die Aufgabdursgedler Isoflachen-Extraktion direkt
|ost. Der fur dieses Programm verwendete AlgorithmuBtBrute-Force-Methode und durchlauft
alle moglichen Tripelz, y, z), um festzustellen, fur welche die Intervallbedingungrifitit(be-
schrieben von Lorensen und Cline in [24]). Das Problem debailerdings, dass diese Methode
O(n?®) Rechenzeit bendtigt und dadurch fur groRere Dateaséin geeignetes interaktives Ex-
traktionsprogramm ermoglicht. Wir suchen also eine Dstretktur und eine zugehorige Suchme-
thode, die das Suchproblem innerhalb von kiirzerer Zsit 10

Es gibt eine weitere triviale Methode, die das Extraktionbfem 16st und immer dann funktio-

niert, wenn die Volumen-Datenwerte ganze Zahlen sind ageeamem anderen Grund nur endlich
viele verschiedene Isowerte vorgegeben werden konnesrfildiwerden im Vorverarbeitungs-

Schritt die Isoflachen fur alle moglichen Isowerte inexim Array gespeichert (siehe Abbil-

dung 1.7). Im Hauptprogramm kann dann zu jedem Isowert djelzdrige Liste aus diesem Array
zuriickgegeben werden.

Diese Methode |0st das Problem in minimaler Suchzeit, meginem Isowery nur die passende
Liste aus dem Array auszugeben ist. Ein gro3er Nachteilsisdllerdings, dass die Liste aller
Zellen zu jedem moglichen Isowert im Normalfall weseritlmehr Speicher benotigt, als selbst der
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Abbildung 1.7: Die Datenstruktur fur die trivial-optimreeMethode

leistungsfahigste Rechner bieten kann. Zum Beispiadifign256 x 256 x 256-Datensatz mit einem
Speicherbedarf von 2 Byte pro Voxel benotigt der OrigiDakensatz 32 MB; wenn dieser eine
abhangig von der x-Koordinate steigende und den ganzeteldéeeich durchlaufende Funktion
beschreibt, dann belegen die Listen der trivial-optimalietthode insgesamt 12 GB Speicher.

Wir suchen hier also nach Methoden, die die Isoflachenakiittn beschleunigen und dafur nicht
mehr Speicher brauchen, als vom jeweiligen System vorgegsh Die in dieser Arbeit beschrie-
bene Conditioned-Tree-Methode bietet eine Klasse vonri3aigkturen, die das Problem mit ver-
schiedenem Speicherbedarf und verschiedener Rechepgeit. [Zusammenfassend besteht also

folgende Problemstellung:

e Esistein Problem gegeben, das mit vorgegebenem Speicteghadb kiirzestmaoglicher Zeit
Zu losen ist.

e Es steht eine Liste von Losungsmoglichkei®en(i = 1, ..., m) zur Verfugung, die jeweils
M (7;) Speicher und durchschnittlichi(Z;) Rechenzeit benotigen.

e Die Losunger?; sind durch hierarchische Datenstrukturen (Baume) ssprigert, deren Un-
terbaume jeweils Losungen von Teilproblemen sind, d&geicher- und Zeitaufwand sich
additiv zusammenfiigen lasst.

1.3 Die verwendeten Volumendaten

Fir den Vergleich der Extraktionsmethoden habe ich zwé&mirwon Volumen-Datensatzen her-
angezogen: algebraische Funktionen, die implizite Fadckds Losungs-Isoflachen haben und ge-
messene, z. B. medizinische Daten, um die Brauchbarkeid#droden fur real gemessene Daten
zu testen (siehe Abbildung 1.8).
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Abbildung 1.8: Beispiele fir eine Ebene der Volumendate@iauwertdarstellung

Ein Beispiel fur die algebraischen Funktionen ist die Suchch der Kummer-Oberflache, die die
Losungsmenge der Gleichurfgz, y, z) = 0 ist, wobeif(z, y, z) gegeben ist durch:

p(u,v) =1 +v+uv?2

f(:c,y, Z) = (x2 + y2 + 32 - 2)2 + 5p(([5, Z)p(—LL’, Z)p(l‘, —Z)p(—l’, _Z)

Wir untersuchen also nun, wie am schnellsten eine studeNgieare Approximation der Losungs-
menge der Gleichung(z,y,z) = ~ fur beliebige Isowertey mit Methoden der Isoflachen-
Extraktion zu finden ist. Der Definitions- und Werteberei@n Bunktionf ist zu diesem Zweck
wie in der Definition am Anfang dieses Kapitels transforriwesrden, so dass der interessante Tell
der Funktion in den Volumendaten-Bereigh 0, 0) — (Zmax, Ymax, Zmax) PaSSt und die Funktions-
werte innerhalb einer vorgegebenen endlichen Menge g&atden liegen.

Der Datensatz vom menschlichen Kopf ist zum Beispiel ein $&n aus dem FTP-Verzeichnis
unter [1]. Nahere Einzelheiten Uber diesen und anderazimésthe Datensatze sowie die Bilder
dazu sind im Anhang A.2 zu finden. Die Idee, diese Daten zu eeden, stammt von der Web-
site [20], von Levoy und Lacroute. Der Anhang A enthalt Pee fur Datensatze, die fur die
Isoflachen-Extraktion ausgewertet wurden.

Intern sind samtliche dreidimensionalen Datensatzeialdimensionale Arrays gespeichert. Das
heil3t, dass ein Datenwetf,. von den Programmen ad$(y,naz + 1) (Zimae + 1)@+ (2imaz + 1)y + 2]
angesprochen wird, nicht al$x][y][z]. Der Vorteil dieser Speicherungsweise ist, dass Speicher f
insgesam{( .4, + 1)(ymax + 2) Pointer gespart wird, der in andere Datenstrukturen iresmst
werden kann. Dadurch wird bei vorgegebenem zur Verfuguwesjelitem Hauptspeicher bereits
viel eingespart, weil dieser Speicher fur einen hieracien Zerlegungsbaum verwendet werden
kann, der die Extraktion der Isoflache schon um einigestbesnigt.

An der Zugriffsgeschwindigkeit andert sich durch dieseiSperungsform nicht viel, weil fir einen
Zugriff auf a[z][y][z] = *(x(x(a + ) + y) + z) drei Additionen und drei Pointer-Operationen
gebraucht werden, wahrend fur einen Zugriff alify,ax + 1) (zmae + 1) 4+ (Zmae + 1)y + 2] =

*(a + zm (ymx + y) + 2z) drei Additionen, zwei Multiplikationen und eine Pointep&ation notig

sind W, = Ymaz + 1 UNd 2, = 2,4, + 1 Sind als Kantenlangen des Datensatzes bereits gegeben).



Kapitel 2

Die wichtigsten Methoden der
|soflachen-Extraktion

2.1 Das Prinzip der partitionsbaum-orientierten Methoden

Die in diesem Kapitel beschriebenen Methoden zur Bescldeung der Isoflachen-Extraktion ba-
sieren auf Partitionsbaumen, die auf dem Volumen-Datereaichtet werden. Die Grundidee
dafir stammt aus den Ausfiihrungen von Jane Wilhelms utehAfan Gelder in [32], wo das
Prinzip am Beispiel eines Octrees erklart wird: das Volamwéd durch eine oder mehrere Ebenen
in Teile zerlegt, diese konnen wieder in kleinere Teildeggrwerden; dies wird so lange wieder-
holt, bis die Einzelblocke klein genug sind. Diese Zerleguwvird durch einen Zerlegungsbaum
dargestellt, in dem jeder Knoten einen Teilblock des VolnfDatensatzes reprasentiert; die Wur-
zel des Baums entspricht dabei dem ganzen Volumen-Darensat

Als Datenstruktur betrachtet enthalt jeder Knoten desafolgende Informationen des von ihm
reprasentierten Blocks (Abbildung 2.1):

¢ die Information, ob und wie der Block unterteilt wird. Diekesteht z. B. im allgemeinen
binaren Fall aus der Ausrichtung und der Position der Weitengsebene.

e Eine Liste von Zeigerm,, ps, ..., p, (im Fall eines binaren Baums und p,.), die auf die
Knoten zu den Teilblocken verweisen.

e Zwei Datenwerter,,;, und a,,., die das Minimum und das Maximum der Volumendaten
innerhalb des Blocks sind.

Wir gehen in der Dissertation davon aus, dass binare iPagiiaume verwendet werden, falls
nichts Gegensatzliches erwahnt wird.

Die Partitionsbaum-Methoden basieren auf der Grundidass dler Funktionsverlauf des ge-
gebenen Datensatzes in lokalen Bereichen nur wenig wanedurch die GrofRe des Inter-
valls [min, maz) schnell abnimmt, wenn man auf einem Pfad des Baums herursadest.
Die Isoflachen-Extraktion wird jetzt durchgefiihrt, imleer Partitionsbaum rekursiv durchlaufen
wird. Dabei wird jeder Knoten darauf getestet, ob der voefpege Isowert im darin eingetrage-
nen Intervalllmin, maz) enthalten ist. Wenn das nicht der Fall ist, dann kann diesetéh und
alles, was in der Baumhierarchie darunter liegt, Uberspea werden.

13
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Abbildung 2.1: Struktur des binaren adaptiven Baums zaragegebenen Partition der Volumen-
daten, vereinfacht auf den zweidimensionalen Fall
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Wenn jedochy € [min, maz) gilt, dann wird der Knoten weiter untersucht:

e Wenn er ein innerer Knoten ist, dann werden seine Nachfglgeundp,;. in der gleichen
Weise getestet.

e Wenn er ein Blatt ist, dann wird eine einfache Brute-Foroeke innerhalb des von ihm
reprasentierten Teilblocks gestartet. Die jeweils dkeneBlockgrenzen sind von der rekur-
siven Suchfunktion bis hierher durchgegeben worden.

Die einfachste Idee, den Suchbaum zu bilden, ist es, jedieadheten Teilblock achsenparallel
in der Mitte zu teilen. Dabei wechselt die Richtung der Tegsebene zyklisch zwischen den drei
gegebenen Moglichkeiten. Diese Idee entspricht ungefaheines Octrees, der jeden Teilblock
in acht (fast) gleiche Unterblocke zerlegt. Der weseh#dit/nterschied zwischen binaren Baumen
und Octrees besteht darin, dass Octrees jeweils siebereKi@r binare Baume in einem zu-
sammenfassen, wodurch ein Datenblock mit etwas wenigdacl@&paufwand in acht Teilblocke
zerlegt wird. Dafur ist der Octree aber nicht so flexibel enahoglicht es nicht, in einem Knoten z.
B. einen von zwei Teilblocken von vornherein auszusclelreBm Octree ist auch eine mehrfache
Zerlegung eines langen Datensatzes in der gleichen Rigimight vorgesehen.

Aufbauend auf dem erwahnten Bericht von Wilhelms/van @elschreiben Sutton und Hansen
in [29], wie sich ein Branch-on-Need-Octree fur irregel&itter konstruieren lasst. “Branch on
need” heil3t dabei, dass jeder Zweig des Octrees nur bis Zliefergeht, an der der vom Blatt-
knoten definierten Bereich genau einem der gegebenen umigjgen Polyeder entspricht.

Ferner zeigen Weinstein und Johnson in [31], wie die Hiérareines Octrees eine Hierarchie der
Definition der Isoflache erzeugen kann, die in diesem FalhMalltimesh reprasentiert ist.

Im 4. Kapitel wird untersucht, wie das Ergebnis von Pantisitaumen (Speicher- und Zeitbedarf)
durch die Wahl einer geeigneten, datenabhangigen Zentpgerbessert werden kann.

2.2 Die Grundidee der intervall-basierten Suchmethoden

Der eigentliche Kern des Problems der Isoflachen-Exiakst die Intervallsuche: Es ist eine Liste
von Volumen-Zellen mit ihrer Positiofx, y, z) und ihren Intervallwertemin undmax gegeben.
Dabei ist fur die Suche nach einem gegebenen Isowere Position gar nicht von Bedeutung,
weil nur die Bedingungy € [min, max) zu testen ist.

In den folgenden Abschnitten werden intervall-orieng€&tichmethoden beschrieben, die von die-
ser Tatsache Gebrauch machen, indem sie alle gegebenen ded#liner vergleichsweise gro3en
Datenstruktur systematisch naetin undmax sortiert einordnen.

Methoden, die mit den Intervallen arbeiten, kdnnen im Sppace grafisch dargestellt werden.
Der Span Space ist ein Min-Max-Diagramm, in dem alle IntéevVa, b) als Punkt(a, b) gezeigt
werden und folglich oberhalb der Linie mit der Gleichung- y liegen. (siehe Abbildung 2.2).

Eine Span-Space-Methode, die in diesem Kapitel nicht gestrerklart wird, wird in [7] von
Bordoloi und Shen vorgestellt. Diese ahnelt der ISSUEHdde, weil sie den Span Space eben-
falls durch Linien in Rechtecke zerlegt. Diese Linien siadgch nicht mehr achsenparallel im
min — max —Raum, sondern stattdessen achsenparallel +rv—Raum, wobek, := min + max
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Abbildung 2.2: Hier sind die fur die intervall-orientiert Methoden verwendeten Zerlegungen des
Span Space (Min-Max-Diagramm) dargestellt. Von links naagdts: ISSUE-Methode, KD-Tree,
Intervallbaum

das doppelte des Intervallzentrums ung= max — min die Lange des Intervalls ist. Das Intervall-
Kriterium lautet dann2y — u| < v und ist leichter zu untersuchen, weil die Intervalllangaei-
stens einen kleinen Wert hat und somit die Suche nach Inkemyaeren Zentrung weiter vonyy
entfernt ist, oft abgekurzt werden kann.

2.3 ‘“Iso-surfacing in Span Space with Utmost Efficiency” (IS
SUE)

Die ISSUE-Methode ist die erste und einfachste intervaérgierte Suchmethode und wurde von
Shen, Hansen, Livnat und Johnson beschrieben ([27]).

Die Grundidee ist es, dass die vorgegebenen Intervallaialst® mit den Koordinatefmin, max)
in den Span-Space eingeordnet werden konnen. Wenn nusaireity vorgegeben wird, dann
sind im Span-Space alle Punkte im Quadranten oben links wamkt®~, v) gesucht. In Abbil-
dung 2.3 sind ein paar mogliche Suchbereiche dargestellt.

Eigentlich operieren alle in diesem Kapitel aufgefuhitégthoden im Span Space, weil das gerade
in der Natur der intervall-orientierten Methoden liegteDArbeit von Shen et al. hat jedoch die
Besonderheit, dass sie den Grundgedanken, den Span Spheeutmen, explizit ausdrickt und
ausfuhrlich beschreibt und somit ein Modell zur Verfugustellt, mit dem man Intervallbaume,
KD-Trees und andere intervall-orientierte Methoden \&ggien kann.

Die Suche wird bei der ISSUE-Methode durchgefuhrt, indem3pan-Space wie in Abbildung 2.2
in Quadrate zerlegt wird. In der Suchphase brauchen dardigjanigen unter den Quadrate durch-
sucht zu werden, die eine nicht leere Schnittmenge mit deyalggnen Quadranten bilden. Die In-
tervalle in den Quadraten, die ganz vom Quadranten Ublerdesrden, konnen sogar vollstandig
in die Losungsmenge Glbernommen werden.

Die Effizienz dieser Methode wird zusatzlich gesteigeddgm die nicht leeren Quadrate mitihren
Intervallen in Form von verketteten Listen gespeicheridear die abhangig von der zur Verfugung
stehenden Rechner-Konfiguration nacheinander bei sagliemtRechnern oder gleichzeitig bei
parallelen Rechnern mit mehreren Prozessoren durchsecew.
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Abbildung 2.3: Der Span-Space, in den bei intervall-bésreMethoden die Intervalle eingeordnet
werden. Der Suchbereich zu einem Isowert wird jeweils deiole Doppellinie begrenzt, die auf
der Linie mitmax = min ihre Richtung andert.

2.4 Der KD-Tree

Die Betrachtung weiterer intervall-orientierter Suchhoeten legt zunachst die haufig in der Da-
tenbanksuche verwendete Methode nahe, die gegebenewall@eabwechselnd nactin und
max vorzusortieren und so einen Indexbaum zu errichten. Dieg&8ing wird durch einen Such-
baum wie in Abbildung 2.4, den so genannf€ivh — T'ree dargestellt, in dem entlang einem Pfad
die Intervalle abwechselnd nach einem Entscheidung®#uin der Formmin < min, versus
min > min, bzw. max < max; versusmax > max; in jeweils zwei Gruppen aufgeteilt wer-
den.min; bzw. max; ist dabei in den jeweiligen Knoten des Baums eingetragensorgewahlt,
dass die betrachtete Intervallliste in zwei ungefahragigjrol3e Teillisten zerlegt wird (muss nicht
genau stimmen). Livnat, Shen und Johnson haben die KDWetbode in [23] beschrieben. In
diesem Artikel steht auch, in Anhang B, wie die Worst-Cask&®zung vorO(k + /n) Suchzeit
pro Extraktion bestimmt wird. Der urspringliche, von I&afien unabhangige KD-Tree wurde
schon 1975 von Bentley mit [6] eingefiihrt.

Der rekursive Algorithmus, mit dem in einem so gebildetenKi@e nach einem Isoweytgesucht
wird, ist relativ einfach aufgebaut:

e FiUrmin-Knoten vergleichen wity mit dem eingetragenemin-Wert. Der linke Nachfolger
wird immer untersucht, der rechte nur dann, wens miny, gilt.

e FlUrmax-Knoten vergleichen wity mit dem eingetragenanax-Wert. Der rechte Nachfolger
wird immer untersucht, der linke nur dann, wenr: max;, gilt.

e Wenn der Knoten ein Blatt ist, dann sind darin ein Interfalin, max) und eine Liste von
Tripeln (z,y, z) eingetragen. Fur samtliche Eintrage y, =) der Liste giltmin,,, = min
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min=y1

min<=y1 min> y1

max=y:

max<:'\% yi»yz

Cellinfo
[min,max)

X1,y 1,Z 1
X2,y 2,Z 2
X3,y 3,Z 3

Abbildung 2.4: Der KD-Tree mit seinen naehin undmaz unterteilenden Knoten. Die Koordi-
naten(z,y1, 21), (2, Yo, 22), (23, ys3, 23) ... geben die Positionen an, an denen sich die Zellen mit
dem Intervalljmin, max) befinden.

mln:)\4 max:)\2 mln:)\5 mln:)\l mln:)\6 maxq\3 mln:)\7

04,2 0,93 0620053, 3) 0% 3) 05,30 0%, 2)

Abbildung 2.5: Der KD-Tree in seiner intern gespeicherterafform. Die Pointer sind nicht in
der Datenstruktur enthalten, sondern hier nur zur Oriamtig dargestellt.
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L Prmin mn | min | min [min [Min| ...

y* min<= y <max
\L;

MaX max | max | max | max

Abbildung 2.6: Der Intervallbaum: jeder innere Knoten haigér auf jeweils eine Min- und Max-
liste. Diese enthalten die gleichen Zellen des Volumerebsdtzes in verschiedener Anordnung

undmax,,, = max. Es wird also gepriift, oy € [min, max) gilt. Wenn die Intervallbedin-
gung zutrifft, dann werden alle Tripel der Liste als Ergelarilen ausgegeben.

Intern wird der KD-Tree nicht als Baum wie in Abbildung 2.4nslern als Array wie in Ab-
bildung 2.5 gespeichert. Dabei sind die Knoten des Baumshdeinfache Indexberechnung zu
finden, da sich der Knoten des Baums stets in der Mitte des/Améindet und ihre Nachfolger
in der Mitte des jeweils linken bzw. rechten Teilarrays zwén sind. In jedem dieser “Knoten”
ist die Information fur jeweils eine Zelle des Volumen-Bagatzes zu finden, die im Span Space
genau auf der Grenzlinie der entsprechenden Unterteilagyg |

2.5 Schnelle Isofhichen-Extraktion mit Intervallb aumen

Als nachstes wird eine weitere Methode der Intervallsustschrieben, die wie die KD-Tree-
Methode urspringlich nicht aus dem Gebiet Computergrafikdern vielmehr aus dem allge-
meineren Bereich “Algorithmen und Datenstrukturen” stawider Intervallbaum (Abbildung 2.6)
ermoglicht eine schnelle, fast sogar rechenzeit-opgrmalrchfuhrung der Isoflachen-Extraktion.
Das Intervallbaum-Verfahren wird von Edelsbrunner in Nidigestellt. Cignoni, Marino, Montani,
Puppo und Scopigno haben in [13] die Moglichkeit aufgezergervallbaume fur die Extraktion
von Isoflachen zu benutzen. Ferner beschreiben die gleidheoren aul3er Marino in [14], dass
sich Intervallbaume auch fur irregulare Gitter verwendassen.

Der Intervallbaum ist ein binarer Baum, in dem jeder Knateren Iso-Grenzwer*, Zeiger auf
je eine Min- und Maxliste von Intervallep(;, undp,...), Sowie Zeiger auf die beiden Nachfolger
bzw. leere Zeiger enthalt.

Der Intervallbaum kann rekursiv konstruiert werden, inddie vorgegebene Liste der Interval-
le wiederholt in drei Teile zerlegt wird: die linke Teillsstenthalt alle Intervallémin, max) mit
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mazx < ~*, die rechte Teilliste alle Intervalle mitin > ~+* und die mittlere Teilliste alle Inter-
valle, diev* enthalten. Dabei kanp* im ersten Losungsansatz so gewahlt werden, dass die linke
und die rechte Teilliste ungefahr gleich viele Intervalghalten; spater werde ich erklaren, wie
der Intervallbaum durch eine ausgefeiltere Wahl yorweiter optimiert werden kann. Nun wird
die linke Teilliste an den linken Nachfolger und die rechédlite an den rechten Nachfolger des
Knotens Uibergeben und dort in gleicher Weise weitervertab Die Intervalle der mittleren Teil-
liste werden in zwei Listen abgelegt: in der Minligtg, nach aufsteigendem Minimum und in der
Maxlistel,,.. hach fallendem Maximum sortiert.

Wenn der Intervallbaum einmal konstruiert ist, dann kandi@sem Baum die Suche nach einem
Isowerty folgendermaf3en, ausgehend von der Wurzel des Baums, @diatingwerden:

¢ \ergleichey mit dem eingetragenefi des bearbeiteten Knotens
e Wenny < ~*, dann

— Gib die in der Minliste eingetragenen Intervalle so weit,ange die Ungleichung
min < ~ fur diese Intervalle noch erfullt ist. Die obere Intefgaénze braucht we-
geny < v* < max nicht geprift zu werden.

— Wiederhole diesen Vorgang fir der linken Nachfolger desti€ns, wenn dieser exi-
stiert. Der rechte Nachfolger braucht nicht mehr betrachieverden, weily < * <
min fur alle darin enthaltenen Intervalle gilt.

e ansonsten

— Gib die in der Maxliste eingetragenen Intervalle so weit,avie die Ungleichung
max > v erfullt ist

— Wenn~ = ~* gilt, dann ist die Suche beendet

— Ansonsten wiederhole diesen Vorgang fur den rechten Négdnf des Knotens, wenn
dieser existiert.

Wie leicht zu sehen ist, ist diese Funktion nur scheinbauns¥, weil sie sich selbst jeweils nur
einmal ganz am Ende aufruft. Sie kann also durch eine eiafaglie-Schleife ausgefuhrt werden,
die einen Suchpfad im Intervallbaum durchlauft. Wir kénralso leicht die erwartete Suchzeit
abschatzen, weil sie sich zusammensetzt aus der Zeitediétigt wird, um einen Suchpfad im
Intervallbaum runter zu laufen, und der Zeit, die fur dies§abe der Ergebniszellen gebraucht
wird. Bei hinreichend geschickter Wahl des Intervallbapwenn also die Lange samtlicher Pfade
von O(log(n)) beschrankt ist, wird eine Extraktion ®(k + log(n)) durchgefuhrt.

Eine Variation der Idee mit dem Intervallbaum stammt vonaBigiund Silva. Diese Autoren ha-
ben eine Methode beschrieben, bei der ein (nicht mehr ungekiinarer) Segmentbaum abgespei-
chert wird, um den Platzbedarf im Hauptspeicher minimal aieeim. Durch die Abweichung von
der Forderung eines binaren Baums sind in jedem Knoterliasines Grenzwertg* mehrere
Grenzwerte gespeichert, aul3erdem wird zu jedem diesez@Gegte eine Min- und Maxliste und
zu jedem Intervall zwischen zwei Grenzwerten eine Mutglisenotigt, um eine reibungslose Su-
che zu ermoglichen. Genaueres zu dieser Methode steht gThilit iber Out-of-Core-Methoden
dieser Arbeit sowie in [10].
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Bajaj, Pascucci und Schikore veroffentlichten in der Zasgenfassung [5] einen Beweis dafir,
dass die von Intervallbaumen erreichte Suchzgit + log(n)) die bestmogliche Worst-Case-
Suchzeit unter allen vergleichs-basierten Extraktiagmathmen ist. Der Beweis dafur basiert auf
der Konstruktion einer durch den Datensatz laufenden Kett€)(n) Zellen, die paarweise dis-
junkte charakteristische Intervalle haben. Die Suche nisch passenden Intervall fir einen be-
liebigen Isowerty bendtigt dann mindesteri$(log(n)) Verzweigungen, dazu kommen(k) Re-
chenschritte fur den output-sensitiven Teil des Programm

Anmerkung: Der Beweis ist leichter nachvollziehbar, wenmmét O(/n) Zellen entlang einer
Kante rekonstruiert wird. Die Abschatzung vorlog(n)) Verzweigungen ergibt sich daraus den-
noch, daog(¥/n) = % log(n) = O(log(n)) gilt.

— 3



Kapitel 3

Weitere Extraktionsmethoden

In diesem Kapitel werden ein paar von anderen Autoren begmnme Methoden der Isoflachen-
Extraktion beschrieben.

Im ersten Abschnitt des Kapitels beschreibe ich die Outafe-Methoden von Chiang und Silva
([10, 11]), die die Datenstruktur nicht im Hauptspeichendern auf einem externen Speicherme-
dium ablegen. Dadurch wird der oft beschrankte Hauptsgeientlastet und trotzdem eine klei-
nere Extraktionszeit erreicht. Diese wird jedoch durchdogerationen auf dem Speichermedium
eingeschrankt, die oft viel mehr Zeit benotigen als Open&n innerhalb des Hauptspeichers.

Der zweite Abschnitt beschreibt das Prinzip der Seed-Sghittle, die von Bajaj, Pascucci und
Schikore eingefuhrt wird ([3, 4]). Eigentlich handelt éshsnicht umdie Seed-Set-Methode, son-

dern um eine Klasse von Methoden, da die beiden Teilaufgdbaimengen-Reduktion und Re-
konstruktion einer Isoflache aus der Saatmenge unabip&ogeinander auf verschiedene Weise
gelost und beliebig miteinander kombiniert werden kdmne

Im dritten Abschnitt wird die Time-Continuation-MethodervShen und Johnson ([28]) beschrie-
ben, bei der vorausgesetzt wird, dass sich der Isowert rkleinen Schritten verandert, wie das
z. B. bei einer interaktiven Steuerung Uber einen Schegjder der Fall ware. Auch diese Methode
passt nicht in das Modell der Dissertation, in deren Kostalygen davon ausgegangen wird, dass
die angeforderten Isowerte unabhangig identisch vedieit.

3.1 Out-of-Core-Methoden

Chiang und Silva haben in [10] und [11] beschrieben, wie mae ésoflachen-Extraktion bei
knappem Speicherplatz durchfiihren kann. Ferner zeigebadden Autoren zusammen mit Farias
und Wei in [9], wie sich das daflr benutzte Prinzip der Ola€ore-Extraktion auf einem Rechner
mit mehreren Prozessoren anwenden lasst.

Die Grundidee der Out-of-Core-Extraktion ist es, die Voandaten und die Suchstruktur auf der
Festplatte oder einem ahnlichen Datentrager zu speiahet jeweils nur den Teil in den Haupt-

speicher einzulesen, der fur die Suche gebraucht wirdetofgrwendung dieses Prinzips haben
Chiang/Silva drei verschiedene Suchprinzipien realisigmlich eine volumendaten-orientierte
Blocksuche und eine Suche im Intervallbaum sowie im Segoaemb, einer verallgemeinerten,

nicht binaren Version des Intervallbaums.

22
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Abbildung 3.1: Ein Netz von Polygonen oder Polyedern wird/ietazellen zerlegt, die in einem
gemeinsamen Block der Festplatte abgelegt sind. Im obeildrsiBd die Polygone die bei der
ublichen Extraktion verwendeten Zellen. Im unteren Bielsgieht man, dass diese Methode auch
auf ungleichmaltige Netze anwendbar ist.

3.1.1 Blockorientierte Out-of-Core-Extraktion

Bei der blockorientierten Out-of-Core-Extraktion wirdedListe aller Zellen des Volumen-
Datensatzes wie in Abbildung 3.1 in Blocke, so genanntealeldten verteilt, deren Informatio-
nen auf jeweils einem Speicherblock der Festplatte abgeied. Ferner wird ein Index angelegt,
der zu jedem Block das Minimum und das Maximum der darin dtghen Volumendaten bein-
haltet und so zu jedem Isowert die Suche nach den Metazelintdert, die Teile der Isoflache
enthalten.

3.1.2 Intervallbaum-orientierte Out-of-Core-Extraktio n

Von der intervallbaum-orientierten Out-of-Core-Extiiakthaben Chiang und Silva zwei Versio-
nen realisiert. Bei der ersten Version benutzen sie keineeadntervallbaume, sondern so genann-
te Segmentbaume. Diese unterscheiden sich von den IHiéwanen dadurch, dass jeder Knoten
nicht nur zwei, sondern mehr Nachfolger haben kann. Ein &maies Segmentbaums enthalt je-
weilsn Unterteilungswerte(0), ..., v(n — 1), n + 1 Zeiger auf Nachfolgerknoten, jeZeiger auf
left- undright-Listen und@ Zeiger aufmulti-Listen. Dieleft- undright-Listen entsprechen
dermin- undmax-Liste im Intervallbaum und fassen jeweils die Intervallsammen, deren linke
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left(0),left(1),lef t(2)
O - right(1),right(2),r ight(3)
multi(l 1),multi(1

1), , 2),
/ \ \ multi(2,2 )

y(O) (1) Y2 3

left(0)

left(1)
’ left(2)
right(1)

right(2)

right(3)

multi(1,1)

multi(1,2)

muilti(2,2)

Abbildung 3.2: Ein Knoten des Segmentbaums. Darunter észdgehorige Einordnung von Bei-
spielintervallen in dideft-, right- und multi-Listen dargestellt, wobei jedes Intervall als Linie
dargestellt ist.

bzw. rechte Grenze im selben Bereich (Slab) der Fpr, v(i + 1)) liegen. Diemulti-Listen
fassen die Intervalle zusammen, die einen oder mehrererdseseiche vollstandig Uberdecken
(Multislabs). Unbericksichtigt bleiben dabei nur diecivialle, die ganz in einem Bereich enthal-
ten sind. Diese werden an den entsprechenden Nachfolgerkneitergegeben. In Abbildung 3.2
ist ein Beispielknoten eines Segmentbaums mit der zuggdroMerteilung der Intervalle auf die
Slabs und Multislabs dargestellt.

Bei der zweiten Version werden wirklich Intervallbaume der Festplatte gespeichert. Damit
ein Datenblock des Speichermediums voll ausgenutzt wekdan, wird darin wie auf Abbil-
dung 3.3 ein Ausschnitt des Baums mit mehreren Knoten gefsgei Aul3er den Blocken, die
Intervallbaum-Knoten enthalten, gibt es bei diesem Ppizich Min- und Maxlistenblocke, die
nach Bedarf sequentiell gelesen werden, sowie Restzéliehdy die dann verwendet werden,
wenn eine Liste von Zellen in einem Teil des Intervallbauwitstandig in einen Datenblock passt.
In diesem Fall werden die Zellen als Liste in einen Block gédpert, anstatt die Konstruktion des
Intervallbaums fortzusetzen.

Ich habe die Out-of-Core-Methode mit den echten Inter@aliben ebenfalls realisiert und sowohl
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Abbildung 3.3: Ein Ausschnitt des Intervallbaums, der n@biang/Silva in einem Block der Fest-
platte gespeichert wird. Im dargestellten Beispiel werddfnoten in 3 Leveln gespeichert, was
bei einem Speicherbedarf von 24 Byte pro Knoten zu einemnggesaSpeicherbedarf von 168
Byte pro Block fuhrt.

einzeln als auch als Wahimaoglichkeit fur die Conditiodedes ausgetestet. Hier folgen nun einige
numerische Ergebnisse, in denen der Speedup-Faktorgegreteér Brute-Force-Methode und der
benotigte Festplattenspeicher gemessen wurden.

Datensatz (Format) | Speedup-Faktof Festplattenspeicher (MB)
Engine256 256 x 256 x 110) 31 85
Bighead256 256 x 256 x 225) a7 161

ScannedBrain40®g4 x 400 x 276) 21 641
Bunny 860 x 512 x 512) 97 1131

Von Prof. Dr. Daniel Keim stammte die Idee, bei der Out-of€&xtraktion mehrere Datenblocke
unmittelbar nacheinander zu lesen, um die Suchzeit zu lBesugen. Ich habe dieses Experiment
fur den ScannedBrain-Datensatz durchgefuhrt und hgedusden, dass tatsachlich geringfugige
Unterschiede in der Extraktionszeit bestehen, namligds dike bestmogliche Suchzeit bei ca. 5
Datenblocken (2,5 kB) pro Leseoperation erreicht wird.dea grof3te Teil der Suchzeit fur den
Aufbau der Zellenliste benotigt wird, ist der Unterschjedoch geringfiigig und liegt bei einem
Prozent, also fur mein Beispiel im Bereich der MessgeriaiigEine zufallige Messung dieses
Unterschieds ist jedoch auszuschliel3en da jeder der @tégeh Werte mehrmals gemessen wur-
de, um die Tendenz zu bestatigen.
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Leseoperation (kB} Extraktionszeit (s) Leseoperation (kB} Extraktionszeit (s)
0.5 2.74 6 2.74
1 2.73 7 2.74
1.5 2.73 8 2.74
2 2.73 9 2.74
2.5 2.73 10 2.74
3 2.73 12.5 2.75
3.5 2.73 15 2.75
4 2.73 17.5 2.75
4.5 2.74 20 2.75
5 2.74 25 2.75

Die Suche nach der optimalen Verwendung der Out-of-Cordibdtke in Conditioned Trees ha-
be ich ebenfalls durchgefiihrt. Das Problem dabei istdilgs, dass die Out-of-Core-Extraktion
aul3er dem Hauptspeicher eine weitere Hardware-Komporenieendet, namlich den Festplat-
tenspeicher. In Berichten, die sich hauptsachlich mit-Git€ore-Methoden beschaftigen, wird
meistens stillschweigend vorausgesetzt, dass Festpteher kostenlos und in beliebiger Men-
ge zur Verfugung steht, was ich fur unrealistisch haltes iesem Grund habe ich den verwende-
ten Festplattenspeicher in die Kostenformel einbezogelngh nicht genauso stark bewertet wie
den Hauptspeicher, sondern mit einem Kostenfakterersehen, der dem Programm als Parameter
ubergeben werden kann.

Out-of-Core-Methoden werden in vielen Arbeiten Uber EBsdflen-Extraktion beschrieben. Ich
personlich glaube, dass Out-of-Core-Verfahren keine gutkunft haben, weil die Prozessoren
der modernen Computermodelle immer schneller werdenyem@ihdie Entwicklung bei externen
Speichermedien nicht so schnell ist. Ein Grund dafur liisgin, dass es einfach ist, einen Prozessor
gegen einen schnelleren auszutauschen, ohne dafir wieramardwareumgebung zu verandern.
Wenn hingegen das externe Medium beschleunigt wird, isndagrofierem Aufwand verbun-
den, weil dafur die Schnittstelle des Rechners angepasstan muss (ein Speichermedium kann
immer nur so schnell sein, wie der Zugriff auf ihn erfolgt)t @uss dafir auch eine ganz neue
Norm eingefiihrt werden, weil den haufig benutzten Sperokdien wie Disketten, CDs und Fest-
platten einer vorgegebenen Architektur, schon durch dysighlischen Gegebenheiten naturliche
Grenzen gesetzt werden.

3.2 Die Seed-Set-Methode

In [3] und [4] haben Bajaj, Pascucci und Schikore die SedaeMg#hode beschrieben, deren Zweck
es ist, in einer kleinen, reprasentativen Menge von Zetlesuchen und so eine schnelleer-
sicht Uber alle Zusammenhangskomponenten der gesudtiaiche zu erhalten. Die Seed-Set-
Methode wird ebenfalls von Kreveld, Oostrum und den ebemgeten Autoren in [19] beschrie-
ben, wo die Saatmenge durch Analyse der Extremwerte degiboskerlaufs ermittelt wird; diese
werden ermittelt und durch einen so genannten Extremvagtgm verbunden, der alle Zellen der
ermittelten Saatmenge durchlauft. Der Algorithmus dexds8et-Methode ist nicht fest vorgege-
ben; er besteht vielmehr aus zwei Teilaufgaben, die sicbhiragig voneinander losen lassen:

e Preprocessing:Aus der Menge aller Zellen des Datensatzes wird eine geteigiemen-
ge extrahiert. Diese muss zwei Eigenschaften haben, damilne Saatmenge sein und zum
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Abbildung 3.4: Ein Beispiel fur die Saatmengen-Reduktionch die Sweep-Filtering-Methode

Zweck der Effizienz so wenig Elemente wie moglich enthalBai geschickter Wahl des Al-
gorithmus ist firr algebraische Volumendaten awZellen eine Reduktion aud(n'/?) Zel-
len moglich. Die Saatmengen-Eigenschaft wird in dieserachbitt definiert. Ein Beispiel
fir eine geeignete Saatmengen-Reduktion ist die SwdegriRg-Methode, die in Abbil-
dung 3.4 dargestellt ist. Die Abbildung zeigt einen Satz Volumendaten, deren Werte die
Zahlen an den entsprechenden Gitterpunkten sind. Beinzegiser Bearbeitung von oben
nach unten fallen die Zellen mit den Pfeilen durch die lok&ézluktionseigenschatft (wird
spater genau formuliert) nacheinander weg. Dabei veemaige Pfeile auf die Nachbarzel-
len, die fur die Voraussetzung der lokalen Reduktionsegkaft benutzt werden, wobei der
untere Nachbar der bearbeiteten Zelle stets zuerst unteraird. Am Ende des Redukti-
onsalgorithmus verbleiben nur noch die mit ein8markierten Zellen in der Saatmenge.

Im Artikel [18] ist eine weitere Moglichkeit dargestelttie darauf basiert, dass die gegebene
Menge unter Erhaltung der lokalen Topologie und der Zeliigm)okale Minima und Maxi-
ma der Volumendaten enthalten, reduziert wird. Das Ergatlieser Reduktion ist stets eine
Saatmenge.

e Extraktion: Zunachst wird die Saatmenge entweder vollstandig odéremer intervall-
orientierten Methode nach einem gegebenen Isowert durbhsdusgehend von den gefun-
denen Zellen der Saatmenge werden dann durch eine Suchecimb&achaftsgraphen des
Datensatzes alle Zellen der Isoflache durchlaufen. Fagedi Teil des Algorithmus kann z.
B. eine Breiten- oder Tiefensuche verwendet werden.

Um die Rolle klar zu machen, die die Saatmengen in dieser ddietispielen, folgen hier noch
einige Definitionen und Regeln:
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Definitionen:

e Es seic eine Zelle des gegebenen Gitters. Danmisi(c) das Minimum undmax(c) das
Maximum aller Datenwerte in den Eckpunkten von

e R(c) := [min(c), max(c)) wird als der inc von der Funktion durchlaufene Wertebereich
angenommen.

e FUr einen gegebenen Isowertist c genau dann eine aktive Zelle, weane R(c) gilt.

e Es seienc; und ¢, zwei benachbarte Zellen. Dann iB{(c;, ¢y) := R(c1) N R(cy) der ge-
meinsame Wertebereich venundcs.

e G = (G, Z) ist der Zusammenhangsgraph der Zellen, d- list die Menge aller Zellen und
7 C G x (G die Menge aller Paare von Zellen, die benachbart sind. DhaweDefinition der
Nachbarschaftsrelation spielt dabei nur fur Fragestgkum der Effizienz eine Rolle, nicht fur
das prinzipielle Funktionieren des Algorithmus.

e FUr jede gegebene reelle Zahlist G,, definiert als der Subgraph va@h der zur Isoflache
vonw gehort, d. h.G, = (G, Z,) mit G, := {c € Glw € R(c)} undZ,, := {(¢1,¢2) €
Z\w S R(Cl, CQ)}

e Zwei Zellency, ¢, heiRen genau dann miteinandewerbunden, wenn,, c; € G, gilt und
es einen Weg von, hachc, innerhalb des Graphean, gibt.

e Es seic € G eine Zelle undS C G eine Menge von Zellen. Dann heifmit S verbunden,
wenn fur allew € R(c) eine Zelled' € S existiert, so dase mit ¢’ w-verbunden ist.

e S C (& hei3tSaatmengegenau dann, wenn alle Zellere G mit S verbunden sind.
Eigenschaften von Saatmengen:

e Saatmengen-EigenschaftAusgehend von den Zellen einer Saatmenge lassen sich zu je-
dem Isowertw alle Elemente void7,, durch eine lokale Graphensuche bestimmen. Dies ist
die zentrale Eigenschaft, die die Benutzung von Saatmefigatie Isoflachen-Extraktion
nahelegt.

¢ ExistenzeigenschaftDie Menge aller im Datensatz enthaltenen Zellérst eine Saatmen-
ge.

¢ ReduktionseigenschaftWennsS C G eine Saatmenge unde S mit S\{c} verbunden ist,
dann ist auctb\ {c} eine Saatmenge.

e Lokale ReduktionseigenschaftWenn S C G eine Saatmenge ist unde S sowie eine
Liste ¢y, ...,c,, € S von Nachbarzellen von gegeben ist, so dass die Eigenschaft) C

k
U R(c) gilt, dann ist auctt'\ {c} eine Saatmenge. Die lokale Reduktionseigenschaft wird

=1
oft fur die Konstruktion kleiner Saatmengen verwendet.
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Minimum List

[1,2) [1,4) [1,6) [1,8) | [3.4) [3,6) [3,8) [5,6) [5,8) [7,8)

[1,2) [1,4) [3,4) [1,6) | [3.6) [5,6) [1,8) [3,8) [5,8) [7,8)

Sweeping (Maximum ? ) List

Abbildung 3.5: Die Minimum- und Sweeping-Liste der Timer@iauation-Methode

3.3 Die Time-Continuation-Methode

Shen und Johnson zeigen in [28], wie mit der Time-ContirmaiVethode die Isoflache bei kleinen
Anderungen des Isowerts innerhalb kurzer Zeit angepasstenekann. Sie prasentieren einen
Algorithmus, der bei einer bereits gegebenen Isoflachelzsomert~ die Flache zum Wery + ¢
innerhalb einer Zeit findet, die sich linear zum Volumen ohiEn den beiden Flachen verhalt,
also im Mittel proportional zum Wetist. Dadurch ist die Time-Continuation-Methode besonders
gut fur interaktive Programme geeignet, bei denen der ésbmeistens nur in kleinen Schritten
geandert wird.

Das Prinzip der Time-Continuation-Methode ist es, alldefezusammen mit ihren Intervallen in
zwei Listen abzuspeichern, namlich jeweils ein Mal nacimdetervall-Minimum sortiert in der
Minimum-Liste und nach dem Maximum sortiert in der Sweepioder Maximume-Liste (siehe
Abbildung 3.5). In diesen beiden Listen sind einander ertdpende Eintrage miteinander verzei-
gert. Eventuell enthalt nicht jede der beiden Listen alfedmationen zu den Zellen, sondern nur
die Teilinformationen, die fur einen hinreichend schaelZugriff gebraucht werden.

Ferner sind noch die beiden Zeiger oder Indizef_ast) auf einen Eintrag der Minimum-Liste und

pr (First) auf einen Eintrag der Sweeping-Liste gegeben: vedsiletztes die Isoflache zum Isowert
~ bestimmt worden ist, dann zeigt auf das letzte Element der Minimume-Liste, dessen Intervall
Minimum kleiner oder gleichy ist; entsprechend zeigt- auf das erste Element der Maximum-
Liste, dessen Maximum grof3er alsst.

Wenn der Wert vony geandert wird, dann andern sich dadurch auch die Zgigemdp,, (siehe
Abbildung 3.6). Angenommen, der Isowert= ~; wird grofRer und erhalt den neuen West
Dann riicken dadurch die Zeiggr und p;, nach rechts und die Isoflache zy kann aul3er den
schon bekannten Zellen der Isoflacheyzunur Zellen enthalten, die zwischen der alten und neuen
Position des Zeigers;, eingetragen sind. Analog dazu werden bei einer Verklemguon~y neue
Zellen nur zwischen der alten und neuen Position des Zeigegesucht.

Umgekehrt konnen die wegfallenden Zellen bei einer \@bgrung vony zwischen der alten und
neuen Position des Zeigepg in der Maximume-Liste gefunden werden; analog dazu findet man
sie bei einer Verkleinerung vonpzwischen der alten und neuen Position ygrin der Minimum-
Liste. Aus der Anzahl der Positionen, um die die beiden Zeigaundp; geandert werden, ergibt
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w=2 v

[1,2) [1,4) [1,6) [1,8) [3.4) [3,6) [3.8) [5,6) [5,8) [7,8)

[1,2) [1,4) [3,4) [1,6) [3.6) [5,6) [1,8) [3,8) [5,8) [7,8)

4pF P
W= q
Neu Neu
[12) |[ [1.6) J[18) |J[34) |[36) J[3.8) |56 [[58) |[I[7.8)

[1,2) [1,4) [3.4) [1,6) [3.6) [5,6) [1,8) [3.8) [5.8) [7.8)

[1,2) [1,4) [1,6) [1,8) [3.4) [3,6) [3.8) [5,6) [5.8) [7.8)

Neu
[1.2) J[14) B4 |16 I [56) L8 |I [5.8) |[I[7.8)

Abbildung 3.6: Ein Beispiel der Time-Continuation-MetleodHier wird der Isowert erst von 2
auf 4 vergroRRert, dann wieder auf 2 verkleinert. Die fetrainmten Intervalle bilden jeweils die
aktuelle Isoflache; die neu hinzugekommenden Zellen sirter verwendeten Suchliste nNeu
gekennzeichnet und die wegfallenden Zellen sind durchghsen.
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sich die am Anfang dieses Abschnitts angegebene Suchzeit.

3.4 Literatur zu anderen Methoden der Isoffachen-Extraktion

Diverse Autoren beschreiben weitere Losungsansatzaldiveichende Aufgabenstellungen der
Isoflachen-Extraktion.

Chiang geht in [8] davon aus, dass es nicht nur einen VoluDegensatz gibt, sondern eine Folge
von Datensatzen, die abhangig von einem Zeitparameteradeselt werden. Diese werden in einer
partitionsbaumartigen Datenstruktur gespeichert, ifetr Knoten nicht nur den Volumen- und

Intervallbereich, sondern auch den Zeitbereich einsdtirdarauf aufbauend beschreibt Shen in
[26] eine span-space-orientierte Methode, die mit zedalgigen Volumendaten arbeitet.

Livnat und Hansen beschreiben in [21] und [22] eine Extaldmethode, die abhangig von der
jeweiligen Perspektive nur den sichtbaren Teil der Isb#aextrahiert. Dies geschieht mit der
Shear-Warp-Methode, die durch eine Transformation (SttBarauf einer Blicklinie enthaltenen
Teile des Volumens miteinander zur Deckung bringt und dierBaltene Ebene durch eine weitere
Transformation (Warp) in das gesehene Bild umwandelt.

Wilhelms und Gelder beschreiben in [33] eine Methode, mitie gesuchte Isoflache durch Inter-
polation innerhalb einzelner Zellen ermittelt werden kaamishiro, Maeda, Sato und Takeshima
zeigen in [17], wie eimv— —Bereich zellenweise aus einem Datensatz erhalten weraen Rée-
ser ist eine etwas breitere Version der Isoflache, fur agrbDétenwert zwischen zwei gegebenen
Wertena und g3 liegt.

Weigle und Banks erweitern das Problem der Isoflachenaktitm in [30] auf denn-
dimensionalen Fall. Sie zeigen, wie sich ein Hyperwurfelcth eine kanonische Methodeln!
Simplizes oder durch eine auf Permutation basierende Methon! Simplizes zerlegen lasst, in
denen die fur die Iso-Hyperflachenermittlung durch Iptéation einfacher ist als im Hyperwurfel.



Kapitel 4

Qualitatsverbesserung bei
Partitionsbaumen

In diesem Kapitel werden einige Moglichkeiten der Verleesag der in Abschnitt 2.1 beschrie-
benen Partitionsbaume gezeigt. Als Mal} fur diese Vedrasg dienen der Speicherbedarf des
Baums und der Erwartungswert der benotigten Rechenaeieifie Extraktion innerhalb des
Baums.

In den beiden nachsten Abschnitten wird beschrieben, wreEgdwartungswert der benotigten
Suchzeit fur einen gegebenen Partitionsbaum sehr zeiéaalig berechnet werden kann, und wie
eine Approximation innerhalb kirzerer Zeit moglich istdem der Erwartungswert der Suchzeit
minimiert wird, wird der bestmogliche Baum einer vorgegeén Tiefe erreicht. Im darauf fol-
genden Abschnitt werden Moglichkeiten beschrieben,regegebenen Partitionsbaum in fir den
Speicher- und Zeitbedarf sinnvoller Weise zu reduzieren.

4.1 Varianz-optimierte Baume

Wie leicht zu erkennen ist, ist die normierte Lange desriiatiés, das einem Knoten des adaptiven
Baums zugeordnet ist, ein mogliches Wahrscheinlichieifs dafur, dass die Nachfolger dieses
Knotens untersucht werden mussen. Aus diesem Grund biiteginen Baum, der diese Inter-
valllangen minimiert, oder - statistisch geschickter e darianzen oder mittleren quadratischen
Abweichungen der Daten innerhalb der Teilblocke minimi@er Vorteil der Varianzen gegenuber
den absoluten Intervalllangen ist es, dass einzelne Merenter den Datenwerten, die bei ent-
sprechender Verfeinerung in den meisten Teilblockenchevsnden, auch bei der Bewertung nicht
so stark ins Gewicht fallen.

Naturlich ist es letztendlich die Summe der Intervaljjan aller inneren Knoten, die minimal wer-
den sollte. Diese zu bestimmen und zu minimieren, ist zwectdeine rekursive Formel moglich,
aber deren Realisierung ist eindeutig zu zeitaufwandafiilDmuss namlich jeder der moglichen
O(n®) Teilblocke des Datensatzes untersucht werden, von deden glurchschnittlich (n) wei-
tere Zerlegungen hat; der Vergleich dieser ZerlegungebtizggralsoO(n") Rechenzeit. Aus die-
sem Grund minimieren wir bei jeder Unterteilung jeweils 8igmme der Varianzen der beiden
Teilblocke. Diese ist auch ein Mal3 dafir, wie schnell aieefvalllange bei einer weiteren Zerle-
gung des Volumen-Datensatzes abnimmt, denn es ist dadurglicimfestzustellen, wie stark die

32
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Daten innerhalb des betrachteten Blocks variieren und wai@scheinlich es ist, dass eine weitere
Zerlegung des Blocks zu einer Reduktion der Intervallge&mfuhrt.

Wir bilden den Zerlegungsbaum auf den Volumendaten rekuirsiem wir fur jeden betrach-
teten Teilblock, der laut Abbruchbedingung weiter unidéiri@erden muss, folgende Schritte
durchfuhren:

e Es seid,;, := +oo (Es ist noch keine Zerlegung des betrachteten Blocks gefuralso
wird fur den zu minimierenden Kostenterm ein Wert eingeseter auf jeden Fall unterboten
werden kann)

e FUrjede der drei achsenparallelen Richtungen

— Setzes,s ;=0

— Zerteile den Block in dieser Richtung in Scheiben. Eine 8&hest dabei die Menge
aller Datenpunkte, fur die die Koordinate der betracm®&ehtung einen festgelegten
Wert hat. Es sek die Anzahl der Scheiben.

— FUr jede dieser Scheibeih = 1...k tue

* Berechnewg,,, den Durchschnitt der Datenwertezih
« Berechne mit Hilfe voruvg,, den Wertres,,, die Varianz der Datenwerte voin
% Se€is,es 1= Spes + resy (Summe der Einzelscheiben-Varianzen)

— Fur jeden der Wertpl = 2...k — 1 tue

* Es seih; die reduzierte Summe der Quadrate der Weutg,; mit ps < pl (linker’
pl pl
Teil des Blocks), alsd, := Y (avgys — a1)? mita; = i N avgps

ps=1 ps=1

« Es seihy analog dazu die reduzierte Summe der Quadrate der Wegtg mit
ps > pl (rechter’ Teil des Blocks) Der Fajls = pl wird dabei sowohl im diesem,
als auch im vorangehenden Schritt betrachtet, weil er gdiea8cheibe darstellt,
die den linken und den rechten Teil des Blocks voneinandantr

* Berechne) := %(Sres + res, + hy + hs), das gewichtete Mittel der Varianzen der
betrachteten Blockpartition

x Wenné < 6., dann setzé,,;, := § und betrachte die Scheipéals Trennungs-
ebene der momentan besten Blockzerlegung

¢ Alloziere einen adaptiven Baumknoten

e Trage die Informationen Uiber die Ausrichtung und Lage geinmalen Trennungsebene in
den Knoten ein

e Trage die Werte des Datenmaximums,, und des Minimume,;;, des betrachteten Blocks
in den Knoten ein

¢ Rufe diese Funktion rekursiv fiur den linken und den recfhiteitblock der Zerlegung auf
und trage die zuriickgegebenen Zeiger in den Knoten ein

e Gib einen Zeiger auf den Knoten als Funktionswert zuriick
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Der Sinn des rechnerischen Teils dieses Algorithmus istieggde mogliche Zerlegung des Blocks
in Teilblocke die Summe der entsprechenden Teilblockaveren zu bestimmen, um anschlieend
Uber diese zu minimieren. Um die Varianz im linken Block astimmen, wird die Summe der Va-
rianzen seiner Scheiben genommen und dazu die Varianz aeh&ulnnittswerte dieser Scheiben
addiert, also gilt:

pl pl

2
VAT oft = E resSps + E (avgps — ar1)” =

ps=1 ps=1

pl

Z resps + hy

ps=1

und entsprechendes fur den rechten Block:

k k

2
VaTyight = E resps + E (avgps — a1)” =
ps=pl ps=pl
k

Z resps + ho

ps=pl

Daraus folgt fur die Summe der Varianzen der beiden Blbcke

0 = VAT + VATyight =
k
g resp + resys + hy + hy =

ps=1

Sres + T€Sps + i + hy

wobei die Hilfsvariablen wie im Algorithmus definiert sind.

Fur Blocke, die klein genug sind und nicht mehr zerlegtdeermissen, sind dagegen nur folgende
Schritte durchzufuihren:

¢ Alloziere einen adaptiven Baumknoten und kennzeichne It Blatt

e Bestimme die Wertenaxz undmin fur den betrachteten Block und trage sie in den Knoten
ein

e Gib einen Zeiger auf den Knoten als Funktionswert zuriick

Wie an diesem Algorithmus zu erkennen ist, werden aus irter Zeitersparnis die Vari-
anzen der einzelnen Scheiben berechnet und in ein Arrayeteagen. Das ermoglicht es, sie
schnell zu den Gesamtvarianzen der Teilblocke zu vereumeh dadurch die Rechenzeit des
Vorverarbeitungs-Schritts zu verkirzen.
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4.2 Erwartungswert-optimierte Baume

Wie bereits erwahnt wurde, werden die Nachfolger einest&msi” bei der Suche nach einem
Isowerty genau dann untersucht, wenre [min(K'), max(K)) gilt. Diese Tatsache fuhrt zu fol-
gender, im letzten Abschnitt bereits verbal angedeutetanél fur die Berechnung der erwarteten
Suchzeit im adaptiven Bauffi. In dieser Formel werden keine rechnerabhangigen Zestiamen
berechnet; es wird dadurch vielmehr der Erwartungswertaaeahl der besuchten Knoten und
Zellen bestimmt und dabei angenommen, dass das Wahrdchkeitsmal3P die Verteilung der
angeforderten Isowerte angibt. Die zweite Gleichheitelidsormel trifft zu, wenn die zufallige
Wahl von~ einer Gleichverteilung im Daten-Intervall unterliegt.

E(tr) = Zeit(Knoten) + Z [AnzahlNachfolger(K)

K eKnotenliste(T')
ZeitProNachfolger(K) P([min(K'), max(K)))] =
Zeit(Wurzel(T') + Z [Anzathachfolger(K )

K eKnotenliste(T")
max(K) — min(K)
max(Wurzel(T")) — min(Wurzel(T'))

ZeitProNachfolger(K)

Dabei ist die Anzahl der Nachfolger eines inneren Knoterdieser Formel bei binaren Baumen
immer 2; die Anzahl der Nachfolger eines Blatts ist die Alzidr Zellen, die der dazugehorige
Datenblock enthalt. Die Zeit pro Nachfolger ist fur inegfnoten die Zeit, die fur die Untersu-
chung eines Knotens gebraucht wird und fir Blatter did #&idie Bearbeitung einer Zelle des
Datensatze.eit(Knoten) ist ein konstanter Wert, der fur die in der Summe nicht blesichtigte
Bearbeitung der Wurzel angerechnet wird. Diese Formel wgilst die Moglichkeit, die Qualitat
eines gegebenen adaptiven Baums zu bewerten, ohne fandBesim experimentelle Zeitmessun-
gen durchfiihren zu missen.

Theoretisch ist es auch moglich, ein Programm zu schredsesmit Hilfe dieser Kostenformel re-
kursiv die optimale Partition eines gegebenen Volumereblalbcks ausarbeitet. Praktisch ist die-
ses Programm aber nicht zu realisieren, weil seine Rechienz@vachsender Blockgrof3e extrem
stark ansteigt, denn el x Y x Z groRer Datenblock ha&?(X?Y2Z?) mogliche Teilblocke, die
alle in mindestens einem Zerlegungsbaum vorkommen undattealisgewertet werden mussen.
Im spater beschriebenen Conditioned-Tree-Verfahreeisich tibrigens die Situation, weil dann
nicht alle, sondern nur die zentral unterteilten Zerleglndyme zum Vergleich verwendet werden.

Eine besser realisierbare Version dieser Methode ist esldnédBerechnung der Kostenformel in
jedem untersuchten Knoten anzunehmen, dass die Untkebtigs jeweils zu zerlegenden Blocks
durch einen zentral zerlegten Partitionsbaum verwaltetiere Der zentral zerlegte Baum zu ei-
nem Block ist eindeutig definiert, namlich als der volisiige Baum, dessen Wurzel die grofite
Kantenlange dieses Blocks genau in der (nach unten getemdglitte teilt und deren Nachfol-
ger mit ihren zugeordneten Teilblocken entsprechendatieeh. Vollstandig heil3t dabei, dass die
Blatter des Baums dadurch charakterisiert sind, dasesdl@ddcke mit genau einer Zelle verwalten.
Das ergibt eine gute Kostenschatzung, die aber nicht zaufeiandig ist, weil fur jeden Baum-
knoten nur ein weiterfuhrender Baum untersucht wird, i@mder vom Algorithmus kanonisch
festgelegte Baum. Daraus entsteht fur die KonstruktienEtevartungswert-optimalen Baums fol-
gender, zum vorangehenden ahnlicher Algorithmus:
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e ES seid, := 0o
e FUr jede mogliche Zerlegung des Blocks tue
— Bilde den eindeutig festgelegten zentral-partitionierBaum jeweils fur den linken
und den rechten Teil der Zerlegung
— Bilde einen adaptiven Baumknoten, der auf die beiden No&urie verweist

— Werte den so gebildeten Baum mit der KostenformelAit,) aus,é sei das Ergebnis
der Berechnung

— Losche die Baumstruktur, um den Speicher wieder freizageb

— Wenné < ., dann setzé,,;, := 6 und betrachte die bearbeitete Zerlegung als die
bisher beste

Alloziere einen adaptiven Baumknoten

Trage die Informationen der besten Zerlegung in den Knaten e

Trageda i, Unda,.,, das Minimum und das Maximum der Daten des betrachteterkBioc
den Knoten ein

Rufe diese Funktion rekursiv fur die beiden Teilblocké and trage die zuriickgegebenen
Zeiger inp; undp, des Knotens ein

Gib den Zeiger auf den Knoten als Funktionswert zuriick

Wenn ein Block klein genug ist und nicht mehr weiter untéirtai werden braucht, dann wird

wie im vorangehenden Abschnitt ein Blattknoten fir dieBéomck gebildet. Die Entscheidung,

wann ein Block klein genug ist, hangt von der verfugbarechnzeit ab. Im gunstigen Fall, wenn
genuigend Zeit fur eine vollstandige Optimierung voudiemist, ist es sinnvoll, den Baum bis zu
einer Blockgrof3e voR x 2 x 2 zu zerlegen.

4.3 Baumreduktion durch Tree growing und Tree pruning

Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, dass bereits eirr aritionsbaum vorliegt, der aber fur
die Benutzung zu grof3 ist. Dann kdnnen wir zwischen zweihdeéén wahlen, um den Baum auf
einen kleineren zu reduzieren: Tree growing und Tree pguffAibbildung 4.1). Beim Tree growing
geht es - entgegen dem ersten Eindruck bei diesem Begrittht miarum, den urspringlichen
Baum noch grofRer zu machen; es wird vielmehr ausgehendardovdrzel des Baums ein anderer
aufgebaut, der aber trotz Vergro3erung immer ein Teilbdasurspriinglichen bleibt.

Den Abschluss dieses Abschnitts bildet der BFOS-Algorithpder eine Verallgemeinerung des
Tree-pruning-Algorithmus ist und mathematisch nachwagisiets eine Liste von Losungsbaumen
erzeugt, die in den Sinn optimal sind, dass sie das Extragpimblem unter allen Baumen der
gleichen GroRRe am schnellsten losen.

Zur Vereinfachung ist es auch moglich, anstatt den ganaemskleinerten Baum nur die Block-
daten von seinen Blattern zu speichern. Bei der Extraktierden dann die Blocke einer nach dem
anderen durchgegangen und auf das Kriteriuenmin, max) gepruft. In den Blocken, bei denen
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Tree pruning

Tree growing

Abbildung 4.1: Ein adaptiver Baum wird durch Tree growinglupruning reduziert

diese Beziehung zutrifft, kann dann eine nahere Untersugher einzelnen Zellen vorgenommen
werden. Der Suchbaum, der zur Bestimmung des Zeitaufwaadsrdviethode ausgewertet wird,
besteht aus drei Ebenen: in der ersten steht der Knotenedegahzen Datensatz verkorpert, in
der zweiten steht ein Knoten fur jeden Teilblock und in détteh steht ein Knoten fur jede Zelle,

als Nachfolger des Teilblock-Knotens, in dem die Zelle ahién ist.

4.3.1 Tree growing

Das Prinzip der Tree-growing-Methode ist es, mit der Wudesl urspriinglichen Baums zu starten,
und diesen als im neuen Baum enthalten zu markieren. Darstewaviederholt alle markierten
Knoten miteinander verglichen, deren Nachfolger nochtnicarkiert sind. Dieser Schritt kann
mit Hilfe von Heaps, die die Liste der bearbeiteten Knoterwadten, beschleunigt werden. Wir
untersuchen diese Knoten darauf, wie viel Suchzeit dadyeelonnen wiirde, dass ihre Nachfolger
ebenfalls markiert und somit in den neuen Baum Ubernomnerden. Dieser Zeitgewinn ist zu
berechnen durch:
At(p) = [max(p) — min(p)]size(p)

—[max(left(p)) — min(left(p))|size(left(p))
—[max(right(p)) — min(right(p))]size(right(p))

size(p) ist dabei die Anzahl der Zellen, die im durgidargestellten Teilblock enthalten sind. Es
werden stets die Nachfolger des Knotensarkiert, fur den der Zeitgewini¢(p) den grof3ten
Wert erreicht. Dieser Vorgang wird so lange wiederholt,d&#s Suchbaum die gewiinschte Grol3e
erreicht hat. Zu bemerken ist zu dieser Methode, dass siemerk Zeitpunkt die modellierte
Rechenzeit kennt, sondern nur ihr&nderungA¢, wenn dem Baum Knoten angehangt werden.

Durch diese Methode kann der Speicherbedarf stets auf zmaeiKkgrol3en genau vorgegeben wer-
den. Der Algorithmus kann durch regelmallige Zwischem$geung eine ganze Folge von guten
Teilbaumen erzeugen. Durch wiederholten Abzug des jeweilien Werts vont(p) vom aktuell

geschatzten Zeitbedarf konnen wir diesen aktualisiarehfir weitere Auswertungen verwenden.
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Abbildung 4.2: Speicher-Zeit-Diagramm mit der Klasse rdlaterbaume eines gegebenen adap-
tiven Zerlegungsbaums. Betrachte das Parallelogrammeanigdkenk, RU S, Sund RN S, um
den Beweis vorly C 177 C 15 C ... zu rekonstruieren (siehe Text)

4.3.2 Tree pruning

Der Tree-pruning-Algorithmus basiert auf der gleichemfelrwie der Tree-growing-Algorithmus,
mit dem Unterschied, dass der Wert van(p) minimiert werden muss.

Dabei gehen wir wieder von einem grol3en Partitionsbaummdisnarkieren alle darin enthaltenen
Knoten. Dann werden wiederholt alle Knotgrnmiteinander verglichen, deren Nachfolger alle
markiert sind, die aber keinen markierten Nach-Nachfdhgdren At(p) mi3t den Erwartungswert
der Zeit, die durch das Streichen der Nachfolger worerloren gehen wirde. Es wird also die
Markierung in den Nachfolgern des Knotengeloscht, fur de\¢(p) den kleinsten Wert hat.

Dieser Minimierungsschritt wird so lange wiederholt, bes @aum aller noch markierten Knoten
klein genug ist, um den Vorgaben zu entsprechen.

Eine Methode, die dieser Tree-pruning-Methode ahneér alesentlich besser ist, ist der BFOS-
Algorithmus, der im nachsten Unterabschnitt beschriefieh.

4.3.3 Der BFOS-Algorithmus

Der BFOS-Algorithmus ist eine verallgemeinerte Versioa @ieee-pruning-Algorithmus, die nicht
nur zwei Nachfolger eines Knotens entfernen, sondern gaedigaume abschneiden kann. Der
S0 gewonnene Speicher ist grofer, deshalb muss der dasulserende Zeitverlust durch den
Speichergewinn dividiert werden, um den so erhaltenendfeEtrfolg-Quotienten zu minimieren.
Das Grundprinzip des BFOS-Algorithmus wird in [12] von RhiA. Chou, Tom Lookabaugh und
Robert M. Gray beschrieben; ich habe die Idee ausgearbditste Methode auf Partitionsbaume
anzuwenden. Im Anhang des Artikels [12] wird mathematisahibsen, dass die aus dem BFOS-
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S=1 U=d
al > amin
S=2 U=d-1
az > amin
S=3 U=d-2
a3 > C(min
|
S: Search order S=d U=1
U: Update order o, =y,

Abbildung 4.3: Das Prinzip des BFOS-Algorithmus: erst dbmuschneidenden Unterbaum su-
chen, dann den Suchpfad riickwarts durchlaufen, um dgegimgenen Zeitkosten zu aktualisieren

Algorithmus resultierenden Unterbaume jeweils die optan Baume ihrer Grof3e sind. Die Idee
des Beweises basiert auf folgenden Fakten:

e Jedes Element der Klasse aller Unterbaume des vorgegeBenegungsbaums lasst sich
durch einen Punkt im Speicher-Zeit-Diagramm darstell@hésAbbildung 4.2)

e Unter diesen Punkten suchen wir diejenigen, die auf deremi&renze der konvexen Hille
der Punktmenge liegen.

e Die Kernaussage des Beweises ist, dass die auf den Eckesr tiage liegenden Baume
durch die Teilbaum-Relation verschachtelt sind. Diesstlaich durch das Parallelogramm-
Kriterium im Diagramm nachweisen (Abbildung 4.2): Wenn eWeilbaumeR und S auf
der optimalen Kurve liegen, von denen keiner ein Teilbaus aw®deren ist, dann missen
RN S (immer links vonRk undS) und RU S (rechts vonR und.S) sowohl auf der optimalen
Kurve als auch auf der Gerad&® liegen, weil sonst wegen Konvexitat der optimalen Kurve
einer der beiden Punkte unter der Kurve ware. Also lieGeS auf der Strecke voik N S
nachR U S und sind in diesem Spezialfall fur die Bildung der optinmek&urve unnotig.

Zu einem gegebenen Zerlegungsbaum ist der Verbesserumgefen (VQ) eines Knotens de-
finiert als der Quotient des zusatzlich erwarteten Suttedarfs, wenn alles unterhalb dieses
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Knotens abgeschnitten wiirde und des dadurch wiedergemennSpeicherplatzes. Der BFOS-
Algorithmus lasst sich beschleunigen, indem alle VQ-Weidnz am Anfang des Programms be-
rechnet und in den jeweiligen inneren Knoten gespeicherdeve in der Abbildung 4.3 sind diese
alsaq, ai... dargestellt. Es werden in den inneren Knoten auch die mieimé&Q des ganzen dar-
unter liegenden Teilbaums abgelegt (in der Abbildungals), um schnell den jeweils kleinsten
VQ des ganzen Baums finden zu konnen.

Im Hauptprogramm wird ausgehend von der Wurzel des BaumStdite des kleinsten VQs ge-
sucht. Daflr braucht nur ein Pfad durchlaufen werden, d&lgiste VQ bereits ala,,;, in der
Wurzel und auf dem ganzen Pfad bis zur gesuchten Stelleteqggs ist. Dann wird der Baum
unterhalb dieser Stelle abgeschnitten und die EintragudgeVQ und minimalen VQ werden an
den neuen Zerlegungsbaum angepasst. Dieser Update istcbetall moglich, weil die VQ sich
nur in den Knoten des durchlaufenen Suchpfads andern.

Diese Methode der Zeitersparnis kann auch fur die einfache-Pruning-Methode vom voran-
gehenden Abschnitt verwendet werden, indem die Menge dmiassenen Tree-Pruning-Knoten
auf diejenigen eingeschrankt wird, deren NachfolgerttBfasind. Diese Variante ist jedoch im
Vergleich zum BFOS-Algorithmus ineffizient und wird nur zidweck des schnelleren Kosten-
vergleichs verwendet.

4.4 Ergebnisse der adaptiven Methoden

Wie aus den Memory-Speedup-Graphen in den Abbildungen®d44b zu sehen ist, kann die
Extraktion mit einem adaptiven Baum beschleunigt werdengdwonnene Rechenzeit wird durch
die in diesem Kapitel beschriebenen Methoden noch weitdressert.

Trotz der Ungenauigkeiten der Zeitmessung im Bild erkenaat nalass die Tree-pruning-Methode
und der BFOS-Algorithmus geringfiigig besser als die Tgemving-Methode sind. Ein Unter-
schied zwischen der Tree-pruning-Methode und dem BFO®+ilgnus lasst sich mit diesen Gra-
phen nicht nachweisen, es ist jedoch mathematisch gezeiglew, dass der BFOS-Algorithmus
stets das beste Ergebnis liefert.

Ferner sieht man, dass die Verwendung von Partitionsbdwstieon fur den Einsatz von wenig
zusatzlichem Speicher sichtbare Verbesserungen dereReeth liefert, der Nutzen des Speichers
(gewonnene Rechenzeit pro kB) nimmt aber bei zunehmendi#ieGdes Baums immer weiter
ab. Bei groRen Partitionsbaumen wird die Zerlegung deuanvi@ndaten so fein, dass eine weitere
Zerlegung die Rechenzeit sogar erhdhen kann.
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Abbildung 4.4: Das Memory-Speed-Diagramm der adaptivethiblden, angewandt auf den Da-
tensatz Kummet00 x 100 x 100, darunter ein Ausschnitt aus dem Diagramm, an dem der \fehgle
der speicherabhangigen Methoden verdeutlicht wird.
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Abbildung 4.5: Weitere Memory-Speed-Diagramme fur digddaatze Kummez50 x 250 x 250

(oben) und Brain 28 x 128 x 128 (unten).



Kapitel 5

Optimierung der Kosten von
Intervallb aumen

In diesem Kapitel stelle ich ein Verfahren vor, mit dem sighdine gegebene Liste von Intervallen
ein optimaler Intervallbaum bestimmen lasst. Bei diegatir®ierung wird sowohl der Speicherbe-
darf des Intervallbaums als auch die erwartete Suchzaiseiorgegebenen Werts beriicksichtigt.
Der Einfachheit halber bezeichne ich diesen Wert weiteatgrisowert, obwohl sich di€berle-
gungen dieses Abschnitts auf beliebige Problemstelluagerenden lassen, die die Verwendung
eines Intervallbaums sinnvoll machen.

Das Problem in mathematischer Notation ist:

Gegeben:
Eine Liste von Intervalled [min;, max;)|i = 1, ...,n}

Gesucht:

Ein Speicher-Suchzeit-optimaler Intervallbaumder die Intervalle dieser Liste enthalt. Ich ver-
zichte hier bewusst auf eine mathematische Formulierun@gdémalitat wie z. B. die Forderung,
die KostenfunktiorC\(/) = M (1) + AT'() zu minimieren. Im Laufe dieses Abschnitts wird sich
herausstellen, dass die genaue Optimalitats-Bedingeing IRolle spielt und dadurch hinfallig ist.

5.1 Optimierung des Speichers

Wir isolieren die beiden Teilprobleme und betrachten diégabe, den Speicherbedarf des Inter-
vallbaums zu minimieren. Der Speicher, den ein Intervaltbdelegt, umfasst zwei Typen von
Datenstrukturen:

¢ Intervalllisten
Die Min- und Max-Listen des Intervallbaums enthalten jdg/genau eine Eintragung glei-
cher Grol3e fur jedes vorgegebene Intervall. Da die Ga#3eso reservierten Speicherbe-
reichs nur von der Anzahi der Intervalle abhangt, ist sie fur das vorliegende Oiongs-
problem irrelevant.
MListen(I) =2n - MListeneintrag

43
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Abbildung 5.1: Die Optimierung der Liste der Unterteilungste~7, ..., v;,, dargestellt im Span-
Space
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e Knoten des Intervallbaums
Jeder Knoten des Intervallbaums enthalt einen Untertgdwerty*, durch den die zuge-
ordneten Intervalle in die bekannten Teilgruppen fur deken und rechten Teilbaum des
Knotens und die Min- und Max-Listen des Knotens selbst aeftjaverden. Der Intervall-
baum lasst sich aus einem binaren Baum als Grundgeriastrkieren, der in jedem seiner
Knoten dessen Unterteilungswert, aber ansonsten keine weiteren Informationen enthalt.
Dieser Binarbaum muss natirlich geordnet sein, d. In.giiten gegebenen inneren Knoten
mit eingetragenem Wert* sind alle Unterteilungswerte im linken Teilbaum kleines 4,
und fur seinen rechten Teilbaum entsprechend grof3eratss sehy, ..., v, die in aufstei-
gender Reihenfolge geordnete Liste aller Unterteilungtanses Baums.
Wie leicht einzusehen ist, ist eine Eintragung samtli¢chervalle in dieses Grundgerist ge-
nau dann moglich, wenn zu jedem der Intervalién;, max;) mindestens ein Wert; aus der
Liste existiert, der darin enthalten ist. Da der Speichéaibieder Baumknoten proportional
zu der Anzahl dieser Knoten bzw. ihrer Unterteilungswestewird also zur Optimierung
des Speichers eine Listg, ..., v, minimaler Lange gesucht, die diese Bedingung erfullt.
Die hier vorgeschlagene Losung entspricht einer bekanktethode zur Bestimmung ei-
ner minimalen Cliquenuiberdeckung im Intervallgrapheas deif3t, wenn wir einen Graphen
betrachten, in dem jedes Intervall einen Knoten représgnind zwei Knoten genau dann
miteinander verbunden sind, wenn sich die entsprechendervalle Giberschneiden, dann
entspricht die gesuchte Liste der Unterteilungswerterdirste von Untergraphen, in denen
alle Knoten miteinander verbunden sind, so dal3 jeder Knatdieser Liste vertreten ist.
Uber den Aufbau des Intervallbaums aus der so gewonnenderifiate kann aus der rei-
nen Forderung, den Speicherbedarf zu minimieren, nocrekeahlussfolgerung gezogen
werden.

MBaumstruktur(I) =m- MKnoten

Um die kurzestmogliche Listej, ..., v}, zu erhalten, betrachten wir alle gegebenen Intervalle
im Span Space. Diese liegen vollstandig Uber der Haugpddialen. Gesucht ist jetzt eine mi-
nimale Liste von Quadranten der Forfiz,y)|lz < ~+* < y}, die diese Liste von Punkten
vollstandig Uberdeckt. Zur Vereinfachung kann jeder ®ymin;, max;) auch durch die Menge
{(z,y)]x < min; Ay > max;} ersetzt werden, was am gegebenen Problem nichts andenebi
einigung dieser Mengen, die durch die Unterteilungswera@anten abzudecken ist, ist ein mas-
sives Gebiet, das von unten durch eine treppenstufeng@ririnie begrenzt ist. Auf den konvexen
Ecken dieser Treppe liegen die Intervalle, die die abzuseled Menge vollstandig reprasentieren;
alle anderen Intervalle liegen im Inneren des Gebiets uheémauf die Problemstellung keinen
Einfluss.

Um die Liste der Abdeckungspunkte in aufsteigender Retdigafzu konstruieren, gehen wir
nach der Stufenmethode wie in Abbildung 5.1 vor, fur einstéivon nicht leeren Intervallen
[min;, max;) (i = 1...n) mit ganzzahligen Grenzen sei also:

~1 = min{max;|i = 1..n} — 1

7;—1—1 = min{maxi\i = 1n, I'Ilil'li > ’}/Z} -1

Die rekursive Berechnung wird so lange wie moglich fortdet also bis die darin verwendete
Menge{max; | min; > ~;} leer ist. Sobald das der Fall ist, wird := k gesetzt und wir haben
eine Listevy, ..., 7. Wir weisen nun nach, dass sich diese Definition fur die kKuaksion einer
optimalen Liste eignet:
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Satz:

1. Die mit vorstehender Definition konstruierte Listg +;... ist streng monoton steigend.

2. Die Liste ist endlich lang. (das bedeutet, es existiertejfiir das das Abbruch-Kriterium, dass
{max; | min; >+, } leer ist, erreicht wird)

3.Fur jedes € {1,...,n} existiert eink € {1, ..., m}, so dassy; € [min;, max;) gilt.

4.~7%, ..., ist eine kiirzestmogliche Liste ganzzahliger Werte diérBedingung. erfullt ist.

Beweis:

1.Es seienV/; := {max; |i = 1...n} und M}, := {max; |i = 1...n, min; > ~;}. Dann ergibt sich
durch Induktion, dass fur alle M., € M, undv;,, > ~; gilt:

Furk = 1 gilt My C M, weil M, durch eine zusatzliche Bedingung aus hervorgeht. Daraus
folgt auch~y; > ~7, weil in der Definition vorry; Uber eine kleinere Menge minimiert wird.

Far den Induktionsschritt — k + 1 setzen wir voraus, dasg_ , > v; bereits nachgewiesen ist.
Daraus folgt nach Definition der Mengéih, ., C M, ., weil die Bedingung verstarkt wurde, und
somity; ., > 7.1, Weil in der Definition vony;_ , Gber eine kleinere Menge minimiert wird.

Die Verstarkung dieser Aussage zur echten Monotonie esgib aus det)berlegung, dass sich in
der MengelM,.; nur Maxima von Intervallen befinden, deren Minima groRenzlsind. Folglich
sind alle Elemente der Menge grof3er gfs+ 1, also auch ihr Minimum. Wenn schlief3lich laut
Definition 1 abgezogen wird, kommen wir auf den Wert vgin, > ;.

2. Aus der strengen Monotonie der Folge ldutund ihrer Ganzzahligkeit folgt, dass die Menge
M.+, leer wird, sobaldy; einen hinreichend grof3en Wert erreicht.

3.Es seii € {1,...,n} gegeben. Gesucht ist nun ein Indexso dassnin; < ~; < max; erfullt
ist. Wir untersuchen also das kleingtefur dasy; > min; gilt, was bereits eine der geforderten
Ungleichungen ist. Dieses existiert auch in jedem FallyfJa> min; als Abbruchbedingung fur
alle i gelten muss. Da wir das kleinstéhaben, das die Bedingung erfullt, gilt sie fir- 1 nicht,
es ist alsoy;_; < min; oderk = 1; in beiden Fallen istnax; € M. Daraus folgt die zweite

Ungleichungy; < max;.

4.Nachdem mifl. bis 3. gezeigt wurde, dass die Definition eine geeignete Liste vatetteilungs-
werten liefert. muss noch bewiesen werden, dass es keraerelListe gibt.

Es sei alsady, ..., 5, eine Liste von Werten, von denen jedes vorgegebene Inkénval;, max;)
mindestens einen enthalt. O.b.d.A. kann angenommen wgeddss die Liste streng monoton stei-
gend ist, weil andere Listen durch Sortierung und Entfegneon doppelten Werten geeignet um-
geformt werden konnen. Durch Induktion wird gezeigt, dassllek € {1, ..., m} gilt: 5, existiert
(es gilt alsok < m/') und erfillt die Ungleichung, < +,. Wenn die Induktion bisn fortgesetzt
wird, erhalten wir die gewiinschte Ungleichumg< m’.

Furk = 1 betrachten wir den kleinsten Wert der Folgie der kleiner als das kleinstmoglichexx;
sein muss, damit;, oder einer der darauf folgenden grof3eren Werte im entspreten Intervall
[min;, max;) enthalten sein kann. Nach der Definition vanfolgt darauss; < ;.

Es sei nun fur eik < m die Ungleichungs,. < ~, erfullt. Dann gilt fur alle Intervall-Minima, die
min; > v, erfullen, auchmin; > ;. Es seimax; das kleinste Maximum unter diesen Intervallen.
Dann gilt laut Definitiony,; = max; —1. Ferner mussgj,., existieren und?,; < 7,41 gel-
ten, damit das Intervallnin;, max;) einen Wert dep-Liste enthalt: Furs,, ..., 5 ist das wegen
min; > [ nicht moglich, und damiti,; oder einer der groReren Werte im Intervall enthalten
sein kann, muss;;; < max; gelten, undy,,, ist der grof3stmogliche ganzzahlige Wert, der diese
Ungleichung erfullt.
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5.2 Optimierung der Extraktionszeit

Der Erwartungswert des Zeitbedarfs fur eine Isowert-8unhintervallbaum lasst sich wieder in
zwei Typen von Zeitkosten zerlegen:

e Ausgabezeit
Diese Zeit umfasst fur jedes Intervall, das wahrend dergktion ausgegeben wird, die Zeit,
die benotigt wird, um dieses Intervall in der Min- oder Miaiste zu untersuchen und aus-
zugeben. Die jeweils letzte Untersuchung eines Listerast der nicht mehr ausgegeben
wird, fallt nicht in diese Kategorie. Der erwartete Zeitlbef dieses Typs ist fur jedes in
den Baum eingetragene Intervall proportional zur Wahristicbkeit, dass der Isowert in
diesem Intervall enthalten ist. Die Formel lautet also:

TOutput(]) == ZP(V € [Hlll’],“ maxi)) : tOutput
i=1

Dieser Teil der Rechenzeit hangt nicht vom Aufbau des Watlyaums, sondern nur von der
vorgegebenen Liste von Intervallen ab. Er braucht also éeMinimierung der erwarteten
Rechenzeit nicht beriicksichtigt zu werden.

e Knotengebundene Rechenzeit
Der zweite Zeitkostentyp umfasst die Operationen, digdtden untersuchten Knoten des
Intervallbaums nur einmal ausgefuhrt werden. Diese usefagn Wesentlichen:

— den Vergleich des Isowertsmit dem Eintragy*

— das Starten der Suche in der Min- oder Max-Liste

— die Untersuchung des jeweils letzten, nicht ausgegebetervalls der Min- oder Max-
Liste

— die fallabhangige Verzweigung zum linken oder rechtentfiaiger des Knotens (Also
nicht dessen gesamte Bearbeitung, sondern nur der Aufruf deb&&angsroutine)

Die Bearbeitungszeit dieser Vorgange lasst sich durmoh Konstante,,.., abschatzen, die
Formel fur die Berechnung des Zeitbedarfs ist also

Tsaum (1) = E(Anzahl der untersuchten Knotenik,oten

Sie ist also nun zu optimieren, indem der Erwartungsweraeahl der untersuchten Kno-
ten minimiert wird.

Fur einen ausgewogenen Intervallbaum verhalt sich ugeBedingung, dass der Baum unter-
sucht wird, die Anzahl der untersuchten Knoten lwig(m), wobeim die bereits fur den Speicher-
bedarf minimierte Anzahl der Knoten des Intervallbaumsis¢ Methode zur Minimierung der
Anzahl der Intervallbaum-Knoten bietet also auch einestjge Voraussetzung fir die Reduktion
des durchschnittlichen Zeitbedarfs.

Um aus den so erhaltenen Unterteilungswertgn.., v, einen optimalen Intervallbaum zu bil-
den, lautet die Aufgabe nun: Konstruiere das Grundgeiirstén Intervallbaum, das fur einen
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By, n="-> 1 2 3 4 5 6 7 8
0000 4100 5E00 6200 7F00 A000 C100 DEOO E200 10000

[0000,4100) [[4100,5E00) f[5E00,6200) [[6200,7F00) |(7F00,A000) J[A000,c100) f[c100,0E00) |[DE00,E200) [E200,10000)

1=4100 1=1D00 1=400 1=1D00 1=2100 1=2100 1=1D00 1=400 I=1E00
c=0 c=0 c=0 c=0 c=0 c=0 c=0 c=0 c=0
PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef.

[0000,5E00) |[4100,6200) |[5E00,7F00) |[6200,A000) |7F00,c100) J[A000,DE00) |(C100,E200) [DEOO,10000)

I=5E00 1=2100 1=2100 I=3E00 1=4200 I=3E00 1=2100 1=2200
¢=5E00 ¢=2100 ¢=2100 ¢=3E00 ¢=4200 c=3E00 ¢=2100 €=2200
PP=1 PP=2 PP=3 PP=4 PP=5 PP=6 PP=7 PP=8

[0000,6200) |[4100,7F00) |[5E00,A000) |[6200,C100) |[7F00,DE00) |[A000,E200) [C100,10000)

1=6200 1=3E00 1=4200 I=5F00 I=5F00 1=4200 I=3F00
¢=8300 ¢=5F00 ¢=6300 ¢=9D00 ¢=9D00 ¢=6300 ¢=6000
PP=1 PP=2 PP=4 PP=5 PP=5 PP=6 PP=8

[0000,7F00)  |[4100,A000) |[5E00,C100) |[6200,DE00) |[7F00,E200) [[A00O,10000)

I=7F00 I=5F00 1=6300 1=7C00 1=6300 1=6000
¢=DEO00 c=BE0D ¢=C600 c=F800 ¢=C600 ¢=C000
PP=1 PP=4 PP=4 PP=5 PP=5 PP=6

[0000,A000) |[4100,C100) |[5E00,DE00) |[6200,E200) [7F00,10000)

I=A000 1=8000 1=8000 1=8000 1=8100
c=15E00 ¢=12100 ¢=12100 ¢=12100 ¢=12300
PP=1 PP=4 PP=5 PP=5 PP=6

[0000,C100) [[4100,DE00) |[5E00,E200) [6200,10000)

I=C100 I=9D00 1=8400 1=9E00
c=1E100 ¢=19900 ¢=14A00 ¢=19B00
PP=4 PP=4 PP=5 PP=6

[0000,DE00)  |[4100,E200) |[5E00,10000)

I=DEOO I=A100 1=9200
c=25900 ¢=1C200 ¢=1B500
PP=3 PP=5 PP=5

[0000,E200)  [[4100,10000)

I=E200 I=BFO0
c=28600 ¢=23D00
PP=3 PP=5

0000,10000)

1=10000
¢=30100
PP=4

Abbildung 5.2: Das Dreiecksschema, mit dem der optimaleryiailbaum zu deny*-Werten
B, ..., Bz gefunden wird.
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zufallig vorgegebenen Isowertden kirzestmoglichen Suchpfad liefert. Diese Optimmggauf-
gabe lasst sich nach dem Bottom-Up-Schema zunachslgimekTeillisten von Unterteilungswer-
ten losen, die dann zu groReren zusammengesetzt werddanlAbbildungen 5.2 und 5.3 wird
die Optimierung an einem Beispiel dargestellt. Jedes Rektrgntspricht dabei einem moglichen
Intervallbaum-Knoten, mit Ausnahme der Rechtecke dersiberReihe, die einem nicht mehr
zerteilbaren Intervall entsprechen. Die Eintrage sinded&on oben nach unten folgendermal3en
bestimmt:

Die oberste Zeile gibt das betrachtete Intervall von Iséeremn Hexadezimal-Form an.

[ ist die Lange dieses Intervalls.

c ist der rekursiv bestimmte minimale Kostenwert und ein Mafdie mittlere Anzahl der
besuchten Knoten innerhalb dieses Bereichs. Ein Wertl00600(hex) entspricht dabei ei-
nem besuchten Knoten.

PP gibt die optimale Unterteilungsstelle im betrachteten tenoan und wird zur Rekon-
struktion des optimalen Intervallbaums in Abbildung 5.8mendet.

Die vorliegende Aufgabenstellung ahnelt der Aufgabdhstg der Huffman-Codierung, da jeder
Pfad zu einem Teilintervall durch eine Bitfolge (linksrechtsi) codiert werden kann und der
Erwartungswert der Lange dieser Bitfolge zu minimierérD$e dafiir angebotene Losung, jeweils
die beiden kleinsten Bereiche zu vereinen, ist hier jedact anwendbar, da diese Bereiche nicht
notwendigerweise benachbart sind.

Fazit

Die Wahl des optimalen Intervallbaums zu einer gegebenste kion Intervallen hangt nicht von
der Wahl des Parameteksab, auch nicht von der Wahl der genauen Optimierungsvdfsddas
folgt daraus, dass sich der Zeit- und Speicherbedarf miggeten Methoden gemeinsam verbes-
sern lassen.

Um die KostenfunktiorC(I) = M(I) + A\T'(I) des optimalen Intervallbauniszu bestimmen,
braucht dieser nicht aufgebaut zu werden. Es ist dafiir egddgen von trivialen Zahl- und Sum-
mierungsoperationen - nur notwendig, durch die beschmiels¢ufenmethode die Grenz-lIsowerte
5, - ZU bestimmen und fur diese die mittlere Suchpfadlangeogémalen Zerlegung zu
berechnen. Diese Zerlegung braucht dafur auch nicht batgezu werden, da die Berechnung
rekursiv Uber Teilstiicke des Arraysg, ..., v, | moglich ist.

Das hier beschriebene Optimierungsverfahren ist eineeéddtbesserung gegenuber den bisher
verwendeten Verfahren, den Mittelwert oder den Durchgther gegebenen Intervallgrenzen als
Unterteilungswert zu verwenden. Ein Beleg dafur ist dasahildung 5.4 aufgefuihrte Beispiel, das
die beiden Methoden an einer Liste aus drei Intervallenlganigt. Die Intervalle in dem Beispiel
uberschneiden sich, um dem Umstand gerecht zu werdengdassh um eine Anwendung aus
der Isoflachen-Extraktion handelt. Die zugehorige Kamfigion aus drei Zellen lasst sich leicht
konstruieren.

Das Ergebnis zeigt, dass sich durch das Optimierungsverfagin Intervallbaum aus zwei Knoten
ergibt, von denen bei einer Suchanfrage durchschnittljéikhoten besucht werden. Gegenuber
den drei Knoten bei den bisherigen Verfahren, von denerhdahmittlich 2 Knoten besucht wer-
den, ist das sowohl beziiglich Speicherbedarf als auchdtien mittlerer Suchzeit eine Verbesse-
rung.
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Abbildung 5.3: Hier sind noch einmal die (im vorherigen Bié&dt umrahmten) Intervalle darge-
stellt, aus denen der optimale Intervallbaum gebildet wird
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Gegeben:

Definitionsbereich: [0,10)
Intervalle: [0,4) [3,7) [6,10)

Optimierung nach dem hier beschriebenen Verfahren:
=10  Anzahl der Knoten: 2

Wert der Kostenfunktion: 17
Durchschnittlich besuchte Knoten:

¥i=3 ¥=9

[ 9]1=7

Altes Verfahren mit Mittelwert— oder Durchschnittsbildung:
(aus Symmetriegriinden gleiche Ergebnisse)

=10  Anzahl der Knoten: 3
Wert der Kostenfunktion: 20

Durchschnittlich besuchte Knoten: .
I=5| 2| |8]I=5

Abbildung 5.4: Ein Beispiel dafur, dass das beschriebepgn@erungsverfahren eine Verbesse-
rung gegenuber bisherigen Verfahren ist.

5.3 Genauere Analyse der Intervallbaum-Optimierung

Wie in den beiden vorangehenden Abschnitten beschriebestiss moglich, einen Intervallbaum
mit minimalem Speicherbedarf zu bestimmen, der unter dfiggrvallbaumen mit den gleichen
Unterteilungswerten auch die kiirzeste mittlere Suchengfitveist. Dieser muss allerdings nicht
notwendigerweise die kiirzeste Suchzeit unter allen icikdgh Intervallbaumen haben. Es existiert
auch nicht in jedem Fall Uberhaupt ein Intervallbaum, deichzeitig den Speicherbedarf und die
Suchzeit minimiert.

Ich stelle hier einen kinstlich entwickelten Fall vor, iand die beziglich der erwarteten Such-
pfadlange optimale Folgk;, ..., A, nicht gleichzeitig den Went: minimiert. Hierfur machen wir
folgende Zuweisungen von hexadezimal notierten Werten:

~1 := 4000 61 := 4100

2 := 5000 By := 5E00
v3 := 6000 B3 := 6200
4 := 7000 B4 := 7TF00
5 1= 8000 Bs == A000
Y6 := C000 B := C'100
~v7 := D000 B7 == DEQOO
~s := F000 Bs == E200
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Yo := F000
Die vorgegebenen Intervalle seié;, 5; + 1) und [5;, 741 + 1) mit ¢ = 1,...,8. Wegen
1< P <Yy < Po < < s < 9 besteht diese Liste bereits nur aus optimalen Intervallen.

Fur die Liste der Unterteilungswerte betrachten wir zwkesativen, die nun genauer analysiert
und miteinander verglichen werden: Alt.(%;);—, . Wie leicht einzusehen
ist, gilt:

----------

e Beide Alternativen liefern eine Liste voyt-Werten, von denen in jedem der vorgegebenen
Intervalle mindestens einer enthalten ist. Sie sind alsali€ Konstruktion eines Intervall-
baums zulassig.

e Alt. 2 istdie nach dem bereits beschriebenen Optimierwigsaa gebildete Liste minimaler
Lange. Eine rickwartige Anwendung des Optimierungsseds liefert die selbe Losung und
zeigt dadurch, dass die Liste minimaler Lange eindeutsgifvent ist.

e Fur Alternative 1 lasst sich ein zentral unterteiltereinmallbaum konstruieren, der den bei-
den4000(hex) langen Intervallen die Suchpfadlange 2 und alles andéf®0,hex) langen
Intervallen die Suchpfadlange 4 gibt. Beide Intervaliigpbelegen jeweils die Halfte des
Gesamtbereichs, was zu einer erwarteten Suchpfadlamge fidnrt.

e Dass Alternative 2 diesen Wert nicht erreichen oder vedyaskann, wird im folgenden
gezeigt, indem die durch die Unterteilung entstehendearuatie durch ein rekursives Op-
timierungsschema wieder vereint werden. Dieses ist in dalpildungen 5.2 und 5.3 dar-
gestellt und fuhrt zu einer optimalen Kostenfunktion \B1100(hex), was einer mittleren

Suchpfadlange vo&% entspricht.

Anmerkung:

Im Dreiecksschema von Abbildung 5.2 steht in jedem Feld dasmreprasentierte Teilintervall,
gefolgt von seiner Langg seinen minimalen Kostenund dem Index seines optimalen Zerle-
gungspunkts’ P. Die Zahlenwerte sind im Hexadezimal-System angegebenFbBimeln fur die
Berechnung sind fur alle Indexpaare, n) mit m < n: Ly, := By — Bm, ¢m ma1 := 0, Sowie fur

alle Paare mitn + 1 < n: ¢y = by, + min (g + ) UNA PP, := arg min (¢uk + Crn)
m<k<n m<k<n

An diesem Gegenbeispiel sehen wir, dass es schwer ist, eigrgte Intervall-Zerlegung zu
finden, weil es nicht notwendigerweise eine Zerlegung geless, die gleichzeitig speicher- und
zeitoptimal ist. Ein paar vorteilhafte Voraussetzungewl fiei der Optimierung von Intervallbaum-
en aber doch gegeben:

e Wie in den vorhergehenden Abschnitten zu sehen war, h&®geicher- und Zeitbedarf stark
miteinander zusammen. Die dort konstruierte Losung sotezidet sich also nur geringfigig
von der/einer optimalen Losung zu einem gegebenen Pagamet

e Eine geringfiigige Uneindeutigkeit besteht noch, weil @issppenstufenschema von unten
nach oben oder von oben nach unten angewendet werden kamliéert zwery *-Listen
gleicher Lange (weil sie ja langenoptimal sind). Die egrghalt die maximal, die andere
die minimal moglicheny*-Werte. Die tatsachlich optimalen Werte missen alsonolg®
dazwischen liegen. Eine kurdgberlegung liefert das Ergebnis, dass es sehr giinstig ist,
einem Anfangsstiick der ersten Liste ein dazu passendesitekdler zweiten Liste folgen
zu lassen, so dass die Lange des dazwischen liegendepniiitirvalls minimal ist.
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e Wenn die Liste dety*-Werte und ihre Intervalle einmal festliegen, dann ist demudgehoren-
de optimale Intervallbaum bzw. die optimale ZerlegungHeu finden. Man betrachte ein-
fach nacheinander alle Gruppierungen von 2,3,...,.k bdraatdn Intervallen und konstruiere
die dazu gehorende optimale Zerlegung mit ihrem Kostenwer

Flr zwei Intervalle ist diese trivial, da es nur eine sifdlevderlegung gibt. Firn Intervalle
(m > 2) betrachte man fur jede mogliche Zerlegungnih und m — m’ Intervalle deren
Kostenwerte und kombiniere diese zum Kostenwert fur didegeng allerm Intervalle.
Der kleinste dieser Werte wird dann mit seiner Zerlegurajiestingetragen.

Die rekursive Formel dafir lautet:
Cly, Iiy1) =1+ 1

m—1

C(Ij ceny ]j-i-m—l) = lj + ...+ lj—i—m—l + I;IZI{I[C(I], PN Ij—l—p—l) + C(Ij+p, PN Ij—l—m—l)]

Die so erhaltenen Werte und die zugehorige beste Untamtgsktelle werden in ein Dreieck-
sarray eingetragen, aus dem sich danach der optimale dagsgaum leicht von oben nach
unten ablesen lasst.

Anmerkung: Dies ist eine formelle Darstellung des in den ikhimgen 5.2 und 5.3 gezeigten
Optimierungsschemas. Dabei sind:

I = [B;, Bj+1)
=1l =81 — B =1 jn
C(I] ey ]j+m—1) =Cj j+m

was zu einebJbereinstimmung der rekursiven Kostenformeln fihrt.

5.4 Beschleunigung der Optimierung im Conditioned Tree

Wie in Abbildung 5.1 zu sehen ist, werden fur die Untersuchder Speicher- und Zeitkosten
eines Intervallbaums nicht alle Intervalle bendtigt, dem nur eine aufsteigend geordnete Liste,
die einen reprasentativen Teil dieser Intervalle emnttidlder Abbildung sind das alle Intervalle,
die auf den nach unten rechts gerichteten Ecken der durabgeen Grenzlinie liegen.

Diese haben die Eigenschaft, dass jedes andere Intervalbstens eins der Intervalle dieser Liste
vollstandig umfasst. Dadurch kann die Suche nach eineéggetn Liste von Unterteilungswerten,
von denen jedes Intervall mindestens einen enthalten raukdije vergleichsweise kleine Teilliste
von Intervallen eingeschrankt werden.

Ein zusatzlicher Vorteil dieses Modells ist es, dass dialpse der Intervallbaume beim Vorliegen
einer hierarchischen Zerlegung beschleunigt werden Rafmwerden im Kapitel 7 sehen, dass
beim Conditioned Tree eine hierarchische Zerlegung gegesibheéNenn wir zwei Listen von Inter-
vallen betrachten, zu denen die Grenzlinien bereits belsind, konnen wir diese beiden Linien
einfach und zeitsparend miteinander verknupfen, um den@mie zur Vereinigung der beiden
Listen zu erhalten (Abbildung 5.5). In einer hierarchist@erlegung einer Liste von Intervallen
lasst sich dieses Prinzip rekursiv fur jede Teilliste anden.

Die Vereinigung zweier Grenzlinien ist die Grenzlinie der&nigungsmenge der dariber liegen-
den Bereiche, die in Abbildung 5.5 dargestellt ist. Die dpehirige Liste von Intervallen kann aus
den beiden Listen der Nachfolger mit folgender Methodeinggewerden:
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min
-
————— Grenzlinie der Intervalle des linken Teilbaum

————————— Grenzlinie der Intervalle des rechten Teilbau
Vereinte Grenzlinie

Abbildung 5.5: Die Grenzlinien zweier Intervallbaume den zur Grenzlinie des vereinten Inter-
vallbaums zusammengefiugt. Der Algorithmus dazu ist imt beschrieben.
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e Input: Zwei jeweils einen Intervallbaum reprasentierende, teigend geordnete Intervall-
listen
[minyy, maxy; ), [mings, maxys)...[miny,,, maxy,,) und
[ming, maxy ), [mings, maxss )...[ming,, maxa, )

e Esseii:=0,j:=1undk :=1.
e Solangej < m V k < n wiederhole

—i:=1+1
— Wennk > n V{j < mA [max;; < maxy, V(max;; = maxg, Aminy; > ming)|}
dann
* min; := miny;, Mmax; := max;
x* ji=7+1
x Solangek < n A miny, < min; wiederholek .=k + 1
— ansonsten
* IMin; ;= mingg, max,; := maxXoy
x k:=k+1
* Solangej < n A miny; < min; wiederholej := j + 1

e Output: Die vereinte Listdmin;, max; ), [miny, maxs)...[min;, max;)

Erklarung des Programmg:ist ein Pointer auf die ersté, auf die zweite Intervallliste. Entspre-
chend ist ein Pointer auf die Ergebnisliste, die noch zu bilden ist.

Abhangig vom Ergebnis eines langeren boolschen Tern@tatte Ergebnisliste das nachste In-
tervall aus der ersten oder zweiten Liste. Der boolsche Teatht folgende Vergleiche:

e k > n prift, ob der Pointek die zweite Liste schon durchlaufen hat. In diesem Fall ist da
nachste Intervall in der ersten Liste.

e j < m testet, ob der Pointerdie erste Liste durchlaufen hat. In diesem Fall ist das si&ch
Intervall in der zweiten Liste.

e max;; < maxy vergleicht die betrachteten Intervalle der beiden Listeas Intervall mit
dem kleineren Maximum wird in die Ergebnisliste genommen.

¢ Im Fall von Gleichheit, gepruft durchax, ; = maxyy,, wird das Intervall mit dem kleineren
Minimum durch den Vergleiclmin;; > min,, ermittelt.

Nach der Erganzung der Ergebnisliste werden ein paardgetder nicht benutzten Inputliste
ubersprungen, so dass das Minimum des nachsten betechieervalls grof3er als das Minimum
des letzten eingetragenen Intervalls ist.



KAPITEL 5. OPTIMIERUNG VON INTERVALLBAUMEN 56

10000 ¢ T T T T T T T
: Intervallbaum  +
kd-Tree x
. Schaetzung Intervallbaum
£ Schaetzung kd-Tree ---------
< 1000 £ .
TN E E
o
>
©
(]
2
»n 100 ¢ E
ho} F
c
=} z
5
S 10 F: =
Q o+ ++++F+++FF++++++ 4+ 4+ 4+ ++++
E ;XxXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX><><><><><><><><'
1 1 1 1 1 1 1 1

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Kantenlaenge (Voxel)

Abbildung 5.6: Der Speedup- (oben) und Memory-Faktor (mptder KD-Tree- und Intervallbaum-
Methode fir Kummer-Datensatze verschiedener GroReviEs eine Serie von kubischen Da-
tensatzen verwendet; die DateigrofRe gibt jeweils diet&@ange an. Der Memory-Faktor ist der
Quotient des fur die Methode insgesamt bendotigten Speiedarfs mit dem Speicherbedarf des
Datensatzes alleine, dabei wird eine Auflosung von 2 Bytedl/angenommen. Die durchgehen-
den Linien ergeben sich aus der theoretischen SchatzuriRedbenzeit.
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000

000 Groesse der Intervalle

30009

200
Vergleich Bruteforce - Optimierter Intervallbaum

Anzahl der Intervalle
Anzahl der Intervalle

Optimierter Intervallbaum ---

Suchzeit

Speedup

Abbildung 5.7: Die durchschnittlichen Suchzeiten und SlogpeFaktoren der Intervallbaum-

Methode, abhangig von der Anzahl der Intervalle und ihtgchdschnittlichen Lange.
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Vergleich Normaler - Optimierter Intervallbaum ---------

Speedup

000

50!

000
100 000 Groesse der Intervalle

Anzahl der Intljr?/alle 200
30000

Abbildung 5.8: Der Quotient der gemessenen Suchzeiters @ioemalen und eines nach der be-
schriebenen Methode optimierten Intervallbaums nimmtaowVerte Uber als auch unter 1 an.
Die Ungenauigkeit der Messungen uberschreitet somit dechddie Optimierung erhaltenen Ge-
winn.

5.5 Ergebnisse

Nach der theoretischen Analyse benotigt eine Extraktidndem KD-TreeO(k + /n) und mit
dem Intervallbaun®(k + log(n)) Rechenzeit, wobek die Anzahl der ausgegebenen Zellen und
die gesamte Anzahl der Zellen im Datensatz ist. Abbildulg®igt fur eine Folge von Kummer-
Datensatzen die Abhangigkeit des Speicherbedarfs stegi®echenzeit-Gewinns der beiden Me-
thoden gegentber der Brute-Force-Suche.

Abbildung 5.7 zeigt die Ergebnisse eines Experiments, bei @ine vorgegebene Anzahl von
Teilintervallen des Bereichs von 0 bi$535 (2'¢ — 1) zufallig gewahlt wurden, wobei der Er-
wartungswert der Intervall-Lange ebenfalls als Parametenvendet wird. Abhangig von diesen
beiden Parametern wird die mittlere Extraktionszeit fier Brute-Force-Methode, die klassische
Intervallbaum-Suche und die Intervallbaum-Suche mit aer mir eingefuhrten Optimierung der
Anzahl der Knoten gemessen. Im ersten Teilbild sind die gsereen Suchzeiten dreidimensional
dargestellt, im zweiten entsprechend die Quotienten van dwchzeiten, also der Speedup-Faktor
der neuen Intervallbaum-Methode gegeniiber der Brutee-btethode.

Bedauerlicherweise ist der Unterschied zwischen der isletssn und der neuen Intervallbaum-
Methode nicht relevant; auch ein manueller Vergleich in @iebellen ergibt keinen Unterschied,
der nicht auch mit zufalligen Messfehlern zu erklarenmev@®bwohl Theorie beweist, dass die in
diesem Kapitel beschriebene Intervallbaum-Optimieruetssdas beste Ergebnis liefert, ist der
daraus gezogene Gewinn so gering, dass der Einsatz desatgstimtervallbaums nur in seltenen
Fallen ein lohnenswerter Programmieraufwand ist (Ahbilgi5.8).

Eine wesentliche Verbesserung konnte hingegen bei derbAmlaa Intervallbaum-Knoten und
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bei der mittleren Anzahl der besuchten Knoten erreicht emravie in Abbildung 5.9 zu sehen
ist. Als herkbmmliche Methode wurde hier das haufig vemieta Prinzip eingesetzt, bei dem als
Unterteilungswert jeweils der Mittelwert aller gegebemmtervallgrenzen verwendet wird.

Bemerkenswert an den Graphen ist auch, dass die AnzahKal¢en sich nur um etwa 30 Prozent

reduziert hat, wahrend die mittlere Anzahl der besuchteot&n um 2 bis knapp unter 3 verringert
werden konnte. Dieser Effekt ist folglich nicht alleine mié@r Reduktion der gesamten Knotenzahl
zu erklaren, die einer Verkleinerung der Baumtiefe%mfntspricht. Die Optimierung durch geeig-

nete Anordnung der Unterteilungswerte ist also der Teildesbeschriebenen Verfahrens, der fur
die mittlere Suchzeit den grof3ten Vorteil bewirkt hat.
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Abbildung 5.9: Vergleich der Knotenzahl (links) und der theiten Anzahl der besuchten Kno-
ten (rechts) beim optimierten Intervallbaum, im Verglemim bereits bekannten Verfahren, als
Unterteilungswert jeweils den Mittelwert der Intervadgzen zu verwenden.



Kapitel 6

Mathematische Modellierung verschiedener
Extraktionsmethoden

Fur die Analyse der benotigten Suchzeit eines Extrakadgorithmus ist es oft nicht moglich,
diese fur eine Reihe von Stichproben mit verschiedenendgen zu messen, weil diese Vorge-
hensweise fur eine Berechnung mit entsprechender Gekalig zeitaufwandig werden kann. Es
ist jedoch oft moglich, stattdessen die verwendete Datgkisir und die Methode zu analysieren
und die Anzahl der Rechenschritte verschiedenen Typs Zunbmaen, die fur eine Extraktion im
Mittel benotigt werden. Wenn der Zeitbedarf eines Recblenés bekannt ist, kann die gesamte
Suchzeit durch entsprechende Linearkombination errwtiiden.

In diesem Kapitel werden fur verschiedene Methoden ddtasioen-Extraktion Formeln fur den
Erwartungswert der Extraktionszeit hergeleitet. Fursdie Erwartungswert wird vorausgesetzt,
dass eine WahrscheinlichkeitsverteiluAgegeben ist, die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit
ein Benutzer einen Isowertwahlt und die Isoflache dazu anfordert.

Fur den jeweils letzten Rechenschritt nehmen wir den eh@a Fall an, dass es sich bei dieser
Wahrscheinlichkeitsverteilung um eine Gleichverteildvandelt, es gelte also fur jedes Teilinter-
vall [a, b) des WertebereichSmin, Ymax):

Plyeab) = pb—a) mit pi— —
Ymax — Ymin

Die genaue Bedeutung der Konstanten wird wahrend der olgenfden Zeitkosten-Analyse er-
klart. Die Linearitat der Graphen in den TIME-TIME-Diagnmen, Abbildung 6.1, zeigt, dass mit
dieser Wahl der Konstanten hinreichend genaue Ergebnisseld werden. Die unterschiedlichen
Skalen der Diagramme kommen daher, dass langsame undlsdiiethoden nebeneinander ge-
stellt werden. Jede Methode fiir sich ist korrekt modeilieas an detJbereinstimmung der x-
und y-Skala jedes einzelnen Diagramms zu sehen ist.

6.1 Die Suchzeit der Brute-Force-Methode

Um die Suchzeit mit dem Brute-Force-Verfahren zu ermittetissen wir die Anzahl der im
entsprechenden Block enthaltenen Zellen bestimmen. Wiemgalabei von einem Datensatz

---------------

61
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Abbildung 6.1: Die Time-Time-Diagramme zeigen die Abhiggkgit der gemessenen Zeit von der
geschatzten Zeit einer Testreihe von Isoflachen-Exta&n fur die verschiedenen Methoden, bei
denen die Punkte durch Datensatze verschiedener Gro@agewerden.
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Abbildung 6.2: Eine beschleunigte Version der Brute-Feaviethode.

die Untersuchung einer Zelle stets die gleiche Zgit benotigt wird. Dann lasst sich die Suchzeit
unabhangig vom Isowertt, und somit auch die mittlere Suchzeit berechnen als:

TBRU = TmaxYmax”max * CceLL

Eine erweiterte und etwas schnellere Version der Bruted-Methode verwendet jeweils die In-
formationen der letzten vier Voxel einer Zelle fir die hate Zelle, die ebenfalls von diesen Voxeln
begrenzt wird. Wenn dieses Modell benutzt wird, dann ladieeZeitformel:

Tsry = $maxymax(2max - Couap T CINIT)

Dabei istc,; die Zeit, die benotigt wird, um eine Reihe von Zellen fie &uche zu initialisieren,
z. B. fur den Test der ersten Vierergruppe von Voxeln, diesmierglichen werdenc,,, ist die
Zeit, die dann noch fur jede zu untersuchende Zelle véablei

Die beschleunigte Version der Brute-Force-Methode wigtt lhhand des zweidimensional darge-
stellten Beispiels von Abbildung 6.2 gezeigt: Wir betracheéine Reihe von Zellen, die nacheinan-
der untersucht werden und von jeweils zwei Quadraten (isetieFall Linien, aber wir stellen uns
den dreidimensionalen Fall vor) begrenzt werden. Die Kgitedit die gesuchte Isoflache dar; die
oberhalb davon liegenden Voxel haben Datenwerte, diesgr@lB der Isowert sind; die Datenwerte
unterhalb der Kurve seien entsprechend kleiner als derdigdow

Jeder der Begrenzungen wird ein Zahlenwert zugeordnetVilxet 1 bedeutet dabei, dass die
Begrenzung vollstandig oberhalb der Isoflache liegt.bedeutet, dass sie vollstandig unterhalb
davon liegt.0 bedeutet, dass die Begrenzung von der Isoflache getedlt wir

Die Rechenzeit-Ersparnis besteht nun darin, dass dierBestng jedes Zahlenwerts die Betrach-
tung von vier Datenwerten erfordert und daher ungefahiHgite der Zeit einer naiven Zellen-
untersuchung in Anspruch nimmt. Wenn die beiden Werte dgrégzungen einer Zelle bekannt
sind, ist die Untersuchung dieser Zelle so gut wie erlediggnn beide Werté sind, befindet sich
die Zelle im Bereich oberhalb der Isoflache. Wenn beide &Veitist, befindet sie sich im Bereich
unterhalb davon. In allen anderen Fallen lauft die Isbiéadurch die Zelle und ist somit auszu-
geben. AuRRer der einmaligen Bestimmung der Zahlenwertediggkr einfachen Untersuchung
braucht in einer Reihe von Zellen nichts getan zu werdenlvaithode ist somit schneller als die
separate Untersuchung jeder Zelle.
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6.2 Die Suchzeitin hierarchischen Zerlegungsiumen

In einem hierarchischen Zerlegungsbaum lasst sich deaffimgswert der Extraktionszeit rekur-
siv Uiber den Aufbau des Baums bestimmen. Jedem Baumkpasédurch die rekursive Formel
der entsprechende Teil der SuchZEjp) zugeordnet; die gesamte Suchzeit ist nach dieser Aus-
wertung in der Wurzel als

TTREE = T(l"OOt)

zu finden.

Wenn der Knoterp ein Blatt ist, dann verwenden wir fir die Extraktionszeit €ntsprechenden
Teilvolumen eine der Formeln aus dem vorangehenden Altscimal multiplizieren das Ergebnis
mit der Wahrscheinlichkeit, dass dieses Blatt iberhangésteuert wird. Es gilt also:

T(p) = P(v € [min(p), max(p)))(Tprr(p) + Cnooe)

Wennp ein innerer Knoten ist, dann werden die Zeitwerte aller Nalgler und der Erwartungs-
wert der Untersuchungszeit des Knotens selbst addiertbhmayig davon, um welche Art von
Zerlegungsbaum es sich handelt (Binarbaum, Octree Eissk, sich diese Rekursion formell fol-
gendermal3en ausdriicken:

T(p) = P(v € [min(p), max(p))) - cnooe + Z T(q)
¢ Nachfolger vorp

In diesen Formeln ist,..c €in konstanter Wert, der die Zeit fur die Untersuchung ®ikeotens
im Zerlegungsbaum angibt.

Bei der Anwendung dieser Formeln ist es wichtig, zu beaghdass ein Knotep genau dann
angesteuert wird, wen € [min(p), max(p)) gilt. Die Grenzen des Intervallsnin(p), max(p))
mussen also bereits im Vorganger yoals Information enthalten sein, um dort die Notwendigkeit
der Abfrage des Knotensfestzustellen.

6.3 Die Suchzeit der Intervallbaum-Methode

Im wesentlichen ist die Suchzeit in einem Intervallbaudnfoutput sensitive”, d. h., sie ist
annahernd proportional zur Lange der Ausgabe (vgl. [EB@ser Umstand kann fir eine erste
Naherungsformel fufl;yr genutzt werden, indem alle im Baum enthaltenen Zellen bletea
werden und der Erwartungswert fur deren Ausgabezeitrbestivird:

TINT ~ Z P(’Y S [min(c), maX<c))) * CceLLout =
c Zellein 1

Z p(maX(C) - min(c)) * CceLLout
¢ Zellein 1
CerLour ISt dabei die Zeit fur diéJberprUfung und Ausgabe eines Eintrags der Min- oder N&xi

Exakter wird die erwartete Rechenzeit berechnet, indenzZditen addiert werden, die aus der
Suche entlang des vonabhangigen Baumpfads und der Ausgabe der entsprechetidse Ser
Min- oder Maxlisten jedes Knotens resultieren.
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Abbildung 6.3: Die Zuordnung der Intervallg zu ihren Knotem.

Jeder innere Knoten des Intervallbaums wird mit einem Wertebereigh= [min(n), max(n))
assoziiert, so dasgsgenau dann untersucht wird, wenrnn diesem Bereich liegt. Fur die Wurzel
des Intervallbaumsoot ist dies der ganze Wertebereich, fur den im Intervallbaperiert wird:

min(root) = Y, max(root) = Ymax

Fur die Nachfolger eines bereits bestimmten Intervalibddnotens erhalten wir die Werteberei-
che, indem dessen Bereich durch den eingetragenen Grenerts* zerlegt wird:

min(left(n)) = min(n), max(left(n)) =~*(n)

min(right(n)) = v*(n), max(right(n)) = max(n)

Abbildung 6.3 zeigt anschaulich, wie die Intervalleden Intervallbaum-Knoten zugeordnet wer-
den, indem der Werteberei¢h,i,, Ymax) hierarchisch zerlegt wird.

Um nun daraud;yr zu bestimmen, missen wir die Erwartungswerte aller Zeatheren, die
fur die Untersuchung der Intervallbaum-Knoten und derehdgigen Listen benotigt werden:

Tint = Z P(’Y € [min(ﬁ), maX(TZ))) : (CINTINIT + clNTCELL) +
n Knotenin 1

Z P(v € [min(c), max(c))) - Creew

¢ Zellein 1

cnree 1St dabei die Zeit, die fur den Test einer Zelle aus der MaterdMaxliste benotigt wird. Das
muss fur jede extrahierte Zelle plus eine pro untersucldammknoten getan werden, bei der der
Test negativ ausgeht und die Listenbearbeitung terminiert

cnmnir 1St die Zeit, die fur die Untersuchung eines Intervallbakinotens gebraucht wird, also fir
den Vergleich des Isowertsmit dem eingetragenen Grenz-Isowgrtdie Initialisierung der Suche
in der entsprechenden Min- oder Maxliste und ddrergang zum linken bzw. rechten Nachfolger.

Anstatt nach dem jeweils letzten auszugebenden Elemest lim- oder Maxliste des Intervall-
baums linear von vorne nach hinten zu suchen, kann diesasraoar logarithmischer Zeit durch
binare Suche ermittelt werden. Die Routine zur Ausgabésierellen wird dadurch beschleunigt,
weil ihre Schleifenabfrage ein einfacher Vergleich deklgé mit dem so gefundenen Wert ist,
anstatt wie bisher ein Vergleich des Isowerts mit dem Mirerodlax-Eintrag im Array. Diese
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Verbesserung ist im Programm implementiert und wird auctutet. Sie geht aber nicht in das
Zeitmodell ein, weil der logarithmische Term verschwindétein ist; die Verbesserung fuhrt also
nur zu einer Verkleinerung der linearen Konstante.

6.4 Die Suchzeitim KD-Tree

Da der KD-Tree im Gegensatz zum Intervallbaum nicht als Basmmdern als Array gespei-
chert wird, miussen wir fur jedes Element dieses Arrays Eiemartungswert der darin verbrach-
ten Zeit bestimmen. Dieser hangt von dem Teilbereich des §pace ab, der durch den Kno-
ten bzw. das Array-Element reprasentiert wird. Aus diesgmmnd wird dieser Bereich zunachst
rekursiv berechnet, wir ordnen also jedem Elemgntles Arrays den rechteckigen Bereich
[min;, min,) x [max;, maxy) =: Iy, x Iy, in folgender Weise zu:

(L1, N (=00, min,|) x Iy,
I, x I, = ¢ wennn den Min-Wert des Bereichs zerlegt
I, x (1o N (—00, max,|) sonst

(1117 N [minn, OO)) X 1217
I, x I, = ¢ wennn den Min-Wert des Bereichs zerlegt
I, x (I, N [max,, c0)) sonst

Um diese Rekursion starten zu konnen, fehlen nur noch teevalle /;,, und Z,,, wennn die Wur-
zel des gedachten Baums ist. Diese entsprechen dem wdlilgéhn Intervall der bei Verwendung
des KD-Trees moglichen Werte, es gilt als9 = 5, = [Yimin, Ymax)-

Bemerkung: die Verwendung von geschlossenen anstelle earis offenen Intervallen fur die

Zerlegung ist in diesem Fall ausnahmsweise korrekt. Den@dafir ist, dass es z. B. bei Zerle-
gung nach dem Maximum auf3er dem Zerlegungselement nocere/&temente mit identischem
Maximum geben kann, von denen bei Unterteilung des ArraygieirMitte einige nach links und

einige nach rechts fallen.

Die Suche im KD-Tree fuhrt fur einen Knotepgarantiert zum Ergebnis, dass der Eintrag in
der Isoflache liegt, wenny € [min,, max;) gilt. In diesem Fall ist ein Schnellverfahren fur den
entsprechenden Knoten moglich, das diesen und alle darliegenden Werte einfach ausgibt.
Wir nehmen an, dass diese Ausgabe pro Wgkl, Zeit benotigt; fur jeden Array-Eintrag, der die

Bedingungy € [miny, max;) erfullt, wird diese Zeit nur ein Mal gebraucht.

Der zweite mogliche Fall ist, dass in einem der Intervallelmin;, min(min,, max;)) und
[max(miny, max;), maxy) liegt. Im ersten Fall muss noch mit dem Minimum, im zweiten Fall
mit dem Maximum der eingetragenen Zelle verglichen werttebeiden Fallen wird also nur ein
Vergleich gebraucht; wir bezeichnen die fur diesen Vecgl®enotigte Rechenzeit atg,our-

Ein besonderer Fall tritt auf, wenn der Teilbereich des SBpace seine Diagonale schnei-
det undmax; < miny, gilt. In diesem Fall kann es vorkommen, dass der Isowarh Intervall
[max(min;, max; ), min(ming, maxy)) liegt und somit gegen beide Intervallgrenzen getestet wer-
den muss. Wir bezeichnen die fur diese Vergleiche bet@#git alscqourour-

Aus dieserlUberlegungen resultiert die Formel:

T, = cxomn P (7 € [miny,, max;))+cromour P (7 € [ming, min(miny, max;))U[max(miny,, max;), max))+
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crooutourP (77 € [max(miny, max; ), min(min,, maxy)))
mit P(y € [a,b)) = p(b— a) fur a < b und0 sonst, wie bereits beschrieben.
Zusammengefasst ergibt sich fur das ganze KD-Tree-Allsaydie erwartete Suchzeit

Txp = > T,

n Element des KD-Arrays

mit 7;, nach vorstehender Formel.

6.5 Eine schnelle Approximation der Suchzeit im KD-Tree

KD-Trees sind oft zu grof3, um in angemessener Zeit voltBthausgewertet zu konnen. Bei In-
tervallbaumen besteht die Moglichkeit, die Kostenfumkiohne Kenntnis der Min- und Maxlisten
nur aus den Knoten des Baums zu bestimmen. Bei KD-Treesistaginliche Moglichkeit nicht
gegeben. Es gibt jedoch die Moglichkeit, den Wert der Kafstektion mit einem kleineren KD-
Tree abzuschatzen, der nur einen zufallig gewahlteindéeigegebenen Zellen enthalt.

Die Idee dieser Naherungsmethode wird hier an zwei exermplen Beispielen erklart, die aus
der Fallunterscheidung fur die Auswertung einzelner KieeFKnoten stammen.

Wie nehmen also an, das Rechtdék= [min;, min,| x [max;, maxy| liege vollstandig im Innern
des Span Space, schneide also nicht die von der Gleichiing= max erzeugten Diagonale; es
gelte alsanin;, < max;. Ferner nehmen wir an, das Rechtdtkei einem Knoten des reduzierten
KD-Trees zugewiesen, der fur die Kostenschatzung deBegrdKD-Trees verwendet wird. Der
groRe KD-Tree enthalté’ Zellen, deren Intervall im RechtedR liegt, oderF' sei alternativ eine
Schatzung der Anzahl dieser Zellen, die z. B. durch Divigier Anzahl aller Zellen im grof3en
und im kleinen KD-Tree bestimmt wurde. Wir schatzen miseéie Vorgaben eine Teilkomponente
der Kostenfunktion im grof3en KD-Tree, namlich die Summe

F

S1 = Cuomour Z[Ph € [ming, ming,]) + P(y € [maxy, maxp|)]
k=1

Um diese Summe abzuschatzen, nehmen wir an, das Recliteaks dem kleinen KD-
Tree werde durch die Zerlegung des groRen KD-Tree$ ikleinere Rechtecke zerlegt, die
der Einfachheit halber in einenY ’ x /F-Schema angeordnet sind. Der mittlere Wert von
P(’}/ € [minlk, minhk]) + P(’)/E [maxlk, math]) ist d.annP(Ve[m\l/r%’mth + P('ye[m\a}%[,maxh}) und die
Kostenkomponente ergibt sich aus der Summe dieser Werte als

Sy~ CKD|N0UT\/F[P(’Y € [minla minh]) + P(’Y € [maXla maXh])]

In entsprechender Weise kann die Teilsumme

F
Sy = Cromm Z P('V € [minhk’7 maXlk])
k=1

approximiert werden, indem wir annehmen, dass die Wertemvor,, und max;; im Rechteck
R gleichmalig verteilt sind und jeweils ein halbes kleineteivall Uber% bzw. unter
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Abbildung 6.4: Berechnung der Kostenfunktion fur einen-Kize und eine reduzierte Version.
Hier wird jeweils der Zeitbedarf und die prozentuale Abvireicg der Berechnung vom echten
Wert dargestellt.

W liegen. Die sich aus dieser Annahme ergebende Approxima@rmel furS, ware
dann
min; +min, ming —min; max; + max;  max; — max;

Sy~ ¢ FP(ye + , —
2 KDININ (7 [ 2 2\/F D) 2\/F ])

Im Normalfall wird durch diese Formel der Wert véh zu hoch eingeschatzt, weil die Intervalle
der Zellen im Rechtecl® nicht gleichmalig verteilt sind, sondern sich nahe beil@iagonalen
des Span Space anhaufen. Aus diesem Grund werden genaseléake erreicht, indem anstelle
der arithmetischen Mittelwerte die geometrischen Miteh®+/min; - min;, und,/max; - max, in
der Approximations-Formel verwendet werden.

Abbildung 6.4 zeigt anhand einer Serie von Datensatzegestder GroRe, dass bei der Reduktion
der Grof3e von KD-Trees gute Schatzungen der Kostenfomktireicht werden konnen. Verwen-
det wurden fur dieses Experiment Datensatze, derendardén 1 bis 250 MB reicht. Berechnet
wurden die Original-Kostenfunktion des vollstandigen-HBees mitc Zellen und eine Schatzung
davon aus einem reduzierten KD-Tree rfii/c Zellen, wobeif = 250 gewahlt wurde. Durch
Erhohung des Werts vofi kbnnen genauere Ergebnisse erreicht werden, woflr fedoch eine
grof3ere Rechenzeit benotigt wird.

Im vorliegenden Experiment wird die fur die Kostenschiaig benotigte Zeit durch Verwendung
eines kleineren KD-Trees um einen Faktor von 20 bis 100 riedubDurch diese Reduktion ent-
steht im Ergebnis ein prozentualer Fehler, dessen Wertmwenigen Fallen 5% und in keinem
der gemessenen Falle 10% ubersteigt. Das Risiko diesem¥&@chung ist naturlich, dass mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit die zufallige Wahl der féndkleinen KD-Tree verwendeten Stich-
proben ungunstig verlauft und dadurch ein groRererdfaditsteht.

Die hier beschriebene Approximation eignet sich nur futddaatze, in denen die Intervalle im
Span Space einigermal3en kontinuierlich verteilt sind Fdiensatze wie zum Beispiel den Bunny-
Datensatz, deren Histogramme grol3ere Anhaufungen vervailen in isolierten Punkten enthal-
ten (siehe Abbildung 9.5 weiter hinten), ist dieses Vedahungeeignet.
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Abbildung 6.5: Die Aufteilung eines extern gespeichertaeivallbaums in Datenblocke.

6.6 Die Suchzeit im Out-of-Core-Verfahren

Da bei der Out-of-Core-Extraktion Intervallbaume verdenwerden, sind sich die Formeln zur
Bestimmung der Zeitkosten ziemlich ahnlich (siehe Abg#tbrB). Bei der Out-of-Core-Extraktion
kommt noch ein weiterer Term dazu, der die Anzahl der eirsgglen Datenblocke schatzt, die
sowohl Knotenblocke als auch Listenblocke sein konnen.

Um zusatzlich zur Suchzeit im Intervallbaum die Einlesgfe die externen Daten zu bestimmen,
nehmen wir an, dass ein Datenblock wahlwed§e — 1 Intervallbaum-Knoten odek, Eintrage
in die Min- oder Maxlisten enthalten kann.

Die Unterteilung des Knotenbereichs in Datenbldcke wurttgefuhrt, indem wir zunachst jedem
Knotenn einen Wertf (n) € {0, ..., K1 — 1} zuweisen, und zwar durch die rekursive Formel

K, -1 wennn ein Blatt ist
f(n)=40 wennn die Wurzel ist
min({K; — 1} U{f(7') — 1|n" € {m,n.} existiertundf(n') # 0}) sonst

Diese Zuweisung ermoglicht es uns, die Unterteilung ineDblocke durchzufiihren, deren
Teilbaume Wurzeln mit Wefi haben und so viele Nachfolger wie moglich enthalten, deverte
von 0 verschieden sind. Abbildung 6.5 zeigt, wie ein Intervallivain hinreichend kleine Teile fur
externe Speicherblocke zerlegt wird (links) und wie didgen aussehen (rechts). In dem gezeigten
Beispiel gilt ; = 3 und die Zahlen geben die Werte vé(y)) der jeweiligen Knoten an.

Ein extern gespeicherter Knotenblock muss fir die Exibakhur dann gelesen werden, wenn
mindestens einer der darin enthaltenen Knoten besucht @asd ist genau dann der Fall, wenn
die Wurzel des im Block gespeicherten Teilbaums besucht, wiso gilt fur den ersten Teil der

Einlesezeit:
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T = Caiock Z P(7 € In)
f(m)=0

(ceock ISt die Einlesezeit fur einen Datenblock)

Ein Block einer Min- oder Maxliste wird genau dann geleseenmy in seinem charakteristischen
Intervall enthalten ist. Das charakteristische Interigtlldabei nicht das Intervall der ersten im
Block enthaltenen Zelle, sondern der letzten Zelle davei| das Ende der ausgegebenen Liste
lokalisiert werden muss. Es gilt also:

(=00, 7,) wennBL der erste Block einer Minliste ist
[, ) wennBL der erste Block einer Maxliste ist
(—o0 %) N I,¢ wennBL ein Folgeblock einer Minliste ist

[7 ,00) N Lygst wennB L ein Folgeblock einer Maxliste ist

I,N
I,N
I,N
Dabei istl,,,; das Intervall der letzten eingetragenen Zelle des jewetlserigen Blocks.

Mit diesen Definitionen lasst sich die erwartete Einlegeze Blocke der Min- und Maxlisten
insgesamt abschatzen als

T5 = Cprock Z P('Y S ]BL)
BL Min- oder Maxblock

Die gesamte Zeit fur die Out-of-Core-Extraktion lasshanun bestimmen, indem man die Suchzeit
far Intervallbaume im Hauptspeicher mit den beiden Ealeiten addiert:

Tooc = Tint +T1 + 15

Die Summe zur Berechnung va@i ist schwer zu bestimmen, weil die relevanten Intervalleeohn
explizite Berechnung der Min- und Maxlisten nicht ohne we®t ermittelt werden konnen. Wir
kdnnen aber annehmen, dass ein normaler Datenblodkfixusgabe-Intervalle benutzt wird und
daruiber hinaus durchschnittlich ein halber Datenbloclamst gelesen wird. Die daraus hervor-
gehende, schneller auswertbare Naherungsformel lautet

T5 = Cprock Z ’;{6 ] ZP AS I

I eingetragenes Intervall



Kapitel 7

Der Conditioned Tree: Die optimale
Kombination mehrerer Datenstrukturen

7.1 Die Struktur des Conditioned Trees

Wie wir gesehen haben, lasst sich Isoflachen-ExtraktigrPartitionsbaumen unter Einsatz von
nur wenig Speicher beschleunigen oder mit intervall-btsmeMethoden wie dem Intervallbaum-
oder dem KD-Tree-Verfahren unter Einsatz von viel Speichdreine fast output-sensitive Ge-
schwindigkeit bringen. Es ist jedoch nicht fir jede gegeb8peichergrol3e moglich, eine passen-
de Methode zu finden, die den Speicher zugunsten der Besaigig der Extraktion ausschopft.
Hier wird also anstelle einer zwar beliebig erweiterbasedrer immer endlich langen Liste von vor-
geschlagenen Methoden eine vereinheitlichende Methobieageht, bei der der Speicherbedarf
und die Beschleunigung von einem einstellbaren Paramigtémngen. In diesem Kapitel fihre ich
das dafur geeignete Conditioned-Tree-Verfahren ein.

Dieses Verfahren hat seinen Namen von der Abfrage der Bedgncondition), die in jedem Kno-
ten zur Auswabhl der entsprechenden Untermethode fuhiGegensatz zu den bisherigen Verfah-
ren, die immer die gleiche Methode verwenden, wird der Cioorted Tree durch das in diesem
Kapitel beschriebene Optimierungsverfahren auf die jsimEstmogliche Methode konditioniert.

Das Conditioned-Tree-Verfahren ist eine Methode der dsbi#h-Extraktion, bei der die Daten-
struktur von einem Lagrange-Parametabhangt) gibt dabei an, wie wichtig die Geschwindig-
keit des Suchprozesses im Vergleich zum SpeicherbedabistMethode kann dann zu jedem
vorgegebenen Speicher- oder Zeitwert eine optimale Lg$afern.

Ein expliziter Speicher- oder Zeitwert lasst sich bei diasverfahren nicht direkt vorgeben, aber
wenn der Verlauf der Kurve im Parameter-Speicher-Zeitgtaenm bekanntist, dann kann zu jeder
Speicher- oder Zeitvorgabe der passende Paramefeiunden werden.

Formell ausgedriickt ist fir ein gegebenatie folgende Lagrange-Kostenfunktion zu minimieren,
wie es auch im Diagramm (Abbildung 7.1) dargestellt ist:
C(T)=M(T)+\-T(7T)

Dabei ist7 die zu optimierende Baumstruktuy/(7") die GroRRe des von ihr belegten Speichers
und7'(7') der Erwartungswert der Rechenzeit, die fur eine Isofladbetraktion in dieser Struktur
gebraucht wird.

71
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Abbildung 7.1: Die Optimierung der Lagrange-FunktioiZ) :=

(T)

()

M*

72

M(T)+ X-T(7) im Zeit-

Speicher-Diagramm. Der optimale Baum Zuentspricht dem Punkt, an dem die Gerade mit
konstantenC'(7") die konvexe Hulle der gegebenen Baummenge beruhrt. WiBildhreu sehen
ist, ist das Kostenfunktions-Optimuth* auch das Suchzeit-Optimum unter allen Baumen, deren

Speicherbedard#/* nicht Uberschreitet.
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Abbildung 7.2: Die hybride Datenstruktur fur die Condited-Tree-Methode. Rechts daneben ist
die zugehorige Partition der Volumendaten dargestellt.
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Der Vorteil der parametrisierten Optimierung ist es, dasasch das am Anfang dieses Abschnitts
erwahnte Optimierungsproblem bei begrenztem Speidsériin Artikel [16] von Everett wird der
Gebrauch von Lagrange-Parametern ausfuhrlich besemrieid fir den allgemeinen Fall gezeigt,
dass jedes ObjeKt einer gegebenen Klasse (hier speziell auf Baume angeWedds die Kosten-
funktion C'(7) fur ein A > 0 minimiert, unter allen moglichen Objektél mit M (7") < M(T)
dasjenige mit dem kleinstmoglichen Wert fli(7”) ist.

Bei der Bestimmung des Erwartungswerts wird auf der Mengerdglichen Isowerte eine Ver-

teilung angenommen, abhangig davon, wie haufig diese venmuer angefordert werden. Der
Einfachheit halber werden wir im folgenden annehmen, dassteichverteilung auf dem Wer-

tebereich der Volumendaten vorliegt. Wenn eine anderdigiaitsverteilung bekannt ist, lasst
sich die Methode verallgemeinern, indem eine der folgertdétien Umformungen vorgenommen
wird:

e Die Wolumendaten werden so skaliert, dass wir eine Gleitbileng erhalten. Das ist
mathematisch bei allen stetigen Verteilungen moglicliedé/erteilungsfunktionf () =
P(—o00,7) bekannt ist; es wird also jeder Eintrag,. des Datensatzes duré —oo, a,,.)
ersetzt.

¢ Die nachfolgenden Formeln zur Berechnung der erwartetehZgit im Fall der Gleichver-
teilung lassen sich auch auf den allgemeinen Fall erweiteemn P(—oo, -) bekannt ist.
Dafur wird an jeder Stelle, an der eine Wahrscheinlichk&itin, max) benotigt wird, an-
stelle vonmax — min die sich aus dieser Funktion ergebende Wahrscheinlichkegesetzt.

Die Struktur des Conditioned Trees ist entsprechend deidlnty 7.2 folgendermalien gegeben:

Das Kernstiick ist ein binarer adaptiver Partitionsbawia,er in dieser Arbeit schon beschrieben
wurde, zu einer fest vorgegebenen, zentralen UnterteidiggKnoten dieses Baums reprasentie-
ren Teilblocke der gegebenen Volumendaten und enthaibem é-lag, der aussagt, ob der Baum
hier weiter verzweigt, und falls ein Blatt vorliegt, wie dentsprechende Block weiterverarbei-
tet wird. Dieser Flag kann die WereRUTEFORCE (0), INTERVAL (1), ADAPTIVE (2),
KDTREE (3) oderOUTCORE (4) sowie anderen Methoden zugeordnete Werte annehmen, die
folgende Bedeutungen haben:

e BRUTEFORCE bedeutet, dass der Knoten ein Blatt ist und dessen Teillgjegkbenenfalls
mit der Brute-Force-Methode durchsucht wird.

e INTERVAL bedeutet, dass der Knoten ein Blatt ist, von dem aber eireZaigf die Wurzel
eines Intervallbaums verweist. Dieser enthalt alle Zetles Teilblocks mitihren Intervallen
und kann gegebenenfalls schnell durchsucht werden.

e ADAPTIVE bedeutet, dass der Knoten ein innerer Knoten ist und beatlerd, indem
man wie im normalen adaptiven Baum einen Intervalltestliiitat und weiter verzweigt.

e KDTREE bedeutet, dass der Knoten ein Blatt ist, von dem ein ZeigedialNurzel eines
KD-Trees verweist.

e OUTCORE bedeutet, dass der Knoten ein Blatt ist, das einen Verwésaen auf der Fest-
platte abgelegten Intervallbaum enthalt. Out-of-Coretiden benotigen zusatzlich Fest-
plattenspeicher, der in der Kostenformel noch nicht besiabtigt ist. Spater wird beschrie-
ben, wie Out-of-Core-Methoden trotzdem in die Formel ebayg werden konnen.



KAPITEL 7. CONDITIONED TREE 74

Prinzipiell kann jede Extraktionsmethode, deren Spetalved Zeitkosten innerhalb angemessener
Zeit berechen- oder schatzbar sind, in den Conditioned &mgebaut werden. So kann fur jeden
Teilblock des Datensatzes die bestmogliche aus eineegetzenen Liste von Methoden gefunden
und verwendet werden.

Die speichersparendste Version des Conditioned Treeslergieich in der Wurzel den Flag
BRUTEFORCE und besteht nur aus dieser Wurzel; sie fuhrt nach einerrsinteung der Wur-
zel zum klassischen Marching-Cube Verfahren. Die Versibe,dagegen die schnellste Extrak-
tion ermoglicht, hat in der Wurzel den Flag der jeweils sslsten verwendeten Methode (z. B.
INTERVAL) und einen Zeiger auf die entsprechende Datenstrukturiesech Fall werden al-
le Daten mit der schnellsten Methode durchsucht. Zwisclenlaiden Extremen platzsparend-
langsam und speicherintensiv-schnell lassen sich aligiofien Conditioned Trees im Speicher-
Zeit-Diagramm einordnen. Der FAlUTCORE nimmt in diesem Schema eine Sonderrolle ein,
weil zusatzlich zum Hauptspeicher Festplattenspeichkgb wird, was zur Bildung eines dritten
Extremfalls mit wenig Hauptspeicher, aber viel Festptapeicher fuhrt.

Die in der Datenstruktur des adaptiven Baums vorkommendwidf sind folgendermalRen auf-
gebaut:

e Ein Knoten des adaptiven Baums, der das Grundgerist pdd#talt die Eintrage:

(1’0, Yo, ZO) - ('Tlv Y1, Zl)
flag
min, max

P1, D2

- T, ..., 21 Sind die Grenzen des reprasentierten Teilblocks.

— flag ist der Flag, der eine Methode auswahlt, also zwiscRBUVTEFORCE (0),
INTERVAL (1) undADAPTIVE (2) und den anderen Werten entscheidet.

— min undmazx sind der minimale und der maximale Wert der Volumendaterrimalb
des Blocks. Diese werden fur den Intervalltgst [min, maz) verwendet, der ent-
scheidet, ob unterhalb des Knotens weiter untersucht wamniess.

— p; und p, sind Zeiger auf andere Datenstrukturen. Im Faly = BRUTEFORCE
werden z. B. beide ignoriert, fiftag = INTERVAL oder KDTREE zeigt p; auf
die Wurzel des entsprechenden Baums fifig = OUTCORE enthaltp,; die Num-
mer des Blocks, in dem der extern gespeicherte Intervatidaeginnt, und fuflag =
ADAPTIVE zeigenp; undp, auf die Nachfolger des Knotens im adaptiven Baum.

e Ein Knoten des Intervallbaums enthalt:

flag,v*, n
Dieft Pright

Pmin;, Pmax

— flag entscheidet, ob der Knoten einen linken Nachfolger (1ermechten Nachfolger
(2), keinen Nachfolger (0) oder beide Nachfolger (3) haeder Eintrag ist nicht unbe-
dingt notwendig, weil die Nachfolger auch auf O gesetzt warkibnnen; der Vergleich
eines Zeigers mit 0 ist jedoch schwerer alsdieerpriifung eines einzelnen Flags.
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— ~* ist der Grenz-Isowert, der in allen Intervallen der Lispgn, undp,,., enthalten und
fur die Aufspaltung in einen linken und einen rechten Tadtandig ist.

— nist die Anzahl der Elemente, die in den Listen, undp..., eingetragen sind.
— Pt UNdpyigny SINd Zeiger auf die Nachfolger des Knotens, wenn dieseiesest

— pmin UNdp.x SiNd Zeiger auf das jeweils erste Element der Min- und Mélidie die
selben Intervalle nach aufsteigenderim und nach absteigendemmx enthalten.

e Die Listen, auf diep,,,;, undp,,., verweisen, sind Arrays von jeweitsCellinfo-Strukturen,
die folgende Informationen enthalten:

(xo, Yo, Zo)
Amin im Fallpmin
Amax 1M Fall prax

— (w0, Yo, 20) Sind die Koordinaten des Eckpunkts der Zelle, der die ktemKoordinaten
hat.

— Qmin UNd a,., Sind der minimale und der maximale Datenwert der acht Edkign
diese definieren das Intervall fur den Intervallbaum. addig vom Vorkommen in der
Min- oder Maxliste wird nur eine der beiden IntervallgrenZér die Suche benotigt.

e Wenn KD-Trees verwendet werden, dann sind diese als Aresissiert und ein Arrayele-
ment enthalt die Werte:

(70, Y0, 20)

Amin; Amaz

Diese bezeichnen die Position und den Wertebereich deeteagenen Zelle. Pointer auf die
Nachfolgerknoten werden nicht gebraucht, da sie durch dagip der Array-Halbierung
schon vorgegeben sind.

¢ Die Datenstruktur fur Out-of-Core-Extraktion befindettsanstatt im Hauptspeicher auf der
Festplatte und ist dort in Blocke aufgeteilt. Dabei werdearei Typen von Blocken unter-
schieden:

— Knotenblocke reprasentieren einen Ausschnitt des valaums. Sie enthalten fur
jeden Knoten dieses Ausschnitts die Informationen tberRdisition (Nummer des
Datenblocks) der Nachfolgerknoten, die Position und Ahzien Eintrage der Min-
und Maxliste sowie den eingetragenen Unterteilungswert

— Listenblocke reprasentieren jeweils eine Min- oder Nigloder einen Ausschnitt da-
von. Sie enthalten fur jede darin eingetragene Zelle iftwerHinaten(z, y, z) und je
nach Bedarf den Min- bzw. Maxwert der Zelle.

Zu beachten ist dabei, dass jedem verwendeten Conditiamedalif einem gegebenen Datensatz
die gleiche Partitionierung zugrunde liegt, die bei dertBesiung des optimalen Baums stets
verwendet wird. Der Eintra@ro, vo, 20) — (71, y1, 21) ist daher eigentlich unnotig, wird aber zum
Zweck der Zeitersparnis bei der Extraktion dennoch verwergei der kanonischen Zerlegung
wird stets die langste Kante eines Teilblocks genommenininigr Mitte geteilt; die Wahl unter
gleich langen Kanten und die Rundung nicht ganzer Zahledi&r’'Mitte’ sind dabei einheitlich
geregelt, wie es in Abbildung 7.3 zu sehen ist.
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Abbildung 7.3: Die kanonische hierarchische Zerlegung&®Mdlumen-Datensatzes

Im folgenden Abschnitt wird beschrieben, wie der bezilgkmer vorgegebenen Kostenfunktion
optimale Conditioned Tree rekursiv bestimmt wird.

7.2 Lagrange-Optimierung, Minimierung einer Kostenfunkti-
on

Um einen Conditioned Tree mit geringem Speicher und trotzklerzen Extraktionszeiten zu fin-
den, benutzen wir rekursive Formeln fiif (p), den Speicherbedarf und den geschatzten Erwar-
tungswert der Rechenzéit(p) pro Extraktion fur jeden Knotes des Baumeq . Dabei sind die
auf Baumknoten definierten Funktion&h(p) und7’(p) Erweiterungen von den nur fur komplette
Baume bestimmten FunktioneWl (7)) und T'(7). M(p) ist definiert als der Speicherbedarf des
vollstandigen Unterbaums mit der WurzelT'(p) ist der Erwartungswert der Suchzeit wahrend
einer Extraktion, die im Unterbaum unterhalb des Knotemwsrbracht wird.

Das Prinzip der Optimierung ist es nun, fur jeden Knoterbdiste Methode aus der vorgegebenen
Liste, also diejenige mit dem kleinsten Wert fur eine KastektionC(p) := M(p) + X - T(p)

zu finden (Abbildung 7.4). Fur die AlternativéD APT' IV E (die sich immer unter den Methoden
befinden muss, um die Konstruktion des Baums zu ermogl)ekied dabei rekursiv vorausgesetzt,
dass die beiden Unterbaume bereits optimiert worden 8ladlie Kostenfunktior®' sich additiv
auf der Struktur des Baumes verhalt, fuhrt das Prinzigedem Knoten das lokale Optimum
zu wahlen, stets zum globalen Optimum unter allen moghcBaumen. Dieses Prinzip wird bei
vielen hierarchischen Optimierungsaufgaben angewemakofi als dynamisches Programmieren
bezeichnet.

Der Einfachheit halber betrachten wir fur die Zerlegung Veilblocken jeweils nur eine Moglich-
keit, obwohl sich ein groRerer Block auf viele Arten durateeachsenparallele Ebene in zwei Teile
trennen lasst. Von diesen betrachten wir nur die Mogkdtikei der die Teilungsebene orthogonal
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Wahle
(minimiere C(T))
e 4 4 A
BRUTE-F. INTERVAL ADAPTIVE
[min,max) [min,max) [min,max)
(x0,y0,z0)— (x0,y0,20)— (x0,y0,20)- | wswsmm=mws
(x1,y1,z1) (x1,y1,z1) (x1,y1,z1)
Wurzel des Wahle Wahl
Intervallbaums| | .. | |

Abbildung 7.4: Der Conditioned Tree wird optimiert, indermch dem Prinzip des dynamischen
Programmierens in jedem Knoten des adaptiven Baums die bestzur Verfigung stehenden
Methoden gewahlt wird.

zur langsten Kantenrichtung des Blocks steht und diedage&ehen von einer einheitlichen Run-
dung auf ganze Zahlen) genau in der Mitte teilt. Die unteiiBksichtigung dieser Einschrankung
moglichen Conditioned Trees nennen wir zentral unteet€bnditioned Trees.

Die Berechnung voi/(p) ist fast trivial; die Bestimmung vofi'(p) wird im folgenden beschrie-
ben. Fur die Analyse der Einzelmethoden konnen dabeiaiemé&n aus Kapitel 6 eingesetzt wer-
den. Die Konstanten dafiite,, , couap---, lassen sich durch lineare Approximation und Minimierung
des quadratischen Fehlers (Linear Fitting) aus den Ergsbnibereits ausgewerteter Conditioned
Trees bestimmen. Je mehr verschiedenartige Baume dafivexadet werden, desto genauer wird
naturlich das Ergebnis. Eine genauere Beschreibungrasarien Approximation folgtim Abschnitt
7.3.

Wir nehmen nun bei der rekursiven Optimierung fir jedemdmdtteten Knoten an, dass der adap-
tive Baum oder ein Teilbaum bereits vollstandig konstus. Fur jeden Knotemp dieses Baums
seiT'(p) der berechnete Erwartungswert des Zeitbedarfs fur digdgeSuche in allen Strukturen
unterhalb des Knotens. Wenmlie Wurzel des Conditioned Trees ist, dann ist §lé0) der Erwar-
tungswert des Zeitbedarfs fur eine Isoflachen-Extrakéibziiglich der Untersuchung der Wurzel
r selbst.

Die Wurzel des jeweils untersuchten Teilbaums wird ausrreghchen Grinden nicht mitgezahilt,
weil die Auswertung der rekursiven Formel flirdadurch einfacher ist. Dieser Abzug macht fur
das Optimierungsverfahren nichts aus, weil der Zeitbefilarlie Untersuchung der Wurzel stets
der gleiche ist.

Wie bereits im Kapitel 6 erwahnt wurde, nehmen wir an, dasdsbwerty einer Gleichverteilung
unterliegt.

Es ergeben sich abhangig vom Typ des Knotefig die Berechnung vofi'(p) mehrere Falle. In
jedem Fall konnen Formeln aus Kapitel 6 oder ahnliche eandet werden; diese beziehen sich
allerdings nicht auf den vollstandigen Datensatz, sander noch auf das Teilvolumen, das dem
Knotenp zugewiesen ist.
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e Fall 1: pist ein BRUTEFORCE-Knoten.
Zur Bestimmung der erwarteten Rechenzeit missen wir digbschnitt 6.1 angegebene
Suchzeit mit der Wahrscheinlichkeit multiplizieren, ddss Block wirklich untersucht wird:

T(p) = p(max(p) — min(p)) - Terv

e Fall 2: pist ein INTERVAL-Knoten.
Wenn ein Blattknoten auf einen Intervallbaum verweiststgsich die Suchzeit unter Ver-
wendung der Formel aus Abschnitt 6.3 bestimmen als

T(p) = Tint

Bei der Bestimmung vofil; v+ ist zu beachten, dass der Intervallbaum nicht im vollen Wert
eintervall operiert, sondern nur in dem Bereich, der im knatingetragen ist. Der Wertebe-
reich der Wurzel ist also bestimmt durch

min(root) = min(p), max(root) = max(p) .

Die Wertebereiche der anderen Intervallbaum-Knoten weddeaus nach dem im Abschnitt
6.3 beschriebenen Unterteilungsverfahren gebildet.

e Fall 3: pist ein ADAPTIVE-Knoten.
Dies ist der Fall, der die Berechnung Vv@ifp) auf eine rekursive Formel fuhrt. Alles unter
dem Knotenp zu untersuchen, bedeutet, die Nachfolger womnd alles unterhalb dieser
Nachfolger zu untersuchen, also gilt:

T(p) = p(max(p) — min(p)) - capar + T'(left(p)) + T'(right(p))

Dabei isteapne €in konstanter Wert, der die Zeit fur die Untersuchung aedén Nachfolger
des betrachteten adaptiven Baumknotens angibt.

Zu beachten ist hier, dass im Gegensatz zu AbschnittibuZp) und max(p) wirklich im
Knotenp selbst eingetragen sind, und nicht in seinem Vorgangerapgsverden missen.

e Fall 4: pist ein KDTREE-Knoten.
Wenn der Knoterp auf einen KD-Tree verweist, dann lasst sich die erwartetehBnzeit
mit Hilfe der Formeln aus Abschnitt 6.4 oder schneller mit Néherung aus Abschnitt 6.5
bestimmen als:
T(p) =Tkp

Wie beim Intervallbaum ergibt sich auch hier die Einschtarg auf den vom Knotep
definierten Wertebereich. Der Startbereich im Span Spareder Wurzel des KD-Trees
zugeordnet ist, ist also definiert dlg, x I,,, wobei gilt:

Iy = Iy, = [min(p), max(p)) |

e Fall 5: pist ein OUTCORE-Knoten.
Wenn der Knoten auf einen extern gespeicherten Intervatbeerweist, ist die Kostenfor-
mel analog zum Fall eines Intervallbaums im Hauptspeichehmbschnitt 6.6 zu bestim-
men, wobei die Intervallé, der extern gespeicherten Intervallbaum-Knoten wiedegeus
hend von der Wurzel als

@00t = [min(root), max(root)) = [min(p), max(p))
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bestimmt werden. Mit dieser Einschrankung des Werteblesdst die mittlere Extraktions-
zeit zu berechnen als

T(p) = Tooc -

Bei der Anwendung des Out-of-Core-Verfahrens eroffneth $ilr die Bestimmung der Speicher-
kosten die Frage, wie Festplattenspeicher im Vergleich auptspeicher bewertet werden soll.
Hierfur wird ein Parametek{ eingefuhrt, der angibt, wie viel fur ein Byte Festpladpaicher an-
gerechnet wird. FUH = 0 wird angenommen, dass Speicher auf der Festplatte unbegthmd
kostenlos zur Verfugung steht. Dieser Fall wiirde bei deti@ierung die Wahl der Out-of-Core-
Extraktion begiinstigen und ist meiner Ansicht nach ninirhier die sinnvolle Losung, weil kein
System unbegrenzt viel Festplattenspeicher zur Verfgdnan. Selbst in dem Fall, wenn der Fest-
plattenspeicher fur die Extraktion ausreicht, wird dreséglicherweise auch fur andere Anwen-
dungen gebraucht; hier steht der Benutzer vor der Entsehgjdien Out-of-Core-Baum entweder
bis zum nachsten Aufruf des Programms auf der Festplatteassen und diese damit zu belegen,
oder beim nachsten Mal den Baum wieder zu generieren, washeihe Preprocessing-Zeit in
Anspruch nimmt.

Fur H = 1 wird davon ausgegangen, dass ein Byte Festplattenspejehau so viel kostet wie
ein Byte Hauptspeicher. Dieser Extremfall wiirde die Verdung der Out-of-Core-Extraktion
von vornherein ausschliel3en, weil der Grundgedanke dietrode gerade darauf basiert, dass
mehr Festplattenspeicher als Hauptspeicher zur Verfjigteht. Dieser wird verwendet, um In-
tervallbaume billiger abzuspeichern; dafur werden gr@@itverluste beim Einlesen der Blocke
in Kauf genommen. Durch Experimente habe ich festgestiglfis die Out-of-Core-Extraktion fur
H > 0.5 nicht mehr verwendet wird.

Die Berechnungen der Rechenzeit-Formeln haben im Fall ieécl@&erteilung der moglichen Iso-
werte eine Gemeinsamkeit, namlich den Fakter L__ der bei jeder Berechnung der Wahr-
scheinlichkeit eines Intervalls anfallt. Dieser kanroafs O“Btimierungs-AIgorithmus weggelassen
werden, ohne dass sich dadurch am Verhaltnis der vergliehgeitwerte etwas andert.

Ebenfalls eine Vereinfachung, die die Preprocessing-Zeimehrere\-Werte verkurzt, ist es,
jeden WertM (p) undT'(p), der sich ohne weitere Verzweigung ergibt und dessen whetterBe-
rechnung ansonsten viel Zeit in Anspruch nehmen wiirdez gam Anfang zu berechnen und in
einer globalen Kostendatei abzuspeichern. Aus dieserédie vom unabhangigen Komponen-
ten der Kostenfunktion bei Bedarf entnommen werden.

Die in diesem Abschnitt beschriebene Art der Rechenzeitr@@rung hat einen grof3en Vorteil:
obwohl die Anzahl der zentral unterteilten Conditionedekr@n Vergleich zur Grof3e des Daten-
satzes exponentiell steigt, brauchen bei weitem nichtédternativen zur Bestimmung des besten
unter ihnen betrachtet zu werden. Wehdie Anzahl der Zellen (oder asymptotisch aquivalent die
Anzahl der Voxel) des Datensatzes bezeichnet, dann istweasbar, dass der Zeitaufwand fur die
Optimierung sich durcld(S - log?(S)) abschatzen lasst. Es werden namlich fir jeden Knoten de
adaptiven Baumanteils bei der Optimierung die folgenddmiie durchgefuhrtS’ sei dabei die
Anzahl der Zellen des betrachteten Teilblocks.

e Berechnung der Rechenzeit fur die Brute-Force-Suche ook (1)

e Addition der Rechenzeiten der beiden adaptiven Baume eniZeit fur die Untersuchung
des vereinenden Knotensy1)
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e Analyse des Zeitaufwands fur die Suche im Intervallbauras Bir die Liste der Zellen
gebrauchte Grundgerist des Intervallbaums wird gebuddtausgewertet. Bei geeigneter
Vorsortierung ist das i® (.S’ log(S")) Rechenzeit moglich.

e Der Zeitaufwand fur Out-of-Core-Verfahren und KD-Treasdt sich analog zu dem fir In-
tervallbaume irD (S’ log(S’)) Rechenzeit schatzen.

e Die rekursive Analyse des Intervallbaum-Gerusts kosthtss im schlimmsten Fall, dass
einelementige Min- und Maxlisten auftreten(S’) Rechenzeit.

e Der Vergleich der drei Kostenwerte kostet pro Lagranget\ikt ); uberflissig gewordene
adaptive Teilbaume und Intervallbaume konnemifd’) Rechenzeit entfernt werden.

Unter der Voraussetzung, dass die Anzahl der untersuchdgrahge-Werte klein im Vergleich
zur Anzahl der Zellert ist, wird fur jede Ebene des Conditioned TrégsS - log(S)) Rechenzeit
gebraucht, also ergibt sich fur den ganzen Bais - log*(S)).

Wenn andere Methoden dazukommen, dann nehmen wir an, dag®edhenzeit-Analyse jeder
dieser Methoden in hochste@g.S"™) (n > 2) pro Datenstruktur durchgefuhrt werden kann. Wenn
sie sogar inD(S"log(S")) Zeit moglich ist, andert sich nichts an der Analyse deaggsn Opti-
mierungszeit. Andernfalls ist die Rechenzeit fur die @yirung des gesamten Baum§s™), wie

die Zeit fur die Analyse der am schwersten untersuchbaretindie.

Formell lasst sich die Rechenzeit fur die Suche nach dettmafen Conditioned Tree durch fol-
genden Satz festlegen:

Satz 1:

Es sei7 ein binarer Baum mifS Blattern und einer Tiefé?, fur die 22 = O(S) gilt. A sei ein
Algorithmus, der jeden KnoteR von7 in O(S’(K)"™) Rechenzeit bearbeitet, wobeic N, n > 0
und S’(K) die Anzahl der unterhalb voR' liegenden Blatter ist. Dann lasst sighfir n = 1 in
O(S - log(9)), furn > 2in O(S™) Rechenzeit durchfiihren.

Im von uns betrachteten Fall ist fur der maximale theoretisch erreichbare Conditioned Tree zu
verwenden, dessen Blatter genau den im Datensatz vorkaden&ellen entsprechen. Der Algo-
rithmus A ist die Conditioned-Tree-Optimierung, die in jedem Knof€reine fest vorgegebene
Liste von Methoden abarbeitet, von denen die aufwandigstdode und somit auch die Gesamt-
untersuchun@ (S’(K)") Zeit benotigt. Nun aber zum Beweis:

Beweis:

Der Baum7 hat E Ebenen, die in der Notation des Beweises von den BlatterauyiWurzel mit
durchnummeriert seien. Aus der oben stehenden Voraussetalgt £ = O(log(S)). Die Kno-
ten der Ebené seien mitKy,, Ko, ..., Ky, bezeichnet. Dann gelten fur die Anzahl der Blatter
unterhalb der Knoten folgende Ungleichungen:

S,(Kkj) S 2k—1

Z S'(Kyj) < S
=1

Die erste Ungleichung folgt daraus, dass jeder Knoten den&hb in hochstensg: — 1 darunter
liegenden Ebenen verzweigen kann, die zweite ist eine oblesehatzung durch Summierung
aller vorhandenen Blatter.
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Furn = 1 benotigt der AlgorithmusA fur die Bearbeitung aller Knoten der Ebelneine Rechen-
zeit voni O(S'(Kyj)) = O(9), also fur alle Ebene®(S - E) = O(S - log(S) Rechenzeit.
=1

J
Furn > 2 betrachten wir die Tatsache, dass die Ebehéchsteng@”?—* Knoten enthalt, von denen
jeder die oben stehende Ungleichusigi,;) < 2*~! erfillt. Der Algorithmus bendtigt also fur
die Bearbeitung von Eberieeine Rechenzeit von:

mg
Z S,(Kkj)n _ O(2E—kz . (2k—1)n) _ O(2E—k+nkz—n) _ O(Qk:(n—l) . 2E—n)
j=1

Da fur die Abschatzung der Rechenzeit implizit die Verdemg eines einheitlichen konstan-
ten Faktors angenommen wird, ergibt die Addition der AusHe fur die Ebenen 1 bi& eine
Abschatzung der gesamten Rechenzeit des Algorithius

E
k=1

Eine beliebige adaptive Zerlegung anstelle einer Zerlggier Datenbldcke in der Mitte wirde
hingegen zu zu hohen Rechenzeiten fiihren, da in einem sStween Zerlegungsbaum jeder
Teilblock des Datensatzes vorkommen kann. Schon alleinelds Ansteuern aller moglichen
Teilblocke (o, yo, 20) x (71,91, 21) zur Bestimmung ihrer Kostenwerte wiirde so@itS?) Re-
chenzeit bendtigt werden, was fur Datensatze von mehreundert Megabyte inakzeptabel ware.

Die von mir realisierte Version des Conditioned-Tree-Bktionsprogramms nutzt die Abhangig-
keit vom Parametei gezielt aus. Es ist namlich fur jeden neuen Datensatzlintjggleich
am Anfang ein Preprocessing-Programm aufzurufen, dasifien weiten Parameter-Bereich
die optimalen Baume konstruiert und sie zusammen mit €fabelle mit den entsprechenden
Speicherbedarfs- und Rechenzeit-Werten abspeichertei@ést also eine Liste von Parametern
A1, Mg,y ..oy A, Mit ihren optimierten Baumef, (K = 1,...,n), die jeweilsM; Hauptspeicher und
durchschnittlich/};, Rechenzeit pro Extraktion benotigen. Das Hauptprogrammaliedann als Pa-
rameter den zur Verfigung stehenden Hauptspeitfierfur den in der Tabelle der Bauf, mit
dem passenden Speicherwert gesucht wird, alsd/saier groldte Wert der Liste mit/,, < M*.
Dieser Baum wird dann eingelesen und als Datenstruktudigiisoflachen-Extraktion benutzt.
Wenn flr die Konstruktion der Tabelle nicht gentigend Zeit Verfligung steht, dann kann nach
dem vorgegebenen Speicherwgft auch eine binare oder anders geartete direkte Suche in den
maoglichen Werten fua durchgefuhrt werden, weil dafur bei gleicher geforde@enauigkeit viel
weniger Optimierungsdurchgange durchgefiihrt werdesgaii.

Da die Conditioned-Tree-Methode das Hauptthema dieseziNdt, sind die numerischen Ergeb-
nisse dafur im letzten Kapitel ausfuihrlich dargestellt.

7.3 Lineare Approximation der Zeitkonstanten

Wir nehmen nun an, dass wir den programmtechnischen Teilsloder Optimierung als auch
der Extraktion realisiert haben. Fir jede verwendete tihme¢hode des Conditioned Trees sei ein
Modell gegeben, mit dem der Rechenzeit-Bedarf bestimmi@rekann, es fehlen jedoch noch die
Konstanten, mit denen die Zeit fur die Durchfiihrung eiAdseitsschritts bestimmt wird.
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Der Einfachheit halber nennen wir diese Konstanten right: , ¢inreew s Ceew --- Wi€ im letzten Ab-
schnitt, sondern bezeichnen sie systematischals, ..., ¢, und fassen sie zum Konstantenvektor
C zusammen.

Nun fuhren wir eine Reihe von Experimenten mit verschietemestbaumen, ..., 7,, durch,
wobein grof3 sein sollte, aber auf jeden Fall gro3erfalin diesen Baumen werden die mittleren
Extraktionszeiten gemessen, diese seéjen., ¢, und bilden den Zeitvektdf'. Ferner werden die
Baume mit dem mathematischen Modell analysiert, das didemd Extraktionszeit bestimmen
soll. Wir nehmen an, dass der Rechensclhiith Baum7; durchschnittlichz;; Mal durchgefuhrt
werden muss, also ergibt die Rechenzeit-Analyse die Formel

k
1=1

oder einfacher ausgedriickt, wenn die Indizgszur IndexmatrixA zusammengefasst werden:
A-C=T (AT bekannt( gesucht

Unter den Annahmen, dass> k gilt und sich bei der Messung Ungenauigkeiten ergeben, hat
dieses Gleichungssystem keine genaue Losung. Wir kodieehdsung jedoch approximieren,
indem wir sie ersetzen durch das Optimierungsproblem

|T — AC| = minimal

Eine altbekannte Methode aus der Statistik zur Bestimmuand<dnstanten des Modells besteht
darin, die Losung dieses Naherungsproblems durch dashBlegssystem

ATA.C=A"T

zu bestimmen, das meistens eine eindeutige Losung hatliweéilatrix A” A quadratisch ist.

Der Grund fur die Korrektheit dieser Losung besteht irgémidem mathematischen Zusammen-
hang:

|T'— AC| = minimal <= T —AC L1 AV fur alle Vektorenl/ <=
T — AC 1 AF fur alle Einheitsvektorely <«—
<T — AC, AFE >= 0 fur alle Einheitsvektorelty <=
< T — AC, A; >= 0 fur alle Spaltenvektored, der MatrixA <=

Al - (T — AC) = 0 firr alle Spaltenvektored; der Matrix A <=
AT (T—-AC)=0 <= ATA.C=A"T

Die lineare Approximation mit einem Prozessor AMD AthloMY'XP 1600+ 1410 MHz hat fol-
gende Naherungswerte ergeben, die fur das vorher bebelme Optimierungsprogramm verwen-
det werden:

CINTINT — 0 ns CINTCELL — 434 ns CceLL — 426 ns Capap — ].36 ns

Comn = 3.99 NS Ceomour = 33.94 NS Cupoutour = 0 NS Celock = 2288 ns



KAPITEL 7. CONDITIONED TREE 83

Die beiden Null-Werte kommen daher, dass die betroffenariiRen vergleichsweise selten aufge-
rufen werden und daher durch ein Linear Fitting nicht germur@ximiert werden konnen. Gerade
wegen dieses seltenen Aufrufs fallen die Werte dieser kmtsh jedoch auch nicht ins Gewicht.
Durch das Entfernen dieser beiden Rechenzeit-Konstaatesidin auch der Wert der anderen Kon-
stanten geringfligig geandert, da die orthogonale Ptiojekm Messraum(" wird auf den Such-
raum aller noch moglicheAC projiziert) nicht exakt der orthogonalen Projektion imgLiingsraum
(C wird auf den Unterraum projiziert, fur defirnr = croourour = 0 Qilt, diese werden also einfach
auf (0 gesetzt) entspricht.

7.4 Ubersicht aller Arbeitsschritte des Optimierungsverfah-
rens

Damit das Verstandnis des Zusammenhangs der beschriebitkroden nicht zu schwer wird, ist
hier eineUbersicht tiber die ndtigen Rechenschritte vom Datertsiatzum Bild dargestellt. Das
Verfahren teilt sich in zwei grof3e Bereiche auf, namlick Baeprocessing (Optimierung) und das
Hauptprogramm (Extraktion).

Das Preprocessing lauft im Wesentlichen folgendermaBen a

¢ Input: Volumendaten

e \orbereitung:
Dies ist der rechenzeit-intensivste Teil des Programmsuess aber fur jeden Datensatz nur
ein Mal durchgefuhrt werden.

— Volumenpatrtitionierung

— An jedem Knoten berechne fir die Methoden.., m den Speicherbedaff/ und die
Suchzeitl’

— Speichere den Baum mit den Kostenwerten
e Optimierung:
Je nach Anwendung kann eine Tabelle aus vielen verschiedeggange-Werten angelegt

oder, bei bereits bekanntem und gleich bleibendem Rech&tgy, eine binare Suche nach
dem dazu passenden Lagrange-Wert gestartet werden.

— Fur alle X\ einer hinreichend grof3en Liste minimiere die Kostenfurkti
C\T)=M(T)+ \T(T)
— Speichere den optimalen Baum &l$

Das interaktive Hauptprogramm, in dem der Benutzer diedsb#n in Form eines Bildes erhalt,
wird folgendermalRen aufgeteilt:

¢ Input: Hauptspeichek/

e Einlesen:
Zuerst werden der Datensatz und die Informationen fur dessgnden Conditioned Tree
eingelesen und aufgebaut.
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Abbildung 7.5: Das Memory-Speedup-Diagramm fur die BdiEn-Extraktion de®356 x 256 x
110-Engine-Datensatzes.

— Suche das groRte fur dasiM (7)) < M gilt
— 7 einlesen und aufbauen

e Extraktion:

Hier folgt der interaktive Teil, in dem sich die Bilder ansehund steuern lassen.

Wiederhole

— Input: Isowerty

— Extraktion der Isoflache mit Hilfe vof,*

— Isoflache rendern

bis der Benutzer das Programm beendet

7.5 Die Gap-Filling-Methode

Wie Everett nachgewiesen hat, erzeugt die Lagrange-Ogrtimg stets optimale Losungen fur
das Problem der Zeitminimierung bei vorgegebenem SpeiElsdast jedoch nicht garantiert, dass
dadurch alle optimalen Losungen erzeugt werden; es giht nur theoretisch, sondern auch prak-

tisch Falle, in denen einige optimale Losungen nichtegz&verden.

Zwei dieser Falle sind die Datensatze Engine und Bighéan Memory-Speedup-Diagramme
aus diesem Grund nicht erst in den Ergebnissen erschemetes in dieses Kapitel vorgezogen
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Abbildung 7.6: Das Memory-Speedup-Diagramm fur die BsdiEn-Extraktion de®356 x 256 x
225-Bighead-Datensatzes.

wurden (Abbildung 7.5 und 7.6). Hier lasst sich eine Lueakdaschen dem KD-Tree und dem
Intervallbaum erkennen, in der sich tatsachlich keiner dw@m Datensatz Bighead nur wenige
Optima befinden. Eine Verfeinerung der Abstande zwiscleerLéigrange-Werten fuhrt dabei auch
nicht zu einem besseren Ergebnis.

Es ist aber dennoch moglich, dass sich Losungen des @ptingsproblems innerhalb dieser Be-
reiche befinden. Diese werden durch Lagrange-Optimieruciyt gefunden, weil sie innerhalb
der konvexen Hiulle liegen. Sie sind aber dennoch optimell, s¥e weniger Speicher als der am
rechten Ende liegende Intervallbaum und weniger Zeit aladelinken Ende liegende KD-Tree
brauchen (Abbildung 7.7).

In diesem Abschnitt werde ich ein Verfahren beschreibendenin Losungen des Optimierungs-
problems ermittelt werden konnen, die nicht durch die bage-Optimierung erreicht werden.
Der Einfachheit halber beschranke ich mich hier auf diekeizwischen dem KD-Tree und dem
Intervallbaum, da diese Liicke die einzige von nennengnv&@tol3e ist, die in den bisherigen Ex-
perimenten aufgetreten ist. Der Grund fir eine gerade esediStelle vorkommende Licke ist,
dass KD-Trees sich schlecht zerlegen lassen: Wahrendpecter- und Zeitbedarf von Inter-
vallbaumen und der Speicherbedarf von KD-Trees sich lsermé@l additiv verhalten, erhoht sich
der Zeitbedarf eines KD-Trees gravierend, wenn er in zwie Ferlegt wird.

Das Suchverfahren basiert auf einer Zerlegung der Voluedendn2™ Teile (hier wurden = 12
verwendet); fur jeden dieser Teile sowie fur die in der&iehischen Zerlegung dartber liegenden
Teilvolumen sind aus der Bestimmung des Kostenbaums jgdeil Speicher- und mittlere Zeitbe-
darf des Intervallbaums und des KD-Trees bekannt. Diesearewir hierM;(k), T;(k), Mg (k)
undTx (k) (k= 1,...,2m —1).
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SpeichVe\

Abbildung 7.7: Eine Optimierungslicke zwischen dem K&+ und dem Intervallbaum-
Verfahren. Die durchgezogene Linie ist die durch Lagra@géimierung gebildete Grenze der
konvexen Hulle, auf der sich die Zwischenldosungen egtlder gestrichelten Linie nicht befinden.

Dabei sind die Indizes so organisiert, dass sich ihre Zuordnung zur Struktur dditi®a leicht
rekonstruieren lasst. Die Kostenwerté; (1), ..., Tx(1) sind dem vollstandigen Datensatz bzw.
der Wurzel des Partitionsbaums zugeordnet. Wenn die Wérté), ..., Tx (k) einem Knoten zu-
geordnet sind, dann erhalt sein linker Nachfolger die @@f (2k), ..., Tx (2k) und sein rechter
Nachfolger die Wertd/;(2k+1), ..., Tk (2k+1), sofern diese noch im vorgegebenen Indexbereich
liegen.

Ferner definieren wir den Speichergewinn éleSeilblocks alsAM (k) := M;(k) — Mk (k) sowie
seinen Zeitverlust al&T' (k) := Tk (k) — T7(k). Da ein Intervallbaum im allgemeinen schnel-
ler ist als der entsprechende KD-Tree, aber dafur mehrc8pebenotigt, sind diese Werte mei-
stens positiv. Der Kostenwert désTeilblocks ist definiert alg€’; - := AAAE(('Z)) und bezeichnet den
Preis in Form von Rechenzeit, der bei eiderderung des entsprechenden Bereichs von einem
Intervallbaum- in einen KD-Tree-Bereich fir eine Erspanwon AM (k) pro ersparte Rechenzeit

zu zahlen ware.

Ausgehend vom vollstandigen Intervallbaum stehen2ilsd — 1 Kandidaten fiir den Wechsel zum
KD-Tree zur Wahl. Von denen werden einige als unbrauchbkemezeichnet, z. B. alle Werte,
fur die AM (k) < 0 gilt und somit gar keine Speicherersparnis erreicht weldem. Ebenso

unbrauchbar sind alle Teilblocke, in denen die Umwandldeg Intervallbaums zum KD-Tree
bereits zutUberschreitung der Rechenzeit des vollstandigen KD<Tfigkren wiirde, also wenn
AT (k) > AT(1) ware.

Der erste Schritt des Gap-Filling-Verfahrens nach der &@hungsphase besteht darin, unter den
brauchbaren Kandidaten den Bloktkmit dem kleinsten Kostenwett;x (k) zu bestimmen. Fur
diesen wird als erstes Optimum der kleinstmogliche Baunskaiert, bei dem jeder Pfad in einem
Intervallbaum endet, mit Ausnahme des Pfads auf den Tektldtlpder einen KD-Tree erhalt. Wir
erhalten dadurch eine Datenstruktur, die die Licke im @patZeit-Diagramm in zwei kleinere
Liucken zerlegt (Abbildung 7.8, links).

Sowohl vom urspriinglichen Intervallbaum, als auch vomrealéenen Baum ausgehend lasst sich
eine weitere links davon liegende Datenstruktur findenemdlieser Vorgang wiederholt wird,
jedoch mit einer kleineren Liste moglicher KandidatenfiDaverden zusatzlich alle Kandidaten
als ungeeignet gekennzeichnet, in denen die Umwandlungntlasallbaums in einen KD-Tree
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Abbildung 7.9: Die von der Gap-Filling-Methode erzeugtewigthenwerte beim Engine-
Datensatz (links) und beim Bighead-Datensatz (rechts)

dazu fuhren wiirde, dass die jeweils betrachtete Luck8peicher-Zeit-Diagramm verlassen wird.
Ebenso sind fur die linke Lucke alle Nachfolger des bsreingewandelten Knotens ungeeignet.
Seine Vorganger konnen weiterhin verwendet werdenyrdafjedoch eine Anpassung der Werte
AM(.) und AT(.) und der daraus resultierenden Kostenwértg (.) notig, da ein KD-Tree in
einem Vorganger des Knotens dazu fuhrt, dass der KD-Tind€noten selbst wieder entfernt wird.

Im rechten Teil von Abbildung 7.8 wird gezeigt, wie ausgeh&om Intervallbaum durch Um-
wandlung von Teilblocken in KD-Tree-Blocke weitere lLisgien des Optimierungsproblems ge-
funden werden. Die Zahlen an den einzelnen Punkten bezdlie Anzahl der in der zugehori-
gen Datenstruktur enthaltenen KD-Trees.

Die Gap-Filling-Methode erzeugt sowohl beim Engine- alshabeim Bighead-Datensatz einige
durch die Lagrange-Optimierung nicht gefundene Werte,irdigen Speicher-Zeit-Diagrammen
(Abbildung 7.9) dargestellt sind. Diese liegen aber allelén Nahe des Intervallbaums, da we-
gen der schlechten Teilbarkeit von KD-Trees nur begrerelevBereiche zu KD-Tree-Bereichen
gemacht werden kdnnen, ohne dass die mittlere Extrakteindie Zeit im groRen KD-Tree Uiber-
schreitet. Dadurch bleibt der linke Teil der Lucke zwistliem KD-Tree und dem Intervallbaum



KAPITEL 7. CONDITIONED TREE 88

" Conditioned Tree ! '

1000 Doppelter Intervallbaum ------- E
S

% 100 ¢ g

LL [ 1
oy
S
S
o)
o)
7]

10 E

|/’./..|...| P PR Y SR B

1 P L L P
le-05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000
Speicherbedarf (MB)

Abbildung 7.10: Das Memory-Speedup-Diagramm der Metaflllbaume fur den Datensatz
Kummer400 x 400 x 400, im Vergleich mit dem gleichen Graphen des Conditioned Jrree

unausgefullt.

7.6 Meta-Intervallbaume

Ein Conditioned Tree mit Intervallbaumen lasst sich amgtiolgenden Datenstrukturen umorga-
nisieren:

e Alle im Conditioned Tree enthaltenen Intervallbaume veegrdu einem Intervallbaum ver-
eint, der alle intervallbaum-verwalteten Zellen enth@le Idee dieser Methode ist es, einen
Baum mit weniger Knoten zu konstruieren, der nur ein Mal dsucht werden muss.

¢ Im nachsten Schritt wird der adaptive Teil des Conditiofhesks durch einen weiteren Inter-
vallbaum tber den von ihm verwalteten Teilblocken ets&ie Grundidee davon ist, dass
der Intervallbaum schneller sein soll als der bisher veoess adaptive Baum.

Leider geht die Rechnung nicht auf: Es kostet namlich metuhienzeit, einen grofRen Intervall-
baum zu durchsuchen als einen Teil der kleinen Baume. Demigiten Schritt zusatzlich einge-
setzte Intervallbaum ist zwar schneller, aber auch washrgtof3er als der adaptive Baum, in dem
die Suchzeit sowieso schon minimal ist und daher den Zid#én Speicherbedarf nicht recht-
fertigt. Ein direkter Vergleich der Methoden im Memory-ggep-Diagramm (Abbildung 7.10)
bestatigt dieses Ergebnis und zeigt, dass der Graph deglluprschachtelten Intervallbaums den
des Conditioned Trees zwar in einem grof3eren Bereichtlglwdrschreitet, im entscheidenden Be-
reich ab ca. 10 MB (zusatzlich zu den vorlaufig unabamndesh 122 MB fur derd00 x 400 x 400-
Kummer-Datensatz) jedoch schlechter ist.
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Qualitatstest und Rendering-Programme

8.1 Qualitatstest: Vergleich des Speicher- und Zeitbedarfs

Die beschriebenen Extraktionsmethoden werden fur eistelvon Isowerten getestet, die den
Wertebereich in gleichen Abstanden durchlaufen, um eilgcBverteilung zu simulieren. Fur
jeden dieser Werte wird die Suchzeit der Isoflachen-Efivalgemessen, und deren Durchschnitt
als Bewertungsgrof3e fur das Speicher-Zeit-Diagrammitit Im gleichen Programm werden
der Speicherbedarf fur die Datenstrukturen und evenauwelh die Vorverarbeitungszeit gemessen.

Es istauch die Moglichkeit gegeben, Extraktionsprogramant Korrektheit zu Gberprifen. Zu die-
sem Zweck kann man - je nach geforderter Zuverlassigkerte each der Brute-Force-Methode
gebildete Liste verwenden und die Ergebnisliste damitleerigen, ein Bild erzeugen das die Er-
gebnisflache darstellt oder einfach die Anzahl der exérddin Zellen ausgeben und mit dem durch
andere Methoden bestimmten wahren Wert vergleichen. DistBlaing des Bildes ist vor allem
auch fur die Veranschaulichung der Resultate vorteilhaft

Speziell fur die Conditioned-Tree-Methode liegt ein R&mprogramm vor, das die optimalen
Baume fur verschiedene Lagrange-Wextbestimmt, abspeichert und ihren Speicherbedarf un-
tersucht. GroRere Lucken in der Folge der Speicherbedseirte werden dann geschlossen, in-
dem weitere Zwischenwerte fil eingesetzt werden. Es wird dadurch eine steigende Folge von
Parametern,;, = A1 < A2 < ... < A\, = \nax angestrebt, so dass fur die Speicherbedarfs-Werte
zweier aufeinander folgender Glieder die Bedingu#i :1) < 1+ ¢ erfullt ist, wobeié > 0 vom
Benutzer vorgegeben wird. Wenn fir einen Datensatz diellatnit der Abhangigkeit Parameter-
Speicherbedarf-Baum einmal bestimmt ist, kann der Benutrejeden beliebigen Hauptspei-
cher den passenden Baum einlesen, der diesen Speichepfasalozugunsten der Rechenzeit
ausschopft. Eine schnellere Moglichkeit des Preprangssdie aber keine Daten fur das Speicher-
Zeit-Diagramm liefert, ist die schon am Ende des KapitblsriConditioned Trees erwahnte binare
Suche nach einem vorgegebenen Speicherwert.

8.2 Eininteraktives Isoflachen-Darstellungsprogramm

Zur Darstellung der Isoflachen habe ich ein Programm gesdudm, das es ermdoglicht, diese in-
teraktiv zu beeinflussen. Dadurch kann die jeweils ausgegebsoflache gedreht und von allen

89
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Ag

N

Abbildung 8.1: Die Abhangigkeit der Farlie g, b) einer Zelle vom Normalenvektar

Seiten betrachtet, sowie auch der Isowert geandert weg#antliche Bilder von Isoflachen in die-
ser Arbeit wurden von dem hier beschriebenen Programm adeviguell identischen Versionen
des Programms generiert.

Das Programm basiert auf den graphischen und interaktidésfuthktionen von X-Windows und
OpenGL. In diesem Abschnitt werde ich das Programm und $éowichkeiten schrittweise be-
schreiben.

8.2.1 Der interaktive Teil des Programms

Wenn das Programm mit allen notigen Parametern aufgenvfaden ist, wird ein OpenGL-
Fenster geoffnet, in dem die gewilinschte Isoflache diaiffesird. Diese kann nun mit der linken
Maustaste interaktiv gedreht, sowie ihr Isowert mit dertlerién Maustaste vergrof3ert und ver-
kleinert werden. Ein Druck auf die rechte Maustaste beeddstProgramm. Naturlich wird die
Isoflache nur dann berechnet, wenn sich der Isowert wirkdicdert. Die Zellen, aus denen die
Flache besteht, werden jeweils in einer Liste abgelegt,déren Positionefi, y, z) und deren
Farben(r, g, b) enthalt. BeiAnderungen der Perspektive oder der FenstergroRe wise diste
nicht verandert, sondern einfach nur gelesen.

Eine Anderung der FenstergrofRRe fithrt dazu, dass die GroRksoféiche automatisch angepasst
wird.

Es besteht auch die Moglichkeit, per Tastendruck zwiscodmeller und langsamer interaktiver
Anderung der Isowerts zu wahlen sowie auch ein paar mettathéngige Sonderfunktionen.

8.2.2 Die Darstellung der Isofdche in der gegebenen Perspektive

Um eine Isoflache in einer gegebenen Perspektive schnellistallen, habe ich fur eine einzelne
Zelle die einfache Primitive GIPOINT gewahlt. Die GroRRe eines solchen Punkts hangt eosn d
eingestellten FenstergrofRe ab; fur FenstergroRerhalieder Auflosung erscheint eine Zelle also
als kleines Quadrat. Dreiecksnetze sind fur die Darstgliebenfalls moglich, nehmen aber mehr
Rechenzeit fur einen bei grol3en Datensatzen nur geriwigeallen Unterschied in Kauf. Die Farbe
dieses Quadrats hangt wie in Abbildung 8.1 von der Ausniohtder Isoflache an dieser Stelle ab,
die durch den Normalenvektarbestimmt wird. Dieser lasst sich aus den Volumen-Datetemer
an den Eckpunkten der Zelle approximieren. Diese nennemwlien folgenden Formelh,,. mit
x,y,z €{0,1}:
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Ng = Z (blyz - bOyz) ny = Z (bxlz - bez) n, = Z (bxyl - bxyO)

y,2€{0,1} z,2€{0,1} z,y€{0,1}

Aus dem auf die Lange 1 normierten Vekior.= ﬁ erhalten wir die Farbér, g, b) durch folgende
Formeln:

nl, +1 oy +1 n, +1
9=77 2

Das Bemerkenswerte an dieser Formel ist, dass paralt@&hstiicke mit entgegengesetzter Aus-
richtung in Komplementarfarben erscheinen.

Um ein beleuchtetes Grauwertbild aus dem so bestimmter#féidu erhalten, kann einfach eine
geeignete Linearkombination der Ebeneily undb gebildet werden.

8.3 Das Steuerungsprogramm Isosurf.tcl

Um dem Benutzer der Extraktionsprogramme die Steuerungleiclgern, ist dem Programm-
paket die Bedienungsoberflache Isosurf.tcl (englisch. bzosurfDEU.tcl (deutsch) beigefiigt.
Diese ermdoglicht es, durch einfache Mausbedienung daslxinsprogramm und die Optimie-
rung mit passenden Parametern zu starten.

Zum Start des Extraktionsprogramms ist in der linken Halter Bedienungsoberflache der
gewinschte Datensatz sowie der Lagrange-Faktor odect@pbedarf zu wahlen und dann der
Startknopf zu driicken.

Fir eine Optimierung sind die Bedienelemente in der rechialfte zustandig: zunachst ist die
Funktion zu wahlen und die gewilinschte DateigrofRe etelas. Dann wird durch den Knopf
'Optimierung’ ein Prozess gestartet, der den eingestelltatensatz erzeugt und fir eine Folge
von Lagrange-Werten die Optimierung durchfuihrt. Abbiidu8.2 zeigt die Bedienungsoberflache
des Programms.
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O | Bosurf_DEU.Ic]

Gewdhlter Datensatz: Xmas 499%312=512 Gewahlte algebraische Funktion: Kummer_Perlin
Datenformat; 512499512 (249.500 ME)
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Lagrange-Faktor: 3.542763e-02
speicherhedarf; 439.05 MEB

anteile der Methoden:

Brute Force 65.70 %
Intervallbaume B.73 %
kD-Trees 24 50 %
Ct-ot-Care 0.00 %

Mittlere Zeit pro. Extraktion:
tadelliert; - 1.58 ms
Gemessen: 2.50 ms

Start Hitte | English | Optimierung l Ende I

Abbildung 8.2: Die Bedienungsoberflache der deutschjgan Version von Isosurf.tcl
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Numerische Ergebnisse und Bilder

9.1 Ergebnisse

Dieser Abschnitt enthalt Diagramme der Ergebnisse dereised Arbeit aufgefihrten Methoden.
Samtliche Resultate sind zum Zweck des Vergleichs miteiRechner mit dem Prozessor AMD
Athlon(TM) XP 1600+ (1410 MHz) bestimmt worden.

Abbildung 9.1 ist eineUbersicht der untersuchten Methoden in einem Memory-Speed
Diagramm, angewandt auf deif99 x 512 x 512-Xmas-Datensatz. Darin wird die Conditioned-
Tree-Methode einmal mit uneingeschrankt zugelassenepf>Qore-Methode X = 0) und ein-

mal ganz ohne diese Method¥ & 1) gezeigt. Hier sind die Einzelmethoden aus dieser Messung
tabellarisch aufgelistet:

GesamterSuchzeit
Suchbaumespeicher-pro Speedup-

Methode (MB) bodart | Extraktion | Fakter

(MB) (ms)
Brute Force 0 250 5987 1
Octree 109 359 87.5 68.4
KD-Tree 837 1087 3.92 1530
Intervallbaum 1256 1506 2.00 3000
Out-of-Core 0 250 17.14 350

Abbildung 9.2 zeigt eindJbersicht Uiber die Speedup-Ergebnisse fiir 88h x 400 x 276-
ScannedBrain-Datensatz. Wie in dieser Grafik zu sehersigtig Intervallbaum-Methode fur den
ganzen Datensatz nicht in den Ergebnissen des Optimiererighrens enthalten. Das liegt daran,
dass wegen der gro3en Intervalle des Datensatzes langeuNtinMaxlisten untersucht werden
mussen, was den grofRten Teil des Zeitbedarfs der Inteawah-Suche ausmacht. Algebraische
Flachen ermdglichen einen besseren Speedup als gerad3amnsatze, weil sie glatt verlaufen,
kleine Intervalle erzeugen und dadurch fur das beinaheubgensitive Intervallbaum-Verfahren
kurze Intervalllisten ergeben.

Abbildung 9.3 zeigt die entsprechenden Ergebnisse furddénx< 512 x 512-Bunny-Datensatz,
der durch CT-Scan des Terracottahasen entstanden ist.|@asRmodell entstand durch einen
Laserscan dieses Objekts, es handelt sich also hier um te® Bas einer anderen Messung.

Abbildung 9.4 zeigt die Memory-Speedup-Diagramme zwegr grolRer Datensatze (500/644

93



KAPITEL 9. ERGEBNISSE UND BILDER

3000

2500

2000

1500

Speedup-Faktor

1000

500

Conditioned Trees (H=1) ———
Conditioned Trees (H=0) --------

Brute-Force-Methode v
B Octrees .
Intervallbaum .
KD-Tree n
Out-of-core-Methode 4

0 200 400 600 800
Speicherbedarf (MB)

1000

1200

94

Abbildung 9.1: Das Memory-Speedup-Diagramm fur die BdiEn-Extraktion de$99 x 512 x
512-Xmas-Datensatzes.
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Abbildung 9.2: Das Memory-Speedup-Diagramm fur die BdiEn-Extraktion de3’84 x 400 x
276-ScannedBrain-Datensatzes.
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Abbildung 9.3: Das Memory-Speedup-Diagramm aller Metmotie die Isoflachen-Extraktion
des360 x 512 x 512-Terracottahasen.

MB), die nicht mehr zusammen mit ihren jeweiligen Interbalimen in den Hauptspeicher passen.
In diesem Fall ist eine Rechenzeit-Optimierung dennocylici, weil dafir nur die Grundgeriste
der Datenstrukturen gebraucht werden. Der Speedup-Faktbin diesen Diagrammen aus den
modellierten Rechenzeiten bestimmt, weil die wirklicheecRenzeiten wegen Speichermangel
nicht mehr gemessen werden konnen.

Abbildung 9.5 ist eine Zusammenstellung der Histogramreedak fur die Extraktionszeit maf3-
geblichen Verteilung der Intervallgrenzen darstellendiesen Bildern sind diese Grenzen nach
steigender Haufigkeit geordnet in den Farben weil3 (keitervalle), blau, grin, rot und purpur
dargestellt.

Die Datensatze ScannedBrain, Bighead und Engine weiserkentinuierliche Verteilung auf, in
der kurze Intervalle haufig und lange Intervalle seltermekommen. Entsprechendes gilt auch fur
den Xmas-Tree, dessen Wertebereich aber auf das Intgrv#lD0] beschrankt ist, Dabei kommen
Werte von uber 2500 extrem selten vor und wurden deshalbigstogtamm abgeschnitten. Der
grol3e Xmas-Tree909 x 512 x 512)ist der original eingescannte Datensatz, der mit 500 MBrmeh
Information enthalt wie die kleine Versiodq9 x 512 x 512), aber im Gegensatz zu dieser nicht
mal3stabsgetreu ist. Die Histogramme der beiden Versidndrsih aus verstandlichen Grinden
sehr ahnlich.

Der Bunny-Datensatz erzeugt ausschlief3lich sehr kurzesendlange Intervalle. Das kommt da-
her, dass die Volumendaten ausschlief3lich in der Nahe wen\erten zu finden sind, zwischen

denen eine scharfe Grenze gebildet wird, namlich die Cidr#l des Hasen. Im Histogramm ergibt
das drei Bereiche, in denen sich alle Intervalle befinden.

In den Abbildungen 9.6 und 9.7 wird die Verteilung der Zeldarf die verwendeten Methoden in
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Abbildung  9.4: Das Memory-Speedup-Diagramm fur die BsdfiEn-Extraktion des grof3en
(999 x 512 x 512) Xmas-Tree-Datensatzes sowie eines daf x 799 x 551 erweiterten
ScannedBrain-Datensatzes. Der Speedup-Faktor wurdeniclgr mit den gemessenen, sondern
mit den modellierten Zeitwerten bestimmit.
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Abbildung 9.5: Die Histogramme der Datensatze in der gegeb Reihenfolge: ScannedBrain,
Bighead, Engine, Xmas, Xmas grof3, Bunny. Die Farben geleeHalifigkeit der gegebenen Inter-
vallgrenzen v, vmax @n, bei steigender Haufigkeit wird dabei ein kontinuiérticVerlauf durch
folgende Farben angenommen: weil3, blau, gruin, rot, madgkatttere ist extrem selten).
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Abbildung 9.6: Die Verteilung des Datensatzes auf die vodeamen Methoden, in Abhangigkeit
vom Lagrange-Faktox und von der Festplattenkonstaft{e Die Graphen wurden fur den Engine-
Datensatz und fuH = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 und 0.5 erstellt. WenrH den Wert0.5 Uberschreitet,

andert sich am Verhalten der Verteilung nichts mehr.
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Abbildung 9.7: Die Verteilung der Volumendaten auf die eilmen Methoden fur den Xmas-
Datensatz, links abhangig vom belegten Speicher, rebhirayig vom Lagrange-Faktar
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Abbildung 9.8: Die Anzahl der Knoten des Conditioned Treeslbhangigkeit vom Speicher fur
den Xmas-Datensatz.

Abhangigkeit vom Festplatten-Parametémgezeigt. FurH{ = 0 wird bei steigendem zunachst
die Brute-Force-Suche verwendet, dann die Out-of-Corteaktion, dariiber nach einer kleinen
Zwischenstufe, die aus allen Methoden besteht, die KD-Erxdeaktion und schlie3lich, wenn
dafur genuigend Speicher zur Verfigung steht, ein laldyaum mit allen Zellen. Wenf{ steigt,
dann wird der Bereich mit Out-of-Core-Extraktion kontiadich durch einen Bereich tiberdeckt,
in dem fur einen Teil der Daten Brute-Force-Suche und &ir dnderen Intervallbaum-Suche ver-
wendet wird. Fur hinreichend grof3¢ wird schlief3lich die Situation erreicht, die bereits vor de
Einfuhrung der Out-of-Core-Extraktion gegeben war.

Bemerkenswert ist dabei, dass bei steigendeatt kein kontinuierlicher, sondern ein abrupter
Ubergang stattfindet. Zum Beispiel hdbergang vom KD-Tree zum Intervallbaum wiirde man auf
den ersten Blick erwarten, dass es Zwischenwerte gibtli€ider optimale Conditioned Tree zum
Teil auf KD-Trees und zum anderen Teil auf Intervallbauraeneist, um den gegebenen Speicher
angemessen auszunutzen. Das ist aber nicht immer der RelErRiarung dafir ist, dass ein KD-
Tree bzw. ein Intervallbaum fur den halben Datensatz (eden anderen Bruchteil) nicht nur die
Halfte des Kostenaufwandes benotigt. Ein Baum wird mé@mdurch eine Halbierung seiner Daten
nur um eine Ebene reduziert. Daraus folgt, dass der Suchadfimnerhalb eines KD-Trees (ohne
die fur die Ausgabe benotigte Zeit) nur geringfiugig vemer GroRe abhangt. Wenn also nur die
Halfte eines Datensatzes mit einem KD-Tree durchsucld,wiann fallt dafur fast genau so viel
zusatzliche Suchzeit gegenuber dem Intervallbaum amwenn der ganze Datensatz mit einem
KD-Tree durchsucht worden ware. Es lohnt sich also nicbidingt, nur Teile der Volumendaten
der KD-Tree-Methode zuzuweisen.

Abbildung 9.8 zeigt die Anzahl der Knoten des ConditioneeleBrin Abhangigkeit vom dafir zur
Verflugung stehenden Speicher fur den Xmas-Tree. Dagint shan, wie fur steigenden Speicher
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Abbildung 9.9: Zeitbedarf der Optimierung pro LagrangerWWefur eine Serie von Datensatzen.

zunachst ein hierarchischer Zerlegungsbaum wachst and dieder auf einen Knoten zusam-
menschrumpft, der auf eine einzige grol3e Datenstruktur lmkervallbaum, verweist. Bei einem
Wert von etwas mehr als 800 MB wird ebenfalls nur ein Knotdorgecht, der auf einen KD-Tree
zeigt. KD-Trees sind durch Optimierung nur schwer in Eiteitd zerlegbar, da die Suchzeit fur
eine Struktur aus mehreren kleinen KD-Trees wesentlidtehést als fur einen einzigen gro3en
KD-Tree.

Abbildung 9.9 stellt die Zeit dar, die fur die Ermittlungheis optimalen Conditioned Trees bendotigt
wird, abhangig von der GrolRe des Datensatzes in Megabirtaliese Messung wurde eine Serie
von Kummer-Datensatzen mit Perlin-Rauschen verwendetdBreibung siehe Anhang), die trotz
ihrer verschiedenen Grofien statistisch miteinandeteiergpar sind.

In diesem Diagramm lasst sich ein stufenformiges Musteerenen. Das kommt daher, dass die
Optimierungszeit bei bereits berechneten Kostenwertt mehr von der Grol3e des Datensatzes
selbst abhangt, sondern nur noch von der Anzahl der veaggiien Kostenwerte. Diese wiederum
bilden einen analog zum maximalen verwendeten Zerlegauyslgebildeten Binarbaum, dessen
Gesamtgrolde sich bei einer Vergrofierung der Volumendatit kontinuierlich andert, sondern
an bestimmten Stellen einen Sprung auf die doppelte Gr@dhtnDie Tiefe des maximalen Zer-
legungsbaums ist dabei so gewahlt, dal3 die Anzahl derrzalié der untersten Ebene zwischen
64 und 128 liegt. Dadurch befinden sich die Stufen im Diagramm geradeéesnStellen, an denen
die Anzahl der Zellen des Datensatzes eine Zweierpotenz ist

In Abbildung 9.10 wird die Zeit fur die Kostenberechnunggisstellt, zerlegt in die Einzelmetho-
den, die fur die Optimierung verwendet werden.
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Abbildung 9.10: Die Preprocessing-Zeit fur die Kostemofinung abhangig von der Grol3e des
Datensatzes, aufgeteilt in die Zeiten fur die Kostenldemang der einzelnen Methoden.
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9.2 Bilder

Abbildung 9.11 zeigt eine Serie von Isoflachen mit steigendsowert fir den Engine-Datensatz.
Weitere Bilder von Isoflachen sind im Anhang A dargestellt.

Auf Abbildung 9.12 wird an einem Beispiel gezeigt, wie didl@eines gegebenen Datensatzes
durch die Optimierung verschiedenen Methoden zugeordaetem konnen. In dieser Abbildung
werden, falls ein farbiges Exemplar der Arbeit vorliegtut#-Force-Blocke grun, Intervallbaum-
Blocke blau und Out-of-Core-Blocke gelb dargestellt. den verschiedenen Farbtonen kann man
aul3erdem die Zerlegung des Partitionsbaums erkennen.

Abbildung 9.13 stellt jeweils eine Isoflache des kleine®9( x 512 x 512) und grol3en
(999 x 512 x 512) Xmas-Datensatzes dar. Die grofR3e Version erscheint verzeeil der Ab-
stand der eingescannten Scheiben kleiner als der Voxalabsit. Im kleinen Datensatz wurde
dieser Fehler rechnerisch korrigiert. Abbildung 9.14 reige Isoflache de360 x 512 x 512-
Terracottahasen.
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Abbildung 9.11: Isoflachen des Engine-Datensatzes zu siameirten 0, 10000, 37000, 40000,
45000 und 60000 in gleicher Perspektive
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Abbildung 9.12: Die Zerlegung und Aufteilung eines Datémnsa in verschiedene Methoden.
Rechts ist die zugehorige Isoflache in der gleichen Pktsevie der Wirfel dargestellt.
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Abbildung 9.13: Eine Isoflache des Xmas-Datensatzes imm&bt99 x 512 x 512 (oben) und
999 x 512 x 512 (unten).
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Abbildung 9.14: Eine Isoflachen-Darstellung @& x 512 x 512-Terracottahasen.
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Schlussfolgerung

Wir haben viele Methoden der Isoflachen-Extraktion finsediedene Anforderungen an den Spei-
cher, die Geschwindigkeit und die Genauigkeit entwickelt.

Naturlich ist die trivial-optimale Methode die schnedisbenotigt aber so viel Speicher, dass sie
meistens nicht realisierbar ist. Das andere Extrem ist digeBForce-Methode, die aul3er fur die
Volumendaten keinen weiteren Speicher benotigt, aberlaegsam ist.

Mit Hilfe von wenig zusatzlichem Speicher kann auf den Vo&ndaten ein Partitionsbaum er-
richtet werden, der bereits zu gro3en Suchzeit-Einspamurighrt. Bei Verwendung von noch
mehr Speicher kann bereits eine intervall-basierte Meathvae die KD-Tree- oder Intervallbaum-
Methode verwendet werden, bei denen die Suchzeit nichgvider als die reine Ausgabezeit des
Resultats ist.

Die in [10],[11] und Abschnitt 3.1 dieser Arbeit beschriaba Out-of-Core-Verfahren speichern
die Volumendaten und eventuell weitere Datenstrukturém@uFestplatte oder einem vergleich-
baren Datentrager, und lesen deren Teile nur nach Bedai$ie haben den Vorteil, Hauptspeicher
zu sparen, nehmen dafur aber die Benutzung von Fest@ptemer mit niedrigerer Zugriffsge-
schwindigkeit in Kauf.

Die Seed-Set-Methode verwendet die Tatsache, dass diemldellen nur innerhalb einer kleinen
Menge von Reprasentanten gesucht werden missen, urmictein dieser Menge enthaltenen
Zellen durch eine Suche im Nachbarschaftsgraphen des $2dres gefunden werden kdnnen.

Ferner gibt es die von Shen und Johnson in [28] sowie im Ab#chB dieser Arbeit beschriebene
Time-Continuation-Methode, die anstatt einer unablgirgintisch verteilten Folge von Isowerten
eine Folge nahe beieinander liegender Isowerte vorawssedzdie Isoflache jeweils durch nur
wenigeAnderungen anpasst.

Der hier neu erforschte Bereich beginnt mit einer naheratetduchung von Partitionsbaumen.
Diese konnen durch Optimierungsverfahren bei der Zerlggierbessert werden. Ein bereits er-
zeugter Partitionsbaum kann durch Tree-Growing und -Rgsailgorithmen auf einen kleineren
Speicherbedarf zurecht geschnitten werden, wobei heatist Methoden zur Wahl der passenden
Stellen im Baum verwendet werden, die dabei entfernt werBas mathematisch nachweisbar
optimale Resultat dieser Art liefert ein durch den BFOSekithmus gewonnener Unterbaum.

In dieser Arbeit nehmen wir an, dass fur die Isoflachendktion die Volumendaten eingelesen
und die Hilfsstruktur ein Mal aufgebaut wird. Die daraufdehden angefragten Isowerte sind nach

108
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einer gegebenen Wahrscheinlichkeit unabhangig iddntisdeilt und es ist wahrend des Extrak-
tionsvorgangs kein Lesezugriff auf die Festplatte zugelasFur die Out-of-Core-Methoden wird
von der letzten Forderung abgesehen, obwohl ein Zugrifeatérne Speichermedien keinen all-
gemeingultigen Vergleich des Speicher- und Zeitbedarfgglicht. Aus diesen Voraussetzungen
ergibt sich die Conditioned-Tree-Methode, die fur jedergegebenen Speicher eine Datenstruktur
mit dem kleinsten noch moglichen Zeitbedarf bestimmt uirdife Isoflachen-Extraktion einsetzt.

Der Intervallbaum zu einer gegebene Liste von Intervakémnicht eindeutig bestimmt. Hier wird
eine Methode untersucht, mit der ein bezuglich Speichei-4eitbedarf optimierter Intervallbaum
konstruiert werden kann.

Es ist nicht nur moglich, sondern sogar sehr wahrschéintiass in Zukunft weitere Methoden der
Isoflachen-Extraktion entwickelt werden oder sogar heaken existieren. Die Conditioned-Tree-
Methode wird jedoch immer den Vorteil haben, dass sie umedidsthoden erweiterbar ist und
ihre Qualitaten analysieren und diese, wenn sie lokal glidral eine Verbesserung der bisherigen
Methoden darstellen, Ubernehmen kann.



Anhang A
Einige Beispiel-Datenatze

In diesem Anhang werden einige verwendete Datensatzételsen. Die gemeinsame Auflosung
aller Datensatze betragt 2 Byte/Voxel oder wurde derdginlieit halber auf diese Auflosung nor-
miert.

A.1 Medizinische Daten

Brain, Bigbrain, Halfbrain

Urspringliche GroRRet28 x 128 x 84 (2.6 MB)

MR-Scan

Chapel Hill Volume Rendering Test Dataset, Volume |

Brain wurde aub4 x 64 x 64 (0.5 MB) verkleinert.

Bigbrain durch Spiegelung aup8 x 128 x 128 (4 MB) vergrofiert.

Halfbrain mit der GroRé28 x 128 x 42 (1.3 MB) entsteht aus dem urspriinglichen Datensatz durch
Abschneiden.

file://www-graphics.stanford.edu/pub/volpack/dataitf
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Bighead

Grof3e:256 x 256 x 225 (28 MB)

CT-Scan

Chapel Hill Volume Rendering Test Dataset, Volume |l
file://www-graphics.stanford.edu/pub/volpack/dataiie

ScannedBrain

Grof3e:384 x 608 x 276 (123 MB)

Messung von Herrn Frithjof Kruggel im Max-Planck-Institit neuropsychologische Forschung
http://www.cns.mpg.de

Gestreckte Version:

GroRe:767 x 799 x 551 (644 MB)

(Zwischenwerte kiinstlich eingefugt zur Erzeugung elitesrgrof3en Datensatzes)
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VisiMan

GroRe:512 x 512 x 512 (256 MB)
Datensatz aus dem Visible-Man-Projekt

A.2 Sonstige Datengtze

Engine

Grof3e:256 x 256 x 110 (13.8 MB)

CT-Scan

Chapel Hill Volume Rendering Test Dataset, Volume |l
file://www-graphics.stanford.edu/pub/volpack/datgles/
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Teddybear

GroRe:128 x 128 x 124 (3.9 MB)

CT-Scan

Computer Graphics Group, Universitat Erlangen-Niurgbehemals unter
http://mww9.informatik.uni-erlangen.detfrezksa/\VolRen/

Bunny
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GroRRe:360 x 512 x 512 (180 MB)
CT-Scan des Stanford Terracottahasen
http://graphics.stanford.edu/data/voldata
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Xmas-Tree

Grol3e:499 x 512 x 512 (250 MB)
CT-Scan eines Weihnachtsbaums
http://www.cg.tuwien.ac.at/xmas/

Huge Xmas-Tree

GrofRe:999 x 512 x 512 (500 MB)
Grof3e Version des Xmas-Tree-Scans
http://www.cg.tuwien.ac.at/xmas/
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A.3 Mathematische Funktionen

Datensatze von algebraischen Funktionen verlaufenhgiga®ig und haben den Vorteil, dass man
ihre Grol3e beliebig regulieren kann.

Kummer

-

flry,2) =22+ 1> +22 =22 4+5(1 — 2z —2vV2) (1 — 2+ 2vV2)(1 + 2 + yvV2)(1 + 2 — y/2)
Empfohlener Definitionsbereich:=10, 10]*

NewKummer

flx,y,2) = (2 +y* + 2%) — (22? + 2222 + 9%22) — (22 + % + 2?)
Empfohlener Definitionsbereich:3, 3
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Heart

[y, 2) = (@ + 92 + 22 = 1)° — y3(a® + 0.122)
Empfohlener Definitionsbereich:2, 2|3

Blobs

f(z,y,2) = g(h(z, y, 2)) mit
h(il?, Y, Z) = Z [(1[3 - xk)z + (y - yk)2 + (Z - Zk)2]_1.5
k=1
undg(w) = w=! — sign(w)(w? + 1)7%5
(Die Funktiong dient der Normierung zur Vermeidung von Polstellen)
Empfohlener Definitionsbereich: Sollte alle Punktg, v, z;) enthalten
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Gravy

Berechnung des Potentials in einem Systemmftunktmassen der GroR3e 1
f(JT, Y, Z) = g(h(l‘, Y, Z)) mit

n

h(.’l?,y, Z) = Z [(-77 - fI?k)2 + (y — yk)2 + (Z _ Zk)Q]—O.S

k=1
undg(w) = w! — sign(w)(w? + 1)7%5
(Die Funktiong dient der Normierung zur Vermeidung von Polstellen)
Empfohlener Definitionsbereich: Sollte alle Punktg, v, z) enthalten

Charge

Verallgemeinerung vosravy auf Massengd;. > 0) oder Ladungeng. beliebig) beliebiger GrolRe
f(z,y,2) = g(h(z,y, 2)) mit
hz,y,2) = 3 gl(x — 2)? + (y —yw)® + (2 — 2)*] 7
k=1
undg(w) = w! — sign(w)(w? + 1)7%5
(Die Funktiong dient der Normierung zur Vermeidung von Polstellen)
Empfohlener Definitionsbereich: Sollte alle Punktg, v, z) enthalten
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Perlin

Perlin noise, generiert mit einem Programm zur Erzeugumgzudalligem Rauschen

f(z,y,z) = PN(z,y, 2)
Das Programm zur Berechnung von PN ist zu finden auf der Satit&en Perlin:
http://mrl.nyu.edutperlin/doc/oscar.html

KummerPerlin

Addition des Rauschens auf die Volumendaten der Kummerffabbke
f(xa Y, Z) = .fKummer(x7y7 Z) + %PN(I’, Y, Z)
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