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Kapitel 1

Einfuhrung

In dieser Arbeit wird ein Teilproblem der Visualisierung von Graphen, die Kreu-
zungsminimierung in Kreislayouts, betrachtet. Kreislayouts sind eine Darstellung
von Graphen, bei der alle Knoten auf einem einzigen Kreis platziert werden. Solche
Layouts treten in vielen verschiedenen Anwendungsbereichen auf, beispielsweise
bei der Visualisierung von Computer-, oder allgemeiner, Telekommunikationsnetz-
werken. Im nichsten Abschnitt werde ich ein nicht-technisches Anwendungsgebiet
vorstellen, das fiir mich die Motivation zur Betrachtung von Kreislayouts war, nim-
lich soziale Netzwerke.

Durch die Visualisierung als Graph sollen gewohnlich gewisse Strukturen der re-
préasentierten Daten hervorgehoben werden. Damit sind meistens Einschrinkungen
der moglichen Darstellungen gegeben. In diesem Rahmen soll die Darstellung des
Graphen moglichst iibersichtlich und schon sein.

Es gibt verschiedene Kriterien, mit denen diese Schonheit ausgedriickt werden
kann, davon ist die Anzahl der sich kreuzenden Kanten wahrscheinlich das offen-
sichtlichste und auch wichtigste. Darstellungen mit vielen Kreuzungen machen es
eindeutig schwer, die Struktur des zugrunde liegenden Graphen zu erfassen (siehe
Abb. 1.1).

Wir betrachten nun ein konkretes Beispiel fiir die Visualisierung von Informationen

Abbildung 1.1: Zwei Darstellungen des gleichen Graphen.
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Abbildung 1.2: Beispiele fiir Status- und Zentralititslayouts.

durch Kreislayouts, bei dem die Anzahl der Kreuzungen minimiert werden soll.

1.1 Soziale Netzwerke

Eine interessante Anwendung, in der Graphen zu Visualisierung von Informatio-
nen verwendet werden, ist die soziale Netzwerkanalyse. Dabei werden die Bezie-
hungen innerhalb einer Gruppe von sozialen Akteuren betrachtet und ihre Struk-
tur analysiert. Ein Netzwerk induziert damit offensichtlich ein Graph, in dem die
Knoten die Akteure und die Kanten die Beziehungen reprisentieren. Beispiele fiir
soziale Netzwerke sind die Mitglieder eines Vereines mir der Beziehung A ist mit
B befreundet und die Beamten einer Behorde und die Beziehung A ist Vorgesetzter
von B.

Wie im richtigen Leben, stellt sich auch bei der Analyse dieser Netzwerke die Fra-
ge, wie wichtig oder bedeutend die einzelnen Akteure in der Gruppe sind. Dies ldsst
sich auf verschiedene Arten definieren und berechnen. Steht die Wichtigkeit ein-
mal fest, soll das Netzwerk (d.h. der entsprechende Graph) so dargestellt werden,
dass er die Bedeutung der Knoten widerspiegelt. Dazu werden zwei verschiede-
ne Layoutarten benutzt, Statuslayouts und Zentralititslayouts. Abbildung 1.2 zeigt
dafiir jeweils ein Beispiel.

In Statuslayouts werden wichtigere Akteure weiter oben, in Zentralititslayouts ni-
her an der Mitte platziert. Welches Layout fiir ein Netzwerk gewhlt wird, hidngt
von der Art der Beziehung ab. Fiir die beiden obigen Beispiele wird fiir die Freund-
schaftsbeziehung zwischen den Vereinsmitgliedern eher ein Zentralititslayouts ge-
wihlt, fiir die Vorgesetztenbeziehung zwischen Beamten eher ein Statuslayout.

Die Layouts sollen nicht nur die Bedeutung der einzelnen Akteure (durch den Ab-
stand zur Mitte bzw. die Hohe) sondern auch die Beziehung der Akteure unterein-
ander darstellen. Dazu ist es wichtig, dass die Kanten gut zu erkennen sind, und
dafiir, dass die Anzahl der Kreuzungen klein ist.

Fiir Zentralititslayouts ist es schwierig, die Kreuzungen zu reduzieren, da jeder
Knoten beliebig auf dem Kreis mit dem Radius, der seiner Bedeutung entspricht,
verschoben werden kann. Nimmt man stattdessen an, das alle Knoten auf dem
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gleichen Kreis liegen, wird die Aufgabe deutlich {ibersichtlicher und man steht vor
dem Problem, Kantenkreuzungen in Kreislayouts betrachten zu miissen.

1.2 Inhalt

Diese Arbeit ldsst sich in zwei Teile einteilen, der erste beschéftigt sich mit dem
theoretischen Hintergrund der Kreuzungsminimierung, der zweite mit der prakti-
schen Anwendung.

Im ersten Teil werden zuerst die grundlegenden Begriffe definiert und einige Op-
timierungskriterien fiir Kreislayouts vorgestellt. Ein solches Kriterium ist auch die
Anzahl der Kreuzungen, was uns zur Kreuzungsminimierung fiihrt. Danach wer-
den die Graphen charakterisiert, fiir die es ein kreuzungsfreies Kreislayout gibt und
ein Algorithmus zu ihrer Erkennung vorgestellt. SchlieBlich werden wir sehen, dass
die Kreuzungsminimierung fiir beliebige Graphen ein A/P-schweres Problem ist.

Mit Kapitel 4 beginnt der praktische Teil. Zuerst werden Algorithmen betrachtet,
die die Anzahl der Kreuzungen in einem gegebenen Layout zu berechnen. Danach
werden mehrere aus der Literatur bekannte Heuristiken zur Kreuzungsreduzierung
besprochen und zwei neue Verfahren vorgestellt. SchlieSlich werden die von den
Heuristiken erzeugten Layouts miteinander verglichen.
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Kapitel 2

Kreislayouts und lineare Layouts

In diesem Kapitel werden zunichst die grundlegenden Begriffe erklirt. Ausgehend
von einer Knotenordnung werden lineare Layouts und das eigentliches Thema die-
ser Arbeit, Kreislayouts, definiert.

Im zweiten Teil werden verschiedene Kriterien fiir schone Layouts besprochen.
Dies vermittelt einen Eindruck von den Problemen, die bei der Layoutoptimierung
auftreten. Das wichtigste Kriterium, die Kreuzungsanzahl, wird erst ab dem néch-
sten Kapitel besprochen.

2.1 Grundlagen

Graph

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit n := |V| Knoten und m := |E|
Kanten. Zu einem Knoten v € V bezeichnet N (v) := {u € V : {u,v} € E}
die Nachbarn, d(v) := |N(v)| den Knotengrad und E(v) := {{v,u} € E} die
inzidenten Kanten. Eine Knotenanordnung bzw. Knotenordnung von G ist eine
Bijektion 7 : V' — {0,...,n — 1}.

Layout

Ein Layout ist eine visuelle Darstellung des Graphen. Diese Arbeit beschiftigt sich
mit rein kombinatorischen Giitekriterien von Layouts, im besonderen mit der An-
zahl der Kantenkreuzungen. Nicht beachtet werden die eher graphischen Aspekte
einer Darstellung, zum Beispiel Groe der Knoten oder Farbe der Kanten. Deshalb
ist es zweckmaBig, Knoten und Kanten moglichst uniform darzustellen, die Knoten
als Kreise, die Kanten als moglichst einfache Linien.

5
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Abbildung 2.1: Ein Beispielgraph und zwei Layouts.

Lineare Layouts

Mit diesen Voraussetzungen induziert jede Knotenanordnung 7 ein lineares Layout
des Graphen G. Dabei werden alle Knoten auf einer Geraden platziert, die Kno-
tenordnung gibt die Reihenfolge der Knoten an. Der Abstand zwischen je zwei
nebeneinander liegenden Knoten soll dabei gleich sein. 7(v) gibt also direkt die
Position eines Knotens v an. Zwei Knoten heillen nebeneinander liegend, wenn
sich ihre Positionen nur um eins unterscheiden.

Die einfachste Moglichkeit, um die Kanten darzustellen, sind Geraden. Dies ist
in linearen Layouts natiirlich nicht sinnvoll. Stattdessen werden oft nur die Kanten
zwischen benachbarten Knoten als Geraden gezeichnet, alle anderen als Halbkreise
bzw. Kreisbogen oder Bezierkurven. Diese Darstellung ist gut zur Visualisierung
der weiter unten besprochenen Probleme geeignet. Abbildung 2.1(b) zeigt ein sol-
ches Layout fiir den Graphen aus Abb. 2.1(a). Oft wird fiir solche linearen Layouts
noch verlangt, dass alle Kanten auf der gleichen Seite der Einbettungsgeraden ver-
laufen.

Viele Fragestellungen hingen nur von der relativen Lage der Knoten zueinander ab,
nicht von ihrer genauen Position. In diesen Fillen ist das Ergebnis fiir eine Kno-
tenordnung 7 und ihre Umkehrung 7 : v — (n — 1) — m(v) gleich. Mathematisch
ldsst sich dies durch eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Knotenordnungen
eines Graphen ausdriicken. Zwei Anordnungen seien dquivalent, wenn sie jeweils
die gleichen Knoten nebeneinander platzieren. Fiir die meisten Probleme geniigt es
dann, die Aquivalenzklassen zu betrachten. In linearen Layouts enthilt jede Klas-
se genau eine Anordnung und ihre Umkehrung, also existieren %' unterschiedliche
Aquivalenzklassen.

Kreislayouts

Wihlt man als Grundlage fiir die Platzierung der Knoten statt einer Geraden einen
Kreis, induziert eine Knotenanordnung 7 ein Kreislayout. Die Uberlegungen fiir li-
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Abbildung 2.2: Gleichfarbige Knoten bilden fortlaufend angeordnete Teilmengen.

neare Layouts konnen auf Kreislayouts iibertragen werden, miissen allerdings ent-
sprechend angepasst werden.

Da die Knoten auf einem Kreis liegen, konnen die Kanten als Geraden gezeichnet
werden. Ein solches Layout heillt geradliniges Kreislayout. Es ist durch die Kno-
tenordnung bereits vollstindig festgelegt. In dieser Arbeit werden nur solche Kreis-
layouts betrachtet, deshalb ist mit Kreislayout immer implizit auch geradlinig ge-
meint. Abbildung 2.1(c) zeigt ein Kreislayout des Beispielgraphen aus Abb. 2.1(a).

Der fundamentale Unterschied von Kreislayouts zu linearen Layouts besteht darin,
dass die Knoten an den Positionen 0 und n — 1 nebeneinander liegen. Die Ord-
nung hat dadurch keinen Anfang und kein Ende und es ergeben sich nicht nur zwei
sondern 2n Knotenordnungen mit gleicher relativer Reihenfolge der Knoten — zu
7 die Drehungen um ¢ Positionen 7; : m;(v) = w(v) + 4 (mod n) fir1 <i <n
und alle Umkehrungen dieser Anordnungen.

Definiert man wie oben eine Aquivalenzrelation der Knotenordnungen, enthilt jede
Aquivalenzklasse genau diese 2n Elemente. Es gibt also @ unterschiedliche
(bzgl. der Aquivalenzrelation) Kreislayouts.

Durch die Wahl eines Startknotens s erhilt man aus einem Kreislayout 7 eine li-
neare Ordnung, indem die Knoten, beginnend bei s, in der Reihenfolge ihrer Lage
auf dem Kreis betrachtet werden. Mathematischer ausgedriickt: die linear Ordnung
=7, s € V, wird definiert durch

v=Tw < (7(v) —7(s) modn) < (m(w)—m(s) mod n)

fiir alle Knoten v, w € V. Auf die Nennung von 7 wird verzichtet, wenn sich das
Kreislayout aus dem Kontext ergibt.

Fortlaufend angeordnete Teilmengen

Eine Teilmenge V1 C V heillt fortlaufend angeordnet beziiglich einer Knotenord-
nung 7, wenn Knoten von V; nebeneinander liegende Positionen belegen, d.h. die
Positionen ein Intervall der Liange |V;| — 1 bilden (sieche Abb. 2.2).

In linearen Layouts ist V7 genau dann fortlaufend angeordnet, wenn ein ¢ existiert,
so dass fiir alle v € V; gilt: w(v) € [i,i + |Vi|[ . In Kreislayouts kann sich das
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Intervall iiber die Position n — 1 erstrecken, d.h. es gilt [V +i > n — 1. In diesem
Fall muss die Bedingung zu 7(v) € [i,n—1] U [0,i+|V1| —n[ erweitert werden.

Positionsangaben, die groBer als n — 1 sind, treten in Formeln im Zusammenhang
mit Kreislayouts hiufig auf. Diese Werte miissen Modulo n interpretiert werden.
Dadurch wird die Formulierung von Aussagen erschwert und uniibersichtlicher —
u.u. sind mehrere Fallunterscheidungen notig — bereitet aber keine konzeptionellen
Probleme.

Zusammenhangskomponenten

Viele der im Zusammenhang mit Layouts interessanten Probleme lassen sich auf
die Zusammenhangskomponenten des Graphen einschrinken. Damit ist gemeint,
dass sich aus Losungen fiir die einzelnen Komponenten des Graphen einfach eine
Losung fiir den kompletten Graphen zusammensetzen ldsst. Da die meisten interes-
santen Probleme N P-vollstindig sind und durch Heuristiken nur niherungsweise
gelost werden, wird da das Aufteilen des Graphen die Laufzeit verringert und die
Qualitit der Ergebnisse verbessert.

Einige Probleme sind sogar auf noch kleinere Komponenten einschrinkbar, das
Kreuzungsminimierungsproblem in Kreislayouts beispielsweise auf die zweifa-
chen Zusammenhangskomponenten des Graphen.

Die Komponenten eines Graphen kénnen mit Erweiterungen des Tiefensuchalgo-
rithmus in O(m) berechnet werden, es geht also keine Laufzeit verloren.

2.2 Optimierungskriterien

Durch eine konkrete Anwendung wird meistens die Art des Layouts eines Gra-
phen vorgegeben, aber das genaue Layout, d.h. im Fall von linearen Layouts und
Kreislayouts die Knotenordnung, ist frei wéhlbar. Diese soll dann natiirlich nicht
zufillig gewihlt werden, sondern so, dass die Darstellung schon aussieht. Dazu ist
es notig, schon durch mathematisch erfassbare Kriterien auszudriicken.

Die Anzahl der Kantenkreuzungen ist wahrscheinlich das wichtigste Kriterium fiir
die Giite eines Layouts. Existieren viele Kreuzungen, ist es schwierig, dem Verlauf
der Kanten zu folgen und die Struktur des Graphen zu erkennen. Aber auch andere
Kriterien sind fiir die Qualitét eines Layouts wichtig und bereits gut untersucht. Um
einen Eindruck von den verschiedenen Moglichkeiten zu vermitteln, werden drei
davon in diesem Abschnitt ndher betrachtet. Dabei wird auffallen, dass Layoutop-
timierung eine schwierige Aufgabe ist, alle Kriterien fiihren zu A/P-vollstindigen
Problemen.

Natiirlich kann man nicht erwarten, ein Layout zu finden, das alle Kriterien gut
erfiillt. Trotzdem ist es etwas iiberraschend, dass sich manche Kriterien sogar ge-
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3
(a) Linearer Schnitt (b) Kreisschnitt

Abbildung 2.3: Schnittweiten des Beispielgraphen.

gensitzlich zueinander verhalten, d.h. ein gutes Layout nach dem einen Kriterium
liefert ein extrem schlechtes Layout nach dem anderen Kriterium. Ein Beispiel da-
fiir sind die Kriterien kurze lingste Kante und Kantenkreuzung.

2.2.1 Kleine maximale Schnittweite

Die Idee zu diesem Kriterium ist, dass man nur dem Verlauf einer begrenzte An-
zahl von Kanten gleichzeitig folgen kann. Uber jede Position soll deshalb nur eine
begrenzte Anzahl von Kanten hinweg fiihren. Das zugehorige Problem heifit Cut-
width Minimization.

Anschaulicher und genauer formuliert: Zu einem Graphen G = (V, E') und einer
Konstanten £ ist ein lineares Layout 7 gesucht, so dass jede zur Einbettungsgeraden
des Graphen senkrecht stehende Gerade hochstens & Kanten schneidet.

Ein lineares Layout fiir den Beispielgraphen aus Abb. 2.1(a) ist in Abb. 2.3(a) dar-
gestellt. Die urspriingliche (numerische) Knotenanordnung hat eine Schnittweite
von vier, wihrend die gednderte (optimale) Anordnung zu einem Wert von drei
fiihrt.

Jede Knotenposition induziert eine zu obiger Beschreibung dquivalente Aufteilung
der Knotenmenge in zwei beziiglich der Anordnung 7 zusammenhédngende Teil-
mengen V;_ :={v eV :n(v) <itund Vi :={v eV :n(v)>i} =V -V,_.
Der dadurch definierte (lineare) Schnitt ist die Menge der Kanten zwischen diesen
beiden Knotenmengen: S(i) := {{u,v} € E : uw € V;_,v € V;; }. Das Problem
lautet damit:

Ist max{|S(i)|: 0<i<n—1} <k?

Nach Garey und Johnson [5] ist dieses Problem A/ P-vollstindig.

Es ldsst sich kanonisch auf Kreislayouts iibertragen und heif3t dann Circular Cut-
width Minimization Problem (CCMP). Zu einem Graphen und einer gegebenen
Konstanten £ ist ein Kreislayout gesucht, in dem jede den Kreis schneidende Ge-
rade hochstens k£ Kanten kreuzt.
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Eine Aufteilung eines Kreislayouts wird im Gegensatz zu linearen Layouts erst
durch zwei Knotenpositionen 0 < ¢ < 7 < n induziert. Diese liefern die beziiglich
der Anordnung 7 zusammenhingenden Teilmengen V; j := {v € V : i < 7(v) <
j}und Vj; := V — V; ;. Der dadurch definierte (Kreis-)Schnitt ist S(4,7) :=
{{u,v} € E:u eV, ;v € V;,;}. Damit lautet das kleine maximale Schnittweite-
Problem folgendermafien:

Problem 2.1 Circular Cutwidth Minimization Problem (CCMP)
Gegeben: Ein Graph G = (V, E) und eine positive ganze Zahl k.
Gesucht: Eine Knotenordnung ., fiir die gilt:

max{|S(:,7)] : 0<i<j<n}<k.

Fiir bestimmte Graphen und £ ist dieses Problem einfach zu entscheiden. Es gibt
keine Losung, wenn der maximale Knotengrad groBer als k ist. In diesem Fall
kann immer einer der Knoten mit diesem Grad eine der Teilmengen bilden. Fiir
k = 1 ist das Problem offensichtlich nur zu erfiillen, wenn der Graph nur eine
Kante besitzt. Fiir £ = 2 ist das Problem genau fiir die Graphen 16sbar, bei denen
jeder Knoten einen Grad < 2 besitzt. Wird das Layout so gewdhlt, dass adjazente
Knoten nebeneinander liegen, schneidet jede Gerade hochstens zwei Kanten. Im
allgemeinen Fall ist das Problem N P-vollstindig, wie Erkki Mikinen [1] durch
Reduktion auf Simple Max Cut nachweist.

Abbildung 2.3(b) zeigt eine optimale Losung fiir den Beispielgraphen. Da der ma-
ximale Knotengrad vier betrigt, gibt es sicher keine bessere Losung.

2.2.2 Kleine Summe der Kantenléingen

Ein weiteres Optimierungskriterium fiir das Layout eines Graphen ist die Gesamt-
lange seiner Kanten. Diese soll moglichst klein sein. Um nicht von der konkreten
Darstellung der Kanten, etwa als Halbkreise oder Bezierkurven, abhingig zu sein,
betrachtet man statt der Kantenlidnge die Differenz der Positionen der Endknoten.

Das zugehorige Problem ist als Dilation Minimization Problem und als Arrange-
ment Problem bekannt. Fiir lineare Layouts lautet die Frage:

Gilt > |r(w) —7(v)| <k?

{u,v}€E

Daraus erhilt man direkt die Version fiir Kreislayouts.

Problem 2.2 Optimal Circular Arrangement Problem (OCAP)
Gegeben: Ein Graph G = (V, E) und eine positive ganze Zahl k.
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Gesucht: Eine Knotenordnung ., fiir die gilt:

> min{jr(u) —7(v),n — [r(w) = 7(v)]} < k.

{u,v}€FE

Beide Arrangement-Probleme sind NP-vollstindig und konnen einfach aufeinan-
der reduziert werden (siehe [1] und [6]).

Eine Heuristik fiir OCAP kann auch zur Kreuzungsreduzierung benutzt werden.
Die Endknoten jeder Kante e teilen das Layout in zwei Teilmengen. Da in einer
guten Losung von OCAP adjazente Knoten tendenziell nahe beieinander liegen,
sind die zwei resultierenden Teilmengen unterschiedlich michtig, eine sehr klein,
die andere mit fast allen Knoten sehr grof3. Dadurch verlaufen zwischen den beiden
Teilmengen normalerweise weniger Kanten als zwischen etwa gleichgroBen Teil-
mengen, was zu wenigen Kreuzungen, an denen die Kante e beteiligt ist, fithrt. Da
dies fiir alle Kanten gilt, ergeben sich auch insgesamt relativ wenige Kreuzungen.

2.2.3 Kaurze lingste Kante

Als letztes Kriterium betrachten wir die Linge der langsten Kante im Layout. Da
lange Kanten schwierig zu verfolgen sind, soll diese moglichst kurz sein. Wie be-
reits oben argumentiert, wird nicht die tatsdchliche Linge der Kanten betrachtet,
sondern die Differenz der Positionen der Endknoten.

Fiir lineare Layouts erhélt man das gut untersuchte Linear Bandwidth Minimization
Problem. Zu einem gegebenen Graphen G = (V, E) und einer Konstante k ist eine
Knotenanordnung gesucht, in der die lingste Kante kiirzer als &k ist. Die Frage
lautet also: Existiert eine Sortierung 7, fiir die gilt:

max{|7(u) — 7(v)| : {u,v} € E} < k.

In dieser allgemeinen Form ist das Problem A/ P-vollstindig (siehe [3]). Fiir jedes
feste k existiert aber ein polynominaler Losungsalgorithmus mit Laufzeit O(n*)
(siehe [4]).

Die Ubertragung auf Kreislayouts ist vollkommen kanonisch.

Problem 2.3 Circular Bandwidth Minimization Problem (CBMP)
Gegeben: Ein Graph G = (V| E) und eine positive ganze Zahl k.
Gesucht: Eine Knotenordnung ., fiir die gilt:

max{min{|r(u) — 7 (v)|,n — |7(u) — 7(v)|} : {u,v} € B} <k.
Fiir £ = 1 hat das Problem die gleichen einfach zu iiberpriifenden Losungen wie

CCMP fir k = 2, ndmlich die Graphen mit maximalem Knotengrad zwei. Im
Gegensatz zur linearen Version ist es bereits fiir jedes feste & > 1 AP-vollstindig.
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Abbildung 2.4: Beispiel zum Circular Bandwidth Minimization Problem.

CBMP ist ein Beispiel fiir ein Problem, das sich nicht auf die Zusammenhangs-
komponenten einschrinken ldsst, obwohl dies beim Linear Bandwidth Minimiza-
tion Problem sehr wohl moglich ist. Dies sieht man leicht an einem Graphen, der
aus zwei disjunkten Kreisen besteht. Fiir jeden der Kreise ldsst sich das Problem
fiir £ = 1 16sen, fiir den Gesamtgraphen allerdings nur fiir £ = 2 (Abb. 2.4). Dies
ist auch der Grund, dass sich die polynominalen Losungsalgorithmen des linearen
Problems nicht auf die Kreisversion iibertragen lassen.

Abb. 2.4 zeigt auch, dass Bandwidth und Kreuzungszahl als Optimierungskriterien
in gewisser Weise gegensitzlich sind. Die optimale Losung der Kreuzungsmini-
mierung teilt jeder Zusammenhangskomponente eines Graphen einen Kreisbogen
exklusiv zu und produziert dadurch, wie im Beispiel, sehr lange Kanten, die fast
die Maximallidnge 3 erreichen. Andererseits verschiebt die optimale Losung fiir
Bandwidth verschiedene Zusammenhangskomponenten stark ineinander, so dass
viele Kreuzungen zwischen Kanten verschiedener Komponenten entstehen. Sol-
che Kreuzungen treten in einer optimalen Losung des Kreuzungsminimierungs-

problems nicht auf.



Kapitel 3

Kantenkreuzungen in
Kreislayouts

Lisst sich ein gegebener Graph so auf ein Blatt Papier zeichnen, dass sich keine sei-
ner Kanten schneiden? Diese Frage ist wahrscheinlich eines der bekanntesten und
fiir Nicht-Informatiker verstindlichsten Probleme der Graphentheorie. Das Studi-
um dieser — planaren — Graphen ist ein wichtiges Teilgebiet der Graphentheorie.
Bereits 1974 entwickelten Hopcroft und Tarjan [8] einen Algorithmus, der das Pro-
blem in Linearzeit 16st.

Fiir diese Arbeit sind Graphen interessant, die nicht nur in beliebigen Layouts kreu-
zungsfrei sind, sondern in (geradlinigen) Kreislayouts. Dies sind die aufienplana-
ren Graphen, sie werden im zweiten Abschnitt dieses Kapitels ausfiihrlich bespro-
chen. Wir werden sehen, dass nicht jeder planare Graph auch ein kreuzungsfreies
Kreislayout besitzt. Deshalb werden wir einen Linearzeitalgorithmus betrachten,
der entscheidet, ob ein Graph aulenplanar ist und gegebenenfalls ein entsprechen-
des Layout liefert.

Fiir nicht-auBenplanare Graphen suchen wir ein Kreislayout mit moglichst wenigen
Kreuzungen. Im dritten Abschnitt werden wir sehen, dass dieses nicht effizient
berechnet werden kann, da das Kreuzungsminimierungsproblem N P-schwer ist.

Zuerst einige grundlegende Definitionen und Uberlegungen zu Kantenkreuzungen.

3.1 Grundlagen

Fiir die Kreuzungsminimierung betrachten wir schlichte, ungerichtete Graphen, da
Mehrfachkanten die Beschreibungen oft unnotig komplizieren wiirden. Die Algo-
rithmen zum Kreuzungszihlen in Kapitel 4 und zur Kreuzungsminimierung in Ka-
pitel 6 lassen sich einfach auf gewichtete Graphen iibertragen. Dabei wird jede
Kreuzung mit dem Produkt der Gewichte der beiden Kanten gezdhlt. Mehrfach-
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14 KAPITEL 3. KREUZUNGEN IN KREISLAYOUTS

Abbildung 3.1: Beispiele fiir Kantenkreuzungen.

kanten konnen damit durch entsprechende Kantengewichte repriasentiert werden.

In geradlinigen Kreislayouts hingt die Anzahl der Kantenkreuzungen, wie auch
die anderen Optimierungskriterien, nur von der Knotenordnung ab. Zwei Kanten
e1 = {u1,v1} und ey = {ug,v2} schneiden sich genau dann, wenn die Endknoten
von e; und e durch das Layout abwechselnd auf dem Kreis angeordnet werden
(siche Abb. 3.1). Diese Bedingung lésst sich schnell, in konstanter Zeit, iiberpriifen.

Die konkrete Implementierung ist etwas uniibersichtlich, da einige Vergleiche und
Fallunterscheidungen nétig sind. Der Algorithmus IsCrossing tiberpriift, ob sich
zwei Kanten e; und es im Layout 7 kreuzen. Dazu werden zuerst die Startknoten
s(e;) und die Zielknoten t(e;) der Kanten ermittelt. Danach wird getestet, wel-
cher der beiden Startknoten die kleinere Position besitzt, um die zu iiberpriifende
Bedingung auswihlen zu kdnnen.

Algorithm 1: IsCrossing

Eingabe: Ein Kreislayout 7 und die Kanten {u1,v;} und {ug, va}.
Ausgabe: Kreuzen sich die Kanten?

1. if (m(uy) < 7(v1)) then s1 «— uy, t] «— vq
2. else S1 «— VU1, t1 «— Uy
3. if (7T<'LL2) < TI'(UQ)) then sy < ug, t9 «— vy
4. else S9 «— Vg, tg — Uy
5. if (s1 < s3) then return (so < t1 < t9)
6. else return (s; < tg < t1)

3.1.1 Kreuzungsanzahl

In diesem Abschnitt werden Bezeichnungen fiir oft benotigte Anzahlen von Kreu-
zungen (kurz: Kreuzungsanzahlen) definiert. Dazu sei G = (V, E) ein ungerichte-
ter, schlichter Graph, fiir den die Knotenordnung 7 ein Kreislayout definiert.

Die Anzahl aller Kreuzungen im Layout 7w von G wird mit x (G) bezeichnet. Fiir
zwei disjunkte Teilmengen Fq, Es C E,F; N Ey = () bezeichnet . (Eq, E2)
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Abbildung 3.2: Konstruktion eines Kreislayouts mit Hilfe des Komponenten-
Schnittknoten-Baums der zweifachen Zusammenhangskomponenten (Schnittkno-
ten sind heller dargestellt).

die Anzahl der Kreuzungen, die von je einer Kante aus £ und aus Ey verursacht
werden. x.(F1) ist eine Abkiirzung fiir x.(E1, F — E1), also die Anzahl von
Kreuzungen zwischen Kanten aus £y und allen anderen Kanten.

Héufig sind die Kreuzungen zwischen den zu einem Knoten v inzidenten Kanten
E(v) und allen anderen interessant. Man nennt sie die Kreuzungen des Knoten v
und schreibt x(v) := xz(E(v)) = xx(E(v), E — E(v)). Entsprechend gilt fiir
zwei Knoten u,v € V: xx(u,v) := xr(E(u), E(v)). Wenn sich das betrachtete
Kreislayout aus dem Kontext ergibt, wird 7 bei diesen Bezeichnungen weggelas-
sen.

Die Kreuzungszahl (englisch: crossing number) c¢r(G) des Graphen ist die mini-
male Kreuzungsanzahl aller Kreislayouts: ¢r(G) := ming x(G).

Einfache obere Schranken fiir die Kreuzungsanzahl sind 5;n(n—1)(n—2)(n—3),
die Anzahl der Kreuzungen des vollstindigen Graphen K,,, und %m(m — 1), die
Kreuzungsanzahl eines Layouts, in dem jede Kante jede andere kreuzt.

3.1.2 Zusammenhangskomponenten

Viele Layoutoptimierungsprobleme konnen auf die Zusammenhangskomponenten
des betrachteten Graphen eingeschrinkt werden. Dies gilt auch fiir die Kreuzungs-
minimierung. In einem beziiglich Kreuzungsanzahl optimalen Layout schneiden
sich die Kanten verschiedener Komponenten offensichtlich nicht.

Das Problem kann sogar noch weiter eingeschriankt werden, auf die zweifachen
Zusammenhangskomponenten. Der Komponenten-Schnittknoten-Baum eines Gra-
phen besitzt, wie jeder Baum, ein kreuzungsfreies Layout. Aus diesem erhélt man
mit den Layouts fiir die einzelnen Komponenten ein Layout fiir den gesamten Gra-
phen, in dem sich genau die Kanten kreuzen, die sich schon in einem der Teillay-
outs kreuzen. Abbildung 3.2 zeigt dieses Vorgehen.

Im Folgenden werden deshalb nur noch zweifach zusammenhidngende Graphen
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Abbildung 3.3: AuBlenplanare Graphen.

betrachtet.

3.2 AuBenplanare Graphen

In diesem Abschnitt betrachten wir Graphen, die Kreislayouts ohne Kantenkreu-
zungen besitzen, sogenannte auenplanare Graphen. Ziel ist ein Algorithmus, der
in Linearzeit entscheidet, ob ein Graph aufenplanar ist und gegebenenfalls ein
kreuzungsfreies Layout berechnet. Dazu werden maximale auflenplanare Graphen
betrachtet, die, analog zu maximalen planaren Graphen, einige schone Eigenschaf-
ten besitzen.

3.2.1 Definition

Graphen, die sich so in die Ebene einbetten lassen, dass alle Knoten an eine aus-
gezeichnete Facette grenzen und sich keine Kanten kreuzen, heilen aufienplanare
Graphen (englisch: outerplanar). Der Name kommt daher, dass die ausgezeichnete
Facette normalerweise als die duBere, den Graph umschlieBende Facette gezeichnet
wird.

3.2.2 Beobachtungen

Die auBenplanaren Graphen sind offensichtlich genau die Graphen mit kreuzungs-
freien Kreislayouts — ein kreuzungsfreies Kreislayout ist eine auBenplanare Ein-
bettung, andererseits gibt eine aulenplanare Einbettung direkt eine Reihenfolge
der Knoten auf einem Kreis vor, bei der sich geradlinige Kanten nicht kreuzen.
Abb. 3.3 zeigt fiir zwei Beispielgraphen jeweils eine aulenplanarer Einbettung und
ein entsprechendes Kreislayout.

Die Menge der auflenplanaren Graphen ist eine echte Teilmenge der planaren Gra-
phen — das kleinste Beispiel fiir einen planaren Graphen, der kein kreuzungsfreies
Kreislayout besitzt, ist der K4 (sieche Abb. 3.6).

Interessant ist, dass jeder planare Graph sowohl mit geradlinigen Kanten als auch
als nicht-geradliniges Kreislayout planar zu zeichnen ist. Erst durch die Kombi-
nation der beiden Eigenschaften geradlinig und Kreislayout wird eine wirkliche
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Einschrinkung erreicht.

Der Test auf AuBenplanaritit kann mit der vorherigen Argumentation auf die zwei-
fachen Zusammenhangskomponenten eines Graphen eingeschrinkt werden. In ei-
nem zweifach zusammenhingenden auflenplanaren Graphen bilden die zur dufle-
ren Facette inzidenten Kanten offensichtlich einen Hamilton-Kreis, sie heilen des-
halb Kreiskanten. Die anderen Kanten sind die Sehnen dieses Kreises.

3.2.3 Maximale auBenplanare Graphen

Planare Graphen, in die sich keine Kanten zwischen (nicht-adjazenten) Knoten ein-
fiigen lassen, so dass sie planar bleiben, heillen maximale planare Graphen. Diese
Eigenschaft lasst sich direkt auf auBenplanare Graphen iibertragen. Ein maxima-
ler auflenplanarer Graph (MAP) ist ein auB3enplanarer Graph, in den sich keine
Kante zwischen zwei beliebigen nicht-adjazenten Knoten einfiigen ldsst, so dass er
auflenplanar bleibt. Der rechte Graph in Abb. 3.3 ist maximal au3enplanar.

Maximale aulenplanare Graphen besitzen einige schone und leicht zu tiberpriifen-
de Eigenschaften. Wie bei maximalen planaren Graphen ist auch in einem MAP
durch die Knotenanzahl die Anzahl der Kanten und Facetten bereits festgelegt. Es
gilt:

Lemma 3.1 Jeder maximale auflenplanare Graph mit n Knoten besteht aus genau
2n — 3 Kanten und n — 1 Facetten.

Zusitzlich besitzt jeder MAP mindestens zwei Knoten mit Grad 2, sogenannte 2-
Knoten. Da ein MAP trianguliert ist, sind die beiden adjazenten Knoten eines 2-
Knotens miteinander verbunden. Wird ein 2-Knoten aus einem Graphen entfernt,
erhilt man wieder einen MAP mit zwei 2-Knoten und 2(n — 1) — 3 Kanten. Da
MAPs planar sind, begrenzt keine Kante mehr als zwei Facetten. Damit besitzt man
genug Eigenschaften, um maximale auf3enplanare Graphen zu charakterisieren.

Satz 3.2 Ein Graph G mit n Knoten ist genau dann maximal aufenplanar, wenn
er entweder ein K3 ist oder die folgenden vier Eigenschaften erfiillt:

1. G hat genau 2n — 3 Kanten,
2. G hat mindestens zwei 2-Knoten,
3. keine Kante begrenzt mehr als zwei Facetten und

4. durch Loschen eines beliebigen 2-Knotens erhdilt man wieder einen MAP.

Mit Abb. 3.3 ist der Satz anschaulich klar. Einen ausfiihrlichen Bweis liefert Mit-
chell [9].
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3.2.4 Algorithmus MAP-Test

Der Algorithmus testet nicht direkt auf Auflenplanaritit, sondern auf maximale
AuBenplanaritit. Dies ist keine Einschrinkung, da sich jeder aulenplanare Graph
in einen maximalen auBenplanaren Graph triangulieren ldsst, analog zur Triangu-
lierung planarer Graphen. Der rechte Graph in Abb. 3.3 ist eine Triangulierung des
linken. Eine Triangulierung kann in linearer Zeit berechnet werden. Auflerdem gilt
das folgende Lemma:

Lemma 3.3 Ein Graph G ist genau dann aufsenplanar, wenn er durch Triangulie-
rung in einen maximalen auflenplanaren Graphen transformiert werden kann.

Idee

Das Vorgehensweise des Algorithmus orientiert sich an der rekursiven Struktur des
vorhergehenden Satzes. Sukzessive werden 2-Knoten aus dem Graphen entfernt.
Jeder der dabei entstehenden Teilgraphen muss wieder ein MAP sein, also die Be-
dingungen erfiillen. Sind nur noch drei Knoten iibrig, muss der Teilgraph ein K3
sein. Entsteht bei einem der Schritte ein Graph, der eine der Bedingungen verletzt
oder bleibt am Ende kein K3 iibrig, war der Graph kein MAP.

Korrektheit

Die Korrektheit des Algorithmus ergibt sich folgendermafBien. Tritt wihrend der
Abarbeitung des Algorithmus kein Fehler auf, bleibt am Ende ein Graph mit drei
Knoten und drei Kanten {ibrig, also ein K3, und die Endbedingung ist erfiillt. Die
Zeilen 5 und 12 garantieren die zweite Bedingung des Satzes. In Zeile 4 wird die
korrekte Kantenanzahl des Ausgangsgraphen iiberpriift. Da in jedem Schritt mit
einem 2-Knoten auch zwei Kanten geloscht werden, besitzt jeder der Teilgraphen
induktiv die richtige Kantenanzahl.

Die dritte Bedingung wird mit der Liste von Knotenpaaren pairs tiberpriift. Wenn
der Graph ein MAP war, enthélt sie am Ende alle Sehnen genau einmal (Zeilen 14-
16). Kommt ein Knotenpaar in der Liste mehrmals vor, begrenzt die entsprechende
Kante mindestens drei Facetten, ndmlich jeweils eine dreieckige Facette mit dem
2-Knoten, bei deren Entfernung sie in die Liste eingefiigt wurde, und eine im Rest-
graphen nach der Entfernung aller dieser 2-Knoten noch bestehende Facette. Ein
Beispiel fiir einen solchen Fall ist der Graph in Abbildung 3.4, die Kante (0,4)
wird zweimal in die Liste eingefiigt. Kanten die nie in die Liste pairs eingetragen
wurden, sind im Laufe des Algorithmus mit einem inzidenten 2-Knoten geloscht
worden. Zu diesem Zeitpunkt begrenzten sie hochstens zwei Facetten. Da sie nie
in die Liste eingetragen wurden, konnen sie auch frither nicht an mehr Facetten
gegrenzt haben.
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Algorithm 2: MAP-Test

Eingabe: Ein Graph G.
Ausgabe: Ist G ein MAP?

1.
2.
3.

A

XN

11.
12.

13.
14.
15.
16.

17.

list of (pair of nodes) pairs < ()
stack of nodes 2verts < Alle 2-Knoten von GG
list of edges edges < Alle Kanten von G

if (edges.length()) # 2n — 3) then return FALSE
if (2verts.length() < 2) then return FALSE

while (G.numberOfNodes() > 3) do
Sei v ein 2-Knoten von G
Seien w, wy die beiden zu v adjazenten Knoten
Fiige das Paar {w1, we} zu pairs hinzu
Losche v aus G
Falls neue 2-Knoten entstanden sind, fiige sie zu 2verts hinzu
if (2verts.length() ) < 2) then return FALSE

if (G.numberOfEdges() # 3) then return FALSE
Sortiere edges
Sortiere pairs
Falls es ein Element in pairs gibt, das nicht in edges ist
return FALSE
Sonst
return TRUE
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Abbildung 3.4: Ein nicht maximal-aulenplanarer Graph.

Laufzeit

Die ersten fuinf Schritte besitzen offensichtlich lineare Laufzeit, ebenso die Schritte
13 bis 16, wenn die Listen mit Bucket Sort sortiert werden. Die Schleife von Zeile
sechs bis Zeile 12 wird n-mal durchlaufen. Die kritische Stelle ist hier das Loschen
des Knoten und der Test, ob neue 2-Knoten entstanden sind. Beim Loschen des 2-
Knotens miissen die entsprechenden Eintrdge aus der Adjazenzliste seiner beiden
benachbarten Knoten geloscht werden, dies ist in konstanter Zeit méglich. Danach
miissen nur diese beiden Knoten iiberpriift werden, ob sie zu 2-Knoten geworden
sind, was ebenfalls in konstanter Zeit moglich ist. Damit liegt die Gesamtlaufzeit
des Algorithmus in O(n).

3.2.5 AuBenplanare Einbettungen finden

Mit dem Algorithmus MAP-Test erhilt man zunichst nur eine Antwort auf die Fra-
ge, ob eine kreuzungsfreie (auBenplanare) Einbettung existiert. Durch eine kleine
Erweiterung erhilt man auch eine zugehorende Einbettung. Die Liste pairs enthélt
alle Sehnen. Entfernt man diese aus der Liste edges, bleiben alle Kreiskanten tibrig.
Diese ergeben direkt die Einbettung.

Algorithm 3: MAP

17. Losche die Elemente von pairs aus edges
18. Erstelle aus den Kanten in edges die Einbettung

3.2.6 Zusammenfassung

Es gibt einen einfachen Linearzeitalgorithmus, um Graphen auf AuB3enplanaritét zu
testen und sie gegebenenfalls kreuzungsfrei in ein Kreislayout einzubetten. Damit
ist die Kreuzungsminimierung fiir diese Graphen effizient gelost. Als néchstes stellt
sich die Frage, wie mit nicht-aulenplanaren Graphen verfahren werden soll.
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3.3 Kreuzungsminimierung ist \'P-schwer

In Kreislayouts erscheint die Kreuzungsminimierung zuerst als einfaches Problem,
einfacher zumindest als Kreuzungsminimierung in allgemeinen oder geradlinigen
Layouts, da die Kantenkreuzungen nur von der Knotenordnung abhéngen.

Leider ist es das nicht: 1987 wurde bewiesen, dass das Problem A/ P-schwer ist [10].
Fiir den Beweis betrachten wir das zur Kreuzungsminimierung gehorende Ent-
scheidungsproblem:

Problem 3.1 Circular Crossing Reduction Problem (CCRP)
Gegeben: Ein Graph G = (V, E) und eine positive ganze Zahl k.
Gesucht: Eine Kreislayout m, so dass es hochstens k Kantenkreuzungen gibt.

Eine modifizierte Version des bereits bekannten und A P-vollstindigen Optimal
Linear Arrangement Problem wird auf dieses Problem reduziert. Uberraschender-
weise ist der Beweis fiir Multigraphen einfacher und anschaulicher zu fiihren, er
wird deshalb zuerst ausgefiihrt und danach fiir gewohnliche Graphen angepasst.

3.3.1 Modifiziertes OLAP

Beim Optimal Arrangement Problem soll die Summe der Kantenldngen minimiert
werden. Fiir lineare Layouts ist es in Kapitel 2.2.2 folgendermalen definiert wor-
den:

Problem 3.2 Optimal Linear Arrangement Problem (OLAP)
Gegeben: Ein Graph G = (V, E) und eine positive ganze Zahl k.
Gesucht: Eine Knotenordnung T, fiir die gilt:

S fr(u) — 7(o)] < k.

{u,v}€E

Da jede Kante mindestens die Lénge eins und hochstens die Linge n — 1 besitzt,
ist das Problem fiir & < m und k£ > m(n — 1) einfach zu entscheiden — im ersten
Fall gibt es keine Losung, im zweiten ist jede Reihenfolge eine Losung. Da also
nur £ >= m betrachtet werden miissen, kann die Bedingung umgeformt werden
zu:

S (n(w) = ()| 1) < k—m.

{u,v}eE

Problem 3.3 Modifiziertes OLAP
Gegeben: Ein Graph G = (V, E) und eine positive ganze Zahl k < m(n — 1).
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Gesucht: Eine Knotenordnung ., fiir die gilt:

> (n(w) —w(v) —1) < k.
{u,v}€E,
m(u)<m(v)

3.3.2 Beweis fiir Multigraphen

Durch einen gewohnlichen Graph Gy = (Vj, Ey) mit n := |V;| und eine positive
ganze Zahl kg wird eine Instanz des modifizierten OLAP definiert. Daraus konstru-
ieren wir den Multigraphen G = (V, E), der sich von Gy durch einen zusétzlichen
Knoten ¥, der mit jedem Knoten von V{ durch jeweils n* Kanten verbunden ist,
unterscheidet, und eine positive Konstante k:

o V=1 U{v},

o F:=FEyUE,wobei F := Uvev0 (n* Kanten zwischen v und o),

° k::n4-k0+n4—1.
Lemma 3.4 Es seien die Graphen und Konstanten wie beschrieben gegeben. Dann
ist die Knotenordnung 7o : Vo — {0,...,n — 1} eine Losung des modifizier-

te OLAP fiir Gog und ko genau dann, wenn ein Kreislayout m von G existiert mit
Xx(G) < k, wobei 7y, = .

Beweis
= Seien ein Graph Gy = (Vj, Ey) mit n := |V}, eine positive ganze Zahl k
und eine Knotenordnung 7 : Vp — {0, ...,n—1} gegeben, so dass die Bedingung
> (mo(w) —mo(v) —1) < ko
{u,v}€E,
o (u)<mo(v)

erfiillt wird. Daraus seien der Graph G = (V, E)) und k wie beschrieben konstru-
iert. Durch 7 : V' — {0, ..., n} mit my; = 7o und 7(v) := n wird ein Kreislayout
fiir G induziert.

Fiir jede Kante e = {u,v} € Ey mit 7(u) < m(v) gilt:
xx({e}, E) = n' - (n(v) — m(u) — 1).
Daraus folgt:

Xn(Eo, By =n*- Y (mo(u) — mo(v) — 1) < n - ko
{uv}€E,
7r0(u)<7r0(v)
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Die neuen Kanten aus £ schneiden sich nicht, also gilt . (E) = 0. Da es weniger
als n? Kanten in F gibt, gilt x(Fp) < n* — 1. Insgesamt gilt fiir die Anzahl von
Kreuzungen in G:

x(G) = Xa(E)+ xx(Eo) + X (Eo, E)
< =1 +ntk=k

<=: Seien die Graphen Gy = (Vp, Ey) und G = (V, E) sowie die Parameter
ko und k wie oben gegeben. Weiter sei die Knotenordnung 7 mit 7(v) = n eine
Losung des CCRP fiir G und k, also x(G) < k. Dann ist 7q := 7|y eine Losung
des modifizierten OLAP fiir G und k.

Sonst gilt:
> (mo(w) = mo(v) = 1) = ko +1
{u,v}€E,
7r0(u)<7r0(v)
Daraus folgt:
XW(E) > Xx(Eo, E) = Z XW({e}v E)
ecFEy
= nt Z mo(u) — mo(v) — 1
{uv}€E,
o (uw)<mo(v)
> ntko+nt >k
Widerspruch!

Satz 3.5 Multi-CCRP ist N'P-vollstiindig.

Beweis

Multi-CCRP gehért zur Klasse NP. Die beschriebene Transformation einer In-
stanz des modifizierten OLAP nach Multi-CCRP ist in polynominaler Zeit durch-
fiihrbar. Das Lemma 3.4 zeigt schlieBllich, dass eine Losung fiir eine Instanz des
einen Problems direkt zu einer Losung fiir die entsprechende Instanz des anderen
Problems fiihrt. O

3.3.3 Modifikationen fiir gewohnliche Graphen

Wenn das obige Vorgehen fiir gewohnliche Graphen iibernommen werden soll,
miissen die n* Kanten, die von jedem Knoten aus Vj zu v fithren, ersetzt wer-
den. Die erste Idee ist, 7 durch n* neue Knoten zu ersetzen. Dadurch ist allerdings
nicht mehr garantiert, dass V) im Kreislayout fortlaufend angeordnet wird. Also ist
ein raffinierterer Ansatz notwendig.



24 KAPITEL 3. KREUZUNGEN IN KREISLAYOUTS

Abbildung 3.5: g3(4,2) = 8 und ¢4(1,3,2,2) = 8.

Als erstes betrachten wir vier Funktionen g1, g2, 93,94 : N — N, die die Kreu-
zungsanzahl bestimmter Graphen beschreiben. Mit diesen Funtionen kann im néch-
sten Abschnitt der Beweis fiir gewohnliche Graphen gefiihrt werden.

g1 ist die Anzahl von Kreuzungen, die ein vollstindiger Graph in einem Kreis-
layout erzeugt, also g1 (p) := x (k). Diese Definition ist aufgrund der Symmetrie
vollstidndiger Graphen unabhéngig von einer bestimmten Knotenordnung. Abb. 3.6
zeigt die Graphen K4 und K7 als Beispiel.

Fiir g, betrachten wir einen vollstindig bipartiten Graphen K, , = (V1 U Vs, E)
mit p := |V1| und ¢ := |V5| und eine Knotenordnung 72, die beide Knotenmengen
fortlaufend anordnet. Dann ist g2(p, q) := X, (Kp.q)-

Als néchstes betrachten wir den Graphen Hs := (V; U Vo, By U Es) mit p := |V]|
und g := |V4|, der durch seine Teilgraphen H; := (Vi,E;) und Hy := (V7 U
Va, E5) definiert wird. H; ist ein vollstindiger Graph K, d.h. By = {{u,v} :
u,v € V1}, Hy ein vollstindig bipartiter Graph K, ;, und damit Ey := {{u,v} :
u € Vi,v € Vo}. Damit ist g3(p,q) := x(E1, E2). Wie g; ist auch g3 unab-
hiingig von der Knotenordnung, da jeder Knoten v € V5 an jeder Position immer
gleichviele Kreuzungen mit F; erzeugt (da H; symmetrisch ist). Abb. 3.5 zeigt
den ¢3(4, 2) und die entsprechenden Kreuzungen.

Fiir g4 wird der Graph Hy := (V4 U Vo U V3 U Vi, By U Ey U E3 U Ey) bendtigt.
Die vier Kantenmengen sind durch F; := {{u,v} : u € Vi,v € Vi1 (moa 4)} flir
i = 1,...4 definiert, d.h. die Subgraphen (V; U V11, E;) sind bipartite Graphen.
Mit p := |V1|, ¢ := |Va|, r := |V3], s := |V4| und einer Knotenordnung 74, die
die Knotenmengen in dieser Reihenfolge fortlaufend anordnet, ist g4(p, ¢, 7, s) :=
X, (E1, E2) + Xr,(E3, Ey) (siche Abb. 3.5 fiir ein Beispiel).
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Lemma 3.6 Fiir die so definierten Funktionen g1, ..., g4 gilt:
alp) = ip(p—l)(p—Q)(p—?))- 3.1
92(p,q) = %pq(p -1(g—-1). (3.2)
g3(pq) = %pq(p -1 —2). (3.3)
oilp.aris) = Spr(ala—1)+s(s = 1) G4

Zum Beweis benétigen wir das folgende Korollar.

Korollar 3.7 Seien K,, = (V, E) ein vollstindiger Graph und  ein zusdtzlicher
Knoten, der durch die Kanten E(u) := {{u,v} : v € V'} mit allen Knoten aus
V' verbunden ist. Dann ist in jedem Kreislayout von (V U {u}, E U {E(u)}) die
Anzahl der Kreuzungen zwischen E und E(u)

(B, u) = én(n —1)(n—2). (3.5)

Beweis
Mit Induktion ldsst sich dies leicht beweisen. Fiir n = 3 ist die Gleichung erfiillt,
es gibt genau eine Kreuzung (siehe Abb. 3.6).

Fiir den Induktionsschritt betrachten wir zunichst einen der beiden Knoten w € V'
des K, die im Layout neben u liegen. Um die Notation zu vereinfachen, bezeichne
v;, 0 < i < n, den Knoten an Position i, u sei an Position n platziert und w
sei der Knoten vg . Nach Induktionsvoraussetzung haben seine inzidenten Kanten
E(w) := {{w,v} : v € V — w} mit den Kanten £ — E(w) genau

X(E — E(w), E(w)) = x(w) = é(n —1(n—2)(n-3)

Kreuzungen. F(u) hat gleichviele Kreuzungen mit £ — F(w) wie E(w). AuBer-
dem kreuzen sich die Kanten von E(u) und E(w). Die Kante {w, v1} € E(w) hat
keine Kreuzungen mit Kanten aus E'(u), {w, vy} wird von genau einer Kante aus
E(u) geschnitten, {w, v3} bereits von zweien, usw. Also gilt:

X(E, E(u) = x(w)+x(E(u), E(w))
n—2
- é(n—l)(n—Q)(n—3)+Zi
i=1
= =D -2 —3)+ (0 1)(n—2)

= %n(n —1)(n—2).
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Abbildung 3.6: K4 und K7.

Beweis (Von Lemma 3.6.)

Gleichung (3.3) fiir g3 erhilt man direkt aus (3.5). Offensichtlich erzeugen die
inzidenten Kanten E(u) jedes Knotens u € V5 gleich viele Kreuzungen mit den
Kanten E; des vollstindigen Teilgraphen. Nach dem Korollar sind das fiir jeden
der ¢ Knoten in V5 %p(p — 1)(p — 2) Kreuzungen.

Gleichung (3.1) fiir g; erhélt man mit (3.5) durch Induktion. Fiir p = 3 ist die
Gleichung erfiillt. Weiter gilt:

gilp) = gilp—1) +gslp—1,1)
= 2—Z<p—1)(p—2>(p—3)(p—4)+%(p—1)(p—2)(p—3)
= Soplp =12~ 3)

Sei K, = (Vi UV, E) ein vollstiandig bipartiter Graph mit p := [V;] und
q = |Va|. OE. seien V; := {vg,...,vp—1}, Vo = {vp,...,Vpsq—1} und die
Knotenordnung 7 definiert durch 7(v;) := i, 0 < i < p + ¢. Wie in der Defi-
nition von g beschrieben, ordnet 7 die Knotenmengen V; und V5 fortlaufend an.
Der Beweis lauft per Induktion iiber p. Da die Argumente von g, vertauschbar sind
(92(p,q) = g2(q,p)), ist keine separate Induktion iiber ¢ notig. Ist p = 1 oder
g = 1 gibt es keine Kreuzungen, g2(p,q) = 0. Fiir p,¢q > 1 betrachten wir den
Knoten vy und seine inzidenten Kanten E(vg) = {e; := {v,vp4; : 0 < i < ¢}. Da
sich die Kanten aus E(vg) logischerweise untereinander nicht schneiden, gilt fiir
die Kreuzungsanzahl:

92(p,q) = xx(E — E(vo)) + Xx(v0)

Der Graph ((V; — vg) U Vo, E — E(vp)) ist wieder vollstindig bipartit und hat
nach Induktionsvoraussetzung

X+(B ~ B()) = 020~ 1,) = (0~ Dalp— 2)(g ~ 1)

Kreuzungen. Fiir 0 < ¢ < ¢ — 1 schneidet jede Kante e¢; € E(vg) die Kanten
aus £ — E(uvp), die zu den Knoten vp4;y1,...,Uptq—1 inzident sind, dies sind
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(p—1)(g — 1 — i) viele Kanten. Die Kante e, schneidet keine Kanten. Also gilt:

92(p.0) = xe(B = (o)) + xa(e0)
= i(p—1)q(p—2)(q—1)+é_:(p—1)(q—1—z‘)
- §<p—1>q<p—2><q—1>+<p—1>j§:jj<q—z‘>
= 0= Dalp -2~ D+ (-1 3~ 1Da-2)
= i(p—l)Q(p—2)(q—1)+(p—1)-%Q(q—l)
= pilp g 1)

Gleichung (3.4) ist auf (3.2) zuriickfiihrbar. Die Graphen ( (V3 U V3) U Vs, Eq U
Ey), (V1 U Vs, Eq) und (V2 U V3, E5) sind vollstindig bipartite Graphen und ihre
Kreuzungsanzahlen damit durch Gleichung (3.2) gegeben. Fiir den ersten Teil der
Kreuzungen von g4 gilt mit diesen Uberlegungen:

X7T4(E17 EQ) == X71'4(E1 U EZ) - X71’4(E1) - X7r4(E2)
= g@+rq9) — 92,9 —92(r,q)

1
= = —1).
2pqr(q )

Analog gilt fiir den zweiten Teil

1
X (E1, Eo) = 5])7‘5(5—1).

3.3.4 Beweis fiir gewohnliche Graphen

Durch einen gewohnlichen Graph Gy = (Vp, Ey) mit n := |V;| und eine positive
ganze Zahl kg wird eine Instanz des modifizierten OLAP definiert. Daraus wird der
Graph G = (V, E) und eine positive Konstante & der Instanz von CCRP folgen-
dermafBen konstruiert:

e V. =TVoUVi UV, wo
‘/1 = wWo, W1, ..., Wopd_q und
Vo i=ug,u1, ..., ugpio_q,

o V.= FEyUEy UFE1 UFE9U Eyy, wo
Eo1 = {{v,w} :v e Vy,we W},
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FE o= {{U,’w} TV, W E Vl},
Eyp = {{v,w} :v e Vi,we Vo} und
FEosy = {{U,’w} TV, W E VQ},

o k:=g1(3n104-2n*) 4 g2 (2n*, n) +g3(2n*,n) + ga(n,n?, 3010 nt) 4 nt —
1+ 2n* - k.

Die Teilgraphen (V3 U Vs, E11 U E19U E99), (Vi, E1) und (V3, E2) bilden die voll-
standige Graphen Kg,,4, 3,10, Ky,4 und K310, (VoU Vi, Epy) und (V1 U Vs, , Er2)
sind vollstiandig bipartite Graphen.

Das Kreislayout 7 : V' — {0,...,3n' + 2n* + n — 1}, das G erhilt, ist folgen-
dermaf3en definiert:

w(v) = mo(v) falls v € Vj,
m(w;)) = n+i falls w; € V4 und 0 < i < n*,
m(u;)) = n+ n* +i falls u; € Vs,
w(w;)) = n+ 3t 4+ falls w; € V4 und n* < i < 2n?.

Die Knotenmengen V; und V5 werden also fortlaufend angeordnet, zwischen ihnen
liegen jeweils genau n* Knoten aus V;. Layouts, die zu 7 dquivalent sind, heifen
kanonisch.

Lemma 3.8 Es seien die Graphen und Konstanten wie beschrieben gegeben. Dann
ist die Knotenordnung mo : Vo — {0,...,n — 1} eine Losung des modifizierten
OLAP fiir Go und ko genau dann, wenn ein Kreislayout ™ von G existiert mit
X« (G) < k, wobei my, = mo.

Beweis
—: Seien ein Graph Gy = (Vp, Ep) mit n := |V}, eine positive ganze Zahl kg
und eine Knotenordnung 7 : Vy — {0, ...,n—1} gegeben, so dass die Bedingung
Z mo(u) — mo(v) — 1 < kg
{u,v}€E,
mo (u)<mo (v)

erfiillt wird. Daraus seien der Graph G = (V, E) und k wie beschrieben konstruiert
und seine Knoten kanonisch angeordnet.

Bei diesem Layout kreuzen sich die Kanten aus Ej nicht mit Kanten aus Eq,
F19 und Fa9, genauso wie Kanten aus Fp; nicht von Kanten aus Fyo geschnitten
werden. Damit ist die Gesamtkreuzungsanzahl

X=(G) = xx(Eo)+ xx(Eo1) + Xx(E11 U E12 U Eg)
+ X (Eo1, E11) + Xx(Eo1, E12) + X=(Eo, Eot)-
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Fiir die Teilterme gilt:

xx(Eo) < n'—1,dal|Ey| <n?

Xw(Em) = ga(2nt,n)
Xr(E11 UE12UEy) = g¢1(3n'%+2n?)
X=(Eo1, B11) = 93(2n4, n)
xr(Eo1, F12) = ga(n,n* n,3n0).

Es fehlt noch noch x - (Eo, Eo1). Jede Kante {u,v} € Ey mit w(u) < 7(v) schnei-
det 2n* - (7(v) — 7(u) — 1) Kanten aus Ep;. Daraus folgt:

Xn(Eo, Eor) =2n* - > (mo(u) — mo(v) — 1) < 2n* - k.
{uv}€E,
ﬂo(u)<7r0(v)

Zusammen gilt:

(n* = 1) + g2(2n*,n) + g1 (300 + 2n) + g3(2n", n)
+ g4(n, n4’ n, 3n10) + (2n4 : kO)
= k.

Xx(G)

IN

<=: Seien die Graphen Gy = (Vj, Ey) und G = (V, E) sowie die Parameter k
und k£ wie oben gegeben. Weiter sei eine Knotenordnung 7 als Losung des CCRP
fir G und k gegeben. Das folgende Lemma 3.10 zeigt, dass eine solche Anord-
nung ein kanonisches Layout sein muss. Sei also 7 eine kanonische Anordnung
mit 7(Vp) = {0,...,n — 1}. Damit ergibt sich direkt die Losung 7o := |y, des
modifizierten OLAP fiir G und k.

Sonst wiirde gelten:

> (mo(w) —mo(v) —1) = ko + 1
{uv}€E,
7r0(u)<7r0(v)

Jede Kante {u,v} € Egmit m(u) < 7(v) schneidet 2n*- (7 (v) — 7 (u) — 1) Kanten
aus FEjy;. Daraus folgt:

Xr(Eo,Eo1) = 2n*- Y (mo(u) — mo(v) — 1)

{uv}€E,
o (w)<mo(v)

n4(k‘0 + 1)
> ot kg+nt—1

v
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Damit erhilt man eine untere Schranke fiir die Anzahl der Kreuzungen

X=(G) > xx(Eor) + Xx(E£11 U E12 U E9) + Xz (Eo1, E11)
+ Xx(Eo1, E12) + X« (Eo, Eo1)
> go(2nt,n) 4+ g1 (3n10 + 2nt) + g3(2n*,n)
+ ga(n,n?, 300 nt) + 20t kg +nt -1
= k
Widerspruch!

0

Es fehlt noch das wichtige Lemma 3.10, das zeigt, dass nur kanonische Layouts
von GG zu Kreuzungsanzahlen fiihren, die kleiner als % sind. Dazu zuerst eine Er-
weiterung des Lemma 3.6, in dem die Funktionen g; beschrieben sind.

Lemma 3.9 Seien G und kg wie oben definiert und sei m eine Knotenordnung von
G. Dann gilt:

o Xr(E11UE;nUE») =g (37110 + 2n4) und
Xx(Fo1, E11) = g3(2n*,n),

o xx(Eo1, E12) > ga(n,n*,n,3n1%) 4 3n'Y, falls m nicht kanonisch ist, und

o Xx(FEo1, Ex) > go(2n*,n) + 2n* - k, + n* — 1, falls Vy nicht fortlaufend
angeordnet ist.

Beweis

Die erste Behauptung ist eine Wiederholung des Lemma 3.6. Die beiden anderen
Behauptungen ergeben sich schnell, wenn man die optimale (d.h. kanonische) An-
ordnung betrachtet und darin einen Knoten so verschiebt, dass die neue Ordnung
nicht mehr kanonisch ist. Die vollstindigen Beweise werden in [11] ausgefiihrt. [

Lemma 3.10 Seien G und k wie oben definiert und sei  eine Knotenordnung von
G. Gilt fiir die Kreuzungsanzahl x (G) < k, dann ist w kanonisch.

Beweis
Annahme: V5 wird durch 7 nicht fortlaufend angeordnet.
Nach Lemma 3.9 gilt dann:

X(G) = Xa(E11U E12 U Eog) + X (Eot, E11) + Xx(Eo1, E12) + Xx(Eo1, E22)
> 913t + 2nt) + g3(2nt, n) + ga(n, n?, 3010, nt)
+ g2(2n*,n) +2n* -k, +nt -1
= k
Widerspruch!
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Annahme: V5 ist fortlaufend angeordnet, trotzdem ist 7 nicht kanonisch.
Mit Lemma 3.9 gilt: x.(Eo1, F12) > ga(n,n* n,3n'%) + 3n'° AuBerdem ist
3n10 > go(2n*, n) +2n* - k, +n* — 1. Damit gilt:

X(G) = Xa(E11U E12 U Eo) + X (Eot, E11) + Xx(Eo1, E12)
> 913! + 2nt) + g3(2nt, n) + ga(n, n?, 3010, nt)
-+ g2(2n4,n) +2nt k,+nt—1
= k
Widerspruch!

Satz 3.11 CCRP ist N'P-vollstiindig.

Beweis

CCRP gehort zur Klasse N'P. Die beschriebene Transformation einer Instanz des
modifizierten OLAP nach CCRP ist in polynominaler Zeit durchfiihrbar. Das Lem-
ma 3.8 zeigt schlieBlich, dass eine Losung fiir eine Instanz des einen Problems di-
rekt zu einer Losung fiir die entsprechende Instanz des anderen Problems fiihrt. [
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Kapitel 4

Algorithmen zum
Kreuzungszahlen

Da die Kreuzungsminimierung in Kreislayouts A/P-vollstindig ist, existieren wahr-
scheinlich keine effizienten Algorithmen zur Losung des Problems. Deshalb ist
es interessant, Heuristiken zu entwickeln, die Layouts mit relativ wenigen Kreu-
zungen erzeugen. Um die Ergebnisse solcher Heuristiken vergleichen zu konnen,
miissen die in einem Layout vorhandenen Kreuzungen gezéhlt werden.

Nach einigen Definitionen wird ein von Janet Six und Ioannis Tollis [12] entworfe-
ner Algorithmus besprochen, der die Kreuzungen, d.h. die Liste der sich kreuzen-
den Kantenpaare, eines Kreislayouts in O(x(G)) berechnet. Diesen werden wir so
modifizieren, dass er in weniger Zeit nur die Anzahl der Kreuzungen berechnet.

Danach betrachten wir einen Algorithmus, der die von einem Knoten erzeugten
Kreuzungen berechnet, d.h. die Kreuzungen, an denen Kanten aus E'(v) beteiligt
sind. Dieser Algorithmus wird von manchen der Heuristiken der Kapitel 5 und 6
beniitzt. Er ist auBerdem niitzlich, um Knoten, die das Layout sehr stark verschlech-
tern, zu identifizieren.

Da sich die Kreuzungszéhlung immer auf eine feste Knotenordnung bezieht, wer-
den in diesem Kapitel die Knoten mit ihrer Position identifiziert.

4.1 Grundlagen

Durch die Knotenordnung erhilt jede Kante eine Richtung vom kleineren zum gro-
Beren Endknoten. Der Endknoten einer Kante e an der kleineren Position heift
Startknoten s(e), der andere Zielknoten t(e).

Zu einer Position 7 sind die offenen Kanten diejenigen mit Startknoten kleiner als ¢
und Zielknoten groBer als ¢. Ist ein Algorithmus an Position ¢ angelangt, hat er von
den offenen Kanten bereits die Startknoten besucht, aber noch nicht die Zielknoten,

33
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Abbildung 4.1: Offene (schwarz) und geschlossene Kanten (grau) von e und f.

ihr Ende ist also noch offen. Eine Kante e ist genau dann offen beziiglich Position
i, wenn gilt: s(e) < i < t(e).

Die geschlossenen Kanten beziiglich Position ¢ sind diejenigen mit (Start- und)
Zielknoten kleiner als . Diese sind vom Algorithmus bereits endgiiltig bearbeitet.
Kanten, die bis zu Position ¢ noch nicht gefunden wurden, also mit Startknoten
groBer als ¢, sind fiir die Beschreibung nicht wichtig und bekommen keine Be-
zeichnung.

Damit lasst sich die Menge der Kanten, die von einer ausgezeichneten Kante e
gekreuzt werden, in zwei Teile teilen, die Menge der beziiglich des Zielknotens ¢ (e)
offenen Kanten O(e) und die Menge der geschlossenen Kanten C(e). O(e) enthilt
die Kanten e, die e kreuzen und nach t(e) enden. Dies sind genau die Kanten mit
s(e) < s(e) < t(e) < t(e). Die Menge C/(e) enthilt die Kanten e, die e kreuzen
und bereits vor ¢(e) enden. Fiir diese Kanten gilt s(€) < s(e) < t(€) < t(e) (siehe
auch Abb. 4.1).

4.2 Kreuzungen eines Graphen

4.2.1 Kanonischer Algorithmus

Der einfachste Algorithmus, um die Anzahl der Kantenkreuzungen zu zihlen, te-
stet fiir jedes mogliche Kantenpaar, ob sie sich schneiden. Dieser Test ist in kon-
stanter Zeit moglich, wie wir in Kapitel 3.1 gesehen haben. Damit liegt die Laufzeit
dieses Algorithmus in O(m?).

4.2.2 Die Kreuzungen berechnen

Der kanonische Algorithmus ist besonders bei wenigen existierenden Kreuzun-
gen sehr ineffizient, da dann viele Kantenpaare iiberpriift werden, die sich nicht
kreuzen. Der folgende Algorithmus betrachtet die Kanten in der Reihenfolge der
Knotenordnung und erreicht dadurch eine Laufzeit, die im wesentlichen durch die
Kreuzungsanzahl bestimmt wird. Er berechnet eigentlich die Liste der sich kreu-
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zenden Kanten, also wirklich die Kreuzungen, und nicht nur ihre Anzahl. Da ihn
Janet Six und lIoannis Tollis in [12] aber nur zum Kreuzungszihlen verwenden,
wird er in ihrer Version beschrieben und die fiir die Kreuzungsliste notige Ande-
rung am Ende beschrieben.

Vorgehensweise

Die Idee ist, reihum, beginnend bei 0, alle Knotenpositionen zu besuchen. An je-
der Position wird fiir jede dort endende Kante e die Anzahl der Kreuzungen von e
mit ihren offenen Kanten O(e) berechnet. Die Kreuzungen mit den geschlossenen
Kanten C'(e) wurden bei diesem Vorgehen bereits frither gezihlt, da e fiir alle diese
Kanten eine offene Kante ist und ihre Zielknoten natiirlich bereits vor der aktuel-
len Position besucht wurden. Jede Kreuzung wird also genau einmal gezéhlt, am
kleineren Zielknoten der beteiligten Kanten.

Um die offenen Kanten einfach und effizient zu bestimmen, wird eine Kantenliste
openEdges gefiihrt. An jeder Position ¢ werden zu dieser Liste die Kanten mit Start-
knoten ¢ hinzugefiigt und die Kanten mit Zielknoten ¢ geloscht. Dadurch sind die
Kanten in openEdges zu jedem Zeitpunkt monoton wachsend nach den Positionen
ihrer Startknoten sortiert. Zu einer Kante e, die in ¢ endet und deren Kreuzungen
berechnet werden sollen, sind die offenen Kanten genau die Kanten in openEdges,
deren Startknoten grofer als s(e) ist und die nicht in ¢(e) starten oder enden. Die-
se stehen durch die Sortierung nach den Startknoten am Ende der Liste und sind
einfach zu zéhlen.

Um das Entfernen und Hinzufiigen von Kanten zur Liste openEdges zu vereinfa-
chen, wird die Adjazenzliste jedes Knotens in die Listen startNode[i] und target-
Nodel[i] geteilt. startNode[i] enthilt die Kanten, fiir die ¢ Startknoten ist, fargetNo-
de[i] die Kanten, fiir die ¢ Zielknoten ist.

Das beschriebene Vorgehen wird durch den Algorithmus Al/Crossings implemen-
tiert.

Korrektheit

Der Algorithmus ist korrekt, er setzt die beschriebene Idee direkt um. Durch die
Schleife 5 bis 11 werden alle Positionen besucht. Da zuerst alle Kanten, die an
der aktuellen Position enden, aus openEdges geloscht werden, und erst nach dem
Kreuzungszihlen die neuen Kanten hinzugefiigt werden, ist die berechnete Anzahl
in Zeile 9 korrekt.
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Algorithm 4: AllCrossings

Eingabe: Ein Graph G mit Kreislayout 7.
Ausgabe: Die Anzahl der Kreuzungen.

1. list of edge openEdges « ()
2. array of (list of edge) startNode «— Kanten nach den Startknoten
gruppiert
3. array of (list of edge) targetNode <« Kanten nach den Zielknoten
gruppiert
4. int numCross «— 0

for i< 0,...,n—1)do
forall (e in targetNode[i]) do
Losche e aus openEdges
forall (e in targetNodeli]) do
numCross «— numCross + Anzahl der Kanten in openEdges,
die nach s(e) starten
10. forall (e in startNode[i]) do
11. Fiige e zu openEdges hinzu
12. return numCross

A e Y

Laufzeit

Die Adjazenzlisten in den Zeilen 2 und 3 lassen sich mit einer Schleife iiber alle
Kanten in O(m) erstellen. Das Einfiigen und Entfernen von Listenelementen kann
in konstanter Zeit ausgefiihrt werden. Jede Kante wird genau einmal in openEdges
eingefiigt und wieder entfernt, im Lauf des Algorithmus verursachen die Zeilen 7
und 11 also eine Laufzeit in O(m).

Bleibt noch die Laufzeit fiir die Berechnung der Kreuzungen. Die Kanten in ope-
nEdges wurden beim Besuch ihres Startknoten eingefiigt und sind dadurch mo-
noton wachsend nach den Positionen ihrer Startknoten sortiert. Durchwandert man
openEdges zu jeder untersuchten Kante e von hinten, bis zum ersten Mal eine Kan-
te einen Startknoten kleiner oder gleich s(e) besitzt, hat man dabei bis auf die letz-
te Kante nur offene Kanten besucht. Uber den ganzen Algorithmus betrachtet liegt
die Laufzeit dafiir in O(m + x(G)), da auBer den m Abbruchkanten nur Kanten
besucht wurden, die sich kreuzen. Im (ungewohnlichen) Fall m < n miissen die
n Schleifendurchlaufe beriicksichtigt werden, die Gesamtlaufzeit des Algorithmus
betrigt also O(n +m + x(G)).
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Kreuzungsliste berechnen

Bei der Berechnung der Kreuzungsanzahl in Zeile 9 wird explizit jede von der
aktuellen Kante e geschnittene Kante in openEdges besucht. Also kann hier, statt
nur die Anzahl der Kreuzungen zu berechnen, auch die Liste der Kreuzungen von
e und den entsprechenden Kanten aus openEdges erstellt werden. Die Variable
numCross muss entsprechend in eine Liste von Kantenpaaren geindert werden.
Die Laufzeit des Algorithmus verédndert sich dadurch nicht.

4.2.3 Die Kreuzungen zihlen

Der Algorithmus AllCrossings berechnet die Liste der Kreuzungen sehr effizient,
in linearer Laufzeit im Verhéltnis zur Ausgabe. Ist man aber nur an der Anzahl
der Kreuzungen interessiert, liefert der Algorithmus zu viele Informationen und
benotigt mehr Laufzeit als notig.

In einem typischen Graph wird fiir das wiederholte Durchlaufen der Liste der of-
fenen Kanten in den Zeilen 8 und 9 am meisten Zeit benétigt. Diese beiden Zeilen
sind damit die ersten Kandidaten fiir eine Optimierung. Tatsdchlich lésst sich jede
der beiden Zeilen so modifizieren, dass sich die Laufzeit deutlich verringert.

Modifikation 1

Die erste Modifikation eliminiert die Schleife iiber alle Kanten aus targetNode[i]
in Zeile 8. Fiir je zwei dieser Kanten werden teilweise die gleichen Elemente in
openEdges besucht und gezihlt, und zwar genau bis zum grofleren Startknoten der
beiden Kanten. Es liegt also nahe, bei der Berechnung der Kreuzungen nicht fiir
jede Kante wieder neu am Ende von openEdges zu beginnen, sondern die bereits
berechneten Ergebnisse zu benutzen und nur die weiteren Kanten hinzu zu zihlen.
Betrachtet man die Kanten aus fargetNode[i] absteigend nach ihren Startknoten
sortiert, sind so schrittweise alle notigen Kreuzungsanzahlen mit einem Durchlauf
durch openEdges zu berechnen.

Bei diesem Vorgehen werden fiir die gesamte Berechnung genau die Kanten aus
openEdges betrachtet, die der Algorithmus AllCrossings nur fiir die Kante aus rar-
getNode[i] mit kleinstem Startknoten betrachtet. Die Laufzeit fiir die Bearbeitung
der anderen Kanten aus targetNode[i] wird also eingespart. Diese Uberlegung zeigt
erstens, dass die Modifikation die Laufzeit des Algorithmus auf keinen Fall ver-
schlechtert, und zweitens, dass die Verbesserung um so grofer ist, je mehr offene
Kanten gleichzeitig vorhanden sind und je mehr Kanten am gleichen Knoten en-
den.

Die asymptotische Laufzeit verbessert sich noch nicht entscheidend. Fiir jede der n
Knotenpositionen wird die Liste der offenen Kanten hochstens einmal durchlaufen.
Im worst-case enthilt sie fast alle Kanten. Die Listen fargetNode lassen sich mit
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Bucket Sort in O(m) sortieren. Die Laufzeit der anderen Teile des Algorithmus
dndert sich nicht, die Gesamtlaufzeit liegt also in O(nm). Gleichzeitig gilt die
frithere Abschitzung O(n + m + x(G)) weiter. Nur wenn im Layout mehr als nm
Kreuzungen existieren, verbessert sich die Laufzeit, sonst bleibt sie gleich.

Modifikation 2

Eine bessere Laufzeit wird aufgrund der Durchldufe durch die Liste openEdges
verhindert, die zweite Modifikation verkiirzt deshalb diese Liste. In openEdges
sind die Kanten, wie bereits erwihnt, nach ihren Startknoten sortiert, insbesonde-
re liegen Kanten mit gleichem Startknoten immer beieinander. Beim Abzéhlen in
Zeile 9 des Algorithmus werden immer entweder alle oder keine der Kanten eines
Startknotens gezahlt. Es liegt also nahe, alle Kanten eines Startknotens zusammen-
zufassen und nur noch ihre Anzahl in openEdges zu speichern. Fiir jede Position
existiert so hochstens ein Element in openEdges. Da die Liste so nicht linger als n
werden kann, verbessert sich die Laufzeit zu O(n?).

Damit openEdges keine unndtigen Eintrige enthilt, werden Listenelemente, deren
Anzahl auf Null fillt, aus der Liste entfernt. Fiir Positionen, die keine startenden
Kanten besitzen, werden keine Elemente in die Liste eingefiigt. Dadurch enthilt
openEdges nie mehr Elemente als im urspriinglichen Algorithmus zur gleichen
Zeit, da jedes Element fiir mindestens eine offene Kante steht. Die Laufzeit liegt
also immer noch in O(n + m + x(QG)).

Vorgehensweise

Der Algorithmus CountAllCrossings realisiert die beiden Modifikationen und ent-
hilt noch einige kleinere Anderungen. Die Zeilennummern in der Beschreibung
verweisen auf die entsprechenden Zeilen des urspriinglichen Algorithmus.

startNode bzw. targetNode enthilt statt der inzidenten Kanten ihren Ziel- bzw.
Startknoten. Der andere Endknoten ist bereits durch den Array-Index gegeben. Die
Listen openEdges und targetNode[i] werden entgegen der Beschreibung abstei-
gend sortiert, um sie (intuitiver) von vorne nach hinten durchlaufen zu kdnnen.

Die Schleife iiber alle Knotenpositionen reicht wieder von Zeile 5 bis 11. In den
Zeilen 6 und 7a bis 7c werden fiir die Kanten in targetNode[i] die Eintrdge in
openEdges verringert und notigenfalls ganz entfernt. Dies ist mit geeigneten Da-
tenstrukturen in konstanter Zeit moglich. Am Ende der Schleife in den Zeilen 10
und 11 wird die Anzahl der neuen offenen Kanten in openEdges eingefiigt. Diese
beiden Operationen werden vor bzw. nach dem Kreuzungszédhlen ausgefiihrt, damit
die zur aktuellen Position inzidenten Kanten beim Zéhlen nicht extra beriicksichtigt
werden miissen.

In den Zeilen 8a bis 9d werden die Kreuzungen gezihlt. Zuerst wird die Liste tar-
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getNode[i] absteigend sortiert. Listiter in Zeile 8c ist ein Listenelement wie in LE-
DA [18] oder ein Iterator fiir die Liste openEdges. Mit ihm ist es moglich, direkt
auf den Inhalt eines Listenelements zuzugreifen (Zeilen 9a, 9b) und schrittweise
durch die Liste zu navigieren. In der while-Schleife werden die Elemente von ope-
nEdges in der Variablen localNumCross summiert. Die forall-Schleife unterbricht
dies an jeder Startposition aus targetNode[i], um das aktuelle Zwischenergebnis
zur Gesamtkreuzungsanzahl zu addieren.

Algorithm 5: CountAllCrossings

Eingabe: Ein Graph G mit Kreislayout 7.
Ausgabe: Die Anzahl der Kreuzungen.

1. list of int openEdges « ()

2. array of (list of edge) startNode « Startknoten der Kanten

3. array of (list of edge) targetNode < Zielknoten der Kanten

4. int numCross <+ 0

5. for(:+—0,...,n—1)do

6. forall (spos in targetNode[i]) do

7a. Dekrementiere openEdges[spos]

7b. if (openEdges[spos] = 0) then

7c. Losche das Listenelement der Position spos aus openEdges

8a. Sortiere targetNode[i] absteigend.
8b. int localNumCross < 0

8c. listiter it < openEdges.first()

&d. forall (spos in targetNode[i]) do

9a. while ((it <= openEdges.last()) and (spos < openEdges[it])) do
9b. localNumCross «— localNumCross + openEdges][it]

9c. it «— openEdges.next(it)

9d. numCross «— numCross + localNumCross

10. if (startNode[i] ist nicht leer) then
11. Fiige startNode[i].length() vorne zu openEdges hinzu
12. return numCross

4.2.4 Laufzeitvergleich

Die asymptotische Laufzeit des Algorithmus CountAllCrossings ist hochstens so
grof} wie die Laufzeit des Algorithmus AllCrossings, da fiir beide die gleiche Ab-
schitzung O(n + m + x(G)) gilt. Fiir viele Layouts, besonders zu relativ dichten
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Graphen, ist O(n?) die deutlich schérfere Schranke, im Fall eines vollstindigen

Graphen betriigt der Unterschied zwei GroBenordnungen, n? zu n?.

Da uns besonders die reale Anwendung der Kreuzungsreduzierung interessiert, be-
trachten wir noch die tatsichliche Laufzeit der Algorithmen. Diese wird durch
die Modifikation auf jeden Fall nicht erhoht, da die Komplexitit der Implemen-
tierungen vergleichbar ist. Die Operationen auf der Liste openEdges benotigen fast
gleichviel Zeit. Das Sortieren der Listen fargetNode[i] wird durch das schnellere
Einfiigen der neuen Elemente in den Zeilen 10 und 11 kompensiert.

Ein signifikanter Zeitgewinn wird beim Z#hlen der Kreuzungen erreicht. Dies gilt
nicht nur fiir Layouts mit vielen Kreuzungen, fiir die das aufgrund der asymptoti-
schen Laufzeiten zu erwarten ist. Auch bei Layouts mit nur wenigen Kreuzungen
liefert der modifizierte Algorithmus das Ergebnis deutlich schneller.

4.3 Kreuzungen eines Knotens

In diesem Abschnitt wird der Algorithmus CountSingleNodeCrossings vorgestellt,
der die Anzahl der Kreuzungen, die von einem einzigen Knoten verursacht werden,
berechnet. Er funktioniert dhnlich wie die vorherigen Algorithmen, hat aber eine
geringere Laufzeit.

4.3.1 Vorgehensweise

Ausgehend von v werden alle Knotenpositionen besucht und eine Liste der offenen
Kanten gefiihrt. Immer wenn ein Zielknoten einer Kante e € E(v) erreicht wird,
kreuzt e alle offenen Kanten, also wird die aktuelle Linge der Liste openEdges zur
bisherigen Kreuzungsanzahl addiert. Wenn alle Nachbarn von v besucht wurden,
ist der Algorithmus beendet. Die Liste offener Kanten wird fiir dieses Vorgehen
nicht explizit benétigt, es geniigt, jeweils ihre Linge zu kennen.

4.3.2 Laufzeit

Die Laufzeit des Algorithmus ist in O(n + m). Zur Berechnung der neuen offenen
Kanten und der sich schliefenden Kanten in den Zeilen 6 und 11 werden schlimm-
stenfalls alle m Kanten betrachtet, aulerdem wird jede der n Positionen besucht.
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Algorithm 6: CountSingleNodeCrossings

Eingabe: Ein Graph G, ein Knoten v und ein Layout 7.
Ausgabe: Die Anzahl der Kreuzungen von v.
O.E. Sei v an Position 0.

el

® Nk

9.

10.
11.
12.

list of int targetNodes < Nachbarknoten von v
int openEdges <+ 0
int numCross « 0

Sortiere rargetNodes aufsteigend
for(¢G—1,....,n—1)do
openEdges < openEdges - Anzahl der in ¢ endenden Kanten
if (erstes Element von fargetNodes ist i) then
numCross «— numCross + openEdges
Losche das erste Element von targetNodes
if (targetNodes ist leer) then return numCross
openEdges < openEdges + Anzahl der in ¢ startenden Kanten
return numCross
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Kapitel 5

Bekannte Heuristiken zur
Kreuzungsreduzierung

In diesem Kapitel betrachten wir verschiedene aus der Literatur bekannte Heuristi-
ken zur Kreuzungsreduzierung. Im ersten Teil wird ein Algorithmus von E. Miki-
nen [1] zur Reduzierung der Kantenlidnge eines Layout besprochen, der auch die
Kreuzungsanzahl verringert. Das zweite Verfahren wird im Graph Layout Tool-
kit von Tom Sawyer Software [16] zur Darstellung von Kreislayouts verwendet.
SchlieBlich betrachten wir noch einen relativ neuen zweistufigen Algorithmus von
J. Six und L. Tollis [12].

5.1 Algorithmus von E. Mikinen

In Abschnitt 2.2.2 wurde die Summe der Kantenlidngen als Optimierungskriterium
fiir Layouts besprochen. Ein entsprechendes Layout enthilt tendenziell kurze Kan-
ten und, da eine kurze Kante nur wenige andere Kanten kreuzen kann, insgesamt
wenig Kreuzungen. Eine Heuristik zur Reduzierung der Kantenldnge wird also be-
nachbarte Knoten moglichst nahe beieinander platzieren und so auch die Anzahl
der Kreuzungen verringern.

Erkki Mékinen [1] hat eine solche Heuristik vorgestellt. Diese fiigt nacheinander
die Knoten in der Reihenfolge der Knotengrade zum Layout hinzu. Dabei sind in
jedem Schritt die bereits bearbeiteten Knoten fortlaufend angeordnet und der neue
Knoten wird an einem der beiden Enden des Teillayouts angefiigt. Die bearbeiteten
Knoten liegen also auf einem stetig wachsenden Kreisbogen.

43
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A B C B C
B
C A
A E
D
F
F G G
. . D
(a) Beispielgraph (b) Layout nach (c) Endlayout
Schritt 1

Abbildung 5.1: Beispiel fiir den Algorithmus von Mékinen.

5.1.1 Vorgehensweise

Zuerst werden die beiden Knoten mit groitem Grad oben ins Layout eingefiigt,
einer auf der linken Seite, der andere auf der rechten. Als néichstes werden die
Knoten betrachtet, die zu beiden Startknoten adjazent sind. Diese werden abwech-
selnd links und rechts eingefiigt, zuerst diejenigen mit grofitem Grad.

Betrachten wir dazu als Beispiel den Graphen aus Abb. 5.1(a). Zuerst werden die
Knoten B und C ausgewihlt und an den obersten Positionen platziert. Die einzigen
zu beiden adjazenten Knoten sind A und E. E wird zuerst platziert, da er den gro-
Beren Grad hat, beispielsweise auf der rechten Seite. Danach erhilt A die Position
auf der linken Seite. Das ergibt das Teillayout in Abb. 5.1(b).

Nun werden die restlichen Knoten in der Reihenfolge ihrer Knotengrade betrach-
tet, die groften zuerst. Jeder Knoten wird auf der Seite des Layouts platziert, auf
der bereits mehr seiner Nachbarn liegen. Besitzt er auf beiden Seiten gleich vie-
le Nachbarn, wird er beliebig zugeordnet. Ist noch keinem seiner Nachbarn eine
Position zugeordnet, wird er ans Ende der Bearbeitungsliste verschoben. Da nur
zweifach zusammenhingende Graphen bearbeitet werden, kann jeder zuriickge-
stellte Knoten irgendwann platziert werden.

Um zu entscheiden, auf welcher Seite ein Knoten platziert werden soll, kann eine
linke bzw. rechte Adjazenzliste benutzt werden, in der zu den Knoten, die mit der
linken bzw. rechten Seite verbunden sind, die entsprechende Vielfachheit gespei-
chert wird.

In obigem Beispiel enthilt die linke Adjazenzliste nach dem ersten Schritt die bei-
den Knoten D und F' mit Vielfachheit 1, die rechte nur G mit Vielfachheit 1. Wird
nun als nichstes der Knoten F' betrachtet, wird er der linken Seite zugeordnet. G
muss rechts eingefiigt werden, und fiir D bleibt dann nur noch eine Position iibrig.
Am Ende erhélt man das Layout in Abb. 5.1(c).
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5.1.2 Laufzeit

Die Laufzeit des Algorithmus ist in O(m). Die Sortierung der Knotenliste nach
dem Knotengrad ist mit Bucket Sort in O(n) moglich. Wird ein Knoten v einer
Seite des Layouts hinzugefiigt, muss die entsprechende Adjazenzliste aktualisiert
werden. Dies ist in O(d(v)) moglich. Wegen >, d(v) = 2m liegt die Gesamt-
laufzeit in O(m).

veV

5.1.3 Qualitit und Kritik

Die optimale Kantenlidnge des Beispielgraphen betrdgt 16. Das vom Algorithmus
gefundene Layout liegt mit einer Linge von 18 nahe am Optimum. Mit einer an-
deren Knotenreihenfolge im zweiten Schritt, G-F'-D, hitte sich sogar eine Linge
von 17 ergeben. Mit einem verfeinerten Auswahlkriterium, das nicht nur den Kno-
tengrad betrachtet, ist also vielleicht eine Verbesserung der Heuristik méglich.

Im Beispielgraph sieht man sofort eine Verbesserungsmoglichkeit. Dazu miissen
die Knoten vom Grad zwei zwischen ihren Nachbarn platziert werden. Damit erhilt
man sogar die optimale Losung. Dieses Vorgehen steht aber im Widerspruch zur
Bearbeitungsreihenfolge, nach der diese Knoten immer ganz am Ende ins Layout
eingefiigt werden.

Betrachtet man die Kreuzungsanzahl, liefert der Algorithmus fiir den Beispielgra-
phen kein gutes Ergebnis. Das Problem sind auch hier die Knoten vom Grad zwei.
Bei der Kreuzungsreduzierung sind sie besonders wichtig. Sind sie schlecht plat-
ziert, entdeckt ein Betrachter sehr schnell bessere Positionen und erhilt so den —
subjektiven — Eindruck eines schlechten Layouts.

Es ist nicht zu erwarten, dass durch die Bearbeitung der Knoten in der Reihenfolge
der Knotengrade ein gutes Layout erzeugt wird. Benachbarte Knoten sollten nahe
beieinander platziert werden. Dies wird durch diese Reihenfolge nicht erreicht, da
zwischen Knotengrad und Adjazenzbeziehungen kein direkter Zusammenhang be-
steht. Diese Vermutung wird durch die Ergebnisse in Kapitel 7.2 gestiitzt. Durch
die Wahlmoglichkeit zwischen linker und rechter Seite fiir die Position eines Kno-
tens kann die schlechte Bearbeitungsreihenfolge nicht ausgeglichen werden. Nur
an einer Stelle im Algorithmus wird fiir die Wahl der Knoten die Adjazenzbezie-
hung betrachtet: nach den beiden Startknoten werden als néchstes ihre gemeinsa-
men Nachbarn betrachtet.

5.1.4 Zusammenfassung

Der Algorithmus fiigt die Knoten nacheinander an einem der beiden Enden des
bereits erstellten fortlaufend angeordneten Teillayouts an. Da die Knoten im we-
sentlichen in der Reihenfolge der Knotengrade betrachtet werden, erzeugt der Al-
gorithmus keine guten Layouts.
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Maikinen erwéhnt als Kriterium fiir die Wahl zwischen linker und rechter Seite
aufler der Anzahl der Kanten noch die Zunahme der Kantenldnge. Die Experimente
in 7.2 legen aber nahe, dass auch dies keine entscheidende Verbesserung bringt.

5.2 Kreislayouts mit dem Graph Layout Toolkit

Das Graph Layout Toolkit (GLT) ist eine Softwarebibliothek mit Layoutalgorith-
men fiir Graphen von Tom Sawyer Software [16]. Sie enthdlt Algorithmen fiir vier
verschiedene Arten von Layouts, darunter auch Kreislayouts. Wie diese erstellt
werden, ist in [16] nur skizzenhaft beschrieben. Deshalb, und da die im néchsten
Abschnitt besprochene Heuristik von J. Six und I. Tollis bessere Ergebnisse liefert,
wird im Folgenden nur das grundlegende Vorgehen erklrt.

Mit dem GLT konnen erweiterte Kreislayouts erstellt werden. Diese Layouts ge-
ben die Aufteilung des Graphen in Cluster wieder. Ein Cluster ist eine Menge von
Knoten. Normalerweise besitzen die Knoten eines Clusters eine gemeinsame Ei-
genschaft, sie liegen zum Beispiel in der gleichen (mehrfachen) Zusammenhangs-
komponente. In erweiterten Kreislayouts erhélt jeder Cluster ein eigenes (einfa-
ches) Kreislayout. Zusitzlich wird fiir den Cluster-Verbindungskanten-Graph ein
Kreislayout berechnet, das die Position der einzelnen Clusterlayouts bestimmt.

Zur Berechnung des Layouts fiihrt das GLT eine Kreuzungsreduzierung durch. Da-
bei werden die Kreuzungen innerhalb der Cluster verringert, ohne die Anzahl der
Kreuzungen zwischen den Clustern stark zu erhohen. Der Algorithmus unterschei-
det deshalb zwischen Our-Knoten, die Kanten zu anderen Clustern besitzen, und
In-Knoten, die nur mit Knoten des gleichen Clusters verbunden sind. Die Layouts
jedes Clusters werden einzeln berechnet und die /n- und Ouz-Knoten dabei unter-
schiedlich behandelt.

Um ein einfaches Kreislayout zu erhalten, nehmen wir an, dass alle Knoten zum
gleichen Cluster gehdren. Die Unterscheidung zwischen In- und Out-Knoten wird
damit {iberfliissig und die Beschreibung des Algorithmus einfacher.

Zuerst wird ein initiales Layout ermittelt. Dieses basiert auf einem Tiefensuchbaum
maximaler Hohe, der einen lingsten Weg im Graphen, und damit eine Knotenord-
nung, induziert.

Im zweiten Schritt wird das Startlayout verbessert, indem adjazente Knoten ver-
tauscht werden, wenn sich dadurch die Kreuzungsanzahl verringert. Die Verdnde-
rung der Kreuzungsanzahl kann aus der Anzahl der von den beiden Knoten im
alten und neuen Layout verursachten Kreuzungen berechnet werden, also durch
viermaliges Anwenden des Algorithmus CountSingleNodeCrossings. Das Vertau-
schen von Knoten wird solange wiederholt, wie noch eine Verbesserung erreicht
wird.

Die Laufzeit fiir das Vertauschen zweier adjazenter Knoten liegt in ©(m), der
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Laufzeit von CountSingleNodeCrossings. Wenn der Algorithmus endet, wurden
alle adjazenten Knotenpaare iiberpriift, die Laufzeit liegt also in o(m?).

Da sich das Layout durch jede Vertauschung édndert, ist es moglich, dass das glei-
che Knotenpaar mehrmals vertauscht wird. AuBerdem ist nicht klar, um wie viel
sich das Layout jeweils verbessert. Deshalb ist es schwierig, die Laufzeit genauer
anzugeben.

5.3 Circular von J. Six und I. Tollis

Das folgende Verfahren wurde 1999 von Janet Six und Ioannis Tollis vorgestellt [12].
Es besteht aus zwei grundlegend verschiedenen Heuristiken, die nacheinander aus-
gefiihrt werden.

Die erste Phase ist inspiriert vom Algorithmus zum Test auf Aulenplanaritit MAP-
Test. Sie liefert in kurzer Zeit bereits gute Ergebnisse, insbesondere ein kreuzungs-
freies Layout, wenn der Graph ein solches Layout besitzt. Aufgrund dieser Eigen-
schaften sind die Layouts dieses Algorithmus gut als Ausgangspunkt fiir weitere
Verbesserungsverfahren geeignet.

In der zweiten Phase wird das Layout aus Phase 1 schrittweise verbessert. Jeder
Knoten wird neben jeden seiner Nachbarn geschoben und die daraus resultierende
Kreuzungsanzahl berechnet. Wenn an einer dieser Positionen ein besseres Layout
erzielt wird, erhélt der Knoten diese Position. Nach einigen wenigen Durchldufen
(ungefdhr zehn) verringert sich die Kreuzungsanzahl nicht weiter. Damit ist das
Endlayout erreicht.

5.3.1 Phasel
Definitionen

Zuerst einige Bezeichnungen. Eine Kante {v, w} heiit Dreieckskante, wenn die
Knoten v und w mindestens einen gemeinsamen Nachbarn « haben. Damit existie-
ren die Kanten {v,u} und {w, u} und bilden zusammen mit {v,w} ein Dreieck.
Wir sagen auch, die Dreieckskante {v, w} gehort zum Knoten u. Eine Triangulie-
rungskante ist eine Dreieckskante, die neu in den Graphen eingefiigt wird.

Idee

Der Algorithmus iibertrigt den Algorithmus MAP-Test auf beliebige Graphen. Ist
ein Graph auflenplanar (und zweifach zusammenhingend), dann liduft der Algo-
rithmus analog zu MAP-Test und liefert ein kreuzungsfreies Layout. Fiir nicht-
auBlenplanare Graphen gibt es einige Erweiterungen.
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Abbildung 5.2: Ein Knoten mit vier Nachbarn und drei inzidenten Facetten.

In MAP-Test wird immer ein Knoten mit Grad zwei betrachtet. Dieser wird aus dem
Graphen geloscht, so dass die dreieckige Facette, die er mit seinen beiden Nach-
barn bildete, verschwindet. Diese wird dann durch die (Dreiecks-) Kante zwischen
den beiden Nachbarn représentiert. Loscht man alle im Laufe des Algorithmus
gefundenen Dreieckskanten aus dem urspriinglichen Graphen, erhélt man einen
einfachen Kreis, der ein kreuzungsfreies Layout induziert.

In beliebigen Graphen gibt es meistens keinen Knoten mit Grad zwei. Der Algo-
rithmus wihlt stattdessen einen Knoten mit kleinstem Grad. Seine Dreieckskanten
werden in einer Liste gespeichert, um sie, analog zu MAP-Test, am Ende zu 16-
schen. Wenn der Graph nicht auBenplanar war, erhilt man dadurch keinen einfa-
chen Weg, der direkt ein Layout induziert. Stattdessen wihlt man einen beliebigen
langsten Weg, der eine Knotenordnung fiir die Wegknoten ergibt und platziert Kno-
ten, die nicht auf dem Weg liegen, nachtréglich darin.

Die Anzahl und Lage der Dreieckskanten eines Knotens ist wichtig fiir den Ab-
lauf des Algorithmus, da geloschte Knoten durch ihre Dreieckskanten reprisentiert
werden. In einem maximalen auBenplanaren Graphen ist jeder Knoten mit Grad d
inzident zu (d — 1) inneren Facetten und besitzt damit genau (d — 1) Dreieckskan-
ten (sieche Abb. 5.2). Da der Algorithmus diesen Fall moglichst gut auf beliebige
Graphen iibertragen will, fligt er zusitzliche Dreieckskanten, die Triangulierungs-
kanten, in den Graphen ein, wenn ein Knoten weniger als (d — 1) Dreieckskanten
besitzt.

Vorgehensweise

Als erster Schritt erstellt der Algorithmus eine Liste der zu entfernenden Dreiecks-
kanten. Dazu werden nacheinander alle Knoten betrachtet und aus dem Graphen
entfernt. Der aktuelle Knoten wird nach den folgenden Kriterien ausgewaihlt:

e Es wird immer ein Knoten mit kleinstem Grad betrachtet.

e Gibt es mehrere Knoten mit kleinstem Grad, wird zuerst ein zum zuletzt
betrachteten Knoten adjazenter Knoten gewihlt, sonst ein Knoten, der zu
einem schon frither betrachteten (und nun geldschten) Knoten adjazent war.
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~

Abbildung 5.3: Verschiedene Fille fiir das Einfiigen von Triangulierungskanten
(grau).

Existieren keine solchen Knoten, wird ein beliebiger Knoten mit kleinstem
Grad gewihlt.

Fiir jeden aktuellen Knoten v werden die zugehorigen Dreieckskanten zur Liste der
zu entfernenden Kanten hinzugefiigt. Gibt es zu wenige Dreieckskanten, d.h. weni-
ger als d(v) — 1, werden solange Triangulierungskanten erzeugt, bis die bendtigte
Anzahl erreicht ist. Diese werden zuerst zwischen Knoten eingefiigt, die zu kei-
ner Dreieckskante inzident sind, danach zwischen Knoten von kleinem Grad (bzgl.
der Dreieckskanten). Die Kanten sind damit moglichst gleichmifBig verteilt (siehe
Abb. 5.3). Schlieilich wird v aus dem Graphen entfernt und der nédchste Knoten
betrachtet.

Im zweiten Schritt wird wieder der urspriingliche Graph betrachtet. Aus ihm wer-
den nun alle im ersten Schritt gefundenen Dreieckskanten geldscht. Die Triangulie-
rungskanten spielen hier keine Rolle mehr. Sie beeinflussen den Algorithmus nur
im ersten Schritt, indem sie die Bearbeitungsreihenfolge der Knoten mitbestimmen
und neue Adjazenzen herstellen.

Danach wird mittels Tiefensuche ein lingster Weg im Restgraphen bestimmt. Die-
ser gibt das Teillayout der Wegknoten vor. Knoten, die nicht auf dem Weg liegen,
werden bei ihren Nachbarn platziert. Existiert eine Position, so dass ein Knoten
direkt zwischen zwei seiner Nachbarn liegt, erhilt er diese, sonst eine beliebige
neben einem seiner Nachbarn.

Qualitéit der Ergebnisse

Das Einfiigen von Triangulierungskanten ist durch die Analogie zu au3enplanaren
Graphen motiviert. Trotzdem erscheint es sehr kompliziert. Es stellt sich die Frage,
ob andere Vorgehensweisen zu besseren Ergebnissen fithren oder durch ein einfa-
cheres Verfahren das gleiche Ergebnis erreicht werden kann. Deshalb habe ich die
folgenden drei Verdnderungen des Algorithmus getestet:

e es werden keine Triangulierungskanten in den Graph eingefiigt,
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Algorithm 7: Six und Tollis, Phase 1

Eingabe: Ein Graph G.
Ausgabe: Ein Kreislayout mit wenigen Kreuzungen.

1. list of edge removalList < ()

while (G.numberOfNodes() < 3) do
Sei v ein Knoten von kleinstem Grad, wie beschrieben gewihlt
Fiige alle Dreieckskanten von v zu removalList hinzu
Solange es weniger als (d(v) — 1) Dreieckskanten gibt
Fiige wie beschrieben eine Triangulierungskante zu G hinzu
Losche v aus G

Nk wn

o

Stelle den Originalzustand von G wieder her
Losche die Kanten in removalList aus G

he

10. Finde mit Tiefensuche einen lidngsten Weg in G und
platziere die Knoten entsprechend
11. Solange es noch einen unplatzierten Knoten v gibt
12. Platziere v entweder direkt zwischen zwei seiner Nachbarn
oder direkt neben einem seiner Nachbarn
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e in Anlehnung an einen maximalen planaren Graphen werden Triangulie-
rungskanten so eingefiigt, dass es einen Weg iiber alle adjazenten Knoten
gibt (siehe Abb. 5.2),

e alle Knoten, die zu keiner Dreieckskante inzident sind, erhalten eine Trian-
gulierungskante.

Alle vier Verfahren wurden auf die Familien von Zufallsgraphen aus Kapitel 7.1
angewendet. Diese enthalten jeweils mehrere hundert Graphen verschiedener Gro-
Ben zwischen 10 und 500 Knoten. Dabei zeigte sich, dass das Originalverfahren
am Hiufigsten die beste Losung liefert, unabhéngig von der betrachteten Graphen-
familie. Die dritte Modifikation ist praktisch gleich gut. Dies liegt daran, dass sie
nur in wenigen Fillen Kanten anders einfiigt als das Originalverfahren. Die beiden
anderen Verfahren sind deutlich schlechter. Dabei ist der Verzicht auf Triangulie-
rungskanten auer bei sehr diinnen Graphen die mit Abstand schlechteste Mog-
lichkeit.

Das Einfiigen der Triangulierungskanten ist also nicht nur durch die Analogie zu
MAP-Test gerechtfertigt, sondern auch durch die Qualitidt der produzierten Lay-
outs.

Laufzeit und Implementation

Die Schritte zwei und drei sind einfach zu implementieren. Das Loschen der Drei-
eckskanten aus dem urspriinglichen Graphen ist in Linearzeit O(n + m) moglich.
Ebenso schnell ldsst sich mit Tiefensuche ein ldngster Weg in G finden.

Fiir einen Nicht-Wegknoten miissen zuerst Positionen zwischen zwei seiner Nach-
barn gefunden werden. Dazu geniigt es, in seiner geordneten Adjazenzliste auf-
einander folgende Knoten zu iiberpriifen. Gibt es keine solche Position, kann eine
beliebige Stelle neben einem schon platzierten Nachbarn gewihlt werden. Betrach-
tet man die Knoten entlang von Wegen im Tiefensuchbaum, ausgehend von Kno-
ten auf dem gefundenen lingsten Weg, gibt es fiir jeden Knoten mindestens einen
schon platzierten Nachbarn. Insgesamt liegt die Laufzeit hierfiir in O(n + m).

Eine asymptotisch gute Laufzeitanalyse des ersten Schrittes ist schwierig, da sich
der Graph (genauer: einzelne Knotengrade) durch die Triangulierungskanten ver-
grofern kann. Insbesondere ist die oft hilfreiche Beziehung zwischen Kantenan-
zahl und Knotengraden 2m = ), d(v) nicht anwendbar. Sie gilt natiirlich fiir
jeden Zwischengraphen des Algorithmus, aber nicht, wenn iiber Knotengrade aus
verschiedenen Graphen summiert wird. Natiirlich gilt die offensichtliche Schranke
> vev d(v) < n?. Jeder Zwischengraph enthlt auBerdem weniger als m Kanten,
da mit dem aktuellen Knoten immer mehr Kanten geloscht werden als neu hinzu-
kommen.

Im ersten Schritt sind zwei Hauptaufgaben zu erledigen, das Auswéhlen eines Kno-
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tens mit kleinstem Grad und das Finden und Einfiigen von Dreieckskanten.

Um den Knoten mit kleinstem Grad entsprechend dem Auswahlkriterium zu be-
stimmen, verwenden wir eine Array von Knotenlisten. Die Liste im Feld ¢ speichert
dabei alle Knoten mit Grad ¢. Der aktuelle Knoten v wird vorne aus der nichtleeren
Liste mit kleinstem Index entnommen. Da v aus GG entfernt wird und Triangulie-
rungskanten eingefiigt werden konnen, dndern sich die Knotengrade der Nachbarn
von v. Diese werden aus der Datenstruktur entfernt und vorne in ihre neuen Listen
angefiigt. Dadurch ist gewdhrleistet, dass die Sortierung jeder Liste der gewiinsch-
ten Bedingung entspricht: zuerst enthélt sie die Nachbarn des aktuellen Knoten,
danach Knoten, die frither Nachbarn aktueller Knoten waren und schlieBlich Kno-
ten, die noch nie Nachbarn aktueller Knoten waren. Das Erstellen der Datenstruktur
istin O(n) moglich, die Anderungen jeweils in O(d(v)), insgesamt also in O(n?).

Um die Dreieckskanten des Knotens v zu bestimmen, miissen die Adjazenzlisten
der Nachbarknoten von v betrachtet werden. Dies ist in O(3_ ¢ n(,) d(w)) mog-
lich. Um eine Triangulierungskante einzufiigen, miissen die Nachbarknoten von v
aufsteigend nach ihrem Grad sortiert werden. Ein Endknoten der Kante wird der
erste Knoten der Liste, der andere der kleinste Knoten in der Liste, zu dem nicht
bereits eine Kante besteht. Eine solche Kante ldsst sich immer erstellen, da der
erste Knoten den kleinsten Grad hat und nicht zu allen anderen adjazent ist. Auf
diese Weise werden neue Kanten wie gewiinscht in den Graphen eingefiigt. Insge-
samt benétigt dieser Teil eine Laufzeit in O(nm), da jeder der Reduktionsgraphen
hochstens m Kanten besitzt.

Insgesamt betrigt die Laufzeit O(nm). In echten Anwendungen ist die Laufzeit
deutlich besser, als diese Abschitzung vermuten ldsst. Das Layout von Graphen
mit bis zu 200 Knoten und beliebig vielen Kanten kann auf modernen Rechnern
(ab ca. 1 GHz) in deutlich weniger als 0.1 Sekunden berechnet werden und damit
schnell genug fiir interaktive Anwendungen (siehe auch Kapitel 7).

Zusammenfassung

Der Algorithmus berechnet schnell ein Kreislayout mit wenig Kreuzungen. Dar-
iber hinaus besitzt er die schone Eigenschaft, dass er fiir (zweifach zusammenhin-
gende) Graphen, die ein kreuzungsfreies Kreislayout besitzen, d.h. fiir aulenpla-
nare Graphen, ein solches Layout liefert.

Konzeptionell ist der Algorithmus eine Weiterentwicklung des Tests auf Auflenpla-
naritit. Der Nutzen der Triangulierungskanten ist dabei nicht gleich zu erkennen.
Es zeigt sich aber, dass dieses Verfahren im Vergleich mit anderen ebenfalls plau-
siblen Moglichkeiten die besten Ergebnisse liefert.
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Abbildung 5.4: Ein aulenplanarer Graph, der durch Phase 2 kein kreuzungsfreies
Layout erhilt.

5.3.2 Phase?2

Um das Layout weiter zu verbessern, wird in der zweiten Phase des Algorithmus
jeder Knoten probeweise an Positionen neben seinen Nachbarn platziert (dhnlich
wie die Nicht-Wegknoten in Phase I). Fiir jede dieser Positionen wird die Kreu-
zungsanzahl berechnet und der Knoten an die Stelle gesetzt, an der er am wenigsten
Kreuzungen verursacht. Im Lauf des Algorithmus kénnen fiir bereits betrachtete
Knoten bessere Positionen entstehen. Deshalb wird das Verfahren mehrmals wie-
derholt.

Der Algorithmus hat die Eigenschaft, ein bestehendes Layout auf keinen Fall zu
verschlechtern. Dafiir ist er deutlich langsamer als Phase I und von der Anfangs-
reihenfolge der Knoten abhéngig. Ein weiterer wichtiger Nachteil ist, dass er fiir
einen auBenplanaren Graphen nicht immer ein kreuzungsfreies Layout liefert (sie-
he Abb. 5.4). Obwohl er auch einzeln mit einer zufilligen initialen Knotenordnung
verwendet werden kann, ist er also eher zur Optimierung eines bereits ermittelten
Startlayouts geeignet.

Da das Verschieben eines Knotens der wichtigste Schritt des Algorithmus ist, be-
trachten wir diesen Teil des Problems zuerst einzeln.

Einen Knoten verschieben

Sei 7 ein gegebenes Kreislayout, v der Knoten, der an eine neuen Position verscho-
ben wird und 7 das dadurch entstehende neue Kreislayout.

Durch das Verschieben von v dndern sich nur Kreuzungen, die von Kanten aus
E(v) verursacht werden. Einige der Kreuzungen, die von diesen Kanten an der al-
ten Position verursacht wurden, werden im neuen Layout verschwinden und dafiir
Kreuzungen mit neuen Kanten hinzukommen. Die neue Kreuzungsanzahl ergibt
sich damit aus der alten Anzahl minus der Kreuzungen, die v an der alten Position
verursacht hat, plus der Kreuzungen an der neuen Position:
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Abbildung 5.5: Veridnderung der Kreuzungen durch das Verschieben von v.

Das Problem kann also durch zweimaliges Anwenden von CountSingleNodeCros-
sings geldst werden. Um zu entscheiden, ob die neue Position eine Verbesserung
bringt, ist es also nicht notwendig, die komplette Kreuzungsanzahl zu berechnen.
Es geniigt, die Differenz der von v an den beiden Positionen verursachten Kreu-
zungen zu betrachten.

Die Kreuzungen, die verschwinden oder neu entstehen, lassen sich noch genauer
charakterisieren. Durch die alte und die neue Position von v wird das Layout in
zwei Kreisbogen aufgeteilt. Wenn beide Endknoten einer Kante im gleichen Kreis-
bogen liegen und sie eine Kreuzung mit einer Kante aus F/(v) besitzt, existiert die
Kreuzung zwischen diesen Kanten auch im neuen Layout. Liegen die Endknoten
einer Kante e in verschiedenen Bogen, verindern sich ihre Kreuzungen. Im neuen
Layout kreuzt sie genau die Kanten aus F/(v), die sie im alten Layout nicht ge-
kreuzt hat. Anschaulich sind die Kanten mit Endknoten in verschiedenen Bogen
genau diejenigen, die von einer Geraden durch die alte und neue Position geschnit-
ten werden.

Abbildung 5.5 zeigt diese Beobachtung an einem Beispiel. Die grauen Kanten
sind nicht inzident zu v, deshalb wiirden sich Kreuzungen, die sie miteinander ha-
ben, nicht dndern. Die Kreuzungen zwischen den Kanten {v, v} und {a, b} sowie
{v,v2} und {c, d} sind auch im neuen Layout vorhanden. Die Kreuzungen mit den
Kanten {a, c}, {a,d} und {b, c} dndern sich. Sie sind durch Kreise markiert.

Vorgehensweise

Der Algorithmus Phase 2 wihlt nacheinander jeden Knoten aus und bestimmt die
Liste seiner moglichen neuen Positionen. Besitzt er Nachbarn, die im Layout direkt
nebeneinander liegen, werden die Positionen zwischen diesen gewihlt, sonst die
Positionen auf beiden Seiten aller seiner Nachbarn.

Danach wird er an jede dieser Positionen verschoben und die neue Kreuzungsan-
zahl bestimmt. Um zu entscheiden, ob eine Verschiebung eine Verbesserung bringt,
kann der Algorithmus CountSingleNodeCrossings wie beschrieben verwendet wer-
den. Am Ende wird der Knoten auf die Beste der neuen Positionen geschoben, oder,
falls keine Verbesserung erreicht wurde, wieder an seine urspriingliche Stelle.
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Das Verfahren wird so lange wiederholt, bis sich keine Verbesserung mehr ergibt.
Da sich in jeder Runde die Anzahl der Kreuzungen um mindestens eins verringert,
terminiert der Algorithmus.

Algorithm 8: Six und Tollis, Phase 2

Eingabe: Ein Graph G mit Kreislayout 7.
Ausgabe: Ein Kreislayout mit weniger oder gleich vielen Kreuzungen.

1. while (Die Kreuzungsanzahl hat sich verringert) do

2 forall (vin V) do

3. deltaCross « 0

4 minCross < 0

5 positionList «— Positionen direkt zwischen zwei Nachbarn von v
oder Positionen direkt neben allen Nachbarn von v

6. forall (pos in positionList) do

7. Setze v an Position pos und berechne die Kreuzungsinderung
8. deltaCross «— deltaCross + Kreuzungsinderung

9. if (deltaCross < minCross) then minCross < deltaCross

10. if (minCross < 0) then

11. Setze v an die Position, an der minCross erzielt wurde

12. else

13. Setze v zuriick auf seine Ausgangsposition

Laufzeit und Implementation

Die fiir die Verschiebung in Frage kommenden Positionen eines Knotens v lassen
sich in O(d(v)) bestimmen. Um direkt nebeneinander liegende Nachbarn von v
zu finden, geniigt es, die Adjazenzliste nach den Positionen zu sortieren und auf-
einander folgende Knotenpaare zu tiberpriifen. Fiir eine Runde lassen sich die zu
testenden Positionen damit in O(m) bestimmen.

Um die Kreuzungsinderung zu bestimmen, wird CountSingleNodeCrossings zwei-
mal ausgefiihrt. Man erhilt eine Laufzeit in O(m - d(v)) um alle moglichen Posi-
tionen des Knotens v zu testen, also O(m?) fiir eine komplette Runde.

Die Laufzeit kann zu O(nm) verbessert werden. Die moglichen Positionen von v
werden dazu in ihrer Reihenfolge auf dem Kreis betrachtet. Bei jeder Ausfiithrung
von CountSingleNodeCrossings miissen nur Kanten mit genau einem Endknoten
zwischen der alten und der neuen Position von v betrachtet werden, da sich Kreu-
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zungen mit anderen Kanten nicht dndern. Diese Kanten konnen im Voraus fiir alle
Verschiebungen berechnet werden. Da die moglichen Positionen sortiert sind, ist
jede Kante fiir hochstens zwei Verschiebungen relevant. Damit ist die Aufteilung
der Kanten in O(m) moglich.

Bei jeder Verschiebung wird jede relevante Kante zweimal zu openEdges hinzu-
gefiigt und entfernt (einmal in jeder Ausfithrung von CountSingleNodeCrossings).
Dies ist insgesamt ebenfalls in O(m). Es gibt hochstens 2 - d(v) mogliche Positio-
nen, fiir jede durchlduft der Algorithmus eine Schleife mit n Schritten. Also ergibt
sich fiir einen Knoten v die Laufzeit O(n - d(v) + m), fiir eine komplette Runde
O(n-m).

In jeder Runde verringert sich die Kreuzungsanzahl des Layouts, moglicherwei-
se aber nur um eins. Im schlimmsten Fall benétigt er also Kreuzungsanzahl des
Startlayouts viele Runden, um das Endlayout zu finden. Ist das Startlayout bereits
relativ gut, zum Beispiel von Phase I berechnet, erreicht man in den allermeisten
Fillen spitestens nach zehn Runden das endgiiltige Ergebnis. Bereits nach zwei bis
drei Runden verbessert sich das Layout in diesem Fall nur noch sehr wenig. Eine
ausfiihrlichere Analyse erfolgt in Kapitel 7.4 fiir das dhnliche Sifting-Verfahren.

Ist ein Benutzer mehr an Geschwindigkeit als an kleinen Qualitédtsverbesserungen
interessiert, kann die Berechnung bereits nach drei Runden gestoppt werden.

Zusammenfassung

Der Algorithmus versucht ein gegebenes Layout zu verbessern, indem er die Kno-
ten nacheinander an neue Positionen verschiebt. Um die Laufzeit klein zu halten,
werden dabei nur Positionen neben ihren Nachbarn betrachtet.

Er ist gut zur Verbesserung eines bereits optimierten Layouts geeignet, da er ein
Ausgangslayout keinesfalls verschlechtert. Aulerdem benétigt er in diesem Fall
nur zwei bis drei Runden, um dem Endergebnis sehr nahe zu kommen und hoch-
stens zehn Runden fiir die gesamte Berechnung.

Die Laufzeit einer Runde liegt in O(nm). Der Algorithmus ist in der Anwendung
deutlich langsamer als Phase 1, aber schnell genug fiir interaktive Anwendungen.
Das Layout von nicht sehr dichten Graphen mit bis zu 200 Knoten kann auf mo-
dernen Rechnern (ab ca. 1 GHz) in weniger als 0.25 Sekunden berechnet werden.
Dabei wird eine Verringerung der Kreuzungsanzahl im Vergleich zu Phase eins von
ungefihr 20% erzielt (siehe auch Kapitel 7).

5.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden verschiedene Algorithmen zur Kreuzungsreduzierung
vorgestellt. Diese lassen sich in zwei Gruppen aufteilen: die einen berechnen ihr
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Endlayout unabhéngig von einem gegebenen Anfangslayout, dazu gehoren der Al-
gorithmus von Mikinen und Phase 1, die anderen verbessern ein gegebenes Start-
layout, beispielsweise Phase 2. Auch der Algorithmus des GLT besteht eigentlich
aus zwei Teilen, die sich diesen Gruppen zuordnen lassen.

Die Algorithmen der ersten Gruppe konnen besitzen aulerdem eine geringe — fast
lineare — Laufzeit. Dies gilt auch fiir Phase I, zumindest fiir die reale Laufzeit, auch
wenn die asymptotische Analyse zu einem anderen Ergebnis fiihrt. Aufgrund dieser
beiden Eigenschaften sind sie gut geeignet, um in einem zweistufigen Kreuzungs-
reduzierungsverfahren ein Startlayouts fiir den néchsten Schritt zu berechnen. Sie
heien deshalb Initialisierungsalgorithmen.

Da die Algorithmen der zweiten Gruppe jeden Knoten an verschiedene andere Po-
sitionen platzieren und die dadurch entstehenden Kreuzungen berechnen, ist ihre
Laufzeit sowohl asymptotisch als auch real deutlich grofer als der Initialisierungs-
algorithmen. Obwohl sie auch alleine, mit einer zufélligen Startreihenfolge, zur
Kreuzungsreduzierung verwendet werden konnen, erscheint es deshalb sinnvoller,
sie als zweiten Schritt nach einem Initialisierungsalgorithmus zu verwenden.

In Kapitel 7 wird dieser Aspekt niher untersucht. Dabei werden fiir verschiedene
Kombinationen der Algorithmen Kreuzungsanzahlen und Laufzeit betrachtet.
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Kapitel 6

Neue Heuristiken zur
Kreuzungsreduzierung

In diesem Abschnitt werden neue Heuristiken zur Kreuzungsminimierung vorge-
stellt. Zuerst betrachten wir Sifting fiir Kreislayouts. Dabei wird jeweils ein Knoten
an jeder Position in der gleichbleibenden Ordnung der anderen Knoten platziert,
die Anzahl der Kreuzungen jeder dieser Layouts berechnet und ihm schlieflich die
beste Position zugewiesen. Dieses Verfahren wurde schon erfolgreich zur Kreu-
zungsminimierung in Lagenlayouts [13] verwendet.

Im zweiten Teil werden einige Ideen des Algorithmus von Mékinen aufgegriffen.
Das grundlegende Vorgehen ist, das Layout schrittweise durch Hinzufiigen von
Knoten an einem der beiden Enden des bereits berechneten, fortlaufend angeord-
neten Teillayouts zu erstellen. Aus diesem Schema erhilt man mehrere konkrete
Algorithmen durch die Wahl der Bearbeitungsreihenfolge und des Kriteriums fiir
die Entscheidung zwischen linker und rechter Seite.

Diese beiden Algorithmen passen in die beiden Kategorien des vorherigen Kapi-
tels. Das zweite Verfahren ist ein Initialisierungsalgorithmus, Sifting gehort offen-
sichtlich zur zweiten Gruppe.

6.1 Sifting

Zum ersten Mal wurde Sifting als Heuristik zur Minimierung der Knoten in geord-
neten Binary Decision Diagrams (BDD) [15] benutzt. Die Idee ist sehr einfach: Ein
ausgewdhlter Knoten wird durch die gleichbleibende Ordnung der anderen Knoten
bewegt und an jeder Position der Wert einer Zielfunktion berechnet. Am Ende er-
hilt er die optimale Position zugewiesen. Diese ist nur lokal optimal, da sich die
Knotenordnung durch das Sifting eines anderen Knoten dndern und so eine bessere
Position fiir den Knoten entstehen kann.

59
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Da ein Knoten nur dann eine neue Position erhilt, wenn sich die Anordnung da-
durch verbessert, ist das von Sifting erzeugte Layout auf keinen Fall schlechter
als die Startordnung. Dafiir hangt das Ergebnis natiirlich von der Startordnung ab.
Fiir eine Runde Sifting (d.h. jeder Knoten wird einmal ausgewihlt und durch die
Ordnung bewegt) miissen n? Positionen betrachtet und jeweils die Zielfunktion
berechnet werden.

Fiir die Kreuzungsminimierung ist die Zielfunktion die aktuelle Anzahl der Kreu-
zungen. Fiir eine Runde Sifting miissen n? verschiedene Anordnungen betrachtet
werden. Wird fiir jede dieser Ordnungen die Kreuzungsanzahl mit dem Algorith-
mus CountAllCrossings berechnet, liegt die Gesamtlaufzeit in O(n?). Es ist also
wichtig, ein schnelleres Verfahren zur Berechnung der Kreuzungen zu finden.

Sifting kann als Erweiterung der Phase 2 von Six und Tollis aufgefasst werden,
bei der fiir einen Knoten nicht nur Positionen neben seinen Nachbarn sondern alle
Positionen betrachtet werden. Viele der Uberlegungen fiir Phase 2 gelten deshalb
auch fiir Sifting, insbesondere was die schnellere Berechnung der Kreuzungsanzahl
betrifft.

In Lagenlayouts ist Sifting schon ldnger als Algorithmus zur Kreuzungsminimie-
rung bekannt [13]. In diesen Layouts ist die Knotenmenge in mehrere Partitionen
aufgeteilt, die jeweils ein eigenes lineares Layout erhalten und zu einem Gesamt-
layout in mehreren Lagen iibereinander angeordnet werden (siehe Abb. 6.2). Kreu-
zungsreduzierung in Lagenlayouts ist gut untersucht, aus der Literatur sind einige
Heuristiken bekannt. Sifting erzielt das beste Ergebnis dieser Heuristiken, ist aber
auch deutlich langsamer als die meisten anderen. Mit zwei Beschleunigungsver-
fahren [14] ldsst sich die Laufzeit immerhin noch um den Faktor 20 verkleinern.

Im ersten Teil dieses Abschnitts wird Sifting auf Kreislayouts besprochen, inklusive
einer einfachen und schnellen Art, die Kreuzungen zu berechnen. Da der Algorith-
mus trotzdem relativ langsam ist, wire es schon, die Beschleunigungsverfahren fiir
Lagenlayouts zu iibernehmen. Im zweiten Teil wird deshalb Sifting auf Lagenlay-
outs besprochen.

6.1.1 Circular Sifting

Ein ausgewdhlter Knoten wird in der festen Ordnung der anderen Knoten an je-
de Position verschoben und die Kreuzungsanzahl berechnet. Am Ende erhilt er
die Position, die zu den wenigsten Kreuzungen fiihrt, sein momentanes Minimum.
Dies ist ein Sifting-Schritt. Eine Sifting-Runde besteht aus einem Sifting-Schritt
fiir jeden Knoten. Wenn sich nach einem Sifting-Schritt das Layout dndert, konnen
neue minimale Positionen fiir bereits betrachtete Knoten entstehen. Deshalb sind
mehrere Sifting-Runden notig, um ein endgiiltiges Layout zu erreichen.

Das endgiiltige Layout kann nicht durch das Verschieben nur eines Knotens ver-
bessert werden. Dies ist eine schone Eigenschaft des Sifting-Verfahrens, da sie bei
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einem Betrachter den Eindruck eines guten Layouts erzeugt. Trotzdem erhilt man
auch mit Sifting Layouts, die offensichtlich nicht schon sind. Ein Beispiel dafiir ist
der gekreuzte Kreis aus Abb. 5.4, der auch fiir Phase 2 schlecht war.

Da Circular Sifting als Erweiterung von Phase 2 gesehen werden kann, gelten die
gleichen Uberlegungen auch hier, besonders Abschnitt 5.3.2 iiber das Verschieben
eines Knotens. Beim Verschieben des Knotens v durch die gleichbleibende Anord-
nung der anderen Knoten @ndern sich nur Kreuzungen mit Kanten aus E(v). Es ist
also nicht nétig, jedesmal die komplette Kreuzungsanzahl zu berechnen, sondern
es geniigt, die Anderung der Kreuzungen von E(v) zu betrachten. Fiir Sifting kann
der gleiche Algorithmus wie fiir Phase 2 verwendet werden, wenn die Berechnung
der moglichen Positionen eines Knotens in Zeile 5 entsprechend angepasst wird.
Die asymptotische Laufzeit verdndert sich dadurch nicht und liegt in O(nm).

In Phase 2 kann beim Verschieben eines Knotens die Menge der nédher zu betrach-
tenden Kanten eingeschrinkt werden auf diejenigen, deren Endknoten in verschie-
denen Kreisbogen liegen. Da ein Knoten typischerweise nur wenige Nachbarn be-
sitzt, werden dadurch einige Kanten aussortiert. Fiir einen Sifting-Schritt werden
Kreuzungen mit allen Kanten berechnet, dadurch erhoht sich die (reale) Laufzeit.
Gleichzeitig werden einige Uberlegungen fiir Sifting einfacher, da immer nur di-
rekt nebeneinander liegende Knoten vertauscht werden. Es ist deshalb sinnvoll,
diese Situation genauer zu betrachten.

Nebeneinander liegende Knoten vertauschen

Seien 7 ein gegebenes Kreislayout, v und w zwei nebeneinander liegende Knoten,
die vertauscht werden und 7 das dadurch entstehende neue Kreislayout.

Durch das Vertauschen zweier nebeneinander liegender Knoten dndern sich nur
Kreuzungen zwischen den inzidenten Kanten dieser Knoten. Nach dem Vertau-
schen gibt es Kreuzungen genau zwischen den Kanten, die sich zuvor nicht ge-
kreuzt haben (siehe Abb. 6.1). Dadurch lésst sich die Berechnung der Kreuzungs-
dnderung vereinfachen zu:

X7(G) = Xx(G) = X (v,w) + Xz (v, w) .

Mit dem Algorithmus CountSingleNodeCrossings ldsst sich die Kreuzungsidnde-
rung in diesem Fall in O(n) berechnen, da nur die inzidenten Kanten der beiden
Knoten betrachtet werden.

Vorgehensweise

Der Algorithmus Sifting orientiert sich an den Uberlegungen, mit denen Phase 2
eine Laufzeit in O(nm) erreicht.
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yl yl

Abbildung 6.1: Verdnderung der Kreuzungen durch das Vertauschen der Knoten v
und w.

Fiir die Kreuzungsidnderung beim Vertauschen zweier Knoten sind nur die inziden-
ten Kanten, genauer: die Positionen der adjazenten Knoten, interessant. Wéhrend
des Sifting eines festen Knotens v dndert sich nur die Position dieses Knotens, die
Ordnung der anderen Knoten untereinander bleibt gleich. Bei jedem Vertauschen
von v mit einem Knoten v, verursacht eine moglicherweise zwischen diesen Kno-
ten existierende Kante {v, vy} keine Kreuzungen, die Vorkommen von v in den
Adjazenzlisten der anderen Knoten konnen also geldscht werden. Also konnen al-
le Adjazenzlisten bereits vor dem eigentlichen Sifting angeordnet werden.

Seien nun v und vy, die Knoten, die vertauscht werden sollen, zg <., T1 <y,

. = Tr—1und Yo <o, Y1 <o, .- <u, Ys—1 ihre geordneten Adjazenzlisten
und 7 und 7 die Layouts vor und nach dem Vertauschen. In 7 kreuzt jede zu v
inzidente Kante {v,z;} alle zu v, inzidenten Kanten {vy,y;}, die eine groBere
Position als x; besitzen (siehe Abb. 6.1 mit w = vg). Also gilt:

Xr(v,ok) =Y {y € N(ve) : @7 <o, Y} -

i<r

Analog kreuzt nach dem Vertauschen jede zu vy, inzidenten Kante {vy, y;} alle zu
v inzidente Kanten {v, x;}, die eine groere Position als 3, besitzen:

e 0) = 3 e € N(v) 2y <o, )]

j<s

Sind die Adjazenzlisten angeordnet beziiglich vy, entspricht die Michtigkeit ei-
ner der betrachteten Knotenmengen der Suffixlinge der entsprechenden geordne-
ten Adjazenzliste. Mit dieser Beziehung sind die Summen effizient zu berechnen.
Man benétigt die Sortierung der Adjazenzlisten beziiglich vy. Fiir v geniigt dazu
eine zyklische Liste mit einem Zeiger auf das jeweilige Startelement, die anderen
Adjazenzlisten werden nur einmal benétigt und kénnen schon zu Beginn entspre-
chend geordnet werden.

Der Algorithmus 9 zeigt eine Sifting-Runde. Zuerst werden die Adjazenzlisten ge-
ordnet. § speichert die Differenz zur urspriinglichen Kreuzungsanzahl, v die bisher
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gefundene optimale Position und § die zugehdrige Differenz. Die Kreuzungsinde-
rungen werden, wie beschrieben, mit den Suffixldngen der Adjazenzlisten berech-
net. Diese entsprechen den Differenzen (s — j) bzw. (r — 4). SchlieBlich wird der
Knoten an die beste gefundene Position platziert.

Algorithm 9: Circular Sifting

Eingabe: Ein Graph G mit Kreislayout 7.
Ausgabe: Ein Kreislayout mit weniger oder gleichvielen Kreuzungen.

1. forall (vin V) do

2 Seivg = v <y V1 <y ... <y Up—1 das aktuelle Layout

3 forall (w in V) do

4, Ordne die Adjazenzliste von w nach den aktuellen Positionen
5 60— 0

6 60— 0,0 — vy

7. for(k—1,....,n—1)do

8. Sei xg <y, ... <u, Tr—1 die sortierte Adjazenzliste von v ohne vy,
9. Sei Yo <o, - - - <u, Ys—1 die sortierte Adjazenzliste von vy, ohne v
10. c—0;i—0;5<0
11. while (¢ < rand j < s) do
12. if (z; <y, y;) then
c—c—(s—jpi—i+1
13. elseif (y; <., x;) then
c—c+(r—i)j—j+1
14. else

c—c—(s—j)+(r—ipi—i+1lj—j+1
15. d—d+c

16. if (5 < &) then § — 6; 0 «— vy,
17. Platziere v hinter v
Laufzeit

Fiir einen festen Knoten kénnen die Adjazenzlisten in O(m) sortiert werden, indem
man die Knoten entsprechend ihrer Anordnung betrachtet und jeden Knoten zur
Adjazenzliste seiner Nachbarn hinzufiigt. Das Platzieren an die beste Position ist
in konstanter Zeit moglich.

Die Berechnung der Kreuzungsinderung beim Vertauschen von v und vy benétigt
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O(d(v) + d(vg)) und wird fiir alle vy, € V durchgefiihrt. Es gilt:

YN d) +dw) =D > d)+ > d(w) =2(n-2m) .

veV weV veV weV veV weV

Fiir eine komplette Sifting-Runde liegt die Laufzeit damit in O(nm). In Kapitel 7.4
werden wir sehen, dass wie bei Phase 2 nur wenige Runden nétig sind, um ein
endgiiltiges Layout zu finden.

Offene Fragen

Die Reihenfolge, in der die Knoten in der duBleren Schleife ausgewdhlt werden,
wurde noch nicht besprochen. Sie hat moglicherweise einen groflen Einfluaa auf
die Qualitédt der erzeugten Layouts, da sie mit fiir die im Lauf des Algorithmus
erzeugten Zwischenlayouts verantwortlich ist.

Dies fiihrt gleich zur ndchsten offenen Frage: Wie wirkt sich das Startlayout auf
das Ergebnis aus? Da sich ein endgiiltiges Layout nicht durch das Umordnen ei-
nes Knotens verbessern ldsst, ist es denkbar, dass der Algorithmus fiir einen Graph
unabhingig vom Startlayout immer ein dhnliches Ergebnis liefert. Andererseits ist
das Endlayout eine Verbesserung des Startlayout und deshalb die Qualitit fiir ver-
schiedene initiale Knotenordnungen moglicherweise sehr unterschiedlich.

Die Laufzeit des Algorithmus hingt direkt von der Anzahl der benétigten Runden
ab. Deshalb ist es interessant, die Abnahme der Kreuzungen nach jeder Runde zu
betrachten. Wenn sich die Anzahl der Kreuzungen in den ersten Runden stark ver-
ringert und dann nur noch wenig, kann in zeit-kritischen Anwendungen auf einige
Runden verzichtet werden. Nehmen sie hingegen gleichmifig oder unregelméBig
ab, sind auf jeden Fall alle Runden nétig.

Interessant ist auch die Auswirkung verschiedener Startlayouts auf diesen Prozef.
Falls unabhiéngig vom Startlayout dhnliche Ergebnisse erreicht werden, werden sie
dann bei gutem Startlayout schneller gefunden?

In Kapitel 7.4 werden diese Fragen beantwortet.

Zusammenfassung

Sifting ist ein konzeptionell einfaches Verfahren. Jeder Knoten wird bei fester An-
ordnung der anderen Knoten an jede Position platziert und die Kreuzungsanzahl
berechnet. Dann erhilt er die beste dieser Positionen. Mit dem Algorithmus Coun-
tAllCrossings ist dieses Verfahren einfach zu implementieren, allerdings mit sehr
schlechter Laufzeit. Da sich durch jedes Vertauschen zweier Knoten nur weni-
ge Kreuzungen #dndern, kann das Verfahren auch deutlich schneller implementiert
werden.
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Das Anfangslayout wird durch Sifting nicht verschlechtert, deshalb kann es ver-
wendet werden, um bereits optimierte Layouts weiter zu verbessern. Die erzeugten
Layouts lassen sich nicht durch umplatzieren nur eines Knotens verbessern. Da-
durch wirken sie auf einen Betrachter schoner als andere Layouts mit vergleichba-
rer Kreuzungsanzahl.

Bei diinnen Graphen erreicht man schonere Layouts, wenn Sifting mit einem guten
Layout startet, zum Beispiel einem von Phase I erstellten. Bei dichten Graphen
macht es keinen Unterschied, ob das Startlayout gut oder schlecht war. Da Sifting
alle moglichen Positionen betrachtet, sind die Layouts von Phase I und Sifting auf
jeden Fall besser, als die von Phase 1 undPhase 2.

Sifting ist nicht nur asymptotisch langsamer als einige der anderen besprochenen
Heuristiken, sondern benétigt auch die meiste reale Laufzeit. Es ist deshalb wiin-
schenswert, die Beschleunigungsverfahren der Lagenlayouts auf Kreislayouts zu
iibertragen.

6.1.2 Sifting in Lagenlayouts

In diesem Abschnitt wird zuerst Sifting in Lagenlayouts besprochen, wie es in [13]
vorgestellt wird. Im Vergleich mit den bisher bekannten Heuristiken liefert es deut-
lich bessere Ergebnisse, ist aber auch einiges langsamer. Deshalb werden zwei
Beschleunigungsmethoden untersucht, die in [14] vorgestellt werden. Am Ende
werden wir sehen, dass sich diese leider nicht auf Kreislayouts {ibertragen lassen.

Lagenlayouts

Bei Lagenlayouts wird die Knotenmenge eines Graphen G = (V, E) in Partitionen
(Ebenen) V = 1V U ... U Vj_; aufgeteilt, die jeweils ein eigenes lineares Layout
erhalten und iibereinander angeordnet werden. Oft fordert man zusitzlich, dass
keine Kanten zwischen den Knoten der gleichen Partition verlaufen. Abbildung 6.2
zeigt zwei solche Lagenlayouts mit drei Ebenen.

Sollen die Kreuzungen im Layout minimiert werden, wird zusétzlich verlangt, dass
Kanten nur zwischen benachbarten Ebenen verlaufen. Dies kann durch das Einfii-
gen neuer Knoten an jedem Schnitt zwischen einer Kante und einer Ebene erreicht
werden. Das rechte Layout in Abb. 6.2 entsteht auf diese Weise aus dem linken. In
einem solchen Layout werden die Kreuzungen eines Knotens nur von den Ordnun-
gen seiner eigenen und der beiden benachbarten Ebenen bestimmt.

Um die Kreuzungen zu reduzieren, werden die Ebenen nacheinander betrachtet.
Durch die Umordnung der Knoten einer Ebene dndern sich auch Kreuzungen fiir
Knoten benachbarter Ebenen, deshalb wird die gleiche Ebene mehrmals bearbeitet.
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Abbildung 6.2: Beispiele fiir Lagenlayouts mit 3 Ebenen.

Vorgehensweise

Beim Sifting in Lagenlayouts wird ein ausgewi#hlter Knoten an jede Position in
seiner Ebene verschoben, ohne dabei die Ordnung der anderen Knoten zueinander
zu verdndern. Dazu wird der Knoten wiederholt mit seinen linken bzw. rechten
Nachbarn vertauscht. An jeder Stelle wird die Kreuzungsanzahl bestimmt und der
Knoten dann an die beste Position platziert.

Wie in Kreislayouts dndern sich durch das Vertauschen zweier nebeneinander lie-
gender Knoten nur Kreuzungen zwischen Kanten dieser beiden Knoten. Um die
optimale Position zu finden geniigt es also, jeweils die Verdnderung der Kreuzungs-
anzahl zu berechnen und diese zu summieren.

Beschleunigung

Fiir die folgenden Uberlegungen betrachten wir eine Ebene V;, deren Ordnung ver-
bessert werden soll, wihrend die Layouts der anderen Ebenen gleich bleiben. Es
konnen sich also nur Kreuzungen von Kanten zwischen den Ebenen V;_; und V;
und zwischen V; und V;4; dndern. Ist m; die Knotenordnung der Ebene V;, dann
sei x(7;) die Anzahl dieser Kreuzungen.

Fiir zwei Knoten u, v € V; ist die Kreuzungsanzahl c,,,, die Anzahl der Kreuzungen
zwischen den Kanten aus E(u) und E(v) in einem Layout 7; mit 7m;(u) < m;(v).
Die Kreuzungsanzahl zweier Knoten hidngt von der Ordnung der benachbarten
Ebenen und der Reihenfolge von w und v ab, nicht aber von den anderen Knoten
in V;. In Abb. 6.2 gilt: ¢,y = cpu = 1, Cow = Cuww = 1, aber 0 = Cyop # Copuy = 1.

Kreuzungsmatrix Fiir das Startlayout m werden fiir alle Knotenpaare u,v € V;
aller Ebenen V; die Kreuzungsanzahlen c¢,, und c,, berechnet. Diese werden in
einem dreidimensionalen Array, der Kreuzungsmatrix ¢, gespeichert. Dabei gilt
cli,m(u), m(v)] 1= cyp und cfi, w(v), T(u)] := cyy. Die fiir das Sifting notwendigen
Operationen konnen nun vollstandig auf der Knotenmatrix durchgefiihrt werden,
ohne den Graphen zu betrachten.

Werden die Knoten an den Positionen p; und p, in Ebene V; vertauscht, miissen in
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der Matrix c[i| die Zeilen und Spalten mit Index p; und ps miteinander vertauscht
werden.

Wird ein Knoten v endgiiltig an einer neuen Position platziert, miissen zusitzlich
zur Verschiebung auch Anderungen an Werten benachbarter Ebenen durchgefiihrt
werden. Davon sind die adjazenten Knoten von v betroffen und alle Knoten, die zu
Knoten zwischen der alten und neuen Position von v adjazent sind.

Durch die Knotenmatrix kann die Laufzeit auf 10% bis 12% verringert werden.

Untere Schranke Wenn die Kreuzungsanzahlen fiir alle Knotenpaare einer Ebe-
ne V; bekannt sind, kann eine untere Schranke fiir die Anzahl der Kreuzungen fiir
alle moglichen Knotenordnungen dieser Ebene angeben werden (wenn die ande-
ren Ordnungen fest sind). Fiir jedes Knotenpaar u, v € V; gilt in jeder Ordnung 7;
entweder 7;(u) < m;(v) oder m;(v) < m;(w) und damit trigt entweder c,,,, oder ¢y,
zu x(m;) bei.

[Vil—1 V4|
LB = E E min{cyy, Coy
u=1 v=u+1

ist also eine untere Schranke fiir alle moglichen Ordnungen von V.

Beim Sifting wird immer nur ein Knoten v durch die feste Ordnung der anderen
Knoten bewegt. In diesem Fall kann die Schranke noch verschirft werden, indem
man nur fiir die Knotenpaare, an denen v beteiligt ist, das Minimum min{ ¢, ¢y }
betrachtet und von den anderen, fiir die die Anordnung feststeht, die richtige Kreu-
zungsanzahl nimmt. Weiter verschirft werden kann die Schranke, wenn das Ver-
tauschen nach links und nach rechts getrennt betrachtet wird.

Vil -1 |Vi m(v)-1

LB~ (v) = Z Z Cuyug — Z max{0, Cyy — Cup}
ur=1 ug=u+1 u=1
Vil -1 |Vi Vil

LB (v) = Z Z Cugus — Z max{0, cyy — Cpu }
u1=1 ug=u-+1 u=m(v)+1

sind untere Schranken fiir die Kreuzungsanzahl, die durch Sifting des Knotens v
nach links bzw. rechts erreicht werden kann.

Mit diesen unteren Schranken kann das Sifting der Knoten beschleunigt werden.
Vor dem Vertauschen werden die beiden Schranken berechnet. Dies ist in O(|V;])
moglich. Bei jedem Vertauschen wird die entsprechende Schranke aktualisiert (in
konstanter Zeit) und mit der berechneten Kreuzungsanzahl verglichen. Sind beide
Werte gleich, kann das Vertauschen in diese Richtung beendet werden, da an den
restlichen Positionen keine Verbesserung erreicht werden kann.
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Durch die unteren Schranken verringert sich die Laufzeit nochmals auf die Hilfte
bis ein Drittel. Insgesamt verringert sich die Laufzeit auf ungefiahr 5%.

Beschleunigung fiir Kreislayouts

Die Beschleunigungsverfahren beruhen auf den beiden Kreuzungsanzahlen c,,
und c,,,. Diese sind in Lagenlayouts dank der eindeutigen linearen Ordnung je-
der Ebene wohldefiniert. In Kreislayouts gibt es keine eindeutige lineare Ordnung
der Knoten, zwei Knoten v und v sind nicht in einer eindeutigen Links-Rechts-
Beziehung. Die Kreuzungsanzahlen c,, und c,, sind damit nicht fiir alle mogli-
chen Knotenpaare wohldefiniert.

6.2 Circular Insert

In Abschnitt 5.1 haben wir einen Algorithmus von Erkki Mikinen gesehen, der ei-
gentlich zur Reduzierung der Kantenlinge gedacht ist, aber auch die Kreuzungsan-
zahl verringert. Von diesem wird die Idee {ibernommen, die Knoten nacheinander
an einer Seite des bereits berechneten Teillayouts anzufiigen, um einen einfachen
und schnellen Algorithmus zur Kreuzungsminimierung zu entwerfen.

Wir betrachten zuerst einen Basisalgorithmus, der nacheinander Knoten an einem
der beiden Enden eines fortlaufend angeordneten Teillayouts anhédngt. In diesem
ist sowohl die Reihenfolge, in der die Knoten betrachtet werden (Bearbeitungsrei-
henfolge), als auch das Kriterium, nach dem entschieden wird, auf welcher Seite
der Knoten hinzugefiigt wird (Positionswahl), noch nicht definiert.

Im zweiten und dritten Teil werden verschiedene Moglichkeiten fiir die Bearbei-
tungsreihenfolge und die Positionswahl besprochen und schliellich die beste Kom-
bination fiir die Kreuzungsreduzierung ausfiihrlicher vorgestellt.

Da die Idee zu diesem Abschnitt von einer Heuristik zur Reduzierung der Kan-
tenldnge stammt, werden fiir die Algorithmen nicht nur die Kreuzungsanzahlen,
sondern auch die Kantenlidngen der produzierten Layouts betrachtet.

6.2.1 Basisalgorithmus

Die Idee des Basisalgorithmus ist sehr einfach. Das Layout wird schrittweise durch
Hinzufiigen von Knoten erstellt. Zuerst erhlt ein Startknoten eine beliebige Positi-
on im noch leeren Layout. Danach werden nacheinander alle anderen Knoten in der
Bearbeitungsreihenfolge betrachtet und mit dem Positionswahlkriterium entschie-
den, auf welcher Seite sie zum bereits bestehenden Layout hinzugefiigt werden.
Dadurch entsteht in jedem Schritt aus einem fortlaufenden Teillayout wieder ein
fortlaufendes Teillayout.
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Meist wird die Bearbeitungsreihenfolge vom bereits erstellten Teillayout abhin-
gen. Der Algorithmus sieht deshalb nach dem Einfiigen eines Knotens die Mog-
lichkeit vor, diese zu dndern. Sollen beispielsweise nur Knoten bearbeitet werden,
die mit dem Teillayout verbunden sind, enthélt die Bearbeitungsreihenfolge zu Be-
ginn nur die adjazenten Knoten des Startknoten und bekommt nach jedem Einfiigen
die Nachbarn des aktuellen Knoten hinzu.

Damit ist die Grundstruktur bereits fertig. Der Algorithmus Base Circular Insert
zeigt den entsprechenden Pseudocode.

Algorithm 10: Base Circular Insert

Eingabe: Ein Graph G.
Ausgabe: Ein Kreislayout mit kleiner Kantenlinge.

1. nodeOrder +— Die Bearbeitungsreihenfolge der Knoten

2. Platziere den ersten Knoten beliebig

3. while (nodeOrder.length() > 0) do

4. Sei v der néchste Knoten in nodeOrder

5. Fiige v am besseren Ende zum Teillayout hinzu
6. Aktualisiere die Reihenfolge in nodeOrder

Der Algorithmus von Mikinen verwaltet die bereits platzierten Knoten in zwei
Layouts, eines fiir die linke Seite, eines fiir die rechte. Ein Knoten wird dann in
das Layout eingefiigt, in dem er mehr Nachbarn besitzt. Da der Basisalgorithmus
ein zusammenhidngendes Layout verwaltet, kann dieses Verfahren mit ihm nicht
umgesetzt werden.

6.2.2 Bearbeitungsreihenfolge

In diesem Abschnitt werden drei Bearbeitungsreihenfolgen vorgestellt, von denen
zu erwarten ist, dass sie beziiglich Kreuzungsanzahl und Kantenlédnge zu guten
Ergebnissen fithren. Zum Vergleich mit dem Algorithmus von Mékinen wird au-
Berdem die Bearbeitung in der Reihenfolge der Knotengrade betrachtet.

Bei der Motivation der Reihenfolgen werden offene Kanten betrachtet. Dies sind
in diesem Zusammenhang Kanten zwischen Knoten des Teillayout und noch un-
platzierten Knoten. Die Idee ist, die Anzahl der offenen Kanten moglichst klein zu
halten, da sie im Laufe des Algorithmus immer linger werden bzw. immer mehr
Kreuzungen erzeugen.

Nun die vier Bearbeitungsreihenfolgen:



70 KAPITEL 6. NEUE HEURISTIKEN

1. Knotengrad. Die Knoten werden absteigend nach den Knotengraden sortiert.
Dieses Vorgehen entspricht in etwa der Heuristik von Mékinen. In diesem
Fall ist in Zeile 5 des Algorithmus keine Aktualisierung der Knotenreihen-
folge notig.

2. Verbundenheit. Es wird immer der Knoten bearbeitet, der am stirksten mit
dem schon erstellten Teillayout verbunden ist. Dadurch werden viele offe-
ne Kanten beendet. Diese Reihenfolge kann mit einer Priority Queue reali-
siert werden, in der die unplatzierten Knoten mit der Anzahl ihrer platzier-
ten Nachbarn gespeichert sind. Es wird immer der Knoten v mit hochster
Prioritét bearbeitet. Nach dem Einfiigen von v miissen die Priorititen seiner
Nachbarn aktualisiert werden (Zeile 5).

3. Anzahl unplatzierter Nachbarn. Bei diesem Vorgehen wird die Anzahl der
nicht platzierten Nachbarn der Knoten betrachtet und der Knoten mit mini-
malem Wert gewdhlt. Die Idee ist, dass dieser Knoten wenig neue Kanten
dffnet. Da die betrachtete Anzahl die Differenz aus Knotengrad und Verbun-
denheit ist, ist das Verfahren eng mit Version 2 verwandt. Es kann ebenfalls
mit einer Priority Queue realisiert werden, in der nach dem platzieren eines
Knotens seine Nachbarn aktualisiert werden.

4. Kombination. Dieses Verfahren kombiniert die vorherigen beiden Kriteri-
en. Die Knoten werden zuerst nach ihrer Verbundenheit ausgewihlt. Gibt es
mehrere Knoten mit gleichem Wert, wird derjenige mit den wenigsten un-
platzierten Nachbarn gewéhlt.

Fiir diese vier Verfahren und den Algorithmus von Mikinen wurden die Kanten-
lange und die Kreuzungsanzahl fiir die Graphen aus Kapitel 7.1 berechnet. Zur
Positionswahl wurde dazu die Kantenldnge verwendet, da sie schnell und einfach
zu berechnen ist. Im nichsten Abschnitt wird dies genauer beschrieben.

Fiir alle untersuchten Graphenfamilien und beide Optimierungskriterien ergeben
sich dhnliche Ergebnisse. Ein Algorithmus liefert entweder durchgehend gute oder
schlechte Ergebnisse.

Die Wahl nach den Knotengraden ist wie erwartet nicht gut. Version 1 und der
Algorithmus von Mékinen liegen ungefihr gleich und sind die schlechtesten Ver-
fahren. Die Auswahl nach der Verbundenheit eines Knotens (Version 2) und der
Anzahl unplatzierter Knoten (Version 3) sind deutlich besser. Die Kombination der
beiden Auswahlverfahren (Version 4) liefert durchgehend die besten Ergebnisse.
In Kapitel 7.2 sind die Ergebnisse ausfiihrlicher dargestellt.

6.2.3 Positionswahl

Betrachten wir nun verschiedene Moglichkeiten fiir die Wahl der Position des ein-
zufiigenden Knotens. Einfache Methoden sind die zuféllige Wahl der Seite und das
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Abbildung 6.3: Die inzidenten Kanten von v kreuzen offene Kanten.

Einfiigen auf immer der gleichen Seite. Letzteres fiihrt zu einer Knotenordnung, die
der Bearbeitungsreihenfolge entspricht. Etwas kompliziertere Kriterien betrachten
die Kantenlidnge und die Anzahl der Kreuzungen, die fiir die beiden Positionen
entstehen.

Kantenléngen

Dieses Verfahren berechnet fiir einen einzufiigenden Knoten v fiir beide méglichen
Positionen die Summe der Kantenldngen zu seinen schon platzierten Nachbarn und
wihlt die Position, die zum kleineren Wert fiihrt.

Da die Lénge einer Kante in konstanter Zeit berechnet werden kann, kann diese
Wahl in O(d(v)) getroffen werden. Fiir den gesamten Algorithmus liegt die Lauf-
zeit fiir die Positionswahl damit in O(m).

Kantenkreuzungen

Da das interessantere Optimierungskriterium die Anzahl der Kreuzungen ist, ist es
naheliegend, nicht die Kantenlédnge, sondern die Anzahl erzeugter Kreuzungen zu
betrachten. Dabei konnen nicht die unmittelbar durch das Einfiigen eines Knoten
entstehenden Kreuzungen im Teillayout betrachtet werden, da sich die beide Ein-
fiigepositionen in der Teilknotenordnung nicht unterscheiden und deshalb zu den
gleichen Kreuzungen fiihren.

Stattdessen werden Kreuzungen gezihlt, die im aktuellen Teillayout noch gar nicht
vorhanden sind. Dazu betrachten wir fiir jeden platzierten Knoten seine offenen
Kanten, d.h. Kanten, deren anderer Endknoten noch unplatziert ist. Wir nehmen an,
der aktuelle Knoten wird auf der linken Seite ins Teillayout eingefiigt und wihlen
eine seiner inzidenten Kanten zu einem schon platzierten Knoten. Diese Kante wird
im Endlayout alle offenen Kanten derjenigen Knoten kreuzen, die im Teillayout
zwischen ihren beiden Endknoten liegen (siehe Abb. 6.3). Entsprechendes gilt fiir
das Einfiigen auf der rechten Seiten. Durch die Berechnung der Kreuzungen mit
offenen Kanten werden fiir die beiden Positionen offensichtlich unterschiedliche
Kreuzungen betrachtet.
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Vergleich

Fiir diese vier Kriterien wurden wieder die Kantenlidnge und die Kreuzungsanzahl
fiir die Graphen aus Kapitel 7.1 berechnet. Da sich Version 4 schon als beste Bear-
beitungsreihenfolge herausgestellt hat, wird diese fiir die Tests verwendet.

Wenig iiberraschend ist, dass die Zufallsplatzierung sehr schlechte Layouts er-
zeugt. Fiir die drei anderen Verfahren liegen die Kreuzungsanzahlen erstaunlich
nahe beieinander. Bei diinnen Graphen ist die Wahl nach den Kreuzungen relativ
deutlich besser als nach den Kantenldngen. Bei dichteren Graphen schwindet der
Vorsprung schnell. Das Einfiigen auf nur einer Seite ist nur wenig schlechter als
die Wahl nach den Kantenlidngen.

Die Kantenlidnge ist bei allen drei Verfahren praktisch gleich. Genauere Ergebnisse
liefert wieder Kapitel 7.2.

6.2.4 Circular Insert

Wir betrachten nun den endgiiltigen Algorithmus. Dazu wird der Basisalgorithmus
mit der besten Bearbeitungsreihenfolge (Version 4) und der besten Positionswahl
(Kantenkreuzungen) kombiniert.

Vorgehensweise

Der Startknoten wird beliebig gewdhlt. Verschiedene Experimente haben gezeigt,
dass es fiir die Qualitdt der Ergebnisse im Mittel egal ist, ob der Startknoten mit
minimalem oder maximalem Grad oder zuféllig gew#hlt wird.

Mit zwei Datenstrukturen Layout und PriorityTable 1dsst sich der Algorithmus ein-
fach und {iibersichtlich implementieren. Layout reprasentiert natiirlich das bisher
erzeugte Teillayout. Dies kann realisiert werden durch ein Array und zwei Positio-
nen links und rechts, die die beiden Enden des Teillayouts definieren.

Um die Kreuzungsanzahl schnell zu berechnen, wird fiir jeden Knoten in Layout
die Anzahl seiner offenen Kanten gespeichert. Immer wenn ein Knoten ins Lay-
out eingefiigt wird, muss diese fiir seine Nachbarn um eins verringert werden. Nun
geniigt ein Durchlauf durch das Layout, beispielsweise von links nach rechts, um
die Kreuzungsanzahl zu berechnen. Fiir jeden Knoten wird die Prifixsumme der
offenen Kanten seiner Vorginger berechnet. Ist ein Knoten adjazent zum eingefiig-
ten Knoten, kreuzt die entsprechende Kante alle bisher gezihlten offenen Kanten,
also wird seine Prifixsumme zur Gesamtzahl addiert. Auf diese Weise werden die
Kreuzungen fiir die linke Position gezihlt.

Fiir die rechte Position kann das gleiche Verfahren mit umgekehrter Knotenord-
nung wiederholt werden. Schoner ist aber die gleichzeitige Berechnung der Sum-
me der Suffixsummen im ersten Durchlauf. Diese ergeben die Kreuzungen fiir die
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rechte Seite.

Die PriorityTable reprisentiert die Bearbeitungsreihenfolge. Um die Knoten nach
dem Wert ihrer Verbundenheit zu wihlen, wird eine Priority Queue verwendet. Da
Knoten mit gleicher Verbundenheit nochmals geordnet sind, enthilt sie nicht direkt
die Knoten, sondern Priority Queues, die jeweils Knoten gleicher Verbundenheit
enthalten und diese mit der Anzahl ihrer unplatzierten Nachbarn speichern. Die
duBere Queue liefert immer ihr groBtes Element zuriick, die inneren ihr kleinstes.

Die PriorityTable muss zwei Operationen unterstiitzen, Finden und Entfernen des
nichsten Elements und Aktualisieren der Prioritdt von Knoten. Das Aktualisieren
wird fiir die Nachbarn des aktuell zum Layout hinzugefiigten Knotens benotigt.
Dabei nimmt die Anzahl der nicht-platzierten Nachbarn um eins ab und die Ver-
bundenheit um eins zu, also miissen die neuen Prioritdten nicht extra angegeben
werden.

Algorithm 11: Circular Insert

Eingabe: Ein Graph G.
Ausgabe: Fin Kreislayout mit kleiner Kantenldnge.

1. PriorityTable nodeOrder < Startknoten mit Prioritit (1, 1),
alle anderen Knoten v mit Prioritit (0, d(v))

2. Layout layout < ()
3. while (nodeOrder.length() > 0) do
4. v «— nodeOrder.delNext()
5. layout «— v
6. forall (w in N (v) and layout.notPlaced(w)) do
7. nodeOrder.update(w)
Laufzeit

Mit der iiblichen Implementation der Priority Queues mit Fibonacci-Heaps ist das
Finden und Entfernen des nichsten Knotens in O(log(n)) méglich. Wird die Prio-
ritdt eines Knotens aktualisiert, muss er aus einer Queue entfernt werden und in
eine andere eingefiigt werden, dies ist in O(log(n)) moglich.

Zu Beginn des Algorithmus werden alle Knoten aufler dem Startknoten mit Ver-
bundenheit 0 und dem Knotengrad zur PriorityTable hinzugefiigt. Dies benotigt
O(nlog(n)) Laufzeit. Das Entfernen des jeweils nichsten Knotens benétigt insge-
samt ebenfalls O(n log(n)), das Aktualisieren der PriorityTable benétigt O(m log(n)).

Die Berechnung der besseren Position eines Knotens benétigt O(n). Damit liegt
die Gesamtlaufzeit in O(n? + mlog(n)).
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6.2.5 Zusammenfassung

Der Algorithmus Circular Insert ist ein einfaches und schnelles Verfahren, um so-
wohl die Kantenlidnge als auch die Kreuzungsanzahl eines Layouts zu reduzieren.
Auferdem liefert er sehr gute Ergebnisse. Deshalb ist er gut geeignet, um Startlay-
outs fiir weitere Optimierungsschritte, beispielsweise mit Sifting, zu produzieren.

Durch die Bearbeitungsreihenfolge Version 4 werden bereits so gute Ergebnisse
erzielt, dass die Positionswahl nur noch kleine Verbesserungen bringt. Spielt der
Implementationsaufwand eine Rolle, kann diese Reihenfolge als Layout gewahlt
werden, ohne dass sich das Ergebnis stark verschlechtert.



Kapitel 7

Experimente

In diesem Kapitel werden die an vielen Stellen zuvor angekiindigten Experimente
besprochen. Zuerst werden die fiir die Tests verwendeten Graphen beschrieben.
Danach folgt ein Vergleich der verschiedenen Verfahren aus Abschnitt 6.2, die
zum Algorithmus Circular Insert gefiihrt haben, und des Algorithmus von Miki-
nen. Der dritte Abschnitt vergleicht die Ergebnisse der wichtigsten besprochenen
Heuristiken. Im letzten Teil werden einige Aspekte der Sifting-Heuristik genauer
untersucht.

Die Experimente wurden auf verschiedenen modernen PCs (ca. 1.5 GHz, 512 MB
Ram) unter Suse Linux 8.1 durchgefiihrt. Die Algorithmen wurden in C++ mit der
Graphenbibliothek LEDA [18] implementiert.

Alle Algorithmen lassen noch Wahlmoglichkeiten offen, bei Phase [ ist das bei-
spielsweise die Wahl des nédchsten Knoten, die trotz der drei Bedingungen nicht
immer eindeutig ist. Dadurch konnen fiir einen Graphen (bzw. ein Layout) unter-
schiedliche Endlayouts berechnet werden. Um die dadurch auftretenden Verzer-
rung der Resultate zu verkleinern, wurden die Berechnungen fiir jeden Algorith-
mus auf jedem Graphen fiinfmal wiederholt, jeweils mit unterschiedlicher interner
Knotenordnung der Graphen, und die Ergebnisse gemittelt.

7.1 Untersuchte Graphen

Die Ergebnisse der Algorithmen werden fiir drei verschiedene Gruppen von Gra-
phen verglichen:

e Rom-Graphen. Diese Gruppe wird von Giuseppe Di Battista bereitgestellt [17]
und oft verwendet, um Algorithmen zu testen. Sie enthélt 11481 Graphen
mit 10 bis 100 Knoten und geringer Dichte. Der durchschnittliche Knoten-
grad liegt unter drei. Die Experimente wurden nicht mit den Originalgraphen
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durchgefiihrt, sondern mit ihren zweifachen Zusammenhangskomponenten,
die aus mindestens 10 Knoten bestehen. Dies sind 10541 Graphen.

e Zufallsgraphen mit festem durchschnittlichen Knotengrad. Diese Gruppe ent-
hélt vier Familien von Graphen mit den durchschnittlichen Knotengraden
3, 4, 5 und 10, bezeichnet mit D03, D04, D05 und DI0. Damit steigt die
Kantenanzahl in diesen Familien linear mit der Knotenanzahl. Jede Familie
besteht aus zweifach zusammenhidngenden Zufallsgraphen mit 10 bis 500
Knoten. Sie enthilt zu jeder durch fiinf teilbaren Knotenzahl 10 verschiede-
ne Graphen.

e Zufallsgraphen mit fester durchschnittlicher Dichte. Die letzte Gruppe be-
steht aus drei Graphenfamilien mit jeweils fester durchschnittlicher Dichte
von 2%, 5% und 10%. Sie werden mit P02, PO5 und P10 bezeichnet. Die
Kantenanzahl dieser Graphen ist proportional zu n?2. Jede Familie besteht
aus zweifach zusammenhingenden Zufallsgraphen mit 20 bis 200 Knoten.
Sie enthilt zu jeder durch fiinf teilbaren Knotenzahl 10 verschiedene Gra-
phen.

Fiir die Visualisierung sind vor allem Graphen mit bis zu 100 Knoten und gerin-
ger Dichte interessant. Kreislayouts groflerer Graphen sind nur auf einer grofSen
Flache gut darstellbar. In Graphen hoher Dichte enthilt schon ein optimales Lay-
out viele Kreuzungen, der Einfluss der Reduzierung ist also geringer. Bei anderen
Anwendungen werden auch groBere und dichtere Graphen betrachtet.

Als Vertreter fiir diinne Graphen werden meistens die Ergebnisse fiir die Rom-
Graphen und D03 gezeigt. Fiir kleine Graphen sind die Resultate beider Familien
sehr nahe beieinander, da beide eine dhnliche Dichte aufweisen. Die Rom-Graphen
zeigen den Bereich bis 80 Knoten sehr detailliert, D03 den Verlauf fiir grofere
Graphen.

Fiir die dichteren Graphen werden D10 und P05 betrachtet. Durch den Vergleich
zwischen D03 und D10 kann auf die Skalierbarkeit eines Algorithmus bei hoherer
Dichte geschlossen werden. Um nicht nur Graphen mit linear zur Knotenanzahl
steigender Kantenanzahl zu untersuchen, wird PO5 exemplarisch fiir PO2 und P10
betrachtet. Da diese Graphen schnell sehr viele Kanten und damit Kreuzungen ent-
halten, werden nur Graphen mit hochstens 200 Knoten betrachtet.

7.2 Circular Insert und Mikinen

In diesem Abschnitt werden die verschiedenen Verfahren, die schlieflich zum Al-
gorithmus Circular Insert fithren, verglichen. Das fiir alle Verfahren gleiche grund-
legende Vorgehen — das Layout wird schrittweise erstellt, indem Knoten an einem
Ende des bereits bestehenden Teillayout hinzugefiigt werden, je nachdem, welche
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Position die bessere ist — wird dabei durch die Wahl der Bearbeitungsreihenfolge
und die Art der Positionswahl variiert.

Zuerst werden die verschiedenen Bearbeitungsreihenfolgen und der Algorithmus
von Mikinen betrachtet. Danach werden die vier Moglichkeiten, um die Position
eines Knoten zu wihlen, verglichen.

In diesem Abschnitt werden auch die Kantenldngen der berechneten Layouts be-
trachtet, da die urspriingliche Idee fiir diese Algorithmen von diesem Optimie-
rungskriterium stammt. Das Hauptaugenmerk liegt aber auf der Anzahl der Kreu-
zungen. Um die Algorithmen dieses Abschnitts mit den anderen Heuristiken ver-
gleichen zu konnen, sind in den Diagrammen immer auch die Ergebnisse von Pha-
se I aufgefiihrt, ohne das sie im Text besonders erwihnt werden.

7.2.1 Bearbeitungsreihenfolgen

In Abschnitt 6.2 sind die folgenden vier Bearbeitungsreihenfolgen beschrieben:

1. Knotengrad,
2. Verbundenheit (Anzahl platzierter Nachbarn),
3. Anzahl unplatzierter Nachbarn,

4. Kombination von Version 2 und 3.

Diese Verfahren wurden mit der Positionswahl nach der Kantenlidnge kombiniert,
da sie schnell und einfach durchzufiihren ist und die Reduktion der Kantenldnge
das urspriingliche Ziel der Algorithmen ist. Zusétzlich wurde der Algorithmus von
Mikinen getestet.

Mit diesen fiinf Algorithmen wurden fiir die vier Graphenfamilien Layouts erstellt
und die Kreuzungsanzahl und die Kantenldnge berechnet. Die Ergebnisse der Gra-
phen gleicher Knotenanzahl wurden gemittelt. Die Abbildungen 7.1 und 7.2 zeigen
die Resultate.

Zuerst fillt auf, dass die Ergebnisse fiir die Kreuzungsanzahl und die Kantenlidn-
ge sehr dhnlich sind. Liefert ein Verfahren ein Layout mit wenigen Kreuzungen,
dann hat es auch eine geringe Kantenldnge, hat das Layout eine grofle Kantenlidn-
ge, dann enthilt es auch viele Kreuzungen. Dies bestétigt die Intuition, dass eine
Reduzierung der Kantenlidnge auch zu einer kleineren Kreuzungsanzahl fiihrt.

Fiir die verschiedenen Graphenfamilien sind die Ergebnisse ebenfalls sehr dhn-
lich. Auch hier gilt, dass ein Verfahren entweder fiir alle Familien gut oder fiir alle
schlecht ist.

Eindeutig die schlechtesten Ergebnisse liefert die Wahl nach dem Knotengrad. Das
ist nicht iiberraschend, da dabei die Adjazenzbeziehung der Knoten nicht beachtet



wird, die die Kreuzungsanzahl und die Kantenlidnge bestimmt. Etwas besser ist
der Algorithmus von Mikinen, der zwar auch die Knoten in der Reihenfolge der
Knotengrade betrachtet, aber ein paar zusitzliche Kriterien beachtet.

Das beste Verfahren ist die kombinierte Auswahl nach Version 4. Es liefert in allen
Experimenten die besten Layouts. Dies macht sich besonders bei diinnen Graphen
bemerkbar, bei denen es deutlich bessere Ergebnisse produziert als die alleinige
Wahl nach der Verbundenheit. Bei dichteren Graphen nimmt der Vorteil ab. Die
Wahl nach den unplatzierten Nachbarn ist meistens schlechter als Version 2, aber
auch deutlich besser als die Wahl nach den Knotengraden.

Die Laufzeit aller Verfahren ist so gering, dass die Bilder nicht aufgefiihrt sind. Sie
liegt auch fiir groe Graphen unter 0.1 Sekunden. Abbildung 7.5 zeigt die Laufzeit
fiir den interessantesten Algorithmus, Version 4.

7.2.2 Positionswahl

Betrachten wir nun den Einfluss verschiedener Kriterien fiir die Wahl zwischen
linker und rechter Position. Als Bearbeitungsreihenfolge der Knoten wird dazu
Version 4 gewihlt, da sie die besten Ergebnisse liefert. Verglichen wird die Wahl
der Position nach der Kantenlédnge (Length) und der Kreuzungsanzahl (Cross), das
Hinzufiigen auf nur einer Seite (One Side) und eine zufdllige Verteilung auf links
und rechts.

Wie oben wurden fiir die vier Graphenfamilien mit diesen vier Verfahren Layouts
erstellt, die Kreuzungsanzahl und die Kantenlédnge berechnet und die Ergebnisse
iiber alle gleichgroflen Graphen gemittelt. Die Abbildungen 7.3, 7.4 und 7.5 zeigen
die Resultate.

Wie erwartet ist das Ergebnis bei zufdlliger Wahl der Seite am schlechtesten. Be-
trachtet man die Kantenldngen, sind fast keine Unterschiede zwischen den drei
anderen Verfahren festzustellen.

Fiir die Kreuzungsanzahl sind bei den sehr diinnen Rom-Graphen noch deutliche
Unterschiede zu sehen, die aber schon bei D03 fast verschwinden. Die Auswahl
nach den Kreuzungen ist am besten, gefolgt von der Kantenlénge und dem Einfii-
gen auf nur einer Seite.

Die Laufzeit von Circular Insert ist deutlich hoher als die der anderen Verfahren,
aber trotzdem sehr gering.

7.2.3 Zusammenfassung

Wir haben im ersten Teil gesehen, dass die Wahl der Bearbeitungsreihenfolge einen
groBen Einfluss auf die Qualitiit der berechneten Layouts hat. Die Ergebnisse fiir
verschiedene Verfahren unterscheiden sich sehr stark. Die kombinierte Auswahl
nach der Verbundenheit und der Anzahl unplatzierter Nachbarn ist eine sehr gute

78



crossings

crossings

1400

Rome graphs.

1200 |

1000

900000

800000

700000

600000

500000

400000

300000

200000

100000

1
R3 &
R4 —-m—
ST1 --o--

Graphs with an average degree of 10.

crossings

crossings

100000

90000

80000

70000

60000

50000

40000

30000

20000

10000

160000

140000

120000

100000

80000

60000

40000

20000

Graphs with an average degree of 3.

Graphs with a density of 5%.

20

40

60

80

100
nodes

Abbildung 7.1: Kreuzungsanzahl fiir verschiedene Bearbeitungsreihenfolgen.

120

160

180

200

NANIDIYW AN LIFSNI 4V I1DdID TL

6L



KAPITEL 7. EXPERIMENTE

80

crossings

crossings

Rome graphs.

2000 90000
1800 |- X 80000
X
/>(
1600 [ ST1 -0~ o] 70000
1400
60000
1200
& 50000
1000 2
(<}
8 40000
800
30000
600
200 20000
200 10000
0 0
300000 - ; : 50000
45000
250000
40000
35000
200000
30000
(%2}
2
150000 @ 25000
5
20000
100000
15000
10000
50000
5000
o ) ! ! ! ! ! ! ! 0

50

100

150

200 250 300 350 400 450 500
nodes

Graphs with an average degree of 3.

50

100

Graphs with a density of 5%.

20

40

100
nodes

Abbildung 7.2: Kantenlédnge fiir verschiedene Bearbeitungsreihenfolgen.

120

140

160

180

200



crossings

crossings

Rome graphs. Graphs with an average degree of 3.

T T 40000 T T T T T T T
Random —+—
One Side ---x---
35000
30000
25000
5
{4
‘@ 20000 [
o
3]
15000
10000
5000 -
0
nodes nodes
Graphs with an average degree of 10. Graphs with a density of 5%.
700000 T T T T T T T y 120000 T T T T T
Random —+— Random —+—
One Side ---x--- One Side ---x---
LCroeﬁ - LCros}ﬁ K-
engt =l 4 engt =)
600000 ST1 - m- 100000 ST —m-
500000
80000 [
400000 »
(=2}
{4
‘@ 60000
<]
300000 ©
40000
200000
100000 20000
o 1 0 - - -
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
nodes nodes

Abbildung 7.3: Kreuzungsanzahl fiir verschiedene Platzierungsstrategien.

NANIDIYW AN LIFSNI 4V I1DdID TL

18



edge length

KAPITEL 7. EXPERIMENTE

edge length

82

Rome graphs. Graphs with an average degree of 3.

1600 T 80000 T T T T
Random —+— Random ——
One Side --—>---
Cross ---*---
1400 - Length -~ g 70000
SMT1 ——m—
1200 60000
1000 50000
<
k=)
c
800 |- < 40000 [
(=]
8
600 - 30000
400 B 20000
ﬁgﬁ?’;’?”
200 M&M’! E 10000 -
¥ L
0 L L L L L 0
10 20 30 40 50 60 70 80
nodes
Graphs with an average degree of 10. Graphs with a density of 5%.
300000 T T T 45000 T T T T
Random —+— Random —+—
OneCSide - OneCSide RV
r0SS - ¥--- L r0SS ---¥---
Length & 40000 Length -&
250000 S/T1 —-m— s S/T1 —-m—
35000
200000 30000 |
<
‘é» 25000
150000 2
(o}
| 20000 |
[}
100000 15000 -
10000 -
50000
5000
0 e iaibl 0 - I
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
nodes nodes

Abbildung 7.4: Kantenlédnge fiir verschiedene Platzierungsstrategien.



time

time

0.007

0.006

0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

Rome graphs.

Graphs with an average degree of 3.

0.12
Random —+— ‘ ‘ Random —+— ‘
One Side - One Side ---x---
Cross -~ Cross ------
L Length —& Length &
S/T1 —-m— 0.1 | ST1 —-m—
0.08
o
€ 006
0.04

Graphs with an average degree of 10.

Graphs with a density of 5%.

0.2 T T T T T T 0.05 T T T
ORang%m c;?angpdm —
ne Side ne Side -
0.18 | Cross ---%-- /'f 0.045 Cross ---%---
Length --& .1 Length @
ST1 —-m— - ST1 —-m-
0.16 |- o R 0.04 -
-
o
0.14 | - R 0.035 -
/._,l
0.12 Ve E 0.03 |
*
./. *x X ®
0.1 ,."' xx 1 E 0.025
0.02
0.015
0.01
0.005
0

20 40 60 80

Abbildung 7.5: Laufzeit der verschiedenen Platzierungsstrategien.

100 120 140 160 180 200
nodes

NANIDIYW AN LIFSNI 4V I1DdID TL

€8



84 KAPITEL 7. EXPERIMENTE

Reihenfolge.

Welches Kriterium benutzt wird, um fiir einen Knoten die Wahl zwischen den bei-
den Positionen zu treffen, ist mit einer guten Bearbeitungsreihenfolge nicht ent-
scheidend. Schon durch simples Anordnen der Knoten in dieser Reihenfolge wird
ein gutes Layout erzielt. Betrachtet man die hohere Laufzeit und den groBeren
Implementationsaufwand, stellt sich die Frage, ob sich der Algorithmus Circular
Insert lohnt. Da aber gerade bei den diinnen Graphen, die fiir die Visualisierung
am wichtigsten sind, ein Vorteil erzielt wird, ist es sinnvoll, ihn zu benutzen.

7.3 Vergleich der Heuristiken

Wir haben zwei Arten von Heuristiken kennen gelernt: die einen berechnen ihr
Endlayout unabhéngig von einem gegebenen Anfangslayout, die anderen verbes-
sern ein gegebenes Startlayout. Wir konnten alle moglichen Kombinationen dieser
Algorithmen betrachten. Da dies zu sehr vielen Kombinationen fiihrt, betrachten
wir nur die wichtigsten davon.

Im vorherigen Kapitel hat sich gezeigt, dass Circular Insert deutlich besser als der
Algorithmus von Mikinen und die anderen Variationen des Basisalgorithmus ist.
Deshalb werden nur er und Phase I als Initialisierungsalgorithmus verwendet. Da
Phase 2 eine Einschriankung von Sifting ist, betrachten wir ihn nur in der urspriing-
lichen Kombination zusammen mit Phase 1.

Das GLT stand leider nicht zur Verfiigung und konnte deshalb nicht verwendet
werden. Im ersten Teil des Algorithmus wird, wie in Phase 1, ein lingster Weg
im Graphen gesucht, der die Anordnung ergibt, das Vertauschen im zweiten Teil
ist dhnlich wie in Phase 2 oder Sifting, deshalb konnen diese Algorithmen als An-
haltspunkt fiir die Ergebnisse dienen. Six und Tollis vergleichen ihre Heuristik mit
dem GLT und erzielen mit Phase I bereits um iiber 20% bessere Ergebnisse [12].

Damit ergeben sich insgesamt sechs untersuchte Verfahren:

Phase 1,

Phase I und Phase 2,

Circular Insert,

Sifting,

Phase 1 und Sifting,

Circular Insert und Sifting.

Mit diesen sechs Algorithmen wurden Layouts fiir die vier oben genannten Gra-
phenfamilien und zusitzlich fiir DOS erstellt und die Kreuzungsanzahlen ermittelt.
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Zuerst werden sie anhand dieser Ergebnisse verglichen, danach betrachten wir die
von den Algorithmen benétigte Laufzeit.

7.3.1 Kreuzungsanzahl

Die Abbildungen 7.6 und 7.7 zeigen die gemittelten Kreuzungsanzahlen fiir die
oben beschriebenen Graphen und Algorithmen.

Von den betrachteten Algorithmen produziert Phase I die schlechtesten Layouts,
unabhingig von der Graphenfamilie und der Knotenanzahl. Sie sind aber besser als
die des Algorithmus von Mikinen, wie der vorherige Abschnitt gezeigt hat, und der
GLT, wie Six und Tollis in ihrer Arbeit ermittelt haben [12].

Die Layouts von Circular Insert sind deutlich besser und fast so gut wie die durch
Phase 2 verbesserte Layouts von Phase I. Der Vorsprung von Phase 2 nimmt mit
zunehmender Dichte der Graphen ab, so dass beide Verfahren auf Graphen aus D10
gleich gut sind.

Die besten Layouts werden von der Kombination von Sifting mit Circular Insert
produziert. An zweiter Stelle folgt die Kombination von Sifting mit Phase 1. Bei
diinnen Graphen ist der Abstand zwischen beiden noch relativ grof, bei dichteren
sind sie praktisch gleich gut.

Sifting ohne Initialisierung zeigt ein bemerkenswertes Verhalten. Bei den diinnen
Rom-Graphen sind die Layouts schlechter als die von Circular Insert produzierten
und damit die zweitschlechtesten. Bei dichteren Graphen werden die Layouts im
Vergleich mit denen anderer Heuristiken immer besser, bei Graphen aus D05 sind
sie bereits so gut wie die der Kombination von Sifting mit Phase I und bei D10
schlieBlich mit die besten.

Interessant ist auch der direkte Vergleich der Kombinationen Phase 2 nach Phase 1
und Sifting nach Phase 1. Bei diinnen Graphen ist der Unterschied zwischen den
Ergebnissen nur gering, wird aber mit zunehmender Dichte grofler. Das ist erstaun-
lich, da ein Knoten in dichteren Graphen mehr Nachbarn besitzt und Phase 2 damit
mehr mogliche Positionen testet und eher wie Sifting funktioniert. In diinnen Gra-
phen scheinen also 6fters die besten Positionen eines Knotens neben einem seiner
Nachbarn zu liegen, als in dichten Graphen.

7.3.2 Laufzeit

Die Abbildung 7.8 zeigt die gemittelten Laufzeiten fiir die Algorithmen. Die beiden
Initialisierungsalgorithmen sind so schnell, dass sie am unteren Rand des Schau-
bilds kaum zu erkennen sind. Thre Laufzeit ist in Abb. 7.5 besser zu erkennen.

Die Kombination von Phase I und Phase 2 ist deutlich schneller, als das von
der asymptotischen Laufzeit gleiche Sifting. Offenbar lohnt es sich (beziiglich der
Laufzeit), die Anzahl der moglicher Positionen eines Knotens einzuschrinken.
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Abbildung 7.6: Kreuzungsanzahl der wichtigsten Algorithmen (Teil 1).
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Die Laufzeit der drei Verfahren mit Sifting spiegelt direkt die Anzahl der benotigten
Runden wieder, da die beiden Initialisierungsalgorithmen praktisch keine Laufzeit
benotigen. Bei diinnen Graphen benétigt Sifting durch die Initialisierung nur knapp
halb so viele Runden wie ohne Initialisierung, um ein Endlayout zu finden. Dieses
enthilt zusidtzlich noch weniger Kreuzungen. Bei dichten Graphen verringert sich
die Laufzeit durch eine Initialisierung nicht so stark. Mit Circular Insert kann aber
teilweise noch eine Verringerung um ein Drittel erreicht werden.

7.3.3 Zusammenfassung

Die Kombination aus Circular Insert und Sifting erzeugt Layouts mit deutlich we-
niger Kreuzungen als der beste bisher bekannte Algorithmus Circular, der aus der
Kombination von Phase I und Phase 2 besteht.

Die Laufzeit des neuen Verfahren ist deutlich grofer, allerdings klein genug, um
bei den bei der Visualisierung iiblichen Knotenzahlen nicht negativ aufzufallen. Bei
groferen und vor allem bei etwas dichteren Graphen kann mit Circular Insert fast
die Kreuzungsanzahl von Circular erreicht werden, und das bei einem Bruchteil
der Laufzeit.

7.4 Verhalten von Sifting

In diesem Abschnitt werden die fiir Sifting offen gebliebenen Fragen beantwortet.
Zuerst betrachten wir die Auswirkungen verschiedener Startlayouts. Diese waren
bereits im letzten Abschnitt zu sehen, werden hier aber der Vollstindigkeit wegen
wiederholt. Danach untersuchen wir den Einfluss der Bearbeitungsreihenfolge der
Knoten und die Abnahme der Kreuzungsanzahl nach jeder Sifting-Runde.

7.4.1 Startlayout

Der Einfluss des Startlayout ist bei diinnen und dichten Graphen sehr unterschied-
lich. In den dichten Graphen ist die Kreuzungsanzahl der von Sifting erzeugten
Layouts immer gleich groB, egal ob das Startlayout mit Circular Insert oder Pha-
se I erzeugt wurde oder zufillig gewihlt ist. Immerhin verringert sich die Laufzeit
durch die Verwendung guter Startlayouts, d.h. es sind weniger Runden nétig, um
ein endgiiltiges Layout zu ermitteln. Wird Circular Insert verwendet, verringert sie
sich immerhin um ein Drittel.

In diinnen Graphen bietet sich ein ganz anderes Bild. Uninitialisiertes Sifting funk-
tioniert hier nur schlecht und produziert Layouts mit vielen Kreuzungen. Mit von
Phase I berechneten Startlayouts werden schon viel weniger Kreuzungen erzeugt,
mit Circular Insert noch etwas weniger. Da davon auszugehen ist, dass das Zu-
fallslayout mehr Kreuzungen als das von Phase I erzeugt Layout enthilt, fiihrt ein
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besseres Startlayout hier direkt zu einem besseren Endlayout. Die Laufzeit verrin-
gert sich durch eine gute Initialisierung teilweise bis auf die Hélfte.

7.4.2 Bearbeitungsreihenfolge

Fiir Sifting in Lagenlayouts werden in [13] die Knoten in der Reihenfolge ihrer
Knotengrade bearbeitet. Dabei wird die Reihenfolge nach jeder Runde umgekehrt,
die Knoten werden also abwechselnd absteigend und aufsteigend sortiert betrach-
tet. Dies bringt einen kleinen Vorteil gegeniiber der Verwendung einer festen Rei-
henfolge.

Um zu iiberpriifen, welchen Einfluss die Bearbeitungsreihenfolge auf Circular
Sifting hat, wurden die durch die folgenden Reihenfolgen entstehenden Layouts
verglichen:

e Random: Eine zufillige Reihenfolge.
e Mindeg: Sortierung nach den Knotengraden mit dem kleinsten zuerst.
e Maxdeg: Sortierung nach den Knotengraden mit dem gréBten zuerst.

e Reverse: Sortierung nach den Knotengraden, nach jeder Runde wird die Sor-
tierung umgekehrt.

e Maxcross: Fiir jeden Knoten wird die Anzahl seiner Kreuzungen ermittelt,
und die Knoten ansteigend in dieser Reihenfolge gewihlt.

Die Tests wurden fiir Siffing ohne Initialisierung und fiir die Kombination mit Cir-
cular Insert durchgefiihrt. Abb. 7.9 zeigt die Ergebnisse nur fiir die Graphen aus
D03, da alle getesteten Verfahren gleich gut sind. Sogar die zufillige Knotenwahl
fiihrt zu den gleich guten Ergebnissen wie die anderen Verfahren. Ob Sifting mit
oder ohne Initialisierung benutzt wird, macht ebenfalls keinen Unterschied.

7.4.3 Kreuzungsabnahme

Es wurde an mehreren Stellen behauptet, dass Sifting bereits nach wenigen Runden
ein Layout erzeugt, das nur noch wenig mehr Kreuzungen enthilt, als das Endlay-
out. In diesem Abschnitt wird untersucht, ob diese Behauptung stimmt.

Dazu wurde der Sifting-Algorithmus nach jeder Runde unterbrochen und die An-
zahl der Kreuzungen des Layouts berechnet. Abb. 7.9 zeigt die Ergebnisse fiir die
Graphen aus D03 fiir Sifting ohne Initialisierung und in Kombination mit Circular
Insert. Die Ergebnisse fiir die Kombination von Sifting und Phase I entsprechen
denen von Circular Insert.
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Fiir nicht-initialisiertes Sifting sind die Ergebnisse nach fiinf Runden nicht mehr
vom Endergebnis zu unterscheiden. Mit guten Startlayouts werden bereits nach
zwei Runden nur noch geringe Verbesserungen erreicht.
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Kapitel 8

Zusammenfassung

Diese Arbeit bietet einen Uberblick iiber die bei der Kreuzungsreduzierung in
Kreislayouts auftretenden Probleme. Im ersten Teil wurden die theoretischen Aspek-
te besprochen, unter anderem die A/P-Vollstindigkeit der Kreuzungsminimierung.
Der zweite Teil beschiftigte sich mit der praktischen Durchfithrung der Kreuzungs-
reduzierung.

Die wichtigsten Ergebnisse sind die beiden Heuristiken zur Kreuzungsreduzierung
Circular Insert und Sifting. Werden sie zusammen benutzt, erzeugen sie Kreislay-
outs mit deutlich weniger Kreuzungen als die beste bisher bekannte Heuristik Cir-
cular von J. Six und 1. Tollis [12]. Circular Insert alleine erzeugt Layouts, die fast
so gut wie die von Circular erzeugten sind, und bendtigt dazu nur einen Bruchteil
der Laufzeit. Kapitel 7 zeigt einen ausfiihrlichen Vergleich aller bekannter Verfah-
ren mit diesen beiden neuen Algorithmen.

Ein anderer interessanter Algorithmus ist CountAllCrossings zur Berechnung der
Kreuzungsanzahl. Er ist vor allem fiir Graphen mit vielen Kreuzungen deutlich
schneller als der bisher bekannte Algorithmus.

Ausblick

Beide vorgestellten Algorithmen kénnen moglicherweise noch verbessert werden.
Fiir Sifting ist vor allem eine Verringerung der Laufzeit interessant. Dies konnte
beispielsweise analog zur zweiten Phase von Circular durch ein Einschrinkung
auf bestimmte Positionen geschehen. Diese Einschrinkung sollte allerdings so gut
sein, dass sie das Ergebnis nicht so stark wie Phase 2 verschlechtert.

Ein interessanter Ansatz kombiniert die beiden Verfahren, indem die Knoten durch
Circular Insert nicht an einem der beiden Enden des Teillayout angefiigt werden,
sondern durch das Teillayout gesiftet werden und damit die Beste aller Positionen
erhalten.
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