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Kapitel 1

Einleitung

Die Graphentheorie ist heute ein wichtiges Teilgebiet der Mathematik. Vor iiber 200 Jahren
verfafite Euler mit [Eul36] die historisch erste graphentheoretische Arbeit. Seitdem stieflen
Wissenschaftler aus verschiedenen Bereichen immer wieder auf graphentheoretische Struk-
turen. Das Werk von Konig [K636] aus dem Jahre 1936 fafit die meisten wesentlichen
Ergebnisse der Graphentheorie zusammen und hat entscheident dazu beigetragen, daf} die
Graphentheorie sich als wissenschaftlich anerkannte Theorie manifestieren konnte.

Zwei der klassischen Fragestellungen in der Graphentheorie sind das traveling salesman pro-
blem und das Vierfarbenproblem. Beim traveling salesman problem hat ein Handlungsrei-
sender die Aufgabe zum Beispiel Kunden in bestimmten Stadten aufzusuchen. Das Problem
besteht nun darin eine Rundfahrt durch alle diese Stidte zu finden, deren Gesamtstrecke
so kurz wie moglich ist. Das Vierfarbenproblem dagegen fragt danach, ob die Liander einer
Landkarte mit hochstens vier Farben so eingefirbt werden konnen, dafl je zwei benach-
barte Lénder unterschiedliche Farben haben. In beiden Aufgaben kénnen die gegebenen
Daten als Graph modeliert werden. Auf abstrakten Graphen lassen sich dann Algorithmen
beschreiben, die das jeweilige Problem l6sen. Ein Graph besteht aus einer Menge von Kno-
ten und einer Menge von Kanten. Die Kanten sind Linien, die je zwei Knoten verbinden.
Im Fall des traveling salesman problem bilden die aufzusuchenden Stédte die Menge der
Knoten des Graphen und die gegebenen Straflenverbindungen werden durch die Kanten
symbolisiert. Man kann jeder Kante noch zusétzlich die Linge der Strafle zuweisen, welche
sie reprasentiert. Auf einem solchen Graphen, der die reinen Verbindungseigenschaften und
deren Léngen wiederspiegelt, 148t sich das Problem mittels eines entsprechenden Algorith-
mus lésen. Das Vierfarbenproblem kann ebenfalls als Graphenproblem formuliert werden.
In diesem Fall stellen die Lander der Landkarte die Knoten des Graphen dar und jede
Grenze, die zwei Liander voneinander trennt, wird durch eine Kante reprisentiert.

Durch die Darstellung der gegebenen Daten in Form eines Graphen werden die Informa-
tionen auf die fiir die Losung des Problems kritischen Fakten reduziert. Aspekte wie der
genaue Straflenverlauf, die Grofle eines Landes oder einer Stadt oder die Linge der Gren-
ze zwischen zwei Liandern sind fiir die Lésung nicht von Bedeutung. Man kann sich nun



sicherlich vorstellen, daf sich Aufgaben aus den unterschiedlichsten Bereichen als graphen-
theoretisches Problem formulieren lassen.

Ein wichtiger Teil der Graphentheorie ist die Untersuchung von Strategien einen Gra-
phen zu durchlaufen. Eine Durchlaufstrategie fiir einen Graphen bezeichnet man auch
als Graphsuche. Wir werden uns in dieser Arbeit vor allem mit zwei der bekanntesten
Durchlaufstrategien durch Graphen beschiftigen, der Breiten- und der Tiefensuche. Die
Breitensuche ist eine Strategie, welche den Graphen schichtweise absucht. Sie geht vom
Startknoten aus zuerst alle Knoten durch, zu welchen eine Kante existiert, bevor sie von
einem anderen besuchten Knoten aus weitermacht. Die Tiefensuche dagegen geht so tief in
den Graphen hinein wie méglich, indem sie immer von dem zuletzt besuchten Knoten aus
zu einem neuen Knoten weiterlduft. Diese Arbeit wird sich mit speziellen Formen dieser
beiden Graphsuchen beschiftigen.

Kapitel 2 enthélt eine Einfithrung in einige wichtige Grundbegriffe der Graphentheorie.
Wir haben uns bei den Bezeichnungen weitgehend an die angegebenen Biicher gehalten.
Natiirlich gibt es unzihlige Werke, die einen umfassenden Einblick in die Graphentheorie
geben, die verwendeten Bezeichnungen sind dabei aber sehr unterschiedlich. Wir haben
uns bemiiht in dem Kapitel die Grundbegriffe zu Graphen soweit einzufiihren, dafi ein
zusétzliches Studium der Literatur zum Versténdnis der Arbeit nicht notwendig ist. Diese
Einfiihrung beschriankt sich dabei aber im wesentlichen auf die benétigten Definitionen
und kann keinen tieferen Einblick in die Graphtheorie bieten.

In Kapitel 3 werden Graphsuche allgemein und die schon erwidhnten Tiefen- und Breiten-
suche definiert. Einige Anwendungsbeispiele sollen aufzeigen, dafl Suchstrategien in vielen
Lésungsalgorithmen eine zentrale Rolle iibernehmen. Der zweite Teil des Kapitels fithrt den
Begriff der dualen Suche ein und gibt einen ersten Ausblick auf die weiteren Forschungen.
Die Kapitel 4 und 5 umfassen die zentralen Aussagen der Arbeit. Zu Begin des 4. Ka-
pitels werden wir die Struktur eines planaren Graphen betrachten. Ein planarer Graph
ist ein Graph, der sich auf ein Blatt Papier derart zeichnen li8it, dafl sich keine zwei
Kanten iiberschneiden. Zu einem planar gezeichneten Graphen ist der Dualgraph definiert
als der Graph, dessen Knotenmenge aus den Gebieten des Originalgraphen besteht (man
vergleiche hierzu die Modelierung des Graphen zum Vierfarbenproblem). Zu jeder Kante
des Originalgraphen existiert im Dualgraph eine Dualkante, welche die durch die Kante
getrennten Gebiete verbindet. Das 4. Kapitel beschéftigt sich nun mit der Dualitdt von
Tiefen- und Breitensuche, wenn die eine Suche auf dem Graphen ausgefiihrt wird und die
andere auf dem Dualgraphen. Zwei Suchen sind dual, wenn die Suche auf dem Dualgraphen
die Dualkanten in der gleichen Reihenfolge aufnimmt, wie die andere Suche die Kanten des
Originalgraphen. Es wird eine modifizierte Breitensuche vorgestellt, welche dual zur Tie-
fensuche arbeitet. Ebenso fiihren wir eine modifizierte Tiefensuche ein, die dual ist zur
Breitensuche.

Das 5. Kapitel beschéftigt sich mit einer speziellen Tiefensuche. Man kann jedem Kno-
ten eines Graphen die Kante zuordnen, iiber welche er zum ersten Mal besucht wurde.
Diese Kanten bilden einen Baum im Graphen, das heif3t einen Untergraphen, der keinen
Kreis enthélt. Dieser Baum wird als Suchbaum bezeichnet. Alle anderen Kanten heiflen



Nichtbaumkanten. Wir werden zeigen, dafl die Dualkanten der Nichtbaumkanten im Dual-
graphen wiederum einen Tiefensuchbaum bilden. Auflerdem 148t sich die Kantenaufnahme-
reihenfolge der Tiefensuche, die diesen Tiefensuchbaum im Dualgraphen erzeugt aus dem
Tiefensuchbaum im Originalgraphen rekonstruieren.

Die Ergebnisse der Arbeit werden in Kapitel 6 noch einmal kurz zusammengefafit.



Kapitel 2

Grundbegriffe der Graphentheorie

Als Euler 1736 [Eul36] das bekannte Konigsberger Briickenproblem 16ste, legte er damit
den Grundstein zur Graphentheorie. Heutzutage finden Graphen in vielen Bereichen des
téglichen Lebens Anwendung. Ein Beispiel fiir einen Graphen ist der Plan eines Unter-
grundbahnnetzes, dessen Linien nicht den tatsichlichen Verlauf der Schienen angeben,
sondern nur die Verbindungen zwischen den verschiedenen Bahnhéfen wiederspiegeln. Wir
wollen uns im folgenden etwas genauer mit einigen Problemen der Graphentheorie aus-
einander setzen. Dazu werden in diesem Kapitel grundlegende sowie im weiteren haufig
verwendete Begriffe definiert. Fiir einen tieferen Einblick siehe auch [Har69] oder [Jun94].

2.1 Graphen und Untergraphen

Ein (ungerichteter) Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge V' # () und einer
Menge E, welche eine Teilmenge der zweielementigen Teilmengen von V ist. Die Elemente
v € V heiflen Knoten (engl. vertices oder nodes), die Elemente e € E heiflen Kanten (engl.
edges). Sind die Kanten von G keine zweielementigen Teilmengen von V' sondern geordne-
te Paare (v,w) € V x V, so ist der Graph gerichtet. Kanten der Form {v,v} werden als
Schlingen oder Schleifen (engl. loops) bezeichnet, und mehrere Kanten {vy,w}, {ve, ws}
mit v; = ve und wy = wy heiflen Mehrfachkanten (engl. multiple edges).

Die Ordnung eines Graphen G ist die Anzahl seiner Knoten, die wir mit n := n(G) = |V/|
bezeichnen. Die Anzahl seiner Kanten notieren wir mit m := m(G) := |E|.

In einem ungerichteten Graphen werden die Knoten v und w einer Kante e = {v,w} End-
knoten von e genannt. Ein Knoten v € V und eine Kante e € E heiflen inzident, falls
v € e, ebenso heiflen zwei Kanten zueinander inzident, falls sie einen gemeinsamen End-
knoten besitzen. Ist {v,w} € FE, so sind die zwei Knoten v und w adjazent. Die Menge
Nw) :={u € V | {v,u} € E} der Nachbarn von v bezeichnen wir als die Nachbarschaft
des Knotens v € V. Die Anzahl der Kanten, die zu einem Knoten v € V inzident sind,



bestimmen den Grad (endl. degree) d(v) := |N(v)| des Knotens.

Zwei wichtige Beispiele von Graphen sind der vollstindige Graph (engl. complete graph)
und der vollstindig bipartite Graph. Der vollstindige Graph G = (V, E) auf n Knoten hat
als Kanten alle zweielementigen Teilmengen von V' und wird mit K, notiert. Die Knoten-
menge V des vollstdndig bipartiten Graphen K, ,, ist die Vereinigung zweier disjunkter
Knotenmengen V; und V, mit V| = ny und |V;| = ny. Die Kantenmenge besteht aus genau
den Kanten {v,w} fiir die v € V; und w € V5. In Abbildung 2.1 sind die vollstéindigen
Graphen K bis K5 und der vollstéindig bipartite Graph K3 3 dargestellt.
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K, K, K; 4 5 3,3

Abbildung 2.1: Beispiele fiir vollstdndige und vollstéindig bipartite Graphen

In einem gerichteten Graphen D = (V, E) (engl. directed graph), auch Digraph genannt,
heifit v der Anfangs- oder auch der Auslaufknoten und w der End- oder Einlaufknoten der
Kante € = (v, w). Die Knoten v und w sind inzident zu €, v und w sind wiederum adjazent.
Die Nachbarschaft N(v) :== {u € V | (v,u) € E} eines Knotens v € V ist definiert als die
Menge der Endknoten aller aus v auslaufenden Kanten. Die Anzahl der Nachbarn geben
den Grad d(v) := dou(v) := |N(v)| an, auch Auslaufgrad (engl. outdegree) genannt. Die
Anzahl der Kanten, die v als Endknoten haben, bestimmen den Einlaufgrad (engl. indegree)
din(v) := |[{w € V | (w,v) € E}|.

Man kann aus einem ungerichteten Graphen G = (V, E) einen gerichteten Graphen D
machen, indem man jede Kante e € E durch zwei entgegengesetzt gerichtete Kanten er-
setzt. Ebenso kann man aus einem gerichteten Graphen D = (V E) einen ungerichteten
Graphen erzeugen, indem jede gerichtete Kante € € E durch eine ungerichtete ersetzt wird
und danach alle Mehrfachkanten bis auf eine Version geloscht werden. Natiirlich erhélt
man bei Hintereinanderausfiithrung diese Aktionen nicht notwendigerweise wieder den sel-
ben Graphen, da die Richtung einer Kante in D bei der Konstruktion von G verloren
geht.

Fiir einen Graphen G = (V, F) sei eine Teilmenge V' von V gegeben. Die Menge aller
Kanten e, die beide Endknoten in V' haben werde mit E (V') bezeichnet. Der Graph G’ =
(V', E(V")) heifit der durch V' (knoten-) induzierte Untergraph (engl. induced subgraph)
von G und wird mit G(V"') bezeichnet. Fiir jede Menge V' C V und E' C E(V"') heifit ein
Graph G' = (V', E') ein Untergraph oder Teilgraph von G. Ist V' =V und E' C E, so ist
G' = (V, E') ein aufspannender Untergraph von G. Fiir eine Menge V' C V bezeichnen wir
mit G\V' den durch V\V’ induzierten Subgraphen von G. Ist V' = {v} einelementig, so
schreiben wir auch G\v.



In einem Graphen G = (V, E) sei eine Teilmenge E’ von E gegeben. Die Menge V(E')
enthalte alle Knoten v € V, die Endknoten einer Kante e € E’ sind. Dann heifit der
Graph G' = (V(E'), E') der durch E' (kanten-) induzierte Untergraph von G und wird
entsprechend mit G(E") bezeichnet.

2.2 Wege, Kreise und Zusammenhang

Es sei vy, v1,-..,v; eine Folge von (nicht notwendigerweise verschiedenen) Knoten eines
Graphen G = (V, E). Falls fiir alle s = 1,...,1 gilt, da§ {v;_1,v;} € E, so handelt es sich
bei der Folge um einen Weg (engl. walk) in G. Sind die v; fiir alle i = 0, .. ., [ paarweise ver-

schieden, so heifit der Weg Pfad (engl. path). Die Linge eines Weges W = (vg, v1, ..., v;) ist
die Anzahl [ der Kanten, die er enthilt. Ein Pfad auf n Knoten wird mit P, = (vg, v1, ..., Uy)
bezeichnet und hat die Lange n—1. Dabei ist vy sein Anfangsknoten und v, sein Endknoten.
Alle anderen Knoten heiflen innere Knoten. Ein Pfad von v nach w wird auch als v-w-Pfad
bezeichnet.

Ein Weg W = (vy,v1,...,v;) heifit geschlossen oder Zykel (engl. cycle), falls Anfangs-
und Endknoten identisch sind. Sind die Knoten vy, vy, ..., v; alle paarweise verschieden, so
handelt es sich um einen Kreis, fiir den wir auch Cj schreiben. Liegt ein Kreis in der Ebene,
so kann man das Innere und das Aufere dieses Kreises unterscheiden. Liegt das Innere des
Kreises rechts des gerichteten Weges vg, v, - .., v;, so handelt es sich um einen Rechtskreis,
liegt das Innere links des Weges, so bezeichnen wir den Kreis als Linkskreis.

Zwei Knoten v, w € V eines Graphen G heiflen verbindbar (engl. connected), falls es einen
v-w-Pfad in G gibt. Die Liinge eines kiirzesten v-w-Pfades definiert den Abstand! (engl.
distance) dist(v, w) zwischen v und w. Existiert kein solcher Pfad, so sei dist(v, w) := oc.
Ein Graph G heifit zusammenhdngend, falls fiir je zwei Knoten v, w € V ein v-w-Pfad exi-
stiert. Jeder Knoten v € V' ist mit sich selbst verbindbar, den zugehérigen Pfad P, = (v)
nennen wir trivial. Die zusammenhingenden Teilgraphen von G, welche beziiglich ihrer
Knotenmenge inklusionsmaximal sind, werden (Zusammenhangs-) Komponenten genannt.
Eine Menge Vs C V wird als Separator bezeichnet, falls der Untergraph G(V\Vs) des zu-
sammenhingenden Graphen G = (V, E) in wenigstens zwei Zusammenhangskomponenten
zerfillt. Falls Vs = {v} einelementig, so wird der Knoten v als Separator bezeichnet.

Eine Kante e € E eines zusammenhingenden Graphen G heifit Briicke, falls das Entfer-
nen von e den Zusammenhang von G zerstort. Ein Schnitt Es C E ist eine Menge von
Kanten, durch deren Entfernung aus E der zusammenhingende Graph G in wenigstens

!Die Abbildung dist : V2 — Rt geniigt den folgenden Bedingungen und ist demnach eine Metrik:
1. dist(z,y) >0 und dist(z,y) =0 genau dann wenn z =y

2. dist(z,y) = dist(y, x)

3. dist(z, z) < dist(z,y) + dist(y,z) (Dreiecksungleichung)



zwel Zusammenhangskomponenten zerlegt wird. Ein Schnitt wird auch héufig mit S oder
(S, V\S) notiert. Dabei sind S und V'\S die Knotenmengen der durch Es getrennten Zu-
sammenhangskomponenten von G. Das heifit Es = {{v,w} € E|v € S,w € V\S}, und
fir alle Kanten {v,w} € E\Ejy gilt, da8 v,w € S oder v,w € V\S. Eine Briicke e ist also
ein einelementiger Schnitt Fg = {e}.

Ein gerichteter Graph D = (V, E) heifit stark zusammenhdingend, falls zu je zwei Knoten
v,w € V (gerichtete) Wege P, = (v,...,w) und P, = (w,...,v) existieren. D wird als
(schwach) zusammenhdngend bezeichnet, falls die ungerichetet Version G von D zusam-
menhéngend ist.

2.3 Biaume und Walder

Ein zusammenhéngender Graph 7" = (V, E), der keinen Kreis enthilt, heiit Baum (engl.
tree). Ein Baum erfiillt folgende Eigenschaften:

(T1) Er enthilt genau n — 1 viele Kanten.
(T2) Zwischen je zwei Knoten v,w € V existiert genau ein v-w-Pfad.

(T3) Ein Baum ist minimal zusammenhdngend, das heifit, es kann keine Kante entfernt
werden ohne den Zusammenhang zu zerstoren.

(T4) Er ist mazimal kreisfrei, das heifit, jede Kante e ¢ FE, die zwischen zwei Knoten
v,w € V eingefiigt wird, schlie3t einen Kreis.

Ein Graph F' wird Wald (engl. forest) genannt, wenn alle seine Zusammenhangskompo-
nenten Baume sind. Die Knoten v € V' eines Waldes F' mit d(v) = 1 heiflen Bldtter (engl.
leafs), alle anderen Knoten werden als innere Knoten bezeichnet.

Ein Baum 7', der Teilgraph eines Graphen G ist mit V(G) = V(T'), heifit aufspannender
Baum von G.

Ein Wurzelbaum (engl. rooted tree) ist ein Baum 7' = (V) F) zusammen mit einem aus-
gezeichneten Knoten r» € V. Dieser Knoten r wird als Wurzel von T bezeichnet und im
allgemeinen nicht als Blatt aufgefafit. Ein Knoten u heifit Nachfolger eines Knoten v, falls
v € {r,u} oder der r-u-Pfad in T v als inneren Knoten enthélt. Knoten v ist dann Vorginger
von u. Ein Knoten v wird also auch als sein eigenener Vorgéinger beziehungsweise Nach-
folger angesehen. Ist {v,u} € E, so bezeichnen wir u als direkten Nachfolger von v und v
entsprechend als direkten Vorgénger von u. Die Knoten v € V mit dist(r,v) = i bilden die
i-te Schicht (engl. level) des Wurzelbaumes T' = (V, E).



2.4 Adjazenzmatrix und Adjazenzlisten

Fiir die Darstellung eines Graphen G = (V, E') im Computer benétigen wir eine Datenstruk-
tur, die alle notwendigen Informationen enthélt, wenig Platz einnimmt und einen schnellen
Zugriff auf die einzelnen Informationen gewéhrleistet. In der Komplexititstheorie wird die
Effizienz einer Datenstruktur oder eines Algorithmus in Abhéngigkeit von der “Gréfle” der
Eingabe betrachtet. Die Komplexitit eines Algorithmus A ist also eine Funktion f, deren
Wert f(n) die Schrittzahl, bzw. den Speicherplatzt angibt, den A bei einer Eingabe der
Lange n zur Losung benétigt. Betrachtet man die Schrittzahl eines Algorithmus, so spricht
man von seiner Zeitkomplezitit (engl. time complexity), betrachtet man den benétigten
Speicherplatzt, so spricht man von der Raumkomplezitit (engl. space complexity). Meist
kann man nur eine obere Schranke oder eine Wachstumsrate fiir f(n) angeben. Hierzu wer-
den im allgemeinen die folgenden Notationen verwendet. Seien A und g Abbildungen von
N nach R*, dann werden die Mengen O,  und © von Funktionen wie folgt definiert:

O(g(n)) == {h:N—R" |[Fec>0,n0 : h(n) <c-g(n) Yn>ng }
Qg(n)) == {h:N—R" [Je>0,n : h(n) >c-g(n) Yn>ng }

O(g(n)) = {h:N—Rt | 3¢ >0,c0>0,n9 : ¢1-9(n) < h(n) <cs-g(n)
Vn > ng }

Gilt fiir einen Algorithmus, da8 f(n) € ©(g(n)), so ist das meist die schirfste Aussage die
man iiber die Laufzeit eines Algorithmus machen kann, denn

f(n) € ©(g(n)) <= f(n) € Og(n)) A f(n) € Qg(n)).

Im allgemeinen ist die Raumkomplexitidt hochstens so grofl wie die Zeitkomplexitit, da
in jedem Schritt des Algorihtmus hochstens ein Datum angefafit wird und alle Daten ein-
gelesen werden miissen. Liegen Zeit- und Raumkomplexitéit in O(g(n)), so sagt man, der
Algorithmus hat Komplexitit O(g(n)).

Bezeichne n = |V| wie gewohnt die Anzahl der Knoten des Graphen und m = |E| die An-
zahl der Kanten. Die am hiufigsten verwendeten Datenstrukturen sind die Adjazenzmatriz
und die Adjazenzlisten. Die Adjazenzmatrix ist eine n x n-Matrix AM mit

AM(i, ) = {1 , falls {i,j} € E bzw. (i, j) € E im gerichteten Fall,

0 , sonst.
Bei einem ungerichteten Graphen ist die Adjazenzmatrix symmetrisch. Eine Adjazenzma-
trix benotigt O(n?) viel Speicherplatzt, bietet aber den Vorteil, daf§ ein Algorithmus in
O(1), also in einem Schritt auf jede Kante zugreifen kann.
Die Adjazenzlisten sind ein Array AL der Linge n von Listen. Fiir jeden Knoten v € V

8



enthilt die Liste AL[v] alle zu v adjazenten Knoten. Im allgemeinen ist m € O(n?) und
somit auch die Raumkomplexitiit der Adjazenzlisten in O(n?). Leider gewihren die Adja-
zenzlisten keinen direkten Zugriff auf eine einzelne Kante, da man erst die Adjazenzliste
des Anfangsknotens durchgehen muf}, bis man den Endknoten gefunden hat. Das heif}t, die
Zugriffszeit auf eine Kante iiber Adjazenzlisten ist im schlechtesten Fall in O(n?).

2.5 Planare Graphen

Ordnet man allen Knoten eines Graphen G = (V, E) paarweise verschiedene Punkte p =
(x,y) in der Ebene zu und stellt die Kanten als deren Endpunkte verbindende Linien dar,
so erhilt man eine graphische Darstellung von G. Eine solche Darstellung eines Graphen
bezeichnet man als seine Einbettung in die Ebene. Besitzt ein Graph G eine Einbettung, bei
der sich je zwei Liniensegmente zu Kanten, die keinen gemeinsamen Endknoten besitzen,
nicht schneiden, so heifit der Graph sowie seine Einbettung planar. Die Gebiete, in welche
die Ebene durch eine planare Einbettung eines (planaren) Graphen G unterteilt wird,
werden Fuacetten genannt. Jede Kante e besitzt entweder eine angrenzende Facette, falls e
eine Briicke ist, oder zwei angrenzende Facetten. Bei gerichteten Kanten spricht man auch
von der Facette rechts und der Facette links von der Kante. Fiir die Anzahl der Facetten
f gilt (siehe auch [Jun94]):

n—m+f =2 (Eulersche Polyederformel)

Daraus ergibt sich eine obere Schranke fiir die Kantenzahl m eines planaren Graphen
(ebenfalls nachzulesen in [Jun94)):

m < 3n—6 (fiirn>3)

Das heifit m € O(n) und daraus ergibt sich fiir die Zugriffszeit auf eine Kante iiber Adja-
zenzlisten eine Komplexitét in O(m) = O(n).

Als Beispiele fiir planare Graphen sei auf die in Abbildung 2.1 vorgestellten vollstdndigen
Graphen K bis K, mit héchstens 4 Knoten verwiesen. Nicht planar sind dagegen der Kj
und der vollsténdig bipartite Graph K3 3. Ebenfalls planar sind Wiélder.

Eine planare Einbettung eines Graphen (G ist nicht eindeutig, das heifit ein planarer Graph
hat unter Umstinden ganz unterschiedliche planare Einbettungen. Wenn wir in Zukunft
von einem planaren Graphen sprechen, so gehen wir davon aus, dafl dieser in einer festen
planaren Einbettung vorliegt.

Gegeben sei ein planar eingebetteter Graph G = (V, E), dann wird durch diese feste pla-
nare Einbettung den zu einem Knoten v inzidenten Kanten eine Reihefolge, in der sie
an v angrenzen, zugeordnet. Sind die Adjazenzlisten der Knoten entsprechend dieser Rei-
henfolge sortiert, so spricht man von der kombinatorischen Einbettung von G. Eine solche
kombinatorische Einbettung 148t sich in Linearzeit berechnen, siehe hierzu [HT74]. In Ab-
bildung 2.2 sind ein planarer Graph und seine gemifl der kombinatorischen Einbettung
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sortierten Adjazenzlisten dargestellt. Die Adjazenzliste eines Knotens v € V enthélt die zu
v adjazenten Knoten entsprechend ihres Auftretens im Gegenuhrzeigersinn.

Ist ein planarer Graph G gegeben, so gehen wir in Zukunft davon aus, daf} die Adjazenz-
listen von G geméfl der planaren Einbettung sortiert sind.

AL[s] ={c,b,a}
AL[a] = {s, [}
AL[D] = {s, f}
ALlc] ={e,d, s}
AL[d] = {c, g}

ALle] = {h,g,c}
AL[f] ={a,b, 9,1}
AL[g] = {d, e, h,i, f}
AL[h] = {i, g, e}
AL[i] ={f,9,h}

Abbildung 2.2: Planarer Graph und seine entsprechend sortierten Adjazenzlisten

Gegeben ein Wurzelbaum 7 in einer festen kombinatorischen Einbettung. Sei u direkter
Vorgénger von v in T'. Ein direkter Nachfolger w von v heifit rechtester (linkester) Nachfol-
ger von v, falls w erster Knoten nach (letzter Knoten vor) u in der im Gegenuhrzeigersinn
geordneten Adjazenzliste von v ist. Ein Blatt w ist rechtestes Blatt, falls w und alle seine
Vorgénger, aufler der Wurzel, jeweils rechteste Nachfolger ihrer direkten Vorgidnger sind.
Auf dem gerichteten Pfad von der Wurzel zu dem rechtesten Blatt gibt es nach dieser
Definition keine Kante, die rechts des Pfades liegt.

2.6 Der Dualgraph

Es sei ein planarer Graph G = (V, E) in einer festen planaren Einbettung gegeben. Ordnet
man jeder Facette f von G einen Knoten zu und jeder Kante e € E eine duale Kante e*,
die die (nicht notwendigerweise verschiedenen) Knoten verbindet, welche die an die Kante
angrenzenden Facetten repréisentieren, so erhélt man den sogenannten Dualgraph G* =
(V*, E*) zu G. In einem gerichteten Graphen D sind die Kanten €* € E* des Dualgraphen
D* = (V*, E*) von rechts nach links gerichtet. In Abbildung 2.3 ist ein ungerichteter und
ein gerichteter Graph jeweils mit dem zugehdrigen Dualgraphen dargestellt.

Der Dualgraph zu G* ist wieder der Ausgangsgraph, das heifit G** = G. Im gerichteten
Fall ist das nicht richtig, da die Kantenorientierung von D** gerade umgekehrt zu der von
D ist, es gilt D*** = D. Entsprechend der Konstruktion hat der Dualgraph G* gerade
soviele Knoten wie GG Facetten besitzt und soviele Facetten wie G Knoten. Die Anzahl der
Kanten von G und G* ist gleich. die Dualkante zu einer Briicke in G ist eine Schleife in
G*. Da sich planare Graphen unterschiedlich in die Ebene einbetten lassen, ergeben sich
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Abbildung 2.3: Graph und Dualgraph (gestrichelt) im ungerichteten und im gerichteten
Fall

aus diesen Einbettungen auch unterschiedliche Dualgraphen. Wir betrachten deshalb den
Dualgraphen immer beziiglich einer festen Einbettung von G.
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Kapitel 3

Suchstrategien

In diesem Kapitel wollen wir uns damit beschéftigen, wie man einen Graphen “geschickt”
durchlduft. Dabei kann man auf sehr unterschiedliche Weise vorgehen. Wir werden zuerst
Graphensuche definieren und danach die zwei bekanntesten Beispiele vorstellen. Im zweiten
Teil werden wir unser Augenmerk auf die planaren Graphen richten. Man kann auf pla-
naren Graphen die Suchen noch weiter spezifizieren, indem man die feste kombinatorische
Einbettung des Graphen ausnutzt. Aulerdem werden wir die zu einer Suche duale Suche
definieren und ein erstes Beispiel kennenlernen.

3.1 Graphensuche

In diesem Abschnitt gehen wird davon aus, daf} ein gegebener Graph G = (V, E) ungerichtet
und zusammenhéngend ist.

Definition 3.1.1 (Graphensuche)
Eine Graphensuche (engl. graph traversal) auf G von einem gegebenen Startknoten v, € V

aus ist eine Abbildung o : {1,2,...,m} — E mit folgenden Eigenschaften:

(Sl) O'(tl) = O'(tg) = t1 =1y (InJekt1V1tat)
(S2) (v,w) € By, = (w,v) ¢ E,, (Antisymmetrie)

(S3) Sei G, := G(E,) = (V;, Ey) fiir alle ¢ = 1,...,m, dann existiert fiir jeden Knoten
v € V; ein gerichteter v,-v-Pfad in Gy,

wobei B, := o({1,2,...,t}) und V; := V(E)), fiir 1 < ¢ < m.
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Vo ist die einelementige Menge, die nur den Startknoten vy enthilt. Zu jedem Zeitpunkt
t € {1,2,...,m} enthilt die Menge V, = V/(E}) alle Knoten, die inzident zu einer Kante aus
E, = {€51), €5(2); - - - Ex(t) } sind. Eine Kante {u,v} € E heifit besucht, falls (u,v) € E, oder
(v,u) € E’}, ansonsten ist sie zum Zeitpunkt ¢ noch unbesucht. Aufgrund der Injektivitit
von o 1aft sich jeder Kante € € E, in eindeutiger Weise der Zeitpunkt ¢ zuordnen, zu
welchem sie besucht wurde. Wir bezeichnen diesen Zeitpunkt als das Alter (engl. age) der
Kante €:
age(€) :=t, falls o(t) = €

Ist ein Knoten v aus V\V;, so ist v zum Zeitpunkt ¢ noch unbesucht. Die Menge V; der
bereits besuchten Knoten unterteilt sich in zwei disjunkte Mengen. Die Knoten, welche
inzident zu einer noch unbesuchten Kante sind, nennen wir aktiv, die anderen vollstindig
abgearbeitet. Die Menge der aktiven Knoten wird mit V, C V; notiert.

Eine Graphensuche 148t sich in zwei Schritte aufteilen. Solange noch nicht alle Kanten be-
sucht sind, wird aus der Menge der aktiven Knoten zunéchst ein Knoten v € V, ausgewéhlt.
Diese Knotenauswahl 148t sich als Abbildung v : N — V formulieren. Ist v(t) = v, so
bezeichnen wir den Knoten v als den zum Zeitpunkt ¢ aktuellen Knoten. Danach wird aus
der Menge der zu v inzidenten unbesuchten Kanten eine Kante {v,w} ausgewihlt und
aus v auslaufend orientiert. Dieser Schritt wird durch die Abbildung a@ : N — E mit
a(t) = (v(t),w) € E beschrieben, und (v(t), w) heifit die aktuelle Kante zum Zeitpunkt
t. Die Projektion der Kantenauswahl auf den Endknoten der gewihlten Kante werde mit
7(t) bezeichnet, das heifit 7(t) = w genau dann, wenn a(t) = (v(t),w) € E.

Um die unterschiedlichen Suchstrategien einheitlich darzustellen, werden wir im folgenden
immer auf Mengen von Kanten arbeiten, die in einem Kantencontainer M gespeichert wer-
den. Die Kante € = (u,v) € M, iiber welche ein Knoten v von der Knotenauswahlregel
zu einem Zeitpunkt ¢ gewdhlt wird, nennen wir Referenzkante von v. Zu einem Knoten v
kénnen mehrere Referenzkanten in M gespeichert sein. Knotenauswahl sowie Kantenaus-
wahl konnen auf die in M gespeicherten Kanten zugreifen und M gegebenenfalls aktuali-
sierem.

Die Realisierung einer Suche besteht demnach aus drei Teilen,

e cinem (Kanten-) Container M und eventuell anderen Datenstrukturen zur Speiche-
rung von Zusatzinformationen,

e ciner Knotenauswahlregelv :t — v € V, und

—

e ciner Kantenauswahlregel o : t — (v(t),w) € E.

Ein entsprechender Suchalgorithmus hat dann die folgende einfache Form, welche in der
darauffolgenden Skizze 3.1 noch einmal graphisch dargestellt wird:

(1) Initialisierung

13



(2) solange Kantencontainer M nicht leer
(3) v := Knotenauswahl v(t)
(4) (v, w) := Kantenauswahl «(t)

G eingebettet

Knotenauswahl v Kantenauswahl «

Zugrift |Update
Zugriff [Update

)

antencontainer MJ

Initialisierung (K

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung einer Graphensuche

Die Kanten, durch welche ein Knoten bei einer Suche aktiv wird, ergeben den sogenannten
Graphensuchbaum. Alle anderen Kanten werden Nichtbaumkanten oder Rickwdrtskanten
genannt.

3.1.1 Breitensuche

Eine der bekanntesten Suchstrategien ist die Breitensuche. Mit ihrer Hilfe lassen sich ver-
schiedene graphentheoretische Probleme 16sen. Gegeben sei ein ungerichteter, zusammen-
héngender Graph G = (V, E) und ein Startknoten vy € V. Die Breitensuche arbeitet
von diesem Knoten aus alle Nachbarn N(vs) ab und danach alle Nachbarn dieser Knoten,
solange, bis alle Kanten besucht sind.

Viele Suchstrategien werden allein durch ihre Knotenauswahlregel bestimmt. Dabei erhal-
ten die aktiven Knoten eine Rangfolge, die von den Zeitpunkten abhéingt, zu denen sie
besucht wurden. Wir fiihren deshalb fiir die Knoten einen Zeitstempel ein. Eine Suche
startet zum Zeitpunkt ¢t = 1, wobei 7(0) := v;,. Sei

T(v,t) = {t' < t|v(t') = v},

also die Menge der Zeitpunkte ¢’ vor ¢, zu denen die Kantenauswahl (v(t'), v) gewéhlt hat.
Bei einer Breitensuche erhéilt jeder Knoten einen fixen Zeitstempel, den Zeitpunkt, zu dem
er zum ersten Mal besucht wurde :

Tomin (0, 1) := man{t' € 7(v,t)}
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Die Breitensuche wird vollstindig durch ihre Knotenauswahlregel festgelegt. Wir kénnen
sie nun mit den gegebenen Hilfsmitteln definieren. Die Breitensuche wihlt aus der Menge
der aktiven Knoten denjenigen Knoten aus, der den kleinsten Zeitstempel besitzt.

Definition 3.1.2 (Breitensuche)
Eine Graphsuche heifit Breitensuche, falls

v(t) =v mit Ty (v,t) = mingey, {Tmin(w, 1) }

Die Breitensuche, englisch Breadth-First-Search, wird hiufig mit BFS abgekiirzt. Aus der
Definition ergeben sich fiir die Breitensuche folgende Eigenschaften. Zu jedem Zeitpunkt
t € {1,2,...,m} ist fiir jeden Knoten v € V; der kiirzeste gerichtete vs-v-Weg in G, auch
ein kiirzester v,-v-Weg in (G. Kanten aus Et verlaufen nur zwischen Knoten aus V;, deren
Absténde zu v, in G4 sich um hochstens 1 unterscheiden.

Entsprechend dieser Eigenschaften ist der Breitensuchbaum ein Baum kiirzester Wege von
v, zu allen anderen Knoten in G. Der Abstand eines Knotens zur Wurzel v, wird als sein
Level bezeichnet. Die Menge aller Knoten v mit level(v) = ¢ bildet die i-te Schicht des Brei-
tensuchbaumes. Die Breitensuche 148t sich mit Hilfe unseres Suchschemas folgendermaflen
realisieren.

Algorithmus 3.1.3 (Breitensuche (BFS))

Eingabe: Ungerichteter, zusammenhéngender Graph G = (V, E) und ein ausgezeichneter
Knoten v, € V.

Initialisierung: M := {(z,v,)} mit Dummyknoten = ¢ V.

Knotenauswahl
(1) Endknoten v der Kante (u,v), die am ldngsten in M liegt

Kantenauswahl(v; (u, v))

(1) falls v aktiv

(2) wihle eine unbesuchte zu v inzidente Kante {v,w} und orientiere sie: (v, w)
(3) falls w unbesucht

(4) lege (v, w) in M ab

(5) gib (v, w) aus

(6) ansonsten

(7) entferne (u,v) aus M

Erlduterung: Die Breitensuche beginnt mit Startknoten v, und behilt diesen solange
als aktuellen Knoten bei, wie er noch aktiv ist. Die Breitensuche betrachtet zuerst alle
Nachbarn von vs und legt diese, beziehungsweise die Kanten iiber welche die Knoten zuerst
entdeckt wurden, in M ab. Sind alle Nachbarn von v, besucht, ist v, nicht mehr aktiv
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und (z,v,) wird aus M entfernt. Die Endknoten der zu diesem Zeitpunkt in M liegenden
Kanten bilden die 1. Schicht. Nun besucht die Breitensuche alle noch nicht gefundenen
Nachbarn dieser Knoten, welche Schicht 2 bilden. Da die Referenzkanten aller Knoten aus
Schicht 1 vor den Referenzkanten der Knoten aus Schicht 2 in M abgelegt wurden, wird der
erste Knoten der 2. Schicht erst bearbeitet, wenn alle Knoten aus Schicht 1 abgearbeitet
sind und ihre Referenzkanten aus M geléscht wurden. Die Breitensuche arbeitet demnach
schichtweise den ganzen Graphen ab.

Abbildung 3.2 zeigt eine Breitensuche angewendet auf einen Graphen G' und den entstan-
denen Breitensuchbaum. Die diinn gestrichelten Pfeile zwischen Knoten des Baumes sind
die Nichtbaumkanten. Wie man sieht verlaufen Nichtbaumkanten nur zwischen Knoten
derselben Schicht oder von einem Knoten aus einer Schicht ¢ zu einem Knoten aus Schicht
v+ 1.

level 0 level 3

level 1 i level 2

Abbildung 3.2: Breitensuche angewendet auf Graphen GG und der zugehoriger Breitensuch-
baum 7. Die Pfeile in G' kennzeichnen die durch die BFS festgesetzte Orientierung der
Kanten. Der Breitensuchbaum wurde in G' durch dicke Pfeile markiert. Die Zahl an einem
Pfeil gibt das Alter der Kante an, also den Zeitpunkt ¢, zu dem sie ausgewahlt wurde.

Laufzeitanalyse: Jede Kante wird im Laufe des Algorithmus einmal gefunden und dann
nicht wieder betrachtet. Pro Kante werden eine konstante Anzahl einfacher Operationen
ausgefiihrt, deren Laufzeit jeweils in O(1) ist. Die Gesamtlaufzeit der Breitensuche liegt
somit in O(m), ist also linear in der Anzahl der Kanten von G. Der Speicherbedarf liegt
in O(n), da fiir jeden Knoten genau eine Referenzkante, jene iiber die er zum ersten Mal
gefunden wird, in M abgelegt wird. Danach ist er besucht und es wird keine weitere in ihn
einlaufende Kante gespeichert. Damit hat die Breitensuche eine Komplexitét in O(m).

An dem noch folgenden Beispiel werden wir sehen, in welcher Form die Breitensuche in

der Praxis Anwendung findet. Vorab noch einige Definitionen:

Ein Netzwerk (engl. network) ist ein Paar (G, w), bestehend aus einem Graphen oder

Digraphen G = (V, E) und einer (Kanten-) Gewichtsfunktion! w : £ — R*. Die Kan-
"Meist wird die Gewichtsfunktion mit w : E — R definiert. Wir werden aber nur Netzwerke mit

positiven Kantengewichten betrachten und kénnen uns somit ersparen, auf die Bedeutung der Existenz
von negativen Gewichten einzugehen.
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tengewichtsfunktion weist jeder Kante e € E ein Gewicht (engl. weight) w(e) zu. In einem
StraBennetz 148t sich dieses Gewicht zum Beispiel als Linge der Strecke interpretieren.
Kommt es eher auf die Reisegeschwindigkeit an, so kann w(e) aber auch ein Ma$ fiir die
Zeit sein, die zum Befahren einer Strecke nétig ist. In einem Strom- oder Wassernetz ist
wiederum die Kapazitit einer Leitung von grofler Bedeutung. Im folgenden bleiben wir bei
der Interpretation von w(e) als Lénge der Strecke e.

Abbildung 3.3: Ein Netzwerk in einem ungerichteten Graphen

Mit Hilfe der Gewichtsfunktion w kann jedem Weg W = (vg,v1,...,v;) in G eine Lénge
w(W) = w({vo, v1})+w({v1,v2})+- - -+w({vi—1, v }) zugeordnet werden. Sind zwei Knoten
v und v in G verbindbar, so ist der Abstand beziiglich w dist,(u,v) definiert als das
Minimum der Léngen aller Wege, die u und v verbinden. Liegen u und v in unterschiedlichen
Zusammenhangskomponenten des Graphen, so sei dist,,(u,v) := co. In Abbildung 3.3 ist
dist,(a,b) = 7 der Abstand von a und b auf dem dick markierten Weg. Nun aber zu dem
angekiindigten Anwendungsbeispiel.

Kiirzeste Wege

Problem: Gegeben ein ungerichteter Graph G = (V, F), eine Kantengewichtsfunktion
w: E — R und ein Startknoten v, € V. Bestimme die kiirzesten Wege von v, zu jedem
anderen Knoten v € V\{v;}.

Zur Bestimmung der kiirzesten Wege von v; € V' aus und deren Lingen bendtigen wir zwei
zusitzliche Datenstrukturen:

e Knoten-Array VOR, in dem der direkte Vorgéinger jedes Knotens auf einem kiirzesten
Weg gespeichert wird. Zu Beginn des Algorithmus ist VOR[v] undefiniert fiir alle
veV.

e Knoten-Array DIST, in welchem die Lénge eines kiirzesten Weges gespeichert wird.
Zu Beginn des Algorithmus ist DIST[vs] := 0 und DIST[v] := oo fiir alle v €

VA{vs}-

Fiir die Implementation eines Algorithmus zur Berechnung der kiirzesten Wege kénnen wir
die Breitensuche in leicht modifizierter Form verwenden.
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Algorithmus 3.1.4 (Kiirzeste Wege)

Eingabe: Ungerichteter Graph G = (V, E) und ein ausgezeichneter Knoten v, € V; Kan-
tengewichtsfunktion w : E — R*.

Initialisierung: M := {(z,v,)} mit Dummyknoten z ¢ V/;

DIST[vs] :== 0 und DIST[v] := oo Vv € V\{vs}.

Knotenauswahl
(1) Endknoten v einer Kante (u,v) € M mit DIST[v] = min g e {DIST[y]}
Kantenauswahl(v; (u,v))

(1) falls v aktiv

(2) wéhle eine unbesuchte zu v inzidente Kante {v,w} und orientiere sie: (v, w)
(3) falls DIST[v]| + w({v,w}) < DIST|[w]

(4) falls w unbesucht

(5) lege (v, w) in M ab

(6) DIST[w] := DIST[v] + w({v,w})

(7) VOR[w] :=v

(8) ansonsten

9) entferne (u,v) aus M

Erlduterung: Im Gegensatz zur BFS wéhlt der Algorithmus "Kiirzeste Wege’ immer den-
jenigen Knoten v aus der Menge der aktiven Knoten aus, der den kleinsten Abstand zu v,
hat. Von diesem Knoten aus werden alle Nachbarn besucht. Dabei wird fiir jeden Knoten
w € N(v) nachgesehen, ob die Linge eines Weges iiber den aktuellen Knoten v kiirzer ist als
die Lange DIST[w], welche bis zu diesem Zeitpunkt als die kiirzeste betrachtet wurde. Dar-
aus folgt fiir alle besuchten Kanten & = (v, w) die Eigenschaft, dal DIST[v] < DIST[w].
Aus dieser Eigenschaft ergibt sich unmittelbar, dal der Algorithmus 'Kiirzeste Wege’ fiir
jeden Knoten v € V\{v,}, der von v, aus erreichbar ist, die Linge eines kiirzesten v,-v-
Weges berechnet. Diese Lange ist am Ende des Algorithmus in DIST [v] gespeichert, wobei
ein Eintrag DIST|[u] = oo bedeutet, daf 4 und v, nicht verbindbar sind. Ein Weg W von
vs nach v mit DIST[v] < oo, 148t sich iiber den Knoten-Array VOR von v aus riickwérts
rekonstruieren:

W := (v, = VOR'[v], VOR" '[v],...,VOR[v],v),
wobei VORI[v] = VOR[VOR[...VORJu]...]].

2-mal
Die Korrektheit dieser Aussage ergibt sich aus der folgenden Eigenschaft von kiirzesten

Wegen.

Lemma: Gegeben sei ein Netzwerk (G, w). Ist W = (vg,v1, ..., Vi—1, Vi, Vig1, ..., V) €in
kiirzester vo-vp-Weg, dann ist fiir jeden inneren Knoten v; (1 < i < k—1) W =
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(vo,v1,...,0;1,v;) ein kiirzester vy-v;-Weg und Wy := (v, vi11,...,vx) ein kiirzester v;-
V- Weg.

Beweis: Angenommen W; sei kein kiirzester vy-v;-Weg, dann existiert ein Weg W3 :=
(uo = vy, U1, . .., u; = v;) mit dist,,(W3) < dist,,(W;) und auBerdem ¢ # j oder v, # u; fiir
einl € {1,...,i = j}. Sei Wy := (up,u1,...,uj = v, Vi41,...,V), dann ist dist,,(Wy) =
disty,(Ws) + dist,(Ws) < dist,(Wh) + dist,(Ws) = dist,, (W) im Widerspruch dazu, daf§
W ein kiirzester vy-vi-Weg ist. Damit ist die Behauptung beweisen. O

3.1.2 Knoten-Tiefensuche

Die klassische Umkehrung des Vorgehens der Breitensuche kommt in der Tiefensuche zum
Ausdruck. Bei der Tiefensuche wird solange vom zuletzt gesehenen Knoten aus weiter-
gesucht, bis die Suche einen schon bearbeiteten Knoten findet. Bei der Tiefensuche kann
man zwei Auspriagungen unterscheiden. Die Knoten-Tiefensuche macht nur dann von dem
Endknoten der gewiihlten Kante aus weiter, wenn der Knoten noch unbesucht ist, die
Kanten-Tiefensuche dagegen geht immer vom Endknoten der gewéhlten Kante aus wei-
ter. Die Knoten-Tiefensuche richtet sich also nach dem Status des Knotens, die Kanten-
Tiefensuche dagegen nach dem Status der Kante.

Wir wollen uns in diesem Abschnitt die Knoten-Tiefensuche und eine ihrer Anwendungen
anschauen. Sei 7(v,t) wie oben definiert. Bei einer Knoten-Tiefensuche erhilt jeder Kno-
ten, genau wie bei der Breitensuche, einen fixen Zeitstempel, den Zeitpunkt 7, (v,t) =
min{t' € 7(v,t)}, zu dem er zum ersten Mal besucht wurde.

Definition 3.1.5 (Knoten-Tiefensuche)
Eine Graphsuche heifit Knoten-Tiefensuche, falls

v(t) =v mit Ty (v,t) = mazyev, {Tmin(w,t)}

Im allgemeinen wird die Knoten-Tiefensuche mit V-DFS bezeichnet, eine Abkiirzung des
englischen Vertex-Depth-First-Search. Der folgende Algorithmus implementiert eine Kno-
ten-Tiefensuche gemifl unseres Suchschemas.

Algorithmus 3.1.6 (Knoten-Tiefensuche (V-DFS))

Eingabe: Ungerichteter, zusammenh#ngender Graph G = (V, E) und ein ausgezeichneter
Knoten v, € V.

Initialisierung: M := {(z,v,)} mit Dummyknoten z ¢ V.

Knotenauswahl
(1) Endknoten v der Kante (u,v), die zuletzt in M eingefiigt wurde

Kantenauswahl(v; (u,v))
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(1)
(2)
(3)
(4) lege (v, w) in M ab
(5)
(6)
(7)

falls v aktiv
wihle eine unbesuchte zu v inzidente Kante {v, w} und orientiere sie: (v, w)

falls w unbesucht

3
6
7

gib (v, w) aus
ansonsten

entferne (u,v) aus M

Erlduterung: Die Knoten-Tiefensuche arbeitet, im Gegensatz zur Breitensuche, immer
von dem zuletzt neu gefundenen Knoten aus weiter. Mit dem Startknoten beginnend geht
sie iiber eine unbesuchte Kante zum néchsten Knoten. Ist dieser noch unbesucht, so geht
sie im né#chsten Schritt von diesem Knoten aus weiter. Ist der Knoten besucht, so wird
die Kante nicht in M abgelegt und der aktuelle Knoten bleibt aktueller Knoten fiir den
nichsten Schritt. Ist der aktuelle Knoten nicht mehr aktiv, so fiihrt die Tiefensuche einen
Backtrack Schritt durch, das heifdt, sie entfernt die Referenzkante des aktuellen Knoten aus
M und macht von deren Anfangsknoten aus weiter. Auf ihrem Weg durch den Graphen
macht die V-DFS von einem Knoten, der vor dem aktuellen Knoten gefunden wurde, nur
dann weiter, wenn sie durch entsprechend viele Backtrack Schritte zu der Referenzkante
dieses Knotens in M zuriickkehrt.

Laufzeitananlyse: Genau wie die BFS besucht auch die V-DF'S alle Kanten und fiihrt pro
Kante eine konstante Anzahl O(1)-Operationen durch. Damit ergibt sich fiir die Knoten-
Tiefensuche ebenfalls eine Laufzeit in O(m), Speicherbedarf in O(n) und folglich eine
Gesamtkomplexitét in O(m).
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Abbildung 3.4: Knoten-Tiefensuche auf Graph und zugehoriger Tiefensuchbaum
Abbildung 3.4 zeigt eine Knoten-Tiefensuche angewendet auf einen Graphen G und den da-

durch entstandenen Tiefensuchbaum. Die diinn gestrichelten Kanten stellen die Nichtbaum-
kanten dar. Nichtbaumkanten verlaufen immer von einem Knoten v zu einem Vorginger
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w von v im Baum. Sie verlaufen niemals zwischen Knoten aus unterschiedlichen Asten des
Baumes wie bei der Breitensuche. Jede Nichtbaumkante € = (u,v) schliefit einen Kreis
bestehend aus dem v-u-Pfad in dem Tiefensuchbaum und der Riickwértskante (u,v).

Der Tiefensuchbaum 7" zusammen mit den Riickwirtskanten bilden eine gerichtete Version
von G. In diesem Graphen wurde jede Kante e € E durch eine gerichtete Kante €' € E
ersetzt. Diesen gerichteten Graphen wollen wir mit G¥"°¥S = (V, E) bezeichnen. Eine Kante
€ = (u,v) aus der Menge der Baumkanten Ey C E werde durch (u,v)™ gekennzeichnet,
cine Kante aus der Menge der Nichtbaumkanten Ey = E\E; durch (u,v)*. Damit ist
T=(V, ET)'

Das folgende Beispiel nach Tarjan beschreibt eine wichtige Anwendung der Tiefensuche in
der Graphentheorie. Wir werden hier nur die wesentlichen Resultate nennen, die jeweiligen
Beweise sind in [Tar72] nachzulesen.

2-facher Zusammenhang (nach Tarjan [Tar72])

Definition: Gegeben ein ungerichteter Graph G = (V, E). Falls fiir je drei paarweise
verschiedene Knoten v, w und a € V ein v-w-Pfad P existiert, so dal a nicht auf P liegt,
dann ist G 2-fach zusammenhdngend.

Lemma: Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Wir definieren auf der Menge der Kanten
F folgende Aquivalenzrelation:

Zwei Kanten sind dquivalent genau dann, wenn sie auf demselben Zykel liegen.
Bezeichnen E;, 1 < 1 < n, die verschiedenen Aquivalenzklassen dieser Relation und G; =
(Vi, E;), wobei V; = V(E;), dann gilt:

(i) G; ist 2-fach zusammenhingend, fiir alle 1 <4 <n.
(ii) Keiner der G; ist ein echter Untergraph eines 2-fach zusammenhéngenden Untergra-
phen von G.
(iii) Jeder Separator v € V von G kommt in mehr als einem der V;,1 < i < n vor, jeder
Knoten v € V, der kein Separator ist, liegt in genau einer der Mengen V;, 1 <1 < n.
(iv) Jede Schnittmenge V; NV enthélt mindestens einen Knoten u € V, fiir alle 1 < 4, j <
n. Ein solcher Schnittpunkt u ist ein Separator von G.

Die Untergraphen G; von G sind die 2-fachen Zusammenhangskomponenten von G.

Problem: Gegeben ein Graph G = (V, E), bestimme die 2-fachen Zusammenhangskom-
ponenten von G.

Shirey’s Algorithmus [Shi69] testet jeden Knoten daraufhin ab, ob er ein Separator ist oder
nicht. Die Laufzeit dieses Verfahrens liegt in O(|V| - |E|). Ein effizienterer Algorithmus,
den wir hier vorstellen, benutzt die V-DFS.

Sei G = (V,FE) und der durch eine Knoten-Tiefensuche entstandene gerichtete Graph
GYV-PFS gegeben. Die Knoten v € V seien in der Reihenfolge durchnumeriert, wie sie von
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der Suche gefunden wurden, das heifit, jeder Knoten erhilt eine Nummer NUM (v) :=
Tmin(v, 1), die ihn identifiziert. Ist v ein Vorgénger von w # v in T, so gilt NUM (v) <
NUM (w). Fiir jeden Knoten v € V wird ein Tiefpunkt definiert durch

LOW PT (v) :== min{ NUM (v), min{ NUM (w) | Ju € V,u Nachfolger von v in 7" und
(u,w)" € Ex} }

LOW PT(v) ist also die Nummer des Knotens mit kleinster Nummer, der von v aus iiber
einen v-u-Pfad (u nicht notwendigerweise verschieden von v) gefolgt von hochstens einer
Nichtbaumkante (u,w) erreichbar ist.

Lemma: Gegeben ein zusammenhéngender ungerichteter Graph G = (V, E), GV"PFS die
durch eine V-DFS entstandene gerichtete Version von G und T der Tiefensuchbaum in
GV-PFS_ Seien a,v und w € V drei paarweise verschiedene Knoten mit (a,v)~ € Ep und w
kein Nachfolger von v in 7. Falls LOW PT(v) > NUM/ (a), dann ist a ein Separator von
G und das Entfernen von a trennt v und w. Umgekehrt gilt, falls a ein Separator von G
ist, dann existieren Knoten v, w € V', welche die obigen Eigenschaften erfiillen.

Es gilt auflerdem, daf sich die Tiefpunkte wie folgt berechnen lassen:

LOW PT (v) = min( {NUM(v)} U {LOW PT(w)|(v,w)” € Er}
U{NUM (w)|(v,w)" € EN} )

Der folgende Algorithmus ist eine erweiterte Knoten-Tiefensuche, die iiber diese Gleichung
die Tiefpunkte berechnet und mit diesen die 2-fachen Zusammenhangskomponten des Ein-
gabegraphen G bestimmt.

Algorithmus: (2-fache Zusammenhangskomponenten)

Eingabe: Ungerichteter, zusammenhéngender Graph G = (V, E') und Startknoten v, € V.
Initialisierung: M := {(z,vs)} mit Dummyknoten z ¢ V.

Zahler 7 := 0, Knoten-Arrays LOW und NUM, LOW [vs] :== NUM|v,] := 0.
Kanten-Menge M := .

Knotenauswahl
(1) Endknoten v der Kante (u,v), die zuletzt in M eingefiigt wurde
Kantenauswahl(v; (u,v))

1
2
3
4

falls v aktiv
wihle eine unbesuchte zu v inzidente Kante {v, w} und orientiere sie: (v, w)

falls w noch nicht numeriert (w noch unbesucht)

(
(
(
( lege (v,w) in M und in M ab

)
)
)
)
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5 :=1+1
6 LOW |[w] := NUM[w| :=i
ansonsten

oo

lege (v,w) in M ab
LOW v] := min{ LOW [v], NUM[w] }

gib (v, w) aus

~ N /N /N /N
o) -~

_ =
=)

ansonsten (v nicht mehr aktiv)
entferne (u,v) aus M
LOW u] := min{ LOW [u], LOWv] }
falls LOW[v] > NUM [u]

lege neue 2-fache Zusammenhangskomponente K; an

= = = e
S ot B~ W

sei €= (z,y) Kante, die zuletzt in M eingefiigt wurde
solange NUM[z] > NUM v]

entferne (z,y) aus M und fiige sie in K; ein

— —
~J DN
e N N e N e N e e N N N N N N

e N T N e N N e N N
[u—

—_
Ne)

entferne (u,v) aus M und fiige sie in K; ein

Erlduterung: Der Zihler ¢ merkt sich die Nummer des zuletzt neu gefundenen Knotens.
In NUM |[v] wird die Nummer des Knotens v gespeichert und in LOW [v] ein Wert kleiner
gleich NUM |v] und groBer gleich des tatsdchlichen LOW PT(v). Im Laufe des Algorith-
mus wird der Tiefpunkt eines Knotens v bestimmt und in LOW [v] vermerkt. Die Menge M
speichert alle Kanten, die auch in M abgelegt werden und zusétzlich alle Nichtbaumkanten.
Wiirden die Nichtbaumkanten ebenfalls in M abgelegt werden, so wiirde die Knotenaus-
wahl den Endknoten einer Nichtbaumkante im n#chsten Schritt auswihlen entgegen der
Definition von Knoten-Tiefensuche. Der Algorithmus '2-fache Zusammenhangskomponen-
ten’ fithrt in erster Linie eine Knoten-Tiefensuche durch. In M werden dabei alle Kanten,
die auf dem Weg gefunden werden abgelegt. Je nachdem, welchen Status der aktuelle Kno-
ten beziehungsweise der Endknoten der gewihlten Kante hat fiihrt die Suche eine von drei
unterschiedliche Aktionen durch. Sei v der aktuelle Knoten und (u, v) seine Referenzkante
in M.

a) v ist aktiv und die Suche wihlt eine Kante (v, w) mit noch unbesuchtem Endknoten w.
Dann wird diese Kante in M und M aufgenommen und

LOWw| := NUM|w] gesetzt (Schritt (4) und (6)).

b) v ist aktiv und die Suche wihlt eine Kante (v, w) mit besuchtem Endknoten w, also
NUM]|[w] < NUM{[v]. Nichtbaumkante (v, w)* wird in M aufgenommen und

LOWv] := min{ LOW [v], NUM|[w]} gesetzt (Schritt (8) und (9)).

c) v ist abgearbeitet. Das bedeutet insbesondere, dafi auch alle Knoten, die Nachfolger von
v im Tiefensuchbaum sind, abgearbeitet sind. Die Kante (u,v)™ wird aus M entfernt und
LOW u| := min{ LOW [v], LOW [u]} gesetzt (Schritt (12) und (13)).
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In Fall a) geht die Suche einen Schritt weiter im Tiefensuchbaum und in Fall b) bearbeitet
sie eine Nichtbaumkante (v, w)* € Ey. In Fall ¢) geht die Suche im Tiefensuchbaum eine
Kante zuriick und fiir den Anfangsknoten dieser Kante gilt die folgende Aussage.

Beh: Entfernt die Tiefensuche zum Zeitpunkt ¢ die Referenzkante (u,v) von v aus M, dann
ist LOW [v] = LOW PT(v) korrekt berechnet.

Bew: Ist v ein Blatt des Tiefensuchbaumes, dann ist die Menge {w|(v,w)™ € Er} leer
und somit LOW PT(v) = min( {NUM (v)} U {NUM (w)|(v,w)* € Ex}). Da v abgear-
beitet ist wurden alle Kanten (v, w)* € Ey durch eine Aktion b) bearbeitet. Damit ist
LOW [v] = LOW PT'(v) bestimmt. Sei v nun kein Blatt, aber alle LOW[z] = LOW PT'(x)
fiir z € {w|(v,w)™ € Ey} korrekt berechnet. Da v inaktiv, wurden alle Kanten (v, w)* €
Ey durch eine Aktion b) bearbeitet und auBerdem alle Kanten (u,v)™ € E; durch einen
Schritt ¢) aus M entfernt. Somit ist auch fiir einen Knoten v, der kein Blatt ist, beim
Entfernen seiner Referenzkante (u,v) LOW [v] = LOW PT(v) richtig berechnet. O
Schlielich iiberpriift der Algorithmus in Schritt (14), ob der Anfangsknoten u der aus
M entfernten Kante (u,v) ein Separator ist. Nach dem 2. Lemma muf} hierzu gelten, daf
LOWPT(v) > NUM (u). Ist dies der Fall, so trennt der Separator u die Kante (u,v) und
alle Kanten, die nach (u,v) gefunden wurden, vom Rest des Graphen. Diese Kanten sind
nach Konstruktion genau die Kanten, die nach (u,v) in M abgelegt wurden. Diese werden
nun in Schritt (15) bis (19) zusammen mit (u,v) aus M entfernt und in einer 2-fachen
Zusammenhangskomponente gespeichert.

Laufzeitanalyse: Jede Kante wird im Laufe des Algorithmus einmal besucht. Pro Kante
werden einige Operationen wie Zuweisungen und Minimumsbildung von zwei Zahlen aus-
gefiihrt. Diese Operationen lassen sich in konstanter Zeit, das heifit in O(1) durchfiihren.
Die Laufzeit fiir Algorithmus '2-fache Zusammenhangskomponenten’ liegt demnach in
O(m). Im Gegensatz zur Knoten-Tiefensuche benétigt dieser Algorithmus Speicherplatzt
in O(m) , da jede Kante in M abgelegt wird. Die zusiitzlichen Datenstrukturen NU M und
LOW benétigen O(n) Platz, da sie Informationen iiber Knoten speichern. Die Gesamt-
laufzeit liegt demzufolge wieder in O(m).

Tarjan stellt in seinem Artikel [Tar72] auch eine Anwendung der Knoten-Tiefensuche auf
gerichteten Graphen vor. Mit Hilfe der Tiefensuche 148t sich ein gerichteter Graph auf
starken Zusammenhang priifen. Die Vorgehensweise ist der zum Test auf 2-fachen Zusam-
menhang sehr &dhnlich.

3.2 Planare Graphensuche

In diesem Abschnitt wollen wir uns Suchen auf planaren Graphen widmen. Dabei sei ein
planarer Graph, wie schon frither erwédhnt, immer in einer festen kombinatorischen Ein-
bettung gegeben. Suchen auf planaren Graphen nutzen diese zusétzlichen Informationen
iiber die Einbettung des Graphen aus, um eine gezieltere Kantenauswahl zu treffen. Man
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spricht von einer Left- First-Suche, wenn die inzidenten Kanten von einer Referenzkante aus
im Uhrzeigersinn abgearbeitet werden. Entsprechend ist eine Right-First-Suche eine Su-
che, bei welcher der rechteste adjazente Knoten zuerst bearbeitet wird. Die Adjazenzlisten
werden dann im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen. Benutzt eine Suche auf einem planaren
Graphen die Left-First- (Right-First-) Auswahlregel, so wollen wir die Suche mit einem O
(O) kennzeichnen.

Wir werden zu Begin dieses Abschnittes eine planare Suche und ein Anwendungsbeispiel
vorstellen. Im zweiten Teil werden wir die zu einer Suche duale Suche definieren. Das
darauffolgende einfache Beispiel soll die Idee und einige der auftretenden Probleme ver-
deutlichen.

3.2.1 Right-First-Kanten-Tiefensuche

Gegeben ein planarer Graph G = (V, E) in einer festen planaren Einbettung. Wir wollen
uns die schon in Abschnitt 3.1.2 erwéhnte Kanten-Tiefensuche anschauen. Die Kanten-
Tiefensuche arbeitet immer von dem Endknoten der gewihlten Kante aus weiter, egal, ob
dieser bereits zu einem friiheren Zeitpunkt besucht wurde oder nicht. Sei 7(v, t) wieder wie
in Abschnitt 3.1.1 definiert. Bei einer Kanten-Tiefensuche erhilt jeder Knoten v € V' | im
Gegensatz zur Knoten-Tiefensuche, einen variablen Zeitstempel 7,4, (v, t), den Zeitpunkt,
zu dem er zum letzten Mal gefunden wurde:

Tmaw(v,t) = max{t' S T(U’t)}

Definition 3.2.1 (Kanten-Tiefensuche)
Eine Graphsuche heifit Kanten-Tiefensuche, falls

v(t) =v mit Tmee(v,t) = mazyeyv, {Tmaz (w, 1)}

Der folgende Algorithmus implementiert eine Right-First-Kanten-Tiefensuche, die wir im
folgenden mit E-DFS s notieren, fiir Edge-Depth-First-Search mit Right-First-Auswahlre-
gel.

Algorithmus 3.2.2 (Right-First-Kanten-Tiefensuche (E-DFS 5))

Eingabe: Ungerichteter planar eingebetteter Graph G = (V, E) und ein ausgezeichneter
Knoten v, € V auf dem Rand der dufleren Facette.

Initialisierung: M := {(z,v,)} mit Dummyknoten z ¢ V' in der dueren Facette.

Knotenauswahl
(1) Endknoten v der Kante (u,v), die zuletzt in M eingefiigt wurde
Kantenauswahl(v; (u,v))

(1) falls v aktiv
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(2) wihle die im Gegenuhrzeigersinn von (u,v) aus néchste unbesuchte zu v inzi-
dente Kante {v, w} und orientiere sie: (v, w)

3
4
3
6

lege (v, w) in M ab
gib (v, w) aus

(3)
(4)
(5) ansonsten
(6)

entferne (u,v) aus M

Erlduterung: Die Right-First-Kanten-Tiefensuche geht von der Startkante aus auf dem
Rand der dufleren Facette entlang. Sie nimmt an jedem Knoten v die von der aktuellen
Kante aus néchst rechte Kante {v, w} auf. Solange durch Entfernen des bisher besuchten
Weges der Graph zusammenhéngend bleibt, arbeitet sich die Kanten-Tiefensuche demnach
spiralféormig in den Graphen vor. Zerfillt der Graph durch diesen Prozef}; so bleibt auch
die Kanten-Tiefensuche, wie die Knoten-Tiefensuche, in einer Zusammenhangskomponente
héngen und arbeitet diese vollstindig ab, um danach durch entsprechend viele Backtrack
Schritte zu noch unbesuchten Teilen des Graphen zuriickzukehren.

Laufzeitanalyse: Wie schon bei den anderen beiden Suchen ist auch die Zeitkomplexitit
der Kanten-Tiefensuche in O(m), da jede Kante einmal gefunden, abgespeichert und spéter
wieder geloscht wird. Die Laufzeit ist demnach linear in der Anzahl der Kanten des Ein-
gabegraphs. Im Gegensatz zu den beiden anderen Suchen speichert die E-DFS 5 aber alle
Kanten ab, hat also Speicherbedarf in O(m). In Abschnitt 2.5 haben wir gesehen, daf die
Anzahl der Kanten eines planaren Graphen durch die Anzahl der Knoten beschrinkt wird,
das heifit m € O(n) . Damit ergibt sich fiir die Kanten-Tiefensuche auf planaren Graphen
eine Laufzeit, Speicherbedarf und Gesamtkomplexitét in O(n).

Wir werden spéter noch von den besonderen Eigenschaften der E-DF'S 4 Gebrauch machen.
Deshalb wollen wir hier eine wichtige Eigenschaft als Lemma festhalten.

Lemma 3.2.3
Die durch den Algorithmus E-DFS - geschlossenen Kreise sind Linkskreise.

Beweis:

Der Startknoten der E-DF'S  liegt nach Definition auf dem Rand der dufleren Facette. Die
eingefiigte Dummykante liegt ebenfalls in der dufleren Facette und bildet den Anfang des
Suchweges. Trifft die Tiefensuche nun auf einen Knoten v, den sie bereits vorher besucht
hat, so trifft sie auf den durch v laufenden Suchweg von links.

Angenommen das trifft nicht zu. In Abbildung 3.5 ist ein Suchweg dargestellt, bei dem
die Tiefensuche auf den bisherigen Suchweg von rechts trifft. Da die Startkante immer
auflerhalb des geschlossenen Kreises liegt, ist die in der Abbildung dargestellte Situation
die einzige Mo6glichkeit einen Rechtskreis zu schlielen. Die Tiefensuche hat in der Abbildung
den Weg von z nach v genommen und ist von dort aus iiber w und u gegangen. Die letzte
aufgenommene Kante ist (u,v), welche zu diesem Zeitpunkt und somit auch zu jedem
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Zeitpunkt davor noch unbesucht war. Bei der Wahl der Kante (v,w) von v aus hat die
Tiefensuche demnach die Right-First-Auswahlregel verletzt. Daraus folgt, dafl die durch
die E-DFSy geschlossenen Kreise Linkskreise sind. O

w

Abbildung 3.5: Kann die E-DF'S 5 einen Rechtskreis schlieflen, so wurde zu einem friiheren
Zeitpunkt die Right-First-Auswahlregel verletzt.

Wir wollen uns nun ein Beispiel fiir die Anwendung der E-DFS - anschauen. Gegeben sei
ein planarer Graph G = (V, E) und zwei ausgezeichnete Knoten s,t € V, s # t. G heift
s-t-planar, falls s und ¢ auf dem Rand derselben Facette liegen. Ohne Einschrinkung sei
die planare Einbettung des s-t-planaren Graphen G derart, dafl s und ¢ auf dem Rand der
dufleren Facette liegen.

Kantendisjunktes Menger Problem auf s-t-planaren Graphen

Problem: Gegeben ein s-t-planarer Graph G = (V, E) und s,t € V auf dem Rand der
dufleren Facette. Finde so viele kantendisjunkte s-t-Wege in G wie méglich.

Dieses Problem 148t sich mit Hilfe der Right-First-Kanten-Tiefensuche sehr einfach 16sen:
Die Suche startet mit Knoten s und nimmt die rechteste zu s inzidente Kante auf. Sobald
eine neue unbesuchte Kante (v, w) von der Kantenauswahl gefunden wurde, wird abgefragt,
ob der Endknoten w gleich s oder t ist. Ist dies der Fall, so werden alle Kanten € €
M, auBer der Dummykante, aus M entfernt. Ist w = ¢, so bilden diese Kanten in der
Reihenfolge, in der sie in M aufgenommen wurden, einen s-t-Pfad, ist dagegen w = s, so
bildet der gefundene Pfad einen s-Cycle. Danach ist die einzige in M verbliebene Kante
die Dummykante und es wird demnach erneut von s aus nach dem néchsten Weg gesucht.
Wir wollen diese modifizierte Tiefensuche s-t-Tiefensuche nennen.

In Abbildung 3.6 ist ein s-t-planarer Graph G dargestellt. Die farblich abgesetzten Wege
kennzeichnen die vier Losungswege, die von einer s-t-Tiefensuche gefunden werden.

Laufzeitanalyse: Die s-t-Tiefensuche unterscheidet sich von der E-DFS s nur dadurch,

daB sie, sobald sie s oder ¢ gefunden hat, wieder bei s anfingt. Ihre Laufzeit liegt demnach
ebenfalls in O(n).

Das kantendisjunkte Menger Problem in s-t-planaren Graphen ist ein Spezialfall aus einer
ganzen Klasse von graphentheoretischen Problemen. Diese werden im allgemeinen unter
disjunkte Wege in planaren Graphen zusammengefaBt. Wer sich einen Uberblick iiber ver-
schiedene Aufgabenstellungen und deren Losungen verschaffen will, sei auf [RLWWO5]
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Abbildung 3.6: s-t-Tiefensuche angewendet auf s-t-planaren Graphen. Gepunktete Pfei-
le kennzeichnen Backtrack-Kanten, die diinnen schwarzen Linien ohne Pfeile entsprechen
Kanten, die nicht gefunden werden.

verwiesen. In diesem Artikel wird unter anderem auch das knotendisjunkte Menger Pro-
blem in s-t-planaren Graphen betrachtet. Es ist leicht einzusehen, dafl es sich mit einer
Right-First-Knoten-Tiefensuche auf planaren Graphen l6sen ldt. K.Weihe prisentiert in
[Wei94] einen Linearzeitalgorithmus fiir das kantendisjunkte Menger Problem in planaren
Graphen. Dieser verwendet ebenfalls die Right-First-Kanten-Tiefensuche, arbeitet aber auf
einer modifizierten gerichteten Version des Graphen. Coupry [Cou97] vereinfachte den Al-
gorithmus von Weihe, indem er die Referenzkante eines Knoten auf die Kante, iiber die er
zum erstem Mal gefunden wurde, festsetzt. In [BW97] wird ein linearer Algorithmus zur
Losung des kantendisjunkte Menger Problems in gerichteten planaren Graphen vorgestellt,
und in [RLWW93] prisentieren die Autoren einen Algorithmus mit Komplexitédt O(n) fiir
das knotendisjunkte Menger Problem in planaren Graphen.

3.2.2 Duale Graphensuche

Eine Graphensuche ist im wesentlichen eine Aufzdhlung der Kanten. Wie wir in Abschnitt
2.6 gesehen haben, existiert eine Bijektion zwischen den Kanten eines Graphen G = (V, F)
und den Kanten des Dualgraphen G* = (V*, E*). Es liegt also nahe, zu einer Suche o auf
G eine duale Suche ¢* auf G* zu definieren.

Definition 3.2.4 (duale Suche)
Gegeben eine Suchstrategie o auf einem planar eingebetteten Graphen G = (V, E). Ist

0" (i) :=[o(@)]

eine Suche in G*, dann heifit o* duale Suche zu o.

Es stellt sich die Frage, wann zu einer Suche eine duale Suche existiert und wie sie sich
formulieren 148t. Die erste Frage wird durch das folgende Lemma geklirt. Die zweite Frage
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ist weit schwieriger zu beantworten und wird uns in den folgenden Kapiteln noch intensiv
beschéftigen.

Lemma 3.2.5

Sei o eine Suche auf einem planaren Graphen G = (V, F). Es existiert eine duale Suche
o* auf G* = (V*, E*) genau dann, wenn die Untergraphen von G*, die den G1, Gy, ...,Gy,
entsprechen, zusammenhéngend sind.

In dem folgenden Unterabschnitt werden wir uns mit einer anderen Definition des Dual-
graphen beschiftigen. Diese wird uns Aufschlufl iiber einige grundlegende Beziehungen
zwischen Graph und Dualgraph liefern. Fiir einen ausfiihrlichen Einblick sei auf den ge-
nannten Artikel verwiesen. Wir werden uns hier auf die wesentlichen Definitionen und
Resultate beschrénken, da uns eine genauere Ausfiihrung der von Guibas und Stolfi ent-
wickelten Theorie zu weit von unserem Thema abbrichte.

Dualitéit nach Guibas und Stolfi [GS85]

In [GS85] formulieren die beiden Autoren eine vollig neue Darstellung fiir Graphen. Die
Ebene wird von Guibas und Stolfi als zweidimensionale Mannigfaltigkeit angesehen und
ein Graph ist eine feste Unterteilung dieser Mannigfaltigkeit in drei Teile, Knoten, Kanten
und Gebiete. Dabei wird jede Kante eines Graphen durch zwei Felder charakterisiert, die
ihre Richtung und ihre Orientierung beschreiben. Die Orientierung gibt die Seite an, also
oben oder unten, von der aus die Kante betrachtet wird. Gebiete werden von einer al-
ternierenden zusammenhéngenden Folge von Knoten und Kanten umgeben, entsprechend
wird ein Knoten von einer alternierenden zusammenhéingenden Folge von Gebieten und
Kanten umgeben. Fiir jede orientierte, gerichtete Kante kann eindeutig ihr Anfangskno-
ten e Org, ihr Endknoten e Dest, die Facette links e Left und die Facette rechts e Right
definiert werden. Auflerdem sei e Flip als dieselbe unorientierte Kante definiert mit glei-
cher Richtung aber entgegengesetzter Orientierung, und e Sym als dieselbe ungerichtete
Kante mit gleicher Orientierung aber entgegengesetzter Richtung. Durch diese Darstellung
ist die im Gegenuhrzeigersinn nichste Kante mit demselben Anfangsknoten e Onext und
die im Gegenuhrzeigersinn néchste Kante mit derselben linken Facette e Lnext eindeutig
bestimmt. Die fogende Definition des Dualgraphen durch Guibas und Stolfi unterscheidet
sich deutlich von der in Abschnitt 2.6 vorgestellten.

Definition: Zwei Unterteilungen S und S* sind dual zueinander, falls fiir jede gerichtete
und orientierte Kante e einer Unterteilung eine Kante e Dual in der anderen Unterteilung
mit folgenden Eigenschaften existiert:

(D1) (e Dual) Dual = e

(D2) (e Sym) Dual = (e Dual) Sym

(D3) (e Flip) Dual = (e Dual ) Flip Sym
(D4) (e Lnext) Dual = (e Dual ) Onext™".
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Gleichung D4 besagt, dafl das Umrunden der Facette links von e im Gegenuhrzeigersinn
in der Unterteilung S das gleiche ist, wie das Durchgehen im Uhrzeigersinn durch die
Adjazenzliste des Anfangsknotens von e Dual in der dualen Unterteilung S*. Dies wird
klarer, wenn man sich die Folge von Kanten auf dem Rand der Facette links von e im
Gegenuhrzeigersinn anschaut. Dies ist der Pfad

(e Lnext,e Lnext?, ... e Lnext’ =e),
fiir ein £ > 1 welcher durch Gleichung D4 in die Folge
((e Dual) Onext™*, (e Dual ) Onext 2, ..., (e Dual ) Onext * = e Dual )

iibergeht. Das sind gerade alle Kanten im Uhrzeigersinn, die aus v = (e Dual) Org von
S* auslaufen. Zum besseren Verstidndnis betrachte man die linke Skizze in Abbildung 3.7.
Die Umkehrung des Umlaufsinns ergibt sich aus der entgegengesetzten Orientierung von
e Dual.

Diese Definition des Dualgraphen stimmt nicht mit der Definition in Abschnitt 2.6 {iberein.
Um eine einfache Darstellung fiir die Dualkante, wie sie im allgemeinen definiert wird, zu
erhalten, fithren die Autoren von [GS85] die Funktion

e Rot = e Flip Dual = e Dual Flip Sym

ein. Die Kante e Rot entspricht der von uns definierten Dualkante e*, ist also von rechts
nach links gerichtet und genauso orientiert, wie die Kante e. Daraus folgt, daf§ das Umrun-
den der Facette rechts von e im Gegenuhrzeigersinn dem Ablaufen der Adjazenzliste des
Anfangsknotens von e Rot im Gegenuhrzeigersinn entspricht.

e Dual Onext=?2

e Lnext?

e Dual Onext™! e Rot OnextF—1

e e
-] — - — — — — - i — — — — - —_— - - - — — — — i — — — — - —_—
e Dual e Rot
e Lnextk—1 e Rnext

y 2
e Dual Onext—k+1 e Rot Onext e Rnext?

e Rot Onext?

Abbildung 3.7: Das linke Bild zeigt die Facette links von e und die sie umrunden-
den Kanten (e Lnext,e Lnext®,... e Lnext* = e) zusammen mit den dualen Kanten
((e Dual) Onext™*, (e Dual) Onext=2,..., (e Dual) Onext " = e Dual) (gestrichelt).
Die nicht ausgefiillten Pfeile an den Dualkanten kennzeichnen die umgekehrte Orientie-
rung der Kanten. Das rechte Bild zeigt die Facette rechts von e und die sie umrundenden
Kanten (e RnextF™! ... e Rnext,e). AuBerdem sind die rotierten Dualkanten (gestrichelt)
(e Rot Onext* ! ... e Rot Onext,e Rot) dargestellt.
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Man mache sich die Unterschiede zwischen e Dual und e Rot mit Hilfe der Abbildung 3.7
klar.

Betrachten wir nun einmal den Graphen Cj bestehend aus einem einfachen Kreis. Startet
man die E-DF'S 5 auf einem Knoten dieses Kreises, so nimmt sie die Kanten von Cj im Ge-
genuhrzeigersinn auf (man beachte, dafl die Dummykante in der dufieren Facette liegt). Der
resultierende Graph ist ein Linkskreis, die duflere Facette liegt demnach rechts des Weges
und wird im Uhrzeigersinn umrundet. Startet man eine Breitensuche auf dem die &dufere
Facette représentierenden Knoten f, des Dualgraphen C; und 148t diese die zu f, inzi-
denten Kanten im Uhrzeigersinn aufnehmen, so arbeiten diese beiden Suchen offensichtlich
dual zueinander. Auf einem einfachen Kreis ist folglich die zur E-DFS - duale Suche eine
Breitensuche mit Left-First-Auswahlregel. Wir wollen nun untersuchen, ob diese Dualitét
fiir allgemeine Graphen gilt.

3.2.3 Left-First-Breitensuche

In diesem Abschnitt werden wir uns die Left-First-Breitensuche auf planaren Graphen
ansehen. Entsprechend unserer zu Beginn des Kapitels 3.2 eingefiihrten Konvention wer-
den wir sie als BFS., bezeichnen. Der folgende Algorithmus implementiert die gesuchte
Breitensuche.

Algorithmus 3.2.6 (Left-First-Breitensuche (BFS,)))

Eingabe: Ungerichteter, planar eingebetteter Graph G = (V, E) und ein ausgezeichneter
Knoten v, € V auf dem Rand der dufleren Facette.

Initialisierung: M := {(z,v,)} mit Dummyknoten x ¢ V in der dufleren Facette.

Knotenauswahl
(1) Endknoten v der Kante (u,v), die am ldngsten in M liegt
Kantenauswahl(v; (u, v))

(1) falls v aktiv

(2) wihle die im Uhrzeigersinn von (u,v) aus néchste unbesuchte zu v inzidente
Kante {v,w} und orientiere sie: (v, w)

(3) falls w unbesucht

(4) lege (v, w) in M ab
(5) gib (v, w) aus

(6) ansonsten

(7) entferne (u,v) aus M
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Erliuterung und Laufzeitanalyse: Genau wie jede andere Breitensuche auch arbeitet
die BFS., die Knoten des Graphen Schicht fiir Schicht ab. Dabei wihlt sie die zu dem
aktuellen Knoten inzidenten Kanten allerdings nicht in beliebiger Reihenfolge, sondern
geméfl der planaren Einbettung von links nach rechts. Da wir von einer kombinatorischen
Einbettung des Graphen ausgehen, sind die Adjazenzlisten der Knoten bereits entsprechend
sortiert. Dadurch erfolgt die Wahl der néchsten Kante im Uhrzeigersinn in O(1), indem
einfach in der Adjazenzliste eine Kante weiter gegangen wird. Die Komplexitéit der BFS,,
liegt wieder in O(n), da die Anzahl m der Kanten eines planaren Graphen linear in n ist.

Wir werden uns nun damit beschiftigen, in welcher Reihenfolge die Kanten, die inzident
zu Knoten aus einer Schicht 7 > 0 sind, bearbeitet werden. Hierzu einige Bezeichnungen:
Gegeben ein planar eingebetteter Graph G = (V, E). By sei die Menge der Kanten auf
dem Rand der dufleren Facette von Gy = G. G; = G(E\By) bezeichne den durch E\B,
kanteninduzierten Untergraphen von G und B; die Kanten auf dem Rand der &ufleren
Facette von G;. Entsprechend sind Gj = G* und G7 die Dualgraphen von G und G;. V*
bezeichne die Knoten von G*, welche die i-te Schicht bilden. Demnach besteht Vj also
nur aus dem die duflere Facette von G reprisentierenden Knoten f,. Zunéchst zeigen wir

folgendes Lemma.

Lemma 3.2.7
Gegeben ein planar eingebetteter Graph G. Eine BFS., Sy auf Gjj bearbeitet die Kanten
aus Bj in derselben Reihenfolge wie eine BFS., S; auf G} mit entsprechender Startkante.

Beweis:

Sei €, die von der Startkante €, aus im Uhrzeigersinn erste zu f, inzidente Kante aus By.
Ohne Einschrinkung sei fi, # f, Endknoten von € . Wir setzen fi, als Startknoten der
Suche S; und initialisieren Mg, mit & . Die Suche Sy habe alle zu f, inzidenten Kanten
bearbeitet, dann bezeichne €, bis €5 die in Mg, gespeicherten Referenzkanten der Knoten
aus V.

Beim Entfernen des Randes der &ufleren Facette verdindern die Kanten aus B; ihre Lage
zueinander nicht. Daraus folgt sofort, dafl auch die Reihenfolge der Dualkanten der Kanten
aus B; erhalten bleibt. Durch das Entfernen der Kanten aus By werden die Endknoten der
Kanten aus B7, also die Knoten aus V;* zusammengezogen zu einem Knoten. Dabei werden
Kanten aus Bj, die beide Endknoten in V;* haben zu Schleifen.

Die BFS., S; auf GG arbeitet die zur dufleren Facette fi; von (G; inzidenten Kanten im
Uhrzeigersinn ab. Dabei beginnt sie mit der nach €; im Uhrzeigersinn ersten Kante in der
Adjazenzliste von f,.

Die BFS., Sy ihrerseits nimmt f;, als aktuellen Knoten und wihlt als erste Kante die im
Uhrzeigersinn von €5 aus néchste Kante in der Adjazenzliste von fi,. Dies ist durch unsere
Wahl der Startkante von S; dieselbe Kante wie die erste Kante von S;. Danach geht Sy die
zu f1, adjazenten Kanten im Uhrzeigersinn durch. Ist f;, abgearbeitet, so nimmt Sy fi, als
aktuellen Knoten und bearbeitet dessen Adjazenzliste. Da die Knoten aus V* in M im Uhr-
zeigersinn angeordnet sind und die zu ihnen inzidenten Kanten durch die Kantenauswahl
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im Uhrzeigersinn besucht werden, ergibt sich insgesamt dieselbe Bearbeitungsreihenfolge
wie bei der Suche S;. In Abbildung 3.8 ist die beschriebene Situation an einem einfachen
Beispiel dargestellt. O

~
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< §\$\\ It g%
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Te fa;

Abbildung 3.8: Graph und Dualgraph vor und nach dem Entfernen der Kanten auf dem
Rand der dufleren Facette

Dieses Lemma wird uns in den folgenden Sdtzen sehr niitzlich sein, da wir viele Beweise
durch Induktion fiihren. Dabei kénnen wir nun davon ausgehen, dafl eine Breitensuche
die Kanten, die inzident zu Knoten einer tieferen Schicht sind, in derselben Reihenfolge
bearbeitet, wie eine auf dem Dualgraphen des durch die unbesuchten Kanten induzierten
Teilgraphen gestartete Breitensuche.

Kantendisjunktes Menger Problem auf dem Dualgraphen

Betrachten wir nun noch einmal das kantendisjunkte Menger Problem. Es stellt sich die
Frage, ob die Aufgabenstellung auch mit Hilfe der Breitensuche auf dem Dualgraphen zu
16sen ist. Hierzu schauen wir uns noch einmal den s-t-planaren Graphen aus Abschnitt
3.2.1 zusammen mit seinem Dualgraphen an. Der Dualgraph sei in diesem Fall nicht der
gewOhnlich Dualgraph, sondern einer, der die duflere Facette durch zwei Knoten f; und
ft reprisentiert. Dabei seien bei einer Orientierung des Randes der duflere Facette im
Gegenuhrzeigersinn alle Dualkanten zu Kanten, die auf diesem gerichteten Kreis nach s
und vor ¢ liegen zu f, inzident alle {ibrigen zu f;. Graph und modifizierter Dualgraph sind
in Abbildung 3.9 dargestellt.

Offensichtlich nimmt eine Left-First-Breitensuche auf G* mit Startknoten fs; in dem Bei-
spiel die Kanten in derselben Reihenfolge auf wie die s-t-Tiefensuche. Allerdings besucht
sie auch die Kanten, hier durch diinne schwarze Linien ohne Pfeile gekennzeichnet, welche
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Abbildung 3.9: E-DFS 5 angewendet auf s-t-planaren Graphen. Gepunktete Pfeile kenn-
zeichnen Backtrack-Kanten. Der Dualgraph ist gestrichelt und die Nichtbaumkanten im
Dualgraphen sind Punkt-Strich-Pfeile.

die Tiefensuche nicht findet. Um eine zur s-t-Tiefensuche duale Suche zu erhalten, muf die
Breitensuche modifiziert werden.

Wir werden spiter duale Suchen zur Tiefen- und zur Breitensuche angeben und uns in
diesem Beispiel darauf beschrinken, eine Breitensuche zu beschreiben, welche die Dual-
kanten der s-t-Wege und der s-Cycle bestimmt, also dasselbe Ergebnis liefert wie die s-t-
Tiefensuche. Dabei werden Kanten, die nicht zu einem der s-t-Pfade oder s-Cycle gehoren,
von der Tiefen- und der Breitensuche teilweise unterschiedlich behandelt.

Der Beispielgraph in Abbildung 3.9 legt die Vermutung nahe, daf§ die Kanten, deren An-
fangsknoten in Schicht i und Endknoten in Schicht i + 1 liegen, gerade alle Dualkanten (in
der richtigen Reihenfolge) des i-ten s-t-Pfades sind. Wir werden sehen, daf§ diese Vermu-
tung im allgemeinen falsch ist. Die Dualkanten der Kanten, deren Endknoten in derselben
Schicht liegen, sind entweder Backtrack-Kanten der s-t-Tiefensuche, oder Kanten, welche
die Tiefensuche nicht gefunden hat, da sie links eines Pfades liegen und keine Verbindung
zur rechten Seite des néichsten Pfades besitzen.

Der folgende Algorithmus ist eine modifizierte Breitensuche, welche die Dualkanten der s-
t-Wege und s-Cycle in G ausgibt. Die Kanten eines jeden Weges und Cycles werden dabei
in der gleichen Reihenfolge ausgegeben wie durch die s-t-Tiefensuche.
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Algorithmus: (s-t-Breitensuche)
Eingabe: Ungerichteter, planar eingebetteter Graph G = (V, E) und zwei ausgezeichnete
Knoten v,,v; € V.

Initialisierung: M := (z,v,) mit Dummyknoten z ¢ V in der dufleren Facette.
Knoten-Array LEVEL, LEVEL[vy| :==0, LEVEL,,.,; := LEVEL[vg| + 1.
Knoten-Array LAST, LAST [v] := (vs, ).

Knotenauswahl

(1) Endknoten v der Kante (u,v), die am lingsten in M liegt
(2) falls LEVEL[p] = LEV E Ly,
(3) beende Prozedur

Kantenauswahl(v; (u, v))

(1) falls die von LAST[v] aus im Uhrzeigersinn néchste zu v inzidente Kante e noch

unbesucht
(2 wihle diese Kante e = {v, w} und orientiere sie: (v, w)
(3 falls v =w
(4 LAST[v] := (w,v)
(5 ansonsten
(6 LAST[v] := (v, w)
(7 falls w noch unbesucht
(8 LAST[w] := (w,v)
9 LEVEL[w] := LEVEL[v] + 1

)
)
)
)
)
)
)
)
) lege (v, w) in M ab
11) falls w = f;
) LEVELypg, := LEVEL[w]
) ansonsten
) LEVELypg, := LEVEL[w] + 1
) ansonsten falls LEVEL[w] = LEVEL[v] +1
) sei (z,y) Kante, die zuletzt in M eingefiigt wurde
) solange y # w
) entferne (z,y) aus M
) falls LEVEL{w] = LEVEL[v] + 1
) lege (v, w) in Pfad Prryprpw ab

e e e e N e N e N
—_
(S
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(21) ansonsten falls die von LAST[v] aus im Uhrzeigersinn néchste zu v inzidente Kante
e = (w,v) besucht und LEV EL|w] = LEV EL|v]

(22) LAST|v] := (v, w)
(23) ansonsten
(24) entferne (u,v) aus M

Erlduterung: In LEV EL[v] wird die Schicht eines besuchten Knotens v gespeichert und
in LEV EL,,,, die Schicht von v;, sobald v; gefunden wurde. Aulerdem wird in LAST[v]
die zuletzt von v aus gefundene Kante gespeichert. Die s-t-Breitensuche arbeitet im we-
sentlichen wie die BFS., auf einem planaren Graphen mit drei Modifikationen.

Mod. 1) Vom aktuellen Knoten aus werden nicht mehr unbedingt alle inzidenten Kanten
bearbeitet. Schritt (1) der Kantenauswahl wurde folgendermafien abgeéindert. Sei v der
aktuelle Knoten und (u,v) seine Referenzkante, also die Kante, iiber die er zum ersten
Mal besucht wurde. Sei weiterhin LEV EL[u] = ¢ und somit LEV EL[v] = i+ 1. Bevor v
als aktueller Knoten bearbeitet wird ist LAST[v] = (v,u). Ist die im Uhrzeigersinn von
LAST[v] aus nidchste zu v inzidente Kante e = {v,w} unbesucht, dann wird sie weiter
bearbeitet, ist sie jedoch besucht, also e = (w, v), dann sind zwei Fille zu unterscheiden.
Fall a) LEVEL[w| = LEV EL[v], dann ist e eine Nichtbaumkante der Breitensuche und
verlduft zwischen Knoten derselben Schicht. Kante e wird in den Schritten (21) und (22)
einfach iibergangen.

Fallb) LEVEL[w] = LEV EL[v] — 1, dann ist e eine Kante, iiber die v von einem Knoten
aus Schicht ¢ gefunden wurde (v = w moglich). Tritt dieser Fall bei der Bearbeitung von
v zum erstem Mal ein, so ist e = (w,v) die letzte Kante, iiber die v von einem Knoten
der Schicht ¢ gefunden wurde. Die Bearbeitung von v als aktuellen Knoten wird durch das
Entfernen seiner Referenzkante aus M in den Schritten (23) und (24) beendet.

Diese Abanderung der Breitensuche bewirkt, dafl nur noch die Kanten im Uhrzeigersinn
zwischen der Referenzkante, also der Kante, iiber die v zum ersten Mal von einem Knoten
aus Schicht ¢ gefunden wurde, und der Kante, iiber die v zum letzten Mal von einem Kno-
ten aus Schicht 7 gefunden wurde, von der s-t-Breitensuche bearbeitet werden.

Mod. 2) Die zweite Anderung betrifft die Schritte (13) bis (16) der s-t-Breitensuche.
Findet die Suche einen Knoten v aus Schicht ¢ + 1 zum zweiten Mal von einem Knoten
aus Schicht ¢, so 16scht sie alle in M gespeicherten Kanten, die nach der Kante eingefiigt
wurden, iiber die v zum ersten Mal gefunden wurde. Sei (u,v) die in M gespeicherte Re-
ferenzkante von v und w der aktuelle Knoten. Es ist LEVEL[u| = LEVEL[w| = i und
LEVEL[v] =i+ 1.

Modifikation 1 und 2 bewirken zusammen, dafl Teile des Graphen, die durch die Dualkan-
ten des i-ten s-t-Weges und zwei Kanten (u,v), (w,v) vom Rest des Graphen abgetrennt
werden, von der s-t-Breitensuche weder von “unten” besucht werden, das heifit {iber die
Endknoten der Dualkanten des i-ten s-t-Weges, noch von “oben”, also von v aus, bei Ab-
arbeitung der Knoten aus Schicht 7 + 1.

Mod. 3) Findet die s-t-Breitensuche an dem aktuellen Knoten v eine Schleife, dann ist im
Dualgraphen das Innere dieser Schleife nur iiber die Dualkante der Schleife mit dem Rest
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des Graphen verbunden. Man erinnere sich daran, dal die Dualkante einer Schleife eine
Briicke ist. Die innerhalb der Schleife liegenden Kanten kénnen demnach nicht zu einem s-t-
Weg gehoren. Deshalb iiberspringt die s-t-Breitensuche in Schritt (4) durch entsprechendes
Setzen von LAST alle Kanten innerhalb der Schleife und fahrt mit der Bearbeitung von v
fort.

Laufzeitanalyse: Die s-t-Breitensuche ist im wesentlichen eine Breitensuche. Die Modi-
fikationen bewirken nur, dal Kanten erst gar nicht bearbeitet werden. Im Gegensatz zur
Left-First-Breitensuche werden manche Kanten zweimal angeschaut. Ist dies der Fall, so
werden sie allerdings sofort iibergangen und oft zusétzlich andere noch unbesuchte Kan-
ten ebenfalls (siche Modifikation 1 und 2). Da die s-t-Breitensuche auf planaren Graphen
arbeitet, ist ihre Komplexitéit wieder in O(n), wie auch die der s-t-Tiefensuche.

Lemma 3.2.8

Die s-t-Breitensuche angewendet auf den oben beschriebenen Dualgraphen von G liefert
die Dualkanten der s-t-Pfade, welche die s-t-Tiefensuche in G findet. Eventuell vorhandene
s-Cycle werden durch die s-t-Breitensuche dem néchsten s-t-Weg vorangestellt.

Beweis:

Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Zuerst wird gezeigt, dafl der erste Pfad von beiden
Suchen korrekt gefunden wird. Danach zeigen wir, daf} fiir den zweiten Pfad dieselbe Si-
tuation vorliegt, wie fiir den ersten Pfad.

1. Pfad: Sei €), rechteste zu v, inzidente Kante. Wir wissen bereits, dafl das Umrunden
im Uhrzeigersinn der Facette rechts von €7, dasselbe ist, wie das Durchlaufen der Adja-
zenzliste im Uhrzeigersinn von €7, Rot Org = fs. Da v; auf dem Rand der dufleren Facette
liegt, welche umrundet wird, finden die beiden Suchen die Kanten zwischen v, und v; in
derselben Reihenfolge. In v; stoppt die Tiefensuche nach Voraussetzung. In G* sind genau
die Dualkanten der Kanten zwischen v, und v; inzident zu f,. Es gibt also keine weiteren
Kanten von Knoten aus Schicht 0 nach Knoten aus Schicht 1 aufler den schon besuchten.
Findet die Tiefensuche auf diesem Weg wieder s, so gehoren diese Kanten zu einem s-Cycle
und die s-t-Tiefensuche startet wieder bei s um den ersten s-t-Pfad zu finden. Die Brei-
tensuche kann nicht unterscheiden, ob der Weg zu s zuriick fithrt oder in ¢ endet. Deshalb
werden die Kanten eines s-Cycles durch die Breitensuche vor den Kanten des nichsten
s-t-Weges ausgegeben. Sei nun der 1. s-t-Pfad gefunden.

Da die s-t-Tiefensuche eine Right-First-Tiefensuche ist, sind nach Auffinden des 1. Pfades
nur die Pfadkanten selbst und Kanten, die rechts des Weges liegen, besucht. Fiir die Kan-
ten, die rechts des Weges liegen, gilt die folgende Aussage.

Beh: Die Zusammenhangskomponenten des Teilgraphen von G, der besucht ist, aber keine
Wegkante enthélt, werden jeweils durch eine Briicke vom Weg getrennt.

Bew: Angenommen dies ist nicht der Fall, so existieren fiir eine dieser Zusammenhangs-
komponenten zwei Kanten, die jeweils genau einen Endknoten mit dem s-t-Pfad gemein-
sam haben. Da die Zusammenhangskomponente aber rechts des Pfades liegt, geht die s-
t-Tiefensuche zuerst iiber eine der beiden Kanten in die Zusammenhangskomponente und
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spiter iiber die andere der beiden Kanten wieder auf den Weg zuriick, von wo aus sie iiber
das restliche Teilstiick des Pfades v; findet, im Wiederspruch zur Voraussetzung. o

Die Dualkante einer Briicke ist eine Schleife in G*. Findet die s-t-Breitensuche diese Schleife
(u,v), so gilt v = v und durch Modifikation 3 werden alle Kanten in der Schleife iiber-
sprungen. Dadurch werden weder die Schleife noch die Kanten, die innerhalb der Schleife
liegen, als Pfadkanten abgespeichert. Man betrachte die Schleife €5 in Abbildung 3.10
und den durch sie eingeschlossenen Untergraphen von G. Dieser wird von der Tiefensuche
durchsucht, dann aber wieder durch Backtrack Schritte aus M entfernt. Die Breitensuche
“weif}”, dafl innerhalb einer Schleife kein Weg nach v, fiihrt und kann deshalb den durch
sie abgetrennten Teilgraphen iiberspringen.

Ausgangslage fiir den 2. Pfad: Betrachten wir zuerst Graph G nach Auffinden von Pfad
P;. Sei Gy = G und G die s und t enthaltende Zusammenhangskomponente, die entsteht,
indem man P; aus G entfernt. Kanten und Knoten, die beim Entfernen von P; nicht mehr
von s und ¢ aus erreichbar sind, fallen bei diesem Prozefl weg. Dies sind Kanten, die links
an den 1. Pfad angrenzen und nicht mehr iiber unbesuchte Kanten mit s oder ¢ verbunden
sind. Als Beispiel betrachte man die diinnen Kanten in Abbildung 3.10. Teilgraph G, ist
zusammenhingend und enthilt genau einen s-t-Pfad weniger als Gy. Eine s-t-Tiefensuche
gestartet auf GG; findet exakt die gleichen Kanten und demnach auch den gleichen Pfad,
wie die s-t-Tiefensuche auf GGy bei ihrem zweiten Durchgang, da GG; dieselben Kanten und
Knoten enthilt, wie Gy noch unbesuchte Kanten, bis auf Kanten, die durch den Pfad 1 vom
Rest des Graphen G abgetrennt werden und somit im 2. Durchlauf von der Tiefensuche
ohnehin nicht mehr gefunden werden kénnen.

Betrachten wir nun die Situation in G* nach Bearbeitung des ersten Pfades: Alle Facetten,
die links an Kanten des Pfades P, angrenzen, sind besucht. Das Entfernen von P, in G
bewirkt in G* ein Zusammenziehen der schon besuchten Facetten zu einer Facette. Wir
nennen sie wieder f,. Was passiert nun mit den Kanten und Knoten, die durch f; vom
Rest des Graphen und somit auch von f; getrennt werden. Diese Kanten entsprechen den
Kanten in G, die durch Entfernen des Pfades P; von der s und ¢ enthaltenden Zusammen-
hangskomponente abgetrennt werden. Im Gegensatz zur Tiefensuche kann die Breitensuche
die Kanten von f; aus noch finden, da G* durch das Entfernen von P, aus G nicht zerfillt.
Man iiberlege sich, dafl Kanten dann abgetrennt werden, wenn die s-t-Breitensuche in G*
einen Knoten aus Schicht 1 zum 2. Mal findet. Existieren Mehrfachkanten in G* von f;
aus zu einer Facette f aus Schicht 1, so bilden diese einen Schnitt der Gréfle 2 und sie
trennen alles innerhalb von f; ab. Zum besseren Verstindnis betrachte man Abbildung
3.10. Die Kanten €] und €} inzident zu f, ganz links und ganz rechts haben denselben
Endknoten f und bilden einen Schnitt der Gréfle 2 in G*. Hier kommen die Modifikationen
1 und 2 zum Tragen. Diese bewirken, wie schon erwihnt, dafl der Teilgraph innerhalb des
Schnittes weder von f, aus noch von f aus weiter bearbeitet wird. Durch Modifikation 2
wird in unserem Beispiel die Kante €5 aus M entfernt, die zu einer Facette innerhalb des
Schnittes inzident ist. Die Kanten €; und e sind natiirlich nicht in M, da sie denselben
Endknoten wie €3 haben.

Die 3. Modifikation sorgt dafiir, dafi alle Untergraphen rechts eines Weges, die nur iiber
eine Briicke mit dem Weg verbunden sind, von der Breitensuche erst gar nicht abgesucht
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werden. Aus Lemma 3.2.7 folgt, daf} die s-t-Breitensuche den 2. Pfad genauso abarbeitet,
wie eine s-t-Breitensuche gestartet auf dem Dualgraph von G;. Die korrekte Ausgabe aller
anderen Pfade ergibt sich per Induktion.

Abbildung 3.10: Kanten links des s-t-Pfades P;, die nicht von Pfad P, aus erreicht werden
kénnen und Kanten rechts des Weges, die nicht zu einem s-t-Pfad gehoren.

Ende des Algorithmus: Solange es noch s-t-Pfade gibt, werden diese von den beiden
Suchen gefunden und aufgelistet. Sind alle Pfade gefunden, aber noch unbesuchte Kanten
inzident zu vy, so fahrt die s-t-Tiefensuche solange in G fort, bis alle noch unbesuchten
zu v, inzidenten Kanten bearbeitet sind. Dabei wird kein weiterer Pfad ausgegeben, da v,
nicht mehr erreicht werden kann. Ist v, nicht mehr aktiv, endet die s-t-Tiefensuche.

Die Breitensuche dagegen “weifl”, wann alle Pfade gefunden wurden. Genau dann, wenn
ft zum ersten Mal erreicht wird, hat die Suche einen kiirzesten f;-f;-Weg bestimmt. Die
Dualkanten eines kiirzester f,-f;-Weges bilden in G eine minimale s und ¢ trennende Kan-
tenmenge. Nach dem Satz von Menger, siehe zum Beispiel [Jun94|, ist die Maximalzahl
kantendisjunkter s-t-Wege gleich der Kardinalitéit einer minimalen s und ¢ trennenden Kan-
tenmenge. Demnach konnen keine weiteren s-t-Pfade existieren, sobald die Breitensuche f;
gefunden hat. LEV EL,,,, wird dann auf LEV EL|f,] gesetzt, und die Knotenauswahlregel
beendet die Prozedur sobald von einem Knoten aus LEV E L,,,, weitergesucht werden soll,
was impliziert, daf} alle Knoten aus der Schicht LEV E L,,,, — 1 vollsténdig bearbeitet sind.
Wie man sieht, stoppen die beiden Suchen im allgemeinen nicht zur selben Zeit. Sie liefern
aber dieselben s-t-Pfade und s-Cycle. Die Kanten eines jeden Weges und Cycles werden
auflerdem in derselben Reihenfolge aufgelistet. O
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Kapitel 4

Dualitat von Tiefen- und
Breitensuche

In diesem Kapitel wollen wir uns intensiv mit der Dualitéit der Tiefen- und Breitensuche auf
ungerichteten, planaren Graphen in einer festen planaren Einbettung auseinandersetzen. Es
wird sich zeigen, dafl im allgemeinen Tiefen- und Breitensuche nicht dual zueinander sind.
Wir werden deshalb darlegen, unter welchen Voraussetzungen an den Graphen und seine
planare Einbettung Dualitéit vorliegt. Auflerdem wollen wir eine modifizierte Breitensuche
vorstellen, die dual zur Kanten-Tiefensuche ist und eine modifizierte Kanten-Tiefensuche,
die ihrerseits dual zur Breitensuche ist.

Zuerst einmal aber wollen wir die Struktur eines planar eingebetteten Graphen betrachten.
Da wir uns in diesem Kapitel ausschliefflich mit planaren Graphen beschiftigen werden,
gehen wir in Zukunft davon aus, daf ein gegebener Graph G = (V, E), sofern nicht explizit
anders bezeichnet, ungerichtet, zusammenhéngend und planar eingebettet ist.

4.1 Der Schachtelungsbaum

Definition 4.1.1 (Rand)
Gegeben ein Graph G = (V, E). Die Menge der Kanten B C F, die den Rand der dufleren
Facette bilden, heifit Rand (engl. border) des Graphen.

Eine Kante e € F, durch deren Wegnahme der Graph in zwei Komponenten zerfillt, die je-
weils wenigstens einen Kreis enthalten, heifit wesentliche Briicke. Fin Rand, dessen Briicken
alle wesentliche sind, heifit einfach. Der durch die nicht wesentlichen Briicken induzierte
Untergraph F' von G ist ein Wald. Den Knoten r € V, den eine Zusammenhangskompo-
nente 7" von F' mit dem einfachen Rand gemeinsam hat, fassen wir wieder als Wurzel des
Baumes T auf.
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Definition 4.1.2 (Antenne)

Sei T eine Zusammenhangskomponente von F' und r die Wurzel von 7. Die durch die
Wurzel r voneinander getrennten Zusammenhangskomponenten von 7" werden als Anten-
nen bezeichnet.

Jede Antenne ist also wieder ein Wurzelbaum. Die Wurzel r einer Antenne ist der Knoten,
den sie mit dem einfachen Rand gemeinsam hat. Zwei Antenne kénnen denselben Knoten
als Wurzel haben, die Wurzel einer Antenne hat aber immer nur genau einen Nachfolger
in der Antenne. Ein Rand besteht also aus dem einfachen Rand und den Antennen. Zum
besseren Verstdndnis der Definitionen schaue man sich Abbildung 4.1 an.

“ Antennen

wesentliche Briicke

Wurzel r

Abbildung 4.1: Planarer Graph G' mit einer wesentlichen Briicke. Die grauen Kanten in-
duzieren den Wald F' der nicht wesentlichen Briicken. Der einfache Rand von G ist durch
dicke Kanten markiert.

Definition 4.1.3 (Schachtelungsbaum)

Gegeben ein Graph G = (V, E). Der Schachtelungsbaum von G ist ein Wurzelbaum T,
dessen Knoten Rénder von Graphen représentieren. Der Rand B von G bildet die Wur-
zel r von T¢. Die Schachtelungsbiume der Zusammenhangskomponenten des durch E\B
kanteninduzierten Untergraphen G(FE\B) von G bilden die direkten Nachfolger von 7.

Diese Definition des Schachtelungsbaumes ist induktiv. Wenn wir in Zukunft von den
Réndern eines Graphen G reden, so meinen wir damit seinen Rand und die Rénder der
Untergraphen von G, die durch die Knoten des Schachtelungsbaumes T¢ reprisentiert
werden. Abbildung 4.2 zeigt die Unterteilung eines Graphen in seine Rinder und den
zugehorigen Schachtelungsbaum. Diese strukturelle Zerlegung der planaren Einbettung
eines Graphen wird uns die spéter folgenden Analysen und Beweise vereinfachen.
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Abbildung 4.2: Planar eingebetteter Graph und sein Schachtelungsbaum 7T°¢.

4.2 FE-DFSs und BFS,, sind nicht dual

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafl die Right-First-Kanten-Tiefensuche auf belie-
big planar eingebetteten Graphen nicht dual ist zur Left-First-Breitensuche. Wir werden
auBlerdem sehen, dafl auf Graphen, deren planare Einbettung bestimmte Eigenschaften
erfiillt, die beiden Suchen dual sind.

Abbildung 4.3: E-DFS 5 auf Graph G und BFS, auf dem Dualgraphen (gestrichelt)
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Abbildung 4.3 zeigt einen planar eingebetteten, ungerichteten, zusammenhingenden Gra-
phen G = (V, E) und seinen Dualgraphen G* = (V*, E*). Der Startknoten aus V' ist mit
v, markiert. Die Zahlen und Pfeile an den Kanten des Graphen G entsprechen dem Alter
und der Orientierung der Kanten geméfl einer E-DFS 4 mit Startknoten vs. Die Zahlen
und Pfeile an den (gestrichelten) Kanten des Dualgraphen G* entsprechen dem Alter und
der Orientierung der Kanten gemif einer BFS, mit Startknoten f,;. Die Dummykante ist
jeweils diinn eingezeichnet. In diesem einfachen Beispiel produzieren die beiden Suchen die
gleiche Sortierung der Kanten.

Lemma 4.2.1
E-DFS 5 und BFS¢, sind nicht dual.

In Abbildung 4.4 ist ein Graph abgebildet, bei dem sich die Aufnahmereihenfolgen der
Kanten bei der Tiefen- und Breitensuche unterscheiden. Die Kanten, die von den Suchen

zu unterschiedlichen Zeitpunkten besucht werden, sind dick gezeichnet. Auf beliebigen
Graphen arbeiten E-DFS 4 und BFS;, demnach nicht dual.

Abbildung 4.4: E-DFS 5 auf Graph und BFS., auf dem Dualgraphen (gestrichelt)

Offensichtlich ist in dem Graphen aus Abbildung 4.4 die Briicke e; dafiir verantwortlich,
daf} sich die Suchen zum Zeitpunkt ¢ = 8 fiir zwei verschiedene Kanten entscheiden. Seien
Komp,; und Komp, die beiden durch die Briicke e; getrennten Zusammenhangskompo-
nenten von (G. Sobald e; von der Tiefensuche bearbeitet wird, gibt es keinen unbesuchten
Weg mehr von der einen Komponente in die andere. Befindet sich die Tiefensuche nach
Bearbeitung der Briicke in Kompy, dann wird sie erst diese Komponente vollstédndig be-
arbeiten, bevor sie durch entsprechend viele Backtrack Schritte wieder zu einer Kante aus
Komp, zuriickkehrt. Die Breitensuche dagegen durchsucht den Graphen schichtweise. Sie
arbeitet sich also von der dufleren Facette aus gleichméfig in den Graphen hinein. Dabei
werden die Komponenten Komp; und Komp, immer im Wechsel bearbeitet.

43



Sei Gt := G(E\E,) der kanteninduzierte Untergraph von G, der entsteht, wenn man die
bis zum Zeitpunkt ¢ gefundenen Kanten E; aus F entfernt. Offensichtlich arbeiten Tiefen-
und Breitensuche nicht dual, wenn der Graph GE in mehrere Zusammenhangskomponenten
zerfillt. Es stellt sich die Frage, ob man die Graphen, auf denen sich Tiefen- und Breiten-
suche dual zueinander verhalten, charakterisieren kann.

Hierzu werden wir uns den Schachtelungsbaum des Graphen G = (V, E) anschauen. Vorab
noch eine Bezeichnung. Sei v; € V' (auf dem Rand der dufleren Facette) Startknoten der
E-DFS in G. Wir wollen den Startknoten des Randes B; eines Graphen definieren als
denjenigen Knoten v,,, von dem aus die Tiefensuche zum ersten Mal eine Kante e € B;
des Randes wahlt. Folglich ist v, = vy, Startknoten des Randes B = B, von G. Fiir die
Rénder der Zusammenhangskomponenten des kanteninduzierten Untergraphen G(E\B)
héngen die Startknoten von v, ab und sind eindeutig bestimmt, da die E-DFS 5 durch die
Right-First-Auswahlregel nach der Wahl der Startkante deterministisch verlduft.

Satz 4.2.2
Gegeben ein Graph G = (V, E). Bildet der Schachtelungsbaum von G einen einfachen Weg
und erfiillen die Startknoten der Rinder von G die folgende Bedingung:

Liegt der Startknoten eines Randes auf einer Antenne, so ist er das rechteste Blatt
dieses Wurzelbaumes.

Dann sind E-DFS s und BFS, dual auf G.

Beweis:

In dem Satz werden zwei Forderungen an die Einbettung des Graphen G = (V, E) ge-
stellt. Erstens mufl der Schachtelungsbaum einen einfachen Weg bilden, das heifit, er darf
sich nicht verzweigen. Zweitens miissen die Startknoten aller Rédnder des Graphen eine
bestimmte Voraussetzung erfiillen.

Bezeichne Gy = (Vy, Ey) = G den Ausgangsgraphen und By seinen Rand. Firi =1,...,k

sei E; :== E; 1\B;_1 und V; := V(E;). Ist der Schachtelungsbaum eines Graphen unver-
zweigt, so sind alle Untergraphen G; = (V;, E;) = G(E;_1\B;_1) jeweils mit Rand B;,
1 =1,...,k zusammenhédngend. Wir haben deshalb zwei Dinge zu zeigen:

a) Die Vorraussetzung an die Startknoten der Rénder ist notwendig und hinreichend.

b) Die Aufnahmereihenfolge der Kanten des Randes eines zusammenhéngenden Graphen
ist bei den beiden Suchen gleich. Auflerdem ist die Ausgangslage fiir den nichsten Rand
die gleiche wie fiir den gerade bearbeiteten.

Teil a) Wir werden uns zuerst einmal die Voraussetzung an den Startknoten eines Ran-
des anschauen. Liegt der Startknoten v,, des 7. Randes, 0 < 7 < k, auf einer Antenne,
so ist er das rechteste Blatt dieses Wurzelbaumes. Nach Voraussetzung existiert auf dem
gerichteten r-v,-Pfad von der Wurzel r; der Antenne zu dem Startknoten des Randes kei-
ne Kante, die rechts des Weges liegt. Betrachtet man den Pfad von v, nach r;, so liegt
keine Kante links des gerichteten Weges. Alle Unterbdume, die Nachfolger von Knoten auf
dem Weg von v,, nach r; sind, hiingen demnach rechts des Weges. Wenn die E-DFS 5 vom
Startknoten v, aus ihre Suche beginnt, wird sie durch die Right-First-Auswahlregel alle
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Kanten der Antenne bearbeiten. Hat die Tiefensuche die Wurzel der Antenne erreicht, so
ist der durch die zu diesem Zeitpunkt noch unbesuchten Kanten induzierte Untergraph G,E
zusammenhingend. Die Bedingung ist somit hinreichend. Im folgenden werden wir sehen,
daf} sie auch notwendig ist.

Angenommen der Startknoten v, eines Randes B; liegt auf einer Antenne und ist nicht das
rechteste Blatt von dieser. Dann existiert eine Kante e, die links des Weges von v, zur Wur-
zel r; der Antenne liegt. Diese Kante wird von der Tiefensuche auf dem Weg zur Wurzel r;
nicht gefunden und kann ab da erst wieder durch Backtrack Schritte nach Bearbeitung des
Randes und allem, was innerhalb liegt, erreicht werden. Die Breitensuche dagegen findet
e bei der Bearbeitung der Adjazenzliste der Facette rechts des v,,-r;-Pfades. Diese Facette
ist die letzte Facette auflerhalb des Randes B; und wird bearbeitet bevor die Breitensuche
innerhalb von B; weitersucht. Somit verhalten sich die beiden Suchen nicht dual.

Teil b) Betrachten wir nun die Bearbeitung des Randes B,y des Graphen G. Die E-DFS
lauft den Rand der dufleren Facette im Uhrzeigersinn ab. Wir definieren 95, := r;, wobei 7;
die Wurzel der Antenne ist, auf der v,, liegt, falls v, auf einer Antenne liegt und o, := vy,
sonst. Sind alle Kanten aus By von der Tiefensuche abgearbeitet worden, dann ist ohne
Einschrankung o,, aktueller Knoten. Gehoren die letzten unbesuchten Kanten zu einer An-
tenne, so gilt der Rand erst dann als vollstindig bearbeitet, wenn alle diese Baumkanten
durch Backtrack Schritte wieder aus Mpgg entfernt wurden. Ist By abgearbeitet, dann ist
U5, aktueller Knoten und die Kanten des einfachen Randes BO sind in Mpgs gespeichert.
Die Kanten der Antennen sind besucht und durch Backtrack Schritte aus Mprg entfernt
worden.

Die BFS, geht entsprechend die zur dufleren Facette fs inzidenten Kanten im Uhrzeiger-
sinn durch. Wir wissen bereits aus Abschnitt 3.2.2, dal die Kantenreihenfolge dabei die
gleiche ist wie beim Umrunden des Randes der Facette im Uhrzeigersinn. Sind alle zu f;
inzidenten Kanten besucht, dann sind die Endknoten der Dualkanten der Kanten aus Bo in
Mpgrs abgelegt. Die Dualkanten der Kanten der Antennen sind Schleifen und wurden somit
nicht in Mgpg gespeichert. Insgesamt ergibt sich, dafl die Tiefen- und die Breitensuche auf
By, dual arbeiten.

Wir haben nun noch zu zeigen, daf fiir die Bearbeitung des Randes B; dieselbe Ausgangs-
lage vorliegt wie fiir By. Dazu betrachten wir zuerst den Ubergang von o, zum Startknoten
beziehungsweise zur ersten Kante von B;.

Bezeichne &, € By die erste besuchte Kante des einfachen Randes Bj. Ist 0, aktiv, dann
nimmt die E-DFS s die rechteste der zu 9, inzidenten Kanten, das heifit die im Gegen-
uhrzeigersinn néchste Kante nach ép,, auf. Der Knoten ¥, ist Startknoten des néchsten
Randes, das heifit 95, = vy, . Ist U5, abgearbeitet, dann fiihrt die Tiefensuche so lange Back-
track Schritte durch, bis der aktuelle Knoten v aktiv und somit Startknoten von B ist.
Sei dabei die letzte aus Mprg entfernte Kante é’oj. Dann nimmt die Tiefensuche die im
Gegenuhrzeigersinn néichste Kante nach €, auf. In beiden Féllen wéhlt die Tiefensuche die
im Uhrzeigersinn nichste Kante €, auf dem Rand der Facette f; links von e, .

Die BFS, ihrerseits nimmt f; als aktuellen Knoten, da dieser der Endknoten von & ist,
der ersten Kante, die in Mprg abgelegt wurde. Die im Uhrzeigersinn erste unbesuchte Kan-
te in der Adjazenzliste von f; ist gerade €7 . Alle eventuell vorhandenen Kanten zwischen
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€y, und €7 sind inzident zu f; und somit besucht. In Abbildung 4.5 ist die Situation an
einem abstrakten Beispiel dargestellt.

Abbildung 4.5: Wahl der Startkante des niichsten Randes durch die Tiefen- und Breiten-
suche. Die hellgrauen Kanten kennzeichnen die Kanten, iiber welche die Tiefensuche durch
Backtrack Schritte zum letzten aktiven Knoten v zuriickkehrt.

Tiefen- und Breitensuche wihlen dieselbe Kante als erste Kante des nichsten Randes. Wir
miissen uns nun noch iiberlegen, ob die Ausgangslage auf dem Rand B; tatséchlich fiir
beide Suchen dieselbe ist wie fiir By. Fiir die E-DFS 5 gilt das offensichtlich, da sie immer
vom zuletzt besuchten Knoten aus weiterarbeitet und die besuchten Kanten von By fiir die
Suche nicht mehr existieren. Fiir die Breitensuche folgt dies aus Lemma 3.2.7, das wir in
Abschnitt 3.2.3 gezeigt haben.

Die Ausgangslage fiir die Bearbeitung des Randes B ist also die gleiche wie die fiir By und
der Beweis folgt somit per Induktion iiber die Knoten des Schachtelungsbaumes. O

4.3 FE-DFS und die duale Breitensuche

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dafl Kanten-Tiefensuche und Breitensuche auf
bestimmten Graphklassen dual zueinander sind. In diesem Abschnitt wollen wir die Brei-
tensuche leicht abédndern, so daf sie auf jedem Graphen dual zur Kanten-Tiefensuche ist.
Uberlegen wir uns also noch einmal, wie die E-DFS vorgeht. Die Tiefensuche arbeitet
den Rand der dufleren Facette vollstindig ab, falls dieser keine Briicke enthélt. Zerfillt der
Graph nach dem Entfernen des Rands in mehrere Zusammenhangskomponenten, so wird
die Tiefensuche zuerst die Komponente bearbeiten, in der sie sich befindet, bevor sie durch
Backtrack Schritte, also das Entfernen abgearbeiteter Kanten aus der Menge M, in eine
noch nicht abgearbeitete Komponente gelangt. Besitzt der Rand eine Briicke, so wird dieser
nicht vollstdndig von der Tiefensuche abgearbeitet, da sie wie in dem Fall davor in einer
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Komponente steckenbleibt. Die Breitensuche hingegen arbeitet sich Schicht fiir Schicht vor.
Sie muf} also erkennen, wann eine Komponente fiir die Tiefensuche nicht mehr erreichbar
ist. Dabei sind prinzipiell drei Félle zu unterscheiden, welche in Abbildung 4.6 dargestellt
sind.

a)Graph mit Briicke b)Graph mit Separator ¢)Graph mit Schnitt der Grofie 2

Abbildung 4.6: Graph G, dessen Rand im Schachtelungsbaum wenigstens zwei direkte
Nachfolger besitzt

Der folgende Algorithmus implementiert eine modifizierte Left-First-Breitensuche. Der Ein-
gabegraph G sei in Form seiner geméf einer festen kombinatorischen Einbettung sortierten
Adjazenzlisten AL gegeben. Wenn die im Uhrzeigersinn néchste Kante in AL[v] angespro-
chen wird, so ist immer die von der aktuellen Kante €., aus im Uhrzeigersinn nichste
Kante gemeint.

Algorithmus 4.3.1 (Jump-BFS,))

Eingabe: Planar eingebetteter Graph G = (V, E) und ein Startknoten vs € V auf dem
Rand der dufleren Facette.

Initialisierung: M := {(z,v,)} mit Dummyknoten x ¢ V in der duBeren Facette.
Kanten-Array AGE, Zeitpunkt AGE,. := AGE[(z,v;)] :== 0 und AGE[e] := —-1Ve € E
Menge A := (), Kante €,¢; := (,vs).

Kante €j45; := (x,v5) und Zeiger PREV von jeder neu aufgenommenen Kante auf die
direkt vor ihr aufgenommene Kante.

Knotenauswahl
(1) Endknoten v der aktuellen Kante €,

Kantenauswahl(v)

orientiere €, := (v, w) und gib €, aus
AGEact = AGEact + 1, AGE[gn] = AGEact
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(6)  PREVI[éy] := s
(7) €last *= €n
(8) falls w unbesucht
9) lege €, in M ab
(10) ansonsten falls &, = (w,v) # €uet
(11) falls €, = €jast
(12) setze €45 := PREV[E),]
(13) ansonsten, sei ¢t := AGE|é,]
(14) fiige AGE|€,4] in A ein und
(15) setze €, auf die Kante €, mit AGE|[e;] = mingep{ AGE|€]| AGE[E] >t}
(16) setze PREV [€ye] := PREV[E,]
(17) ansonsten (€, = €4c)
(18) sei t := AGE|€,,] und €, := €., entferne €, aus M
(19) falls eine Kante €, € M mit AGE[é)] > t existiert
(20) setze €y auf die Kante €, mit AGE[e;] = minzen{ AGE[€]| AGE[E] >t}
(21) setze PREV [€yet] :== PREV[é]
(22) ansonsten falls A nicht leer, dann sei s der zuletzt in A eingefiigte Zeitpunkt
(23) setze €, auf die Kante €, mit AGE[éy] = mingey{ AGE[€]| AGE[€] > s}
(24) l6sche s aus A
(25) setze €q5t := PREV [€4s1]
(26) ansonsten (A leer) beende Procedur

Erlduterung: Das Kanten-Array AGFE speichert den Zeitpunkt, zu dem eine Kante zum
ersten Mal besucht wurde. In AGE,; ist der Zeitpunkt der zuletzt neu gefundenen Kante
vermerkt. In der Menge A werden die Zeitpunkte der aktuellen Kante gespeichert, wenn in
Schritt (13) bis (15) zu einer anderen Kante gesprungen wird. €, enthélt die zuletzt neu
gefundene und noch nicht von ihrem Endknoten aus bearbeitete Kante. PREV[e] deutet
auf die Kante €;, die vor € gefunden und noch nicht von ihrem Endknoten aus besucht
wurde. Diese Kanten, die besucht aber noch nicht aus der Adjazenzliste ihres Endknotens
entfernt wurden, werden wir als aktive Kanten bezeichnen. Die Zeiger PREYV bilden also
eine nach dem AGFE-Wert absteigend sortierte Kette der aktiven Kanten, wobei €, immer
die erste Kante dieser Kette enthélt.

Das Vorgehen der Jump-BFS, entspricht im wesentlichen dem der Left-First-Breitensuche.
Wird eine neue Kante gefunden, so wird diese, sofern ihr Endknoten noch nicht besucht ist,
in M abgelegt und auflerdem verschiedene Variablen angepafit. Allerdings z&hlt eine Kante
nur von dem Knoten aus als besucht, von dem aus sie gefunden wurde. Erst wenn sie zum
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zweiten Mal gewihlt wurde, ist eine Kante vollstéindig abgearbeitet. Die Jump-BFS ., geht
also im Gegensatzt zur Left-First-Breitensuche alle Kanten zweimal durch und zwar von
jedem ihrer Endknoten aus genau einmal. Dabei wird jede Kante aus der Adjazenzliste des
Knotens entfernt, von dem aus sie betrachtet wurde.

Findet die Breitensuche vom aktuellen Knoten aus eine neue Kante e, so wird diese in M
abgelegt und die Variablen entsprechend gesetzt. Ist die durch den Kanteniterator gewéhlte
Kante €,, schon besucht, so sind zwei Fille zu unterscheiden.

1. Fall: ¢, = €4, das heifdt, die gewihlte Kante ist gleich der zuletzt neu gefundenen akti-
ven Kante. In diesem Fall wird diese Kante aus M und der Adjazenzliste ihres Endknotens
entfernt, also einfach “iibergangen”. Kante €),5; wird entsprechend neu gesetzt. (Schritt
(11) und (12))

2. Fall: €,, # €),5;. Seit dem Zeitpunkt s = AGFEI€,], zu dem €, zum ersten Mal besucht
wurde und dem jetzigen Zeitpunkt ¢, da €, zum zweiten Mal gewéhlt wird, wurden neue
Kanten gefunden und in M abgelegt. Diese bilden die Menge M, := {¢|AGE[¢] > s} C M.
Die Jump-BFS,, fiihrt nun einen Sprung aus (Schritt (13) bis (16)). Dabei merkt sich die
Breitensuche AGE[€,.] in A (Schritt (14)) und macht mit den Kanten aus M, weiter. Da-
bei wird é,.; auf die Kante aus M, gesetzt, die den kleinsten AGE-Wert hat (Schritt (15)).
Dadurch kénnen von nun an nur noch Kanten gefunden werden, die zu Kanten aus M,
inzident sind, da €, die Kante mit dem kleinsten AGE-Wert ist und nur Kanten aus M,
deren Wert grofler als AGE|€,.| ist, als kiinftige €, genommen werden (vergleiche Schritt
(19) bis (21)). Erst wenn diese alle abgearbeitet und folglich aus M, beziehungsweise aus
M entfernt sind, kehrt die Breitensuche iiber das in A gespeicherte Alter zu der Kante
zuriick, die zum Zeitpunkt des Sprunges aktuelle Kante war (Schritt (22) bis (25)).

Die Jump-BFS,, fiihrt genau dann einen Sprung aus, wenn sie auf eine einlaufende Kante
é, trifft und in M Kanten € gespeichert sind, fiir die AGE[€] > AGE[é,] gilt. Existie-
ren keine solchen Kanten, so ist €, = €j,4, also selbst die Kante aus M, die den grofiten
AGE-Wert hat. Es tritt Fall 1 ein und die Kante wird iibergangen.

Nachdem wir uns klargemacht haben, wie die Jump-BFS,, arbeitet werden wir nun den
zentralen Satz dieses Abschnitts beweisen.

Satz 4.3.2
Gegeben ein planar eingebetteter Graph G = (V, E) und ein ausgezeichneter Knoten v, € V'
auf dem Rand der dufleren Facette. Die zur E-DFS 4 duale Suche ist eine Jump-BFS,,.

Beweis:

Aus Satz 4.2.2 wissen wir bereits, dafl sich die beiden Suchen dual verhalten, wenn der
Schachtelungsbaum unverzweigt ist und die Startknoten der Rédnder bestimmte Vorraus-
setzungen erfiillen. Wir haben folglich zwei Dinge zu zeigen: Erstens, daf} die Startknoten
der Rinder beliebig liegen konnen und zweitens, dafl die Suchen bei einer Verzweigung des
Schachtelungsbaumes gleich verfahren.

Die dufere Facette f; von G sei Startknoten der Breitensuche auf G* und die Dualkante der
Startkante der Tiefensuche sei die Initialkante der Breitensuche. Damit starten die Suchen
ihren Weg mit derselben Kante.
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Teil 1)

Der Startknoten v,, eines Randes B; liege auf einer Antenne und bilde nicht das rechteste
Blatt. Das heifit auf dem Right-First-Tiefensuchweg von dem Startknoten v, zur Wurzel
0s; der Antenne bleibt wenigstens eine Kante e, links des Weges unbesucht. In Abbildung
4.7 ist die Situation dargestellt.

Abbildung 4.7: Der Startknoten v,, des Randes liegt auf einer Antenne und bildet nicht
das rechteste Blatt. Bei Bearbeitung des Randes durch die E-DFS 4 bleibt die Kante e,
unbesucht.

Die Tiefensuche umrundet den Rand und kommt bei €;, als letzter Kante des einfachen
Randes an. Von dort aus geht sie weiter zum néchsten darunterliegenden Rand. Die BFS,,
wiirde e}, als néichste Kante nach € wihlen. Die Jump-BFS, jedoch wihlt als néichstes
die schon besuchte Kante €;; # €jq5;, die Schleife, deren Dualkante 9,; als Endknoten hat.
Somit macht die Kantenauswahl mit Schritt (13) weiter und springt zu der Kante €, die
direkt nach €;; aufgenommen wurde. Da nach vollstéindiger Bearbeitung eines Randes nur
noch die Kanten des einfachen Randes in M gespeichert sind, ist €}, gerade die erste Kante
des einfachen Randes und somit genau diejenige Kante, von der aus die Breitensuche in
den néchsten Rand iibergeht. Das Alter der aktuellen Kante €}, wird in A gespeichert.

Es mufl noch gezeigt werden, daf e} spéter von der Breitensuche zum gleichen Zeitpunkt
abgearbeitet wird wie e, von der Tiefensuche. Dies ergibt sich aus den Eigenschaften der
Suchen. Die Tiefensuche wird erst nachdem alles innerhalb des Randes vollsténdig abgear-
beitet ist wieder durch Backtrack Schritte zu €;, zuriickkehren und von dort aus ey, finden.
Durch den Sprung der Jump-BFS;, wird das ebenso erreicht. Die Breitensuche iibergeht
durch den Sprung die Kanten, die dem Alter nach zwischen €, und der Kante liegen, zu
der gesprungen wird, in unserem Beispiel €;;. Von da an wird zuerst alles bearbeitet, was zu
Kanten inzident ist, deren AG E-Wert grofler ist als AGE|[€;;]. Erst wenn alle diese Kanten,
die Kanten innerhalb des einfachen Randes, bearbeitet sind, kehrt die Jump-BFS,, {iber
den in A gespeicherten AGE-Wert zur aktuellen Kante zuriick und findet von dort aus ej,.
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Tiefen- und Breitensuche bearbeiten demnach alle Kanten innerhalb des Randes, bevor sie
die {ibergangene Kante e; finden. Die Lage des Startknotens eines Randes kann demnach
beliebig sein.

Teil 2)

Gehen wir nun davon aus, dafl der Rand B; im Schachtelungsbaum wenigstens zwei di-
rekte Nachfolger besitzt. Es tritt also einer der drei Fille aus Abbildung 4.6 auf. Wir
gehen davon aus, dal die beiden Suchen jeweils in Komponente Komp; starten. Be-
trachten wir die drei Fille im Einzelnen. Bezeichne B;|komp;, := B; N E(Komp;), wobei
wesentliche Briicken und Schnittkanten zu keiner Komponente gezéhlt werden. B;| Komp;
ist also der Teil des Randes B;, der zu Komponente Komp; gehort. Entsprechend sei
d(v)|Komp; == [{e = {v,w} € E(Komp;)}| der Grad von v eingeschrinkt auf den Unter-
graphen Komp;.

Fall a) Der Rand B; enthilt eine wesentliche Briicke ey.

Die Tiefensuche geht iiber diese Briicke nach Komps, bearbeitet den Rand von Komp,,
Bi| komp,, und kommt dann nicht wieder nach Komp; zuriick, um den Rest von B; zu be-
suchen. Die Tiefensuche verhilt sich auf Komp, so, wie wenn Komps ein eigenener Graph
wire und e, die Startkante. Ist B;|gomp, vollstindig bearbeitet, so lduft die Suche in die
Komponente hinein und besucht den darunter liegenden Rand. Erst wenn die ganze Kom-
ponente abgearbeitet ist, kommt die Tiefensuche durch Backtrack Schritte zu der letzten
Kante aus Komp; vor e, zuriick und bearbeitet nun Komp; wie wenn diese Komponente
der Eingabegraph gewesen wire.

Die Dualkante e; der Briicke ist eine Schleife. Die Jump-BFS., besucht die Kanten von
B; in derselben Reihenfolge wie die Tiefensuche. Nachdem alle Dualkanten der Kanten
aus B;|komp, gefunden wurden, besucht die Breitensuche die Schleife ej zum zweiten Mal,
diesmal als einlaufende Kante. Die Jump-BFS, springt demzufolge zu der Kante, die nach
e; aufgenommen wurde. Dies ist von den Dualkanten aus B;|gomp, die erste Kante, die auf-
genommen wurde. Die Jump-BFS,, betrachtet von nun an nur noch Kanten, die inzident
sind zu den Dualkanten aus B;|gomp,- Erst wenn die gesamte Komponente abgearbeitet ist,
springt sie iiber den in A gespeicherten AGE-Wert zu den Kanten aus B;|xomp, zuriick.
Man mache sich klar, dafl bei Schleifen, deren Dualkanten zu einer Antenne gehoéren, kein
Sprung ausgefiihrt wird. Dies ergibt sich daraus, dafl die Jump-BFS,, beim Auffinden
der Kante, die zuletzt davor aufgenommen wurde, und noch nicht abgearbeitet ist, diese
in Schritt (12) und (13) iibergeht. Das liegt an der Klammerstruktur der Dualkanten zu
Baumkanten und der entsprechenden Verwaltung der PREV-Kette mit Anfang éj,.
Fall b) Der Rand B; enthilt einen Separator vg mit d(vs)|komp, = 2 oder d(vs)|Komp, = 2.
Die beiden auftretenden Fille sind in Abbildung 4.8 dargestellt. Zur besseren Lesbarkeit
wurden nur die Kanten von G beschriftet. Die Dualkante einer Kante €;, wird wie gewohnt
mit € bezeichnet.

i) d(vs)|komp, = 2.

Nachdem die Tiefensuche den Rand B; vollstindig durchsucht hat, kommt sie bei Bearbei-
tung des darunterliegenden Randes B;;; zum Rand der Facette f; in Komp; links von vg.
Sie lduft den Rand dieser Facette rechts herum ab iiber die Kanten €}, €;,.,, und €, ,.
Beim Endknoten von €, angekommen, nimmt sie den rechtesten Weg, der von dort aus
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weiterfiihrt, in dem Beispiel nach einem Backtrack Schritt iiber Kante €}, ,.

Komp, e Kompy, Komp,

Abbildung 4.8: Die zwei méglichen Ausprigungen eines Randes B; (schwarz) mit Separator,
der im Schachtelungsbaum wenigstens zwei direkte Nachfolger besitzt. Die grauen Kanten
gehoren zum Rand B,,;.

Die Jump-BFS,, bearbeitet die Dualkanten zu B; entsprechend und geht danach ebenfalls
zur Bearbeitung von B, iiber. Dabei wihlt sie irgendwann é;, als aktuelle Kante, durch-
sucht also die zu f; inzidenten Kanten. Nachdem sie € bis e besucht hat, findet sie
die einlaufend gerichtete Kante € it # €)45t- Die Jump BFSO fuhrt einen Sprung zu 611 ,
durch, der Kante, die nach é’i’l‘Jrl in M aufgenommen wurde. Das Alter von €;; wird als
Riicksprungaddresse in A gespeichert. Alle Dualkanten aus B;|komp, sind vor é’;;H gefun-
den worden, haben also einen niedrigeren AGE-Wert als €;;, . Damit kann Komponente
Komps erst dann bearbeitet werden, wenn Komp, vollstdndig abgearbeitet und alle ihre
Kanten wieder aus M entfernt sind.

Bleibt zu iiberlegen, ob Tiefen- und Breitensuche die Bearbeitung von Komps mit derselben
Kante starten. Dies ist nach den bisherigen Uberlegungen offensichtlich. Die Tiefensuche
startet die Bearbeitung von Komp, mit der zuletzt aufgenommenen Kante €;, € B;|komp,-
Somit umrundet sie als néchstes die Facette links von €, . Die Jump-BFS, ihrerseits
kehrt iiber den in A gespeicherten AGE-Wert zu €;; zuriick. Ist f; abgearbeitet, so wird
die néichst dltere Kante aus M, hier é’i’;ﬂ, als aktuelle Kante gewihlt. Ist f; noch nicht
abgearbeitet, so sind die noch inzidenten Kanten alle einlaufend und haben entweder einen
grofleren AGE-Wert als die Kanten aus B;|komp, Oder einen kleineren. Haben sie einen
grofleren AG E-Wert, so bilden sie den Anfang der PREV -Kette und werden nacheinander
in Schritt (12) und (13) iibergangen. Ist ihr AG E-Wert kleiner, so wird wieder ein Sprung
ausgefiihrt, und zwar zu der Kante aus M, die den kleinsten AG E-Wert nach €;; hat. Dies
ist ebenso Kante €, . Es ergibt sich also, da$§ beide Suchen nach Bearbeitung von Komp,
die Suche in Komponente Komp, mit dem Rand der Facette links von €, , starten.

ii) d(vs)|Komp, = 2 und d(vs)|komp, > 2

Nach vollstandiger Abarbeitung des Randes B; lduft die E-DFS - auf dem darunter lie-
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genden Rand B;;; weiter. Dabei durchsucht sie den Rand der Facetten links von €;, und
€. In unserem Beispiel durchlduft die Tiefensuche dabei die Kanten €}, bis €j,,,,.

Die Jump-BFS, ihrerseits wéhlt zur Bearbeitung der Kanten aus B;,, als aktuelle Kante
€;,- Ist deren Endknoten abgearbeitet, wird €;; aktuelle Kante. Die erste zu ihrem End-
knoten inzidente Kante ist die schon besuchte Kante é’i’; # €j45¢- Die Breitensuche fiihrt
einen Sprung zu é’i’;l durch, der Kante aus M, die direkt nach €; gefunden wurde. Die
Breitensuche bearbeitet also als néichstes ebenfalls die Kanten auf dem Rand der Facette
links von €, und findet dabei die Kanten €;  und € . Beim Sprung wird der AGE-
Wert von é;’;H in A abgelegt.

Ist Komponente Komp; von beiden Suchen vollstandig abgearbeitet, kehrt die Tiefensuche
durch Backtrack Schritte zu Kante €;, zuriick. Vor dort aus mu#8 sie noch solange Backtrack
Schritte durchfiihren, bis sie eine unbesuchte Kante auf dem Rand der Facette links von
€., findet. Dann umrundet sie den Rand dieser Facette. Die Jump-BFS, wéhlt durch den
in A gespeicherten AGE-Wert Kante €7 als aktuelle Kante und arbeitet die Dualkanten
der Kanten auf dem Rand der Facette links von €, , ab. Trifft sie dabei zuerst auf schon
besuchte Kanten, also Kanten, iiber deren Dualkanten die Tiefensuche durch Backtrack
Schritte zuriick geht, so bilden diese wie schon in i) den Anfang der PREV-Kette, da
sie die aktiven Kanten mit groitem AGFE-Wert sind. Sie werden von der Breitensuche in
Schritt (12) und (13) iibergangen.

Fall c) Der Rand B; besitzt einen Schnitt der Grofie 2.

Wir wollen die Schnittkanten mit €s; und €5y bezeichnen, wobei AGE[es;| < AGE|€ss]
gelte. Die Facette, die links von €g; und €9 liegt bezeichnen wir mit fg. Nach Bearbeitung
des Randes B; zerfillt der Graph in die Komponenten Komp; und Komp,. Die Tiefensu-
che arbeitet entsprechend Komp; zuerst vollstindig ab und kehrt danach durch Backtrack
Schritte zu der Kante aus Bj;|komp, zuriick, die den dltesten AGE-Wert hat und keine
Schnittkante ist. Von dort aus durchlduft sie den noch unbesuchten Rand der Facette fs.
Die Jump-BFS, wihlt zur Bearbeitung der Kanten aus B}, ; Kante €3, als aktuelle Kante.
In der Adjazenzliste von fg findet sie die einlaufende Kante €3, und fiihrt einen Sprung zu
der nach €3, aufgenommenen Kante aus. Die Jump-BFS,, bleibt also in Komp; stecken
und kehrt iiber den in A gespeicherten AGE-Wert nach Abarbeitung von Komp, zu €§,
zuriick. Von dort aus durchsucht sie die restlichen Kanten in AL[fs], also die Dualkanten
der Kanten auf dem Rand der Facette fs, die zu Kompy gehoren.

Wir wissen bereits , dafl sich Jump-BFS., und DFS - auf einem einzelnen Rand gleich ver-
halten. In Teil 1 haben wir auflerdem gezeigt, dafl der Startknoten eines Randes beliebig
liegen darf. In Teil 2 des Beweises haben wir das Verhalten der beiden Suchen in einem Gra-
phen mit verzweigtem Schachtelungsbaum untersucht. Dabei haben wir gesehen, dafl die
Jump-BFS., auf dem Schachtelungsbaum eine Tiefensuche ausfiihrt, das heifit, sie bleibt
in einer Komponente stecken, genau wie die Tiefensuche. Daraus ergibt sich insgesamt, dafl
die Jump-BFS,, die Kanten des Dualgraphen in der gleichen Reihenfolge aufnimmt, wie
die DF'S 5 auf dem Orginalgraph, die Suchen sind also dual zueinander. O
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4.4 BFS( und die duale Kanten-Tiefensuche

In dem vorangegangenen Abschnitt haben wir eine zur E-DFS 4 duale Breitensuche kon-
struiert. Wir wollen uns nun damit beschéftigen, die Tiefensuche so zu modifizieren, dafl
sie dual zur BFS,, ist. Die Hauptarbeit besteht darin, der Tiefensuche die Information
zugénglich zu machen, wann sie eine Komponente verlassen und in eine andere Kompo-
nente, die sie normalerweise erst nach Bearbeitung der aktuellen Komponente erreichen
wiirde, springen muf.

Der Eingabegraph G = (V, E) sei wie schon im letzten Abschnitt durch seine gemif} einer
festen kombinatorischen Einbettung sortierten Adjazenzlisten AL gegeben. Im Gegensatz
zur Jump-BF'S, wird die modifizierte Tiefensuche nicht mehr mit einer Menge M zur Spei-
cherung der Kanten auskommen. Wir werden deshalb die Mengen mit unterschiedlichen
Indizes versehen. Jede Menge M; wird durch die in ihr enthaltenen Kanten identifiziert,
dementsprechend bezeichne M (€);) die Menge M; mit €, € M;. Diese Menge M; ist eindeu-
tig bestimmt, da keine Kante in zwei unterschiedlichen Mengen abgelegt wird. Der Wert
AGE|e] speichere fiir jede Kante e € E den Zeitpunkt ¢, zu dem die Kante zum ersten
Mal gefunden wurde. Da die Tiefensuche immer die Kante aus der Menge M; wihlt, die
zuletzt gefunden wurde, werden wir fiir eine Menge M; diese Kante mit €;_, bezeichnen.
€imas 15t demnach jene Kante aus M;, fiir die gilt AGE|[¢;,,.] = mazze p,{ AGEI[€]}. Ist
eine Menge M; leer, so sei €;,,,, := NIL definiert.

Algorithmus 4.4.1 (Jump-E-DFS )

Eingabe: Planar eingebetteter Graph G = (V, E) und ein Startknoten vs € V auf dem
Rand der dufleren Facette.

Initialisierung: M, := {(z, v5)} mit Dummyknoten z ¢ V in der dufleren Facette.

Kante €, := (z,vs).

Kanten-Array AGE, Zeitpunkt AGE,. := AGE[(z,v,)] := 0, AGE[e] := —1 Ve € E.
Kanten-Array SUCC, SUCC|e] := NIL Ve € E.

Knotenauswahl
(1) Endknoten v von €,
Kantenauswahl(v)

(1) wihle aus AL[v] die im Gegenuhrzeigersinn nichste Kante e, := {v, w}
(2) entferne e, aus AL[v]

(3) falls e,, unbesucht

(4) orientiere €, := (v, w) und fiige €, in M (€,.) ein
(5)  AGEuy = AGEuy + 1, AGE[2,] := AGE,.

(6) Cact = €p

(7)

7) ansonsten falls €, = (w,v) # €uet
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(8) teile M (€pe) in M; und M; mit
M;={ee M(é,.)| AGE[¢] < AGE[é,] } und
M, = { £ € M(éwy) | AGEI?] > AGE[&,] ),

9) falls M; nicht leer
(10) Cact = Cipy
(11) falls SUCCIE,] = NIL
(12) SUCC[LastSucc(€yet)] = €jras
(13) ansonsten (SUCCIe,] # NIL)
(14) SUCCLastSucc(€,.)] := SUCC|E,]
(15) SUCC|[LastSucc(SUCC[é,])] := €j,.0n
(16) ansonsten (M; = ()
(17) falls SUCC|e,] # NIL
(18) ot := SUCCIE,]
(19) SUCC[LastSucc(€yet)| = €jran
(20) ansonsten (€, = €4c)
(21) merke €5 := SUCC|[€,.]
(22) entferne €, aus My, := M(€4et)
(23) falls M}, nicht leer
(24) Cact "= €kyon
(25) falls &, # NIL
(26) SUCC[LastSucc(€yet )| := €5
(27) ansonsten falls €5 # NIL
(28) Coct = €s
(29) ansonsten beende Prozedur
¢, «— LastSucc(¢)
(1) &:=¢€
(2) solange SUCCé)] # NIL
(3) e = SUCC|é]
(4) gib €, aus
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Erliuterung: Das Kanten-Array AGE speichert fiir jede Kante e € E den Zeitpunkt, zu
der sie zum ersten Mal gefunden wurde. Die Variable AGE,.; enthélt den Zeitpunkt der
zuletzt gefundenen Kante, das heiit AGE,.; := mar{AGEI[€]}. Das Kanten-Array SUCC
verwaltet Nachfolger von Kanten, welche Kanten aus verschiedenen Mengen M miteinan-
der verbinden. Die in SUCC' enthaltenen Kanten konnen ganze Ketten von Nachfolgern
bilden, wenn die Kante, die Nachfolger einer anderen Kante ist, wiederum einen Nachfol-
ger besitzt. Die Routine LastSucc(€') bestimmt die letzte Kante einer solchen Kette mit
Anfang €.

Um die Erklarung des Algorithmus zu vereinfachen, wollen wir vorher noch einige Konven-
tionen einfithren. M := UM, sei die Vereinigung aller durch den Algorithmus erzeugten
nichtleeren Mengen M) und enthilt somit alle aktiven Kanten. Wir werden die einzelnen
Mengen M, als Stacks ansehen. Ein Stack ist ein Stapel, der die in ihm gespeicherten Ele-
mente nach dem LIFO Prinzip verwaltet. LIFO bedeutet Last-In-First-Out, die Elemente
werden also oben auf den Stapel gelegt und auch immer von oben heruntergenommen.
Realisieren wir unsere Mengen M} als Stacks, so wird dadurch die Sortierung der Kanten
nach ihrem AGE-Wert erhalten, wobei das oberste Element einer Menge M, gerade €, .
ist, die Kante mit maximalem AGFE-Wert unter allen Kanten der Menge.

Genau wie die Jump-BFS,, durchsucht auch die Jump-E-DFS 5 jede Kante zweimal und
zwar von jedem ihrer Endknoten aus genau einmal. Findet die Jump-E-DFS 4 bei ihrer Su-
che eine ungerichtete Kante, so verfihrt sie wie die Right-First-Kanten-Tiefensuche (Schritt
(3) bis (6)). Ist die von der Kantenauswahl gefundenen Kante € dagegen bereits besucht
und nicht die aktuelle Kante (Schritt (7)), so fiihrt die Jump-E-DFS 4 einen Sprung durch.
Bei einem Sprung wird die aktuelle Menge M (€,.:) in zwei Mengen M; und M; unterteilt,
wobei M, alle Kanten aus M (€,.) enthilt, die vor € gefunden wurden, und M; all jene,
die nach € gefunden wurden (Schritt (8)). Aus Lemma 3.2.3 wissen wir bereits, daf alle
geschlossenen Kreise Linkskreise sind. Vor dem Sprung wurde mit der aktuellen Kante ein
solcher Linkskreis geschlossen. Alle von auflen an diesen Kreis angrenzenden Kanten sind
besucht, da die Right-First-Auswahlregel alles rechts des Weges abgesucht hat und vom
aktuellen Knoten die néchst rechte Kante € ist, also die Kante, von der aus der Kreis be-
gonnen wurde. M; enthélt demnach genau die Kanten des Linkskreises, welche das Innere
des Kreises vom Rest des Graphen trennen. M; dagegen enthilt aktive Kanten, die vor
dem Kreis gefunden wurden. Von diesen Kanten aus sucht die Jump-E-DFS 5 nun weiter,
wobei SUCC' der Kante, von der aus die erste neue Kante gefunden wird, auf die Kante
€jmas gesetzt wird (Schritt (11) bis (15)). Durch SUCC wird die Verbindung zwischen den
einzelnen Mengen M), hergestellt.

Betrachten wir noch einmal die Situation der Kanten der Menge M; direkt nach einem
Sprung. Ist die Menge M; leer, so wird direkt zur Menge M; oder dem Nachfolger der
Sprungkante zuriick gekehrt (Schritt (16) bis (19)). Die Sprungkante € war in diesem Fall
die Kante aus M (€,.) die den kleinsten AGE-Wert hatte. Ist die Menge M; nicht leer,
so konnen die in ihr enthaltenen Kanten noch inzident sein zu unbesuchten Kanten oder
nicht. Sind die Kanten nicht mehr inzident zu noch unbesuchten Kanten, so bilden sie den
Abschnitt des Randes einer Facette f, der zu dem dariiber liegenden Rand gehort. Die
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Kanten aus M; werden nacheinander bearbeitet und aus der Menge M, entfernt. Danach
ist M; leer und es wird zu einem Nachfolger oder M; zuriickgekehrt. Man {iberlege sich,
da8 durch den Sprung mit anschliesendem Riicksprung die Kanten aus M(€,.) geloscht
werden, die nicht mehr auf der Front zwischen besuchten und unbesuchten Kanten liegen.
In Abbildung 4.9 ist diese Situation abstrakt dargestellt.

/
/
/

/

/ —
- € o !
600/ ! 610/
Startkante von G G' Startkante von G1

Abbildung 4.9: Sprung iiber die Kante €,. In M; sind danach alle Randkanten von G
zusammen mit den dunkelgrauen Kanten enthalten, die Kanten ép, bis €y, , befinden sich
in der Menge M;.

Wir wollen diese beiden Fille eines Sprunges, bei denen entweder M; leer ist oder keine
Kante enthilt, von der aus eine unbesuchte Kante gefunden werden kann, als triviale
Spriinge bezeichnen. Ein trivialer Sprung bewirkt im wesentlichen nur, dafy die Sprungkante
und Kanten, die vor ihr in die aktuelle Menge eingefiigt wurden, aus der Menge entfernt
werden, da von ihnen aus sowieso nichts mehr gefunden werden kann. Sind dagegen die
Kanten aus M; inzident zu noch unbesuchten Teilen des Graphen, so fihrt die Tiefensuche
mit der Bearbeitung dieser Bereiche fort (Schritt (9) bis (15)).

Nach einem Sprung werden die neuen Kanten in die aktuelle Menge M; eingefiigt, die
Menge, welche die Kanten unterhalb der Sprungkante enthélt. Im Laufe eines Algorithmus
werden oft viele Spriinge ausgefiihrt und dementsprechend viele SUCC-Zeiger angelegt
und umgehingt. Das folgende Lemma gibt Auskunft iiber die besondere Eigenschaft der
SUCC-Zeiger.

Lemma 4.4.2
Fiir jede Kante € € M, M = UM, mit NIL # SUCC|¢] € M gilt, daB

AGE[¢] < AGE[SUCC[é]]

Beweis:

Wir zeigen, dafl die Eigenschaft erfiillt ist, wenn ein neuer SUC'C-Zeiger angelegt wird und
daB sie bei jeder Art des Umhéngens erhalten bleibt.

Teil 1)

Ein neuer SUCC-Zeiger wird angelegt, wenn die Jump-E-DFS 5 einen Sprung durchfiihrt.
Bei einem Sprung iiber die Kante €}, wird die aktuelle Menge M}, in die Mengen M; und M;
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unterteilt. Der SUCC-Zeiger wird von ¢€;,, . oder einer anderen Kante, falls schon SUCC-
Zeiger existieren, auf €}, gesetzt. Dabei ist €},,,, die Kante aus M, die den grofiten AGE-
Wert von allen Kanten aus M besitzt. Die geforderte Eigenschaft ist somit automatisch
erfiillt. Die Tiefensuche macht nun von M; aus weiter, und jede Kante, die neu eingefiigt
wird, hat einen grofleren AGE-Wert als alle Kanten aus M;.

Teil 2)

Ein SUCC-Zeiger wird umgehéingt. Das Umhéngen eines SUCC-Zeigers ist dann nétig,
wenn eine Kante €; aus M entfernt wird, die nicht die letzte Kante aus M (€;) ist und
welche ein nicht leeres SUCC-Feld hat. Diese Situation kann beim Entfernen der aktuellen
Kante oder bei einem Sprung iiber é,,, eintreten. Die beiden Félle unterscheiden sich nicht,
da man €, auch als oberste Kante von M, ansehen kann, die dann noch in demselben
Schritt geloscht wird. Der Nachfolger der obersten Kante wird also an eine andere Kante
gehédngt. Diese andere Kante ist die letzte in der SUCC-Kette der Kante, die unterhalb der
zu léschenden Kante im Stack liegt. Bezeichne €, die oberste Kante im Stack, die Kante,
welche geloscht wird. Es gilt AGE[éyp] < AGE[SUCC|é10p]]. Sei €; die Kante im Stack,
die direkt unterhalb von é;,, liegt, dann wissen wir, dal AGE[€;] < AGE|€},,|. Der Beweis
der Behauptung folgt durch Induktion iiber die Lénge der SUCC-Kette von €;. Aus Teil
1 wissen wir fiir jede Kante &, in M mit SUCC|[éx] # NIL daf} jede Kante, die oberhalb
von € in M(€éy) liegt, einen groBeren AGE-Wert besitzt als SUCC|ey].

Sei SUCCI€;] = €x # NIL, dann wird SUCC[é;] := SUCC|€,| gesetzt und aus AGE|[éy]
< AGE|[é1p) < AGE[SUCC|E,yp]] folgt sofort, dal AGE[é] < AGE[SUCCIé]].

Sei nun die Lénge der Kette gleich a und fiir alle Kanten €}, 1 < j < a mit €; = SUCC|[é;_1],
éo = ¢ gilt AGE[€;_1] < AGE|e;]. Die Kante €, ist die zuletzt eingefiigte beziehungsweise
umgehingte Kante in der Kette. Wurde €, neu angehéngt, so gilt wieder automatisch, daf}
alle Kanten, die oberhalb von €, = €; neu in M (¢€;) eingefiigt werden, einen grofleren AG E-
Wert besitzen als €,. Wird also ein Nachfolger € einer Kante oberhalb von €, an €, gehéingt,
so gilt sicherlich AGFE|e,| < AGE[SUCC|e,]| = AGE[¢€]. War €, vorher schon Nachfolger
einer anderen Kante €, und ist von dieser aus an €, ; angehidngt worden, so gilt fiir alle
Kanten, die oberhalb von &, in M(é;) liegen, also auch fiir é,,, daf8 sie einen groferen
AGE-Wert haben als €, = SUCC|[é,,]. Daraus ergibt sich, dal AGE[¢;] < AGE[é,] <
AGE|éyp] < AGE[SUCC|€}p)] und die Behauptung ist bewiesen. O

Um einen besseren Einblick zu bekommen mache man sich das Setzten der SUCC-Zeiger
anhand Abbildung 4.10 klar. An dem Beispiel eines Graphen mit einer wesentlichen Briicke
ist in der Abbildung dargestellt, wie die SUCC-Zeiger die einzelnen Komponenten verbin-
den und dadurch gewéihrleisten, dafl die Tiefensuche zwischen den Komponenten hin und
her springen kann.
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Abbildung 4.10: Das Setzen der SUC'C-Zeiger durch die Jump-FE-DFS

Die Menge M wird im Verlauf des Algorithmus in mehrere kleinere Mengen M, unterteilt.
Die Kanten in jeder der Mengen M, sind nach ihrem Alter sortiert. Betrachtet man My
als Stack, so sind die Kanten aufsteigend sortiert, je weiter oben im Stack eine Kante
liegt, umso grofer ist ihr AGE-Wert. Die oberste Kante einer jeden Menge M), aufler der
aktuellen Menge M (€,:) ist Nachfolger einer Kante aus einer anderen Menge M;N M = 0.
Jede Menge M), aufier der aktuellen Menge M (€,.) bildet einen geschlossenen Linkskreis
von besuchten Kanten. Eine Menge M # M(€,.) wird erst dann bearbeitet, wenn {iber
einen SUCC-Zeiger zu ihr iibergegangen wird.
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Durch die SUCC-Zeiger und die Sortierung der Kanten in den einzelnen Mengen M, wird
eine Sortierung aller Kanten aus M induziert. Die sortierte Menge M 1d8t sich aus den
einzelnen Mengen M wie folgt zusammenbauen:

Setze M := M (€,)- Solange es noch Kanten in M mit nicht leerem SUCC-Wert gibt, fiige
oberhalb der Kante e mit SUCC|€] = €, die Menge M (€5) ein und setze SUCC[¢] := NIL.
Abbildung 4.11 soll die Verbindung der Mengen untereinander und die Sortierung der
Kanten nach ihrem AGE-Wert veranschaulichen.

k,,,—Mﬂ/> A\

M,, M, M, 3
Mo, 1
L 3 ergibt die geordnete
Mo, | Menge M
LT M, M, / | enge
M, 3

! M;, !

 AGE

Ma Mz Mj Mlc
o jeweils ein Block M,

Mal le MJ Mk: Mlz Ma2 Ml Ma3 Mml Mn Ma4
AGE -

Abbildung 4.11: Mengen M, und die Sortierung ihrer Kanten nach aufsteigendem AGE-
Wert. Die aktuelle Menge M (€,.) ist mit M, bezeichnet.

Mit den nun gebenen Hilfsmitteln kénnen wir den zentralen Satz dieses Abschnittes relativ
leicht zeigen.

Satz 4.4.3
Gegeben ein planar eingebetteter Graph G = (V, E) und ein ausgezeichneter Knoten vs € V'
auf dem Rand der dufleren Facette. Die zur BFS., duale Suche ist eine Jump-E-DFS .

Beweis:

Um im Beweis wieder die Struktur des Schachtelungsbaumes verwenden zu kénnen, wer-
den wir die Rolle des Graphen G und seines Dualgraphen G* vertauschen. Das ist keine
Einschrinkung, da der Dualgraph von G* ja wieder G ist, gibt uns aber die Mdoglichkeit,
schon bewiesene Eigenschaften zu verwenden.

Die Jump-E-DFS 4 starte auf G mit einer Dummykante €; := (x, vs) in der dufieren Facet-
te. Die BFS, ihrerseits starte auf G* mit der Dualkante €; dieser Startkante. Der Beweis
ergibt sich wieder aus der Betrachtung des Schachtelungsbaumes. Wie wir bereits wis-
sen, verhalten sich Tiefen- und Breitensuche auf einem Rand, der nur einen Nachfolger im
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Schachtelungsbaum besitzt, dual. Wir miissen uns daher anschauen, wie sich die Jump-FE-
DFS s verhilt, wenn der Schachtelungsbaum verzweigt ist.

Analysieren wir das Vorgehen der Jump-FE-DFS 5. Mit der Startkante € beginnend arbei-
tet sie sich im Uhrzeigersinn auf dem Rand der dufleren Facette entlang. Trifft sie dabei
zum ersten Mal auf eine schon besuchte Kante €;, so ist diese entweder die Startkante
selbst, eine wesentliche Briicke des Randes By oder eine Kante der Antenne, auf der v,
liegt, sofern vy auf einer Antenne liegt.

Ist €; = €, die Startkante, so wird ein trivialer Sprung ausgefiihrt, durch den €, aus M
entfernt wird. Danach enthélt M den geschlossenen Linkskreis des einfachen Randes B,.
Ist €; eine wesentliche Briicke, so fiihrt die Jump-FE-DFS 5 einen nicht trivialen Sprung aus.
Dabei bleibt in M; der geschlossenen Linkskreis des einfachen Randes der einen Kompo-
nente zuriick und von M; aus, also von dem bereits besuchten Teilstiick des Randes der
anderen Komponente, wird der Rand Bj weiter abgearbeitet, bis ebenfalls die Startkante
erreicht wird.

Liegt vs; auf einer Antenne, so findet die Tiefensuche die zur Wurzel 9, inzidente besuchte
Kante €;. Wieder fiihrt sie einen Sprung aus, der entweder trivial ist, falls v, das rechteste
Blatt der Antenne war, oder nicht. War v, nicht das rechteste Blatt, so durchsucht die
Jump-E-DFS 4 die noch ungesehenen Bereiche der Antennen von rechts nach links, in der
gleichen Reihenfolge wie die Breitensuche die Dualkanten. Ist die Antenne vollstindig ab-
gearbeitet, so werden die Kanten nacheinander aus M; geloscht und iiber den SUC C-Zeiger
zu der letzten gefundenen Kante vor dem Sprung, €;,,.., zuriickgesprungen. Es ergibt sich
die gleiche Situation wie im Fall €; = €.

Nach Bearbeitung des Randes By sind in M alle Kanten des einfachen Randes EO ge-
speichert. Enthélt By wesentliche Briicken, so zerfillt M in mehrere Mengen M}, wobei k
gleich der Anzahl der Komponenten ist, in die G durch Entfernen der wesentlichen Briicken
zerfillt. Die geordnete Menge M (man vergleiche hierzu Abbildung 4.11) enthilt die Kanten
nach aufsteigendem AGFE-Wert sortiert. Die direkt hintereinander gefundenen Teilstiicke
der Linkskreise sind durch senkrechte Linien voneinander abgesetzt. Ein solches Teilstiick
nennen wir Block. Die Kanten einer Menge M; sind also zu Blécken zusammengefaf3t, wel-
che die direkt hintereinander gefundenen Kanten enthalten.

Betrachten wir nun die weitere Vorgehensweise der Jump-E-DFS 5. Die Suche arbeitet sich
nun Facette fiir Facette voran. Die néichste Facette, deren Rand im Uhrzeigersinn abge-
laufen wird, ist der Rand der Facette f, die links der untersten Kante aus Stack M liegt.
Die Dualkante dieser Kante ist gerade die néchste aktuelle Kante der Breitensuche, denn
es ist die erste Kante, iiber die diese Facette besucht wurde. Man beachte, daf} die unterste
Kante aus M die Kante mit minimalem AG FE-Wert unter allen Kanten aus M ist und, da
Tiefen- und Breitensuche die Kanten bisher in der gleichen Reihenfolge gefunden haben, ist
es auch die Kante mit kleinstem AGE-Wert fiir die Breitensuche. Die Jump-E-DFS 5 lduft
den noch unbesuchten Teil des Randes von f ab und trifft dann auf eine schon besuchte
Kante €;. Durch den Sprung iiber €; wird sozusagen auf der Kante riickwérts gegangen,
um zu sehen, ob der Rand von f vollstindig bearbeitet ist. Dabei kann nun einer von
insgesamt drei Fillen eintreten:

1. Fall:

61



Der Rand von f ist besucht. Dann werden alle Kanten aus M; geloscht und die SUCC-
Zeiger jeweils entsprechend umgehingt. Sind alle Kanten entfernt, bilden die SUCC-Zeiger
eine Kette von der letzten entfernten Kante aus. Zu der ersten Kante in dieser Kette wird
nun zuriick gesprungen. Es sind zwei Unterfélle zu unterscheiden:

a) Die Kette besteht nur aus einem Glied, das heifit, es wird zu M; beziehungsweise zu
€jmae 2uriick gesprungen. Dann war die Sprungkante €; eine Kante innerhalb des untersten
Blocks My von M, und nicht die oberste dieses Blocks.

b) Die Kette besteht aus mehreren Gliedern und es wird zu der ersten Kante dieser Kette
gesprungen. Der Block, der diese Kante enthilt, ist nun der jiingste, beziehungsweise un-
terste Block von Kanten in M, da der bis dahin darunter gelegene Block gerade entfernt
wurde. Durch den Riicksprung wird erreicht, dal von Kanten aus weiter gemacht wird, die
von der zuletzt aktuellen Menge M; aus nicht erreichbar sind.

2. Fall:

Der Rand von f enthilt noch unbesuchte Kanten. Dann geht die Tiefensuche solange auf
den schon besuchten Kanten des Randes der Facette riickwérts und entfernt sie dabei aus
M;, bis wieder eine unbesuchte Kante rechts wegfiihrt. Dies entspricht dem Vorgehen der
Breitensuche, welche auch die gesamte Adjazenzliste der Facette durchgeht, bevor sie ihre
Referenzkante aus M entfernt. Die Tiefensuche arbeitet sich weiter im Uhrzeigersinn auf
dem Rand der Facette entlang, bis sie - eventuelle iiber weitere besuchte Kanten - durch
einen letzten trivialen Sprung die Kante des Randes von f aus M l6scht, die minimalen
AGE-Wert besitzt. Der letzte Sprung ist also wieder wie Fall 1 zu behandeln, da dann alle
Kanten auf dem Rand von f besucht sind.

Insgesamt ergibt sich, dal nach vollstindiger Bearbeitung des Randes einer Facette ein
trivialer Sprung ausgefiihrt wird. Die besuchten Kanten, die dadurch geldscht werden, ent-
halten die Information, ob von der Kante, von der aus der Sprung durchgefiihrt wurde,
weitergegangen wird, oder ob in eine andere Komponente gesprungen werden muss. Das
ist genau die Information, die die Tiefensuche beno6tigt, um denselben Weg zu gehen wie
die Breitensuche.

Besteht ein SUCC-Zeiger zu dem untersten Block M, in M, so arbeitet die Tiefensuche
von der maximalen Kante €,  dieses Blocks aus weiter und kommt mit der néchst rech-
ten Kante auf den Rand der Facette, die links von der minimalen Kante €, des Blocks
My liegt. Man beachte, daf die Blocke Linkskreise bilden. Die Breitensuche macht mit der
minimalen Kante aus Mpprg als aktueller Kante weiter, welche gerade die Dualkante von
€o,,., ist. Die beiden Suchen bearbeiten folglich den Rand derselben Facette.

Besteht kein SUCC-Zeiger, so springt die Tiefensuche zu €j .. zuriick und es gibt keine
minimaleren Kanten, als €, . , welche gerade auf €}, in dem durch die Kanten aus M;
geschlossenen Linkszykel folgt. Beide Suchen bearbeitet nun den Rand der Facette links
von €, , . Damit ergibt sich die Dualitét von BFS;, und Jump-E-DFS 5. a

Wir haben uns in diesem Kapitel mit der BF'S:) und der E-DFS 5 beschiftigt und gese-
hen, daf} sie im allgemeinen nicht dual zueinander sind. Es ist uns jedoch gelungen, zu
jeder der beiden Suchen eine duale Suche vorzustellen, die jeweils durch eine kleine Mo-
difikation aus der Originalversion hervorgeht. Hierbei haben wir uns auf die Betrachtung
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der Kanten-Tiefensuche beschrinkt, da die Knoten-Tiefensuche praktisch keinerlei Dua-
litdt zur Breitensuche aufweist. Im folgenden Kapitel wollen wir uns nun intensiv mit der
Knoten-Tiefensuche befassen.
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Kapitel 5

Dualitiat des Tiefensuchbaumes

In diesem Kapitel werden wir uns eine besondere Eigenschaft der Knoten-Tiefensuche auf
planaren Graphen anschauen. Die Kanten, iiber welche jeder Knoten zum ersten Mal ge-
funden wurde, bilden einen Baum, den Tiefensuchbaum. Der Tiefensuchbaum, der durch
eine Right-First-Knoten-Tiefensuche entsteht, weist einige spezielle Merkmale auf, die wir
im folgenden genauer betrachten werden.

5.1 Die Right-First-Knoten-Tiefensuche

In 3.1 haben wir Knoten-Tiefensuche definiert und einen Algorithmus vorgestellt. Da wir
weiterhin auf planaren Graphen arbeiten, werden wir wieder eine feste kombinatorische
Einbettung des Eingabegraphen voraussetzen. Die Tiefensuche, die wir in diesem Kapitel
betrachten, ist die Right-First-Knoten-Tiefensuche. Wir wollen uns die besonderen Eigen-
schaften des durch den V-DFS y-Algorithmus entstehenden Tiefensuchbaumes anschauen.

Algorithmus 5.1.1 (V-DFS )

Eingabe: planar eingebetteter Graph G = (V, E) und ein Startknoten v, € V auf dem
Rand der dufleren Facette.

Initialisierung: M := {(z,v,)} mit Dummyknoten ¢ V in der duBeren Facette.

Knotenauswahl
(1) Endknoten v der Kante (u,v), die zuletzt in M eingefiigt wurde
Kantenauswahl(v; (u, v))

(1) Falls v aktiv

(2) wihle die im Gegenuhrzeigersinn von (u,v) aus néchste unbesuchte zu v inzi-
dente Kante {v, w} und orientiere sie: (v, w)
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(3
(4
(5
(
(

falls w unbesucht

lege (v, w) in M ab

6
7

ansonsten

)
)
) gib (v, w) aus
)
)

entferne (u,v) aus M

Die in M gespeicherten Kanten ergeben einen Right-First-Tiefensuchbaum. In Abbildung
5.1 ist das Vorgehen der Knoten-Tiefensuche und der entstehende Suchbaum an einem
Beispiel aufgezeigt.

level 01 level 1 level 21 level 3 1 level 4 1 level 51 level 6 1 level 7

Abbildung 5.1: Right-First-Knoten-Tiefensuche angewendet auf planaren Graphen und der
zugehorige Suchbaum mit gestrichelten Nichtbaumkanten. Der Suchbaum ist im Graphen
durch dicke Linien gekennzeichnet. Die Pfeile und Zahlen geben die Orientierung und den
AGE-Wert der Kanten an.

5.2 Dualititseigenschaft des Tiefensuchbaumes

Betrachten wir den V-DFS s-Baum 7" etwas genauer. Der Knoten-Tiefensuchbaum ist wie
alle Suchbdume ein aufspannender Baum im Graphen G = (V| E). Betrachtet man den
Dualgraphen G* = (V*, E*) von G und in diesem den Untergraphen, der durch die Dualkan-
ten der Nichtbaumkanten induziert wird, so stellt man schnell fest, dal dieser Untergraph
in G* ebenfalls einen aufspannenden Baum bildet. Schauen wir uns dazu in Abbildung 5.2
ein Beispiel an.

Wie man an den Kantennumerierungen sofort erkennt, ist die Kantenaufnahmereihenfolge
der beiden Suchen auf G und G* vollig verschieden. Wir werden uns im folgenden auch
nicht die Kantenaufnahmereihenfolge ansehen, sondern die Struktur der durch die V-DF'S
entstehenden Suchbdume in Graph und Dualgraph betrachten. Dazu werden wir zuerst den
folgenden Satz beweisen, welcher ein dlteres wohlbekanntes Resultat benennt.
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Abbildung 5.2: Right-First-Knoten-Tiefensuche auf planarem Graph und auf dem Dual-
graph. Die dicken Linie kennzeichnen die entandenen Suchbdume und Zahlen an den Kan-
ten geben die Kantennumerierungen gemafl den Suchen an.

Satz 5.2.1

Gegeben ein planar eingebetteter zusammenhéngender Graph G = (V, E). Sei T ein auf-
spannender Baum in G. Der durch die Menge der Dualkanten der Nichtbaumkanten indu-
zierte Untergraph 7* von G* = (V*, E*) ist ein aufspannender Baum in G*.

Beweis:

Es ist zu zeigen, dal 7™ zusammenhingend ist. Aulerdem muf} gezeigt werden, dal T™
genau |V*| — 1 viele Kanten besitzt.

1. Fiir einen aufspannenden Baum muf} |V*| = |V (T*)| gelten. Angenommen 7™* wire nicht
zusammenhéngend, dann existiert ein Schnitt (S, V*\S) in G*, der wenigstens zwei der
Zusammenhangskomponenten von T* trennt. Die Menge Eg := { {u,v}|u € S,v € V*\S}
der Schnittkanten enthélt keine Kanten aus F(7*). Die Dualkanten der Kanten aus Es sind
also Baumkanten in G. Nach dem Satz von Menger (siehe zum Beispiel [Jun94]) bilden die
Dualkanten eines Schnittes einen Kreis im Dualgraphen. Dies ist im Widerspruch dazu,
dafl T ein Baum und somit kreisfrei ist.

2. Es bleibt somit noch zu zeigen, dal 7* genau |V*| — 1 viele Kanten besitzt. Hierzu
schauen wir uns die schon aus Abschnitt 2.5 bekannte Eulersche Polyederformel an. Wie
gewohnt sei n = |V|, m = |E| und f die Anzahl der Facetten von G. Daraus folgt, daf§
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f=1V*|. AuBBerdem ist m = |E(T)| + |[E(G\T)| = |E(T)| + |E

—~~

T*)|.

n—m+f =

V= (EM)]+[ET)])+ V] =
VI=IED)] =2+ V] = [E(T)]
VIV +1=-2+[V*| = [E(T)]
VI=VI=1+ V7] = [E(T)

V=1 = [E(T)]

111170

T* hat also genau |V*| — 1 Kanten, |V*| Knoten und ist zusammenhéingend. Somit ist 7*
ein aufspannender Baum in G*. O

Dieses Resultat ist sozusagen Folklore und wird im allgemeinen nicht explizit angegeben.
Wir wissen nun dafl der durch die Dualkanten der Nichtbaumkanten induzierte Teilgraph
von G* ein aufspannender Baum ist. Im folgenden werden wir zeigen, dafl dieser aufspan-
nende Baum durch eine V-DFS 5 auf G* mit entsprechendem Startknoten induziert wird.
Die folgenden Lemmas werden uns den Beweis des zentralen Satzes vereinfachen.

Lemma 5.2.2

Gegeben ein planarer Graph G = (V, E) und ein ausgezeichneter Startknoten v, € V auf
dem Rand der dufleren Facette. Die Dummykante werde wie iiblich in die duflere Facette
eingebettet. Jede Nichtbaumkante schliefit einen Linkskreis, dessen Kanten bis auf die
schliefende Nichtbaumkante nur aus Baumkanten besteht.

Beweis:

Es ist leicht zu sehen, dafl jede Nichtbaumkante einen Kreis schliefit. Da der entstehende
Suchbaum 7 ein aufspannender Baum in G ist, gibt es zwischen je zwei Knoten v, w € V(G)
einen Weg W in T. Jede beliebige Nichtbaumkante e € E(G\T) zwischen zwei Knoten
v,w € V schliefit dann den Kreis bestehend aus dem Weg W in 7" und der Kante e.
Schauen wir uns nun das Vorgehen der V-DFS 5 genauer an. Wie auch die E-DFS 5 arbei-
tet sie sich von der Dummykante aus auf dem Rand der dufleren Facette entlang. Trifft sie
nun auf einen schon besuchten Knoten v, so ist dieses entweder der Startknoten oder ein
Separator. Die neu aufgenommene Kante (u,v) schliefit einen Kreis. Da die Dummykante
in der dufleren Facette liegt, , kann sie nicht innerhalb des Kreises liegen. Angenommen
der Kreis wire ein Rechtskreis, dann ist am Knoten v zu einem fritheren Zeitpunkt die
Kante (v, w) gewihlt worden, im Widerspruch zur Right-First-Auswahlregel, welche die zu
diesem Zeitpunkt unbesuchte und weiter rechts gelegene Kante (v,u) gewihlte hitte. Man
vergleiche hierzu auch Abbildung 3.5 in Lemma 3.2.3. Demnach ist der geschlossene Kreis
ein Linkskreis.

Danach arbeitet sich die Tiefensuche ins Innere des Kreises vor. Loscht man die gefundene
Nichtbaumkante aus GG, so befindet sich die Suche wieder auf dem Rand der dufleren Fa-
cette. Es ergibt sich also die gleiche Situation wie oben.

Da ein aufspannender Baum maximal kreisfrei ist, folgt, dal jede Nichtbaumkante e einen
Kreis schliefit, der nur aus Baumkanten und der Kante e besteht. O

67



Lemma 5.2.3

Direkt nacheinander geschlossene Linkskreise sind entweder ineinander geschachtelt, der
spiter geschlossene in den davor geschlossenen, oder sie sind facetten- und kantendisjunkt.
Sind die beiden Linkskreise ineinander geschachtelt, so grenzt das neue Wegstiick des klei-
neren Kreises auflen nur an eine einzige Facette.

Beweis:

Sei Kante ¢€; die Nichtbaumkante durch die der letzte Linkskreis C; geschlossen wurde.
Wir betrachten nun die innerhalb liegenden Facetten und haben dabei zwei Fille zu un-
terscheiden.

Fall a)

Das Innere von C; besteht aus mehreren Facetten. Da der gerade geschlossene Linkskreis
der rechteste unbesuchte Weg war, gibt es keine zu einem Knoten des Kreises, aufler dem
Endknoten von €;, inzidente auflerhalb des Kreises liegende unbesuchte Kanten. Die inner-
halb liegenden Kanten sind dementsprechend unbesucht. Vom Anfangsknoten von €; aus
sucht die Tiefensuche nun die nichst rechte unbesuchte Kante. In Abbildung 5.3 sind drei
der vier Varianten fiir einen nichsten Linkskreis dargestellt.

Abbildung 5.3: Linkkreis C; und darauffolgender innen gelegener Linkskreis C}

Nachdem die V-DFS 4 eine Nichtbaumkante gefunden hat, macht sie vom Endknoten der
zuletzt aufgenommenen Baumkante aus weiter und geht den néchst rechten Weg um die
Facette f; rechts von der Nichtbaumkante €; herum. Auf diesem Weg trifft sie irgendwann
auf eine Kante mit schon besuchtem Endknoten. Dieser Knoten vj, liegt entweder auf dem
Kreis C;, wie in Skizze 1.i und 1.ii der Abbildung 5.3, oder nicht, so wie in Skizze 2.ii).
Es ist klar, dafl in allen vier Fallen das neue Wegstiick rechts nur an eine einzige Facette
angrenzt, da im Inneren des Kreises C; noch alle Kanten unbesucht sind und durch die
Right-First-Auswahl der rechteste Weg gewéhlt wird. Somit bleibt die Tiefensuche auf dem
Rand der Facette f;. Die drei in Abbildung 5.3 dargestellten Varianten unterscheiden sich
wie folgt:

1.i) Beim Schlielen des Kreises C; durch die Nichtbaumkante €; ist der Rand der Facette
fi vollstandig besucht. Die Linkskreise C; und C; haben das gerichtete Wegstiick zwischen
vj, und v;, gemeinsam. Wenn die Tiefensuche das gesamte Innere von C; besucht hat, wird
sie durch Backtrack Schritte nicht nur auflerhalb von C; zuriickkehren miissen, sondern
sogar auflerhalb von Cj, da zwischen C; und C; keine unbesuchten Kanten mehr existieren.
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1.ii) Wie in 1.i) trifft die V-DFS auf einen Knoten von C;. Diesmal ist aber der Rand
der Facette f; noch nicht vollstindig abgearbeitet. Es gibt aber keine unbesuchte Verbin-
dung mehr in die anderen Facetten des Inneren von Cj. Die beiden Kreise haben wieder
das Wegstiick zwischen v;, und v;, gemeinsam. Hat die Tiefensuche das Innere von Cj
abgearbeitet, so wird sie zum Rand von C;; zuriickkehren und von dort aus die Rénder der
anderen Facetten im Inneren des Kreises C; besuchen.

2. Die dritte Moglichkeit ist, dal die V-DFS 5 nicht auf einen Knoten des Kreises C; trifft,
sondern auf einen Knoten des neuen Wegstiickes. Dann besitzen die Kreise C; und C} kein
gemeinsames Wegstiick und C; liegt komplett in Facette f;. Es gibt wieder die beiden
Moglichkeiten i) und ii) wie in 1. In Fall i) ist €; die letzte unbesuchte Kante auf dem Rand
der Facette f; und die Tiefensuche wird bis auflerhalb von C; zuriickkehren miissen um
eventuell noch vorhandene unbesuchte Kanten zu finden. In Fall ii) ist der Rand von f;
noch nicht ganz bearbeitet und die Tiefensuche findet nach Abarbeitung des Inneren von
C; vom Rand von C; aus noch unbesuchten Kanten innerhalb des Kreises C;.

Fall b)

Das Innere von C; besteht aus einer einzigen Facette. Da die Tiefensuche die Right-First-
Auswahlregel benutzt, gibt es rechts des Kreises keine unbesuchte Kante mehr, sonst wére
beim Ablaufen des Kreises diese Regel verletzt worden. Innerhalb liegen nach Vorausset-
zung eventuell noch Antennen aber keine zwei unterschiedlichen Facetten. Das heifit, es
kann innerhalb von C; kein Kreis mehr geschlosssen werden. Falls es aufler den eventuell
vorhandenen Antennen innerhalb von C; noch unbesuchte Kanten in G gibt, so grenzen
diese nicht an einen Knoten von C;. Die Tiefensuche mufl demnach durch Backtrack Schrit-
te bis ganz auflerhalb des Kreises C; zuriickkehren um noch unbesuchte Kanten zu finden.
Die Tiefensuche entfernt so lange die zuletzt eingefiigten Kanten aus M, bis sie auf dem
Rand eines Kreises Cj angelangt, dessen Inneres noch nicht abgearbeitet ist, oder bis sie
auf dem Rand der dufleren Facette landet.

Ist das Innere des Kreises C) noch nicht vollstéindig bearbeitet, so findet die Tiefensuche
von Cj aus noch unbesuchte Kanten. Wie in 1.ii und 2.ii aus Fall a) zu sehen ist, sind
diese Kanten nur iiber den Kreis C} mit dem schon besuchten Kreis C; verbunden. Der
neu geschlossene Linkskreis C; und C; sind also facetten- und auch kantendisjunkt.

Mu#f} die Tiefensuche bis auf den Rand der dufleren Facette zuriick gehen, so ist der Algo-
rithmus entweder beendet, falls der Rand der dufleren Facette schon vollstindig abgearbei-
tet ist, oder der Graph besitzt einen Separator, von dem aus eine durch ihn abgetrennte
Komponente nun besucht wird. Zwei durch einen Separator getrennte Komponenten sind
natiirlich facetten- sowie kantendisjunkt, womit das Lemma bewiesen ist. O

Aus diesem Lemma folgt sofort, dafl zwei beliebige durch die V-DFS 5y geschlossene Links-
kreise entweder ineinander geschachtelt oder facetten- sowie kantendisjunkt sind.

Das néchste Lemma macht bereits eine Aussage iiber das Verhalten der Tiefensuche auf
G*. Um die Suchen auf den Graphen G und G* auseinander halten zu kénnen, werden wir
den zugrundeliegenden Graphen jeweils in Klammern angeben.

Lemma 5.2.4
Zu dem Zeitpunkt, da die V-DFS 5(G*) eine neue Baumkante €* in die Menge M aufnimmt,
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sind alle Facetten, die direkt rechts an den durch € geschlossenen Linkskreis C' von G
angrenzen, besucht und alle Facetten innerhalb dieses Kreises unbesucht.

Beweis:

Der Beweis erfolgt per Induktion iiber die aufgenommenen Baumkanten aus G*.
Ausgangslage: Die duflere Facette f; ist besucht. Die erste aufgenommene Baumkante
€, fiihrt von f; in eine innere Facette. Diese Kante €} ist die Dualkante der Kante des
einfachen Randes von G, die durch die V-DFS 5(G) zuletzt aufgenommen wird. Sie ist die
Nichtbaumkante von G mit Endknoten ¢, und schlieit Kreis C;. Zu dem Zeitpunkt da
€; aufgenommen wird, sind hochstens einige Schleifen inzident zu f; gefunden worden.
Demnach sind alle Facetten innerhalb des Randes von G unbesucht und alle auflen an C;
angrenzenden Facetten sind besucht, dies ist nur f;, und die Bedingung ist erfiillt.
Induktionsschritt: Sei die Voraussetzung fiir Baumkante €;* erfiillt, das heifit, die aufien
an den durch €; geschlossenen Linkskreis C; angrenzenden Facetten sind besucht; alle Fa-
cetten innerhalb sind noch unbesucht. Die V-DFS s nimmt die Baumkante €;* auf und sucht
von ihrem Endknoten f; aus weiter. Damit sind alle auflen an C; angrenzenden Facetten
und auflerdem Facette f; besucht. Es gibt nun die Mdéglichkeit, da3 f; die einzige innere
Facette von Cj ist, oder dafl noch unbesuchte Facetten im Inneren von C; existieren.

a) f; ist einzige innere Facette von Cj.

Dann kann die Tiefensuche keine weitere Baumkante mehr finden. Sie bearbeitet eventu-
ell vorhandene Schleifen inzident zu f; und mufl dann durch Backtrack Schritte auf dem
bisher zuriickgelegten Weg riickwirts gehen. Dabei kommt sie entweder irgendwann zur
Startkante zuriick, falls die Komponente, zu der C; gehort, vollstindig abgearbeitet ist,
oder sie macht von einer Baumkante €;; aus weiter.

Ist die C; enthaltende Komponente abgearbeitet, so ist entweder G* vollstdndig durchsucht
und die V-DFS (G*) ist fertig, oder sie findet von f; aus eine noch unbesuchte Kante, die
in das Innere einer noch nicht besuchten Komponente fithrt. Dann sind die in dieser Kom-
ponente gelegenen Facetten unbesucht und sie grenzt aulen nur an f; an. Die Behauptung
ist also richtig.

Kommt die V-DFS durch Backtrack Schritte zu €; zuriick, so ist ein Teil der inneren
Facetten des zugehorigen Kreises C abgearbeitet. Diese Facetten bilden das Innere eines
oder mehrerer Linkskreises C},, welche vollstédndig durchsucht sind. Der Endknoten von €}
werde mit fj, bezeichnet. Findet die Tiefensuche von fy aus eine neue Baumkante €} , so
betritt sie das Innere eines anderen Linkskreises C, der ebenfalls innerhalb von Cj liegt.
Aus Lemma 5.2.3 und der Tatsache, dafl C) der kleinste Kreis ist, dessen Inneres noch
nicht vollstindig abgearbeitet ist, ergibt sich, dafl C; und das Innere der Kreise Cj, facet-
tendisjunkt sind. Das Innere von C} ist folglich noch unbesucht. Das AuBere ist entweder
nur die Facette fy, wie in Fall a) 2. des Beweises zu Lemmas 5.2.3, oder aber f; zusammen
mit einem Teil des AuBeren von Cj, welches nach Voraussetzung besucht ist. Damit stimmt
die Behauptung auch in diesem Fall.

b) Es existieren noch unbesuchte Facetten innerhalb des Kreises C;.

Bis auf f; sind diese nach Voraussetzung alle unbesucht. Wihlt die V-DFS s als néchste
Baumkante €7, so betritt sie das Innere eines Kreises C;. Dieser grenzt auflen entweder
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nur an Facette f; oder an f; und an das AuBere von C; an. Vergleiche hierzu 1. und 2. aus
Fall a im Beweis von Lemma 5.2.3. Die auflen an C; angrenzenden Facetten sind folglich
besucht. Das Innere ist unbesucht und somit ist das Lemma bewiesen. O

Satz 5.2.5

Gegeben ein planar eingebetteter Graph G = (V, E') und ein Startknoten v, € V' auf dem
Rand der dufleren Facette. T" sei der Tiefensuchbaum einer V-DFS y auf G. Dann ist der
Baum 7™, der durch die Dualkanten der Nichtbaumkanten E(G\T) in G* induziert wird,
der Tiefensuchbaum einer V-DFS 5 in G*.

Beweis:

Sei €y die von der V-DFS (@) in die #uflere Facette von G eingefiigte Dummykante. Der
die duflere Facette von G représentierenden Knoten f ist der Startknoten und die Dual-
kante von €, die einzufiigende Dummykante der V-DFS (G*).

Der Beweis gliedert sich in zwei Teile: Im ersten Teil wollen wir die Wahl der Startkante
é; der V-DFS (G*) tiberpriifen. Der zweite Teil besteht dann darin, das Vorgehen der
Tiefensuche in G* zu betrachten.

Teil 1) Wahl des Startknotens und der Dummykante fiir die V-DFS 5(G*).

Die Dummykante der Tiefensuche auf G ist in die duflere Facette eingebettet. Ihre Dual-
kante ist demnach eine Schleife an dem die &duflere Facette reprédsentierenden Knoten f;.
Damit ist f; der Startknoten der Tiefensuche in G*. Liegt der Startknoten vy auf einer
Antenne, so wollen wir die Wurzel dieser Antenne betrachten, denn alle Dualkanten zu
Kanten einer Antenne sind Schleifen und somit keine Baumkanten. Wir bezeichnen die
Wurzel der Antenne wieder mit ;. Liegt vy selbst auf dem echten Rand, so ist 0, = v;.

Abbildung 5.4: Die erste Baumkante &} (dick) der V-DFS 5 in G*. Die jeweiligen Dummy-
kanten sind grau eingezeichnet.

Die Tiefensuche auf G' geht von v, aus auf dem Rand B entlang, so herum, daf} die dufere
Facette rechts des Weges liegt. Hat der Graph G keinen Separator, so kommt die Tiefensu-
che irgendwann wieder bei 95 an. Besitzt der Graph einen Separator, so wird erst die durch
ihn von der den Startknoten enthaltenen Komponente getrennte Komponente abgearbeitet
und dann zu dem Separator durch Backtrack Schritte zuriickgegangen. Von dort aus geht
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die Tiefensuche weiter auf dem Rand entlang. Irgendwann hat sie alle durch Separatoren
abgetrennten Komponenten bearbeitet und durchliuft das letzte Teilstiick des Rands. Die
letzte Kante auf diesem Teilstiick hat den Endknoten o, und ist somit eine Nichtbaum-
kante. Die Dualkante zu dieser Kante ist die erste Baumkante im Tiefensuchbaum der
V-DFS (G*). In Abbildung 5.4 ist die Situation graphisch dargestellt.

Von der Startkante € der Tiefensuche in G* aus ist die im Gegenuhrzeigersinn néchste
unbesuchte Kante, deren Endknoten nicht f, ist, gerade die Dualkante €} der letzten durch
die V-DF'S 5(G) aufgenommene Kante des Randes B des Graphen. Somit erfiillt die gew#hl-
te Startkante die Bedingung, daf} die erste aufgenommene Baumkante die Dualkante der
Nichtbaumkante mit Endknoten o, ist.

Teil 2)

Schauen wir uns nun das Vorgehen der V-DFS (G*) mit der entsprechenden Startkante
genauer an. Zu Beginn ist nur der die duflere Facette von G représentierende Knoten f;
besucht. Die Kanten des Graphen G seien geméf der V-DFS 5(G) durchnumeriert. In Lem-
ma 5.2.4 haben wir gezeigt, dafl die V-DFS (G*) iiber die Baumkanten Linkskreise betritt,
deren auflen angrenzenden Facetten schon besucht sind. Daraus ergibt sich, daf} sie zuerst
das gesamte Innere eines solchen Linkskreises abarbeiten muss, bevor sie ihn durch Back-
track Schritte wieder verlassen kann. Erreicht die Tiefensuche durch Backtrack Schritte
einen Kreis Cy, dessen Inneres noch nicht abgearbeitet ist, so haben wir in Lemma 5.2.3
gesehen, dafl dann die inneren Linkskreise durch die Facette f; vollstindig voneinander
getrennt werden. Es bleibt zu zeigen, daf} die jeweilige Nichtbaumkante der Tiefensuche in
G die rechteste Moglichkeit ist, in einen solchen neuen Linkskreis vorzudringen.

Hierzu miissen wir unterscheiden, ob es sich a) um einen Linkskreis bestehend aus Kanten
des Randes handelt, oder b) um einen inneren Linkskreis.

Fall a) Enthilt der Rand keinen Separator, so ist nichts zu zeigen, da die Startkante durch
die Startkante der Tiefensuche auf G festgelegt wird. Enthélt der Graph einen Separa-
tor, so gilt dieses Argument auch fiir die durch den Separator abgetrennte Komponente,
welche die Startkante enthélt. Betrachten wir nun eine durch den Separator v; abgetrenn-
te Komponente Komp;. Die Tiefensuche auf G' geht wie bekannt von der Startkante aus
im Uhrzeigersinn um den Rand der dufleren Facette. Nach Umrundung der Komponente
Komp,; findet sie mit Nichtbaumkante €; den Separator v;. Kante €; ist also im Uhrzei-
gersinn die letzte Kante auf dem Rand der dufleren Facette, die noch zu Komp; gehort.
Somit ist sie im Gegenuhrzeigersinn die erste Kante auf dem Rand der Komponente. Die
V-DFS (G*) wird also in der Adjazenzliste von f; ihre Dualkante & vor den anderen Kan-
ten mit Endknoten in Komp; finden.

Fall b) Sei € die letzte durch die V-DFS 5(G*) aufgenommene Baumkante. Die Tiefen-
suche befindet sich also innerhalb des Linkskreises C; und sucht nun weiter nach Kanten
mit noch unbesuchtem Endknoten. Jeder der direkt innerhalb von C; gelegenen Links-
kreise C;, grenzt mit einem Teilstiick seines Randes an f;, dem Endknoten von €. Diese
Teilstiicke werden von der V-DFS +(G) im Laufe des Algorithmus von f; aus gesehen im
Uhrzeigersinn durchaufen. Die Nichtbaumkante von G ist dann immer die letzte Kante des
Wegstiicks. Die V-DFS 5(G*) durchliuft die Adjazenzliste von f; im Gegenuhrzeigersinn.
Die erste Kante eines jeden Wegstiicks ist somit genau die Dualkante der Nichtbaumkante
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in GG. Also bildet eine Nichtbaumkante in G immer gerade die rechteste Mdglichkeit in
einen noch unbesuchten Linkskreis vorzudringen und der Satz ist bewiesen. O

Die Reihenfolge, in der die Tiefensuche auf G und die Tiefensuche auf G* die Kan-
ten aufnehmen, ist nicht die gleiche. Dennoch sind gewisse Regelmifigkeiten erkennbar.
Tatsdchlich kann man aus dem Tiefensuchbaum der V-DFS (G) die Aufnahmereihenfol-
ge der Kanten einer V-DFS (G*) mit derselben Dummykante ablesen. Um dies zeigen zu
konnen, werden wir zuvor noch ein Lemma beweisen.

Lemma 5.2.6
Die Nichtbaumkanten in G* sind die entgegengerichteten Dualkanten der Baumkanten von

G.

Beweis:

Bei einer Tiefensuche werden Kanten immer vom zuletzt gefundenen Knoten aus besucht.
Daraus folgt sofort, dafl Nichtbaumkanten immer von spiter gefundenen Knoten zu davor
gefundenen Knoten gerichtet sind. Aus Lemma 3.2.3 wissen wir, dafl die Tiefensuche in
GG mit jeder Nichtbaumkante einen Linkskreis schliefit. Das Innere eines Kreises liegt also
links des Weges. Das Lemma 5.2.4 besagt, dafl zu dem Zeitpunkt, da die Tiefensuche in
G™ iiber die Dualkante einer Nichtbaumkante von G einen Linkskreis betritt, alle auflen
angrenzenden Facetten besucht sind und alle inneren unbesucht. Damit ergibt sich, dafl
alle inneren Facetten eines Kreises spater gefunden werden als die angrenzenden dufleren.
Daraus folgt mit dem Ergebnis von oben, dafl die Nichtbaumkanten von G* immer von
innen nach auflen gerichtet sind und somit von links nach rechts iiber die Baumkanten von
G hinweglaufen. Die Dualkante €* einer gerichteten Kante € ist aber als von rechts nach
links gerichtet definiert worden, also gerade entgegengesetzt. O

Um den Tiefensuchbaum analysieren zu kénnen wollen wir uns zuerst Gedanken dariiber
machen, wie er gezeichnet werden soll. Der V-DFS -Baum soll von unten nach oben auf-
gebaut werden, so dafl der Startknoten v, € V', welcher die Wurzel des Baumes bildet, als
unterster Knoten zu liegen kommt. Der rechteste Weg im Graphen bilde den rechtesten
Ast im Baum. Alle nach Backtrack Schritten gefundenen Wege liegen links des rechtesten
Astes. Die Nichtbaumkanten werden links des Baumes vorbeigefiihrt, so daf3 sie von links
auf ihren Endknoten treffen. In jedem Knoten werden die Adjazenzreihenfolgen gewahrt,
das heifit, daf} die Kanten im Baum in derselben Reihenfolge an ihren Endknoten héngen
wie im Graph. Diese Zeichnung des Baumes 1483t sich planar einbetten, da der Originalgraph
planar ist und die Adjazenzreihenfolgen beibehalten werden. Man betrachte Abbildung 5.1
und drehe den Tiefensuchbaum um 90° im Gegenuhrzeigersinn. Dadurch werden die Fa-
cetten erhalten und nur ihre Form verdndert. Wenn wir im folgenden vom Tiefensuchbaum
reden, so gehen wir davon aus, dafl er in der beschriebenen Weise gezeichnet ist.

Wir stellen nun einen Kanten-Tiefensuchalgorithmus mit Left-First-Auswahlregel vor, mit
dessen Hilfe wir die Kantenaufnahmereihenfolge der V-DFS 4 in G* aus dem Tiefensuch-
baum von G rekonstruieren konnen.
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Algorithmus 5.2.7 (E-DFS,,)

Eingabe: planar eingebetteter gerichteter Graph D = (V, E) und ein Startknoten vy € V
auf dem Rand der dufleren Facette.

Initialisierung: M := {(z,v,)} mit Dummyknoten x ¢ V in der dueren Facette.

Knotenauswahl
(1) Endknoten v der Kante (u,v), die zuletzt in M eingefiigt wurde.

Kantenauswahl(v; (u,v))

(1) Falls noch unbesuchte zu v inzidente (ein- oder auslaufende) Kante existiert
(2) wihle linkeste unbesuchte zu v inzidente Kante €

(3) falls € = (v, w) auslaufende Kante

(4) lege (v, w) in M ab

(5) gib € aus

(6) ansonsten

(7) entferne (u,v) aus M

Erlduterung: Die E—DFSO ist eine Left-First-Kanten-Tiefensuche auf einem gerichteten,
planaren Graphen. Normalerweise betrachten Suchen auf gerichteten Graphen nur die aus
dem aktuellen Knoten auslaufenden Kanten. Die E—DFSO dagegen arbeitet auf den kom-
pletten Adjazenzlisten der Knoten, in denen alle Kanten unabhéngig von ihrer Orientierung
gemifl der kombinatorischen Einbettung gespeichert sind. Vom Startknoten aus geht sie
die Adjazenzliste von v, im Uhrzeigersinn durch bis sie eine auslaufende Kante findet. Auf
auslaufenden Kanten geht sie vorwirts zum néchsten Knoten, wie eine gewOhnliche Tie-
fensuche. Bei einlaufend orientierten Kanten bleibt sie auf dem aktuellen Knoten stehen,
was man ebenfalls als Tiefensuche interpretieren kann, wenn man festsetzt, dafl eine Tie-
fensuche immer vom Endknoten der neuen Kante aus weiter macht. Die E—DFSO besucht
jede Kante genau einmal und fiihrt dabei eine feste Anzahl O(1)-Operationen durch. Fiir
die Suche ergibt sich daraus eine Komplexitit in O(n), wie auch bisher bei den anderen
Suchen auf planaren Graphen.

Satz 5.2.8

Fiihrt man den E-DFS o-Algorithmus auf dem V-DFS s-Suchbaum von G mit derselben
Startkante und demselben Startknoten durch und l&8t sich bei einer einlaufenden Kante ¢ =
(v, w) die Dualkante €* und bei einer auslaufenden Kante & = (w, v) die entgegengerichtete
Dualkante € = (v,w)* ausgeben, so erhdlt man die Kantenreihenfolge einer V-DFS
auf G* mit der dufleren Facette als Startknoten und der Dualkante der Dummykante der
Tiefensuche in G als Dummykante in G*.
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Beweis:

Lemma 5.2.6 besagt, da} die Baumkanten in G' gerade die Dualkanten der Nichtbaum-
kanten in G* sind. Daraus ergibt sich unmittelbar, daf§ die Richtung der ausgegebenen
Kanten korrekt ist.

Es bleibt zu zeigen, daf} die E—DFSO die Kanten in der richtigen Reihenfolge aufnimmt.
Wie wir bereits wissen, ist eine Left-First-Breitensuche an einem einzelnen Knoten f dual
zu einer Right-First-Tiefensuche auf dem Rand der durch f reprisentierten Facette des
Dualgraphen. Auflerdem haben wir in Satz 5.2.5 gezeigt, dafl der durch die Dualkanten der
Nichtbaumkanten von G in G* induzierte Untergraph 7™ ein Right-First-Tiefensuchbaum
ist. Aus dem Lemma 5.2.4 folgt fiir die Einbettung des Tiefensuchbaumes, daf} rechts des
aktuellen Astes die angrenzenden Facetten besucht sind und links alle Facetten auflerhalb
der nichsten aufzunehmenden Kante €. Alle Facetten innerhalb des durch € geschlossenen
Kreises sind unbesucht.

Betrachten wir zuerst die Situation am Startknoten v,. Von der Startkante aus fiithrt die
E—DFSO so lange eine Left-First-Tiefensuche aus, bis sie die erste Nichtbaumkante findet.
Die V-DFS  ihrerseits fiihrt an den Schleifen inzident zu f; eine Right-First-Breitensuche
durch, bis sie die erste Baumkante findet. Die Nichtbaumkanten der Antenne, auf der v
liegt, werden demzufolge in der gleichen Reihenfolge aufgenommen.

Abbildung 5.5: Ausschnitt aus einem Knoten-Tiefensuchbaum 7 (schwarz) und dem Dual-
graphen T™ (grau)

Sei v; ein beliebiger innerer Knoten von 7. Zum Vergleich betrachte man Abbildung 5.5.
Sind die im Uhrzeigersinn ersten Kanten inzident zu v; einlaufende Nichtbaumkanten, so
sucht die E—DFSO diese im Uhrzeigersinn ab, bis sie auf eine Baumkante &,, = (v;, vit1)
stofit. Entsprechend nimmt die V-DF'S 5 die Baumkanten auf dem Rand der durch v; re-
préisentierten Facette im Uhrzeigersinn auf. Findet sie dabei die Nichtbaumkante € , so
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wird diese aufgenommen aber vom aktuellen Knoten aus weitergesucht. Sie wechselt also
tiber auf den Rand der Facette links von € . Dieser Ubergang wird von der E—DFSO da-
durch simuliert, daf sie {iber die Baumkante €;,, zum néchsten Knoten v;;, iibergeht, der
die Facette links von € représentiert. Die beiden Suche verhalten sich dual.

Uberlegen wir nun noch, was an den Verzweigungen im Baum passiert. Sei Knoten v; 4
der linkeste oberste Knoten im Baum mit einer Verzweigung, das heifit es existieren min-
destens zwei Baumkanten €11), = (Vit1,V12),) und €gq1),, = (Vit1, vte),)- Der Ast, der
an €(;y1),, hingt, wird erst dann bearbeitet, wenn die E—DFSO den ganzen Ast, der an
€(i+1)b1 héngt, bearbeitet hat und durch Backtrack Schritte zu v;;1 zuriick kehrt. Von dort
aus nimmt sie wie gewohnt die inzidenten Nichtbaumkanten im Uhrzeigersinn ab €(;11),,
auf, bis sie €(i+1)b2 findet und iiber diese im Baum nach oben lduft. Nach vollstédndiger
Bearbeitung des Astes an €(;;1),, mufl auch die V-DFS Backtrack Schritte durchfiihren,
bis zu der ersten Facette, die noch unbesuchte inzidente Kanten besitzt. Dies ist nach Wahl
von v;1; gerade die Facette rechts von €(,1),,. Somit wandert die V-DFS von dort aus
weiter im Uhrzeigersinn auf dem Rand der Facette entlang, die durch v;,; représentiert
wird. Sind beide Suchen am Ende des Astes an €(;;1),, angekommen, so ist eventuell ein
anderer Knoten linkester oberster Knoten mit noch nicht abgearbeiteter Adjazenzliste. Das
Argument wiederholt sich entsprechend. Somit arbeitet die E—DFSO auf dem gerichteten
Graphen GV"P¥S dual zur V-DFS  auf dem ungerichteten Dualgraphen G* und die Kan-
tenaufnahmereihenfolge der V-DFS (G*) ergibt sich aus der im Satz formulierten Version

der E-DFS,.. O

Wenn man sich das Vorgehen der E—DFSO noch einmal vor Augen fiihrt, so konnte man
sie auch als modifizierte Left-First-Breitensuche ansehen. Die Modifikation besteht diesmal
darin, dafl man der Breitensuche iiber die Richtung der inzidenten Kanten die Informa-
tion zugénglich macht, ob die Facette rechts der gewihlten Kante durch die duale Suche
besucht ist oder nicht. Diese Information ist notwendig fiir das korrekt duale Verhalten
der Left-First-Breitensuche. Es ist unklar, ob diese Information iiber den Zustand der Fa-
cette rechts der Kante auf irgendeine Weise wihrend des Algorithmus bestimmt werden
kann. Nach intensiver Beschéftigung mit diesem Problem liegt die Vermutung nahe, dafl
die Information nur durch ein Preprocessing mit Laufzeit O(n) geliefert werden kann. Die
Komplexitiit der E-DFS., liegt natiirlich wie die der anderen Suchen in O(n). Insgesamt
ergibt sich demnach fiir eine zur V-DFS v duale Suche eine Komplexitéit von O(n), aber
der Koeffizient ist wesentlich gréfier als bei den in Kapitel 4 vorgestellten Graphsuchen.
Die Berechnung des Dualgraphen liegt ebenfalls in O(n). Ein Preprocessing mit Aufwand
O(n) bringt also keine Vorteile gegeniiber der herkémmlichen Methode, bei welcher der
Dualgraph aufgestellt und dann auf diesem die Suche gestartet wird.

Es sei zum Schlufl noch erwihnt, daf fiir den Breitensuchbaum keine entsprechende Aussage
gemacht werden kann, wie man an dem einfachen Beispiel in Abbildung 5.6 sofort sieht.
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Abbildung 5.6: BFS, auf Graph G und dem Dualgraphen G* (gestrichelt) durchgefiihrt.
Die dicken Kanten markieren die entstandenen Breitensuchbdume. Die Dualkanten zu
dicken Baumkanten sind nicht unbedingt diinne Nichtbaumkanten.
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Kapitel 6

Schluflbemerkungen

Nach eingehender Untersuchung des Verhaltens von Breiten- und Tiefensuche auf einem
planaren Graphen und seinem Dualgraphen haben wir verschiedene Erkenntnisse gewon-
nen.

Wir haben gesehen, dafi BFS,, und E-DFSy auf dem Rand einer Facette und auf Gra-
phen, deren Einbettung ganz bestimmte Eigenschaften erfiillen, dual zueinander sind. Das
Hauptmerkmal der Einbettung solcher Graphen war, dafl ihr Schachtelungsbaum unver-
zweigt ist. Dadurch bleibt der Untergraph, der aus den noch unbesuchten Kanten besteht,
zusammenhingend und die Tiefensuche kann nicht in einer Komponente stecken bleiben
wiahrend die Breitensuche zwischen den Komponenten hin und her springt. Die Einbettun-
gen beliebiger Graphen erfiillen diese Voraussetzung im allgemeinen nicht.

Nachfolgend haben wir die Breitensuche so modifiziert, dafl sie die Kanten in der gleichen
Reihenfolge aufnimmt wie eine E-DFS . Das Ergebnis war die Jump-BFS,, welche auf
dem Schachtelungsbaum des Graphen eine Tiefensuche durchfiihrt, wobei sie die Kanten
der durch die Knoten des Schachtelungsbaumes reprasentierten Rénder geméaf einer BFS,,
besucht. Die Information, wann sie in einer bestimmten Komponente verweilen muf}, erhilt
die Jump-BFS, durch die Betrachtung der bereits besuchten in einen Knoten einlaufenden
Kanten.

Auch die Jump-E-DFS 5 benutzt diese in einen Knoten einlaufenden Kanten. Sie geht auf
diesen zuriick und kontrolliert, ob in der durch sie abgetrennten Komponente noch unbe-
suchte Kanten liegen. Durch diese einfache Modifikation der Tiefensuche verhilt sie sich
dual zur BFS,,. Die Jump-FE-DFS  fiihrt also auf dem Schachtelungsbaum eine Breitensu-
che durch, wobei sie die nacheinander abzuarbeitenden Teilstiicke der Riander gemif einer
E-DFS 5 besucht.

Zur Losung vieler Aufgaben sind die Informationen einer Tiefen- oder Breitensuche auf dem
Dualgraphen erforderlich. Auch Weihes Linearzeitalgorithmus [Wei94] zur Bestimmung
kantendisjunkter s-t-Pfade in ungerichteten planaren Graphen benétigt die Durchfiihrung
einer Breitensuche auf dem Dualgraphen. Mit Hilfe der hier vorgestellten Algorithmen
kann nun die explizite Aufstellung des Dualgraphen eingespart werden, da die gewiinschte
Information direkt aus dem Originalgraphen gewonnen werden kann.
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Im letzten Kapitel haben wir unser Augenmerk auf die Knoten-Tiefensuche gelenkt. Die
V-DFS 5 verhilt sich nicht dual zu einer der beiden anderen Suchen, wenn man von der
Bearbeitung eines einfachen Kreises absieht. Dafiir haben wir gesehen, dafl der durch ei-
ne V-DF'S 4 entstandene Tiefensuchbaum eine besondere Dualitéitseigenschaft besitzt. Die
Dualkanten der Nichtbaumkanten eines V-DFS s-Suchbaumes induzieren einen V-DFS -
Suchbaum im Dualgraphen. Fiir planare Graphen G ist bekannt, dafy die Dualkanten der
Nichtbaumkanten eines aufspannenden Baumes im Dualgraphen ebenfalls einen aufspan-
nenden Baum bilden. Ist nun der aufspannende Baum in G ein Tiefensuchbaum, so ist der
resultierende Baum in G* ebenfalls ein Tiefensuchbaum.

Wir haben auflerdem gesehen, dafl sich die Aufnahmereihenfolge der Kanten durch die
V-DFS y auf G* aus dem Tiefensuchbaum zusammen mit den Riickwértskanten in G re-
konstruieren 148t und haben einen entsprechenden Algorithmus vorgestellt. Dieser Algo-
rithmus ist im wesentlichen eine Left-First-Breitensuche, welche allerdings den aktuellen
Knoten wechselt, sobald sie in der Adjazenzliste des aktuellen Knotens eine auslaufen-
de Kante findet. Diese Suche verhélt sich auf dem Graphen G dual zur V-DFS 4 auf G,
ist aber auf die Orientierung der Kanten von G durch eine V-DFS 5 angewiesen. Somit
benétigt die E—DFSO also eine Vorarbeit vom Umfang einer Suche und bietet nicht den
Vorteil, dafl ein aufwendiges Preprocessing wie das Aufstellen des Dualgraphen eingespart
werden kann. Im Gegensatz dazu konnten die beiden in Kapitel 4 vorgestellten Suchen alle
benétigte Information aus dem Status der néchsten Kante gewinnen. Die von einer zur
V-DFS 5 dualen Suche benétigte Information miiite Auskunft {iber den Status der rech-
ten Facette einer Kante geben. Fiir alle auslaufenden Kanten, iiber welche die Suche zum
nichsten Knoten weiterlduft, gilt, dafl die rechte Facette durch die duale Suche besucht
ist. Es bleibt weitergehenden Untersuchungen vorbehalten, ob sich diese Information oder
eine zu ihr dquivalente auch ohne Preprocessing wihrend der Suche gewinnen 148t.
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