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1. Motivation und funktionalanalytische
Grundlagen

1.1 Worum geht’s? Evolutionsgleichungen und der operatortheoretische Zugang
zu ihrer Losung stehen im Mittelpunkt dieser Vorlesung. Daher werden in diesem
einleitenden Abschnitt einige wichtige partielle Differentialgleichungen als abstrak-
te Evolutionsgleichungen geschrieben, d.h. als Cauchy-Probleme. Dabei handelt es
sich um parabolische wie auch hyperbolische Gleichungen. Weiter werden hier eini-
ge wichtige Begriffe und Grundlagen aus der Operatortheorie zitiert, welche in den
folgenden Abschnitten verwendet werden. Schreibt man eine partielle Differential-
gleichung als abstraktes Cauchyproblem, tauchen in natiirlicher Weise Integrale und
Ableitungen Banachraum-wertiger Funktionen auf. Der zugehérige (Lebesguesche)
Integralbegriff ist der des Bochner-Integrals, welches ebenfalls kurz vorgestellt wird.

a) Partielle Differentialgleichungen als Cauchyprobleme

Was verstehen wir unter Evolutionsgleichungen? Prinzipiell sind dies Gleichungen,
die zeitabhéingige Prozesse beschreiben. Wir starten mit einigen einfithrenden Bei-
spielen aus verschiedenen Bereichen.

1.2 Beispiele. Im folgenden werden einige parabolische Gleichungen vorgestellt
bzw. wiederholt, welche zum Teil bereits im ersten Teil der Vorlesung ausfiihrlich
behandelt wurden.

a) Die Wiarmeleitungsgleichung aus der allgemeineren Klasse der Diffusionsglei-
chungen lautet
u—Au = 0,
Um0 = up -
Die Zielfunktion u(¢, z) beschreibt eine Temperaturverteilung. Auch die Black-Scholes-

Gleichung, welche etwa den Wert einer Option beschreibt, ldsst sich auf die Warme-
leitungsgleichung zuriickfiihren.

b) Die Populationsgleichung (Lotka-Volterra Rauber-Beute-Modell) ist gegeben
durch

B = alB — (lgR,
R = —agR -+ a4B
(B, R)|=o=(Bo, Ro).

Im allgemeinen sind die Koeffizienten Funktionen von B und R, also a; = a;(B, R).
Dadurch wird das System nichtlinear.
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2 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

c¢) Die Navier-Stokes-Gleichung aus der Stromungsmechanik lautet
u —Au+ (u-V)u+Vp=0,
divu = 0,

Uu = Ug-.
t=0

Wenn wir durch Vernachlédssigung des (u - V)u - Terms linearisieren, dann spricht
man von der Stokesgleichung. Der Vektor u(t, z) steht fiir das Geschwindigkeitsfeld,
p(t, x) fiir die Druckverteilung eines Fluids.

Die Navier-Stokes-Gleichung ist Gegenstand eines der Millennium-Probleme, deren
Losung mit jeweils einer Million Dollar dotiert sind. Folgendes ist bekannt:

e Falls up € L*(R?), so existiert eine global schwache Losung v der Navier-
Stokes-Gleichung.

e Falls ug € L3(R?), so existiert eine (zeitlich) lokale klassische Losung w zur
Navier-Stokes-Gleichung.

Es bleiben zwei Fragen, die unmittelbar zusammenhéngen, seit iiber 70 Jahren un-
beantwortet:

e Ist v eindeutig?

e Existiert w global?

1.3 Beispiel. Die Wellengleichung ist der typische Vertreter hyperbolischer Glei-
chungen. Sie lautet

Vgt — AU = O,
U|t=0 = Yo,
"Ut|t=0 = V1.

Hier beschreibt v(t, x) etwa die Auslenkung der Welle.
1.4 Beispiel. Die Schrodingergleichung spielt eine wichtige Rolle in der Quan-
tenmechanik. Sie ist gegeben durch

uy — 1Au = 0,

U|t:0 = Uyg.

Dabei gibt |u|?(t,z) die Wahrscheinlichkeitsdichte an, ein Teilchen zur Zeit ¢ bei x
anzutreffen.
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1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen 3

Es gibt viele weitere Beispiele von Evolutionsgleichungen, darunter

e Maxwell - Gleichungen,
e Finstein’sche Feldgleichungen,

e freie Randwertprobleme, wie z.B. das Stefanproblem, welches ein Modell fiir
einen im Wasser schwimmenden, schmelzenden Eisblock darstellt.

1.5 Bemerkung. Bei der Behandlung von partiellen Differentialgleichungen inter-
essieren uns folgende Fragen:

(i) Die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen,
(ii) die stetige Abhéngigkeit der Losungen von den Daten,

(iii) das qualitative Losungsverhalten: Existiert die Losung global; hat man Stabi-
litat, d.h. konvergiert u(t) fiir ¢t — oo oder bleibt u zumindest beschrankt?

Der klassische Zugang zu den obigen Gleichungen besteht in der Standardtheorie
partieller Differentialgleichungen, jedoch ist meist eine separate Theorie fiir jede
Gleichung notwendig. Ein alternativer Zugang, der die gemeinsame Struktur der
Gleichungen ausnutzt, ist die Identifikation der obigen Beispiele als Cauchy-Problem,
d.h. ein abstraktes Anfangswertproblem der Form

—Au=20, t >0,

U|t:0 = Ug.-

In den obigen Beispielen entspricht der Operator A bzw. die Zielfunktion u folgenden
Groflen:

e Wirmeleitungsgleichung: A = A;

a3 —ay

Populationsgleichung: v = (B, R) und A = < G T );

Navier - Stokes - Gleichung: A = PA mit Projektionsopertor P, der Gradien-
tenfelder auf 0 abbildet, sprich PVp = 0;

Wellengleichung: v = (v,?) und A = ( 2 (1) );

Schrodingergleichung: A = iA;
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4 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

Hier sei an die Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen erinnert: Sind uy € C"
und A € C"" dann ist die Losung des oben gestellten Cauchy - Problems gegeben
durch u(t) = exp(tA)ug. Wir konnen 7" : [0,00) — L(C") mit T'(t) = exp(tA) als
Losungsoperator auffassen.

Die Idee, die hier diskutiert werden soll, ist eine Erweiterung dieses Lésungsansat-
zes auf ’allgemeinere lineare Operatoren’, wie z.B. A = A in der Warmeleitungs-
gleichung. Die formale Losung wire dann gegeben durch u(t) = exp(tA)ug. Hierbei
ist uy Element eines normierten Funktionenraums X wie z.B. X = L2, C, H', C?,
BUC. Dann ist T'(t) = exp(tA) eine Familie von beschrankten Operatoren auf X,
d.h. eine Abbildung

T:]0,00) — L(X) :={B: X — X | B linear und stetig}.

Beachte jedoch, dass A i.a. ein unbeschrankter Operator auf X ist!

Unser Ziel wird sein, exp(tA) oder allgemeiner exp(tA) einen Sinn fiir eine moglichst
grofle Klasse von unbeschriankten Operatoren A zu geben. Der Vorteil dieses Zugangs
liegt in einer allgemeineren Theorie, die sich auf eine grofie Klasse von partiellen
DGL anwenden lédsst, und in der Tatsache, dass man es beim Cauchy - Problem
mit einer gewohnliche Differentialgleichung zu tun hat. Das hat jedoch den Preis,
dass diese gewohnliche Differentialgleichung in einem Banachraum lebt, d.h., dass
die Funktionen X-wertig zu betrachten sind und dass vorhandene Randbedingungen
in den Definitionsbereich D(A) von A verarbeitet werden miissen.

b) Grundlagen der Operatortheorie

1.6 Bezeichnung (Wichtige Funktionenrdume). a) Sei Z(R") die o-Algebra der
Borelmengen in R”. Fiir eine Menge A € (R™) und 1 < p < oo setzen wir LP(A) :=
LP(\| 4; C) mit dem n-dimensionalen Lebesgue-Mafi \. Wir schreiben hiufig [ f(y)dy
statt [ fdA. In der Literatur ist auch die Schreibweise L,(A) iiblich. Fiir p = oo
definiert man

L>®(A) := {u: A — C | v messbar, esssup,cq|u(z)| < oo}

b) Sei U C R" eine offene Menge. Wir verwenden folgende Bezeichnungen:

U)

U)

(U) :=Cy(U) :={f: U — C|f stetig und beschrinkt},

BUC(U) :={f: U — C|f gleichméBig stetig und beschrénkt},

C.(U) :={f: U — C|f stetig mit kompaktem Trager},
U):=A{

CHMU) :={f: U — C|f k-mal stetig differenzierbar} (k€ NU {co}),
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1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen )

CHU) = CHU) N C(D),
ColR") := {f: R = CI stetig . lm_f(x) =0}

¢) Fiir eine offene Menge U C R" und k € Ny definiert man C*(U) als die Menge
aller Funktionen f: U — C, welche eine Fortsetzung g: U — C auf eine offene
Menge U D U besitzen mit g € C*(U).

d) Sei U C R" offen. Dann heifit Z(U) := C°(U) auch der Raum der Testfunktionen
auf U. Auf 2(U) kann eine lokalkonvexe Topologie definiert werden, welche Z(U) zu
einem vollstdndigen (aber nicht metrisierbaren) topologischen Vektorraum macht. In
dieser Topologie konvergiert eine Folge (p,)neny € Z(U) von Testfunktionen genau
dann gegen 0, falls ein Kompaktum K C U existiert mit suppp, C K (n € N)
und fiir die Halbnormen

prn(p) :=sup sup |[D%%(z)| (v € 2(U))

z€K |o|<N

gilt: px.n(on) = 0 (n — 00).

e) Der Schwartz-Raum . (R™) ist definiert als die Menge aller Funktionen f €
C*°(R™), fir welche gilt:

pn(f) == sup{(1 + [2)N|Df(z)| : |o| <N, x €R"} <00 (N € N).

Durch die Familie L := {px : N € N} von Normen auf .7 (R") wird eine lokalkonvexe
Topologie auf .(R"™) erzeugt, durch welche ./(R™) zu einem Fréchetraum (d.h.
einem vollstdndigen metrisierbaren topologischen Vektorraum) wird. Der Schwartz-
Raum heifit auch der Raum der schnell fallenden Funktionen.

1.7 Definition (Rdume von Distributionen). Fiir eine offene Menge U C R™ besteht
der Raum Z'(U) aller Distributionen auf U aus allen stetigen linearen Abbildungen
u: 2(U) — C. Der Raum aller temperierten Distributionen ./(R™) in R” besteht
aus allen linearen stetigen Abbildungen u: .#(R") — C. In beiden Fillen ist die
Topologie auf Z(U) bzw. . (R"™) durch die oben angegebene lokalkonvexe Topologie
definiert.

Seien X, Y Banachrdume. Im folgenden verwenden wir die Standardbezeichnung
L(X,Y) fiir die Menge der stetigen linearen Operatoren von X nach Y. Versehen mit
der Operatornorm, wird L(X,Y") selbst wieder zu einem Banachraum. Wir setzen
L(X) = L(X,X) und X’ := L(X,C) (topologischer Dualraum von X, Raum der
stetigen linearen Funktionale auf X).

1.8 Definition (Konvergenz und Stetigkeit von Operatoren). Seien X, Y Banach-
raume, (Ty)reny C L(X,Y).

© Robert Denk, Jiirgen Saal 18. 7. 2007



6 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

a) Die Folge T} konvergiert gegen T gleichméfig oder in der Operatornorm, falls
”Tk — T”L(X,y) — 0 (l{? — OO)

Die Folge T}, konvergiert gegen T in der starken Operatortopologie oder stark, falls
fiir alle € X gilt: || Tz — Tx||y — 0. Man schreibt T}, > T.

Die Folge T}, konvergiert gegen 1" in der schwachen Operatortopologie oder schwach,
falls fiir alle € X und fiir alle f € Y’ gilt: f(Tjz—Tx) — 0. Man schreibt T}, = Tj.

b) Eine operatorwertige Abbildung 7': [0,00) — L(X,Y) heiit gleichméfig stetig,
falls T € C([0,00), L(X,Y)), wobei L(X,Y) mit der Operatornorm versehen wird.
Die Abbildung heifit stark stetig, falls fiir alle z € X gilt: t — T'(¢t)x € C([0,00),Y).
Sie heifit schwach stetig, falls fiir alle z € X und alle f € Y’ gilt: t — f(T(t)x) €
C([0,00)).

1.9 Bemerkung. a) Aus gleichméfiiger Konvergenz folgt starke Konvergenz und
aus starker Konvergenz folgt schwache Konvergenz. Die Umkehrungen gelten im
allgemeinen nicht. Analoge Aussagen gelten fiir die Stetigkeit.

b) Seien X, Y Banachrdume, D C X dicht, und seien A, B € L(X,Y) mit Ax = Bz
fir alle x € D. Dann gilt A = B als Gleichheit in L(X,Y).

c) Seien X,Y Banachrdume, D C X dichter Untervektorraum und B: D — Y
eine lineare und beschriankte Abbildung (d.h. es existiert ein C' > 0 mit ||Bz|ly <
Cllz|[x (z € D). Dann existiert genau eine Fortsetzung B e L(X,Y) von B. Es gilt
IBloxs) < C.

1.10 Lemma. Seien X,Y Banachriume und (Ty)ren C L(X,Y') beschrinkt (bzgl.

Operatornorm). Es gebe eine dichte Teilmenge D C X so, dass fir alle x € D die
Folge (Tyx)ren C Y eine Cauchyfolge ist. Dann existiert genau ein T € L(X,Y)

Beweis. Ubung. O

Fiir die Behandlung von partiellen Differentialgleichungen ist die Klasse der stetigen
Operatoren auf einem Banachraum X zu klein. Eine fiir viele Zwecke hinreichend
grofle Klasse ist die der abgeschlossenen Operatoren.

1.11 Definition. Seien X,Y Banachriume. Ein linearer Operator A von X nach
Y ist eine lineare Abbildung A: D(A) — Y, dessen Definitionsbereich D(A) C X
ein Untervektorraum von X ist. Man schreibt A: X D D(A) — Y oder auch nur
A: X — Y. Ein linearer Operator heifit dicht definiert, falls sein Definitionsbereich
eine dichte Teilmenge von X ist.

Ein linearer Operator A: X D D(A) — Y heifit abgeschlossen, falls der Graph

© Robert Denk, Jiirgen Saal 18. 7. 2007



1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen 7

G(T) = {(z,Tz) : @ € D(T)} abgeschlossene Teilmenge von X x Y ist. Dies ist
gleichbedeutend zu: Gilt (xy)reny C D(A) mit 25 — xin X und Az — yin Y, dann
folgt x € D(A) und Az = y.

1.12 Beispiele. a) Der Differentialoperator -- in C'([0,1]) besitzt den (dichten)
Definitionsbereich D ({L) = C*([0,1]), d.h.

e o1) — o(o.1).

Wie man am Beispiel der C' - Funktionen f(z) = 2" mit Supremumsnorm ||.||»
in C'([0,1]) bzw. C([0,1]) sieht, ist < unbeschréinkt. Anhand der Definition priift
man leicht nach, dass d abgeschlossen ist.

b) Der Laplaceoperator A in LP(R") mit D(A) := {u € LP(R™) : Au € LP(R™)} ist
abgeschlossen und dicht definiert, d.h. D(A) Ny (R™).

1.13 Satz (Wichtige Sétze aus der Operatortheorie).

a) (Satz vom abgeschlossenen Graphen)Seien X, Y Banachriume, T : X — Y
ein abgeschlossener linearer Operator. Dann ist T stetig.

b) (Satz von der gleichmifligen Beschrianktheit)Sei 7 C L(X,Y). Es existiere
fir jedes x € X ein Cy, > 0, so dass ||[Tz||y < C, fir oll T € T. Dann gilt bereits
T (x,vy < C fiir alle T € T mit einer universellen Konstante C > 0.

c) (Satz von der stetigen Inversen) Seien X, Y Banachriume, T : X — Y
linear, stetig und bijektiv. Dann ist T~1:Y — X stetiq.

d) (Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach) Sei X ein Banachraum und
z € X\ {0}. Dann existiert ein f € X' mit ||f||x' =1 und f(x) = ||z|x.

1.14 Definition. Sei X Banachraum und A : X — X linearer Operator, dann
heifit
p(A) :={\ € C: \— Abijektivund (A — 4)™' € L(X)}

die Resolventenmenge von A und
o(A4) = C\ p(A)
das Spektrum von A. Fiir A € p(A) heiBt Ry(A) := (A — A)~! die Resolvente von A.

1.15 Bemerkung. Falls A abgeschlossen ist, folgt die Bedingung R)(A) € L(X)
bereits aus der Bijektivitdt von A — A. Es gilt die Resolventengleichung

A=A = (p=A) " = (=N =A) (p—A)"
fir A\, u € p(A).
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8 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

c) Das Bochner-Integral

Im folgenden sei X ein komplexer Banachraum, versehen mit der Borel-o-Algebra,
und (2, A, p) ein (0.E. vollstdndiger) Mafraum.

1.16 Definition. Sei s = Y | xa,a; eine Stufenfunktion mit A; € A, u(4;) < o
und a; € X (i =1,...,n). Definiere das (Bochner-)Integral

/sd,u = Zp,(Ai)ai e X.
i=1

Die Menge aller Stufenfunktionen s: Q@ — X mit u(s™!'({z})) < oo fiir alle z €
X\ {0} wird als T'(1; X') bezeichnet. Eine Stufenfunktion s heifit integrierbar, falls
s € T(u; X) gilt.

1.17 Bemerkung. a) Offensichtlich ist 7'(x; X) ein linearer Vektorraum. Falls s €
T(p; X)), soist [|s(-)][x € T(; R).

b) Es gilt
H/ siu < / Isllxdn (s € T(u; X))

¢) Durch ||s|7(ux) :== [ ||s||xdp wird eine Seminorm auf T'(y; X) definiert.

Ein metrischer Raum heifit separabel, falls er eine abzéahlbare dichte Teilmenge be-
sitzt. Im folgenden werden wir 6fter Folgen und Reihen von Funktionen mit endli-
chem oder separablem Wertebereich betrachten. Um zu sehen, dass die Separabilitét
des Wertebereichs erhalten bleibt, verwenden wir folgende Aussage.

1.18 Lemma. a) Sei (Y,d) ein separabler metrischer Raum und Q C Y. Dann ist
(X,d|x) separabel.

b) Sei X ein Banachraum, Q0 eine Menge, f,: Q@ — X mit f,(Q) separabel. Die
Reihe f(z) := """, fu(2) konvergiere fir alle z € Q. Dann ist f() separabel.

c) Sei §) ein topologischer Raum, welcher als abzihlbare Vereinigung kompakter Men-
gen darstellbar ist, und f € C(; X). Dann ist f(2) separabel. Insbesondere gilt dies
fir Q =10,00) oder Q C C offen.

Beweis. a) Sei Y = {y,, : n € N}. Definiere

U:={Un :=BYn,r)NQ:r>0, reQ,ne N},

wobei B(yo,7) :={y € Y : d(y,y0) < r}. Zu jedem U,,, # 0 wihle ein z,, € U,,.
Dann ist A := {x,.,, : r,n} abzihlbar.
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1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen 9

Sei z € Q und € > 0. Wahle r € Q,7 < € und y, mit d(z,y,) < 5. Wegen 2z €
B(yn,r/2) ist QN B(yn,7/2) # 0, d.h. es existiert ein zg € A mit 29 € QN B(yn,7/2).
Es folgt d(z, z0) < d(2,yn) + d(Yn, 20) <7 < €.

b) Sei f.(2) = {yni : k € N} und

N
Z = {Z?Jmkz ‘n;, ki € NN € N}.
i=1

Dann ist Z abzéhlbar. Sei z € 2. Zun € N wihle ein k, mit || fn(2) —Ynr, || < e-27™
Dann ist fiir alle N € N

<e,

| i fal2) - i o,

——
€z

d.h. 3N £.(2) € Z. Dadie Partialsummen gegen f(z) konvergieren, ist auch f(z) €
Z.

Also gilt f(Q) C Z, und nach Teil a) ist f(Q) separabel.

)
c) Falls © selbst kompakt ist, so ist f(€2) kompakt und metrisierbar und damit
separabel. Falls Q = |J, .y Ax mit Ay C Q kompakt, so existiert eine abzéhlbare
dichte Teilmenge {x, : n € N} von f(Ay). Die Vereinigung all dieser Teilmengen
ist eine abzdhlbare dichte Teilmenge von f(€2). O

1.19 Satz. Sei (2, A) Messraum, f: Q — X Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) Es ezistiert eine Folge (fn)nen von Stufenfunktionen f,: Q — X mit f,(z) —
f(z) (in X) fiir alle z € Q.

(i1) f ist messbar und f(2) ist separabel.
Man kann in (i) || fo(2)|| < 2| f(2)|]| (n €N,z € Q) wdihlen.

Beweis. ()= (ii) Wie im Beweis von Lemma sieht man, dass f(€2) separabel
ist. Wir zeigen, dass f als punktweiser Limes messbarer Funktionen messbar ist. Sei
U C X offen. Definiere

1
U, = {y e U :dist(y, X \U) > —}.
n
Dann ist U, offen mit U, C U. Wegen f, — f punktweise gilt f(z) € U genau
dann, wenn n,m € N existieren mit f;(z) € U, (j > m). Also ist f~1(U) =

Un,meN ijm f;l(Un) offen, und f ist messbar.
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10 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

(ii)=(i). Sei {x,, : n € N} C f(2) dicht. Setze fiir n, N € N
~ 1 1
A= {ze: I GN 2 5 IFG) =2l < %}

Dann gilt .
Jay={zeQ: 0l = 5}

neN

da {x,}, dicht ist. Sei

n—1
AN = AN\ JAY (neN)
k=1

(disjunkte Version), und
N
gn(2) =) Xay(2)an.
n=1

Dann ist gy Stufenfunktion und

1
lgn @) = lleall < & + 1T <2Af) (2 € A7),
Definiere nun induktiv
z), falls z) # 0,
fN(Z) — gN( ) gN( )7’é
fv-1(2), sonst.
Dann ist fy ebenfalls Stufenfunktion mit || fx(2)]| < 2[[f(2)]| (z € Q).

Sei z € Qund N € Nmit € := || f(2)|| # 0. Wahle N € N mit < e. Dann existiert
ein eindeutiges ng € N mit 2z € AY und fiir M > max{N, no} gilt

no’

1£(2) = far(2)]] < 1f(2) = @l < % .

Somit gilt fy(z) — f(2), N — oo. Sei nun z € Q mit f(z) = 0. Dann gilt fy(z) =
gn(2) = 0 fiir alle V, und wir erhalten insgesamt punktweise Konvergenz an jeder
Stelle z € €. O

1.20 Satz. Sei (2, A, ) ein Mafraum, f: Q — X messbar und f(Q) separabel.
Dann sind dquivalent:

(i) Es gibt eine Folge (f,)nen von Stufenfunktionen f,: Q@ — X mit f, integrierbar,
fa(z) = f(2) (2€Q), und

/ 1= Flldi — 0 (n — o0).

(i) J | flldp < oo.
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1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen 11

Beweis. (i)=(ii). Es gilt

J st < [t = sldn+ [ 1g0dn < o0

mit n € N beliebig.

(ii)=(i). Wéhle eine Folge (f.), von Stufenfunktionen wie in Satz [1.19] wobei
Ifn(2)] <2||f(2)]] (2 € Q). Insbesondere ist f, integrierbar. Damit gilt

gn(2) = fa(2) = f(2) = 0, n =00 (2€Q)

und g,(2) < 3||f(2)]] (2 € Q), dh. g, — 0 punktweise, und nach dem Satz iiber
majorisierte Konvergenz folgt

/gnd,u—>0 (n — 00).

]

1.21 Lemma. Sei f messbar, () separabel, [ ||f|ldu < oo. Seien (f,)n und (gn)n
Folgen wie in Satz (i). Falls X Banachraum ist, so existieren lim,, f fadp €
X und lim, o [ gndp € X, und beide Limiten sind gleich.

Beweis. Es gilt mit Bemerkung [1.17]

| [ fudn= [ oudu = [ (s~ g1

s/wrwww
g/Wh—fWHV—%M@

— 0 (n— oc0).

Die gleiche Rechnung mit f,, f,, statt f., g, zeigt, dass ([ fudu)nen C X eine
Cauchyfolge und damit konvergent ist. m

1.22 Definition. Sei (2, A, 1) ein Mafiraum, X ein Banachraum. Dann heifit f: Q —
X integrierbar, falls f messbar ist, f(£2) separabel ist und [ || f||dp < oo. In diesem

Fall heif3t
/ﬂw:hm/hw,

mit (f,)nen wie in Satz|1.20 das Bochner-Integral von f iiber Q bzgl. ;. Wie {iblich
setzt man

/Afdu = /(XA~f)du (AeA).
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12 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

Die vektorwertigen LP-Réume LP(u; X') werden wie iiblich definiert als Quotienten-
raum LP(u; X) := LP(p; X)/N. Hierbei ist £P(u; X)) die Menge aller messbaren f
mit separablem Wertebereich ist, fiir welche || f||ro(ux) := ([ || f]|Pd)*/? endlich ist,
und N die Menge aller f € £'(u; X) mit || f||z1(ux) = 0. Fiir p = oo hat man die
iiblichen Modifikationen.

Falls € Z(R") und p das Lebesgue-Mafl ist, so schreibt man {iblicherweise
LY X) = L (1 X).

Fiir Bochner-Integrale gelten die aus der skalaren Lebesgue-Theorie bekannten Kon-
vergenzsatze.

1.23 Satz. Sei (2, A, ) Mafraum, X Banachraum.

a) (Satz von der majorisierten Konvergenz). Seien f,,: Q — X messbar, f,(Q)
separabel, f, — f p-fast dberall. Sei g: Q — [0,00] messbar mit [ gdp < oo und
| fu(2)]] < g(2) p-fast dberall fir alle n € N, und ||f(2)|| < g(z) p-fast iberall.

Dann ist f, € L'(u; X), f € L*(p; X) und
/fnduﬁ/fdu in X (n— o0).

b) Sei fn: QU — X messbar, f,(Q) separabel, > °°, [ || fulldp < oo. Dann ist f, €
LY(u; X) und Y207 | fu(2) konvergiert in X fiir p-fast alle z € Q.

Die Funktion
{Zzol fu(2),  falls Y, fu(2) konvergiert,
2

0, sonst

st integrierbar, und es gilt
S [ fudn= [ 3
n=1 n=1

¢c) Sei f € L'j; X) und A= |J A, (d.h. disjunkte Vereinigung) mit A, € A. Dann

neN

Afduzg;Anfdu.

4) Pir f € L' X) gilt || [ fdullx < [ 1f]xdp.

Im Zusammenhang mit Halbgruppen werden wir insbesondere iiber reelle Intervalle
integrieren. Man beachte, dass nach Lemma [1.18| stetige Funktionen darauf separa-
blen Wertebereich besitzen und integrierbar sind.

18t
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1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen 13

1.24 Lemma. Sei X ein Banachraum, der lineare Operator A : D(A) C X —
X abgeschlossen und f € C([0,00),X) mit f(t) € D(A) firt > 0 und Af €

C([0,00),X). Dann gilt ftf(s)ds € D(A) und

A/tf(S)dS = /tAf(S)dS (t>0).

Bewers. Fiir alle Stufenfunktionen s gilt die Behauptung aufgrund der Linearitit
von A und nach Definition des Integrals. Als stetige Funktionen sind f und Af
auf jedem kompakten Intervall integrierbar. Da das Integral nach Definition der
Grenzwert (in X)) von Integralen von Stufenfunktionen sind, folgt die Behauptung
aus der Abgeschlossenheit von A. m

1.25 Definition. Sei X ein Banachraum. Eine Funktion f € C([0,00), X) heifit
differenzierbar in ¢, € [0, 00) genau dann, wenn der Grenzwert

h—0 h

in X existiert. Man schreibt f € C’k([O, 00), X ), falls f k-mal stetig differenzierbar
ist.

1.26 Bemerkung. a) Sei X Banachraum und f € C([0,00), X). Dann gilt

t—0 ¢

liml/f(s)ds: f(0).

b) Falls X Banachraum ist und f € C'([0,00), X), so gilt

F() = £(0) + / F(s)ds (€ [0,00)).
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14 2. Operatorhalbgruppen: Erste Figenschaften

2. Operatorhalbgruppen: Erste Eigenschaften

2.1 Worum geht’s? Der Begriff der Operatorhalbgruppe fasst die wesentlichen
Eigenschaften zusammen, welche etwa die im endlich-dimensionalen Fall bekannte
Fundamentalmatrix exp(tA) zur gewohnlichen Differentialgleichung ¢y’ = Ay mit
einer konstanten Matrix A € C™*" besitzt. Dabei werden die Halbgruppen, welche
im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen auftreten, nicht normstetig
sein, sondern nur stark stetig.

Es stellt sich heraus, dass das Cauchyproblem
U= Au, u(0) =z

genau dann wohlgestellt ist, wenn der Operator A eine Cy-Halbgruppe erzeugt. Da-
mit wird die Losbarkeit von Gleichungen zuriickgefiihrt auf Eigenschaften des in der
Gleichung auftretenden Operators. In Anwendungen, in welchen etwa A ein Diffe-
rentialoperator (im Ort) ist, sind diese Eigenschaften oft leichter nachzurechnen als
die Losbarkeit selbst.

2.2 Beispiel. Bevor wir die allgemeine Definition fiir Operatorhalbgruppen einfiihren,
wollen wir zur Motivation den endlich-dimensionalen Fall betrachten: Sei n € N,
A e C™, und T'(t) := exp(tA). Es gilt

(i) 7(0) =1,

(ii) T(t+s)=T()T(s) (t,s > 0) (Halbgruppeneigenschaft),

(iii) T € C([0,00), L(C™)).

Ferner sieht man schnell, dass A = T(O) gilt. Diese Formulierung der Eigenschaften
von exp(tA) macht auch in einem allgemeineren Rahmen Sinn. Aus Griinden der

Konsistenz zum endlichdimensionalen Fall stellt sich deshalb die Frage, ob aus (1),
(72) und (7i7) bereits T'(t) = exp(tA) gefolgert werden kann.

2.3 Satz. Sei T : [0,00) — L(C"™), so dass (i), (ii) und (iii) erfiillt sind. Dann
gilt T(t) = exp(tA) mit A ="T(0). Insbesondere gilt T € C>((0,00), L(C")).

Beweis. Setze

V(t) = /tT(s)ds,

dann ist V wegen (iii) differenzierbar und V'(t) = T'(t) fiir t > 0. Damit gilt

tim Y o) = 70y £ 1.

t—0
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2. Operatorhalbgruppen: Erste Figenschaften 15

Mit dieser Ableitung mufl V'(¢) fiir kleine ¢ > 0 bereits invertierbar sein, d.h. es gibt
ein ¢y > 0, so dass V() invertierbar ist. Damit erhilt man

to

T(t) = V" (ko) V (t)T(t) € V(1) / T(t+ s)ds

Damit gilt
lim % = V! (to) lim Vit+to) - z/(t) —Vito) _ V= (to) (V(to) — V(0)).

Aus der Differenzierbarkeit von T'(t) an der Stelle t = 0 folgt jene fiir alle ¢ > 0,
denn T'(t + s) — T'(s) = T(s)(T(t) — 1), also

d . T{t+h)=T(t) .
ET(t) = ;ILIE% Y =T)T(0).

Damit 16st T'(t)x die Anfangswertaufgabe

w— Au =0,
u(0) = =z,

mit A = 7(0), deren eindeutige Lésung wir in der Theorie gewdhnlicher Differenti-
algleichungen als

T(t)x = exp(tA)z
kennengelernt haben. O

Die Eigenschaften (7), (i) und (#i7) geniigen somit, um eine Halbgruppe mit Gene-
rator A zu definieren. Dies motiviert

2.4 Definition. Eine Familie (T (t)) />0 von linearen, beschriankten Operatoren auf
einem Banachraum X wird Cy-Halbgruppe oder stark stetige Halbgruppe genannt,
falls

(i) T(0) =1,
(i) T(t+s) =T(t)T(s),
(iii) 7" ist stark stetig, d.h. fiir alle z € X ist [0,00) — X, t — T'(t)x stetig.
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16 2. Operatorhalbgruppen: Erste Figenschaften

Fiir eine Cy-Halbgruppe setzen wir

T(t)xr —x

t—0

D = {a; € X :lim existiert} :
Im allgemeinen ist D # X. Wir werden spéter sehen, dass D immer eine dichte
Teilmenge von X ist.

2.5 Definition. Der lineare, eindeutig bestimmte Operator A: D — X definiert
durch Tt
Av = lim Ttz -

heifit Generator oder Erzeuger von T, und D(A) := D heifit Definitionsbereich von
A.

2.6 Beispiel. (eXp(tA)) mit A € C"*" ist Cp-Halbgruppe auf C".

>0

2.7 Lemma (Translationshalbgruppe). Definiere (T(t)f)(z) := f(z +t), t > 0.
Dann ist (T'(t))i>0 eine Cy - Halbgruppe auf LP(R), 1 < p < oo, mit Generator

A= d%, D(A) = {f € L’(R) : %f € LP(R)} = WLP(R).

Beweis. Zunéchst ist T'(t) beschrankt wegen

HT@ﬂb—(@U@+@Pm)‘—wm — T ey < 1

Bekannt ist, dass C.(R) < LP(R). Fiir f € C.(R) gilt

0 = o= ([ 170+ ) = fapae)” < 1KP - suplfto +0) - )] o

fir kompakte Intervalle K := {z +y : « € supp(f),y € [—1,+1]}. Aus Bemerkung|1.9
b) und Lemma folgt die starke Stetigkeit, d.h. Eigenschaft (iii). Eigenschaften
(i) und (ii) sind trivial. Damit ist 7" eine Cy-Halbgruppe auf LP(R). Sei B der Ge-
nerator von 7. Aus der Gleichheit

T =f  f(+8)=F0)
t t

fir f € LP(R) ergibt sich

D(B) = {f € L’(R): 11—{% %existiert} = W'P(R) = D(A),
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2. Operatorhalbgruppen: Erste Figenschaften 17

TR f-f _d

Bf =lim——— = —f=Af.
f=lim—= ol =A4f
Also gilt A = B, d.h. A erzeugt T. m

2.8 Beispiele. a) Betrachte den Gaufkern

D—E)

Dann definiert T'(t) := G, f eine Cj - Halbgruppe auf L*(R™) mit Generator A = A
und D(A) = H?(R"™). Dies sieht man unter Verwendung der Fouriertransformation
und des Satzes von Plancherel.

b) Sei A € L(X) und X ein Banachraum. Dann ist

T(t) = exp(tA) := Z (t4)"

k!
k=0

eine Cyp-Halbgruppe auf X mit Generator A. AuBerdem ist T gleichméBig stetig

wegen
IT() = Illoxy <D

k=1

HMH

t—0

= exp(t4])) — 120

2.9 Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung zu Beispiel [2.8/b): Sei (T(t)) 1o €ine
Co-Halbgruppe mit Generator A : D(A) — X, so dass

IT(t) = Illzx) — 0.
Dann gilt A € L(X). Dies sieht man, indem man den Beweis zu Satz [2.3| kopiert.
2.10 Lemma. Sei T eine Cy-Halbgruppe auf dem Banachraum X mit Generator
A:D(A) — X.
a) Es gilt T(t)x € D(A) fir alle x € D(A) und

d

ZT(t)r = T(t) Az = AT (t)z.

t
b) Es gilt [ T(s)zds € D(A) fiir alle x € X, und
0

Tt)r —x= A/tT(s)xds (x € X) (2-1)

Tt — o = /0 T(s)Azds (z € D(A)) (2:2)
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18 2. Operatorhalbgruppen: Erste Figenschaften

Beweis. a) Sei x € D(A) und h > 0. Dann ergibt sich

(t+ )Z OT 10 piyae (> 0).
Damit existiert auch der Grenzwert

. T(hT(t)r—T(t)
lim
h—0 h

T AT (t)x

und stimmt mit dem obigen iiberein. Aus dem Prinzip der gleichméBigen Beschrénkt-
heit folgt die Abschétzung || 7(s)||rx) < My, s € [0,¢], fiir beliebiges ¢t > 0. Damit
folgt fir t >0 und h <t

Tt —h)x—T(t)x
—h

= —T(t — h)—— T Z]Z(h)x B2 T(1) A,

d.h. auch die linksseitige Ableitung existiert und stimmt mit der rechtsseitigen iiber-
ein. Somit ist Aussage a) gezeigt.

b) Sei x € X und ¢t > 0. Dann gilt

%(T(h) /OtT(s)a;ds _ /OtT(s)xds) - %/;T(s + h)zds — %/Ot T(s)zds
-1 /h T (s — H /0 T(s)ads
_ % /t " (s)ads — % /0 " T(s)uds

b9 Tt)r —x

nach Bemerkung a). Also gilt [ T(s)ds € D(A) und die Gleichheit (2-I)). Mit
der Abschétzung ||T(s)||r(x) < M, s € [0,t], folgt fiir x € D(A)

T(h)xr —x h-o

T(s) h — T(s)Axz gleichméBig fiir s € [0, t],

was schliefSlich

lim %/0 T(s)xds = lim T(S)Mds = /0 T(s)Azds

h—0 h—0 Jo h

impliziert. O

2.11 Lemma. Sei T eine Cy-Halbgruppe auf dem Banachraum X. Dann existieren
M >1 und w € R so, dass gilt

1T ()| Lx) < Mexp(wt) (> 0). (2-3)
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2. Operatorhalbgruppen: Erste Figenschaften 19

Hierzu zunéchst

2.12 Definition. Sei T" eine Cy-Halbgruppe auf dem Banachraum X.
a) Die Zahl

w(T) = inf{w € R: Es existiert ein M, > 1 so, dass(2-3) gilt}

heilt die Wachstumsschranke von T
b) Falls die Abschétzung (2-3|) mit w = 0 gilt, so heifit 7" beschrankt.

c) Falls die Abschitzung (2-3) mit w = 0 und M = 1 gilt, so heiit 7" eine Kontrak-
tionshalbgruppe.

d) Falls die Abschétzung (2-3) mit w < 0 gilt, so heifit T" exponentiell stabil.

Beweis von Lemmal2.11. Aus dem Prinzip der gleichméiBigen Beschrinktheit folgt
|T(t)||rxy < M fiir t € [0,1], setze w = logM. Fiir t € [0,00) und m € N mit
t<m<t+1gilt
t\™ t\||™
7O = [1(L)" < [ (L) < 3 < 30 = espten
m m

]

2.13 Satz. Sei X ein Banachraum. Dann ist der Generator A : D(A) — X einer
Co - Halbgruppe T auf X ein abgeschlossener, dicht definierter Operator, der die
Co-Halbgruppe T eindeutig bestimmt.

Beweis. Abgeschlossenheit: Sei (zy)ren € D(A) mit x5, — = und Az, — y in X.
Nach Bemerkung b) gilt

¢
T(t)x) — xp, = / T(s)Azkds,
0

wobei T"(s)z = T'(s)Az (Lemma a) verwendet wurde. Die gleichméfige Kon-
vergenz von 1'(s)Azy in [0, t] impliziert

Tt)r —x= /0 T(s)yds.

Damit erhalt man

Ttr—x 1
t

t
: = /T(s)yds—>y€X fir ¢t — 0.
0

© Robert Denk, Jiirgen Saal 18. 7. 2007



20 2. Operatorhalbgruppen: Erste Figenschaften

Daher existiert der Grenzwert links, d.h z € D(A) und Az = y.
Dichtheit von D(A): Nach Bemerkung a) gilt fiir x € X,

t
D(A)> 7 / T(s)ads =5 .
0

Eindeutigkeit von T": Sei S eine weitere von A erzeugte Halbgruppe auf X, x € D(A),
und ¢t > 0. Setze

u(s) :=T(s)S(t —s)z , 0<s<t.
Dann folgt
du(s)
ds
Nach Bemerkung b) ist u konstant auf [0, ¢], also

= AT(s)S(t — s)x + T (s)(—A)S(t — s)z = 0.

Ttz =u(t) =u0)=S({t)x (t>0,2€ D(A)),

d.h.esgilt T= 5. [

Im letzten Teil dieses Abschnitts wollen wir zuriickkommen zum Cauchyproblem
im Banachraum X, was ja die urspriingliche Motivation fiir die Einfithrung von
Halbgruppen war. Die Frage ist nun, ob die bereitgestellte Theorie die Ausgangsfra-
gen zur Losung solcher Probleme in zufriedenstellender Weise beantwortet. Hierzu
zunéachst folgende

2.14 Definition. Sei X ein Banachraum, A : D(A) — X abgeschlossen mit D(A) =
X. Das Cauchyproblem

ou—Au = 0, t>0,
(CP) { u(0) = =

heifit (klassisch) wohlgestellt in X, falls

(i) eine eindeutige klassische Losung existiert, d.h. fiir alle z € D(A) existiert
genau eine Losung u € C' ([0, 00), X) von (CP) mit u(t) € D(A) (t > 0).

(ii) u stetig von den Daten abhéngt, d.h. fiir alle ¢ > 0 existiert eine Konstante
Cy > 0 mit [|u(t)| < Ci|lz|| (x € D(A)).

2.15 Satz. Sei X ein Banachraum, A : D(A) — X abgeschlossen mit D(A) = X.
Das Cauchyproblem (CP) ist genau dann wohlgestellt, wenn A Generator einer Cy-
Halbgruppe T auf X ist.
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Beweis. (i) Sei A Generator der Cy-Halbgruppe T', und sei x € D(A). Wir setzen
u(t) := T(t)z. Nach Lemma a) ist u € C'([0,00), X) Losung von (CP), u(t) €

D(A); (t > 0) und u(t) =8 2 € X. AuBerdem stellt Lemma [2.11| fiir ¢ > 0 sicher,
dass

[u@)[} = T (@)z|] < M exp(wt)||],
d.h. u héngt stetig von den Daten ab.

Zur Eindeutigkeit: Sei v eine weitere klassische Losung von (CP), x € D(A), und
t > 0. Wir setzen
w( )= T(s)(t—s) (0<s<t).

Wie im Beweis von Satz folgt dw 5) = 0 und daher w = const. Dies impliziert

T(t)xr =w(t) =w(0)=v(t) (t>0,z€ D(A)).

(ii) Sei (CP) wohlgestellt und sei © € D(A). Diesmal setzen wir T'(t)z := u(t, z),
wobei u(-, ) die eindeutige Losung von (CP) zum Anfangswert x sei. Aus (ii) folgt

T(t) € L(X), t > 0. Klar sind die Eigenschaften T(0) = I sowie T(t)x 28 2, doh.
T ist stark stetig. Zum Nachweis der Halbgruppeneigenschaft seien s,t > 0. Man
beachte, dass u(t+s, z) und u (¢, u(s, z)) beides Lésungen von (CP) zum Anfangswert
u(s,z) sind. Aus der Eindeutigkeit folgt

u(t+s,2) =u(t, u(s,x)),
was zeigt, dass
T(t+ s)z =u(t+s,2) =u(t,u(s,z)) = T(t)u(s,z) = T()T(s)z.

Damit ist 7" eine Cj - Halbgruppe. Sei B der Generator von 7T'. Fiir x € D(A) erhalt
man
Ault,z) = u(t,z) =2 y == a(0,2) € X

nach Voraussetzung. Aus der Abgeschlossenheit von A folgt somit

Az =y = (0, x)—hm;lT()

t—0

Da der rechte Limes bei Existenz mit Bz iibereinstimmt folgt also x € D(B) und
Az = Buz fiir x € D(A). Sei umgekehrt z € D(B), d.h. lim;_q 2T(t)z existiert. We-

gen D(A) X konnen wir (xy)gen € D(A) wihlen mit z;, — x. Nach Lemma m
gilt [ T(s)wrds € D(A). Mit Lemma [2.10|b) folgt weiter

t t
A/ T(s)xpds = B/ T(s)xpds = T(t)xy — xp X Tr—
0 0
und wegen Abgeschlossenheit von A, dass

A- / s)xds = (t)f_x, t>0.
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22 2. Operatorhalbgruppen: Erste Figenschaften

Da die rechte Seite fiir t — 0 gegen Bz konvergiert, sehen wir unter erneuter Ausnut-
zung der Abgeschlossenheit von A, dass « € D(A). Somit haben wir D(A) = D(B)
und deshalb A = B. O

Mit Satz reduziert sich das Losen von linearen Cauchyproblemen auf den Nach-
weis, dass A ein Generator ist. Doch auch nichtlineare Probleme kénnen mit Hilfe
eines Generatorresultates angegangen werden. Wie das funktioniert wollen wir hier
nur kurz skizzieren. Wir werden spéter bei der Anwendung auf konkrete Beispiele
sehen, wie diese Methode im Einzelnen durchzufiihren ist.

Wir betrachten das inhomogene Cauchyproblem

u—Au = f, t>0,
(ICP) { u(0) = .

Dann ergibt Variation der Konstanten die formale Lésung

u(t) = exp(tA)x + /0 exp((t — s)A) f(s)ds.

Falls (ICP) nichtlinear ist, d.h. f = f(s,u) wie z.B. in der Navier - Stokes - Gleichung
f(u) = (u-V)u, kann versucht werden ein Fixpunktargument (z.B. den Banachschen
Fizpunktsatz) auf die Integralformel anzuwenden. Bei erfolgreicher Anwendung zieht
diese Methode i.d.R. die Existenz einer lokalen Losung nach sich, d.h. es existiert
ein 7> 0 und ein u : [0,7) — X, die (ICP) im sogenannten milden Sinne 16st.
Wir mochten an dieser Stelle anmerken, dass im Allgemeinen keine Existenz einer
globalen Losung erwartet werden kann. Z.B. ist zur Gleichung

u — Au = |ul®

bekannt, dass i.A. keine globale (milde) Losung in LP(£2) fiir gewisse Werte von p
und « existiert.
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3. Generatoren von Halbgruppen

3.1 Worum geht’s? Satz motiviert die Suche nach hinreichenden oder &qui-
valenten Bedingungen, so dass A eine C - Halbgruppe erzeugt. Die bisherige Dis-
kussion zeigt, dass eine Cj - Halbgruppe T' mit Generator A als etwas wie exp(tA)
aufgefafit werden kann. Die Idee, um zu einem abgeschlossenen Operator A eine
Halbgruppe zu gewinnen, ist, eine Approximation der Exponentialfunktion zu be-
nutzen. Wir kennen bereits die klassischen Methoden

0 oo =3 A5
k=0 '
(i) exp(th) = nhlgo (1 + %A) :

die den entscheidenden Nachteil haben, dass wir beliebig hohe Potenzen von unbe-
schrinkten Operatoren erhalten. Hier gibt es keinen Weg Konvergenz sicherzustellen.
Verheiflungsvollere Ansétze sind:

n—oo

(iii))  exp(tA) = lim (1 - iA) (,Idee von Hille*),
n

(iv)  exp(tA) = lim exp(tAx) mit Ay beschrankt (,Idee von Yosida®).

n—oo

Diese Ansétze sollen im folgenden diskutiert werden.

a) Der Satz von Hille-Yosida

Im n#chsten Abschnitt werden wir uns der Konstruktion von Halbgruppen widmen,
die auf (iv), d.h. auf der Idee von Yosida, beruht.

Hier wollen wir das Theorem von Hille und Yosida beweisen, welches die Grundlage
fiir alle folgenden Diskussionen sein wird.

3.2 Bemerkung. Sei X ein Banachraum und A € R. Dann sind dquivalent:
(i) (T(t))t>0 ist Cp-Halbgruppe auf X mit Generator A und w(7T") = wy.
(ii) (exp(—At)T(t))t>0 ist Co-Halbgruppe auf X mit Generator A — Al und
w(exp(=A)T) = wo — .

3.3 Satz (Hille-Yosida '48; Kontraktionshalbgruppen-Fall). Fiir einen linearen Ope-
rator A : D(A) — X auf dem Banachraum X sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:
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24 3. Generatoren von Halbgruppen

(i) A ist der Generator einer Cy - Kontraktionshalbgruppe T auf X .

(ii) Es gilt D(A) = X, (0,00) € p(A) und [|A(XA—A) |z < 1 fiir A > 0.
In diesem Fall gilt

(A= A= /OOO exp(—As)T(s)ds (A > 0).

3.4 Bemerkung. Sei A € C"*". Dann ist die Laplacetransformation von e** gege-
ben durch

/ e Meldt = (N — A)7,
0

wobei A € p(A) Bedingung fiir die Existenz ist. Die Laplacetransformation kniipft
also eine Verbindung zwischen Halbgruppe und Resolvente. Wir werden im Beweis
von Theorem sehen, dass dies auch X-wertig der Fall ist.

Beweis von Satz[3.5, (i) = (i1) . Nach Bemerkung [3.2] generiert A — A die Cj -
Halbgruppe (exp(—/\t)T(t))t>0 fiir festes A > 0. Aus Lemma [2.10|b) folgt

exp(—A\)T(t)r —x = (A—)) /t exp(—As)T(s)xds, falls ze€ X (3-1)
und
exp(—M)T(1)z — o = / Cexp(-AS)T(5)(A — Nads, falls z € D(A)  (32)

Es gilt
[l

/OOO llexp(=As)T'(s)x| ds < /OOO exp(—As)ds||z|| < BN (3-3)
Somit existiert das Integral [ exp(—As)T'(s)ds. Weiterhin erhéilt man
H /000 exp(—As)T(s)xds — /Ot exp(—)\s)T(s)deH
= /000 X (t,00)(5) exp(—)\s)HT(s)x”ds
< [ xem@em-rgaslal =

wobei im letzten Schritt der Satz von Lebesgue angewendet wurde. Die Abgeschlos-

senheit von A und ¢ — oo liefern dann in (3-1) bzw. (3-2),

v = (A= A) /0 " exp(—As)T(s)ads — (A — A)RNz  (z € X),
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3. Generatoren von Halbgruppen 25

r=RANA\—-Az, (xze€DA).

Folglich ist (A—A) : D(A) — X beschréinkt und bijektiv. Nach dem Satz der stetigen
Inversen gilt A € p(A) und

A—A)t=R\\) = /000 exp(—As)T(s)ds,

und schliellich impliziert (3-3)
AA=A) Ty ST (A>0).

]

Um der Idee von Yosida zu folgen bendtigen wir eine Folge von beschrankten Ope-
ratoren die in einem gewissen Sinne gegen A konvergiert. Hierzu hilft das

3.5 Lemma. Sei A: D(A) — X mit D(A) = X gegeben, und seien w € R, M > 0
so, dass [w,00) C p(A) und |AA — A)H|Lx) < M, X\ > w. Dann gilt

() A\A=A) 2 =T (z e X),
(il) M — A) "z = A\ — 4142 =X Az (2 € D(A)).

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Beweis von Satz[3.5 (ii) = (i). Lemma (ii) motiviert die Approximation von
exp(tA) durch

(exp(tAR) ey A= kA(k — A) 7 = k2 (k — A) — kL.

Dann gilt Ay € L(X),k € N und Ayx — Az in X fir 2 € D(A). Nach Beispiel
b) ist

Ti(t) = (t’i’j)n

fiir alle k£ € N eine Cp-Halbgruppe auf X. Weiterhin gilt AzA,, = A, Ag, womit

1. Schritt: Definition der Halbgruppe. Obiges T}, ist kontraktiv fiir alle k£ € N,
denn

Ty, (t) = exp(tAy) = exp(—kt) exp(th*(k — A)7),

also

| exp(tAp)[|rcx) < exp(—th) exp(th||k(k — A)7H]) < L.
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Fiir € D(A) gilt nun Tj(-)z € C*([0, 00), X). Mit Bemerkung b) folgt

d

To(t)a — To(e = /0 L (Tolt — 5)Tis)a)ds

t
_ / Tt — $)Tu(5)(Ag — Ap)ads,
0
d.h.
| Te(t)z — T(t)z|| < t]|(Ax — Ap)z||, t >0, (3-4)
was bedeutet, dass Ty(t)z eine Cauchyfolge ist. Deshalb kénnen wir 7' definieren als

T(t)x := klirn T(t)z r € D(A),t>0. (3-5)

2. Schritt: T ist Cy-Kontraktionshalbgruppe. Wegen ||7;|/1(x) < 1 und
sind die Voraussetzungen von Bemerkung erfiillt, d.h. gilt nicht nur fir
x € D(A), sondern fiir alle z € X und man hat ||7(¢)||zx) < 1. Klar ist T'(0) = I.
Als néchstes ist

T+ s)xr = lm Tp(t+ s)x

k—oo

— ]}1_)120 Te(t)Tk(s)z =T ()T (s)x,
wobei die letzte Gleichheit gilt wegen
[T () Tk (s)x = T(6)T (s)x|| = | 7w () Tk (s)x — Te(£)T(s)x + Th(t)T(s)z — T()T(s)z|
< [ Tk()Tk(s)z — T ()T (s)|
+ 1 Te ()T (s)z — T(t)T'(s)x]|
— 0.

Was die starke Stetigkeit angeht, nehme 2 € D(A). Dann gilt unter erneuter Benut-
zung von Lemma [2.10)

Tt —x= klggo(Tk(t)x — 1)

t
= lim Tk(s)Akxds:/ T(s)Axds. (3-6)
0

k—oo 0

Also folgt T'(t)r — x fir alle x € D(A), was sich nach Bemerkung (1.9 wegen
IT(t)| <1 iibertragt auf T'(t)x — x fir alle z € X.

3. Schritt: A generiert 7. Sei B der Generator von T'. Dividiert man (3-6)) durch
t, dann erhélt man durch den Grenziibergang ¢t — 0, dass

D(A)Cc D(B) wund Az = Bx (x € D(A)).

Nach Voraussetzung ist 1 € p(A), die Richtung (i) = (ii) des Beweises besagt aber,
dass auch 1 € p(B) gilt. Damit folgt A = B (siehe Ubungsaufgabe). O
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Wir wollen als ndchstes demonstrieren, wie sich dieses Resultat auf zwei konkrete
Beispiele anwenden lasst. Da wir die Fouriertransformation anwenden wollen, zuvor
noch eine Bemerkung.

3.6 Beispiele. (a) Schrodinger - Halbgruppe auf L*(R").
Betrachte das zur Schrodingergleichung gehorige Resolventenproblem
(AN —iA)u(x) = f(x) , r € R", f € L*(R"). (3-7)

Da die Fourier-Transformation ein Isomorphismus im Raum S’(R™) der temperierten
Distributionen ist, ist die obige Gleichung dquivalent zur Gleichung

(A+ileP)aE) = &), €EeR",  feL*R"). (3-8)

Als Losungsansatz fiir u wahle

)

a-1s _ g- 1 ¢ n
u=F i = 1{)\+2’|§|2}f’ f € L*(R™).

Man benutzt die Abschétzungen

1 1 1
: < , =—, A >0,
‘Hzlﬁl2 [Re{A+il¢)}] A
if¢[? €7
: : <1, A >0,
‘A—l—z|§|2 [Tm{ X + 4[]}
und die Plancherelsche Formel, um
fule = g < M2 - Ml 5 g (39
liAulls = || =il - [*a]|, < [[fll2. A >0, (3-10)

zu erhalten. Klar ist, dass @ eindeutige Losung von (3-8)) in L?(R") ist, d.h. wegen
der Unitaritéit von % ist also u eindeutige Losung von (3-7) in L?(R™). Als L*(R")
- Realisierung des Schrodingeroperators definiere Agu := iAu mit

D(A,) = {v e LA(R") : FY¢Po e L?(Rn)}
- {v € L2(R") : Av € LQ(R”)}
— H2(RM).

SRY) <% L2(R") und S(R") C D(A,) implizieren D(A,) <5 L(R"), also ist A,
dicht definiert.
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Weiterhin setzen wir R(\)f := uy, wobei u; die Losung zu (3-7)) mit rechter Seite
[ bezeichnet. Aus (3-10) folgt fiir A > 0, dass R(A\) : L?*(R") — D(A,) und wir
erhalten

(A —iA)RAN)f = (A —il)uy = f € L*(R"),

RA) (XN = iA)v = up—inyp = F } F (A —iA)v = .

—1
L\Jrﬂfp
— R(\)=(\—A,) ", A > 0.
Mit (3-9) folgt ferner (0,00) C p(As), sowie
AN = A) 7 flla = IARN) fll2 = [Augllz < [Ifll2 . A >0, f € L*(R"),

Nach Theorem generiert A, also eine Cj - Kontraktionshalbgruppe auf L?(R™).
Diese ist gegeben durch

exp(tA,) = F'exp(il¢’t).Z | t>0.

b) Wirmeleitungs - Halbgruppe auf L*(R").

Das zugehorige Resolventenproblem lautet

A= A)u(z) = f(x), reR" fe Lz(R"),
& (ZHIEP)ale) = f&),  €eR" fe LX(RY).

Setze u := .F 1 [%Iﬁ\?} f. Analog zu (a) folgt, dass A eine Cj - Kontraktionshalb-

gruppe (exp(tA)) 15 auf L*(R™) generiert, die gegeben ist durch

exp(tA) = .Z " exp(—t|¢]?) Z.

3.7 Bemerkung. Wegen ‘ﬁléPl < p fiir alle A € R\ {0}, gilt fiir den Schrodin-

geroperator A; = iA die Ungleichung
A = A) T Hpge@ny <1 (A € R\ {0}),

d.h. auch —A, erzeugt eine Cy-Kontraktionshalbgruppe auf L?(R™). Man spricht
insgesamt von der Schridingergruppe

(exp(iAt));=o C L(L*(R™)).
Diese ist stark stetig auf R, und es gilt exp (iA(t+s)) = exp(iAt) exp(iAs) (s,t € R).

Bemerkung (3.7)) motiviert die folgende allgemeine Definition.
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3.8 Definition. Sei X Banachraum. Eine Familie (7'(t))
stetigen Operatoren mit

(i) T(0) =1,
(i) T(s+t)=T(s)T(t) , t,s € R,
heifit Cy-Gruppe auf X.

C L(X) von stark

teR

3.9 Satz (Hille-Yosida fiir Kontraktionsgruppen). Sei X ein Banachraum, A :
D(A) — X ein linearer Operator. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A generiert eine Cy-Kontraktionsgruppe auf X,

(ii) A und —A generieren Cy-Kontraktionshalbgruppen auf X,

(iii) D(A) = X, R\ {0} C p(A) und [|AA — A) Y[ < 1, A € R\ {0}

Beweis. Klar sind (i) < (iii) nach Theorem [3.3|sowie (i) = (i¢) nach Definition [3.8]
Es bleibt (ii) = (i) zu zeigen. Definiere dazu

| Ti(t) t>0,
() = { T (—t) t<0

wobei T} von +£A generiert werden. Sind (77); und (7-); die Yosida - Appro-
ximationen aus Theorem [3.3] dann gilt Ay(—A),, = (—A),A; und somit auch
(T)k(T2)m, = (T2 ) (T4 )k Setze nun

S(t) =T ()T_(t),  t>0.

Dann gilt S(0) = I und (S(t)),., C L(X). Fiir die Ableitung ergibt sich

%S(t)x = AT, ()T_(Dx — AT, ()T-()z =0 (z € D(A)).

Aus Bemerkung b) folgt S(t)r = S(0)z = = (¢t > 0,2 € D(A)) und nach
Bemerkung b) weiter S = I. Damit existiert 7 (¢)~! und ist gegeben durch
T_(t).

Seien t,s € R mit £ > 0, s < 0 und 0.B.d.A. t + s > 0. Dann gilt

Tt+8)TH)'T(s) ™ =Ty (t+8)Ty (#) 1T (—s)*

=T+ )T (=s)Th () =1

und damit
T(t+s)=Tt)T(s) (t,seR).

Weiterhin ist in t; > 0 die Halbgruppe T stark stetig. Dies pflanzt sich wegen der
Halbgruppeneigenschaft auf R fort. Klar ist, dass A die Gruppe T erzeugt. O]
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3.10 Bemerkung. Da %IEP singular ist fiir A < 0, generiert A keine Cy-Gruppe
auf L*(R™).

Aus Bemerkung (3.2 sieht man, dass nicht alle Halbgruppen kontraktiv sind. Umge-
kehrt erhélt man durch Verschieben i.a. bestenfalls eine beschrinkte C - Halbgrup-
pe. Deshalb ist die folgende Verallgemeinerung wichtig.

3.11 Satz (Hille - Yosida, allgemeine Form). Sei X Banachraum, A : D(A) — X
linear, w € R, M > 1, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist Generator einer Cy - Halbgruppe T' auf X mit | T(t)||x) < M exp(wt),
t >0,

(ii) D(A) = X, (w,00) C p(A) und [[(A — w)*(A\ = A)¥||nx) < M, A > w, k €N,

Beweis. O.B.d.A. setzen wir w = 0 voraus. Das ist nach Bemerkung moglich.

»(i) = (4i)": Nach Voraussetzung gilt ||7'(¢)||z(x) < MVt > 0. Wir definieren uns
eine neue Norm durch

llz|| == sup |T(s)z]| , ze€X.
s>0

Fiir diese gelten die Abschiatzungen
[zl < fll=lll < Ml = e X,
T @l =sup [T(t + s)zff < [ll=lf , =€ X t=0.
Also ist T kontraktiv auf (X, ||| - |||). Nach Theorem [3.3| folgt schliefllich

IIANA =7l < fllfll . =€ X,A>0,
= [NA=A 2l < lzll,  zeXA>0keN,
= M=) 2| <Mlzll,  zeX,A>0keN

,(11) = (1)“: Voraussetzung ist |A\*(A — A)7™||,x) < M, X > 0,k € N. Auch hier
definiert man sich fiir > 0,

2|, = sup W (p—A)Fz|, 2eX.
keN

Es gilt das Umnormierungslemma:

M) Jall < llell, < Mlle], @€ X.
@) - A el < all, @€ X,
(3) AN A) el <l we X0 <A< g,
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(4) IO = A) el <l we X0 <A< g,
(5) ol < llell, €X.0<A<

Wir wollen an dieser Stelle lediglich (3) beweisen, der Rest ist eine einfache Ubungs-
aufgabe.

Aus der Resolventengleichung
A=A = (=A== NA=-A) " (u—-A)~"
folgt fiir x € X,
(A= A) " = (= N = A) (= A+ (- A)

Damit erhalt man

_ w— A _ 1

A = A) el < ——= (A = Azl + =[],
Il I

und somit

= A 1 1
(12 1= el < el = )

—_——
=\ u

Mit diesem Umnormierungslemma kann man eine weitere Norm auf X definieren:

[zl := sup [lzf|,, =X
n>0

Es ist einfach einzusehen, dass
]| < l=]]| < Mlz]|, =€ X.
und man erhélt

A = A)~ af[| = sup [|]A(A = A) "'z,
n>0

— max{ sup A — A) 7zl sup AN — A) ], }
0<)\§M\ ~~ 7 M<A . ~ >4
<llzllu <[l SIAA=A) 7| s <[z x <[ []]]

<lzll, zeX,A>0.

Bei der Abschétzung des 0 < A < p - Supremums wurde (3), und fiir g < X erst
(5) dann (2) ausgenutzt. Nach Theorem [3.3| generiert A eine Cy - Kontraktionshalb-
gruppe auf (X, ||| - |||), damit auch eine Cy - Halbgruppe auf (X, || - ||) und man
hat

lexp(tA)z]| < [[|exp(tA)z]]| < [[[«]l] < Mlz]|, 2z e X, t>0.
O

3.12 Bemerkung. Entsprechend zu Satz gilt ein allgemeines Resultat wie
Satz auch fiir Cy - Gruppen.
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b) Dissipative Operatoren und der Satz von Lumer-Phillips

3.13 Definition. Sei X ein Banachraum. Fir x € X ist das Subdifferential J(x)
definiert durch

J(@) = {p € X"t llplle = lallk = (2.6} }.

3.14 Definition. Sei X ein Banachraum, A : D(A) — X linear. A heifit dissipativ,
falls fiir jedes x € D(A) ein j(z) € J(x) existiert mit

Re(Az, j(z)) <0.

3.15 Bemerkung. a) Nach dem Satz von Hahn-Banach ist J(z) # 0 fiir alle x € X.

b) Sei (M, (-,)) ein Hilbertraum, z € H, j(z) € J(z). Aus dem Rieszschen Darstel-
lungssatz folgt

i@ € H [l = (2,5(2) = (=, Yj) = i I3

und damit y;,) = x, d.h. J(z) = {x}. Somit ist in diesem Fall A genau dann
dissipativ, wenn

Re(Az,z) <0 (z € D(A)).

c) Fir f € LP(Q), 1 < p < 00, 2 C R™ Gebiet, setze

_ IR @)If(@)2 2 f(x) #0
w@%—{ 0 f(2) =0

Y

dann gilt J(x) = {¢;}. Der Beweis ist Ubungsaufgabe. D.h. hier ist A genau dann
dissipativ, wenn

Re(Af.¢p) <0, feD(A).
d) Sei © C R™ ein Gebiet. Fiir f € L'(Q) oder f € Cy(2) enthilt J(z) i.a. mehr

als ein Element. Auch dieser Beweis ist dem geneigten Leser als Ubungsaufgabe
iiberlassen.

3.16 Lemma. Sei X Banachraum, A : D(A) — X dissipativ. Dann gilt

(i) [A=Azll = Al ;2 e D(A),A>0,

(ii) é 15t abschlieﬂbar,_d.h. es existiert eine eindeutige abgeschlossene Erweiterung
A mit D(A) C D(A) und Ax = Az (z € D(A)).
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Beweis. (i): Sei x € D(A) mit ||z|| = 1 und j(x) € J(x) mit Re(Ax, j(z)) < 0. Dann
gilt (z,j(x)) = |lj(2)]|* = 1 und
IO Al = s [ A, = (= A, )
' eX! |z ||=

fir A > 0.

(ii): AbschlieBbarkeit von A ist gleichbedeutend mit: Fiir jede Folge (zx)reny C D(A)
mit z; — 0 und Az, — y ist zwingend y = 0. Seien (zy), y wie oben, A > 0 und
w € D(A). Dann

Q
IAA = A)zx + (A = Aw = A Az — wl],

A
s (2ol

=y +uwl=]wl],  weDA).

Fir k — oo erhilt man

und fiir A — oo ergibt sich
Wegen D(A) = X wihle (wy)reny C D(A) mit wy — y. Damit ist
0= lim fly — il = tim ] =y,

also y = 0. O

3.17 Satz (Lumer-Phillips 1961). Sei X ein Banachraum und A : D(A) — X
linear.

a) Es sei A dissipativ mit D(A) = X. Weiter ezistiere ein Ao > 0 mit R(A — \g) =
X. Dann ist A Erzeuger einer Cy-Kontraktionshalbgruppe auf X.

b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) A ist dissipativ mit D(A) = X, und es existiert ein \g > 0 mit R(A—X) = X.

(ii) A ist Erzeuger einer Cy-Kontraktionshalbgruppe

Beweis. a) Sei A der Abschluss von A (Existenz durch Lemma sichergestellt).
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e 1. Schritt: \y € p(4)

Sei x € D(A), dann 3 Folge (24)reny C D(A) mit 2, — x und Az — Ax,

— [|(ho — )zl = lim [[(d — A)zell > lim Aol = Aolle]

nach Lemma [3.16(i). Also ist (Ao — A) injektiv.

Sei x € X und y, € D(A) mit (A\g — A)yr — x. Wegen der Dissipativitdt von
A gilt

k,l—o0

Nollye = will < (Ao — A)(ye —w)|| =0,

damit ist yx Cauchyfolge in X. Sei y = limy_.oc Y. Aus der Abgeschlossenheit
von A folgt y € D(A) und (Mg — A)y = x, d.h. der Operator (Ao — A) ist auch
surjektiv. Nach dem Satz von der stetigen Inversen gilt somit Ay € p(A).

2. Schritt: (0,00) C p(A)

Klar ist, dass () # (0, 00)Np(A) offen in (0, 00) liegt. Sei (A\r)zen C (0, 00)Np(A)
mit Ay — A > 0. Wegen

o= DO ={ I Aeo@) . e,

folgt fiir den Spektralradius r((Ag — A)™!) := max{|A| : X € o((Ag — A)71) },
dass

_ 1
r 0o — A -1 - —\ -
(()\ ) ) dist()\o,a( ))
Somit gilt
it (0 (D) = —12>—l) > (O = A) 7z,

>N 2C>0 (k> k).

Dies bedeutet A € p(A). Damit ist die Menge (0, 00)Np(A) auch abgeschlossen.
Da (0, 00) zusammenhéngend ist, erhalten wir (0,00) C p(A).

3. Schritt: Hille-Yosida anwenden
Wegen der Dissipativitit von A gilt

IANA=A) M) <zl , zeX,A>0,

aus dem Theorem [3.3] von Hille - Yosida folgt die Behauptung.

b), (i) = (ii): Nach a) erzeugt A eine Cy-Halbgruppe. Fiir Ay > 0 ist (A —
A): D(A) — X surjektiv und (A — A): D(A) — X injektiv. Dann folgt aber

auch schon D(A) = D(A) und damit A = A.
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b), (ii) = (i): Sei z € D(A), j(x) € J(x). Mit Lemma [3.5] (1) erhdlt man
Re{ (Az.j(@)} = lim ReA- (A(A— 4) 1z, j(x)
= lim Re X (AMA — A) 7'z, j(2)) — (z, j(2)))

A—00
Iz
< limsupA(MA()\ — A)_leHJ(LL")H - ”xHQ) <0,

A—00

~
<[l=|l

wobei im letzten Schritt wiederum Theorem [3.3] ausgenutzt wurde.
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4. Holomorphe Halbgruppen und holomorpher
Funktionalkalkiil

4.1 Worum geht’s? In einer Reihe von Beispielen, insbesondere in der parabo-
lischen Theorie, hat man nicht nur eine Cy-Halbgruppe, sondern sogar eine holo-
morphe Halbgruppe. Dabei handelt es sich um die Holomorphie einer Banachraum-
wertigen Abbildung (némlich in den Banachraum der beschrankten linearen Opera-
toren). Beschrénkte holomorphe Halbgruppen sind durch Abschétzungen der Resol-
vente charakterisiert.

Holomorphe Halbgruppen besitzen eine Gléattungseigenschaft. Fiir derartige Proble-
me lédsst sich die klassische Losbarkeit beweisen, wobei fiir inhomogene Probleme
die Variation der Konstanten verwendet wird, welche schon aus dem endlichdimen-
sionalen Fall bekannt ist.

Zunichst miissen in diesem Abschnitt einige Grundlagen iiber holomorphe Banachraum-
wertige Funktionen bereitgestellt werden. Insbesondere wird der Dunford-Kalkiil
diskutiert, welcher etwa auch fiir die Spektraltheorie in Banachrdumen wesentlich
ist.

a) Vektorwertige Funktionentheorie und Dunfordkalkiil

Im folgenden sei stets X ein komplexer Banachraum.

4.2 Definition. Sei G C C offen. Eine Funktion f: G — X heifit komplex diffe-
renzierbar an der Stelle zy, € G, falls der Limes

f(z0+h) = f(=0)
’ eX

f'(20) := lim

C3h—0

existiert. Die Funktion f heifit holomorph in G, falls sie an jeder Stelle zyp € G
komplex differenzierbar ist. Wir schreiben J#(G; X) fiir die Menge aller in G holo-
morphen X-wertigen Funktionen und J2(G) := 7 (G;C).

4.3 Bemerkung. Sei X ein Banachraum, G' C C offen und f : G — L(X). Aqui-
valent sind

(i) f:G — L(X) ist holomorph,

(ii) fiir jedes = € X ist f(-)z : G — X holomorph,

(iii) fiir jedes z € X und jedes 2’ € X" ist (f(-)z,2) : G — C holomorph.
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Dies sieht man unter Verwendung der Cauchy-Integralformel und des Prinzips der
gleichméfligen Beschrianktheit.

4.4 Definition. Eine Cy-Halbgruppe 7" auf dem Banachraum X heifit beschrdinkte
holomorphe Cy-Halbgruppe auf X vom Winkel p € (0,7/2], falls T: [0,00) — L(X)
eine holomorphe Fortsetzung auf

3, = {z e C\ {0} : |arg(2)] < go}
besitzt, so dass fiir alle ¢ € (0, ¢) ein M existiert mit

1T(2) ||y < Mg, z € Xg.

4.5 Lemma. Sei T beschrdnkte holomorphe Cy-Halbgruppe auf X vom Winkel .
(i) Es gilt T(z1 + 20) = T(21)T(22) (21,22 € Xy).
(i) Es gilt fur alle ¢ < ¢ die Gleichheit lim T(z)z =z (v € X).

3532—0

(iii) Fir ¢ < ¢ existiert der Limes

lim T(h)x —x
£33h—0 h

genau dann, wenn x € D(A). In diesem Fall stimmt dieser Limes mit Ax tiberein.
Beweis. Ubung. O]
Fiir holomorphe Banachraumwertige Funktionen gelten die bekannten Sétze der

Funktionentheorie. So gilt zum Beispiel der Cauchy-Integralsatz und die Cauchy-
Integralformel.

4.6 Satz (Cauchy-Integralformel). Sei G C C offen und f € 5€(G; X). Falls v ein
nullhomologer Zyklus in G ist, so gilt

£(2)ind, (2) = — / L fw)dw (2 € G\RM)).

21 w— Zz

Beweis. Fiir jedes 2’ € X' ist 2’ o f eine holomorphe komplexwertige Funktion, also
gilt die skalare Cauchy-Integralformel

1

P indy () = o [

w—z

Z(f(w)dw (2 € G\R(y)).

2w
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Sei z € G\ R(7). Definiere

w—z

yr:i./7 ! f(w)dw.

Nach Definition des Integrals als Grenzwert in X von Integralen von Stufenfunktio-
nen gilt fiir jedes 2’ € X’ die Gleichheit

vy) =o' (5 / L fw)dn) = - / L (fw)duw.

27 w—z 21 w—z

Also erhalten wir 2'(y) = 2/(f(2)) fiir jedes 2’ € X’. Nach dem Korollar zum Satz
von Hahn-Banach (Satz d)) folgt y = f(z), was zu zeigen war. O

4.7 Definition (Riesz-Projektion). Sei A € L(X) und 0 C o(A) eine isolierte
Teilmenge von o(A), d.h. eine in der Relativtopologie von o(A) offene und abge-
schlossene Teilmenge. Sei v eine geschlossene Kurve mit Werten in p(A), welche o

umschliefft. Dann heif3t .
P,=— [(A= A)_ld)\

211 .

die zu o gehorige Riesz-Projektion von A.
4.8 Lemma. Der Operator P, ist eine Projektion, d.h. es gilt P, = P?.

Beweis. Seien 71,7y, zwei geschlossene Kurven, welche o umschliefen und o von
7 := 0(A) \ o trennen. Dabei sei der Wertebereich R(7;) im Inneren von 7,. Dann

folgt
p? = (% /M(A . A)*ld/\> (% /w(A - A)HA)
_ (%)2/ / (A= A) (= A)"dpdr

Mit der Resolventengleichung (Bemerkung [1.15)) konnen wir den letzten Ausdruck
in der Form ) — R schreiben, wobei

1 \2 1
= (— —— (A= A) Y dud
@ (27?2') /71 e = A ( )" dp

1 1 1
= — A=A — idx dp )dA
( ) < [mu—)\lxﬂ)

271 " 271
1
= — (A — A)_ld)\ =P,
271 "
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und

1\2 1
R:=— —— (p— A) " rdpd
<2m') /71 yy = A (n )" du

1 1 1
S —A 1(-/ id d)\)d
2mi 72(# ) 270 o e — A 1 a

=0.

Beachte hier, dass R(71) im Inneren von v, liegt, so dass Ind,, (z) = 0 fiir z € R(72)
und Ind,,(z) =1 fiir z € R(y) gilt. O

4.9 Lemma. a) Sei o ein isolierter Teil von o(A). Dann sind Wertebereich R(P,)
und Kern N(P,) beide abgeschlossen, und es gilt die Zerlequng

X = R(P,) ® N(P,).
Beide Rdume sind invariant unter A, und es gilt

o(Alrp,)) = 0, o(Alnp,)) = 0(A) \ 0.
b) Es gllt PU(A) = ldX

Beweis. a) Die Abgeschlossenheit von N(P,) ist klar, da P, stetig ist. Die Abge-
schlossenheit von R(P,) folgt aus R(P,) = N(1—P,). Aus AA—A)"' = (A\-A)71A
fir A € p(A) folgt durch Integration AP, = P, A und damit AP, = P,AP,. Somit
ist AR(P,) C R(P,), d.h. R(P,) ist A-invariant. Dieselbe Uberlegung mit 1 — P,
zeigt, dass auch N(P,) invariant unter A ist. Wegen x = P,x 4+ (1 — B,)z (z € X)
und P,(1 — P,) = 0 erhélt man die direkte Zerlegung in a).

Sei v eine geschlossene Kurve, welche o von 7 := 0(A) \ o trennt. Fiir p ¢ R(7y)
definiere

1 [ 1 !
() = Qm/M—A (A — A)ldx,

Da P, mit A und somit mit (A — A)~! vertauscht, gilt auch S(u)P, = P,S(u), und
die Rdume R(P,) und N(P,) sind S(u)-invariant. Wir erhalten

S —A) = (p—A)S(w)

1 1
= — [ —— (= A)(A— A)ldx
Sl e S CRRICER
1 1 1
- — idy dA+ — [ (A= A)"'dA
omi ) = Axdd g [

B {—1 + P,, falls p im Inneren von R(7y) liegt,

P, sonst.
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Sei nun 4 € C\ ¢ und o.E. sei p aulerhalb von R(7). Dann folgt (1 — A)S(u)x =
S(p)(p—A)x = x fir v € R(P,), d.h. (u— A)|gp,) ist invertierbar. Damit erhalten
wir o(A|r(p,)) C 0. Analog folgt o(A|n(p,)) C 7. Falls andererseits p1 € p(A|gp,)) N
p(Aln(p,)), so ist i — A auf jedem der beiden Teilrdume N(F,) und R(P,) eine
Bijektion und somit auf ganz X bijektiv, d.h. u € p(A). Insgesamt erhalten wir

o(A) Co(Alnwp,)) Uo(Alrep,)) CoUT =0(A).

Also muss iiberall Gleichheit stehen.

b) Wir wenden Teil a) auf ¢ := 0(A) an und erhalten o(A|y(p,)) = 0(A) \ o = 0.
Dies ist aber nur moglich, falls N(P,) = {0}, d.h. fir P, = idx. O

4.10 Lemma. Sei A € L(X) und «y eine geschlossene Kurve, fiir welche o(A) im
Inneren von ~y liegt. Dann gilt fiir jedes komplexe Polynom p die Gleichheit

p(A) = —— / PV — A)~ A,

21

Beweis. Es geniigt, die Gleichheit fiir p(z) = 2" nachzuweisen. Dazu verwende die
Identitat

n—1
AN = AT =AM A= AT =) A
=0
Sei vy eine geschlossene Kurve, welche o(A) einschliet. Dann ist das Integral iiber
die obige Summe gleich Null, da der Integrant holomorph von A abhéngt. Unter
Verwendung von Lemma b) erhilt man daher

A" = A"(QLM, L(A - A)‘ld)\>

1
= A"\ — A)"tdA
T omi .
1
= )\"()\ A) ),
T omi
was zu zeigen war. 0

4.11 Definition (beschrinkter Dunford-Kalkiil). Sei 2 C C ein beschrinktes Ge-
biet und A € L(X) mit o(A) C Q. Sei v eine geschlossene Kurve in C mit Wertebe-
reich R(y) C p(A), welche o(A) einschlieft. Zu f € () definiere

F(A) : zm/f Y — A)~ A
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4.12 Satz. In der Situation von Definition ist f — f(A), H(Q) — L(X) ein

Algebren-Homomorphismus, d.h. eine lineare Abbildung mit

(f9)(A) = f(A)g(A) (f,9 € H(2)).

Beweis. Wegen sup,eg,) |f(A)] < oo ist f(A) € L(X) wohldefiniert. Die Linearitt
von f — f(A) ist klar.

Seien f,g € (X)) und seien vy, 7, zwei Kurven in Q, welche o(A) einschliefen, so
dass R(71) im Inneren von -, liegt. Dann gilt unter Verwendung der Resolventen-
gleichung

HA)g(4) = 2% 2 / fW(A—A)_ldA)(lzg(u)(u—A)‘ldu)
271m /7 Wf(Ag — A) (= A~ dpdA
(

Hierbei ist

da ind,,(A) = 1 fir A € R(y1) gilt. Mit ind., () = 0 fiir 41 € R(72) folgt analog

(1 fNg(w) - _
T2 = (2—7” /71 Wﬁ(u—fl) 1d/.Ld)\—O

b) Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren

Nun ist es das Ziel, auch fiir unbeschrinkte Operatoren einen Funktionalkalkiil zu
entwickeln. Dabei werden sektorielle Operatoren betrachtet.
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4.13 Definition. Sei A: D(A) — X ein linearer Operator mit D(A) = X. Dann
heifit A sektoriell, falls ein Winkel ¢ > 0 existiert mit p(A4) D X, und

sup A — A) ") < oo
AES,

Falls A ein sektorieller Operator ist, so heifit

wa:=sup{p: p(4) DX, /\suzp IAMA = A) M nx) < oo}
€p
der spektrale Winkel von A.

4.14 Lemma. Sei A ein sektorieller Operator in X mit spektralem Winkel pa. Zu
e > 0 definiere
A= (A—e)(1—-cA)™
a) Es gilt A. € L(X), und A, ist invertierbar mit A;' = Ay ..
b) Es gilt p(A:) D X, und fir A € ¥, ist

1 —¢e? </\—|—5 >—1+ €

A—A) = — :
( ) (IT+eX)2\1+eA 1+eA

c) Fir alle ¢ € (0,p4) existiert eine Konstante C = C(p), welche nicht von e
abhdngt, mit
[MA=A)H<C (AeX,, e>0).

d) Fiir e — 0 erhdlt man (A — A.)™' — (A= A)™" in L(X) und Acx — Az (x €
D(A)).

Beweis. a) und b) folgen durch direktes Nachrechnen.

¢) Sei [AA=A)"Y| <M (\eX,). Dann folgt unter Verwendung der Darstellung
in b) die Abschéitzung
1—¢? 1+5A)+‘ 5 )
1+eX)?2 A+e L+eA

M(1 —&?) N 1
[L+eX-[1+5] 142

10— 407 < v

1

R

Da ¢ < m, existiert eine Konstante K, so, dass fiir alle p € X, die Abschitzung
|14+ p| > K, gilt. Angewendet auf y = e\, p = £ € X, bzw. u = é € X, erhalt
man

[0 —A07< o[22 =

ALLES - Kol [
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d) Die Konvergenz der Resolventen sieht man an der Darstellung in b). Fiir die
Konvergenz von A.x verwende

Acxr — Az = —e(1 —cA) 'z (z € D(A)).
Wegen [le(1 —eA) Y| =[|(2 — A)7Y|| < Ce folgt A.x — A, (z € D(A)). O
Wir wollen zu einem sektoriellen Operator A die Funktion f(A) durch einen Dunford-

Kalkiil definieren. Da nun iiber einen unendlich langen Weg integriert werden muss,

muss mariiie Menge der Funktionen einschrinken. Beachte in folgender Definition,
dass C\ X, = {A € C\ {0} : Jarg\| > ¢} = =X, .

4.15 Definition. Sei p € (0,7]. Zu a, 3 € Rund f € s#(C\ X,) definiere
IF117 5 = sup{]A* f(N)] : A € C\Zg, [A] < 1} +sup{ A F (V)] : A € C\Z, [A] > 1}

Man setzt o o
Hap(C\Ep) :={f € HC\X,) : [[f|[5 5 < oo}

und

4.16 Satz (Ein Dunford-Kalkiil fiir sektorielle Operatoren). Sei A ein sektorieller
Operator mit spektralem Winkel @4, und sei ¢ < pa. Fiziere ¥ € (p,¢a) und
betrachte die Kurve

Y i={re™™ 00> >0 U {re” : 0 <r < oo}
Dann definiert

1
27

£(A) / FO)A—A) NN (f € A(C\ )

einen Algebren-Homomorphismus ®4: f — f(A), 4(C\X,) — L(X). Die Abbil-
dung ® 4 ist stetig im Sinn, dass fir alle a, 3 < 0 ein Cyp > 0 existiert mit

I (Dl < Caplfllts (f € H#ap(C\Dy)).

Falls A sektoriell, beschrdankt und invertierbar ist, stimmt die obige Definition mit

dem Dunford-Kalkil aus Definition tiberein.

Fiir f € #(C\X,) gilt ferner f(A.) — f(A) in L(X) fir e — 0, und die Menge
{f(A:) 1€ > 0} C L(X) ist beschrdinkt.
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Beweis. (1) Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Wegen 1) < ¢4 existiert ein
M4 > 0 mit

I =)~ < o (A € Rw)). (4-1)
Nach Lemma c) gilt diese Abschitzung (nach eventueller VergroBerung von
M) auch fiir A, anstelle von A.

Sei f € 4 (C\X,), d.h. es existieren o, 8 < 0 mit f € 5, 3(C\X,). Fiir A € R(vy)
gilt dann
MallFIZ A7 A< L,

A A—A)7Y <
|f( )| ||( ) ” — {MAHf”iWB‘)J_H_ﬁ’ |)\‘ Z 1.

Somit ist

he(N) == Mall FI1Z 5 (I “x <y ) + AT x g (0)

eine integrierbare Majorante von f(\)(A—A)~! auf v,. Da A, ebenfalls der Abschitzung
([4-1)) geniigt, ist ¢y auch eine simultane Majorante von f(A\)(A—A.) ™! fiir alle & > 0.

(ii) Sei zunédchst A sektoriell, beschréankt und invertierbar. Dann ist o(A) C C\ X,
kompakt. Wegen 0 ¢ o(A) existieren r > 0 und R > 0 so, dass o(A) von der Kurve
Ypr.r €ingeschlossen wird, wobei vy, g := rell™ ¥ U [r, Rle™ U Rl U [R, rle ™.
Dies gilt z.B. fiir R > ||A]| und r < [J[A7!]|7L.

Fiir f € #4(C\ X,) gilt nach dem beschrinkten Dunford-Kalkiil

) = [ F0 =)

- 21

Nach dem Cauchy-Integralsatz héingt der Wert des Integrals nicht von r und R ab,
falls 7 hinreichend klein und R hinreichend grof ist. Nach Teil (i) des Beweises ist
f()(- = A)~! auf ~, integrierbar, und wir erhalten im Limes » — 0 und R — oo die
Darstellung

FA) =5 [ FOV - ) tan

(iii) Sei nun A unbeschrénkt. Wir wenden Teil (ii) auf die Approximationen A. an
und erhalten

fA) =5 [ V=49

Nach Lemmalft.14]d) gilt (A—A4.)~! — (A—A)~in L(X) fiir £ > 0. Nach Teil (i) des
Beweises existiert eine integrierbare Majorante hy, d.h. das Integral f(A) € L(X)
ist wohldefiniert, und mit majorisierter Konvergenz folgt f(A.) — f(A) (¢ — 0) in
L(X). Die Definition von h; zeigt auBerdem, dass [|f(A4)| < Copllf|7 5 wie auch
(A < Capll fII7 5 gilt. Insbesondere ist @4 stetig und die Familie {f(A.) : € >
0} € L(X) beschrinkt.
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SchlieBlich gilt (fg)(A:) = f(A:)g(A:) nach Satz und fiir ¢ — 0 erhalten wir
(fg)(A) = f(A)g(A), d.h. &4 ist ein Algebren-Homomorphismus. O

4.17 Definition und Satz. Sei A ein sektorieller Operator mit spektralem Winkel
v, und sei p < 4. Sei

A, (C\S,) = {f € U H5(C\2,) 1 f holomorph an der Stelle 0 fortsetzbar}.

B8<0

Zu f € H,(C\X,) definiere

JoA) == f(A) —-—-
Dann gilt fo € H5(C\ ). Definiere
FA) == fo(A) + f(0)(1 - A)~".
Beweis. Wie etwa der Mittelwertsatz der Differentialrechnung zeigt, ist eine Funk-

tion f € #,(C\ X,) genau dann in % (C \ Z,), wenn f(0) = 0 ist. Dies ist fiir f,
der Fall, also ist fo(A) nach Satz definiert. O

4.18 Satz. Sei A ein sektorieller Operator mit spektralem Winkel p 4, und sei p <
wa. Betrachte fir vy € (p,pa) und § > 0 die Kurve
Yoo := (00,8]e”™ U del=¥¥ U [6, 00)e™

(,Schliissellochweg®). Dann gilt fiir hinreichend kleines § > 0 die Gleichheit
1 - _
) =5 [ FNO= AN (€ A(C\E,)
T Sy s

Die Abbildung ®: #,(C\X,) — L(X), f > f(A) ist wohldefiniert und ein Algebra-
Homomorphismus. Die Konvergenzaussagen von Satz gelten analog.

Beweis. Wir approximieren wieder den Operator A durch A.. Nach dem Cauchy-
schen Integralsatz gilt

fA) =5 [ FOVO - 4

1
27

/ FOVA — Al
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1 B 1 B )
= 2—m./wé fo()(A = AL) 1d)\+2_m/w,af(0)(l_)\) A= A)ld

= / JoNO = A) A+ F(0)(1 — A
= fo(A:) + f(0)(1 — A) 7"

Falls § so klein ist, dass f in B(0,6) holomorph (fortsetzbar) ist, so folgt durch
Grenzwert ¢ — 0:
1 _ _
o | T A) AN = fo(4) £ SO - ) = f(A),
T Sy s
Beachte hierbei, dass f(-)(- — A)~! auf v, s integrierbar ist. Wie im Beweis von

Satz folgen die Konvergenzaussagen von f(A.) gegen f(A) und damit die Mul-
tiplikativitat von ® aus der Gleichheit (fg)(A:) = f(A)g(A:). O

4.19 Korollar. a) Sei A sektorieller Operator mit Winkel ¢4 > 0. Fir p € ¥,
qilt
—A) = [ o
2w s A= 1
b) Sei A sektorieller Operator mit Winkel a1 € (Z

2.7, und sei ¥ € (0,04 — 3).
Dann ist fiir z € ¥y der Operator

1
exp(zA) = . e\ — A)7ld\ € L(X)
V.6

wohldefiniert. Es gilt
exp(z14) exp(22A4) = exp((z1 + 22)A) (21,22 € Ey).

Die Abbildung z — exp(zA), Xy — L(X) ist holomorph.

Beweis. a) Die Funktion A — /\Tlu gehort zu %, (C\ 3,), wobei ¢ < a4 so grof
gewahlt wird, dass p € X, gilt. Damit folgt die Aussage aus Satz (beachte, dass
(u—A)t— (n—A)7! fiir e — 0).

b) Wihle ¢ € (0 + Z,94). Fiir z € &y gilt dann A — e** € #,(C\ ), und die
Wohldefiniertheit und die Multiplikativitéit folgen aus Satz Zum Nachweis der
Holomorphie beachte man, dass A — Ae**(A — A)~! {iber ~, s integrierbar ist. Nach
dem Satz iiber parameterabhédngige Integrale existiert also die komplexe Ableitung

4 exp(2A) € L(X) fiir alle z € By, d.h. exp(-A) ist holomorph. O
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c) Generatoren holomorpher Halbgruppen

4.20 Bemerkung. (i) Fiir holomorphe Halbgruppen gilt AT'(t) = 4T'(t) € L(X)
fiir alle £ > 0. Dies impliziert

T(t)r € D(A), z€X,t>0. (4-2)

Damit folgt bereits T'(t)x € D(A¥) fiir alle x € X,t > 0,k € N, wegen

AT (1) = AP [T <£)} e [AT (%)} .

(ii) Halbgruppen T' mit der Eigenschaft nennt man differenzierbar. Es gilt T’
holomorph = T differenzierbar, i.a. jedoch nicht die Umkehrung. Differenzierbare
(und insbesondere holomorphe) Halbgruppen haben i.d.R. glittende Eigenschaften,
wie sie z.B. bei der Warmeleitungsgleichung auftreten.

Man erhélt folgende Charakterisierung fiir holomorphe Halbgruppen.
4.21 Satz. Sei X ein Banachraum, A : D(A) — X linear. Aquivalent sind:

(i) A erzeugt eine beschrinkte holomorphe Cy-Halbgruppe T auf X vom Winkel
v € (0,%].

(ii) A ist sektoriell mit spektralem Winkel o4 >0 + 7.

Beweis. (i) = (ii). Sei ¥ € (0,9). Fiir o € (—,9) definiere S(t) := T (exp(ia)t) (t >
0). Nach Lemma (i) und (ii) ist S eine Cp-Halbgruppe ist. Sei B ihr Erzeuger,

dann gilt © € D(B) genau dann, wenn lim; w
valent dazu, dass lim;_,o % existiert. Nach Lemma (iii) ist dies genau

dann der Fall, wenn z € D(A). Also ist D(A) = D(B) und B = exp(ia)A.
Aus Theorem [3.3| folgt (0, 00) C p(exp(ic)A) und

existiert. Dies ist aber dqui-

(A —eA) ! = /000 exp(—=At)T(e"t)dt (X > 0). (4-3)

Nach Voraussetzung existiert eine Konstante M = M (¢}) mit
1T e = M (2 € 2p).
Wegen
/ Jexp(-M)] [T Hlde < = (ReA>0) (4-4)
0

>~
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ist das Integral auf der rechten Seite von (4-3) sogar fiir alle A\ € ¥/, konvergent
und dort eine holomorphe Funktion von A. Damit erhalten wir p(e®A) D )
(Ubungsaufgabe).

Insgesamt haben wir e\ € p(A) fiir alle |a| < ¢ und alle \ € S, dh Xg, 0 D
p(A). Fir alle A € 5, _, folgt wegen Re A > C[A| und ( (4-4) die Abschitzung

).

sup{[A(A = A) 7 s A €Ty} <oo (b E(0,0+ 5

Da ¥ < 9 beliebig war, ist A sektoriell mit Winkel o4 > 9 + 7.
(ii) = (i). Sei z € Xy. Wihle ¢, ¢ mit T + |argz| < ¢ < 1) < ¢4 und definiere

1
27m

T(z) :=exp(zA) := (A — Al

Y,8

Da )\ — ¢** in ganz C holomorph ist, kann man hier § > 0 beliebig wihlen. Nach
Korollar ist T': ¥y — L(X) holomorph und erfiillt die Funktionalgleichung. Da
A = CeMmax{|A|71, 1} mit einer Konstanten C' > 0 ein integrierbare Majorante
von eM(\ — A)~! auf v, 5 ist, folgt

sup{[|T(2)[| : 2 € Xy} <00 (¢ € (0,7)).

Wir zeigen nun, dass 7' stark stetig ist. Seien z € D(A) und z > 0. Es gilt A\(\ —
At =T+ A= A)71 also

1 e>\z /\z
T = — d\ + — A — AP Axd)
Cr=gmi | x0T an [ Ao A
1 6)\2
— A)tA
x + = 3 (A ) AxdA

Wir schétzen das letzte Integral auf jeder Wegstrecke ab, wobei wir § := % wiéhlen.
Mit der Parametrisierung A\ = re®, ¢ € [§, 0), erhalten wir

)\z
H/ (A= A)Arap| < / [0 i Ayt agar
[271,00)ei¥

r

Wegen ¢ > 7 existiert eine positive Konstante ¢ mit Re(Az) < —c|A|z (arg A = ¥).
Damit erhalten wir |exp(rze®)| < exp(—crz) (r > 0). Eingesetzt erhalten wir unter
Verwendung der Resolventenabschitzung ||(A — A)7'|| < M|\|~! die Abschiitzung

[e8) i oo —czr )
/ —’eXp(me e A)‘leHdrg/ C(re™ — A) " Axdr

-1 T

SM/GZHMWT
z—1 T
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:Mz/ C_ds|lAz]| -0 (z—0).
1 S

Bei der letzten Gleichheit wurde s = zr substituiert. Analog erhalten wir

)\z
/ X A—A)TAzdN — 0 (2 —0).
(c0,d8]le— ¥

Fiir den Bogen 2~ 'el=®+¥] wihlen wir die Parametrisierung A = 2~ '€, a € [—1, ]
Damit ist

H/ —i, i)

P
) 1AdiH / lexp(z1e2)] ||(z 1 — A)~' Az|/da
P

¥ ,
< Mz/ |exp(e'®)|da | Az|| — 0 (2 — 0).
-9
Insgesamt erhalten wir T'(z)x — 2 — 0 (z — 0) fiir alle 2 € D(A). Da D(A) dicht in

X ist, ist T' stark stetig.

Nach dem bisher Bewiesenen ist 1" eine Cy-Halbgruppe. Es bleibt noch zu zeigen,
dass T von A erzeugt wird. Mit majorisierter Konvergenz erhalten wir

d 1

—T(2)r = — MAN — A)Lzd)
dz (2) 210 )y, 5 A )
1 1
— eMrd\ —— AN — A)"rzd)
27m o5 2me os
v, ,

=0
ergibt. Sei nun B der Generator von 7. Ist x € D(A), so folgt

d |z |—0

dzT( 2)e =T(z)Ax Az.

Daher gilt D(A) C D(B) und Ax = Bz fiir alle z € D(A). Wegen 1 € p(A) N p(B)
ist deshalb A = B. O

4.22 Beispiele. a) Der Laplaceoperator in L*(R™) hat nach Beispiel die Resol-

vente )
A=At =gt T
(A=4) e

Fiir Winkel ¢ € (0, 7) konnen wir abschétzen

1 _ 1 Cy
A+ 1€ \/(Re)\+]£\2)2+(1m>\)2 A
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Aus dem Satz von Plancherel (Unitaritét von %) folgt
IAA=A) M) <Cp (AED,),

also ist A der Generator einer beschrinkten holomorphen Cy-Halbgruppe auf L?(R")
vom Winkel 7.

b) Der Schrédingeroperator A in L?(R") erzeugt nach Bemerkung eine Cjy-
Gruppe, insbesondere sind alle T'(¢) invertierbar mit Inversem 7'(—t). Daher kann
es nicht sein, dass

T(t)u € D(A) (u € L*(R™),t > 0).

Das bedeutet T ist weder differenzierbar noch holomorph. Das kann man sich auch
daran klarmachen, dass das Spektrum o (iA) gerade durch Rotation um ¢ = exp(im/2)
aus 0(A) = {x € R : z < 0} hervorgeht. Man findet keine in die linke Halbebene
(negativer Realteile) hineinreichende Sektoren, die in p(iA) liegen.

Wir wollen auch noch die folgende, fiir Anwendungen wichtige, reelle Carakterisie-
rung holomorpher Halbgruppen zeigen.

4.23 Satz. Sei A der Generator einer beschrdnkten Cy-Halbgruppe T auf dem Ba-
nachraum X . Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) T ist beschrinkte holomorphe Cy-Halbgruppe,

(1) T ist differenzierbar und sup,s |[tAT(t)||Lx) < oo.

Beweis. (1) = (ii). Nach Bemerkung ist T differenzierbar mit 77(¢t) =
AT(t) € L(X). Wie im Beweis von Satz wihlen wir ¢, mit § < ¢ <9 < pa.
Fiir festes t > 0 gilt dann f(\) := AeM € J,(C\X,), und wegen f(A.) — f(A) (e —
0) folgt
1
AT (t) = —/ AeM(\N — A)7td.
2mi Sy, s

Wieder konnen wir 6 > 0 beliebig wihlen, da der Integrand eine ganze Funktion ist.
Wir setzen § := ¢t~! und erhalten mit einer Konstanten ¢ > 0 die Abschiitzung

JAT (@)l < O / e L / expl(e)ldar)

t-1 —y
<c (1+ 2¢exp(1)) _¢
t t t

Daraus folgt sup,. [|[tAT(t)||L(x) < 00.
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(ii) = (i). Wie in Bemerkung [4.20| sieht man T'(t)X C D(A*) (t > 0,k € N).
Wegen 7" = (AT) = AT' = A>T € L(X) existiert die Ableitung %T(t) in L(X),

und es gilt
k

il (t)=A"T(t) (t>0.k€EN).

Die Taylor-Formel mit Integraldarstellung des Restgliedes Ry liefert fiir ¢ > 0 und
h € R mit |h| <t

1 t+h
T(t+h)= Zk_ ﬁ/t (t+h —s)NTWH (5)ds.

Mit der Voraussetzung |tAT(t)||rx) < M und der Stirlingschen Formel n" <

exp(n)n! folgt
AN t\1"
TOWl) = 14T 0o = () |[5a7 (3]

t

(Mk)k (Me)k
< (Z2E) < (=) k.
t t

In obiges Integral eingesetzt erhélt man

1 t+h
| / (t+ B — )NV (5)ds
- Jt

gﬁ/ |t—|—h—s|N<—e) (N +1)!ds
. t 8

L(X)

Me \ Nt
< (N+1
<@+ (1 )
Sei nun ¢ < 1 und h € R mit |h] < 325 Dann gilt
h) Me qtMe B qtMe
E— 1B = (Me+ D)(t— y&y) Metvt—qt ~ 7

und somit konvergiert das Restglied der Taylorreihe gegen 0. Fiir solche h existiert
daher die Taylorreihe und es gilt

T(t+h)= Zk'T(k

Wegen |T® (@) < (Me)k k! konvergiert die Reihe aber auch fiir h € C mit |h
TP +1 Daher besitzt T' eine analytische Fortsetzung auf den Sektor X, mit ¢

arctan (Me+1). Sei nun ¢ € (0, ). Fiir z € 35 gilt (mit einem ¢ € (0, 1)),

A

mz anz=q-t q
an = - tan = .
Rez — v=4 14 Me—+1
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und damit
Im z

Rez
Wir schreiben z = Rez +iIm 2z = ¢t 4+ ¢h und erhalten

(Me+1)<g<1 (z€%3).

Mek <& 1
IT(2)| £cx) HJ (t+2h)H S k§0h ( ; > < kgoq “1-q (z =t+ih € Ep)

Also ist T': ¥, — L(X) beschriankte holomorphe Cy-Halbgruppe. O

d) Das inhomogene Cauchy-Problem

Sei nun A der Generator einer beschrankten Cy-Halbgruppe (exp(tA));>o auf dem
Banachraum X. Betrachte das inhomogene Cauchy - Problem

u(t) — Au(t) = f(t), te(0,7),
(ICP) { u(0) = zeX,

Zunachst wollen wir geeignete Losungsbegriffe einfiihren.

4.24 Definition. Sei T' > 0, z € X und f € C’((O,T),X). Eine Funktion u :
[0,T) — X heifit klassische Lisung von (ICP)y,,, falls

(i) we C([0,T),X)NC*((0,T),X)NC((0,T), D(A)),
(i) wl1ost (ICP)y,.

4.25 Bemerkung. Gilt f = 0, dann folgt aus der Holomorphie von (exp(tA)) =0
sofort (i) fiir u(t) = exp(tA)z. Weiterhin gilt exp(tA)r — x fiir ¢ — 0, und nach
Bemerkung [4.20| gilt AT'(t) = T'(t) € L(X) fiir t > 0, d.h. u ist eine klassische
Losung zu (ICP)g.

4.26 Satz (Variation der Konstanten-Formel). Seiz € X, T > 0 und f € L'((0,T), X )N
C((0,T),X). Ist u eine klassische Lésung zu (ICP);,, dann gilt

u(t) = exp(tA)x + /Ot exp((t — s)A) f(s)ds , t e (0,7). (4-5)

Beweis. Betrachte die Hilfsfunktion

v(s) = exp((t — s)A)u(s) , 0<s<t.
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Dann gilt v € C([0,7), X) N C*((0,7),X) NC((0,T),D(A)) und

o(s) = —Aexp((t — s)A)u(s) + Aexp((t — s)A)u(s) + exp((t — s)A) f(s)
= exp((t — s)A) f(s).

Aulerdem, v(0) = exp(tA)zr und u(t) = v(t). Fiir ¢ > 0 egibt sich

u(t) =v(t) =v(e) + / (jxp((t — s)A)f(des

g

et ((01),x)

Der Grenziibergang ¢ — 0 liefert die Behauptung. O

4.27 Bemerkung. Ist f gegeben wie in Satz [4.26] impliziert dieser Satz auch die
Eindeutigkeit von klassischen Losungen.

4.28 Definition. Sei X ein Banachraum, f € Ll((O,T),X), x € X. Dann heifit u
eine milde Losung zu (ICP)y,, falls u (4-5) erfiillt.

Fiir milde Losungen gilt offensichtlich u € C ([O, T), X ) , jedoch miissen milde Losun-
gen i.a. keine klassischen Losungen sein.

4.29 Satz. Sei X ein Banachraum, r € X, f € C’([O,T),X) und u eine milde
Losung zu (ICP)y,. Dann sind dquivalent:

(1) w ist klassische Losung.
(i) w € C((0,T), D(A)).
(iii) w € C*((0,T), X).

Beweis. Klar sind (i) = (ii) sowie (i) = (iii).

(ii) = (i). Sei u eine milde Losung. Man erhélt
t t t s
/ u(s)ds:/ exp(sA)xds—l—/ / exp((s — r)A) f(r)drds
0 0 o Jo
¢ t ot
:/ exp(sA):z:ds—i—/ / exp((s — r)A) f(r)dsdr
N R
:/ exp(sA)szs—{—// exp(cdA) f(r)dodr
0 o Jo
Wegen Lemma [2.10] (ii) gilt

A/O B exp(cA) f(r)do = exp((t — r)A) f(r) — f(r) € C([0,1], X),
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letzteres beziiglich r. Nach Lemma 148t sich der abgeschlossene Operator A ins
Integral ziehen, d.h. man hat

A/Ot /Ot_rexp(crA)f(r)dcrdT: /Otexp((t—r)A)f(r)dr—/Otf(r)dr

Aus der obigen Formel ergibt sich somit fot u(s)ds € D(A) und

A /Ot u(s)ds = —x + exp(tA)z + /Ot exp((t —r)A) f(r)dr — /Ot f(r)dr,

d.h. insgesamt

¢ ¢
u(t):m+A/ u(s)ds+/f(r)dr, 0<t<T.
0 0
Ist nun u € C'((0,T), D(A)), dann folgt aus Lemma dass

u u t+h t+h _—
(t+h})b ) _ %/t Au(s)ds + %/t f(r)dr — Au(t) + f(t).  (4-6)

Also existiert @(t) und es gilt u(t) = Au(t) + f(¢) fir t € [0,T), d.h. u ist klassische
Losung.
(iii) = (i). Gilt w € C'((0,T), X), dann existiert die linke Seite von (4-6) und

somit konvergiert A% ftHhu(s)ds fir h — 0 in X. Wiederum aus der Abgeschlos-

senheit von A folgt schliellich auch hier Au(t) = u(t) — f(¢) fiir t € (0, 7). O

4.30 Korollar. Seienz € X und f € C((0,T), X). Gilt zusitzlich f € C([0,T), D(A)),
dann ist

u(t) = exp(tA)x + /0 exp((t — s)A) f(s)ds

die eindeutige klassische Losung zu (ICP)¢ .

Beweis. Es gilt
(5 — exp((t — 5)A)f(s)> e (0,1, D(A)).

Mit Lemma [1.24] erhalt man
t

t t/2
A/O exp((t—s)A) f(s)ds :/0 Aexp((t—s)A)f(s)ds+/t/2 exp((t—s)A)Af(s)ds.

Daraus ergibt sich
t
A / exp((t — s)A) f(s)ds € C((0,T), X)
0
und somit u € C((0,T); D(A)), d.h. u ist nach Satz klassische Losung. O

© Robert Denk, Jiirgen Saal 18. 7. 2007



4. Holomorphe Halbgruppen und holomorpher Funktionalkalkiil 55

Auch die Voraussetzung f € C(]0,7]; X) reicht i.a. nicht um die Existenz einer
klassischen Losung zu garantieren. Es geniigt allerdings, wenn man z.B. minimal
starkere Regularitédtsvoraussetzungen in der Zeit annimmt. Der Vollstandigkeit hal-
ber wollen zum Abschluss dieses Kapitels noch ein solches Resultat zitieren. Da wir
dies im folgenden nicht benétigen, verzichten wir hier auf den Beweis.

4.31 Satz. Sei X Banachraum, x € X, a € (0,1) und f € C’O‘((O,T),X). Dann ist
die durch (-5)) definierte Funktion u die eindeutige klassische Losung zu (ICP)g .

Ein Beweis findet sich z.B. in [4].
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5. Anwendungen auf lineare Gleichungen im
Hilbertraum

5.1 Worum geht’s? Inzwischen kennen wir wichtige Charakterisierungen fiir Ge-
neratoren von Cy-Halbgruppen. Da ein Operator genau dann eine Cy-Halbgruppe
erzeugt, wenn das zugehorige Cauchy-Problem klassisch wohlgestellt ist, sind die
Eigenschaften konkreter Operatoren wesentlich fiir das Losen partieller Differential-
gleichungen. In diesem Abschnitt werden einige Beispiele partieller Differentialglei-
chungen aus der Sichtweise der Halbgruppentheorie diskutiert.

a) Adjungierte Operatoren und der Satz von Stone

Bevor wir zu konkreten Gleichungen kommen, lohnt es sich einige Resultate aus der
Hilbertraumtheorie bereitzustellen.

5.2 Bemerkung (adjungierte Operatoren). a) Wir wiederholen hier die Begriffe
des adjungierten Operators. Sei X ein Banachraum, A : D(A) — X linear mit
D(A) = X. Die Banachraum-Adjungierte A’: D(A’) — X' ist definiert durch

D(A) := {x' eX':3y eX'Vee DA):2'(Ax) = y’(gv)}7 Ar =y

Man beachte, dass durch die Dichtheit von D(A) der Wert von A’z" wohldefiniert
ist.

Falls H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -) ist, liefert der Satz von Riesz einen
isometrischen, konjugiert linearen Isomorphismus H — H’. Damit definiert man die
Hilbertraum-Adjungierte A*: H O D(A*) — H eines dicht definierten Operators A
durch

D(AY) = {a" € H:3y € XV D(A): (Az,a") = (0,9} ], Aa" =y
b) Ein dicht definierter Operator A in einem Hilbertraum H heifit

e selbstadjungiert, falls A = A*,
e symmetrisch, falls A C A*,

e schief-selbstadjungiert, falls A* = — A.
Man beachte, dass die Gleichheit von Operatoren insbesondere die Gleichheit der
Definitionsbereiche voraussetzt. Man sieht sofort, dass ein Operator A genau dann

schief-selbstadjungiert ist, falls 1A selbstadjungiert ist.
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c) Ein beschrinkter Operator B € L(H) in einem Hilbertraum H heifit unitér,
falls B invertierbar ist und B* = B! gilt. Eine Cy-Gruppe (T'(t))i>0 heiit unitére
Gruppe, falls T'(t) fiir jedes ¢ > 0 unitér ist. In diesem Fall gilt T'(¢)* = T(¢)™' =
T(—t), wobei die letzte Gleichheit aus der Gruppeneigenschaft folgt. Im Beweis von
Satz haben wir gesehen, dass die Cy-Halbgruppe (7'(—t));>0 von —A erzeugt
wird.

5.3 Beispiel. Sei A gegeben durch A = £ in IP(R), 1 < p < oo, D(A) = W'*(R).
Dann ist der adjungierte Operator A’ gegeben durch A’ = —A in L” (R), wobei
L+ L =1und D(A) = W' (R).

5.4 Beispiel. a) A = A in L*(R") mit D(A) = H?*(R") ist selbstadjungiert
(Ubungsaufgabe).

b) Der Schrédingeroperator A, = ¢A in L*(R™) mit D(As) = H?*(R") ist schief -
selbstadjungiert. Wegen
exp(iAt)* = (Fexp(il€|*t)F)" = F ' exp(—il€|*t)F = exp(—iAt) = exp(iAt)~"

erzeugt A, eine unitdre Gruppe.

Das letzte Beispiel ldsst sich abstrakt verallgemeinern. Dazu brauchen wir noch
einige Aussagen iiber den adjungierten Operator.

5.5 Bemerkung. a) Falls X reflexiv ist und A ein dicht definierter und abgeschlos-
sener linearer Operator ist, so ist A" ebenfalls dicht definiert.

b) Sei A der Generator einer Cy-Halbgruppe 7" auf dem Banachraum X.

(i) Die Familie (77(t))i>0 C L(X’), definiert durch 7'(¢t) := (T'(¢))" (¢t > 0),
erfiillt die Halbgruppen-Eigenschaften bis auf die starke Stetigkeit.

(i) Ist die Familie 7" stark stetig, dann wird sie durch A’ generiert.

5.6 Satz (Stone '32). Sei H ein Hilbertraum und A : D(A) — H linear mit
D(A) = H. Dann ist A genau dann Generator einer unitiren Gruppe, wenn A
schief-selbstadjungiert ist.

Beweis. (i) Sei A Generator einer unitaren Gruppe. Es gilt
T(—t)r—x T*t)z—x
t B t

also existiert fiir £ — 0 der linke Grenzwert genau dann, wenn der rechte existiert.
Nach Bemerkung [5.2) wird (T'(—t)):>o von —A erzeugt. Wegen T*(t) = T'(—t) ist T*
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ebenfalls stark stetig, und nach Bemerkung |5.5| (ii) wird 7* von A* erzeugt. Damit
ergibt sich D(A) = D(A*) und —Az = A*z (x € D(A)).

(ii) Sei nun A = —A*. Dann folgt fiir alle x = D(A) die Gleichheit (Az,z) =
—(z, Ax) = —(Ax, x) und damit

Re(Az,z) = —Re(A*z,2) =0 (z € D(A) = D(AY)),

d.h. A und —A = A* sind beide dissipativ. Nach Lemma [3.16] (i) gilt ||(I — A)z| >
|z|| (x € D(A)), analog fiir A*. Daher ist I — A injektiv und R(I — A) ist abge-
schlossen (vgl. Beweis von Satz [3.16]). Wegen R(I — A) = N (I — A*)* folgt 1 € p(A)
und analog 1 € p(A*). Damit erzeugen nach dem Satz von Lumer-Phillips sowohl A

als auch —A = A* eine Cy-Kontraktionshalbgruppe, d.h. A erzeugt eine Cy-Gruppe
T auf H.

Es bleibt noch T*(t) = T'(—t) zu zeigen. Sei Ty (t) = exp(tAy) mit Yosida-Approximand
Av=A(1- %A)fl. Dann ergibt sich

(1°(0)2 ) = (@, T(2)y) = Jim (. Tu(t)y) = Jim 3" 2o, ALy)

k—o0 k—o0

o=t . SN
=i 2 A ) = ,}LIEO<(ZZ i) e

= lim <T*(t)l’,y> = ;}LI&(T’“(_t)x’w = <T(—t)l’,y> (C(I,y € H)

k—o0

]

5.7 Bemerkung. a) Man kénnte im Beweis des letzten Satzes, Teil (ii), auch ver-
suchen zu zeigen, dass T stark stetig ist. Dann folgt 7*(t) = T'(—t) nach Satz [2.13]
und Bemerkung 5.5 (ii).

b) Eine dquivalente Formulierung des Satzes von Stone lautet: Sei (T'(¢));>¢ eine
unitédre starkstetige Gruppe in einem Hilbertraum H. Dann existiert ein selbstad-
jungierter Operator A in H mit T'(t) = exp(itA) (t € R).

Ein niitzliches Mittel, um die Range-Bedingung im Theorem von Lumer und Phillips
nachzurechnen, ist folgende Satz.

5.8 Satz (Lax und Milgram). Sei H ein separabler Hilbertraum und a : Hx H — C
eine hermitesche Sesquilinearform. Weiterhin sei a beschrinkt und streng koerzitiv,
d.h. es gelte

(i) Es existiert ein C' > 0 mit |a(u,v)| < Cllul|||v] (v,v € H).
(ii) Es ezistiert ein 6 > 0 mit a(u,u) > d||lul]* (v € H).

Dann existiert fir alle f € H ein eindeutiges uy € H mit a(uyg,v) = (f,v) (ve H).
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b) Die Wirmeleitungsgleichung in L?(2, C)

Sei 2 C R™ ein Gebiet. Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung mit Dirichlet-
Randbedingungen auf €2

ug—Au=0 in Ry x
(WLG) u=0 auf R, x 0Q,
Ulimo = ug  in Q,ug € L*(Q,C).

Dabei ist ug € L*(€2;C) gegeben. Die L? - Realisierung des Laplaceoperators mit
Dirichlet-Randbedingungen ist gegeben durch

Ap:=A,  D(Ap) = {u € HY(Q) : Au e L2(Q)}.

5.9 Satz. Der Operator Ap erzeugt eine Cy-Kontraktionshalbgruppe auf L*(). Ins-
besondere ist (WLG) wohlgestellt, und somit existiert zu jedem uy € D(Ap) genau
eine klassische Lisung u.

Beweis. Wegen 2(2) C D(Ap) ist Ap dicht definiert. Ferner gilt

<ADU7 U>L2(Q) = /

[ (duymde = / VuVuds = —|Vul2sq (4 € D(Ap)),

Q
und somit ist Ap dissipativ. Die zu 1 — Ap assoziierte Sesquilinearform a: H}(Q) x
H}(Q2) — C ist gegeben durch
CL('LL, U) = <U7U>L2(Q) + <VU, V,U>L2(Q) = <u7 U>H1-
Zu f € L*(Q) betrachte die Abbildung
Fr: HY(Q) = C, u— (u, f)r2()-
Wegen
[, )20 < Nl flleze) < lullmollull2e@
ist Fy € (H}(Q2))'. Nach dem Satz von Lax und Milgram (oder dem Satz von Riesz

iiber den Dualraum von Hilbertrdumen) folgt, dass zu jedem f € H} () genau ein
up € H}(Q) existiert mit

a(ug,v) = (f,v)m@) (v € Hy(Q)).

Wé&hlt man hier speziell v € Z(Q), so gilt nach Definition der distributionellen
Ableitung

(1—=Aus=f in2'(Q).
Wegen u, f € L*(Q) folgt Auy € L*(Q2) und damit uy € D(Ap). Da f € L*(Q)
beliebig war, ist 1 — Ap surjektiv. Nach dem Theorem von Lumer und Phillips
erzeugt Ap somit eine Cp-Kontraktionshalbgruppe auf L?(2). Damit ist (WLG)
klassisch wohlgestellt. O]
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5.10 Bemerkung. a) Wir werden dieses Ergebnis spéter noch deutlich verbessern.

b) Falls Falls 02 geniigend glatt ist (z.B. Lipschitz), dann gilt

D(Ap) = HY(Q) N H(9).

5.11 Bemerkung. a) Das analoge Resultat gilt, wenn A durch A := div(aV)
ersetzt wird, wobei a € C(Ry, C*(Q)) mit a(t,z) > 4§ ((t,z) € (0,00) x Q). Dies
zeigt man unter Verwendung des Satzes von Lax-Milgram.

b) Mit Verallgemeinerungen des Satzes von Lax und Milgram kann ein entsprechen-
des Resultat fiir gewisse nicht-symmetrische A erhalten werden.

¢) Auch fiir Neumann-Randbedingungen, d.h. fiir den Operator Ay = A mit D(Ay) :=
{u € H*(Q) : d,u

= 0}, wobei 0f) glatt und v dufleres Normalenfeld, kann ein
o0

= (0 zu verstehen im
80

entsprechendes Resultat gezeigt werden. Hierbei ist 0,u

Sinne von

(Au, ) 120) = —(Vu, Vo) (p € H'(Q)).

c) Die Schrédingergleichung in L?((2, C)

Sei Q C R™ ein Gebiet. Wir betrachten

up—itAu=0 inR, xQ,
(SG) u=0 auf R, x 0Q,

U‘t:(] = U in Q.
Die L?-Realisierung des Schrédingeroperators ist gegeben durch

A, :=iA, D(A,) = D(Ap).

5.12 Satz. Der Schridinger-Operator A, erzeugt in L*(R™) eine starkstetige unitire
Gruppe. Insbesondere ist (SG) wohlgestellt.

Beweis. Wegen (Apu,v) = (u, Apv) fir u,v € D(Ap) ist Ap symmetrisch. Aus
der Surjektivitdt von 1 — Ap folgt die Injektivitat von I — A}, = (I — Ap)*. Wir
wissen bereits, dass 1 — Ap surjektiv ist. Wegen N((1—Ap)*) = [R(1—Ap)]* folgt
die Injektivitdt von 1 — A%,.

Wir haben somit 1 — A}, D 1 — Ap, der Operator 1 — A}, ist injektiv und 1 — Ap
surjektiv. Daraus folgt D(Ap) = D(A%,), d.h. Ap ist selbstadjungiert. Somit ist A
schief-selbstadjungiert, und die Behauptung folgt aus dem Satz von Stone. O
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Der folgende Satz zeigt, dass iiberraschenderweise der Schrodinger-Operator in LP(R™)
keine Cy-Halbgruppe erzeugt.

5.13 Satz (Hormander '60). Sei 1l < p < oo. Dann erzeugt der Schrédingeroperator
Ag genau dann eine Co-Halbgruppe auf LP(R™), wenn p = 2. Insbesondere ist (SG)
in LP(R™) fiir p # 2 nicht wohlgestellt.

Ein Beweis findet sich z.B. in [4].

d) Die Wellengleichung: L>-Theorie

Sei (2 C R™ ein Gebiet. Wir betrachten zunéchst die um 1 verschobene Wellenglei-
chung
wy — (A—1w=0 inR; xQ,
w= 0 auf Ry x 09,
w|t=0 =wp in Qa
wt’t:() = W1 in €.

(WG)

Dabei sei wg € H}(Q,R) und w; € L*(2,R). Man transformiert (WG) auf ein
System erster Ordnung in der Zeit durch die Definitionen u; := w und us := wy.
Das zugehorige System erster Ordnung lautet somit

w= ()= () = (e ) = (ol o)

Dies gibt Anlass zur Definition des Operators

0 1
AU:(A—l O)u

im Hilbertraum H := H}(Q;R) x L*(Q; R) mit dem Skalarprodukt

(5w =, '>H1(Q;R) + (-, ')LQ(Q;R)a
wobei der Definitionsbereich durch D(A) := D(Ap) x Hg(;R) C H gegeben ist.
5.14 Satz. Der oben definierte Operator A erzeugt eine Cy-Kontraktionshalbgruppe

auf Hy(R) x L*(Q;R). Insbesondere besitzt (WG) fiir jedes (%) € D(A) eine
eindeutige klassische Lésung.

Beweis. Es gilt

i ={( " 3) () (1)),
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= (ug,u1) g1 + ((A — D)ug, ug) g2
= (ug,u1) 2 + (Vug, Vug) 2 — (Vug, Vug) 2 — (ug, ug) 2 = 0.

Dabher ist A ist dissipativ. Wir rechnen nach, dass 1— A surjektiv ist. Dazu sei f € H
gegeben. Wir suchen u mit

(1—A)u= (Uz _UEA_ELQQM) B G;) '

Dies ist dquivalent zu den Bedingungen
up =uy — f1, 2u; —Auy = fi+ fo.

Da Ap Generator einer Cy - Kontraktionshalbgruppe ist (Satz[5.9), folgt 2 € p(Ap).
Daher existiert genau ein u; € D(Ap) mit 2u; — Auy = fi1+ fo. Mit ug :=uy — f1 €
Hi (4 R) gilt (1 — A)u = f, d.h. 1 — A ist surjektiv. Nach dem Satz von Lumer-
Phillips erzeugt A eine Cy-Kontraktionshalbgruppe auf H}(Q) x L?(Q). Also ist die
erste Komponente des Vektors exp(tA) @(1)) die eindeutige Losung zu (WG). O

5.15 Bemerkung. a) Der Operator —A ist ebenfalls dissipativ und —A — 1 ist
surjektiv. Daher erzeugt nach dem Satz von Lumer-Phillips auch —A eine Cjy-
Kontraktionshalbgruppe. Somit generiert A eine Cyp-Kontraktionsgruppe auf Hg (£2) x
L*(Q).

b) Die eigentliche Wellengleichung fiithrt zum Operator A= ( 2 (1) ) Dieser

erzeugt eine Cy-Gruppe, die allerdings nicht kontraktiv ist. Hierauf werden wir spéter
im Kapitel iiber Storungstheorie zuriickkommen.

e) Die Stokesgleichung in L*(, R")

Sei (2 C R™ ein Gebiet. Die Stokesgleichung ist gegeben durch das System

u—Au+Vp=0 1in R, xQ,
divu=0 in R, x
u= 0 auf R, x99Q,
Ulpmo = up in L

(5G)

Unbekannt ist hier nicht nur das Geschwindigkeitsfeld u : 2 — R", sondern auch der
Druck p : 2 — R. Um Resultate der Halbgruppentheorie anwenden zu kénnen, muss
zundchst (SG) ein Grundraum sowie ein geeigneter Operator zugeordnet werden.
Unter der Annahme, dass eine geniigend glatte Losung existiert, ergibt sich

0 = (div u)|s=o = div (u|t=0) = div uy.
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Um die Wohlgestelltheit zu garantieren, muss also a priori schon divuy, = 0 vor-
ausgesetzt werden. Diese Bedingung nimmt man daher schon in die Definition des
Grundraums auf. Dies ist die Motivation der folgenden Definition.

5.16 Definition. a) Sei #'(Q;R) := {v € LL (% R) : Vv € L*(Q;R)}. Definiere

loc

auf S HO;R) die Aquivz}lenzrelation u ~ v < u—ov = const. Dann heiflt die Menge
der Aquivalenzklassen H'(€;R) := ' (Q;R)/ ~ der homogene L*-Sobolevraum
der Ordnung 1. Auf H*(Q) wird das Skalarprodukt

(U, V) i omy = / VuVvdz (u,v € H(Q;R))
Q

erklart.
b) Die Menge
LR = {u € IR : (1, Veroman = 0 (9 € H(%R))

heifit der Unterraum der divergenzfreien L?-Vektorfelder auf €.

5.17 Bemerkung. Der Raum H'(Q;R) ist ein Hilbertraum. Dies wird hier nicht
bewiesen.

5.18 Lemma. a) Die Teilriume L2(Q;R") und Go(Q;R") := {Vq:q € H'(Q;R)}
sind beide abgeschlossen in L*(Q;R™).

b) Fiir u € L2(;R™) gilt divu = 0 in 2'(Q;R™).

c) Sei Q ein C'-Gebiet und v: 00 — R" das dufere Einheits-Normalenvektorfeld.
Dann gilt fiir u € C*(Q;R™) N L2(Q;R") die Gleichheit u-v =0 auf 0S).

Beweis. a) Die Abbildung T: H'(:;R) — L?*(Q;R"), ¢ — Vg ist nach Definition
der Normen eine Isometrie zwischen zwei Hilbertrdumen. Daher ist Gy(Q;R") =
R(T) abgeschlossen. Wegen L2(€;R™) = (Go(;R™))* ist auch L2(Q;R") abge-
schlossen.

b) Wegen 2(Q; R) C 21 (Q) folgt fiir u € L2(; R™) insbesondere (u, Vo) =0 (¢ €
D(R)), d.h. dive = 0 in 2/(Q;R").

c¢) Nach dem Satz von Gauf gilt fiir u € C*(Q;R") N L2(;R™) und ¢ € 2(%;R)
die Gleichheit

/6 (- v)dS(a) = / (ou) - )5 (2)

o0
= / div(pu)dr = / pdivu da:+/qu0 dx =0,
Q Q )

d.h. w-v =0 auf 09. O
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Allgemein erfiillen die Funktionen in L2(€) die Bedingung aus Teil ¢) des vorigen
Lemmas in einem schwachen Sinne. Dies kann rigoros definiert werden, auf was wir
hier allerdings nicht weiter eingehen wollen. Beachte, dass die plausible physikali-
sche Interpretation dieser Bedingung darin besteht, dass in Normalenrichtung keine
Fliissigkeit durch den festen Rand treten kann.

5.19 Definition (Helmholtz-Zerlegung). Die orthogonale Zerlegung
L*(R™) = L2(;R™) © Go(4R) (5-1)

heifit die Helmholtz-Zerlegung von L?(Q;R™). Die zu (-1 gehérende orthogona-
le Projektion Po : L*(Q;R™) — L2(Q;R"™) mit N(Pqy) = Go(Q) heiit Helmholtz-
Projektion.

5.20 Bemerkung. (5-1) ist die aus der Physik bekannte Tatsache, dass gewisse
Vektorfelder f eine eindeutige Zerlegung f = fi + f2 besitzen mit div f; = 0 und
rot fo = 0. Beispielsweise gilt fir L9(Q) fiir 1 < ¢ < oo, wenn 2 beschrankt
der Klasse C" ist, nicht jedoch z.B. in L'(R"), L>°(R"), C*(Q).

Die Anwendung von Py, auf die erste Zeile von (SG) ergibt
0 = Po(Owu — Au+ Vp) = dyu — PoAu.
Damit reduziert sich (SG) zum Cauchyproblem

{u—Auzo in R x ©,

Uly—o = ug in
mit uy € L2(2) und dem Operator

A=PoA,  D(A) = {u € HY Q)N L2(Q) : PoAu € Lg(Q)}.

5.21 Satz. Der Stokesoperator A = PoA ist der Generator einer Cy-Kontraktions-
halbgruppe auf L2 ().
Beweis. Fir u € D(A) gilt unter Verwendung der Orthogonalitét von Py

(Au,u)p2 = (PoAu,u)r2 = (Au, Pou)rz = (Au,u)z = —||Vulzz < 0.

Somit ist A ist dissipativ. Um die Voraussetzung des Satzes von Lumer-Phillips
nachzuweisen, wendet man den Satz von Lax-Milgram im Raum Hj(Q2) N L2(Q)
an. Dies erfolgt analog zu den vorherigen Abschnitten und sei deshalb dem Leser
iiberlassen. O
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6. Storungstheorie und Anwendungen

6.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt soll der Grundgedanke der Stérungs-
theorie am Beispiel von Generatoren von Cy-Halbgruppen diskutiert werden. Die
Idee einer , kleinen* Storung ist bereits aus der Neumann-Reihe bekannt, welche
verwendet wird, um die Invertierbarkeit einer kleinen Stérung eines invertierbaren
Operators zu zeigen. Storungsresultate gelten fiir dissipative Operatoren, fiir Er-
zeuger von Cy-Halbgruppen und fiir Erzeuger von holomorphen Halbgruppen. Als
Anwendungsbeispiele werden die Wellengleichung und ein Schrédingeroperator dis-
kutiert.

a) Abstrakte Stérungstheorie

Sei A Generator einer Cy-Halbgruppe auf dem Banachraum X und B : D(B) —
X ein linearer Operator. Im folgenden wollen wir uns mit dem Problem befas-
sen, unter welchen Bedingungen an B und A die Summe A + B wieder eine Cy-
Halbgruppe auf X generiert. Hierbei wird unterschieden beziiglich Cp-Halbgruppe,
Co-Kontraktionshalbgruppe und holomorphe Cy-Halbgruppe. Der Kern fiir alle fol-
genden Storungsresultate ist jedoch die folgende Zutat:

6.2 Lemma. Sei X ein Banachraum und A : D(A) — X, B : D(B) — X lineare
Operatoren mit D(A) C D(B). Es gelte:

(i) Es existieren Konstanten ¢ € [0,7) und M, > 0 mit p(A) D X, und
IMNA = A) e < M, (A€ X,).

Fir ¢ =0 setzen wir X, := (0,00).
(i) PEs existieren o € [0,1) und b > 0 mit

o

Bzl < A b D(A)).

Bz < M¢+1H zl|+ bzl (z e D(A))
Sei w > t{]\fz Dann ist fir A € ¥, mit |\| > w der Operator A+ B invertierbar,
und es qilt

_ M 1
AA—(A+B)~ < 2. A ES,, A >w).
Beweis. Wir schreiben
A—A-B= (1—B()\—A)‘1>(>\—A). (6-1)
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Der Operator B(A — A)~! ist auf ganz X definiert, und wegen Voraussetzung (ii)
erhalten wir

Ba— A < —2 A = A +bl[() — A
1B( ) ||_M¢+1H\(_,_>/H+ Ir )7l
—I+A(A—A)~1
Q bM
< 1+ M £
S e M) T

M
=a+ b’)\r’ (A eX,).

Fir w > IiA_JZ und A € X, mit A < w folgt o + b‘]\ff < 1. Fiir diese X ist also
1 — B(A — A)7! und damit (6-1) invertierbar, und mit der Neumannschen Reihe

folgt

|0 = (a+B)"

< [0 A [ (- |

M 1
2o AeD,, [N >w).

|)‘| 1—<a—|—%>

w

<

]

Als erste Konsequenz erhalten wir folgendes Storungsresultat fiir Generatoren von
Kontraktionshalbgruppen. Die im folgenden Satz auftauchende Bedingung nennt
man (fiir @ < 1) die relative Beschranktheit von B bzgl. A.

6.3 Satz. Sei A: D(A) — X Generator einer Cy-Kontraktionshalbgruppe auf dem
Banachraum X und B : D(B) — X dissipativ mit D(A) C D(B) . Falls a € [0, 3)
und b > 0 existieren mit

|Bz|| < al|Az]| +bljz]| (z € D(A)), (6-2)
so ist A+ B Generator einer Cy-Kontraktionshalbgruppe auf X .
Beweis. Im Beweis des Satzes von Lumer-Phillips haben wir gezeigt, dass Re(Ax , y) <

0 fir alle x € X und y € J(z) gilt. Seli nun = € X und j(z) € J(z) mit
Re(Bz, j(x)) < 0. Dann folgt

Re((A+ B)x,j(x)) = Re(Ax,j(z))+ Re(Bx,j(z)) <0.

Also ist auch (A + B) ein dissipativer Operator.

Wegen [[A(A—A)~!|| < 1ist die Bedingung (i) von Lemmal[6.2mit ¢ = 0 und M, = 1
erfiillt. Setzt man nun « := 2a < 1 in Lemma [6.2] so erhilt man A € p(A + B) fiir
A > ﬁ Aus dem Satz von Lumer und Phillips folgt die Behauptung. m
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6.4 Korollar. Sei H ein Hilbertraum und A : D(A) — H schief-selbstadjungiert
mit D(A) = H. Weiterhin sei B : D(B) — H schiefsymmetrisch mit D(A) C D(B),
und es gelte . Dann ist A+ B schief-selbstadjungiert. Insbesondere erzeugt A+ B
nach dem Satz von Stone eine unitire Cy-Gruppe auf H.

Beweis. Nach dem Satz von Stone erzeugt A eine Cy-Kontraktionshalbgruppe. Nach
Satz erzeugt auch A + B eine Cy-Kontraktionshalbgruppe, also ist p(A + B) #
(). Wie im Beweis des Satzes von Stone kann man nun zeigen, daf§ A + B schief-
selbstadjungiert ist. O]

6.5 Satz. Sei A Generator einer Cy-Halbgruppe auf dem Banachraum X und B €
L(X). Dann ist A+ B Erzeuger einer Cy-Halbgruppe auf X.

Beweis. Wegen A+ B = (A — [w) + (B + Iw) kann (exp(tA)),., als beschréinks

>0
vorausgesetzt werden. Auf (X, || - ||) mit [|Jz|| := sup,olexp(tA)z|| (x € X) erzeugt
A eine Cy-Kontraktionshalbgruppe. Weiter sei x € (X, |- ||) und j(x) € J(z). Dann
1st

Re((B = [[Bllecxyl)x , j(x)) = Re(Bx, j(x)) = [ Bl e, j(x))
< Bllee =l - i@ = 1Bllewx) - l=l* = 0.

Demnach ist B — || B||z(x)/ dissipativ. AuBerdem gilt
1B = I1Bllcco Dzl < 2 Bllex) - Izl (z € D(A)).

Somit ist die Voraussetzung von Satz erfilllt mit @ = 0 und b = 2| B||, und
A+ B — || B|lzx)! erzeugt eine Cy-Kontraktionshalbgruppe auf (X, || - ||). Daher
erzeugt A+ B — || B||z(x)I eine beschrénkte Cp-Halbgruppe auf (X, ||-|/), und A+ B
erzeugt eine Cyp-Halbgruppe auf (X, || - ||). O]

Fiir Erzeuger von holomorphen Cy-Halbgruppen erhalten wir

6.6 Satz. Sei A Generator einer holomorphen Cy-Halbgruppe auf X vom Winkel
v € (0,7/2] und B : D(B) — X ein linearer Operator mit D(A) C D(B). Es gelte

|Bz| < al|Az| +bl[z]| (z € D(A))
fir ein a € [0,1) und ein b > 0. Dann existiert ein 6 > 0 so, dass A+ B Generator
einer holomorphen Cy-Halbgruppe auf X vom Winkel ¢ ist, falls a < 6.
Beweis. Wir wahlen w; € R so, dass A,, := A — w; eine beschréankte holomorphe
Co-Halbgruppe erzeugt. Fiir ¢ € (0, ¢) folgt

A= Au) 7 < My (A€ Tpis).
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Setze ¢ := M++1 und o :=a/d € [0,1). Wegen a = ;% sind somit die Vorausset-
zungen von Lemma [6.2] erfiillt fiir M, a, o, b. Damit folgt
_ CM;
H()\ — (Au, + B)) 1” < (€T Nzw)
wobei )
bMz\ | bM
Cc = 1-— g + £ , Wy > .
) %) 1— %

Wir wihlen nun ein w3 > 0 mit {A —wy : A € Xgyr, [A| > wo} D gz, Dann
existiert ein Kz > 0 mit [A| = |4 + ws| > Kp|p| fir alle pp € X54,/2. Dies ergibt

Cs Cs

< .4 € Dgrn).

| 1 + w3| | 1 (IJJ P35 )

Nach Theorem {4.21] erzeugt A + B — w; — w3 eine beschrinkte holomorphe Cp-
Halbgruppe vom Winkel ¢ erzeugt, d.h. A+ B erzeugt eine holomorphe Cy-Halbgrup-

pe vom Winkel . O

(= (Ao + B =) 7| <

b) Anwendungen

6.7 Korollar (Wellengleichung). Sei 2 C R™ ein Gebiet. Der Operator A =
2 é) mit Definitionsbereich D(A) := D(Ap)x HY(Q) erzeugt eine Cy-Halbgruppe
auf HY(Q) x L*(Q). Insbesondere ist die Wellengleichung

wtt—Aw:O inR+XQ,
w = auf Ry x 09,

(We) Wl—p = wo  in €,

Wile—o = wy  in S

wohlgestellt.

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus Satz gilt A=A+ B mit

B = ( (1) 8 > € L(Hy () x L*()).

Damit folgt die Behauptung aus Satz [6.5] O

Im folgenden werden wir die Schrodingergleichung mit Potential betrachten. Dazu
ein kleiner Ausflug in die Physik: Im klassischen Bild ist die Gesamtenergie eines
Punktteilchens durch die Hamiltonfunktion

2
H = 2 4y

2m
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gegeben. Dabei ist h das Plancksche Wirkungsquantum, % die kinetische Ener-
gie des Teilchens, wobei p der Impuls und m die Masse ist, und V' die potentielle
Energie. Nach den Postulaten der Quantenmechanik sind den physikalischen Mess-
grofien (Observablen) des klassischen Bildes selbstadjungierte Operatoren zugeord-
net, p = —ihV und V = V (¢, z), wobei V' als Multiplikationsoperator zu verstehen

ist. Die rechte Seite
h2
H=——A4+V
2m

ist der Hamiltonoperator eines nichtrelativistischen, spinlosen Teilchens, das sich im
Gebiet 2 unter dem Einfluss des Potentials V' bewegt.

Nach den Axiomen der Quantenmechanik ist die zeitliche Entwicklung eines Zu-
stands 1y gegeben durch die unitire Co-Gruppe U(t) := exp(—1Ht), d.-h. wenn v
der Zustand des Systems zur Zeit t = 0 ist, so ist U(t)yy der Zustand zur Zeit t.
Wir erhalten somit die Schrodingergleichung

2

thoyu = —h—Au +Vu .
2m

Durch Skalierung kénnen die Konstanten A und 2m gleich 1 gesetzt werden, wir
betrachten also fortan das Problem

{@u—z’(A—V)u = 0 in (0,00) x €2,

Ulg=o = wup in Q
mit up € L*(Q).

Fiir gewisse Potentiale V' kann i(A—V) als Storung von iA =: A aufgefasst werden.

6.8 Definition. Sei X ein Banachraum und seien A, B lineare Operatoren in X.
Dann heifit B Kato-Stirung von A auf X, falls D(A) C D(B) und fiir alle ¢ > 0 ein
C(e) > 0 existiert mit

[Bz|| < el|Az]|+ C(e)llz]l (x € D(A)).
6.9 Lemma. Seip € (n/2,00] mit p > 2 und Q@ C R™ ein Gebiet mit beschrdnktem
C''-Rand oder 2 =R"™ oder Q = R} := {z € R" : z,, > 0}. Sei ferner A, = iA der
Schridingeroperator in L2(Q2) und V€ LP(Q). Definiere den Operator B: L*(Q) D
D(B) — L*(Q) durch
Bu :=iVu, D(B) := LY(Q) N L*(Q2),

wobei zlo + % = 1. Dann ist B eine Kato-Storung von Ay auf L*(S2).
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Beweis. Man beachte, dass nach der Holderschen Ungleichung (Satz [A.2)
[Bull2@) < Ve llullLa@) < oo (u € D(B))

gilt, d.h. B ist wohldefiniert. Fiir Gebiete wie im Satz gilt D(A,) := {u € Hj(Q) :
Au e L*(Q)} = H*(Q)NH}(Q), und die Normen ||+ || 4, und ||-|| 2(q) sind dquivalent
auf D(A,). Wir zeigen, dass D(A,) C D(B) gilt. Wegen p > 2 gilt 117 =1_ % <2

d.h. nl 1 i
a:= 5(5 - 5) € (0,1).

Fiir u € D(Ay) gilt somit nach der Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung (Satz |A.6))

lullzagy < llullfrzelull 2, < oo
Somit ist D(A) C D(B).
Sei € > (0. Dann gilt mit obiger Abschéatzung

lull oy < C (I Asullz) + lulla)” - lull (o

< C(lAsullza o lull 12 + lullza)-
Wir verwenden nun die Ungleichung
B <aa+ (1—a)f (a,8>0, ac(0,1))
mit ] )
aff < ];Oép—i- 56‘1 (o, 3> 0)

mit o := 6|| Asul|r2() und 3 := 6~ %||ul|r2(q), wobei § > 0 noch frei wéhlbar ist.
Wir erhalten

Jull o) < C (ad||AsullL2() + Co(6) ||ull 2 () + lullz2@)
< Cid|| Asul[ 22y + C2(0) [|u]| L2 (o)

Wihlt man 6 = gpi—
hauptung. ]

, so folgt wegen ||Bul|r2@) < ||V |lze@yllullze) die Be-

6.10 Satz. Sei Q2 C R™ wie in Lemma[6.9, und seien p; € (n/2,00] mit p; > 2 und
Vi € LPi (S, R) fir j =1,...,m. Dann ist der Operator

Ag +izm:Vj: L*(Q) D D(A,) — L*()

Jj=1

schief-selbstadjungiert und erzeugt somit eine unitire Cy-Kontraktionsgruppe auf
L3(9).
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Beweis. Klar ist die Schiefsymmetrie von i) 7" | V;. Nach Lemma [6.9]ist jeder Sum-
mand Vj eine Kato-Stérung von Ay, somit gilt dies auch fiir die Summe. Aus Korol-

lar [6.4] folgt dann die Behauptung. O

6.11 Beispiel (Coulomb-Potential). Sei  C R* wie in Lemma [6.9 und e die elek-
trische Elementarladung, dann wird die Anziehung zwischen einem Proton am Ort
2o und einem Elektron bei x beschrieben durch das Coulomb-Potential

62

Vi) = —

|z — x|
Wir spalten V' auf in

e? —e?

Viz) = _XB(ﬂﬁo,l)(x)‘ ‘_XQ\B(Io,l)(z>

P =: Vi(x) + Va(x).

|z — x|
Dann gilt Vi € L?*(;R) und V5 € L°°(;R). Nach Satz ist demnach A, + iV
der Generator einer Cyp-Kontraktionsgruppe auf L?(£2). Man beachte, dass hier keine
zusitzlichen Symmetriebedingungen an das Gebiet gestellt werden und sich das
Ergebnis sofort auf Mehrteilchensysteme {ibertragt.
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7. Parameterelliptische Randwertprobleme

7.1 Worum geht’s? Wir kennen bereits dquivalente Kriterien dafiir, dass ein Ope-
rator etwa eine holomorphe Halbgruppe erzeugt. Dieses Kriterium verlangt es, die
Resolvente des zugehorigen Operators genauer zu studieren, insbesondere die Resol-
ventenabschétzung (a priori-Abschétzung) zu beweisen. Hier soll nun gezeigt werden,
wie man dies fiir eine grofle Klasse von Differentialoperatoren im R” oder in Gebieten
nachweisen kann. Dabei handelt es sich um parameterelliptische oder parabolische
Operatoren.

Der ,Konigsweg®, um nichtselbstadjungierte Differentialoperatoren zu untersuchen,
liegt in der Fouriertransformation. Wihrend in L? der Satz von Plancherel verwendet
werden kann, gibt es in L? den Satz von Michlin, der Bedingungen an das Symbol
des Operators stellt.

a) Fouriermultiplikatoren und der Satz von Michlin

Im folgenden sei stets D := —i(0y,,...,0,). Mit C,C1, Cy bezeichnen wir generi-
sche Konstanten, d.h. Konstanten, welche bei jedem Auftreten einen anderen Wert
besitzen konnen, aber nicht von den in der Gleichung auftretenden Grofien abhéngt.

7.2 Bemerkung. Wir betrachten den Laplace-Operator im LP(R™) mit maximalem
Definitionsbereich D(A) := {u € LP(R™) : Au € L?(R")}. Offensichtlich ist D(A) D
W2(R™). Wir wollen zeigen, dass tatséchlich Gleichheit gilt. Sei dazu v € D(A) und
fi=u—Au € LP(R"). Sei |a| < 2. Dann gilt

ga
1+ [¢[?
als Gleichheit in .#/(R™). Um D% € LP(R") zu zeigen, muss also .Z 'm,(£).Z f €

LP(R™) gelten, wobei m, (&) := % Die Frage lautet also: Wird durch

[T ma(&)Ff

Dy =F 1 Fu=—-F ! Ff

ein stetiger linearer Operator auf LP(R™) definiert? Die (positive) Antwort liefert
der Satz von Michlin.

7.3 Definition. Sei 1 < p < oco. Eine messbare Funktion m € Li _(R") heifit

loc
Fouriermultiplikator in LP, falls f + .Z 'm.Z f einen stetigen linearen Operator

M € L(LP(R")) definiert. Genauer ist m Fouriermultiplikator, wenn mi) € ./(R")
fiir alle ¢ € #(R") und fiir die Abbildung M: #(R") — S'(R"), ¢ = F 'mFp
gilt R(M) C LP(R™) und

Mol r@ny < Cllllr@ny (v € L (RY)),
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d.h. wenn M eine eindeutige Fortsetzung M € L(LP(R™)) besitzt. Die Funktion m
heifit in diesem Fall das Symbol des Operators M. Wir schreiben op(m) := . m.% !
und symb(M) := m.

7.4 Bemerkung. Fiir p = 2 gilt nach dem Satz von Plancherel genau dann op(m) €
L(L*(R™)), falls der Multiplikationsoperator g — mg stetig in L?(R") ist. Dies ist
genau dann der Fall, wenn m € L>*(R™) gilt. Denn falls m € L>*(R"™), so folgt
Mgl 2@ny < ||| Loe®n)]| ]| L2(mny- Falls andererseits m ¢ L*°(R™), so existiert eine
Folge messbarer Mengen (Ay)gen und (¢x)ren, 0 < ¢ — oo, mit 0 < A(Ag) < o0
und |m| > ¢; auf A,,. Fiir g, := x4, gilt dann g; € L?*(R") und

Imgelegeey = [ €96 2 EAAL) = Bl qany
d.h. op(m) ist kein beschrénkter Operator in L*(R").

Der folgende Satz ist fundamental fiir die LP-Theorie von Differentialoperatoren. Der
Beweis ist fiir diese Vorlesung zu aufwindig. Hier bezeichnet [7] die grofite ganze
Zahl Kkleiner gleich 7. Wir geben den Satz in zwei Varianten an.

7.5 Satz (Michlin). Seil < p < oo und m: R*\{0} — C eine Funktion. Falls eine
der beiden Bedingungen

(i) m € CEHY R\ {0}) und
€IPDPm()] < Cur (€ € R*\ {0}, |6] < [5]+ 1),
(ii) m € C™"(R™\ {0}) und
€°DPm(§)] < Cur (€ € R"\ {0}, 5 € {0,1}")
mit einer Konstanten Cyy > 0 gilt, so ist m ein LP-Fouriermultiplikator mait
lop(m)[[Lzen) < (n, p)Cr,
wobei die Konstante c¢(n,p) nur von n und p abhdngt.
7.6 Bemerkung. a) Die Bedingung (i) in obigem Satz wird héufig als die Michlin-

Bedingung (aus dem Jahr 1957) bezeichnet, wahrend Bedingung (ii) auf Lizorkin
(1963) zuriickgeht.

b) Sei die Funktion m: R™ \ {0} — C homogen in £ vom Grad d € R, d.h. es gelte
m(r§) = p'm(§) (€ € R"\ {0}, p>0).

Falls m € C*(R" \ {0}), so ist D’m(&) homogen in & vom Grad d — |3 fiir alle
8] < k.

© Robert Denk, Jiirgen Saal 18. 7. 2007



74 7. Parameterelliptische Randwertprobleme

Denn z.B. fiir § = (1,0,...,0) gilt

m(p€ + hey) —m(pf)
h h—0 p;

(06,m) (p€) = lim

= pd—laflm(g).
Fiir beliebige 3 folgt die Aussage dann iterativ.

¢) Sei m € CEIFY(R™\ {0}) homogen vom Grad 0. Dann erfiillt m die Michlin-
Bedingung. Denn fiir [8] < [2] + 1 ist mg(€) := [¢]*'Dgm(€) homogen vom Grad 0
nach Teil a). Damit folgt

Ima(€)] = ms () < maxjms(m) <oo (€ R\ {0}).

3
€] nl=1

Als erste Anwendung des Satzes von Michlin wird die Frage aus Bemerkung
beantwortet.

7.7 Korollar. Seil < p < oco. Dann gilt {u € LP(R") : Au € LP(R")} = WZ(R").

Beweis. Betrachte wie in Bemerkung |7.2| die Funktion m(§) := £ fiir |o| < 2.
1+¢]

Sei 3 € Ni. Fiir |¢] < 1 ist DPm, als stetige Funktion beschriinkt, fiir |£] > 1
kénnen wir bei Berechnung von DPm,, den Nenner 1 + [£|? durch |[£]? abschitzen
und erhalten eine homogene Funktion vom Grad —|3|, welche auf |{] > 1 ebenfalls
beschrankt ist. Somit erfiillt m, die Michlin-Bedingung. O

b) Parameterelliptische Differentialoperatoren
Im folgenden sei 2 C R™ ein Gebiet.

7.8 Definition (elliptische und parabolische Differentialoperatoren). Sei m € N
und A = A(z, D) = ), <;n @a(z)D® ein linearer Differentialoperator der Ordnung

m mit Koeffizienten a,: Q2 — C.

a) Der Operator Ag(z, D) = 37, _,, @a(x)D heiit der Hauptteil des Operators
A(z, D).

b) Die Abbildung a: Q@ x R" — C, a(z,§) = ngm ()€ heifit das Symbol von
A(x, D). Wir schreiben a = symb(A) bzw. A = op(a). Das Symbol ag := symb(A)
heifit das Hauptsymbol von A(x, D).

¢) Der Operator A heifit elliptisch in €, falls
a0<x7£)§£0 ($€§7§€Rn\{0})
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Analog definiert man elliptisch in einer Menge M C Q, z.B. elliptisch an der Stelle
z € Q.

d) Sei .Z C C ein geschlossener Sektor in C mit Spitze in 0. Dann heifit der Operator
A(z, D) parameterelliptisch im Sektor .2, falls

ap(z,§) = A#0 (z€Q, () € (R" xZ2)\{(0,0)}).

e) Der Operator 0, — A(zx, D) heifit parabolisch, falls A(x, D) — A parameterelliptisch
im Sektor X, /o ist.

7.9 Beispiele. a) Der Cauchy-Riemann-Operator A := 0,, + i0,, ist elliptisch in
R2,

b) Der Laplace-Operator A := A ist elliptisch, parameterelliptisch in jedem Sektor,
der den negativen Halbstrahl (—oo,0) nicht enthélt, und insbesondere parabolisch.

¢) Der Operator A(z, D) := 0,, + 0y, + (iz1 — 2)0,, ist nicht elliptisch in R?, denn
ap(x,§) = i§ — & +i(izy — 12)§3 =0 filr § = (29, —71,1).
Fiir diesen Operator existieren C'*°-Funktionen f, fiir welche Au = f nicht einmal

in 2'(R3) losbar ist.

Seien (), Q CR" und ®: Q — Q eine Bijektion. Zu einer Funktion u: Q — C heiBt
die Funktion ®*u :=uo ®: Q — C der pullback von u.

7.10 Satz. Seien Q,ﬁ C R™ Gebiete und ®: Q) — Q ein C™-Diffeomorphismus.
Sei A ein linearer Differentialoperator auf Q0 der Ordnung m. Definiere den pullback
von A durch B := ®*A := A(- o ® ') o ®. Dann ist B linearer Differentialoperator
der Ordnung m auf €2, und fir die Hauptsymbole gilt

bo(x,§) = ao(®(x), ['(x)] 7€) (r € QL ERT).

Dabei ist &' die Jacobimatriz von ® und [-]7 := ([[| 1), wobei (-)' die transponierte
Matriz bezeichnet. Insbesondere ist ®* A elliptisch in Q, wenn A elliptisch in §Q ist.

Beweis. (i) Sei zundchst (Au)(y) = (D, - - - Dy, u)(y) mit D; == —id; und ¢y, ..., i, €
{1,...,n}. Es gilt

n

ail (U o q)_l)(y> = Z(ajlv>(q)_l<y))Mj1i1 (y)7

Jj1=1

n = (®71)(y). Somit erhilt man mit der Produktregel

.....

[aizail (U o ®~! Z Z (9 a ’U 1 y))MjQiQ (y)Mjlil (y)

Jje=171=1
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+ Z a.]lv 8Z2]\4J111( )

Jj1=1

Die letzte Summe ist ein Operator der Ordnung 1 bzgl. v. Iterativ folgt

n

Oiy - Oy (V0 @7 (y) = | > (05 05,0 @ T W) My, (y) - M, (y) + Ro,

wobei R ein linearer Differentialoperator der Ordnung nicht gréfer als m — 1 ist.
Der Hauptteil des Operators B ist also gegeben durch

(Bov)(z) = Y O 05,0 (@) My (8(2)) - My, (B(2)).

JLye-s jnL*l
Das Hauptsymbol von A ist ag(y,n) =iy -+ - n;,., das Hauptsymbol von B ist
Z G oo G My (P(@)) s My ( Hmk
..... Jm=1
mit
iy, = Z & My, (B (),
Jr=1
d.h.
' =EM(0(x) = (27 (D(2) = (P ()
Somit gilt

bo(x,§) = ao(®(x), (P'(x))7'¢) (z€QEER).

(ii) Sei nun A allgemeiner linearer Differentialoperator der Ordnung m auf Q. Schrei-
be Ay in der Form

n

(Aou)(y) = > i) (D, - Diu)(y).

bo(x,€) = Z iy (D(2))iy - 10, = a0(D(2), ) = ao(®(), (¥'(2))77E).
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7.11 Definition. Sei n > 2 und A(zx, D) ein elliptischer Differentialoperator in 2.
Dann heifit A(z, D) proper elliptisch in €, falls das Polynom P := Agy(z,&’,-) fir
jedes z € Q und jedes £ € R" ! genauso viele Nullstellen in der oberen komplexen
Halbebene {z € C : Imz > 0} wie in der unteren komplexen Halbebene {z € C :
Im z < 0} besitzt.

7.12 Bemerkung. a) Man beachte in obiger Definition, dass P keine reelle Null-
stelle besitzt, da A(z, D) elliptisch ist.

b) Das Hauptsymbol eines Operators A der Ordnung m ist homogen vom Grad m
in €. Falls A elliptisch ist, enthélt Ag(x,&) einen Term der Form a(x)£", denn sonst
wire Ag(x,&) =0 fir & = (&,...,&,-1) = 0 und &, = 1. Somit ist P ein Polynom
vom Grad m, und falls A proper elliptisch ist, ist m eine gerade Zahl.

c) Falls a, fiir |a| = m reellwertige Koeffizienten sind und A(z, D) elliptisch ist, so
ist A auch proper elliptisch. Denn dann ist P ein Polynom mit reellen Koeffizienten
ohne reelle Nullstelle.

7.13 Satz. Sei A(x, D) elliptisch in Q und n > 3. Dann ist A proper elliptisch.
Insbesondere ist die Ordnung von A eine gerade Zahl.

Beweis. Sei x € Q und & € R" 1\ {0}. Wegen n > 3 existiert ein stetiger Weg
v:[0,1] — R\ {0} mit v(0) = & und v(1) = —¢&. Sei n,(t) die Anzahl der
Nullstellen z mit Im z > 0 des Polynoms p; := Ag(z, (y(t),-)). Dann ist n, (¢) un-
abhéangig von t. Denn da die Nullstellen eines Polynoms stetig von den Koeffizienten
abhéngt, gébe es sonst ein t € (0, 1), fiir welches p; eine reelle Nullstelle besitzt, was
wegen 7y(t) # 0 einen Widerspruch zur Elliptizitdt darstellt.

Daher gilt n,(0) = n4(1), d.h. die Polynome Ag(x,&’,-) und Ag(x, —&',-) besitzen
dieselbe Anzahl von Nullstellen in C; := {z € C: Imz > 0}. Wegen

AO(xa _5,7 Z) = (_]-)mAO(I7 éla _Z>
ist aber n, (1) auch die Anzahl der Nullstellen von Ay(z,¢’,-) in C_ := —C,, d.h.
A ist proper elliptisch. n
7.14 Definition. Sei A = A(z, D) ein linearer Differentialoperator der Ordnung m
in 2. Dann heifit A gleichméfBig elliptisch in €2, falls
[Ao(z, )] = ClEI™  ((2,€) € QxR
und gleichmiBig in Q parameterelliptisch in einem Sektor .Z, falls

[Ao(z,€) = A = C(IE™ + 1A) (€ Q,(§,4) € R x.2)\ {0}).
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Der Operator A heifit gleichmiBig stark elliptisch in €2, falls

Re Ao(z,€) = ClE™ ((2,§) € A x R").

7.15 Lemma. Sei () beschrinkt und A = A(z,D) = 3, o, D* mit aq € C(Q).
Falls A elliptisch in  ist, so ist A dort auch gleichmdfig elliptisch.

Beweis. Fiir ¢ € R™\ {0} und x € Q gilt
P § m
[Ao(e, )1 = lel"[A (i 1) | 2 Ml

wobei M := min{|A(z,¢)| : (x,£) € Q x S"~!} > 0. Hier wurde verwendet, dass
A(x,€) als stetige Funktion auf der kompakten Menge 2 x S"~! ihr Minimum an-
nimmt. [

7.16 Definition. Sei A(z, D) ein linearer Differentialoperator der Ordnung m und
seli 1 < p < 0.

a) Sei .Z C C ein geschlossener Sektor und s € [0, m]. Dann definiert man die
parameterabhédngigen Normen || - ||5,, o durch

lullspe = lullwg @) + A/l o) (A € 2L, ue W)

b) Die LP-Realisierung A, des Differentialoperators A(z, D) ist gegeben durch D(A,) :=
W) und Apu = A(z, D)u  (u € D(4,)).

7.17 Satz (Modellproblem fiir parameterelliptische Operatoren). Seien a, € C fiir
la| = 2m und A(D) = 37, s, @aD® parameterelliptisch im Sektor £ C C. Dann
gilt fir die LP-Realisierung p(A,) D 2\ {0}. Zu jedem \g > 0 existiert ein Cy, > 0
maut

lullompre < CxollA = Apllzo@ny (A€ 2L, [A] = o).

Insbesondere ist fir & = X, mit ¢ € [0,7] der Operator A, — \o sektoriell mit
Winkel .

Beweis. Ohne Einschrinkung sei . = X, mit ¢ € [0, 27] (sonst ersetze A(D) durch
e’ A(D) mit einem geeigneten «).

Setze A = ¢*™ mit q € ip /2m und definiere fiir festes o mit || < 2m die Funktion

2m—al o _
ma(60) = o ((6:0) R X Ty \ {0)).
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Dann ist m, € C*(R" x ip/Qm \ {0}) homogen in (§,¢) vom Grad 0 und erfiillt
nach Bemerkung die Michlin-Bedingung bzgl. £. Nach dem Satz von Michlin ist

| op(ma (-, )| L(zr@ny) < Ca-

Sei f € LP(R"), q € Sy jom \ {0} und u := ﬂflﬁﬁf Dann gilt

©)

¢ N D] Loeny = | 0p(ma (-, @) fllo@ny < Call fllogen)- (7-1)
Insbesondere ist u € W)™(R") = D(A,) und (A, — Nu = f, dh. A, — X ist
surjektiv. Falls andererseits (A, — Nu; = (4, — Nug = f mit uy o € D(A4,) gilt,
so folgt u; = f‘lﬁﬁf = uy als Gleichheit in .#/(R") und damit u; = uy in
LP(R™). Somit ist A, — A auch injektiv, d.h. p(4,) D ., \ {0}.

Zu zeigen ist noch die Resolventenabschétzung. Sei go > 0. Dann folgt aus (7-1) fiir
q € Xy/2ms 4] > qo, die Abschétzung

lellzm pr = llullwzn@ny + [Alllull 2o @ny

< C( Z ||Dau||Lp(]Rn) +| q|2m||u||Lp(Rn)>

|a|<2m
< Crmin{1 g0} 2" (3 Co) I flleeer
|ar|<2m

< Cxo I f 1l o ny,

wobei A\g = ¢3™. Insbesondere ist
AN = Ap) Hloomny) < Crg (A € By, [Al 2 o),
und wegen (A, — \g) = 0(4,) — Ao ist A, — Ao sektoriell mit Winkel ¢. O

7.18 Bemerkung. Im vorigen Beweis wurde die Homogenitit von m, (&, ¢) verwen-
det, wobei ¢ = A\Y/?™_ In diesem Fall sagt man, m,, ist quasi-homogen von (¢, \) ab.
Im allgemeinen heifit eine Funktion m = m(§, A) quasi-homogen vom Grad r € R in
(&, N), falls ein 7 > 0 existiert mit

m(p€, o' N) = p'm(E, ) ((6,A) #0, p>0).

Die Zahl r heifit das relative Gewicht von A bzgl. £. In obigem Beweis hat A\ das
relative Gewicht 2m. Neben spektraltheoretischen Betrachtungen wie im obigen Be-
weis sind parabolische Gleichungen der Grund fiir das Auftreten quasihomogener
Symbole. So hat bei der Warmeleitungsgleichung 0; — A die Zeitableitung im obigen
Sinn relatives Gewicht 2 bzgl. den Ortsableitungen.

7.19 Korollar. Fulls in der Situation von Satz der Operator A(D) parabo-
lisch ist, so erzeugt fiir jedes Ao > 0 die LP-Realisierung A, — Ao eine beschrdinkte
holomorphe Halbgruppe in LP(R™).
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Beweis. Nach Voraussetzung ist A(D) parameterelliptisch in X, 5, d.h. es gilt A(§)—
A # 0 fiir alle (§,\) € R"x .5\ {0}. Wegen A(p€) = p*™A(€) ist der Wertebereich
R(A) :={A(§) : £ € R"} ein Kegel, und da {A(¢) : || = 1} kompakt ist, ist dieser
Kegel abgeschlossen. Damit ist aber die Menge der Winkel W := {« € [0, 27) : €'® &
R(A)} offen. Da A(D) parabolisch ist, gilt [—7/2, 7/2] C W, und somit existiert ein
e > 0mit [-7/2—e,7/24¢] C W. Fiir alle A € C\{0} mit arg A\ € [—7/2—¢,7/2+¢]
folgt damit A\ ¢ R(A), d.h. A(§) —A#0 (£ € R").

Wir haben gezeigt, dass A(D) parameterelliptisch in einem Sektor ¥, /24¢ ist. Nach
Satz ist A, — Ao sektoriell mit einem Winkel ¢ > 7/2, und nach Satz
erzeugt A, — ¢ eine holomorphe Halbgruppe. n

7.20 Bemerkung. Wir haben in obigem Beweis gezeigt, dass die Menge aller Win-
kel o € [0,27) offen ist, fiir welche A(D) die Bedingung der Parameterelliptizitét
auf dem Halbstrahl {pe™ : p > 0} erfiillt.

7.21 Lemma. Sei 1 < p < oo und A(x, D) ein linearer Differentialoperator der
Ordnung m mit Koeffizienten a, € L=(Q) (|a| < m). Dannist A, € L(W;*(Q2), LP(§2))
mit

||AP||L(WZ§”(Q)7LP(Q)) < Oﬁ}gﬁ laa Lo (o)

Beweis. Das folgt sofort aus || D%ul[zr) < [lullwp@ fir [of < m und aus der
Tatsache, dass der Multiplikationsoperator u +— aqu in LP(Q2) die Norm ||aq|ze(q)
besitzt. ]

7.22 Satz (Hauptsatz iiber parameterelliptische Operatoren). Sei A = A(z, D) =
> laj<2m @a(x) D ein linearer Differentialoperator in R™ mit Koeffizienten

R" =2
aae{a ). lo| =2m.

L=(R"), || < 2m.

Ferner existiere a,(00) 1= lim|g| o0 aa () fiir alle || = 2m. Falls A parameterellip-
tisch in einem Sektor £ C C fir x € R"U{oo} ist, so existiert ein A\g > 0 so, dass
fiir die LP-Realisierung von A die Inklusion p(A,) D {\ € L |\ > \o} gilt. Ferner
gilt die a priori-Abschdtzung

lllomprn < Cll(Ap = MNullo@ny (A€ 2, Al 2 Ao).

Falls & = igp, so ist A — \g sektoriell mit Winkel o; falls ¢ > 7, so erzeugt A — Ao
eine beschrinkte holomorphe Halbgruppe auf LP(R™).
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Beweis. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

(i) Lokalisierung (,Freezing the coefficients): Wir fixieren die Koeffizienten von A
an einer Stelle xy € R" U {oco} und betrachten nur den Hauptteil, also den Operator
Ap(xg, D). Nach Satz ist Ag(xg, D) — A invertierbar fiir alle A € £\ {0}, und
es existiert eine Konstante C; > 0 mit

[ullzmpre < Cill(Ao(zo, D) = Nullpeeny  (u € W™(R™), A € .2, A > 1).
Wie man im Beweis von Satz sieht, kann die Konstante C'; unabhingig von g
gewahlt werden.

Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein R > 0 mit

|aa(2) — aa(o0)| <& (lz] = R, |a| = 2m).
Da B(0,R) C R™ kompakt ist und die Koeffizienten a, fiir |a| = 2m stetig sind,
existieren endlich viele zy,...,zy € B(0, R) und offene Umgebungen U; von z; mit

B(0,R) c U, U; und

|ao(2) —an(z;)| <e (z €U, |a]=2m, i=0,...,N) (7-2)

Setze hierbei Uy := R" \ B(0, R) und xy := co. Ohne Einschriankung seien dabei
die U; so gewihlt, dass eine Konstante Ny € N existiert mit folgender Eigenschaft:
Jedes © € R™ ist in hochstens Ny Umgebungen U; enthalten. (Dies erreicht man
etwa, indem man die Punkte x; auf einem Gitter wihlt und die U; als Kugeln mit
geeignetem Radius.)

(ii) Beweis der a priori-Abschdtzung: Wir wihlen e := Q—él in (7-2)) und zugehorige

Umgebungen U;. Dann gilt fiir alle u € Wme(R") mit suppu C U; die Abschiatzung

llull2mpre < Cil|(Ao(ws, D) — N Logny
< C1|[(Ao(z, D) — Nul|ze@ny + C1|(Ao(x, D) — Ao(zi, D))ul| Lrmn)

1
< Cil[(Ao(z, D) = Aul|zogen) + Cr - == [[ullom prn-
2C4
Bei der letzten Ungleichung wurde Lemma verwendet. Damit erhalten wir
l[ellomprn < 2C1[|(Ao(z, D) = A)u]| o en)-
Wiéhle nun eine zu U; gehorige C*°-Partition der Eins, d.h. ¢; € C*°(R™) mit 0 <

o; <1, Zf\iogo =1 und suppp; C U; (i =0,...,N). Dann gilt fiir u € ngm(R”)
die Abschétzung

N N
lullzm prr <D Neeitillamprn < 2C1 Y [[(Ao(x, D) = N)piul| Lo n).-

=0 =0

© Robert Denk, Jiirgen Saal 18. 7. 2007



82 7. Parameterelliptische Randwertprobleme

Es ist
(Ao(z, D) = Npiu = @i(Ao(z, D) — Nu + Ry u,
wobei R;; ein Differentialoperator mit Ordnung nicht gréfer als 2m — 1 ist.
Nach Wahl der Umgebungen U; und wegen 0 < ¢ < 1 gilt fir w € LP(R") die
Abschétzung

N
[piw||zo@ny < ||l Le@n) < Z [piw|| o @ny < Nollwl|pogn).-
i=0

Damit ist
N

llullompzn < 201 (lloi(Ao(z, D) = Nl o) + | Ryt o))
i=0

< Co(II(Ao(z, D) = NullLo@ny + || Raul| oo @)

mit Cy = 2NyC; und R, = Zfio Ry ;. Wir schreiben weiter Ry = A(x,D) —
Ap(z, D) und erhalten

lullzm iz < Co(Il(Alz, D) = Null o) + [ Byt o) + | Roull o))

Da Ry, Ry Differentialoperatoren von Ordnung nicht grofler als 2m — 1 sind, gilt
| Riul[ogn) < Csllul[yy2m-1gn) mit einer Konstanten C3 > 0. Wir verwenden nun
die Interpolationsungleichung (Satz|A.7) und erhalten

< L C < !
Julygn-siaoy < g Ihwgnen + Callullen € fomllulan g,

falls |A| > A\ := 4C5C3C}. Eingesetzt ergibt sich

1
lullom prn < Coll(Alz, D) = Null oy + 5 lullzmp e,

d.h. die a priori-Abschétzung des Satzes gilt mit der Konstante 2C, fiir alle u €
W2™(R") und alle A € . mit [A] > A

(iii) Ewistenz der Resolvente: Wir wihlen e := SC e in (i) und zugehorige Umgebun-
gen U;. Definiere dazu die Partition der Eins (goj) j=0,..,n wie oben und ¢; € C>°(R")
mit 0 <; <1, suppy; C U; und ¢; = 1 auf supp ¢;. Sei A, ; die LP-Realisierung
von A(z;, D). Wir definieren

NJ —Z% pi — N (FELPRY), A€ Z, ]\ > \).
Sei f € LP(R™). Dann gilt

(A4 = MR\ f = Z p = Ni(Ap; — N5 f
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N
= (054 = N(Apy = N7 + T y(Apy — V)7 M)

J=0

wobei T} ; ein Differentialoperator der Ordnung < 2m — 1 ist. Wir schreiben weiter

0i(Ap — M) (Ap; — N5 f = (Ao, D) = N)(Ap; — N) ' f
+ ¢ (A(z, D) — Ao(x;, D)) (Ap; — N) 5 f
=@;f +Ta,f

mit Ty ;f = @;(A(x, D) — Ag(x5, D)) (Ap; = A) ' [ Fiir v 1= (A, — A) e, f gilt

nach Teil (i) des Beweises

[vjllwzm@ny + (Al [[ville@ny < Cull fllze@en)-

Andererseits gilt nach Wahl der Umgebungen U; und unter Verwendung der Inter-
polationsungleichung die Abschétzung

[(A(z, D) — Ao(zj, D))vj | Lr@n) < [[vjllwzm ®ny + Cs|vj] Lo @n)

1
SClNO

mit einer Konstanten C5 > 0. Fiir den Operator 15 := z;.vzo T5 ; erhalten wir daher

M) =

| To f || () S T2, 1] o (mn)

0

<.
Il

WE

0 (A(z, D) — Ao(z;, D)) ;]| Lo @r)

<.
Il
o

] =

I(A(z, D) = Ao(;, D)) v; | o ny

<.
I
o

5"Vl
= 8C1 Ny ]Z 15 fllo ey + 14 f1| o @)

P

05 Cy -

|/\| ||f||LP R™)

1
< — (R
< Sl +
1
< 71l

falls |A| > Ay := max{A,C5 - C - Ny}. Genauso folgt aus der Interpolationsunglei-
chung

N

_ 1
> IT (A = N 5 f lv@ny < <1 Fllegen),
=0
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falls A € .Z, |A| > Ag mit geeignetem Ay > 0 ist. Wir setzen g := max{A;, A2} und
erhalten insgesamt

(Ap = NRA)f = f+TNf (AeZ, [A[= ),
wobei T'(\) f = T2f+2j.v:0 Ty (A, ;— )1, f ein beschrinkter Operator in LP(R™)
ist mit Norm ||T(A)|| L(zr@nyy < 5. Somit gilt
(Ap = VRN (L +T (X)) = idisen,

d.h. A, — X ist surjektiv. Nach der a priori-Abschétzung aus Teil (ii) des Beweises
ist A, — A auch injektiv, d.h. es gilt

p(A,) D e 2L A= Mo}

Die a priori-Abschitzung des Satzes wurde bereits in Teil (ii) bewiesen, die restlichen
Aussagen folgen wie im Modellproblem. n

c) Die Bedingung von Lopatinskii-Shapiro

Sei 2 C R”™ ein beschrianktes Gebiet mit C?"” L1-Rand. Wir betrachten nun ein
Randwertproblem der Form

(A(x,D) = Nu=f in{,

Bj(z,Dju=g¢; (j=1,...,m) auf 0. (7-3)

Hierbei sind A(z, D) = >_, <o, @a() D%, Bj(z,D) = ngmj bis(x)DP (j =
1,...,m) mit m; < 2m. Die Bezeichnung -, steht hier fiir die sogenannte Spurab-
bildung u +— u|sq, welche zunéchst fiir C*°-Funktionen definiert ist, sich aber zu
einem stetigen linearen Operator

Yo: WE(Q) — WE1P(9Q) := BE1/P(00)

fir k = 1,...,2m fortsetzen lisst. Dabei steht By, /7 (092) fiir den Besovraum der
Ordnung k — 1/p auf dem Rand 0f2. Die rechten Seiten von ([7-3)) sind gegeben und
aus den folgenden Sobolevraumen:

fEL(Q), g; € WmmmP(0Q) (j=1,...,m).

Zur Losung von ([7-3) wird folgende Strategie verwendet:

(i) Reduktion auf den Fall f = 0: Falls A parameterelliptisch in einem Sektor
Z C C ist, so existiert nach Satz fir A € Z, |\| groB, eine Losung u; von

(A(z,D) — Nu; = f in R,
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wobei

>~ Jf i,
f'_{o in R™ \ Q.

Fiir die Losung u; gilt uy € W2™(R") und [Jut[lomprn < C| f]|Lr(@)- Man sucht nun
eine Losung uy € W™ (€2) des Randwertproblems

(A(z, D) — Nug =0 in ,

7-4
Bj(z,D)us = g; — Bj(z,D)uy (j=1,...,m) auf 0Q. (7-4)

Dann ist u; + uy eine Losung von ([7-3)). Somit kénnen wir f = 0 annehmen.

(ii) Einfrieren der Koeffizienten: Fixiere xy € 02 und wéhle ein zu zq gehoriges Ko-
ordinatensystem. Dies ist ein Koordinatensystem, beziiglich welchem xy = 0 gilt und
fiir welches die positive x,-Richtung in Richtung der inneren Normale an xz zeigt,
und das aus dem urspriinglichen Koordinatensystem durch Drehung und Verschie-
bung hervorgeht. In diesem Koordinatensystem sind z’ = (z1, ..., x,_1) tangentiale
Richtungen. Man ersetzt die Operatoren durch ihren Hauptteil und erhélt das sog.
Modellproblem im Halbraum R” := {z € R" : z,, > 0}:

(Ao(xg, D) = N)u =0 in R, (7.5)

Bjo(vo,D)u=g; (j=1,...,m) auf R*'=0R".
(iii) Partielle Fouriertransformation: Sei #': '(R"') — /(R"!) die Fourier-
transformation ,,z’ — £'“. Angewendet auf (7-5)) erhélt man

(Ag(xo,&', Dy) — Nv(zn) =0 (z, > 0),
Bjo(xo, &, Do)v(a,)|, _o = (F'g)&) (G=1,...,m).

Hier ist v(z,) = (F'u)(&,x,). Die Losung u erhélt man dann durch partielle
Fourier-Riicktransformation (.#’)~!. Man beachte, dass (7-6)) eine gewdhnliche Dif-
ferentialgleichung ist. Somit hat man das urspriingliche Randwertproblem im Kern
zuriickgefithrt auf die Losung einer gewthnlichen Differentialgleichung der Ordnung
2m mit m Anfangsbedingungen.

(7-6)

Die Loésungen von
(AO(:UOa 6/7 Dn) - )\)U<xn) =0 (:Un > 0)

sind gegeben durch Funktionen der Form ce’™ mit ¢ € C, wobei 7 die alge-
braische Gleichung Ag(xg,&’,7) — A = 0 erfiillt (mit entsprechenden Modifikatio-
nen bei mehrfachen Nullstellen). Falls Im7 > 0, so ist Reir < 0 und es gilt
v(x,) — 0 (z, — 00), d.h. die Losung ist (asymptotisch) stabil. Falls Im7 < 0,
so folgt analog Reir > 0, und es gilt |v(z,)| — 00 (z, — o0). Da wir insgesamt
(mindestens) an LP-Losungen interessiert sind, diirfen wir nur die stabilen Losungen
betrachten.
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7.23 Definition. a) Das Randwertproblem ([7-3|) heifit parameterelliptisch in einem
Sektor . C C, falls A(z, D) in diesem Sektor parameterelliptisch ist und folgende
Lopatinskii-Shapiro-Bedingung erfiillt ist:

(LS) Sei xy € 09. Schreibe das Randwertproblem (7-3|) und zu z, gehérigen Koor-
dinaten. Dann hat die gewohnliche Differentialgleichung

(Ao(z0, &', D) — Nv(xy) =0 (z, > 0),
Bjo(xo,f/,Dn)U(ﬂin)‘xnzo =0 (j=1,...,m),
v(z,) =0 (2, — 00)
nur die triviale Losung fiir alle (&', \) € (R*™ x £) \ {0}.

b) Das Randwertproblem (A(z, D), Bi(x,D),..., By (z,D)) heifit elliptisch, falls
A(z, D) elliptisch ist und die Lopatinskii-Shapiro-Bedingung fiir A = 0 erfiillt ist.

7.24 Lemma. Sei A(z, D) elliptisch von Ordnung 2m. Fir ein xo € 05 gelte die
Lopatinskii-Shapiro-Bedingung. Sei .# der 2m-dimensionale Lésungsraum von

(Ao(xo, &', D) — Nv(z,) =0 (2, > 0),
und sei Moy, der Unterraum der stabilen bzw. instabilen Lésungen. Dann gilt dim 4, =

m, und A(zx, D) ist proper elliptisch.

Beweis. Sei ¢ € R"1\ {0} und P := Ag(xg,&,-). Wir schreiben .# = .#(£'). Da
P keine reelle Nullstelle besitzt, gilt # (¢') = A4 (') & A_(£'), und dim A, (') ist
die Anzahl der Nullstellen von P in C,.

Nach (LS) ist die lineare Abbildung
My — C™, v — Bjo(xo, &, Dy)v(y,)]

n,=0

injektiv, d.h. es gilt dim M, (') < m. Wegen Agy(zo,&',7) = Ao(xo, =&, —7) gilt
M_(E) = M (—E), und (LS) liefert dim M, (—¢') < m. Damit

2m = dim A (') + dim .#Z_(§) < m+m = 2m,
und A ist proper elliptisch. O]

7.25 Korollar. Sei A(x, D) parameterelliptisch in einem Sektor £ C C. Die fol-
genden Bedingungen sind jeweils dquivalent zur Lopatinskii-Shapiro-Bedingung.

(i) Fiir alle zg € 09, alle (¢';\) € (R"' x Z)\ {0} und alle hy, ..., h, € C besitzt

(Ao, &', Dy) — Nv(z,) =0 (x, > 0),
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Bjo(l’g,g/, Dn)v(;ﬁn)‘mnzo = h’j (j = 1, e ,m),

v(zn) =0 (2, — 00)
genau eine Lisung.
(ii) Fiir alle o € 0Q und alle (£, ) € (R"! x £)\ {0} ist der Operator
T(a0, €', 0): W2((0,00)) — LF((0,00)) x €,

(AO(an §I7 Dn) - )\)U
Bio(o, &', Dn)v(wn) ‘xn:o

U=

Bm0($0> 5,7 Dn)v('xn)‘

xn=0

mvertierbar.

Beweis. Die Aquivalenz von (LS) und (i) folgt aus Lemma wegen dim .Z, =

m. Zur Aquivalenz von (i) und (ii) definiert man zu f € LP((0,00)) die triviale

Fortsetzung f := f - X(0,00) auf R und 16st die gewohnliche Differentialgleichung
(AO(:C07€/7 Dn) - )‘)Ul(xn) = fN(xn) (:CTL € R)

durch den Fourieransatz

1
vy = F, !
! " Ao(zo, &, &)

Damit erreicht man wie oben eine Reduktion auf den Fall f = 0. Die Aussage von (ii)
folgt dann daraus, dass eine stabile Losung der homogenen Gleichung exponentiell
abféllt und damit in W>™((0,c0)) liegt. O

— Fon | € W2M(R).

7.26 Bemerkung. Man betrachtet in (ii) den Operator fiir festes £ und z, als
Funktion von A. Dann ist T'(A\) = T'(z¢, &', A) eine sogenannte Operatorschar, welche
linear vom Spektralparameter A\ abhéngt. Das Spektrum einer Operatorschar wird
definiert als

o(T) :={X € C:T(A) nicht bijektiv }.

Damit kann man die Bedingung (ii) in folgender Form schreiben:

Fiir alle zo € 9Q und alle & € R"1\ {0} ist p(T(z0,&,-)) D Z.

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir noch den Hauptsatz fiir parameterellip-
tische Randwertprobleme angeben. Der Beweis verwendet obige Losungsstrategie,
enthélt aber noch eine Reihe technisch aufwéndiger Details.

In folgendem Satz ist die LP-Realisierung Ap, des Randwertproblems

(A(z, D), By(z, D), ..., By(z, D))
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gegeben durch

D(Apyp) ={u¢€ Wﬁm(Q) : Byju=--- = B,u = 0},
Ap,u:=A(x,D)u (u€ D(Apy)).

7.27 Satz (Hauptsatz fiir parameterelliptische Randwertprobleme). Sei Q C R”
ein beschrinktes Gebiet mit C*™~Y1_Rand. Fiir die Koeffizienten der Operatoren

A(x, D) und Bj(z, D) gelte a, € C(Q) falls |a|] = 2m, a, € L=®(Q) falls |a| < 2m
und bjz € C*m=mi=LL(9Q) (5 =1,...,m, |B] < my).

Falls das Randwertproblem (A(x, D), By(x, D), ..., By(x, D)) in einem Sektor £ C
C parameterelliptisch ist, so existiert ein \g > 0 so, dass (7-3) fir alle A\ € £ mit
IA| > Ao und alle

ferr(Q), g e Wy mmP00) (j=1,...,m)

eine eindeutige Losung u € Wme(Q) besitzt, und es gilt die a priori-Abschdtzung

lllompe < CF @) + Y Mgillzm-m,—1/ppon) (A€ 2L, |l 2 o).

Jj=1

Insbesondere ist die LP-Realisierung Ap ,— Ao sektoriell mit Winkel o, falls £ = ..
Falls £ D Xz )9, so erzeugt Ap, — \o eine holomorphe Halbgruppe auf LP(S2).
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A. Elemente der Sobolevraumtheorie

A.1 Worum geht’s? In diesem Anhang sollen einige Ergebnisse aus der Theorie
der Sobolevrdaume zitiert werden. Dabei wird nicht in jedem Fall Wert darauf gelegt,
die Differenzierbarkeitsbedingungen an das Gebiet minimal zu wéhlen.

Im folgenden sei D := —i(0y,, ..., 0, ), und  C R™ ein Gebiet. Zum € Nist C" ()
definiert als die Menge aller stetigen Funktionen f: {2 — C, welche eine Fortsetzung
f € C™(U) mit einer offenen Teilmenge U D Q besitzen. Die Konstanten C, C, C
in den folgenden Aussagen sind wieder generische Konstanten.

Zunéchst zitieren wir noch eine Variante der Hélderschen Ungleichung.
A.2 Satz (Holder-Ungleichung). Seien 1 < p,q,7 < oo mit %—i—% = % Dann ist fiir
feLr(Q) und g € L) das Produkt fg € L"(2) und

19l < I lle@llgllzoce)-

A.3 Definition. Sei 1 < p < oo und m € N. Dann ist der Sobolevraum W)™ ()
definiert als die Menge aller u € 2'(2) mit Du € LP(2) (|a] < m). Die Norm auf
W (€2) ist gegeben durch

1/p
[l = Julhwg = (30 1D%ul3e)

laj<m

Man definiert auch noch die Seminorm

1/p
[t = llwpe = (30 1Dulg)

|a|=m
Im Fall p = oo modifiziert man wie iiblich.

Man beachte, dass || - [lopo = || - [|r(@)-

A.4 Satz. a) Der Sobolevraum W] () ist ein Banachraum.

b) Sei H™(Q) die Vervollstindigung von {u € C™(Q) : [|uljmp0 < oo}. Dann gilt
HM(Q) = W(8Q).

c¢) Falls 05) die Segmentbedingung erfillt, so ist die Menge {ulq : u € Z(R")} dicht
in W (§2).

A.5 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). a) Falls Q der Kegelbedingung gendigt,
so gilt firm € N und p € [1,00) mit mp > n und j € Ny die Einbettung

W(Q) < CJ(Q),
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d.h. jedes u € WZ’)”H(Q) ist nach Anderung auf einer Nullmenge eine Funktion in

C1(Q), und die Abbildung u — u, W (Q) — C}(9Q) ist stetig.

b) Falls Q die starke lokale Lipschitzbedingung erfillt, so kann in a) CI(Q) durch
C7(Q) ersetzt werden, und es gilt sogar Wit™(Q) < C*7(Q) fir alle X € (0,1) mit
A<m-—=2

- p

A.6 Satz (Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung). Sei € ein Lipschitz-Gebiet, und sei-
enm € N und p,p; € (1,00) gegeben mit

1 1
0<7‘::£<———> < L.
maip P
Dann gilt W () — Ly, (2) und

lullopye < Cllullh, palluloye  (u€ W Q).

A.7 Satz (Interpolations-Ungleichung). Sei Q ein Gebiet, welches die Kegelbedin-
gung erfillt, und seien m,k € N mit 0 < k < m. Dann gilt mit 7 = % die
Abschdtzung

ulkpo < Cllully, pollullope (e W)

Fiir jedes ¢ > 0 existiert eine Konstante C'(g) > 0 mit

|u’k,p,ﬂ < 5|U’m,p79 + C(g)HUHO,p,Q»

[ulleps < ellullmpa+ Ce)lullopo
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