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4 1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Diese Diplomarbeit basiert auf dem Artikel ,, A local-global principle for al-
gebras with involution and hermitian forms“ von Lewis und Unger [LU-03].
In diesem Artikel wird Pfisters Lokal-Global-Prinzip fiir quadratische For-
men iibertragen auf zentraleinfache Algebren mit Involution. Pfisters Lokal-
Global-Prinzip besagt, dass eine regulire quadratische Form genau dann
schwach hyperbolisch ist, wenn ihre totale Signatur null ist (siehe [S-85, 2.
§7, Thm. 7.3], [PD-01, 3, Thm. 3.3.11]). Fiir zentraleinfache Algebren mit
Involution lisst sich das iibertragene Lokal-Global-Prinzip wie folgt formu-
lieren:

Eine zentraleinfache Algebra mit Involution ist genau dann schwach hy-
perbolisch, wenn die Signatur der Involution null ist fir alle Anordnungen
des Grundkdrpers der Algebra mit Involution.

In dem Artikel von Lewis und Unger werden nur Algebren iiber Kérpern
der Charakteristik ungleich zwei betrachtet. Da es keine Anordnungen auf
Korpern der Charakteristik zwei gibt, ist die Bedingung an die Signatur der
Involution hier leer. Das hiefle, jede zentraleinfache Algebra mit Involution
wére schwach hyperbolisch. Es gibt iiber Kérpern der Charakteristik zwei je-
doch Algebren mit nicht schwach hyperbolischen Involutionen.! Somit ist es
notwendig, eine Einschrankung vorzunehmen: Dass der Grundkorper der Al-
gebra von Charakteristik ungleich zwei ist, ist eine hinreichende Bedingung.
Ich werde im Anhang den Fall von Algebren mit Involution iiber Kérpern
der Charakteristik zwei kurz behandeln. Fiir den Hauptteil betrachte ich nur
Algebren iiber Kérpern der Charakteristik ungleich zwei, weil es zum einen
der Konvention entspricht und zum anderen den Text besser lesbar macht.

Im Kern besteht diese Arbeit aus drei Teilen, die aufeinander aufbauen:
Ich werde zuerst das Lokal-Global-Prinzip einer Involution, ohne den Begriff
der Signatur formuliert, beweisen (Kapitel 5). In den Aussagen dieses Kapi-
tels steckt der eigentliche Gehalt des Lokal-Global-Prinzips und in ihren Be-
weisen das Besondere dieser Arbeit. Anders als in dem Artikel von Lewis und
Unger [LU-03] benétige ich in den Beweisen Pfisters Lokal-Global-Prinzip
nicht. Dieses ergibt sich wiederum aus den erhaltenen Aussagen und kann
somit — ohne dass ein Zirkelschluss vorliegt — gefolgert werden. In einem zwei-
ten Teil wird die Signatur einer Involution eingefiithrt und oben angegebenes
Ergebnis abgeleitet (Kapitel 6). Der dritte Schritt ist eine Formulierung des
Lokal-Global-Prinzips fiir hermitesche Formen (Kapitel 7) und damit eine
Verallgemeinerung von Pfisters Lokal-Global-Prinzip fiir quadratische For-
men.

!'Dabei wird der Begriff der schwach hyperbolischen Involution — wie fiir Charakteris-
tik ungleich zwei — aus dem Begriff der hyperbolischen Involution und dem Begriff der
orthogonalen Summe von Algebren mit Involution, zusammengesetzt (siche Anhang A).



Im Detail gliedert sich diese Arbeit wie folgt:

e Im nichsten, dem zweiten Kapitel gebe ich die grundlegenden Defini-
tionen und Aussagen an. Es werden insbesondere die Begriffe zentral-
einfache Algebra und Involution (erster sowie zweiter Art) eingefiihrt
und mit einigen Beispielen veranschaulicht.

e Im dritten Kapitel wird die Beziehung zwischen (schief-)hermiteschen
Formen und Involutionen untersucht. Das Ergebnis von Abschnitt 3.3
ist eine alternative — einfachere — Beschreibung des Begriffs zentralein-
fache Algebra mit Involution: Jede zentraleinfache Algebra mit Invo-
lution ist isomorph zu einer Endomorphismenalgebra mit adjungierter
Involution.

In Abschnitt 3.4 werden Typen von Involutionen erster Art definiert.
Schliellich wird der Begriff der orthogonalen Summe einer Involution
eingefithrt, welcher analog zu dem Begriff der orthogonalen Summe
einer hermiteschen Form ist.

e Das vierte Kapitel beginnt mit einigen Ergebnissen iiber Rechtsideale
zentraleinfacher Algebren. Es werden die Begriffe (schwach) isotrope-
und (schwach) hyperbolische Involution eingefithrt. In den Abschnit-
ten 4.4 und 4.5 werden zwei fiir den Beweis des Lokal-Global-Prinzips
essentielle Ergebnisse bewiesen: Eine Aussage iiber Algebren mit Invo-
lution, die iiber einer quadratischen Ké&rpererweiterung hyperbolisch
werden, und die Ubertragung einer schwachen Version des Satzes von
Springer auf Involutionen.

e Im fiinften Kapitel wird das Lokal-Global-Prinzip fiir Involutionen be-
wiesen, wobei die Formulierung auf den Begriff der Signatur verzichtet.
Der hier vorgestellte Beweis ist in seiner Idee dhnlich wie der Beweis
in dem Artikel von Lewis und Unger [LU-03], verwendet aber Pfisters
Lokal-Global-Prinzip nicht. In diesem Kapitel wird weiter bewiesen,
dass die Ordnung einer schwach hyperbolischen Involution immer eine
Zweierpotenz ist. Diese Aussage folgt, wie in [LU-03] festgestellt, aus
einem allgemeineren Ergebnis von Scharlau iiber die Wittgruppe von
halbeinfachen Algebren (siehe [S-70, Thm. 5.1]). Ich verwende dieses
Ergebnis nicht, sondern gebe einen anderen Beweis an, der sich an dem
Beweis des Lokal-Global-Prinzips fiir Involutionen orientiert.

e Das sechste, ziemlich technische Kapitel widmet sich dem Begriff der
Signatur einer Involution. Der erste Abschnitt des Kapitels behandelt
die Signatur spezieller hermitescher Formen und ist fiir das siebte Ka-
pitel wichtig. Abschnitt 6.6 gibt eine Ubersicht iiber die Signatur einer
Involution, aus der sich mit den Resultaten des vorhergehenden Ka-
pitels sofort das Lokal-Global-Prinzip in obiger Formulierung ableiten
lasst.
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e Im siebten Kapitel wird aus dem Lokal-Global-Prinzip fiir Involutio-
nen ein Lokal-Global-Prinzip fiir hermitesche Formen iiber zentralein-
fachen Algebren mit Involution abgeleitet. Ich fithre im ersten Ab-
schnitt die Wittgruppe einer zentraleinfachen Algebra mit Involution
ein und fiibertrage die im vierten Kapitel erhaltene schwache Version
des Satzes von Springer. In Abschnitt 7.3 fithre ich in knapper Form
die Signatur hermitescher Formen ein. Mit diesem Begriff ergibt sich
fiir hermitesche Formen aus dem Lokal-Global-Prinzip fiir Involutio-
nen eine Verallgemeinerung von Pfisters Lokal-Global-Prinzip.

e Das letzte Kapitel enthilt neben einer Zusammenfassung der wichtigs-
ten Ergebnisse dieser Arbeit auch einen Ausblick auf noch offene Pro-
bleme, die iiber diese Arbeit hinausgehen, wie z.B. ob sich ein stéirkeres
Analogon zum Satz von Springer zeigen lésst.

Ich mochte besonders Karim Johannes Becher und Thomas Unger fiir die
hilfreiche Unterstiitzung in mathematischen Fragen danken: Danke.



2 Zentraleinfache Algebren

Im gesamten Text wird mit K immer ein Korper der Charakteristik ungleich
zwei bezeichnet.

In diesem Kapitel werden die wichtigen Grundbegriffe eingefiihrt und
einige bekannte Ergebnisse zu zentraleinfachen Algebren und Involutionen,
auf denen die Arbeit aufbaut, angegeben. Die Aussagen iiber zentraleinfa-
che Algebren sind im Wesentlichen diejenigen, die in dem Seminar ,,Algebren
und Involutionen“ an der Universitit Konstanz (SS 2003) behandelt wur-
den. Kenntnisse iiber quadratische Formen werden vorausgesetzt.

2.1 Zentraleinfache Algebren

Wir betrachten zentraleinfache K-Algebren mit Involution. Eine K-Algebra
A heifit zentraleinfach,? falls gilt:

e A ist ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.

e A ist einfach, d.h. die einzigen beidseitigen Ideale von A sind {0} und
A.

e Aist zentral, d.h. das Zentrum Z(A) :={z € A|Vy € A: z-y =y-z}
ist K.

Beispiele

1. Quaternionenalgebren iiber K sind zentraleinfache K-Algebren. Ei-
ne Quaternionenalgebra (a,b)x iiber K, fir a, b € K*2? ist ein
K-Vektorraum der Dimension vier mit Basis 1, %, j, k, auf dem eine Mul-
tiplikation durch

i-j=k=—j-i,i®=a, j°=0

definiert wird. Man kann zeigen (siehe [S-85, 8. §11]), dass jede zentralein-
fache K-Algebra mit dimg A = 4 eine Quaternionenalgebra ist, d.h. es gibt
eine K-Basis 1, i, j, k von A, die obige Relationen fiir gewisse a, b € K*
erfiillt. Eine solche Basis nennen wir Quaternionenbasis von A.

Eine Quaternionenalgebra (a,b)x ist genau dann eine Divisionsalgebra,
wenn die quadratische Form (—a, —b, ab) iber K anisotrop ist (siehe [S-85,
2. §11]). Dies ist insbesondere fiir a = b = —1 und K reell der Fall. Wir
schreiben Hg fiir diese Divisionsalgebra.

*Dieser Begriff wird manchmal erweitert — so zum Beispiel in [KMRT-98, 1. §2.B.]
— in dem man K-Algebren B := A; X A» zuldsst, wobei A1 und A> im obigen Sinne
zentraleinfache K-Algebren sind. Das Zentrum von B ist dann K x K. Wir beschrinken
uns im Folgenden jedoch auf das obige Konzept.

3Fiir einen Ring R bezeichnet R* die Menge der invertierbaren Elemente von R.
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2. Fiir n € N\{0} ist die Menge der n x n-Matrizen mit Eintrigen aus
K, M, (K), versehen mit der iiblichen Matrizenaddition und -multiplikation
eine zentraleinfache K-Algebra.

3. Das zweite Beispiel ldsst sich noch verallgemeinern: Fiir jede zentral-
einfache K-Algebra E und jedes n € N\{0} ist M, (E) eine zentraleinfache
K-Algebra.

2.2 Der Satz von Wedderburn

Beschrinken wir uns im dritten Beispiel auf Divisionsalgebren, so erhalten
wir bis auf Isomorphie schon alle zentraleinfachen K-Algebren. Dies besagt
das bekannte Resultat von Wedderburn (siehe [L-90, §29, 2.], [S-85, 8. §1,
Thm. 1.11]), welches sich wie folgt formulieren lisst:

A ist genau dann eine zentraleinfache K-Algebra, wenn es eine zentral-
einfache K -Divisionsalgebra D und ein n € N\{0} gibt mit A = M, (D).
Dabei ist n eindeutig und D bis auf Isomorphie eindeutig bestimmd.

Fiir einen n-dimensionalen D-Vektorraum V ist in kanonischer Weise
M, (D) 2 EndpV, der Menge der D-Endomorphismen auf V, versehen mit
der iiblichen Addition und der Hintereinanderausfithrung als Multiplikati-
on. Also kann man nach dem Satz von Wedderburn eine zentraleinfache
K-Algebra immer als einen Endomorphismenring iiber einem Schiefkérper
auffassen.

Zwei K-Algebren A, B heiflen Brauer-dquivalent, falls es eine zen-
traleinfache K-Divisionsalgebra D und n, m € N\{0} mit A = M, (D) und
B = M,,(D) gibt. Brauer-Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation. Wir be-
zeichen mit Br(K) die Menge aller Aquivalenzklassen von zentraleinfachen
K-Algebren. Diese Menge ist eine Gruppe beziiglich der Verkniipfung

® : Br(K) x Br(K) — Br(K), ([4],[B]) — [A ®k BJ;

sie heifit Brauergruppe von K.

Die Brauergruppe eines algebraisch abgeschlossenen Korpers K ist tri-
vial, d.h. Br(K) = {[K]}. Die Brauergruppe eines reell abgeschlossenen
Korpers K ist Br(K) = {[K], [Hk]}.4

Wir sagen, die zentraleinfache K-Algebra A zerfillt, falls es ein
n € N\{0} mit A = M,(K) gibt. Das bedeutet [A] = [K] in Br(K). Je-
de zentraleinfache Algebra iiber einem algebraisch abgeschlossenem Korper
zerfillt somit.

*Zur Brauergruppe eines Korpers und zum Tensorprodukt von zentraleinfachen Alge-
bren siehe [L-90, §29, 3.].
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2.3 Zerfillungskorper

Sei A eine zentraleinfache K-Algebra. Sei L/K eine Korpererweiterung.
Dann ist A ® ¢ L in kanonischer Weise eine zentraleinfache L-Algebra mit
dimz,(A ®k L) = dimg A (siehe [L-90, §29, 3. F15]). Wir nennen L einen
Zerfillungskérper® von A, falls A®p L zerfillt, dh. AQx L = M, (L) als
L-Algebren fiir ein n € N\{0}. n heiBt dann der Grad der zentraleinfachen
K-Algebra A, deg A. Es ist deg A = /dimg A.

Ist K der algebraische Abschluss von K, so ist A ®x K eine zentralein-
fache K-Algebra und zerfillt, da Br(K) trivial ist. Somit hat jede zentral-
einfache K-Algebra einen Zerfallungskorper. Es lasst sich sogar zeigen, dass
jede zentraleinfache K-Algebra einen Zerfillungskérper L besitzt, so dass
L/K galois ist (siehe [L-90, §29, 5. F22]).

2.4 Der Satz von Skolem-Noether

Sei A eine zentraleinfache K-Algebra. Fiir ein u € A* ist die Abbildung
Int(u): A— A, a+ u-a-u"! fir a € A ein K-Algebrenautomorphismus.

Int(u) heiBt innerer Automorphismus. Oft werden wir den Satz von
Skolem-Noether (siehe [L-90, §29, 6.], [S-85, 8. §4, Thm. 4.2]) verwenden:

Sei B eine einfache, endlichdimensionale K-Algebra und A eine zentral-
einfache K -Algebra. Seien o, 7: B — A K-Algebrenmorphismen. Dann gibt
es einu € AX mit T = Int(u)oo, d.h. fir alleb € B gilt 7(b) = u-o(b)-u !,

Wir kénnen dieses Resultat insbesondere dann anwenden, wenn B eine
einfache Teilalgebra der zentraleinfachen K-Algebra A ist. Mit dem Satz von
Skolem-Noether erhalten wir, dass jeder Automorphismus einer zentralein-
fachen K-Algebra A ein innerer Automorphismus ist.

2.5 Halbeinfache Algebren

Sei M ein Modul® iiber einem Ring R. Wir nennen M halbeinfach, wenn M
direkte Summe von einfachen Teilmoduln von M ist. Ist M ein halbeinfacher
Modul, so ist jeder Teilmodul N von M ein direkter Summand von M (siehe
[L-90, §28, 2. F10)).

Definition 2.1. FEin Algebra A heifit halbeinfach, wenn A als
A-Linksmodul halbeinfach ist.

®Ich weiche hier von der Bezeichnung in [LU-03] ab und halte mich an die in [S-85] und
[L-90], um die Ergebnisse iiber Zerfillungskérper aus [S-85] und [L-90] direkt zitieren zu
konnen.

51st im Folgenden von Moduln die Rede, so gelten die Aussagen sowohl fiir Rechts- als
auch fiir Linksmoduln.
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Ist D eine zentraleinfache K-Divisionsalgebra und V ein endlichdi-
mensionaler D-Rechtsvektorraum, so ist die zentraleinfache K-Algebra
EndpV halbeinfach (siehe [L-90, §28, 2. F8]). Damit ist jede zentraleinfa-
che K-Algebra A halbeinfach.” Das ist dquivalent dazu, dass jeder A-Modul
halbeinfach ist (siehe [L-90, §28, 2. F13]). Betrachten wir einen endlich er-
zeugten A-Modul M, so ergibt sich damit, dass M frei von endlichem Rang
ist.

2.6 Involutionen

Sei A eine zentraleinfache K-Algebra. Wir nennen eine Abbildungo : A — A
eine Involution auf A, falls fiir alle z, y € A:

e o(z+y)=o0(z) +0o(y),
o o(z-y)=0(y) o(z),
o o%(z) = z.

Fiir eine Involution ¢ auf A gilt o(K) = K. Ist o|x = idg, S0 nen-
nen wir o eine Involution erster Art. Andernfalls heit ¢ Involution
zweiter Art und fiir F := Fiz(o|k) gilt: K/F ist eine quadratische Galoi-
serweiterung mit nichttrivialem Automorphismus ¢ := o|x. Wir nennen im
Weiteren F' := Fizo|kx den Grundkérper der zentraleinfachen K-Algebra
mit Involution (A, o), bzw. den Grundkérper von o. Ist o eine Involution
erster Art auf der zentraleinfachen K-Algebra A, so ist Z(A) = K = F. Ist
o eine Involution zweiter Art auf der zentraleinfachen K-Algebra A, so ist
Z(A) = K = F(y/a) fiir ein a € F*\F*2,

Beispiele

1. Auf M,(K) ist die Transposition ¢ : M, (K) — M,(K), A — A
eine Involution erster Art.

2. Sei (a,b)x eine Quaternionenalgebra mit Quaternionenbasis
1, 4, j, k. Sei 7y : (a,b)k — (a,b)k definiert durch

(1) =1, 7() = =i, 7() = =3, 7(k) = =k

Dann ist - eine Involution erster Art auf (a,b)x. Sie heifit kanonische
Involution auf (a,b)k.

"Bs ist A = EndpV als K-Algebren fiir eine zentraleinfache K-Divisionsalgebra
D und einen endlichdimensionalen D-Rechtsvektorraum V. Damit ldsst sich je-
der EndpV-Linksmodul als A-Linksmodul auffassen. Ist EndpV = @,.;N; als
EndpV-Linksmoduln mit einfachen EndpV -Linksmoduln N;, ¢ € I, soist A= ., N;
als A-Linksmoduln, wobei die IV; — aufgefasst als A-Linksmoduln — einfach sind.

i€l
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3. Sei nun E eine zentraleinfache K-Algebra und 6 eine Involution auf
E. Dann ist die Abbildung 6% : M,,(E) — M, (E), wobei

o' <(aij)i,j) = (0 (aij))f,j fiir (aij)ij € Mn(E),

eine Involution derselben Art wie 6 auf M,(E). Ist K/F eine quadra-
tische Korpererweiterung mit nichttrivialem Automorphismus ¢, so ist
it 2 My, (K) — M, (K) eine Involution zweiter Art.

Definition 2.2. Zwei zentraleinfache K-Algebren mit Involution (A,o),
(B,T) heiflen isomorph, falls es einen K-Algebrenisomorphismus
®:A— B mitTo® =200 gibt.

Nach dem Satz von Wedderburn finden wir zu der zentraleinfachen
K-Algebra A mit Involution o eine zentraleinfache K-Divisionsalgebra
D und ein n € N\{0} mit A =2 M,(D). Sei ¢ : A — My,(D) ein
K-Algebrenisomorphismus. Dann induziert die Involution ¢ auf A eine In-
volution 7 auf M, (D), wobei o und 7 von derselben Art sind:

T:=docod .

Wir erhalten somit (A4, 0) = (My(D), 7).

2.7 Existenz von Involutionen

Es gilt eine Umkehrung des dritten Beispiels des letzten Abschnitts: Haben
wir eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution (A, o) gegeben und ist D
eine zentraleinfache K-Divisionsalgebra mit A 2 M, (D) fiir ein n € N\{0},
so existiert eine Involution @ auf D mit |k = o|x (siche [KMRT-98, L
§3]). Dieses Ergebnis werden wir oft benutzen. Insbesondere werden wir es
im Beweis von Satz 3.3. verwenden, wobei wir diesen Satz nur in Féllen
anwenden werden, in denen der Beweis ohne diese Existenzaussage gefiihrt
werden kann — sie jedoch, um die Voraussetzungen des Satzes zu erfiillen,
schon benutzt wurde.

Einfacher ist eine Aussage dariiber zu treffen, wie man von einer gegebe-
nen Involution zu weiteren Involutionen durch das Hintereinanderausfiithren
eines inneren Automorphismus und dieser Involution gelangt.

Lemma 2.3. Sei A eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution o. Sei
v € A*. Dann gilt: Int(v) o o ist genau dann eine Involution (derselben Art
wie o) auf A, wenn o(v) = A-v fir ein A € K* mit o(A) - A= 1.

Ist o eine Involution erster Art, so ist also Int(v) o o genau dann eine
Involution (erster Art) auf A, wenn o(v) = tv.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass o(v) = A-v firein A € K* mit o(A)-\A =1,
falls Int(v)oo eine Involution ist, da man die Umkehrung sofort nachrechnet.
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Sei dazu a € A. Dann gilt:

(Int(v) o 0)?(a) = Int(v)(o(v-o(a)-v 1))

Da Int(v) o o eine Involution ist, ergibt sich Int(v - o(v™!)) = id4. Damit
ist v-o(v ') € KX, dh. o(v) = \- o fiir ein A € K*.
Also ist
v=o0(o()) =c(A)-A-v.

Da v € A%, folgt o(A\) - A = 1. O

2.8 Tensorprodukt von Algebren mit Involution

Fir die Definition der orthogonalen Summe einer Involution bendtigen wir
das Tensorprodukt von Algebren mit Involution. Eine Rechnung zeigt:

Sind (41,01), .- ., (An,0n) zentraleinfache K-Algebren mit Involutionen,
so dass 0|k = 01|k fiir alle i = 2,...,n, dann ist

(A1,01) @k *++ ®k (An,op) = (A1 QK+ Ok Ap,01 Q-+ ® 0y)

eine zentraleinfache K-Algebra mit (01 ® --- @ op)|k = 01|k (siehe
[KMRT-98, I. §2, Prop. 2.23]).

2.9 Skalarerweiterungen

Ist A eine zentraleinfache K-Algebra und L/K eine Korpererweiterung, so
ist A®k L in kanonischer Weise eine zentraleinfache L-Algebra (siehe [L-90,
§29, 3. F15]). Wir nehmen nun an, dass auf A eine Involution o gegeben ist.

Zuerst betrachten wir den Fall, dass o eine Involution erster Art ist.
Fiir eine beliebige Korpererweiterung L/K ist o ® idr, definiert durch
(c®idr)(a®l):=0(a)®! fir a € A, | € L eine Involution erster Art
auf A ®k L. Ist L/K eine quadratische Korpererweiterung mit nichttrivia-
lem Automorphismus ¢, so ist c®t, definiert durch (c®:¢)(a®l) := o(a)®:(l)
fir a € A, | € L, eine Involution zweiter Art auf A ® x L mit Grundkoérper
K.

Im Fall, dass o eine Involution zweiter Art ist, also 0|k # idg, ist nicht
klar, wie wir eine Involution auf A @ L definieren sollen. Wir betrachten
daher Koérpererweiterungen L des Grundkérpers F' von ¢ und die L-Algebra
A ®p L. L heifit linear disjunkt zu K/F, falls jede endliche Menge von
Elementen aus L, die iiber F' linear unabhingig ist, auch {iber K linear
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unabhiingig ist (siehe [L-72, X, §5]). Sei o € FX\F*? mit K = F(y/a). Ist
L nicht linear disjunkt zu K/F, also « ein Quadrat in L, so ist

Z(A®p L) =K®p L= Lx L2

AQ®p L ist somit nicht einfach und das Zentrum von A ®g L ist kein Korper,
darum behandeln wir diesen Fall nicht weiter. Ist o kein Quadrat in L, also
L linear disjunkt zu K/F, so ist A®p L eine zentraleinfache L(/a)-Algebra
mit dimy, &) (A®rL) = dimgk A, da A®rL = A®k L(y/). Dann definieren
wir 0 ®idy, auf AQp L durch (0 ®idr)(a®l) = o(a)®l fira € Aund! € L.
Es ist 0 ® idy, eine Involution zweiter Art auf A ® p L mit Grundkorper L.

Fiir jede Korpererweiterung L/F ungeraden Grades [L : F] ist L linear
disjunkt zu K/F und wir kénnen (A ®r L,o ® idy,) betrachten. Ist P eine
Anordnung auf F, so bezeichnen wir mit Fp den reellen Abschluss von
F beziiglich P. Es ist o € F;;Q genau dann, wenn a € P, d.h. o >p 0. Fiir
unsere Zwecke sind bei Involutionen zweiter Art nur Anordnungen P des
Grundkorpers F interessant, fiir die @ ¢ P ist. Fiir eine solche Anordnung
zerfillt A ®p Fp, da Fp(y/a) algebraisch abgeschlossen ist.

Definition 2.4. Fiir eine zentraleinfache K-Algebra A mit Involution o
nennen wir diejenigen Korpererweiterungen L des Grundkérpers F disjunkt
zu K/F, fir die L linear disjunkt zu K/F ist, d.h. A ®p L zentraleinfach
1st.

Ist o eine Involution erster Art, so ist jede Korpererweiterung L von
F = K disjunkt zu K/F.

8Dabei ist L x L mit der komponentenweisen Addition und Multiplikation versehen.
Seic:=1 -(1+ Va ' ®/a) € K @ L. Es ist ¢ und damit 1 — ¢ idempotent. Dann ist
der L-Algebrenhomomorphismus ¢ : L x L — K ®p L, definiert durch ¢(1,0) = ¢ und
¢(0,1) =1 — ¢ ein Isomorphismus.
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3 Hermitesche Formen und Involutionen

In diesem Kapitel werden wir hermitesche Formen iiber zentraleinfachen
Algebren mit Involution einfithren. Hermitesche Formen kénnen wesentlich
allgemeiner behandelt werden.® Wir beschriinken uns auf hermitesche For-
men iiber zentraleinfachen Algebren mit Involution, was seinen Grund in
der Korrespondenz von regulidren hermiteschen Formen und Involutionen
hat, welche wir in Satz 3.3. behandeln. Dazu wird die adjungierte Involu-
tion zu einer reguliren (schief-)hermiteschen Form eingefiithrt. Wir werden
einige Beispiele betrachten, die auch im Weiteren relevant sind. Wir werden
in diesem Kapitel auch den Begriff der n-fachen orthogonalen Summe einer
Involution einfithren und eine Beziehung zur n-fachen orthogonalen Summe
einer hermiteschen Form herleiten.

3.1 Hermitesche Formen

Sei E eine zentraleinfache K-Algebra. Sei 6 eine Involution auf E. Eine
A-hermitesche Form (M, h), bzw. h, iiber (E,0), A € {1}, ist eine biad-
ditive Abbildung

h:MxM—FE

mit
e M # {0} endlich erzeugter E-Rechtsmodul.
e hz-a,y-B)=0(a)-h(z,y)-Bfirallex, ye M, a, f € E,
e h(z,y) =A-0(h(y,x)) fir alle z, y € M.

Eine 1-hermitesche Form heifit auch hermitesche Form, und eine
(—1)-hermitesche Form heiit auch schiefhermitesche Form. Eine her-
mitesche oder schiefhermitesche Form A auf dem E-Rechtsmodul M heifit
regulér, falls fiir alle z € M gilt:

(Vy € M : h(z,y) =0) = z =0.
Diese Bedingung ist dquivalent dazu, dass fiir alle y € M gilt:
(Vz € M : h(z,y) =0) =y =0.

Seien M, N endlich erzeugte E-Rechtsmoduln. Sei hy : M x M — E,
he : N x N — E (schief-)hermitesche Formen. Dann heiflen h; und he
isometrisch, falls es einen E-Rechtsmodulisomorphismus ¢ : M — N gibt
mit

hi(z,y) = ha(¢p(x), p(y)) fir alle z, y € M.

Beispielsweise werden in [S-85, 7.] A-hermitesche Formen iiber einem Ring R mit
Involution * betrachtet, wobei A\ € R nur die Bedingungen A - A* = 1 und XA € Z(R)
erfiillen muss.
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Sind zwei (schief-)hermitesche Formen hy : M XM — E,ho : NxN — E
isometrisch, so schreiben wir

(M, hy) ~ (N, he) oder auch hy =~ ho.
Beispiele

1. Jede (schief-)symmetrische Bilinearform iiber K ist eine (schief-)her-
mitesche Form iiber (K, idg).

2. Sei 0 eine Involution auf einer zentraleinfachen K-Algebra FE.
Wir betrachten den E-Rechtsmodul E™ fiir n € N\{0}. Fiir Elemente
x = (;)i=1..n und ¥y = (¥;)i=1..n, aus E" setzen wir

Die Abbildung h : E™ x E™ — FE ist dann eine regulire hermitesche Form.
Ist E = K und 0 = idg, so ist dies gerade die zur quadratischen Form
(1,...,1) assoziierte Bilinearform.

3. Sei 8 eine Involution auf einer zentraleinfachen K-Algebra F.
Wir betrachten den E-Rechtsmodul E?" fiir n € N\{0}. Fiir Elemente
T = (2;)i=1..2n und y = (y;)i=1..2n aus E>" setzen wir

n
h(z,y) = Z(O($2i—1) Yo — O(2;) - Y2i—1)-
i=1
Die Abbildung h : E?" x E?® — E ist dann eine reguliire schiefhermitesche
Form.

4. Sei K ein reell abgeschlossener Korper und -y die kanonische Involu-
tion auf Hg . Dann sind zwei regulére schiefhermitesche Formen (V,h) und
(W, h') iiber (Hg,~) genau dann isometrisch, wenn dimy, V = dimg, W
(siehe [S-85, 10. §3, Thm. 3.7]).

Die orthogonale Summe: Sei A € {+1}. Wir betrachten zwei A-her-
mitesche Formen hy : M x M — FE und hy : N x N — FE. Analog zur
orthogonalen Summe quadratischer Formen definieren wir die orthogonale
Summe hermitescher Formen h11hys: M @ N x M & N — E, durch

(h1Lh2)((v1,w1), (v2, wa)) = hi(v1,ve) + ho(wi, ws)

fir v1, vo € M und wi,wy € N. Wir schreiben (M,hi)L(N,hy) fiir
(M & N, hyLhsg).

Es ergibt sich sofort, dass hy Lhy ~ ho L hy. Wir schreiben n x h fiir die
n-fache orthogonale Summe hl ... Lh.



16 3 HERMITESCHE FORMEN UND INVOLUTIONEN

Wittkiirzung: Fiir regulire (schief-)hermitesche Formen iiber (E,0) gilt
eine Kiirzungregel: Sind h, f, A’ und f’ reguliire (schief-)hermitesche Formen
mit h L b ~ f L f' so folgt aus b’ ~ f’ dass h ~ f (siehe [Sh-76] und
[S-85, 7. §9]). Diese Wittkiirzung gilt nicht in voller Allgemeinheit.' Die von
uns geforderte Bedingung, dass die Charakteristik von K ungleich zwei ist,
ist jedoch eine fiir die Giiltigkeit der Kiirzungsregel hinreichende Bedingung.

Der hyperbolische Raum: FEine M-hermitesche Form h auf M,
A € {£1}, heilt hyperbolisch, falls (M,h) isometrisch ist zu einem
A-hermiteschen Raum (H)(S), hy) mit S endlich erzeugter E-Rechtsmodul.
Dabei ist (H»(S), hy) wie folgt definiert: Zu S betrachten wir den Dualraum
S* = Hompg/(S, E), versehen mit der von § abhingigen Skalarmultiplikation,
definiert durch

(¢-a)(z) :=0(a) - p(z) fira € E, ¢ € S* und z € S,

welche S* zu einem E-Rechtsmodul macht.
Wir setzen

Hy(S)=S"aS

und fiir (s7,s1), (s5,s2) € S* @ S definieren wir
ha((s1,51), (83, 82)) := s1(s2) + A~ 0(s5(s1)).

h) ist dann eine regulire A-hermitesche Form, wie man sofort nachrechnet.
Man sieht weiter sofort, dass S C H)(S) ein total isotroper Unterraum ist.

Skalarerweiterung: Fiir Korpererweiterungen L des Grundkoérpers F
von (E, 6), die disjunkt zu K/F sind, und fiir regulire A\-hermitesche Formen
h: M x M — FE betrachtet man

h®id, MRr LXM Qr L - FEQr L,

definiert durch h p L(v ® l,w ® k) := h(v,w) ® Ik fir v, w € M und
l, ke L.
h ® idy, ist eine regulire A-hermitesche Form iiber (E Qr L,0 @ idy,).

3.2 Die adjungierte Involution

Den Begriff der adjungierten Involution werden wir sehr allgemein einfithren
und in dieser Allgemeinheit auch in Kapitel 7 verwenden. Meistens werden
wir jedoch adjungierte Involutionen zu (schief-)hermiteschen Formen iiber
zentraleinfachen K-Divisionsalgebren mit Involution betrachten.

Tn [S-85, 1. §6, Rem. 6.8] wird ein Beispiel angegeben, das zeigt, dass fiir regulire
symmetrische Bilinearformen iiber Z die Kiirzungsregel im Allgemeinen nicht gilt.
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Sei E eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution 6. Sei M ein endlich
erzeugter F-Rechtsmodul. Wir betrachten die zentraleinfache K-Algebra

Satz 3.1. Fir jede regulire \-hermitesche Form h (beziiglich 0) auf M,
A € {£1}, existiert eine eindeutige Involution adp auf EndgM, so dass
adp(a) = 0(«) fir alle o € K und

h(z, f(y)) = h(adp(f)(2),y)

fir alle x, y € M und f € EndgM. Man nennt ady, die adjungierte
Involution zu h.

Der Beweis des Satzes'! vereinfacht sich durch die folgende Beobachtung:

Bemerkung 3.2. Haben wir eine Abbildung o : EndgM — EndgM, fir
die

h(z, f(y)) = h(o(f)(z),y) fir allez, y € M und f € EndgM (1)
erfillt ist, so gilt
1. o ist eine Involution.
2. o ist eindeutig bestimmt.
3. o(a) = 6(a) fir alle a € K.

Da die Figenschaft (1) die adjungierte Involution eindeutig bestimmt, nen-
nen wir sie charakterisierende Eigenschaft der adjungierten Involution.

Beweis. Exemplarisch zeigen wir den aufwendigsten Punkt: o(a) = 6(a) fiir
alle « € K. Die anderen Punkte ergeben sich dhnlich. Sei « € K C Endg M,
d.h. « ist identifiziert mit der Abbildung r,, : M — M, die jedem Element
x € M das Produkt a(z) = ro(z) := - @« € M zuordnet. Dann gilt fiir alle
T, y € M:

ho(a)(z),y) = h(z,aly))

|
>0 >
@_/—\/—\
L= D
= &® &
Q@Q

)
= h(0(e)(2),

Da h regulir ist, folgt Vz € M : o(a)(z) = 0(a)(z), d.h. o(a) = 0(a). O

" Teile des Beweises dieses Satzes stammen aus [KMRT-98, 1. §4].
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Beweis von Satz 3.1. Wir miissen die Existenz einer Abbildung
ady, : EndgM — Endg M

zeigen, fiir die die charakterisierende Eigenschaft der adjungierten Involution
gilt, d.h.

h(z, f(y)) = h(adp(f)(z),y) fir alle z, y € M, f € Endp M.

Dazu betrachten wir zu M den Dualraum M* = Homg(M, E), versehen
mit der von § abhingigen Skalarmultiplikation, definiert durch

(¢-a)(z):=0(a) ¢(z) fira € E, g € M*, z € M,

welche M* zu einem FE-Rechtsmodul macht. X
Wir betrachten den Rechtsmodulhomomorphismus h : M — M*, defi-

niert durch R
(h(2))(y) == h(z,y) fiir z, y € M.

Da h regulir ist, ist A ein Isomorphismus.'? Wir betrachten weiter zu
f € EndgM den Rechtsmodulhomomorphismus

[reMT =M™, f¥(¢) =¢o f.
Sei nun fir f € EndgM
adn(f) = h~Vo f* o h.

Dann ist ady(f) € EndgM und ady erfillt die charakterisierende Eigen-

schaft der adjungierten Involution zu h, denn fir alle f € EndgM und
x € M ist h(adp(f)(z)) = (f*oh)(z), d.h. firalle f € EndgM und z, y € M
gilt

h(adp(f)(2),y) = hladn(f)(@))(y)

2} ist injektiv, da fir z, y € M mit h(z) = h(y) fir alle m € M gilt, dass
h(z,z) = h(y,z). Da h reguldr, ist x = y. Die Bijektivitit folgt, da der Rang von M
und M™ gleich ist.
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Beispiele

1. Sei E eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution 6. Fiir
n € N\{0} identifizieren wir EndgE™ mit M, (E). Dann ist

0" : My(E) = Myu(E), 0" ((aij)ig) = (0(ai));; fiir (aij)ij € My(E),
die adjungierte Involution zu

h:E"™x E™ = E, h((z:)i, (yi)i) = Z 0(z;) - .

2. Die adjungierte Involution zur hyperbolischen Ebene!® (1, —1) iiber
K ist

b N
adg,—1y : Ma(K) — My(K), ( (cl d ) ~ ( —ab dc ) '

3. Sei d € K*. Die adjungierte Involution zu der quadratischen Form
n X (d) iiber K ist die Transposition

t: My(K) — M,(K), A~ A

Insbesondere ist ad,,y(q) = adyx(—q)-

4. Sei (A,o0) eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution und
Grundkérper F. Sei L eine Korpererweiterung von F', die disjunkt zu K/F
ist. Ist (A,0) = (EndpV, adp), so ist

(A QF La o ZdL) &= (EndD®FL(V ®F L)7 adh@idL)'

3.3 Korrespondenz von hermiteschen Formen und Involutio-
nen

Das obige dritte Beispiel zeigt, dass fiir verschiedene regulire (schief-)her-
mitesche Formen die adjungierte Involution dieselbe sein kann. Der folgende
Satz kliart, wie die reguliren (schief-)hermiteschen Formen, welche dieselbe
adjungierte Involution haben, zusammenhingen und besagt dariiber hin-
aus, dass jede Involution auf EndgM eine adjungierte Involution ist (siehe
[KMRT-98, I. §4, Thm. 4.2.]). Wir werden diesen Satz nur fiir £ = D eine
zentraleinfache K-Divisionsalgebra bendtigen

Sei E eine zentraleinfache K-Algebra und @ eine Involution auf E. Sei
M ein endlich erzeugter E-Rechtsmodul. Wir betrachten Endr M, die Invo-
lutionen auf Endg M und ihre Beziehung zu reguliren (schief-)hermiteschen
Formen h : M x M — E beziiglich 6.

131ch werde oft von der adjungierten Involution ad, einer quadratischen Form g iiber K
sprechen. Ich meine damit natiirlich immer die adjungierte Involution der zu g assoziierten
symmetrischen Bilinearform.
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Satz 3.3. 1. Sei 0 eine Involution erster Art auf E, d.h. 0|k = idk.
Dann gilt:

o Fiir zwei regquldre hermitesche oder schiefhermitesche Formen h
und h' auf M gilt ady, = adp genau dann, wenn h = «-h' fiir ein
a € K*.

o Fliir jede Involution o erster Art auf Endg M gibt es eine requldre
hermitesche oder schiefhermitesche Form h auf M mit ady, = o.

2. Sei 6 eine Involution zweiter Art auf E. Dann gilt:

e Fiir zwei regulire hermitesche Formen h und h' auf M gilt
ady, = ady genau dann, wenn h = « - h' fir ein o € K* mit
0(a) = a, d.h. fir ein « € F* dem Grundkdrper von 6.

o Fiir jede Involution o zweiter Art auf EndgM mit o(a) = 0(«)
fir alle a € K gibt es eine requldre hermitesche Form h auf M
mit adp, = 0.

Fiir den Beweis des Satzes bendtigen wir zuerst Lemma, 3.4. Fiir eine
regulire (schief-)hermitesche Form h : M x M — E betrachten wir den
E-Rechtsmodulisomorphismus & : M — M* (siehe Beweis von Satz 3.1.),
definiert durch

(ﬁ(w))(y) = h(z,y) fir z, y € M.

Lemma 3.4. Seien h, h' regulire hermitesche oder schiefhermitesche For-
men auf M und sei v :== h™' o h'. Dann gilt ady, = Int(v) o ady:.

Beweis. Nach der Wahl von v haben wir fiir alle z, y € M, dass

W (z,y) = (H(2))(y) = (A(v(2))) (y) = h(v(z),y)-

Wir miissen fiir alle f € EndgM zeigen, dass ady(f) = v o ady (f) ov 1,
d.h. dass adp(f)ov = voady (f). Es gilt fiir alle f € EndgM und z,y € M:

h((adn(f) o v)(z),y) = h(adn(f)(v(z)),y)
= h(v(z), f(y))
= M(z,f(y))
= W(adp (f)(x),y)
= h((voady(f))(z),y)-

Da h regulér ist, folgt (adp(f)ov)(z) = (voady (f))(z) fir alle f € Endg M
und z € M. Also folgt die Behauptung. O
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Beweis von Satz 3.3. 1. Seien h und A’ reguliire hermitesche oder schief-
hermitesche Formen auf M und @ € K* mit f(a) = a und b’ = « - h.
Dann gilt fiir alle z, y € M:

hl(xay) = CV'h(iL',y

Also ist A = ho a, d.h. a = A~! o A’. Damit gilt nach Lemma 3.4:
adp, = Int(a) o adp:.

Somit gilt fiir alle f € EndpV : ady(f) = aoady(f) o a!. Da
a € K =Z(EndgM), folgt

Vf € EndpV : adp(f) = aoa oady(f) = ady (f).

Sei nun umgekehrt adp, = ady. Es gilt also nach Lemma 3.4. fir
v := h™t o k', dass adp = Int(v) o adp. Sei f € EndgM. Wegen
der Surjektivitat von ady gibt es g € EndgpM mit ady (g) = f. Dann
gilt:

fov = ady(g)ov = woady(g)ov ' ow
— voadu(g) = vof
Damit ist v € Z(EndgM)* = K*. Also gilt fiir alle z, y € M:

h(@,y) = h(v(@),y) = h(z - v,y) = 0(v) - h(z,y).

Ist 6 erster Art, so ergibt sich damit A’ = v - h fiir ein v € K*. Ist
zweiter Art und sind k und A’ hermitesch, so ergibt sich 6(v) = v,'*
d.h. ' = v - h fiir ein v € K* mit 6(v) = v.

Somit haben wir sowohl fiir § erster Art als auch fiir  zweiter Art
jeweils den ersten Teil der Aussage gezeigt.

2. Fiir die zweiten Teile der Aussagen benétigen wir, dass wir mit 6
auf E eine Involution 7 auf der zentraleinfachen K-Algebra D mit
E = M(D) fiir ein s € N\{0} gegeben haben, fiir die 8|x = 7|k

“Da h reguldr ist, ist A : M — M" bijektiv. Sei f : M — E ein surjektiver
E-Modulhomomorphismus. Dann ist f = h(z) fiir ein £ € M und es gibt ein y € M
mit 1 = f(y) = h(z,y). Dann ist

v=v-h(z,y) =0(8(v) - h(y,z)) = O(h'(y, x)) = I (z,y) = 6(v) - h(z,y) = 6(v).
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gilt (sicheKMRT-98, I §3]). Wir identifizieren E mit M,(D), M mit
(My(D))", wobei 7 € N\{0} der Rang von M als E-Rechtsmodul ist,'®
und EndgM mit Mj..(D).

Wir betrachten 7t : E — E und 7 : EndgM — EndgM, welches
Involutionen mit 7t|x = 0|k sind. Sei o eine Involution auf Endg M
mit 0| = 6| . Wir modifizieren die reguliire beziiglich 7! hermitesche
Form

h:E" xE" — E, h(z,y) :ZTt(mi)-yi firz, y € E"

i

so, dass wir eine regulire (schief-)hermitesche Form h' beziiglich 0
erhalten, fiir die o = ady gilt.

Da o|x = 7!|k ist 7' oo ein K-Algebrenautomorphismus auf Endg M.
Nach dem Satz von Skolem-Noether existiert somit ein g € (EndgM)*
mit Int(g) = 7' o 0. Ebenso existiert nach dem Satz von Skolem-
Noether ein u € EXmit Int(u) = 7t 0 0.

Betrachten wir zuerst den Fall von Involutionen erster Art, d.h.
0k = olk = Tk = idg. Nach Lemma 2.3. ist dann 7(g) = +g
und 7t(u) = +u. Wir betrachten

B :E"x E" - E, h'(z,y) :=u""h(g-z,v).
' ist eine regulire (schief-)hermitesche Form beziiglich 6:

e ' ist biadditiv und fiir o, 3 € E und z, y € E" gilt

hl(x'aay'ﬁ) = u_l'Tt(Oé)'h(g-.’L‘,y)'/B
= 0(a)-u' - hig-z,y)-B
= 9(0&) 'hl(x,y) ﬁ

e Ist z € E" mit h'(z,y) =0 fiir alle y € E", so ist h(g-z,y) =0
fiir alle y € E™, d.h. g -z = 0, da h regulir. Da g invertierbar,
folgt = = 0.

e Esist h(g-z,y) = Ah(z,g -y) fir alle z, y € E", wobei A = 1,
falls 7¢(g) = g, und A = —1, falls 7'(g) = —g. Dazu setzen wir
g = (9ij)i,j, bezeichnen mit I, die Einheitsmatrix in M, (E) und

5Wie wir in Kapitel 2 gesehen haben, ist jeder endlich erzeugte Modul iiber einer
zentraleinfachen Algebra frei von endlichem Rang.
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betrachten zu z, y € E"

(9 Zg1k$k H(Z grkmk)) I )
(Zg zk)0(91k), Zg z1)0(grk ) rty
0z

+

h(g-z,y)

-, 0(zr)) - 0 9) ry
(9(561),---,9( r)9-y
= :l:h(.’L',g-y).

Damit ist fiir z, y € E7

)

(h(g - z,y)) - O(u™")

O(h(z,g-y))-0(u")
9(Tt( (g y,7))) - 0(u)
O(u=" -t (h(g - y, x)))
( )
(

O(h'(z,y)) =

TR
HoH

= 0 9(h(9 Y, )) - u
= +6(u') h(g-y,)
= =+h'(y,x).

Dabei ist A’ hermitesch genau dann, wenn 7%(g)-g~! = 7¢(u)-u™".

o ist die adjungierte Involution zu A/, da fir f € EndgM und
z, y € M gilt:

W(o(f) z,y) = h('g-f-g") =z,y)
= HW(g ') g-z,9)
= w ' -h(r(f) - (g 2),y)
= u ' -h(g-z, f-y)
= I'(z, f(y))

T
T

Betrachten wir nun den Fall von Involutionen zweiter Art. Es geniigt,
wenn wir die mit dem Satz von Skolem-Noether gefundenen Elemente
u € EX und g € (EndgM)* so variieren konnen, dass wir 4 € E*
und § € (EndgM)* erhalten mit Int(@) = 7° 06 und 7(a) = 1, sowie
Int(g) = oo und 74(§) = §. Denn dann erhiilt man analog zum Fall
von Involutionen erster Art, dass

B :E"xE - E, h(z,y)=a"" h(G-z,y)

eine regulire hermitesche Form beziiglich 0 ist, fiir die o = ady gilt.
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Nach Lemma 2.3. ist 7'(g) = A-g und 7*(u) = p-u mit A, 4 € K* und
7HA) - A = 78 (u) - p = 1. Sei ¢ := 7!| g = 0|k = 0] k. Damit existieren
nach Hilberts Theorem 90 ¢ a1, ap € K* mit A = a1 - t(cy) ! und
p = ag - t(az)”!. Wir betrachten % = ag - v und § = @ - g. Dann ist

@) = ) - as)
= o) -u

= ay-u = U

und Int(@) = Int(u) = 7' o 6. Ebenso ergibt sich 7¢(§) = § und
Int(g) =tloo.

O

Aus diesem Satz ergibt sich fiir zwei reguldre A-hermitesche Formen
hi:MxM—E, hp : N x N — FE beziglich 0, dass es genau dann
ein o € K* mit (o) = « und h; ~ ahy gibt, wenn (EndgM, ady,) =
(EndgN,adp,). Zwei regulidre A\-hermitesche Formen hi, hg mit hy ~ ahg
fiir ein @ € K* mit #(a) = « heiflen dhnlich.

Weiter ergibt sich mit Satz 3.3. eine Prézisierung der Objekte, die wir
behandeln. Ist (A, o) eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution, so exis-
tiert eine zentraleinfache K-Divisionsalgebra mit Involution (D,#), wobei
Ok = o|k, so dass A = M,(D) = EndpD" fir ein n € N\{0}. Die-
ser Algebrenisomorphismus induziert eine Involution 7 auf M,(D), d.h.
(A,0) =2 (Mp(D), 7). Mit dem Satz ergibt sich nun, dass es eine regulire
(schief-)hermitesche Form h : D™ x D™ — D gibt, fir die ady = 7 ist, d.h.
(A,0) =2 (M,(D),adp). Diese Aussage werden wir im Weiteren in vielen
Beweisen verwenden, so z.B. in den Beweisen von Satz 4.16. und Satz 4.21.

3.4 Typen von Involutionen

Ist (A, 0) eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution erster Art, so un-
terscheiden wir, ob ¢ von orthogonalem oder symplektischem Typ ist. Wir
betrachten einen Zerfiallungskérper L von A und (A ®x L,o ® idr). Nach
Satz 3.3. ist (AQk L,o ®idr,) = (EndkV,ady), wobei b: V x V — K eine
regulire (schief-)symmetrische Bilinearform ist.

Definition 3.5. e o ist von orthogonalem Typ, bzw. orthogonal,
falls in obiger Situation b eine regulire symmetrische Bilinearform ist.

5Hilberts Theorem 90: Sei K/F eine zyklische Kérpererweiterung, d.h. K/F ist eine
Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe G, vom Grad n. Sei ¢ ein Erzeugendes von
G. Sei f € K. Dann gilt

Ng/p(B)=1(f)-B=13Fa€ K  mit B=a-i(a)”".

Beweis siehe [L-72, VIII §6].
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e o ist von symplektischem Typ, bzw. symplektisch, falls in obiger
Situation b eine requldre schiefsymmetrische Bilinearform ist.

Diese Begriffe sind wohldefiniert (siehe [KMRT-98, I. §2.A.]). Der Typ
von o ldsst sich iiber die Dimensionen der Unterrdume der (schief-)sym-
metrischen Elemente von A beziiglich o bestimmen. Die symmetrischen
Elemente von A beziiglich ¢ sind

Sym(A,o) ={a € A|o(a) =a}.
Die schiefsymmetrischen Elemente von A beziiglich ¢ sind
Skew(A,0) ={a € A|o(a) = —a}.

Sei deg A = n. Ist o orthogonal, so ist

1 -1
dimg Sym(A, o) = M und dimg Skew(A, o) = %;
ist o symplektisch, so ist
-1 1
dimg Sym(A,o0) = % und dimg Skew(A, o) = @

(siehe [KMRT-98, I. §2, Prop. 2.6)).
Beispiele

1. Die Transposition t : M, (K) — M,(K) ist eine orthogonale Invo-
lution, da sie die adjungierte Involution zu der quadratischen Form n x (1)
ist.

2. Die kanonische Involution -y auf einer Quaternionenalgebra ist sym-
plektisch, da die Dimension des Unterraums der symmetrischen Elemente
eins ist.

3. Sei (a,b)x eine Quaternionenalgebra mit einer Quaternionenbasis
1, 4, 7, k. Wir definieren o : (a,b)x — (a,b)x durch o(1) =1, o(i) = —1,
o(j) = 7 und o(k) = k. o ist eine Involution erster Art auf (a,b)x. Da
die Dimension des Unterraums der symmetrischen Elemente drei ist, ist o
orthogonal.

Wir haben in Lemma 2.3. gesehen, dass fiir eine Involution o erster
Art auf einer zentraleinfachen K-Algebra A und ein v € A* die Abbildung
Int(v)oo genau dann eine Involution (erster Art) auf A ist, wenn o(v) = v
ist. Mittels des Dimensionskriteriums fiir die Typen von Involutionen kénnen
wir sagen, dass Int(v) o 0 genau dann vom selben Typ wie o ist, wenn
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o(v) = v.}7 Wenn wir den Beweis des Satzes 3.3. betrachten, so ergibt sich
damit fiir eine Involution erster Art 6 auf F, dass # und die Involution ad,
auf EndgM genau dann vom selben Typ sind, wenn A hermitesch ist.

Quarternionenalgebren Wir kénnen nun einige Aussagen iiber Involu-
tionen erster Art auf einer Quaternionenalgebra (a, b) x mit kanonischer In-
volution 7 treffen. Ist 7 eine Involution auf (a,b)x, so existiert nach dem
Satz von Skolem-Noether ein v € (a,b)x mit Int(v) = 70 ~. Ist 7 eine
symplektische Involution, so ist nach obigen Uberlegungen v(v) = v, d.h.
v € K*. Damit ist 7 = Int(v) oy = 7, d.h. v ist die einzige symplektische
Involution auf (a,b)g. Ist 7 orthogonal, so ist y(v) = —v, d.h. v ist ein rei-
nes Quaternion, und 7 = Int(v) o 4. In diesem Fall kénnen wir folgende
Aussage treffen:

Satz 3.6. Ist 7 eine orthogonale Involution auf der Quaternionenalgebra @
iber K, so existiert eine Quaternionenbasis 1, u, v, w von Q mit 7(1) =1,
T(u) = —u, 7(v) = v und 7(w) = w. Fine solche Basis von Q nennen wir
T-konform.

Ist K euklidisch, so gibt es zu jeder orthogonalen Involution T auf Hg
eine T-konforme Basis 1, i, j, k mit i> = —1 und j°> = —1.

Beweis. Sei 7T eine orthogonale Involution auf Q. Dann existiert ein u € Q*
mit 7 = Int(u) oy und y(u) = —u. Damit ist v ¢ K und v? € K. Wir
betrachten K[u]. K[u] ist ein kommutativer Teilring von Q. Da u € Q\K,
existiert ein y € @ mit uy # yu. Insbesondere ist v := uy — yu # 0. Da
u? € K = Z(Q), folgt vu = —uwv. Also haben wir u, v € Q* mit u ¢ K,
vu = —uv, T = Int(u) oy und u? € K. Damit ergibt sich:

1. 1, u, v, wv ist K-Basis von Q: u antikommutiert mit allen Elemen-
ten aus Ku| - v und kommutiert mit allen Elementen aus Ku|. Sei
z € K[u]-vN K[u]. Dann ist w -2z = —u -z, und somit z = 0, da
u € @*. Also folgt aus Dimensionsgriinden K[u]-v & K[u] = Q.

2. v? kommutiert mit allen Elementen aus @ und ist daher aus K. Damit
ist 1, u, v, w := uv sogar eine Quaternionenbasis von Q).

3 e (1) =wu-y(1)-ut=1,
e t(u)=u-y(u)-u!l=—-u-u-ut=—u,
e 7(v) =u-y(w)-ul=—-u-v-u"l = v,
o T(w) =u-y®)-y(u) -u!l=w.

'"Man sieht sofort, dass Sym(A, Int(v)oo) = v-Sym(A,o) und Skew(A, Int(v)oo) =
v - Skew(A, o) fir o(v) = v gilt, wihrend Sym(A,Int(v) o o) = v - Skew(A,o) und
Skew(A, Int(v) o o) = v - Sym(A4, o) fir o(v) = —v gilt (siche [KMRT-98, 1. §2, Prop.
2.7)).
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Betrachten wir nun den Fall, dass K euklidisch ist. Nach Obigem existiert
eine Quaternionenbasis 1, u, v, w von @ mit 7(1) =1, 7(u) = —u, 7(v) =v
und 7(w) = w. Sei a := u? und b := v?. Da K euklidisch ist, gilt a = X - o
und b = - 32 fir @, B € K* und A = 1. Da u, v ¢ K, folgt in beiden

Gleichungen A = —1. Seinun s := 2 und j := % Dannist 1, 4, j, k := ij eine
Quaternionenbasis von @ mit 2 = —1 und 52 = —1. Weiter gilt 7(1) = 1,
'r(z'):—u-é:—i,T(j):v-%:jund'r(k):uv-ﬁzk. O

3.5 Die orthogonale Summe einer Involution

Definition 3.7. Sei (A, o) eine zentraleinfache K-Algebra mit einer Invo-
lution beliebiger Art. Sei n € N\{0}. Die n-fache orthogonale Summe
B"(A, o) von (A,0) ist definiert als

H"(4,0) = (Mn(K), %) @k (A, 0) = (M (K) @k 4, % ® 0).
Dabei ist * : M, (K) = My, (K), (xi;)5; = (0(z45))} ; fiir (2i5)ij € My (K).™®

Bemerkung 3.8. H"(A, o) ist eine zentraleinfache K-Algebra mit Involu-
tion vom Grad n - deg A.

Durch * ® o wird auf M, (A) in kanonischer Weise eine Involution o*
definiert. Wir betrachten nun explizit den K-Algebrenisomorphismus, der
diese Involution induziert. Dazu verwenden wir die universelle Eigenschaft
des Tensorprodukts von K-Algebren:

Sei IM(K) My (K) = My(A),

(@ig)ig = (5 La)ij fiir (2i)i; € Mn(K).
Wir bezeichnen mit I, die Einheitsmatrix in M, (A). Sei ja : A = M,(A),
a— I, -afirae A.

Dann sind jp, (k) und j4 injektive K-Algebrenhomomorphismen und fiir
alle a € A und (z;5);; € Mp(K) gilt

It (5) (2i)irg) - Ga(a) = ja(a) - a, (i) (@i5)i)-
Also existiert genau ein K-Algebrenhomomorphismus
v: My (K)®Kx A— M,(A)
mit yoi4 = ja und 7y o iy, (k) = Jm,(k)- Dabei sind iy, (k) und iy die

kanonischen Einbettungen von M,,(K), bzw. A in M,,(K) ® ¢ A. Dieser Ho-
momorphismus ist ein Isomorphismus:

187u dieser Definition siehe [LU-03, Def. 2.1].
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M, (K)®k A und M, (A) sind beide von der Dimension n?-dimg A iiber
K. Damit geniigt es, zu zeigen, dass -y injektiv ist. Dies folgt, da - nicht die
Nullabbildung ist und M,,(K) ®x A einfach ist.
Die von 7y : Mp(K) @k A — M, (A) auf M, (A) induzierte Involution ist
ot =70 (x®0c) oy L. Fiir (a;)i,j € M, (A) ist
o' ((aig)i) == (o(aij))i -
Damit erhalten wir fiir n € N\{0}:
B"(A,0) = (My(A),0").

Satz 3.9. Sei A = M,,(E) fir ein m € N\{0} und eine zentraleinfache
K-Algebra E mit einer Involution 6. Sei o eine Involution auf A, wobei
0|k = o|k. Sei o = ady, fir eine A\-hermitesche Form h : E™ x E™ — E.
Sei ot : M, (A) — M,(A) wie oben. Dann ist o' = ady,p,.

Beweis. Da o = adp, gilt fiir alle a € A und fiir alle v, w € E™ :
h(o(a) - v,w) = h(v,a - w).
Sei (aij)ij € Mp(A). Seien (v;)i=1,...n, (Wi)i=1,...n € (E™)". Dann ist
(n x h)(0"((aij)ig) - (vi)i, (wi)i) = (nx h)((o(aiz))i; - (vi)i, (wi)i)

n
= (n x h)( z:aakZ - vg)is (Wi);)
k=1

= th i) - Uk, W)

= i:Zh o (ang) - Vg, w;)

= ZZhvk,aki-wi)

= z;:hlZUk,Zaki-wi)

= (nx h)((v;)k, (D aki - wi))

i

= (n x h)((vk)ks (@ri)ki - (w5)i)-
O

Bemerkung 3.10. Fir eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution
(A, o), die isomorph ist zu (M, (E),ady) fir ein n € N\{0} und eine zen-
traleinfache K -Algebra mit Involution (E,0) und eine reguldre (schief-)her-
mitesche Form h : E™ x E™ — E beziiglich 0, ergibt sich somit

B* (A, 0) = (Mg (E), adyyp) fiir alle k € N\{0}.
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4 Hyperbolische Involutionen

In diesem Kapitel werden wir den Begriff einer (schwach) isotropen und ei-
ner (schwach) hyperbolischen Involution einfiihren. Wir werden eine Aussage
iiber das Verhalten hyperbolischer Involutionen unter quadratischen Skala-
rerweiterungen treffen und ein ,,schwaches Analogon“ zum Satz von Springer
iiber Hyperbolizitéit unter Skalarerweiterungen ungeraden Grades erhalten.
Diese beiden Aussagen sind fiir den Beweis des Lokal-Global-Prinzips und
der Aussage iiber die Ordnung schwach hyperbolischer Involutionen in Ka-
pitel 5 wichtig.

Wir beginnen dieses Kapitel jedoch mit einigen Aussagen iiber Rechts-
ideale von EndpV, wobei D eine zentraleinfache K-Divisionsalgebra und V
ein endlichdimensionaler D-Rechtsvektorraum ist. 1

4.1 Rechtsideale

Definition 4.1. Zu einer K-Algebra A definieren wir die zu A inverse
Algebra A, indem wir die Multiplikation - in A durch

P AXxA—> A ab=0b-a fira, be A

ersetzen.?’

Bemerkung 4.2. A% ist eine K-Algebra, welche genau dann zentraleinfach
ist, wenn A zentraleinfach ist. Die Rechtsideale von A entsprechen gerade
den Teilmoduln von A°P aufgefasst als A°P-Linksmodul.

Sei nun D eine zentraleinfache K-Divisionsalgebra mit einer Involuti-
on 0 und V ein endlichdimensionaler D-Rechtsvektorraum. Wir betrachten
EndpV mit einer Involution 7, fiir die 7|x = 0|k gilt.

Lemma 4.3. Jedes Rechtsideal I wvon EndpV st von der Form
I =Homp(V,W), wobei W C V ein Unterraum ist. Weiter ist I von der
Form I =e- EndpV fiir ein idempotentes e € EndpV .

Fiir eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution (A, o) ergibt sich so-
mit, dass jedes Rechtsideal I C A von der Form I = e-A fir ein idempotentes
e € A ist.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass I von der Form I = e - EndpV ist fiir
ein idempotentes e € EndpV. Denn fir f € EndpV ist f - EndpV =
Homp(V,imf) und damit ist I = e- EndpV = Homp(V,ime).

"In diesem Kapitel wird im Wesentlichen Artikel [BST-93] ausgearbeitet. Der Begriff
einer schwach hyperbolischen, bzw. schwach isotropen Involution wird dort allerdings nicht
behandelt.

*Die Bezeichnung ist gerechtfertigt, da [A ® x A°?] = [K] in der Brauergruppe Br(K)
gilt (siehe [L-90, §29, 3. F14]).
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Die K-Algebra (EndpV)% ist halbeinfach, da sie zentraleinfach ist
(siehe Abschnitt 2.5). Sei I ein beliebiges Rechtsideal von EndpV. Dann
ist I ein Teilmodul von (EndpV)°P aufgefasst als (EndpV')°P-Linksmodul
und somit nach Abschnitt 2.5 ein direkter Summand von (EndpV)°P. Sei
I' C (EndpV)® ein Teilmodul von (EndpV)* mit (EndpV)? = I & I'.
I' ist ein Rechtsideal von EndpV. Seilennune € I, ¢ € I' mit 1 = e + €.
Dann gilt fiir ein beliebigesz € I: 1-z =e-z+e'-zunde-z € I, -z € I'.
Da (EndpV)? =I@ I, folgt € -2 =0und e-z = z. Damit ist e- I = T
und insbesondere 2 = e. Weiter gilt e- EndpV C I =e-1 Ce-EndpV,
also e- EndpV = 1. O

Sei (A,o) eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution. Sei I ein
Rechtsideal von A. Wir setzen

It:={fcA|VgeIl: o(g)-f=0}

Betrachten wir nun wieder (EndpV, 7). Sei h eine regulire A-hermitesche

Form beziiglich 8, A € {1}, auf V mit ad, = 7, d.h. fir alle f € EndpV
und fiir alle z, y € V gilt h(7(f)(z),y) = h(z, f(y)). Fiir einen Unterraum
W von V ist

Wh={veV|VweW: h(wv)=0}={veV|YweW: h(v,w) =0}
Lemma 4.4. Sei W CV ein Unterraum. Dann gilt
Homp(V,W)t = Homp(V,W+).

Beweis. e Sei g € Homp(V,W+) und f € Homp(V,W) beliebig. Da
o = ady, gilt fir alle z, y € V:

h(a(f)g(z),y) = h(g(z), f(y)) = 0.

Damit folgt aus der Regularitit von h, dass o(f) - ¢ = 0 und somit
g € Homp(V,W)*.

e Seig € Homp(V,W)L. Sei f € Homp(V, W) surjektiv. Nach Voraus-
setzung ist o(f)-g = 0. Damit ist, da h linear in der ersten Komponente
ist,

0= h(o(f)g(y),z) = h(g(y), f(z)) fiir alle z, y € V.

Da f surjektiv ist, folgt g(y) € W fiir alle y € V und damit
g € Homp(V,WH).
U

Folgerung 4.5. Es ist dimg I +dimg I+ = dimg EndpV fiir jedes Rechts-
ideal I C EndpV .

Ist (A, o) eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution, so gilt damit
fiir jedes Rechtsideal T von A, dass dimg I + dimg I+ = dimg A.
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Beweis. Sei I ein Rechtsideal von FEndpV. Nach Lemma 4.3. ist
I = Homp(V,W) fiir einen Unterraum W C V und nach Lemma 4.4. ist
It = Homp(V,W=). Da h regulir ist, ist dimp W +dimp W+ = dimp V.2
Damit ergibt sich

dimg I 4+ dimg I+ = dimg D -dimp V - (dimp W + dimp W)

U
Bemerkung 4.6. Fir e € EndpV gilt dimp im(e) = dimp im(adp(e)).
Beweis. Da h regular ist, gilt
(im(e))t = {v e V|Vzeim(e): h(z,v) =0}
= {veV|VweV: hle(w),v) =0}
= {veV|VweV: h(w,ady(e)(v)) =0}
= ker(adp(e))-
Mit dimp V' = dimp im(ady(e)) + dimp ker(ady(e)) folgt also
dimp im(e) = dimp V — dimp (im(e))* = dimp im(adp (e)).
U

4.2 Isotrope Involutionen

Sei A eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution . Wir werden ¢ isotrop
nennen, falls fiir (4,0) = (EndpV,ady) die regulire (schief-)hermitesche
Form h : V x V — D isotrop ist. Fiir die Wohldefiniertheit dieses Begriffs
benotigen wir den folgenden Satz:

Satz 4.7. Ist (A,0) = (EndpV,ady), so sind dquivalent:
1. (V,h) ist isotrop, d.h. 3z € V\{0} mit h(z,z) = 0.
2. Ja € A\{0}:0(a)-a=0.
8. 31 C A Rechtsideal, I # {0} mit I C I

Beweis. e 1&3:

(V,h) ist isotrop <  Es gibt einen total isotropen Unterraum
W # {0} von V, dh. W C W+
< Es gibt ein Rechtsideal I = Homp(V,W) # {0}
von EndpV mit I C Homp(V,W+) = I+,
& Es gibt ein Rechtsideal T # {0} von A mit 7 C I

*'Der Beweis kann analog zu dem fiir reguliire symmetrische Bilinearformen (siehe [S-85,
1. §3, Lem. 3.11.]) gefithrt werden.
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e 2=3:Seiac A\{0} mit o(a) -a=0.Dann ist [ :=a- A # {0} ein
Rechtsideal von A. Fir a-z, a-y € I ist

ola-z)-a-y=o(zx) -oa) -a-y=0.
Also ist I C I*.

e 3 = 2: Es gibt ein Rechtsideal T # {0} von EndpV mit I C I'*. Es ist
I = Homp(V,W) fiir einen Unterraum W von V. Sei f : V — W ein
surjektiver Homomorphismus. Dann ist f # 0 und I = fo EndpV. Da
I C I+, ist insbesondere ady,(f) o f = 0. Also existiert ein a € A\{0}
mit o(a) -a = 0.

O

Definition 4.8. Sind die dquivalenten Bedingungen von Satz 4.7. erfiillt,
so heifit (A, o), bzw. o isotrop, sonst heiffit (A, o), bzw. o anisotrop.

Satz 4.9. Fir eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution (A, o) sind
dquivalent:

1. o st anisotrop.

2. Jedes Rechtsideal I von A ist von der Form I = f - A fir ein f € A
idempotent und symmetrisch, d.h. f?> = f und o(f) = f.

Beweis. e 1= 2:Sei (4,0) 2 (EndpV,ady), wobei D eine zentralein-
fache K-Divisionsalgebra mit Involution 6, so dass 6|x = o|x und
h : V xV — D eine regulire (schief-)hermitesche Form iiber (D, 6)
ist. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes Ideal I # {0} von EndpV ein
e € EndpV mit I = e- EndpV, €2 = e und adj(e) = e existiert.

Nach Lemma 4.3. gibt es einen Unterraum W von V mit I =
Homp(V,W). Da (V, h) anisotrop, ist (W, h|w xw) reguldr. Damit ist

V=WaeW"t2 Sei wl,...,wr,wf‘,...,wﬁ‘ eine D-Basis von V mit
wi, ..., w, € W und wi,...,wy € Wt.

Sei e definiert durch e(w;) = w; fiir i = 1,...,r und e(w;") = 0 fiir
i=1,...,5. Dannist I = e- EndpV, €® = e und adp(e) = .23

e 2 = 1: Wir zeigen, dass fiir alle Rechtsideale I von A mit I C I gilt:
I={0}.Seif € AmitI = f-A, f2= fundo(f) = f.Seiz = f-a € I.
Dann ist z € I, also insbesondere 0 = o(f) -z = f%-a = .

]

22Der Beweis ist analog wie fiir symmetrische Bilinearformen (siehe [S-85, 1. §3, Lem.
3.4.]) fiihrbar.

BIst h1 = hlwxw und ha = Al wi, so ist adn(e) = (adn, (e|w),adn,(e|r)) =
(’idw, 0) =e.
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Satz 4.10. Sei (A, o) eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution. Dann
sind dquivalent:

1. Es gibt ein n € N\{0} und z1,...,z, € A\{0} mit
o(x1)-xz1+---+0(zyp) -z, =0.

2. Es gibt ein n € N\{0} mit B"(A, o) isotrop.

Beweis. el = 2 : Sei o(x1) - x1 + -+ + o(zp) - zp, = 0 mit
T1,...,Zn € A\{0}. Wir betrachten B"(A, o) = (M, (4),c?).
r1T ... I
Dann ist z := : : € M, (A) und es gilt:
n
o'(@)-x = (O ol@r) zh)ij=1,.n
k=1
= 0€ My(A).

Also ist (M, (A), o) isotrop und damit auch B"(A, o).

e 2= 1:Sei B (A,0) & (M,(A),o!) isotrop. Sei z € M,(A)\{0} mit
o'(z) -z = 0. Sei z = (;;); ;. Dann gilt

n

0=0c'(z) z= (Z 0(Tki) - Tj)ij=1,...n-

k=1

Sei ;s # 0 mit r,s € {1,...,n}. Dann ist >.;_, o(2ks) - Ts eine
nichttriviale Darstellung der Null, 23, € A fir k =1,...,n.
U

Definition 4.11. Fine zentraleinfache K-Algebra mit Involution (A, o),
bzw. die Involution o, heiffit schwach isotrop, falls sie die beiden dqui-
valenten Bedingungen aus Satz 4.10. erfillt. Ansonsten nennen wir (A,o),
bzw. o, stark antsotrop.

4.3 Hyperbolische Involutionen

Sei (A,0) eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution. Sei (D,#) eine
zentraleinfache K-Divisionsalgebra mit Involution, so dass 0| = o|x. Sei
weiter V ein endlichdimensionaler D-Rechtsvektorraum. Sei h: V xV — D
eine regulire A-hermitesche Form, A\ € {£1}. Falls A hyperbolisch ist und
(A,0) = (EndpV,ady), so werden wir o hyperbolisch nennen. Fiir die Wohl-
definiertheit beweisen wir den nachfolgenden Satz. Bedingung 5 besagt, dass



34

4 HYPERBOLISCHE INVOLUTIONEN

dieser Begriff auch in der Allgemeinheit, in der wir die adjungierte Involu-
tion und hyperbolische hermitesche Formen eingefiithrt haben, mit unserer
Intuition iibereinstimmt (sieche [KMRT-98, II. §6, Prop. 6.7.]).

Satz 4.12. Ist (A,o0) = (EndpV,ady), so sind dquivalent:

1.

(V, h) ist hyperbolisch.

2. Es gibt einen total isotropen Unterraum S CV mitdimp S = % dimp V.
3. Es gibt ein Rechtsideal I C A mit I+ = 1.

4.

5. Ist (A,0) =2 (EndgM,ady), wobei E eine zentraleinfache K-Alge-

Es gibt ein idempotentes Element e € A mit o(e) =1 —e.

bra mit Involution 68, M ein endlich erzeugter E-Rechtsmodul und
h:M x M — E eine regulire (schief-)hermitesche Form ist, so ist h
hyperbolisch.

Beweis. e 1 = 2: ist nach der Definition eines hyperbolischen

(schief-)hermiteschen Raumes klar.

e 2 = 3: Setze I := Homp(V,S) # {0}. Dann gilt, da S C S+, dass

I C Homp(V,S*) = I'. Weiter sind die Dimensionen von I und I+
iiber K gleich, da aus der Regularitit von h dimg S = dimg S+ folgt.

Damit gibt es ein isotropes Rechtsideal I C A.

e 3= 4: Da I = I+ ist, folgt mit Folgerung 4.5, dass

dimg I = dimg I+ = % dimg A.

Nach Lemma 4.3. existiert f € A mit f2 = f und I = f - A. Dann ist
dimg f- A= %dimKA und wegen I = I+ gilt o(f) - f = 0.

Wir betrachten nun das Element e := f — $ fo(f) € I. Dann gilt

1.
& = (f - yfolf))
1 1 1
= f2—§f20(f)—Efa(f)f+1f0(f)f0(f)
= [ lolf), da f*= fud o(f)f =0

= e

2. og(e) -e=e-o(e) =0, wie man ebenfalls leicht nachrechnet.
s f-o(f)- f = f und somit ist f € e- A. Also folgt
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4. e+ o(e) ist idempotent wegen 2.

5. Ebenfalls wegen 1. und 2. ist (e +o(e)) - A=e-Ado(e) - A. Ist
niamlich (e-a+o(e)-b) €e- Ado(e) - A, so ist

e-a+o(e) b= (et+o(e))-e-a+(e+o(e)) ole)-be(et+ole))-A.

Die Summe ist direkt, da aus e - a = o(e) - b folgt, dass
0=oc(e)-e-a=oc(e)-b.

6. Sei v : A — EndpV ein K-Algebrenisomorphismus mit
adp o1 =1 o 0. Da dimp imi(e) = dimp imady (¢ (e)) nach Be-
merkung 4.6, folgt

dimgo(e)-A = dimg Homp(V,imad(y(e)))
dimg Homp(V,imi(e))
dimge-A

= dimg f-A

= % dimg A.

Und somit ergibt sich dimg ((e + o(e))A) = dimg A.

Damit ist (e+o(e))- A = A, also insbesondere ist e+ o (e) invertierbar.
Da e + o(e) idempotent ist, folgt e + o(e) = 1.

e 4 = 5: Sei (A,0) = (EndgM,ady), wobei E eine zentraleinfache
K-Algebra mit Involution 8, M ein endlich erzeugter F-Rechtsmodul
und h : M x M — E eine regulire (schief-)hermitesche Form ist.
Da (A, o) hyperbolisch, existiert ein e € EndgM mit e = e und
adp(e) = 1 —e. Sei U := im(e), W := ker(e). Esist M = U & W,
da e idempotent ist.?* Ebenso ist M = U+ @ W+, da e idempo-
tent und adj, die adjungierte Involution zu h ist.?5 Damit ergibt sich,
dass e : M — U die Projektion auf U parallel zu W ist und wei-
ter 1 —e : M — W die Projektion auf W parallel zu U, sowie
adp(e) : M — W die Projektion auf W+ parallel zu U~ ist. Nach
Voraussetzung ist ady(e) = 1 — e, also folgt W = W+ und damit auch
U=U", dh. U und W sind total isotrop.

Sei h: W — U* = Homg(U, E), definiert durch h(w)(u) = h(w,u) fiir

m € M ldsst sich als m = e(m) + m — e(m) mit e(m) € U und m — e(m) € W
schreiben; und fiir e(m) € W, ist e(m) = e*(m) = 0.

Bm € M lasst sich als m = m — adp(e)(m) + adn(e)(m) mit m — ady(e)(m) € UL und
adp(e)(m) € W schreiben; und fiir m € U+ N W+ gilt fiir alle v € M, v = u + w mit
u € U und w € W, dass h(m,v) = h(m,u) + h(m,w) = 0. Also folgt aus der Regularitit
von h, dass m = 0.
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uw € U und w € W. Dann ist h ein E-Rechtsmodulisomorphismus.?6

Dann ist
hEBsz WeaoU—-U*aU = Hy(U)

ein E-Rechtsmodulisomorphismus, der sogar eine Isometrie zwischen
(M, h) und (Hx(U), hy) ist. Denn fiir (s1 +11), (s2+1t2) € WU gilt:

h(si +ti,s2+t2) = h + h(s1,t2) + h(t1, s2) + h(t1,t2)

+ h(t1,s2) (da S und T total isotrop)
+ X-0(X) - h(t1,s2) (denn X -6(X) = 1)
A 0(h(t1,s2)))

h(s2,t1))

s1)(t2) + A~ 9(h( 2)(t1))

(1) 4 t1, h(s2) + t2)

= ha(h@®idr(s1 +t1),h @ idr(ss +t2)).

Il
>

o
>
A~ N AN AN N/~

w
[y
N

~— '
+
>
>

—_~~ ~ ~—~

i
o> S
>
—~~
>0 -

e 5 = 1: Trivial.
O

Definition 4.13. Wir nennen die Involution o auf A hyperbolisch, falls
die dquivalenten Bedingungen von Satz 4.12. erfillt sind.

Eine hyperbolische Involution ¢ auf A ist isotrop.
Beispiele

1. Die Abbildung o : M2(K) — My(K),

U(Z Z) = <_“b _dc) fiir (Z Z) € My(K),

ist eine hyperbolische Involution, denn sie ist die adjungierte Abbildung zur

1 -1
hyperbolischen Ebene (1, —1) iiber K. Das Element e = % (_1 1 > ist

idempotent und erfiillt die Bedingung o(e) =1 —e.

26}, ist injektiv, da fiir z, y € W mit h(z) = h(y) firallem € M, m = u+w mit u € U
und w € W, gilt, dass h(z,u+w) = h(z,u) = h(y,u) = h(y, v+ w). Also ist, da h regulér
ist, z = y.

Ist f € Homg(U, E), so definiere f' : M — E durch f'|y = f und f'|w = 0. Dann ist, da
h regulér ist, f' = h(m) fiir ein m € M, m = u + w mit u € U und w € W (siche Beweis
von Satz 3.1.). Damit ist f = h(w).
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2. Das erste Beispiel lisst sich verallgemeinern (siehe [BST-93, 2]): Sei
v eine Involution auf K. Sei A € {+1}. Sei h: K? x K? — K,

h((z1,22), (y1,92)) = t(z1)y2 + A - o(z2)y1 fiir (z1,72), (y1,92) € K2

Dann ist h eine regulire A\-hermitesche Form, welche hyperbolisch ist. Damit
ist die adjungierte Involution ad}, zu h hyperbolisch. Wir bezeichnen adj, mit
0. Es ist 0, : MQ(K) — MQ(K),

a b\ [ ud) X)) ,._ [a b
O (c d) N ()\ 1(c)  u(a) fir ¢ d) € My (K).
Ist ¢« und damit 6, eine Involution erster Art, so ist 8y orthogonal, falls A = 1,
und symplektisch, falls A = —1.

Bemerkung 4.14. e Seien (A, o) und (B, &) zentraleinfache K -Algebren
mit Involution, wobei ox = 0. Ist (A,0) hyperbolisch, so ist
(A®K B,o ® &) hyperbolisch.

e Sei (A,0) eine zentraleinfache K-Algebra. Sei L eine Korpererweite-
rung von F, die disjunkt zu K/F ist. Ist (A,o) hyperbolisch, so ist
(A®rF L,o ®1idy,) hyperbolisch.

Beweis. Seia € Amit a> =aund o(a) =1 —a. Fira®1 € AQ®g B gilt

(c®d)(a®1l) = o(a)®a5(1)
l1-a)®1
= 1®1—-a®1

und (e®1)? = a?®1? = a®1. Also ist (A®k B, ®5) hyperbolisch. Analog
ergibt sich (A ®r L, o ® idy,) hyperbolisch. O

Bemerkung 4.15. Ist A eine zentraleinfache K-Divisionsalgebra mit In-
volution o, so ist (A, o) nicht hyperbolisch.

Beweis. Jedes idempotente Element e € A ist invertierbar und somit ist
e = 1. Daher ist o(e) =1 # 0 und (4, o) ist nicht hyperbolisch. O

4.4 Hyperbolische Involutionen iiber quadratischen Korperer-
weiterungen

In diesem Abschnitt zeigen wir den folgenden Satz, fiir den sich die Aussage
und ihr Beweis fiir Involutionen erster Art in [BST-93] und fiir Involutionen
zweiter Art in [LU-03] findet.
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Satz 4.16. e Sei (A,0) eine zentraleinfache K-Algebra mit Involuti-
on erster Art. Sei L = K (\/E) eine quadratische Korpererweiterung
von K. Falls es ein v € A mit r? = d und o(r) = —r gibt, ist
(A®Kk L,0 ®idr) hyperbolisch. Die Umkehrung gilt mit Ausnahme
des Falles, in dem A zerfdllt und o die adjungierte Involution zu einer
requldren symmetrischen Bilinearform mit ungeradem Wittindez ist.

e Sei (A,0) eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution zweiter Art.
Sei F der Grundkérper von (A,0). Sei L = F(v/d) eine quadrati-
sche Korpererweiterung von F, die disjunkt zu K/F ist. Dann ist
(A®r L,o ®1idy,) genau dann hyperbolisch, wenn es ein r € A mit
r? =d und o(r) = —r gibt.

Fiir den Beweis betrachten wir zuerst zwei Spezialfille — erstens, dass
o anisotrop ist, und zweitens, dass o hyperbolisch ist. Ist o eine Involution
erster Art, so ist der Grundkorper von (A, o) gerade F = K.

Lemma 4.17. Sei o eine anisotrope Involution auf A. Sei L = F(/d)
eine quadratische Korpererweiterung von F, die disjunkt zu K/F ist. Sei
(A®p L,0 ® idy) hyperbolisch. Dann ezistiert ein v € A mit > = d und
o(r) = —r.27

Beweis. Seie € AQp L mit e? = e und (0®idr)(e) = 1—e. Seien ey, ey € A
mit e =e; ® 1 + e3 ® v/d. Dann ergibt sich:

e c; = e? + e3d,

® e1e2 +ege; =eg,dh.eg=1— 626162_1,
e gler)=1—ey,

e g(ey) = —e9.

Wir zeigen, dass eg invertierbar ist, denn dann wihlen wir r = eje; ! und
erhalten 72 = d und o(r) = —r, womit das Lemma bewiesen ist.

Wir betrachten das Rechtsideal I := {z € A| e5 -z = 0}. Da o anisotrop
ist, ist nach Satz 4.9. I = f - A fiir ein f € A mit f? = f und o(f) = f.
Damit erhalten wir e; f = e2f + de2f = €2 f. Also ergibt sich o(e1f)-e1f =
f-(1 —e1)erf = 0 und ebenso fe; - o(fer) = 0. Somit ist, da o anisotrop
ist, e1f = fe; = 0. Damit ist 0 = o(fe;) = (1 —e1)f = f, und es folgt

{reAle-2=0}=f-A={0}.

Also ist der K-Vektorraumhomomorphismus A — A, x +— eg - x injektiv,
somit bijektiv. Es existiert demnach ein x € A mit e - x = 1, damit ist ey
invertierbar. O

*"Der Beweis findet sich fiir Involutionen erster Art in [BST-93, Lemma 3.2.]. Fiir In-
volutionen zweiter Art kann er, wie in [LU-03] festgestellt, direkt iibernommen werden.
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Fiir den Fall, dass o hyperbolisch ist, benutzen wir eine Aussage iiber die
Existenz gewisser Unteralgebren von (A, o) (siehe [BST-93, Thm. 2.2.]).2

Satz 4.18. Sei (A, o) eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution. Falls
o eine Involution zweiter Art ist, sei e = 1. Ist o eine Involution erster Art,
so sei € = 1, falls o orthogonal ist, bzw. € = —1, falls o symplektisch ist.
Dann gilt:

e Die Involution o ist genau dann hyperbolisch, wenn es eine
o-invariante Unteralgebra M C A gibt mit (M,o0) & (M3(K),0,),

wobei
0. a b ) e o(d) eo(d) \ o9
“Ne d) ea(c) ofa) |-
o Ist degA durch vier teilbar und o erster Art, so ist o genau dann

hyperbolisch, wenn es eine o-invariante Unteralgebra M C A gibt mit
(Ma G) = (MQ(K)ve—e)'
Beweis. Gibt es solch eine o-invariante Unteralgebra M von A, so erfiillt
das Bild e von ( é g ) € My(K) in M die Bedingungen e? = e und
ole)=1-c.

Sei nun umgekehrt (A,o) hyperbolisch. Nach Satz 4.12. kénnen wir
(A,0) = (EndpH)(S),ady,) fir eine zentraleinfache K-Divisionsalgebra
D mit Involution 7 und einen endlichdimensionalen D-Rechtsvektorraum
S annehmen. Es geniigt, die Existenz der verlangten Unteralgebren fiir
(EndpH(S),adp, ) zu zeigen. Sei h : S x S — D eine reguléire hermitesche
Form iiber (D, 7). Wir betrachten wieder den D-Rechtsmodulisomorphismus
h:S — S* (siche Beweis von Satz 3.1.), definiert durch

h(s)(t) = h(s,t) fir s, t € S.

Wir betrachten die Elemente ey, ei2, e, e € EndpH,(S), definiert
durch ey;(s*,s) = (s*,0), e1a(s*,s) = (h(s),0), ear(s*,s) = (0,h(s*)),
e92(s*,8) = (0,s) fir s* € S* und s € S. Fiir die von ej1, e1a, €21, €99
erzeugte K-Unteralgebra von EndpH)(S) gilt:

e ¢: M — Ms(K), definiert durch

@d(aer1 + bero + ceor + degs) = ( (Z z )

fir a, b, ¢, d € K, ist ein K-Algebrenisomorphismus.

o Es ist ady, (aeir + bera + cear + dexz) = adp, (a)ezn + A - ady, (b)ers +
X - adp, (c)ear + ady, (d)eq fira, b, ¢, d € K.

8 Auch zu dem Beweis des folgenden Satzes siche [BST-93, Thm. 2.2.].
297 dieser Involution siehe Beispiel 2 in Abschnitt 4.3.
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Somit ergibt sich (M, ady, |m) = (M2(K),60)). Ist o eine Involution zweiter
Art, so kénnen wir A = 1 wéhlen und haben die gewiinschte Unteralgebra
gefunden. Ist o eine Involution erster Art, so unterscheiden wir, ob deg A
durch vier teilbar ist oder nicht:

e Ist deg A durch vier teilbar, so ist dimp S oder deg D gerade. Damit
gibt es eine regulire schiefhermitesche Form h' : § x § — D. Wir
erhalten analog zu oben, dass (M, ady, ) = (Ma(K),0-)). Damit
sind wir auch in diesem Fall fertig.

o Ist degA micht durch vier teilbar, so sind ady, und ady,|m
vom selben Typ (sieche [KMRT-98, I. §4, Thm. 4.14(1)]). Da
(M, adp, |m) = (Ma(K),0,), sind somit ) und ady, vom selben Typ.
Nun ist 8, genau dann orthogonal, wenn A = 1 ist (siehe Beispiel 2 in
Abschnitt 4.3). Damit folgt ¢ = A und die Behauptung ist gezeigt.

O
Mit Satz 4.18. erhalten wir:

Lemma 4.19. Sei o eine hyperbolische Involution auf A, wobei fir o or-
thogonal degA durch vier teilbar sei. Sei L = F(\/&) eine quadratische
Korpererweiterung von F, die disjunkt zu K/F ist. Dann ezistiert einr € A
mit r2 = d und o(r) = —r.3°

Beweis. Wir unterscheiden je nach Art der Involution.

Ist o eine Involution erster Art, so existiert unter den gegebenen Vor-
aussetzungen nach Satz 4.18. eine o-invariante Unteralgebra M von A mit
(M,0) =2 (M2(K),0_1). Sei ¢ : Ma(K) — M ein K-Algebrenisomorphismus
mit o o ¢ = ¢ o f_1. Wir betrachten

r:=¢((‘1) ‘é))

Dann gilt 72 = d und o(r) = —r.

Ist o eine Involution zweiter Art, so existiert nach obigem Resultat eine
o-invariante Unteralgebra M von A mit (M,o0) =2 (M2(K),61). Sei wieder
¢ : My(K) — M ein K-Algebrenisomorphismus mit oo ¢ = ¢o6;. Wir
betrachten das Element

0 d * ’\/& > . X X2 .
7= _ , wobei a € F*\F”“ mit K = F(v/a).
Dann ergibt sich wieder, dass 72 = d und o(r) = —r. O

39Der erste Teil des Beweises richtet sich nach [BST-93, Thm. 3.3.], der zweite Teil nach
[LU-03, Thm. 3.6.].
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Mit den beiden Spezialfillen Lemma 4.17. und Lemma 4.19. kénnen wir
nun den Beweis des zu Beginn dieses Abschnitts angegebenen Satzes fiihren.

Beweis von Satz 4.16. Sei 7 € A mit > = d und o(r) = -r. Sei
ti=d 'l r@vde AQr L. Dann ist t2 = d1®d = 1 € AQ®p L und
(0 ®idr)(t) = —t. Sei nun e := (1 +t) € A ®p L. Dann ist

e e2=1(1+2t+¢*)=cund
e l—e=1(1-1t)= (o ®idL)(e).

Damit ist (A ®r L, o ® idy) hyperbolisch.

Sei nun umgekehrt (A @ L,o ® idy,) hyperbolisch. Sei (D, 8) eine zen-
traleinfache K-Divisionsalgebra mit Involution, so dass 8|k = 0|k, V ein
endlichdimensionaler D-Rechtsvektorraum und h eine regulire (schief-)her-
mitesche Form mit (A4,0) = (EndpV,ady). Es geniigt, die Existenz eines
7 € EndpV mit #? = d und ady(¥) = —7 zu zeigen. Dazu betrachten wir
die Wittzerlegung von (V, h):3!

(Vih) = (HA(S), ha) L (Vo, o),

wobei S ein endlichdimensionaler Unterraum von V und (Vp,hy) ani-
sotrop ist. Wir bezeichnen mit ady die adjungierte Involution zu hy),
ady : EndpH)(S) — EndpH,(S), und mit ady die zu hy adjungierte Involu-
tion, ady : EndpVy — EndpVy. Fir f1 € EndpH,(S) und f, € EndpV; be-
trachten wir f := (f1, f2) : Hx(S)@ Vo — Hx(S)dW, z+y — fi(z)+ fa(y)-
Es gilt adp(f1, f2) = (adr(f1),ado(f2)). Wir haben fiir die Spezialfille ady
und ad) gezeigt, dass r¢ € EndpVy und ) € EndpH,(S) existieren mit

8 = d = 73 und ado(ro) = —ro, sowie adx(ry) = —ry.3? Damit gilt fiir
7:= (rx,70):
e adp(ry,ro) = (adxr(ry),ady(rg)) = —(rx,70).

e Fir z € Hy(S) und y € Vp ist

Px+y) = rz) +r5()
= x-d+y-d
= (Z.dEndDV(w + y)) * d7

somit 72 = d.

O

317Zur Wittzerlegung siehe [S-85, 7. §9)].
32Ist ¢ orthogonal, so wird deg Hx(S) genau dann nicht von vier geteilt, wenn der
Ausnahmefall eintritt.
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Wir zeigen nun, dass in Satz 4.16. der Ausschluss des einen Falls
notwendig ist (sieche [BST-93, 3]): Ausgeschlossen wurde der Fall, dass
(A,0) = (M,(K),ady), wobei n € N\{0} und g eine regulire quadratische
Form iiber K mit ungeradem Wittindex, d.h.

g~mx(-1,1) L g

mit m € N\{0} ungerade und ¢ anisotrop. Sei L = K(v/d) eine quadra-
tische Korpererweiterung von K und (A ®x L,0 ® idy) hyperbolisch. In
diesem Fall kann es kein Element # € A mit 72 = d und o(7) = —F geben.
Dies machen wir uns mit Uberlegungen zu quadratischen Formen klar. Denn
nehmen wir an, wir hétten ein r € M, (K) mit r?> = d und ad,(r) = —r, so
gibt es eine quadratische Form ¢’ iiber K mit ¢ ~ (1, —d) ®q’ (siehe [BST-93,
Prop. 3.1.]). Weiter folgt daraus, dass ¢ iiber L hyperbolisch ist, dass auch
go tiber L hyperbolisch ist und es somit eine quadratische Form g iiber K
gibt mit go ~ (1, —d) @ q; (siehe [S-85, 2. §5], [PD-01, 3, Lem. 3.3.1]). Damit
folgt
(1,-d)®q ~(1,-d) ® ¢j L m x (1,-1).

Also ist dim ¢’ = dim gj+m, d.h. dim ¢’ und dim g}, sind von unterschiedlicher
Paritéit. Berechnet man nun die Diskriminante, so ergibt sich d € K*? — im
Widerspruch dazu, dass K (v/d) eine quadratische Korpererweiterung von K
ist.

Wir werden Satz 4.16. nur in solchen Fillen anwenden, in denen es er-
laubt ist, anstatt (A, o) die zweifache orthogonale Summe B?(4, o) zu ver-
wenden. Ist (A4,0) = (M, (K),ad,), wobei g eine regulire quadratische Form
mit ungeradem Wittindex ist, so ist B%(4,0) & (Ma,(K),ad2xq) und 2 X g
hat geraden Wittindex, wie folgendes elementare Resultat iiber quadratische
Formen besagt. Insbesondere befinden wir uns, falls n € N\{0} gerade ist,
fiir H"(A, o) nicht im Ausnahmefall.

Lemma 4.20. Ist —1 ¢ K*2, so ist fiir jede regulire quadratische Form q
iiber K der Wittindez von q L q gerade.®?

Beweis. Wir fithren den Beweis iiber vollstindige Induktion nach dimq. Ist
dimgq = 1, so ist ¢ | q anisotrop, da —1 ¢ K*2.

Sei nun dim g > 2. Ist ¢ L ¢ anisotrop, so hat ¢ 1 ¢ Wittindex 0. Sei also
q L q isotrop angenommen. Sei D(q) die Menge der Elemente von K*, die
von q dargestellt werden. Dann existiert z, y € D(q) C K* mit z +y =0,
d.h. y = —z. Also lisst sich ¢ ~ (z) L ¢; mit einer reguliren quadratischen
Form ¢; iiber K und —z € D(q) schreiben. Somit existiert ¢ € K mit

—x = xt? + b fiir ein b € D(q1) U {0}. (2)

33Der Beweis ist #hnlich zum Beweis der (-Zerlegung quadratischer Formen (siehe
[EL-73, 2.)).
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Da —1 ¢ K*?2, folgt sogar b € D(q1) C K*. Damit ist g1 ~ (b) L gq fiir eine
regulire quadratische Form ¢y iiber K.3* Wir erhalten ¢ ~ (x,b) L go mit
2 x (z,b) hyperbolisch: Es ist (z,b) ~ —(z,b), da (z,b) = (z,—z), falls in
(2) t = 0 gilt, und (z,b) ~ (xt%,b) ~ (xt? + b, (xt? + b)xb) ~ (—z, —z?b),
falls in (2) t # 0 gilt.

Ist dimg = 2, so ergibt sich, dass ¢ 1 ¢ den Wittindex zwei hat. Ist
dimgq > 2, so ist der Wittindex von ¢ L ¢ gleich dem Wittindex von gs L ¢o
plus zwei — also nach Induktionsvoraussetzung gerade. O

4.5 Hyperbolische Involutionen iiber Koérpererweiterungen
ungeraden Grades

In diesem Abschnitt werden wir ein Analogon zu einer schwachen Version des
Satzes von Springer zeigen: Fiir eine zentraleinfache K-Algebra A mit Invo-
lution ¢ und eine Korpererweiterung L ungeraden Grades des Grundkorpers
F gilt, dass o hyperbolisch ist, wenn die Involution o ®idy, auf AQp L hyper-
bolisch ist. Fiir quadratische Formen ¢ iiber K und eine Korpererweiterung
L/K ungeraden Grades impliziert dies also, dass, falls ¢ iiber L hyperbolisch
ist, ¢ auch schon iiber K hyperbolisch ist.3

In einem speziellen Fall ist eine Ubertragung des Satzes von Springer
bekannt: Sei ) eine Quaternionenalgebra iiber K. Sei A = M,,(Q) fiir ein
n € N\{0} und o eine Involution erster Art auf A. Gibt es eine Kérperer-
weiterung L von K ungeraden Grades mit (A ®x L,o ® idy,) isotrop, so
ist (A, o) isotrop (siehe [PSS-01, Cor. 3.7]). Weiter ist bekannt, dass diese
Aussage fiir eine beliebige zentraleinfache K-Algebra A mit Involution o
nicht richtig ist (siehe [PSS-01, 4.]). Gilt jedoch Folgendes (siehe [PSS-01,
Rem. 4.6]): Sei D eine zentraleinfache K-Divisionsalgebra mit Involution
und Grundkérper F. Sei (A,0) = (M (D), ady) fiir ein n € N\{0} und eine
regulire hermitesche Form h : D™ x D™ — D. Sei L eine Korpererweiterung
von F, deren Grad teilerfremd zu 2-deg D ist. Ist (A®p L, o ®1dy,) isotrop,
so folgt (A, o) isotrop?

Um obiges Ergebnis iiber hyperbolische Involutionen zu beweisen, wer-
den wir zuerst einige Uberlegungen zu reguliren (schief-)hermiteschen For-
men iiber Divisionsalgebren anfiihren. Ich fithre den Beweis nicht wie in
[KMRT-98], da dort ein Ergebnis iiber die Ordnung schwach hyperbolischer
(schief-)hermitescher Formen eingeht (siehe [KMRT-98, Thm. 6.15], [S-70,
Thm. 5.1]), fiir das ich in dieser Arbeit einen anderen Beweis angebe, der die-
ses Analogon zu Springer verwendet. Stattdessen findet sich die Idee dieses
Beweises in [K-91, Prop 10.3.1] und [BL-90, Prop. 1.2].3¢

341st dim ¢ = 2, so ist dimgz = 0, d.h. g1 ~ (b).

3Fiir einen Beweis das Satzes von Springer, der diese schwache Version impliziert, auf
der Ebene quadratischer Formen siehe [S-85, 2. §5, Thm. 5.3].

36In beiden Fillen wird das Resultat allgemeiner fiir reguliire (schief-)hermitesche For-
men iiber einer K-Algebra mit Involution J, so dass J|x = idxk, bewiesen. Deswegen sind
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Sei h: V xV — D eine regulire (schief-)hermitesche Form tiber der zen-
traleinfachen K-Divisionsalgebra D mit Involution 0. Sei F' = Fiz(6|x) der
Grundkorper von 6. Sei L/F eine Korpererweiterung, die disjunkt zu K/F
und einfach, d.h. L = F(0) fiir ein § € L*, ist. Ist » der Grad der Korperer-
weiterung, so ist L = @;:_& F§'. Wir definieren einen F-Vektorraummor-
phismus s : L — F durch s5(1) = 1, s5(6°) = 0 fiir i = 1,..., » — 1, und
seine D-lineare Erweiterung

357D2D®FL—>D
durch s5 p(d ®1) = d- s45(l) fiir d € D und [ € L. Wir betrachten nun
K= SJ,DO(h®’L'dL)ZV®FLXV®FL—)D.

h' ist eine regulire, beziiglich § (schief-)hermitesche Form.3” Aus der Defi-
nition von A’ ergibt sich sofort

!
o h |V®FF><V®FF ~ h.

e Sei L' := @, F6* mit m = 52, falls r ungerade, und m = 52, falls
r gerade. Dann ist b'|yg ' xvepr = 0.

Esist VRpr L = (VerF)® (Ver L") mt L' = @_| F&
und V ®p L” ist genau das orthogonale Komplement von V ®p F, d.h.
(V@p F)* =V ®@p L".?® Damit erhalten wir, dass h'|yg,r7xvepL" Te-
guldr ist und fiir » ungerade ergibt sich nach Satz 4.12. sogar, dass
W|veprrxvepLr hyperbolisch ist.??

Satz 4.21. Sei (A, o) eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution belie-
biger Art und Grundkérper F. Sei L/F eine Kdrpererweiterung ungeraden
Grades. Dann gilt:

Ist (A®p L,o ®1idy) hyperbolisch, so ist (A,o) hyperbolisch.

Beweis. Sei (A,o0) =2 (EndpV,ady) mit h : VXV — D regulire (schief-)her-
mitesche Form iiber (D,#). Dann ist

(A Qr L,o® ’idL) = (EndD®FL(V RF L), adh@idL)

und es geniigt zu zeigen, dass h hyperbolisch ist, falls h®id;, hyperbolisch ist.
Weiter geniigt es offensichtlich eine einfache Kérpererweiterung L = F(§)
mit 6 € L™ zu betrachten. Mit den vorherigen Uberlegungen haben wir

(V@F L) = (V,h) L (Hx(U), hy)

diese Beweise weniger direkt als der hier angefiihrte.

3TDies ergibt sich aus den Eigenschaften von ssp, da h ® idr. eine regulire (schief-)her-
mitesche Form iiber (D ®r L,0 ® idy) ist (siehe [K-91, 7.2] und [KMRT-98, I. §4.B.]).

38Nach Definition von h' ergibt sich V ®r L" C (V ®F F)*. Die Gleichheit folgt nun
aus Dimensionsgriinden.

3Denn V ®@p L' ist ein total isotroper Unterraum von V ®# L” mit dimp(V ®r L') =
3 dimp(V ®r L").
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fir einen endlichdimensionalen D-Rechtsvektorraum U wund wie oben
h = 86,0 © (h ®idr). Da h ® idy, hyperbolisch ist, gilt (V ®p L,h ® idy) =
(H)(M), hy) fir einen endlich erzeugten D ® L-Rechtsmodul M. M ist in
kanonischer Weise ein D-Rechtsmodul. Wir schreiben Mp, falls wir M als
D-Rechtsmodul auffassen. Wir betrachten die Abbildung

SM ot HomD®FL(M,D RF L) — HomD(MD,D),

definiert durch sy(f) = sgp o f fir f € Hompg,(M,D ®F L). Es ist
(VQr L,h') = (Hx(M), s5,p o hy). Weiter ist

SM@ZdMH/\(M) —)MI*)@MD

eine Isometrie zwischen (H)(M), s; p o hy) und dem A-hermiteschen hyper-
bolischen Raum zu Mp (siehe [K-91, 7.2]). Somit ist mit h ® idy, auch A’ hy-
perbolisch.*® Damit ergibt sich iiber die Wittkiirzung reguléirer (schief-)her-
mitescher Formen, dass h hyperbolisch ist. U

4.6 Schwach hyperbolische Involutionen

Definition 4.22. Sei (A, o) eine zentraleinfache K -Algebra mit Involution.
(A,0), bzw. o, heifit schwach hyperbolisch, falls es ein n € N\{0} gibt,
so dass B" (A, o) hyperbolisch ist. Ist (A, o) schwach hyperbolisch, so nennen
wir das kleinste n € N\{0}, fir das B"(A, o) hyperbolisch ist, die Ordnung
von (A, o), bzw. von o.

Bemerkung 4.23. (A,0) ist genau dann schwach hyperbolisch, falls
(M, (A), o) hyperbolisch ist fiir ein n € N\{0}. Ist (A,o) schwach hyperbo-
lisch, so ist (A,o) schwach isotrop.

Beispiele

1. Ist ¢ eine quadratische Form der Dimension n iiber K, fiir die [g]
ein Torsionselement in W (K) ist, so ist (M, (K), ad,) schwach hyperbolisch.
Ist K so, dass W (K) torsionsfrei ist, z.B. K euklidisch oder allgemeiner K
pythagoreisch mit —1 ¢ K*2 erhalten wir mittels quadratischer Formen
iiber K nur Beispiele schwach hyperbolischer Involutionen, welche schon
hyperbolisch sind.

2. Ist K euklidisch und o eine orthogonale Involution auf Hg , so haben
wir in Satz 3.6. gesehen, dass es eine g-konforme Quaternionenbasis 1, 4, j, k

von Hy mit 12 = —1 = 52 gibt. Betrachtet man
1/1 —j

“Fine andere Mdoglichkeit, dies einzusehen, ist iiber die adjungierten Involutionen von
h ®idr und h' (siehe [KMRT-98, II. §6, Prop 6.9.]).



46 4 HYPERBOLISCHE INVOLUTIONEN

so ist €2 = e und o’(e) = 1 — e, d.h. (My(Hg), o) ist hyperbolisch. Also
ist (Hg,o) schwach hyperbolisch. Da Hy eine Divisionsalgebra ist, ist o
nicht hyperbolisch (siche Bemerkung 4.15.) und somit ist (Hg, o) von der
Ordnung zwei.

3. Ist K reell, so ist die kanonische Involution v auf Hy stark anisotrop,
also nicht schwach hyperbolisch. Haben wir ndmlich eine Darstellung

y(z1) -1+ -+ y(2n) =0

fir ein n € N\{0} und zi,...,z, € Hg\{0}, so ergibt sich sofort, dass
—_le¢ ZKX2_41

Bemerkung 4.24. Ist B"(A, o) hyperbolisch, so wird n von der Ordnung
von (A, o) geteilt.

Beweis. Ist (A,0) & (M, (D), ady), wobei h : D™ x D™ — D eine regulire
A-hermitesche Form, A € {#1}, beziiglich der Involution 6 auf D ist, so ist
fiir jedes k € N\{0} (sieche Bemerkung 3.10.):

B*(A,0) = (Mg (D), adkxn)-

Weiter ist B*(A, o) genau dann hyperbolisch, wenn & x h hyperbolisch ist.
Sei | € N\{0} die Ordnung von (A,s). Da I X h und n x h hyperbolisch
sind, ergibt sich mit der Kiirzungsregel fiir reguldre A-hermitesche Formen,
dass fiir den grofiten gemeinsamen Teiler r € N\{0} von [ und n auch schon
r x h hyperbolisch ist.*?> Da I die Ordnung von (A, o) ist, folgt [ = r und
somit wird n von der Ordnung von (A, o) geteilt. O

Bemerkung 4.25. Sei A eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution
o. Ist der Grundkirper F = Fix(o|k) von o nicht reell, dann ist (A, o)
schwach hyperbolisch und die Ordnung von (A, o) ist eine Zweierpotenz.

Beweis. Ist F' nicht reell, so existiert ein n € N\{0} mit n x (1) isotrop.
Sei m € N\{0} mit n < 2™. Dann ist 2™ x (1) = ((1,...1)) isotrop, also
hyperbolisch.*® Also ist (Mom (F),t = adym x(1)) hyperbolisch und somit
auch (Maom (K), (o|k)?). Damit ist

B (4,0) = (Mo (K) @k 4, (0]x)' ® 0)

hyperbolisch. (A4, o) ist somit schwach hyperbolisch und die Ordnung von
(A, o) teilt 2™ — und ist demnach eine Zweierpotenz. O

st a4 bi+cj+dk € Hx, so ist y(a+bi+cj+dk) - (a+bi+cj+dk) = a® +b> +* +d>.

42Man verwendet, dass es s,t € Z, ohne Einschréankung s > 0, mit r + tn = sl oder
r + tl = sn gibt.

43 Jede isotrope multiplikative Form ist hyperbolisch; siehe dazu bespielsweise [S-85, 2.
§10].
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5 Lokal-Global-Prinzip fiir Involutionen

In diesem Kapitel zeigen wir, dass eine Involution genau dann schwach
hyperbolisch ist, wenn sie iiber allen (relevanten) reellen Abschliissen des
Grundkérpers F' schwach hyperbolisch ist.** Dies impliziert fiir quadrati-
sche Formen Pfisters Lokal-Global-Prinzip: Eine reguléire quadratische Form
q iiber K ist genau dann schwach hyperbolisch, wenn sie iiber allen reellen
Abschliissen von K (schwach) hyperbolisch ist, d.h. wenn fiir alle Anordnun-
gen P von K die Signatur signpq = 0 ist.*> Die Charakterisierung schwach
hyperbolischer Involutionen iiber die Signatur der Involutionen beziiglich der
Anordnungen von F' erhélt man direkt aus den Theoremen dieses Kapitels
und der Definition der Signatur einer Involution. Dieser Aufgabe widmen
wir uns in dem néchsten Kapitel. Wir werden in diesem Kapitel zeigen, dass
die Ordnung einer schwach hyperbolischen Involution immer eine Zweierpo-
tenz ist. Dies impliziert wiederum fiir die Wittgruppe des Korpers K, dass
die Ordnung jedes Elements aus der Torsionsuntergruppe eine Zweierpotenz
ist.46

Um die Beweise iibersichtlich zu halten, fithren wir sie je nach Art der
Involution getrennt aus. Fiir Involutionen erster Art miissen wir bei der
Verwendung von Satz 4.16. einen Trick anwenden, um den Ausnahmefall zu
umgehen. Bei Involutionen zweiter Art fithren nicht alle Anordnungen von
F zu zentraleinfachen Algebren, so dass man in dieser Hinsicht vorsichtig
sein muss.

Wir werden in den folgenden Abschnitten mehrmals das Lemma von
Zorn anwenden (siehe [FP-85, Kap. 9]). Deswegen nun kurz dazu: Sei (4, o)
eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution. Sei F = Fiz(o|x) der
Grundkérper von o. Wir werden algebraische Koérpererweiterungen L/F,
die disjunkt zu K/F sind,*” betrachten und beziiglich der Eigenschaft
+(A®p L,o ®1dy,) ist nicht (schwach) hyperbolisch“ maximieren. Sei

M ={L| L/F algebraische Kérpererweiterung, die disjunkt zu K/F ist,
und (A ®F L,o ® idy) nicht (schwach) hyperbolisch}

M ist durch Inklusion partiell geordnet. Ist (L;)ier C M eine Kette
beziiglich der Inklusion, so ist L := | J;; L; eine obere Schranke von (L;);e;.
L ist offensichtlich eine algebraische Korpererweiterung von F', die disjunkt

“Fiir Involutionen zweiter Art, K = F(y/a), beachte man, dass fiir diejenigen An-
ordnungen P von F mit o >p 0, keine zentraleinfache Algebra iiber Fp entsteht. Diese
Fille miissen wir nicht betrachten, um eine Aussage iiber die schwache Hyperbolizitdt der
Involution treffen zu kénnen.

“5Fiir einen Beweis dieses Lokal-Global-Prinzips auf der Ebene quadratischer Formen
siehe [S-85, 2. §7. Thm. 7.3.].

46Der Beweis dieses Resultats auf der Ebene quadratischer Formen findet sich beispiels-
weise in [S-85, 2. §6. Thm. 6.4.].

4T Letazteres ist fiir Involutionen erster Art eine leere Bedingung.
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zu K/F ist. Weiter ist (A®p L, o ®1dr,) nicht (schwach) hyperbolisch: Denn
nehmen wir an, (AQr L, 0®idy ) ist hyperbolisch, bzw. schwach hyperbolisch.
Dann existiert ein e € AQp L, bzw. ein e € M,,(A®p L) fiir ein n € N\{0}
mit €2 = e und (0 ®1idr)(e) = 1 —e, bzw. (0 ®idr)!(e) = I,, —e. Da bei ist e,
bzw. jeder Eintrag von e eine endliche Summe von Elementartensoren a ® [
mit ¢ € Aund [ € L. Damit ist e € AQp L;, bzw. e € M, (A ®F L;) fiir ein
i € I. Und fiir e ergibt sich (c®idy,)(e) = 1—e, bzaw. (0 ®idr,)!(e) = I, —e.
Also wire (A ®p L, 0 ®1idr,;) (schwach) hyperbolisch — im Widerspruch zu
L; € M. Damit ist L € M eine obere Schranke von (L;);cr und die Voraus-
setzungen fiir das Lemma von Zorn sind erfiillt.

5.1 Involutionen erster Art

Sei im Folgenden (A, o) immer eine zentraleinfache K-Algebra mit Involu-
tion erster Art, d.h. o|x = idk. Wir werden folgendes Lemma beweisen:

Lemma 5.1. Sei (A,0) nicht schwach hyperbolisch. Sei fiir jede echte al-
gebraische Erweiterung L/K die zentraleinfache L-Algebra mit Involution
erster Art (A Qg L,o ® idy) schwach hyperbolisch. Dann ist K reell abge-
schlossen.

Bevor wir den Beweis fiihren, folgern wir aus diesem Lemma, das Haupt-
ergebnis fiir Involutionen erster Art und iiberlegen uns einige Verfeinerungen
desselben.

Satz 5.2. FEine zentraleinfache K-Algebra mit Involution erster Art
(A,o) ist genau dann schwach hyperbolisch, wenn fir alle Anordnun-
gen P von K die zentraleinfache Kp-Algebra mit Involution erster Art
(A®K Kp,0 Qidk,) schwach hyperbolisch ist.

Beweis. Ist (A,o) schwach hyperbolisch, so gibt es ein m € N\{0} mit
B™(A, o) hyperbolisch. Damit ist fiir jede Anordnung P von K die Algebra

(EEm(AaJ)) QK (KPaide) = Eam(A QK KP,J®’idKP)

hyperbolisch.

Sei nun (A, o) als nicht schwach hyperbolisch angenommen. Wéhle mit
Hilfe des Lemmas von Zorn einen Korper L mit L/K algebraisch und L
maximal beziiglich der Eigenschaft , (A Qx L,o ® idy,) ist nicht schwach
hyperbolisch“. Dann ist nach Lemma 5.1. L reell abgeschlossen. Wir be-
trachten die Anordnung P := L? N K. Da L/K algebraisch ist, ist L = Kp.
Somit existiert eine Anordnung P von K mit (A Qx Kp,o ® idk,) nicht
schwach hyperbolisch. O

Zur Prézisierung des Satzes betrachten wir das Verhalten von
(A®K Kp,0 Qidg,) fir eine Anordnung P von K. Es ergeben sich vier
Moglichkeiten:
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1. A®k Kp zerfillt und o ® idg, ist symplektisch. Dann ist
(A Qg Kp,o® ’idKP) = (Mn(Kp),adb),

wobei n € N\{0} und b eine regulire schiefsymmetrische Bilinearform
ilber Kp ist. Da jede regulére schiefsymmetrische Bilinearform hyper-
bolisch ist,*® ist (M, (Kp),ady) und damit auch (A @k Kp,o ®idr,)
hyperbolisch.

2. AQk Kp = M, (Hkg, ) fiir ein n € N\{0} und 0 ® idg,, ist orthogonal.
Dann ist
(A Rk Kp, o® ide) = (MH(HKP)7 adh),

wobei h eine regulire Form iiber Hg, ist, welche beziiglich der kano-
nischen Involution vy auf Hg, schiefhermitesch ist. Dann ist

(MR(HKP )7 adh) = (Mn (HKP )7 Tt)a

wobei 7 : Hg, — Hg,, definiert durch 7(1) =1, 7(i) = —i, 7(j) = 4,
7(k) = k fiir eine Quaternionenbasis 1, i, j, k von Hg .*® Da 7 schwach
hyperbolisch von Ordnung zwei ist, erhilt man, dass (M, (Hg, ), ")
und damit (AQx Kp,o®idk, ) schwach hyperbolisch und von Ordnung

eins oder zwei ist.?0

3. A®xk Kp zerfillt und o ® idg, ist orthogonal. Dann ist
(A (5J ¢ KP, o Zde) = (Mn(KP)’ a'dq)’

wobei n € N\{0} und q eine regulire quadratische Form iiber Kp ist.
Da der Wittring von Kp torsionsfrei ist, ist somit (AQx Kp,o ®idk,)
genau dann schwach hyperbolisch, wenn sie hyperbolisch ist.

4. AQxKp = M, (Hg, ) fiireinn € N\{0} und o®idg, ist symplektisch.
Dann ist
(A K KP’ R ZdKP) = (Mn(HKP)a adh)a

wobei h : Hj X Hy =~ — Hg, eine regulire Form iiber Hg, ist,
welche beziiglich der kanonischen Involution auf Hg, hermitesch ist.

48Jeder von null verschiedenen Vektor z ist isotrop und es gibt einen Vektor y, so
dass (z,y) eine hyperbolische Ebene aufspannen. Durch Iteration (orthogonale Zerlegung)
erhilt man, dass b hyperbolisch ist. Siehe auch [S-85, 7. §8].

“9Fs ist 7* = ad,, fiir eine regulire schiefhermitesche Form A’ iiber (Hxp , 7). Ist K ein
reell abgeschlossener Korper, so sind zwei reguldre schiefhermitesche Formen iiber (Hx , )
genau dann isometrisch, wenn ihre Dimension gleich ist (siehe [S-85, 10. §3, Thm. 3.7]).
Damit sind h und ' isometrisch und es ergibt sich (M, (Hxk, ),ads) = (M, (Hk, ), adp/).

*Da 7 von der Ordnung zwei ist, ist (A ®x Kp,o ® idx,) genau dann hyperbolisch,
wenn n gerade ist.
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Nach einem Ergebnis von Jacobson (siehe [J-40]) ist h genau dann
(schwach) hyperbolisch, wenn die regulire symmetrische Bilinearform

1
th :H’}l(P X H’]l(P — KPa th(xay) = E(h('xay) +h(y,$))

(schwach) hyperbolisch ist.>! Also ergibt sich auch in diesem Fall, dass
(A®K Kp,o ® idk,) genau dann schwach hyperbolisch ist, wenn sie
hyperbolisch ist.

Anordnungen, die uns einen der ersten Fille liefern, sind also irrelevant.
Es geniigt, diejenigen Anordnungen zu betrachten, die einen der beiden letz-
ten Fille liefern. Da die Involution o auf A genau dann orthogonal ist, wenn
es die Involution 0 ® idk, auf A ® ¢ Kp ist, ergibt sich je nach Typ der In-
volution eine Aussage dariiber, welche Anordnungen von K zu testen sind.

Folgerung 5.3. Eine zentraleinfache K-Algebra mit orthogonaler (bzw.
symplektischer) Involution (A, o) ist genau dann schwach hyperbolisch, wenn
fiir all jene Anordnungen P von K, fir die A @k Kp zerfillt (bzw. nicht
zerfdllt), die zentraleinfache Kp-Algebra mit orthogonaler (bzw. symplekti-
scher) Involution (A ® x Kp,o ® idk,) hyperbolisch ist.

Beweis von 5.1. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (siehe beispiels-
weise [PD-01, 1, Thm. 1.2.10.]) geniigt es zu zeigen, dass

1. K reell ist.
2. K nur zwei Quadratklassen hat.

3. K keine echten algebraischen Erweiterungen von ungeradem Grad be-
sitzt.

1. K ist reell, da nach Bemerkung 4.25. jede zentraleinfache Algebra mit
Involution erster Art iiber einem nicht reellen Kérper schwach hyper-
bolisch ist.

2. Wir nehmen an, dass ein f € K*\ + K*? existiert (also £ kein
Quadrat in K). Dann sind Ly := K(v/B) und Ly = K(v/—P)
quadratische Korpererweiterungen von K. Also sind nach Voraus-
setzung (A ®x Li,0 ® idr,) und (A ®x L2,0 ® idr,) schwach hy-
perbolisch. Sei n € N\{0}, ohne Einschrinkung n gerade, mit
B"(A®Kk L1,0 ®idy,) und B"(A ®k Lo, 0 ® idr,) hyperbolisch. Wir
betrachten (B, 7) := H"(A,0). Da n gerade ist, ist es nicht moglich,
dass (B,r) = (M;(K),ad,) mit einer reguldren quadratischen Form
g von ungeradem Wittindex (siche Lemma 4.20.). Somit kénnen wir
Satz 4.16. auf (B, 7) und L;/K sowie Ly/K anwenden und erhalten

*1Dazu siehe auch [S-85, 10. §1].
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r € B mit r> = § und 7(r) = —r sowie s € B mit s> = — und
7(s) = —s. Es ist (My(B),7t) = B%(B, 7). Wir betrachten das Ele-

Lors ) aus (Ms(B),7t). Dann gilt:

srt 1

2 1 2 2rs™1 Y\
€=\ 2t 2 =¢

N

ment e :=

Und weiter gilt:52

l1—e =

(s~ H7(r) 1

= 7i(e).

Also ist B?(B, 7) und damit B2"(A4, ) hyperbolisch — im Widerspruch
zu (A, o) nicht schwach hyperbolisch.

3. Dies folgt direkt aus dem Analogon zum Satz von Springer, siehe
Satz 4.21. Nehmen wir ndmlich an, wir hitten eine echte algebraische
Korpererweiterung L/K von ungeradem Grad, so ist nach Vorausset-
zung (A ®x L,0 @ id) schwach hyperbolisch. Sei n € N\{0} mit
B"(A ®k L,o ®idr) hyperbolisch. Da

(B"(A,0)) ®k (L,idr) = B"(A®K L,0 ®idr),
folgt aus Satz 4.21, dass H"(A, o) hyperbolisch ist.
]

Auch die Aussage iiber die Ordnung einer schwach hyperbolischen Invo-
lution zeigen wir zuerst fiir Involutionen erster Art.

Satz 5.4. Ist die zentraleinfache K -Algebra mit Involution erster Art (A, o)
schwach hyperbolisch, so ist die Ordnung von (A, o) eine Zweierpotenz.

Beweis. Wir nehmen die Existenz eines Gegenbeispiels (4, o) an, d.h. (4, 0)
ist nicht hyperbolisch, jedoch schwach hyperbolisch von ohne Einschrankung
ungerader Ordnung.53

1

2p(—r) = —f = %, also —rs~ ! =r~'s; analog fiir —sr—! !

=s T
33Ist (A,0) von der Ordnung 2' - m mit m ungerade, so betrachte B (A, o), welche von
ungerader Ordnung m ist.
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Sei L/ K eine Korpererweiterung. Dann ist (A®x L, 0 ®idy,) schwach hy-
perbolisch mit ungerader Ordnung. Mit dem Lemma von Zorn wéhle L/K
algebraische Korpererweiterung, welche maximal ist beziiglich der Eigen-
schaft ,(A ® x L,o ® idy,) ist nicht hyperbolisch“. Wir zeigen, dass dann L
reell abgeschlossen ist. Sei (4,5) := (AQx L,0 ® idy).

1. Ist L nicht reell, so ist nach Bemerkung 4.25. die Ordnung von (4,5)
eine Zweierpotenz — im Widerspruch zu (A, &) von ungerader Ordnung
grofler eins.

2. Wir nehmen an, dass L mehr als zwei Quadratklassen hat, d.h.
3B € L*\ + L*2. Dann sind Ly := L(y/B) und Ly := L(v/—B) qua-
dratische Korpererweiterungen von L. Also sind (fi ®r L1,6 ® idr,)
und (A®y Lo, 5®idy,) wegen der Maximalitéit von L hyperbolisch. Wir
betrachten (B, 7) := B%(A, ). Auf (B, 1) ist Satz 4.16. fir L1 /L und
Ly/L anwendbar. Somit erhalten wir analog zu oben, dass B%(B,T)
hyperbolisch ist. Also ist B*(A, &) hyperbolisch — im Widerspruch da-
zu, dass (4, ) ungerade Ordnung gréfer eins hat.

3. Dass L keine echten Erweiterungen ungeraden Grades besitzt, folgt
sofort aus dem Analogon zum Satz von Springer (siehe Satz 4.21.).

Uber einem reell abgeschlossenen Kérper L haben wir die Moglichkei-
ten einer zentraleinfachen L-Algebra mit Involution erster Art (B, ) schon
diskutiert. Es ergaben sich vier Fille.

1. Zerfillt B und ist 7 symplektisch, so ist 7 hyperbolisch.

2. Zerfillt B und ist 7 orthogonal, so ist 7 genau dann schwach hyper-
bolisch, wenn 7 hyperbolisch ist.

3. Zerfillt B nicht und ist 7 orthogonal, so ist 7 schwach hyperbolisch
von Ordnung eins oder zwei.

4. Zerfillt B nicht und ist 7 symplektisch, so ist 7 genau dann schwach
hyperbolisch, wenn 7 hyperbolisch ist.

Somit ist jede schwach hyperbolische zentraleinfache L-Algebra von ungera-
der Ordnung schon hyperbolisch. Also ist (A ® x L,o ® idy,) hyperbolisch —
Widerspruch. O

5.2 Involutionen zweiter Art

Die Beweise der analogen Aussagen fiir Involutionen zweiter Art sind sehr
dhnlich. Da nicht alle Korpererweiterungen L/K eine zentraleinfache Alge-
bra liefern, muss man einige Sonderfille betrachten.
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Sei im Folgenden immer (A, o) eine zentraleinfache K-Algebra mit Invo-
lution zweiter Art. Sei F' := Fiz(o|x) der Grundkérper von A. Sei a € F*
mit K = F(y/a).5* Wir werden ein Analogon zu Lemma, 5.1. zeigen:

Lemma 5.5. Sei (A, o) nicht schwach hyperbolisch. Sei fiir jede echte al-
gebraische Kérpererweiterung L/F, fir die a kein Quadrat in L ist, die
zentraleinfache L(y/a)-Algebra mit Involution zweiter Art (A®p L,o ®idyp)
schwach hyperbolisch. Dann ist F' reell abgeschlossen.

Wir zeigen wieder zuerst eine Folgerung. Diesmal kénnen wir uns so-
fort auf spezielle Anordnungen des Grundkérpers, ndmlich solche, fiir die «
kleiner null ist, beschrinken.

Satz 5.6. FEine zentraleinfache K-Algebra mit Involution zweiter Art (A, o)
ist genau dann schwach hyperbolisch, wenn fir alle Anordnungen P von F,
fir die o <p 0, (A®F Fp,0 @ idp,) hyperbolisch ist.

Beweis. Ist (A, o) schwach hyperbolisch, so ist fiir alle Anordnungen P von
F, fur die o <p 0 ist, (AQr Fp,0Q®idp, ) offensichtlich schwach hyperbolisch.
Diese Algebra zerfillt jedoch, d.h.

(A QpF Fp,o ®ide) = (Mn(FP(\/a))aadh)a

wobei h : Fp(y/a)"® x Fp(y/a)® = Fp(y/a) eine regulire hermitesche Form
iiber Fp(y/a) beziiglich des nichttrivialen Automorphismus von Fp(y/a)/Fp
und n € N\{0} ist. Nach dem Resultat von Jacobson (siche [J-40]) ist h
genau dann (schwach) hyperbolisch, wenn

hip t F(/a)" x Fp(J/a)" = Fp, he,(a,9) = +(h(z,y) + h(y.))
(schwach) hyperbolisch ist.>® Somit ist (A ®p Fp,o ® idr,) sogar hyperbo-
lisch.

Ist (A, o) nicht schwach hyperbolisch, so wihlen wir wieder mittels Lem-
ma von Zorn einen Koérper L mit L/F algebraisch und L maximal beziiglich
der Eigenschaft ,« ist kein Quadrat in L und (A ®r L,0 ® idy,) ist nicht
schwach hyperbolisch“. Dann ist nach Lemma 5.5. L reell abgeschlossen.
Wir betrachten die Anordnung P := L2N F von F. Da L/F algebraisch ist,
ist L = Fp. Somit haben wir eine Anordnung P von F' gefunden, so dass
a <p 0 und (A ®F Fp,0 Q idr,) nicht schwach hyperbolisch und damit
insbesondere nicht hyperbolisch ist. O

Beweis von Lemma 5.5. Wir gehen analog zu dem Beweis von Lemma 5.1.
vor.

|k ist der nichttriviale Automorphismus von K/F.
5Hierzu siehe auch [S-85, 10. §1].
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1. Wire F nicht reell, so wire nach Bemerkung 4.25. (A,0) schwach
hyperbolisch.

2. Wir nehmen an, dass F mehr als zwei Quadratklassen hat. Sei
B € F*\ £ F*2. Dann sind L; := F(v/B) und Ly := F(/—B) qua-
dratische Korpererweiterungen von F'. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit nehmen wir an, dass « kein Quadrat in L ist, d.h. \/a ¢ L;.%°
Wir miissen nun zwei Fille unterscheiden.

1. Fall: Ist \/a ¢ Lo, so sind nach Voraussetzung (AQp L1,0 ®idr, ) und
(A ®F La,0 ®idr,) schwach hyperbolisch und der Widerspruch
ergibt sich genauso wie im Beweis von Lemma 5.1.

2. Fall: Sei y/a € Ly. Nach Voraussetzung ist (AQp L1, 0®1dy, ) schwach
hyperbolisch. Sei n € N\{0} mit B"(A®pF L1,0 ®idy,) hyperbo-
lisch. Wir betrachten (B, 7) := H"(A4, 0). Mit Satz 4.16. erhalten
wir ein 7 € B mit 72 = 8 und 7(r) = —r. Sei

¢ : (Mn(4),0") = (B,7)
ein K-Algebrenisomorphismus. Wir betrachten

V=B 0
s = 9(v/=B) = ¢ o )€ B.

0 V=B

Dann ist s2 = —f und 7(s) = —s.>” Damit ergibt sich wiederum,
dass B%(B, ) hyperbolisch ist — im Widerspruch zu (A, o) nicht
schwach hyperbolisch.

3. Dass F' keinen echten algebraischen Korpererweiterungen besitzt, er-
gibt sich wieder direkt aus dem Analogon zum Satz von Springer (siehe
Satz 4.21.).

O

Nun fehlt uns nur noch die Aussage iiber die Ordnungen schwach hyper-
bolischer Involutionen zweiter Art.

Satz 5.7. Ist die zentraleinfache K-Algebra mit Involution zweiter Art
(A,o0) schwach hyperbolisch, so ist die Ordnung von (A,o) eine Zweier-
potenz.

%Da —1 ¢ F*2, ist o in mindestens einer der beiden Korpererweiterungen L; und Lo
kein Quadrat.

S7V/=B = z-\/a fiir ein € F*. Damit ist 7(s) = (poatod™1)(s) = ¢(c’(z-v/a)) = —s.
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Beweis. Wir nehmen wie im Beweis von Satz 5.4. die Existenz eines Ge-
genbeispiels (A4,0) an, d.h. (4, 0) ist schwach hyperbolisch und ohne Ein-
schrinkung von ungerader Ordnung gréfler eins.

Mit dem Lemma von Zorn wéhlen wir eine algebraische Korpererwei-
terung L von F', welche maximal ist beziiglich der Eigenschaft ,,« ist kein
Quadrat in L und (A®p L, 0 ®idy,) ist nicht hyperbolisch“. (A®p L, o ®1idy,)
ist dann schwach hyperbolisch von ungerader Ordnung gréfler eins. Sei
(A,6) :== (A®p L,0 ®idy).

Wir zeigen wieder, dass L reell abgeschlossen ist. Dazu geniigt es, zu
zeigen, dass L nur zwei Quadratklassen besitzt, da sich mit Bemerkung
4.25. und Satz 4.21. wie gewohnt ergibt, dass L reell ist und keine echten
Korpererweiterungen ungeraden Grades hat.

Nehmen wir nun an, dass L mehr als zwei Quadratklassen hat. Sei
B € LX\ £ L*2. Dann sind L; := L(v/B) und Ly := L(v/—B) qua-
dratische Korpererweiterungen von L, fiir die ohne Einschrinkung a kein
Quadrat in L; ist. Ist /o ¢ Ly, so ist (A ®p L;,6 ® idr;), i = 1,2,
hyperbolisch und Anwenden von Satz 4.16. fiir L;/L und Ly/L ergibt

r,s € Amit r> = 8, s> = —f und &(r) = —r, &(s) = —s. Somit ist
-1 . .
e=3 ( 3:71 7“31 ) € My(A) mit €2 = e und 5'(e) = 1 — e, also (4,5)

von der Ordnung eins oder zwei — Widerspruch.

Ist \/a € Lo, so ist /=3 = z-y/a fiir ein £ € L*. Fiir s := y/—f ist damit
s2 = —f und &(s) = —s. Also ergibt sich analog, dass (4,5) von Ordnung
eins oder zwei ist — im Widerspruch zu (A, &) von ungerader Ordnung grofier
eins.

Da L reell abgeschlossen ist, folgt

(A®F Lo ®idr) = (My(L(V)), ady)

fir ein n € N\{0} und eine regulire hermitesche Form h iiber L(y/«)
beziiglich des nichttrivialen Automorphismus von L(y/a)/L. Wir haben uns
schon im Beweis von Satz 5.5. iiberlegt, dass h genau dann schwach hyperbo-
lisch ist, wenn A hyperbolisch ist. Da (A®r L, 0 ®1dy,) schwach hyperbolisch
ist, ist sie also hyperbolisch und wir haben einen Widerspruch erreicht. [
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6 Signatur einer Involution

Wir definieren die Signatur einer Involution o auf der zentraleinfachen
K-Algebra A iiber die Signatur der Spurform von o. Die Spurform von o
wird sich als regulire hermitesche Form iiber (K, o|x) herausstellen. Darum
beginnen wir dieses Kapitel mit dem Begriff der Signatur spezieller hermi-
tescher Formen. Danach fithren wir die Spurform ein. Um schliefflich die
Signatur einer Involution o als die Wurzel der Signatur der Spurform von
o definieren zu konnen, bendtigen wir eine technische Vorbereitung — die
»otandardidentifikation* von V ® g V mit EndgV fiir einen endlichdimen-
sionalen K-Vektorraum V.

6.1 Signatur spezieller hermitescher Formen

Sei h:V xV — K eine regulire hermitesche Form beziiglich der Involution
¢ auf K. Sei der Grundkorper F' von ¢ reell.

e Ist + = idk, so ist h eine regulire symmetrische Bilinearform und
der Begriff der Signatur von h beziiglich einer Anordnung P von K ist
wohlbekannt (siehe [S-85, 2. §4, Def. 4.5]). Die Signatur signph von h
beziiglich P ist die Differenz n, —n_, wobei n,, bzw. n_ die Anzahl der
positiven, bzw. negativen Eintrége einer beliebigen Diagonalisierung
von h sind. Die Wohldefiniertheit der Signatur ergibt sich aus dem
Theorem von Jacobi und Sylvester (siehe [S-85, 2. §4, Thm. 4.4]).

e Ist . eine Involution zweiter Art, so bezeichnen wir mit F den
Grundkérper von ¢. Sei « € F*\F*? mit K = F(y/a).

Sei (e1,...,ey,) eine beziiglich der hermiteschen Form A auf V' ortho-
gonale K-Basis von V, d.h.

6 € KX, i=4,
h@ﬂﬂ:{z 0 ity

Dann ist V ein F-Vektorraum und (ej,e1 - \/a,...,epn, eq - /) ist
eine F-Basis von V. Da h hermitesch ist, ist h(v,v) € F fiir jedes
v € V. Wir betrachten zu h die reguldre symmetrische Bilinearform
hp:V XV —F,

1
he(z,y) = S(h(z,y) +h(y,2)) fir z, y € V.
Dann ist die F-Basis (e1, e1-y/a, . . ., €n, €:4/a) von V eine orthogonale
Basis beziiglich hp, und es gilt hp(e; - vVa,e - Va) = —a - §; fiir

1 =1,...,n. Damit ergibt sich

hoz(51,—a-61,...,5n,—a-5n)’:(1,—(1)@(61,...,5n).
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Die Signatur von h beziiglich einer Anordnung P von F' ist definiert
als

1
signph = 3 signphp
(siehe [S-85, 10. §1, Ex. 1.6]). Ist @ € P, so ist signph = 0.

Sei nun h : V x V. — Hg eine regulidre hermitesche Form beziiglich
der kanonischen Involution v auf Hix und sei K reell. Sei ey,...,e, eine
orthogonale Basis von V beziiglich - und sei

h(eiaei):CIiEH}((, 1=1,...,n.

Fiir x € V ist dann y(h(z,z)) = h(z,z) und damit folgt h(z,z) € K. Nun
betrachten wir zu h die regulire symmetrische Bilinearform hg : VXV — K,

1
hic(@,y) i= 5 (b, ) + hly, ) fiir 3, y €V.

Sei 1, 4, j, k eine Quaternionenbasis von Hg. Die K-Basis
(er,€r-i,€r - j,€r - k)p=1,..n von V ist eine orthogonale Basis beziiglich hg.
Man sieht somit:

hg =4 x{q1,-.-,qn)-

Die Signatur von h beziiglich einer Anordnung P von K ist definiert
als

1
signph = 1 signphi

(siehe [S-85, 10. §1, Ex. 1.8]).

6.2 Das reduzierte charakteristische Polynom, die Spurform

Wir betrachten wieder eine zentraleinfache K-Algebra A mit einer Involu-
tion 0. Sei L ein Zerfillungskorper von A. Sei i : A ®x L — My(L) ein
L-Algebrenisomorphismus. Fiir ein @ € A nennen wir das charakteristische

Polynom®® von i(a® 1) das reduzierte charakteristische Polynom von
59
a.

Bemerkung 6.1. Diese Definition st unabhdngig von dem gewdhlten
L-Algebrenisomorphismus i und dem gewdhlten Zerfdllungskirper L.

Beweis. e Sei j ein weiterer L-Algebrenisomorphismus. Dann gibt es
nach Skolem-Noether ein Element v € Mp(L)* mit i = Int(u) o j.
Damit gilt fiir alle a € A:

ie®ly)=u-jla®1ly) -u™?

und somit ergibt sich iiber 5 dasselbe reduzierte charakteristische Po-
lynom von a wie iiber <.

*®Das charakteristische Polynom einer Matrix C € M,,(L) ist det(C — E,, - X) € L[X].
9Zu diesem Abschnitt siehe [S-85, 8. §5] und [L-90, §29, 7.].
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e Seien L1, Ly Zerfallungskérper von A. Dann gibt es einen Oberkorper
L von L; und L% Seien i : A ®x L1 — My(L)) ein
L;-Algebrenisomorphismus und 7 : A ® x L — M,,(L), definiert durch
a®l) ==1-ia® 1) fira € A, | € L. Sei a € A. Dann ist
i(a®1) =7(a®1). Damit hat a iiber L und L; dasselbe reduzierte cha-
rakteristische Polynom. Analog ergibt sich, dass a iiber L und Ly das-
selbe charakteristische Polynom hat; und somit folgt aus der im ersten
Beweisteil gezeigten Unabhéngigkeit vom L-Algebrenisomorphismus,
dass a uiber L; und Lo dasselbe reduzierte charakteristische Polynom
hat.

O

Bemerkung 6.2. Das reduzierte charakteristische Polynom eines Elements
von A hat Koeffizienten in K.

Beweis. Es gibt es einen Zerfillungskorper L von A, so dass L/K galoisch
ist (siehe [L-90, §29, 5. F22]). Wir zeigen, dass die Koeflizienten des redu-
zierten charakteristischen Polynoms eines beliebigen Elements a € A von
allen Koérperautomorphismen vy € Gal(L, K) festgehalten werden. Dazu sei
v € Gal(L,K). Wir erweitern 7 zu der Abbildung I" : M, (L) — My(L),
T((ij)ij) = (v(lij))i; und der Abbildung T = idy ®v: A®x L — A®x L.
Sei wieder i ein Isomorphismus zwischen A ® x L und M, (L). Wir be-
trachten die Abbildung j = T'oioT~' : A®x L — M,(L). j ist ein
L-Algebrenisomorphismus.

Sei nun a € A. Dann ist

jla®1)=(ToioT ™) (a®1;) =T(i(a® 1z).

Da das reduzierte charakteristische Polynom unabhiingig vom Algebreniso-
morphismus ist, haben i(a ® 1) = (l;5)i; und j(a® 1z) =T'(i(a ® 11)) =
(7(lij))i,; dasselbe charakteristische Polynom. Da 7 ein Kérperhomomor-
phismus ist, folgt somit, dass die Koeffizienten des charakteristischen Poly-
noms von «y festgehalten werden. U

Das reduzierte charakteristische Polynom eines Elements a € A bezeich-
nen wir mit

Prd(45)(X) = X" —s1(a)X" ! + -+ + (=1)"s4(a).

Die reduzierte Spur des Elements a € A setzen wir als
Trda(a) = s1(a) € K.

60Gei 1 das Maximum der Transzendenzgrade von L;, bzw. L iiber K. Betrachte den
Kérper L, der aus K durch Adjunktion von p Variablen entsteht. Sei L der algebraische
Abschluss von L. Dann sind L; und L2 in L enthalten.
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Beispiele

1. Ist @ eine Quaternionenalgebra iiber K mit Quaternionenbasis
1, 4, 4, k, so ist fiir ein z € Q mit x = x9l + z17 + z9j + x3k fiir
To, T1, T2, T3 € K die reduzierte Spur

Trdg(z) = 2.

2. Sei (4, 0) eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution. Fiir z € A
ist
Trda(o(z)) = o(Trda(z))
(siche [KMRT-98, I §2, Kor. 2.2 und Kor 2.16]). Ist o eine Involution erster
Art, ist somit Trda(o(z)) = Trda(z).

Satz 6.3. Sei A eine zentraleinfache K-Algebra. Sei n € N\{0}. Sei
(aij)i; € Mp(A). Dann gilt

n
T'rdMn(A) (aij)i,j = Z TrdA(aii).

i=1

Beweis. Sei L ein Zerfallungskorper von A. Sei f : A ®x L — M,,(L) mit
m € N\{0} ein L-Algebrenisomorphismus. Fiir ein d € A ist T'rd(d) gerade
die Spur der Matrix f(d® 11). Sei F' : Mp(A) ®x L — My (M, (L)),

(aij)i; ® L (f(aiy) ®1)i;.

F ist ein L-Algebrenisomorphismus. Trdyz, () (@), ist gerade die Spur von
F((asj)i; ® 11), welche wiederum die Summe der Spuren der f(a; ® 11),
i1 =1,...,n, ist. Also ergibt sich die Behauptung. U

Als Spurform bezeichnen wir die Abbildung
Ta:AXA— K, Th(z,y) =Trda(z -y) fir z, y € A.
Satz 6.4. Die Spurform T4 ist eine requldre Bilinearform.

Beweis. 1.Schritt: Sei A = M, (K) fiir ein n € N\{0}. Fiir alle z, y € A ist
dann Ty(z,y) die iibliche Spur der Matrix z - y. Daraus ergibt sich sofort
die Bilinearitét von T'4. Sei nun X = (z;5);j € A und T4 (X,Y) = 0 fiir alle
Y € A. Also ist insbesondere T'y(X, E;;) =0 fiir alle 4, j = 1,...,n mit den
Matrizen E;;, welche in der i-ten Zeile und j-ten Spalte einen Eintrag gleich
eins haben und ansonsten nur Eintrige gleich null haben. Man rechnet nach,
dass T4 (X, E;j) = xj;. Damit ergibt sich z;; = 0 fir alled, j =1,..., n und
die Regularitidt von T4 ist gezeigt.

2.Schritt: Sei nun A beliebig. Sei L ein Zerfiallungskérper von A. Sei
i: A®Kx L — Mp(L) mit n € N\{0} ein L-Algebrenisomorphismus. Dann ist
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Ta(z,y) = Ta, ) (i(z®1L),i(y®1L)). Dai ein L-Algebrenhomomorphismus
ist, ergibt sich die K-Bilinearitéit von T4 aus dem ersten Schritt. Zur Uber-
priifung der Regularitdt von T4 betrachten wir ein Element z € A, fiir das
Ta(z,y) = 0 ist fiir alle y € A. Dann ist fiir beliebiges y; € A, oj € L :

J J

= Ty, |ilz®1L), Zi(yj ® ay)

J

Also ist fiir beliebiges C € M, (L) :

Nach dem 1. Schritt ist Ty, (z) regulidr und somit folgt i(z ® 1) = 0. Damit
ist £ = 0 gezeigt und die Regularitit von Ty bewiesen.
O

6.3 Standardidentifikation

Bevor wir zu der Definition der Signatur einer Involution kommen, benéti-
gen wir weitere technische Uberlegungen.®! Sei D eine zentraleinfache
K-Divisionsalgebra. Sei # : D — D eine Involution und Vp = (V,+,-)
ein endlichdimensionaler D-Rechtsvektorraum, dimp Vp = n. Wir versehen
nun die abelsche Gruppe (V,+) mit der Skalarmultiplikation

DXV SV, (dv)—v-0(d).

Dann ist pV = (V, +,-%) ein D-Linksvektorraum. Wir betrachten das Ten-
sorprodukt ((Vp) ®p (pV),®) (siehe [J-89, 3.7]). Zur Vereinfachung be-
zeichnen wir dieses Tensorprodukt mit V @ p V. V ®p V ist eine abelsche
Gruppe beziiglich der Addition und

@:VpVxVepV->VepV
ist ein ausgeglichenes Produkt, d.h. ® ist biadditiv und fiir v1, v € V

und d € D gilt (v -d) ® vo = v; @ (d - v9). Wir versehen V ®p V mit einer
K-Vektorraumstruktur, indem wir

(Za:i@)yi)a ::Za:i@)a-ayi:Zmi-a@yi

firaoe Kund ), z;Qy; € V ®p V setzen.

517u diesem Abschnitt siehe [KMRT-98, §5.A.].
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Sei nun h : V x V' — D eine regulire A-hermitesche Form, A € {£1}.
Dann ist die Abbildung ¢ : Vpx pV — EndpVp =: EndpV , definiert durch
d(v,w)(z) := v - h(w,z) fiir v, w, x € V ausgeglichen, da v - d - h(w,z) =
v - h(w - 0(d),z) fiir alle d € D und v, w, z € V. Damit existiert nach der
universellen Eigenschaft des Tensorprodukts genau ein Homomorphismus
von abelschen Gruppen ¢y, : V ®p V — EndpV mit

én(v @ w) = ¢(v,w) fiir v,w € V.

¢p, ist, wie man sofort nachrechnet, vertriglich mit der K-Vektorraumstruktur
auf V ®p V und EndpV'.

Satz 6.5. Seih: V XV — D eine requldre A\-hermitesche Form iber (D,0),
A € {£1}. Dann gilt:

o Die Abbildung ¢p : V @p V — EndpV ist bijektiv.
o Fiir die adjungierte Involution ady, auf EndpV, ist

adp(dn(v @ w)) = X - ¢p(w ®v) fir alle v, w e V.

e Seien vi, wi, vo, we € V. Dann ist
$r(v1 ® wi) © dp(ve ® wa) = dp(v1 - (w1, v2) @ wa).

Bemerkung 6.6. Mit den Aussagen des obigen Theorems ldsst sich auf
V®pV eine Multiplikation definieren. Sei y -, vi@w;, ), v;@w; € V@pV.
Dann setzen wir

Qv ®w) - (Y05 @) ==Y (v hlwi, 7)) ® -
i J 1]
Mit dieser Multiplikation ist V @p V eine K-Algebra, welche als K-Algebra
isomorph zu EndpV ist.

Beweis von Satz 6.5. Sei (ey,...,e,) eine D-Basis von V. Da h regulir ist,
gibt es eine D-Basis (€1,...,€,) von V mit52
1 firi=y
h(éi,e;) = .
(¢i: ¢5) {0 fiir 7 # j.
%2Wir betrachten die Abbildung A : V — V* mit iz(m) :V = D, v = h(z,v). Seien
fi e V*, i=1,...,n, definiert durch f;(e;) := { L fir g =,

0 fiir j #1.
Da h reguldr ist, ist h bijektiv, und es existieren somit €1,..., €, mit IAz(éi) = f; fiir
1 =1,...,n. Damit ergibt sich:

h(éi’ ej)

h(éi)(e;)
file;)
1 fiir j =4,
0 fiir j #i.
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Fiir jedes z € V®p V existiert demnach eine eindeutige Darstellung der
Form z = ZZ]-ZI e;-aij @ €; mit a;; € D. Fiir solch ein z = ZZ]-ZI R
korrespondiert die Abbildung ¢, (z) beziiglich der Basis (e1,...,e,) zu der
Matrix (a;j); ;: Sei dazu e, mit k € {1,...,n}. Dann ist

¢n(@)(er) = Y dnleiai; ® €)(ex)

ij=1

n
= ) eiraij-h(é,er)

=1

n
= > ei-air - h(ép,ex)
i=1

n
= E €i - Qik
i=1

= (aij)ij - ex

Da jeder Endomorphismus aus EndpV zu einer Matrix (a;;);,; korrespon-
diert, ist ¢, surjektiv. Ist (a;;)i; = 0, so ist auch z =" eiai; @ €; = 0;
und somit ist ¢y, injektiv.

Dass adp(¢p(v @ w)) = X - ¢p(w ® v) fiir alle v, w € V gilt, iiberpriifen
wir mit der charakterisierenden Eigenschaft der zu h adjungierten Involution

n
ij=1

adyp:
Vf € EndpV Vz, y €V : hadn(f)(z),y) = h(z, f(y)).

Da ¢y surjektiv ist, existieren fiir alle f € EndpV gewisse v;, w; € V,
1=1,...,k, mit

k k
F=on(Q_vi®w) = ¢n(vi @ w;).
i=1 i=1
Fiir beliebige v, w, z, y € V gilt:
h(A- dp(w@v)(z),y) = O6(A)h(w-h(v,z),y)
= 6() - 0(h(v,2)) - h(w,y)
= 0(\)-A-h(z,v) - h(w,y)
= h(z,v) - h(w,y)
= h(z,v-h(w,y))
= h(z, ¢n(v@w)(y))
(€1,...,€n) ist eine D-Basis von V, da aus ), €&;a; = 0 fiir oz € D, 4 =1,...,n, fiir alle

j€{1,...,n} folgt:
0= h(z:éiai,ej) = 29(%)’1(@',%') = 0(a;)-
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Damit folgt mit der Biadditivitat von h, dass fiir beliebige =, y € V:

Z)\ on(w; @ v;)(x Z¢h (vi ® w;)(y)) = h(z, f(y))-

=1

Also ergibt sich iiber die Regularitdt von h, dass
k k
adp(D) ) dn(vi @ wi)) = D X dplw; @ vy).
i=1 i=1

Den letzten Punkt der Proposition rechnet man einfach nach:
Seien v, w, ¥, w, x € V. Dann gilt:

pp(v@w)odp(V@w)(z) = ¢p(v@w)(?-h(w,z))
= v-h(w,?-h(w,z))

v - h(w,?) - h(w, )

o (v - hw,v) @ w)(z)

Damit folgt
$n(v @ w) 0 Py (T @ W) = Pp(v - h(w,v) ® W).
O

Bemerkung 6.7. Sei K ein Kérper mit einer Involution v. Sei V' ein
n-dimensionaler K-Rechtsvektorraum. Sei h eine reguldre (schief-)her-
mitesche Form beziiglich « auf V. Dann gilt fir die Standardidentifikation
on: VKV — EndgV :

Trdgnd,v(én(v @ w)) = h(w,v) fir alle v,w € V.

Beweis. Wie im vorherigen Beweis wihlen wir K-Basen (eq,...,e,) und
- - . - |0, fallsj#i
(€1,...,€n) von V mit h(éj,e;) = { 1 falls j = i . Seien

'U—Z:eZ az,w—ZeJ b; —Z (b;) - €
Jj=1

mit a;, b; € K. Dann ist

n

VRW = Z(ez a; - 1(bj)) ® €j.

i,j=1

Damit korrespondiert ¢y (v ® w) beziiglich der Basis (e1, ..., e,) zu der Ma-
trix (G,Z' . L(bj))i,j in Mn(K)
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Also gilt:
Trdgnagv (dn(v @ w)) = Trdy, k) (ai - t(bj))i;

n

= Zb(bi) a;
i=1
n

= > uby) - h(ée) - ai
ij=1
n

= Y h(&-bjei-ai)
2,j=1

= h(w,v)

Die Produktform h®h: Sei A eine M-hermitesche Form auf dem
K-Vektorraum V', A € {£1}. Sei ¢ eine Involution auf K. Zu h definieren
wirh@h: VgV XVegV—K,

(h ® h)(v1 ® w1,v2 ® w) := h(v1,v2) - t(h(wi, w2)).

h ® h ist eine regulire hermitesche Form. Die Signatur von h ® h beziiglich
einer Anordnung P des Grundkérpers F von ¢ ist

signp(h ® h) = (signph)?.%3

Wir betrachten nun 7, : A x A = K, T,(z,y) := Trda(o(z) - y) fir
x, y € A. Das folgende Ergebnis beno6tigen wir fiir die Definition der Signatur
einer Involution.

Satz 6.8. Sei h : V XV — K eine requldre A-hermitesche Form beziglich
L, N € {£1}. Sei ¢y : VQk V — EndgV die Standardidentifikation. Dann
gilt fir alle vi, w1, vo, wo € V:

ATy (dn(v1 ® wr), dp(ve @ w2)) = (h ® h)(v1 @ wi,ve @ wa).

Beweis. Sei vy, wi, ve, wg € V. Dann gilt nach Proposition 6.5. und Be-

5¥Denn fiir symmetrische Bilinearformen gilt diese Regel und falls ¢ eine Involution
zweiter Art ist, ergibt sich die Multiplikativitit mit (h ® h)r = hr @ hr aus dem Fall fiir
symmetrische Bilinearformen.
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merkung 6.7:

To(dn(v1 @ wi), dp(v2 @ w2)) = Trdgpa,y (A - (adp(dp(vi @ w1)) o dp(ve @ w2)))
(A(

Trdgndxv
Trdgnagy (én(wi - h(vi,v2) ® ws))
h(wg,wl . h(vl,vg))

h(wg,w1) - h(v1, v2)

v(h(wy, w2)) - h(v1,v2)

= (h®h)(v1 @ wi,v2 ® wa)

6.4 Signatur einer Involution erster Art

Sei A eine zentraleinfache K-Algebra mit einer Involution erster Art o. Wir
betrachten die Abbildung

T,: AX A= K, Ty(z,y) :=Trda(o(z) -y) fir z, y € A.

Da T'4 eine regulire symmetrische Bilinearform ist und Trd4(o(x)) = Trda(x)
fiir x € A (siehe Abschnitt 6.2), ist T}, eine regulire symmetrische Bilinear-
form. Man nennt T, Spurform der Involution o.

Zu (A, o) betrachten wir die zentraleinfache K-Algebra (M, (A),o?), wo-
bei

at((aij)i,j) (o (azj)) fir (a’tj)’tj € M, (A).

Satz 6.9. Es ist Ty« ~ n>T,. Ist P eine Anordnung auf K, so ist insbeson-
dere signpTy: = n?-signpTy,. Ist (B,T) eine zentraleinfache K-Algebra mit
Involution, welche zu (A, o) isomorph ist, so ist (A, Ty) ~ (B,T;).

Beweis. Es gilt fir (aij)ij, (bij)i; € Mn(A):

n

Tye((aij)igs (big)ig) = Y, To(ani bri)-

ik=1

A2 (pn (w1 @ v1) © Pp(v2 ® w2)))
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Denn:
Tye((aij)ig, (0ij)ig) = Trdag,ay(@'((aig)ig) - (big)ig)
= Trdy, (O olar) - biy)iz)
k=1

= ZTrdA(Z o(ak;) - bx;) (nach Satz 6.3.)
=1 k=1

= ) Trda(o(a) - bri)
ik=1

= ) To(aki bei)-
ik—1

Sei ¢ : A — B ein K-Algebrenisomorphismus mit ¢ o ¢ = 7 o ¢. Seien
z, y € A. Dann ist

T (p(x),4(y)) = Trdp(r(¢(z)) - ¢(y))
= Trdp(é(o(z)) - (y))
= Trda(o(z) - y)
= T,(z,y)-

O

Bevor wir eine Aussage iiber die Signatur der Spurform T,, von o treffen
kénnen, miissen wir den Fall einer nicht zerfallenden Algebra A iiber einem
reell abgeschlossenen Korper K mit einer Involution erster Art o betrachten.
Da in diesem Fall (A,0) = (M,,(Hg ), 7) fiir ein n € N\{0}, konnen wir uns
auf (M, (Hg), ) beschrinken.

Orthogonale Involutionen auf M,(Hg): Sei o eine orthogonale Invo-
lution auf Hx und 1, i, j, k eine o-konforme Basis (siehe Satz 3.6.). Dann
ist o' eine orthogonale Involution auf M, (H ), welche die adjungierte Ab-
bildung zu einer beziiglich der kanonischen Involution v auf Hg schiefher-
miteschen, regulidren Form h iiber Hy ist.

Bemerkung 6.10. Ist 7 eine orthogonale Involution auf M, (Hg), so gilt
sign 2Ty = 0.

Beweis. Es gilt
(Mn(Hx ), ) 2 (Mn (Hg ), 0").%

5“Es ist 7 = ady fiir eine regulire schiefhermitesche Form h' iiber (Hx,7).
Ist K ein reell abgeschlossener Korper, so sind zwei reguldre schiefhermitesche For-
men iiber (Hg,vy) genau dann isometrisch, wenn ihre Dimension gleich ist (sie-
he [S-85, 10. §3, Thm. 3.7]). Damit sind h und A’ isometrisch und es ergibt sich
(Mn(Hxp ), 0" = adn) = (M (Hkp ), 7 = ady).
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Damit geniigt es nach Satz 6.9. die Behauptung fiir (M, (Hg ), o) zu iiber-
priiffen. Wiederum nach Satz 6.9. gilt

Ssign 2Tyt = n?. sign2Ty.

Weiter ergibt sich signg2T, = 0, da man fir z = (2ol + z1¢ + z9j + z3k),
y = (yol + y1i + y27 + y3k) € Q die reduzierte Spur von o(z) - y als

Trdg(o(z) - y) = 2(zoyo + T1y1 — Tay2 — T3Y3)
berechnet. Also ist T, ~ (2,2, -2, —2). O

Symplektische Involutionen auf M, (Hg): Die Diskussion symplekti-
scher Involutionen ist nicht so einfach wie die orthogonaler Involutionen.
Insbesondere ist dieser Punkt in [LU-03, Lemma 3.4.] nicht richtig behan-
delt und wurde auf meinen Hinweis in einem spéteren Erratum berichtigt.

Sei nun 7 eine symplektische Involution auf M, (Hg). Sei V ein
n-dimensionaler Hg -Rechtsvektorraum. Dann ist 7 die adjungierte Involuti-
on einer regulidren Form h : V x V' — Hg, welche beziiglich der kanonischen
Involution  auf Hg hermitesch ist.

Sei ey, ..., e, eine orthogonale Basis von V beziiglich & und sei

h(eiaei)ZQiEH;(, 1=1,...,n.

Dann ist y(h(z,z)) = h(z,z) fir z € V und damit folgt h(z,z) € K,
insbesondere folgt ¢; = h(e;,e;) € K* fiir 1 = 1,...,n. Fir ein Element
(aij)i,j € Mn(HK) zeigen wir

azg Z E]z q] azj) * G-
,j=1

Da 7 die adjungierte Involution zu h ist, iiberpriifen wir dies mit der cha-
rakterisierenden Eigenschaft der adjungierten Involution. Und da 7 linear
und h bilinear ist, geniigt es

Wz, Eij-q-y) = h(Eji - g5 -7(a) - 4i - 2,9)

fiir alle z, y € V und ¢q € Hi zu zeigen. Dies kann man nun einfach nach-
rechnen.

Damit ergibt sich T, (Ej;-q, Ex;-q") = 0 fiir ¢ # k oder j # [ und beliebige
q, ¢ € Hg. Und fiir ¢, ¢’ € Hy folgt weiter:

TT(EZ'j - q, Eyj - q') = Trdy, (Hx )( ji q] () - gi - Eij - ql)
= Trdu, (" -7(g)- “ 7)
= Trdy, (v(q) q)- q] ¢i (da gj, ¢i € K)

I

= Ty(q,4) g5
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Es ist T, ~ (2,2,2,2) und somit folgt

T’r'z <2727272>®<QI7"'aqn>®<q1""7QVL>'

Insbesondere erhalten wir
signp2Tr = 4 - (signg(qu, .- -, qn))* = 4 (signg2h)>. (3)

Satz 6.11. % Fir jede Involution o erster Art auf der zentraleinfa-
chen K-Algebra A ist die Signatur von T, beziiglich P ein Quadrat in Z.
Zerfallt die Algebra A, d.h. ist A = EndgV fir einen endlichdimensiona-
len K-Vektorraum V und o = ady fiir eine regulire (schief-)symmetrische
Bilinearform auf V', so gilt

(signpb)?, fiir o orthogonal, d.h. b symmetrisch,

signply = { 0, fir o symplektisch, d.h. b schiefsymmetrisch.

Beweis. Falls A zerfillt und ¢ = adj fiir eine regulire, symmetrische Bi-
linearform, so existiert nach Satz 6.8. eine Isometrie zwischen (A4, 7,) und
(V ®k V,b® b). Damit ergibt sich signpT, = (signpb)?.

Fir b schiefsymmetrisch ergibt sich nach Satz 6.8. eine Isometrie zwi-
schen (A4, —T,) und (V ®x V,b®b). b und somit auch b ® b ist hyperbolisch
(siehe [S-85, 7. §8]). Damit ergibt sich

signpTy = —signp(b® b) = 0.

Sei nun (A, o) beliebig. Da sich die Signatur einer reguliren symme-
trischen Bilinearform bei Skalarerweiterung nicht &ndert, konnen wir oh-
ne Einschrinkung annehmen, dass K reell abgeschlossen ist. Da wir den
Zerfallungsfall schon behandelt haben, nehmen wir an, dass

(4,0) = (Mn(Hg ), 7).

Dann gilt nach Bemerkung 6.10. und Gleichung (3):

0 , falls o orthogonal,

signicTy = signgedy = { 4a2 mit a, € Z, falls o symplektisch.

O

Definition 6.12. Sei A eine zentraleinfache K-Algebra mit einer Involution
o erster Art. Sei P eine Anordnung auf K. Die Signatur von o beziglich

P ist definiert als signpo := \/signply.

55Zur Signatur einer Involution erster Art und dem Beweis dieses Satzes siche auch
[KMRT-98, IL. §11.A.] und [LT-93].
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6.5 Signatur einer Involution zweiter Art

Sei A eine zentraleinfache K-Algebra mit einer Involution o zweiter Art. Sei
F := Fiz(o|k). Dann ist K = F(y/a) mit einem o € F*\F*2. Sei P eine
Anordnung auf F. Wir betrachten die Abbildung

Ty : AX A— K, Ty(z,y) :=Trda(o(z) - y) fir z, y € A.

Da Ty eine regulidre symmetrische Bilinearform ist und Trd4(o(z)) =
o(Trda(z)) fir z € A (siche Abschnitt 6.2), ist 7, eine regulire hermitesche
Form iiber (K, 0|k ). Man nennt 7, Spurform der Involution o.

Satz 6.13. %6 Fir jede Involution o zweiter Art auf der zentraleinfachen
K-Algebra A ist die Signatur von T, : A x A — K beziiglich P ein Quadrat
inZ. Ist A = EndgV und o0 = ady, fiir eine hermitesche Form h auf V, so
1st

signpT, = (signph)?.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Zerfillungsfall A = EndgV und o = ady,
fiir eine hermitesche Form h auf V. Nach Satz 6.8. haben wir eine Isometrie
zwischen (A4,7,) und (V ®k V,h ® h). Damit gilt

signpTy, = signp(h ® h) = (signph)?.
Im allgemeinen Fall unterscheiden wir
1. @ >p 0: Dann ist signpT, = 0.

2. a <p 0: Dann gehen wir zu einem reellen Abschluss Fp von F iiber.
Dies ist moglich, da sich die Signatur unter Skalarerweiterungen nicht
verdandert. Da a <p 0, ist Kp = K ®p Fp algebraisch abgeschlossen
und somit zerfiallt A iiber Kp. Damit ergibt sich die Behauptung aus
dem Zerfillungsfall.

O

Definition 6.14. Sei A eine zentraleinfache K-Algebra mit einer Involution
o zweiter Art. Sei P eine Anordnung auf F = Fiz(o|k). Die Signatur von
o beziiglich P ist definiert als signpo := v/signpTy € Z.

5Zur Signatur einer Involution zweiter Art und dem Beweis dieses Satzes siehe auch
[KMRT-98, I1. §11.B.] und [Q-95].
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6.6 Lokal-Global-Prinzip mit Signatur

Wir fassen die Ergebnisse noch einmal kurz zusammen.
Sei (A, o) eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution. Ist P eine An-
ordnung des Grundkérpers F' = Fiz(o|x) von o, so haben wir

1. fiir o erster Art und A Qg Kp zerfillt:

e signpo = 0 und (A @k Kp,o ® idk,) ist hyperbolisch, falls o
symplektisch.

e Ist o orthogonal und (A @k Kp,o0 Q@ idk,) = (M,(Kp),ad,) fir
ein n € N\{0} und eine reguliire symmetrische Bilinearform b, so
ist signpo = [signgb| und o @ idk, ist genau dann (schwach)
hyperbolisch, wenn b hyperbolisch ist, d.h. sign K2 b=0.

2. fiir o erster Art und A @ x Kp zerfillt nicht:

e signpo = 0 und o ® idk, ist schwach hyperbolisch von Ordnung
eins oder zwei, falls o orthogonal.

e Ist o symplektisch und (A ®x Kp,0 ® idk,) = (My(Hgk, ), adp)
fir ein n € N\{0} und eine regulire hermitesche Form h
beziiglich der kanonischen Involution 7y auf Hg, , so ist signpo =
2. |sz'gnK}zDh| =1 |signK}zthP| und o @ idg, ist genau dann
(schwach) hyperbolisch, wenn h, bzw. hg, hyperbolisch ist, d.h.
signgz hip = 0.

3. fiir o zweiter Art, K = F(y/a) mit a € FX\F*2:

e Ist « >p 0, so ist signpo = 0.

eIst « <p 0 und (A Qp Fp,0 ® idp,) = (My(Fp(v/a)),ad)
fir ein n € N\{0} und eine regulire hermitesche Form h
beziiglich des nichttrivialen Automorphismus von Fp(y/a)/Fp,
so ist signpo = |signpzh| = = |stgnpz2hp,| und o ® idp, ist ge-
nau dann (schwach) hyperbolisch, wenn h, bzw. h, hyperbolisch
ist, d-h. signp2hp, = 0.

Damit ergibt sich mit den Aussagen aus Kapitel 5 direkt:

Satz 6.15. Sei (A,0) eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution belie-
biger Art. Sei F der Grundkérper von (A,o). (A, o) ist genau dann schwach
hyperbolisch, wenn fiir alle Anordnungen P von F gilt, dass signpo = 0.



71

7 Lokal-Global-Prinzip fiir hermitesche Formen

In diesem Kapitel werden wir das Lokal-Global-Prinzip auf regulire hermi-
tesche Formen h iiber einer zentraleinfachen K-Algebra E mit Involution
0 iibertragen. Wir werden die zu Pfisters Lokal-Global-Prinzip fiir quadra-
tische Formen analoge Aussage erhalten, dass [h] genau dann ein Torsi-
onselement in der Wittgruppe W (E, 0) ist, wenn fiir alle Anordnungen P
des Grundkérpers F' von (E,0) die Signatur signph = 0 ist. Weiter ergibt
sich, dass die Ordnung jedes Elements der Torsionsuntergruppe eine Zwei-
erpotenz ist. Wir beginnen das Kapitel mit der Einfiihrung der Wittgruppe
WAE, ), A € {£1}, geben dann das Lokal-Global-Prinzip ohne den Begriff
der Signatur fiir W*(E,#) an und werden uns darauf mit der Signatur re-
gulérer hermitescher Formen beschiiftigen, um die obige Aussage formulieren
und aus dem Lokal-Global-Prinzip fiir Involutionen ableiten zu kénnen.

7.1 Die Wittgruppe

Sei (E,0) eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution. Wir betrachten
reguldre A-hermitesche Formen iiber (E,6), A € {£1}. Die Konstruktion
der Wittgruppe W*(E, ) verliuft analog zur Konstruktion der Wittgruppe
W (K) quadratischer Formen iiber K .57

Sei A € {£1}. Mit (M, h) bezeichnen wir die regulire A-hermitesche Form
(beziiglich ) h : M x M — E. Wir betrachten die Menge der Isometrieklas-
sen von reguldren A-hermiteschen Formen. Die orthogonale Summe hermi-
tescher Formen definiert auf dieser Menge eine Addition, welche assoziativ
und kommutativ ist und fiir die ein Nullelement (M = {0} und h = 0) exis-
tiert. D.h. die Menge der Isometrieklassen von reguliren A\-hermiteschen For-
men ist beziiglich dieser Addition ein Monoid. Mittels der Grothendieck-
Konstruktion%® erhalten wir eine abelsche Gruppe W’\(E, 0), die Witt-
Grothendieck Gruppe von (E, ). Die Elemente von W*(E, 6) sind for-
male Differenzen von Isometrieklassen reguldrer A-hermitescher Formen.

Sei H die Untergruppe von W)‘(E', 0), die von den Isometrieklassen hy-
perbolischer Formen erzeugt wird. Die Wittgruppe von (E, 6) fir A € {1}
ist der Quotient

WNE,0) := WNE, 0)/H.

Fiir A = 1 bezeichnen wir W*(E, §) auch mit W (E, ). Mit [M, h] bezeich-
nen wir die Klasse von (M,h) in WX(E, ). Ist (M, h) hyperbolisch, so ist
[M,h] = 0in W*(E, 6). Die Umkehrung gilt in allgemeineren Ansétzen nicht

57Ich richte mich nach [K-91, I. §10], wo allgemeiner Wittgruppen von Ringen mit
Involution definiert werden. Die Aussagen iiber metabolische Formen finden sich in [K-91,
L. §3].

58Siehe [S-85, 2. §1]; sie verliuft vollkommen analog zur Konstruktion der ganzen Zahlen
aus den natiirlichen Zahlen.
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immer, da fiir (M,h) metabolisch auch [M,h] = 0 in W*(E, ) ist. In un-
serem Fall ergibt sich jedoch, dass metabolische Formen schon hyperbolisch
sind:

(M,h) heift metabolisch, falls M einen direkten Summanden N
enthélt, so dass

N =Nt:={z € M|Vy€eN: h(z,y) =0}
Es gilt fiir (M, h) metabolisch (siehe [K-91, I. §3]):
(M h) L (M, =h) =~ (H\(N), k) L (M, =h).

Damit ergibt sich [M, k] = 0 in W*(E, 6). Es ist fiir jede reguliire A-hermite-
sche Form h : M x M — E die Summe (M, h) L (M, —h) metabolisch (siche
[K-91, T §3]), also ist —[M, h] = [M, —h] in WA(E, 0). Da wir vorausgesetzt
haben, dass die Charakteristik von K ungleich zwei ist, gilt fiir regulire
A-hermitesche Formen eine Wittkiirzung (siche Abschnitt 3.1), d.h. aus
(M,h) L (M,—h) ~ (H\x(N),hy) L (M,—h) folgt (M,h) ~ (H\(N), hy)-
Somit ist jede metabolische Form hyperbolisch.

Wir erhalten also: [Mi,hi] = [Ma, hg] in WA(E, ) genau dann, wenn
(Ml,hl) 1 (H)\(Nl),h)\) =~ (Mg,hg) 1 (H)\(NQ),h)\) fir gewisse endlich
erzeugte F-Rechtsmoduln N1, Nj.

Fiir Korpererweiterungen L des Grundkorpers F von (FE,0), wel-
che zu K/F disjunkt sind, und fiir eine regulire A-hermitesche Form
h: M x M — E betrachtet man

h®id, ML xMQ@®rL— EQpL

definiert durch (h ® idp)(v @ l,w ® k) := h(v,w) ® lk fiir v, w € M und
I, k € L. So erhilt man einen kanonischen Homomorphismus

r*: WNE,0) - WNE ®r L,0 Qidy).
Satz 4.21. liefert uns das folgende Ergebnis.
Satz 7.1. %9 Sei E eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution . Sei
F der Grundkérper von (E,0). Sei L/F eine Kdorpererweiterung ungeraden
Grades. Dann ist fir A € {£1}

r* : WNE,0) - WNE Qp L,0 Q1idr)

injektiv.

5Dieses Resultat gilt allgemeiner fiir K-Algebren mit Involution J, so dass J|x = idx
(siehe beispielsweise [BL-90, Prop. 1.2] und [K-91, I. §10, Prop. 10.3.1]).
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Im folgenden Beweis geht man von der reguldren A-hermiteschen Form
h: M x M — FE zu der Involution ady, auf EndgM iber und kann nun
direkt das Ergebnis tiber Involutionen anwenden. Ich gebe diesen Beweis
exemplarisch an und werde dafiir im niichsten Abschnitt auf die analogen
Beweise verzichten.

Beweis. Sei h : M x M — FE eine regulidre A-hermitesche Form, fiir
die h®id, : M @ L x M L — FE ®p L hyperbolisch ist, d.h.
(Endgg, (M ®F L),adpg,1) ist hyperbolisch. Es ist

(Endpgyr(M ®r L), adpgid,) = (EndgM) ®F L, ady, ® idy,)

und damit ist nach Satz 4.21. (Endg M, ady) hyperbolisch, d.h. h ist hyper-
bolisch. 0

7.2 Lokal-Global-Prinzip

Wir iibertragen in diesem Abschnitt die Aussagen aus Kapitel 5. Sei (F,0)
eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution. Sei A € {£1}. Mit W (E, 6)
bezeichnen wir die Torsionsuntergruppe von W*(E, 6). Indem man von der
regulidren A\-hermiteschen Form h : M X M — E zu der Involution ad, auf
EndgM iibergeht, folgt aus Satz 5.2. und Satz 5.6. sofort das nachstehende
Ergebnis.

Satz 7.2. Sei [h] € WX(E, ). Dann gilt:
e Ist O eine Involution erster Art, so ist genau dann [h] € W (E,9),
wenn fir alle Anordnungen P von K gilt:

[h®idk,] € WMNE @k Kp,0 @ idk,).

e Ist O eine Involution zweiter Art, so ist genau dann [h] € WMNE,9),
wenn fir alle Anordnungen P des Grundkérpers F' von 6, fir die Fp/F
disjunkt zu K/F ist, gilt:

[h ®idr,] € W)NE ®F Fp,0 @ idr,).
Eine Aussage iiber die Ordnung der Elemente aus W(E, §) erhilt man
direkt aus Satz 5.4. und Satz 5.7:
Satz 7.3. Sei [h] € W} (E, ). Die Ordnung von [h) ist eine Zweierpotenz.

7.3 Signatur hermitescher Formen

Sei (E, 6) eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution. Die Signatur einer
regulidren hermiteschen Form h : M x M — E wird in zwei Schritten defi-
niert (siehe [BP-98, 3.3. und 3.4.]). Wir beginnen mit dem Sonderfall, dass
der Grundkorper F' der Involution 6 reell abgeschlossen ist. Wir benotigen
hierfiir ein Ergebnis aus der Moritatheorie fiir hermitesche Formen (siehe
[K-91, I. §9]).
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Das Produkt von hermiteschen Formen: Sei b : V xV — FE eine

reguldre Ag-hermitesche Form, Ao € {£1}. Wir betrachten (EndgV,adp).

Sei h : M x M — EndgV eine regulire A-hermitesche Form, A € {£1}. V

kann vermége av := a(v) fir a € EndgV und v € V als EndgV-Linksmodul

aufgefasst werden. Da a(v) - e = a(v - e) fiir a € EndgV,v € V und e € E,

ist V ein EndgV-E-Bimodul und M ®@gpq,v V ist ein E-Rechtsmodul.
Wir definieren die Produktform bh auf M ®pgpnq4,v V durch

bh(m @ v,n ® w) = b(v, h(m,n) - w)

fir m, n € M, v, w € V. Diese ist eine regulire (X - A\g)-hermitesche Form
(sieche [K-91, I. §8]).

Moritatheorie: Sei Hm*(E, ) die Kategorie der reguliiren A-hermiteschen
Formen iiber (E,#).” Fixieren wir eine Ao-hermitesche Form b: V xV — E,
so ist der Funktor

Fy : HmM(EndgV, ady) — Hm ) (E, 9),

definiert durch Fp(M,h) = (M Qgnayv V,bh), eine Aquivalenz von Kate-
gorien, welche mit der orthogonalen Summe von hermiteschen Formen ver-
traglich ist und hyperbolische Formen in hyperbolische Formen iiberfiihrt
(siche [K-91, I. §9, Thm. 9.3.5]). Diese Aquivalenz von Kategorien heift
Morita-Aquivalenz.

Sonderfall: reell abgeschlossener Grundkérper: Sei (F,0) eine zen-
traleinfache K-Algebra mit Involution, deren Grundkorper F' reell abge-
schlossen ist. Es ist (E,0) = (EndpV,ady), wobei D € {K, Hg} und
b:V xV — D eine regulire (schief-)hermitesche Form iiber (D, ) ist.
Wir wahlen dabei, falls D = Hy, fiir 7 die kanonische Involution v auf Hy .
In den anderen Féllen ist die Involution vorgegeben. Wir identifizieren (F, 0)
mit (EndpV,ady). Wir unterscheiden nun zwei Fille:

e Ist b: V xV — D eine regulire hermitesche Form iiber (D, 7), so
haben wir eine Morita-Aquivalenz

Fy: Hm'(EndpV,ady) — Hm'(D, 1),

wobei Fy(M,h) = (M ®@gna,v V,bh). Wir haben in Abschnitt 6.1 die
Signatur einer hermiteschen Form iiber (D, 7) definiert. Die Signatur

Die Objekte dieser Kategorie sind von der Form (M, k), wobei M ein endlich erzeug-
ter E-Rechtsmodul ist und b : M x M — E eine reguldre A-hermitesche Form ist. Die
Morphismen zwischen zwei Objekten der Kategorie sind die Isometrien zwischen diesen
Objekten.
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einer reguldren hermiteschen Form h iber (EndpV,ady) setzen wir
nun als
signp2h := signp2bh.

Eine Rechnung liefert uns fiir (M, h) € Hm'(EndpV, ady):
(EndE‘ndDVMa adh) = (EndD(M ®a V),adbh) (4)

(siche [BP-95, 1.4.]). Damit ergibt sich aus den Ergebnissen iiber die
Signatur einer Involution (siehe Abschnitt 6.6):

%siganadh fir D = Hg,

|signp2hl = { signpeady,  fir D = K.

e In den Fillen, in denen b eine schiefhermitesche Form ist, haben wir
folgende Morita-Aquivalenz:

Fy: Hm'(EndpV,ady) — Hm™' (D, 7).

Jedes (M,h) € Hm '(K,idg) ist hyperbolisch und jedes
(M,h) € Hm ™ '(Hg,~) ist schwach hyperbolisch.”! Das bedeutet, dass
jedes (M,h) € Hm'(EndpV,ady) schwach hyperbolisch ist. Wir set-
zen in diesen Fillen die Signatur von (M,h) € Hm'(EndpV,ady) als
signgp2h = 0.

Allgemeiner Fall: Sei (F,0) eine zentraleinfache K-Algebra mit In-
volution und Grundkérper F. Sei P eine Anordnung von F. Ist Fp/F
nicht disjunkt zu K/F, so setzen wir fiir eine regulire hermitesche Form
h: M x M — E die Signatur signph := 0. Ansonsten betrachten wir zu
h: M x M — FE die reguldre hermitesche Form

h®idp, : M Qr Fp x M @ Fp - EQp Fp
und setzen
signph := signgz (h ® idgy ).
Damit ergibt sich fiir h : M x M — E und ady, : EndgM — EndgM:
signph =0 < signpady = 0.

Aus dieser Gleichung folgt zusammen mit Satz 6.15. direkt das Lokal-
Global-Prinzip fiir regulére hermitesche Formen:

Satz 7.4. Sei[h] € W(E,0). Dann ist [h] genau dann ein Torsionselement,
wenn signph = 0 fiir alle Anordnungen P von F'.

Dies ist die Verallgemeinerung von Pfisters Lokal-Global-Prinzip, welche
in der Einleitung angekiindigt wurde, und somit das Ende dieser Arbeit.

" Je zwei regulire schiefhermitesche Formen derselben Dimension iiber (Hy,v) sind
isometrisch (siehe [S-85, 10. §3, Thm. 3.7]). Damit ist 2 x h hyperbolisch fiir jede regulire
schiefhermitesche Form iiber (Hg 7).
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war ein Lokal-Global-Prinzip fiir schwache Hyperbo-
lizitdt von Involutionen, bzw. hermiteschen Formen. Wir haben verschiede-
ne Versionen gezeigt. Fiir hermitesche Formen iiber einer zentraleinfachen
K-Algebra E mit Involution 6 lisst es sich wie folgt formulieren:

[h] € W(E,0) ist genau dann aus der Torsionsuntergruppe der Wittgrup-
pe W(E,0), wenn signph = 0 fir alle Anordnungen P des Grundkérpers F
von 6. Die Torsionsuntergruppe von W (E,0) enthdlt nur Elemente, deren
Ordnung eine Zweierpotenz ist.

Da fiir E = K und 0 = idx hermitesche Formen symmetrische Bilinear-
formen sind, handelt es sich hierbei um eine Verallgemeinerung von Pfisters
Lokal-Global-Prinzip fiir quadratische Formen:

g € W(K) ist genau dann ein Torsionselement im Wittring W (K),
wenn signpq = 0 fir alle Anordnungen P von K. Die Ordnung jedes Torsi-
onselements von W (K) ist eine Zweierpotenz (siehe [S-85, 2. §7, Thm. 7.3],
[PD-01, 8, Thm. 3.3.11)).

Fiir das gezeigte Lokal-Global-Prinzip wurde ein Beweis angefiihrt, den
es in dieser Form noch nicht gab: Lewis und Unger, auf deren Artikel [LU-03]
diese Arbeit beruht, benutzen fiir den Beweis Pfisters Lokal-Global-Prinzip;
in den Beweisen dieser Arbeit wird es nicht benétigt und kann deshalb, wie
oben beschrieben, zuriickgewonnen werden. Der zweiten Teil des Ergebnis-
ses — die Aussage iiber die Ordnung schwach hyperbolischer Involutionen —
wurde in dieser Arbeit ebenfalls auf eine neue Art bewiesen.

Um zu diesen Ergebnissen zu gelangen, haben wir einen Weg iiber In-
volutionen gewihlt. Dabei haben wir — getrennt fiir Involutionen erster und
zweiter Art — gesehen:

FEine zentraleinfache K-Algebra A mit Involution o ist genau dann
schwach hyperbolisch, wenn fir alle Anordnungen P des Grundkorpers F,
fir die Fp/F disjunkt zu K| F ist, (AQr Fp,0®idr,) schwach hyperbolisch
18t.

Dafiir war eine Einschrinkung nétig, wobei die Forderung charK # 2,
welche wir im Hauptteil gewdhlt haben, eine hinreichende Einschrinkung
ist. Wir haben zusitzlich gezeigt, dass die Ordnung einer schwach hyperbo-
lischen Involution immer eine Zweierpotenz ist.

Um die Ahnlichkeit mit Pfisters Lokal-Global-Prinzip zu betonen, haben
wir dann aus diesem Ergebnis und dem Begriff der Signatur einer Involution
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abgeleitet, dass eine zentraleinfache K-Algebra mit Involution o genau dann
schwach hyperbolisch ist, wenn fiir alle Anordnungen P von F' die Signatur
von ¢ beziiglich P gleich null ist.

Nachdem wir den Begriff der Signatur einer reguléiren hermiteschen Form
iiber einer zentraleinfachen Algebra E mit Involution 6 eingefiihrt hatten,
konnten wir Pfisters Lokal-Global-Prinzip in der zu Beginn angegebenen
verallgemeinerten Form beweisen.

Bei der Ubertragung von Ergebnissen iiber quadratische Formen auf zen-
traleinfache Algebren mit Involution, bzw. bei ihrer Verallgemeinerung auf
hermitesche Formen sind noch einige Fragen offen. So wird vermutet, dass
sich der Satz von Springer in der folgenden Formulierung verallgemeinern
lasst (siehe [PSS-01, Rem. 4.6]):

Sei D eine zentraleinfache K-Divisionsalgebra mit Involution 6 und
Grundkorper F. Sein = deg D. Ist eine hermitesche Form 1iber (D,0) iso-
trop, falls sie iber einer Korpererweiterung L/F, deren Grad teilerfremd zu
2n ist, isotrop ist?

Ein Analogon zum Hasse-Prinzip fiir schwache Isotropie, ndmlich, dass
jede total indefinite zentraleinfache K-Algebra mit Involution erster Art
genau dann schwach isotrop ist, wenn K ein ED-Kérper™ ist, wurde in
[LSU-01] gezeigt. Fiir Involutionen zweiter Art ist eine &dhnliche Aussage
noch offen.

Auch bei weiteren Aussagen, die fiir quadratische Formen bekannt sind,
kann man sich die Frage, ob eine Ubertragung fiir Involutionen gilt, stel-
len. Lisst sich beispielweise das Lokal-Global-Prinzip von Witt fiir Isotropie
quadratischer Formen iibertragen (siche [PD-01, 3, Thm. 3.4.11]), d.h. gilt
Folgendes:

Sei R ein reell abgeschlossener Kirper. Sei L/ R eine reelle, endlich er-
zeugte Kirpererweiterung vom Transzendenzgrad eins. Sei (A,o) eine zen-
traleinfache L-Algebra mit Involution, wobei der Grad von A grifler als
zwei sei. Ist (A,o) isotrop, falls fir alle Anordnungen P wvon F, fir die
Fp/F disjunkt zu K/F ist, die zentraleinfache Fp-Algebra mit Involution
(A®F Fp,0 Qidp,) isotrop ist?

"2Zur Definition des Begriffs ED-Korper siehe beispielsweise [LSU-01, Def. 3.3].

Lieber Thomas! Habe
ich das richtig formu-
liert?
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A Involutionen iiber Koérpern der Charakteristik
zwei

In diesem Anhang wird kurz auf den Fall von zentraleinfachen Algebren iiber
Korpern der Charakteristik zwei eingegangen. Lewis und Unger verzichten
in dem Artikel [LU-03] auf eine Diskussion dieser Situation.

Sei K ein Korper der Charakteristik zwei. Wir betrachten eine zentral-
einfache K-Algebra A mit Involution 0.” Es ist (4,0) = (EndpV, ady) fiir
eine zentraleinfache K-Divisionsalgebra D mit Involution 6, einen endlich-
dimensionalen D-Vektorraum V', dimp V = m € N\{0}, und eine regulire
hermitesche Form h : V x V' — D (siche [KMRT-98, I. §3, Thm. 3.1 und
I. §4, Thm. 4.2]). Hermitesche Formen und schiefhermitesche Formen fallen
fiir Charakteristik zwei zusammen.

Ist o eine Involution erster Art, d.h. o|xk = idg, so nen-
nen wir o symplektisch, falls fiir einen Zerfillungskérper L und
(A®K L,0 ®1idr) = (EndgV, adp) die Bilinearform b alternierend ist, d.h.

Ve e V: b(z,z) =0.

Sonst heifit die Involution erster Art orthogonal (sieche [KMRT-98, I. §2,
Def. 2.5]). Die Involution ady auf EndpV ist genau dann symplektisch, wenn
die Form h : V x V' — D alternierend ist, d.h. Vx € V : h(z,z) = 0 (siehe
[KMRT-98, I. §4, Thm. 4.2]).

Die Definition der n-fachen orthogonalen Summe H"(A, o) behalten
wir bei und erhalten auch in diesem Fall, dass B"(A, o) & (My.n(D), opxp)- ™
Hyperbolische Involutionen ¢ auf A lassen sich wieder iiber die Exis-
tenz eines idempotenten Elements e € A mit o(e) = 1 — e definieren (siehe
[KMRT-98, II. §6, Thm. 6.7]). Dafiir, dass o hyperbolisch ist, ist eine not-
wendige Bedingung, dass o entweder symplektisch oder von zweiter Art ist
(siehe [KMRT-98, II. §6, Thm. 6.7]).

Wir nennen o schwach hyperbolisch, falls es ein n € N\{0} mit
B"(A, o) hyperbolisch gibt.

Beispiel
e Sei m € N\{0}. Die Transposition ¢t : M,,(K) — M, (K) ist die ad-

jungierte Involution zu der symmetrischen, nicht alternierenden Bili-
nearform b: K™ x K™ — K, ((%i)i=1,...m, (Yi)i=1,...m) = Dreq Ti * Yi-

3 Anders als in den meisten Artikeln, wie z.B. [BST-93], [LU-03], wird in [KMRT-98] der
Fall von Algebren iiber Kérpern der Charakteristik zwei behandelt. Fiir die Betrachtungen
in diesem Anhang sind wie im Hauptteil Kapitel L. §1 - §4 und Kapitel II. §6 aus [KMRT-98]
relevant.

"Siehe Kapitel 3.5; die Beweise in diesem Kapitel benutzen die Aussage iiber die Cha-
rakteristik nicht.
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Fiir jedes n € N\{0} ist dann n X b nicht alternierend und damit
B (M (K),t) = (Mp.m(K),adyxp) nicht hyperbolisch. Somit ist ¢
nicht schwach hyperbolisch.

Man beachte, dass fiir nicht reelle Kérper der Charakteristik ungleich
zwei diese Involution das kanonische Beispiel fiir eine schwach hyper-
bolische Involution ist und wir dariiber, dass ¢ : M;(K) — M;(K)
schwach hyperbolisch ist, das Lokal-Global-Prinzip fiir diese Korper
bewiesen haben (siche Bemerkung 4.25.).

Die Aussage, dass (A, o) schwach hyperbolisch ist, genau dann, wenn die
Signatur signpo = 0 ist fiir alle Anordnungen P des Grundkoérpers F' von
o, gilt somit hier nicht:

Bemerkung A.1. Da es keine Anordnungen auf Kérpern der Charakte-
ristik zwei gibt, ist die Bedingung an die Signatur der Involution hier leer.
Damit miisste — wenn wir annehmen, dass das Lokal-Global-Prinzip gilt —
jede Involution schwach hyperbolisch sein. In obigem Beispiel wurde jedoch
eine nicht schwach hyperbolische Involution angegeben. Es gilt allgemeiner,
dass jede orthogonale Involution auf einer zentraleinfachen K-Algebra nicht
schwach hyperbolisch ist.™

Somit ist es fiir die Giiltigkeit des Lokal-Global-Prinzips notwendig, eine
Einschrinkung vorzunehmen. Eine hinreichende Bedingung ist — wie wir in
dieser Arbeit gesehen haben, dass die Charakteristik des Grundkoérpers der
Algebra mit Involution ungleich zwei ist.

1st (A,0) = (EndpV,ady), so ist h und damit fiir jedes n € N\{0} auch n x h nicht
alternierend.
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