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Vorwort

Das vorliegende Skript gibt den Inhalt der vierstiindigen Vorlesung Partielle Dif-
ferentialgleichungen I vom Wintersemester 2006/07 an der Universitat Konstanz
wieder. Es handelt sich dabei um eine fast wortliche Darstellung des présentierten
Stoffes.

Die Vorlesung richtete sich an Studierende Hauptstudiums, insbesondere des fiinften
Semesters, in den Diplomstudiengéingen Mathematik, Mathematische Finanzokono-
mie und Physik. Es handelt sich dabei um die erste Vorlesung eines mehrsemestrigen
Zyklus iiber partielle Differentialgleichungen.

Das Ziel dieser Vorlesung war es insbesondere, einen Uberblick iiber Methoden
zur Analyse partieller Differentialgleichungen zu geben, zugleich aber auch wich-
tige Klassen von Gleichungen und ihre Vertreter kennen zu lernen. So finden sich
hier Abschnitte tiber die elliptische, parabolische und hyperbolische Gleichungen,
zum grofften Teil nur am Beispiel der Laplace-Gleichung, Warmeleitungsgleichung
bzw. Wellengleichung. Als Anwendung in Finanzmathematik wurde ein Abschnitt
iiber die Black-Scholes-Gleichung eingefiigt.

Fiir das Studium partieller Differentialgleichungen sind eine Reihe von Theorien
und Begriffen niitzlich, welche ebenfalls zum Teil in der Vorlesung behandelt oder
zumindest zitiert wurden. Zu nennen wiren hier etwa Distributionen und Sobo-
levraume, Hilbertraummethoden (unter anderem der Satz von Lax-Milgram) und
die Anwendung des Spektralsatzes. Speziell die Distributionstheorie wird ein Stiick
weit in dieser Vorlesung behandelt, weil ihre Kenntnis bei den Studierenden nicht
vorausgesetzt werden konnte. Der Spektralsatz, welcher {iblicherweise in der Funk-
tionalanalysis diskutiert wird, wird in einem kurzen Anhang nur zitiert.

An dieser Stelle mochte ich mich bei Herrn Jiirgen Saal herzlich fiir die ausgezeich-
nete Betreuung und Organisation des Ubungsbetriebs bedanken. Ich hoffe, dass das
vorliegende Skript den Studierenden bei der Nachbereitung des Stoffes hilft, und
bitte alle Leser, die sicher zahlreichen Fehler im Skript zu entdecken und mir mit-
zuteilen.

Konstanz, den 15. 2. 2007 Robert Denk






1. Ein erster Uberblick

1.1 Worum geht’s? In diesem einleitenden Abschnitt sollen wichtige Beispiele
partieller Differentialgleichungen vorgestellt werden und mogliche Ansétze zu ihrer
Losung diskutiert werden. Auch wenn nicht alle Ansétze im Laufe dieser Vorlesung
vollsténdig diskutiert werden kénnen, sollte man hier einen ersten Uberblick erhal-
ten. Auch sollte hier klar werden, wie komplex (und damit interessant) partielle
Differentialgleichungen sind.

a) Grundbegriffe und Beispiele

Ziel ist es, eine Einfithrung in die Theorie partieller Differentialgleichungen zu geben
und sich dabei von Beispielen aus der mathematischen Physik leiten zu lassen, was
auch aus historischer Sicht nicht ungerechtfertigt ist. Bekannt sind gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen, etwa zum freien Fall: Gesucht wird eine Funktion y : R — R,
welche
y'(t) =—g. y(0) =90, ¥'(0)=w

erfiillt, dabei sind yy und y; sowie g vorgegebene reelle Werte.

Nun sind aber die meisten Ph&nomene von mehr als nur einer Variablen abhéngig,
das heiflt es treten partielle Ableitungen bzw. partielle Differentialgleichungen auf.

Zunéchst soll der Begriff der partiellen Differentialgleichung formal gekléart werden.
Im folgenden sei n € N beliebig gegeben und G eine offene, nichtleere Teilmenge des
R"™.
1.2 Definition. Fiir m,[ € N sei

F:R"x (R"x ..xR™") — R

eine Abbildung, an welche zunéchst keine weiteren ,, Anforderungen * gestellt werden.
Sei nun k € Ny. Fir o := (o, ..., a,,) € N§ heifit

F(z, (0%u(r))o<|al<k) = 0 (1-1)

(i) partielle Differentialgleichung (PDGL) der Ordnung k fiir eine Funktion u :
G — R™, sofern [ =1 gilt.

(ii) System won I partiellen Differentialgleichungen der Ordnung k fiir eine Funk-
tion u : G — R™, sofern [ > 1 gilt.

Dabei und im folgenden verwenden wir die Multiindex-Schreibweise: Es ist

0%u(z) ::( 0 >a1...< 0 )anu(x) (a € Np).

oy oy,
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4 1. Ein erster Uberblick

Andere verwendete Schreibweisen sind

0 0
au, U := Uy, = axiu.

Uy i= Ol :=

Ist n = 1, so handelt es sich bei (1-1) offenbar um ein System von gewdhnlichen
Differentialgleichungen, mit welchen wir uns hier aber nicht weiter befassen werden.

Man sucht somit eine hinreichend differenzierbare Funktion w, so dass (1-1) fiir alle
r € G gilt. (z.B. u € C*(G,R™)). Eine solche Funktion u heifit dann (klassische)
Lésung oder Integral von (1-1). Da die Existenz einer klassischen Losung in vielen
Féllen nicht gesichert ist, gibt es viele weitere Losungsbegriffe wie etwa schwache
Losungen. Diese werden spéter besprochen. Zur Gleichung (1-1) kommen in der Re-
gel vorgegebene Werte - Anfangswerte und oder Randwerte - auf Untermannigfal-
tigkeiten in G hinzu, welche zumindest die Eindeutigkeit der Losung sichern sollen.

1.3 Beispiel. Das folgende Beispiel zeigt, dass der Losungsbegriff bei partiellen
Differentialgleichungen sehr prizise definiert werden muss. Sei etwa G' = (0,1)? C R?
und p(x,y) := 2 ((z,y) € 0G). Betrachte das Randwertproblem

Aufz,y) =0 ((z,y) € G),
u(z,y) = ¢(z,y) ((z,y) € 0G).
Dieses Randwertproblem besitzt keine Losung u € C2(G). Denn falls es eine derar-
tige Losung gébe, so wire uy,(z,0) = @u(x,0) = 2 fir alle z € [0,1] und damit

insbesondere u,,(0,0) = 2. Genauso gilt u,,(0,0) = ¢,,(0,0) = 0, und man erhilt
Au(0,0) = 1z (0,0) + 1y,(0,0) = 2 im Widerspruch zu Au = 0.

Die folgende Definition und viele weitere Aussagen werden nur fiir skalare PDGL
(d.h. fir m = 1) formuliert; die Ubertragung auf Systeme von PDGL ist aber ohne
wesentliche Anderung moglich. Ebenso kann man komplexwertige Koeffizienten und
Losungen betrachten.

1.4 Definition. a) Die PDGL (1-1) heifit linear, falls sie die Gestalt
Y aa(2)du(z) = f(2)
lal<k

hat, wobei f,a,: G — R gegebene Funktionen sind. Im Fall f = 0 heit obige
Gleichung homogen.

b) Die PDGL (1-1) heifit semilinear, falls sie die Form

Y aa(@)0%u(x) + ao(z, (9*u(z))osjaj<k-1) = 0

laf=k

besitzt.

© Robert Denk 15. 2. 2007



1. Ein erster Uberblick 5

c¢) Die PDGL (1-1) heifit quasilinear, falls sie die Form

> aalz, (0"u(x))o<ial<k—1)0u(@) + ao(x, (0°w(z))o</aj<h—1) = 0

la|=k
besitzt.

d) Falls die PDGL (1-1) nichtlinear in den hochsten Ableitungen ist (d.h. falls keiner
der Félle a)-c) zutrifft), heifit die Gleichung stark nichtlinear oder voll nichtlinear.

1.5 Beispiele. a) (Potentialgleichung) Fiir eine Funktion v : G — R ist die
Potentialgleichung oder Laplace-Gleichung gegeben durch

= —u
2
i=1 O;

Au(z) (x) =0.
Hier ist u etwa ein Potential, eine (stationdre) Temperatur, eine Konzentration oder
ein Druck. Es handelt sich um eine sog. elliptische Dgl.

b) (Wellengleichung) Fiir eine Funktion v : R x G — R, G C R" ist die Wellen-
gleichung gegeben durch

ug(t,x) — Au(t,z) =0  (linear),

\%
uy — div S S S (nichtlinear).

V1+ | Vul?
Hier beschreibt ¢ die Zeit, © den Ort und u = wu(t,z) etwa die Auslenkung eines
Stabes (n = 1), einer Membran (n = 2) oder die Ausbreitung von Schall oder elek-
tromagnetischen Wellen (n = 3). Auf physikalische Konstanten wird soweit moglich
verzichtet. Die Wellengleichung ist der Prototyp einer hyperbolischen Gleichung.

¢) (Wiarmeleitungsgleichung) Fiir eine Funktion v : R x G — R, G C R" ist
die Wirmeleitungsgleichung gegeben durch

u(t, ) — Au(t,x) = 0.

In Anwendungen beschreibt u = u(t, z) die Temperatur bzw. die Konzentration von
Substanzen. Diese Gleichung ist der Mustervertreter einer parabolischen Gleichung.

d) (Schrodingergleichung) Die Differentialgleichung

Uy —z'(Au+ iu) =0
kd
heifit Schrédingergleichung und findet Anwendung etwa in der Quantenmechanik.
Das Potential |71\ kann je nach Modell auch entfallen oder durch eine anderes Poten-
tial ersetzt werden. Mit physikalischen Konstanten lautet die Schrodinger-Gleichung

ohne Potential )

h
Zhatu + —Au = 0,
2m

© Robert Denk 15. 2. 2007



6 1. Ein erster Uberblick

wobei h das Plancksche Wirkungsquantum und m die Masse ist.

e) (Maxwell-Gleichungen) Hierbei handelt es sich um ein System von PDGL fiir
Funktionen E, H : R x G — R3, welches in einfachster Form gegeben ist durch

E,—rotH =0, H;+rotE=0.

Dabei ist E die elektrische Feldstirke und H die magnetische Feldstéarke.

f) Navier-Stokes-Gleichungen Auch hierbei handelt es sich um ein System fiir
Funktionen u: (0,00) X G — R? und p: (0,00) x G — R, gegeben durch

w+ (u-Viu—Au=—-Vp, divu=0. (1-2)

Dies ist eine nichtlineare Gleichung, ihre Linearisierung (d.h. ohne (u - V)u) heifit
Stokes-Gleichung.

Die Losbarkeit der Navier-Stokes-Gleichung ist auch Gegenstand eines der sieben
Millenium-Probleme, deren Losung mit 1 Million $ dotiert ist. Genauer geht es um
folgende Fragestellung: Setzt man z.B. G = R3 und fiigt man dem System (1-2)
noch die Anfangsbedingung

Uli—o = o (1-3)

hinzu, so ist bekannt, dass fiir geniigend reguldre Anfangswerte fiir das System (1-2)-
(1-3) global schwache Lésungen (z.B. fiir ug € L?(R3)) bzw. zeitlich lokal klassische
Losungen (z.B. fiir up € L3(R?)) existieren. Allerdings ist i.A. die Frage nach der
Eindeutigkeit von schwachen Losungen bzw. nach der Existenz von global klassischen
Losungen seit iiber 70 Jahren unbeantwortet. Die Aufgabe des Millenium-Problems
liegt im Nachweis der Existenz global klassischer Losungen bzw. in der Angabe eines
Gegenbeispiels.

Damit sind nur wenige in moglichst einfacher Darstellung auftretende Beispiele
gewahlt. Viele weitere Beispiele kommen aus der Geometrie, der Chemie sowie der
Biologie. An den Beispielen kann man aber bereits erkennen, dass die Theorie der
Partiellen Differentialgleichungen sehr viele Aspekte haben muss, um alle diese ver-
schiedenen Phénomene beschreiben zu kénnen. Typische Fragen, die gestellt werden
sind dann von der Art:

(i) Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

(a) Gibt es Losungen und wenn ja, in welchem Sinn (,,klassisch“ oder
,,schwach )?

(b) Gibt es lokale oder gar globale Losungen?

(¢) Welche Kriterien miissen erfiillt sein?

(ii) Wie kénnen Losungen dargestellt werden?

© Robert Denk 15. 2. 2007



1. Ein erster Uberblick 7

(iii) Wie konnen Losungen explizit berechnet werden?

(iv) Wie ist das ,,qualitative* Verhalten von Losungen?

b) Lésungsansitze

Um PDGL zu l6sen, gibt es keine Standardmethode, ebenso wenig wie es eine ein-
heitliche Theorie von PDGL gibt (noch weniger als bei den gewohnlichen Dgl.).
Selbst bei linearen PDGL ist es im allgemeinen nicht moglich, eine Losung direkt zu
berechnen. In obigen Beispielen haben wir die einfachsten Beispiele parabolischer,
elliptischer und hyperbolischer Gleichungen kennen gelernt. Das Losungsverhalten,
auch schon die Frage der Existenz und Eindeutigkeit, dieser drei Grundtypen von
PDGL ist recht unterschiedlich. Aber es gibt auch viele Gleichungen, welche in kei-
ne der Klassen fallen und eine einzelne Betrachtung erfordern. Noch schwerer ist es,
Aussagen iiber nichtlineare Gleichungen zu treffen, die Theorie nichtlinearer PDGL
ist eines der grofiten Forschungsgebiete innerhalb der Mathematik.

Die genannten Typen von PDGL werden fiir lineare Gleichungen zweiter Ordnung
in Abschnitt 2.2 definiert, allgemeinere Definitionen etwa parabolischer Gleichungen
folgen spiter.

Nun sollen einige Losungsansétze kurz vorgestellt und diskutiert werden. Dabei sind
die Aussagen nicht mathematisch prézise formuliert und zum Teil auch recht subjek-
tiv. Einige Ansétze werden wir im Verlauf dieser Vorlesung und ihren Fortsetzungen
kennen lernen.

(i) Gleichungen erster Ordnung. Bei einfachen Beispielen von linearen PDGL
erster Ordnung (etwa fiir Funktionen u: R* — R) kann man Parametrisierungen
betrachten, wodurch die Gleichungen im wesentlichen auf gewohnliche Dgl. zuriick-
gefithrt werden. Dies ist die Methode der Charakteristiken, welche in Abschnitt 2 a)
besprochen wird. Obwohl die Methode auch auf nichtlineare Gleichungen ausgewei-
tet werden kann, ist die Anwendbarkeit relativ eingeschrankt.

(ii) Potenzreihenansatz bei analytischen Koeffizienten. Wie bei gewo6hnli-
chen Dgl. auch, kann man einen Losungsansatz durch Potenzreihenentwicklung ver-
suchen. Dabei handelt es sich jetzt um eine Potenzreihe in mehreren Variablen,
Voraussetzung ist, dass die Koeffizienten reell analytisch sind. Der zugehorige Satz
von Cauchy und Kovalevskaya wird in Abschnitt 2 b) besprochen.

(iii) Potentialtheorie. Bei diesem Ansatz wird auf klassische Differenzierbarkeit
(zunéchst) verzichtet, man betrachtet Losungen in der Menge der Distributionen.
Als Beispiel sei die Potentialgleichung

Au=f

© Robert Denk 15. 2. 2007



8 1. Ein erster Uberblick

in R? genannt. Man sucht eine Grundlésung, d.h. eine distributionelle Losung der
Gleichung Ag = 6, wobei ¢ die Dirac-Distribution ist. Verwendet man wichtige
Eigenschaften der Faltung, ndmlich

A(f xg) = f*(Ag)

und
u*0=u,

so erhélt man fiir v := f % g die Gleichung

Au=A(frg)=[f*(Ag)=fxd=F
Also ist u eine ,,Losung” der Potentialgleichung.

Es ist klar, dass man bei diesem Ansatz zunéchst einige Begriffe klaren muss, etwa
den Begriff der Distribution. Eng verwandt mit diesem Ansatz ist der Begriff der
Greenschen Funktion, der auch schon aus den gewdhnlichen Dgl. bekannt sein sollte.
Auch dort wurde die Losung als Integral geschrieben wie bei der Faltung.

Der Potentialansatz ist wesentlich allgemeiner als man im ersten Moment meinen
mochte. Ein Nachteil dieses Ansatzes ist, dass man zunéchst nicht auf klassische
Losungen kommt (die Differenzierbarkeit der Losung muss separat untersucht wer-
den), was allerdings bei fast allen wichtigen Losungsansitzen der Fall ist. Ein weite-
rer Nachteil besteht darin, dass man die Grundlésung bzw. die Greensche Funktion
finden muss, was sehr von der Gleichung abhéngt. Es ist relativ schwer, allgemei-
ne Aussagen iiber Klassen von PDGL mit dieser Methode zu beweisen. Wenn man
allerdings die Greensche Funktion kennt, kann man recht prézise Aussagen iiber
die Losung treffen. Dies liegt auch daran, dass die Losung als Faltung, d.h. als
Integral geschrieben wird und Integraloperatoren relativ gut zugénglich sind. Die
Potentialmethode kann daher auch gut fir nichtglatte Gebiete (d.h. im Fall eines
nichtglatten Randes 0G) verwendet werden. Im konkreten Fall sind oft recht tech-
nische Abschitzungen zu beweisen (aber auch das ist bei fast allen Methoden der
Fall).

Da die Grundlésungen im allgemeinen Singularitéten aufweisen, ist dieser Ansatz
eng verbunden mit der Theorie singulédrer Integraloperatoren, einem grofien Gebiet
innerhalb der Operatortheorie. Wir werden die Potentialmethode exemplarisch in
diesem Semester kennen lernen.

(iv) Schwache Losungen. Eine Moglichkeit, auch die Losbarkeit partieller Diffe-
rentialgleichungen zu beweisen, verwendet den Begriff der schwachen Lésung. Dabei
wird auf die klassische Differenzierbarkeit verzichtet und die Losung in einem ge-
eigneten Sobolevraum gesucht. Statt den Differentialoperator selbst zu betrachten,
studiert man die zugehorige Bilinearform, die Dirichlet-Form. Dies hat den Vorteil,
dass weniger Glattheitsbedingungen an die Losung gestellt werden miissen. Bei ei-
nem Operator zweiter Ordnung ist die schwache Losung nur im Sobolevraum erster

© Robert Denk 15. 2. 2007



1. Ein erster Uberblick 9

Ordnung. Die Losbarkeit folgt nun aus Sétzen iiber Bilinearformen in Hilbertraum-
en, wie etwa den Satz von Riesz oder den Satz von Lax-Milgram.

(v) Energieabschitzungen. Wir betrachten man das sog. Anfangsrandwertpro-
blem fiir die Wellengleichung in einem Gebiet G C R", gegeben durch

u(t,x) — Au(t,z) =0 ((t,x) € [0,00) X G,
u(t,z) =0 ((t,z) € [0,00) x 0G),
uw(0,z) = ug(z) (z € Q),
u(0,2) =w(x) (v €q).

Man kann zeigen, dass fiir jede Losung die Energie

E(t) = [lus(t, )72y + IVult, )iz

unabhéngig von ¢, also konstant ist. Dieser Ansatz der Energieabschitzungen kann
(fiir allgemeinere Gleichungen) insbesondere dazu verwendet werden, um Aussa-
gen iiber die Lebensdauer einer Losung und die Stabilitdt zu gewinnen. Eng mit
diesem Ansatz verbunden ist der Ansatz der Lyanpunov-Funktion, der auch schon
fiir gewohnliche Dgl. diskutiert wurde. Diese Methode ist auch gut geeignet fiir
nichtlineare Gleichungen (insbesondere fiir hyperbolische Gleichungen). Der Nach-
teil bzw. der Aufwand hierbei ist es, einen geeigneten Energiebegriff zu finden und
die Abschétzung der Energie zu beweisen, was wiederum oft an der speziellen Glei-
chung liegt.

(vi) Ansatz durch Fourierreihen. Wir betrachten die Wérmeleitungsgleichung
u +Au =0

mit A := —A. Der Reihenansatz betrachtet zunéchst Losungen, bei welchen die
Variablen x und t separiert sind, d.h. Losungen der Form

u(t, x) = P(t)p(z).
Wenn nun ¢ eine Eigenfunktion von A ist, d.h. wenn ein Eigenwert \ existiert mit

Ap = Ap,

so ist u(t,x) = e Myp(x) eine Losung der Gleichung. Im allgemeinen wird diese

Losung noch nicht die richtigen Anfangs- und Randbedingungen (die oben wegge-
lassen wurden) erfiillen. Daher wird man alle Eigenwerte \,, von A suchen und einen

Reihenansatz der Form
o

ult,2) =) ca(t)pa(2)

n=1

wéhlen. Hierbei seien ¢, Eigenfunktionen zu A,,.

Dieser hier nur sehr grob beschriebene Ansatz kann auch bei wesentlich allgemeine-
ren Differentialoperatoren A funktionieren. Wichtige Fragen in diesem Zusammen-
hang sind:

© Robert Denk 15. 2. 2007



10 1. Ein erster Uberblick

e Wie ist der zu einer PDGL gehérige Differentialoperator A definiert?

e Besitzt A Eigenfunktionen, oder etwas allgemeiner: wie sieht das Spektrum
von A aus?

e Ist jede Losung durch obigen Reihenansatz darstellbar? Das ist die Frage nach
der Vollstandigkeit der Eigenfunktionen.

e Wie gut ist die Konvergenz in obiger Reihe? Fiir gute Konvergenz (etwa
gleichméBige Konvergenz) muss man oft aufwiandige Abschitzungen beweisen.

Der Reihenansatz benutzt Operatortheorie, wie bereits an obigen Begriffen wie Spek-
trum klar wird. Er funktioniert im wesentlichen nur bei PDGL, welche in einem be-
schrankten Gebiet G (mit entsprechenden Randbedingungen) gegeben sind. In kon-
kreten Féllen kann es schwer oder unmoglich sein, die Eigenfunktionen zu finden.
Wenn eine explizite Angabe der Eigenfunktionen moglich ist (etwa in Rechtecks-
gebieten oder Sektoren), kann man die Losbarkeit und die Losungen oft recht gut
analysieren. Auch falls die Eigenfunktionen nicht explizit angegeben werden konnen,
kann man mit diesem Ansatz eine ganze Reihe abstrakter Aussagen treffen. Damit
eignet sich der Fourierreihen-Ansatz fiir viele Gleichungen.

(vii) Ansatz durch Fourier-Transformation. Als Beispiel betrachten wir eine
Variante der Potentialgleichung

—Au+u=f.

Zur Losung verwendet man die Fourier-Transformation im R™, welche definiert ist

durch
(Fu)(&) = (2#)_"/2/ u(z)e " dr.

Die Theorie der Fourier-Transformation besagt insbesondere, dass
F: L*(R") — L*(R")

ein isometrischer Isomorphismus ist (Satz von Plancherel). AuBerdem kann die
Fourier-Transformierte der Ableitung berechnet werden durch

[ (0*w)](€) = i*Ig*(Fu) (€).
Eingesetzt erhilt man in unserem Beispiel
F(=Au+u) (&) = ([€F + 1) (Fu)(9),
und eine Losung obiger Gleichung ist gegeben durch

wi=F! [%]
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1. Ein erster Uberblick 11

Tatséchlich funktioniert dieser Ansatz bei vielen PDGL sehr gut. Durch den Satz von
Plancherel ist L?(R") ein kanonischer Grundraum fiir diesen Ansatz, und die daraus
abgeleiteten Sobolevrdume bilden einen zentralen Begriff in der Theorie PDGL.

Da die Fourier-Transformation nur im ganzen Raum R"™ definiert ist, muss man
fiir Randwertprobleme diesen Ansatz modifizieren. Auch wenn die Koeffizienten der
PDGL von x abhéngen, wird der Ansatz komplizierter. Sei etwa

Au(z) = Z o (z)0%u(x)

la|<k

ein partieller Differentialoperator mit ortsabhéngigen Koeffizienten. Dann definiert
man das Symbol von A durch

a(,€) ==Y aq(x)(i)".

| <k

Das Symbol obiger Gleichung ist somit |£|?> + 1. In Anlehnung an die Formel der
inversen Fourier-Transformation

(F1g)(x) = (2m) 2 / g(€)e*ede

n

definiert man zu obiger Gleichung den Losungsansatz

u(z) = (27r)*"/2 /Rn —<ixf)g) et d¢.

Dies ist ein Beispiel eines sog. Pseudodifferentialoperators. Die Theorie derartiger
Operatoren ist sehr kompliziert, aber auch sehr niitzlich fiir PDGL.

Der Ansatz durch Fourier-Transformation und seine Varianten (etwa iiber Laplace-
Transformation) ist einer der allgemeinsten Ansétze etwa fiir parabolische Gleichun-
gen. Der zugrunde gelegte Losungsbegriff ist die distributionelle Losung, wobei die
Distributionen Elemente gewisser Sobolevraume sind. Man kann damit Aussagen
iiber Losungen treffen, ohne die Losung selbst berechnen zu miissen. Es besteht eine
enge Verbindung zur Potentialtheorie. Ein Nachteil dieses Ansatzes ist auch seine
Allgemeinheit: Fiir konkrete Gleichungen fithren andere Ansétze oft auf stérkere
Aussagen.

(viii) Anwendung des Spektralsatzes und der Halbgruppentheorie. Wir
betrachten nochmals die Warmeleitungsgleichung

ou — Au =10
im R™ mit dem Anfangswert

uw(0,z) = ug(x) (x €R™).
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12 1. Ein erster Uberblick

Wiirde man den Operator A durch eine Matrix A € C*** ersetzen, wiire eine Fun-
damentalmatrix der entstehenden Dgl. gegeben durch

Z(t) :== exp(tA).
Es liegt also nahe, auch hier die Losung u zu definieren durch
u(t, z) == exp(tA)up(x).

Damit stellt sich die Frage, wie exp(tA) definiert werden kann. In diesem Fall ist kein
Reihenansatz wie bei Matrizen moglich (der Laplace-Operator besitzt keine endliche
Operatornorm). Mit Hilfe des Spektralsatzes, einem zentralen Ergebnis der Funk-
tionalanalysis, ist es jedoch moglich, Funktionen von selbstadjungierten Operatoren
zu definieren. Insbesondere konnen Funktionen wie exp(tA) und cos(tv/A) definiert
werden und damit Losungen von Wirmeleitungs- und Wellengleichung angegeben
werden.

Falls der Spektralsatz anwendbar ist, handelt es sich um die vielleicht beste Metho-
de, PDGL zu losen. Viele Eigenschaften der Losung sind mit diesem Satz beweis-
bar, der in (v) beschriebene Ansatz durch Fourier-Reihen kann als Spezialfall des
Spektralsatzes betrachtet werden. Selbst zur Fourier-Transformation, wie sie in (vi)
beschrieben wurde, besteht eine Querverbindung.

Der Spektralsatz ist zunéchst beschrankt auf selbstadjungierte Operatoren. Falls
der Operator nicht selbstadjungiert ist, gibt es allgemeinere Zugénge zur Definition
von exp(tA), welche unter dem Begriff der Halbgruppentheorie zusammengefasst
werden. Die Halbgruppentheorie ist insbesondere wichtig, falls die PDGL statt in L?
in LP mit p # 2 betrachtet werden soll. In diesem Fall verliert man die Hilbertraum-
Struktur (LP(R™) ist nur noch Banachraum), und selbstadjungierte Operatoren sind
nur in Hilbertrdumen definiert.

Selbst wenn der Spektralsatz anwendbar ist, wie es in vielen Beispielen aus der
Physik der Fall ist, miissen die PDGL im Einzelfall noch recht genau untersucht
werden, um wirklich gute Aussagen zu erhalten. Bei diesem wie auch bei allen ande-
ren Ansétzen bleibt immer noch viel zu tun, und es gibt auf dem Gebiet der PDGL
wesentlich mehr offene Fragen als Antworten.
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2. Elementare Lésungsmethoden

2.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden erste Losungsmethoden fiir PDGL
vorgestellt. Bei Gleichungen erster Ordnung im R? kann letztlich eine Reduktion
auf gewohnliche Differentialgleichung erfolgen; aus den entsprechenden Séatzen iiber
die eindeutige Losbarkeit gewohnlicher Differentialgleichungen erhélt man die lokale
Losbarkeit der PDGL. Ebenfalls eine lokale Losbarkeit wird im Satz von Cauchy-
Kovalevskaya bewiesen, bei welchem der Potenzreihenansatz verwendet wird. Eben-
falls in diesem Abschnitt findet sich eine erste Einteilung PDGL zweiter Ordnung,
bei welchen die wichtigsten Typen vorgestellt werden.

a) Gleichungen erster Ordnung

Wie bisher sei G C R"™ ein Gebiet. Nach dem vorigen Abschnitt verstehen wir
unter einer linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung fiir eine Funktion
u: G — R eine Gleichung der Art

a(x)'Vu(z) = b(x)u(x) + c(x). (2-1)

Wir setzen nun zusitzlich a € CY(G;R"); b,c € C(G;R) und a(z) # 0 fir z € G
voraus. Wie schon erwéhnt werden meist Anfangs- und oder Randbedingungen an
die gesuchte Funktion u gestellt. Ein klassisches Problem mit dem wir uns befassen
wollen ist die Cauchysche Anfangswertaufgabe:

aVu = bu + c,

ulp = f
dabei ist T" eine Hyperebene (Abb. 1) in G und f € C'(T',R) eine gegebene Funk-
tion. Fiir das Versténdnis ist es nun ausreichend, wenn wir uns auf den Fall n = 2
beschréinken. Demnach ist T' eine glatte Kurve im R? welche (etwa) durch ¢ ——
~y(t) = (1;8;) fir t € [, f] C R, mit 7/(t) # 0 fiir alle ¢ € [a, (], parametrisiert wird.
Wir schreiben I' = [y]. Fiir eine Losung u = u(z,y) von (2-2) gilt notwendigerweise
w(y1(t),72(t)) = f(~(t)) und durch Differenzieren erhélt man weiter

ua (V)M (8) + uy (V)5 () = %f(v(t))-

Nach Voraussetzung muss aber auch

Uy + uyas =bu+c=0f +c

(2-2)

auf I' gelten. Damit haben wir ein Gleichungssystem fiir u,(y(¢)), u,(7(t)) erhal-
ten. Bekanntlich ist dieses eindeutig losbar, falls die Determinante der zugehorigen
Koeffizientenmatrix nicht verschwindet, also falls

Va2 — ’Yéal #0
gilt.
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14 2. Elementare Losungsmethoden

Abbildung 1: Beispiel fiir eine Hyperebene I'y in einem Gebiet G.

2.2 Definition. SeiI' = [7] eine Kurve, die durch (¢) = (3;8) (t € [a, f]) parame-
trisiert wird. I' heift dann Charakteristik der partiellen Differentialgleichung (2-1),

falls
naz(v(t)) = w)ar(v(t)) =0 (t € [a, 5]) (2-3)
gilt. Sie heifit charakteristisch in to € [o, 3], falls (2-3) an der Stelle ¢t = ¢, gilt.

2.3 Beispiele. (i) Gegeben sei die partielle Differentialgleichung u, — u, = 0. Of-
fenbar ist diese dquivalent mit (1, —1)Vu(x,y) = 0. Also erhélt man die Charakteri-
stiken dieser partiellen Differentialgleichung, indem man —v; — 4 = 0 16st. Mittels
Integration erhdlt man 75(t) = —71(t) + const . Demnach sind die Charakteristiken
parallele Geraden zur 2. Winkelhalbierenden im R? (Abb. 2).

Y

Abbildung 2: Charakteristiken

(ii) Ist die Gleichung u, + u, = 0 gegeben, so ergibt sich analog wie oben, dass die
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Charakteristiken parallele Geraden zur 1. Winkelhalbierenden sind (Abb. 3).

Abbildung 3: Charakteristiken

2.4 Bemerkung. Sei (xg,1y9) € G gegeben. Dann bietet es sich an, eine Cha-
rakteristik durch (zg,yo) zu suchen, indem wir das folgende System gewohnlicher
Differentialgleichungen zu losen versuchen:

71 = a1(71,72)a 71(0) = Zo
Yy = az2(71,72), 72(0) = o

Wir diirfen sogar 0.B.d.A. davon ausgehen, dass jede Charakteristik durch (zg, yo)
obiges System erfiillt.

2.5 Satz. Ist die Funktion u : G C R? — R im Punkt (z9,1y0) € G vorgegeben,
so ist jede Losung u von (2-1) auf jeder Charakteristik T' durch (xo,yo) eindeutig
bestimmdt.

Beweis. Es sei I'(t) = (711(t),72(t)) fiir t € [« B] eine Charakteristik durch (xg, yo).
O.B.d.A. gelte 0 € [, ] und I'(0) = (z0, yo)- Ist u eine Losung von (2-1), so setzen
wir z(t) := u(7(t)). Offensichtlich gilt dann

, d

==z
dt

! !
= UpY; + UyYy = Ugly + Uyas = bz + ¢

und z(0) = u(xg, yo) ist laut Voraussetzung gegeben. Demnach geniigt z einer linea-
ren, gewohnlichen Differentialgleichung, welche eindeutig 16sbar ist. O]
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16 2. Elementare Losungsmethoden

Dieses Resultat gibt uns nun die Moglichkeit, die Cauchysche Anfangswertaufgabe
(2-2) lokal zu l6sen. Zu beachten ist, dass der Beweis des folgenden Satzes konstruk-
tiv ist, d.h., dass wir durch analoges Vorgehen wie im Beweis Losungen explizit
konstruieren konnen.

2.6 Satz. Esseil’ =[] eine Kurve in G, welche durch y(t) := (1;%3) (t € [a, B]) pa-
rametrisiert wird. Weiter sei I' im Punkt v(so) =: (zo,yo) nicht charakteristisch, d.h.

71(s0)a2(v(s0)) —75(s0)a1(v(s0)) # 0. Dann gibt es eine Umgebung U = U(zo, yo) C
G, in welcher die Cauchysche Anfangswertaufgabe eindeutig losbar ist.

Beweis. Fiir festes s € [a, (] sei x;(t) (t € [, 55]), 0 € (s, B5), eine Charakteristik,
fir die x5(0) = v(s) = (71(s),72(s)) gilt. Wir definieren nun fiir eine Umgebung B
von (s, 0) die Funktion ¢: B — R? durch (s, t) := x,(t). Die Funktion v ist stetig
differenzierbar und es gilt 1(so,0) = (zo,y0). Weiter gilt unter Verwendung von
Bemerkung 2.4

(s, 1) = Oxs(t) = (Xan (1) Xa2(t)) = (a1 (xs(t)), az(xs(t)))
und
05 (5,0) = 0,7(s) = (11(s), ()"
Damit ergibt sich

was die lokale Umkehrbarkeit der Funktion v sichert. Es gibt also eine offene Um-
gebung V' = V(sg,0) von (sg,0), fiir die ¢ |y injektiv ist. Sei U := ¢(V), dann ist U
offen und ¢~!: U — V stetig differenzierbar. Sei nun z(s, ) die nach vorigem Satz
eindeutig bestimmte Losung auf der Charakteristik x, mit z(s,0) = f(y(s)), dann
ist

u(@,y) =z (2, y))
die gesuchte Losung. O

Wir wollen uns den Beweis des obigen Satzes anhand eines Beispiels veranschauli-
chen.

2.7 Beispiel. Es seien I' := {(z,1)]z € R} C R* @ € R und ¢ € C'(R). Wir

versuchen das Problem
TUy + YUy = QU
u|r=
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2. Elementare Losungsmethoden 17

zu 16sen. Bekanntlich erhalten wir eine Charakteristik, welche durch den Punkt (s, 1)
geht, durch Losen der Differentialgleichungen

=z Y=y
{ 2(0) = 5 } baw. { y(0) =1 }
Wir erhalten also x(t) := (sef,e’) (Abb. 4) und definieren

(s, t) = xs(t)
Fiir die Umkehrabbildung von v ergibt sich:

Y

N\

T

Abbildung 4: Charakteristiken

_ x
o) = (L)
)
Nun bleibt noch z(s, -) zu bestimmen. Wir erhalten

z(s,t) = @(s)e™

und damit insgesamt

b) Der Satz von Cauchy—Kovalevskaya

Der Satz von Cauchy-Kowalevskaya behandelt PDGL mit reell-analytischen Koef-
fizienten. Dabei heifit eine Funktion reell-analytisch an einem Punkt z, falls eine
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Potenzreihe um 2z existiert, welche in einer Umgebung von z konvergiert und dort
die Funktion darstellt. In diesem Fall ist die Funktion unendlich oft differenzierbar
an der Stelle z, und die Potenzreihe ist gleich der Taylorreihe.

Wir formulieren den Satz fiir Systeme erster Ordnung, bei welchen die Koeffizienten
nicht von ¢ abhédngen.

2.8 Satz (Cauchy-Kovalevskaya). Seien n,N € N und fir j,k = 1,...,N + 1,
i=1,...,n seien a'y, b;: RN — R reell-analytische Funktionen von z = (z,u) im
Nullpunkt des R™*. Dann besitzt das System von Differentialgleichungen

n N
Oyuj = ZZaﬁk(x,u)&-uk +bj(z,u) (j=1,...,N),

u(0,x) = u;(x)_

(2-4)

eine (in der Klasse der reell analytischen Funktionen eindeutige) Losung u = u(t, x),
welche reell analytisch in einer Umgebung des Nullpunktes des RN*L ist.

Beweisskizze. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf den Fall n = 1, es
macht dann Sinn aj; := aj, zu setzen. Bemerkt sei aber, dass sich die folgende
Vorgehensweise einfach auf die Félle n > 1 iibertragen lasst.

O.E. sei ug = 0, sonst betrachte © = u — uyg.

(i) Berechnung der Koeffizienten. Der Potenzreihenansatz an der Stelle 0 fiir die
Losung u hat die Form

ui(t,x) = Z ctla® (i=1,...,N).

l,k=0

Bekanntlich gilt
i 11 8k+lui
UK olon

Aus der Gleichung u(0, x) = ug(x) = 0 erhélt man zunichst sukzessive %]tzo = 0.

t:O,szI

Mithilfe der Differentialgleichung schlieflen wir dann auf a(.;;" +—o und es ergibt sich
weiter (durch Ableiten der Differentialgleichung nach x) der Wert gzgi 1—o0. Damit

erhalten wir aber wieder unter Verwendung der Differentialgleichung %hzo. Itera-
tiv sieht man, dass alle partiellen Ableitungen und damit die Koeffizienten eindeutig
bestimmt sind.

(ii) Berechnung majoranter Koeffizienten Wir wissen nun, dass die a;j;(z) sowie die
b;(z) analytisch sind. Wir kénnen also fiir gewisse gi*, h, einerseits

aj(z) = glFa"

|a|=0
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2. Elementare Losungsmethoden 19

und andererseits

schreiben, wobei |z| < r fiir ein r > 0 sei. Nach Berechnung der ¢, folgt
e = P ((92™). (h)) .

wobei P}, ein Polynom mit nichtnegativen Koeffizienten ist. Unser Ziel ist es nun,
majorante Koeffizienten Cj, zu konstruieren. Falls diese existieren folgt némlich
unmittelbar die Konvergenz der durch die ¢}, definierte Reihe. Um diese majoranten
Koeffizienten zu konstruieren betrachten wir das folgende ,, majorante“ Problem:

N
Oy =Y Aj(2)0sv + Bj(z) (j=1,...,N)
k=1
v(0,z) =0,

(2-5)

wobel die
Aj(z) = Z GIF 2~

aENg+1

und die
Bj(z) = Z GI 2~

aENg+1

so zu bestimmen sind, dass |g/%| < G7* und |h}| < HJ gilt. Sind ndmlich letztere
zwei Ungleichungen erfiillt, so folgt

Cir = Py, (GIM), (H2)) = Py (192", (1h2D) = lexl,
wie gewiinscht.

Nun zur Konstruktion der Aj; und der Bj: Fiir hinreichend kleines r konvergiert
die Reihe Y~ |¢2F2% fiir |2| < rv/N + 1. Speziell wihlen wir z := (r,...,r)". Damit
sind die Reihenglieder beschriinkt, d.h. es existiert ein M; > 0 mit |g/%| < M;r—lel,

Analog existiert ein My > 0 mit |h}| < Mor~lol. Fiir M := max{M,, My} gilt dann

M M |a

" ik
|gé| < rlal < rlal ol G%?
und genauso
4 M |af! -
j el el bl M & 7/
’ha‘ < rlal = plal ! ar

Finsetzen ergibt

© Robert Denk 15. 2. 2007



20 2. Elementare Losungsmethoden

()

1
- 1 — Z14...+2ZNf1
T
Mr
r—21— "~ 2AN+1

falls |z1| + ... + |zn41| < 7 gilt. Analog erhélt man

o0
. Mr
_E JLo
= Haz =
7"‘_2’1—-..

|a|=0

)
— ZN+1

falls |21 + ... + |zn41| < 7 gilt. Die Ajx(z) sind also von j, k und die B;(Z) sind von
J unabhéngig.

Wir miissen noch die Differentialgleichung (2-5) fiir v 16sen. Diese lautet

atvj_r—x—vl —UN<ZaUk+1>
v(0,x) = 0.
Man kann direkt nachrechnen, dass die Losung gegeben ist durch v :=v-(1,...,1)T
mit !

u(t,x) = 2N(T—JZ— V(r —z)? — 4MNrt).

Fiir hinreichend kleines r ist diese Funktion reell-analytisch in (¢,x) an der Stelle
(0,0). O

Die Aussage des Satzes von Cauchy-Kowalevskaya gilt auch fiir allgemeinere Situa-
tionen, wie die beiden néchsten Korollare zeigen.

2.9 Korollar. Die Aussage von Satz 2.8 gilt auch, falls die Funktionen a}k, b; reell
analytisch von (t,x,u) abhdingen.

Beweis. Man definiert die zusétzliche Funktion uy,, := t und erweitert die Dgl. um
Ounys1 = 1, uyy1(0,2) = 0. Damit kann man Satz 2.8 anwenden. O

2.10 Korollar. Fir die Cauchysche Anfangswertaufgabe

U = f(ta T, U, Uy Uy y Uy, uzx)
u(0, ) = ug(x) (2-6)
u (0, 2) = uy(x)
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gilt: Ist f in einer Umgebung von (0,0, uy(0),u1(0),uq(0), w)(0),ug(0)) analytisch,
sowie ug, uy in einer Umgebung von x = 0, so gibt es genau eine Losung in einer
Umgebung von (t,xz) = (0,0) welche dort analytisch ist.

Beweis. Wir schreiben das AWP (2-6) in ein System erster Ordnung um. Dazu
setzen wir

Up i=U, Uy = Uy, U3 = Uy, Uy = Uy,

Us = Uy, UG = Ugy, Uy =1, Uug = .

und erhalten

Oy = Uy

@uz = Uy

Oz = us

Oy = fe+ fuvwo + futa + fu,Opu2 + fu,,Outs + fu,,Ovts
atU5 = 8xU4

Orug Oy us

Oy O ug

atUg; =0

ur(0,2) = wp(z) (2-7)
uz(0,2) = wy(x)

us(0,2) = wg(z)

u4(0,$> = f(oax»uo(x)>ul(x)>u0(x)>ull(x)7u8($))

us(0,2) = u)(z)

us(0,z) = wug(z)

ur(0,z) = 0

US(Ov y) =Yy

Es ist einfach nachzuweisen, dass das Problem (2-7) mit (2-6) dquivalent ist. Die
Behauptung folgt damit aus Satz 2.8. O]

Wir sehen also, dass man im analytischen Fall immer lokal 16sen kann. Das ist aber
schon bei leichter Abschwéchung der Forderungen (i.e. wenn die Koeffizienten , nur
noch unendlich oft differenzierbar sind) nicht mehr richtig. Dies zeigt das folgende
beriihmte Beispiel von Hans Lewy (10. 10. 1904 - 23. 8. 1988) welches sogar linearer
Struktur ist. Die Differentialgleichung

— Uy — LUy + 2i(z +iy)u. = f(v,y,2)

hat fiir ein gewisses f € C*°(R?) keine Losung in einer offenen Menge Q C R3,
welche aus C'(2) mit holderstetigen Ableitungen wu,, wu,, u, ist. Es sei noch be-
merkt, dass dieses f nicht konstruktiv angegeben wird. Weiter ist zu beachten, dass
die Differentialgleichung mit komplexen Koeffizienten zu einem System von zwei
Differentialgleichungen mit reellen Koeffizienten dquivalent ist.
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22 2. Elementare Losungsmethoden

c) Typeinteilung bei linearen Gleichungen zweiter Ordnung

Wie in den ersten Beispielen schon erwihnt, gibt es drei grofie Klassen von PDGL
(elliptisch, parabolisch und hyperbolisch), wobei nicht jede PDGL zu einer der drei
Klassen gehoren muss. Hier soll eine erste Definition gegeben werden.

2.11 Definition. Gegeben sei eine semilineare PDGL zweiter Ordnung der Form

> aa(@)0*u(z) + F(z, u(x), Vu(r)) = 0 (2-8)

|a|=2
in einem Gebiet G C R"™ mit Koeffizienten a,: G — R und F': G x R**! — R.
Der Ausdruck

n 0*u(x
S aa(@)dulz) = Y Aa'k@)axjgxi

la|=2 k=1
heifit der Hauptteil der Gleichung (2-8) oder des zugehérigen Differentialoperators.
Die Matrix (A;x(2));k=1,. n sel 0.E. symmetrisch (da fiir die Lésungen 0;0,u = 00;u
gelten soll).

7777

a) Die Gleichung (2-8) heifit elliptisch an der Stelle z € G, falls A(x) nur positive
oder nur negative Eigenwerte besitzt.

b) Die Gleichung (2-8) heiit parabolisch an der Stelle z € G, falls genau ein Ei-
genwert von A(x) verschwindet und alle anderen Eigenwerte dasselbe Vorzeichen
haben.

c) Die Gleichung (2-8) heifit hyperbolisch an der Stelle x € G, falls genau n — 1
Eigenwerte von A(z) dasselbe Vorzeichen haben und der verbleibende Eigenwert
das entgegengesetzte Vorzeichen besitzt.

e) Gelten die obigen Bedingungen fiir alle x € G, so heifit die Gleichung elliptisch,
parabolisch bzw. hyperbolisch.

Wir betrachten nun speziell den Fall n = 2 und linearer Differentialoperatoren, d.h.
Differentialgleichungen der Form

Lu = Z a,0%u
0<[a|<2
= Q0Ugg + Q11Ugy + Qo2Uyy + Q10U + 01Uy + Aot = f, (2-9)
wobei die a, und f gegebene reellwertige Funktionen sind. Bekanntlich werden

zusitzliche Forderungen an die gesuchte Funktion u gestellt. Sei wieder I eine glatte
Kurve im R2.

(i) Sind u|r und 9%|r vorgegeben, so handelt es sich um eine Cauchysche Anfangs-
wertaufgabe.
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(ii) Handelt es sich bei I" um eine geschlossene Kurve (insbesondere I' = 9G), so
spricht man

(a) von der Dirichletschen Randwertaufgabe, sofern u|r vorgegeben ist und

(b) von der Neumannschen Randwertaufgabe, sofern %\p vorgegeben ist.

In vielen Fallen wird auch au + 3 %h vorgegeben. Hierbei handelt es sich of-
fenbar um eine Mischung aus (a) und (b). Man spricht von gemischten Rand-
bedingungen oder Robin-Randbedingungen.

(iii) Sind Anfangs- und Randbedingungen vorgegeben, so sprechen wir von eine
Anfangsrandwertaufgabe. Ein Beispiel fiir eine solche Aufgabe ist das Problem
der schwingenden Saite.

Zunichst befassen wir uns mit der Cauchyschen Anfangswertaufgabe. Die Hyper-
ebene T' sei durch v(s) = (71(s),72(s)) parametrisiert. Bekannt ist u|r und 5%|p.
Es ist aber auch Vu|r bekannt, da die Tangentialableitung aus u|r bestimmbar ist.
Es bietet sich nun an, zu versuchen, hchere Ableitungen auf I' zu bestimmen um
moglicherweise mittels einer Taylorentwicklung auf die gesuchte Losung schlieflen zu
konnen. Es ergibt sich:

(uz((5)))" = tau(V(5))V1(8) + tay (7(s))72(s)
(uy(¥(5)))" = uye(7(8))71(8) + uyy (v(5))72(s)
und nach Voraussetzung
F(y(s)) = (a10ua)((s)) = (aoruy)(v(s)) — (aoou)(v(s))

= (a20Uar)(7(5)) + (a11tay ) (V(8)) + (a02t1yy) (7(s))

Es handelt sich hierbei um ein Gleichungssystem fiir u,,, 1, und u,, auf I':

/ / /

T e 0 Uzz Uy,

/ / _ /

0 7 7 Uzy | = | Uy
G20 Q11 Qp2 Uy [ — aouy — ap1Uy — QooU

Es wurden der Ubersichtlichkeit halber die Argumente weggelassen. Dieses Glei-
chungssystem ist eindeutig losbar, sofern
mo oY 0
0#10 71 % | =ae() — e+ an(y)’ (2-10)
Q20 a11 Qo2

gilt. Sei 0.B.d.A. 7] # 0, dann kann bekanntlich v, als Funktion in v; dargestellt
werden und es gilt z—? = ;%. I' heiflt Charakteristik zu dem Differentialoperator L
(welcher in (2-9) definiert wurde), falls die rechte Seite von (2-10) verschwindet, d.h.

falls
%\ %
20 (—,> —an (—,) + ap2 = 0.
M M
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24 2. Elementare Losungsmethoden

Dies ist im Fall agyg # 0 mit

dya(m) _ <CL11 " 1
dy 2a00  2agg

a3, — 4agoa02> (71,72(71))

und im verbleibenden Fall mit
dy2 _ a0

dyr  an
aquivalent. Es ist zu beachten, dass in diesem Fall sicher a;; # 0 gelten muss, denn
ansonsten ware y; = 0.

Man beachte, dass die rechte Seite von (2-10) genau dann verschwindet, falls

/ A a20(7(s)) M 72(5)
(0a(s). W”(_auws» (35 >>>< i) -

2

Die Matrix A(7(s)) in dieser Gleichheit entspricht genau dem Hauptteil des Diffe-
rentialoperators L im Sinne von Definition 2.11.

Wir wollen nun eine Typeinteilung fiir diese Differentialgleichungen anhand der Zahl
der reellen Charakteristiken vornehmen.

(i) Ist D := a?, — 4agage < 0, gibt es keine Charakteristiken. Diese Bedingung
ist genau dann erfiillt, falls det A(z) > 0 mit = v(s). In diesem Fall ist A(z)
positiv definit oder negativ definit, und die Gleichung (2-9) ist nach Definition
2.11 elliptisch.

(ii) Ist a2, — 4agagy = 0, gibt es eine Charakteristikenschar. In diesem Fall ist
det A(z) = 0, und genau ein Eigenwert der Matrix A(z) ist 0. Die Gleichung
ist also parabolisch.

(i71) Ist schlieBlich a2, — 4aggagy > 0, gibt es zwei Charakteristikenscharen. Wegen
det A(z) < 0 haben die zwei Eigenwerte von A(z) verschiedenes Vorzeichen,
die Gleichung (2-9) ist hyperbolisch.

2.12 Beispiele. a) Ist L = A = 97 + 97, so folgt unmittelbar as = ag; = 1 und
a1; = 0, womit man schnell erkennt, dass D = —4 < 0 gilt und es sich bei L um
einen elliptischen Differentialoperator handelt.

b) Ist dagegen L = 0, — 92, so erkennt man, dass D = 0 gilt und somit, dass L ein
parabolischer Differentialoperator ist.

c¢) Ein hyperbolischer Operator ist, wie man leicht nachrechnet, durch L = 85 — 02
gegeben.

Im allgemeinen werden wir den sog. ,,Hadamardschen “ Losungsbegriff zugrundelegen
(Jacques Hadamard, 8.12.1865 - 17.10.1963), d.h. es sollten die folgenden Forderun-
gen erfiillt werden:
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(H1) Existenz einer Losung
(H2) Eindeutigkeit

(H3) Stetige Abhéngigkeit von den Daten (Anfangswerte, Randwerte,...)
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26 3. Distributionen

3. Distributionen

3.1 Worum geht’s? In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist es
oftmals sinnvoll, den Begriff der bekannten klassischen Differenzierbarkeit aufzu-
lockern. Dies ermoglicht es etwa, Losungsbegriffe zu definieren, die zwar schwécher
sind als bereits bekannte, trotzdem aber fiir gewisse Anwendungen ausreichend sind.
Die Theorie der Distributionen stellt nun Begriffsbildungen zur Verfiigung, die es
uns im Folgenden erlauben werden gewisse Sachverhalte elegant zu beschreiben. Ins-
besondere werden wir in der Lage sein, der Diracschen d-Funktion einen préazisen
Sinn zu geben. Dies wiederum wird von grofler Wichtigkeit fiir die darauf folgen-
de Potentialtheorie sein. Zu erwéhnen ist, dass der Name ,,Distributionen® von L.
Schwartz eingefiihrt wurde.

Sei G C R™ ein Gebiet. Man bezeichnet eine Funktion ¢: G — C als Testfunk-
tion oder auch als C:°-Funktion, falls sie beliebig oft differenzierbar ist und einen
kompakten Triger besitzt. Eine gebrdauchliche Bezeichnung fiir den Raum der Test-
funktionen auf G ist C°(G). Wir betrachten nun eine Folge von Funktionen in
C2°(@) und legen fest, wann wir von Konvergenz gegen 0 sprechen. Wir schreiben
K cC G, falls K eine kompakte Teilmenge von G ist.

3.2 Definition. Sei (¢,)neny C C°(G), dann definieren wir die Konvergenz wie
folgt:

on =9 0= (1) IK CCG:¥YneN:suppy, C K

(i1) Va € Ny :sup |0%p,(z)| — 0 fir n — oo
zeK

Versieht man den Raum der Testfunktionen mit der zu dieser Konvergenz gehoren-
den Topologie, so schreibt man Z(G).

3.3 Bemerkung. a) Eine Topologie, zu welcher obiger Konvergenzbegriff gehort,
ldsst sich als lokalkonvexe Topologie definieren. Die zugehorige Familie von Halb-
normen ist jedoch relativ kompliziert zu definieren, was an Bedingung (i) in obiger
Definition liegt.

b) Dass es hinreichend viele Testfunktionen gibt, ist bereits aus der Analysis bekannt,
wo die Dichtheit der Testfunktionen in LP(G) fiir 1 < p < oo bewiesen wurde.
Man kann sich Testfunktionen mit gewissen Eigenschaften definieren, wie folgende
Aussage zeigt: Sei K C R"™ kompakt und U D K offen. Dann existiert ein ¢ € Z(R")
mit suppp C U und ¢ =1 auf K.

Um dies einzusehen, verwendet man den Friedrichschen Glattungsoperator, der auch
schon beim Beweis obiger Dichtheitsaussage eingesetzt wurde. Genauer setzt man
d = inf,cx dist(z,R* \ U) := inf{|z —y| : 2 € K, y € R*\ U}. Da die Funktion
dist(-,R™ \ U) als stetige Funktion auf K ihr Minimum annimmt, gilt d > 0. Setze
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nunlN(::K—i—B(O,g) ={z+z:2€K,z€B(0,9)} Zuy € Z2(R") mit ¢ > 0,
Jon ¥ =1 und suppep C B(O,%) definiere ¢ := xz * 9. Es folgt ¢ € Z(R") mit
suppp C U und ¢ = 1 auf K.

Eine auf Z(G) definierte komplexwertige Funktion 7" : Z(G) — C wird Funktional
auf 2(G) genannt. Ein Funktional 7" heift linear, falls

T(Ap + pp) = AT () + pT'(¥)

fiir alle p, v € 2(G), A, u € C gilt. In entsprechender Weise sind lineare Funktionale
iiber einem beliebigen linearen Raum L definiert. Damit stehen uns nun alle Begriffe
zur Verfiigung um zu definieren, was wir unter einer Distribution verstehen wollen.

3.4 Definition. Z'(G) bezeichnet die Menge aller linearen Abbildungen von Z(G)
nach C, welche stetig sind, d.h.

fe20G) <= () f:2(G)— R linear, und
(1) fir (¢n)nen C Z(G) mit @, —4 0 gilt

fon — 0 fiirn — oo

7' (@) heiit Menge der Distributionen von G.
3.5 Beispiel (regulire Distributionen). Sei u € L{ .(G) :=={u: G - R: VK C G,
K kompakt: v € L*(K)}. Dann definiert

[u] : 2(G) — R

@ — [ul(p) = [ ul)e(z)dr
eine Distribution, denn
() [u] ist offensichtlich linear.

(17) Sei (¢n)n eine Folge in Z mit ¢,, — 0 fiir n — oo, dann folgt:

[uln] < / fupa] < [lullzy - sup lgn()] — 0
G rzeK

fiilr n — oo und ein K CC G. In diesem Zusammenhang spricht man auch da-
von, dass [u] eine von u erzeugte Distribution ist. Eine von einer L;. -Funktion
erzeugte Distribution heifit reguldre Distribution.

3.6 Beispiel (Dirac-Distribution). Ein Beispiel fiir eine nicht-regulére Distribution
ist die sog. Dirac-Distribution (Diracsche ,,Deltafunktion®). Sei zq € G fest.

0o P2(G) — R
@ = Oz () = (20)
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(1) Linearitét ist klar.
(73) Sei (pn)n eine Folge in 2(G) mit ¢,, — 0 fiir n — oo, dann folgt:
[0z0n| = [n(20)| < sup |pn(2)] — 0
zeK

fiir n — oo und ein K CC G.

(14i) Oy, ist nicht regulér
Beweis: Sei angenommen, dass ein u € L} (G) existiert, so dass fiir alle ¢ €
2(G) gilt
Gu() = $a0) = [ ula)ola)da
e
Es gibt nun sicher ein ¢ > 0 so dass B(xg,¢) C G und fB(xO o lu(z)]dz < 1

gilt. Weiter finden wir eine Testfunktion ¢ fiir die einerseits supp ¢ C B(xg, )
und andererseits Vo € G : ¢(x9) > p(x) > 0, p(zo) > 0 gilt. Damit ergibt sich
dann aber

Sunl) = la0) = |

GuuwwmxSw@w/' ju(a)dz < (o),

B(zo,e)

was im Widerspruch zur Annahme steht.

3.7 Definition. Sei f € 2'(G). Gibt es ein a > 0, so dass fiir alle ¢ € Z(G) gilt:

[fe)l <a- sup  [0%(x)],

|a|<m,zeG

wobei m minimal mit dieser Eigenschaft ist, so spricht man davon, dass f die Ord-
nung m € Ny (auf G) besitzt.

3.8 Beispiele. a) Sei v € L'(G) und [u] die von u erzeugte Distribution, dann gilt
fir ¢ € 2(G):

|[uleo] =

/Gu(x)w(zv)dx

und man erkennt, dass [u] die Ordnung 0 hat.

< [|ull 1 sup [o()]
zeG

b) Auch die Dirac-Distribution ist ein Beispiel fiir eine Distribution mit Ordnung 0.

¢) Wir wollen aber auch ein Beispiel fiir eine Distribution mit keiner endlichen
Ordnung geben. Dazu betrachten wir die Funktion u(z) := z in G := R.
Behauptung: [u] hat keine endliche Ordnung.

Beweis: Sei ¢ € C§°(R) mit A := [, ¢(x)dz > 0 und B := [, z¢(x)dz. Fiir m € Ny,
a > 0 sei xg € R so, dass

asupjgm,xEG’ |8](p(l’)| - B
A

ZTo >
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was gleichbedeutend mit

Azo+ B > asup |0p(z)]
j<m
zeG

ist. Mit ¢, = (- — ) folgt dann

ul(pm) = / £ () = / (& + 20)p(x)dz = B + zgA

> asup |0%p(z)| = QSEP |09, ()]
g G

3.9 Definition. Seien Q@ C R", G C Q offen und f € 2'(Q0).

f=0inG: <= Vo 2(G): fp=0.

3.10 Satz. Sei f € 2'(Q) und G, C Q offen, wobei o € I fiir eine Indexmenge I
gelte. Dann folgt aus f =0 in G, fir alle o € I schon f =0 in G :=J,c; Ga-

Beweis. Sei ¢ € C°(G), dann iiberdeckt (G, )aer den kompakten Tréger supp .
Bekanntlich gilt dann aber bereits fiir ein m € N und gewisse «; € I:

supp ¢ C O Go,-

=1

Zu (Gy,)iz=1..m existiert nun eine sog. Partition der Eins, d.h. Es existieren 1, €

i

C>(G,,) so, dass gilt:

Vo € supp ¢ : Z¢ai($) = 1.
i=1

Damit kénnen wir aber p(z) = > | p(x)thy, (x) schlieBen, womit

m m

F@) = flpra)=> 0=0

i=1 i=1

folgt und das war zu zeigen. O]

3.11 Definition. Sei f € 2'(Q) und G* :={J;_y;, ¢ G die grofite offene Menge, in
der f verschwindet, so heifit
supp f := Q\ G*

der Trager der Distribution f.
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3.12 Beispiele. a) f = d,, = supp f = {zo}.

b) u € CY(Q2) = supp|u] = supp u.

Wie zu Anfang dieses Kapitels bereits erwidhnt wurde, haben wir das Ziel, den
klassischen Ableitungsbegriff aufzulockern oder zu verallgemeinern. Das bedeutet
aber, dass sich dieser Ableitungsbegriff bei klassisch differenzierbaren Funktionen
nicht von dem klassischen Begriff unterscheiden sollte. Es sei f € C*(R") und [f]

die von f erzeugte regulire Distribution. Offenbar gilt dann fiir alle p € Z(R™) und
alle o € Ny mit |o| < k

0" fl(p) = / O fpdz = (1)1 [ forpdr = (~1)I[f)(0"¢)

R
Dies motiviert die folgende

3.13 Definition. Fiir beliebiges f € Z'(G) sei fiir a € Nj
f: 2(G) — R
P — (=1)f(0%)
0°f heifit Ableitung der Distribution f vom Grad |a/.

Es ist klar, dass 0“f € 2(G) ist, da mit ¢, — 0 auch 0%p,, — 0 gilt. Also ist jede
Distribution beliebig oft differenzierbar.

3.14 Beispiele. Sei zp € G C R und

1, x>z
hzo(‘r) ::{ 0 LC<£ES

fir z € G, dann gilt [hy,] = 04 -
Ist ¢ € C(G), so folgt, wenn wir 0.B.d.A. G = (a,b) annehmen:

b b
o] () = — / iy () () = — / & (@) = (20) = by ().

o

Im folgenden Kapitel wird noch ein weiteres Beispiel gegeben. Im Einzelnen zeigen

wir, dass

A {—ﬁ} =45 in 2(RY)

gilt. Dabei ist | - | die euklidische Norm im R3.
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4. Elliptische Theorie I: Potentialtheorie fiir die
Laplace-Gleichung

4.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt sollen anhand der Laplace- oder Po-
tentialgleichung einige Grundbegriffe der Potentialtheorie vorgestellt werden. Dabei
geht es vor allem um die Grundlosung und die Greensche Funktion. Die Idee der
Grundlosung ist es, eine distributionelle Losung fiir die Gleichung zu finden, bei wel-
cher die Dirac-Distribution auf der rechten Seite steht, und damit eine Lésung der
Laplace-Gleichung durch Faltung zu gewinnen. Die Greensche Funktion beschreibt
die Losung ebenfalls durch ein Integral.

Die Losungen der Laplace-Gleichung heiflen auch harmonische Funktionen. Es gibt
zwei Griinde, sich mit ihnen besonders zu beschéftigen: Erstens gelten hier viele Ei-
genschaften, welche fiir eine grofie Klasse elliptischer Gleichung zutreffen, wie etwa
das Maximumprinzip. Zweitens gibt es eine enge Querverbindung zur Funktionen-
theorie: Der Realteil einer holomorphen Funktion ist eine harmonische Funktion.
Das Studium harmonischer Funktionen und der zugehérigen Beweismethoden hilft
hier auch noch einmal, die Zusammenhénge der Funktionentheorie zu verstehen.

a) Grundlésungen
Im folgenden sei wieder G C R"™ ein Gebiet.

4.2 Definition. Sei

L= Z a,,0°

la|<N

ein linearer Differentialoperator in R™ mit konstanten Koeffizienten a, € K. Dann
heiBt eine Distribution T € 2’(R") eine Grundlosung oder Fundamentallosung zu
L, falls LT = § als Gleichheit in 2'(R") gilt.

Man beachte, dass die Grundlésung nicht eindeutig bestimmt ist; jede Losung von
Lu = 0 kann zu einer Grundlésung addiert werden.

Im folgenden geht es insbesondere um die Laplace- oder Potentialgleichung

—Au = f. (4-1)

4.3 Definition. Eine Funktion u € C?(G) heifit harmonisch, falls Au = 0 in G gilt.

Bei PDGL muss man héufig auf die Glattheit des Gebietes GG achten. Sei dazu m € N.
Ein Gebiet heifit ein C"™"-Gebiet oder ein Gebiet mit C"™-Rand, falls der Rand lokal
als Graph einer C"-Funktion darstellbar ist. Aquivalent dazu ist, dass der Rand
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eine C""-Untermannigfaltigkeit des R" ist. Fiir Funktion u: G — K schreiben wir
u e C™(G), falls u € C™(G) gilt und eine Fortsetzung u : G — K von u existiert
mit & € C™(G) und einem Gebiet G D G.

Im folgenden sei an die Greenschen Formeln erinnert. Fiir ein beschrinktes Cl-
Gebiet G und fiir u,v € C*(G) N C*(G) gilt die erste Greensche Formel

/G w(w)Av(z)dz + /G (Vu(z), Vo(z)) = / u(z )22( JaS(z).  (42)

Dabei ist n: G — R" der duflere Normaleneinheitsvektor, und dS(z) steht fiir das

(n — 1)-dimensionale Fldchenma$.

Durch Rollentausch von v und v und Subtraktion erhilt man die zweite Greensche
Formel

[ @) ote) = o) dufa)ds = [ (uta)gh @) = vla) i) dsle). (43

0

4.4 Bemerkung. a) Sei w, := \,_1({x € R" : |x| = 1}) der (n — 1)-dimensionale
Flacheninhalt der Einheitssphére. Fiir £ € N und r > 0 gilt dann die Gleichheit

/ le‘kdf/ / 2] 7*dS (x)dp
B(0,r) |z=p
/ i / 2)dp = / P~ X1 (9B(0, p))dp
|lz|=p 0

:An_l(aB(O,U)/ Pn_l_kdp:wn/ 1R,
0 0

Damit ist |z|7% genau dann auf B(0,r) integrierbar, falls k <n — 1.
b) Es gilt
27Tn/2

L)

Wp =

wobei I' die Gamma-Funktion ist.
c) Speziell im R? sei f: R*\ {0}, z + |z|7'. Dann gilt

Z;

alf(:L‘) = _W’ 8]81f(x) = | |3 5@] + 3

xx]

Damit ist f harmonisch in R?\ {0}. Weiter gilt
Vi) =22 (V@) ) =~
&
Es gilt f € LY(B(0,r)), if € LY(B(0,r)) und 9;0; f & L*(B(0,r)) fiir alle 4, j.
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4.5 Satz. Die zur Funktion g: R3\ {0} — R, g(z) := ﬁm gehorige regulire Dis-
tribution [g] ist eine Grundlosung zum Laplaceoperator —A.

Beweis. Sei ¢ € C°(R?), dann gilt fiir beliebiges € > 0 zunéchst

A LH (%) —/RS %Aw(ﬂc)dw:/mqmw( )dx+/|$>6 %Aw( z)dz.

Wir erhalten mit geeigneten Konstanten C' = C/(¢) > 0 und C > 0

‘/ —A(p S‘C"/ —dx <5/7’dr:(’)€2
|z|<e || |z|<e || 0

Weiter ergibt sich unter Verwendung der Greenschen Formeln:

Lxéﬁﬂwmzzlﬂg%@WM_A;KVWWV%>M
::A %mmm—ﬁqwq%%MﬁAx(mmm

- —/| o) ~dz + O(c)

3

Man beachte hier, dass der d&ulere Normaleneinheitsvektor gegeben ist durch n(x) =
—2. Wir erhalten insgesamt:

Aty = L @+ 0@ + 0

|l’| g? |x|=¢

-~ im0 -5 [ _(6() = p(0)dr + O + O

— —4rp(0) (¢ —0)

und das war zu zeigen. O]
4.6 Korollar. Sei f € L'(R?) und u(x) := [ |£(y;‘dy fiir x € R3, dann ist u €
Ll (R3?) und es gilt Au= —4xnf im dzstmbutwnellen Sinn.

Beweis. Sei K C R3 kompakt, dann folgt mit einer von K abhingigen Konstanten

[ i< [ 1o ([ L)< i <o
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Weiter gilt
1
@) = [ wwse@ar= [ o) [ s
=/, f(y)(=4mp(y))dy = =47 f(p)
und damit ist alles gezeigt. O

Zu bemerken ist in diesem Zusammenhang, dass wir sogar u € C?(R?) erhalten,
sofern f holderstetig ist. Insbesondere gilt dann auch Au = f im klassischen Sinn.
Dies ist nicht richtig, wenn ,,nur® f € C(R3) ist. Niheres dazu spiter.

4.7 Satz. Dann ist die zu

1 .
go: R*\ {0} = R, gn<x>:_{W fiirn =3

—In(|z])  fiirn=2

gehorige requldre Distribution eine Grundlosung zum Laplace-Operator —A im R™.

Beweis. Man wihlt den Ansatz g,(x) = f,(|z|) und betrachtet

—1 1
02Ag=f”+nr f/zrn_l(rnflf/)/’r:’x‘.
und damit weiter ")
In(r) + d, n =2
f(r) - C{ _(n—2]57‘n72 + d n Z 3

0.B.d.A wihlen wir d = 0. Analog zum Beweis von Satz 4.5 berechnet man ¢ und
beweist die Eigenschaft einer Grundlosung. O

b) Darstellungsformeln

Im folgenden sei stets g = g, die Grundlosung zum Laplace-Operator —A aus Satz

4.7.

4.8 Lemma. Fire >0 gilt

_& > 2
/ g(x)dSz)=72> "7
9B(0,¢) —elne, n=2,

/ 2g(yc)clS(yc) =—1.
G

B(0,¢) on
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Beweis. Der Beweis folgt durch direktes Nachrechnen. O]

4.9 Satz (Darstellungsformel). Sei Q C R™ ein C'-Gebiet, u € C?(Q)NCY(Q) und
f = —Au. Dann gilt fiir alle x € Q die Darstellung

u(z) = /ﬂf(y)g(:r —y)dy + /BQ {%(y)g(w —y) — U(y)g—i(ﬁf - y)} dS(y).

Beweis. Sei x € Q fest und € > 0 so gewéhlt, dass noch B(xz,¢) C € gilt. Wir setzen
V' :=Q\ B(z,e) und wenden die zweite Greensche Formel auf die Funktion u und
g(- —x) = g(x — ) an. Wegen Ag(- —x) = 0 in ' folgt

| atu=ouway = [ [ty =) 50000 = ) oty — )] aso).

Es gilt 0 = 9Q U dB(x,¢). Als C*-Funktion ist die Funktion « mit ihren ersten

und zweiten Ableitungen auf B(x,e) beschriankt, also auch %u. Nach Lemma 4.8

folgt

[ sr-agutase) —o o)
OB(z,¢)

Die duBere Normale (zum Gebiet Q) zeigt auf dem Rand 0B(x,¢) auf den Kreis-
mittelpunkt, aus Lemma 4.8 erhalten wir daher

/a 9 4y — 2)dS(y) = 1.

B(z,e) on

Wegen sup,, <. [u(z) — u(y)| — 0 (¢ — 0) folgt

| uh)gmaty = 0)dS() — ula) (= —0)
OB(z,¢)

SchlieBlich erhalten wir aus der Beschrinktheit von Au und wegen g € Li . den
Grenzwert
/( )g(y —x)Au(y)dy — 0 (¢ —0).
B(x,e
Insgesamt erhalten wir die behauptete Darstellung fiir u(z). ]

4.10 Bemerkung. a) Man beachte, dass man obige Darstellungsformel nicht ver-
wenden kann, um das Randwerproblem

Au=0
U|BQ =Ny
9upq = ho
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durch
)= [ {ota =) - 2= nmiio) pay

zu 16sen. Im Allgemeinen kann man namlich h; und hs nicht gleichzeitig vorschrei-
ben.

b) Fiir eine Funktion v € C?(2) N C1(Q) mit Au = 0 gilt nach der zweiten Green-
schen Formel mit v =1

ov ou @
90 071 (971 o0 071

Eine notwendige Bedingung fiir eine Potentialfunktion ist also

ou
— =0.
a0 an

4.11 Korollar (Mittelwerteigenschaft). Sei Q@ C R™ ein C'-Gebiet. Sei u € C?(2)
mit Au = 0. Dann gilt fir alle x € Q und fir alle r > 0 mit B(x,r) C Q die
Gleichheit

1
ulx) = u(y)dS(y).
(2) /a o u3S

wyr™—1

Bewers. Mithilfe der Darstellungsformel erhalten wir zunéchst

wr)= [ oG - gh@ - nuw]asw

Weiter kénnen wir unter Beachtung der Eigenschaften der Grundlosung g schlieflen

Ju ou
gx—y—dey):constr/ —(y)dS(y) = 0.
L, s@=gwas 0 [ Grwas
Wir erkennen weiter, dass aufgrund der Voraussetzungen n = —ﬁ gilt. Damit
ergibt sich
%\ _ ) 11 1
—(xrx — e
on Y Wy | —y|nt wyr™ 1
fir y € 9B(z,r) und somit insgesamt
@)= s [ ul)dsE)
u(z) = u(y v).
wWaT™ 1 JoB(an
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4.12 Satz (Maximumprinzip). Sei Q C R™ ein C1-Gebiet, weiter sei u € C(Q) N
C?(Q) micht konstant und besitze die Mittelwerteigenschaft. Dann nimmt u in G
weder Mazimum noch Minimum an.

Beweis. Wir beweisen den Satz 0.B.d.A. fiir ein Maximum. Sei also xq € €2 so, dass
u(zg) =: m maximal ist. Damit setzen wir

M:={zxeQ:ulx)=m} C Q.

Wir werden nun zeigen, dass M einerseits offen und andererseits abgeschlossen ist
(in der durch € induzierten Relativtopologie).

(1) Wir zeigen, dass M offen ist. Dazu nehmen wir an, dass ein x € M existiert,
fiir welches wir kein r > 0 finden kénnen, so dass B(z,r) C M gilt. Wir wahlen
nun ein r > 0, so dass fur B(z,r) C Q ein zy € 0B(x,r) existiert mit xy ¢ M.
Dann gilt aber

1
m=u(z) = u(y)dS
(2) / o HIS() <

wprt—1

m

1dS(y) =m

-1
WnT" ™" JoB(z,r)

was nicht moglich ist.

(17) Die Stetigkeit von u liefert die Abgeschlossenheit von M.

Wir wissen nun, dass M offen und abgeschlossen ist. Da ) zusammenhéngend ist
und M # () nach Definition von M gilt, folgt M = €, d.h. u ist konstant. O

4.13 Korollar. Seien uy,uy € C2Q)NC(Q) und es gelte Auy = Auy sowie uy|pq =
Us|an. Dann gilt u; = us.

Beweis. Offensichtlich gilt A(u; — ug) = 0. Damit besitzt u; — uy die Mittelwer-
teigenschaft, woraus nach vorigem Satz folgt, dass u; — uy weder Maximum noch
Minimum in © annimmt. Wegen u; — us|sq = 0 folgt u; — us = 0 in 2 und das war
die Behauptung. O

4.14 Korollar. Die Dirichletsche Randwertaufgabe Au = f, ulgg = g besitzt
héchstens eine Lisung u € C?*(2) N C(Q).

4.15 Bemerkung. a) Wir haben gezeigt, dass Funktionen u € C?(Q) mit Au =0
die Mittelwerteigenschaft besitzen. Tatséchlich gilt aber auch, dass eine Funktion u
die nur stetig in  ist und die Mittelwerteigenschaft besitzt schon eine Potential-
funktion ist. Wir kommen darauf spater noch einmal zuriick.

b) Es gilt: Ist u eine Potentialfunktion in einem Gebiet €, so ist u analytisch in €.
Dies wird hier nicht bewiesen.
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Abbildung 5: Das Gebiet €2’ im Beweis von Lemma 4.17

c) Die Greensche Funktion fiir das Dirichlet-Problem

Es sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Wir suchen eine Losung
der klassischen Dirichletschen Randwertaufgabe:

Au=0 firz €,
u=f firz e 09, (4-4)
u € C*HQ)NO(Q)

Nach Korollar 4.14 besitzt das Randwertproblem (4-4) hochstens eine Losung. Fir
die Existenz einer Losung versuchen wir eine spezielle Grundlésung G(z, y) zu finden,
fur die G(z,y)|yea0 = 0 gilt. Im folgenden sei g = g, die in Satz 4.7 definierte
Grundlosung zu —A.

4.16 Definition. Eine Funktion G : Q x @ — R heiit eine Greensche Funktion
(erster Art) zu €, falls

(i) G

)
) ) fur € Q und andererseits Ay(z,y) = 0 in Q x Q erfiillt.

= g(x —5y) +(x,y) wobei ¢ : Q x Q@ — R einerseits (x, ) €
NnC(

G(x
C(
(17) G(z,y) =0 fir z € Q, y € 0N.

Man beachte, dass fiir jedes feste € G nach Definition die Gleichheit A, G(z,y) =
0 (y € G\ {x}) gilt. Im Allgemeinen ist die Konstruktion einer Greenschen Funktion
G schwierig. Bei geometrisch einfachen Objekten etwa bei einer Kugel ist es explizit
moglich. Meist muss eine Losungstheorie bereits zur Verfiigung stehen, damit man
die Existenz von GG nachweisen kann. Wir gehen zunéchst auf Eigenschaften von G
ein.
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4.17 Lemma (Symmetrie der Greenschen Funktion). Es sei G eine Greensche
Funktion zu 2. Dann gilt

G(z,y) = Gy, ).
Beweis. Es seien x1,15 € ) mit x; # x5. Weiter sei ¢ > 0 so gewahlt, dass fiir

B; := B(x;,e) C Q fiir i = 1,2 sowie By N By = () gelte (Abb. 5).

Nach Definition gilt A,G(z;,y) = 0 fiir j = 1,2. Wir betrachten das Gebiet ' :=
Q\ (B1 U By). Es gilt G(zj,-) € C*() N CHY). Daher folgt aus der zweiten
Greenschen Formel

0= [ (G5 Glaan) ~ Glas) 3-Glor ] dS(o)

Andererseits ist nach Definition G(z;,y) =0 (y € 02). Wir erhalten

on

=0 =0

0 = / [G(xl,y)ﬁG(xg,y)—G(l’z,y)aﬁG(%l,y)]dS(?J)
90 L N—— S—— 0N

0 9

_ /8 . (Glar, ) 5-Glw2,y) = Glaz,y)5-Glar,y)] AS(y)
0 9

_/8B(oc2,€) [G(azl,y)a—nG(m,y) — G(xQ,y)a—nG(Il,y)}dS(y)_

Die Funktion 2G(z2,) ist auf B(xzy,€) beschréinkt. Da auch G(z1,-) — g(z; — -)
beschriinkt ist, folgt |G(x1,y)| < Ce= ™2 (y € OB(zy,¢)). Wir erhalten

[ GmgGepisy)] <2 [ 1asy) = ce.
OB (z1,¢) on )

B(:Dl,é)
Andererseits gilt
0
—G(x1,y)dS(y) =1
L Gast)

(beachte, dass wieder die &uBere Normale in Richtung Kreismittelpunkt zeigt). Da-
mit erhalten wir die Abschitzung

0
/ G(aary) 2-Gler,y)dS(y) = Glas, 1) + O(c).
OB(z1,¢) on

Die analogen Aussagen gelten fiir [, B( dS(y). Insgesamt erhalten wir

zo.E) "

0= G(x,71) — G(x1,13) + Ofe),

und fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung. O
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4.18 Lemma. Sein > 3 und 2 C R™ ein glattes Gebiet. Falls G eine Greensche
Funktion zu ) ist, so gilt

0<G(r,y) <glz—y) (v,y€q).

Beweis. Sei wieder G(z,y) —g(z —y) = ¢¥(z,y). Fiir festes z € G gilt ¥(x, y)|yeo0 =
—g(z — y)|yean < 0. Da 9(z,-) harmonisch ist, folgt aus dem Maximumprinzip
Y(z,y) <0 fiir alle y € Q, d.h. es gilt G(x,y) < gz —y) (z,y € Q).

Sei yo € Q. Wegen g(x — yo) — oo fiir z — yo und der Beschrénktheit von 1) folgt,

Je > 0: G(x,yo) > 0 fur z € B(yo, ¢)

Das bedeutet aber, dass G(-,y9) in Q' := Q\ B(yo,¢) nichtnegative Randwerte
hat. Dort gilt aber auch A,G(x,y) = 0. Mit dem Maximumprinzip folgt zunéchst
G(z,yp) > 0 fiir z € ' und nach Wahl von € auch in Q. O

Die Greensche Funktion ist geeignet zur Definition einer Losung des Dirichletschen
Randwertproblems. Der entscheidende Punkt ist hier die Glattheit des Gebietes und
der rechten Seite. Dazu zunéchst die Wiederholung einer Definition.

4.19 Definition (Holder-Stetigkeit). Sei €@ C R" ein Gebiet. Zu m € Ny und
0 < X< 1sei C™Q) die Menge aller Funktionen f € C™(Q), fiir welche eine
Konstante K existiert mit
0°f(z) = 9 f(y)] < Kle —y* (2,9 € Q, |a] <m).
Der Raum C™*(Q) heiBt Holderraum zum Index m, A und wird mit der Norm
0% (z) = *f(y)]
[ fllema@) = Ifllom@) + max sup

lal=m 5 yeq |z —y|A
TFY

versehen.

Der folgende Satz wird nicht bewiesen (ist aber bis auf die Glattheitseigenschaft
klar). Er zeigt, dass das Volumenintegral iiber die Greensche Funktion die homoge-
nen Randbedingungen bei inhomogener rechter Seite 16st.

4.20 Satz. Sei Q) ein C*-Gebiet, und sei f € CO%(Q) mit a € (0,1]. Dann lst

ua) = [ FwGle. iy
die Randwertaufgabe
—Au=f in,
ulogn =0 auf 09,
u € C*(Q)NC((Q).
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4.21 Satz. Sei R > 0, n > 3. Definiere die Funktion

R

m)n_29(3? -

Gr(z,y) = g(r —y) - (

mit y = %y. Dann ist Ggr eine Greensche Funktion fir die Kugel Q@ = B(0, R).

Beweis. (i) Definiert man 2’ analog zu v/, so folgt |z| - |2/| = R* und |y| - |z — /| =
|z| - |y — 2'|. Die letzte Gleichheit sieht man durch

4 2

R R
o fe =y B =P (el + ol =275 Ge0)

= |2]?|y* + R* = 2R*(z,y),
was einen symmetrischen Ausdruck in z und y darstellt.

(ii) Damit gilt ¢ (2, y) := Gr(z,y)—g(z—y) = —(;5)" gla—y) = —({))"9(y—2).
Wegen |2/| > R fiir 2 € Q hat ¢(z, -) keinen Pol in €, und es folgt ¥ (z, ) € C*(Q).
Ebenso folgt aus der letzten Darstellung von 1 (z, -), dass Ayp(z,y) =0 (y € Q) fir
festes x € Q gilt.

(iii) Fir y € 09, d.h. |y| = R, folgt ¥ = y und damit direkt aus der Definition
Gr(z,y) =0 (x € Q). O

Hintergrund fiir die vorigen Ansitze ist die Kelvin!-Transformation.

4.22 Lemma. Firn > 3 gilt

0 lz|* - R* 1
a_nyGR<$>y)|y68B(0,R) =

an |x_y|n

Beweis. Fir y € 0B(0,R) gilt ¥ = y und |z| - |2/ —y| = R - | — y|. Wir erhalten
fir z € B(0, R) die Gleichheit

5, 1 (x —y) R\"™ o —y
5ty = T (m) )

= ;@,x—y— Z—f(m/ —y)>

an|ZL‘ - y|n
_ |.I'|2 _ R2
N Rw, |z — y|

'William Lord Kelvin of Largs, vormals Sir William Thomson, 26.06.1824 - 17.12.1907
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4.23 Satz (Poissonsche Integralformel). ? Es seien Q = B(0, R), f € C(09) und

R R DO it o A () )
ua) == [ fgncreas) -t [ Tiase) e

Dann gilt u € C*(Q) N C(Q) und

Au=0 1in €,
ulgo = f  auf 09,

wobei letzteres wie folgt zu verstehen ist:

xlggclou(x) = f(zo) (z0 € 0N).
e

Beweis. Dass u in €2 harmonisch ist, ist klar, da G eine Greensche Funktion in 2
ist. Zu zeigen ist lediglich u = f auf 0. Es sei z € Q und g € 92 und ¢ > 0.
Mithilfe von Satz 4.9 (Darstellungsformel) sowie Lemma 4.22 ergibt sich

1 / R? — |x]?
1= dS(y
Rwy, Joq |z =yl )

Fiir x € 2 folgt nun

ju(z) — flan)] = '1 / Rk*ﬂﬂﬂw—fu@mam]

Rwy Joq |z —y"

'1 /mm( M(ﬂy)_f(xo))dS(y)‘ (4-5)

an Z0,p) |.Z' - yln

IN

—l—‘an /{,Q\B(IW) (f(y) = f( 0))dS(y)‘ (4-6)

und weiter

1 R? — |zf?
(4-5) < sup |f(y)—f(l’o)|wR/6m3( - Sg

yEB(x0,0)NON x0,p) |x - y|n

fiir ein in Abhéngigkeit von ¢ fest gewéhltes p > 0. Sei nun C' := maxyesq | f(y)| und

o Jeyp\t 1 P
v = o] < 0= mm{i <§) 4CRn—1’§}

Dann erhalten wir

N

|z —y| > |0 —y[ — w0 — 2| > fir y e 00\ B(xo,p).

2Simeon - Denis Poisson 21.06.1781 - 25.04.1840
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und
R® — |z> = (R+ [z])(R — |2|) < 2R(R — |2|) = 2R(|xo| — |x]) < 2R|x — x| < 2R6.

Damit konnen wir aber

oy < b [0 ey, Mo L e
o

- Rw, |z — y|" Rw,  (£)"
4C R
= —t=3
(%)
schlieen und das liefert die Behauptung. O

Wir beschéftigen uns spéter mit allgemeineren Gebieten.

SchlieBlich wollen wir uns noch mit der Neumannschen Randwertaufgabe beschéfti-
gen. Diese ist gegeben durch

Au=0 firx € Q,
gu:f fiir x € 011,
on

u € C*HQ)NO(Q).

Wendet man denselben Ansatz wie fiir die Greensche Funktion an, so sucht man eine
Grundlésung mit g_:;|y68Q = 0. Aus Satz 4.9 (Darstellungsformel) folgt mit v = 1
aber fiir eine beliebige Grundlésung :

(x,y)dS
agﬁny ,y)dS(y).

Also ist g noch nicht die gesuchte Grundlosung, es ist eine Modifikation notwendig.
Aus dem Beweis der Darstellungsformel 4.9 sieht man, dass sogar fiir jede Funktion
der Form y(z,y) = g(x—y)+(a, y) mit (z, ) € C*(Q)NCH(Q) und Ayp(z,y) =0
die Gleichheit
(x,y)dS(y) = —1

o0 (9ny
gilt. Man kann also die Forderung %]yeag = 0 nicht erfiillen. Stattdessen verlangt
man zumindest, dass %beag eine Konstante ist.

4.24 Definition. Eine Funktion v : Q x @ — R heifit eine Greensche Funktion
zweiter Art zu (), falls

(i) v(z,y) = glzx—y) +@(z,y) mit ¢ : AxQ — R, p(z,-) € C*(Q)NC*(Q) und
Ayp(z,y) =01in Q x Q.
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(17) %v(x,y) = —m fir z € Q, y € 0N.

4.25 Bemerkung. Falls v eine Greensche Funktion zweiter Art zu € ist, so folgt
aus der Darstellungsformel mit f := (f)%ub(z die Gleichheit

1
u(r) = ., fy)y(z,y)dS(y) — SWNED)] /aQU(y)dS(y)

= [ fy)v(z,y)dS(y) + const,
o0

und mehr ist auch nicht zu erwarten. Man beachte, dass die Losung des Neumann-
schen Randwertproblems nie eindeutig ist, denn mit u ist auch v + C mit C' € R
eine Losung.
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5. Parabolische Theorie I: Fourier-Methoden

5.1 Worum geht’s? Die Fourier-Transformation ist eines der wichtigsten Hilfsmit-
tel in der Theorie partieller Differentialgleichungen. Dies liegt vor allem daran, dass
die Fourier-Transformation eine partielle Ableitung in eine punktweise Multiplika-
tion verwandelt. So gilt z.B. fiir den Laplace-Operator —Au(z) = [F HE[2Fu](x).
Dies erlaubt bei geeigneten Gleichungen auch eine direktes Invertieren des Operators
und damit eine Berechnung der Losung.

Bei parabolischen Differentialgleichungen wie etwa der Warmeleitungsgleichung fiithrt
die Anwendung der Fourier-Transformation auf eine gewohnliche Differentialglei-
chung, welche explizit 16sbar ist. Wir erhalten eine Losungsdarstellung als Integral.
Eine der beriithmtesten Gleichungen der Finanzmathematik ist die Black-Scholes-
Gleichung, welche sich durch geeignete Transformationen auf die Warmeleitungs-
gleichung reduzieren lésst.

a) Grundlegendes zur Fourier-Transformation

Im folgenden werden die wichtigsten Figenschaften der Faltung und der Fourier-
Transformation ohne Beweis angegeben.

5.2 Definition (Faltung). Seien f,g: R™ — C messbar. Definiere

Npg:={z eR": / [f )] - lg(z = y)ldy = oo}
und das Faltungsprodukt f * g: R — C durch

[ fw)g(z —y)dy, =& Ny,
0, T € Nf,g.

(f *g)(x) = {

5.3 Bemerkung. a) Falls f,g € L'(R"), so ist A(N;,) =0 und fx*g € L'(R") mit
1 glly < [[f1l1- llglls-

b) Sei 1 < p,q < oo mit Il)+% = 1. Fir f € LP(R") und g € LY(R") ist dann
A(Nyy) =0und f*g e L>®(R") mit

1 % glloe < W f1lp - llgla-
c) Falls f,g,h € LY(R"), soist (fxg)*h = f*(gxh), d.h. die Faltung ist assoziativ.
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d) Sei f € L] .(R") und g € C*(R™) mit k € Ny U {cc}. Dann ist f % g € C*(R"),
und es gilt
*(fxg) = f+(0%) (laf <k).
Insbesondere ist f * g € C*°(R"), falls g € 2(R").

5.4 Definition (Fourier-Transformation). Zu f € L'(R™) ist die Fourier-Transformierte
Z [ definiert durch

FI© =1 = 0m™" | f@e e (€ R,

Hierbei ist z€ := (x,€) das Standard-Skalarprodukt.

5.5 Lemma (Elementare Eigenschaften). Seien f € L'(R"), a > 0 und a € R™.
a) Fiir g(x) := f()e™ gilt §(&) = f(€ - a).

b) Pir g(x) := f(z —a) gilt §(§) = f(§)e .

¢) Fiir g(x) = f(=2) gilt §(¢) = f(€).

d) Fiir g(x) := f(£) gilt §(§) = " f(af).

e) Sei g € LY(R™) und h := f % g. Dann gilt h(€) = (27)2f(£) - §(€).

Die Fourier-Transformation ist besonders giinstig auf dem Schwartz-Raum zu be-
trachten. Dieser ist folgendermaflen definiert.

5.6 Definition und Satz (Schwartz-Raum). Der Vektorraum .7 (R™) besteht aus
allen Funktionen ¢ € C>(R™), fir welche gilt:

Paa(p) = sup |2%0 ()| < 00 (o, B € NG).
rxeR™

Durch die abzihlbare Familie L = {po,s : o, € N} von Normen auf #(R")
wird eine metrisierbare lokalkonvexe Topologie definiert, welche #(R™) zu einem
Fréchetraum macht. Der Raum . (R™), versehen mit dieser Topologie, heif§t Schwartz-
Raum oder der Raum der schnell fallenden Funktionen.

5.7 Bemerkung. a) Ubersetzt man die oben angegebene lokalkonvexe Topologie
in Konvergenz von Folgen, so erhilt man, dass eine Folge (p)ren C - (R™) genau
dann gegen 0 konvergiert, falls fiir alle o, 8 € Njj gilt

sup |[290°pr(2)| = 0 (k — 00).
rER?

Dies ist dquivalent zur Bedingung

VN eNy: sup max\x| 107 pr(z)| — 0 (k — 00).
z€Rn [BISN
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b) Offensichtlich gilt 2(R™) C .(R™). Die Identitéit i: 2(R™) — Z(R"), ¢ — ¢,
ist aber auch stetig. Denn falls (¢g)ren € Z(R") mit ¢ —4 0, so folgt nach
Definition der Konvergenz in Z(R") insbesondere supp ¢ C K fiir ein Kompaktum
K. Wir erhalten fiir alle N € N

sup [¢¥[0%pi(x)] < Cic sup 9% e(w)] = 0 (k — 00)
reR™ FAS

d.h. es gilt auch ¢, — 0 in . (R™). Damit ist ¢ folgenstetig, und nach Definition der
lokalkonvexen Topologien in Z(R") und .(R™) auch stetig. Man schreibt Z(R") —
S (R™).

Die Fourier-Transformierte verwandelt partielle Ableitungen in punktweise Multi-
plikation mit den Koordinatenfunktionen. Dies ist einer der Griinde, warum die
Fourier-Transformation fiir PDGL so wichtig ist.

5.8 Lemma. Fir f € /(R") und o € Nj gilt:

(i) Ff € C*(R") und 0*(F f) = (~1)l*\.F7 (2°f).

(ir) F(0°f)(€) = iIIE*(F f)(€) (£ eR™).

5.9 Definition und Satz. a) Die Fourier-Transformation % : . (R") — . (R")
15t eine Bijektion mit

(7)) = G [ O

b) (Satz von Plancherel.) Es gilt

<fa g>L2(R") = <§f> ng.g>L2(]R") (fag € y(Rn))

Somit ist F |y ®&n) eme Isometrie und damit eindeutig zu einem isometrischen Iso-
morphismus .F : L*(R™) — L*(R") fortsetzbar, der ebenfalls Fourier- Transformation
genannt wird. Insbesondere gilt

17 fllz=1Ifll2 (f € L*(R™)).
5.10 Satz. Die Fourier-Transformation % : .7 (R") — #(R"™) ist stetig.

5.11 Definition. a) Eine temperierte Distribution ist eine stetige lineare Abbil-
dung u: .#(R") — C. Der Raum der temperierten Distributionen wird mit .’ (R")
bezeichnet.

b) Fir u € ./ (R™) wird die Fourier-Transformierte .%u definiert durch

(Fu)(p) ==u(Fp) (peLR").

© Robert Denk 15. 2. 2007



48 5. Parabolische Theorie I: Fourier-Methoden

5.12 Bemerkung. Nach Satz 5.10 ist Zu: . (R") — C wieder stetig als Kompo-
sition stetiger Funktionen. Damit ist
Z: S'(R") — S'(RY)

linear und bijektiv mit .F* = id g (gn).

b) Die Wirmeleitungsgleichung

Die Wérmeleitungsgleichung, oder allgemeiner: eine Diffusionsgleichung, beschreibt
in den Anwendungen die zeitliche Entwicklung der Dichte u einer Einheit wie zum
Beispiel Wirme oder eine chemische Konzentration. Ist 2 C R™ und V' C 2 eine
beliebige glatt berandete Teilmenge, so sollte die Verdnderungsrate in V' gleich dem
Negativen des Nettodurchflusses durch den Rand 9V sein:

4 ud:v:—/ <F,V>d$:—/divF
dt Jy ov v

wobei F' die Flufidichte ist. Damit ergibt sich nun
up = —div F
Vielfach hat F' die Gestalt F' = —aVU fiir eine Konstante a > 0. Dann erhilt man
u = alAu

Interessant ist auch der Fall, dass die Koeffizienten nicht nur von x sondern von ¢
und z abhéngig sind. Verallgemeinerte Probleme sind:

Z 0; azkaku =0

oder .
u— Y agp(z 88ku+2b )Osu + c(x) = 0
i,k=1

Zunachst befassen wir uns mit der klassischen Theorie.

Wir suchen eine Funktion v € C'([0,00) x R™) mit u(t,-) € C*(R™) fiir ¢ > 0, die
das Anfangswertproblem

—Au =0, (t,x) € (0,00) x R™
u(0,2) = ug(x), = e€R"

bei gegebenem beschranktem wy, € C(R™) 16st. Die Anfangsbedingung ist so zu
verstehen, dass
lim u(t, z) = uo(§)

z—E&

gleichméfig in Kompakta beziiglich £ gilt.
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5.13 Bemerkung. Wir werden spéter sehen, dass die Losung sogar in C*° (R xRR")
liegt.

Um auf eine Losung und deren Gestalt schliefen zu konnen, nehmen wir an, dass
wir bereits eine glatte Losung gegeben haben. Wir definieren

1
- e
V2T n

Es ist @ (¢, &) = \/2*; Jan € uy(t, )dz und weiter nach Lemma 5.8

n
T

a(t,§) = (Fu(t,))(§) = “u(t, v)de

(FAu(t,))(€) = —[g]*a(t, €)

Wir erhalten also die folgende Differentialgleichung

{ w(t, &) +[€[7a(t,§) =0, (t.£) € (0,00) x R" }
ﬁ’(oa 5) - UA0(€>7 f eR”

Bei festem & handelt es sich also um eine gewthnliche Differentialgleichung. Diese
wird durch

a(t, &) = e 1 (€)

gelost. Wir erhalten also

e | et
1

S

1 . )
= Gy L L et e s
)" Jpn Jrn
1

1

K(t,x,y) = (QW)H/R ei(x_y)g_t|£‘2d§

u(t,z) = (Fla(t,)(z) =

I
T

Wir definieren

und formen K fiir t > 0 um. Hierzu definieren wir n := /t£ — i(”;y) Vt, dann ist
§= % + \/%7]. Es folgt

2

; _ _ 2 _ 2 _
If|§’2 . Z(l‘ i y>£ — |\/%€|2 . 2\/¥£Z(z\/¥y) + |J} 4ty| - |:L‘ 4ty| — |77|2 + |ZL’ 4ty|

und damit

_Jz—y?

K(t,z,y) = (27r)"/ e M e= Tt 5dy

n
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o2
= (27‘(’)_”25_%6_‘ i / e 1" dn
= (4nt) e et

Wir erhalten also fiir ¢ > 0

ul(t,z) = (dmt) 3 / 5 o () dy

5.14 Satz. Seiug € Co(R™). Dann gilt fir

_Ja—y?

u(t,r) = (47rt)_g/ e 3 ug(y)dy (5-1)

n

u € C®(RT xR"), uy — Au =0 fiirt >0 und

lim u(t, ) = uo(wo)

T—x()

gleichmdf$ig beziiglich Kompakta in x.

Beweis. Offenbar ist die Abbildung u wohldefiniert. Weiter ist K (-, -,-) € C*°((0, 00) X
R™ x R™) und es gilt

(O — ALK (-,-,y) =0 fiir beliebiges y € R"

wie man leicht nachrechnet. Setzen wir n = I—Jg, so ergibt sich

/ K(t,z,y)dy =72 / e P dp
lz—y[>d n|>

Damit folgt

(1) Jou K(t,z,y)dy = 1.

(i) Vo >0 limy g [ K(t,z,y)dy = 0 gleichméBig in = € R™.

y—z|>8

und wir folgern u € C*°((0,00) x R") mit (0; — A)u = 0. Sei nun € > 0 beliebig
gewéhlt und § = J(e) so, dass

lup(y) — up(xo)| < e fiir |y — x| <20

gilt. Sei M := sup,cgn |uo(y)| < co. Dann folgt fiir z € R” mit |z — ¢ <
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ju(t, x) — uo(wo)|

K (2. 5) (uoly) — uo(xo))dy‘

Rn
< [ ) - wl) it [ K)ol dy
ly—z|<d ly—z|>6
< [ K@) - w@)ldy+ 200 [ Kty
ly—wo|<26 ly—x|>6
< e+2M K(t,z,y)dy
ly—z[>d
< 2
falls t < t. ]

5.15 Bemerkung. Der Losungsformel (5-1) sieht man an, dass unendliche Aus-
breitungsgeschwindigkeit vorliegt, denn (¢, -) hangt fiir ¢ > 0 von allen Werten von
up ab, bzw. ug(-) beeinflusst fiir t > 0 sofort alle u(t, z) fiir beliebige z € R™. Aus
(5-1) folgt auch

u(t,z) < ( K(t,x,y)dy) sup uo(2) < ||uoloo

Rn z€R™

sowie
inf ug(z) < u(t,x) < sup up(2).
zeR™ z€ER"™

Hierbei handelt es sich offenbar um eine Art ,, Maximumprinzip®.

c) Die Gleichung von Black und Scholes

5.16 Bemerkung. Die Formel von Black und Scholes behandelt die Optionspreis-
bewertung. Zur Beschreibung des Modells verwenden wir innerhalb dieser Bemer-
kung die in der Stochastik iibliche Schreibweise S; statt S(t), d.h. voriibergehend ist
Sy nicht die partielle Ableitung.

Sei (St)eejo,r] der Kurs eines Basiswerts. Dann geniigt S; nach einem Standardmodell
der Finanzmathematik der stochastischen Differentialgleichung

dSt = ,UStdt + UStth.

Dabei sind p € R und o0 > 0 konstante Parameter, und W, ist die Brownsche
Bewegung.
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Gesucht ist der Wert V' (.S;, t) einer Option auf den Basiswert zum Zeitpunkt ¢. Eine
festverzinsliche Anlage (Bond) mit Zinssatz r > 0 erfiillt die Gleichung

dBt = TBtdt.

Wir bilden ein Portfolio aus ¢;(¢) Anteilen des Bonds, ¢5(t) Anteilen des Basiswerts
und einer verkauften Option, d.h. fiir den zugehorigen Wert Y, gilt

Y; = () By + ea(t)S: — V(S t). (5-2)

Wir nehmen an, dass das Portfolio Y; risikolos ist und der Markt keine Arbitrage
zulasst. In diesem Fall kann das Portfolio nur soviel erwirtschaften wie eine risikolose

Anleihe. Wir erhalten
dY; = rY,dt. (5-3)

Falls das Portfolio selbstfinanzierend ist, gilt
dY; = C (t)dBt + Cg<t>dSt - dV(St7 t) (5—4)

Um den letzten Term zu berechnen, wenden wir das Lemma von Ito6 an und erhalten

ov . oV 1OV
AV (S;,t) = e dt + 8Sd8t+§ 052
(5-5)
VOV 1y, 7V oV
= (57 +1Sig + 5078} 555 )dt + 08 SdWi.

Wir kénnen die Differentialgleichungen fiir B;, S; und die Gleichung (5-5) in (5-4)
einsetzen und erhalten

oV ov 1 oV
dY, = [cl(t)rBt + co(t) Sy — ( oy + uSi—— 55 + —02St2 882>}dt (5:6)
oV i
+ < ( )O'St _05t85>th

Falls das Portfolio keine zufélligen Schwankungen enthélt, muss die letzte Klammer
verschwinden, d.h. es gilt 9%(S;,t) = c»(t). Eingesetzt erhélt man aus (5-4) und
(5-6) die Gleichheit

1%
( 1(8) Bit-Si 5 (Sh 1) = V(&,t))dt:rytdt:dyt
oV 1 0%V
= [ea(rBy = 55 (801) — 50*SE 5 (S0 1)]at.

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten erhalten wir eine partielle Differentialgleichung
fir die Funktion V' = V(S,t), wobei wir S als unabhéngige Variable ansehen:

ov
ot

0*V ov
532 —=(S,t) +rS—(5,t) = V(5,t) =

2 2
T (S t) + ~028 55
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Dies ist eine Gleichung in (S, t) € (0,00) x (0, T"), welche noch mit Randbedingungen
versehen werden muss. Da eine Option auf einen wertlosen Basiswert selbst wertlos
ist, schreiben wir V(0,¢) =0 (¢ € [0,7]) vor. Bei einem européischen Call ist die
Endbedingung gegeben durch

V(S,T)=(S - E); :=max{S — E,0},

wobei E der Ausiibungspreis der Option ist. Fiir S — oo ist die Option annédhernd
soviel wert wie der Basiswert selbst, d.h. man verlangt

. V(S,t)
511—>H010T =1 (te][0,7)).

Insgesamt erhalten wir folgende Differentialgleichung von Black und Scholes, welche
wir jetzt wieder in der iiblichen Schreibweise V' = V (¢, s) aufschreiben.

1
Vi+ =0?s* Vo +1rsV, —rV =0

. ((t.) € (0.1) x (0,0),
V(T,s) =max(s — E,0) (s€(0,00)), (5-7)

V(t,0)=0 (t €10,77),

lim V(t,s)/s =1 (t €10,17).

S§—00

Die folgende Black-Scholes-Formel erschien am 15. 10. 1997 in der New York Times.

5.17 Satz (Black-Scholes-Formel). Zu d € R sei
1 2
N(d)::E/de > dp.
Definiere

dLQ (t, S) =

und
V(t,s) = sN(dy(t,s)) — BEe " TIN(dy(t,s)) ((t,s) € (0,T) x (0,00).

Dann lost V' die Black-Scholes-Gleichung (5-7).

Beweis. Wir beginnen mit einer Variablentransformation: Fiir s > 0 sei z := In (%)

bzw. s = Ee* und 7 := 50*(T —t) baw. t = T' — 155 Ferner sei
2

V(t,s) V(T — #, Ee”)

v(T,z) = = 7
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Wir erhalten

ot 1 1
T = V -\ 771 5 V7
’ E 'or E< %O'2> !
1
o = Ly 95 _Lpay 5y

E "0x E *F
o 2
= Vot e Vig = Vit BV = =V + Vi

Vaz : B E*TE
und weiter
1 1 S 52
Ur = Uz = _E§%_E%_E‘/SS
1
= ——{—82‘@5—174—5%+1LV+5%+52‘@5}
E 502 502
r s r V s
= 1575 5—1—2———‘/3
50’ E 50’ E E
= (]{?1—1)1)3;—]{31’0
mit ky 1= 1.

EU

Damit geht unser Problem in

= VUps + (k1 — vy, — kyv, (1,2) € [0,30°T] x R

(%

vEO,x) max(e —1,0), reR
v(T, —00) = T € (0, 3077
v(r,x)/e" — 1 (x —o0), T€[0,50°T]

iiber. Um dieses Problem zu 16sen, wéhlen wir den folgenden Ansatz:
u(r,z) = ey (1 1) baw.  v(r,x) = e Fu(T, x)

fiir gewisse, noch zu wahlende «, 6 € R. Wir erhalten

v, = fu+ ey, = BBy 4 e BTy
vy = v+ ey, = ae® BTy 4 2T BTy,
Vpr = Uy + @e® Py, 4 Oy = a2 BTy 4 20T BTy, 4+ 2T BTy
und weiter

0=v; — Upp — (kl - 1)’01 + klv
— % +pT {ﬂu + Uy — U — 20y — Uge — (k1 — 1) (0w + uy) + klu}

also
Ur = Uge + 200+ (k1 — 1)) us + (—B+ "+ a(ks — 1) — k1) u
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Sinnigerweise wéhlen wir nun

ki—1 ky —1)? ki — 1)? ki+1
a=_1-2 ﬁiz(l ) (ka )—k1:—<1+)
2 4 2 4
und damit erfiillt die Funktion
u(r,x) == e%(krl)”i(k”l)%v(ﬂ x)
das folgende System:
Uy = Ugy, (r,2) €[0,20?T]) x R
u(0, ) = max (f — e, o) = u(x), z€R
u(r,z)e 2®-Dr 0 - —co T € (0, 50°T]
u(T, x)e’%(kl’1)”6/6%(’“1“)2769‘7 —1 (z—o00) 7€|0,50°T]

Nach dem vorigen Abschnitt ist aber

_lz—y|?

1
pr— T d
Nz A to(y)dy

u(T, )

eine Losung zu obigem Problem mit

lim u(t,z) = uo(§).

x—E&

Mit z := % folgt

1 o 22
u(r,z) = —/ uo(x + V272)e” 2 dz.

oo

Es gilt

kitl | k1 By—1 , ky—1
ug(x + QTz)zmaX<e 2 THTe VTR o Ty VQTZ,O).

Damit folgt

1.2
U 62(k1+1)(:1:+ 27'z)€ 274z

8- ﬁ\

ﬁ\

/ % 1—1)(z+ 27'2)6—%2'2(12

Weiter gilt

1 / e%(k1+1)(x+ 2Tz)ef%z2dz

Vo2r J_ =

Var
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(k141 0
62( 1 1 1 1
_ 61(1@1—1—1)276—5(3—5(k1+1)\/27-)2d2

2T _ =

NoTa
- e%(klﬂ)z*i(kl“)%i /OO eféd/)
V2T J— Lk 1)VEr

_ e%(k1+1)z+%(k1+l)2rN(dl)

mit dy = &=+ (k1 + 1)v27 und N(d,) := \/LTN fle e’édp. Wir erhalten
u(r, x) _ eé(k1+1)x+i(k1+1)%N(dl) . eé(kl—l)az—&-%(kl—l)QrN(dQ)

mit dy == 2= + L(k1 — 1)V/27. Riickwiirts ergibt sich nun

v(T,2) = e"N(dy) — e ™" N(dy)

und
V(t,z) = sN(dy) — Ee """ N(dy)

In($)+ (r£ 2 ) (T—t
mit d1’2 = (EH_U( E)( )

i

d) Maximumprinzip

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einem Maximumprinzip fiir parabolische
Differentialoperatoren von der Form

n

Lu = Z aij(t, )0, Op;u + Z bi(t, x)0p,u+ c(t,x)u —up = f(t, )
ij=1 i=1
fir € Q, Q Gebiet im R", t € [0, T] beschiftigen. Sei D := (0,7 x Q, Q :=
(0,T)xQ, X :=1[0,T]x0QU({0} x). Vorausgesetzt sei a;;, b;, c € C(D) und (a;;) sei
gleichméfig positiv definit. Zunéchst beweisen wir das schwache Maximumprinzip:

5.18 Satz. Sei Q beschrinkt und u € C*(Q) mit Lu > 0 in Q, sowie ¢ = 0. Dann
nimmt u sein Maximum auf X an.

Beweis. (i) Sei Lu > 0 in Q. Wir beweisen, dass u sein Maximum nicht in @ an-
nimmt. Sei dazu angenommen, dass u sein Maximum in (tg,z¢) € ) annimmt.
Offenbar gilt dann w,(ty,zo) = 0 und Jyu(ty, xo) = 0. Weiter ist (0,0, u(to, 20))i,
negativ semidefinit. Wegen der positiven Definitheit von (ay;)7;—, folgt damit

n

Z aij(to, 20)0x,0r,u(to, o) < 0

ij=1
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und also folgt Lu(ty,zo) < 0, was aber im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

(i) Sei nun Lu > 0, € > 0, u.(t, x) := u(t, x) +ce’™*, wobei die Konstante « noch zu
bestimmen ist. Es ist Lu. = Lu + & (y%a1; +yb1) €™ > 0 in Q, falls v = v(a1, by)
grofl genug ist. Nach (i) folgt

max U, = Max U, =—> maxu = maxu
o) oD D oD

(iii) Sei Lu > 0. Wir zeigen, dass u sein Maximum nicht auf {7’} x © annimmt. Es
sei xp € Q mit w(T, xg) = maxyeq u(T,y). Es folgt

> i (T, 20)05,00,u(T, 20) + Y bi( T, 20) 0, u(T, 29) < 0
,j=1 i=1
Ferner gilt u: (T, z) > 0 und also folgt Lu(T, z9) < 0 was nicht sein kann.

(iv) Sei Lu > 0, ¢ > 0, u.(t,x) := u(t,x) + ce~'. Es folgt Lu. = Lu+ee™* > 0.
Wegen (i), (4i7) folgt mit ¢ — 0 die Behauptung. O

5.19 Korollar. Es sei ¢ = 0, Lu = Lv, u(0,z2) = v(0,z), u(t,x) = v(t,x) fir
x € 0. Dann gilt schon u = v.

Es gilt auch das starke Maximumprinzip

5.20 Satz. Gelte Lu > 0 und sei M = suppu. Sei u(ty, xo) = M fir ein (to,zo) €
D und es gelte eine der folgenden Bedingungen:

(i) c=0
(15) ¢c<0und M >0
(i3i) M =0

Dann gilt w = M in [0,ty] x €.
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6. Sobolevraume

6.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt, welcher wieder Hintergrundwissen fiir
die Theorie partieller Differentialgleichungen bereitsstellt, werden die wichtigsten
Funktionenrdume fiir diese Theorie, ndmlich die Sobolevraume, kurz vorgestellt.
Diese stellen sich als guter Losungsbegriff fiir alle Typen partieller Differentialglei-
chungen heraus. Es gibt viele verschiedene Zugénge zu Sobolevrdumen, hier werden
exemplarisch einige Zugéinge besprochen. Grundlage ist wieder die Ableitung im
Distributionssinne.

a) Sobolevridume mit natiirlicher
Differenzierbarkeitsordnung

Im folgenden sei 2 C R™ ein Gebiet und 1 < p < o0.

Fiir eine Distribution v € Z'(R") und einen Multiindex o € Nfj schreiben wir
0% € LP(R"),

falls eine Funktion f € LP(R™) existiert mit 0%u = [f] in 2'(R"). Hier ist [f] wieder
die zu f gehorige reguldre Distribution.

6.2 Definition (Sobolevrdume). a) Zu s € Ny definiere
WP(Q) :={ue 2'(Q): 0 e LP(Q) (0<|a| <s)}.

Als Norm in W*P(Q) definiert man

1/p
[ullwso@) = llullspo = 0%l iy )
(D)

0<|a|<s

b) Zu s € Ny definiere H*?(2) als die Vervollstandigung von {u € C*(Q2) : ||u||sp0 <
oo}. Im Falle p = 2 schreiben wir auch H*(Q) statt H*%(Q).

c) Zu s € Ny definiere H;”(€2) als den Abschluss von C2°(£2) im Raum H*P((Q).

6.3 Bemerkung. a) In der Definition von W#*P(Q) wird insbesondere u € LP(f2)
gefordert. Daher kann man auch schreiben

WeP(Q) ={ue LP(Q): 0u e LP(Q) (0 < |a| < s)}.

b) Die Vervollstandigung eines metrischen Raums kann abstrakt definiert werden. Im
Fall von H*P(Q2) ist aber wegen || - ||Lr(q) < || - ||sp,0 offensichtlich H*P(Q) C LP(€2),
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d.h. ein Element der Vervollstandigung kann mit einer Funktion in L?(£2) identifiziert
werden.

¢) Im Fall p = 2 erhélt man das Skalarprodukt

(U V)ypoa () = Z (0%, 00) 2(q) -

laf<s

6.4 Lemma. Die Riume H*P(Q) und W*P(Q) sind Banachrdume.

Beweis. Der Raum H*P(Q) ist als Vervollstdndigung eines normierten Raumes ein
Banachraum. Sei also (u,)nen € W*P(Q) eine Cauchyfolge. Nach Definition der
Norm ist fiir 0 < |o| < s auch (0%u,), C LP(Q2) eine Cauchyfolge, daher existiert
ein u, € LP(Q2) mit 0%u,, — uq in LP(2). Setze u = u(,. o).

Fiir die zugehorigen reguléren Distributionen gilt mit der Holder-Ungleichung fiir
alle p € 2(Q0)
0%ua] () — [l ()] = \/ i, — 1) (@) () da
< [10%un — wallr@ll#llLa@) — 0 (n — o0),

wobei Ilj + % = 1 ist. Also gilt

(0°[u) () = (=1 )(9%0) = lim (1) *[u,)(0%p) = lim [0%u,](p)
= lim [0%u,] () = [ua](#)

fiir alle ¢ € 2(Q2). Somit ist 0“u = u, in Z'(2), d.h. u € WP(Q).
Es folgt

[[wn — uHspQ < Z [0%u, — 8aul|LP(Q (n — o0),
0<|cr|<s
also haben wir u,, — u in W*P(Q), und W*P(Q) ist ein Banachraum. O

6.5 Lemma. Firl <p < oo und s € Ny gilt

H*(Q) C W*P(Q).

Beweis. Sei u € H¥P(Q2) und (uy,), C C*(2) eine Cauchyfolge bzgl. || - |50, welche

gegen u konvergiert. Nach Definition der || - ||s,0-Norm gilt wieder 0%u,, — u,
mit u, € LP(2). Wie im letzten Beweis sicht man 0%u = u, in 2’'(?) und damit
u € WP(Q). O
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Tatséchlich sind die beiden Definitionen von Sobolevrdumen fiir allgemeine Gebiete
dquivalent. Der folgende Satz wurde erst 1964 bewiesen (wihrend die ersten Defini-
tionen bereits 1938 formuliert wurden).

6.6 Satz. Firl <p < oo und s € Ny gilt

WeP(Q) = H(Q).

Beweisskizze. Wir miissen nur noch W*P(Q2) C H®*P(Q)) zeigen, d.h. zu zeigen ist,
dass C™(2) N H*P(§2) dicht in W*P(Q) liegt. Unter Verwendung des Friedrichschen

Glattungsoperators kann man sogar zeigen, dass

{p e C=(Q) : [ellspa < oo}

dicht in W*P(Q) liegt. Dies geschieht iiber eine kompakte Ausschépfung von 2 und
eine zugehorige Partition der Eins. Die Details sind z.B. im Buch von Adams [1]
beschrieben. O

Die Raume H*?(Q2) und W*P(Q) sind typische Sobolevrdume, benannt nach Sergei
L’vovich Sobolev (6.10.1908 - 3.1.1980). Wir gehen jetzt noch kurz auf den Raum
Hy?(€) ein, wobei wir uns auf p = 2 beschrinken. Im folgenden bezeichne

(u,v)s ::/Qu(x)v(x)dx

das L?-Skalarprodukt. Fiir vektorwertige Abbildungen F,G € L?(Q)" := L*(Q;C")
wird ebenfalls die Bezeichnung (F,G), = [,> " Fi(z)G;(x)dx verwendet. Fiir
FecY Q)" war divE =" | 9,,F; die Divergenz.

Analog zur Definition von W*?(2) betrachtet man

W, 2(Q) :={u e H"*(Q) : YF € (L*(Q))",div F € L*(Q) :
(u,div F)g = —(Vu, F)s}.

Der Raum W, () verallgemeinert die Bedingung u|sq = 0. Ist némlich 9Q glatt
und u ebenfalls glatt, so konnen wir zunéchst

0= / udiv Fdz + / VuFdr = / u{n, FdS(x)) (F € C*(Q))
Q Q o0
und somit u|sn = 0 schliefen.

6.7 Satz. Es gilt Hy”(Q) = W, *(Q).
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Beweis. (i) Zu u € Hy?(Q) existiert nach Definition eine Folge (up)nen € C2°(G)
mit u, — u beziiglich der H'*-Norm. Es ergibt sich fiir alle F' € (L*(2))" mit
div F' € L*(G):

(u,div F), = lim (u,,div F'), = — lim (Vu,, F), = —(Vu, F),,

d.h. es gilt u € W,*(Q). Hier wurde die Holder-Ungleichung fiir p = 2 in der Form
[{(u = un), div F)o| < lu—upl2 - || div |5
verwendet.

(ii) Zunichst ist offensichtlich, dass W, *(Q) ein Hilbertraum mit dem H'2-Skalar-
produkt ist. Weiter ist nun HS’Q(Q) ein abgeschlossener Unterraum. Wir werden
zeigen, dass das orthogonale Komplement

(H* ()" = {u € Wo() : {u,@hwrzey =0 (¢ € Hy*(Q))}
nur aus der Null besteht. Da der Raum W,*(Q) in der Form W,*(Q) = Hy*(Q) @
(HS’Q(Q))L direkt zerlegt werden kann, folgt daraus die Behauptung.

Sei also u € (H2(Q))". Offenbar gilt dann fiir alle ¢ € 2(2)
<U’7 QO>W12(Q) - <U, 90>2 + <Vu7 v@)Q = 0.
Damit gilt
(Alu))(p) = div[Vu](p) = = (Vu, Vo) = (u, ) = [u](p) (¢ € 2(Q)),
d.h. Au=u € L*(Q). Daraus folgt nun wiederum
0 < Jlullz = (u,u)y = (u, Au)y = = (Vu, Vu), = —||Vull; <0

also v = 0 und das war zu zeigen. O]

b) Sobolevrdume mit reeller Differenzierbarkeitsordnung

Im Falle 2 = R™ kann man relativ einfach Sobolevraume mit reeller Differenzier-
barkeitsordnung definieren. Wir beschrinken uns auf den Fall p = 2 und verwenden

die Fourier-Transformation. Dazu zunéchst noch ein Nachtrag zum Zusammenhang
zwischen 2’(R") und . (R").

6.8 Bemerkung. Fiir hinreichend oft differenzierbare Funktionen gilt die Leibniz-
formel

a o a—
D( )= X (§) (0 n0%)
BLa b
Dabei ist § < a komponentenweise zu verstehen. Dies sieht man durch Ausschreiben
und Anwenden der Produktregel.
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6.9 Satz. Z(R"™) ist dicht in ./ (R").

Beweis. Sei f € (R") und ¢ € Z(R™) mit ¢(z) = 1 fiir |z| < 1. Setze f,.(x) :=
f(x)¥(rz) (z € R",r>0). Dann ist f,. € Z(R").

Fiir ein Polynom P und a € Ny gilt (wieder unter Verwendung der Leibniz-Formel)
P(x)D(f = fir)(x) = P(x)D*(f(x)(1 = ¢ (rz)))
- P@ X (5) 0@ [0 - )

BLa

Es gilt DA[1 — 4(rz)] = 0 fiir |ra| < 1. Wegen P(x)(D* P f)(x) — 0 fiir |z| — oo
(gleichméfige Konvergenz) folgt damit P(x)D*(f— f,)(z) — 0 beziiglich gleichmé&Bi-
ger Konvergenz, d.h. es gilt f, — f (r — 0) in & (R"). O

6.10 Satz. Sei a € N} und P ein Polynom, g € .#(R"™). Dann ist jede der drei
Abbildungen f+— P - f, f— g-f und f — D*f stetige lineare Abbildungen von
S (R™) nach L (R™).

Beweis. Dass die Funktionen D*f, P - f und g - f wieder in .(R™) liegen, folgt
sofort aus der Leibniz-Formel. Die Stetigkeit folgt durch direktes Nachrechnen der
Folgenstetigkeit. O

6.11 Bemerkung. a) Die Adjungierte der Abbildung i: Z(R") — Z(R") aus
Bemerkung 5.7 b) ist wohldefiniert und injektiv. Diese ist gegeben durch

i (R = Z'(RY), u— ulgmn).

Es gilt i'(u) = uwoi. Nach Satz Bemerkung 5.7 b) ist ¢ stetig, d.h. i'(u) € Z'(R™).
Da 2(R™) C #(R™) nach Satz 6.9 dicht ist, ist u € ./(R") schon durch die Werte
auf Z(R™) festgelegt, d.h. i’ ist injektiv.

b) Unter Verwendung der Identifizierung i': ./ (R") — 2'(R") besteht .#'(R"™) aus
allen Distributionen v € 2'(R"), die sogar bzgl. der Topologie von . (R") stetig
sind. Da die Topologie von . (R") eine Wachstumsbedingung beinhaltet, spricht
man auch von temperierten Distributionen. Genau diejenigen Distributionen u €
2'(R™) sind temperiert, die eine stetige Fortsetzung auf .7 (R"™) besitzen.

¢) Damit sind auch D% und f - u fur f € C®°(R") fir v € .'(R") definiert. Fir
ue S (R") und a € Nf gilt

D*u e ' (R"),
P-ue ' (R") falls P ein Polynom ist,
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frue (R falls f e S(RY).

Dies folgt direkt aus der Stetigkeit der entsprechenden Abbildungen .#(R") —
< (R"™) (Satz 6.10).

6.12 Bemerkung. Fiir v € .”(R") und a € Nj folgt

F (D) = i*z*Fu  in .7 (R").

6.13 Lemma. Sei s € Ny. Dann ist

HY(R™) = {u e ' (R") : F~ Y1+ |¢]>)*2Fu € L*(R")}

und die Norm ||u||gsmny ist zur Norm

lull7 = 1771+ 1622 Full 2y

dquivalent.

Beweis. Ubung. [

6.14 Definition (Sobolevrdume mit reeller Ableitungsordnung). Fiir s € R sei

H*R™) = {u e L' R") : ZH 1+ [€?)*2Fu e LHR")}

der (L?-)Sobolevraum der Ordnung s. Die Norm || - || s ist definiert durch

lull e = 17711+ 1622 F ull 2 ny.

6.15 Bemerkung. a) Fiir « € H*(R") gilt (1 + |[£[*)¥2.Zu € L*(R") und damit
Fu € L2 (R™). Damit ist .Zu auch fiir s < 0 eine Funktion.

loc

b) Nach Definition gilt offensichtlich

Il
~
[}

H°(R™) (R™),
HY(R™) ¢ LX(R") (s > 0),
HYR") c H(R™) (s> 1).

6.16 Satz (Losbarkeit elliptischer Gleichungen). Fiir jedes f € L*(R™) besitzt die
elliptische Gleichung
(—A+1Nu=f
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genau eine Ldsung
u € H*(R"),

und es gilt die zweiseitige a priori-Abschdtzung
Cill fllez@ny < llullmzme) < Coll fll 2.

Somat ist der Operator
~A+1: H*R") — L*(R")

ein Isomorphismus von Sobolevrdumen.

Beweis. (i) Definiere u € ./(R™) durch

1
L+ [¢f?

ui=F""!

T,

Dann gilt
lullzr = 1771 + 1€P) Fullr2 = [If]lz2 < o0,
d.h. es ist u € H*(R™). Weiter ist
(—A+Wu=F "1+ Fu=F ' Ff=],

d.h. u ist eine Losung der Gleichung.

(i) Andererseits gilt fiir jede Losung v € H%(R™) der Gleichung auch Fu = (1 +
|€12).Z f, d.h. die Losung ist eindeutig und durch obige Formel gegeben.

(iii) Die a priori-Abschétzung wurde oben bereits gezeigt. O

c) Wichtige Sitze aus der Theorie der Sobolevriaume
Die folgenden Ergebnisse aus der Theorie der Sobolevraume werden nicht bewiesen.

6.17 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). Seien s € N, k € Ny und 1 < p < o0,
und sei Q C R"™ ein C*-Gebiet.

Falls s > 7+ k, dann gilt
W*P(Q) — Cy(Q).
Weiter existiert ein C > 0 so dass fiir alle u € W*P(§) die Abschdtzung

[ullepa) < Cllullwsre)

qgilt.
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6.18 Definition. Seien X und Y normierte Raume und K : X — Y eine Abbil-
dung. Man spricht davon, dass K kompakt ist, falls fiir jede Folge (z,)nen in X,
welche dort beschrankt ist gilt: (K, )nen besitzt in Y eine konvergente Teilfolge.

6.19 Definition. Sei G C R?.
(i) Fiir eine beliebige Indexmenge I sei (U;)ic; eine Uberdeckung von G. Sie heifit
lokal-endlich, falls gilt:
Ve e G:3e>0:#{U; : UiNB(x,e) #0,i € I} < o0
(74) G besitzt die Segmenteigenschaft genau dann wenn es eine lokal endliche offene
Uberdeckung {U;,i € I} des Randes OG mit
Viel:3eR:VaeUNGYte (0,1):z+t5 €
gibt.

6.20 Satz (Rellich-Kondrachov). a) Sei Q@ C R" ein Gebiet. Sei 1 < p < oo und
m € N. Dann ist die Einbettung

Wo™(Q) — LP(Q)
kompakt.

b) Sei QQ C R™ ein beschrinktes Gebiet, welches die Segmenteigenschaft besitzt. Fiir
1 <p<ooundm e R" ist die Einbettung

Wm™P(Q) — LP(Q)
kompakt.

c) Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet, welches die Segmenteigenschaft besitzt. Fiir
1 <p<ooundm e N mit mp>n st die Einbettung

W™P(Q) — Cp(Q)
kompakt.

Die folgende Ungleichung ist sehr wichtig, um Abschédtzungen beweisen zu kénnen.

6.21 Satz (Erste Poincarésche Ungleichung). Es sei Q C R™ ein Gebiet, welches in
eine Richtung beschrinkt ist. Dann existiert eine Konstante d > 0 so, dass

lullr2) < d|Vullrz@p (v € Hy()).

1/2
[ulmey = (D 10°ule )

la|=1

Damit ist durch

auf H(Q) eine Norm gegeben, welche zur Norm || - || g1 (q) dquivalent ist.
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Beweis. Ubung. [

6.22 Satz (Zweite Poincarésche Ungleichung). Sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet
mit Segmenteigenschaft. Dann existiert ein ¢ > 0 mit

lallze < e | 1Vulliz@n + /u(m)dm (ue H'(Q)),
Q

Damit ist durch

9\ 1/2
s = (IVallfa@y + [ 1) 2 [)

eine Norm auf H'(Q) gegeben, welche zur Norm || - || g1 (q) dquivalent ist.

Beweis. Wir nehmen an, dass eine Folge (uy)nen C H' () existiert mit ||u,||r2) =
1 und 1
IVuallze + [ {un oy | < (n€N).

Nach dem Satz von Rellich-Kondrachov existiert eine Teilfolge (t,)nen, die et-
wa gegen ug € L*(Q) konvergiert. Wegen ||Vi,||rz — 0 folgt, dass (U, )nen C
H'(Q) eine Cauchyfolge ist. Da H'(Q) vollstéindig ist, existiert ein uwy € H'()
mit ||t — Tollpr@) — 0. Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes ist uy = .
Wegen (u,, 1) — 0 folgt (ug, 1) = 0. Andererseits gilt Vuy = lim,,_.., Vu,, = 0, also
ug = const. Insgesamt folgt also ug = 0 was im Widerspruch zu

[uollzz = lim [[u, L2 =1
n—oo

steht. O
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7. Hyperbolische Theorie I: Wellengleichungen

7.1 Worum geht’s? Als weitere wichtige Klasse partieller Differentialgleichun-
gen werden in diesem Abschnitt hyperbolische Gleichungen besprochen. Der Mu-
stervertreter ist die Wellengleichung, wir werden aber etwas allgemeiner lineare
symmetrisch-hyperbolische Systeme betrachten. Zunéchst wird ein elementarer Zu-
gang gewahlt, bei welchem insbesondere Energieabschétzungen bewiesen werden. Im
Rahmen der Sobolevraume konnen unter Verwendung dieser Abschétzungen dann
auch Existenzbeweise gefiihrt werden. Der wesentliche Schritt zum Beweis der Exi-
stenz einer Losung ist die Approximation durch analytische Funktionen und die
Anwendung des Satzes von Cauchy-Kovalevskaya.

a) Energieabschitzungen

7.2 Beispiel (d’Alembertsche Formel). Im hyperbolischen Fall sind Anfangswert-
aufgaben typisch. Als Beispiel betrachten wir das Problem:

—Ugy + Uy, = 0 in G =R?
u(z,0) = ug(x)
ou(z,0) = uy(x)

Zunéchst nehmen wir eine Variablentransformation vor. Wir setzen ( := = + y und
n:=x—ybzw. x = CJFT" und y = C%" Weiter sei @(¢,n) = u(H2, 2

=51, 551), dann ergibt
sich fiir die quadratischen partiellen Ableitungen:

Uzz = (ﬂCCz + Ennw):v = (ﬂC + En)ﬂc = U¢¢ + 2Ugy + Uy
Uyy = (ﬂcgy + ﬂnﬁy)y = (ﬂc - ﬂ17)1/ = U¢c — 2U¢y + Uy

Mithilfe der Differentialgleichung erhélt man ., = 0 Damit ist klar, dass fiir geeig-
nete Funktionen f und g

u(¢,m) = f(¢) +g(n)

gilt. Durch Riicktransformation ergibt sich nun unmittelbar

u(r,y) = flr+y) +g(r—y).

Unser Ziel ist natiirlich, die Funktionen f und ¢ explizit anzugeben. Das ist unter
Verwendung der Anfangsbedingungen auch tatséchlich moglich. Es soll ja u(z,0) =
f(x) + g(z) = up(x) und dyu(x,0) = f'(z) — ¢'(z) = ui(x) gelten. Aus der zweiten
Bedingung folgern wir zunéchst durch Integration f(z)—g(x) = f;) uy(s)ds+k und
erhalten dann:

1 Tty
u(z,y) = §{Uo($+y)+k‘+/ uy(s)ds
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zo—y
+ up(r —vy) —kz—/ ul(s)ds}
0 e

_ l{uo<x+y)+uO<x—y)+/

2 oy

w(s)ds .

Diese ,,Losungsformel “ wird auch als d’Alembertsche? Formel bezeichnet. Bei dieser
Formel ist die Beziehung zwischen Daten und Losung schon zu erkennen.

Die klassische Wellengleichung in einem Gebiet 2 C R” ist gegeben durch
yr —Ay=0 (teR, ze€Q).

Im Fall n =1, Q = (0,1) beschreibt diese Gleichung eine ungedampfte, schwingende
Saite der Léange [. Im Fall n = 2 wird das Verhalten einer Membran beschrieben und
im Fall n = 3 wird eine Luftsdule modelliert.

Etwas allgemeiner betrachtet man skalare hyperbolische Gleichungen zweiter Ord-
nung. Gesucht ist eine Funktion v = v(¢, z), die fiir £ € R und =z € R" das folgende
Anfangswertproblem 16st.
Ofv = Z a;;(t, ©)0;0;v + Z bi(t, )0 + c(t, z)0pw + d(t, x)v
3,j=1 =1 (7_1)
(t,z) e R x R"
0(0,2) = vo(x), 0(0,2) = wi(z), =z ER".

Hierbei ist (a;;);; eine symmetrische, positiv definite n x n-Matrix. Derartige hy-
perbolische Gleichungen sind Spezialfille von linearen symmetrisch-hyperbolischen
Systemen.

7.3 Definition. Ein lineares symmetrisch-hyperbolisches System hat die Form

Lu= A°(t, x)0pu+ 370 AV (t,2)du+ B(t,x)u = f(t,x), (t,2) € R xR"
u(0,x) = ug(x), x € R".
(7-2)
Hierbei sind A%, A!, ..., A", B von t und z abhiingige symmetrische N x N - Matrizen
mit komplexen Eintrigen. Weiter sei A° gleichmiBig positiv definit. Genauer gelte

A% AL AT € CHR x R, CY*Y), B e Cy(R x R",CN*N),

Es sei
ap 1= uecilr,1|1f,|:1,<A0<t’$)U’v> >0
(t,2) ERXR™
und
aj = sup (A7 (t, 2)v,v)| < oo.

veC™,|v|=1,
(t,z) ERXR™ j=1...n

3Jean Baptiste Le Rend d’Alembert, 16.11.1717 - 29.10.1783
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7.4 Bemerkung. Die Gleichung (7-1) kann in die Form (7-2) gebracht werden
mittels der folgenden Transformation

Uy = O,

Up = Opv,
Upi1 = O,
Up+2 = V.

Damit ist N =n -+ 2 und

Zaij(t, I’)atuj' - Z aij(t,x)ajunﬂ =0 (Z = 1,..., n),
j=1 j=1

atun+1 - Z aij<t7 x)a]ul - Z bl<t7 SL’)UZ - C(tu x)unJrl - d<t7 x)un+2 = 07

ij=1 i=1
atun+2 — Up+1 = 0

also Lu = 0, wobei L von der Form (7-2) ist und

aijpy - Qip 0 0 0 tee 0 —ay; 0

A= | a, aw 00 [, A=] 0 = 0 —ay 0
0 Tt 0 10 —Q1j ccc —Apj 0 0

o --- 0 01 o - 0 0 0

Dabei sieht man sofort, dass A° symmetrisch und positiv definit ist. Weiter erkennt
man die Symmetrie der A’ (j = 1...n). Schliellich ist

0 tee 0 0 0 811)0

B = 0 0 0 0 |, w=/| 0,0
—bl —bn —c —d (%1
0 0O -1 0 Vo

Fiir unsere weiteren Argumentationen benoétigen wir das folgende auf Gronwall?
zuriickgehende Lemma

7.5 Lemma (Lemma von Gronwall). Es seien a > 0 und ¢, h € C([0,a],R),h > 0,
g :[0,a] — R monoton wachsend und es gelte fir alle t € [0, a:

() < gt) + / h(r)p(r)dr

4Thomas Hakon Gronwall (orig. Hakon Tomi Gronwall), 16.01.1877 - 09.05.1932
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Abbildung 6: Der Kegel K” im Fall n =2

Dann folgt
VEe[0,a]: @(t) < g(t)elo Mrdr

Wir betrachten wieder Systeme von der Form (7-2), wobei die Matrizen A°, ..., A"
symmetrisch und A° positiv definit seien. Sei nun p := me-und K? = K P(ty) der
abgeschnittene Kegel (Abb. 6)

KP:={(t,x) eRxR":x € K;,0 <t <tg} (7-3)

TO—S

KS::B(O, )CR", 0<s<Ty

Der Rand 0K” von K” besteht nun aus drei Teilen. Dem Mantel M, dem Boden
{0} x K sowie dem Deckel {to} x Ky,. Unser Ziel ist es nun, eine Funktion u(t,-)
durch up und f abzuschétzen. Wir geben zunéchst ein Beispiel fiir eine sogenannte
a priori Abschétzung.

7.6 Beispiel. Es sei {2 C R” ein beschrinktes Gebiet. Wir betrachten das folgende
Anfangsrandwertproblem fiir die Wellengleichung.

yu — Ay = f, (t,2) € R x Q
y(O) = yO;yt(O) =1y, T €N
Yloo =0

Multiplikation der Differentialgleichung mit y; ergibt nach Integration

/ Yy — Ayyda = / fydx
Q Q

1d
- ——/yfdx—i—/VyVytdx:/fytdx
1d 9 9 1 9 1/ 9
—— de < = d — d
= 53 QytHVy\ x_z/ﬂyt T+ Qf x
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Definieren wir E(t) := [, y7 +|Vy|*dz, so ergibt sich aus dem obigen unter Verwen-
dung des Lemmas von Gronwall

E(t) < (E(O)+ /0 t /Q f2da:ds> et

Das heift, dass wir eine Funktion, die das Problem 16st gegen die Anfangswerte und
die Inhomogenitét abschétzen kénnen.

Nun wollen wir in Analogie zu dem Vorgehen in obigem Beispiel eine Abschéitzung
fiir

/K (Lu(t, ), u(t, 1), )

finden. Es wird sich im folgenden zeigen, dass der Mantel M von K* | raumartig“
fiir L ist. Wir definieren

1
3
utt o= [ A% a)utt, ot e
Ky
Offenbar gilt mit einem gewissen ag > 0

aollult, 2,y < lult, )k, < dollult 12, (¢ € [0, To]).

7.7 Satz (Energieabschitzung). Sei Ty > 0. Der Kegel K? = K?(Ty) sei wie in
(7-3) definiert, und es seien f € C(K?,CN) und ug € C (Ko, CV) gegeben. Falls
u € CY(K?,C") eine Lisung von

Lu(t,z) = f(t,z) ((t,z) € K?),
w(0,2) = ug(x) (x € Kp)

ist, so ewistiert eine Konstante ¢ > 0, welche nur von der Norm,
1(A°,0,A°%, 0, A, ..., 0, A", B) ke )

abhdngt, so dass

1

utt e < sk + ([ 11 ar) e € 0.7

Beweis. Wir nehmen auf beiden Seiten der Gleichung Lu = f das Skalarprodukt
mit v und betrachten den Realteil. Es gilt

Re(Lu,u) = Re <A0ut + Z A’0;u + Bu, U> = Re(f, u).

j=1
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Wir verwenden nun
O (A%, u) = 2 Re(A%uy, u) + (0, A")u, u)

und die analoge Aussage fiir 9;(A7u, u). Damit folgt

Re(Lu,u) = Re [%@(Ac)u, u) — %((@Ao)u, u)

45 D0 AT ) = 5 (0,4 ) + (B ).

=1
Definiere nun

H:=0,A"+> 0,4’ —2B.
j=1

Dann kann die letzte Gleichung geschrieben werden als

(A%, u)
| (Al
div, : = Re <<Hu, u) + 2(f, u>)
(A™u, u)
Hier ist div; u := Qyug + O1uy + ... + Oty

Sei tg € (0,Tp). Integration iiber K*(ty) unter Verwendung des Integralsatzes von
Gauss liefert nun

/1<P<to> (Re(du ) + 2Ref, ) Jdr = /am(to) (ot + g”j (A'u,u))dS ().

hierbei ist n = (ng,n1,...,n,) die dussere Normale an 0K”(ty). Im Einzelnen hat
der Normalenvektor auf {0} x Ky die Gestalt n = (—1,0,...,0), auf {{o} x Kj, hat
er die Gestalt n = (1,0, ...,0). Der Mantel M kann wie folgt parametrisiert werden

M ={(t,z) : t =~(x) =Ty — plz|,x € Ko,0 <t <tp}

Daraus folgt, dass der Normalenvektor auf M die Gestalt n Ji (1 ) hat.

Einsetzen liefert nun

/Kp Re ((Hu, u) + 2(f,w))d(t,z) = / (A°(to, m)ulto, ), u(to, v))dx

Ky,

_/K<A0(O,x)uo(x),uo(x)>dx

+\/%p2 /M ((A%,u)—Z(@ﬂ)(Aju,u))d(t,:c). (7-4)

j=1
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< | ™

Abbildung 7: Normalenvektoren auf den verschiedenen Bereichen der Oberfléche des
Kegelstumpfs

Nach Definition von v und p folgt nun

> @) ()| < 3 I0larful? < iVl = prasful?
j=1

j=1
= aolul* < (A%, u)

und daraus folgt
t
Julto) %, < |u0|§(0+/°/ (Hu,u) + 2Re(f, u)dzdr

Ot0 r

<tuoli, + [ [ (Hu0)+ 27 ) ddr
0 ] -

< Juol%, +c/ / (Jul® + 2| f] - u])dzdr
Ot0 r

< ol +c/ (jul + 1 £])*dedr
0 o

< |uol%, + 20/0 /K (Jul® + | f|*)dzdr

to to
ﬁm%+0/|wm%ﬂH0/|ﬂnﬁﬂr
0 0

mit Konstanten C, ¢ > 0. Die Behauptung folgt nun aus dem Lemma von Gronwall.
O

7.8 Bemerkung. Man sieht an obigem Beweis, dass der entscheidende Schritt darin
liegt, dass der Integrand in (7-4) punktweise nichtnegativ ist. Als Funktion von w ist
damit das Integral positiv semidefinit. Man nennt die Mantelfliche des Kegelstump-
fes K* raumartig (fiir den Differentialoperator L), falls der Integrand punktweise
nichtnegativ ist.
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Bei Verkleinerung von p wird der Integrand grofer, wie man an der Darstellung des
Normalenvektors sieht. Damit gilt: Fiir einen Kegelstumpf K° mit § < p ist die
Mantelflache ebenfalls raumartig (der Integrand ist sogar an jeder Stelle positiv).
Andert man die Koeffizienten von L geringfiigig, so bleibt der Integrand positiv, d.h.
die Mantelfliche raumartig.

Energieabschéitzungen gelten auch fiir hohere Normen. Wir definieren fiir s € Ny

Ol = (3 070l )

laf<s

7.9 Satz. Es seien s € N und A%, A', .., A", B € C§(R x R",CN*N). Weiter sei
f € C3(KP(Ty),CN) und ug € C*(Ky, CN). Falls u € C*TH(K*(Ty), CYN) eine Losung
von
Lu(t,z) = f(t,z) ((t,z) € K?),
u(0,z) = up(x) (z € Kyp)

ist, dann existiert eine Konstante
c=¢ (H(AO, Al, ey An, B)HCS(K,O(TO))) >0
so, dass fiir alle t € [0, Ty]

1

To >
e o < flulus + ([ 1709 ar) e
0

Beweis. Es erfiillt V' := (u, 0yu, ..., 0,u) die Differentialgleichung

AV 4+ AV BV =F V(t=0)=V

Jj=1

A° 0 Al 0
AO ey c. A , A-] = .
0 AY 0 Al
weiter ist F eine von f, 01 f, ..., 0, f abhéngige Funktion und Vi = (ug, 01uq, ..., Opuo).
Anwendung des vorigen Satzes liefert eine Abschétzung fiir V' und somit die fiir u
fiir den Fall s = 1. Bei s > 1 geht man analog vor. O

Die a priori Abschitzungen in den vorigen Sétzen implizieren die fiir hyperbolische
Gleichungen typische sog. endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (Abb. 8). Fiir f =0
héngt u(t) in K; im Wesentlichen nur von den Werten von ug in Ky ab. Hat ug
kompakten Tréger, so auch u(t) fiir jedes ¢ > 0. Im Gegensatz dazu hatten wir bei
parabolischen Gleichungen unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit.

© Robert Denk 15. 2. 2007



7. Hyperbolische Theorie I: Wellengleichungen 75

1

Supp u

Abbildung 8: Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit

b) Sobolevraumtheorie: Ein globaler Existenzsatz

Wir betrachten wieder lineare symmetrisch-hyperbolische Systeme von der Form
(7-2) und wollen nun die Existenz der Losung in geeigneten Sobolevriumen beweisen.

7.10 Lemma. SetT > 0. Die Koeffizienten des linearen symmetrisch-hyperbolischen
Systems (7-2) seien reell-analytisch im Bereich (t,z) € [0,T] x B(0,b) mit b > 0.
Dann ezistiert ein § > 0 (welches nicht von p und P abhingt) so, dass

Lu = A°(t, z)0pu + 377, A(t,2)0u+ B(t,z)u =0, (t,x) € RxR"

u(,u,a:) = P(:U), reR” (7_5)

fir jedes p € [0,T) und jedes Polynom P eine reell-analytische Lisung u(t,x) fir
(ta 1’) S [,U - 67 pt 6] X B<Oa b) (7_6)

besitzt.

Beweis. Da A° als positiv-definite Matrix invertierbar ist, kénnen wir (7-5) um-
schreiben in die Form

n

O ==Y (A% (t, x) A (t, )0

+ (A7t 2)B(t,x)v — (A°) 7} (t,2)(LP)(t,z) ((t,z) € R x R")
v(p,x) =0 (z € RY),

wobei v := u — P gesetzt wurde. Der Satz von Cauchy-Kovalevskaya liefert nun
die Existenz einer reell-analytischen Losung in einem Bereich der Form (7-6). Dabei
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: x
To/p To/B
Abbildung 9: Der Kegel K# im Fall n = 2.

héngt 0 nur von den Koeffizienten der Gleichung, nicht aber von p ab. Ersetzt man
P durch P/c mit einer positiven hinreichend grofien Konstanten ¢, so erhélt man
die Konvergenz in einem Bereich, der nicht von P abhéngt. Falls aber uw die Losung
des Systems (7-5) mit P/c statt P ist, so ist u := cu die Losung des urspriinglichen
Systems. Also hiangt ¢ auch nicht von der Wahl von P ab. n

7.11 Satz (Losbarkeit hyperbolischer Gleichungen). Es sei s € N mit s > & + 1.
Weiter seien A%, ... A", B € CstHR x R*,CM*N) und ug € H*(R x R")N. Dann
existiert eine eindeutige Ldsung

u e C([0,00), H*) N CX([0, 00), H*™)
des linearen symmetrisch-hyperbolischen Systems

Lu(t,z) =0 ((t,x) e R xR"),
u(0,2) = up(z) (z € R").

Ferner gilt u € C'([0,00) x R").

Beweisskizze. Es sei p = & die Kegelcharakteristik und sei 0 < § < p sowie M B die
Manteloberfléche von K ﬁ~(Abb. 9). Dann erfiillen alle Differentialoperatoren L mit

Koeffizienten go, .., A" B, welche A%, A', ..., A" B hinreichend gut approximieren,
die Voraussetzungen der Energieabschitzung.

(i) Zunéchst seien alle Koeffizienten von L reell-analytisch. Fiir beliebiges aber fe-
stes Ty > 0 werde g in K, durch eine Folge von Polynomen (uf)ren in H*(Kj)
approximiert. Nach Lemma 7.10 existiert eine lokale Losung u™ zu Lu™ = 0,
u™(t = 0) = u in einem Kegelstumpf K(§) mit K(6) := K° N {(t,x) : t <}
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fiir ein 0 mit 0 < § < Tj. Dabei kann § unabhéngig von m gewihlt werden. Die
zweite Energieabschitzung (Satz 7.9) liefert fiir ein nur von 7 abhéngiges C' > 0:

() = u™ )l mrecacy < Cllug — g [la1ss0)-
Somit konvergiert (u*(t))ren in H*(K;) fiir 0 < ¢ < 4.

Fir t € [0,6] definiert nun u(t) := lim,, .o u™(¢) ein u € C°([0,d], H*(K5)) N
C°([0,6] x Kj). Letzteres liefert der Sobolevsche Einbettungssatz da s > . Weiter
gilt in H*71(Kj)

¢
u™(t) = ug' +/ o™ (r)dr, 0<t <46,
0
Wegen

o (t) = Ay (— f: ATQu™ () — Eum(t))

erkennen wir, dass (9;u™(t))men gleichméBig gegen ein v(t) € H*1(Kjs) konvergiert.
Damit ist
v e C°[0,6], H(Ky))

Es ist .
u(t) = ug +/ v(r)dr
was ’
u € C°([0,8], H*(K;)) N C*([0,0], H* 1 (Ks))
und damit

u € C([0,8] x Ks)
impliziert. Sukzessive erhalten wir nun eine Losung in K°.

(ii) Es seien A%, A, ... A" B € Ci™ und ug € H*+!. Wir approximieren A° A, ..., A" B
gleichméBig durch analytische Funktionen

(Ag)kENv (Allc>k€Na ) (AZ)kel\b (Bk)keN

unter Beriicksichtigung aller Ableitungen so, dass Lj noch die Voraussetzung der
Energieabschétzung erfiillt, wobei

Ly = A0, + > A0, + By
j=1
Unter Verwendung von (i) kénnen wir das Problem
L =0, "t =0)=u
16sen. Wir erhalten

ub € C°([0,T), H** (Kr)) n C*([0, T], H*(K7))
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wobei 0 < T <ty < Tj ist. Unsere Energieabschéitzung liefert nun

[ (2)]

wobei ¢ nur von Tj abhingt. Die Differenz u* — u? erfiillt

oty < cl|uollspr2, 0 <t < T

Li(u" — ) = —Liw! = Ljw? — L’ = (Lj — Lp)w’ = fi;

(u* —u?)(t = 0) = 0.

Wieder liefert unsere Energieabschitzung

t
e < / 1]

t
< e / e () 1361 i,
0

[l () — w (¢)]

%Is (Kr) d?“

wobei ¢ nur von Tj abhingig ist und 0 < g;; — 0 fiir k,j — oo gilt. Wir folgern,
dass (u®(t)), in W*2(K;) gegen ein u(t) € W*?(K;) konvergiert. Mit den selben
Argumenten wie in Schritt 1, erhalten wir

ue C°[0,T), H*(Kr)) N CH[0, T}, H* " (K7y)), 0<T <t (7-7)
und es existiert ein nur von 7y abhingiges ¢ > 0 mit

[[u(t)]
Dies zeigt auch die Eindeutigkeit der Lésung.

(iii) Es seien A% Al ..., A" B € C;™' und uy € H*. Wir approximieren ug in H*
mit einer Folge (uf)reny C W*TH2. Entsprechend dem Vorgehen in (ii) ergibt sich
die Existenz von Lésungen u* von Lu* = 0, uf(t = 0) = uf, k € N, in K. Diese
Losungen erfiillen

me (k) < clluoll s (ko) < clluollse

sup [|u®(t) — v’ (t)]

0<t<tg

nsxry) < clluf — ud)

Hs

Dies zeigt die Existenz einer Losung mit der Regularitat von (7-7).

(iv) Die Koeffizienten seien gleichméflig beschrinkt. Fiir jeden verschobenen Ke-
gelstumpf der K? entspricht konnen wir eine lokale Losung finden. Mithilfe der
Eindeutigkeitseigenschaft konnen wir eine globale Losung

u € C'([0,00) x R)

finden. Es verbleibt zu zeigen, dass auch u € C°([0,00), H*?) N C'([0, 00), H*~1?)
gilt. Es sei € > 0, t1,t2 € [0,00) mit t1,t2 < T fiir ein 7" > 0. Dann folgt fur R > 0:

[u(ts) —ultz)|

we < Jlu(ty) —ufta)]

ms(Bo,R) T+ |ut) — u(t)| s @m\Bo,R) = [1 + I2.
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Es gilt fiir y = 1,2

;)]

wobei ¢ nur von T abhéngt und R; = Ry(5, R) < R mit R; — oo fiir R — oo gilt.

Fiir grofle R ist nun I, < 5 unabhéngig von ¢; und Z,. Fiir festes R ist I; < 5 sofern

|t1 — t2| hinreichend klein ist. O

e\ B(0,R)) < C|[to | ms(me\ B(0,R1))»
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8. Hilbertraum-Methoden: Dirichlet-Formen

8.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden abstrakte Methoden verwendet,
um die Losbarkeit von Randwertproblemen zu beweisen. Dabei wird das Rand-
wertproblem nicht im klassischen Sinn aufgefasst, sondern schwach formuliert. Die
zugrunde liegenden Hilbertraume sind Sobolevraume, und eine wesentliche Beweis-
zutat ist der Satz von Lax-Milgram, welcher sich mit Bilinearformen beschéftigt.

Zunéchst wird der Laplace-Operator als einfachstes Beispiel fiir die Anwendbarkeit
von Hilbertraum-Methoden untersucht, danach werden die Ergebnisse auf allgemeine
koerzitive Operatoren zweiter Ordnung iibertragen.

a) Die Randwertaufgabe zu —A + 1

Wir demonstrieren zunéichst an einem einfachen Fall, wie Hilbertraummethoden zur
Losung fithren. Sei G C R”™ ein beschréanktes Gebiet. Die klassische Dirichletsche
Randwertaufgabe lautet

—Au+u=0 inG,
uloge = [ auf 0G.

Die Randbedingung wird in der Sprache der Sobolevrdume interpretiert als u — f €
H}(G). Gesucht ist ein u € H'(G), welches bei gegebenem f € H' = H'(G) =
Wl,Z(G)

(i) u— f € HY(G) und

(1) —Au+ u = 0 im distributionellen Sinne erfiillt.

Eine solche Losung bezeichnet man auch als schwache Losung des Randwertpro-
blems.

8.2 Bemerkung. Sei v € H'(G). Dann gilt —Au+w = 0 im distributionellen Sinn
genau dann, falls

(w, @)y =0 (p € Hy(G)).
Denn die folgenden Bedingungen sind alle dquivalent:
—Au+u=0 in2'(G),
(0, =Ap + ) =0 (p € 2(G)),
(Vu, V)2 +(u,0) . =0 (¢ € 2(G)),
(u, 0y =0 (v € 2(G)),
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(u,0);n =0 (¢ € Hy(@)).

8.3 Satz. Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet. Fiir alle f € HY(G) existiert genau
ein u € HY(G) mit
u— f € Hy(G)
(W, P ey =0 (¢ € Hy(G)).

Beweis. (i) Existenz: Nach dem Projektionssatz gilt H!(G) =
Jedes beliebige f € H'(G) kann also fiir gewisse f; € Hi(G),
folgt geschrieben werden:

Hy(G) @ (Hy(G))"
fa € (H&(G )J‘ wie

f=h+/

Wir setzen u := f,. Dann gilt offensichtlich v € H'(G) und u — f = —f; € H}(G),
sowie

(w, @) = {fa ) =0 (¢ € Hy(G)).

(ii) Eindeutigkeit: Sei u; eine weitere solche Losung, dann betrachten wir w :=
u — uy. Wir erhalten einerseits w = (u — f) — (u; — f) € H}(G) und andererseits
w € (HHG))*, da u,u; € (HY(G))*. Damit folgt schon w = 0, also die eindeutige
Losbarkeit. O

Die Dirichletsche Randwertaufgabe mit homogenen Randbedingungen lautet

Wir wenden uns nun der Randwertaufgabe

—Au+u=f,
u |8G: 0.

zu. Schwach formuliert bedeutet das, dass wir nach einem u € H}(G) mit —Au +
uw = f im distributionellen Sinn suchen. Die folgenden Bedingungen sind wieder
aquivalent:

—Au+u=f in2(Q),
(u, (A +1)@) 2 = {[,0)2 (9 € 2(G)),
(w, )y = (frohe (9 € Hy(@))).

8.4 Satz. Sei G C R™ beschrinkt. Dann ezistiert zu jedem f € L*(G) genau ein
u € HY(G) mit
(W, ) ey = (L9 (¢ € Hy(G))).
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Beweis. Wir definieren
F: H}G) — C,
o = Fo:={(f¢)p.
Wegen
[Fol < [ fllz2lilizz < ([ fllzz el

handelt es sich bei F' um ein stetiges lineares Funktional. Nach dem Rieszschen
Darstellungssatz existiert genau ein u € Hg(G) mit

(u, 90>H1(G) =Fo={(fip). (p€ Hy (@)
Dies zeigt die Existenz.

Zum Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, dass u; eine weitere Losung ist, dann
betrachten wir w := u — uy. Es folgt, dass fiir alle ¢ € H}(G) schon (w, ) =0
gilt. Wir erhalten sofort w = 0. (Man setzte etwa ¢ 1= w.) O

b) Allgemeinere Differentialoperatoren

In diesem Abschnitt wollen wir den Laplace-Operator von Teil a) durch einen allge-
meineren Operator ersetzen. Dazu benétigen wir einige Hilfsmittel aus der Hilber-
traumtheorie. Im folgenden sei K =R oder K = C

8.5 Definition. Sei H ein K-Hilbertraum.

a) Eine Abbildung B: H x H — K heifit eine Bilinearform (genauer Sesquilinear-
form) auf H, falls B linear im ersten Argument und konjugiert linear im zweiten
Argument ist.

b) Eine Bilinearform B: H x H — K heifit stetig, falls eine Konstante ¢ > 0 existiert
mit
| B(u, v)| < cllull - lv]| - (u,v €H).

c) Eine stetige Bilinearform B auf H heifit streng koerzitiv, falls eine Konstante
p > 0 existiert mit
Re B(u,u) > pllul* (u € H).

8.6 Satz (Satz von Lax-Milgram). FEs sei H ein Hilbertraum und B(-,-) eine stetige
Bilinearform auf H. Weiter existiere ein p > 0 mit

| B(u, u)| = pllul]®  (u € H). (8-1)
Dann existiert fir alle F' € H' genau ein uw € H, so dass
Fv=B(v,u) (veH)
qgilt.
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Beweis. Es sei u € H beliebig aber fest gewihlt. Da B stetig ist, ist  — B(x, u)
ein Element von H’. Das bedeutet, dass es nach dem Satz von Riesz genau ein
fu € H existiert, so dass B(z,u) = (x, f,) fir alle x € H gilt. Dies bestimmt eine
lineare Abbildung S : H — H, mit u — Su := f,. Es folgt

[Sull* = (Su, Su) = B(Su,u) < cl|Sul[u]
und das impliziert die Stetigkeit von S. Ferner gilt

pllull® < |B(u,u)| = | (u, Su) | < |lull[|Sull
was einerseits die Injektivitit und andererseits die Stetigkeit von S~ : R(S) — H
impliziert.

Weiter ist R(S) =: M abgeschlossen. Ist ndmlich (y,)nen eine Folge in R(S) mit
Yn — Yy € H, so erkennen wir zunéchst, dass zu jedem n € N ein x,, € H existiert mit
Yn = Sx,. Wegen der Stetigkeit von S~! ist nun auch (x,),ey C H eine konvergente
Folge. Es existiert also ein x € ‘H mit x,, — x. Wegen der Stetigkeit von S folgt nun
wieder, dass Sz, — Sz gilt. Damit ist aber Sx = y.

Wegen der Abgeschlossenheit von M folgt aus dem Projektionssatz H = M @& M+,
Ist nun w € M+, so schliefen wir

0 =[{w, Sw)| = [B(w,w)| = pllwl||*
und damit w = 0. Also ist R(S) = H.

Sei nun F' € H’ beliebig gewihlt. Nach Riesz existiert ein f € H mit Fv = (v, f)
fiir alle v € H. Sei u:= S~ f. Dann folgt B(v,u) = (v, Su) = (v, f) = Fu.

Sei nun noch B(v,u;) = B(v, us) fiir alle v € H. Dann folgt zunéchst B(v, uy —ug) =
0 und weiter B(u; —usg, u; —us) = 0 was wegen (8-1) schon u; —ug = 0 impliziert. [

8.7 Definition. Sei G C R" ein Gebiet. Gegeben sei ein (formaler) Differentialope-

rator der Form .
—Z&iaik 8k+2al 8+a

ik=1

Dabei seien ag, a;,a € L®(G;R) mit a;, = ag;, und es existiere ein p > 0 mit

Z Gaw(2)é > pl)* (E€R", z € Q).
i k=1
Dann ist die zu A gehérige Dirichlet-Form B: H'(G) x H'(G) — C definiert durch

n

B(v,u) := Z (07v, @i Oku) 2 + Z (v, a;00u) ;5 + (v,au) . (u,v € HY(Q)).

ik=1 i=1
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8.8 Lemma. a) Die zu A gehorige Dirichlet-Form B ist eine stetige Bilinearform
auf H(G).

b) Die Dirichlet-Form B ist koerzitiv auf H*(G), d.h. es existieren Konstanten ¢, d >
0 mat
Re B(u,u) > d||Vullj2c) — cllulliz@ (v € HY(G)). (8-2)

Beweis. a) Die Sesquilinearitidt von B ist klar. Die Stetigkeit folgt aus
|B(u,v)| < [ {0, airOku) 2 | + | (v, @i0pu) o | + | (v, au) e |
< C(IVullzz|Vellze + ol 21 Vullzz + ol z2llullze
< Cllullzyellvllave)
mit ¢ := max{||ai||oc, |0illoc, [|afloc }-

b) Wir schreiben v € H'(G) in der Form u = u; + iup mit reellwertigen uy, us.
Damit folgt

Re(B(u,u)) = (Qju1, aijOjur) 2 + (Ojug, ai;0jug) 1o + R,

wobei R := Re((u,a;0;u) + (u,au)) gilt. Unter Verwendung von |R| < ¢||Vul|? +
c(e)||lul|* schliefen wir

Re B(u,u) > p||[Vul|Lz — e[ Vul L2 — c(e) ull 7.

Wir wollen eine schwache Losung der Dirichletschen Randwertaufgabe

Au=f
u|aG:0

finden. Die Randbedingung bedeutet wieder u € H}(G), und Au = f im Distribu-
tionssinn ist dquivalent zu

B(v,u) = (v, f)rz@ (v € Hy(Q)).

8.9 Satz. Die Dirichlet-Form B zu A sei streng koerzitiv. Dann existiert zu jedem
f € L*(G) genau ein v € H(G) mit
B(U7u> = <U7 f>L2(G) (U € Hé(G))

Beweis. Bs gilt v — (v, f) € (H}G)Y, denn | v, f)| < [|fllzz@llvll . Damit
folgt die Behauptung aus dem Satz von Lax-Milgram. O
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Bisher wurde A nur als formaler Differentialoperator betrachtet. Nun werden wir
A als unbeschriankten Operator mit einem geeignet gewéhlten Definitionsbereich
auffassen.

8.10 Lemma (Losung des Dirichlet-Problems). Definiere in obiger Situation den
Operator A: L*(G) D D(A) — L*(G) durch

D(A) :={u € H)(G) : 3f, € L*(G)Vv e HY(G) : B(v,u) = (v, f,)} C L*(G)

und
Au = f, (u€ D(A)).
Dann ist A wohldefiniert. Falls die Dirichlet-Form B streng koerzitiv ist, so existiert

zu jedem f € L*(G) genau ein v € D(A) mit

Au=f.

Beweis. (i) Wohldefiniertheit: Seien f;, fo € L*(G) mit B(v,u) = (v, f]) 120y (1 =
1,2) fiir alle v € Hg(G). Damit folgt aber unmittelbar (f, — f7,v) 2 = 0 und
somit schon f} = f2 da 2(G) und damit auch H}(G) dicht in L?(G) liegt.

(ii) Falls G streng koerzitiv ist, folgt die eindeutige Losbarkeit von Au = f aus Satz
8.9 und der Definition von D(A). O

8.11 Satz. a) Sei in obiger Situation a; = a = 0 und G in einer Richtung be-
schrdankt. Dann ist die zu A gehorige Dirichlet-Form streng koerzitiv, und das Rand-
wertproblem

—Au=f inG,
u € Hy(G)

besitzt fiir jedes f € L*(G) eine eindeutige Lisung u.

b) Falls die zu A gehirige Dirichlet-Form streng koerzitiv ist, so ist der Operator
M =AY [*(G) — L*(Q) beschrinkt und kompakt.

Beweis. a) Wegen der Bedingung 77", _; &aa(2)&, > pl¢]* ist im Fall ¢; = a = 0
die Dirichlet-Form B(u,u) reell und erfiillt die Ungleichung

B(u,u) > p||Vull 2y > Cllullmie (v € Hy(G)).

Dabei wurde die Poincaré-Ungleichung verwendet, nach welcher die Norm |u|x1 () =
|Vull 2@ in Hy(G) dquivalent zu ||ul|g1(q) ist, falls das Gebiet in einer Richtung
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beschrénkt ist. Die eindeutige Losbarkeit des Randwertproblems folgt aus Lemma
8.10.

b) Fiir u € L*(G) gilt
1 1
IMfIZe = llulze < llullfn < , ReBlu,u) = “Re(u, ),
1
< Ljullsflie.
p

Also ist M € L(L*(G)) mit Norm || M||,12(c)) < =, aber auch

M € L(L*(G), H(G)) mit

1
Ea

||M||L(L2(G),H5(G)) <

1
o
Sei nun (f,)neny C L*(G) eine beschrinkte Folge. Dann ist (M f,),en C Hj(G)
eine in der || - || g3 (q)-Norm beschréinkte Folge, welche nach dem Satz von Rellich-
Kondrachov eine in der || - || 2(¢)-Norm konvergente Teilfolge besitzt. Somit ist M &
L(L*(G)) ein kompakter Operator. O

8.12 Bemerkung. Man kann zeigen, dass der Operator A als unbeschréinkter Ope-
rator in L?(G) mit Definitionsbereich D(A) dicht definiert und selbstadjungiert ist,
falls die zugehorige Dirichlet-Form streng koerzitiv ist und a; = 0 gilt. Insbesondere
ist im Fall a; = a = 0 der Operator A selbstadjungiert, falls das Gebiet in einer
Richtung beschrénkt ist.

Da das Spektrum kompakter Operatoren nur aus Eigenwerten besteht, gilt dasselbe
auch fiir das Spektrum des Operators A (in der Situation von Satz 8.11 a)). Der
Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren zeigt dann, dass eine aus Eigenfunk-
tionen von A bestehende Orthonormalbasis von L?(G) existiert.

8.13 Satz. Sei G C R" ein Gebiet. Dann existiert zu jedem f € H'(G) genau ein
u e HY(G) mit
Au =0 im distributionellen Sinn,

u—f € Hy(G).

Beweis. Wir machen den Ansatz u = f + w. Dann ist w = u — f eine Losung des
Randwertproblems

—Aw=Af inG,
w € Hy(G).

Es sei p € 2(G), dann gilt
[Af1(@) = ([, A¢) 2 = = (V[, V) 2
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Wir haben also unser Problem geldst, wenn wir ein w € H}(G) finden, fiir welches
(Vw, V). = = (V Vo). (v € Hy(G))

gilt. Nun ist aber
pr— —(V,Vy) € (H;(G))

und damit ist die eindeutige Losbarkeit wie vorher nach dem Satz von Lax-Milgram
gesichert. ]
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9. Parabolische Theorie II: Anwendung des
Spektralsatzes

9.1 Worum geht’s? In diesem kurzen Abschnitt wird der Spektralsatz fiir selbst-
adjungierte Operatoren angewendet, um parabolische Randwertprobleme zu losen.
Diese Methode fithrt zu den besten Ergebnissen; wenn man das Spektralmafl ei-
nes Operators kennt (oder zumindest weif}; dass eines existiert), so kennt man den
Operator sehr genau, z.B. dessen Definitionsbereich. Auch die Vollstandigkeit der
Eigenfunktionen, d.h. die Eigenschaft, eine Orthonormalbasis zu bilden, folgt in ge-
eigneter Situation aus dem Spektralsatz.

Der Spektralsatz gilt fiir selbstadjungierte (etwas allgemeiner: normale) Operatoren.
Falls der Operator nicht selbstadjungiert ist, so muss man einen anderen Zugang
zum Funktionalkalkiil verwenden, etwa den Dunford-Kalkiil, welcher die Cauchy-
Integralformel nachbildet. Dies soll aber nicht in dieser Vorlesung diskutiert werden.

Im folgenden sei G C R"™ ein Gebiet. Wir betrachten ein parabolisches Randwert-
problem zweiter Ordnung:

Uy — ZZk:l &aikaku = f(t, I), (t, l’) - [O, OO) x (G
u(0,z) = up(x), red
U(t,ﬂf) = 07 (t, l’) € [O, OO) X 8G

Es seien ay, € L®°(Q;R), und die Matrix (a;x)ix sei gleichméfig positiv definit.

Zu diesem Randwertproblem definiert man in natiirlicher Weise den unbeschréinkten
Operator A: L*(G) — L*(G) durch Au:= — 37", das0pu mit Definitionsbereich

D(A) :={u € H)(G) : Au € L*(G)} C L*(G).
Falls A = —A, so ist A selbstadjungiert und es gilt o(A) C [0, 00).

9.2 Bemerkung. a) Falls die Koeffizienten a; und der Rand des Gebietes 0G
hinreichend glatt sind, so gilt

D(A) = H*G) n H(G).

b) Falls der Operator A abgeschlossen ist (z.B. wenn er selbstadjungiert ist), so wird
durch

1/2
lolla = (Iel20) + I42l32) (@ € D(A)

eine Norm auf D(A) definiert, welche D(A) zu einem Hilbertraum macht. Ausdriicke
wie C'([0,00), D(A)) sind im folgenden immer beziiglich dieser Norm zu verstehen.
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9.3 Satz. In obiger Situation sei der Operator A selbstadjungiert mit o(A) C [0, 00).
Sei E: AB([0,00)) — L(H) das zu A gehorige SpektralmafS. Zu ug € D(A) definiert

man

u(t) == e My ::/ e MdE(t)ug.
0

Dann st

u € C'([0,00), L3(G)) N C([0, 0), D(A)),

und u lost das Cauchy-Anfangswertproblem

3tu—i—Au:0, (t>0),
U‘t:[) = Uyg.
Beweis. (i) Definiere das Mafl E,,(A) := ||E(A)u0||%2(G). Dann gilt

[t + ) = u(®)l[Day = lult + h) = u®)| T2 + 1At + h) = u®) 12
_ / |e—)\(t+h) o €_>\t|2dEuO(A) +/ A2|€_>\(t+h) _ e—)\t|2dEu0()\)

0 0
Ao 00
_ / ‘6_)‘(t+h) . e—At,ZdEuo ()\) + / ‘e—)\(t—i-h) . 6_)‘t‘2dEuO ()\)
0 Ao

Ao 0o
+/ )\2|e—)\(t+h) . 6_>\t‘2dEuO()\) +/ )\2|6—)\(t+h) . e—)\t|2dEu0 ()\)
0

Ao

Hier wurde verwendet, dass Au(t) = Ae™4uy = [~ Ae ™ MdE(t)uo gilt. Es ist nun

I = N, () + [N e, ()
Ao Ao

< 4/ (1+N)?dE,,(\) <¢
Ao

fiir )\0 = )\0(6), da
/ (14 X2)dE,, (\) < 00
0

wegen ug € D(A). Weiter gilt
)\0 /\0
/ |€7/\(t+h) . ef)\t|2dEu0 ()\) +/ )\2|€7A(t+h) . ef)\t|2dEu0 ()\)
0 0
Ao
< (1+ )\3)/ |e AR _ o =M24 R, (M) — 0
0
Daraus folgt nun u € C([0,00), D(A)), und das war unsere erste Behauptung.
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(ii) Wir betrachten den Differenzenquotienten

u(t + h) —u(t) _ /OO(_)\)e—/\tdE()\)uo

2

h 12(G)
00 | ,=A(t+h) _ 2
_ / ¢ - e M| dE, (V)
0
A0 | o= Alt+h) _ o 2
_ / . e dE, (V)
0
00 | ,—A(t+h) _ =Xt 2
+ / ‘ . C e dEL (V)
Ao
Wegen M = — e nach dem Mittelwertsatz ist
00 | ,=A(t+h) _ =Xt 2
/ ‘ - € e dB, (V) <&
Ao
fir \g = Ao(€). Weiter ist
Ao | p—A(t+h) _ =Xt 2
/ ‘ C e dE, (N
0 h
Ao e—Af -1 2
< /0 3 + Al dE,,(A\) — 0.

Also ist u differenzierbar als Funktion von ¢ mit du = [;°(—=A)e"MdE(X)ug. Dies
zeigt u € C*([0,00), L*(G@)) und dyu = —Au.

(iii) Die Anfangsbedingung u(0) = uq folgt aus u(0) = [~ 1dE(X)ug = E([0, 00))ug =
Uug- ]

9.4 Bemerkung. a) Ist f = 0 und uy € D(A?), dann erhélt man mit der gleichen
Vorgehensweise wie oben u € C([0,00), D(A?)) N CY([0,00), D(A)), usw.

b) Man beachte, dass die Randbedingung u|s¢ = 0 im abstrakten Cauchyproblem
Owu + Au = 0, u(0) = up nicht mehr explizit auftaucht, sondern in der Definition
des Operators A (genauer von D(A)) eingearbeitet ist.

Bei inhomogenen rechten Seiten (d.h. f # 0) findet man eine Losung mithilfe der
,, Variation der Konstanten“.

9.5 Satz. In obiger Situation sei der Operator A selbstadjungiert mit o(A) C [0, 0o
Sei E: A(]0,00)) — L(H) das zu A gehdorige Spektralmaf. Zu f € C([0,00), D(A ))

definiert man

u(t) == /Ot e A £ (s, )ds
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Dann st
u € C1([0,00), L*(G)) N ([0, 00), D(A)),

und u lost das Cauchy-Anfangswertproblem

Ou+ Au=f, (t>0),

U|t:() = 0

Beweisskizze. Wir beweisen hier nur die Differenzierbarkeit von wu:

(Hh —uft /“h / M=) AB(N) £ (s, -)ds

// AN (s, )ds)

[ e eanons.as

- / / ef)\(tfs) . 67A(t+h7$)dE()\>f<S, )dS
h 0 JO

Es gilt nun

/ o / AEHh=)qE(N) f(s, -)ds — / AEHO=DAE(N) f(t, -)
00)) f(t,) = f(t,")

wegen des Mittelwertsatzes der Integralrechnung. Weiter gilt

L / /ow"w_s)_ R AB(A) (s, s — — / / AN EIAB () £ (5, -)ds

sofern existent. Tatséchlich diirfen wir aber von der Existenz ausgehen. Dies wollen
wir hier aber nicht beweisen. O

Schliefllich wollen wir noch eine Energieabschitzung fiir parabolische Gleichungen
beweisen, wobei wir uns wieder auf das Modellproblem der Warmeleitungsgleichung
beschrénken.

Sei G C R" ein beschrianktes Gebiet. Wir betrachten das Problem

ur — Au =0, (t,x) € [0,00) X G
u(0,2) =up(x), r€G
u(t,z) =0, (t,x) € [0,00) x 0G

Ist u € C([0,00), H*(G)) N C* ([0, ), Hi(G)) eine Losung, so gilt

/ wudxr — / Auudxr =0
G G
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und daraus folgt

1d
QE/Gm(t,x)Fdx—l—/G]Vu(t,m)|2dx:0

Die erste Poincarésche Ungleichung liefert [, [u(t,z)[?dz < d* [, |Vu(t, z))|dz und
somit folgt zunéchst

-2
%/G|u(t,x)|2dx§ W/G|u(t,a7)|2dx,

und unter Verwendung des Lemmas von Gronwall folgt weiter

/|u(t,x)|2dx < e_d%t/ |lug(z) |2 da.
G G

Wir erhalten also den

9.6 Satz. Die Energie [, |u(t,z)[*dz fdillt exponentiell ab.

Man erkennt, dass der Energieabfall iiber die Konstante d von der Geometrie des
Gebietes abhéngt. Exponentielle Stabilitédt ist typisch fiir Diffusionsprobleme, in
denen ,,Dissipation“ auftritt. Bei glatten Daten erhélt man unter Verwendung des
Sobolevschen Einbettungssatzes, dass u(t,z) — 0 fiir ¢ — o0, exponentiell und
gleichméflig. Zum Vergleich: Bei der Wellengleichung tritt so ein Effekt nicht auf.
Die Energie bleibt dort ,,erhalten”.

© Robert Denk 15. 2. 2007



93

10. Hyperbolische Theorie II: Anwendung des
Spektralsatzes

10.1 Worum geht’s? Ahnlich wie im vorigen Abschnitt, soll nun der Spektralsatz
angewendet werden, um die Losbarkeit hyperbolischer Gleichungen zu beweisen, falls
der zugehorige Operator selbstadjungiert ist. Im hyperbolischen Fall erhédlt man
cos- und sin —Funktionen als Losung des Randwertproblems. Im Fall der Wellen-
gleichung, also des Laplace-Operators als zugehorigem Operator im Ort, lasst sich
zeigen, dass der Spektralsatz anwendbar ist. Der Beweis der Selbstadjungiertheit
verwendet dazu die Operatoren A + ¢ und ihre Invertierbarkeit.

Es sei G C R” ein Gebiet. Wir betrachten das Anfangs-Randwertproblem fiir die
Wellengleichung

uy —Au =0, fir (t,z)€[0,00) %G
u(t,z) =0 fir (¢t,z) €[0,00) x OG
u(0,x) = ug fir z €@,

ow(0,2) =uy fir xe€Qdq.

(10-1)

Der Fall G = R ist bereits vorgekommen. Hier kénnen wir mit Hilfe der D’ Alembertschen
Formel die Losung sofort angeben, im Einzelnen gilt

T+t

u(t,z) = %{uo(x—t) + up(x + 1) +/r_t ul(s)ds} (10-2)

= (0 H()uo) (x) + (H(t)ur) () (10-3)

wenn wir H wie folgt definieren

u'(t) + au(t) =0, fir teR
u(0) = ug (10-4)

Man rechnet sofort nach, dass

sin(y/at)
u(t) = cos(vat)uy + ————=u
(t) (Vat)ug Ja 1
eine Losung ist. Im Folgenden werden wir Probleme betrachten, bei denen die im
obigen Beispiel vorkommenden Konstante a einen Operator A darstellt. Funktionen
von A kénnen definiert werden, sofern A selbstadjungiert ist. Wir setzen H := L?*(G)
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und A : D(A) C H — H wobei D(A) :={u € Hj(G) : Au € H} und A := —A.

Dann geht unser Anfangsrandwertproblem in

u(t) + Au(t) =0, fur t>0
u(0) = ug (10-5)
u(0) = uy

10.2 Lemma. Fir alle f € H ezistiert ein uw € D(A) mit (A+i)u = f.

Beweis. Die Behauptung ist mit Ju € H}(G), Au € L*(G)Vv € HY(G) : (v, (—A £ i)u) =

(v, f) dquivalent. Weiter gilt

Ju € HY(G),Au € L*(G)Vv € HY(G) : (v, (=A £ i)u) = (v, f)
< Ju e H)(G)Vv € Hy(G) : (Vuv,Vu) Fi{v,u) = (v, f)

) =
Sei By : H}(G) x Hy(G) — C definiert durch B+(u,v) := (Vu, Vo) F i (u,v).
Offensmhthch ist By eine sesquilineare Form und es gilt |Bx(u,v)| < ||u||g||v|| g
Weiter gilt

| B (u, w)| = [ Vul® F il|ul*| = \/—HUHHl
und damit geniigt B+ den Voraussetzungen des Satzes von Lax und Milgram. Fiir

f e Hist nun v — (v, f) € (H) und damit existiert genau ein u € H{, so dass
B+(v,u) = (v, f) fiir alle v € Hy gilt. O

10.3 Satz. A ist selbstadjungiert.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung in zwei Schritten.

(i) Wir beweisen zuerst, dass A symmetrisch ist. Zunéchst ist klar dass D(A)
dicht in H ist, da schon 2(G) dicht in H ist. Es seien nun u,v € D(A), dann
existieren Folgen (u,)nen, (Vn)neny C 2(G) mit u, — u und v, — v in H(G).
Damit gilt

(u, Av) = lim (u,,—Av) = lim (—Au,,v) = im lim (—Au,,v,)

n—oo n—oo n—oo Mm—00

= lim lim (Vu,, Vu,) = lim (Vu,, Vv) = (Vu, Vo)

n—0o0 Mm—00

= (Au,v).

Damit ist fiir v € D(A) die Abbildung u — (Au,v) ein stetiges lineares Funk-
tional auf D(A), gegeben durch (u, Av). Nach Definition des adjungierten
Operators folgt v € D(A*) und A*v = Av. Wir erhalten A C A* d.h. A
ist symmetrisch.
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(74) Zum Nachweis der Selbstadjungiertheit miissen wir noch D(A*) C D(A) zei-
gen. Diese beweisen wir mithilfe von Lemma 10.2 Es sei also v € D(A*) und
A*v = h € 'H. Wir wissen nun, dass R(A + i) = H gilt und daraus folgt, dass
ein w € D(A) existiert mit (A +¢)w = h + iv. Somit gilt fiir alle u € D(A):

(A=du,v) = (u, A"v+iv)
= (u,h+iv) = (u,(A+i)w) = (A —i)u,w)

Wegen R(A — i) = H ergibt sich sofort v = w und damit v € D(A).
[

Nun definieren wir, was wir unter einer schwachen Losung verstehen wollen zu Lu =
0?u+ Aumit A : D(A) C H — H, D(A) = {u € H} : Au € L*}, Au = —Au,
G C R" Gebiet, u(t = 0) = ug, ut(t =0) = uy.

10.4 Definition. Seien ug,u; € ‘H. Dann heifit u schwache Losung von Lu = 0 fiir
t > 0 zu ug, up, falls

(i) u e C([0,00),H),

(i) Vg € V= CL(R, D(A)) N C*(R, H)

0= / uTpd(t z) — / w71 (0,)dz + / 0B (0, )dz
(0,00)xG G

G

Offenbar ist dies ein stédrkerer Losungsbegriff als distributionelle Losungen, denn es
werden auch Anfangswerte beriicksichtigt. Ist u eine hinreichend glatte Losung von
Lu = 0, u(t = 0) = ug, u(t = 0) = uq, so ist u auch schwache Losung, denn es
ergibt sich mittels partieller Integration

Oz/ Lucp:/ uL_gp—/uogot(O,-)—i—/ul(p(O,-)
(0,00)x@G (0,00)xG G G

10.5 Satz. Seien ug, uy € H. Dann existiert eine eindeutige schwache Lisung von
Lu =0 zu ug, uy € H.

Beweis. a) Eindeutigkeit: Sei u schwache Losung zu ug = u; = 0. Das bedeutet
YoeV: / uLy = 0.
(0,00)xG
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Wir beweisen, dass { Ly : ¢ € V} dicht in L2((0,00) x G) ist. Sei ) € 2((0,0) x G).
Wir fixieren ¢ € C*°(R) mit ¢ > 0 und (|jp,0c) = 1, sowie (¢) =0 fiir t <7 < 0 und
definieren

* sin(vA(t — s))
VA

Der Integrand ist dabei nach dem Spektralsatz definiert: Falls £: #([0,00)) — L(H)
das zu A gehorige Spektralmaf ist, so gilt

o(t) = (V)(t,) = —C(8) / (s, )ds (€ R).

sin(VA(t —s))  [*sinVA(t— s)
N ._/0 B,

Wir beweisen im folgenden, dass ¢ € V und Ly = 1 gilt, was die Dichtheit von
{Ly : ¢ € V} und damit die Eindeutigkeit zeigt. Dies wird in mehreren Schritten
erledigt.

(i) Wegen ((t) = 0 fir t < 7 und #(s,-) = 0 fiir hinreichend grofles s besitzt ¢
kompakten Tréiger bzgl. t.

(ii) Fir jedes t ist o(t) € D(A). Dies wird hier nicht bewiesen.
(iii) Wir zeigen, dass ¢ € C(R, D(A)) gilt. Dazu betrachte

llo(t) — ¢(to) |l

- H //f DaEO) (s, )ds
() / / M%‘S)dm)ws,-)ds
* sinvVA(t — s)
\/X

IN

— ((to) dE(A)i(s,-)ds

wcl| [ 72 Dag 3y, s

HICo)| /too/ooo <sin\/x(t—8) _ Sin\/x(to—s>> AE(\)o(s,-)ds

/ N5y
~C(to)] / = sl ) lds

()] / 1t — sllo(s, ) s

IN

¢ (o) [E — o / l0(s.)[[ds — 0
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fiir t — to. Analog zeigt man
[Ap(t, ) — Ap(to, )| — 0
fir t — to.

(iv) Esist ¢ € C*(R,H) und es gilt Ly = 1), denn

d [ [®sinVA(t—s)
< /t /0 TR B (s, )ds

/too /OOO cos VA(t — s)dE(A)i (s, -)ds

dt2/ / Sm\/_ IS ds o, )

_ / dE(\)Y ds—/ / VAsin VA(t = s)dE(A)(s, -)ds
=Bt - Aelt, ).

und

b) Existenz: Zu ug, u; € H sei

u(t) == cos(VAt)ug + ( 7 ) 1

= /Ooocos(\/Xt)dE()\)uo—l— i smf/\i_t) EMNuy

Dann gelten
(i) u(t) € H ist wohldefiniert, denn es gilt | cos(v/At)| < 1, |%| <t.
(ii) Es gilt v € C([0, 00), H), denn

l[u(t) — ulte)||* < 2 {/w | cos VAL — cos VAo |2d By, ()

0
* ]
+ /0 Tlsin VAt = sin ﬁtoleEm(A)}
—0 (t—t)

mit majorisierter Konvergenz.

(iii) SchlieBlich rechnet man direkt nach, dass die Differentialgleichung von u erfiillt
wird. ]
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10.6 Definition. Seiuy € D(v/A), u; € H. Dann heit u eine Losung mit endlicher
Energie von Lu = 0 fiir ¢t > 0 zu ug, u;, falls

(i) w ist schwache Losung.

(ii) u € C([0,00), D(v/A)) N C*([0, 00), H).

Die Energie E(t) wird definiert durch E(t) := |lu(t, )|, + ||V Au(t,)|3,.

Zur Begriffsbildung: E(t) ist die Summe der kinetischen und potentiellen Energie.
Im Einzelnen gilt

E(t) = /|uttm|dx+/|Vutx )2dz

e, I+ IVt I = [t )N + (—Au,u) (2)
= Jua(t, )+ (Ault, ), ult, ) = fludt, ) + 1V Au(t, )|

10.7 Lemma. Es gilt D(v/A) = H(G).
Beweis. Es gilt fiir alle u € D(A): [|ullfn = [Jul?/; und somit 2(G) € D(A) C
D(VA). Also ist H}(G) € D(v/A). Mithilfe des Projektionssatzes gilt
D(VA) = Hy © (Hp)*
Sei nun w € (H})*, dann folgt fiir alle u € D(A):

0= <u7w>\/z = <(1 +A)u,w>L2

und also w = 0 wegen R(1 + A) ="H. O

10.8 Definition. Zu ug € D(A), u; € D(v/A) heifit u strikte Losung von Lu = 0
fiir t > 0 zu ug, uy, falls

(i) w ist schwache Losung.

(ii) u € C(]0,00), D(A)) N C([0,00), D(v/A)) N C2(]0, 00), H).

Fiir strikte Losungen macht also wuy(t,-), Au(t) und somit Lu(t,-) = 0 Sinn. Die
Existenz von Losungen mit endlicher Energie bzw. von strikten Losungen wird vollig
analog zu der von schwachen Lésungen gezeigt.
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10.9 Satz. Fiir Liosungen mit endlicher Energie, speziell also fir strikte Lésungen
gilt: Die Energie ist konstant. Im Einzelnen gilt

vt >0 E(t) = [[ul® + [[Vuol®

Beweis. Fiir strikte Losungen folgt die Behauptung schnell aus
JE'(t) = 2 Re({ug, uy) + <\/Zu, \/Zut>) = 2Re (us, uy + Au) =0

Im allgemeinen Fall

B sin(v/At)
u(t) = (cos(VAL))ug + Vi Uy

also v Au(t) = cos(vVAt)(VAup) + (sin(v/At))uy und u,(t) = — sin(v/At)vV/Aug +
cos(v/At)u; wegen u € C([0,00), D(v/A)) N C*([0,00), H). Es folgt

E(t) = IIU(th?f)II2 + |V Au()]?
= | (leost/R0 + sin(VA0P) B Aol + [ B ) = [Vl +
O
Man kann zeigen, dass fiir ein Aussengebiet G, gilt
E(t, K) = |lu(t, )2y + [ Vult, ) |72y — 0
fir t — oo fiir K C G kompakt. Fiir eine Klasse von Gebieten zum Beispiel das

Auflere zu konvexen Hindernissen, kann man Abklingraten angeben, im R3 zum
Beispiel e, in geraden Dimensionen ¢t=P("™.
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11. Elliptische Theorie 1I: Nichtglatte Gebiete

11.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt wird die Theorie harmonischer Funk-
tionen noch einmal aufgegriffen und erweitert. Wahrend das Gebiet bisher immer so
glatt war, wie es die Gleichungen und Losungen erfordert haben, werden jetzt auch
nichtglatte Gebiete, d.h. Gebiete, deren Rand nicht mehr differenzierbar ist, betrach-
tet. Eine Methode, dennoch Losungen der Potentialgleichung zu erhalten, verwendet
subharmonische Funktionen. Der Anfang dieses Abschnitts behandelt die Sétze von
Harnack, welche starke Aussagen iiber harmonische Funktionen zum Inhalt haben.

a) Harnacksche Sitze

Wir erinnern daran, dass eine Funktion u harmonisch oder eine Potentialfunktion

heif}t, falls Au = 0 gilt.

11.2 Satz (Erster Harnackscher Satz). Es sei G C R" ein beschrinktes Gebiet und
(Un)nen C C2(G) N C(G). Weiter gelte Au,, = 0 in G fiir alle n € N. Die Folge
(tnloc)nen sei gleichmiflig konvergent. Dann konvergiert (u,)nen in G gleichmifig
gegen eine harmonische Funktion u € C*(G) N C(G).

Beweis. Unter Verwendung des Maximumprinzips (Satz 4.12) kénnen wir

|un(2) = um(@)] < sup |up(y) — up(y)| =0 fir n,m— oo
yeOG

schlieBen. Damit existiert eine Funktion u so dass die Folge (ty )nen in G gleichméBig
gegen u konvergiert. Nun gilt aber nach Satz 4.11

i) = g [ )y
fiir alle R > 0 mit K(z, R) C G. Damit gilt aber auch
1
) = g [ v

und somit ist u eine Potentialfunktion. O

11.3 Satz (Harnacksche Ungleichung). Sei u > 0 harmonisch in K(0, R). Dann
gilt fir |z| < R

R — |x]
(R + |z)m

R+ |z|

" ey

u(0) < u(r) < R"2
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Beweis. Zunéchst folgt aus der Poissonschen Integralformel (Satz 4.23)

1

w0 = gy | v

Wegen
1 1 1

< <
R o] = e —yl = R—|x]

fir |y| = R folgt

dy

o (R ) uly)
() /

Rwy, y|=R ‘:U - y‘n
R2(R+z]) 1 /
< u(y)dy
(R— )"t R wy, Jiy=g
R (R 4+ |z|)
= 2T o).
(R — [z|)»!

Die verbleibende Ungleichung zeigt man analog. O

11.4 Satz (Verallgemeinerte Harnacksche Ungleichung). Es seien G und K Gebiete
im R™ mit K CcC G. Weiter sei w > 0 harmonisch. Dann existieren Konstanten
c1,co > 0, die nur von K und G abhdngen, so dass

cu(zg) < ulx) < coulzy)

fiir alle x,xo € K gilt.

Beweis. Es sei )
a=7 min {1, dist(K, 0G)}

Es gilt K C U,cx K(2,a). Somit gibt es wegen der Kompaktheit von K gewisse
21, ..., T € K so dass

K C LTJK(.rj,a)

=1

gilt. Seien xg,x € K beliebig gewihlt. Es gibt nun eine Kreiskette K (z;,,2a), 1 <
Je <ok =1,...m <rmit x;, € K(x,2a), v, , € K(x;,,2a), v € K(zj,,2a).
Aus der Harnackschen Ungleichung (Satz 11.3) folgt, wegen K (x¢,4a) C G fiir alle
z € K nach Definition von a:

4q — |z, — 4 -
(4&)“72 a ‘le I0| u(5€0> < u(le) < (40,)”72 a+ |ZE]1 :L‘0|

(da + [z, — wo)" ! (40 — [, — o))"
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Es gilt einerseits

da — |z; — 2 1/2\"?
(4a + |z, — xo|) (6a)
und andererseits
4 L 6
(4a)n72 CL+ |x]1 ‘/EOL_I < (4(]/)77,72 2 C:l - — 3 . 21172
(4a — |2j, — |) (2a)
Daraus folgt
1 9 n—2
3 <§> u(zo) <ulxj) <3- 2"*2u(x0)

Sukzessive erhalten wir

<§ (%)H> " u(ze) < u(@) < (3-2772)" u(ap).

11.5 Satz (Zweiter Harnackscher Satz). Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet. Fiir
(Un)nen gelte

(i) uy, sei fir n € N harmonisch in G,
(i) Vo € GYn € N : upiq1(z) > up(x),

(iii) 3k > 03z € GVn € N : u,(xg) < k.

Dann gilt konvergiert (up)nen gleichmdapig in jedem Gebiet B mit B C G gegen eine
dort harmonische Funktion u.

Beweis. Sei B C G ein Gebiet mit B C G und 0.B.d.A. 2y € B. Die Folge
(tn(0))nen ist nach oben beschrankt und monoton wachsend, also konvergent. Aus
der verallgemeinerten Harnackschen Ungleichung (Satz 11.4) folgt

0 < Upyp(w) — un(2) < co(Ungp(T0) — Un(0))

fiir alle z € B und alle p € N. Damit ist also (uy,(2))nen eine gleichmiBige Cauchy-
folge in B. Der erste Harnacksche Satz (Satz 11.2) liefert nun die Behauptung. [
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b) Die Perronsche Methode

Es sei G C R” ein beschrinktes Gebiet. Ziel dieses Abschnitts ist es, die Randwert-

aufgabe
Au(z)=0 fir ze€G
u(z) = f(z) fir ze€dG

bei gegebenem f € C(0G) fir moglichst allgemeine Rander 0G zu 16sen.

(11-1)

11.6 Definition. Fiir eine Kugel K C G und u € C(G) sei

(Mycu) (z) = { 28 reG\F

dabei ist die Funktion v € C?(K) N C(K) Losung von Av = 0, v|ox = ula, -

Offensichtlich gilt M2 = M. Im R! entspricht dies einer linearen Mittelung (Abb
10).

K R

Abbildung 10: Lineare Mittelung

11.7 Definition. Eine Funktion u € C(G) heifit

(1) subharmonisch, falls

VK C GVz € G :u(x) < (Mgu) ()

(77) lokal subharmonisch, falls fiir alle x € G eine Umgebung U(z) existiert, so
dass u in U(z) subharmonisch ist.

(74i) superharmonisch, falls

VK C GVz € G :u(x) > (Mgu) ()

(iv) lokal superharmonisch, falls fiir alle x € G eine Umgebung U (z) existiert, so
dass u in U(z) superharmonisch ist.
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11.8 Lemma. Fiir eine Funktion u € C*(G) mit Au > 0 gilt das Mazimumprinzip.

Beweis. Wir fithren den Beweis 0.B.d.A. im R3. Es sei f := —Au, das heifit f < 0.
Weiter sei u nicht konstant. Wir nehmen an, dass u in xg € G ein Maximum hat.
Es existiert dann ein 7 > 0 so dass

1
/|:C—x0|=7’ w(z)dr < u(zg)

4772

gilt. Sei g die Greensche Funktion zu B(zg, 7). Aus der Darstellungsformel (Satz
4.9) und der Formel fiir die Greensche Funktion (Lemma 4.22) folgt

u(rog) = /|y_$O|STf(y)g(xo,y)dy—A}_mlTU(y)a%y (z0,y)dy

|wg — x0)* — 72 1
< - utn | ay
A}—x(ﬂr AmT |Z‘0 - y|3

- 1 A}_mﬂu(y)dy < u(xo)

4?2

11.9 Korollar. Eine Funktion u € C*(G) mit Au > 0 ist subharmonisch.

Beweis. Esist (u — Mgu) |gx = 0 und u—Mgu erfillt das Maximumprinzip. Daraus
folgt u — Mgu <0 in K. O

11.10 Definition. Fiir f € C(9G) sei

F :={u € C(G) : u ist subharmonisch und ulsc < f}
die Menge der Subfunktionen zu f und

H = {u € C(G) : u ist superharmonisch und u|gg > f}

die Menge der Superfunktionen zu f. Die Funktion v mit u(z) := sup ez g(x) fiir
& € G heiBt verallgemeinerte Losung der Dirichletschen Randwertaufgabe.

11.11 Bemerkung (Eigenschaften subharmonischer Funktionen).

a) Falls u € C(G) mit u > 0 ist, so ist auch Myu > 0.

b) Fiir u,v € C(G) mit u < v folgt Mxgu < Mgv (Monotonie).
¢) Falls u subharmonisch ist, so ist —u superharmonisch.

d) SlIld (ui)izl ....
SV ¢u; subharmonisch [superharmonisch].

~ subharmonisch [superharmonisch], so ist fiir alle ¢; > 0 auch
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11.12 Lemma. a) Ist u lokal subharmonisch [superharmonisch], so geniigt u dem
Mazimumprinzip [Minimumprinzip].

b) Ist u lokal subharmonisch, so ist u subharmonisch.

c) Sind uy, ...,un subharmonisch [superharmonisch], so ist auch die Funktion u :
xr — max(min|{u(x), ..., uy(z)} subharmonisch [superharmonisch).

Beweis. a) Sei u nicht konstant und habe in 2y € G ein Maximum. Nach Vorausset-
zung existiert eine Umgebung U = U(zg) von xq so dass u in U(xg) subharmonisch
ist. Wir withlen r > 0 geeignet mit K := B(xo,7) C U(zo). Sei M := max,cox u(z).
Dann folgt

M <u(zg) < (Mgu) (xg) < M

Damit folgt offensichtlich (Mgu) (zg) = M. Da Mygu das Maximumprinzip erfiillt,
folgt (Myu) () = M fiir alle z € K. Weiter bedeutet dies u|sx = M und weiter
(variiere den Radius r) u|z = M. Nun ist also T := {z : u(x) = M} offen in G
aber auch abgeschlossen, da u stetig ist. Damit gilt T'= G was im Widerspruch zur
Annahme steht.

b) Es sei K C G eine beliebige Kugel und v := Mgu. Es ist w := u — v lokal
subharmonisch in K und es gilt w|sgx = 0. Mit a) ergibt sich w|x < 0 und das
wurde behauptet.

c) Es sei K C G eine beliebige Kugel. Es gilt dann fiir alle i = 1,..., N: u; < Mgu;.
Weiter ist aber Miu; < Mgu und somit gilt u < Mgu. O

11.13 Lemma. [Ist u subharmonisch, so ist auch v := Mgu subharmonisch.

Beweis. Nach Lemma 11.12 b) ist zu zeigen:
Ve e GIU(x) CGYB C U :v < Mpv

Wir unterscheiden drei Falle

(i) x € K: U(z) C K beliebig, dann ist v Potentialfunktion in K, also insbeson-
dere subharmonisch in K.

(ii) # € G\ K: U(x) mit U(x) N K = (. Dann folgt v = u in U(z), also subhar-
monisch.

(i) x € 0K, B C U(x), U(z) so klein, dass folgende Situation vorliegt:

Es ist u < v = Mgu nach Voraussetzung. Damit folgt aus Bemerkung 11.11 b)
u< Mpu < Mgv. In L:= KN B gilt

max{(v — Mpv),, } = max{(v — Mpv)|ornox } = max{(u — Mpv)|srrox} <0
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0K

&

Damit folgt aus dem Maximumprinzip v < Mgv in L. In R := B\ K ist v = u.
Damit erhalten wir

max{(v — Mpv)ys} = max{(u — Mpv)|sr} =<0

und weiter v < Mpv in R. Insgesamt also v < Mpv in B.

11.14 Definition. Sei G C R" ein beschrinktes Gebiet und f € C(9G). Dann
definiert man

fo= max f (Superfunktion)

fo = min f (Subfunktion)

11.15 Lemma. Zu f € C(0G) sei F wie in Definition 11.10 definiert.
a) Fir alle w € F gilt u < f..

b) Falls uy,...,uy € F, so gilt v — max{ui(z),...,un(z)} € F.

c) Falls uw € F, so gilt Mgu € F fiir alle Kugeln K C G.

d) Firue F undv € H gilt u < wv.

Beweis. a) gilt nach Lemma 11.12 a).
b) gilt nach Lemma 11.12 ¢).
¢) v := Mgu ist subharmonisch nach Lemma 11.13.

d) gilt nach Lemma 11.12 a). O
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11.16 Satz. Sei G C R" ein beschrinktes Gebiet und f € C(0G).
a) Es gibt genau eine verallgemeinerte Losung der Dirichletschen Randwertaufgabe.

b) Sei U € C*(G) N CYG) eine klassische Lisung der Dirichletschen Randwertauf-
gabe und u die verallgemeinerte Losung. Dann gilt u = U.

Beweis. a) folgt direkt aus der Definition.

b) Offensichtlich gilt U € F. Daraus folgt U(x) < u(z) nach Definition von u. Sei
nun v € F beliebig gewéhlt. Offenbar ist (v — U)|sg < 0, also v < U und damit
u<U. O

11.17 Satz (Lokaler Regularititssatz). Es sei u die verallgemeinerte Losung der
Dirichletschen Randwertaufgabe. Dann gilt

(i) w ist in G beschrinkt und es gilt f_ <u < f,.
(i) u € C*(@G).
(iii) Au=01in G.

Beweis. (i) Offenbar gilt v < f, fiir alle v € F, damit gilt auch v < f,. Ferner
gilt f € F, woraus f_ < u folgt.

(ii) Sei zo € G beliebig aber fest gewihlt. Weiter sei 7 > 0 so gewihlt, dass K C G
fir K := K(xq,r) gilt. Wir wihlen nun eine Folge (v,)neny C F mit v, (x) —
u(xo). Sei wy, := max{vy,...,v,} € F. Wegen v,(xo) < wy(xg) < u(zg) folgt
wy(zg) — u(xg). Nach Konstruktion gilt aber auch wy1(z) > w,(x). Sei
Wy (x) == (Mgwy,) (z). Nun ist W,, in K harmonisch und es gilt W, > W,
sowie W,, < f4, somit folgt aus dem zweiten Harnackschen Satz (Satz 11.5),
dass ein W existiert, so dass W,, — W in jeder Kugel K’ mit K’ C K gilt.
Demnach ist W harmonisch in K. Ergo

(o) — wp(xo) < Mpwy(xg) = Wy(zo) < u(x)

Daraus folgt
W(zo) = lim W, (z) = u(x)

Wir zeigen nun, dass u(z) = W(x) fir alle z € K’ gilt. Dazu nehmen wir an,
dass ein z1 € K’ mit x; # xo und W(x;) # u(x;) existiert. Damit existiert
also ein w € F mit w(zy) > W(xy). Es sei K, := K(x¢,p) mit x; € 0K;. Es
sel

Gn := My, (max{W,,,w}) € F
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Da (W,), in K; gleichmiBig konvergiert, konvergiert f, := max{W,,w} auf
0K, gleichmifBig und deshalb auch g, auf 0K;. Somit folgt nach dem ersten
Harnackschen Satz (Satz 11.2), dass (g, ), gleichmifig in K gegen eine harmo-
nische Funktion g konvergiert. Da My, (max{W,w}) harmonisch in K ist und
an der Stelle z; € 0K groer als W ist, folgt nach der Mittelwerteigenschaft

auch
gn(T0) = g(x0) = M, (max{W, w})(zo) > W(zo) = u(o)

Andererseits gilt
gn(0) < u(zo) = g(w0) < u(x0)

was nicht sein kann.

c) Dirichletsche Gebiete

Wir betrachten nun das Randverhalten der verallgemeinerten Lésung und gelangen
zur Charakterisierung von 0G. Im folgenden sei G C R" ein beschrianktes Gebiet.

11.18 Definition. (i) Es sei y € 0G fest. b(-,y) heifit Barriere zu y, falls

(a) b(-,y) superharmonisch in G ist,
(b) b(-,y) > 0in G\ {y} ist, sowie
(¢) b(y,y) = 0 gilt.

(ii) Es sei y € 0G fest. w(-,y) heiBit lokale Barriere zu vy, falls eine Kugel K =
B(y,r) existiert, so dass

(a) w(-,y)
(b) w(-,y) >0in GNK \ {y} ist, sowie
(¢) w(y,y) =0 gilt.

(+,y) superharmonisch in G N K ist,

w
w

11.19 Satz. Zu y € OG existiere eine lokale Barriere. Dann gibt es zu y eine
Barriere.

Beweis. Es sei w eine lokale Barriere zu y in K = B(y, 7). Sei weiter K| := B (y, g)
und Z := G N (K \ K;). Mit m := min,ez w(z,y) > 0 definieren wir

_ min{m,w(z,y)}, r€eGNK
b(CC,y) _{ m, I’G@\E

Es wird sich nun zeigen, dass b eine Barriere zu y ist.
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Zunichst ist klar, dass b(-,y) > 0 in G \ {y} gilt, denn es ist m > 0 und w > 0.
Weiter gilt b(y,y) = 0 wegen w(y,y) = 0. Zu beweisen ist also nur noch, dass b(-, y)
superharmonisch in G ist. Es ist b = min{m, w(-,y)} lokal superharmonisch in GNK.
Weiter ist b = m lokal superharmonisch in G'\ K. Damit ist b lokal superharmonisch
in G und damit folgt die Behauptung aus Lemma 11.12 b). ]

11.20 Definition. (i) Ein Punkt y € 0G heifit reguldrer Randpunkt, falls zu y
eine (lokale) Barriere existiert.

(ii) G heifit dirichletsch, falls alle Randpunkte regulér sind.

11.21 Satz. Es seiy € OG ein requldrer Randpunkt. Dann ist die verallgemeinerte
Losung u in y stetig und es gilt u(y) = f(y).

Beweis. Es sei y € 0G fest und b eine Barriere zu y. Wegen der Stetigkeit von f
gilt:
Ve >030>0: Ve € 0G, |z —y| <0 :|f(x)— fly)| <e

Demnach gilt aber auch
Ve > 03k > OVx € 0G : |f(z) — f(y)| < € + kb(z,y),

denn fiir |z —y| > § ist b positiv. Setze v(x) := f(y) — e — kb(z,y) (z € G) und
V(z) = f(y) + &+ kb(z,y). Dann ist v € .% und V € % und damit Es gilt
v(z) <u(z) <V(z) (zed).

Weiter gilt fiir alle z € G:
u(z) = fly) < V(z) = f(y) = e+ kb(z,y)

w(z) — fly) 2 v(z) = fly) = —(e + kb(z,y))
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und somit
lu(x) — f(y)| < e+ kb(z,y) <2

fir  — y wegen b(y,y) = 0. O

11.22 Korollar. Ist G dirichletsch, so ist die Dirischletsche Randwertaufgabe klas-
sisch losbar.

Beweis. Nach Satz 11.21 ist die verallgemeinerte Losung eine klassische Losung. [

11.23 Satz. Fir alle f € C(0G) sei die Dirichletsche Randwertaufgabe im klassi-
schen Sinn losbar. Dann ist G dirichletsch.

Beweis. Es seiy € 0G fest. Damit definieren wir F,(z) := [z —y|. Offenbar ist dann
F, € C(G)NC?*(G). Sei b(-,y) eine klassische Losung der Dirichletschen Randwert-
aufgabe zu f := F, € C(0G). Dann ist b eine Barriere, denn

(i) b ist superharmonisch, da b harmonisch ist.

(ii) Ist z € OG, so gilt b(z,y) = Fy(z) > 0 und b(z,y) > 0 falls x € 9G \ {y}. Mit
Hilfe des Minimumprinzips fiir b(-,y) folgt b(z,y) > 0 in G.

(ili) b(y,y) = 0.

Abbildung 11: Kann eine Kugel so an einen Randpunkt angelegt werden, so ist der
Randpunkt regular.
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11.24 Lemma (Regularitéit von Randpunkten im R™). Sei G C R™ ein beschrinktes
Gebiet. Dann ist y € OG ein requlirer Randpunkt, falls eine Kugel K = B(z,r)
ezistiert, so dass KNG =0 und K NG = {y} gilt. (Abb. 11)

Beweis. Die Abbildung b mit b(z,y) := 5 % ist eine Barriere zu y. O

T Ja—z

Hier gibt es sogar ein wesentlich besseres Resultat.

Abbildung 12: Kann ein Kegel so an einen Randpunkt angelegt werden, so ist der
Randpunkt regular.

11.25 Lemma (Regularitdt von Randpunkten im R™, Teil 2). Sein > 3 und G C
R™ ein beschrinktes Gebiet. Dann ist y € OG ein regulirer Randpunkt, falls ein
Kegel C mit Spitze in y existiert, so dass C NG = 0 und C NG = {y} gilt. (Abd.
12)

Beweis. Wir konstruieren eine Barriere zu G*, wobei G* := (R"\ C) N B(y, R),
fir R = %h. Hierbei ist h die Hohe des genannten Kegels C' (Abb. 13). Es sei

F,(z) := |z — y| und b*(z,y) die verallgemeinerte Losung in G* zu Fj|sg+. Weiter
sel
o b*(z,y), r e G
b(«%y) o { limszVzeG* b*(Z,y>, T E 8G*

Wir beweisen, dass b wohldefiniert und eine Barriere in G* zu y ist. Es gilt

(i) Azb(-,y) = 0 in G*, da verallgemeinerte Losungen harmonisch sind und b = b*
in G* gilt.

(ii) Alle Randpunkte bis auf i sind schon regulir. Das bedeutet b(-,y) € C(G*\{y})
nach Satz 11.21.
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Abbildung 13: Die Menge G*.

(iii) Wegen A, F, = =% > 0 ist F,, subharmonisch. Weiter gilt b*(z,y) > F,(z) =

Y eyl
|z —y| > 0in G*\ {y}, da F,, € F und b* die verallgemeinerte Losung ist. Daraus
folgt b(x,y) > 0in G*, da b = b* in G*, und. b(x,y) > 0in G*\{y}, dab* € C(G*\{y}
und alle Punkte aufler y regulér sind.

Zu zeigen ist noch, dass lim, ., b*(z,y) = 0 gilt. Nach dem Maximumprinzip ist
0 < b*(z,y) < R. Sei v(z) := b*(z,y) und © := limsup, , v(z). Zu zeigen ist
dann wiederum: v = 0. Hierzu nehmen wir an, dass v > 0 gilt. Sei £ > 1 und

G = (R"\ C) N K(y, &) (Abb. 14). Sei w(z) := v(kx) wobei oBdA. y = 0 sei.

Abbildung 14: Die Menge G**.

(a) Es existiert ein ¢; < 1 mit v|pgen (3 < c1wlag==\{y}, denn

(i) Fir z € 0G* N oC \ {y} gilt w(z) = v(kx) = kv(z).
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(ii) Fir € 0G** N 0B(y, ) gilt w(z) = v(kx) = |kz| = R. Wegen 0 < v < R
in G*, v Potentialfunktion, nicht konstant, ist nach dem Maximumprinzip
v(z) < R. Das bedeutet, dass ein ¢ < 1 existiert mit v(z) < cow(x).

(iii) Setze ¢; := max{},ca}.
(b) Sei g == v — c;w in G** \ {y}. Wegen 0 < v < R in G* gilt |g] < 2R in

G\ {y}. Weiter ist g stetig in G** \ {y} und es gilt Ag = 0 in G**. Dann ist mit
m = lnfacef)G’**\{y} g(l‘) uIld M = SupmeaG**\{y} g(x)

Ve e G :m < g(x) < M

Dieses verallgemeinerte Maximumprinzip (Satz 11.26) wird im Anschluss bewiesen.

(c) Dag

oy < 0 gilt, folgt fiir alle x € G** g < 0. Das bedeutet aber

0 <0 = lim,_ov(z) < erlim, ow(z) = 0 < T

]

11.26 Satz (Verallgemeinertes Maximumprinzip). Sei B C R"™ ein beschrinktes
Gebiet, n > 2 und y € OB. Es sei g € C*(B) mit

(i) Ag=01in B

(i) g € C(B\{y})
(iii) |g| < const in B\ {y}.

Dann gilt mit m = inf,cop\ () 9(x) und M = sup,cop\ (4 9(7)

Vee B:m<g(z) <M

Beweis. Es sei Bs :={x € B:|r—y| > d} (Abb. 15). Seizue >0

€
ge(z) =M+ ——.
|z — y[n?

Dann folgt g.(z) — oo fiir # — y € 0B. Nach Definition von M und g. gilt g < g.
auf B \ 0B(y,d). Da g beschrénkt ist, gilt auch g. > C > M auf 0B(y,J) fur
hinreichend kleines §. Damit erhalten wir

Ve > 030y > OV6 < doVa € 0Bs = g(x) < g-(x)
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Abbildung 15: Die Menge Bg
Es folgt nun

Ve > 036 > OVd < doVz € Bs : g(z) < g-(2),

denn es gilt A(g —g.) = 0 in B;, g — g. € C?(Bs; N C(B;). Damit folgt aus dem
Maximumprinzip

(9 — ga)|Bs <(g9- 9€>|8Ba <0

Sei nun x € B fest und € > 0 beliebig vorgegeben. Wihle §; < g mit x € Bs,, dann
folgt g(z) < M + 7=z und damit g(x) < M. Analog fiir g(x) > m.

O
11.27 Lemma (Regularitit im R?). Sei G C R? ein Gebiet. Dann ist y € G ein
existiert.

regulirer Randpunkt, falls eine offene Strecke S mit SN G = () und SN G = {y}

Beweis. Es ist w mit w(zx,y) :

—Re @ eine lokale Barriere.
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d) Regularitit der Losung

11.28 Satz (Regularitit im Inneren). Sei G C R"™ ein Gebiet und seien u, f €
L} (G) mit —Au = f (als Gleichheit in 2'(G)). Sei z € G, r > 0 mit B(z,3r) C G,

loc

und ¢ € (G) mit ( =1 in B(z,2r). Dann gilt

/ F(@)C(@)g(z, vz +7y) (v € Blzr)),

wobei g die Grundlisung zum Laplace-Operator ist (siehe Satz 4.7) und w € C°(G).
Falls f € CY(G), so ist u € C*(@), und es gilt —Au = f fast iiberall.

Beweis. (i) Sei ¢ € Z(G) mit supp ¢ C B(z,r). Definiere

o(z) = /G g(@,9)ey)dy (€ ).

Dann ist v € C*(G), denn etwa die erste Ableitung kann dargestellt werden als

%/Gw(y)g(w,y)dy = /GsO(y)a%lg(%y)d?/

0
= /(}@(y)a—mg(m,y)dy
= /G—aiylw(y)g(x,y)dy-

Da g die Grundlosung ist, gilt ¢ = —A,v = —A,(Cv) — AL ((1 = {)v) =: 1 + ¥o.
(i) Es gilt

[l (1) = [ (— A (C)) = —Asfu] (CV)
f(¢v) = / fa
_ / f@)(@) / oz, v)o(y)dy| du
G B(z,r)
[ [ [ s@s@ste e
B(z,r) G

Fiir po berechnet man

pa(z)

A[ [ (=gt ety

F(z,y)o(y)dy
B(z,r)
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mit

Es gilt F' € C*(G x B(z,7)), da die Grundlosung g(x,y) fir x # y unendlich oft
differenzierbar ist und 1 — ¢ = 0 auf B(z,r). Damit erhalten wir

ul(p2) = | u(x F(x, dy|dx
ul(en) = [ >[/B(m (2. y)o(9)dy]
— [ [u) P ] o
B(z,r)
(iii) Nach (ii) gilt
u = T x)g(x, w(x)F(x,y))dx dy.
o) = [ [ 5@ C@iten) + o) )ity
Also gilt
U(y)=/Gf(x)(é(ﬂf)g(%y)+U($)F(l‘,y))d93 (y € B(z,7))
als Gleichheit fast iiberall. Setze nun
) = [ o) (o)

dann gilt w € C*°(B(z,)), und man erhélt die behauptete Gleichheit.

(iv) Falls f € CY(G), so ist (f € CHG), und dieselbe Rechnung wie in (i) zeigt
u € C*(G) (beachte, dass 9,9(x,y) € Li..(G) gilt). Wegen A, F(z,y) = 0 folgt

loc

Ayu(y) =) fly) = fly) (y € Blz,r)).
0

Die Glattheitsaussage des letzten Satzes léasst sich noch verfeinern, wenn man Hoélder-
rdume als Grundlage nimmt. Der folgende Satz wird nicht bewiesen.

11.29 Satz (Weylsches Lemma). Es sei A = a,0;0, + 0;0; + a mit ag, € C**(Q),
a; € CY(Q), a € CYQ), &Gaw(x)E > plé|? firv € G, € € R™, p > 0 fest. Es gelte
u € L .(G), Au = f im distributionellen Sinn, f € C**(G). Dann stimmt u fast
iiberall mit einer Funktion aus C**(QG) iiberein.
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A. Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis

A.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden einige Hilfsmittel aus der Funk-
tionalanalysis ohne Beweis bereitgestellt. Dabei geht es um elementare Hilbertraumtheo-
rie wie etwa den Projektionssatz und den Satz von Riesz, aber auch um den Spek-
tralsatz. Die Funktionalanalysis ist fiir eine weitergehende Analyse partieller Diffe-
rentialgleichungen unerlésslich.

a) Hilbertraumtheorie

Wir beginnen mit einigen Definitionen in Hilbertrdumen. Sei ‘H ein Hilbertraum
(d.h. ein vollstandiger Raum mit Skalarprodukt) iiber dem Kérper R oder C. Zu
einer Teilmenge A C H definiert man den Orthogonalraum

At ={reH: VaecA:{az)=0}

Es gilt A+ = A", AL ist stets abgeschlossen, und A C H ist genau dann dicht in H,
falls A+ = {0}.

A.2 Satz (Projektionssatz). Sei H ein Hilbertraum und A C 'H ein abgeschlossener
linearer Unterraum. Dann ldsst sich 'H zerlegen als

H=A® A,

d.h. jedes u € H ldsst sich eindeutig schreiben als uw = uy + us mit u; € A und
Uy € At

Zu normierten Rdumen E, F' definiert man wie iiblich
L(E,F):={T: E— F|T linear, stetig },

die Menge der linearen stetigen Operatoren von E nach F. Ein linearer Operator
T: E — F ist genau dann stetig, wenn er beschrinkt ist. Im Falle ' = K, d.h.
F = R bzw. F = C schreibt man £’ := L(F,K) und spricht vom topologischen
Dualraum von E. Wenn nichts anderes vereinbart wird, wird L(E, F’) stets mit der
Operatornorm versehen, d.h. mit der Norm

Tu F
7= sup 1T
wer\{o} |[ul|E

Im Hilbertraumfall ldsst sich der Dualraum einfach beschreiben, wie der folgende
Darstellungssatz von Riesz zeigt.
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A.3 Satz (von Riesz). Sei H Hilbertraum. Dann ist die Abbildung

ir: H—H, v (- 0)
wohldefiniert, bijektiv, isometrisch und konjugiert linear (d.h. ip(civ1 + covy) =
Cring(v1) + Cain(v2)).

Insbesondere sagt dieser Satz, dass zu einem stetigen linearen Funktional F' € H’
genau ein v € H existiert mit

Fu= (u,v)y (u€H).

b) Unbeschrinkte Operatoren und der Spektralsatz

A.4 Definition. Seien F, F' normierte Rdaume.

a) Ein linearer Operator T ist eine lineare Abbildung T': D(T') — F, dessen Defini-
tionsbereich D(T') C E ein linearer Unterraum von F ist. Man schreibt héufig (aber
nicht korrekt) T: E — F.

Der Wertebereich von 7' wird als R(T') bezeichnet, der Kern oder Nullraum ist
definiert als ker T := N(T) := {x € D(T) : Tx = 0}.

b) Seien S,T: E — F zwei lineare Operatoren. Dann schreibt man S C T, falls
D(S) € D(T) und T'|p(s) = S ist. Es gilt S = T" genau dann falls S C Tund 7' C S.

¢) Ein linearer Operator T': E — F' heifit abgeschlossen, falls fiir jede Folge (2, )nen C
D(T) mit z,, » x € Fund Tz, —y € F gilt: x € D(T) und Tx = y.

d) Das Spektrum eines linearen Operators T': E' — F ist definiert durch
o(T):={\ € C:T — \idg ist nicht bijektiv.}.
Das Punktspektrum von 7' ist gegeben durch
0p(T) := {X € C: ker(T — Xidg) # {0}} C o(T).

A.5 Definition. Seien F, F' Hilbertriaume und 7' : E — F ein linearer dicht defi-
nierter Operator. Definiere

D(T*):={y € F: x— (Tz,y) ist stetiges lineares Funktional auf D(T)}.
Fiir y € D(T™) existiert ein eindeutiges y* € F mit
(T, y)r = (x,y")e (z € D(T)).

Definiere T* : F' — E durch T*y := y* (y € D(T*)). Der Operator T* heifit
(Hilbertraum-)Adjungierte von 7.
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A.6 Definition. Sei H ein Hilbertraum und 7': H — H ein linearer dicht definier-
ter Operator in H. Dann heifit T’

(i) selbstadjungiert, falls T'= T*,
(ii) normal, falls TT* = T*T,

(iii) symmetrisch, falls 7" C T* gilt.

Man beachte, dass zwei lineare Operatoren nur dann gleich sind, falls sie die gleichen
Definitionsbereiche besitzen und darauf die gleichen Werte annehmen.

A.7 Definition. Sei (X,.A) ein Messraum und H ein Hilbertraum. Eine Abbildung
E: A — L(H) heiit ein projektorwertiges Mafl (PV-MaB), falls gilt:

(i) E(A) ist orthogonale Projektion (A € A), d.h es gilt E(A)? = E(A) = E(A)*.

(ii) Seien (Ap)nen C A paarweise disjunkt. Dann gilt
[E( U An)]x =Y E(A)r (z € H).
neN neN

(iii) Es gilt B(X) = idy.

A.8 Definition. Sei (X,.A) ein Messraum, H ein Hilbertraum, E ein PV-Ma8. Sei
f: X — C eine Stufenfunktion, f = 3"", fixa,. Dann heiit

[ e =Y pm) e L)
i=1
das Integral von f bzgl. F.

A.9 Satz. Sei E ein PV-MafS auf (X, A) mit Werten in L(H) und sei x € H.
Definiere das Mafs
E(A) = |E(A)z]|* (A€ A).

Sei f: X — C eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) f ist messbar und [ |f]*dE, < oo (d.h. f € L*(E,)).

(ii) Es gibt eine Folge (fn)nen von Stufenfunktionen mit f, — f punktweise und
[1fo—fPdE, — 0 (n— o).
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A.10 Definition. Sei (X, .A) ein Messraum, f: X — C messbar, H ein C-Hilbertraum
und E ein PV-Ma$ in H. Definiere den Operator [ fdE durch

D(/de) = {x cH: /|f|2dEm < oo},
</de>m:: JLI{:O</fndE)x fﬁrméD(/de).

Dabei ist (f,), eine Folge wie in Satz A.9.

A.11 Satz (Spektralsatz). Sei H ein C-Hilbertraum und T: D(T) — H ein nor-
maler Operator in H. Dann ezistiert genau ein PV-Maf§ E: B(o(T)) — L(H) mit

T = / idy ) dE.
o(T)

(Beachte, dass dies die Gleichheit unbeschrinkter Operatoren ist, also insbesonde-
re die Gleichheit der Definitionsbereiche impliziert.) Fiir jede messbare Funktion

f:0(T) — C wird durch
T) := dE, D(f(T)) := H: *dE,
p0) = [ gam gy ={een: [ pras, <o)
ein normaler Operator definiert. Es gilt
1f@el = [ |fPaE. (@ e DD
o(T)

Die Abbildung f +— f(T) ist linear, und es gilt

/(fg)dED (/de)(/ng),
/de: (/de)*.

Fiir Polynome f stimmt diese Definition von f(T) mit der iblichen Definition tibe-
rein.
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