Mathematik fiir Chemiker I und 1I.

(Programm ab WS 1999/2000)
1. Studienhalbjahr 442 SWS, 2. Studienhalbjahr 241 SWS: Kurs maximal 304+-11=41 Doppelstunden.

Schreibweisen und Grundlagen.

Stichpunkte: Quantoren; Mengenschreibweisen, Zahlenarten; griechisches Alphabet;
Fakultit, Binomialkoeffizienten; Summen— und Produktzeichen, endliche Summen und

Produkte, Umindizierung; Mehrfachsummen;

spezielle Summen: GauB-Summen, geometrische, harmonische und binomische Summe.

1.A Bezeichnungen, Schreibweisen, Symbole.
1.B Zahlenarten.

1.C Das griechische Alphabet.

1.D Fakultat.

1.E Binomialkoeffizienten.

1.F Summen— und Produktzeichen.

1.G Spezielle Summen und Produkte.

Betrag, Monotonie, Beschrinktheit.

Stichpunkte: Intervalle, Betrag, Abstand, Monotonie, Beschranktheit, Minimum, Maximum,

Infimum, Supremum.

2.A Intervalle und Betrag.
2.B Monotonie.

2.C Beschranktheit.

2.D Minimum und Maximum.

2.E Infimum und Supremum.

Grenzwerte von Folgen und Funktionen.

Stichpunkte: Eigentliche und uneigentliche Konvergenz von Folgen und Funktionen,
wesentliche Divergenz, Teilfolgen, einseitige Grenzwerte, Zusammensetzungsregeln,
unbestimmte Formen, beschrdnkte und monotone Folgen; einige spezielle Folgen,

die Euler'sche Zahl e.

3.A Konvergenz von Zahlenfolgen.
3.B Einige elementare Folgen.
3.C Vier Konvergenzkriterien fiir Zahlenfolgen.

3.D Grenzwerte von Funktionen.
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Stetigkeit, Zahlenreihen.

Stichpunkte: Stetigkeit, Unstetigkeit, allgemeines lterationsverfahren; Konvergenz und
Divergenz von Zahlenreihen, Konvergenzkriterien fiir Zahlenreihen; geometrische und

harmonische Reihe.

4.A  Stetigkeit. Allgemeines Iterationsverfahren.
4.B Die moglichen Unstetigkeiten einer Funktion.
4.C Konvergenz von Zahlenreihen.

4.D Konvergenzkriterien fiir Zahlenreihen.

Allgemeine Exponentialfunktionen und Logarithmen.

Stichpunkte: Exponentialreihe und Exponentialfunktion e® = exp(z), Cauchyprodukt
von zwei Reihen, Rechenregeln fiir e . Wachstumsprozesse. 1-1-Funktionen und ihre

Umkehrfunktionen. Inz , a” , log, =, Rechenregeln; halblogarithmisches Koordinatenpapier.

5.A Das Cauchy—Produkt von zwei Zahlenreihen.

5.B Die Exponentialfunktion e = exp(x).

5.C Wachstums— und Zerfallsprozesse.

5.D Ein—eindeutige Funktionen und ihre Umkehrfunktionen.
5.E Logarithmus und allgemeine Exponentialfunkrion.

5.F Halblogarithmisches Koordinatensystem.

E Trigonometrische und hyperbolische Funktionen.

Stichpunkte: Trigonometrische Funktionen und arcus—Funktionen, Additionstheoreme,
Pythagoras am Einheitskreis; hyperbolische Funktionen und area—Funktionen und entsprechende Formeln.

Kreise, Ellipsen und Hyperbeln: geschlossene Darstellung und iibliche Parameterdarstellung.

6.A Die trigonometrischen Funktionen.
6.B Die arcus—Funktionen.

6.C Die hyperbolischen Funktionen.
6.D Die area—Funktionen.

6.E Kreise.

6.F Ellipsen.

6.G Hyperbeln.

Polar— und Zylinderkoordinaten.

Stichpunkte: Ebene Polar— und Ellipsenkoordinaten, rdumliche Polar— und Ellipsoidkoordinaten, Zylinder-

koordinaten; Beschreibung rotationssymmetrischer Korper.

7.A  Ebene Polar- und Ellipsenkoordinaten.

7.B Raumliche Polar- und Ellipsoidkoordinaten.
7.C Zylinderkoordinaten.

7.D Beschreibung rotationssymmetrischer Korper.



0-3

E Differentiation.

Stichpunkte: Héhere und partielle Ableitungen, Schreibweisen (auch Operatorschreibweise), die wichtigsten

Rechenregeln; gingige Ableitungen; Newton—Verfahren (*).

8.A Gewdhnliche Ableitung: anschauliche Deutung.
8.B Partielle Ableitung.

8.C Hohere Ableitungen: einige Schreibweisen.
8.D Ableitungsregeln.

8.E Wichtige Ableitungen.

8.F Newton—Verfahren. (*)

E Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Stichpunkte: Mittelwertsatz fiir eine und mehrere Variable; Regel von L'Hospital, iibliche Beispiele:
u.a. Polynom - Exponentialfunktion, Logarithmus - Polynom, 22 (1 4 £)™ " Optimistische" und

" pessimistische “ Fehlerabschatzung.
9.A Drei Fassungen des Mittelwertsatzes.

9.B Regel von de I'Hospital.
9.C Fehlerabschatzung ().

10| Potenzreihen und Taylorentwicklung.

Stichpunkte: Potenzreihen fiir eine Variable, Konvergenzradius, Wurzel- und Quotientenkriterium;
Taylorkoeffizienten, Taylorentwicklung, Taylorpolynome und Taylorrestglied; Gegenbeispiel: e~/

gangige Reihenentwicklungen; Taylorentwicklung bei mehreren Variablen.

10.A Allgemeine Potenzreihen.

10.B Taylorreihe und Taylorpolynom.

10.C Taylorrestglied. (*)

10.D Wichtige Potenzreihen—Entwicklungen.
10.E Taylor-Entwicklung bei mehreren Variablen.

11| Fehlerabschitzung (II), Extrema, H6henlinien.

Stichpunkte: Fehlerabschitzung durch Potenzreihenentwicklung; Extrema ohne Nebenbedingung, lineare
Regression, Hesse—Determinante bei 2 Variablen; Extrema mit Nebenbedingung, Lagrange’'scher Multiplikator;

Hohenlinien, Niveauflichen.

11.A Fehlerabschazung (Il).

11.B Extrema von Funktionen einer Variablen.

11.C Extrema ohne Nebenbedingung bei mehreren Variablen.
11.D Extrema mit Nebenbedingungen.

11.E Hohenlinien, Niveauflachen.
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12

13

14

Bestimmtes und unbestimmtes Integral.

Stichpunkte: Bestimmtes Integral, einfache Regeln, Mittelwertsatz der Integralrechnung,
uneigentliche Integrale, Ableitung von Parameterintegralen; Stammfunktion/unbestimmtes Intergal, wichtige

Stammfunktionen, Hauptsatz der Differential— und Integralrechnung.

12.A Bestimmte Integration als Summationsprozess.
12.B Elementare Regeln fiir bestimmte Integrale.

12.C Ableitung von Parameterintegralen.

12.D Uneigentliche Integrale.

12.E Stammfunktion/ Unbestimmtes Integral.

12.F Einige Grundregeln fiir unbestimmte Integrale.
12.G Wichtige Stammfunktionen.

12.H Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Integrationsmethoden.

Stichpunkte: Partielle Integration, Rekursionsformeln, Umformung des Integranden, Substitution, Partial-

bruchzerlegung, Integration mit Potenzreihenentwicklung.

13.A Partielle Integration/Produktintegration.
13.B Integration mit Hilfe von Rekursionsformeln.
13.C Integration durch Umformen des Integranden.
13.D Integration mit Substitution.

13.E Integration mit Partialbruchzerlegung.

13.F Integration iiber Potenzreihenentwicklung.

Komplexe Zahlen.

Stichpunkte: Algebraische, exponentielle und trigonometrische Darstellung komplexer Zahlen, Real- und
Imaginarteil, Argument und Betrag, Konjugiert—Komplexe, Rechenregeln, komplexer Einheitskreis, Fundamen-

talsatz der Algebra, komplexe Wurzeln, komplexer natiirlicher Logarithmus, komplexe Potenzen.

14.A Algebraische und exponentielle Darstellung.

14.B Einige Regeln.

14.C Komplexe Wurzeln.

14.D Komplexer Logarithmus und komplexe Potenzen. (*)
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Schwingungen. Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Stichpunkte: Reelle und komplexe Darstellungen harmonischer Schwingungen. Trennung der Variablen fiir

Dgln. 1. Ordnung; die allgemeine Losung (D — a(a:)) (0) einer homog. linearen Dgl. 1. Ordnung, die allge-

meine L6sung inhomogener lin. Dgln. 1. Ordnung.

15.A Harmonische Schwingungen.

15.B  Trennung der Variablen bei Dgln. 1. Ordnung.
15.C Homogene lineare Dgl. 1. Ordnung.

15.D Inhomogene lineare Dgl. 1. Ordnung.

Allgemeine lineare Differentialgleichungen.

Stichpunkte: Art und Anzahl der Losungen. Homogene lin. Dgin. mit konstanten Koeffizienten: Exponen-
tialansatz und charakteristisches Polynom, allgemeine und allgemeine reelle Lésung. Operatorschreibweise.

Inhomogene lin. Dgln. mit konstanten Koeffizienten: Stérgliedansatz/Resonanzfall.

16.A Bezeichnungen und Schreibweisen.

16.B  Uber die Existenz und Anzahl von Lésungen.

16.C Homogene lineare Dgln. mit konstanten Koeffizienten.
16.D Reelle Losungen homogener lin. Dgln. mit konst. Koeff..
16.E Bemerkung iiber die Linearfaktorzerlegung von p(D) .
16.F Bemerkung iiber die Partialbruchzerlegung von p(D)~". (¥)
16.G Storgliedansatz.

Variation einer Konstanten; Potenzreihenansatz.

Stichpunkte: Reduktion der Ordnung (= Variation einer Konstanten); Potenzreihenansatz;

Beispiel: Hermite'sche Dgl. und —Polynome.

17.A Reduktion der Ordnung.
17.B Potenzreihenansatz.
17.C Hermite'sche Differentialgleichung und Polynome.

Fourierreihen.

Stichpunkte: Approximation im quadratischen Mittel durch trigonometrische Polynome, Fourierreihen (als

Extremwertaufgabe, reell und komplex); Fourierentwicklung gerader und ungerader Funktionen.

18.A Approximation durch trigonometrische Polynome.
18.B Fourierreihen—-Entwicklung.

18.C Verwendung von Formelsammlungen.
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19

20

21

Fouriertransformation.

Stichpunkte: Cauchy’scher Hauptwert; Fouriertransformierte, Fourierintegraldarstellung, Fourier-Sinus-

und Fourier—Cosinus—Transformation, Approximation durch Uberlagerungen harmonischer Schwingungen;

Delta— und Heaviside—Funktion, Faltungssatz und Differentiationssatz.

19.A
19.B
19.C
19.D
19.E
19.F
19.G
19.H

Cauchy’scher Hauptwert eines Integrals.
Fouriertransformation und Fourierintegraldarstellung.
Fouriertransformation gerader und ungerader Funktionen.
Typische Beispiele.

Approximation durch Uberlagerung harmon. Schwingungen.
Delta— und Heaviside—Funktion.

Allgemeine Regeln fiir die Fouriertransformation.

Der Differentiationssatz.

Lineare Riume, lineare (Un-) Abhingigkeit.

Stichpunkte: Anschauungsraum; allgemeiner Vektorraum (= linearer Raum), Vektorraumaxiome; Durch-

schnitt und Summe von Untervektorrdumen. Die Riume K™ . Erzeugendensysteme und Erzeugnis, lineare

Abhéangigkeit und Unabhangigkeit.

20.A
20.B
20.C
20.D
20.E
20.F
20.G
20.H

Die Vektoren des Anschauungsraumes.
Allgemeine Vektorraumaxiome.

Lineare Teilraume.

Durchschnitt und Summe linearer Teilrdume.
Die Raume K" .

Bemerkung iiber Funktionenraume.
Erzeugnis und Erzeugendensysteme.

Lineare (Un—) Abhangigkeit.

Basis und Dimension. Skalarprodukt und Norm.

Stichpunkte: Basis, Dimension, Darstellung und Koordinatenvektor bzgl. einer Basis. Skalarprodukt und

Norm auf dem K™, anschauliche Deutung auf dem R™ . Allgemeine Norm und allgemeines inneres Produkt.

21.A
21.B
21.C
21.D
21.E
21.F

Algebraische Basis.

Darstellung bzgl. einer Basis.
Skalarprodukt und Betrag auf dem K" .
Lange, Winkel und Orthogonalitdt im K" .
Allgemeine Norm.

Allgemeines inneres Produkt.
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Unitidre Ridume. Konvergenz in normierten Riumen.

Stichpunkte: Euklidische Norm, Schwarz’'sche Ungleichung und Dreiecksungleichung; Abstiande bzgl. einer
Norm, Konvergenz bzgl.einer Norm, gleichmaBige Konvergenz und Konvergenz im quadratischen Mittel;

Vollstandigkeit, Hilbert- und Banachrdume.

22.A Euklidische Norm.

22.B Abstande.

22.C Konvergenz bzgl. einer Norm.
22.D \Vollstandige normierte Raume.

Orthogonale Projektion.

Stichpunkte: Orthogonal- und Orthonormalsysteme, Orthonormalbasen und vollstandige Orthonormalsy-
steme; orthogonale Projektion, orthogonale Zerlegung bzgl. eines linearen Teilraumes oder bzgl. eines Vektors,
Bestapproximation durch ein Element eines linearen Teilraumes; Gram-Schmidt'sches Orthonormalisierungs-

verfahren; Fourier-Entwicklung als Projektionsaufgabe.

23.A Orthogonalsysteme.

23.B Orthonormalbasen und vollstandige Orthonormalsysteme.
23.C Orthogonale Projektion und Bestapproximation.

23.D Gram—-Schmidt'sches Orthonormalisierungsverfahren.
23.E Zur klassischen Fourierreihen—Entwicklung. (*)

Vektorprodukt. Ebenen und Geraden im IR3.

Stichpunkte: Links— und Rechtssysteme im R?, 2,2-Determinanten, Flicheninhalt eines Parallelogramms
im IR? ; Vektorprodukt: Definition und anschauliche Deutung; Spatprodukt/3,3—Determinanten: Definition und
anschauliche Deutung, Volumen eines Parallelflachs im R® . Koordinatendarstellung und vektorielle Darstellung

von Ebenen und Geraden im R? .

24.A Links— und Rechtssysteme im R?.
24.B Definition des Vektorprodukts.

24.C Rechenregeln fiir das Vektorprodukt.
24.D Koordinatenabhangige Darstellung des Vektorproduktes.
24.E (2,2)-Determinanten.

24.F Mehrfach—Vektorprodukte.

24.G Die Abbildung 7+ 7 x 7.

24.H (3,3)-Determinanten/Spatprodukt.
24.1 Rechenregeln fiir (3,3)-Determinanten.
24.J Bemerkungen iiber Ebenen im R3. (¥)
24.K Bemerkungen iiber Geraden im R?. (¥)
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25

26

27

28

Richtungsableitung. Wegintegrale.

Stichpunkte: Ableitung von Vektoren, Ableitungsregeln. Beschreibung von Kurvenbdgen; skalares und vek-
torielles Bogenelement, die Lange eines Kurvenbogens; Tangential- und Normalenvektoren. Richtungsableitung
von Kurvenbdgen; Gradient und maximale Anderung, Hahenlinien und Niveauflichen. Integration nach der

Bogenlinge (Wegintegrale erster Art), allgemeine Wegintegrale (zweiter Art).

25.A  Ableitungsregeln fiir Vektoren.

25.B Kurvenbogen.

25.C Tangential- und Normalenvektoren. (*)

25.D Richtungsableitung von Skalarfeldern.

25.E Geometrische Interpretation des Gradienten.

25.F Integration nach der Bogenlange (Wegintegrale 1. Art).
25.G Allgemeine Wegintegrale 2.Art.

Nabla-Operator. Konservative Felder.

Stichpunkte: grad, div, rot, V, A . Konservative und rotationsfreie Vektorfelder, Stammfunktion, Satz iiber

die Wegunabheit von Wegintegralen.

26.A Nabla— und Deltaoperator.

26.B Zu den Bezeichnungen " Divergenz* und " Rotation “. (*)
26.C Einige Produktregeln.

26.D Konservative Felder und Stammfunktionen.

26.E Konservativ = Rotationsfrei.

26.F Bestimmung von Stammfunktionen

26.G  Wegunabhangigkeit bei Wegintegralen.

Exakte Dgln. und integrierender Faktor.

Stichpunkte: Exakte Differentialgleichung und zugeh&rige Stammfunktion, Lésung einer nichtexakten Dgl.

mit Hilfe eines "exakt—machenden” integrierenden Faktors.

27.A Exakte Differentialgleichungen.
27.B Integrierender Faktor.

2- und 3-dimensionale Bereichsintegrale.

Stichpunkte: Ebene und rdumliche Normalbereiche, 2- und 3-dimensionale Bereichs- und Mehrfachintegrale

iiber einem Normalbereich; einige Rechenregeln und Beispiele.

28.A Normalbereiche.

28.B Beispiele ebener und raumlicher Normalbereiche.
28.C Ebene Bereichsintegrale iiber einem Normalbereich.
28.D Beispiele fiir ebene Bereichsintegrale.

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 0



29

30

31

0-9

28.E Rechenregeln und Eigenschaften ebener Bereichsintegrale.
28.F Raumliche Bereichsintegrale.

Substitutionsregel fiir Bereichsintegrale.

Stichpunkte: Substitutionsregel fiir ebene und rdumliche Bereichsintegrale, Funktionaldeterminanten fiir
die gingigen Koordinatentransformationen: ebene und rdumliche Polarkoordinaten, Ellipsen- und Ellipsoidko-
ordinaten, Zylinderkoordinaten; einige Beispiele, Masse, Schwerpunkt und Tragheitsmoment,

die Guldinschen Regeln; GauB'scher Integralsatz der Ebene.

29.A Allgemeine Substitutionsregel.

29.B Gangige Koordinatentransformationen.
29.C Einige Beispiele.

29.D Masse, Schwerpunkt und Tragheitsmoment.
29.E Guldin'sche Regeln. (*)

29.F GauB'scher Integralsatz der Ebene. (*)

Elementare Matrizenrechnung.

Stichpunkte: Bezeichnungen, Klassifikation und Eigenschaften: Null-, Einheits-, Diagonal- und Dreiecks-
matrizen. Algebraische Operationen: Summe und Vielfache von Matrizen, Matrixprodukte. Zeile mal Spalte,
Matrix mal Spalte, Matrix mal Einheitsvektor, Matrix mal Matrix. Reguldre Matrix und Inverse; Transponierte

und Adjungierte; hermitesche, schiefhermitesche, unitdre und normale Matrizen.

30.A Bezeichnungen.

30.B Algebraische Operationen.

30.C Rang und Regularitat.

30.D Hermitesche, unitare, normale Matrizen.

Allgemeine lineare Abbildungen.

Stichpunkte: Definition einer linearen Abbildung, Nullraum, Bildraum, Rang, Defekt, Rangformel; Lésbarkeit

und Lésungsgesamtheit (Art der allgemeinen L3sung) einer linearen Gleichung.

31.A Linearitat.

31.B Eineindeutigkeit und Surjektivitat.

31.C Zusammensetzung linearer Abbildungen.

31.D Bildraum und Nullraum einer linearen Abbildung.
31.E Zur Losbarkeit linearer Gleichungen.
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32| Matrizen und lineare Abbildungen.

Stichpunkte: Matrizen als lineare Abbildungen; Matrixdarstellung allgemeiner lineare Abbildungen; Trans-
formationsmatrix eines Basiswechsels, Matrixdarstellung bei Basiswechsel. Projektionsmatrizen, die Matrix

OF =7 x 7, Drehmatrizen.

32.A Matrizen als lineare Abbildungen.

32.B Matrixdarstellung allgemeiner linearer Abbildungen.
32.C Q© Ein wirklich niitzlicher Satz!

32.D Die Matrixdarstellung von Produkten und Inversen.
32.E Die Transformationsmatrix eines Basiswechsels.
32.F Matrixdarstellung einer lin. Abb. bei Basiswechsel.
32.G Projektionsmatrizen.

32.H Drehmatrizen.

33| Gauf}’sches Eliminationsverfahren.

Stichpunkte: Elementare Zeilen— und Spaltenoperationen und die zugehérigen Transformationsmatrizen;
GauB'sches Eliminationsverfahren: zunachst nur fiir reguldre Matrizen, hiermit Matrix—Invertierung, dann auch

fiir nicht-reguldre Matrizen, ohne und mit Spaltenvertauschung.

33.A Beispiel zur Motivierung.
33.B Elementare Zeilen— und Spaltenoperationen.
33.C GauB'sches Eliminationsverfahren fiir regulare Matrizen.

33.D GauB-Elimination bei nicht-regularen Matrizen.

34| Determinanten.

Stichpunkte: Wiederholung von 2,2— und 3,3-Determinanten; allgemeine Definition; Berechnung mit
Hilfe der GauB—Elimination; wesentliche Eigenschaften, Laplace’scher und allgemeiner Entwicklungssatz;
Cramer’sche Regel zur Lésung von linearen Gleichungssystemen und zur Matrix—Invertierung;

Determinanten hermitescher und unitdrer Matrizen.

34.A Wiederholung: 2,2— und 3,3-Determinanten.

34.B Allgemeine Definition.

34.C Berechnung mit Hilfe des Eliminationsverfahrens.
34.D Weitere niitzliche Regeln.

34.E Entwicklungssatze.

34.F Cramer'sche Regel.

34.G Determinanten hermitescher und unitarer Matrizen.
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Eigenwerte und Eigenelemente.

Stichpunkte: Allgemeine Definition von Eigenwerten, Eigenelementen, —vektoren und —funktionen. Eigen-
werte und Eigenelemente der Matrixdarstellung einer lin. Abbildung, dhnlicher linearer Abbildungen bzw.
Matrizen und der Inversen einer reguliren linearen Abbildung bzw. Matrix. Der Eigenraum und die geome-
trische Vielfachheit (= Grad der Entartung) eines Eigenwertes. Charakteristisches Polynom einer Matrix,
algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes, Bestimmung der Eigenvektoren einer Matrix mit dem GauB'schen

Eliminationsverfahren. Satz von Cayley-Hamilton.

35.A Allgemeine Definition.
35.B Eigenraum und geometrische Vielfachheit.
35.C Charakteristisches Polynom einer Matrix.

Diagonalisierbare und normale Matrizen.

Stichpunkte: Charakterisierung diagonalisierbarer Matrizen. Charakterisierung und Eigenschaften hermite-

scher, unitarer, normaler Matrizen; Projektionen und Spiegelungen. Spektraldarstellung normaler Matrizen.

36.A Diagonalisierbarkeit.

36.B Eigenwerte hermitescher und unitarer lin. Abbildungen.
36.C Eigenelemente normaler linearer Abbildungen.

36.D Spektraldarstellung normaler linearer Abbildungen.

36.E Zusammenfassende Ubersicht.

Die Matrix e4t.

Stichpunkte: Definition mit Hilfe der Exponentialreihe, Bestimmung mit Hilfe der Spektraldarstellung oder

eines Ansatzes. Rechenregeln und Inverse.

37.A Bestimmung mit Hilfe der Exponentialreihe.
37.B Bestimmung mit Hilfe eines Ansatzes.
37.C Bestimmung mit Hilfe der Spektraldarstellung.

37.D Einige Rechenregeln fiir die Matrizen e* .

Homogene lineare Dgl.—Systeme mit konst. Koeffizienten.

Stichpunkte: Uber die allgemeine L3sung eines inhomogenen linearen Dgl —Systems und Art der Lsungen
eines homogenen linearen Dgl.—Systems. Losung eines lin. Dgl.—Systems 1. Ordnung im Fall einer diagonalisier-

baren Koeffizientenmatrix, mit Hilfe der Matrix e

oder mit Hilfe geeigneter Exponentialansitze. Bemerkung
tiber entsprechende Exponentialansatze fiir homogene lin. Dgl.—Systeme 2.0rdnung und iiber die Umwandlung

von Dgl.—Systemen horerer Ordnung in Dgl.—-Systeme 1.0Ordnung.

38.A Vorbemerkung iiber allg. lin. Dgl.—Systeme 1.0Ordnung.
38.B Art der Losungen homogener lin. Dgl.—Systeme.

38.C Diagonalisierbare Koeffizientenmatrix.
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38.D Verwendung der Matrix e’ .

38.E Exponentialansatze fiir homog. lin. Dgl.-Systeme 1.0Ordnung.
38.F Exponentialansatze fiir homog. lin. Dgl.-Systeme 2.0Ordnung.
38.G Umwandlung in Systeme 1.0Ordnung.

39| Allgemeine Variation der Konstanten.

Stichpunkte: Vollstindige Fundamentalsysteme linearer Dgln. und linearer Dgl.—Systeme mit konstanten
Koeffizienten, zugehdrige Fundamentalmatrix; Aquivalenz von linearen Dgln. der Ordnung n und (n,n)-
Systemen linearer Dgln. der Ordnung 1. Variation der Konstanten bei inhom.lin. Dgl-Systemen und in-

hom.lin. Dgln..

39.A : Inhomogene lin. Dgl.-Systeme 1.0Ordnung.
39.B: Verwendung der Matrix e .

39.C: Agquivalenz von lin. Dgln. und lin. Dgl.-Systemen.
39.D : Inhomogene lineare Differentialgleichungen.

40| Bemerkungen iiber lineare partielle Dgln..

Stichpunkte: Uber die Lésungsvielfalt; Superpositionsprinzip und Bernoulli’'scher Produktansatz. Die ein-
dimensionale Warmeleitungs— oder Diffusionsgleichung: Diffusion durch einen endlich oder unendlich langen

Stab.

40.A : Bemerkung zur Losungsvielfalt.

40.B: Zum Superpositionsprinzip.

40.C: Bernoulli'scher Produktansatz.

40.D : Die eindimensionale Diffusionsgleichung.(*)

41| INDEX.
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1 Schreibweisen und Grundlagen.

Stichpunkte: Quantoren; Mengenschreibweisen, Zahlenarten; griechisches Alphabet;
Fakultat, Binomialkoeffizienten; Summen— und Produktzeichen, endliche Summen und
Produkte, Umindizierung; Mehrfachsummen;

spezielle Summen: GauB-Summen, geometrische, harmonische und binomische Summe.

1.A Bezeichnungen, Schreibweisen, Symbole.

vV . fir alle ("All-Quantor*)
3 : es existiert ("Existenz-Quantor ")
11 31 . es existiert eindeutig
i.a. : im Allgemeinen
(E : ohne Einschrankung der Allgemeinheit
f.fa. : fiir fast alle (fiir alle — mit hdchstens endlich vielen Ausnahmen)
:= . ist definitionsgemaB gleich
ist ungefahr gleich
< ist betragsmaBig sehr klein relativ zu o . .
12| o ist squivalent einige logische Rela.tlonen
. o L und Ordnungsrelationen
= ist definitionsgemaB aquivalent
= daraus folgt
T daraus folgt i.a. nicht
0 leere Menge
€ ist Element von
¢ ist nicht Element von
1.3 < iSt Teilmengfe von (oder ist gleich) einige Mengenschreibweisen
C ist echte Teilmenge von
\ mengentheoretische Differenz
N, : mengentheoretischer Durchschnitt
U, U mengentheoretische Vereinigung
|x| : groBte ganze Zahl, die < x ist
14 d;; : Kronecker-Symbol := { L er Z:‘]
0 fiir e #£ 7
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1-2

1 SCHREIBWEISEN UND GRUNDLAGEN.

1.B Zahlenarten.

R, R¢

R, Ry
q —
K —
H —

{1,2,3,...} : natiirliche Zahlen
N U {0} : natiirliche Zahlen einschlieBlich Null
{0,4+1,+2,...} : ganze Zahlen

{]—9 |peZ,qe N} : rationale Zahlen
q

Korper der reellen Zahlen

positive (> 0) bzw. nicht—negative (> 0) reelle Zahlen
negative (< 0) bzw. nicht—positive (< 0) reelle Zahlen
{z=z+iy | v,y € R} miti?:=—1: komplexe Zahlen
R oder @ : reelle oder (alternativ!) komplexe Zahlen

{z=a+pi+~vj+dk | a, 3, v, € R}: Quaternionen

1.C Das griechische Alphabet.

alpha (a)
beta (b)
gamma (g)
delta (d)
epsilon (&)
zeta (z2)
eta (€)
theta (th)

a A jota (i) L I rho (rh) o,p P
g B kappa (k) kK sigma (B) o,¢ ¥
v T lambda (1) A A tau (t) T T
VAN my (m) p o M ypsilon (y) v T
e,e E ny (n) v N phi (ph) 0, ¢ @
¢ Z| xi(x ¢ = | chi(ch) X X
n H omikron (o) 0 o) psi (ps) (R}
v,0 © pi (p) m,w 1l omega (8) w 0

1.D Fakultat.

15, 0=1und n!'=1-2-3---n firn € N.| n—Fakultit

zB.: 31=1.2.3=2.3=6,4=1.2.3.-4=6-4=24,5/=1-2.3.4-5=24.-5=
120, ... (n 1)l =nl-(n+1). ©

>

Fir n € N ist n! die Anzahl der Permutationen von n Elementen,

1.6

also gleich der Anzahl der Méglichkeiten, n Elemente anzuordnen .
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1.E  Binomialkoeffizienten. 1-3

1.E Binomialkoeffizienten.

|
Fiir k,n € Np mit k < n ist ("):"7 " iiber k*

e 3 -() 1) () ()2
& ams ()= () o= - 0

Fiir k,n € Np mit k < n ist (Z) gleich der

1.7

1.8 | Anzahl der verschiedenen Kombinationen der Ordnung k von n Elementen,

d.h. gleich der Anzahl aller k—elementigen Teilmengen einer n—elementigen

Menge.

: : e : : :
@ z.B.: die 3—elementige Menge {1, 2,3} hat die <2> = 3 zwei—elementigen Teilmengen:

(1,2}, {1,3}, {2,3}. ©

>

Fiir kleinere k£, n entnimmt man die Binomialkoeffizienten am bequemsten dem

19 Pascal’schen Dreieck:
k=
0
n= N 1
0o - 1 v’ 2

1 — 1 1 v’ 3

2 - 1 2 1 Ve 4
3 - 1 3 3 1 v 5

4 = 1 4 6 4 1 N

5 — 1 5 10 10 5 1

Jede Zahl ist gleich der Summe der beiden schrag iiber ihr liegenden Zahlen.

- ) 5 5 5 5 ) )
@ Hier kann man z.B. ablesen: <1> = (4) =5, <2> = (3) = 10; es gibt somit

10 Mdglichkeiten, aus einer 5—elementigen Menge {1,2,3,4,5} drei Elemente auszuwahlen:

{1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}, {1,3,4}, {1,3,5}, {1,4,5}, {2,3,4}, {2,3,5}, {2,4,5} und
{3,4,5} .
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1-4 1 SCHREIBWEISEN UND GRUNDLAGEN.

1.F Summen— und Produktzeichen.

Fiir eine Folge (ap)nen : @1, a2, az, ... ist
N
Zan = a1 +ay + a3 +... +any =
n=1

der Summationsindex kann

N N N
= Za]' :Zak:Za@:...
j=1 k=1 0=1

beliebig umgetauft werden!

N+1 N-1 N+m
= Z ap—1 = Z py1 — .. = Z Ap—m =
n=2 n=0 n=1+m
= Y ar=> a mitI={12...,N} und M ={ay,az,...,ax},
kel acEM
N N—k N k—1
Yo = o tan t Ay =) Gn = )G — Y an;
n=~k n=>0 n=0 n=0
N
[Haw = a1-a-0a3---ay =
n=1
N N N der Multiplikationsindexindex kann
- Haj - Hak - H w =" beliebig umgetauft werden!
i1 paie o1 iebig umgetauft w !
N+1 N-1 N+m
= H ap—1 = H py1 — .. = H Ap—m =
n=2 n=0 n=1+m

= JJae =] ¢ mit I={1,2,...,N} und M ={aj,as,...,an}.

kel aEM

Mehrfachsummen (z.B.):

N K N K N K
Z Z Apf = Z (Z an,k) = Z An mit An = Z Qn
k=1 k=1

n=1k=1 n=1 n=1
K K K
= D gt Gt ) ang =
k=1 k k=1

=1

= (a1 4+ anx) + (aon+ - +azx) +o 4 (ans + - +av) -

1.G Spezielle Summen und Produkte.

N
1.10 A= A+4+---+A =(N+1A
—_—
n=0 N +1 Summanden

N 15 15
() zB.: Y2=16-2=32,3 2=12.2=24. )
> k=0 k=4
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1.G Spezielle Summen und Produkte. 1-5

N 15 15
N+1 ) _ ol6 _ _ol2 _

1.11 HA: A-A---A = ANT z.B..H2_2 _65536,H2—2 = 4096 .
n=0 N +1 Faktoren k=0 k=4
Gaufi—Summen:

N N(N +1 109 100 - 101
Zn:g z.B.: Zn:1+2+---+100:7:5050
n=1 2 n=1 2
112 || ~ N(N + 1)(2N + 1 10 10-11-21
Zn2: ( + )( + ) z.B.: Zn2:1+4+---+100:7:385
n=1 6 n=1 6
N NN +1)\? 5 5-6Y’
n?’:(%) 2B.. Zn:1+8+27+64+125:<7> — 225
n=1 n=1
Geometrische Summe:
( 4 4 1 n
fr-E -

N1 n=0 n=0 2

1.13 N l—gq falls 1 1 1
Zq = 1—gq f z.B.: +2+4+8 16
n=0 N+1 llsg=1

+ , falls ¢ - (%)5
= ——5— = 19375
=3
" (n " (n binomische Summe /

1.14 | (a+b)" = akpn k= a Ry

( ) kz::() <k> kz::o <k> binomische Formel

z.B.: (a—b)® = a3 — 3a%b + 3ab? - 1?,

(@ +2)' =o' + 422+ 627 4+ 4z -8+ 16 = 2 + 82 + 2427 + 32z + 16. C;)
. al 11 1 :
Bemerkung: fiir die harmonische Summe Z — =1+ B + 3 +- et N gibt es keine Formel!
n=1

1.15 H k=n! n—-Fakultit

N N
1.16 H A% — AL A2 ... 0N — A0itextan AZn:l an

n=1

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 1



1-6

1 SCHREIBWEISEN UND GRUNDLAGEN.
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2 Betrag, Monotonie, Beschranktheit.

Stichpunkte: Intervalle, Betrag, Abstand, Monotonie, Beschranktheit, Minimum,

Maximum, Infimum, Supremum.

2.A Intervalle und Betrag.

2.1

2.2

2.3

2.4

Fiir zwei relle Zahlen a,b mit a < b ist:

[a,0] = {reR|a<z<b}
la,b[ == {xeRja<z<b}
la,b] == {xeRja<z<b}

[a,b] = {r€eR|a<z<b}

Der Betrag einer reellen Zahl = ist:

2] x ,fallsx >0,
x| =

—x , falls z <0.
Es ist stets |z|=|—xz| >0:

abgeschlossenes Intervall
offenes Intervall
nach links halboffenes Intervall

nach rechts halboffenes Intervall

y = ||

T—y
lz—y|l=|y—z|=

Yy—x

,falls x >y
Cfalls x <y

‘ X

Abbildung 2.1: Betrag.

ist der Abstand zwischen x und y.

|t —xg| <cexy—c<r<mzy+cES € [xg—C,z0+C]|

= z.B.: [t+4|<7T& —4-T<ax< 447,
dh. ze[-11,3],
lr—1<2&1-2<z<1+2,dh z€] -1,

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 2
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22 2 BETRAG, MONOTONIE, BESCHRANKTHEIT.

2.B  Monotonie.

eine Zahlenfolge (ay,)p | eine Funktion f: M — R
{ wenn N\ (mit a,, € R) ist: (mit M C R) ist:
monoton wachsend , an < Gpit flz) < f(z)
streng monoton wachsend, ap < Qpt1 f(z) < f(z)
2.5 | monoton fallend, an > api1 f(z) > f(%)
streng monoton fallend , Qp, > Qpt1 f(z) > f(z)
(Vn € N) (Vz,Z ERmitz < T)

monoton, wenn sie monoton wachst oder fallt,

streng monoton, wenn sie streng monoton wachst oder fallt.

<)

fall end
fallend
2,

@ z.B.:

monotone Folgen:

wachsend

und fal |l end
wachsend

B I R N

a, = n?: wachsend,
a, = 27" : fallend, T

a, = 2: sowohl wachsend

N

wachsend
als auch fallend,

an = (—1)™: nicht monoton. 5} [ wachsend

Abbildung 2.3: monotone Funktionen.
2.C Beschrianktheit.

eine nicht—leere eine Zahlenfolge eine Funktion

Teilmenge M C R (an)N f: M—R
ist: v (mit M CR)
nach unten wenn sie eine untere Schranke a € R besitzt:
beschrinkt, a<x VeeM a<a, YneN | a< f(z) Ve e M
2.6 nach oben wenn sie eine obere Schranke b € R besitzt:
beschrinkt, r<bVrxeM an <bVneN | f(r)<bVexeM
beschrinkt, wenn sie nach unten und oben beschrankt ist:

& Je>0:
lz| <e Ve eM

< de>0:
lan| <c¢ Vn €N

< de>0:
lf(x)| <ec Ve eM
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2.D Minimum und Maximum. 2-3

z.B.:

(a) die Menge M = Z ist nach unten und nach oben unbeschrinkt ;

(b) die Menge M = N ist nach oben unbeschrinkt, aber nach unten beschrinkt: jede Zahl
a <1 ist untere Schranke von M =IN:a<n Vn € N;

(c) die Menge M = {m = —n | n € N} ist nach unten unbeschréinkt, aber nach oben
beschrinkt: jede Zahl b > —1 ist obere Schranke von M : —n <b Vn € N;

(d) die Menge M = [—2,1] ist beschrénkt: jede Zahl a < —2 ist untere Schranke und jede Zahl
b > 1 ist obere Schranke von M : a <z < b Vx € M ; dariiberhinaus ist |z| < ¢ Ve > 2;

(e) die Folge ap, = (—1)"n (n € Ng) : 0,—-1,2,-3,4,—5,6,... ist nach unten und oben
unbeschrinkt ;
(f) die Folge a, =2 (ne€ Np) : 1,2,4,8,... ist nach oben unbeschréinkt, aber nach
unten beschrinkt : jede Zahl ¢ <1 ist untere Schranke dieser Folge: a < 2" Vn € Ng;
1 1 1

(g) die Folge ap, =2"" (n€MNp) : 1 ist beschrinkt : jede Zahl a < 0 ist untere

) 5 ) Z ) g y ne
Schranke und jede Zahl b > 1 ist obere Schranke dieser Folge: a < 27" <b Vn € Ng;

(h) die Funktion f(z) =Inz (2 > 0) ist nach unten und oben unbeschrinkt :
Inz — —oo fiir x = 04+ und Inz — oo fiir x — oo (siehe die Abbildungen in Lektion 5);

(i) die Funktion f(z) =e” ist nach oben unbeschrinkt: e — oo fiir z — oo, aber sie ist nach
unten beschrénkt: e* >0 Vz € R (siehe die Abbildungen in Lektion 5);

(j) die Funktion f(z) =sinz ist beschrinkt: —1 <sinz <1 Vz € R (siehe Lektion 6). @
i

2.D Minimum und Maximum.

2.7 Eine reelle Zahl a ist das Minimum (der kleinste Wert)

[1] der Menge M C R : a:minM:rréij\l}x ,wenn: a € M und a <xVz € M,

[2] der Folge (a,)n : | a= melﬁ a, |, wenn es einen Index £ € N gibt mit a = a; < a,
n

VneN,

[3] der Funktion f : M — R: |a=min f|y = rrgﬁf(x) , wenn es ein Element 25 € M

gibt mit a = f(zo) < f(z) Vo € M ;
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24 2 BETRAG, MONOTONIE, BESCHRANKTHEIT.

2.8 Eine Zahl b ist das Maximum (der groBte Wert)

[1] der Menge M CR:|b=max M = maxx |, wenn: b€ M und x <bVx e M,

reEM

[2] der Folge Folge (a,)n:| b= maxa, |, wenn es einen Index k € N gibt mit a, <ay =0b
ne

VneN,

[3] der Funktion f : M — R: | b=max f|y = rréa]&(f(x) , wenn es ein Element zp € M

gibt mit f(z) < f(zo) =bVar e M.

2.E Infimum und Supremum.

2.9 Eine Zahl p ist das Infimum (die groBte untere Schranke, g.l.b.)

[1] der Menge M CR:| p=inf M = lélj\f;[l‘ ,wenn: < zVreM

und zu jedem p>pdr e M : < p:

[2] der Folge (a,)n : | p = 1161"f\l a, |, wenn: u<a,VnéeN

und zu jedem > pdn € N: ap < [i;

[3] der Funktion f : M — R:| p=inf f|y = 12]\f4f(a:) ,wenn: u < f(z) Vo € M

und zu jedem o> p Iz € M : f(Z) < [n.

2.10 Eine Zahl v ist das Supremum (die kleinste obere Schranke, l.u.b.)

[1] der Menge M CR:|v=supM =supz |, wenn: z <vVr e M
xEM v v

und zu jedem v <v dx e M : v < x: M z

[2] der Folge (a,)n :| ¥ =supa, |, wenn: a, <vVn €N
neN

und zu jedem v <v dn e N: 7 < az;

[3] der Funktion f : M — R:| v =sup f|y = sup f(z) |, wenn: f(z) <vVeeM
TeEM

und zu jedem v <v Iz € M : v < f(Z).
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2.F Infimum und Supremum. 2-5

z.B.:

(a) My =[0,1[: inf M; =minM; =0, sup M; = 1, max M; existiert nicht;
1 1 . . . .

(b) My = {x =—+— | mne€ IN} . inf My = 0, min M> existiert nicht,
m n

sup My =max My =2 (mitm=n=1);

1 . . .
(c) anzl—g (mneN): Tig&an—nmellﬁan—o (mltn—l),igﬁan—l,

max a, existiert nicht;
neN

(d) f(x)zx%—% fur z > 0: ;r;%f(x)zgn;(r)lf(x):2 (mitz=1),

sup f(x) und max f(z) existieren nicht. @
z>0 >0

Wenn es ein Minimum gibt, ist dieses auch das Infimum, und wenn es ein Maximum
gibt, ist dieses auch das Supremum.

2.11 | Umgekehrt ergibt sich aus der Existenz des Infimums i.a. nicht die Existenz eines

Minimums (s.o. die Menge M, ), und aus der Existenz des Supremums ergibt sich

i.a. nicht die Existenz eines Maximums (s.o. die Menge M; ) !

Aus diesem Grund ist auch die "offensichtlich wahre" Aussage, daB jede nach oben beschrankte Menge
M ein Supremum besitzt (daB also die Menge aller oberen Schranken von M ein Minimum hat) und
ebenso, daB jede nach unten beschrankte Menge M ein Infimum besitzt (daB also die Menge aller unteren

Schranken von M ein Maximum hat) unbeweisbar(!) undmuB postuliert werden:

Das Supremum—Axiom:

Jede nicht-leere, nach oben beschrinkte Menge M C R besitzt
2.12 | 4, Supremum ;
jede nicht—leere, nach unten beschrinkte Menge M C R besitzt

ein Infimum .

(Die Tatsache, daB die Aussage dieses Axioms mit unserer Erfahrung tibereinstimmt, beweist dieses Axiom

nicht, sondern rechtfertigt es!)
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3

Grenzwerte von Folgen und Funktionen.

Stichpunkte: Eigentliche und uneigentliche Konvergenz von Folgen und Funktionen,
wesentliche Divergenz, Teilfolgen, einseitige Grenzwerte, Zusammensetzungsregeln,
unbestimmte Formen, beschrankte und monotone Folgen; einige spezielle Folgen,

die Euler'sche Zahl e.

3.A Konvergenz von Zahlenfolgen.

3.1

[1]

2]

[3]

[4]

Eine Folge (a, )nen ist:

eine Nullfolge:| lim a, =0 | oder | a, = 0 (n — o00) |,

n—oo

wenn sich die Betrage |a, | mit wachsendem n € N immer mehr dem Wert 0 n3hern.

(maW. Ve>0 dn. €N : |a,|<e Vn>n.).

konvergent gegen +0 bzw. gegen —0 :

lim a, =+0 | oder an — +0 (n — c0) |, bzw.
lim a, = —0 | oder an — —0(n—00) |,

wenn sie eine Nullfolge ist mit a, >0 Vn € N bzw. a, <0 Vn € N.

konvergent gegen einen endlichen Grenzwert a:

lim a, =a | oder | a, = a(n— o0) |,
n—oo

wenn | |a, —al =0 (n — o0) |, d.h. wenn sich die Abstidnde |a, — af

zwischen a,, und a mit wachsendem n € N immer mehr dem Wert 0 ndhern.

(uneigentlich) konvergent gegen oo

lim a, = oo | oder | a, — oo (n — 00) |,
n—oo

wenn es zu jeder (beliebig groBen) Zahl N € N héchstens endlich viele
Folgenglieder a,, , ..., a,, gibt, die kleiner als N sind.

=40 (n—>00), a,=-2""—=-0 (n— ),

2

1
an:<1—ﬁ>—>l n—o0), ay=14n° =00 (n—=0).
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3.2 3 GRENZWERTE VON FOLGEN UND FUNKTIONEN.

Fiir die Konvergenz bzw. Nicht—Konvergenz einer Zahlenfolge (a,),en gibt es

verschiedene — sich z.T. widersprechende — Schreib— und Sprechweisen:

Konvergenz H Divergenz
Konvergenz gegen einen || keine Konvergenz gegen einen endlichen Grenzwert:
endlichen Grenzwert:
lim a, existiert lim a, existiert nicht
n—o0 n—o0
lim =a (a endlich) lim a, existiert uneigentlich | lim a,
n—o0 n—o00 n—o0
3.2 | an—a (n— o0 nll)rrolo an = +00 existiert wesentlich nicht
lap, —al =0 (n— o00) || ap = £oo (n — o0)
eigentliche Konvergenz uneigentliche Konvergenz wesentliche Divergenz
= bedingte Divergenz
z.B. z.B.: z.B.
lim (1+27") =1 lim n? = +o00 lim (—1)"
n—0o0 n—o00 n—0o0
existiert wesentlich nicht

Zusammensetzungsregeln fiir Grenzwerte:

Fir n — oo sei a, — a, b, — b (eigentlich oder uneigentlich) ; dann gilt:

a, b, — axb

ausgenommen alle
an+b, — a-b g

3.3 unbestimmten Formen:
G, R 0
— - 00
b, b 00 —00,0-00, =, —, 0%, 1, oc”.
0" oo
ab” — ab

1 1
Insbesondere: | a, - +0 & — — +00 und a, > -0 & — — —00
y, Ay,

34 Jede Teilfolge einer (eigentlich oder uneigentlich) konvergenten Folge
] ist (eigentlich bzw. uneigentlich) konvergent gegen denselben Grenzwert.

3
I
8

a; a Qa3 a4 Qa5 Qg a7 ag -+ Qp — a
k—o0
Qn, Qny an3 Cee e ank —
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3.B  Einige elementare Folgen.

3.B Einige elementare Folgen.

+oo ,fira>1 (a €R)
1 fira=1
3.5 | lim a" = i
=300 0 | firlal <1 (a€q)
existiert (wesentl.) nicht fiir alle anderen a € @
zB.: a,=2" 0 2,4,8,16, 32, ... — 00 (n — 00)
n
an:(—%) D=2, 4T, — 5.t —350 .- — 0 (n— 00)
an = (—1)" -1, +1, -1, +1, —1, ... : wesentl. divergent
anp = (—2)" : -2, 44, -8, +16, —32, ... : wesentl. divergent

+o0o , fira>0 (a€R)
3.6 | lim n® = 1 ,fira=0
0 ,fira<0 (a€R)

zB.: a,=n""" : a; =1, ao = 1.995, aio00 = 2.512, ... — 00 (n — o)
an =N : a1:1,a1000:0.501, a10000:0.398, ... =0 (n—>oo)

+oo firaeR,a>1 (k€ N)
37| limnf-a"—={ 0 firaed, o<1 (keN)

n—oo
existiert (wesentl.) nicht fiir alle anderen a € € (k € N)
zB.: a,=n%-2" : 1,16, 72, 256, 800, ... — 00 (n — o0)
n
an:nZ-(—%) -2, 1,-2,1, -2 8 B 50 (n— o)
n

-1, +4, =9, +16, =25, ... : wesentl.diverg.

38| lim — =0 Vaed
3TL
z.B.: anzm a1 =3,ay=4.5,a3 =45, ag = 3.375,
as = 2.025, ..., a11 = 0.0044379, ... —0 (’l’L—)OO)
1 n
3.9 | lim <1 + —> =: e =271828... | (Euler’sche Zahl e)
n—o0 n

1
Beachte, daB diese Folge nicht gegen 1 konvergiert, obwohl 14+ — — 1 fiir n — oo !
n

Mit diesem Grenzwert erhadlt man noch:

3.10 | lim (1 — l) = 1 und lim (1 + E) =e* Vae(
n

n—oo n e n—o0
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3.11 || lim Ya=1 firallea>0 || (su.) undsogar: || lim {/n=1

n—oo

3.C Vier Konvergenzkriterien fiir Zahlenfolgen.

Das niitzlichste Konvergenzkriterium ist das Majoranten— oder Vergleichskriterium:

310 Ist |a, —al] <b, =0 (n—00), soist a, > a (n—00),
ist |a,| > b, — 00 (n—00), soist (a,), nicht (eigentlich) konvergent!
z.B.: Mit irgendeiner Folge c,, n € N, sei | a, = D7 | Dann ist
n
: : )
lan, — 1] = <l_s1ncn> —1‘ = [sin eyl <——=0 (n—o0),
n n n
n —sincy, ) . . .
also: a, = —— — 1 (n — o0): die Folge |a, —1| wird hier von der Nullfolge b, = 1/n majorisiert,
n
ist also selbst eine Nullfolge. @
X
Cauchy—Kriterium:
Eine (Zahlen-) Folge (a,)n ist genau dann eigentlich konvergent ,
3.13

wenn sie in sich konvergent ist, d.h. wenn: lim |a,, —a,| =0.
m,n—00

(Man nennt solche Folgen auch Cauchy— Folgen.)

Jede monoton wachsende und nach oben beschrankte Folge (a;)nen

ist (eigentlich!) konvergent mit lim a, = supa, .
3.14 v nel
) Jede monoton fallende und nach unten beschrankte Folge (a,)nen

ist (eigentlich!) konvergent mit lim a,, = inf a,, .
(eig ) g n—oo " peN "

z.B.:Seia > 1 und a, = ¥a firn € N. Um zu zeigen, daB diese Folge einen Grenzwert besitzt,
5
geniigt es nachzuweisen, daB sie monoton fallt und nach unten beschrankt ist: wegen a > 1 ist zunachst
an, = Va >1VYn €N, d.h.die Folge ist nach unten beschrinkt.

Die Monotonie ergibt sich durch " geschicktes” Umformen der zu beweisenden Ungleichung:
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n (n+1)

n (n+1
an > anpr & a/m >/ o (al/”) > (al/("“)) () sadl >d" e

Sa-a” >a < a>1: das stimmt!
(Beachte, daB eine Schlussweise der Art:

{zu beweisende Aussage} = ... = {richtige Aussage} nicht genigt!)

Ist 0 < a <1,so0isth:=1/a > 1 und die Folge (b,)n mit b, = Vb = 1//a ist monoton fallend
und nach unten beschrinkt, besitzt also einen Grenzwert i . Damit besitzt auch die Folge (a,)n mit
an = Va=1/b, einen Grenzwert: a,, — 1/

Fiir beliebige a > 0 besitzt demnach die Folge (a,)n mit a, = /a einen Grenzwert y = nlg]go a .

Da dann auch die Teilfolge as, = %*/a den (selben!) Grenzwert u hat, folgt (fiir n — 00 ):

ap = %: 2%'2%: Q2n  * Q2p

! ]
Hoo= oo
Wir erhalten: p = pu?, wegen pn # 0 also: pn =1, d.h. es ist le Ya=1 firallea >0. @
n—00 X
Wenn fiir eine Zahl 0 < ¢ <1 gilt:
a
3.15 ntll 5 g oder {/|an| — ¢ fiir n — oo,
n
dann ist (a,)nen eine Nullfolge .
@ Zum Beispiel:
X
(a) || an =nFa™ mit |a| <1und k€N
o k
lan| = ‘nka” " =la| (¥Yn)" = al-1=1q<1 (n—o0):
die Folge a,, = n*a™ ist somit (im Fall |a| < 1) eine Nullfolge .
an
(b) || an = — fiir beliebige a € €
n!
Gupi|  la"inl ol
— = — O = ]. — :
an (n+ Da” n+1 g<1 (n=o0)
n
die Folge a,, = a—' ist also fiir alle ¢ € € eine Nullfolge . @
n! i
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3.D Grenzwerte von Funktionen.

Grenzwerte von Funktionen kann man mit Hilfe von Zahlenfolgen definieren:

Seien 79, a € R=RU {0} .

Eine Funktion konvergiert (eigentlich bzw. uneigentlich) fiir z — z, gegen a:

3.16

xligﬁlof(x) =a | oder | f(x) > a (— xy) |, wenn

f(zn) = a (n— oo) fiir jede Folge (z,)n mit g # 2, — 9 (n — ).

Zum Beispiel:

n n—1 ..
[1] | lim e e s e L ap |, denn

T—00 xrn

ant” + ap_12" 1+ -+ a1z +a Qpy— a a
n® + O0p—1 + +1+0_an+n1+___+ 1+—2—>an+0+---+0fﬂrx—>oo.

z" B x zn—!
.o —1 : C G
[2] | lim =n |, denn mit Polynomdivision ergibt sich:
z—=1 £ —1
e

=" '+t +l 14+ 1l=n firz—1.

r—1

S ist (zunachst) an der Stelle £y = 0 nicht definiert (%) ,

[3] Die Funktion f(z) =

da aber sinz ~z firz =0, ist | lim ST _ 1
z—0 x
)
y=2x
___________ 4 __
Dieser Grenzwert ergibt sich bequem mit Hilfe der
L'Hospital’schen Regel (Lektion 9). Dass sinz ~ z _T/Q Y= Sl;m
fir = 0 ist, kann man jedoch auch an den Graphen L or/2
der beiden Funktionen y = sinz (mit dem Winkel z -- 7 e
c =1 :
im BogenmaB!) und y = x erkennen: @
™ —_———

sinz ~z fur =0

Abbildung 3.1: Sinus nahe 0.
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Fiir einen endlichen Wert x, schreibt man:

T —x9g— oder £ —x9—0 |,

wenn sich = nur von links dem Wert xy nahert:

Tog > T — o |, T — To— xr — o+

und: | x > 29+ oder x - x9+0 |,

wenn sich & nur von rechts dem Wert xy nahert:

Top < T — X

Hiermit bekommt man — sofern sie eigentlich oder uneigentlich existieren — die beiden

einseitigen Grenzwerte:

f(zog—0):= lim

3.17 LA f(z) | linksseitiger Grenzwert

f(ro+0):= lim f(x)| rechtsseitiger Grenzwert

T—To+

z.B.: Sei f(z)=¢e'/": y
. o1 )
fur £ — 0+ ist — — 400, somit:
T

F(0+0) = lim e'/* =e® = 0 ;

z—0+
1 LS
firz — 0— ist — — —o0, somit:
T
— = 1 I/CE —e X = v
f(0—0) xl_l)r(r)l_e e 0.
AuBerdem ist lirf el/t = g0 — 1,
| e Abbildung 3.2: f(z) = e!/*
da — — 0 firz = £0.
T

Der Grenzwert IILIQO f(z) existiert wesentlich nicht, wenn die beiden einseitigen
Grenzwerte lim f(z) und lim f(x) verschieden sind oder mindestens einer
3.18 | von ihnen niglftxoe;(?stiert. e

Beachte auch, dass i.a. nicht gilt: Ilgglof(x) = f(xo) (1) : das gilt (definitions-
gemaB) nur fiir stetige Funktionen.
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4 Stetigkeit. Zahlenreihen.

Stichpunkte: Stetigkeit, Unstetigkeit, allgemeines Iterationsverfahren; Konvergenz und
Divergenz von Zahlenreihen, Konvergenzkriterien flir Zahlenreihen; geometrische und har-

monische Reihe.

4.A Stetigkeit. Allgemeines Iterationsverfahren.

Eine Funktion f = f(z) ist an einer Stelle z, ihres Definitionsbereiches D(f)

stetig, wenn 7l£im f(z) = f(xo), d-h. wenn f(z,) = f(xg) (n — oo) fir
TOFT—TQ

4.1 fir jede Folge (z,)n mit 9 # x, € D(f) und z,, = z¢ (n — 0).

Die Funktion f ist stetig, wenn sie an jeder Stelle xy ihres Definitionsbereiches

stetig ist.

z.B.: Die e-Funktion f(z) =¢€" ist an jeder Stelle z € € stetig (s. Lektion 5). Hiervon wird z.B.
X

Gebrauch gemacht, wenn Grenzwerte der Form le e9(®) zu bestimmen sind: ist g(z) — ¢ fir z — zg,
T—To

so ist e9®) — ¢ fiir z — 1z, d.h. es gilt:

T
lim eg(:z) = efggflog(x)
T—T0

Ein niitzliches Anwendungsbeispiel fiir stetige Funktionen ist das allgemeine Iterationsverfah-

ren:
Ist die Funktion f(x) stetig und ist die Gleichung | f(z) = x |zu IGsen,
so kann man wiefolgt vorgehen:
wenn mit irgendeiner Anfangsnaherung x, die rekursiv durch:
Ty = f(xy,q) | firneN
4.2 definierte Folge (z,,)n konvergiert: z,, = T (n — o0),
dann ist T eine Losung: f(z) = 7.

Ist diese Folge divergent, formt man die Ausgangsgleichung f(z) = z um in
r = g(z) mit g(x) := f~!(z) und definiert die Iterationsfolge (,,)n mit Hilfe

von g(l‘) C Xp = g(xnfl)
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z.B.:

Gesucht sind die Lésungen der Gleichung | e¥ — 42 =0 |:

Eine grobe Skizze zeigt, daB die beiden Kurven y = e” und
y = 4z zwei Schnittpunkte haben: eine in der Nahe von

£ = 0.5 und eine in der Nahe von £ = 2.

1
Die Gleichung: z = 1 e’ liefert die Iterationsfolge:

1
T, = - efn—

4
Schritten die erste Losung:

z = 0.357402956 |.

Da der Startwert o = 2 dieselbe Losung liefert, muB man die 1

Ausgangsgleichung umformen in z = In4z und erhdlt damit die

1 1; mit dem Startwert 2o = 0.5 ergibt sich nach 18

Iterationsfolge: | z, = Indx, ;

4 STETIGKEIT. ZAHLENREIHEN.

; diese ergibt mit dem Start- /

wert xp = 2 nach 14 Schritten die zweite Losung: . . x

T = 2.153292364 |.

©

= Abbildung 4.1: e* = 4x.

Bemerkung: es gibt eine Reihe von Iterationsverfahren (z.B. das Newton—Verfahren, das die Ableitung

von f(x) verwendet), die wesentlich schneller konvergieren, aber es gibt kein Verfahren, das so

einfach und 'idiotensicher’ zu handhaben ist wie dieses allgemeine lterationsverfahren!

Eine Funktion f = f(z,y,...) von mehreren Veranderlichen
ist stetig an der Stelle (xg,y,...) € D(f), wenn

4.3 fiir jede Folge ((zn, Yn, - -
und x, = To, Yn — Yo, - .. flir n — oo gilt:

f(l‘n,yn,) _>f(l‘07y07) fiir n — oo.

)y Mit (o, Yo, - ..) # (Tny Yn,-..) € D(f) VneN

4.B Die moglichen Unstetigkeiten einer Funktion.

Die Stetigkeit einer Funktion ist anschaulich besser zu erfassen, wenn man sich klar macht, von

welcher Art eine Funktion f(z) unstetig sein kann:
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Nimmt man zu D(f) alle diejenigen Punkte Z hinzu, zu denen es mindestens eine Folge (z,,)n in D(f) gibt
(d.h. 2, € D(f)) mit 2, = T (n — o), so erhidlt man die abgeschlossene Hiille D(f) von D(f).
z.B.: fiir f(z) = 1/z ist D(f) = R\ {0} und D(f) = R;

fir f(z) =Inzist D(f)={z € R | >0} und D(f) ={z € R | z>0};

fir f(z) = e® ist D(f) = D(f) = R.

Fiir eine Funktion f = f(x) gibt es 5 Arten von Unstetigkeiten an einer Stelle z, € D(f):

A| f(z) ist an der Stelle =, hebbar unstetig, wenn y,:= lim f(x) eigentlich existiert,

ToAL—T0

aber entweder zy & D(f) oder f(zy) # yo . In diesem Fall lasst sich

die Unstetigkeit beheben durch die Neu— bzw. Umdefinition: f(zo) := o .

(Der Praktiker wird diese Neu— bzw. Umdefinition stets sofort stillschweigend vornehmen und f(z)

an dieser Stelle erst gar nicht als unstetig ansehen!)

z.B.: | f(z) = . esist D(f) = R\ {0}, D(f) = R:

sinz
=1

an der Stelle 7y = 0 ist f(z) nicht definiert (§ ), wegen: lim
=0 x

kann f(z) jedoch durch die Definition f(0) := 1 stetig ergénzt werden:

Y

1

2
—1
oder: | g(z) = i cesist D(g) = R\ {1}, D(¢g) = R: an der Stelle zp =1 ist

z—1

g(x) zwar nicht definiert, jedoch wird der Praktiker diese Unstetigkeit einfach 'wegkiirzen' und erhalt

I)(z—1
mit g(z) = % =1z + 1 eine stetige Funktion.
T —
Fiir den Praktiker sind also beide Funktionen auf ganz IR definiert und stetig! @

X
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B| f(z) hat an der Stelle x, eine endliche Sprungstelle, wenn die beiden

einseitigen Grenzwerte lim f(z) und lim f(z) eigentlich existieren, aber
r—x0+0 r—x0—0

verschieden sind.

Y
@ z.B.: an der Stelle o = 0 die Funktion 14
X
| (1 firz>0 !
T ur r >
fla)="—= ) :
T -1 firz <0 -1
&
Abbildung 4.3: f(z) = 2,
C| f(x) hat an der Stelle x eine unendliche Sprungstelle, wenn die beiden
eerse.ltlgen GrerTzwerte x_l)l?r?wf(a:? und-x_l)lg?_of(x) e|gen-tI|ch oc-ier uneigentlich
existieren — mindestens einer uneigentlich! — und verschieden sind.
[N f-- O
@ z.B.: | f(z)=¢/" > oo ?r:z—>+ an der Stelle zp = 0.
> 0 fir z — —0
(siehe die Abbildung 3.2!) C;)
D| f(x) hat an der Stelle zy einen Pol oder eine Unendlichkeitsstelle, wenn
mhﬁrrxlo f(z) = +o00.
[N 1
@ z.B.: f(gs):m%oo fur £ — 40 |: an der Stelle zyp =0: C[;;
)
! : : : : : : : T

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 4



4.C  Konvergenz von Zahlenreihen. 4-5

f(x) ist an der Stelle z, wesentlich unstetig, wenn mindestens einer der beiden

einseitigen Grenzwerte lim f(z), lim f(x) wesentlich nicht existiert.
r—x0+0 r—xo—0

@ z.B.: | f(z)=sin 1/z | an der Stelle o =0: @

1

Abbildung 4.5: f(z) =sini.

Dass diese Funktion an der Stelle g = 0 wesentlich unstetig ist, kann man rechnerisch nachweisen

durch das Auffinden von zwei verschiedenen Folgen (z,)n , (Zn)n mit

Tn — 0+, T, — 0+, flr die nll)rgo flxy) # nll)rgo f(Zy,), wie z.B.: z, = mit f(z,) =

(4n + 1)m

mit f(Z,) = sin (n-27r +3—7T> =-1.
T 2

sinn-2m +3) =1 und & = o
n

4.C Konvergenz von Zahlenreihen.

00 N
Eine Zahlenreihe nE::O Qp 1= 1\}520;)&” =ap+a;+az+az+... ist (eigentlich

oder uneigentlich) konvergent, wenn die Folge ihrer N—ten Partialsummen Sy =

N
> a, (eigentlich bzw. uneigentlich) konvergiert; die eigentliche Konvergenz wird

44| n=0 N
durch die Schreibweise: |> a,
n=0

< oo zum Ausdruck gebracht.

Eine Reihe ) a, konvergiert absolut, wenn die Reihe Y |a,| ihrer
n=0 n=0

o

D an

n=0

o
<D lanl.

n=0

Absolutbetrage eigentlich konvergiert; in diesem Fall ist

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 4



4-6 4 STETIGKEIT. ZAHLENREIHEN.

o
Das Symbol Z a, hat also zwei Bedeutungen: zum einen steht es fiir die Summationsaufgabe: addiere
n=0
alle a,, fiirmn € Ny, zum anderen steht es fiir das Ergebnis dieser Summationsaufgabe, falls es ein Ergebnis
gibt. Wenn diese Summationsaufgabe kein (eigentliches oder uneigentliches) Ergebnis liefert, dann sagt

man, diese Reihe ist (wesentlich) divergent.

o0
@ z.B.: Die N—ten Partialsummen der geometrischen Reihe Z q" sind die N—ten geometrischen
X

n=0
Summen (s.Nr.1.13):
1
1—gNt! —— ,falls |¢| < 1,
g in 71(] , firg#1, — 1—gq al
N=2.9 = —4q 400, fallsgeR, ¢g>1,
n=0 (N+1), firg=1, | N—=) =

wesentlich divergent sonst.
Damit erhalt man:

1
— falls |¢| < 1,
N 4 lq]
4.5 Z q" = +o00,fallsge R, ¢g>1, geometrische Reihe
n=0

wesentlich divergent fiir alle anderen ¢ € € .

B ir" i(ly 14l ly L,
Z. .o — — = — —_ p— “ee — — .
- — \2 2 4 8 1-1
n=0 n=0 2
3 715
1 2 i 8 .-
0 ; ; ———+H 2
- . - o\ N
1 + 1 + L4l o )
S
o0
Fiir jede eigentlich konvergente Reihe Y a, ist |a, =0 (n — o) |, aberi.a.
n=0
4.6 nicht umgekehrt (!):
o0
wenn a, — 0 (n — o) , dann ist nicht notwendig die Reihe > a, konvergent.
n=0
IN] 0 a™
z.B.: da die Exponentialreihe Z — fir alle a € € eigentlich konvergiert (gegen e , s. Lektion 5),
X H
=0
a” ’ =1
ist | — =0 (n—00) Vae€C |;andererseits ist die harmonische Reihe Z — divergent (= +00, s.u.),
n: n=1 n

1
obwohl — =0 (n — ).
n
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4.D Konvergenzkriterien fiir Zahlenreihen.

Majorantenkriterium fiir Zahlenreihen:
o0
Wenn Z b, < oo und |a,| < b, Yn > ng, dann konvergiert die Reihe

n=0 o0 o0
Z an Z an| + Z by, .
n=0

<

n<ng n=ng

4.7 > a, (eigentlich und absolut) und es ist:

4-7

n=>0 ~ ~
Wenn dagegen Z b, = +oo und a, > b, Vn > ngy , dann ist auch Z a, =
Yoo . n n
z.B.:
X
(a) Fir a, = (27" cosnw) ist|a,| <2 ", somit:
) %) %) 1\ " )
2(2_" ccosnw)| < Z 27" = Z <§> 2 2,dh:—2< 2(2_” -cosnw) < 2. Man kann
n=>0 n=>0 n=0 n=0
den Wert S dieser Reihe mit Hilfe der Euler'schen Formel (s. Lektion 14) genau ausrechnen:
S i(r” )= AT 20050 L 4o mit bekommt man: + < § < 2
= - cosnw) = ———— — ; dami mmt man: — —.
o 5—4cosw 27 73
=1
(b) Die Partialsummen Sy der Reihe Z — sind die harmonischen Summen;
n=1
fiir diese hat man: 1 =1, S 1~|—1 S. S+1+1>S+1+ 1+2
ir di man: S1 = = — = — 4= —4 = ot
1 y D2 92° 4 2 3 4 2 4 4 92°
11 1 1 1 1 1 3
Ss=8S1+-+-+=c+=>8+-+-+-+->1+4—
8 4+5+6+7+8> 4+8+8+8+8> +2,
N
usw.: Sonv > 1+ — — 400 (N — o0) ; damit ist der Wert dieser Reihe nicht endlich:
=1
Z — =400 (harmonische Reihe)
n=1 n
Das Quotienten— und Wurzelkriterium fiir Zahlenreihen:
Wenn es eine Zahl ¢ < 1 und einen Index ng € N so gibt, dass: ntl) < q bzw.
n
o
4.8 \/|an| < q ¥Yn > ngy, dann ist die Reihe Z a, konvergent (sogar absolut); wenn
n=1
a . : . .
dagegen || >1 bzw. {/|an| > 1 Vn > ng , dann divergiert diese Reihe
n
(imFalla, >0 ¥Yn € N gegen +00).
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27" fi de n, .
z.B.: Sei a, = { ur gerade n } dann ist:

> 3~™ fir ungerade n
das Quotientenkriterium gibt
n
<2) < 2 <1 fiir gerade n, keine Auskunft liber die
An+1| 3 -3 . .
I 3\ Konvergenz oder Divergenz
“n <§> >1 fir ungerade n

o0
der Reihe Z an

n=1

1 aus dem Wurzelkriterium folgt

2 fiir gerade 1 die (absolute) Konvergenz
lan| = 1 §§<1VnEIN: oo

3 fur ungerade n der Reihe Z G, - C[;;

n=1
Die spezielle Form des Quotienten— und Wurzelkriteriums ist in vielen Fallen ausreichend

und ist wesentlich bequemer zu handhaben:

an+1
Qp,

<1bzw. lim § la,| < 1, dann ist die Reihe Y a,

n=1

Wenn lim
n—oo
4.9 eigentlich konvergent (sogar absolut);

Gp+1
Qp,

wenn dagegen lim > 1 bzw lim {/|a,| > 1, dann divergiert diese Reihe.
n—00 n—00

(Dieses Kriterium gibt keine Auskunft liber die Konvergenz oder Divergenz der Reihe, wenn die Grenzwerte

= 1 sind oder wenn die Grenzwerte li_>m .-+ wesentlich nicht existieren!)
n—oo
N o0 ’ n ' n
nl2 nl2
.B.: ©omit ap = hat :
&) - 3 s mitan at man
DIV n 2 2
anti| _ (n+1) LA P —— 7= <1
an (n + 1)nt! . pl2n (n+1)n (1 + l) e
n

damit ist diese Reihe (eigentlich) konvergent.

1
Dagegen ergibt sich fiir die harmonische Reihe mit a, = — (s.0.):
n

1
aZ—:l = nil —1 und {/la,| = T — 1 fliir n — oo, so dass weder das
Quotienten— noch das Wurzelkriterium Auskunft dariiber gibt, ob sie konvergiert oder nicht. @
|
Leibniz—Kriterium fiir alternierende Reihen:
4.10

Ist (a,)n eine positive und monoton fallende Nullfolge, so konvergiert die alter-

nierende Reihe » (—1)"a, (eigentlich, aber i.a. nicht absolut!).

n=1
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N 1 o0 _1 n+1
z.B.: Wegen 0 < — \,0 (n — o0), ist die alternierende harmonische Reihe Z )
i n n
n=1
(eigentlich) konvergent:
= (="*! 1 1 1 . . Lo :
Z ———=1——-+4+-——=4---=1In2 | (s. die Logarithmus—Reihe in Lektion 10).
T 273 4
=1
Diese Reihe konvergiert nicht absolut, denn die harmonische Reihe Z — st divergent. @
—n S
Cauchy—Kriterium:
o0
Die Reihe " a, ist genau dann (eigentlich) konvergent,
n=1
4.11 wenn die Folge (S,)n ihrer n—ten Partialsummen in sich konvergent (also
N+k
eine Cauchyfolge ) ist, d.h. wenn lim Z a,| =0 VkeN.
N—o00 =N

(Bemerkung: Dieses Cauchy—Kriterium fiir Zahlenreihen ist nur eine Neuformulierung des bereits in
Nr.3.13 formulierten Cauchy—Kriteriums fir Zahlenfolgen. In diesem Kriterium kommt eine wesent-
liche Eigenschaft (die Vollstéindigkeit ) des Korpers R der reellen Zahlen und ebenso des Kérpers €
der komplexen Zahlen zum Ausdruck:

Jede in sich konvergente Folge oder Reihe reeller bzw. komplexer Zahlen ist eigentlich konvergent

mit reellem bzw. komplexem Grenzwert:

N

In @Q ist das nicht richtig: z.B. ist die Folge (Sy)n der endlichen Partialsummen E — rational und
n
=1
> 1 2 !
in sich konvergent, aber der Grenzwert lim Sy = E — = = ist nicht rational: innerhalb @Q ist die
N—o00 el n 6

Folge (Sn)n also nicht konvergent, obwohl sie eine Cauchy—Folge ist! Das Cauchy—Kriterium gilt in R
und in € (R und € sind vollstéindig ), aber nicht in Q (Q ist nicht vollstandig).)
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5 Allgemeine Exponentialfunktionen und Logarithmen.

Stichpunkte: Exponentialreihe und Exponentialfunktion e* = exp(x), Cauchyprodukt
von zwei Reihen, Rechenregeln fiir ¢¥ . Wachstumsprozesse. 1-1-Funktionen und ihre Um-

kehrfunktionen. Inxz , a®, log, x, Rechenregeln; halblogarithmisches Koordinatenpapier.

5.A Das Cauchy—Produkt von zwei Zahlenreihen.

Wenn die beiden Reihen > a, und > b, konvergieren und mindestens eine
n=0 n=0
von beiden absolut , dann ist

5.1 <z:0 an> <z:0 bn> = E);Gkbn,k (Cauchy—Produkt).
n= n= n=0 k=0

Wenn beide Reihen absolut konvergieren, dann konvergiert auch das
Cauchy—Produkt absolut.

N o0 n

z.B.: Die Exponentialreihe Z 3:_' ist aufgrund des Quotientenkriteriums Nr.4.9 fiir beliebige
n!
n=0
n
x € € eigentlich und absolut konvergent, denn fiir alle z € € und mit a, := x_' hat man:
n!

it o™ nl
an | (m+Dzl" n+1

—-0<1 (n—o00).

Die somit fur alle z € € definierte Grenzfunktion dieser Reihe

bezeichnet man als Exponentialfunktion exp(z): Exponentialreihe /
xponentialrei

5.2
O pn Exponentialfunktion
exp(z) = Z % (fiir alle z € @) P

n=0

Mit Hilfe des Cauchyproduktes und der binomischen Formel Nr.1.14 erhalten wir die Regel:

o om) - (52) (52

n=0 n 0 0 k=0 k’ n o
= (ﬁz<k> ) Z —exp(x—i—y).
n=0 k=0 n=0
(Weitere Regeln folgen im nachsten Abschnitt!) @

X
Das Cauchy—Produkt von zwei Reihen ist nicht etwa ein besonderes Produkt, das anderen als den
iblichen Regeln geniigt, sondern der Name " Cauchy-Produkt” steht lediglich fiir eine spezielle (in der
Regel bequeme) Anordnung der Summanden des Produkts (die moglich ist, wenn mindestens eine der

beiden Reihen absolut konvergiert! (s.u. das Gegenbeispiel) ):
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52 5 ALLGEMEINE EXPONENTIALFUNKTIONEN UND LOGARITHMEN.

<Zan> (be>: apbo + aobi + apbe 4+ agbs + apbs +
n=0 n=0
v e v e v
+ atby + abt 4+ aby + aibs +
e vd e vd
4+ asbyp + ashy + ashy +
v e v
+ azby + a3y +
e vd
+ a4b0 +
Ve
+
= apby  +
+ aghy + aiby +
4+ apbe + a1by + a2by +
+ apbs + aiba 4+ abi + azby +
+ apby + a1bs 4+ axby + azby + asby +
+

= Z Z apbp—p -

n=0k=0
Die absolute Konvergenz mindestens einer der beiden Reihen ist unverzichtbar!
Wenn beide Reihen zwar eigentlich, aber nicht absolut konvergieren, kann es sein, dass
ihr Produkt nicht mit der durch das Cauchy—Produkt vorgegebenen Reihenfolge der

Summanden darstellbar ist!

111 0_1)n+1
@ z.B.: Seiap=0 und a, = firn>1.
X Vn

Da die Folge (1/\/5) N eine positive und monoton fallende Nullfolge ist, besitzt die alternierende Rei-

o0
he Zan = Z 1)"*'//n nach dem Leibniz—Kriterium einen eigentlichen Grenzwert S. Damit ist

n=1

o0 o0
natirlich auch das Produkt (Z an> (Z an> = 52 endlich.
n=0 n=0

Das Cauchy—Produkt dieser Reihe mit sich selbst ist dagegen nicht konvergent
(ist sogar wesentlich divergent)!:

o0 n o0
Sei Z Zakan,k = Z ¢p , dannist ¢g =¢; =0 und fiir n > 2 ist:
n=0 k=0 n=0
n n—1 k+1 n—k—1 n—1
(1) (-1) n 1 :
Cn = Z QO = Z . = (-1) Z ——  somit:
k=0 k=1 vk Vn —k =1 VE(n = k)
el 1 1 n n 1 S
| = R N
" VI-(n—1) \/2 (n—2) n—1)-1"
1 1 1

_ e o)
Y/ ey Ty y R/ ey T ooy B/ oy ey b ®
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5.B Die Exponentialfunktion e = exp(z).

Man kann die Euler’ sche Zahl e mit Hilfe der Exponentialreihe bekommen:

1\" |
c=1lim (1+—) =% = =exp(l) =
e = Jim (1+7) =3 5 =ew)

5.3
= 2.71828 18284 59045 23536 0287 . . .,

e ! = lim (1 - l>n = i (=1* =exp(—1) .

n—00 n P k!

Offenbar ist exp(0) =1 = ¢e". Zusammen mit der oben erhaltenen Regel:
exp(x 4+ y) = exp(z) - exp(y) ergibt sich:

1 :
exp(n) =e" und exp(—n) =e¢ " = — V¥n € Ny und damit sogar:
671,

5.4 | exp(r) =¢€" fiir jede rationale Zahl r

Aus diesem Grund werden beliebige Potenzen e” (x € @) der Euler'schen Zahl e

durch e® = exp(x) definiert:

Exponentialfunktion (zur Basis )

o xTL
T= =) — ed
55 || ° exp(7) nzzjo n! (zed) oder kurz: e—Funktion .

Fiir diese Potenzen gelten die iiblichen Potenzregeln :

. y 1 1 .
60:1,elze,e”y:ex-ey,emy:(ex) ,e ©=— und en = {/e firn € N.
61’

Viele wichtige Funktionen lassen sich mit Hilfe dieser e-Funktion definieren und beschreiben, wie z.B.:

die allgemeine Exponentialfunktion a® (s.u.), Logarithmen (s.u.), die hyperbolichen

Funktionen sinhz, coshz, ... und ihre Umkehrfunktionen Arsinh z, Arcosh z, ... (Lektion 6 )
— sogar die trigonometrischen Funktionen sinz, cosz, ..., wenn man die Euler’sche Formel
zu Hilfe nimmt (Lektion 14).

Die meisten der gangigen Ableitungen lassen sich auf die Ableitung von e® zuriickfilhren und die
Grenzwerte vieler Funktionen kdnnen bequem mit Hilfe entsprechender Grenzwerte von e* bestimmt

werden.
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5.C Wachstums— und Zerfallsprozesse.
Die Euler'sche Zahl e ist nicht nur mathematisch von besonderem Interesse:
Jeder Wachstums— oder Zerfallsprozess lasst sich — erfahrungsgemaB! — mit einer

Funktion f(¢) beschreiben, deren relative Anderung 5 zur Anderung At

von t ungefihr proportional ist:

JE+A)—F@) _
) ~ M- At

mit einer Proportionalitatskonstanten A

(umso genauer, je kleiner — dem Betrage nach — die Zeitdifferenz At ist).

Unterteilt man fir £ # 0 das Intervall zwischen 0 und ¢ in n gleiche Teilintervalle der GroBe

t
At = — (n mdglichst groB), so ergibt sich der Reihe nach:
n

F(AD) = £(0) = A~ £(0) - At also: f(At) ~ £(0) - <1+ %) |
2
F(2AL) — f(At) = X- f(At) - At , also f(2At) = f(A?) (1—1—%) ~ f(0)- (14_%) ,

usw., bis: f(t) = f(n-At) = f(0) - <1+ %)" :

das gilt umso genauer, je kleiner |At|, d.h. je groBer n ist.

At\"
Wegen lim (1 + —) — M (siehe Nr.3.10) erhalt man im Grenzfall n — oo :
n—00 n

At

Die Exponentialfunktionen e*" sind also ganz "natiirliche” Funktionen; insbesondere ist

die Euler'sche Zahl e eine wahre Naturkonstante.

f(t+ At) — f(t)

Ar ~ A\ f(t) folgt (mit At — 0) noch:

Aus der Beziehung:

P8 = A F(t) = A+ £(0) - €, somit: % (M) = A€M
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5.D  FEin—eindeutige Funktionen und ihre Umkehrfunktionen. 5-D

e #0Vze(,
e?>0VzreR,;

e’ — oo fir v — oo,

e? -0+ firz — —oc0.

Abbildung 5.1: Die e—Funktion.

5.D Ein—eindeutige Funktionen und ihre Umkehrfunktionen.

Eine Funktion f(x) ist ein—eindeutig oder umkehrbar—eindeutig oder kurz:
5.6 | 1-1,
wenn | f(z) # f(Z) firallez, T mit x #

z.B.: Die beiden Funktionen f(z) = e” und g(z) = e™® sind 1-1; dagegen ist die Funktion h(z) = sinz

nicht 1-1; sie ist jedoch 1-1 auf jedem der Intervalle

S e
" 27 2 ? 272 7 27 2 » vt

Jede streng monotone (wachsende oder fallende) Funktion ist 1-1.
5.7 Die Umkehrung hiervon gilt i.a. nur, wenn f stetig ist:

Jede stetige, 1-1 Funktion f ist streng monoton.

Zu jeder ein—eindeutigen Funktion f gibt es eine eindeutig definierte Umkehr-

5 g | funktion (oder Inverse ) f~'; diese ist definiert durch:

D(f):=R(f), RUf)=D(f).| [ (@) =y &z = f(y)
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Man erhilt die Umkehrfunktion y = f~'(z) zu y = f(z)

50 [1] rechnerisch, wenn man die Gleichung = = f(y) nach y auflost,

[2] graphisch, wenn man die Kurve y = f(x) an der Winkelhalbierenden

y = x spiegelt .

20 — 1
@ z.B.: Sei | f(z) = 42 1l Um die Umkehrfunktion y = f~!(x) zu erhalten, muss man

die Gleichung = = f(y) nach y auflésen:

1
3:(4y+1):2y—1<:)43:y+$—2y:—1(:)y(43:—2):—(334—1)@3/:—43?;;2,d.h.:
,1 x—i_]- . . _1 .

f ' (z) =~ 3 Als Probe kann iberprift werden, ob f (f~'(z)) =z ist:

7 —

9 z+1 1

f(f_l(x))Zfol(x)_lz Ay — 2 :—2(x+1)—(4x—2):—6x:x_ @

af-Yz)+1 _, z+1 y1 e+ 1) 44 -2 —6 ' =

4o — 2

Abbildung 5.2: Spiegelung an der Winkelhalbierenden.
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5.E  Logarithmus und allgemeine Exponentialfunktion.

i Die Inverse f~!(z) darf keinesfalls i
i i
I 1 I
” mit der Reziproken verwechselt werden ! X
! f(z) !
I 1
O e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
20—1 . 1  dz+1

z.B.: (s.0.) die Reziproke zu f(z) = ]
T

5.E Logarithmus und allgemeine Exponentialfunktion.

natiirlicher Logarithmus
(Umkehrfunktion zu y = )

510 || y=Inz &, e =2 (z>0)

Die Umkehrfunktion der
e—Funktion y = f(z) = ¢”
ist der natiirliche Logarith-

mus y= f"'(z) =Inx:

Abbildung 5.3: Der natiirliche Logarithmus.

y =Inx ist nur fiir r > 0 definiert!

Nz insbesondere: Ine = 1, In1=0

Ine* =z =¢

5.11 | In(a-b) =lnla|+Infp| (fira-b>0), In % =Ina~In|p (ﬁir%>0>

Ina"=b-Ina (a>0) zB:Ina®>=2-Inla (!)

Inx — oo firz — o0, Inz — —oo fir z — 0+
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5.12

5.13

5.14

5.15

5 ALLGEMEINE EXPONENTIALFUNKTIONEN UND LOGARITHMEN.

a® =" (a > 0) allgemeine Exponentialfunktion (zur Basis a)

Hiermit lassen sich beliebige Potenzen mit variablen Exponenten auf die e-Funktion

zurtickfiihren:

(F(@))" = o @ falls f(z) > 0 ist | !

Diese Regel ist besonders dann niitzlich, wenn Ableitungen oder Grenzwerte von

Funktionen der Form h(z) = (f(:v))g(z) zu bestimmen sind!

Logarithmus Basis a
y=log,z = a’=1x (a,v>0,a#1) garithmus zur 1

(Umkehrfunktion zu y = a”)

1
I logax:E (a,2>0,a#1)|!
Ina

log, a® = x, insbesondere: log,a =1, log,1 =0

) —oo fiira>1, ) + oo fiira>1,
lim log, v = . , lim log, z = .
20+ + o0 fiira <1 T—00 —o0ofira<1

Der Logarithmus zur Basis 10 (der "10—er-Logarithmus” , auch Brigg'scher oder dekadischer

Logarithmus genannt) ist der in der Schule verwendete Logarithmus:

5.16

lgz :=logyx (x >0) || dekadischer oder Brigg’scher Logarithmus

@ z.B.: hat man mit (dem Betrage nach) sehr groBen oder sehr kleinen Zahlen zu tun, bei denen der

>

Taschenrechner streikt, kann man vorteilhaft den dekadischen Logarithmus verwenden:

122000 102000-1g 12
— — 102000-lg 12-5000-1g 7 _ 1072067.127708... — 1072068 X 100.872292... —
75000 105000~lg 7
= 7.45233...-10720%% =(.00000...00745233... . @
%/_/ Dq
2067 Nullen
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5.F Halblogarithmisches Koordinatensystem.

Soll eine (z.B. zeitabhangige,) positive Funktion K = K (t) skizziert werden, deren Werte einerseits so nahe
bei Null liegen, dass sie " mit bloBem Auge” nicht mehr aufgezeichnet werden konnen, andererseits wieder so
groB , dass sie nicht mehr auf das Blatt passen, so verwendet man sinnvollerweise halblogarithmisches

Koordinatenpapier: das wird

... tatsdchlich | ... hinge-
abgetragen: | schrieben:
y=IlgK(t) | K(t)

hier ist die Abszisse (¢) normal und
die Ordinate (K)
dekadisch—logarithmisch unterteilt,

d.h. auf der Ordinate wird zwar der
Originalwert K (¢) hingeschrieben,
aber nur der Logarithmus
y =lg K(t) abgetragen:

man schreibt also z.B. 102 oder 102
oder 103, ... hin,

tragt aber nur 1g1072 = —2 bzw.
lg102 =2 bzw.1g103 =3, ... ab.

Neben dem genannten Vorteil, sehr kleine und sehr groBe Funktionswerte "sichtbar” darstellen
zu konnen, hat ein halblogarithmisches Koordinatenpapier fiir Naturwissenschaftler, die mit

Exponentialfunktionen zu tun haben, noch eine weitere praktische Bedeutung:

Jede Exponentialfunktion wird in einem halblogarithmischen Koordinaten-

system durch eine Gerade dargestellt.

5.17 I . o o :
Umgekehrt ist jede Funktion, die in einem halblogarithmischen Koordinatensystem

durch eine Gerade dargestellt wird, eine Exponentialfunktion .

() 2.B.: die oben in der Skizze als Gerade dargestellte Funktion K(£) hat mit b = 3 + g5 im
5
: : : b o
t, y—Koordinatensystem die Gleichung: y =b — 1 t . Wegen y =I1gK(t) ergibt sich:
K(t) — 101)—0.25 bt — 10() . 10—0.25 bt — 5 . 103 . 6—0.25bt~ln 10 =q- e—)\t

wobei @ =5-10% und A =0.25(3 +1g5) In10 ~ 2.1293 . @
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6 Trigonometrische und hyperbolische Funktionen.

Stichpunkte: Trigonometrische Funktionen und arcus—Funktionen, Additionstheoreme,
Pythagoras am Einheitskreis; hyperbolische Funktionen und area—Funktionen und entspre-
chende Formeln. Kreise, Ellipsen und Hyperbeln: geschlossene Darstellung und iibliche Pa-

rameterdarstellung.
In diesem Kurs — wie auch iiberwiegend in der Praxis — werden
Winkel im Bogenmaf3 (rad)

angegeben! Hierbei entspricht dem vollen Winkel (360°) der Umfang 27 eines Kreises vom Radius 1.
Entgegen dem Uhrzeigersinn gemessene Winkel sind positiv, Winkel im Uhrzeigersinn sind negativ. z.B.:
der Winkel 7/2 ist der rechte Winkel (90°), und die zweite Winkelhalbierende schlieBt mit der positiven
x —Achse den Winkel —m/4 (—45°) ein.

6.A Die trigonometrischen Funktionen.

Yy =coszT

1

- —71'/2/ \71'/2 T 3n/2 ot

Abbildung 6.1: Sinus und Cosinus.

sin0  ={+v0/2|= cos7/2
sinr/6 =|+1/2|= cos7/3
6.1 [sinm/4 =|v2/2|= cosm/4
sinT/3 =|V3/2|= cos7/6
sin/2 =|v4/2| = cos0

Giangige Werte
(Merk-Schema)
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Die entsprechenden Werte fiir den Tangens und den Cotangens erhalt man aus den Beziehungen:

sin x 1 COS T
6.2 | tanz = und cotx = = —
coS ¥ tan x sin @
y=tanz Yy =cotz
A A
- - > T 0 p > T
-3 3 /2
Abbildung 6.2: Tangens und Cotangens.
Die folgende Formel ist immer wieder von groBem Nutzen:
6.3 || cos’z +sinz=1 Vz Satz des Pythagoras am Einheitskreis
z.B.:
X
fir z € [0,7] ist sinz =1 —cos?z,
1
fur z € [m,2n] ist sinz = —V1 —cos?z; sinz
€T
fir © # (2k+1)-7/2 mit k€ Z ist I
2 L2 .
12 _cos*z ~|;s1n T 1 4tana. @ Abbildung 6.3: Pythagoras am

cos™ & cos™ & X Einheitskreis.
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6.B Die arcus—Funktionen.

cosx ist gerade, d.h.: cos(—x) =cosz YV |,
6.4
sinz ist ungerade, d.h.: | sin(—z) = —sinz Vz
Additionstheoreme:
6.5 || sin(x +y) =sinz - cosy + cosx - siny siny)
cos(x 4+ y) = cosx - cosy —sinz - siny b
1 cosy

) 2.B.:

S
)
sin(z £ 7/2) =sinz -cosm/2  cosx - sinm/2 =
= +cosz, r
cos(x £7/2) =cosz-cosm/2 Fsing-sinw/2 = S~ S~
(x £7/2) . x /2 Fsinx - sinm/ oot S ey
= Fsinz;
mit ¥ =@ — /2 ist COSZT - COSY

sin(wt —1) = sin((wt— ) +7/2) = cos(wt—p).

@ fiir sin und cos.

6.B Die arcus—Funktionen.

Die arcus—Funktionen sind die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

(alle Winkel im Bogenmaf !):

cosz -siny

sinz - cosy

arcus—Sinus: y = arcsinz = sin"' z & x =siny

Hauptwert fir — 7 <y <7

arcus—Cosinus: Y = arccosT = cos ' T 4> X = Ccos Yy
6.6 Hauptwert fir 0 <y <7
arcus—Tangens: y =arctanz = tan"'z & 2 = tany

Hauptwert fir — 7 <y < 7
arcus—Cotangens: y = arccot x = cot™lz & x = coty

Hauptwert fir 0 <y <m
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sin(z + y)

Abbildung 6.4: Additionstheoreme
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Beachte:
[1] keinesfalls die inversen Funktionen sin~! z = arcsinz, cos™' z = arccosz, ... mit den reziproken
: .- 1 _ 1
Funktionen (sinz)™' = ——, (cosz)™' = —— ... verwechseln!
sinx COS T

[2] Samtliche arcus—Funktionen sind unendlich—vieldeutig! Daher werden in Formelsammlungen und
Lehrbiichern — wie auch in unserem Kurs — in der Regel stillschweigend nur deren Hauptwerte
benutzt: wenn also von einer arcus—Funktion die Rede ist, so ist tatsachlich nur ihr Hauptwert gemeint

(sofern nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird)!

[3] Taschenrechner liefern stets nur die Hauptwerte der arcus—Funktionen
(mit [INV][sin], [INV][cos], ... )!

[4] Da stets |sinz| <1 und |cosz| <1, sind die beiden Funktionen arcsinz und arccosz nur fiir
|z| < 1 definiert!
[5] Mit dem Taschenrechner bekommt man den Hauptwert von arc cot x iiber die Beziehung:

arctan1/z firz >0,
m
arccotx:§ —arctanz = 7w/2 firz =0,

7+ arctanl/z firz <0.

Grenzwerte der Hauptwerte von arctanxz und arccot x:

6.7

. ™ . .
lim arctanz = +—, lim arccotxz =0, lim arccotxz =7
T—+o00 2 T—00 T——00

y

A

™
arccotz e .

S | /2
— >

arctan x

—m/2

Abbildung 6.5: Hauptwerte von arctan x und arccot x.
@ z.B.: f(z) =sinz mit 3 <2 <3L = f~!(z) = 7 —arcsinz mit dem Hauptwert des Arcussinus,
X

g(z) =tanz mit T <z < 3T = g7'(z) = v +arctanz mit dem Hauptwert des Arcustangens.

(Man erhalt die Graphen von f~!(x) und g~!'(x) durch Spiegelung der entsprechenden Zweige von sin

bzw. tanz an der Winkelhalbierenden.) @
X
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6.C'  Die hyperbolischen Funktionen.

6.C Die hyperbolischen Funktionen.

Definition der hyperbolischen Funktionen:

Sinus—hyperbolicus: sinhz := 5 (e" — e ")
6.8 Cosinus—hyperbolicus: coshz = % (e" +e ™)
sinhz  e?® —1
Tangens—hyperbolicus: tanhx = =
& yp coshz e +1
1
Cotangens—hyperbolicus: cothz :=
tanh x
Y
y =sinhz st 1-1 auf D(sinh) = R und ist T
ungerade : sinh(—xz) = —sinh(z),
sinh0 =0, 1
sinhz — oo fir z — +o0; y =coshz
y = coshz ist jeweils 1-1 auf R und R~ und 1
ist gerade : cosh(—z) = coshz, | |
D(cosh) =R, cosh0=1,
coshz — oo fiir z — Fo00; y = sinhz T
Die Kurve y = cosh x wird auch ” Kettenlinie” ge- +
nannt, da jede an zwei Enden frei aufgehangte Kette
einen Kurvenbogen beschreibt, der mit Hilfe des cosh T
ausgediickt werden kann.

Abbildung 6.6: sinh und cosh.

y = tanhz ist 1-1 auf D(tanh) =R, |tanhz| < 1Vz € R,
tanh(0 =0, xli_)rgotanhx:I—O,mgr_nootanhx:—l—i—o,
y = cothz ist 1-1 auf D(coth) = R\ {0},
cothz > 1 furxz >0,
cothz — oo fir z — 04+, cothz — 1+ 0 fir x — oo,
cothz < —1 firz <0,
cothx — —oo firx — 0—, cothz = —1—0 fir x - —00;

beide Funktionen sind ungerade : y(—z) = —y(z).
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6-6 6 TRIGONOMETRISCHE UND HYPERBOLISCHE FUNKTIONEN.
Additionstheoreme :
sinh(z + y) = sinh z - cosh y + cosh x - sinh y
6.9 cosh(xz + y) = cosh z - cosh y + sinh x - sinh y
(cosh z + sinh z)" = " = cosh nz + sinh nz
Y
6.10 !! || cosh®’z —sinh>z =1 Vz |[!! (vgl. mit Nr.6.3!)
y = cothz
(x > 0)
@ Rechenbeispiele: 1N
X
2. ainh2 y = tanh x
12 _ cosh®x 2smh wzl—tanh%:, .
cosh” z cosh” z

sinh2z = sinh(z + ) = 2sinhz - cosh z,

cosh 22 = cosh(z 4 ) = cosh? x + sinh? &,

sinh z

cosh z
cosh 2z

cosh x
cothz + tanhx =

sinh z
cosh? z + sinh?

% sinh 2z

= 2coth 2z .

sinhz - cosh z

6.D Die area—Funktionen.

X

y = cothz
(x <0)

Abbildung 6.7: tanh und coth.

Die area—Funktionen sind die Umkehrfunktionen der hyperbolischen

Funktionen:

area—Sinus—hyperbolicus:

6.11 area—Cosinus—hyperbolicus:

area—Tangens—hyperbolicus:

area—Cotangens—hyperbolicus:

y = Arsinh z = sinh 'z :& 2 = sinhy,

y = Arcosh z = cosh™' z :&< 2 = coshy,
y = Artanh 2 = tanh™' 2 :< 2 = tanhy,
y = Arcoth z = coth 'z :& 2 = cothy.

Die area—Funktionen lassen
6.12 sich mit. Hilfe des .
natiirlichen Logarithmus’

ausdriicken:

Arsinhz =1In (x+\/x2+1) firz e R
Arcoshz = In (x + Va? — 1) firz>1 (s.u.)
1
Artanh x = In T fir |z] < 1
1—=
r+1 .
Arcoth z = In . fur |z| > 1
‘Z'_
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Die area—Funktionen. 6-7

Beachte:

[1]

[2]

[3]

[4]

Die Funktion y = Arcosh z ist zweideutig — im Gegensatz zu den anderen

area—Funktionen, die alle eindeutig definiert sind:
y:Arcoshx:ln(x:I:\/xQ—l) ::i:ln(x—{—\/xQ—l) ,x>1,

beschreibt mit '+' die Umkehrfunktion des rechten (z > 0)

und mit =’ die des linken Zweiges (z < 0) von y = coshz:

Die beiden Zweige

von y = Arcosh

y = sinhz

Abbildung 6.8: Arsinh und Arcosh.

(Es ist ln(m—\/xZ—l) :—ln(x—{—\/xQ—l) !)

Mit dem Taschenrechner bekommt man den area—Cotangens—hyperbolicus iiber:

Arcoth z = Artanh 1/z (fir |z| > 1)

Meistens werden die area—Funktionen klein geschrieben: arsinhz, arcoshz, ... ; das sollte aber
niemals (!) dazu verleiten, arcsinhz, arccoshz ... zu schreiben!

Keinesfalls die inversen Funktionen sinh 'z = Arsinhz, cosh 'z = Arcoshz, ... mit den
reziproken Funktionen (sinhz)~! = 1/sinhz , (coshz)™' = 1/coshz , ... verwechseln!
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6-8 6 TRIGONOMETRISCHE UND HYPERBOLISCHE FUNKTIONEN.

6.E Kreise.

Kreis mit Mittelpunkt M (z4|y) und Radius r > 0:

Mittelpunktsgleichung: (x —20)? + (y — yo)? = 1?;

oberer
y=yo £~ (v — xp)?
. unterer _
explizite Darstellungen: Halbkreis;
rechter
=z E£\/r? — (y — y)? .
linker

mit 0 < p < 27.

.. + 7 cos
uibl.Parameterdarstellung: { o To T IEOsY }
)

= yYp+rsing

@ z.B.: fiir den zweiten Quadranten des Kreisbogens um M (—2|4) vom Radius r = 3 haben wir die
vier Darstellungen:

(z+2)?2+(y—4)2%2=9 mit 5<s<-2,4<y<T;

y=44+41/9—(z+2)? mit —5<x<-2;
—2—1/9—(y—4)%2 mit 4<y<T7;

T
— 243
{x + COSQD} mit 7/2<¢@<m.
Yy

=44 3siny
Yy
(p=m/2) &
S
Abbildung 6.9 § -\
i + 3
A S 1 E
\ +/
N4
e .. ...... - 11
— —
-5 —2 |1 @
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6.F Ellipsen.

6.F Ellipsen.

Ellipse mit Mittelpunkt M (zy|yo) und den z—, y—Halbachsen a > 0 bzw. b > 0:

_ 2 _ 2
Mittelpunktsgleichung: (z = 20) + (v — 40)
a? b2

b obere
_ 2 2
=yt —/a*—(r—=x
o vy a\/ ( 0) { untere _
explizite Darstellungen: Halbellipse;
a rechte
z =zt /b = (y —50)® |
b linke
. T Tp + acosp )
iibl. Parameterdarstellung: i mit 0 < p < 27.
= yo+bsing

z.B.: fiir den zweiten Quadranten des Ellipsenbogens um M (—2[4) mit den
X
z—, y—Halbachsen a =5, b = 3 haben wir die vier Darstellungen:

2)? — 4)?
(33;5) +(y ) =1 mit —7<zr<-2,4<y<T7;

9
) .
y:4+§\/25—(z+2)2 mit —7 <z <-2;

3 .
x:—Q—g 9—(y—4)2 mit 4<y<T;

z=-2+5cosp
y=4+3singp

mit 7/2<ep<m.

(p=7/2) A

Abbildung 6.10
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6-9



6-10 6 TRIGONOMETRISCHE UND HYPERBOLISCHE FUNKTIONEN.

2 2
e : : =y y
Achtung: Sei E die Ellipse 2 + 72 1 | Abbildung 6.11
und K der Kreis 22 +y% = a? um M(0|0). K
Qg _
Ist Pp: z =acosp, y=bsiny der N pK;{ a:—aco.s<p
zum Winkel ¢ gehorende Ellipsenpunkt und p Y T YR i Yp = asmy
Py :x=acosp, y=asiny der zum E
X . X b ] r = acosy
selben Winkel ¢ gehérende Kreispunkt, so Pg : .
(T S A y =bsingp
ist ¢ der Winkel, den die Strecke M Pg .
mit der positiven z—Achse einschlieBt — und
ist i.a. nicht gleich dem Winkel ¢, den die \ ¥
Strecke M Pg mit der positiven x—Achse © Y
einschlieBt! (s.u. Abb.7.3) M T a

6.G Hyperbeln.

Hyperbel mit Mittelpunkt M (z|yo) und x—, y—Halbachsen a > 0 bzw. b > 0:

wenn die Hyperbelachse zur z—Achse parallel ist:

_ 2 _ 2
Mittelpunktsgleichung: (z = o) — (v — ) =1;
a? b?

To £ acosht

x
uibl.Parameterdarstellung: i
y = yp+bsinht

}mit —oco<t<oo;

('+/-" = rechter/linker Hyperbelzweig)

wenn die Hyperbelachse zur y—Achse parallel ist:

_ (z — 20)? i (y — w0)?

Mittelpunktsgleichung: p E =1;
r = xg+asinht )
iibl.Parameterdarstellung: 0t mit —oo <t <o00.
Yy = yo+bcosht

('+/-" = oberer/unterer Hyperbelzweig)

b
Gleichungen der Asymptoten (in beiden Fallen): y =yo £ — - (x — ).
a
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6.G Hyperbeln.

z.B.:

fur die untere Halfte H; des rechten Zweiges der Hyperbel mit M (—2|4) und a =5, b =3,

deren Achse zur z—Achse parallel ist, haben wir die Darstellungen:

(G +2° (-9

mit >3,y <4;

25 9

= =2
T + 5cosht mit 0o <1 <0
y = 44 3sinht

fir die rechte Halfte Hy des unteren Zweiges der Hyperbel mit M (—2|4) und a =5, b =3,

deren Achse zur y—Achse parallel ist, haben wir die Darstellungen:

(z+2)?  (y—4?* _

TS + 9 =1 mt z>-2,y<1;
= —2+4 5sinht

v Fosin mit 0 <t< oo,

y = 4 —3cosht

In beiden Fallen haben die Asymptoten die Gleichungen: y =4 + %(3: +2).

.-
o
-
-

o
e
e

Abbildung 6.12
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7 Polar— und Zylinderkoordinaten.

Stichpunkte: Ebene Polar— und Ellipsenkoordinaten, raumliche Polar— und Ellipsoidko-

ordinaten, Zylinderkoordinaten; Beschreibung rotationssymmetrischer Korper.
7.A Ebene Polar— und Ellipsenkoordinaten.

Fasst man jeden cartesischen Punkt (x,y) auf als Punkt auf einem Kreis um O(0|0)
vom Radius 7 > 0, so ergibt sich mit der iiblichen Parameterdarstellung eines Kreises:

Ebene Polarkoordinaten (r, ¢): y
(Koordinaten des Kreises 22+ y? = r?) A
r >0 und
71 T = T-COSQp _ 7 (1, ) Pol
. ) mit 0 < ¢ <271 bzw. r 5
= r-sing
dd S % S Ty .
P . .
Esist | 2° +y* =17 |. @ z
Abbildung 7.1

ebene Polarkoordinaten

¢ 2B.

(la 0) cart = (la 0) Pol » (_la 0) cart = (la 7T) Pol » (Oa l)cart = (la 7r/2)Polr
(07 _1)cart = (17 377/2)Pol = (17 _W/Q)Pola (17 1)cart = (\/E, 77/4)Pol-

Die Polargleichung Yy

C:r=r(p), p1 << (p=7/2)

eines ebenen Kurvenbogens C' beschreibt C'
mit ebenen Polarkoordinaten:

(p=m) (p=0)
C:z=r(p) - -cosp, y=r(p)- sing, r
(¢ =—m)
(p1 <@ <p2).
z.B.: die Herzkurve hat die Polargleichung ( /2)
p=-m
Cir=lp|, r<psm|: @ Abbildung 7.2 Herzkurve (Cardioide)

Man kann jeden cartesischen Punkt (x,y) auch als Punkt auf einer Ellipse um O(0|0)
mit den Halbachsen at und bt, ¢t > 0 (a,b > 0 fest), auffassen: da dann (%, %) auf einem Kreis
um O(0]0) vom Radius ¢ liegt, ergibt eine einfache Modifikation ebener Polarkoordinaten:
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7-2 7 POLAR- UND ZYLINDERKOORDINATEN.

Ebene Ellipsen—Koordinaten (¢, ¢): (modifizierte ebene Polarkoordina-
2 9
ten:Koordinaten der Ellipse $_2 + L =)
a b2
7.2 r = at-cosy it t>0 und
. mi
bt - sin 0<e<2r bzw. — 1 <p < T,

Hiermit ist | 22 4 3* = t*(a® cos® ¢ + b*sin’ )

z.B.:
X
(a,0) cart = (1,0)e|| , (=a,0)cart = (1,7T)e|| , (0,0)cart = (1, 7r/2)e|| ,
(0,=b) cart = (1, 37T/Q)ell = (1,—7T/2)e|| , (a,b)cart = (ﬁa 7T/4)e|| . C;)
Zusammenhang zwischen ebenen Ellipsen— und Polarkoordinaten:
Bei festen a,b > 0 hat ein Punkt mit den Ellipsen Koordinaten (t, )
2 2
7.3 bzgl. der EIIipse m 5 + b_2 = t* die ebenen Polarkoordinaten (r,) mit
2 b
r :t-\/a2cos2<p+bZSln ¢ und taniy = — -tangp.
a
)
t 1 Abbildung 7.3
a e Ellipsen— und Polarkoordinaten
=Y =Yg e 3
b
E :
bt p. T = atcosy = rcosy
Yqmmmmmmfpee { y =btsinp = rsingy
at R
-
¥
\
AR
. 1 » T
@ T at
z.B.: (vgl. mit der Skizze)
X
22 2
Sei P der Schnittpunkt der Elipse F : % + 9= 1 mit der Winkelhalbierenden y = x .

Zunachst ist | 1 = /4 | und fiir die z— (= y—) Komponente von P ergibt sich:
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7.B  Ré&umliche Polar— und Ellipsoidkoordinaten. 7-3

2 z? 34 : .
1:%—{—? =555 8 ,somit (daz=y>0ist): | z =y =15/v34 ~ 2.5725
Wegen: r“ =z +y :2-3—4 ist | r=15/V17 = 3.638
22 g2
P liegt auf der Ellipse % + 9= t?> mit | ¢ =1 |. Den zugehdrigen Winkel ¢ bekommt man z.B. aus

den beiden Beziehungen: % =t-cosy und % =t-sinp, d.h. aus:

cosp = 3/V34, sinyp = 5/V34 ; hieraus ergibt sich: | ¢ =~ 0.328

Fir P haben wir also die Koordinaten:

cartesische Koordinaten: (z,y) = (15/V34, 15/V34) ~ (2.57, 2.57)
(15/V17, ©/4) ~ (3.64, 7/4)

ebene Polarkoordinaten: (r, 9)

Ellipsen—Koordinaten: (t, p)=(1,0.3287)
22 2
bzgl F: —+=—=1
( TR @

7.B  Riumliche Polar— und Ellipsoidkoordinaten.

Fasst man jeden cartesischen Punkt (z,y, z) auf als Punkt auf einer Kugel um O(0|0|0)
vom Radius > 0, so ergibt sich mit der iiblichen Parameterdarstellung einer Kugel:

Réaumliche Polarkoordinaten (r, 9, ¢):
(Koordinaten der Kugel z?+y?+ 22 =r?)

r = r-cosy-siny r>0
7.4 y = r-sinp-sind | mit ¢ 0< <27 (oder —r < p<m,...)
z = r-cosd 0<9<r

Esist | 22 +y? + 2% =12

Zugrundeliegende Konventionen:

9 bestimmt die ”Breitenkreise* und wird von der positiven z—Achse aus gemessen:
¥ = 0 fir den "Nordpol“ auf der positiven z—Achse, ¢ = /2 fiir den " Aquator“ in der z, y—Ebene und

¥ = m fir den "Sudpol“ auf der negativen z—Achse.

¢ bestimmt die ” Ldngenhalbkreise*“ (vom Nord— zum Siidpol) und wird von der positiven z—Achse aus

gemessen:
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7-4 7 POLAR- UND ZYLINDERKOORDINATEN.

@ = 0 fir den Langenhalbkreis durch die positive z—Achse, ¢ = /2 fiir den Langenhalbkreis durch die
positive y—Achse, ¢ = m fiir den Langenhalbkreis durch die negative z—Achse und ¢ = 37/2 fiir den
Langenhalbkreis durch die negative y—Achse.

Abbildung 7.4

(, Yy 2) cart = (r, 9, ©) pol
raumliche Polarkoordinaten (7,4, ¢) “ ’

(17 7T/270)P0| ) (07 170)cart = (17 7T/27 71—/2)P0| ,

(17 an)cart =

(0,0,1)cart = (1,0,¢)po;  mit beliebigem ¢ (="Nordpol*),

(13 laO)Cart = (\/ia 7(/2, 7r/4)PO| 9 (03 1a_l)CaI’t = (\/Ea 37(/43 W/Q)PO| ’
(0,0, —1)cart = (1,7, 0)py)  mit beliebigem ¢ (="Siidpol*).

Die Polarkoordinaten (r, ¢, ¢ ) des Punktes P mit den cartesischen Koordinaten (z,y,2) = (-2, 1, 2)

bekommt man wiefolgt:

Mit 7 =/22 +9y2+22=v4+1+4=3 ist cosd = z/r =2/3; hieraus folgt (da 0 <9 < 7):

X

sing = V1 —cos29 = V5 /3 und ¥ = 0.2677 7 . Damit ist cosp = —— = ——— und
rsind V5
1
P hat also die Polarkoordinaten: | (r, 9, ¢) = (3, 0.2677 7, 0.85247) |. )
=

Fasst man jeden cartesischen Punkt (z,y, ) auf als Punkt auf einem Ellipsoid um O(0|0]|0) mit
den Halbachsen at, bt, ct (t >0, a,b,c > 0 fest) — so dass also der Punkt (z/a, y/b, z/c) auf
einer Kugel um O vom Radius ¢ liegt —, so ergeben sich die modifizierten Polarkoordinaten:
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Ellipsoid—Koordinaten (¢, ¥, ¢): (modifizierte rdumliche Polarkoordina-
2 2

_ . . . T Y A
ten: Koordinaten des Ellipsoids wi)? + )2 + @2 1)

75 r = at-cosy-sint t>0
= bt-singp-sind | mit ¢ 0< <27 (oder — T <@p<m,...)
z = ct-cost 0<v<m

Es ist: 22/a® + y?/b* + 22/c* = ¢

@ z.B.: (s.o.das letzte Beispiel)
X

Um die Ellipsoid—Koordinaten (¢, 9, ¢) des Punktes P mit den cartesischen Koordinaten

2 2
(z,y,z) = (—2,1,2) bzgl.des Ellipsoids: xz +y? + ZZ =1 (mit den Halbachsen a =c=2,
b=1) zu erhalten, bestimmt man zunichst ¢:

t:\/:102/a2—{—yQ/bQ—i—zQ/c2 V3 hiermit ist: cos® = z/ct = 1/V/3,
folglich (da 0 <9 < m):sind = \/1—(3082 =/2/v3 und ¥ = 0.3041 .

T . Y 1
— =, sinp= —— = —
at sind \/§ S sing V2

P hat also bzgl. des angegebenen Ellipsoids die Koordinaten

Damit ergibt sich: cos ¢ = , somit: ¢ =0.757.

(t, 9, )= (\/ﬁ 0.304177,0.7571')

7.C Zylinderkoordinaten.

7-5

Fasst man jeden cartesischen Punkt (x, y, z) auf als Punkt auf einem geraden Kreiszylinder mit einer

der drei Koordinatenachsen als Zylinderachse, so ergibt sich mit den iiblichen Parameterdarstellungen

dieser Zylinder:

z € R, Zylinderachse = z—Achse)

7.6 r = Tr-cosp r>0
= r-.sinp | mit 0<e<2m (oder —m<p<m,...)
z = z z€R

2

Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) : (Koordinaten des Zylinders 2% + 3% = r?,
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7-6 7 POLAR- UND ZYLINDERKOORDINATEN.

Zylinderkoordinaten (r,¢,z): (Koordinaten des Zylinders y> + 2% = r?,
x € R, Zylinderachse = z—Achse)

7.7 Yy = Tr-cosg r>0
= r-sinp | mit 0<e<27 (oder —m<p<m,...)
r = x r €R

Zylinderkoordinaten (r,¢,y): (Koordinaten des Zylinders 22 + 22 = r2,

y € R, Zylinderachse = y—Achse)

7.8 Z = r-cosyp r>0
r = r-singp | mit 0<e<2m (oder —m<p<m,...)
=y y€R

Ve

(r,¢,]2)
Abbildung 7.5
Zylinderkoordinaten (r, ¢, z)

y (p=m/2)

z.B.: (s.o.das letzte Beispiel) Wir bestimmen fiir den Punkt P(—2, 1, 2):

e Zylinderkoordinaten (r, ¢, z):

_ cosp =xz/r = —2//5
= /22 4+ 12 =5, somit: ,also: ¢ =0.8524 1 ;
" vy I { sing =y/r =1/v5 4 "

e Zylinderkoordinaten (r, ¢, y):

= =1/v/2
r=1v22+22=2V2, somit: C_OS('O #/7 /\/_ ,also: o = —7/4;
sing =xz/r = —1/V2

e Zylinderkoordinaten (7, ¢, z):

_ cosp =y/r=1/V5
r=1/y?+ 22 = V5, somit: ,also: p=0.35247 .
v sing = z/r =2/V5 4
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7.D  Beschreibung rotationssymmetrischer Kérper. 7-7

Zusammenfassend haben wir fir P die Koordinaten:

cartesische Koordinaten: (x,y,z)=(-2,1,2)
Polarkoordinaten: (r,9,9)=1(3,0.26777, 0.8524 )
Ellipsoidkoordinaten: (t,9,p)= (\/g, 0.3041 7, 0.757r)
z? 22
(bzgl. E: Z—i—yZ—i-Z = 1)
Zylinderkoordinaten: (r,p,z)= (\/g, 0.8524 7, 2)
(r,p,y)= (2\/5, —7/4, 1)
(r, o, 2)=(V5,035247, —2) @

7.D Beschreibung rotationssymmetrischer Korper.

Zylinderkoordinaten eignen sich vorziiglich zur Beschreibung rotationssymmetrischer
Korper! z.B.:

(a) Der ”Zuckerhut“, der von der z,y—Ebene und der Rotationsparaboloidfliche
H

= (R2 — (2 + y2)) begrenzt wird, hat die Darstellung:
T = T-COSQ (0 < ¢ < 2m )
= r-sing mit: 0 < r <R
z = z | 0 < 2 < H(1 - r%/R?) )
0 < < 2w )
oder — gleichwertig — mit: 0 < 2 < H
|0 < r < R-T-2/H |
z
| H
, /\nggH(l—TQ/RQ)
Abbildung 7.6 ,
z \OgrSR\/l—z/H
T r
z,y—Ebene (@) (r, ) R
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7-8 7 POLAR- UND ZYLINDERKOORDINATEN.

(b) Der Rotationskérper, der durch Rotation des Kurvenbogens y =e %, 0 <z < a, um die z—Achse

entsteht, hat die Darstellung:

r
Y =17-C08p 0<p<2m
z=r-siny mit 0<z<a 1\0§r§ef
ree Osr<e” \0<x<—lnr
(T,QO) \
oder — gleichwertig — mit ~~rq
@) i T
T —
0<p< 2 Y, 2=
0<r<i Ebene
0<z<a,falls r<e™@,
0<z<—-Ilnr fir e?2<r<1. Abbildung 7.7
r
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8-1

8 Differentiation.

Stichpunkte: Hdéhere und partielle Ableitung; Schreibweisen (auch Operatorenschreib-

weise); die wichtigsten Rechenregeln; géngige Ableitungen.

8.A Gewo6hnliche Ableitung: anschauliche Deutung.

Zur Definition der gewéhnlichen 1. Ableitung (= 1.Ableitung einer Funktion einer Veranderli-

chen) :

Anstieg der Sekante:
_ J(@) = f(x0)

(Differenzenquotient)
T — 2o

Anstieg der Tangente:

mr = f(zo) = lim L&) =7 (@0)

(Differentialquotient)
T—xo r — 2o

Abbildung 8.1 Differenzen— und Differentialquotient

Die 1. Ableitung ist der Differentialquotient :

f(x) — f(xo) — lim f(zo + Az) — f(z0) _. df (o)

8.1 | f'(x) := lim

T—T0 T — X Axz—0 A{I; de'

und beschreibt die Anderung von f(z) an der Stelle 2y pro x—Einheit.

In diesem Sinne kann man somit das totale Differential von f(z) an der Stelle z; :

df (z0) := f'(z¢) dz | als Anderung von f(x) im Intervall [zg, 2o + dz] deuten:

bei richtiger Verwendung ist es also zulassig, den zunachst nur symbolisch als Bruch geschriebenen,

df (o)
dx
(das ist allerdings nur bei gewéhnlichen Differentialquotienten moglich!) .

wie einen echten Bruch zu behandeln

gewdhnlichen Differentialquotienten f'(zy) =
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8-2 8 DIFFERENTIATION.

8.B Partielle Ableitung.

Fiir eine Funktion f = f(7) = f(x1, ..., x,) ist die 1. partielle Ableitung an einer Stelle
7o = (%1, ..., T,) nach der j—ten Variablen z; :
gz, 10) e Am N
8.2 i L@ T b ) = f(T T T0)
h—0 h
— lim (:i.la y Ly, 7i‘n)_f(i.17 7i‘J7 7jn)
:L‘]‘%i‘]‘ 1‘] i‘]

die Anderung pro xj—Einheit von f an dieser Stelle in z;—Richtung. Die partiellen Ableitungen
bekommt man also wie die gewohnlichen Ableitungen: bei der partiellen Ableitung nach der Varia-
blen z; wird diese als einzige Variable angesehen, wahrend die iibrigen Variablen wie Konstanten
behandelt werden.

Im Fall einer Funktion f = f(x,y) von zwei Variablen lasst sich z = f(z,y) als Fliche deuten; die

. . 0 0 . . . .
partiellen Ableitungen —f und —f an einer Stelle (z, yo ) sind dann die Anstiege der Tangenten

ox dy
an dieser Stelle in x — bzw. y—Richtung:

Anstieg der Tangente in y—Richtung:

0f(zo,y0) — 1 f(zo,y) = f(®0,%0)
———~ = lim
dy y—=Yo Y — Yo

Anstieg der Tangente in z—Richtung:
9f (0, o) — lim f(z,y0) — f(20,Y0)

Ox T—ao T — T

Abbildung 8.2 partielle Ableitungen

Z/o: /-
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8.C' Héhere Ableitungen: einige Schreibweisen.

Die totale Ableitung einer Funktion f = f (21, ..., x,) ist der Gradient von f
8.3 |gradf = (8851 aale , aa—xfn> . (s. die Lektionen 25 und 26)

L S Iy S S R A
ff_az T+ yc+ 24 = w2+y2+z2—|F|,analog. fy—|7""|’fz_|f’|'
Y z i
somit gradf (f:vafyafz) <| | W m) W
8.C Hobhere Ableitungen: einige Schreibweisen
: _ df(e) _ ‘
poy = T py
" _ @) . . : d
f(x) = Ty = D*f(x) mit dem Differentialoperator D := e
d" f(z)
(n) = = Dn
@ = T2~ i)
_ Of(my) - _ 0
fm(xay) - T - sz (l‘,y) mit Dz = O
02 f(z,
0f (z,y) : 0
fylz,y) = oy = D,f(z,y) mit D,:= B
_ 32f(x,y) B s.u. den Satz von Schwarz:
fxy(% y) = 73?;327 = D,D,f (,y) beide Ableitungen stimmen
0% f(z,y) iberein, wenn f(z,y)
2(r,y) = = = D.Dyf (=, | Y
fual:9) Oxdy f (@9) hinreichend 'anstandig’ ist.

Fiir eine Funktion f = f(x1,...,2,) und einen Multi-Index k = (ky, ..., k,) mit
ki € Ng und mit |k| :=Fk; +--- + k, ist
o'kl

k k k
D*f = ——  =D%...D" {
/ Ozt ... Qxkn o w

Verbotene Schreibweisen sind z.B.:

I fay)
odx ox
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8-4

8.D Ableitungsregeln.

8 DIFFERENTIATION.

(c konstant)
(c konstant)

0
c-f
ff£yg

8.4

fleg+f-d
ffrg—f-4g
92

(f-g)

(5)

8.5

9

Produktregel

Quotientenregel

1
zB.:(z-Inz) =lnz+z-—=1+Inz, (
x x

n

(f-9)m=>

k=0

n

k

8.6 >f(k)g(nk)

[

Inz -x—lnx_l—lnx
2 2

)' _ (1/a)

Leibniz’sche Produktregel

8.7 | Fir y=f(x) ist (/) (v)

Ableitung der Umkehrfunktion

z.B.: mit y =tanz ist:

2 1 1

COSs™ x

1
(tanz)’

(arctany) =

8.8

cos?z +sin2z  1+tan’z 1+ 92

Kettenregel fiir eine Variable

siny/z - cos\/z _ sin (2/z)

z.B.: (sin2 \/5), =2 sin/z - cos VT - 5

Kettenregel fiir mehrere Variable:

1
N NG 2z

Fir f = f(F) mit 7

89 | 4 .
%f(r(t))

of iz

Tt W

3y.%

Das totale Differential von [ = f(z,y,.

.., 2) st

of
a_ydy+...

8.10 | df = %dﬁ

L of

dz =grad f - dr
0z
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8.11

z.B.:

8.E

8.12

8.13

8.14

8.15

8.E  Wichtige Ableitungen. 8-H
Wenn eine der beiden partiellen Ableitungen
0* 0? . -
/ , / existiert und stetig ist,
0x0y = OJyox
L C Satz von Schwarz
dann existiert auch die jeweils andere und
o2 f 0?f
beide sind gleich: = .
eide sind gleic 920y yo
0* 1 o (1 -1 -2 -1 2
920y <xTy> ~ 9z (ﬁ ' ?) T3 2 T a3y beide Ableitungen
s <i> _ 3 (‘_2 ] 1) _ -2 -1 _ 2 stimmen iiberein!
oyoz \ x2y oy \z3 vy 3 y?  xdy?
Wichtige Ableitungen.
(z%) = a-2*' (a konstant)
r_ 1 ! ! 4 4
(\/5) - m z#0 z.B.: (3m4) :(x4/3) = —g!/3 5\3/5
1\ 1
B -3 e
x x
()" = a®*Ina (a > 0 konstant)
z.B.: (10%)" = 10* In 10 = 2.3026 - 10°
@) = e
(log, |21) = g @707 5. (g - L 04343
! 1 z ( gx) T zln10 Tz
(Infzf) = =
x
(sin x), = cosx (sinh x)l = coshuz
(cosx)l = —sinz (cosha:), = sinhz (!)
o _ 2 o 1 _ 2
(tanx) = oir 1+tan"z (tanhx) = s 1 —tanh”x
! 1 ! 1
t = ———— = —1— cot? th = - = 1 — coth®
(co x) . cot®x (co x) . coth” x

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 8



8-6 8 DIFFERENTIATION.

’ 1 ! 1
arcsin = —— (Jz| <1 Arsinh z = ——
(arcsinz) = —= (2l<1) | (Asinhz) = ——j
( ) L (e<1) (Arcosh z)’ L (1)
arccosxr) = — x rcoshz) = — (7
8.16 1 1'2 o \Y 1'2 -1
; 1 1
(arctan x)l = 1o (Artanh x), = 12 (Jz| < 1)
(a ccot ), ! (A coth )I ! (lz| > 1)
r r) = r r) = - x
1+ 2?2 2 -1
Die wichtigste Ableitung ist die der e~Funktion: | (&%)’ = ¢”
eTth _ 7 eh —1 1 (X h? 1 h h%® h3
R — . = 2 )= o1 ) =
h “Th T h(nzon! ) ¢ h<+1+2!+3!+ >
h  h?
= €’ (1+E+§+---> —e" (h—0);
ex-i-h — et
damit ist (e”)' = lim —————— = e” . (siehe auch Seite 5-4)
h—0 h

Mit ihrer Hilfe lassen sich alle anderen der hier aufgelisteten Ableitungen bestimmen, z.B.:

1 1 1 1
(i) mity=-¢e? ist (Iny) = . =— =—,also: (Inz)' = = firz>0;
(e%) ey x
: : ! ! 1 1
fir x <0 ist |z| = —z, somit: (ln|x|) = (ln(—x)) =—(-1)=—,
—x x

: 1
insgesamt also: (ln|:z|) = — firallex #0;
x

1 1
(iv) (sinhz) = 3 (e —e™ ) = 3 (" + e ") =coshz;

(eim + efiz)

DN | =

1 /. ,
(v) mit Hilfe der Euler'schen Formel: sinz = % (e” — e*w) , COST =
i

(siehe z.B. Seite 14-2) bekommt man:

(sinz) = % (eix - e_i‘”)l = % (z e® +ie_i‘”) = % (eim + e_ix) = COST ; USW. .

©

X
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8.F Newton—Verfahren. (*) 87

8.F Newton—Verfahren. (*)

Eines der bekanntesten Verfahren zur ndherungsweisen Auflésung von Gleichungen der Form

f(z) =0 | ist das Newton—Verfahren, dessen Grundidee unmittelbar einleuchtet:

Wenn die Funktion f in der Ndhe der gesuchten Lésung Z differenzierbar ist mit f’(z) # 0 und
wenn z,, bereits eine Naherungslosung ist, dann ist die Nullstelle x,,; der Tangente an die Kurve
y = f(z) im Punkt (xn, f(xn)) in vielen Fillen eine verbesserte

Niherungs—Losung :

Abbildung 8.3 zum Newton—Verfahren

aus der Tangentengleichung:

Yy = f(xn) + fl(l‘n) (‘T - l‘n)

ergibt sich die verbesserte Ndherung:

T = )
n

. .
/1,-‘ /wn+1 Tn

z.B.: (siehe das Beispiel zum allgemeinen Iterationsverfahren auf Seite 4-2)

5
y=-e€"—4dz
Gesucht sind die Lésungen der Gleichung | e® — 4z =10 |: \
Mit f(z) = e® — 4z, f'(z) = ¢* — 4 ergeben sich die \
beiden Losungen (mit TR—-Genauigkeit ) : o, =
i} (o)
= 0. hat =z — = 0.
xo = 0.5 (Schatzung) = =1 =z (o) 0.3506
f(z1) f(z2) _
= =21 — = 0.357390 = =29 — = | 0.357402956 = ,
R IEN R EEN n
. f(xo) flz1)
= 2 (Schat = =1z — = 2.18027 = = — = 2.15395
o (Schatzung) T1 = To () To = T e
f(z2) f(xs) _
= =22 — = 2.153292768 = =23 — = | 2.153292364 = .
T3 = X2 7 (x2) T4 = T3 7(x3) T2 C[;/D
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8 DIFFERENTIATION.
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9

Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

9-1

Stichpunkte: Mittelwertsatz fiir eine und mehrere Variable; Regel von L'Hospital, iibliche

Beispiele: u.a. Polynom - Exponentialfunktion, Logarithmus - Polynom, #2£ (1 4+

" Optimistische “ und " pessimistische “ Fehlerabschatzung.

9.A Drei Fassungen des Mittelwertsatzes.

Sei f(x) differenzierbar auf dem Intervall [a,b], a < b. Dann gilt:

A

(Satz von Rolle)

Zu jedem z €]a,b] mit

z)n

n

f(z) = f(a) gibt es ein .
& €la,x[ so, dass | f'(&,) =0 |.
fla@) = : ;
(Da f(z) als differenzierbare Funkti-
on insbesondere stetig ist, gibt es si-
cher eine Stelle {; €]Ja,b[, an der , I L .
f(z) ein Extremum hat: an dieser a 3 Tob
Stelle ist f'(£;) =0.) Abbildung 9.1 Satz von Rolle

Zu jedem z € ]a,b]| gibt es ein &, mit a < &, < x so, dass

f(z) = f(a)

T —a

= ['(&) | bzw. | f(z) = fa) + f'(&) - (x —a) |,

m.a.W.: es gibt eine Stelle £, €]a,z| so, dass die Tangente an dieser Stelle denselben Anstieg hat

wie die Sekante durch die Punkte A (a|f(a)) . B (m|f(x)) :

‘1{ Anstieg der Tangente:
T —a

= Anstieg der Sekante

W@ T

Abbildung 9.2 Mittelwertsatz
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9-2 9 MITTELWERTSATZ DER DIFFERENTIALRECHNUNG.

C| Ist g(z) eine weitere, auf [a, b] differenzierbare Funktion, so gibt es zu x,zy € [a,b]

(x # o) stetsein & €]a,b[ mit |§ — x| < |z — x| so, dass

(f(2) = F(w0)) - ¢'(&) = (9(x) — g(0)) - F'(&) |.

Auch wenn diese drei Versionen des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung auf den ersten Blick

sehr verschieden gewichtig aussehen, sind sie doch dquivalent !

( ergibt sich aus mitg(z) =z (= ¢ (&) =1) und 2o = a, folgt aus mit f(a) = f(z).
Wenn man umgekehrt auf die Funktion hA(t) := (f(m) - f(a)) g(t) — (g(m) —g(a)) f(t) anwendet,
ergibt sich (recht problemlos) die Version )

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung |38t sich auch auf Funktionen mit mehreren
Variablen iibertragen:

Ist die Funktion f(7) = f(xy,...,x,) auf einer offenen Teilmenge des R",
welche die Punkte 7o = (%1, ..., T, ) und 7o + AF = (T1 + Azqy ..., Ty + Azy)

und die gesamte Verbindungsstrecke [, 7o + A7 = {F =7, + tA7| 0 < ¢t <1} enthdlt,

nach allen Variablen differenzierbar, so gilt:

D| es gibt eine Zahl ¥ €]0,1][ so, dass

f(Fy+ AF) — f(7y) = grad f(7y + 0 AF) - AF

( Um das einzusehen, braucht man "nur” auf die die Funktion
h(t) == f (F(t)) mit 7 (t) = 7y + tAF = (:El + Az, ., Tp + tAxn) anzuwenden.)
9.B Regel von de "Hospital.

Die de ’Hospital’sche Regel ist eine unmittelbare Anwendung der Variante des Mittelwert-
satzes:

Wenn: f(z) — 0 und g(z) = 0 fir =z —
oder: f(z) — +oo und g(z) — +oo fir z — x

!
9.1 und wenn lim f,(m)
- 235 g'(2)

eigentlich oder uneigentlich existiert,

dann ist :L‘ll}IIzlo ﬁ = lim 7 ()

F@) o @)
9
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9.B Regel von de I’Hospital. 9-3

z.B.: Typische Beispiele:

. sinx yrg. .. COST . l—cosz rm. sinz yg. ,. cosxz 1
(a) IIII[l) :llrr[l) =1, 111(1(1)72 = lim— = hr% 5 =3
T xz T— T— X T— €T T—
[Typ 5] [Typ 5] [Typ 5]
. sinz
ilg[l) P 1 fur |z] <1 ist | sinz =~z
9.2
lin(l)l—c;sz = % und cosg:zl—:zQ/Q
T—r T
azr ax
(b) Fir a>0ist: lim — '3 lim 2 — oo und damit fiir beliebige § > 0:
T—00 T—00
[Typ 2]
ax a/f p
llm e_ = llm <e > =00 , llm wﬁ efaI — 0
o0 B 00 T T—00

jede noch so kleine, positive Potenz von e geht fiir £ — oo schneller gegen oo als jede
noch so grofie Potenz von z.

Hieraus folgt fiir « > 0 und jedes Polynom p(z) =ap + a1z + -+ + apz™:

ar
lim =oo fallsa, >0 . .
9.3 r—00 p(z ” Exponentialfunktion
lim p(z) e = 0 schlidgt Polynom ”
T—r00
1 ' 1 1
(c) Fiir beliebige a > 0 ist:  lim 8 M iy YT 1 und
T—o0 & T—00 oy 1 r—oo oy %
[Typ ]
1 ' 1 @
lim 2% e =  lim 2E g YT 5 T 0 und damit fir a, 8> 0:
z—0+ z—0+ 7% 04+ —qr—o 1 z—=0
[Typ0 - 0] [Typ ]
1 g
lim (Inz) =
9.4 T—=o0 @ ”Polynom schlagt
' L ith ”
lim z%(Inz)? =0 ogarithimus
z—0+

Jede noch so grofle, positive Potenz von Inz geht fiir x — o oder x — 0+ dem Betrage

nach langsamer gegen oo als jede noch so kleine (positive) Potenz von z bzw. 1/z.
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9 MITTELWERTSATZ DER DIFFERENTIALRECHNUNG.

(d) Die folgenden Beispiele beherzigen die

9.5

(=)

Faustregel:
Ableitungen und Grenzwerte von Funktionen des Typs f(z) = a(z)*®

bestimmt man am bequemsten mit Hilfe der e—Funktion iber:

CL(LE) b(z) — 6b(m) Ina(z)

!

(a(az)b(x)), = (e b(z) ln“(x)), = a(z) @ (b(x) In a(x)) und — da die

e—Funktion stetig ist (d.h.: aus: g(z) — a fir £ — zo folgt: e9(®) — o
fir x — zo!) —

lim a(z)’® = lim (eb(m) lna(m)) _ ezlggo (b(m) lna(x))
T—To T—To

!
= (ex lnm) 2 grInz (1 + lnx) =z"(1+1nz), lim z¥ =20+

lim 2z Inx .

©

e =1.

rz—0+

y y
Fiir beliebige z, y € R mit y #0 und TS 1ist (m_—{—y) = (1 + E) = ¥ M(1+2/Y)  \Wegen:
Yy

Y Y

o 7)
, 1L /0 \ 22
In(l1+ z/y) vm lim 1+ z/y Y ~ lim T

lim (y - In(1 — 1 . - -
i (v-Im(1+ 2/y)) =7 B Jim g =
[Typoo - 0] [Typ 3 ]
y y lim (y-In(l + z/y
ergibt sich: lim <$+y> — lim <1+3> :ey%o( 1+ 2/y) —
Y—00 y Y—+00 Yy
(vgl. Nr.3.10 und Abschnitt 5.B!) @

9.C Fehlerabschitzung (I).

Sei f=f(f)=f(x1,...,x,) nach allen Variablen differenzierbar. Aufgrund des

Mittelwertsatzes | D | gibt es dann zu 7 = (Z1, ..., Zp ) und A7 = (Azq, ..., Axy,)

eine Zahl 0 < ¥ <1 so, dass

()

Af = f(7y + AF) — f(7) = grad f(7y + 9 A7) - A7

Wenn |A7| nicht zu groB ist, hat man somit ndherungsweise:

(ii)

05(70) ny .., W)\

Af ~ o) - AT =
f & grad f() - A7 = T o |
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9.C  Fehlerabschéitzung (I). 9-5

und zwar umso genauer, je kleiner |A7| ist: im Grenzfall |A7| — 0 bekommt man das totale Diffe-

rential:
0 0
(iii) | df = grad f(7) - d7 = a—idxl Fot axfn dy,
Af ist der absolute Fehler, der sich fiir f(z1,...,z,) ergibt, wenn die ”Mess”—Werte
1, ..., T, mit dem absoluten Fehler Az; bzw. ..., Az, behaftet sind.

Wenn man Auskunft iiber die GroBe des resultierenden Fehlers Af in Abhangigkeit von den "vorgegebe-
nen” Fehlern Az, ..., Az, haben méchte, muss man — da die Zahl ¢ in (i) in der Regel unbekannt
ist — versuchen, fiir Af mit Hilfe von (ii) obere Grenzen abzuschatzen:

Af|~ |grad f - AF| = ‘g—iml THN— %A:pn <
< [ 1aat+ o+ g 1aan -
= (g—xfl g—i ) : (|Am1|,...,|Axn|) < [Schwarz'sche Ungleichung]
‘(88_3{1 a%)‘ (18], .., |Az,)| =
\/S—ggfl?+---+ ;—x{LQ-\/|Aa:1|2+---+|Aa:n|2:|gradf||AF|

Wir erhalten:

die ”optimistische” Fehlerabschitzung:

of
oz,

P)
9.6 |Af|§‘—f‘|A:z1|+...+‘ Ay, |
8$1

die ”pessimistische” Fehlerabschitzung:

9.7 | |Af|I < \/(5—3{1)2-{—“-4— <a—f>2-\/(Ax1 )2+ + (Azy, )2 = |grad f||AT]

Oxn,

(Der "optimistische “ Fehler ist stets < dem " pessimistischen* Fehler! (s.0.))

@ z.B.: Sei f(z,y) = ety =1 mit g = —4, y =2, wobei die "Mess"-Werte fiir z und y jeweils mit
5

einem Fehler von etwa 3% behaftet seien.

12
Dann ist zunachst |Az| =4 - % = 100" |Ay| =2- % = % also z = —-4+0.12,

y=2%0.06, und es ist f(—4,2) =e !, of _ ety L ‘9—(—4, 2)=e !, o _ 2y ety L
Ox oz oy
of

(—4,2) =4e ! Hieraus ergibt sich
Ay
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9-6 9 MITTELWERTSATZ DER DIFFERENTIALRECHNUNG.

(a) die "optimistische” Abschatzung:

12 6 36
Afl<e ' = 447l — =" 1x0.14
(Al e g5 T4 o0 =10 ¢ O
d.h.esist f(r,y) =e !+ |Af]| =0.37+£0.14

, : _ Af 36
und man hat fiir f(x,y) einen prozentualen Fehler von maximal N ~ 00 = 36% ;

(b) die " pessimistische” Abschitzung:
1 55

IAf| < 6_1\/1+16-m\/144+3 ~ ﬁe_l ~0.21,
d.h.esist f(z,y) =e ' +|Af] =0.37 £0.21

. : . Af 55
und man hat fiir f(z,y) einen prozentualen Fehler von maximal 7 & 100 = 55% .

Ist z.B.2 = —3.88 und y = 2.06, so liegen z und y (gerade noch) im Bereich
r=—-440.12,y=240.06 und es ist f(z,y) = e 364 = 0.53 = 0.37 +0.16 ; in diesem Fall wire der

falsche Wert f(—4,2) = e~! mit einem prozentualen Fehler von etwa 44% belastet:

die optimistische Abschatzung ware hier also etwas zu optimistisch! @
X

Leider konnen diese Abschitzungen die Ungenauigkeit von (ii) gegeniiber (i) nicht immer ausrei-

chend kompensieren: z.B. versagen beide Abschdtzungen — weil sie einen Fehler |Af| ~ 0 liefern

wiirden! —, wenn f an der " Mess"—Stelle die Ableitungen
of of

— ~0, ... ~ (0 hat.

0x; ’ " 0z, 2

z.B.: Ist f(z,y) = —4zy + 8z — 16y + 35 und — wie im letzten Beispiel —
B
x=-4+0.12, y=2+0.06, soist f(—4,2) =3, fz(z,y) = -4y +8, also f,(—4,2)=0,
und f, = —4z — 16, also f,(—4, 2) = 0: mit beiden Abschatzungen ergédbe sich der Fehler Af = 0!

X

Um auch in solchen Fillen verniinftige Fehlerabschatzungen zu bekommen, kann man z.B. die
Taylorentwicklung von f an der "Mess" —Stelle zu Hilfe nehmen (s. Abschnitt 11.A).
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10 Potenzreihen und Taylorentwicklung.

Stichpunkte: Potenzreihen fiir eine Variable, Konvergenzradius, Wurzel- und Quotien-
tenkriterium; Taylorkoeffizienten, Taylorentwicklung, Taylorpolynome und Taylorrestglied;
Gegenbeispiel: e 1/22; gingige Reihenentwicklungen; Taylorentwicklung fiir mehrere Va-

riablen.

10.A Allgemeine Potenzreihen.

Eine Potenzreihe an der (Entwicklungs—) Stelle z ist eine Reihe der Form

d " mit der Variablen z € K
> en(x — o) :
ne0 und den Koeffizienten ¢, € K.

o0

10-1

Die Grenzfunktion oder Summenfunktion f(z) = c,(z — )" einer solchen Potenzreihe

n=0
ist an jeder Stelle = definiert, an der die Reihe eigentlich konvergiert; fiir jedes feste = € K ist

diese Reihe eine (reelle oder komplexe ) Zahlenreihe, iiber deren Konvergenz oder Nicht—-Konvergenz

mit Hilfe der Konvergenzkriterien fiir Zahlenreihen entschieden werden kann (siehe Abschnitt 4.D ).

Man erhalt auf diese Weise z.B. das

Quotienten— und Wurzelkriterium fiir Potenzreihen:

; . C .
Wenn einer der Grenzwerte L = lim |[—1| oder L = lim {/|c,]
n—oo | ¢, n—00

eigentlich oder uneigentlich existiert,
oo

dann hat die Potenzreihe Y c¢,(z — z¢)" den Konvergenzradius
n=0

p:l (mit § : =00, =:=0),
10.1 L

d.h. sie konvergiert (sogar absolut) an jeder Stelle x mit |z — x| < p

und sie divergiert an jeder Stelle z mit |z — zo| > p.

An den Stellen x mit |z — 29| = p muss man im Einzelfall gesondert iiber die

Konvergenz oder Divergenz der Reihe entscheiden!

Cn+1
Cn

-z — xo] it oy S |z — xo| bzw. {/|an| = {/|en| - |z — 20| ni)>°L-|m—m0|.

Denn: fiir festes = sei ay, 1= ¢, (x — )" . Mit L = lim

bzw. L = lim {/|c,| ist dann:
n—oo n—o0

Gn41
Gn

Cn+1
Cn

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 10



10-2 10 POTENZREIHEN UND TAYLORENTWICKLUNG.

Aus dem Quotienten— und Wurzelkriterium fiir Zahlenreihen (Nr.4.9) folgt, dass die Reihe

o0 oo
. 1

Z an = Z cn(T — )" absolut konvergiert, wenn L - |z —xo| < 1, wenn also |z — x| < 7 und dass
n=0 n=0 1
sie divergiert, wenn L - |x — 2| > 1, d.h.wenn |z — x¢| > T |
@ Beispiele:
X

> " r z2 23

" 1 ! 1

Mit ¢, = — st i ) [P L - =0 (n— o00)
n! Cn (m+1)! n+1

= diese Reihe (= Exponentialreihe) hat den Konvergenzradius

p=1/0 =00 |, d.h. sie konvergiert fiir alle z € C.

o
> " = l+z+2?+23+zt 4+
n=0
Mit e, =1 ist |2 =151 (n = o)
Cn
= diese Reihe (=geometrische Reihe) hat den Konvergenzradius
p=1/1=1 |, d.h. sie konvergiert fiir alle z € € mit |z| < 1
und sie divergiert fir alle z € € mit |z| > 1 (sogar fir |z| > 1).
oo
Z(n:z)” = 1lx4+4-2249-23+16-2+---:
n=1
Mit ¢, = n™ ist {/|en| = Vn" =n — 00 (n — o)
— diese Reihe hat den Konvergenzradius | p=1/00 =0 |,
d.h. sie konvergiert auBer an der Stelle z = 0 nirgends. @
|
oo
Beachte: wenn die Potenzreihe > ¢, (z — z)"
n=0

e an einer Stelle x = = konvergiert, dann konvergiert sie eigentlich und absolut

an jeder Stelle z mit |z — zo| < |T — x¢],

e an einer Stelle x = 7 divergiert, dann divergiert sie an jeder Stelle x mit

|z — 0| > |T — x0]

Der Konvergenzbereich der Reihe ist (wenn er nicht nur aus xy besteht):
—im Reellen das zu z; symmetrische Intervall |zq — o, 29 + o[ und

— im Komplexen das Innere der Kreisscheibe um x3 vom Radius p:
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10.B  Taylorreihe und Taylorpolynom. 10-3

To — QW o ?xo +o
. . Abbildung 10.1
e zum Konvergenzradius p
Re
Potenzreihen diirfen gliedweise differenziert und integriert werden:
00 ! 00 00
10.2 <Z n(z — xo)”> => (ncn(:v - xo)”’l) => (n+1)epii(z —20)"
n=0 n=1 n=0
o0 00 (l‘ _ xo)n+1 00 C1
ch(:v—xo)”> dsz(cni —l—c:c—i-z (x —xo)" .
/ (n:O n=0 n+1 n=1 "

o0
Fiir beliebige Funktionenreihen Z fn(z) ist dies in der Regel nicht richtig!
n=0

@ z.B.:
X<

AV }OO: z" , }OO: n n—1 }OO: z" T
1. (6 ) = = mﬂf = F =€ .

n!

n=0 =1 n=0
1 o0
2. Fir|z| < List (In(l —x)) = 1 = —nz%a:” , damit:
o] " 00 xn+1 00 "
n(l —xz) / Zm x Zn+1 +c=c z_:n’
n=0 n=0 n=1

mit z = 0 folgt: 0 =In(1 —0) =c—0, d.h. ¢=0, somit:

2 3

o0 n 2 3
ln(l—x):—z%:—<m+w—+x—+---> fur |z] <1 |. @

10.B Taylorreihe und Taylorpolynom.

Im letzten Abschnitt haben wir uns u.a. lberlegt, fiir welche z es zu einer gegebenen Potenzreihe
o0 o

Z cn(z —120)" eine Summenfunktion f(z) mit f(z) = Z cn(x— )" gibt; nur in Ausnahmefillen

n=0 n=0
ist es hierbei moglich, diese Grenzfunktion f(z) auch explizit anzugeben.

In diesem Abschnitt geht es umgekehrt darum zu entscheiden, fiir welche z sich eine gegebene Funktion

f(z) als Potenzreihe darstellen lasst, also Summenfunktion einer " geeigneten” Potenzreihe ist:
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10-4 10 POTENZREIHEN UND TAYLORENTWICKLUNG.

o0

f(x) = cn(z — )" ; in diesem Fall kann diese "geeignete” Potenzreihe stets — mit Hilfe eines
n=0

einfachen " Rezeptes”! — explizit angegeben werden.

Einer der Vorteile, die eine Entwicklung von f(z) als Potenzreihe um einen Punkt z( bietet, ist z.B. die

Moglichkeit, die Funktion f(z) dann sogar in der Nahe von zy naherungsweise als Polynom darstellen zu
N

konnen: f(z) = Z cn(T — )" — mit einem bequemen "Rezept” zur Gewinnung dieses Polynoms!

n=0

In diesem Zusammenhang ist die folgende Feststellung von zentraler Bedeutung:

Wenn f(x) fiir gewisse = als Potenzreihe an der Stelle 2, darstellbar ist:
oo
f(z) = cu(z — z9)™ , dann sind die Koeffizienten ¢, dieser Potenzreihe die
10.3 n=0
. fm (o)
Taylorkoeffizienten von f an der Stelle zy: || ¢, = '
n!
Beachte — und staune! —: man bekommt f(z) auf einer ganzen Umgebung der Stelle zy, wenn

man nur an der einen Stelle o den Funktionswert f(zo) und alle Ableitungen f(™)(z,) kennt! (Wenn
f(x) an einer Stelle 2y Ableitungen beliebig hoher Ordnung besitzt, dann ist f(z) in der Nihe dieser
Stelle "sehr glatt”.)

(Man kann dieses Resultat als einfache Differentiationsiibung durch gliedweises Differenzieren der Potenz-
o

reihe f(z) = Z cn(x — 20)" = o + c1(x — mp) + ca(x — x9)® + -+ erhalten.)

n=0
Wenn f(z) an einer Stelle 2y beliebig oft differenzierbar ist, kann man daher stets die Potenzreihe
mit den Taylorkoeffizienten bilden — zunachst unabhangig davon, inwieweit diese Reihe die
Funktion f(z) darstellt:

Fiir eine an einer Stelle z beliebig oft differenzierbare Funktion f(x) ist

T(x) = i f(n) () (2 — )" die Taylorreihe
10.4 = von f an der Stelle 7, und
N
) () das N —te Taylorpolynom
T =Y = (— )"
vi) nz:% n! (&= 20) von f an der Stelle ;.

@ z.B.: Sei | f(z) =cosz | und 2o =0.
X

Esist: f'(z) = —sinz, f"(z) = —cosz, f"(z) =sinz, f*(z) =cosz, ..., somit:
fO)y=1, f'(0)=0, f"(0) = -1, f"(©0) =0, fM(0) =1, ... usw., allgemein:
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10.B  Taylorreihe und Taylorpolynom. 10-5

0 fiir alle ungeraden n € N,
fMO0) =4 +1 firn=0,48,...,
-1 firn=2,6,10,... .
Damit ergibt sich fiir die Funktion f(z) = cosz an der Stelle 0 die Taylorreihe:

Der Praktiker geht in der Regel stillschweigend davon aus, dass jede Funktion
f(z), die an einer Stelle x, eine Taylorreihe besitzt, in hinreichender Nahe von

2o auch durch diese dargestellt wird:

oo £(n) To
fla) =Ty = 52 )

10.5 n=0

in diesem Fall l3sst sich f(z) in hinreichender Nihe von x stets durch ihr N —tes

(x —x0)", falls 2 in der N3he von z, liegt | ;

Taylorpolynom approximieren (umso besser, je groBer N ist):

N r(n)
f(@) = Ty(z) = fT(‘IO)(x —x0)", falls |z —zo| < 1

n=0

z.B.: Der Praktiker wird also stillschweigend davon ausgehen, dass zumindest in hinreichender Nahe

X
2 4 o0 2k
Z0 gt cosem1— S 4 T S Lkl
von g =0 gilt: cosz =1 51 + m + —kz::o( 1) 8!
(das gilt tatsachlich sogar fiir alle z € €, s.u.) und dass fiir |z] < 1
2 22 gt

cosz ~ 1 oder (genauer): cosz ~ 1 — % oder (noch genauer): cosz ~ 1 — o + VTRRERE

Abbildung 10.2 Y
die ersten Taylorpolynome I

_ 4
von f(z) =coszx Tolw) =1 ﬁ(x):1_$;+%

\

\ $
N /
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10-6 10 POTENZREIHEN UND TAYLORENTWICKLUNG.

10.6 Wir wollen nocheinmal festhalten:

o0

Die einzige Potenzreihe Z cn(z — 29)™, durch die eine Funktion f(z) in der Nahe einer Stelle

n=0
(n)
/ n(!ﬁUo) (z —x0)" mit den Taylor-

o
xo dargestellt werden kann, ist die Taylorreihe 7 (z) = Z
n=0

f(n) (o)

n!

koeffizienten ¢, = ; zumindest in "hinreichender Nahe” von z( gilt dann:

= < 1n) (5
Fa) = enle—zo)t = 3 L0 (o = T )

n=0 n=0 n!
o
Ist (irgendwoher) eine Potenzreihendarstellung f(z) = Z cn(z—1x0)" gegeben, so ist diese
n=0
Reihe die Taylorreihe von f(z) an der Stelle x;, insbesondere sind die Koeffizienten

¢, die Taylorkoeffizienten ¢, = und liefern z.B. die Ableitungen von f(z) an der

f(n) (z0)
!

n.

Stelle zp: | f™ () = nley

Fir N € Ny ist die N —te Partialsumme dieser Potenzreihe das N —te Taylorpolynom 7y (z)
von f(z) an der Stelle zo und fir |z — zo| < 1 gilt:

0) (x —z0)" = Tn(x)

Eine Funktion f(z) in der Néhe einer Stelle zy durch eine Po-
tenzreihe

darzustellen oder in eine Potenzreihe zu entwickeln heif3t also,
die Taylor-

reihe von f(z) an der Stelle zy zu bestimmen; und wenn f(x)
in der Nahe

von zy durch ein Polynom vom Grad N zu approximieren ist,

so ist das

N —te Taylorpolynom von f(z) an dieser Stelle gesucht.

Mit dem 1.Taylorpolynom Ti(x) = f(zo) + f'(xo) (x — zo) von f an der Stelle x
10.7 hat man stets auch die Gleichung der Tangente an die Kurve y = f(z)

im Punkt (zq, f(z0)): | y = f(x0) + f'(20) (x — o)
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10.C Taylorrestglied. (*) 10-7

Zum Beispiel: Ist f(z) = 22 —z + 1, so ist dies bereits die Taylorreihe von f(z) an der Stelle
54
2o =0 (mit ¢, =0 fiir n > 2) und ist das 2. Taylorpolynom von f(z) an dieser Stelle.
Die Taylorentwicklung bzw. das 2.Taylorpolynom von f(z) an der Stelle zo = —2 ergibt sich durch eine

einfache Umformung:
fix) = [(z+2)-2P-[(z+2) -2/ +1=(z+2)?—4(z+2)+4—(z+2)+2+1=
= 7-5(x+2)+ (z+2)%;
hier kann man z.B. ablesen, dass f(—2) =7, f'(=2) = =5, f"(=2) =2 und f™(=2) =0 fiir n. > 2.
Natiirlich kann man auch zuerst f(—2) = 7, f/(=2) = =5, f"(=2) = 2 und f™(=2) = 0 fir n. > 2

berechnen und damit die Taylorentwicklung an der Stelle zyp = —2 erhalten:
_ : f"(=2) 2 ["(=2) 3 _

= 7-5(z+2)+2(z+2)?.

Die Tangente an die Kurve y = 2 — 2 + 1 an der Stelle 2o = 0 hat die Gleichung: y = —z + 1 und die

Tangente an der Stelle 9 = —2 ist: y =7 —5(z + 2) = —bx — 3. @
S

10.C Taylorrestglied. (*)

Will man genauer wissen, in welcher "hinreichenden Nihe” von x4 eine Funktion f(z)
durch ihre Taylorreihe 7 () dargestellt werden kann und welcher Fehler entsteht,
wenn f(z) durch ihr Taylorpolynom 7y (x) approximiert wird, muss man die Restglieder

untersuchen:

N f(n) (1,0)
Mit dem N —ten Taylorpolynom Ty (z) =) ———(w—xo)" st
—~ nl

das N —te Taylorrestglied

10.8 ||| Rn(z) == f(z) — Tn(2)

von f(x) an der Stelle .

Rn(z) ist also der absolute Fehler, der entsteht, wenn die Funktion f(z)

durch ihr N —tes Taylorpolynom approximiert wird.

Dieses Taylorrestglied lasst sich — mit Hilfe des Mittelwertsatzes — auf verschiedene Weisen

abschiatzen, z.B.:

Wenn f(z) auf einer Umgebung U von 2y mindestens (N + 1) —-mal stetig

differenzierbar ist, gibt es zu jedem = € U eine Zahl §, mit |§, — x| < |z — x|

JSNH(E,)
(N+1)

10.9

so, dass | Ry(z) = (z — x)V !
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10-8 10 POTENZREIHEN UND TAYLORENTWICKLUNG.

Wenn man also die Ableitungen f("+1) () auf einer Umgebung U von z, abschitzen kann, hat man
hiermit eine Abschatzung fiir den Fehler | f(2)—7x ()| und man kann entscheiden, ob f(z) = T (z),

denn offenbar ist

10.10 | f(z) = T(x) & Jlim [Ry(z)| =0

z.B.: Fiir f(z) =cosz und alle n € Ngy ist f("(z) = {£sinz oder + cosz} ; damit hat man
fir alle z, &, € @ und allen € Ny : |f (§$)| < 1. Hieraus folgt fiir alle N € Ny und alle z € € :

_ |fVF (£x)|| INHL < |$_|N+1 —0 (N — 00). (s.Nr.3.15, Beispiel (b))

R ()] (N +1)! (N +1)!

Daher wird die Funktion f(z) = cosxz iiberall durch ihre Taylorreihe bei zp = 0 dargestellt:

2zt 2b

cosz =1— 54_?_5:‘:"' Vzed

AuBerdem ergibt sich fiir alle z € € und alle N € Ny die Abschatzung:

|N+1 |N+1

|z
(N + 1)’

|z

|cosz — Tn(z)] < N7

, d.hicosz =Ty(z) £

also z.B.: (s.o. die Skizze!)

2 3 3 2 3
cosT — (1—%) | [ d.h.: cosz = (1_x_> j:ﬂ, d.h.: —% < coszx — (1_x_> < 12 :

=6 2 6
z.B. bekommt man fiir z = § (~ 0.4) die Abschatzung:
cos g = 0.923 £0.010, d.h. 0.913 < cos § < 0.933 (exakt: cos § = 0.9239),
oder fiir z = % (=~ 0.7854 ) :
cos 7 = 0.69 £ 0.92, d.h. 0.61 < cos§ < 0.77 (exakt: cos § = =0.707).

19

Da Potenzreihen gliedweise differenziert werden diirfen, bekommt man schlieBlich auch noch die Taylorent-
wicklung der Funktion f(z) =sinz an der Stelle zp =0 :

2 4 6 8 !
. T xr xr xr
sSinx :(—COSZE),:< 1+§—$+a—§ﬂ: >:

Da sich die Ableitungen von sinx genauso abschatzen lassen wie die Ableitungen von cosz, bekommt
man auch dieselbe Restglied-Abschatzung: (fir alle z € T, N € N)

. B |QS|N+1
, d.h: s1na:—TN($):|:7(N+1)! : C[;;

|$|N+1

|sinz — Ty(z)| < m
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10.D Wichtige Potenzreihen—Entwicklungen. 10-9
10.D Wichtige Potenzreihen—Entwicklungen.
1 oo
Geometrische Reihe: ] = Z " =14r+2+23+ .
— X —
(zeC, |z]<1) n=0
o0 n 2 3
Exponentialreihe: e’ = % =14+z+ 5 + y + -
(z € Q) =0
; : : = (=DF 2%k+1 _ zt
S(mus([—)Relhe. sinr = kZ% m x 30 + Bl T ...
HAS B
10.11 . . > (=1)F 2?2zt af
Czosu:[u;s—Relhe: cosT = ];) @) P =1- CTR TR +
HAS B
0 1 n+1 2 3
Logarithmus—Reihe: In(1+z) =) ( T)L " =x— % + % F
(zeR, -1<z<1) n=1
o
Binomialreihe: (T+z)* => (z) " =1+az+ (62“) 2+
(@eR,zeC, |z|<1) n=0
Die Koeffizienten (z) in der Binomialreihe sind die verallgemeinerten
R 1
Binomialkoeffizienten: (O‘) = afo—1) (a=n+1) , (O‘) =1
n TL’ 0
Mit der Exponentialreihe ergibt sich z.B. fiir alle z € (:
i > (iz)" z? 3 gt A z’ B
D S ikt TR T T A
w2zt 2 . 3 x5 2 .
= (1—5—%1—5:&---) +z<x—§+§—ﬁ:{:---> = cosz +1¢sinx :
wir erhalten die wichtige Euler’sche Formel: (s.Lektion 14!)
8@@@@Q?@@@Q?@Q?Q?@Q?@@@Q?@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@8
8 e =cosx +isinz e =cosx +isinz e =cosz+isinz e =cosz +isinx 8
e = cosx +isinx e =cosx +isinz
8 e’ =cosz +isinx e’:z:cosx—l-z:s@na: 8
Vi em:cosx+zsmw . e:zfcosa:—wlsmx Vi
1012 ¢ o Zosr i e = cosw +isinz oie  conn iang 9
9 e = cosx +isinx e =cosz+isinz 9
¢ e = cosx +isinx e =cosz +isinz ¢
@ el = cosx +isinx e =cosz +isinz %
8 e =cosx +isinz e =cosx +isinz e =cosz+isinz e =cosz +isinx 8
@ Q
VAVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIVIV
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AuBerdem gilt fiir alle z € € :
" )n $3 5

) 1 & x
smhx:§(ex—em 5; —x+§+§+ und
| P I 1 & )" 2zt .
coshzzi(e +e 5712 i 1+§+E+ : wir haben:
die Sinus—hyperbolicus—Reihe: (z € ()
o 2kl . B
sinh x = — =4+ —4+ =+,
1013 Loy CtEta T
' und die Cosinus—hyperbolicus—Reihe: (z € ()
00 ka 1,2 !L‘4
coshzx = =1 —
,;0 el T T

10 POTENZREIHEN UND TAYLORENTWICKLUNG.

(Beachte die ahnliche Struktur dieser beiden Reihen und der Sinus— bzw. Cosinus—Reihe!)

@ Zum Beispiel: Um die Funktion

X1

1
3+

flz) =

in der Nahe von xy = 1 durch ein Polynom

Ps(z) vom Grad 3 zu approximieren, kann man zwei verschiedene Wege einschlagen:

1. Der Fullweg:

Ps(x)

= )+ SO @ =)+ 5 7)o -

245 ) 1)

ist das 3.Taylorpolynom an der Stelle zp = 1; um dieses zu erhalten, miissen zunachst die
Ableitungen f(1), f'(1), f”(1) und f(1) bestimmt werden:

1 1 1 2 1
1) = = ! 1) = —— |- " _ "1y = —
FO) =5 [ F@) =gy | 10 = —55 [ 0) = G | 170 = 35 |
6 3
") =— "(1) = ——= |. Damit ist:
f@) m P = L nr L@ L@ 1P i o1 <
Y T 16 64 256
2. Verwendung bekannter Reihen:
1 1 1
- @ @ @ -, - = ische Reihe;
f(x) T -1 1 i T [ geometrisc e" eihe;
+ 4 Konvergenz firr |z — 1| < 4]
1 & (—1)n 0 (—1)n
=1 Z% ( 4n) (z—1)" = Z:O (4n+)1 (x —1)" : das ist bereits die

Taylorreihe von f(z) an der Stelle o = 1; fiir alle z mit |z — 1| < 4 stellt sie f(z) dar!

Das gesuchte Polynom ist die 3.Partialsumme dieser Reihe:

15
=i &
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10.E Taylor—Entwicklung bei mehreren Variablen.

Fiir die Potenzreihenentwicklung von Funktionen mit mehreren Variablen gilt entsprechend dasselbe

wie im Fall einer Variablen:

Sei f = f(x,y,...,2) an der Stelle (x¢,yo, - - ., 20) beliebig oft differenzierbar:

dannist T(z,y,...2) =
— DI;D;nD?f(xOJymaZO)

= 2

k,m,...,n=0

(z — fo)k(y =)™ (2 — 20)"

klm!...nl

die Taylorreihe von f an der Stelle (zg, vy, - .., 20)

mit den Taylorkoeffizienten :

_ Dl:;Dg:anf(xOJymaZO)
Ckm,...n = Eml--nl y

10.14

fir N € N ist das Polynom: T (z,y,...2) =

- Z (x—l‘o)k(y—yo)m...(z_zo)n
k,m,...,n=0 E'm!...n!

das N—te Taylorpolynom von f an der Stelle (zg, v, .-, 20) .

Wie im Fall einer Variablen ist die Taylorentwicklung an einer Stelle (xg,vo,-..,2) die einzig
mogliche Potenzreihenentwicklung von f an dieser Stelle und die zugehérigen Taylorpolynome sind

die einzigen Polynome, durch die f in der Ndhe dieser Stelle beliebig gut approximiert werden kann.

Bei Verwendung von Multi-Indices k= (ki,...,k,) € N§ und mit den fiir Multi-Indices iiblichen

Konventionen:

K[ =k + -+ kn, K=kl k!, DEf:= Dk ... Dk f und

(% — B)k = (x1 — x01)" --- (x, — zon)¥* lassen sich Taylorreihe und Taylorpolynome einer Funktion
f=f(& = f(x1,...,z,) an einer Stelle 25 = (zo1, . .., Ton) wie bei Funktionen einer Variablen schreiben:
k N 3\
- S D*f(zo) .,
f@=Tw) = ¥ ZLEB ok
keng '
Ko
. . D f(LL"[)) . . fl ¥ — Tp 1.
F(@) ~Tn(&) = 3 T(g:_ggo)k ir |#—7p| <
k € Ny
k| <N
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10-12 10 POTENZREIHEN UND TAYLORENTWICKLUNG.

Ist f = f(z,y) eine Funktion von zwei Variablen, so liefert das 1.Taylorpolynom
Ti(z,y) die Gleichung der Tangentialebene an die Flache z = f(x,y)

10.15 im Punkt (z9, yo, f(z0, y0)) :

z = f(xo,y0) + fa(z0,v0) (x — x0) + fy(xO;yO) (¥ — o)

JHN] 1
@ z.B.: Um die Funktion | f(z,y) =
r—Yy

5
Polynom Ps(x,y) vom (Gesamt—)Grad 2 zu approximieren, kann man wieder zwei Wege gehen:

in der Nahe von (z9,y0) = (1,0) durch ein

1. der FuBBweg: P,(z,y) ist das 2. Taylorpolynom von f an der Stelle (1,0), also:
Py(z,y) = f(1a0)+fx(1a0)'(x_1)+fy(1a0)'y+%fxx(1a0)'(x_1)2+
+fzy(1a0) : (33 - 1)y + % fyy(lao) '312

Daher miissen zunachst die einzelnen Ableitungen an der Stelle (1,0) bestimmt werden:

A0 =1|i folway) = —3 e =) | £0L0) = —2 |5 o) = b -2,
fy(lao) = % ; fmm(xay) = % (:E - y)_5/2 ) fmm(lao) = % fmy(xay) = _% (:E - y)_5/2

f:vy(lao) = _Z , fyy(m'ay) = % (,’L‘ - y)75/2 ' f?/y(lao) = Z

Fir |z —1] < 1und |y| < 1 ist damit:

1 1 3 3
~ P =l—-=(@-D+-y+-(z—-1)2=-(z—-1 — P
fz,y) = Py(z,y) 5 ( )+2y+8(ﬁc ) - )y+8y

2. Verwendung bekannter Reihen:
—-1/2

flay) = =(1+[z-1)-y)) = =

xr —

]H

Binomialreihe, fiir [(z —1) —y| < 1]

9 (e [CEUEE

n=0

[faus Iz —1/ <1 und |yl <<1]

—

zl—%[(az—l)—yw(‘12/2>[(z—1>—y12=

~1/2\ _ —1/2(-1/2 -1) 3
o ()=
:1—%(x—1)+%y+%(x—1)2—Z(ﬂf—l)erng::P?(%y)
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10.E  Taylor-Entwicklung bei mehreren Variablen. 10-13

Die Tangentialebene E an die Flache z = im Punkt (1,0,1) hat die Gleichung:

r—y

1 1
z:l—g(m—l)—i—Ey,also: E: z—y+22=3

Ein anderes Beispiel: Es ist der Anfang der Potenzreihenentwicklung (bis zur

Gesamtordnung 3) der Funktion g(x,y) = tan(z — y) an der Stelle (z¢,yo) = (7/2, —n/2) gesucht:
Mit h := (z — 7/2) und k := (y + 7/2) hat man zunachst:

(0—y) = [@—n/2)— (y+ /2] +7=[h—k]+7.

Wenn z hinreichend nahe bei 7/2 und y hinreichend nahe bei —m/2 liegt, ergibt sich:

g9(z,y) =tan(z —y)=tan([h—k] +7) =tan[h - k] :%:
ZOh—M—%[h4f+_”>&_<%Uk;f_+”>:
= <[h—k]—% [h’_k]g—i_—.“)'é(% [h—k]2—+"'>n:

- [h—k]—% [h—k]3+—--->- _1+<5 [h—k]2—+--->+---> —

1 1
= (k] [h—k]3+—---> <1+§ [h—k]2+---> -
1 1
=[h—Fk] ~ 5 [h—k]3+§ [h—k]3+- - (Potenzen hdherer Ordnung) =

1 1
:h—k—{—gh?’—th—{—th —gk?’—i—--- (Potenzen hoherer Ordnung) =
1
=(z—7m/2)—(y + 7/2) +§($— 7)2)3 — (x — 7/2)%(y + w/2)+

1
+(z— 7/2)(y + ’ﬂ'/2)2 -3 (y+ /2 )3 + .-+ (Potenzen hoherer Ordnung) . @
X
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11 Fehlerabschitzung (IT), Extrema, Hohenlinien.

Stichpunkte: Fehlerabschatzung durch Potenzreihenentwicklung; Extrema ohne Neben-
bedingung, Lineare Regression, Hesse—Determinante bei zwei Variablen; Extrema mit Ne-

benbedingung, Lagrange’scher Multiplikator; Hohenlinien, Niveauflachen.

11.A Fehlerabschitzung (II).

Die Potenzreihenentwicklung einer Funktion f = f(z1,...,xz,) liefert eine recht brauchbare Feh-
lerabschiatzung fir f(zq,...,z,), wenn die "Mess "-Werte 1 = Z1, ..., Z, = T, mit einem Fehler
+Az; bzw.... £ Az, behaftet sind. (s.auch Abschnitt 9.C):

Mit dem 2. Taylorpolynom von f an der "Mess "-Stelle (Z1,...,Z,) gilt zunachst (wenn die Fehler
|Azq|, ..., |Azy,| nicht zu groB sind):
2 ki+-+k _ _
1 ort "f(Z1,..., T _ _ .
flxr,.m) e Y Tl ko | klf( P ») (1 —21)" -+ 2y — Zn)*" , somit:
|Af|: ‘f(xla"'awn)_f(:ila"'ajn)‘%
2 1 OFrtkn f(Zy, L ) 3
kit tk,=1 kl."'kn. 81‘1 - a$nn
"L 1Of( . 0? ., T
Z f Il, y L ) f 3317 ,an) |AI]|2+
Jj=1
f(zy,...,T . .
+ > f@, ,a:n) damit haben wir die Fehlerabschitzung:
1<5 (933]' aflik
<j<k<n
11.1 |Az; i+ ) 5 8%5 |Az;| |Azy|
1<j<k<n |9Ti 9Tk

Diese Abschatzung liefert auch dann noch echte Fehlergrenzen, wenn f an der "Mess "—Stelle die Ablei-

tungen oF _ =0, of =0 hat.

0z 7 Oz,

(Nimmt man das 1. Taylorpolynom statt des 2., so ergibt sich hier nur die erste der drei Summen:
das ist gerade die "optimistische” Fehlerabschatzung aus Nr.9.6.)

@ z.B.: Fir f(z,y) = —4zy + 8z — 16y +35 und z = —4+0.12, y =2+ 0.06 ist
S

of

0’ f
a_y(_4a 2) 0

ox 9.2

0 g o
f(_472)_3a _(_4’2)_0’ ’ axay

Oz (=4,2) =

(—4,2) = —4 und

o’ f

W(—Zl, 2) = 0. Das liefert die Fehlerabschatzung:
Y
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11-2 11 FEHLERABSCHATZUNG (II), EXTREMA, HOHENLINIEN.

f‘ ‘f‘ 1|0%f Of
Afl < A A — —— | |Az||Ay
afl< |t iaal+ |3 1av+ 5 |54 |8allayl+ 5 |5
12 6
= 4. — . — =0.
100 100 0.03,

d.h.esist f(z,y) =3 +£|Af| ®3+0.03 und fir f(z,y) hat man einen prozentualen Fehler von etwa

Ao Ly ©

717 100 =

Man kann mit Hilfe des Mittelwertsatzes | D | (Abschnitt 9.A) auch fiir Funktionen f(#) von mehreren
Variablen die Restglieder Ry (7) = f(7) — Tn(7) abschatzen (entsprechend Nr.10.9) und damit eine sehr

zuverlassige (allerdings auch etwas aufwendige) Fehlerabschatzung bekommen.

Die oben in Nr.11.1 erhaltene Fehlerabschatzung mit Hilfe des 2. Taylorpolynoms ist in der Regel
vollig ausreichend — realistischer und zuverlassiger als die beiden Abschatzungen aus Nr.9.6 und
9.7 — und ist (besonders wenn man bekannte Reihenentwicklungen verwenden kann!) nicht allzu

mithsam zu gewinnen.

@ z.B.: (siehe das Beispiel im Anschluss von Nr.9.7)

X

Fir die Funktion f(z,y) = e®+¥” =1 bekommt man mit der Exponentialreihe:
flz,y) = ety 1 — (et )4+ ((y=2)+2)° 1 — o1 o(z+4)+4y—2)+(y—2)* —

li [(z +4) +4(yn!2) (y —2)%"

=0
L4+ (z44) + 4y —2) + (y — 2)°+
1

2

~

-1

Q
/NS

+ [(ZE + 4)2 + 8(33 + 4)(y - 2) + 16(y - 2)2]> , somit:

. 1
Af< et (180l + 41ay] + Ay + 5 |Aaf + 41AalAy] + 8|Ay ) =

—1<£+4 i_i_l %4_4 E_,_g §>_
100 100 2 104 104 104)
42.84 43
1 —
= L~0.1
100 100 ¢ 0.16,

d.h.esist f(z,y) = e ' +|Af| =~ 0.37 £0.16 und fiir f(x,y) hat man einen maximalen prozentualen

A 43
Fehler von etwa ‘Tf ~ 100~ 43% .
(In Abschnitt 9.C hat die "optimistische Abschatzung einen prozentualen Fehler von 36% und die
" pessimistische Abschatzung einen prozentualen Fehler von 55% geliefert.) @
i
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11.B Extrema von Funktionen einer Variablen. 11-3

11.B Extrema von Funktionen einer Variablen.

Ist f(z) an der Stelle z, stetig und jeweils in einer Umgebung beiderseits
von x, differenzierbar, so hat f(z) an dieser Stelle genau dann

ein relatives Extremum

wenn f'(x) links und rechts von x verschiedenes Vorzeichen hat: ein

e relatives Minimum, wenn f'(z) <0 fir z < zg

und f'(x) > 0 fiir x > x,
11.2 e relatives Maximum, wenn f'(z) > 0 fiir x < z,
und f'(z) < O fiir z > x;

hierbei ist es nicht erforderlich, daB f'(xg) selbst existiert: y = f(z) kann z.B.
bei x( eine " Spitze” haben!

Eine an der Stelle x, differenzierbare Funktion f = f(x) hat an der Stelle z,
héchstens dann ein relatives Extremum , wenn f'(z¢) = 0 ist, wenn also y =
f(z) an dieser Stelle eine waagrechte Tangente hat.

()
z.B.: Die Funktion f(z) = e~/?l ist an der Stelle 1
X
o = 0 zwar stetig, aber nicht differenzierbar —
trotzdem hat f(z) an dieser Stelle ein Maximum : _’1 i r

Abbildung 11.1 y = e~
firz <0ist f(z)=¢", fl(z)=¢">0

. . = f(z) hat bei g = 0 ein Maximum .
firz >0ist f(z)=e", fl(z)=—-e"<0

An jeder anderen Stelle 2y # 0 ist f(z) differenzierbar:

fii 0 ist ' — %0 > () f(x) besitzt keine
?r oS !S J'wo) =% > ,also f/'(xg) #0 : = _
fir ko > 0ist f'(zg) = —e " < 0 weiteren Extrema! C{;;

Hinreichende Bedingung, falls f(x) in der Ndhe von z, (geniigend oft)

differenzierbar ist:
Ist k > 2 gerade und ist f'(zq) =+ = fE(x) =0, f® () #0,
113 so hat f(x) bei zp ein { relatives Minimum, wenn f®*)(z,) > 0,

relatives Maximum , wenn f)(z,) < 0;

ist kK > 3 ungerade und ist f"(zg) = --- = f*D(z0) =0, f®(20) #0,
so hat f(x) bei zy einen Wendepunkt ; im Fall f'(zy) = 0 ist dies ein
Sattelpunkt .
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11-4 11 FEHLERABSCHATZUNG (II), EXTREMA, HOHENLINIEN.

Y
z.B.: Sei f(z) = (22 —1)*. Esist:
fll@) = 8a(a®-1)°
Fla) = 8(Ta? = 1)(a? - 1)?
f"(x) = 48z (7z% —3)(z® 1),
f®(z) = 48(35z* — 3022 +3) .
T
Hiermi bt sich: - 1 B 1
lermit ergibt sich: J7 J7
Abbildung 11.2 y = (2% — 1)*
fllz) =021 =0, x93 =+1:
f"(0) = -8 <0 = f(x) hat bei z; = 0 ein Maximum (k = 2 gerade),
F(#1) =
(x)—0<:>x23—:|:1 T45=+1/VT:
flll(:t )
(1 /\f) +31.1010... #0 = f(z) hat bei 745 = £1//7 je einen
Wendepunkt (k£ =3 ungerade);
FW(£1) =384 >0 = f(z) hat bei 733 = 1 je ein Minimum (k =4 gerade). @
|

11.C Extrema ohne Nebenbedingung bei mehreren Variablen.

Eine auf einer Umgebung von 7 = (Zy, ..., T,) differenzierbare Funktion
f=f()=f(z1, ..., x,) besitzt héchstens dann an der Stelle 7%

11.4 ein relatives Extremum , wenn 7 ein stationdrer Punkt von f ist, d.h.

wenn | grad f('FO) = ¢ |, wenn also: 8f(7"0) S — 8f(7"0) -0

03:1 aflin

In vielen Fallen reicht diese notwendige Bedingung bereits aus, um die Extrema einer Funktion f(7) zu

bestimmen: weiB man z.B., daB f ein Extremum (Minimum oder Maximum) besitzt, und hat f(7) nur
of(r) _ . _ 9f(™)
or Oxn,
7 =10 erflillt, so muB an dieser Stelle das Extremum liegen!

=0 nur an einer Stelle

einen stationaren Punkt 7y, d.h. sind die Gleichungen:
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11.C  Extrema ohne Nebenbedingung bei mehreren Variablen. 11-5

z.B.: Lineare Regression:

Durch n vorgegebene Punkte (z;, y;), j =1,...,n, ist eine Gerade ‘ g :y=ax+b|so zu legen, dass
S . . 1 & 2
die mittlere quadratische Abweichung m = | — E (y(xj) — yj) der Geraden zu den n Punkten
n 4
Jj=1

minimal wird.

Die Anschauung zeigt, daB es eine in diesem Sinne " giinstigste” Gerade g gibt. AuBerdem vereinfacht es
die Rechnung, wenn nicht das Minimum der mittleren quadratischen Abweichung, sondern stattdessen das

Minimum des Quadrates der quadratischen Abweichung
n

M = M(a,b) =n-m? = Z(a:zj +b—y;)? ermittelt wird:
7=1
oM oM

— =0, — =0, also:
50 , also

fiir ¢, b hat man damit die beiden Bestimmungsgleichungen: %%

(1) 0 = Ba :2Z(axj+b—yj)xj:2a2xj+2b2xj—22xjyj,
=1 =1 j =1
aM n n n
(2) 0 = o :2Z(axj+b—yj) :2a2xj +2nb—22yj;

Il
_

J Jj=1 Jj=1

n
mit den Gauf’schen Symbolen: [zFy™]:= foy;n (k,m € INy) ergeben sich

=1
27. -
fiir @ und b die beiden Gleichungen: [e%]-a+[z] Loy , aus denen sich
[z]-a+n-b = J|y]

a und b (in den meisten Fallen eindeutig) berechnen lassen.

z.B.: seien die 4 Punkte (1, 2), (2,4), (2, 3) und (3, 4) gegeben:

Y
gz |y | 2 | wy
1] 1 2 1 2
21 2 4 8
18a +8b = 28
3] 2 3 4 6 =
8a+4b = 13
n=4| 3 4 9 12
> 8 | 13| 18 28
(=] | [y] | [2°] | [=y]
Hieraus ergibt sich: a =1, b =1.25 !
und die Regressionsgerade durch die 4 gegebenen Punkte 0 ll ; :l)) z
hat die Gleichung: | g : y =2+ 1.25
Abbildung 11.3
Die mittlere quadratische Abweichung von g zu den 4 Punkten ist: Regressionsgerade
1
m = \/Z ((2.25—2)2 + (3.25 — 4)* + (3.25 — 3)* + (4.25 — 4)*) = 0.433 . @

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 11



11-6

11 FEHLERABSCHATZUNG (II), EXTREMA, HOHENLINIEN.

11.5

Hinreichende Bedingung fiir Funktionen f(x,y) von zwei Variablen, die auf
einer Umgebung von (zy, o) stetige Ableitungen bis zur Ordnung 2 besitzen:

fil‘it fCL‘ _ 2 M .
fzy fyz - fac:vfyy - (fxy) gllt-

Ist fu(20,y0) =0, fy(20,y0) =0 und D(xg,yo) > 0, so hat f bei (z9,yo)
ein relatives Extremum :

Mit der Hesse—Determinante D :‘

e ein relatives Minimum , wenn f,,(zo,y0) > 0,

e ein relatives Maximum , wenn f,.(zo,yo) < 0;

ist fu(%o0,y0) =0, fy(®o,y0) =0 und D(x9,yp) <0, so hat f bei (0, o)
einen Sattel— oder Jochpunkt .

Im Fall D(xg,y0) = 0 sind weitere Untersuchungen nétig, um zu entscheiden, ob

[ an der Stelle (zg,yo) ein Extremum besitzt.

z.B.:

Sei | f(z,y) =012 + 032y — 1.52 — 1.2y +12 |.

Dann ist f, = 0.322 + 0.3y — 1.5,

fy = 0.6 2y — 1.2 und aus den beiden

notwendigen Bedingungen: f, =0, f, =0

bekommt man: 22 +y? =5, zy = 2, somit:
(z+y)?=2>4+2zy +y>=5+4=9,

{ (r—y)=a?2zy+y?’=5—-4=1, }

Das ergibt 4 stationire Punkte von f:

=3
1.:{$+y }:>:1c1:2,y1:1;

r—y=1
=3
2.:{x+y }ﬁxgzl,m:Z;
r—y=-—1
+y=-3
3. Ty = x3=-1,y3 =—-2;
=-3
r—y=-—1
! Die Funktion f(z) kann also héchstens an die-
. sen vier stationdren Stellen £(2,1), +(1,2) ein
. y Extremum besitzen.
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11.D Extrema mit Nebenbedingungen.

Da die Anschauung keine eindeutige Entscheidung zulaBt (s.Skizze), miissen die zweiten Ableitungen her-

angezogen werden, um mehr zu erfahren:
: 2

Joe =062, foy =06y, fyy =062, somit D(z,y) = fozfyy — (fmy) =0.36 (2% — 32) .
An den vier stationaren Stellen ergibt sich:
D(2,1) =1.08 >0, fz(2,1)=12>0 =

f hat an der Stelle (z1,y1) = (2,1) ein relatives Minimum ;
D(1,2) =D(-1,-2)=-1.08 <0 =

[ hat an den Stellen (z23,%23) = +(1,2) einen Sattel- oder Jochpunkt ;
D(-2,-1)=1.08>0, fy(—2,-1)=-12<0 =

f hat an der Stelle (z4,y4) = (—2,—1) ein relatives Maximum .

11.D Extrema mit Nebenbedingungen.

Eine Funktion f = f(7) = f(z1,...,x,), die auf einer Umgebung von

ein relatives Extremum unter k Nebenbedingungen :

O (F)=¢c1, ..., P(F)=cx (c1, ..., ¢ konstant),
wenn es k Lagrange’sche Multiplikatoren \;, ..., \; (fiir jede Nebenbedin-
gung eine dieser Hilfskonstanten) so gibt, dass an der Stelle 7y gilt:
11.6 v Of 0P, ob;, )
1): 0= —+MN—+ = :
™) 0xy T 0xy + F 01, das sind (n + k)
Bestimmungsgleichungen
fiir di "
. Of 0%, 0%, _ur die n l_ane aanten
(n): 0= + X\ +o A Z1,..., T, und die
0z, 0z, ox, .
k Hilfskonstanten
(n+1): & =¢ A,y M
(n-l—k) : (I>l<: = CL

7o = (Z1,...,Z,) stetig differenzierbar ist, hat hichstens dann an der Stelle 7

Sind diese (n + k) Gleichungen an der Stelle 7 erfiillt, so muB mit zusitzlichen Uberlegungen oder mit

Hilfe der Anschauung entschieden werden, ob an dieser Stelle ein Extremum unter den k Nebenbedingungen

tatsachlich vorliegt und um welche Art von Extremum (Minimum oder Maximum, relativ oder absolut) es

sich dann handelt!
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Beispiele:

1. Wir bestimmen den Abstand d

der beiden Parabeln:

P, y=2x?+2| und

Py:y=—z’+4z—2|:

Abbildung 11.I5

Der Abstand von zwei Punkten (z1, 1) € Py und (x2, y2) € Py ist d=+\/f mit
f=f@,y1,22,y2) = (21— 22)” + (41 — y2)*:
Diese Funktion f muss also minimal werden unter den beiden Nebenbedingungen:

(z1, y1) € Py und (22, y2) € P», d.h.

Dy (z1,y1) :=y1 — x% =2 | und | Po(x2,y2) := yo —{—x% — 4y = -2.

Mit zwei Lagrange’schen Multiplikatoren A;, Ay ergeben sich 6 Gleichungen, aus denen
%1, Y1, T2, Yo zu bestimmen sind (A1 und Ao sind nur zwei HilfsgroBen, deren Wert nicht

weiter interessiert) :

10 0o 0P )
(1) 0= —f+>\1—1+>\2—2:2($1—$2)—2>\1(1:1
35171 (9331 (9331
! af 8@1 8@2
2) 0= == 4 A= 4 A= =20y —y2) + A
@) Ay, oy 2 oy 1 —y2) + M () | o1 + 22 =2
1 of 0P, 0Py
(3) 0= 8—2+>\18—1‘2+>\28—1‘2__2(x1_x2)+>\2(2x2_4) N (8) | y1 +y2 =4
1 Of 09, 09 1
4) 0= — 4+ AN—+Xo—=-2(y1 — + A 2_ - _
(4) o Mo T o, (y1 —y2) + Ao (9) | 222 o 1
(5) y=af+2
(6) yo=—22+4dzy—2 J
_ (1).(2) _ — _
Denn: (z1,y1) # (w2,92) =" | M #0|; (2&(4) = | da=—\1 |;
AL #0 (1)

(1)&(3) :>>\1331 :—>\1(5E2—2) — (7) T+ xT9 =2 — )\1 :2—2/331

(5)+(6) = y1+y2:(x%—x%)+43:2:(331+$2)($1—z2)+43:2$§'2(23:1—2)+4(2—:E1):4,

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 11



11.D Extrema mit Nebenbedingungen. 11-9

_ — o (8) ®) .,
also: (8) || y1 +y2 =4 ||. SchlieBlich ist y1 —y2 = 2y; —4 = 2z{ und

e

Y1 — Y2 —%)\1 2 1/(1}1 — 1, somit: (9) 2:15% =——1

1 1
Die zuletzt erhaltene Gleichung: 227 = — — 1 kann man umformen: z; = {, 5(1 — 1)

Zy
und z.B. mit dem allgemeinen Iterationsverfahren I6sen: mit dem Startwert 0.5 ergibt sich:
(:7)> xg = 1.410245488
x1 = 0.589754512
(5) (8)

= 1y = 2.347810384 — y2 = 1.652189615 .

Héchstens an dieser Stelle (x1,y1,%2,y2) kann also f ein Extremum besitzen! Da die Anschauung zeigt,

dass f sicher ein Minimum hat, muss sich das Minimum an dieser Stelle befinden.

Fiir den Abstand d =/ f der beiden Parabeln erhalt man damit den Wert: | d = 1.075682897

C
2. Von einem geraden Drahtstiick der Lange L /5\\ /g\
wird beiderseits ein Stiick der Ldnge a < L/2 um h C\L\\ = //g
den Winkel « nach oben gebogen. l,t'f ﬁ\—:/;\ \g‘
Wir wollen ¢ und v so bestimmen, dass das N ‘ f)r ‘ _
entstehende Trapez maximalen Flichen- L
inhalt F hat: Abbildung 11.6

Esist ' = %h(b—i—c) mit: h =asiny, e=acosy, c =b+ 2e = b+ 2acosy, somit

F(a,b,y) =asiny(b+ acosv)

F soll also maximal werden unter der Nebenbedingung: | ®(a,b) = b+ 2a = L |. Mit einem

Lagrange’schen Multiplikator A ergeben sich vier Bestimmungsgleichungen fiur a, b, v, A:

F d
(1) 0 2 g_+>\g_:bsinfy+2asin”ycosy+2>\ W
a a
1 OF oo .
(2) 0:%+>\%:asm”y+>\ N a=b=1L/3
1 OF ¢ =
(3) Oig_w”g—Zabcosv+02(60827—sin27) 1o
Y Y
(4) b+2a=1L )

denn aus (1) folgt mit (2) nach Division durch sin-y # 0: b = 2a (1—cos y ) ; hieraus ergibt sich mit (3) nach
Division durch a? #0:0 = 2 (1—cos 7 ) cos y+cos? y—sin? y = 2 cos y—2 cos? y4-cos? y—1+4cos? v, also
cosy=1/2, somit | y=n/3 | und b=2a(1— 1/2) =a; aus (4) folgt: 3a =L, also | a =b=L/3

Da F' sicher ein Maximum hat, kann dieses nur mit diesen Werten fiir a, b und -y erhalten werden; der

V3
12
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11-10 11 FEHLERABSCHATZUNG (II), EXTREMA, HOHENLINIEN.

Wir hitten die Nebenbedingung auch verwenden kénnen, um eine der Variablen zu
eliminieren: statt der Extrema von F'(a,b,y) mit der Nebenbedingung b =L — 2a

hatten wir dann die Extrema von | f(a,v) = F(a,L —2a,v) = asiny (L — 2a + acos~)

ohne Nebenbedingung bestimmen miissen:

d
Es ist: of = Lsiny — 2asiny (2 — cosy) und

da
0
of = Lacosy — a? (cos*y(2—c0s*y)+sin2fy) =
v
= Lacosy — 2a® cosy + a? cos? y — a® sin? y =
= Lacosy — 2a® cosy + 2a% cos® y — a? , somit:
0
8—f:0<i> 24 (2 —cosy)=L|(+) und
a
af 2
8_:0 & | Lcosy =2acosy —2acos”y +a | (++)
Y

Setzt man (+) in (++) ein, folgt: 4acos<y — 2acos?y = 2acosy — 2acos?y +1, also cosy =1/2,
d.h.| v =m/3 |. Hiermit ergibt sich aus (+): L =3a bzw. | a=L/3 |.

Die einzige stationare Stelle von f ist also (a,y) = (L/3, ©/3); da f nach unserer Anschauung ein

Maximum hat, muss das Maximum an dieser Stelle angenommen werden:

wie schon oben ergibt sich der maximale Flacheninhalt

L V3 2L L 1 V3
F = f(L = . (- =—4+4=.2)=2"1%.
FL/3, w[3) =3 2( 5 T3 2) 12
Wer seiner Anschauung misstraut, kann z.B. versuchen, mit Hilfe der Hesse-Determinante mehr zu erfahren:

hierzu berechnen wir zunachst:

2 2
%:—2sin7(2—c087), %(L/g’ﬂ/g):_\/@g'
2 . .
8iga:Lcos*y—2ac0s7(2—cosmy)—2asin2”y, aiga(L/?””/?’):_E'
2 o2 ;
g—vj;:—La,sin'y—l—2a2sin'y—4a2cos'ysin'y, T‘z(L/3’7r/3):_%L2_
L
_g\/g 2 L?
Damitist D(L/3,7/3) = “p 5 |=% >0 undwegen fu(L/3,7/3)<0
J— __L2
2 6
hat f an der Stelle (L/3, 7/3) tatsichlich ein Maximum . @
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11.E  Hoéhenlinien, Niveauflachen.

Die zum Funktionswert ¢ gehdrende Hohenlinie von f(x,y) ist die in der
x, y—Ebene gelegene Kurve y = y.(z), die definiert ist durch f (x, yc(x)) =c.

Um y.(x) zu erhalten, muss also die Gleichung f(x,y) = ¢ nach y aufgeldst

11.7 werden (falls das geht!).

Entsprechend ist die zum Funktionswert ¢ gehdrende Niveaufldche von
f(z,y,2) die im x,y, z—Raum gelegene Flache z = z.(z,y), die durch
f (x,y,zc(x,y)) = ¢ definiert ist.

Besitzt eine Funktion f = f(x,y) von zwei Variablen mehrere Extrema unter einer Nebenbedingung
®(x,y) = ¢, so empfiehlt es sich, mit Hilfe einer Skizze der Hohenlinien von f zu entscheiden, um

welche Art von Extremum (Minimum oder Maximum) es sich jeweils handelt:

Wenn es gelingt, die durch die Nebenbedingung ®(, ys) = ¢ definierte Kurve y = yq zu skizzieren,
kann man aus der Lage dieser Kurve innerhalb der Schar der Hoéhenlinien abschatzen, an welchen

Stellen (ungefdhr) welche Art von Extrema zu erwarten sind.

z.B.: Wir wollen die Extrema von
5

2= flay) =e "

iiber dem Kreis K : 22+ (y —1)2 =1

bestimmen:

Abbildung 11.7: z = ev "
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11-12 11 FEHLERABSCHATZUNG (II), EXTREMA, HOHENLINIEN.

Die zum Funktionswert ¢ gehérende Hohenlinie f = ¢ hat die Gleichung y = 22 + Inc (mit ¢ > 0). Die
Hoéhenlinien von f bilden also eine Schar von in vertikaler Richtung parallel verschobenen Normalparabeln
mit Scheitel bei (0,1nc). Zeichnet man in die Skizze einiger dieser Hohenlinien den Kreis K ein, so erkennt

man sofort, dass f iiber K jeweils ein Maximum an den Stellen (0,0) und (0,2) hat und dass ungeféhr

bei (+0.8, 0.5) zwei Minima liegen miissen:

Abbildung 11.8
Hohenlinien der
Funktion f(z,y) = ey—a’

—1n2
14

Rechnerisch ergeben sich die Extrema von f(z,y) = e¥=%" unter der Nebenbedingung ®(z,y) := 2% +

(y — 1)2 = 1 mit Hilfe eines Lagrange’'schen Multiplikators A aus den 3 Gleichungen:

)

(1) 0= g—f—F)\g—@:—Qwey_x?—i-Q)\x
v v z=0mit: y =0 oder y =2,
10 0P
(2) = 8_£ + A a_y — y—2’ +2x(y—1) = oder
y =1/2 mit: z = £/3/2 = +0.866 .
(3) 22+ (y-1)2=1

7

Aufgrund der anfinglichen Uberlegungen kann gefolgert werden, dass f iiber K die folgenden vier Extrema
besitzt:

e je ein Maximum bei (0,0) mit f(0,0) = 1 und bei (0,2) mit £(0,2) = e? = 7.389,

e je ein Minimum bei (+v/3/2, 1/2) mit f(+v/3/2, 1/2) = e /4 = 0.7788. @
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12 Bestimmtes Integral.

Stichpunkte: Bestimmtes Integral, einfache Regeln, Mittelwertsatz der Integralrechnung,
uneigentliche Integrale, Ableitung von Parameterintegralen; Stammfunktion/unbestimmtes

Integral, wichtige Stammfunktionen, Hauptsatz der Differential— und Integralrechnung.

12.A Bestimmte Integration als Summationsprozess.

b
Das bestimmte Integral / f(z)dx kann interpretiert werden als
a

orientierter (= vorzeichenbehafteter) Flicheninhalt zwischen
12.1 der Kurve y = f(z), a <z <b, und dem Intervall [a,b] auf der z—Achse.

Unterhalb der z—Achse gelegene Flachenteile haben hierbei negativen
Flacheninhalt.

a
@ z.B.: / xdz st der Flacheninhalt zwischen dem
0

S
Geradenstiick y = z, 0 < z < a, und dem Intervall [0, a]

auf der z—Achse, also gleich dem Flacheninhalt des Dreiecks
mit den Eckpunkten A(0|0), B(a|0) und C(a|a). Damit ist

a aQ
d:—. T
[t @ —

> 0
Abbildung 12.1 zu Nr.12.1

y =sinx

Aus Symmetriegriinden gilt Ya > 0: =~
a —7/2 +
/ T

_af(:v) dz = 0, wenn f(z) ungerade % b
12.2 ist, d.h. wenn f(—x)=—f(z); ~

/ v)de =2 / z) dz, wenn Abbildung 12.2 ungerade Funktion

y = |z|

f(z) gerade ist, d.h. wenn f(—z) = f(z).

N} 71_/2
@ z.B.: / sinzdr =0, = =

X —7/2

a a — a
/ |$|d3::2-/ rdz = a?. @ ¢
—a 0

Abbildung 12.3 gerade Funktion
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dF = d
v=1@ O

Allgemeiner kann man bei der praktischen Verwendung ‘ //"/w’
des bestimmten (Riemann-) Integrals — etwas grob — ///
von der Vorstellung ausgehen, dass sich das (Riemann-) /

b
Integral / f(z)dz als Grenzwert (fiir Az — 0) von /

a f(@)
Summen der Form

Z f(z;) Az (mit Az =x; —x;_1) ergibt.

IjE[a,b] pA e T
Daher wird das symbolische dx haufig als — | |-

dxr

"sehr kleines” Az interpretiert:
Abbildung 12.4: zu 12.1

Bestimmte Integration ist ein Summationsprozess !

12.3 Die Integrationsvariable z spielt hierbei die Rolle eines Summationsindexes

und kann daher beliebig umgetauft werden:

/abf(x)dx:/abf(r)dr:/bf(QQ)dQQ:.___

a

Zwei Beispiele (nach robuster Praktiker—Art ) :

1. Den Flacheninhalt F' eines Kreises vom
Radius R > 0 kann man bekommen,

wenn man die Kreisflache in "sehr diinne dF = 9mr dr

Kreisringflachen mit der Breite dr und dem
Radius r (0 < r < R) aufteilt:

jede dieser Kreisringflachen hat den
Flacheninhalt dF' = 277 - dr (Umfang mal
Breite). Die Gesamtflache ergibt sich dann

durch " Aufsummieren” dieser Teilflachen:

R R 5o
F:/ 27r7’d7’:27r/ rdr*2 7 R?.
0 0

Abbildung 12.5 Kreisflachenbestimmung
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12.B  Elementare Regeln fiir bestimmte Integrale. 12-3

2. Das Volumen V des Rotationskorpers, der sich durch Rotation eines Kurvenbogens
y=f(z), a <z <b um die z—Achse ergibt, kann erhalten werden, wenn man den Korper
fiir a <z < b in "sehr diinne” Scheiben mit der Dicke dz und dem Scheibenradius

r=|y| = |f(z)| "aufschneidet”:

jede dieser Scheiben hat das Volumen dV = 7y? - dz (Scheibenfliche mal Scheibenbreite) .
Das Gesamtvolumen ergibt sich durch " Aufsummieren” dieser Teilvolumina:

Volumen des Rotationskérpers,

der durch Rotation des Kurvenbogens:
y=f(z),a<z<b
um die z—Achse entsteht.

b
12.4 V:W/ vy dz mity = f(x)
a

(Zur Manteloberflache siehe Lektion 25 ; beachte auBerdem die Guldin’schen Regeln in Lektion 291)

Volumen der

z.B.: Ein rotationsparaboloidformiger " Zuckerhut” mit y Scheibe:
dem Grundkreisradius R und der Hohe H kann durch R‘ dv = my? dz
Rotation des Kurvenbogens: y = f(z) = R\/z/H , i/

0 <z < H, um die xz—Achse erhalten werden.

Sein Volumen ist damit;:

- HR2 md R2 H s T||lz+de |H
=7 ; i :E—WF/O rdxr = \
R? H?> 1 @

—a B RH. ~
’/TH 2 27r 4 —R+ \

Abbildung 12.6

Volumen eines Zuckerhutes

12.B Elementare Regeln fiir bestimmte Integrale.

1. /abdx:b—a

2. /baf(:v)dx:—/abf(:v)dx
12.5 , ,

3. /Llc-f(x)da::c-/tlf(x)da:

4. /ab (f(x)j:g(a:)) dx:/abf(x)da::i:/abg(x)dx

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 12
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4

b c b
/ f() dx:/ f(x) dx+/ f(x)dz fiir beliebige ¢ € R.

6. Ist f(z) > 0 auf [a,b], so ist /bf(x)dxzo.

a

b
7. st f(z) stetig auf [a,b] und/ [f(x)|dz =0, soist f(z) =0 auf [a,b].
b b
8. Ist f(x) < g(z) auf [a,b], so ist/ f(z)dx g/ g(x)dzx.
12.6 Mittelwertsatz der Integralrechnung:

9. Ist m < f(x) < M auf [a,b], so ist m(b—a)g/bf(x)dng(b—a)

b
und es gibt ein p € |m, M | so, dass / fx)de=p(b—a).

a

10. Ist f(z) stetig auf [a,b], so gibt es ein £ € |a,b[ mit:

[ F@ar=5@ 6o

(Als Anwendungsbeispiel siehe den folgenden Abschnitt.)

M -
0= 1(6) - \

a é" b

Abbildung 12.7 zum Mittelwertsatz der Integralrechnung

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 12



12.C"  Ableitung von Parameterintegralen. 12-5

12.C Ableitung von Parameterintegralen.

. : : : 0 :
Ist f(x,t) stetig mit stetiger partieller Ableitung a—f und sind
x

a(x) und b(z) differenzierbar, so gilt:
| () und @) :

% /b(I) f(l‘,t) dt = /j(j) % dt + f (l‘, b(l‘)) . bl(l‘) _f (l‘, a(:v)) . a'(x)

a(z) a(z

@ z.B.:

d [¥sin wt w 9 [sinwt sin w? w sin w? sin w?
/ n w dt:/ < nw >dt—i— Inw :/ coswt di + Inw _9 nw
0 0 0 w

% 3_0.1 t w w

@ sin wi . .
Beachte, dass man das Integral / ; dt nicht explizit angeben kann! @
0 5

Zwei Sonderfille:

Der erste Sonderfall ergibt sich mit f = f(¢) (also f wnabhdngig von x) und
a(x) = a (konstant), b(z) = x:

q o die Ableitung
12.8 | Ist f(x) stetig, so ist . / f(t)dt = f(z) . | nach der oberen Grenze

ergibt den Integranden!

2.B.: Fiir F(z) = /m P sind(1 = VA) dt ist F'(z) = o sind(1 — V/7) .

X a

Beachte, dass wir hierzu das Integral — gottlob! — nicht ausrechnen miissen! @

Wegen der groBen Bedeutung dieser Regel (und als Re-

cheniibung) , wollen wir sie kurz herleiten:

Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt, dass es zu

z und Az ein ta, zwischen £ und z + Az so gibt, dass
r+Ax

/ F(t)ydt = [ (tas) Az da ta, @ fir Az = 0
x

T L t
ergibt sich: ‘ “ T a+tAz

F Azx) — F 1 z+Ax T .
— A@ . ~ Az (/a f(t)dt _/a f(t) dt) = Abbildung 12.8

_ ﬁ /x:v—I—A:vf(t) dt = ﬁ f (tm) Az = f (tm) — f(z) fir Az —0. I
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Der Praktiker argumentiert hier weniger sensibel:

= f®)
K”(HIH mit dF = f(z)dz ist (;—Z = f(z) . !
| H t

— | | -

dz
Abbildung 12.9

Der zweite bemerkenswerte Sonderfall von Nr.12.7 ergibt sich mit konstanten Integrationsgrenzen

a(r) =a,blz) =0 (= d(z)=V(x)=0):

die Reihenfolge
. : : : of (z,1)
Ist f(x,t) stetig mit stetiger partieller Ableitung — %, ' | von Integration
T
12.9 d b b Of(z,1) und Differentiation
so ist dr / f(z,t)dt = / ———dt. darf vertauscht
T Ja a ox

werden!

@ z.B.: Fir z >0 ist:
5
a4
d

o0 ,—xt 00 —xt © 1
/  dat :/ 9 (e ) dt:/ —(—t)e " dt =
T Jo t 0 895 t 0 t

o0 1
:—/ e dt = — e =—0-1)=——;
0 z t=0 7T
2
fir T > 0 und mltu)——7r ist:
d [T/4 sinwt T/4 sin wt T/4
_/ _/ dt:/ coswt dt =
dw —T/4 t T/4 &u —T/4
2r T
- sinwt‘iT/Zl - 2sin<17f : 4) —2.
o . . % gt T/4 sin wt
Beachte, dass wir hier die Ableitungen der Funktionen Fj(z) = / dt und Fy(z) = / ;
0 ~T/4
bestimmt haben, ohne diese Funktionen zunachst explizit anzugeben! @

X
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12.D Uneigentliche Integrale.

Niemals iiber Unstetigkeitsstellen

des Integranden hinwegintegrieren!

12.10

Ist f(z) unstetig an der Stelle ¢ € [a, ], so wird das Integrationsintervall

an der Stelle ¢ unterteilt: /abf(x) dr = /:f(x) dr + /be(x) dx

Man nennt das Integral / x)dzr ein uneigentliches Integral , wenn es als

Funktion der oberen oder unteren Grenze unstetig ist oder wenn das Integrations-

intervall [a,b] unbeschrankt ist.

In diesem Fall bestimmt man das Integral als Grenzwert:

12.11 /bf(x)dx: lim  lim [ f()de

B—b—0 a—a+0 ./

+00 8
/ f(z)dx = lim lim f(z)dx .

— 00 [f—00 a—>—00 Jq

Das Integral existiert (eigentlich oder uneigentlich), wenn die entsprechenden

Grenzwerte (eigentlich bzw. uneigentlich) existieren.

@ z.B.: 1. Fir f(z) = oiT sm;c und 0 < a < b erhalt man z.B. durch
X x x

b . b .
Integration mit Potenzreihenentwicklung (s. Abschnitt 13.F): / f(z)dzx = Smp  Hna
a

b a
. /2 . 9
Damit bekommt man: / f(z)dz = sinm/2 _ lim 222 =2
/2 a—0+ q T
b .
/ flx dx—hmﬂ—lim MY g 1=—1.
a—0+ @

2

b
2. Fir f(z)=2ze ™ unda<b gt / f(x)dx = —e P 4
a

o
Damit hat man: / f(x)dz = — hme P il =0+1=1.
0

b—o00
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12.E Stammfunktion/Unbestimmtes Integral.

Eine Funktion F'(z) ist eine Stammfunktion zu f(x) Uber [a,b], wenn F(z)
12.12 auf [a,b] differenzierbar ist mit der Ableitung F'(x) = f(z).

Es gilt:
(1) Mit F(z) ist auch F'(x)+ ¢ mit beliebiger Konstanten ¢ eine Stammfunk-
tion zu f(z) iber [a,b].
12.13 (2) Umgekehrt unterscheiden sich zwei Stammfunktionen F'(z) und G(x) zu
f(z) tber [a,b] hochstens um eine additive Konstante ¢: G(z) = F(x) +¢
auf [a,b].

Denn: ist F(z) eine Stammfunktion zu f(z) auf [a,b], also F(z) differenzierbar mit Ableitung F'(z) =
f(z) auf [a,b], so ist (mit einer beliebigen Konstanten ¢) auch die Funktion

G(z) := F(z) + ¢ auf [a,b] differenzierbar und sie hat die Ableitung G'(z) = F'(z) = f(z), d.h. auch
G(z) ist eine Stammfunktion zu f(z) auf [a,b].

Sind umgekehrt F'(z) und G(z) zwei Stammfunktionen zu f(z) auf [a,b], also F(z) und G(z) beide
differenzierbar auf [a,b] mit der Ableitung F'(z) = G'(z) = f(z), so ist auch die Funktion H(z) :=
G(z) — F(x) auf [a,b] differenzierbar (insbesondere stetig) mit der Ableitung

H'(z) = (G(2) - F(2)) = G'(z) — F'(2) = f(z) — f(z) =0

damit muss H(z) = ¢ konstant sein, also G(z) = F(z) + c. |

Man kennt also alle Stammfunktionen zu f(x) iber [a,b], wenn man eine

kennt:

ist F'(z) eine Stammfunktion zu f(z) Gber [a,b], so ist
{F(x) + ¢ | c konstant} die Gesamtheit aller Stammfunktionen zu

1218 1 20 iber [a,b].

Man schreibt diese Gesamtheit symbolisch als unbestimmtes Integral:

/f(l") dx = F(z) + ¢ (c beliebig konstant).
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12.F Einige Grundregeln fiir unbestimmte Integrale.

(c ist beliebig konstant)

(3) /dx::v—l—c

12.15 | (4) /c-f(x)d:v:c-/f(x)dx

(5) [ (F@) £9@)dr= [ fa)dox [ g(x)da

denn:

Zu (3): (z+c¢)=1.

Zu (4): Ist F(z) eine Stammfunktion zu f(z), so ist ¢ F'(z) eine Stammfunktion zu ¢ f(z):
(cF(x))l =cF'(z) =cf(x).

Zu (5): Ist F(x) eine Stammfunktion zu f(x) und G(z) eine Stammfunktion zu g(z), so ist F'(xz)+G(z)
eine Stammfunktion zu f(z) £+ g(z):

(Flo) £ G() = f(2) £G'(x) = f(z) +g(z).
Ist F'(z) eine Stammfunktion zu f(z), also /f(x) dx = F(z) + ¢, so ist
% </f(x) dx) = F'(z) = f(x); andererseits ist sicher f(z) eine Stammfunktion zu f'(z)

und damit /f'(m) dr = f(z)+c:

d

. </ f(z) dx) = f(x) Die unbestimmte Integration
12.16 0f (2) ist die Umkehrung

/ d—; de = f(x) + ¢ der Differentiation.

Daher ist jede Differentiationsregel auch eine Integrationsregel; insbesondere ist jede Tabelle von

Ableitungen auch eine Tabelle von Stammfunktionen:

Funktion — Ableitung

Stammfunktion <—  Funktion
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12-10 12 BESTIMMTES INTEGRAL.

12.G  Wichtige Stammfunktionen.

(c ist beliebig konstant)

Die angegebenen Funktionen [ f(z)dx = F(z)+ ¢ sind in der Regel nur auf geeigneten Intervallen
Stammfunktionen zu f(z)! Es sind nur solche Intervalle [a,b] oder ]a,b[ zugelassen, auf denen f(x)
stetig und F'(z) differenzierbar ist. Nur bei einigen der folgenden Stammfunktionen wurden die maximalen

Gliltigkeitsbereiche angegeben:

xa-i—l
1. /x“dx = a+1+c (aeR, a#—1) |auf R"
l‘n+1
2. /x”dx = +c (n € N) auf R
n+1
d 1
3. I_f = T (heN, n>1) |auf R und R*
8 d 1 d 1
z.B /3: dr=— +c, /f— 6x6+ , —z:———i—c’
4/3
\/_ VvV +c, /\/_dx / dz e +c 4\/:10_—1-0
dx f'(x)
4. — =lInjz| +¢ (x#0 5. dr =In|f(x)| +¢
T el e (@ #0) o e = (o)

—sing
z.B.: /tanxda::—/ dr = —In|cosz| + ¢,
Ccos &

inh
/tanhmdm—/sm xdx—ln|coshm| +c,

r= 1 In(?+3
/x2+3 ~2 2+3 5 (@ +3) e

6. /e””dx:e‘”—Fc 7. /a‘”da::a +c¢ (a>0, #1)

Ina

_ 1\* (1/2)* 27 _
B.: 27%d :/<—> dx = =- ~ —1.4427-27°
z / T 5 T ni/2 +c 2 +c +c

8. /sinxdx: —cosx +c¢ 10. /sinhxdx:coshx +c

9. /cosa:dx:sinx +c 11. /cosha:dx:sinhx +c
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12.G  Wichtige Stammfunktionen.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

20.

21.

22,

23.

24.

. 9 1 ) r 1 .
sin“zdr == (r—sinzcosz)+c — — —sin2zx +c¢
2 2 4
9 1 . r 1 .
cos” z dx —§(x+smxcosx)+c §+Zsm2x +c
1 1
/sinthdx 25(—x+sinhxcoshx)+c —§+Zsinh2x +c
1 1
/cosh2xd:v :§(x—|—sinhxcoshx)+c g+zsinh2x +c
d
/ ;U = —cotz +c 18. / — = —cothx +¢
sin” x sinh” z
dz
/ S~ =tanz +c 19. / 5— =tanhz +¢
cos?x cosh” x
d
1+x > = arctanz +c¢ auf R
T
dx 1. |14z auf | —o0, —=11[, | =1, 1],
/ > = S In +c
1—x 2 |1—=x oder |1, oo
= Artanhx +¢ fir 2| <1
= Arcothz +¢ firz > 1
/ de arcsinx + fur |z| < 1
———— = arcsinx +c¢ ir |z
V1—a?
(
dx ln(x+\/1+x2)+c
— = fR
[ | N
Vv x = Arsinhz + ¢
\
/ dx ln(:v+\/x2—1)+c oo
— ir x
vaz—1 = +Arcoshz + ¢
\
—ln(—x+\/a:2—1)+c
= firz < —1
= —Arcosh (—x) +¢
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12 BESTIMMTES INTEGRAL.

Grundintegrale fiir die Integration mit Partialbruchzerlegung: (s. Abschnitt 13.E)

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

dx
/ =Injz —a| +e¢
T —a

/ de 1 Le
(r—a)? z-a '

dx 1 1
R

r —a)’ 2 (r —a)?
dz 1 1 .
/(x—a)k:_k—l.(x—a)k—lec firk >1,

a

T
/md$—ln|ﬂf—a|—x_a

/ T 1 1 a n
——dr=— - —— +c
(x —a)? r—a 2 (r-—a)? '

dx 1 r—a
/—(x_a)2+b2—g-arctan<—b ) +c,

1 _
L _dr=-h (x —a)® +b° + 2 arctan [ 22 +c,
(x —a)? + b2 2 b b

/ dx _L T —a +L ; <x—a>+
v\ 22 (x—a)2+ b2 23 arctan b “
((x a) +b)

/ T gpo L oema) =0 a amtan(m>+c
)2 2 N x—a) + '
((x )2 4 b )2 202 ( )2 +0% 203 b

dx 1 T —a
/ ((x —a)? + bZ)k  2(k—1)b? ((x —a)? + bQ)k_l -

4 2k=3 / d fiir k> 1
2(k —1)b? ((x —a)?+ b2)k_1 ’

/ - pdr = - 1 ' 1 1T
(@ —a)2+ %) 26 =1 (2 - a)? + 1?)

+a- [ W ik,
((x—a)2+b2)
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12.H Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. 12-13

12.H Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

In Nr.12.8 haben wir festgestellt:

Ist f(x) stetig auf [a,b], so ist die Integralfunktion :
12.17 I(x) = /mf(t) dt, x € [a,b], eine Stammfunktion zu f(z) auf [a,b]:

I(x) ist auf [a,b] differenzierbar mit der Ableitung I'(x) = f(x).

Ist F'(x) irgendeine Stammfunktion zu f(z) auf [a,b], so unterscheiden sich I(z) und F(z) hdchstens
um eine additive Konstante (s. Nr.12.13):

I(z) = F(x) + ¢ |; das gilt fir alle = € [a,b], insbesondere fiir z = a: hieraus erhalt man:

o:/aaf(g:) de = I(a) = f(a) + ¢, also ¢ = —F(a), somit | I(x) = F(z) — F(a) |:

das gilt nach wie vor fiir alle x € [a,b], insbesondere fiir x = b: damit ergibt sich:

/bf(:z) dx = I(b) = F(b) — F(a) und wir haben gezeigt:

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

12.18 Ist f(x) stetig und F'(x) eine Stammfunktion zu f(z) auf [a,b], so ist

Hierbei hat man die folgenden Konventionen zur Bestimmung von F'(b) und F(a) in den Fallen

b=o00, a =—oc oder wenn F(z) bei b oder a unstetig ist: (vgl. Nummer 12.10)

F(oo) = lim F(b), F(—o0) = lim F(a), F(b)= lim F(z), F(a) = lim F(z).

b—o0 a——00 z—b—0 r—a+0
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12-14 12 BESTIMMTES INTEGRAL.

Beispiele:
L /1+sin2xdm _ /1+2sinxc0szdx:/<2sin:zc0sz+ 1 >dx:
cos? x cos? x cos? x cos? x

2 !
cos® x 1
cos? cos? x
= —lncos?z +tanz + ¢ , somit:

4
r = [—lnc0s2x —{—tanx]ﬂ/oz
r=

/7/4 1 +sin2z p
0

cos? x

= (—lnc0527r/4 +tan7r/4) - (—lnc0s20 +tan0) =
= —Inl/2+1—-1Inl=

= 1+In2=1.693147...

/ 1 1
2. Esist (e_ﬁ) — Ve , somit: /— e Vedy = —9e~VE +c¢ und
2z NZ7
o0 2
/ e Vg = [ - 2e—ﬁ}°° — 2 lime VP42V =0+ 2 =0.735758882.. ... .
1 z z=1 b—00 e

3. Das nachste Beispiel soll Thre Aufmerksamkeit auf die Tatsache lenken, dass eine Funktion F'(z) nur
dann Stammfunktion zu f(z) Gber einem — beschrankten oder unbeschrankten — Intervall [a,b] ist,
wenn F(z) ohne Ausnahme (!) auf dem gesamten Intervall

differenzierbar ist mit der Ableitung F'(z) = f(x): sei z.B.

z firz <2
:F =
Y (@) {2:6 fﬂerQ}
1 firz<?2

y_f(x)_{Q fmeQ} 3l

2+ . 21
BIN. "

| | ' T l | T
0 1 2 3 1 2

Dann ist F(z) eine Stammfunktion zu f(x) sowohl iber | — oo, 1| als auch iber ]1, co[ , ist aber
keine Stammfunktion zu f(x) iber irgend einem Intervall [a,b] mit 1 €la,b[, da F(x) an der Stelle
x = 1 nicht differenzierbar ist! Will man f(z) iber die Stelle z = 1 hinwegintegrieren, muss man das
Integrationsintervall an dieser Stelle unterteilen (s. Nummer 12.10!): /OQf(x) dx = /01 ldz + /12 2dx =
3:‘[1)+2x‘i:1+2:37éF(2)—F(0):4—0:4! @
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13 Integrationsmethoden.

Stichpunkte: Partielle Integration, Rekursionsformeln, Umformung des Integranden, Sub-

stitution, Partialbruchzerlegung, Integration mit Potenzreihenentwicklung.

13.A Partielle Integration/Produkt—Intergration.

/u(:v) W'(x)de = u(x)-v(zr) — /u'(x) -v(x) dx

13.1

Einige typische Beispiele:

(a) /lnxdx:/l-lnxdx:m-lnx—/dx:x-(lnx—1) +c
(/=1,v=Inz =>u=z,v =1/z)

/ledm:e—(e—l)zl

e

e
/ Inzdr = z-Inx
1

=1

(b) /x-sinxda:: —x-cosw—i—/cos:pdz: —T-cosT +sinx +c
(u==z,v =sinz = v =1, v=—cosz)

™

LE /2 /2 L
/ x-sinxdr = —x-cosx 0+/ coszdr =0+ sinz =sin7/2 =1
0 = 0

z=0

T

(c) I(x) ::/sinx-cosxdm:sin2x—/c0sx-sinmdm:sin2x—1(x)

(w=sinz,v' =cosz = u' =cosz, v =sinz)
. 9 . . I .5
= 2[(z) =sin“z , somit: [ sinz-coszdzr = 5 sin“e +c

w/2

w/2 5 w/2
I::/ sinx - cosxdx = sin“z —/ cosr-sinzdr=1-—1
0 0

=0

/2 1
= 2I =1, d.h.: / sinm-cosxdwzi
0
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13-2 13 INTEGRATIONSMETHODEN.

(d) I(x) ::/siandx:/sinx-sinxdx: —sinx-cosx—{—/cos%cdmz
(u=sinz, v =sinz = v =cosz, v=—cosz)

:—sinx-cosx+/(1—sin2z)dz:—sin:z-cosa:+:z—[(a:)

1
= 2I(x) =z —sinz cosz , somit: /siandm =3 (x —sinzcosx) + ¢

w/2

w/2 1
und: / sin?zdz = = (¢ — sinz cos z) T
0 2 0 4 X

13.B Integration mit Hilfe von Rekursionsformeln.

Integrale vom Typ [, =
k ax k .: k k _: k
/xe d:v,/:v sinax dx , /x cosax dx , /x sinh ax dx , /:v cosh ax dz
-k k 1k k
sin"axdx , | cos”axrdr , [ sinh”axrdz, [ cosh®axdx, ... usw.

lassen sich im Fall groflerer £ € N meistens einigermaBen bequem mit Hilfe

einer Rekursionsformel der Art | I,, = Funktion von (I, 1,...,1y), n € N

13.2

|6sen, die durch partielle Integration erhalten werden kann:

mit dem Integral I, lasst sich dann das Integral [}, schrittweise bestimmen,

ohne jedesmal erneut integrieren zu miissen:

Rekursionsformel Rekursionsformel Rekursionsformel
IO — [1 — v — [k:
mitn=1 mit n =2 mitn =k

Zwei Beispiele:

(a) Zu berechnen sei das Integral [ z*e 2?dz . Statt viermal partiell zu integrieren, wird zunéchst

eine Rekursionsformel bestimmt: Fiir n € N ist:

1 1
I,(z):= /x” e My = ——ghe 2 4 /3:”71 e 2y = 2 no1(z) — = x"e
2 2 2 2
(u=2a", v =e™? = ' =na" !, v=—1e722)
. n L
Die Rekursionsformel lautet also: | I,,(z) = B n—1(z) — > e "

Gesucht ist I4(z) .
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13.B

Integration mit Hilfe von Rekursionsformeln. 13-3

1
Mit Iy(z) = /e*%dx =-3 e 2% 4 ¢ ergibt sich der Reihe nach:

(c ist jeweils beliebig konstant)

4
2 2 1 2
@) = 5 i(w) = e = = (z tgt 7) e
3 3 3z 322 3
13<x>=—12<x>—x—e“:‘<g+f %*xf)“”c'
4 2
3 3 3
I4<a:>=—13<x>—$—6”—‘(;+§+%+ 3*2) R

w/2
Zu berechnen sei das Integral / sin® z dz . Fir n € N ist:
0

/2 /2 1
I, = / sin” z dx :/ sinz -sin" t zdx =
0 0

(W' =sinz, v =sin""'2 = u=—cosz, v = (n—1)sin" %2z -cosx)

= —sin" 'z cosz

2 /2
i +(n—1) / sin" 2z - cos® z dx =
0

=0
w/2
= 0+ (n— 1)/ sin" 2 g (1 —SiIIZ:E) de=(n—-1)I_o—(n—-1)1, .
0
-1
Hieraus bekommt man die Rekursionsformel: | I), = n In.o (neN, n>2)
n

Gesucht ist Ig:
. /2 T oL .
Mit Iy = / dr = 0 ergibt sich der Reihe nach:
0

1 T 3 3 5 5T 7 357 <>
2790 Ty Myt g T g T 32 BT g T 9mg =

Manchmal gelingt es — leider nicht immer —, das Integral I,, mit Hilfe der Rekursionsformel

explizit fir n € Ny zu bestimmen.

©

>

z.B.: (siehe das letzte Beispiel)

w/2
Fir das Integral I, = / sin 2 dx haben wir oben die Rekursionsformel:
0

n—1

I, = I, (n € N, n>2)| erhalten und es ist
n

/2 Tr /2 /2 .
/ de=—-—,11 = / sinzdr = [— cosx] = 1. Hiermit ergibt sich:
0 2 0 0

Tr=
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1 3 1-3 5 1-3-5
Li==I,, [ ="L="—""1I,, Iy==1I,= Iy, ... y
2 20, 4 42 2_40, 6 64 2-4-60’ usw
1-3-5--- (2k—1) 1-2-3-4-5---(2k—1) - (2k)
e =T @y P~ 2 fo=
46 - (2k) 2-4-6----(2k))
(2k)! o [ 2K —(2k+1) 2k
(2’%!)2 0 g ] & T,
/2 8 70 35
z.B.: (mit k=4, s.0.) /0 sin%dm:[822—9<4>7r:@w:%wzo.@%.
2 2 4 2.4 6 2-4-6
Li=-L==, Iyj=-F=——, Iy ==I;= g
3 31 3 5 53 3.5"° 7 75 3.5.7" usw
2
2-4-6--- (2k) (2-4-6---(2k))

I = =
L T RE T (2k+1) 2-3-4-5-6-7--- (2k)- (2k+1)

()" g <2k>1‘

k

S @k+1D! 2k4+1

/2 28 8\ ™" 128
B.: (mitk=4 in’ zdr = Iy = — = =0.4043 .
z (mi ) /0 sin" wdz = Iy = <4> 315 0.4043

13.C Integration durch Umformung des Integranden.

Nicht selten lasst sich der Integrand durch eine elementare Umformung so vereinfachen, dass sich

komplexere Integrationsmethoden eriibrigen, z.B.:

Wenn k£, m € N nicht zu grof3 sind, kdnnen Integrale von Produkten trigono-

metrischer oder hyperbolischer Funktionen der Art:

/sink ar dr /cos”c ar dr /sin”c ax - cos™ bx dr bzw.

13.3 /sinh’C ar dr , /cosh’C ar dr , /sinh]“c ax - cosh™ bx dx

auch mit Hilfe der Produkt—Formeln fiir die trigonometrischen bzw. hyperbo-
lischen Funktionen (die findet man in jeder verniinftigen Formelsammlung) oder
iber deren Darstellung mit Hilfe der e—Funktion (s. Lektion 14) auf bequem zu

|6sende Integrale zuriickgefiihrt werden:
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13.C Integration durch Umformung des Integranden. 13-5

Zwei Beispiele:

1
(a) sin?2z - cos®’z = g(l —cos4z)(3cosz + cos3z) =

3 3 1 1

= 3 CcoST — 3 c0s4x-cosm+§ cos 3r — 3 cosdx - cos3x =
3 3 3 1 1 1

= 3 cos T — 16 cos3xr — 16 cos5m+§ cos 3 — 16 cosT — 16 cos7r =
> L 3 3 5 ! 7 hi folgt

= — cOST — — cos3x — — cosbhxr — — cos 7z ; hieraus folgt:
16 T T 16 (0T T 1 ONOT T g OB Meraus o

/sin2 21 - cos> xdx =

:E/cosmdm—i/cos?)wdm—i/cosf)mdw—i/cos?xdm:
16 16 16 16

LA L in3c - 2 sinbe — —— sin7z +
_16 s 48 SN o 30 SIn oxr 112 sin (x C.

1 2
(b) sinh? 2z - cosh? z = 16 (62m - 672‘%) (e — €7I)2 =

1
=T (e =2+e71) (X +24e72) =
1
— I (eﬁx $2eM 2y 72 g 9T 6_6:”) ; hieraus folgt:
1
/sinh2 21 - cosh® z dx = 6 / (669” +2e4 2T g7 4 9T 4 6_6””) de =
1 /1 1 1 1 1 1
:1_6<666x+564:10_56210_4x+§e—2m_§e—4m_ge—6m> +c=
1 1 1
:E sinhﬁx—l—ﬁ sinh43v—1—6 sinh2x—§ +c. C[;;

Gelegentlich lassen sich Integrale der Form /f(x) cos ax dx und /f(x) sin ax dx

mit reellem f(x) einfacher mit Hilfe der Euler'schen Formel:

€' = cosar + tsinax losen:

13.4
/f(:v) cosardr = WRe /f(x) e dz

/f(a:) sinaxdr = Sm /f(x) el .

z.B.:
5

Die beiden Integrale /e“-cos bz dx und /e“"” -sin bz dz lassen sich in einem Arbeitsgang bestimmen:
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13-6 13 INTEGRATIONSMETHODEN.

/eaz e gy — /e(a+ib)m do — ( 1 . e(a+ib)z> Le=
a+ b

= az +Zb2 e’ (COSbQS +isinbx) +ec=
a
60.:1: ) . ‘
= pea ((acosbx+bs1nbz)—i—z(asmb:p—bcosbx)) +c. C[;;

Wir haben die beiden Integrale:

/e‘w -cosbxdr = Ne /e” N _c (a cos bz + bsin bm) +c
a? + b2
13.5 -
ar | 3 — & ar | ibx — : _
/e sin bx dx Sm /e e’ dx P (a sin bx — b cos bm) +c

13.D Integration mit Substitution.

Bei der Berechnung eines Integrals /f(x) dxr mit Substitution wird entweder
(a) die alte Variable x als Funktion einer neuen Variablen ¢ oder
(b) eine neue Variable u als Funktion der alten Variablen x angesetzt:

hiermit ist dann jeweils

(i) der Differentialausdruck f(z)dz umzurechnen in einen Differentialausdruck der Form h(t) dt
bzw. h(u) du,

(i) das resultierende Integral /h(t) dt bzw. /h(u) du auszuwerten und schlieBlich

(iii) im Ergebnis die alte Variable = wieder zuriickzusubstituieren:

alter Integrand: f(x), neuer Integrand: h(t) = f (g(t)) q'(t)

dr _
" dt

13.6 dx = ¢'(t) dt . / — ~1
{ fl@) =1 (9(t)) } wt) = (9(t) g'(t) | Flz):=H (g7 (x))

Substitution | = = g(¢)

Jt) = Riicksubstitution | ¢ = ¢~ '()

/f(:v) dv ~ /f(g(t))g’(t) dt = /h(t) dt=H(t)+c % Fz)+ec
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13.D Integration mit Substitution. 13-7

Diese erste Variante | x = g(t) | fiihrt den Integranden f(z) in einen Integranden der Form
h(t) = f (9(t) g'(t) iber.
Die folgende zweite Variante | u = g(z) | fihrt umgekehrt einen Integranden der Form

f(x)=nh (g(m)) g'(z) Uber in den Integranden h(u):

alter Integrand: f(z) = h (g(x)) g'(z), neuer Integrand: h(u)

Substitution | u = g(z) |, — = ¢'(z) = | Riicksubstitution | u = g(z) |:
13.7 de

g (z)dx=du, h (g(x)) = h(u) F(z):=H (g(x))

/f(x)dx:/h(g(x))g'(x)dx + /h(u)du:H(u)+c + F(z)+c

Fiir die Berechnung eines bestimmten Integrals mit Substitution bestehen zwei Moglichkei-
ten: man kann

B entweder zunachst das unbestimmte Integral durch Substitution und anschlieBender Riicksub-
stitution I6sen und dann die alten Grenzen iiber die erhaltene Stammfunktion beriicksichtigen:

Substitution: Riick—

[fa@yde = [MQde=HE+e = Fla)+e
neue Variable & Substitution
= /abf(:v) dr = F(z)|_ =F() - F(a),

E oder die Grenzen bei der Substitution umrechnen — dann eriibrigt sich eine Riicksubstitution:

b Substitution 9= (b) g 1(b)

W [ J@de = [T e de= HEO[ b
z=a z=g(t) t=g~!(a) =0
b Substitution g(b) g(b)

@: [ @i = [T = H
rT=a u=g(r) u=g(a) u=9te)

Grundsatzlich gibt es keine Vorschrift , die regelt, was und wie zu substituieren ist, und die

Faustregel : | was am meisten stort, wird " wegsubstituiert” |ist — bei etwas Erfahrung — die
niitzlichste Substitutionsregel:
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13-8 13 INTEGRATIONSMETHODEN.

Jede Substitution, die das Auswerten eines Integrals vereinfacht, ist sinnvoll und zuldssig —
andererseits sind Substitutionen, die auf hassliche Integrale fiihren, hochstens ungeschickt!

Im folgenden werden einige Substitutionen aufgelistet, die sich bei gewissen Typen von Integranden f(x)

haufig — aber keineswegs immer — bewahren:

138 || f(z)=h(9(2))g'(a) | [u=09(x) | | §'(z)dz =du, h(g(x)) = h(u)

@ z.B.: f(z) =cosz Vsinz: cosz = (sinz)', also:
i

U )
= — =cosz, coszdr = du, somit:

dz

2 2
cos:z\/sinxdz:/\/ﬂdu:gu?’/?—i-c:g\/sm +c
/4 1/V2 92 1/v2
/ cosz\/sinxda::/ Vadu= 2432 = i — 0.3964. ©)
2=0 u=0 3 u=0 3 i
- d 1 dt
f(a:):f(sinx,cosa:) d—j:m, dl':m
U us tan x t
13.9 fir ——<z< - __t =tanz siny = =
2 2 Vi+tan?z V1 +¢2
1 1
cosx = =
V14tanZz V1 + 12
sin? z o
z.B.: / T bzw. [t = tana |. Damit ist:
cos
d:z L 5 t2 ) L o
= , doz = , 8in“z = —— | cos”x = —— , somit:
dt 142 1+t2 1+ 12 1412
sin“z 2(1+2)°  dt 5 t3 1,
= = [ t°dt = — ==t
/cos4 / 1+ 12 1+t2 / greTglmrae
/W/Llsm%da::/l pa-t| _1
2=0 costz =0 3 o 3
Auf dieselbe Substitution wird man auch gefiihrt, wenn man gemaB 13.8 verfahrt:
es ist sin’ L tan? d (tan )’
i = ——-tan“z un = (tanz)",
cos*z  cos?z cos?
daher empfiehlt sich die Substitution: ¢ =tanz. @
i
- d 2 2dt
f(z) = f(sinz, cosz) | | & = 2arctant | d—f:m, dx:1+t2

, . 2tanz/2 2t
13.10 fur —n <z <7 t =tanz/2 sing = T+ tan’ 2/ = T

1—tan®z/2 1—1¢2
1 +tan?z/2 1+ 2

COST =
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13.D Integration mit Substitution. 13-9

L d,ﬁE o
@ z.B.: /—3 : | x = 2arctant | bzw. | ¢ = tan z/2 |. Damit ist:
< sin” x

dz 2 2dt .
= T =-——, sing =

" .
— = —=_ | somit:
At 142 142’ TRl

/ dz /(1+t2)3 2t 1/<1+2+t>dt Lo L
= . = — — — = —— — In — CcC =
sin® 8¢3 1+¢2 4 3t 16t 2 8

1 1 1
=7 cot? /2 + §ln|tanx/2| + gtan2 z/2+c;

dies gilt nur auf den beiden Intervallen | —7, 0[ und ]0, 7 [, da Integrand und Stammfunktion fiir z — +0

nicht existieren!

2w /3 V3
/ do_ _1 / <1+2+t>dt ! +11|t|+1t2¢g S 3. (o)
= — — — = —— —In — = — no.
sinz 4 Bt 164 2 8|, s 9 i
z=m/3 t=1//3 t=1/v3

Der nichsten Substitution liegt die Beziehung: cos?t + sin?t = 1 bzw.

(falls |t| < 7/2): \/1 —sin?t = cost zugrunde:
dz

f(ﬁU):f(\/cﬂ—xQ) T =asint E:acost, dx = acostdt
‘t:arcsin:z/a‘ Va2 — 1?2 =acost

13.11

@ z.B.: /\/4—3:2da:: x = 2sint | bzw. ‘t:arcsina:/2 ‘ Damit ist:
5

d

ax =2cost, dr =2costdt, V4 — 22 =1/4—4sin’t = 2cost, somit:

dt

/\/4—m2dx:4/c052tdt:2t+25intcost +c:2arcsinx/2+g\/4—x2+c,

2 w/2
/ \/4—x2dx:4/ cothdt:2t+25intcost|f_/2_7r/2:27r.
=—2 t=—m/2 B
(= halber Flacheninhalt eines Kreises vom Radius a = 21) @
i

Die beiden letzten Substitutionen benutzen die Beziehung cosh?t — sinh?t = 1:

esist cosht = 1\/1+sinh?¢ fir alle t € R und sinh¢ = \/cosh®t —1 firt>0:

~ d
f(\/a2+x2) z = asinht d—:::a,cosht, dxr = acoshtdt

fira>0,z€R ‘t:Arsinh:p/a‘ Va? + z? = acosht

/()
13.12
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13-10 13 INTEGRATIONSMETHODEN.

bzw. ‘ t = Arsinh z/2 ‘ Damit ist:

dx _
z.B.: /\/m

d 3
d—f = 2cosht, dz = 2coshtdt, \/(4—1—362)3 = <\/4+4sinh2t> = 8cosh® ¢, somit:
/ / cosht / 1 t ht 4+
an c=
[(4 + 22) " 1) cosh®¢ cosh? ¢
1 2sinht n 1 x N
= - CcC = — C,
4 \/4 + 4sinh? ¢ 4 /4 + x2
9.9 d 1 [In10 dt 1 In10
7:”——/ — = Ztanht| =0.2450.... ©
=0 (4—1—902)3 4 cosh?t 4 =0 5
~ dx . .
f(x):f(\/xQ—aQ) ‘m:acosht,t>0‘ E:asmht,dfb:asmhtdt
13.13
fira>0, z>a ‘t:Arcoshx/a‘ V1?2 — a? = asinht

(t >0) bzw. ‘ t = Arcosh z/2 ‘ Damit ist

z.B.: /\/ﬁ

d 3
d—f = 2sinht, dz = 2sinhtdt, \/(962—4)3 = <\/4cosh2t—4> = 8sinh®¢, somit:

/ / tht + 1 2cosht n 1 T n
__CO C= — ——— C= — c,
/ 3 4 sinhZ¢ 4 \/4cosh’t — 4 4 Va? -4

10.1 LE 1 In10 dt 1
/ — cotht

/ _ 3 4 t=In5 smh2 _4

13.E Integration mit Partialbruchzerlegung.

In 10
= 0.01578... . ©)

t=Inb X

P(xz) . P(x) .
Um das Integral /7 einer gebrochen—rationalen Funktion f(x) = —— (wobei P(z
Q) &7 @) = gy (obe )
und Q(x) Polynome sind) auswerten zu kdnnen, wird f(z) mit Hilfe der Partialbruchzerlegung
in eine Summe von "einfachen” Partialbriichen plus evtl. einer ganz-rationalen Funktion (einem

Polynom oder einer Konstanten) zerlegt:

1.Schritt : Ist der Grad des Zahlers P(z) groBer oder gleich dem Grad des Nenners Q(z), so wird

zunachst durch Polynom-Division ein ganz-rationaler Summand abgespaltet. Dann ist

P(z) P(z) . . ) .
flx) = = Py(x)+ mit einem Polynom FPy(x) und einer echt gebrochenrationalen
P
Funktion r(x) = C;((xx)) . (hierbei ist Py(x) konstant, falls P(z) und Q(x) gleichen Grad haben);

der Grad von P (x) ist damit also echt kleiner als der Grad von Q(z)!
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13.E Integration mit Partialbruchzerlegung. 13-11

2.Schritt: Der gegebene Nenner QQ(x) ist als Hauptnenner der zu ermittelnden "einfachen” Par-
tialbriiche” das Produkt der Nenner der einzelnen Partialbriiche. Um diese Nenner zu bekommen,
muss Q(x) in Linearfaktoren — evtl. auch Quadratfaktoren, wenn man im Reellen bleiben will —
zerlegt werden: hierzu bendtigt man in der Regel die Nullstellen von Q(x): jede reelle Nullstelle
x1 = a liefert den Linearfaktor (z — x1) = (z — a), jedes konjugiert—komplexe Paar nicht—reeller
Nullstellen x1 5 = a £ ib liefert den reellen Quadratfaktor (z — z1)(x — z2) = (z — a)? + b?; diese

Faktoren treten jeweils so oft auf, wie die Vielfachheit der zugehdrigen Nullstelle betragt.

3.Schritt: Mit der Linear— bzw. Quadratfaktorzerlegung des Nenners ()(z) kennt man zumindest
die Nenner der gesuchten Partialbriiche.

Py ()

Q(z)

halten, macht man fiir r(x) einen Partialbruchansatz, indem man r(z) formal als Sum-

Um die Partialbruchzerlegung der (echt gebrochen-rationalen) Funktion r(z) = zu er-

me von Partialbriichen der folgenden Art schreibt (mit zundchst noch unbestimmten Koeffizienten
A B,..., A, ...):

zugehoriger

Nullstelle(n) , , Linear— oder zugehoriger
Vielfachheit .
des Nenners Quadratfaktor Partialbruch
des Nenners
A
T =a einfach (x — a)
r—a
A+ B
reell zweifach (r —a)? At P
(z —a)?
A+ Bz + Cx?
dreifach (r —a)? i . ’
13.14 e
k—fach (z — a)k Aot Aot + Aaat”
(z —a)*
A+ B
T2 =0 + b je einfach (l' — Cl)2 + b2 (1‘—_(:#—?—‘()2
A+ B 2+ Da3
nicht reell | je zweifach | ((z — a)? + b%)° Bt Ca” + y ’
((x —a)? 4+ 0?)
b#0 :

A[) + All' + - AQmilem—l

je m—fach | ((z —a)?>+b%)™ (e =) + 1)

Beim Partialbruchansatz steht im Z3hler der einzelnen Partialbriiche jeweils das
allgemeinste Polynom, dessen Grad um 1 kleiner ist als der Grad des Nenners!
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13-12 13 INTEGRATIONSMETHODEN.

Es ergeben sich wesentlich bequemer zu integrierende Partialbriiche, wenn man
im Partialbruchansatz die oben angegebenen Partialbriiche weiter aufspaltet:

im Fall einer k—fachen reellen Nullstelle x; = a:

[allg.Ponnom vom Grad (k — 1)] _ Ay n A, 4 n Ay
13.15 (x —a)k S r—a (z-—a)? (x —a)k’
im Fall von zwei m~fachen, nicht-reellen Nullstellen z,9 =a £ 1b:
[ allg.Polynom vom Grad (2m — 1) ] A+ Bix P Ap + B
((x —a)? +b2)m (v —a)?+ b2 ((x —a)2+b?)m "’

jeweils wieder mit " geeignet” zu bestimmenden Koeffizienten A, , B, .

4.Schritt: Es gibt mehrere Moglichkeiten, die unbekannten Koeffizienten zu bestimmen: z.B.:

(1) Man bringt die Partialbriiche auf der rechten Seite auf einen Hauptnenner ; da dieser gleich
dem gegebenen Nenner QQ(z) ist, miissen beide Z3hler iibereinstimmen; sortiert man also den
rechts erhaltenen Zahler nach Potenzen von z, so ergeben sich durch Koeffizientenver-

gleich so viele Bestimmungsgleichungen, wie es unbekannte Koeffizienten gibt.

(2) Oder man setzt in die Gleichung fiir x so viele verschiedene konkrete Werte ein (nicht gerade
Nullstellen des Nenners!), wie es unbekannte Koeffizienten gibt: das liefert entsprechend viele
Bestimmungsgleichungen. (Die Nullstellen des Nenners kann man dann einsetzen, wenn man
vorher beide Seiten mit der maximalen Potenz des zugehdrigen Linear— bzw. Quadratfaktors

durchmultipliziert: in diesem Fall ergeben sich besonders einfache Bestimmungsgleichungen!)

Letzter Schritt: Zum Schluss sind noch die erhaltenen Partialbriiche zu integrieren. Die hierbei
auftretenden Grundintegrale sind in Abschnitt 12.G, Nr.25ff) aufgelistet.

N}
@ Beispiel zur Integration mit Partialbruchzerlegung:
X

: : 20° — 5zt + 2% + 222 + 63 — 3
Zu bestimmen sei das Integral: / dx
2 -zt — 2241

2 5 4 3 2 2 _
1.Schritt:  f(z) = i 53:5 +z4 + 23: +br =3 _ (Polynom—-Division)
-z —x‘+x
3zt + 2+ 422+ 42 -3

-t —r2 42

= 2+

2.Schritt: Linear— bzw. Quadratfaktorzerlegung des Nenners:

Qz) = x5—x4—x2+x:m4(m—1)—gg(x_1):(x_l)(xz;_x):
= a(z—1)(«* 1) = 2(z - 1)°@° + 2 +1)

Leider geht das nicht immer so einfach! In der Regel ist dieser Schritt der harteste Teil der Partialbruch-

zerlegung (die anderen Teile sind hochstens lastig langwierig — aber nicht schwer!).
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13.E Integration mit Partialbruchzerlegung. 13-13

Wenn es nicht gelingt, den Nenner Q(z) durch einfaches Ausklammern in Linear— oder Quadratfaktoren
zu zerlegen, muss man entweder mdglichst viele Nullstellen von Q(x) erraten oder diese mit Hilfe von
Naherungsverfahren ermitteln: jede bekannte Nullstelle zo wird in Form des Linearfaktors (z — ) sofort

"wegdividiert”, um den Grad von Q(x) zu verkleinern!

3.Schritt: Partialbruchansatz:
3zt + 3 4+422+42 -3 + A B+Cx D+ Ex
r(z) = 5 = 4 5+ =
z(r—1)2x24+z+1) z  (z—1) 2?+x+1
Az 122 +z+ 1)+ (B+Cr)z (2> +z+ 1)+ (D + Ez)z(z — 1)? dh
N z(x—1)2(22+2+1) T
31t bl 4+ dn? 44z -3 = A(r—1)2(2? 42+ 1)+ (B+Cx)z (x> + 7+ 1)+ (D+Ex)z(z —1)2 =

=(A+C+E)z*+(-A+B+C+D-2E)2*+(B+C -2D+E)z’+(-A+B+D)z+ A.

4.Schritt: Bestimmung der Koeffizienten:

Koeffizientenvergleich ergibt:

(1) A=-3 ( =-3
(2) -A+B+D=4 B=2
3) B+C—-2D+E=4 = =-1
(4) -A+B+C+D-2E=1 =-1
b) A+C+E=-3 J | E=
B C D+ E
Der etwas feinere Partialbruchansatz: r(z) = - + p— + @1 + = ++x —fl ergibt:
(2) —A-B+C+D=4 B=-1
3) C—-2D+E=4 = C=1
(4) -A+C+D-2E=1 D=-1
(5) A+ B+E=-3 ) | E=1
Damit hat man die Partialbruchzerlegungen:
22° — bz + 2% 4 22% 4 6z — 3 3. 2—x z—1
f(x): 5 4 P) = 2—_+ 2+ 5 =
o —xt—x?+x z  (zr—1) ¢ +x+1
_ o 3 1 n 1 n x—1
B r -1 (z-12% 224+z+1 "

Letzter Schritt: Jetzt kann integriert werden:

1 2
Mit: 22 +2+1= <$+ 5) +z bekommt man:

225 — 5zt + 23 + 222 + 62 — 3 3 1 1 z—1
dr = 22— dr =
/ P —xt—22+z E /( x x—1+(x—1)2+$2+x+1> v

:2/d$_3/6§c_m_/xcﬁbl+/(mixl)2+/( - dx—/#:

2
s+3) +3 z+1) 43
11 ) 2 + 1
_2x—3ln|x|—ln|x—1|—m+§ln(z +x+1)—\/§arctan 7 +c. C[;;
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13-14 13 INTEGRATIONSMETHODEN.

13.F Integration iiber Potenzreihenentwicklung.

Manche Integrale lassen sich nicht (oder nur sehr miihsam) elementar auswerten. Wenn sich der
Integrand in eine Potenzreihe entwickeln lasst, dann kann man durch gliedweises Integrieren
dieser Potenzreihe das Integral zumindest in Form einer Reihe erhalten.

Beispiele:
00 00 2n+1
et (=D" on) , _ (=" = _
(a) /e de = /(Z Y dx—c+Z: R B
n=0 n=0
n z? n z° z’
= c+x— —

(b) Der Integralsinus: (z > 0)

) __ ["sint B v (X (=1)F B X (—1)k £2k+1
S'(x).—/o ——dt = /0 27(2k+1)!t2k>dt_L0(2k+1)!.2k+1

T

t=0

(c) Die Integralexponentialfunktion: (z <0)

x t T 1 Ootnfl
Ei(m)::/ %dt :/ (;—FZ n,)dt:

n=1
2 3 4

= C+1 i
= Ofhplret ot sy trat

o0 tn T
| =
nft)+ ) — n!]

n=1 t=—00

"1
mit der Euler’schen Konstanten C = 0.5772156649... = lim (Z - — lnn) .
n— 00 n

cosxr singx

(d) Sei fl) =22
x x
Aus den Potenzreihenentwicklungen fiir cosz und sinz ergibt sich fiir alle  # 0:
1 w2zt 2 1 L 1
f@::;G‘E*I‘ai“>‘ﬁG‘§+a‘ﬁim -

I S D U B B O R N B O
- Tyt st e Ta)r T

damit ist f(z) mit f(0) = 0 auch an der Stelle z = 0 definiert und stetig und es folgt (auf R):

/(cosx_sinx)dm:/<_2x+éx3_gx5i_,_>dx:c()_m_2_|_w_4_x_6i...:

T x2 3! 5! 7! 3 5T
1 3 5 7 :
:C+E <x—%+%— %i > = Sl;l$ + ¢ (cp,c beliebig konstant) . @
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14-1

14 Komplexe Zahlen.

Stichpunkte: Algebraische, exponentielle und trigonometrische Darstellung komplexer
Zahlen, Real- und Imaginarteil, Argument und Betrag, Konjugiert—Komplexe, Rechenre-
geln, komplexer Einheitskreis, Fundamentalsatz der Algebra, komplexe Wurzeln, komplexer

natiirlicher Logarithmus, komplexe Potenzen.

14.A Algebraische und exponentielle Darstellung.

Fiir eine komplexe Zahl z = z +iy = re® =1 (cosp +isinyp)
mit z,y € R, r,p e R, r>0 () ist:
z=x+ 1y die algebraische Darstellung von z
z=re"¥ die exponentielle Darstellung von z
141 | 7 (cosp +ising) die trigonometrische Darstellung von z
Rez=x=rcosy der Realteil von z
Smz=y=rsingp der Imaginérteil von z (nicht iy !)
2| =r =/22 + y? der Betrag vonz (r=|z]>01)
arg (2) = ¢ das Argument (der Winkel) von z (s.u.)
r=x—iy=re ¥ die Konjugiert—-Komplexe von z
Sm .

. z=x+1iy=re¥

T

2

I?(Irnerllse 'tS— T
— 5 f@ +— = Re
!
|
Abbildung 14.1 .
Y =z —iy=re ¥

@ z.B.: Fiir z = 2¢"™/3 = 2(cosn/3 +isinw/3) = 1 +iV/3 ist: 2 = Rez = 1 der Realteil,
X

y = Sm z = /3 der Imaginirteil, r = |z| = \/22 + y2 = V/1 + 3 = 2 der Betrag, ¢ = arg (z) = 7/3

das Argument und z* =1 —i/3 =2e"""/3 die Konjugiert—-Komplexe . @
X
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14-2 14 KOMPLEXE ZAHLEN.

Der Zusammenhang zwischen der trigonometrischen und der exponentiellen Darstellung ist durch
die Euler’sche Formel gegeben: (siehe Nr.10.12)

e = cos p + isinp CoS p = (ew + e_w)

14.2

1
2
» . . I i
e =cosp—ising s1ng0:?(e‘p—e ‘p)
i

Das Argument (der Winkel) ¢ = arg (z) ist nur bis auf Summanden k- 27
14.3 mit k € Z eindeutig bestimmt.
Der Wert von ¢ mit —7 < ¢ < 7 ist der Hauptwert des Arguments.

Es ist {iblich — auch in unserem Kurs — fiir das Argument stets stillschweigend seinen Haupt-
wert zu nehmen, wenn nichts Gegenteiliges gesagt wird!

Aus der algebraischen Darstellung 2z = x + 1y mit z,y € R gewinnt man die
exponentielle Darstellung 2 = 7€ = r (cos ¢ + isin ¢) mit dem Hauptwert
14.4 des Arguments ¢ = arg (z) aus:

r
2|

oY
, Sinp = —

r = |z| = /2% + y? und den beiden Beziehungen: cos ¢ = =k
z

Zunichst liefert der Taschenrechner iiber p, = cos™ x/|z| einen Winkel o, € [0, 7]:

beide Winkel ¢ = +¢ erfiillen dann die erste Beziehung: cosp = x/|z

mit Hilfe der zweiten Beziehung: sin ¢ = y/|z| kann dann entschieden werden,

ob ¢ =4, oder p = —py.

@ zB.: z=—1—i:esist|z| =2, cosp=—1/V2, somit p = +371/4;

X
die zweite Beziehung: sinp = —1/v/2 zeigt, dass ¢ = arg (z) = —37/4 sein muss .
Damit ist: z = —1—i =+/2e 347, @

X

Achtung: In vielen Formelsammlungen wird fiir ¢ die Bestimmungsgleichung: tan¢ = y/z angegeben:
da Taschenrechner nur mit dem Hauptwert des arcus—Tangens arbeiten, liefert diese Gleichung nur dann
den richtigen Winkel ¢, wenn —7/2 < ¢ < /2!

Im letzten Beispiel ergabe sich aus der Beziehung: tany =1 der falsche Winkel ¢ = 7/4!
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14.B  FEinige Regeln. 14-3

Beachte:
Fir z=re" mitr >0 ist |z] =7 und ¢ ist das Argument;
14.5 fiir 2= —re" mitr >0 ist ebenfalls |z| = r und das Argument ist o + 7 !
z.B.:
i/ 1 +L, i/ = 15 i T/3 = l—i— ﬁi, /3| = 1; A2 k2 e Zs
V2 V2 2 2
e:l:iﬂ'/QZj:i, |€:|:Z7T/2|:|:l:z|zl, eﬂ:iﬂ':_l’ |€:|:7,71'|:|_1|:1
z=—3e271T/4 =32 . T .o i/t =302 . 34T = |y =3€?, arg(z) =3/4 7. @

14.B Einige Regeln.

In der komplexen Ebene (=GauB'sche Ebene) liegen:
14.6 z und z* spiegelsymmetrisch zur reellen Achse,
z und —z punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung.
Rez < |z| , Smz < |z i=v-1
(z £ w)* = 2" + w* 2= -1
* * 1
(z-w)* =z*-w* | <i> - Z - =—i
w w* {
14.7 | #-7 =12 bzw. 1/z = 2*/|z|* fiir 2 # 0 fiir beliebige » € R ist
|z +w| < |2] + |w| (Dreiecksungleichung) e | =1
|2 w| = |z] - [w] arg (z - w) = arg (z) + arg (w)
% = % arg <%> = arg (z) — arg (w)
Darstellungen des komplexen Einheitskreises:
K: |z]=1
14.8 ‘ :
K: z=gz+iy mit 22 +9y2=1
K: z=¢€% mit peR
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14-4 14 KOMPLEXE ZAHLEN.

Diese Regeln sind elementar nachzurechnen, etwas Miihe bereitet hochstens die
Dreiecksungleichung:

fiir beliebige reelle Zahlen z,y,u,v hat man zunachst:

0 < (zv —yu)? = 2202 — 2zyuv + y?u?, somit: 2zyuv < x20? + y>u?;

damit ergibt sich fiir beliebige komplexe Zahlen z =z + iy, w = u +iv:

lz4+w)? =(z+u)?+ (y+v)?=22+y>+u>+02+2(zu+yv) =

=22 +y? +u? + 02 +2y/(zu +yv)? =

=22 + ? + u® + v + 2y/22u2 + 2zuyv + y20? <

<@ + 2 +u? 4 0 + 24/22u? + 2202 + y2u? + y2o? =
_ (x2+y2) n (u2+vz) +2\/(g:2+y2)(u2+1)2) —
= [2* + Jwf* + 2[z||w| = (|2] + |w])® I

Der Nenner eines Bruches " wird reell”, wenn man den Bruch mit der Konjugiert-
14.9 K | des N ort Z Z-N* Z-N*
omplexen des Nenners erweitert: — = =
P N N-N* NP
3—i (3—i)(4+3i) 1545 3 1.
-B.: = = = — — )
= P 13 4—30@+3) 25 55" @
Beachte:

¢y = |z]et (P0)
Werden zwei komplexe Zahlen

z = |z]e" und w = |w|e™

multipliziert, so e 2= |2]e
multiplizieren sich ihre |2||w]e! (*T¥) = zw 5 .
Betrige: |zw| = |z||w| .
und ihre Argumente addieren

sich: arg(zw) = ¢ + 1.

Insbesondere bewirkt die _ :
Multiplikatiop einer komplexen 0 |Q;)| 1 |zlw| |;| > e
Zahl z mit e eine

Drehung von 2 um den

Winkel o) ! Abbildung 14.2: Produkt komplexer Zahlen
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14.C Komplexe Wurzeln.

14.C Komplexe Wurzeln.

14.10

14.11

14-5

Fundamentalsatz der Algebra:

Jedes Polynom P(z) = 2" +a, 12" ' + -+ -+ a1x +ap vom Grad n
besitzt eine eindeutige Linearfaktorzerlegung:

P(z) = (z —x1)(z —x2) -+ - (x — 1) .

Die Zahlen z;, x5, ..., x, € € sind die Nullstellen von P(z).

Tritt einer der Faktoren z; mehrfach (k—fach) auf, so ist z; eine mehrfache
(bzw. k—fache ) Nullstelle von P(x); diesem Fall Idsst sich mit Hilfe

der Polynomdivision von P(z) der Faktor (z — z;)¥ abspalten.

Hat das Polynom P(x) nur reelle Koeffizienten ay, so treten alle nicht-reellen
Nullstellen z; als konjugiert—komplexe Paare auf; in diesem Fall ldsst sich
von P(z) der reelle Quadratfaktor (z —z;)(x — x}) abspalten. Ein Polynom
P(x) ungeraden Grades mit nur reellen Koeffizienten hat demnach mindestens

eine reelle Nullstelle.

P(z) = 2* + 4 : irgendwoher sei bekannt, dass z:; = 1 +4 eine Nullstelle von P(z) ist.

Dann ist auch z9 = 1 — 4 eine Nullstelle und man kann (iiber Polynomdivision) von P(z) den reellen
Quadratfaktor:

(z—m)(x—22) =(x—1—d)(x—1+i) = (x—1)2+1=2%—22+2 abspalten:

(z* +4) -

(2?2 =22 +2) = 22420+ 2.

Damit ergeben sich zwei weitere Nullstellen: 234 = —1£+/1 -2 = —1+¢ und man bekommt

fir P(z) die folgende reelle Quadratfaktorzerlegung und nicht-reelle Linearfaktorzerlegung:

Plz)=2*+4 = (22 -20+2)(2®>+22+2) =

= (s-0+9) (2-1-9) (s (-140) (2= (-1-9)) .

(s.auch unten das Beispiel: v/—4 .)
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Jede komplexe Zahl z = |z] ¢ (z #0) hat genau n verschiedene

n—-te Wurzeln :

wy, = |z|M gt emrkIm (=0, n—1).

14.12 Ist o = arg (2) der Hauptwert des Arguments von z, so ist

wy = |z|Y™ - €'?/" | der Hauptwert der n—ten Wurzel aus = .

Die n—ten Wurzeln aus 1 sind die n n—ten Einheitswurzeln:

e = e (L=0,...,n—1)

z =re'¥

Abbildung 14.3
die 5 fiinften Wurzeln aus z:

_ iom/s £
wy = wy e
2 1 $

Die n n—ten Wurzeln aus z liegen auf einem Kreis um 0 vom Radius |2|'/™ und

14.13 bilden die Eckpunkte eines regelmaBigen n—Ecks mit Innenwinkel 27 /n .

Man erhalt daher mit jeder n—ten Wurzel wy, die nachste durch "Weiterdrehen” um den Winkel 27 /n, d.h.
durch Multiplikation mit dem Faktor e’ 2m/n .

14.14 W1 = W - el 2m/n
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14.D Komplexer Logarithmus und komplexe Potenzen. (*) 14-7

z.B.: v/—4: (s.auch oben: die Nullstellen von P(z) = z* +4)

z=—4 =4-¢"™ hat die vier vierten Wurzeln:

wy = 474 '™/ = \/2 (cos /4 +isinm/4) = 1 +1i (Hauptwert),

wy = wg - €72 = 2T/ = /234 T = /2 (cos3/4 T +isin3/4T) = —1 41,

wy = wy - €72 = \/2eB/ATHT/2)i = (/35T = /2 (cos5/4 T +isinb/4w) = —1—1,
)

Wy = we - /2 = \f2eB/ATHT/2)i — (/9 T/A T — \/5((:057/47( +isin7/4m)=1—1. C;)

14.D Komplexer Logarithmus und komplexe Potenzen. (*)

Der komplexe natiirliche Logarithmus Ln z stimmt auf R* (fiirargz =0)
mit dem reellen natiirlichen Logarithmus In x {iberein und geniigt dariiberhinaus den

iiblichen Rechenregeln fiir Logarithmen:

1415 1 e — |z]eist In 2 =Ln (|z]€*) =In|z| + Lne® = In|z| +ip:

fiir z = |z €' ist Ln z = In | 2| + ip

Da ¢ = arg(z) unendlich vieldeutig ist, ist auch Ln z unendlich vieldeutig; ist ¢y
14.16 | der Hauptwert des Arguments, so ist Ln z = In |z| + ipy der Hauptwert

des komplexen Logarithmus’.

z.B.: Ln(—1) = Lne'™ = ir (Hauptwert), Lni = Lne'™? = i7/2 (Hauptwert) . @
X

X
Komplexe Potenzen werden wie im Reellen mit der e-Funktion definiert:
14.17 ||| Fiir 2 = |2] € ist 2% = evInz = gwlnlel+io) |-
der Hauptwert von z* ergibt sich mit dem Hauptwert von ¢ = arg (z).
N z.B.: i = etI0i — oin/2 — oom/2 — 0.907879576... (Hauptwert). @
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15 Schwingungen. Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Stichpunkte: Reelle und komplexe Darstellungen harmonischer Schwingungen.

Trennung der Variablen fiir Differentialgleichungen 1. Ordnung; die allgemeine Losung

~1
(D — a(x)) (0) einer homog. linearen Dgl. 1. Ordnung; die allgemeine Lésung inhomo-

gener lin. Dgin. 1. Ordnung.

15.A Harmonische Schwingungen.

15.1 f(t) = A-cos(wt—p)

— C+ 62wt +c 672wt

= a-coswt+b-sinwt (Mt

Darstellung reeller einfacher harmonischer Schwingungen :
(mit der Periode T > 0, der Kreisfrequenz w = 27/T und der Amplitude A).

a=A-cosp=cy+c_=2Recy
b=A-sinp=i(cy —c_)=—-28mecy
cosp = %, singo:%

A% = a2 + b2 =A4cy|? = 4c_|?
cy =+ (a —ib) zge_w

2
c,:c’i:%(a—{—ib):%ew

f(t) = 4cos(3t—m7/4)
= 2v/2 cos3t + 2v/2 sin 3t
V2 (1 —d)ed + 2 (1 +i)e3t
mit:
w=3,T=2r/3, A=4
a=4cos 7/4 =22, b=4sin 7/4 =22

cosgo:simp:T?,(p:%

cy =V2(1—i), c. =v2(1+1)

©)

X
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15-2 15 SCHWINGUNGEN. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG.

Das ergibt sich mit Hilfe des Additions—Theorems fiir den Cosinus (Nr.6.5) und der Euler’schen
Formel (Nr.14.2) als einfache Recheniibung, z.B.:

f(t) =|Acos(wt—) | = A(coswt-cosyp+sinwt-sinp) =

= Acosp-coswt + Asiny-sinwt =| acoswt + bsinwt | =
——— N——’

=:a =:b
. ) b /. . 1 ; 1 ;
— % (ezwt 4 efzwt) 4 2_Z (6zwt _ efzwt) — 5(0, _ ’Lb) ezwt 4 5(0, 4 ’Lb) efzwt —
=:ic4 =:ic_
_ C+eiwt —{—C,e_Mt I

Die Funktion f(t) = c;e™ 4+ cye ™" (mite;, c; €, w € R)

ist genau dann reell Vi € R, wenn | co = ¢} |; in diesem Fall ist

f(t) =a-coswt+b-sinwt mit reellen { G=aTa €1

15.2 =i(c;—cf)=—-28me .
Umgekehrt ist die reelle Funktion
f(t) =a-coswt+b-sinwt mit a,beR
eindeutig darstellbar in der Form
ft)=c-e“ +c* e ™ mit c=3(a—1ib) €C.
Nocheinmal:

Fir i =azxiw (a, 3 € R) stimmt die Gesamtheit aller Funktionen der Form

f(t) =0 6)\1t + ¢y 6)\2t — 6at (Cl 6iwt + ¢y efiwt) (01’ cy € (-[)

15.3 | tiberein mit der Funktionenschar:

f(t) =e* (acoswt + bsinwt) | mit a,beC.

Diese Funktionen sind genau dann reell (¥t € R), wenn ¢, co € @ mit ¢y = ¢}
bzw. mit a,b € R.
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15.B Trennung der Variablen bei Dgln. 1. Ordnung.

In der Regel gibt es verschiedene, unterschiedlich einfach oder schwer zu handhabende Methoden, eine Dgl.
zu losen, und man muss im Einzelfall entscheiden, welche von ihnen gerade die giinstigste ist. Bei Dgln.
1. Ordnung ist die Methode der Trennung der Variablen — sofern sie anwendbar ist — fast immer

die bequemste Methode:

Die Funktion f sei von der Form: f(z,y) = g(z) - h(y) mit h # 0. Um die Dgl.
(*)| v = f(z,y)

zu I6sen, fasst man den (symbolischen) Differentialquotienten

d
g als echten Bruch auf:
dx

y =
dy C . . .
e g(x)-h(y) |, und trennt in dieser Gleichung die Variablen:
T
dy S . .
) = g(z)dz |: hier sind (formal) die Variablen getrennt.
Y

15.4 Wenn man beide Seiten (unabhingig voneinander!) integriert:

d_y) :/g(:v)dx

und die beiden Integrationskonstanten zu einer Konstanten ¢ auf der rechten Seite

zusammenfasst, ergibt sich eine Gleichung der Form:

(**)| H(y)

ist. Diese Gleichung wird nach Mdglichkeit nach y = y(xz) — notfalls auch nach

, durch die die Lésung y der Dgl. (*) implizit gegeben

G(z)+c

x = z(y) — aufgeldst.

Diese Methode hat einen einfachen mathematischen Hintergrund:

Sei G(x) eine Stammfunktion zu g(x) und H(y) eine Stammfunktion zu also

[ 9@

Dann gilt (aufgrund der Kettenregel) fiir die Lésungen y(z) der Dgl. (*)

L
h(y)

(x)+ const. und /h = H(y)+ const..

dH (y(z) * T
C(lz ) — dl;l[;y) . ;l_i = @ -y ®) @ g(z) - h(y) = g(z) = dG{i ) , folglich:
% <H (v(@)) - G@)) 0, dh. H(y) — G(z) = ¢ (konstant), bzw.:

(**)

H(y)

G(z) +c |
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15-4 15 SCHWINGUNGEN. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG.

z.B.: Wir wollen das Anfangswertproblem:

M || vy (r+2)+1=0, y(—1) = —2 || durch Trennung der Variablen l6sen:

dy dx
ydx(l”r) = ydy $+2¢/yy

Yy’ =2z +2| +c=—In(z+2)*+¢ =

dz
T+ 2

y(z) = +1/c—In(z + 2)2, c bel. konst. |: das ist zunichst die allgemeine Losung .

Die Bedingung: y(—1) = —2 ist eine Bedingung an die Konstante c:
—2 < y(—=1) =+Vve—1Inl = +y/c = ¢ =4 und die Wurzel hat das negative Vorzeichen.

Wir erhalten die gesuchte Losung von (*):

y(x) = —1/4 — In(z 4 2)?

Hier ist es angebracht, zu iiberlegen, wo diese Losung definiert ist: es muss z # —2 sein und:
4 —In(z +2)2 >0, also In(z +2)2 < 4 bzw. |z + 2| < e%. Damit hat die gesuchte Lésung den

Definitionsbereich: | Dy = [-2 — e? , =2+ 62] \{—2}

Abbildung 15.2 y = —\/4 —In(z + 2)?, y(-1) = -2 @
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15.C Homogene lineare Dgl. 1. Ordnung.

Die homogene lineare Dgl. 1. Ordnung:

Y —a(z)y=0 bzw., mit D = 4 .

(D — a(:v)) =0

(*)o

15.5
ist, wenn a(x) integrierbar ist, stets durch Trennung der Variablen zu
I6sen (s.o0. Abschnitt 15.C); die allgemeine Losung dieser Dgl. ist:
yo(z) = (D - a(x))i1 {0} =c-exp (/a(:v) dx) (¢ bel. konstant)
d d
Denn: ¢ —a(z)y =0 < d_y =a(x)y & y=o0 oder & =a(zr)dr &
z Y

d
y = o oder /zy:/a(x)dx,d.h.yzo oder ln|y|:/a(:v)dx+co,d.h.

y = o oder |y| =exp (/a(x)d:v+co> ,d.h.y=c-exp (/a(az)d:v) : |
z.B.: 1. | ¢y +ysinz =0 |:
&y _ —ysinz & &y _ —sinzdr & /@ = —/sinazdaz < Inly| =cosz + ¢y &
dz Yy Y
|y| = eO5FHC0 = 8T (¢ beliebig konst.) < | yo(7) = ce®? | (¢ beliebig konst.) @
i

Wenn der Koeffizient a konstant ist, kann man in der oben angegebenen Losung das Integral

/a(:v) dx auch einfach ausrechnen: /ada: =azx + ¢y und erhilt damit:

Die homogene lineare Dgl. 1. Ordnung:

y —ay =0

o (D—a)y=0

bzw.
2w } mit konstantem Koeffizient «

15.6
hat die allgemeine Lésung:

Yo(z) = (D —a) {0} = ce™ | (c beliebig konstant) .

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 15



15-6 15 SCHWINGUNGEN. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG.

@ z.B.: 2. |y +Ty=0 |

d d d

Yo gy Yo 74z, dh. /—y :—/7dx s hly=-Te+c <

dz Y Y

ly| = e 770 = ¢ T o | yo(z) =ce ™ | (c beliebig konstant). C;D

Spatestens nach der dritten oder vierten gelosten Dgl. dieser Art werden Sie nicht mehr lange rechnen
miissen, sondern die Lésung sofort hinschreiben kdnnen:

Wenn a konstant ist, hat man:

15.7

Y —ay=0 & y=ce*™ (c beliebig konstant) |, m.a.W.:

! (D —a)™'{0} = ce™ (c beliebig konstant)

z.B.: Die homogene lineare Dgl. y' — 13y =0 hat die Lésungen

yo(z) = (D —13)"1{0} = ce™ (c bel. konstant). )

15.D Inhomogene lineare Dgl. 1. Ordnung.

Wenn die Funktionen a(z) und f(x) integrierbar sind, kann die inhomo-
gene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung:

15.8 (*) y' —a(r)y = f(z) bzw., mit D = % .

(D~ a(@))y = £(a)

stets durch Variation der Konstanten gelost werden:

Bei der Methode der Variation der Konstanten, die in Lektion 39 noch ausfiihrlich

behandelt wird, geht man von der allgemeinen Losung

15.9 yo(z) = c-exp (/a(x) dm) der zugehorigen homogenen Dgl. aus

(s.o. die Losungsformel in Nr. 15.5 ) und variert hier die Konstante ¢, d.h. man ersetzt sie

durch eine geeignet zu bestimmende Funktion ¢(x) : das fiihrt auf den Lésungsansatz

fiir die inhomogene Dgl.:
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15.10 || y(z) = c(z) - exp </ a(z) d$> , (c(r) “geeignet”)

Man nennt diesen Ansatz einen Variationsansatz oder Variation der Konstanten .

Um ¢(z) zu bestimmen, muss man (15.10) in die Dgl. (*) einsetzen:

mit 3y’ = (x) exp (/a(x) dm) + c(z) a(z) exp (/a(x) dm) ergibt sich:
f(z) < Yy —a(z)y = (x)exp </ a(z) dx) , somit:
f(x)exp (—/a(m) dx) , also:

c(r) = /f(gs) exp <—/a(3:) dx) dr + ¢ (c beliebig konstant) .

L
—~
S
~—
I

Aufgrund des Ansatzes (15.10) ergibt sich:

Die allgemeine Lésung der inhomogenen lin. Dgl. (*) ist:

15.11 y(x) = (c+/f(x)-exp (—/a(az) dx) dx) - exp (/a(x) dx)

(¢ beliebig konstant) .

Haufig ist die Dgl. (*) nicht allgemein zu ISsen, sondern es sind nur solche Ldsungen gefragt,die
einer gegebenen Anfangsbedingung y(xy) = y, geniigen: das ist dann eine Bedingung an die

Konstante ¢:

Wenn man in Nr.15.11 die unbestimmten Integrale /h(z) dz in der gleichwertigen Form /h(f) d¢
o

T 13 T
schreibt: y(z) = c+/f(f) - eXp —/a(T) dr | d¢ | - exp (/a(f) df) , ergibt sich:

Zo o

Yo L y(zo) = (c—l—/--- df) - exp (/ df) = ¢ und wir erhalten:

Zo Zo

Das inhomogene lineare Anfangswertproblem 1. Ordnung:

v —a(x)y= f(x), y(xo) =yo | hat die Losung:

15.12 .
y@) = | o+ [ 7€) exp | = [a(r)dr | d -exp( / a(&)dﬁ) .

o o
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In der Praxis wird man die angegebenen Losungsformeln Nr.15.11 und 15.12 nur in Ausnahmefallen

verwenden. Meistens bewahrt sich als Losungsweg:

e Mit einem Variationsansatz (15.10) in der oben vorgefiihrten Weise die Losungs-
gesamtheit (15.11) bestimmen und

e danach (falls gewiinscht) “Anpassung”’ der Konstanten ¢ an eine gegebene An-
fangsbedingung.

Zum Beispiel:

1. |y +ysinz = cos’z —cosz — 1

ST ¢ bel. konstant

Die zugehodrige homogene Dgl. 4/ +ysinz = 0 hat die allgemeine Lésung yo(z) = ce
(s.das Beispiel 1. zu Nr.15.5) . Diese Losung fiihrt auf den Variationsansatz fiir die gegebene inhomo-

gene Dgl.:

(+) | y(z) =c(z) e, (c(x) “geeignet”) |:

Mit o' (z) = /(z) €% — ¢(z) sinz e“S? ergibt sich:

! .
cos’xz —cosx —1 = gy +ysing =

= (c'(w) —¢(z) sin x) e“ST 4 ging - ¢(x) €8T = (x) - 5%

= d(x) = (cos?’z—cosz —1)e % = —(cosz +sin’z) e 57 =
/
= — (cos:p - e ST 4 ging (sine - e_“’”)) = — (sin:p . e_“’”)
= c¢(xr) = —sinz-e “S% +¢ (c konst.); das ergibt die allgemeine Lésung:
ylz) = (c—sinx-e*m”) e 1 d.h.:
y(xz) = ce®® —sinz (¢ bel. konstant)
hier ist yo(z) = ce®®* die allgemeine Lésung der homogenen Dgl. 4 +y sinz =0 und ys(z) = —sinz

ist eine Partikularlosung der gegebenen inhomogenen Dgl..

Ist das Anfangswertproblem :

2

1. |y +ysing =cos®x —cosz — 1, y(r/2) =0 | zu lésen,

kann man die Konstante ¢ so bestimmen, dass die Anfangsbedingung erfiillt ist:

0= y(m/2) = c-e™2 —sinm/2 =c¢—1, d.h. ¢ = 1; das liefert die Losung:
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2
2. y'—i—;yzsinx, y(m) =2

Die allgemeine Lésung yo(x) der zugehorigen homogenen lin. Dgl. 4/ + =y = 0 bekommen wir entweder
x
mit der in Nr.15.5 angegebenen Losungsformel oder wir rechnen sie schnell aus — das geht meistens

bequemer und schneller als nachzuschlagen: Trennung der Variablen liefert:
d 2 d d d d
Yoty —y:—Z—x,d.h./—y:—Q/—I,d.h.

Y x

dx T Y T

Inly| = —2In|z| + ¢y = Inz 2 4+¢y = ly| = e cp2 (co bel. konst.), d.h.

yo(z) = % (c bel. konstant) |. Diese Losung fithrt uns auf den Variationsansatz:
x

1
(+) | y(z) =c(z) - —, (c(x) “geeignet”) |. Wenn man diese Funktion y(z) und ihre
z
. I I ]- ]- . . . . . .
Ableitung y'(z) = ¢'(z) - — — 2¢(z) - — in die (inhomogene!) Dgl. einsetzt, ergibt sich:
x x
2 1 1 2 1
sing = y+-y=C(@) 5 —2¢cx) 5 +=-clz) 5 =d(z) =, also:
x x x x x x
d(r) = 2% sinz . Partielle Integration ergibt:
c(x) :/ z? sinz dx = —g? cosx—{—Z/ zcosxdr =
u v u v
u' =2x,v=—cosz v =1,v=-sinx

= —z2 cosz +2 (:z sinx—/sinxdaz) = —2% cosz + 2z sinz 4 cosz + ¢,

wobei ¢ jetzt eine beliebige Konstante ist. Mit (4) erhalten wir die allgemeine L6sung der gegebenen
inhomogenen lin. Dgl.:

1

y(zr) = % —cosz + — sinz + — cosz (c beliebig konstant)
x x x

Jetzt muss noch die Konstante ¢ der gegebenen Anfangsbedingung y(m) = 2 angepasst werden:

! c 2 1 c—1

2 = y(w):——cosw—i-;sinw%—pcosw =3

5 +1 = c=1+n%
s

Das Anfangswertproblem 2. hat damit die Lésung;:

1+ 72 2 . 1
= 5 —cosx+—251nm+—2cosx
T T

y(z)

x

Dieselbe Losung muss sich natiirlich auch mit der Losungsformel aus Nr. 15.12 ergeben — allerdings ist die

Anwendung dieser Formel keineswegs bequemer als die Rechnung von eben:
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2
Mit f(z) =sinz, a(x) = S T0=T, Yo = 2 bekommt man aus Nr. 15.12 die Losung:

= oo fanron(of )0 (1]

™

(wir haben hier — aus mathematischer Sicht zwar nicht ganz korrekt, aber von den Praktikern iiberwie-
gend so gehandhabt — die Integrationsvariablen trotz der oberen Grenze z durchweg ebenfalls mit z

bezeichnet) .

Mit den Teilintegralen:

T d
2/ & 21n|z|
2 -1 2
T dx x z? dz s
exXp 2/ ? = exp lnﬁ = —2 exXp / ? = = P folgt

x 1'2 7'{'2 71_2 1
ylz) = 2+/sinx-—2dx — == _2/ sinz de =2
e €T J
T

™
272

T T 2

T

=Inz? —lnm? =ln—=,

_ 2
= lnzx 3

= 4+ = |—z%cosz + 2zsinz +cosa: =
2 2
272 2 1 > 1
= —2—cosx+—s1nx+—c0sm——2+—2:
T T 2 T T
241 2 . 1
= 3 —cosa:+—s1na:+—2cosx.
T T T >

Rechenaufwand und Ergebnis vereinfachen sich wieder, wenn a(x) konstant ist. Statt die fertige Losungs-
formel Nr.15.11 zu verwenden, wollen wir die inhomogene lineare Dgl. fir diesen Fall als Recheniibung
nocheinmal 16sen. Sei also a(z) = a konstant. Da die homogene lin.Dgl. ' — ay = 0 die allgemeine
Losung yo(z) = ce® (c bel. konst.) hat (s.o. Nr.15.6 ), empfiehlt sich

fiir die inhomogene lineare Dgl. | 4’ — ay = f(x) | der Variationsansatz:

(+) | y(z) =c(z)e™ (c(x) “geeignet”) |. Einsetzen dieser Funktion y(x) und ihrer Ableitung

y'(z) = (z) e + ac(z) e® in die Dgl. ergibt eine Bestimmungsgleichung fiir ¢/(z) :
f(z) =4 —ay = ()™ +ac(z)e™ —ac(x)e™ = (z) e d.h.:d(z) = f(x)e *, somit:

:/f(:z) e “dr +c¢ und y(x ( /f ‘”da:) e’ (¢ bel. konst.) :
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Die inhomogene lineare Dgl. 1. Ordnung:

(+) y' —ay = f(x)
(D —a)y= f(x)

15.14 hat die allgemeine L6sung:

bzw.
2 } mit konstantem Koeffizient a

y(@) = (D =) (@)} = (e [ f@) e da) e

(¢ beliebig konstant)

Wenn noch der Anfangswert y(xg) = yo zu beriicksichtigen ist, erhalt man mit

/ adé =a-(x—x9) und ffo adr =a- (£ —xy) gemaB Nr.15.12 die Losung:

0

y(z) = (3/0 +/f(5) e~ (E=m0) d£) e (@mm0) = (yo e %0 4 /f(E) e di) s

Das inhomogene lineare Anfangswertproblem 1. Ordnung:

M v —ay = f(z), y(xo) =vyo | mit konstantem Koeffizient «

15.15 hat die Losung:

y(r) = (yo e 0+ / fle e dé) e

@ Zum Beispiel: 3. | ' + 3y = 2zsinh3z, y(0) =1
S

Die homogene lin. Dgl. 4’43y = 0 hat die allgemeine Losung yo(z) = ce™3%, c bel. konstant (s. Nr. 15.7);

diese fihrt auf den Variationsansatz (fir die inhomogene Dgl.):

(4+) | y(z) = c(z) e™®, c(z) “geeignet”

T

Einsetzen der Funktion y(x) und ihrer Ableitung y'(z) = ¢/(z) e 3% — 3¢(z) e 37 in die Dgl. ergibt:
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27 sinh 3z = x (e3¢ — e737) =y 43y = d(z)e 3%, d.h.

d(x) =z (e3% — e73%) 3% = 15 — 1 ; es folgt:

2
c(x) :/ xeﬁfdx :—%—F%xeﬁx—%/emdw:
u v
W=1,v=;e
:—%xQ—i—%xer—%eﬁx—{—c (c konst.), somit:
y(z) =cx)e = —le 673I+1xe3x—i63$+ce*3x.
2 6 36

Die allgemeine Lésung von Dgl. 3. ist also:

1
y(z) = (D 4 3)"'{2z sinh 3z} = (c -3 $2> e3% 4 <— T — —> e | ¢ beliebig konstant |.

1 37
Aus der Anfangsbedingung folgt noch: 1 £ y(0) =c— 36 also ¢ = 36

Damit hat das Anfangswertproblem 3. die Lésung:

_ 1 2 —3x 1 3z
y(m)—%(37—18x)e —{—%(Gm—l)e

4. Beispiel:

Ein Stromkreis, in dem ein Strom von J = J(t)

[Ampere] flieBt, bestehe aus einer Spannung von

E [Volt], einem Widerstand von R [Ohm] und

einer Spule von L [Henry]. Dann entsteht am Wi- J R

derstand eine Spannung von Er = —RJ [Volt] und
die durch die Selbstinduktion entstehende Spannung

d
ist B, = _Ld_i . Nach den Kirchhoff’schen Gesetzen

dJ
ist E+EL+ER:0,d.h.L£+RJ:E bzw. L
dJ R E
—+=J=—=|
at L L Abbildung 15.3 Stromkreis
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. . . w .
Wenn zur Zeit t = 0 eine Wechselspannung von E = Ejsinwt [Volt] der Frequenz v = o angelegt wird,
s

erhalten wir die Anfangswertaufgabe:

R

E
(*) J'—l—fJ:fOsinwt, J(0) =0

Wir wollen die Losungsformel aus Nr.15.15 anwenden.

(Beachte, dass in (*) die unabhangige Variable ¢ — und nicht  — heiBt und dass die zu bestimmende
Funktion J = J(t) ist — und nicht y = y(z)!)

E
Mit a = —%, Flt) = fosinwt, to=0, Jo=J(0) =0 ergibt sich:

7Et E() ¢ . Et . .
J(t)=e 1" T sinwt - eZ" dt. Wir berechnen zunichst das Integral:
0

bt WL gt

t L
I = / sinwt-e%tdt :—sinwt-e%t - — coswt-e%tdt =
0 R 0 0

u v’ U v

!

L e u = —wsinwt v—£e%t
R - "R
t t
wlL ) R
+ — sinwt -eZldt | =
o R Jo

2 272
_ . By wlL Ry .\ wlkL
= —sinwt-el — (coswt el 1) 5

B I =
w22 wl? L . wlL?
1+ — |1 =— + —smwt—ﬁcoswt e

=~

t
= = B . doh.

_ wL? n L
_R2+w2L2 R2 4+ w2]2

E
(Rsinwt — wL cos wt) eIt Wegen J(t) = e Tt 20T folgt:

I
L

wLEO _Ry EO

0= ror " Y T

(R -sinwt — wl - cos wt)

LE
Da der Term Ju(t) = et NP A

1 2L exponentiell abklingt und sehr rasch nicht mehr messbar
w

ist, stellt sich nach kurzer Zeit als stationire Losung die reine harmonische Schwingung Js(t) =

Ey
R2 +w?[2
Ey
VRZ + w212

(R-sinwt —wL-coswt) ein; diese hat dieselbe Frequenz wie £ und hat die Amplitude

(s.Nr.15.1).
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16 Allgemeine lineare Differentialgleichungen.

Stichpunkte: Art und Anzahl der Losungen. Homogene lin. Dgln. mit konstanten Ko-
effizienten: Exponentialansatz und charakteristisches Polynom, allgemeine und allgemeine
reelle Losung. Operatorschreibweise. Inhomogene lin. Dgln. mit konstanten Koeffizienten:

Storgliedansatz/Resonanzfall.

16.A Bezeichnungen und Schreibweisen.

Die allgemeine inhomogene lineare Differentialgleichung
(inh. lin. Dgl.) der Ordnung n hat die Form:

() | y™ 4 anoy™ ™V + - +ay +agy = f(2) |

16.1 hier sind ag, ..., a,_1 die Koeffizienten (i.a. stetige Funktionen a; = a;(x))
' und f(x) ist der inhomogene Term oder die Stérfunktion .
Die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung

(hom. lin. Dgl.) ist:

n: | ™+ iy + -+ ay +agy =0

d
Bei Verwendung des Operators D = T haben diese DglIn. die Form:
x

16.2 (¥): | D"y +an_ D" 'y+ -+ +a;Dy +agy = f(z) | und

()p: | D"y + a1 D" 'y + - +a; Dy +agy =0

Mit dem charakteristischen Polynom dieser Differentialgleichungen:

PaA) = A" Fap A" a A Fag

und dem zugehorigen Differentialoperator:

Ln :pn(D) = Dn—i_anlenil_'_ +a1D+a0

16.3

schreiben sich diese Differentialgleichungen kurz:

(*):| Lyy :==pu(D)y = f(z) | und

($)p:| Luy :=pu(D)y =0

(Der Index n bei p,(A), pn(D) und L, soll daran erinnern, dass es sich um ein Polynom vom Grad n
bzw. um einen Differentialoperator der Ordnung n handelt: dieser Index wird meistens weggelassen. Zum

charakteristischen Polynom siehe Abschnitt 16.C.)
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(i +u2) = i+
Mit D : y +— 9 ist auch "= !
16.4 ey) = ey
L,: y+~ p,(D)y ein linearer Operator: Lo(y1+v2) = Layi + Lays
Lo(cy) = cLuy
Es folgt:

(i) Ist ys(x) irgendeine Partikularlésung der inhomogenen lin. Dgl. L,y = f(z), so ist fiir jede Losung
yo(x) der zugehdrigen homogenen Dgl. L,y = 0 stets auch y(z) := yo(x) + ys(z)

eine Losung der inhomogenen Dgl., denn aufgrund der Linearitat von L,, ist:

Lyy = Ln(yo + Ys) = Luyo + Lnys =0+ f(z) = f(z).

(ii) Andererseits: ist neben ys(z) noch y(x) irgendeine Losung der inhomogenen lin.Dgl. L,y = f(x),
so 16st yo(z) := y(z) — ys(x) die zugehdrige homogene Dgl.:

Lnyo = Ln(y — ys) = Lny — Lnys = f(z) — f(z) = 0.

Demzufolge hat jede Losung y(x) der inhomogenen Dgl. L,y = f(z) die Form: y(z) = yo(x) + ys(z) .

Damit haben wir die entsprechend fiir alle linearen Gleichungen giiltige Aus-
sage (s. Lektion31):

Die allgemeine Lésung y(x) der inh. lin.Dgl. (%) ist die Summe aus allge-
meiner Lésung yo(z) der zugehdrigen hom. lin. Dgl. (), und einer Parti-

kulirlésung ys(x) der inh. lin. Dgl. (x):

16.5 allg. Losung der allg. Losung der Partikulédrlésung
inh. lin. Dgl. der inh. lin. Dgl.

(%) | Lny = f() (*)n (%) | Lny = f(2)

hom. lin. Dgl.

y(z) = Yo () + ys ()

Jedes linear unabhingige System {yi(z), ..., yx(x)} von Losungen y,(z) der
homogenen lin. Dgl. (), ist ein Fundamentalsystem fiir diese
Dgl., und man nennt die einzelnen Funktionen eines Fundamentalsystems auch
Fundamentallosungen der Dgl. (x) oder (), ; ein System

16.6 {y1(z), ..., yo(z)} aus n Fundamentalldsungen ist ein vollstindiges Funda-
mentalsystem : hiermit ist dann

yo(z) = cryp(x) + -~ epyn(z)  (c1, ..., ¢, beliebig konstant)

die allgemeine Lésung der homogenen lin. Dgl. ()}, .
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16.B  Uber die Existenz und Anzahl von Lésungen.

Wir haben eben festgestellt:

16.7

Dass die allgemeine Losung jeweils n unabhangig voneinander wahlbare Konstanten c;, ...

Ist {41, ..., yn} ein vollstindiges Fundamentalsystem fiir die Dgl.
L,y =0, d.h.sind y;, ..., y, n linear unabhangige Losungen dieser Dgl.,

und ist y; irgendeine Lsung der inhomogenen lin.Dgl. L,y = f(z) (also
eine Partikuldrlésung dieser Dgl.), so ist

die allgemeine L6sung
Yo(r) = c1y1 (@) 4+ - -+ + catn(2)

o der homogenen
(¢1, ..., ¢, beliebig konstant)

lin.Dgl. L,y =0 und

die allgemeine L6sung
y(x) = ys(z) + iy () + -+ + coyn(w)

o der inhomogenen
(¢1, ..., ¢, beliebig konstant)

lin.Dgl. L,y = f(x).

16-3

, Cp, enthalt

und somit n Fundamentallosungen erforderlich sind, um alle Losungen der beiden Dgln.: L,y = 0 und

L,y = f(z) zu bekommen, ist zumindest plausibel: denn es sind n Integrationen mit insgesamt n Inte-

grationskonstanten notig, um in den beiden Dgln. alle Ableitungen /', 3", ...

Da die n Konstanten ¢y, ...
liebig vorgebbare) n Anfangswerte y(zo), v'(zo), ...

WIr:

16.8

16.9

Wenn iiber dem Intervall [a, b] die Koeffizienten a;(z) des Operators L,, stetig
sind, dann besitzt fiir 2 € |a,b[ das homogene Anfangswertproblem

Loy =0 mit y(zo) = ¢/ (x0) = -+~ =y" V(x0) =0

nur die triviale Losung y = o (Nullfunktion auf [a,b]).

Wenn auBerdem noch die Funktion f(x) auf [a,b] stetig ist, dann besitzt
fir 9 €]a,b] und mit beliebig vorgegebenen Werten vy, ..., yo,, das

inhomogene Anfangswertproblem

Lny = f(l') mit y(l"o) =Yo,1y -+ y(nil) (ZU[)) = Yon

genau eine Losung y(x) auf [a,b].
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16.C Homogene lineare Dgln. mit konstanten Koeffizienten.

Wir betrachten homogene lineare Differentialgleichungen der Ordnung n :

mit konstanten
(ns | Loy = y™ + an_1y™ D + -+ ary +agy =0

Koeffizienten a;

und das jeweils zugehorige charakteristische Polynom :

Pa(N) = A" +a, N 4+ a A ta ||,

mit dessen Hilfe sich der Differentialoperator L,, in (x), auch in der Form:

d
L, =pp(D)=D"+a,_ D" ' +---+a;D+ay, mit D= . schreiben |3sst.
x

Man kann das charakteristische Polynom p(\) formal erhalten, wenn man in der linken Seite von (x)y,
jeweils die j—te Ableitung von y durch die j —te Potenz von A ersetzt: yI) 5 N

insbesondere: y = y(® < X0 =1

Ly = y™ + a,y™Y + 4+ ay + ay

16.10
Pn(A) = A"+ a4+ @A+ ag

Der Zusammenhang zwischen dem Differentialoperator L, = p,(D) und dem charakteristischen

Polynom p, (1)) ist jedoch keineswegs nur formaler Art:

Fiir alle A € @ ist

L, (ekx) _ pn(D) (ekx) :pn()\) M

16.11

Das ist einfach nachzurechnen:
mit: DJer = (e/\x)(]) = MeM V5 € Ng hat man:
—1 !
L, (6)\:(:) — (e/\x) (n) +a, (e/\x) (n—1) +otay (6)\:[:) + ayg M —
— )\ne/\:v 4 anilkn—le/\:v Leoa a1>\e/\x + ag 6)\73 —

= (X +an X Tt ad b ag) e = p,(N) - €M [

Da genau dann y(z) = e eine Losung der Dgl. (x);, ist, wenn L, (e’\‘”) = 0, und andererseits genau

dann X eine Nullstelle von p, () ist, wenn p,(A) = 0, hat man mit Nr.16.11 sofort:
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\x

Genau dann ist | y(z) =€ eine Losung der homogenen lin. Dgl.

16.12 (*)n: | Lpy =0 |, wenn A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms

pn(A) ist, d.h. wenn p,(A\) =0.

k verschiedene Nullstellen Ay, ..., Ax des charakteristischen Polynoms ergeben
somit k linear unabhingige Losungen y1(z) = eM®, ..., yp(z) = eM? der Dgl.

(%)p , bilden also ein (i.a. noch nicht vollst.) Fundamentalsystem fiir diese Dgl..

16.13 Auf die Nullstellen von p,,(A) wird man durch den Exponentialansatz:

y(z) = e, (A “geignet”) || gefiihrt: Einsetzen in die Dgl. (x);, liefert die

Bedingung: p,(A\) =0.

z.B.: Das zur Dgl. (%) : yW 4+ 5"+ 6y" — 4y’ — 8y =0 gehorende charakteristische

B
Polynom ist: p(A) = A* + 53 4 672 — 4\ — 8.

Eine Nullstelle kann man (z.B.) erraten: A\; = 1. Damit kann von p()) der Linearfaktor (A—1) abgespalten

werden: Polynomdivision ergibt:

(MY 4+ BA3 4+ 6A2 — 4x — 8) : (A—=1) =X +6)2+ 12X +8=
A— A8 = (A +2)3;
6A* + 6X7 — 44X — 8
6)3 — 62 es gibt somit nur noch
1202 — 4x — 8 eine weitere Nullstelle:
1202 — 12X Ay = —2 (dreifach).
8\ —
8A  —

Mit diesen beiden Nullstellen haben wir (zunachst nur) zwei linear unabhangige Losungen der Dgl. (%)

gefunden: y;(z) = e und ya(z) = e~ 2% . (Zur allgemeinen Losung s.u.!)
i

Tatsdchlich kann man mit den Nullstellen des charakteristischen Polynoms alle

Losungen der homogenen lin. Dgl. (x), bekommen! Es gilt ndmlich:
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Ist Ay eine k —fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms p,,()\),

k—1 AoT

Aoz -
07 - Yok—1 =T - €

sosind | yp1 = eMT Yoo =T - €

! k Fundamentall6sungen, d.h. k£ linear unabhangige Losungen der

16.14 | homogenen lin. Dgl. (x),:| L,y =0 |.

| Der zur Nullstelle Ay gehdrende allgemeine Losungsanteil dieser Dgl.

| ist damit: | Jo(z) = (0070 +coax+ -+ coyk,laz’“’l) ero®

mit beliebigen Konstanten cop, ..., co—1. (s.auch Nr.16.171!)

Da p,(A) als Polynom vom Grad n genau n Nullstellen hat, wenn man jede Nullstelle ihrer Vielfachheit

entsprechend oft zahlt, ist zugleich auch gezeigt:

Sei: | pu(A) = (A = A)F oo (A = \,) % | die Linearfaktorzerlegung

| des charakteristischen Polynoms der hom. lin. Dgl. (%), :| L,y =0

(mit L, := p,(D) und konstanten Koeffizienten) d.h. es seien
A, .., Ay die verschiedenen Nullstellen von p,(A\) und kq, ..., kp

16.1 L : : . .
615 I jeweils entsprechend ihre Vielfachheit (= k; +--- 4+ k,, =n); dann ist

! yo(x) = Py(x) - eM® 4 -+ Pp(z) - e || mit beliebigen Polynomen

! Pj(z) = ¢jo + ¢jiz + -+ - cjp,@® " vom Grad (k; — 1) die allgemeine
| Losung der Dgl. (%), . (s.auch Nr.16.16!)

@ z.B.: (s.o.das letzte Beispiel)
X

Das charakteristische Polynom p(A\) = A* +5A3 + 62 — 4\ — 8 der hom. lin. Dgl.

() yW £ 59" 4 6y" — 4y’ — 8y =0 | hat die einfache Nullstelle \; = 1 (kr=1)

und die dreifache Nullstelle A\ = =2 (k2 =3).

Damit ist {yl =% yp=e T yz3=xe 2,y =z’ 6_2‘”} ein vollstédndiges

Fundamentalsystem und | yo(z) = ce” + (ao + a1z + a2x2) e 2 (mit beliebigen

Konstanten ag, ay , as, ¢) ist die allgemeine Losung der Dgl. (), . @
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16.D Reelle Losungen homogener lin. Dgln. mit konst. Koeff..

Wir wollen alle reellen Lésungen einer homogenen linearen Dgl.:

(n: | Loy == y"™ + apy™ V4 a1y + agy =0

mit konstanten und reellen Koeffizienten a; bestimmen. (Diese bekommt man keineswegs
dadurch, dass man in der allgemeinen Losung yo(z) in Nr.16.14 und 16.15 alle Terme mit “i”
wegldsst!)

Aus der Linearitéit des reellen Operators L, = p,(D) folgt sofort:

Mit jeder Losung 7o(x) der homogenen lin.Dgl. (), sind auch die
16.16 Konjugiert—Komplexe y;(z), der Realteil u(x) = Re (yo(x)) und

der Imaginirteil v(z) = Sm (yo(x)) Ldsungen der Dgl. (%), .

Denn aus: Lpyo = 0 und yo(x) = u(z)+iv(xz) mit reellen Funktionen u(z), v(z) folgt —da L,, = p,(D)
ein reeller Operator ist (d.h. nur reelle Koeffizienten hat) —:

Lyyo = Lpu+ i Lyv also: L,u = Re (Lnyo) =0 und Lyv = Sm (Lnyo) =0.

Damit sind u(z) und v(z) Losungen von (x);, und wegen der Linearitat von L,, ist somit auch yj(z) =

u(z) —iv(x) eine Lésung von (%) . |
Zum selben Schluss fiihrt auch die folgende Argumentation:

Da py(A) ein reelles Polynom ist, treten alle nicht—reellen Nullstellen von p, () als konjugiert—-komplexe
Paare A2 = a £if auf (s.den Fundamentalsatz der Algebra, Nr. 14.10 und 14.11): das liefert die zuein-
ander konjugiert—komplexen Fundamentalldsungen y12(z) = 27 @57 (mit 0 < j <k —1, wenn A2
k—fache Nullstellen sind) . Der von diesen beiden Fundamentalldsungen erzeugte allgemeine Losungsanteil

der Dgl. (%) ist dann von der Form:

yo(z) = cyi(e) + coya(z) = crad T 4 cypi elo=if)r —
(mit beliebigen Konstanten ¢;, ¢ € C)

= gle (clewx + 026_iﬂx) = [mit der Euler'schen Formel]

= gle™ (01 [cos Bz + isinfz] + co [cos Bz — isinﬁx]) =
= gle™ ((01 + ¢g) cos Bz +i(c1 — ¢2) sinﬁx) =
(mita:=ci+c2, b:=1i(c1 —c2))

= gle*® (a cos Bz + bsinﬁx) (a,b € € beliebig konstant) .

Wir haben damit — iiber Nr.16.16 hinausgehend — gezeigt:
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| Fiir jedes konjugiert—komplexe Paar | A\; o = a £ ¢3 | k—facher Nullstel-

len des charakteristischen Polynoms p,(\) haben wir fiir die zugehdrigen

! Lésungen yo(z) die beiden gleichwertigen Darstellungen:

yo(x) = (Clo +enT et cl,k,lxk_l) elatiB)o g
| A und
+ (CQO +co1x + -+ CQ,]C_lfL'kfl) ela—if)z

| yo(z) = e ( (ao +ax++ ak_la:kfl) cos fx +

16.17 + (bo +br+--+ bk_lxk’l) sin ﬁx) .

! (i) Die Gesamtheit aller zugehdrigen Losungen bekommt man mit

beliebig konstanten ¢y, , g, € @ oder a,, b, € (.

(i) Die Gesamtheit aller reellen zugehorigen Lsungen ergibt sich
in der Darstellung A mit beliebigen konjugiert—komplexen
! Ciy, Cop = (Clu)* ed

und in der Darstellung B mit beliebig reellen a,, b, € R.

(Siehe hierzu die Darstellung reeller harmonischer Schwingungen in
! Abschnitt 15.A 1)

Einige Beispiele:

1. Sei | A\op = —3 | eine vierfache Nullstelle von p(\). Dann enthilt die Faktorzerlegung von

p(A\) den Faktor (X + 3)* und der zugehdrige allgemeine Losungsanteil der homog. lin. Dgl. ()3

ist: | yo(x) = (co + 1z + ez + 03353) e 3

mit ¢p, ..., cg3 €T, um alle zugehorigen Losungen zu bekommen, bzw.

mit ¢g, ..., c3 € R, um alle reellen zugehorigen Losungen zu bekommen.

2. Seien | A\ 2 = —2 £ 44 | zwei dreifache Nullstellen von p(}).

Die Faktorzerlegung von p(A) enthalt dann den Faktor
(A+2—4i)3 (A +2+4i)3 = (A +2)? +16)> = (A2 +4X +20)° =
= A% + 12)\° + 108X\ + 54423 + 216072 + 4800\ + 8000
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16.D Reelle Lésungen homogener lin. Dgln. mit konst. Koeff.. 16-9

und der zugehdrige allgemeine Losungsanteil der Dgl. (), ist:

Yo(z)

= (CIO —+ C11T + 012$2) 6(_2+4i)l‘ + (020 + 1T + 022$2) e(—2—4i):p

—e 2% ( (ao +aiz+ a2x2) cosdx + (bo + bz + 525E2) sin 455)

mit c1y, cop € € bzw. ay,, b, € € fiir die Gesamtheit aller zugehdrigen Losungen und

mit paarweise konjugiert—komplexen cy, , ca, = (c1,)* € € bzw. beliebig reellen a, , b,, um alle reellen

zugehorigen Losungen zu erhalten.

3. Seien | A1 2 = +4i | zwei dreifache Nullstellen von von p(\).

Die Faktorzerlegung von p(A) enthalt dann den Faktor
3
(A —44)3 (A + 44)3 = (A2 + 16) — A6 4+ 48)\* + 768)2 + 4096

und der zugehdrige allgemeine Losungsanteil der Dgl. (), ist:

Yo(z)

= (010 + ez + C12$2) el + (020 + o1 + 0225E2) e liz

= (ao + a1z + a2x2) cosdzr + (bo + bz + b2x2)

sin 4z

mit c1y, cop € € bzw. ay, b, € € fiir die Gesamtheit aller zugehdrigen Losungen und

mit paarweise konjugiert—komplexen cy, , ca, = (c1,)* € € bzw. beliebig reellen a, , b,, um alle reellen

zugehorigen Losungen zu erhalten.

4. Als letztes Beispiel wollen wir die homogene lineare Dgl. kleinstmoglicher Ordnung finden,

die (u.a.) von der Funktion | g(z) = 6 sin 2z sinh 3z

stimmen.

Esist §(z) =6zsin2z -1 (e

3 _ 73%) = 3p e3P sin 20 —

gelost wird, und alle Lésungen dieser Dgl. be-

3z e 3T gin 2z .

Ein Vergleich mit der Darstellung B in Formel Nr.16.17 zeigt, dass der erste Term von g(z) zu dem

konjugiert—komplexen Paar A; 9 = 3 & 2i zweifacher Nullstellen und der zweite Term zu dem konjugiert—

komplexen Paar A3 4 = —3+2i ebenfalls zweifacher Nullstellen des charakteristischen Polynoms p(\) der

gesuchten Dgl. gehort: damit ergibt sich:
= (-3 -2) (-3 +2) (A3 -2) (A3 +2i) =

= (=32 +4) (032 +4) = (2 —6x+13) (R +6r+13)" =
= (A2 +13)" - 36>\2)2 = (M —1002 4+ 169)2 =

p(A)

($)n :

=28 — 208 + 438)\* — 3380)\2 + 28561 und die

gesuchte Dgl. ist:

y® —204©® 1 438y —3380y" + 28561y =0
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Diese Dgl. hat die allgemeine Lésung:

16 ALLGEMEINE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

Yo(z)

+e 3 ( (ag + a4$) cos 2x + (bg + b4ac) sin 2$>

e3” < (a1 + agx) cos 2x + (b1 + ng) sin 2(L‘> +

mit a, , b, € € bekommt man alle und mit a,, b, € R bekommt man alle reellen

Losungen der Dgl..

Wenn wir hier insbesondere a1 = a9 = a3 =a4 =0, by =b3 =0 und by = 3, by = —3 setzen, erhalten

wir wieder die am Anfang vorgegebene Partikularlosung:

§(z) = 3z 3% sin2r — 3zwe

-3z

sin 2z = 6z sin 2z sinh 3z . @

X

16.E Bemerkung iiber die Linearfaktorzerlegung von p(D).

Wir betrachten nachfolgend nur homogene oder inhomogene lineare Dgln.

($)n :

Lyy=0

bzw. (*):

Lyy = f(z)

mit konstanten Koeffizienten.

Hierbei bezeichnet L,, wieder das Differentialpolynom (mit D= %) :

L, :pn(D) :Dn‘i‘an—anil‘f’““f—CﬂD-{—ao , wobei

PN = AN+ N A+ ag

das charakteristische Polynom der Dgl. ist:

in diesem Abschnitt setzen wir voraus, dass das Polynom p,, konstante Koeffizienten a, hat.

Von groBer Tragweite ist die Tatsache, dass fiir konstante a, b die beiden Differentialoperatoren

D —a und D —b vertauschbar sind:

16.18

Fiir beliebige Konstanten a, b ist | (D —a) (D —b) = (D —b) (D — a)

(Dies ist i.a. nicht richtig, wenn a, b variabel sind!)

Das ist schnell einzusehen: fiir beliebige Funktionen y = y(z) ist:

(D—a)(D=by=(D—-a)(y —by) = —by) —aly' —by) =y" — by’ —ay’ + aby und

(D=b)(D—a)y = (D—b) (y' —ay) = (y'—ay)' —b(y' —ay) = y" —ay'—by'+aby, also (D—a) (D—b)y
(D=0)(D—a)y.

Hiermit ergibt sich sofort:
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16.E  Bemerkung iiber die Linearfaktorzerlegung von p(D) . 16-11

Wenn das charakteristische Polynom p,,(A) (mit konstanten Koeffizienten!)
die Faktorzerlegung: | p,(A) = (A — A)" - (A = \p)F™
(mit A\; # \; firi# 7, ki+---+kpn =n) hat, dann hat man auch fiir den Operator

16.19 L, = p,(D) die Faktorzerlegung:

Ly, = po(D) = (D — X)) - (D = \,)F ||, wobei es aufgrund von Nr. 16.18

auf die Reihenfolge der einzelnen Faktoren nicht ankommt.

z.B.: Das charakteristische Polynom p()) der Dgl.
Ly =y" +4y" — 3y’ — 18y = f(x) hat die Faktorzerlegung:

pA) =X +4X%2 —3X—18=(A+3)2(A—2)

Damit hat der Differentialoperator L = p(D) = D3 4 4D? — 3D — 18 die Faktorzerlegung :

L =p(D)= (D +3)*>(D—2) |; die Reihenfolge der einzelnen Faktoren kann hierbei

nach Belieben gewahlt werden, denn fiir jede dreimal differenzierbare Funktion y(z) ist

(dreimal dasselbe!) :
Ly =(D+372((D-2)y) =D+3)((D+3)(y ~2))=

= (D +3) y”—2y'+3y'—6y) =
=y"+y" -6y +3y" +3y — 18y =
=y" +4y" — 3y — 18y =

=D +3)(D-2) (D+3)y)) = (D+3) ((D-2)(y +3y)) =
= (D +3) (y" + 3y — 2y — 6y) =
=y" +4y" — 3y — 18y =

=D-2)((D+3)%) =D-2)((D+3)((D+3))) =
= (D-2)((D+3) (v +3y)) =
=(D-2) (y” + 3y + 3y + Qy) =
=y +6y" + 9y —2y" —12¢/ — 18y =

— ylll + 4yll _ 3yl _ ].Sy . CE:)

Im Folgenden bezeichnet | (D — o) 7*(f) := ((D - Ao)k)_l (f) | die Gesamtheit aller

16.20 || L8sungen einer inhomogenen lin. Dgl. (*) | (D — Ag)*y = f(z) |; insbesondere besteht

dann (D — )\) *(0) gerade aus der Lésungsgesamtheit der homogenen lin. Dgl. (),
(D - Ao)ky =0].
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Es ist klar, dass damit fiir beliebige ganze Zahlen k,m € Z gilt:

Eine sehr wichtige Anwendung ist das folgende Losungsverfahren fiir inhomogene lineare
Dgln. mit konstanten Koeffizienten:

Wenn das charakteristische Polynom p, (\) die Linearfaktorzerlegung

pn(A) = (A —=X) -+ (A= A,) | hat, wobei A\, ..., )\, die — weder not-

wendig verschiedenen noch notwendig reellen — Nullstellen von p, () sind,

16.22 dann hat die Dgl. | L,, := p,(D)y = f(z) | die L6sung:

Yy = pn(D)il(f) =

— (D =) ! ((D ) ! ( ((D (e )\1)1(]”))> >) _

Man geht demnach schrittweise vor, um diese Losung y zu erhalten:

ur = (D = X\)7H(f),
Uy 1= (D — Ag)il(ul) ,

U1 = (D — Xy1) " H(un_2),

16.23 | ¥=(D =) (un-1):

mit uo(z) := f(x) hat man also nacheinander fiir j = 1,...,n zu bestimmen
(mit der Lésungsformel Nr.15.15):

uj(z) = (D — X)) iy (z) = eM® <C]' + /uj_l(x) e T dx) (¢; bel.konst.):

dann ist y(x) = u,(z) die gesuchte Lésung.

Bemerkung/Tip: Da mit der Faktorzerlegung von p,()\) auch die allgemeine Lésung yo()
der homogenen Dgl. L,y = 0 bekannt ist (s.0.Nr.16.14 und 16.15), kann man im Fall einer
inhomogenen lin. Dgl. alle Integrationskonstanten ¢; weglassen: dann erhalt man zwar mit y,(x) =
un(x) nur noch eine Partikuldrlésung, aber man hat dennoch mit y(z) = yo(x)+ys(z) die allgemeine
Lésung der gegebenen inhomogenen Dgl. (s.0.Nr.16.5).
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16.E  Bemerkung iiber die Linearfaktorzerlegung von p(D) . 16-13

Als Demonstration dieses Losungsverfahrens (fiir den Fall f(z) = 0) wiederholen wir nocheinmal
Nr.16.14 und beweisen sie:

Die allgemeine L6sung der homogenen lin. Dgl. | (D — X\o)fy =0 | ist:

1624 |l yo(@) = (0= 2)) " (0) = (cotera+ -+ ™) o7 |,

Co,--.,Ck_1 beliebig konstant.

Der Beweis wird mit der Operatorschreibweise sehr iibersichtlich:
wiederholtes Anwenden von Nr.15.15 und 15.7 ergibt:

2
(D — Xo)~1(0) ? cr_1 €% [cp_1 bel konstant],

(D=20)72(0) = (D= 2)7" ((D = 20)7H0)) = (D = Xo)~* (eg1€07) =
(;) ehov <ck_2 + /ck_l Mo g~ AT da:) =
= (Ck_g +ck_1:z) e  [¢_o bel. konstant],
(D=20)7%(0) = (D =2)7" ((D = x0)72(0)) =
= (D — X)) ! ( (Ck—2 + Cp—17) e>‘0‘”) =
(:) 0T <ck3 + / (ck,g + ck,lx) Mo g Aot dx) =
= (ck_g, + cp_ox + % ck_le) e [¢_3 bel. konstant],
usw. (vollstandige Induktion!) :
(D—X)7F(0) = (co +ez 4 e+ 4 ﬁ ck_lxk_l) ero®

mit beliebigen Konstanten c¢o,...,c;_1, bzw., bequemer: (mit ¢; statt %cj)

(D — Xo) ¥ (0) = (co +eaz + e + - + ck,lx’“—l) 0T

mit beliebigen Konstanten cg,...,crp_1 - 1

@ z.B.: (*) | ¥ +4y" — 3y’ — 18y = 2zsinh3x | (s.0.das letzte Beispiel )
i

Das charakteristische Polynom p(\) hat die Faktorzerlegung:

p(A) = A3 +4X2 — 3\ — 18 = (A +3)%(\ —2). Damit bekommen wir zunichst die allgemeine Losung

3z

der zugehorigen homogenen lin. Dgl.: yo(z) = c1 e** +(ca x+c3) e 3* und wir kdnnen im Folgenden

alle Integrationskonstanten weglassen:
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16-14 16 ALLGEMEINE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

ui(z) = (D —2)"Y2zsinh3z) = (D —2)~! (w (e3% — 6_3‘”)) =

_ 62];/517 (63:1: o 673:1:) 672z dr =
= eQx/z (em — 6_5””) dxr = [partielle Integration ]

_ 2z T f —br __ x_i =5z ) _
=e (aze—i— e e 256 >

_ 3 T T\ e ¥ m\
- /((6 36)e +10+25>dx_

1 /xz 7 1 3 72
_ 3z | - ([ 6x  _~ 6z s v
—° (6 <6 36)6 216 +30+5o>‘

Wir erhalten die Partikulédrlosung:

(x) (3: ! > 4 il + 2 nd damit die allgemeine Lésun
r)=|=—=]e —+—e u it di
vs 36 27 30 " 50 8 &
der gegebenen inhomogenen lin. Dgl.:
3 2
_ 2x ﬁ o i 3x :E_ :E_ -3z
y(z) =cre +<36 27)6 +<30+5O+02x+03>e
(c1, c2, c3 beliebig konstant) . In den folgenden Abschnitten wird dieselbe Dgl. noch mit anderen Lésungs-
verfahren gelost. @
X

16.F Bemerkung iiber die Partialbruchzerlegung von p(D)~1. (¥)

Wir setzen wieder voraus, dass die Dgl.

)| Lny:=y™ +a,_1y™ Y+ a1y +aoy = f(z) | konstante Koeffizienten a; hat und

dass: p,(\) = A"+ a, (A" P4t adtag=(A=A)F (A= \,)Em

die Faktorzerlegung des zugehdrigen charakteristischen Polynoms ist. Dann konnen wir fiir die

1
Pn(N)

gebrochen—rationale Funktion eine Partialbruchzerlegung machen:
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16.F Bemerkung iiber die Partialbruchzerlegung von p(D)~'. (¥) 16-15

(+) — + o 4+ s wobeli Al, cee An geeignete

Konstanten und die Nenner geeignete Polynome der Form ¢;(\) = (A — A,)* sind
(s.die in Nr.13.14 und 13.15 beschriebene, “etwas feinere” Partialbruchzerlegung) :

wir gehen also davon aus, dass die Partialbruchzerlegung von der Form:

Lo A Ay A A
pn(d) A= (A= Ak A= (A= Ap)m

Mit der Partialbruchzerlegung (+) ist:

16.25

pn(D)il = Al ql(D)il + e+ An qn(D)*l

Um mit hiermit die Lésung y(x) der Dgl. (*) zu bekommen, hat man also fiir jedes

der Polynome ¢;(\) = (A —\,)* die Dgl. (x);: | ¢;(D)y; = f(x) | zu I6sen, also

16.26 yj(x) = (D — X)) "f(z) | zu bestimmen: dann ist:

y(x) =Arp(x) + -+ + Apyn(x) || die allgemeine Losung der Dgl. (*).

" (Vgl. mit demselben Beispiel in
z.B.: (*) | v +4y" — 3y’ — 18y = 2z sinh 3z den anderen Abschnitten dieser
und der nachsten Lektion!)
Das charakteristische Polynom p(A) = A3 +4X2 — 3\ — 18 = (A — 2)(\ + 3)? fiihrt auf den Partial-

bruchansatz:
1 ' A B

C
N d dieser auf die Gleichung:
(>‘_2)()\+3)2 A—2 + A+3 + (}\+3)2 un ieser auf die Gleic ung

1 AMN+3)24+BA=-2)A+3)+C(A—2) =

=AM +6A+9)+BM+X—6)+CA—2C =
=(A+B)X\2+ (6A+ B+ C)\+ (94 — 6B — 2C), somit:
A+ B, dh. B=—-A, somit:
6A+B+C=5A+C, dh.C=-5A, somit:

9A — 6B —2C =9A +6A + 104 = 25A, d.h. A= 5, somit: B=—o, C = —

Uij=

Wir erhalten die Partialbruchzerlegung:

1 1 1 1 1 1 1

p(N) 25 X—2 25 A+3 5 (A+3)?
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und kénnen damit die Losung der Dgl. (*) auf Grund von Nr.16.29 in der folgenden Form schreiben:
(mit f(z) = 2zsinh3z)

1

(+) |y(@) =p(D)(F) = 5= (D =27 () = 5= (D+3)7(f) = £ (D+3)7())

Daher haben wir als Nachstes die drei folgenden Einzel-Dgln. zu I6sen (wir lassen hierbei alle Integrations-
konstanten weg — und bekommen somit allerdings auch nur eine Partikularldsung) :

(i) yi(z) = (D —2) ! (2zsinh3z) = [mit Nr.16.18]
= * / 27 sinh 3z - e 2% dg = 629”/517 (e?w — 6_3:”) e 2% dg =

= 629”/517 (ex - 6_59”) dxr = [partielle Integration |
2z T 1 —b5x T 1 —bx
=e xe~l—ge —/e—i-ge de | =
1 1
— eZz ((L‘ (em T ge'fm) o <6I o %51>> —

_ o 3z E i —3z
=(z—1)e +<5+25>e ,

(i) yo(x) = (D +3)~'(2rsinh3z) = [wieder mit Nr.16.18]

= 73:5/ ( - 673I) e dr = e*3$/(3: b7 —:z) dx = [partielle Integration ]

z 1 6 z? z 1Y 5 2
- - T dr — Y e x v T
(6 6/6 ! 2) <6 36)6 2 ¢

(i) ys3(z) = (D + 3)~2(2zsinh 3z) =
=z (D +3) }(2zsinh3z) — (D + 3) (222 sinh 3z) ;
fur den ersten Term haben wir gemaB (ii):

2 3
y3,1(z) =z (D +3) ' (2zsinh 3z) = <% - %) A

den zweiten Term berechnen wir entsprechend:

y32(z) = (D +3) (22 sinh3z) = [mit Nr.16.18]

2 1 3
26_3:”/(:52 b7 —mQ) de = e3¢ <% b — g/memdm— %) =

3
:<£ o L)e?)z_ x_ef?;m.
36 108 6
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Wenn wir diese drei Einzellésungen in (+) einsetzen, bekommen wir die folgende Partikulérlésung von
Dgl. (*):

1 1 1
yo(z) = (2—5 (D=2 = S (D+3) ' = 2 (D+ 3)2> (20 sinh 3z) =
<x 1 T n 1 z n 1>3$+ T n 1 +$2+x3 31
= _—— — - — _— = — —_— e —_— —_— — — [ =
25 25 150 900 180 = 540 125 625 50 30

_<x 1>3x+ x3+m2+ T n 1 3z
“\36  27)° 30 50 | 125 ' 625)°
Beachte, dass diese Partikularlosung nicht genau mit der im letzten Abschnitt erhaltenen Partikularlosung

ubereinstimmt! Zusammen mit der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen Dgl.:

—3x

yo(z) = c1*® 4+ (caz + c3)e erhalten wir jedoch dieselbe Losungsgesamtheit fiir die

gegebene inhomogene Dgl. (*): y(z) = yo(z) + ys(x) =

3 2
IR (C AN T O N A A G ) (L ) 3¢
=cye +<36 27)6 +<30+50+<125+02 T + 625+Cl e ,

bzw. (mit co statt % + ¢ und mit ¢y statt % +c):

1 3 2
y(x) = c1 €27 + <% — ﬁ) e + (g—o —+ % + coT + 03> e 3 | (e, ¢y, c3 bel. konstant). @

16.G Storgliedansatz.

Vorbemerkung:

Wie in den letzten beiden Abschnitten betrachten wir inhomogene lineare Dgln.

(*) || Lny = f(x) || mit konstanten Koeffizienten, deren charakteristisches Polynom

m paarweise verschiedene Nullstellen \; der Vielfachheit k; (j =1,...,m) und damit

die Faktorzerlegung | p,(A) = (A = ARt --o (A= Ap)Fm | hat.

Der Beitrag der Nullstelle A; zur allgemeinen Losung der homogenen lin. Dgl.

(*)n | Lpy =0 | ist nach Nr.16.14:

(+)o: || yo,; = (co +ear+. ek xki_l) ¢’ ||, bzw., nach Nr.16.17,

wenn A;, Aj = =140; ein konjugiert-komplexes Paar k; —facher Nullstellen ist:

Yo, = e T ((ao —{—alx—i—---—i—akj,l xkf’l) cosﬁjx—l—
(+) :
+ (bo +bix+- 4 bg1 xkﬂ'*l) sinﬁfb)

(mit beliebigen Konstanten a, , b, , ¢, );
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16-18 16 ALLGEMEINE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

hierbei ist (+) die allgemeinere Darstellung: sie bleibt giiltig — und geht dann in die Form (4)y iiber —,

wenn \; reell ist, also wenn 3; =0, \; = «; .

Die Losungen einer homogenen lin. Dgl. (x), mit konstanten Koef-
fizienten sind also genau die Linearkombinationen von Funktionen

16.27 der Form:

yoi(z) = e*® - a9 - cos fx
mita, 3€R, jeN,.

Yoo () = €% - 29 - sin Bz

Im Fall 3 # 0 und fir j =0,...,k — 1 gehoren diese Losungen zu dem konjugiert—
komplexen Paar A\, = o = 3 k—facher Nullstellen des charakteristischen Polynoms

und sind 2k Fundamentalldsungen der Dgl. | Ly = 0 | mit dem Differentialoperator

L= (D — (a+ zﬂ))k (D — (o — zﬂ))k = ((D —a)?+ ﬂQ)k; im Fall 3 =0 gehoren
die Funktionen yo(x) = 27 e®® fiir j = 0,...,k — 1 zur k—fachen Nullstelle \ = «

16.28

und sind & Fundamentallsungen der Dgl. | Ly =0 | mit L = (D — o).

Wir untersuchen in diesem Abschnitt inhomogene lineare Dgln. (*), deren
“Storfunktion” f(z) ebenfalls eine Linearkombination von Funktionen der Art
ist.

Hierzu zdhlen insbesondere Polynome (wenn «, 3 = 0), Exponentialfunktionen e** (wenn § =
0, 7 =0), harmonische Schwingungen « cos 3z + bsin 8z (wenn « =0, 7 =0), hyperbolische
Funktionen sinh~yz, coshyz (wenn =0, « = +7v, 7 =0) und beliebige Vielfache, Summen,
Produkte und Summen von Produkten hiervon. (Produkte harmonischer Schwingungen lassen sich
mit Hilfe geeigneter Produktformeln fiir sin und cos stets wieder als Linearkombinationen von sin und cos

schreiben!)

Diese Funktionen f(z) zeichnen sich dadurch aus, dass ihre Ableitungen stets wie-
der vom selben allgemeinen Typ sind wie sie selbst. Ein Blick auf die zu I6sende Dgl.
(*) zeigt, dass diese daher wahrscheinlich mit einer Funktion y(z) geldst werden kann, die ebenfalls
vom selben allgemeinen Typ ist wie die Storfunktion f(z). Man kann also davon ausgehen, dass

es eine Partikuldrldsung y,(x) gibt, die eine Linearkombination von Funktionen der Art | 2| ist.
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Wir haben die folgende einfache

Regel zur Aufstellung eines geeigneten Storgliedansatzes fiir eine

Dgl. der Form (v) || L,y := pn(D)y = f.(x)

Wenn — mit einem Paar «, (3 reeller Zahlen — die Storfunktion f,(z) eine Line-
arkombination von Funktionen der Art ist, d.h. mit einer gewissen natiirlichen

Zahl m € N von der Form
fo(x) =e*® ( (ao +- ot am xmfl) cos Bx +

+ (bo 4+ byt xmfl) sin ﬁx) ist

(also insbesondere (z.B.) in den Fillen f,(z) = 2™ ! e* cos Bz oder
fo(z) = x™ 1 e*TsinBz mit B#0), dann liefert der Stérgliedansatz:

ysu(x) =" ( (AO +---+ Am,l l‘mil) COS ﬂl‘ +
(a)

+ (Bo +--+ B xm_l) sinﬂx) ;

16.29 falls \,, \* = a 43 keine Nullstellen von p,()\) sind
(dann ist insbesondere f,(x) keine Lésung der homogenen lin. Dgl.
(*)p: Lpy=0), bzw.

Yo (2) = 2F - " ( (Ao 4+ 4+ A, xm’l) cos Bx +

(b)
+ (B() +- 4+ Bm—l !L'm_l) sin ﬁ{L‘)

im Resonanzfall!, d.h. wenn \,, \* = a4+ i jeweils k—fache
Nullstellen von p, () sind (mit £ € N) , d.h. wenn f,(x) oder einzelne
Terme von f,(x) die homogene Dgl. (x); losen,

mit “geeignet” zu bestimmenden Konstanten A, , B, stets eine

Partikulirlésung y,,(z) der Dgl. (v).

Fir die Konstanten A,, B, bekommt man (durch Koeffizientenvergleich)
geniigend viele Bestimmungsgleichungen, wenn man den Ansatz in die Dgl. (v)
einsetzt. Im Fall 3 = 0 entfallen natiirlich die Konstanten B,, .

L Auf die Bezeichnung “Resonanzfall” wird man bei der Untersuchung von Schwingungsdifferentialgleichun-

gen gefiihrt.
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Zum Beispiel:

16 ALLGEMEINE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

1. Wir betrachten die Dgl. (*) | ¥ + 2y’ +y = f(z) | mit verschiedenen Storfunktionen f(z). Das
zugehérige charakteristische Polynom ist p(A) = A +2X +1 = (A +1)? und hat die zweifache Nullstelle
Ao = —1; die zugehorige homogene lin. Dgl. (¥), | Ly = (D + 1)?y = 0 | hat daher die allgemeine L6sung:

(+) | yo(x) = (D +1)7%(0) = (a + bz) e® mit beliebigen Konstanten a,b |.

1.1 (%)1: ||y + 2y +y=e"||: die Storfunktion fi(z) = e* ist vom Typ und ist

eine Partikularldsung der hom. lin.Dgl. Ly y = (D — 1)y =0 mit dem charakteristischen

Polynom pg, (A) = (A — 1) und der allgemeinen Losung: | yo.f, () = ce”, c bel konst. |. Da

y = f1(x) = e* nicht die

homogene Dgl. ()5, 16st, m.a.W., da die Nullstelle \; = 1 von py, ())

keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(\) der homogenen lin. Dgl. (k) ist,

ist |ys(z)=Ae", A “geignet’” | ein sinnvoller Stérgliedansatz fiir die Dgl. (*);.

Um A passend zu bestimmen, missen wir den Ansatz in die Dgl. (*); einsetzen.

Mit: y. = Ae”, y?/ = Ae” haben wir: e” < yr + 2yl +ys = Ae" +2Ae" + Ae® =4Ae",

1

somit: A = 1. Wir erhalten die Partikulérldsung: |y (z) = —€” | und damit die

4

allgemeine Losung:

1
yp(z) =(a+br)e ™ + 1 e’ mit beliebigen Konstanten a,b

1.2 (¥)2:|| 9" +2y +y=e"7||: die Storfunktion fo(z) = e~ ist vom Typ und ist

eine Partikularldsung der hom.lin.Dgl. Ly, y = (D + 1)y =0 mit dem charakteristischen

Polynom pg, (M) = A+ 1

und der allgemeinen Losung: | yo.5,(z) =ce ™, c bel konst. |. Da die

Nullstelle Ay = —1 von py,(\) eine zweifache Nullstelle von p()\) ist,

ist | ys(z) =22 - Ae @,

A “geignet” | ein geeigneter Storgliedansatz fiir die Dgl. (*)o.

Mit: ¢t = A2z —2%)e @, y” = A(2 — 4z + 2?) e ® haben wir:
e = yl+ 2y +ys=A(2—4dz+ 2>+ 42— 22° +1%) e = 2477, somit: A = 3.

2

z x

Wir erhalten die Partikulérlésung: | y,2(z) = > e~ % | und damit die allgemeine Lésung:

22
Yp(x) = [a+ bz + >

) e~ mit beliebigen Konstanten a,b
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16.G  Storgliedansatz. 16-21

1.3 (¥)3:|| 9" +2y +y=2sinhz ||: esist f3(r) =2sinhz =e” —e % = fi(z) — fa(x).

2
1m T

Daher haben wir aufgrund von 1.1 und 1.2 mit | y,3(z) = ys,1(z) — ys2(z) = 1€ -5

bereits eine Partikulédrlosung der Dgl. (x)s.

Wenn die DgIn. 1.1 und 1.2 noch nicht einzeln gelost sind, kann man die beiden Teilansatze aus 1.1 und

1.2 auch zu einem einzigen Storgliedansatz fiir die Dgl. (x)3 addieren:

die Storfunktion f3(x) = e® —e™7T ist eine Partikularlosung der homogenen lin. Dgl.:
Lpy=y'—y= ((D —1)(D + 1)) y =0 mit dem charakteristischen Polynom:
Pr(A) = (A+1)(A —1) (mit den beiden einfachen Nullstellen Ao =+1) und der

allgemeinen Losung: | yo, 1, (z) = coe® +c1e™™, ¢, c1 bel. konst.

Da A; =1 keine und Ay = —1 eine zweifache Nullstelle von p()) ist, ergibt sich fiir die

Dgl. ()3 der Storgliedansatz: | y, = Ae” + 2% - Be ©, A,B “geeignet”

Mit: i = Ae® + B2z —2?)e *, y?! = Ae® + B(2 — 4z + x?) e ® haben wir:
T

— % =2ginhz = yr 4+ 2yl +ys =
=A(Q+2+1)e*+B(2—4x+ 2% +4r — 222 +2%)e " =4Ae® +2Be 7.

(&

Koeffizientenvergleich ergibt: 44 =1, d.h. A= i, und 2B = —1,d.h. B = —%.
: , , L]t : 1, 2
Wir erhalten wieder dieselbe Partikulérlosung wie eben: | ys3(z) = 1€ ~ 3¢

und bekommen damit die allgemeine Lésung:

2
1
yp(x) = (a + br — %) e+ 1 e” mit beliebigen Konstanten a, b

1.4 (%)4:||y" +2y' +y =4sinha — 6coshx ||: da die Differentialgleichungen 1.3 und 1.4

T und

dasselbe charakteristische Polynom haben und da die Stérfunktionen f3(z) =e* — e~
fa(z) = 4sinhz — 6coshz = 2(e —e™™) —3 (e + e ") = —e® — be™® Partikularlosungen derselben

homogenen lin. Dgl. sind, konnen wir hier auch denselben Stérgliedansatz verwenden:

y, =Ae® +2%2-Be ™, A,B “geeignet” |. Wir haben hier:

—e" —5¢ " =4sinhz — 6coshz = Yyl + 2yl +ys =
=A(l+2+1)e®+BR2—4r+ 22 +47 — 222 + 1?) e ® =4Ae” +2Be 7,

Koeffizientenvergleich ergibt: 44 = —1,dh. A=—1, und 2B=—5,dh. B=-2.
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. . 1 ) o
Das ergibt die Partikuldrlésung: | ys4(z) = ~1 e’ — 2 z2e™® | und damit die

iy

)
allgemeine Losung: || yg,(z) = (a + bz — 2 x2> e’ — —e

1.5 (#)5: || 4"+ 20 +y=>5x3e7® ||: die Storfunktion f5(z) = 523 e™® ist eine

Partikularlosung der hom.lin.Dgl. L,y = (D + 1)*y = 0 mit dem charakteristischen Polynom
pr,(A) = (A +1)* (mit der vierfachen Nullstelle A1 = —1) und der allgemeinen Ldsung:

Yo,fs(x) = (co +e1z+ o 2 + c3 3:3)6_‘”, o, C1,C2,c3 bel. konst. |.

Da A; = —1 eine zweifache Nullstelle von p(\) ist, ist

ys(l") =z (A() + Ajxz+ Ay z? + Aj 333) e " , Ao, Al, AQ, As “geeignet”

ein sinnvoller Storgliedansatz fiir die Dgl. (x)5 . Beachte, dass zwar A1 = —1 eine Nullstelle von p(A)
ist, dass aber y = f5(x) nicht die homogene lin.Dgl. (x), : Ly =p(D)y = (D — 1)2y = 0 Iést! Mit:
Ys = (A0x2 + Ayz3 + Azt + A3x5) e T,
vy = (2407 + (341 — Ag)a® + (445 — A1)z + (545 — Ag)z' — Agad) e,
y! = (240 + (6A4; — 4Ag)x + (1245 — 6A; + Ag)z? + (2043 — 845 + Ay)z3+
+ (1043 + Ap)a + Ayz®) e~
haben wir die Bedingung:
5ad et = Yyl + 2yl +ys = (2A0 + (641 —2A0)z + 124522 + 20A3x3) e 7
Koeffizientenvergleich ergibt:
249 = 0, also Ag =0, 0 = 64, — 249 = 64, , also A; =0, 1245 = 0, also A9 = 0 und 2043 = 5,
d.h. A3 = 1.

5
——

Wir erhalten die Partikulérlésung: | y,5(z) = ik und bekommen damit die

5
allgemeine Losung: || yy, () = (a + bz + %) e~ mit beliebigen Konstanten a,b

1.6 (x)g: || v" +2¢ +y=xe "cos2x ||: die Storfunktion fs(z) = ze % cos 2z ist eine

2
Losung der hom. lin. Dgl. Ly, y = ((D +1)2 + 4) y = 0 mit dem charakteristischen Polynom pr, () =
2 -
((A +1)? +4) (mit den beiden zweifachen Nullstellen A\j 3 = —1 +27) und der
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allgemeinen Losung:

Yo, f(z) =e™® ((ao + ay z) cos 2z + (by + by x) sin 23:) , ag, ai, by, by bel konst. |.

Da Ay keine Nullstellen von p()) sind, ist also

ys(z) = e™* ((AO + Ay x)cos2x + (By + By x) sin 2x) , Ao, A1, By, By “geeignet”

ein realistischer Storgliedansatz fir die Dgl. (x)g . Mit:
yr=e" ( ( — Ay +A; — A1z + 2By + 2Blz) cos 2x+
+ (= Bo+ B — Biz — 24y — 247) sin2x> ,
Y =e® ( ( — 3Ay — 2A, — 3A,x — 4By + 4B, — 4le) cos 27+
+ (440 + 4412 — 3By — 3By sin 2$>
haben wir fiir die Koeffizienten Ay, A1, By, B1 die Bedingung:
ze® cos 2z = Yyl + 2yl fys =
—e 7 ( (=440 + 4By — 441z) cos 2 + ( — 441 — 4By — 4By ) sin 2x> ,
somit (durch Koeffizientenvergleich) :

—4Ay+ 4B, = 0,

—44; = 1,dh. 4 = -1,

—44, — 4By = 0, folglich By = 1, und
—4B; = 0, also B; =0, folglich Ay = 0.

1
Das ergibt die Partikuldrlosung: | ys¢(z) =e™* <_§ cos 2x + 1 sin 2x>

und damit die allgemeine Ldsung:

1
Yre(x) = (a +bx — % cos 2z + 1 sin23:> e”* mit beliebigen Konstanten a, b

2. Die Dgl. (*):|| " +4y" — 3y’ — 18y = 2z sinh 3z || haben wir schon mit verschiedenen

anderen Methoden geldst.

Wir wollen sie hier mit Hilfe eines Storgliedansatzes 16sen. Dazu bendtigen wir zunachst die Losungen
yo(z) der zugehorigen homogenen lin.Dgl.: mit der Faktorzerlegung des charakteristischen Polynoms:
p(A) = A3 +42%2 — 3\ — 18 = (A +3)%2(A —2) haben wir:
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2x

yo(z) = (a + bx)e ™% +ce

mit beliebigen Konstanten a,b |.

Die Storfunktion f(z) = 2z sinh3z = z (e3¥ — e73%) st eine Lésung der hom. lin. Dgl.
Lry= (D —3)%(D+3)% =0 mit dem charakteristischen Polynom p;(\) = (A — 3)%(\ + 3)?
(mit den beiden zweifachen Nullstellen 5\1,2 = +3) und der allgemeinen Losung:

Yo, (7) = (ao +ayz) e + (bg + by ) e 3" |.

Da A, = 3 keine und Xy = —3 eine zweifache Nullstelle von p()) ist, ist

ys(x) = (Ao + Ay ) e 4 g2 (By + By x) e 3% Ag, Ay, By, By "geeignet”

ein erfolgsversprechender Storgliedansatz fiir die Dgl. (*). Mit:

vy = (A1 + 349 +3417) € + (2Boz + 3B12% — 3Bya® — 3B13%) e 37,
vt = (6414940 +9417) € + (2By + 6Bz — 12Bow — 18B12% + 9Byz® + 9B1z*) e =57,
Y = (27A1 1 27Ap + 27A1x) €37 4

+ (6B1 — 18By — 54B13 + 54Byz + 81B1a? — 27Bga® — 27B12*) e ™

bekommen wir fiir die Konstanten Ay, Ay, By, B1 die Bedingung:

3x -3z !

e’ —ze =y +4y” — 3y, — 18y, =
= (27141 L 2TAg + 27T A1z + 244, + 3640 + 36 A, 2—
— 341 — 94y — 94,z — 184 — 18A13:) €37 4
+ (631 — 18Bg — 54B1x + 54Byx + 81B122 — 27Boz? — 27B 1+
+ 8By + 24B1x — 48Byx — 72B12% + 36 Byz? + 36 B2 —
— 6Boz — 9B12% + 9Byz? + 9B12% — 18Byz? — 1831333) e37 =
= (48A1 + 364, + 36A1:z) €37 4 (6B; — 10By — 30B,7) e .

Koeffizientenvergleich ergibt:

!
484, + 364y = 0 1 48 1
1 => A== =>Ap)y=—7A1=——,
364, = 1 } 17 36 07 T3t T 27
6B; — 10By = 0 1 6 1
= B =— = By=—B1=—.
_30B;, £ —1 } T °T 107" 50

. . . T 1 € 3x $2 xS —3x
Wir erhalten die Partikulédrlésung: | ys(z) = ~57 + 36) ¢ + = + 30 )¢

und damit die allgemeine Ldsung:

2 3

1
y(z) = <—2—7 + ;_6> e + (a + bz + 356—0 + §—0> e 3% 4 ce®™, a,b,c beliebig konstant
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17 Variation einer Konstanten; Potenzreihenansatz.

Stichpunkte: Reduktion der Ordnung (= Variation einer Konstanten); Potenzreihenan-

satz; Beispiel: Hermite'sche Dgl. und —Polynome.

17.A Reduktion der Ordnung.

Wir betrachten lineare Differentialgleichungen

(%) || Loy = 4™ + an_ay™ ™ + -+ ary’ + agy = f(x)

mit i.a. stetigen variablen Koeffizienten a, () . Wenn es nicht gelingt, oder wenn es sehr miihsam ist,
auf Anhieb eine geeignete Ldsungsmethode fiir die Dgl. (*) zu finden, kann das folgende Verfahren,

das “Reduktion der Ordnung” genannt wird, recht hilfreich sein:

Wenn yo(x) (# 0) irgend—eine Losung der homogenen Dgl. (x),: | L,y =0

ist, dann fiihrt der Reduktionsansatz: | y(z) = ¢(x) yo(x) , c(x) “geeignet”

17.1 durch Einsetzen in die Dgl. (*) zu einer linearen Dgl.

(**) | Ly_1u = f(x) | der reduzierten Ordnung n — 1 fiir die Funktion

Fir die Praxis ist diese Information véllig ausreichend: man geht mit dem Reduktionsansatz in die Dgl. (*)
und wird dann sehen, welche Dgl. L,_1u = f(z) sich fir die Funktion u(z) := ¢/(z) ergibt. Wichtig
ist, dass — wenn man sich nicht verrechnet — hierbei alle Terme, die nur ¢(z) (und keine Ableitungen

von ¢(x)) enthalten, wegfallen!

z.B.: 1. (¥) xy"—y'—i—g:x‘l—i—x
X x

Eine Losung der homogenen Dgl. (x)n: zy" — ' + Y~ 0 st offenbar: yo(z) = .
x

Daher machen wir fiir die Dgl. (*) den Reduktionsansatz: | y = ¢(x) - =, c(z) “geeignet”

Mit: ' = dz+ ¢, y' ="z + 2¢ folgt durch Einsetzen in (¥):

2242z —c z—ct+ec=a*+x,also, mit u(z) = (z): (**)||zu' +u=23+1

Der Reduktionsansatz fiihrt also die gegebene Dgl. (*) 2. Ordnung in die Dgl. (**) 1. Ordnung fiir

uw==c| lber.
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Die zu (**) gehdrende homogene Dgl. (xx),: zu' + u = 0 18st man rasch durch Trennung der
u du dx

d 1
Variablen: 22 = — % = = —/—, d.h. In|u| = —In|z| + const. =In— + const..
dx z u z |z

1
Eine Losung von (xx);, ist z.B. ug(z) = — und wir kdnnen fiir die Dgl. (**) erneut
x

1
einen Reduktionsansatz machen: | u(z) = b(x) —, b(z) “geeignet”
x

1 1
Mit v’ =t o bﬁ ergibt sich durch Einsetzen in die Dgl. (**):

i 1 1 1 3 / 3 z!
T b——b—2 +b—=2"+1,dh. b =2>4+1,also: | b(z) =—+x+0c1
T T T 4
. C 1 z3 c1
Mit b(z) bekommt man die Lésung u(z) von Dgl. (**): || u(z) = b(z) — = R +14+ —
x x
. . .. 333 (&] I4
hiermit erhalt man: c¢(x) :/u(x)d:z:/ Z+1+_ dx = E+$+Cl In|z| + c2,
x

und mit ¢(z) bekommt man schlieBlich die gesuchte Losung y(x) von Dgl. (*):

5

y(x):c(x)-x:f—6+x2+clmln|m|+02x

1— 22

2. (%) (1 + x2) y" —2zy +2y = . Wie im letzten Beispiel erkennt man sofort, dass

yo(w) = = eine Losung der zugehdrigen homogenen lin. Dgl. (x)5: (1 +22)y" — 2zy' +2y =0

ist und wir haben wieder den Reduktionsansatz: | y(z) =c(x) -z, c(z) “geeignet”

Mit: v =z +c und y' ="z +2¢ folgt durch Einsetzen in die Dgl. (*):

2 1— 2

, d.h. x(1+$2)c"+20': L ;
x

11—z

(1+x2)-(c"as+2c')—2:z-(c':z+c)+23:-c:
x

2

11—z

mit | u(z) := ¢(z) | ergibt sich die Dgl.der Ord.1: (**) || = (1 + $2) u' 4 2u =

xr

Die zu (**) gehérende homogene lin. Dgl. (+x);: @ (1 4+ x2) u' + 2u = 0 wird durch Trennung

d
der Variablen gelost: =z (1 + $2) d_u =—-2u =
T

Partial-
bruch—

d d zerlegung 1
o = [ g [ ey f(1 Y,
u z (14 z2) z l+4+z
1+ 22

1 1
= -2 <ln|x|—§ln(1+x2)> +cozln?+ln(1+x2)+cozln " +co;
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2
damit ist z.B. up(z) = 1:233 eine Losung von (kx);, und wir bekommen fiir die Dgl. (**) den
. 1 + z? .
Reduktionsansatz: | u(z) = b(x) - , b(x) "geeignet
: 1 :
Esist u=nh (1 + ﬁ) ( + > — — h. Einsetzen in die Dgl. (**) ergibt:
1 — 22 W 1 2 1
" :x(l—i—x < < —2>——3 >—|—2h< —2>:
14 22)° 11 1+ 22)°
Zﬂh'+2h<1+—2——2(1+x2)> :ﬂh”
x z2 oz x
1— a2 1+2%) —xz-2 '
W) = 332:(“3) 9”29”:(332),
(1+ x2) (1+ z2?) l+2
x
h(z) =152 +c,
1+ 2 z 1+22 1 1
u(z) =h(x)- p :<1+3:2 —i—cl) = :—+cl<—2+1> ,
d 1
c(x) :/u(x)dwz _x+01/ + 27 da:—ln|:z|——+clx+02,
x z?
y(z) =c(r)-z=zln|z|—ci+c122 +cr;

Wir erhalten die allgemeine Lésung der Dgl. (*):

y(z) = zln|z| + 1 ($2 - 1) +cyx, c1,cy bel konst.

3. (M| " +4y" -3y —18y = 2zsinh 3z ||: diese Dgl. haben wir schon verschiedentlich

mit anderen Methoden gelost.

(1) (*) ist eine lineare Dgl. mit konstanten Koeffizienten. Da das charakteristische Polynom p3(\) =
A3 4 4X? — 3\ — 18 u.a. die Nullstelle A\g = 2 hat, ist yo(z) = €2* eine Losung der homogenen lin. Dgl.
(*)n: y" + 49" — 3y’ — 18y = 0 und wir kénnen fiir die Dgl. (*) den

Reduktionsansatz: (+); : |y(z) = c¢(z) e*®*, c(x) “geeignet” | machen.

Durch Einsetzen von: y = ce®®, 3 = e?® +2ce®®, ' = ' e®® +4c €% + 2ce®® und

y" =" e? 4+ 6c" e? + 12¢' €2* + 8ce?™ in die Dgl. (*) bekommt man:
2zsinh3zr = (c’" + 6" + 12 + 8¢ + 4" + 16¢ + 16¢ — 3¢’ — 6¢ — 180) e =

= (c’” + 10" + 250’) e? | somit, mit| u(c) := ¢'(z)

u” + 100" + 25u = e 2% - 2xsinh 3z = z e 2% (3% — e73%) = g (e¥ — e °7),

d.h. wir erhalten die Dgl. der reduzierten Ordnung 2:

(*) || v + 100" +25u =z (em - 6_59”)
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(2): Das charakteristische Polynom pa()\) = A24+10A+25 = (A+5)? von (**) hat die (zweifache) Nullstelle
A = —5; damit ist u.a. up(z) = e °* eine Losung der homogenen lin. Dgl. (xx)p,: u" + 100’ 4+ 25 = 0

und der entsprechende Reduktionsansatz fiir die Dgl. (**) ist:

(4)2: | u(z) = b(x) e ™, b(x) “geeignet”

Wenn wir: u = be ™% | o/ = b e ™ —5be 5 o' = b5 — 100 75T + 25be~5% in die Dgl. (**)
einsetzen, bekommen wir:

o (" —e75) = (B — 101 + 25b+ 105 — 50b + 25b) €5 = " e~ , also:

(***) Y (eﬁz _ 1)

Jetzt muss alles wieder zuriickgespult werden: b(z) bekommt man aus (***) durch zweimaliges
Integrieren, dann ergibt sich u(z) aus (+)2 und c(z) durch Integration von u(z); aus (+); erhalt

man schlieBlich die gesuchte Lésung y(z) .

(3): Zuvor empfiehlt es sich, einige Hilfsintegrale auszurechnen, die hierbei auftreten:

Firne N und a € R sei I, o(z) = /3:” e*Tdr .

Partielle Integration: u = 2" (= u' =na" ), v/ =e*® (:> v = ée‘”) ergibt

(unter Vernachlassigung aller Integrationskonstanten) :

n n
Ino(z) = %e‘” —g/xnfl e“Tdx = %e‘” - g n—1,a() -

Mit dieser Rekursionsformel und mit:

1
/eo‘m dx = Ino(z) = —e*" erhalten wir:
a
x 1 x 1
/IeaIdZE: Il,oz(I) :aeaz__ [)’a(J?)——eaI—@ am,
2 2
2 ax T 2 T 2z T 2 T
dz = I =— — =T =——-— —
/x e*?dx 2.a() - La(x) — T3 + = ,
3 3 2
3 _ oz 3 T 3z 6z 6
/x e Tdr = I34(x) —Eeo‘m—afgya(x)—Eeo‘x—ﬁeo‘z—i-geam——zleam,
V(z) (***)/( - 1)d T Tg(e) + L A
z = ze? — z=—— z)+o=——+—-e"——e c
g o T2 T 36 !
2 1 31 1
bla) :/<‘%+§€“‘£eﬁ”"l da ==+ G (o)~ gg e ezt o=
xS 1 (x 6x 1 6x 1 6x
__F+E<Ee T3¢ >_—2166 tarte=
(L‘?’ T 6z 1 6z
“7% T36° “q08° Tartes
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17.B Potenzreihenansatz. 17-D

-5 __ £E3 -5z T 1 T -5z -5z
b(x)e ——Fe ~I—%e —ﬁe +ecize ™ +ce ,

c(z) = [ u(z)dz = —I—ge*‘r’x—l—iem—iez—l—c re %) dr =
6 36 108 !
1 1 1 2

c
6 3,5+ 36 1,1 108 e’ +cli 5 5 e +c3

1 £E3 —bx 3'7‘"2 —bx 6z -5z 6 —bx
“(‘Ee "% T Tt )t

1 1 1
—{—%(xe’”—e‘”)—mem—kcl <—§€_5x—%€_5x> —6—26_5:”—1-03:

_(2,2, e 1 _a a_c 65z+<£_i_i>em+c.
~\30 50 125 625 5 25 5 3

3 2

1 2 _ (27 27 | 1—25¢; 1 =25¢1 e\ _a
clo)e _<30+5o+ 25 T e 5)¢ T

(

nx

y(w)

1
* <?iv_6 N ﬁ) o +c3 e , €1, Cy, c3 bel konst.,
1_2501 b—CQ

bzw., mit b= 15 , O = 3 , C=C3:

30 50 36 27

3 2 1
y(z) = (w— + T +bx + a) e 3T 4 (i — —> 3 +ce? | a,b,c bel konst. ||. @

17.B Potenzreihenansatz.

Wir betrachten wieder eine allgemeine lineare Differentialgleichung der Form:

) || Loy = any™ + any™ + o+ ary) + agy = f(2)

mit i.a. stetigen Koeffizienten a,(z) und mit a,, #0.

In den Féllen, in denen es nicht moglich ist, die Dgl. (*) mit einer der bisher besprochenen Methoden

zu losen, kann man versuchen, die Losungen in Form einer Potenzreihe zu finden:

a,(x) f(x)

an(T) an(T)
|zo — p, xo+ p[ durch eine konvergente Potenzreihe um xz, dargestellt werden

Wenn die Funktionen auf einem Intervall

(v=1,...,n—1) und

17.2 kénnen, dann l3sst sich auch die allgemeine Ldsung der Dgl. (*) auf diesem
Intervall durch eine konvergente Potenzreihe um x, darstellen:

o0
y(z) = > cx(® — x0)* mit geeigneten Koeffizienten ¢ .

k=0
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17-6 17 VARIATION EINER KONSTANTEN; POTENZREIHENANSATZ.

Um eine Losung der Dgl. (*) in Form einer Potenzreihe um z, zu bekommen, macht

man zunachst einen Potenzreihenansatz:

0
(+) || y(x) = Z cr (x—20)*, co,c1,... “geeignet”
k=0

17.3 | Wenn man diesen Ansatz in die Dgl. (*) einsetzt und die Funktionen f(z) und
ao(x), a;(x), ..., a,(z) durch ihre Potenzreihe um z, darstellt, ergeben sich durch
Koeffizientenvergleich die Koeffizienten ¢, in Form einer Rekursionsformel

der Art: (R) | ¢x = Funktion von (cp,c1,...,cp1) | firke N, k> n.

(Leider gelingt es nur in giinstigen Ausnahmefallen, mit dieser Rekursionsformel auch

ein allgemeines Bildungsgesetz fiir die Koeffizienten ¢, finden.)

Zum Rechnen ist es meistens einfacher, statt der Potenzreihen der Quotienten
flz) aolz) an—1()
an(x) , an(x) T an(x)

zu verwenden.

die Potenzreihen der Funktionen f(z) und ag(z), a1(x), ..., ap(z)

Hierbei konvergiert jedoch die mit den Koeffizienten ¢, gemaB (R) gebildete Reihe (4) fiir die Lésung
y(z) in der Regel nur dann auf einer Umgebung von xy, wenn die Reihen fiir alle
f(z)  ao(z) tn -1 (%)

an(z) " an(z)” 7 an(®)

Quotienten auf dieser Umgebung konvergieren!

Im giinstigsten Fall hat man:

Wenn die Funktionen a0(7) e an1(2) und /()
17.4 an(T) an(T) an ()

dann konvergiert die Potenzreihe (+) fiir y(x) iiberall.

Polynome sind,

Werden die Anfangswerte y*)(z¢) = yos (k=0,...,n — 1) vorgegeben, so sind

hierdurch in (+) die Koeffizienten ¢ = 2

=0,...,n— 1) festgelegt

und die Koeffizienten ¢, fiir K > n ergeben sich aufgrund der Rekursionsformel (R) in

Abhangigkeit dieser Anfangswerte yg0,...,Y0n-1-
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17.B Potenzreihenansatz.

Beachte:

Gelegentlich geniigt es, fiir die Lésung y(x) von (*) nur den Anfang ihrer
Potenzreihen—Entwicklung anzugeben:

(+)o | y(@) = y(xo) + ' (x0) - (v — o) +

Das geht — statt mit einem Potenzreihen—Ansatz (4) — meistens erheblich

bequemer, wenn man mit den vorgegebenen Anfangswerten

17.5 y(ﬂﬂo) = Y0,0, y'(xo) =Y,y --- y(n_l)(xo) = Yo,n—1

y(k)(xo)
k!
(k > n) schrittweise mit Hilfe der gegebenen Dgl. (*) bestimmt:

y(x) — e — n-1 () y(n—l)(x)>

die fiir die Taylorkoeffizienten ¢;, = bendtigten Ableitungen y*) ()

o = (L) st

)
an(z)  ap(x) an () z=10 ,
y(n-l-l)(x ) = (i((?) _ Z:Ei; y'l(z) — - — LZTLES) y(n_l)($)> o

@ 1. Beispiel: Wir wollen die binomische Reihe herleiten:
X

Seia€R und | y=(1+2)* | Dannist y(0) =1 und 3 = a (1 + )% !, d.h. y ist die Losung

des Anfangswertproblems: (*) || (1 +z)y' —ay =0, y(0) =1

Da der Quotient % fir |z| <1 als Potenzreihe um O darstellbar ist (geometrische Reihe!),
x
ist gemaB (1) auch die Lésung y(x) von (*) fiir |z| < 1 als Potenzreihe um 0 darstellbar. Wir

konnen also einen Potenzreihenansatz machen:

o0
(+) || y(z) = ch 2% mit “geeigneten” Koeffizienten ¢; ||. Hiermit ist:
k=0

o0 o0
y = Z kepatbt = Z(k + 1) cpr12® und

k=1 k=0
o0 o0

xy = Z kep b = Z kcy«® . Einsetzen in die Dgl. (¥) ergibt:
k=1 k=0

o0 o0 o

Z(k+1)ck+1xk+ chkxk -« chkmk =0, also:

k=0 k=0 k=0
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17-8 17 VARIATION EINER KONSTANTEN; POTENZREIHENANSATZ.

Z [(k +1) ek — (@ — k) ck} ¥ =0. Damitist: (k+1)cpyr — (@ —k) e =0 Yk € Ng
k=0
und wir bekommen fiir die Koeffizienten ¢, die Rekursionsformel:

—k
(R) || ck+1 = Oli? cp, mit ¢g =y(0) =1= (a> . Hieraus ergibt sich schrittweise:

. a . a—1 «
Mit k£ =0: clza:<1>; mtk=1: ¢ = 5 a:<2>;

-2 a-1 -3 a-2 a-1
mitk:2103:a ‘CM a:(?);mitk:3:c4:a ‘CM .O( a:<a>,

3 2 4 3 2 4

USW.: ¢ = <2> Vk € Ny . Wir erhalten damit die Binomialreihe:

(14+2)* = Z (Z) o fir |z <1

k=0

2. Beispiel: (*) || ¢ + 2%y + 22y =2, y(0) = yo, ¥'(0) = ug

Die Losung y(z) dieses Anfangswertproblems besitzt aufgrund von (1) und (2) eine iiberall

konvergente Potenzreihen—Entwicklung um zo = 0.

oo
(i) Potenzreihen—Ansatz: (+) || y = chx", cn, “geeignet” ||. Damit ist:
n=0

o0 o0 o0 o0
Ty = Z enz™tt, oy = Z ne, ™t = Z(n + 1) epqr 2™, 2%y = Z ne, ™t
n=0 n=1 n=0 n=1
oo oo oo
y" = Z n(n+ 1)y 2"t = Z(n + 1)(n + 2)cpp2 2" = 2¢0 + Z(n +2)(n +3)cupz "
n=1 n=0 n=0

AuBerdem haben wir: ¢y = y(0) =y und ¢; =4’ (0) = up .
(ii) Einsetzen in die Dgl. (*) und nach Potenzen von z sortieren:
0 éy”—l—ac?y’—i—Qacy—ac:

(e.@) o0 o0
= 2cy + Z(n+2)(n+3) Cngg x4 chnxnﬂ + Z 2p 2" — =

n=0 n=1 n=0

(e.@)
:202+603x+200x—x+z {(n+2)(n+3)cn+3+ncn+2cn]xn+1 =

n=1

= 2co + (603 + 2¢ — 1) z + Z [(n+2)(n+3) Cnys + (N +2) cn} "t
n=1
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17.B Potenzreihenansatz. 179

(iii) Koeffizientenvergleich: rechte Seite = linke Seite = Nullreihe:

202:0, d.h. 02:0;
6cs +2co—1=0, dh. ez =1 (1—2¢) =14 (co—%);
(n+2)(n+3)cpy3+(n+2)c, =0Vne N, d.h. cn+3:—n%r30nVn€|N.

Wir erhalten:
c = Yo,
1 = uUp,
Cy = 07
1 1 Rekursionsformel
c3 = 3 (yo - 5) ) fur die Koeffizienten ¢, .
1 .
Cp+4+3 = —n—_+_30n fir n = ]_,2,... .

1 1
Cl1 = Up = 042—101:—111,0,
1 1 1
= C7:—?C4Z+Z'?Uo,
1 111 I .
Cclg = 10 Cr = 4 7 10 Uup, USW., a geme|n.
C3k+1 = (—].) H ug fiur k€ Ny ;
V:03V+1
co=0| = cm=cz=cg=cy1=---=0, also: c3,_1 =0 fir k€ N;
B 1< 1) N 1 _+1 1 ( 1)
C3 = 3 Yo 9 Ce = 603— 376 Yo 5 )
N r 111 < > I .
Ccg = 906_ 369 Yo 5 , usw., aligemein:
1 1 (—1)’@( 1) N
A S S 7 <y° 2> R\ T

Insgesamt erhalten wir:

—1)* 1y ..
€0 = Yo C3k:%<yo—§> fur k=1,2,...,

03k,1:0 fir k:1,2,... s

LIS
C3k41 = [(—1)k II

=0 3v+1

ug fur £=0,1,2,... .
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17-10 17 VARIATION EINER KONSTANTEN; POTENZREIHENANSATZ.

(v) Mit diesen Koeffizienten ergibt sich die allgemeine Lésung:

X 1\ & (=DF 4 > e
= n— = -1 - +1
y(@) Z%C"x y°+<y 2),;1 SE gl " +“°kz:% (=1) VI;[O&/H

Fiir die erste der beiden Potenzreihen auf der rechten Seite konnen wir sofort die Grenzfunktion angeben

(Exponential-Reihe!) :

k
- (_]-)IC 3k s ]. ( l'3> _ 3/3 L.
Z T :—1+Z— —— | =—-14e*/?. Damit ist:
3k k! k! 3
k=1 k=0
y(@) = 2 + <y - l) e pu i (—1)F ﬁ LI P U8
2 "\ 2 e 2l3v+1

und b = ug beliebig

DN | =

Die Losung ist von der Form: y(z) = ys(z) + ayi(z) + bya(x), a =1y —

1
konstant; ys = 3 ist eine Partikuléarlosung der inhomogenen Dgl. (*);

00 k
yiw) == und polo) = [(‘”k 55
v=0

23+ sind zwei Fundamentalldsungen,
k=0 +1

d.h. zwei linear unabhangige Losungen der zugehorigen homogenen Dgl. .

(Die Grenzfunktion der Potenzreihe fiir yo(xz) ist keine der bekannten Funktionen.)

17.C Hermite’sche Differentialgleichung und Polynome.

Eine Differentialgleichung fiir y = y(x) der Form

17.6 | (H) || v" — 22y’ + 28y =0 ||, wobei § eine Konstante ist,

bezeichnet man als Hermite’sche Differentialgleichung.

Da die Koeffizienten as(z) =1, ai(x) = —2x und ag(z) = 23 dieser Dgl. Polynome sind, Isst sich
ihre allgemeine Losung y(x) nach Nr.17.4 an jeder Stelle x, , insbesondere bei 2y = 0 in eine iiberall
konvergente Potenzreihe entwickeln. Daher kénnen wir fiir die Dgl. (H) einen Potenzreihen—

Ansatz machen:

(+) || y(x) = cxa® ||, (cx “geeignet” konstant).
k=0

Mit den entsprechenden Reihen fiir zy/ und " :
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17.C’ Hermite’sche Differentialgleichung und Polynome.

2y = 2x- Z ket = Z 2keprt = Z 2kepa®
k=1 k=0

k=1
g = Y k(k— D2 = 3" (k + 2)(k + 1)cppar”,
k=2 k=0

ergibt sich durch Einsetzen in die Dgl. (H):

S (k+2)(k + L)cpraa® — > 2kepa® + 3 282" =0,
k=0 k=0 k=0
also: Y [(k+2)(k + 1)exso — 2(k — B)ex| 2 =0,
k=0

somit: (k+2)(k+ 1)cgro —2(k — B)er, =0 VE € Ny, d.h:

(R) || chy2 = —(k )k + 1) cr Vk € Ny

2(k - p) Rekursionsformel

fur die Koeffizienten ¢y, .

17-11

Mit Hilfe dieser Rekursionsformel konnen wir versuchen, ein Bildungsgesetz fiir die Koeffizienten ¢ zu

finden:

Setzen wir yo := y(0) und wug :=y'(0), so ergibt sich der Reihe nach aus (R):

€20 = G = Yo,
Col = Cp = ng o = 21 (02'— ﬂ) vo.
22-8) 20— B)2—-p)
C22 = C4 = 13 cy = . o
_ 3 _ _ _
e = o = B, POAE AU,

206 -5), _2O-AR-PE-AE-H)

€24 = C8 = Ce =

8-7 8!

m m—1
Com = l% VI;IO(QV—ﬂ)] yo fir meN |,

C2.0+1 = €1 =1Up,
Co1p1 = 3 = 2(:13‘_25) 01:21(13!—5) "o,
ooy = o = 220 _PA-HE-HE-F)
7-6 7!
om m—1

it = | G+ 1)1

v=0
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17-12 17 VARIATION EINER KONSTANTEN; POTENZREIHENANSATZ.

Die Hermite’sche Differentialgleichung:

(H) || ¥ =22y +28y=0 (8 konstant)

hat die allgemeine Losung | y(z) = yo - y1(z) + ug - y2(x) | (r € R)

17.7 mit den beiden Fundamentallésungen :
00 m—1 me 1
=1 2™ T (2v - =1-02"——p(2-B)a" — -
y1(x) +m2::1 l Vl;[o( v 5)] 2m) fa” — = B6(2- 0 ,

ya(z) =z + é lani:[O(Qqul—ﬂ)] (;%:1)' -

:x+%(1—5)x3+;—0(1—ﬂ)(3—5)x5+---.

Ist man nur an den ersten Gliedern der Potenzreihen—Entwicklung der Losung von (H) interes-
siert, so kann man die erforderlichen Ableitungen y*¥)(0) schneller unmittelbar aus der Dgl. (H) erhalten:

y(0) =0 |,| ¥'(0) = ug | (Vorgaben) und

y" =2xy — 2By (gegebene Dgl.) =

y"(0) = =2y, | und

y" =2y 4+ 2zy" =26y =2(1 - B)y +2zy" =

y"(0) = 2(1— B)up | und

y W =21 = B)y" + 2 + 2zy" =212 B)y" + 2z =

yW(0) = —4B(2 — B) yo | und

y(5) — 2(2 _ 5) y/// + 2y/// + 2$y4 — 2(3 _ 5) y/// + 2z y4 =

y®(0) = 4(1 — B)(3 — B)ug | usw.: es ergibt sich (wie oben):

y(z)  =wyo (1—5352—%5(2_5)334_ >+

+ up (3:%—%(1—ﬁ)$3+%(1—ﬁ)(3—ﬂ)x5+ > .

Wir wollen als Nachstes herausfinden, fiir welche Werte 5 die Hermite'sche Dgl. (H) ein Polynom

vom Grad n als Losung besitzt.
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17.C’ Hermite’sche Differentialgleichung und Polynome. 17-13

Es sei also y(x Z crx® mit ¢, # 0 eine Losung von (H).
k=0
Wegen ¢, =0 fiir k > n und ¢, # 0 folgt aus der Rekursionsformel (R):
2 _
0=rcpio= (n — 5) ¢, also: | B =n |, und wir bekommen nun die
(n+2)(n+1)

(k+1)(k+2)
2(k —n)

Rekursionsformel: (R), || ¢ = Crao fir k<n

Da ¢, =0 ist, folgt noch: ¢, 1 =¢, 3= ---=0,dh.esist c; =c3=--- =¢, 1 =0, wenn
n gerade ist, und ¢co =co = --- =¢,_1 =0, wenn n ungerade ist.

Um nicht die Falle “n gerade” und “n ungerade” unterscheiden zu miissen, ist es — wie schon bei
der Legendre'schen Dgl. — bequemer, die Koeffizienten ¢, o, ¢, 4, ... in Abhdngigkeit von ¢,

darzustellen: aus der Rekursionsformel (R), folgt:

. _(n=1)n . —n! .
"R (m) M 22l (=2 ™
_ (n=3)(n—-2) _(n=3)n-2)n-1)n n!
ot Ty 2T 219 TN TR P T
_ (n=5)(n—4) =5 (n=-1)n —n!
T 26.2-3 T sl (n—6) ™
usw.: fiir k,n € Ng mit n— 2k >0, d.h. fir 0< k < [gJ :
(=1)kn!

-2 = 99k kT (n — 2k)1

Es ist iiblich, ¢, in der Form ¢, = 2" ¢ (¢ # 0 konst.) anzusetzen. Wir erhalten:

Die Hermite’sche Differentialgleichung

(H) | ¥" —2z2y'+28y =0 | (8 konstant)

besitzt genau dann ein Polynom vom Grad n als Losung, wenn

B =n || ; die Polynoml6sungen sind in diesem Fall genau die Vielfachen

17.8

y(x) = cH,(z), c bel konst. |des n—ten Hermite’schen Polynoms:

L%J n—2k
( ]') 2 n—2k
=n Z <l (n— 2k)! "
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17-14 17 VARIATION EINER KONSTANTEN; POTENZREIHENANSATZ.

Selbstverstandlich besitzt die Dgl. (H) gemaB Nr.17.7 auch im Fall 3 = n zwei Fundamentalldsungen, nur
ist die zweite Fundamentallosung kein Polynom .

Diese Polynomldsungen der Hermite'schen Dgl. (H) spielen in der Quantentheorie bei der Diskussion har-

monischer Schwingungen (z.B. Molekiilschwingungen) eine groBe Rolle.
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18 Fourierreihen.

Stichpunkte: Approximation im quadratischen Mittel durch trigonometrische Polynome,
Fourierreihen (als Extremwertaufgabe, reell und komplex); Fourierentwicklung gerader und

ungerader Funktionen.

2
In diesem Abschnitt sei 7> 0 und f(t) eine T—periodische Funktion mit der Kreisfrequenz w = %

T
die der Bedingung / |£(1)|*dt < oo geniigt.
0

18.A Approximation durch trigonometrische Polynome.

Die Approximationsaufgabe, f(t) durch Superposition (=Uberlagerung) von harmonischen

Schwingungen bis zur Frequenz Nw, d.h. durch ein trigonometrisches Polynom

N N
18.1 || Ty {f}(t) = % +3 (an - cos nwt + by, - sinnwt) = Y et
n=1 n=—N

im quadratischen Mittel optimal anzunahern, d.h. so, dass die

1 /T
mittlere quadratische Abweichung \/?/0 1F(t) — Tn{f} ()| dt

minimal wird, kann als Extremwertaufgabe gel6st werden:

T
Die Koeffizienten a,, , b, bzw. ¢, sind hierzu so zu bestimmen, dass M := / (1) = Tn{f} ()| dt
0

minimal wird; sie ergeben sich folglich aus den (2N + 1) Bestimmungsgleichungen:

oM

=0 firn=0,1,...,N

oa, .

M im Fall M = M (a,, by | n € N) bzw.
=0 fir n=1,...,N

b,

OM
=0 fir n=—N,...,N im Fall M =M (c, | neZ).

ocy,

Als eindeutige Losung dieser Approximationsaufgabe bekommt man:

9 (T
Cln:—/ f(t)-cosnwtdt (n=0,1,2,...) . .
18.2 T Jo Fourierkoeffizienten

= eelle F , bzw.
n T / f(t) -sinnwt dt (n 1, 2, .. ) (r orm) ZW
0

]_ T . F . k m . t
18.3 | ¢, = _/ £ e inwt gy (n=0,+1,+2,...) ourlerkoetilizien en.
T (komplexe Form), wobei:
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18-2 18 FOURIERREIHEN.

1 1
18.4 0= und ani(an_ibn)a c_nzi(an—kibn) fir ne N.

Mit diesen Fourierkoeffizienten ist Ty{f}(¢t) das N—te Fourierpolynom von f(¢) und die Giite
der Approximation: f(t) ~ Tnx{f}(t) kann hochstens durch VergroBerung von N im quadratischen
Mittel verbessert werden.

Da die in den Formeln fiir die Fourierkoeffizienten auftretenden Integranden samtlich

T—periodisch sind, kdnnen die Integrale jeweils iiber ein beliebig anderes Intervall der
T T/2 at+T

Lange T" genommen werden: / ceedt = / ) ceedt = / -+ dt (a € R belie-
0 =T/2 a

big); das ist — abhangig von der Art der Definition von f(¢) — mitunter vorteilhaft.

18.5

Hieraus ergibt sich auch:

ist f(t) ungerade, d.h. f(—t) = —f(t) (wie der Sinus), so ist:
/2 ;

an:O,bnzé/ f(t)sinnwtdt,cin:Iszn Vn € Ny ;
18.6 o 2

ist f(t) gerade, d.h. f(—t) = f(t) (wie der Cosinus), so ist:

4 (T/2 1
an:?/ f(t)cosmutdt,bn:O,cinzian Vn € Ny .
0

Fiir die Berechnung der Fourierkoeffizienten sind die folgenden Beziehungen immer wieder niitzlich:

1 fir all IN
18.7 | cosnmt = (=1)" = _L_Ir alle geraden n € No und:
—1 fiir alle ungeraden n € N
(—1)F = 1 firn=0,4,8,... =2k (k gerade)

18.8 | cos g — B —1 fiirn=2,6,10,... =2k (k ungerade)

0 fur alle ungeraden n € N

0 fur alle geraden n € Ny

.n
18.9 |sinom = 1 = 1 firn=1,5,9,... =2k +1 (k gerade)
-1 firn=3,7,11,... =2k +1 (k ungerade)
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18.B  Fourierreihen—-Entwicklung. 18-3

4 fir —2<2x<2
B.: Sei 8 —periodisch mit = - - )
@Z | f(w) 8-periodisch mit f(z) {o fiir 2<x<6}

Dannist T=8, w=2 =12 und f(z) ist gerade, somit:

4 rT/2 2 ni )
bp =0Yn €N und an:?/ f(x)cos(nwx)dxz?/ oS <Im> dz fir n € Ny.
0 0

2
Es ergibt sich: a0:2/ dx =4, also %:2, und fir n > 0:
0

an =2 - sin (T x) L8 (n_ﬂ) s0. (—1())k . fiir alle geraden n
s

Wir bekommen damit fiir f(z) die Fourier—Polynome :

L Z_IJ k

Tn(z) =2+ — 2% 1 1

7rm> , also:
™

Ti(z) = Ta(z) = 2—1—%(:05 <gm> , T3(z) = Tu(x) =2+ %cos <z x) - %cos <%T7r x) ,

Abbildung 18.1 Die ersten Fourierpolynome von f(x)

18.B Fourierreihen—Entwicklung.

Wie bei jeder Approximationsaufgabe (vgl. mit der Approximation durch Taylorpolynome und der Taylor-
reihen—Entwicklung in Lektion 10) stellt sich auch hier die Frage, "wie gut” — im quadratischen Mittel
— eine gegebene, T —periodische Funktion f(¢) durch ihre Fourierpolynome Ty (t) approximiert werden
kann, insbesondere mochte man gern wissen, ob jede "hinreichend anstandige”, periodische Funktion f(t)
durch ihre Fourierreihe T'(t) = ]\;gnw Tn(t) dargestellt wird. Es zeigt sich, dass die Antwort fiir eine groBe

Klasse von Funktionen f(t) positiv ist:

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 18



18-4 18 FOURIERREIHEN.

2
Ist f(t) T—periodisch mit der Kreisfrequenz w = % erfiillt f(¢) die

Dirichlet’sche Bedingung (D):

An jeder Unstetigkeitsstelle ¢, von f(¢) existieren die beiden einseitigen
18.10 Grenzwerte f(tp —0) und f(tp + 0) und jedes Periodenintervall von f(t)
lasst sich so in endlich viele Teilintervalle aufteilen, dass f(¢) im Innern

dieser Teilintervalle beschrinkt, stetig und monoton ist.

und sind a,, b, bzw. ¢, die Fourierkoeffizienten aus Nr.18.2 und 3, so hat man die
Fourierreihen—Entwicklung:

e an jeder Stetigkeitsstelle ¢:

ao © . Fourierreihe
tH=T({t) =—+ Qy, - cosnwt + b, - sinn wt
/) (®) 2 nz::l ( ) (reelle Form)
B i . ginwt Fourierreihe
- n Y

18.11 n——oo (komplexe Form)

e an jeder Unstetigkeitsstelle #;:

T(ty) = 5 (f(to +0) + f(to — 0))

DN |

Fiir gerade oder ungerade periodische Funktionen, die der Dirichlet'schen Bedingung (D) geniigen,
hat man aufgrund von Nr.18.6:

Wenn f(t) gerade ist (wie der Cosinus), so hat f(¢) eine reine
Cosinus—Entwicklung: an jeder Stetigkeitsstelle ist:

a4 | o . 4 (T/2
f(t)=§+2an-cosnwt mit an:?/ f(t) - cosnwtdt
0

n=1

18.12

wenn f(t) ungerade ist (wie der Sinus), so hat f(¢) eine reine

Sinus—Entwicklung: an jeder Stetigkeitsstelle ist:

o0 4 [T/
f@)=> b, -sinnwt mit bn:T/ f(t) - sinnwtdt
0

n=1
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18.B  Fourierreihen—-Entwicklung. 18-H

Weitere Beispiele zur Fourier—-Entwicklung :

2A T T
1. | f(t) ist T—periodisch mit f(t) = T t fir — 3 < t < 5 (”Ségezahnkurve ” )
f(t) ist ungerade, hat also f®)

eine reine Sinus—Entwicklung:

0
ft) = Z by, - sinn wt
n=1
mit den Fourierkoeffizienten:

4 rT/2
bn:—/ f(t)-sinnwtdt =
T Jo

424 T/Zt i tdi
= T ? 0 = SInn w =
Abbildung 18.2 Sagezahnkurve
8A + T/2 1 /T/2
=5 | ——— cosnwt +—/ cosnwtdt | =
T nw =0 nw Jo
8A t ; . " T/2 yr=2r
= T2 {—m cos nwt + 202 S nw Lo =
8A T2 1 24
= T2 <_2n o cosnm + ) smmr) = (—1)"*! —
Damit hat man an jeder Stetigkeitsstelle:
24 & (—1)ntt
ft) = — Z Gt i sinnwt =
T = n
24 <sinwt sin 2 wt n sin 3 wt >
B 1 2 3 7 '
Grund— 1.0ber- 2.0ber-
Schwingung Schwingung Schwingung

kE+1

(An den Unstetigkeitsstellen von f(%), also an den Stellen t = T mit k € Z, hat diese Reihe den

Wert 0.)

2. | f(t) = A |sint|

f(t) ist m—periodisch, \
dh. T=7n,w=2, und
f(t) ist gerade, hat also eine

reine Cosinus—Entwicklung:

o0
flt) = % + Zan-cosnwt

mit den Fourierkoeffizienten:

n=1

Abbildung 18.3 f(t) = A|sint|
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A [T A 24
@:—/ sintclt:—[—cost]7r =— und firn>0:
2 m™ Jo s t=0 s
24 [T A 7
anp =— [ sint-cos2ntdt = —/ (sin(?n + 1)t — sin(2n — l)t) dt =
™ Jo m™Jo
A [ cos(2n + 1)t cos(2n — 1)t}7r _ 4A 1
o 2n + 1 2n—1 |09 m™ 2n+1)2n—-1)"

Da f(t) stetig ist, ergibt sich fiir alle t € R:

24 4A & cos 2nt
1 = -0 2n+1)2n—1)
n=1
24 44 (cos 2t N cos 4t N cos 6t n )
I 1-3 3.5 5-7 '
Grund- 1.0Ober- 2.0ber—
Schwingung Schwingung Schwingung
24 4A /1 1 1
Hiermit hat B.:0=f(0)="—"——-— )
iermit hat man z f(0) - - (1‘34—3‘54—5‘74— >
> 1 1 1 1 1
| . et N
aiso ,;(%-1)(2k+1) 13735 57" 2

18.C Verwendung von Formelsammlungen.

FOURIERREIHEN.

©

X

Die folgenden Bemerkungen sind hilfreich, wenn man die Fourier—Entwicklung einer gegebenen Funktion

f(t) mit Hilfe einer Formelsammlung ermitteln will, in der nur eine dhnliche Funktion fy(t) verzeichnet

ist:
Ist | () = fo(t — to) | und sind die Fourierkoeffizienten @, , b, von fu(t)
bekannt, so ergibt sich die Fourier—Entwicklung der Funktion f(¢) mit Hilfe der

18.13 Additionstheoreme fiir cosnw(t — ty) und sin nw(t — ty) aus der Darstellung:
f(t) = folt —ty) = % +> (dn - cos nw(t — ty) + by - sin nw(t — to)) :

n=1
= z.B.: | f(t) =A-|sin(t+7/4)| | Mit fo(t) = A-|sint| (s.o. Beispiel2) folgt:
_ 24 4A N cos2n(t+7/4) -
Ft) = folt +m/4) = — - — nz::l Gnt)@n1) Nun ist:
cos2n(t +m/4) = cos(2nt + nw/2) = cos2nt - cosnmw/2 — sin2nt - sinnw /2 =

cos2nt , firn=0,4,8,12,...,
—cos2nt, firn=2,6,10,14,...,
—sin2nt, firn=1,5,9,13,...,
sin2nt , furn=3,7,11,15,...;
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18.C  Verwendung von Formelsammlungen. 18-7

damit erhalt man fiir f(¢) die Fourier—Entwicklung:

1) = 2A+4A (sin2t N cos 4t sin 6¢ cos 8t n ) )
o7 7r 1-3 3-5 5.7 7-9 '
Grund- 1.0ber— 2.Ober— .
Schwingung  Schwingung  Schwingung
f(@®)

i o 3 t
o : - o
Abbildung 18.4 f(t) = A|sin(t + 7/4)] B

. . . 2 .
Ist fo(t) To—periodisch mit der Kreisfrequenz wy = % so ist
0

T 2
f(t) = fo (i t) = fo (—0 t) T—periodisch mit der Kreisfrequenz w = —Tr;
Wo T T

fo(t) und f(t) haben dieselben Fourierkoeffizienten.
Insbesondere:

Ist fo(t) 2m—periodisch mit der Kreisfrequenz w =1, so ist

2
18.14 f(t) = fo(wt) | T—periodisch mit der Kreisfrequenz w = % und

f(t) hat dieselben Fourierkoeffizienten wie fy(t) .

A
Hat fy(¢) die maximale Amplitude Ay > 0, so hat | f(t) = T fo(t)

die maximale Amplitude A; hat fy(¢) die Fourierkoeffizienten a,, , b, bzw. é,,

A A - A
so hat f(t) die Fourierkoeffizienten a, = i ap , by = 1 b, bzw. ¢, = 1 Cp, -
) 2B.: Sei | f(t) T-periodisch mit f(t) = 22t fir — L <t< L | (so. Beispiel 1)
< Z.D.: el perioaisch mi = T ur 9 =75 S.0. eispie

In den meisten Formelsammlungen findet man fiir die ungerade, 2w—periodische Funktion

fo(t) =t fir —xw <t < | die Fourier—Entwicklung:
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18-8 18 FOURIERREIHEN.

. 9 .
fo(t) =2 (smt _ smet + 2 5t F- > i fo(t) hat demnach die Fourierkoeffizienten:

1 2 3

2
an =0, b, = (—1)""' = und die maximale Amplitude von fy(t) ist Ag = .
n

2
Da f(t) die Kreisfrequenz w = % und die maximale Amplitude A hat, ergibt sich:

A 2A (sinwt sin2wt  sin 3wt
£ = 2 folwt) = 22 (B - SR SR )
T T 1 2 3
A - 2A
t) hat die Fourierkoeffizienten: a, =0, b, = — b, = (—1)"! == |
f(t) hat die Fourierkoeffizienten: a, =0, - (-1) — C[;;
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19 Fouriertransformation.

Stichpunkte: Cauchy’'scher Hauptwert; Fouriertransformierte, Fourierintegraldarstellung,
Fourier-Sinus— und Fourier-Cosinus—Transformation, Approximation durch Uberlagerungen
harmonischer Schwingungen; Delta— und Heaviside—Funktion, Faltungssatz und Differen-

tiationssatz.

19.A Cauchy’scher Hauptwert eines Integrals.

In diesem Abschnitt iber Fourierintegraldarstellung sei f(¢) stets eine absolut—integrierbare Funktion,

d.h. /°° £ (#)] dt < oo

oo
Alle auftretenden uneigentlichen Integrale / f(t) dt sind im Sinne des Cauchy’schen Hauptwertes
—00

/ ft)dt:= lim / f(t)dt bzw. — wenn f(t) bei t =ty unstetig ist —

19.1 > e . )
/_oof(t) dt = lim i, (/_ s+ [ g dt>

zu verstehen, auch wenn jeweils das linke Integral im strengen Sinne

a——00 g1 —0— b—oo 20+ Jg,

00 £1 b
/ f(t)dt = lim lim/ f(t)dt + lim lim f(t)dt nicht existiert!

o
@ z.B.: das Integral / sintdt existiert nicht im strengen Sinne:
| —00
00 b
/ sintdt = lim lim [— cost] = — lim cosb + lim cosa: existiert nicht!
—0 a——00 b—00 t=a b—oo a——00

a

oo
es existiert jedoch als Cauchy’scher Hauptwert : / sint dt = alim sintdt =0.
— 00

—00 —a
L o dt . . .
Ebenso existiert das Integral 7 nicht im strengen Sinne:
—0o0
© dt _ . “endt _ bdt
— = lim lim — 4+ lim lim — =
oo t a—0e; =0+ ) o4 & b—ooea—0+ Jeo,
= lim Inegy — lim Inag + lim Inb — lim Iney : existiert nicht!
e1—0+ 4—>00 b—o0 e2—0+

aber es existiert zumindest als Cauchy’scher Hauptwert :

© dt . ) —€ dt @ dt
/ — = lim lim / — —|—/ ) =
—00 t a—0 e—0+ —a t £ t

:all)rgoglir&r(lne —Ina —i—lna—lng):O. @

Uneigentliche Integrale, die im strengen Sinne existieren, existieren — mit demselben Wert — natiirlich

auch als Cauchy’scher Hauptwert.
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19 FOURIERTRANSFORMATION.

19.B Fouriertransformation und Fourierintegraldarstellung.

Periodische Funktionen mit der Grundfrequenz wy , die der Dirichlet’schen Bedingung (D) geniigen, kdnnen

als Uberlagerung von harmonischen Schwingungen der (diskreten) Frequenzen nwy (n € Ng) aufgefasst

und somit als trigonometrische Fourierreihe dargestellt werden.

Ahnlich kénnen auch nichtperiodische Funktionen, sofern sie geeignete Zusatzbedingungen erfiillen, als
Uberlagerung von harmonischen Schwingungen der (kontinuierlichen) Frequenzen w (w > 0) aufgefasst

und als Fourierintegral dargestellt werden; statt der Fourierkoeffizienten ¢,, (in der komplexen Form)

hat man hier die Fouriertransformierte F{f(¢)}(w):

19.2

Die Fouriertransformierte einer absolutintegrierbaren Funktion f(¢) ist

Fw) = FUOY) = o= [ e

sie ist fiir alle absolutintegrierbaren Funktionen f(¢) wohldefiniert und stetig .

Die Abbildung F: f(t) — F(w) = F{f(t)}(w)

heiBt Fouriertransformation; sie ist linear, d.h. es gilt:
F{ft)+9)}Hw) =F{f)}w) + F{g(t)}{w) und
FIN O Hw) = AF{f()}w).

An die Stelle der Dirichlet’schen Bedingung (D) tritt eine

19.3

modifizierte Dirichlet’sche Bedingung (D’), z.B.:

f ist T'—periodisch und absolut—integrierbar und es gibt eine Zerlegung
0=ty <ty <- <ty =T des Periodenintervalls [0, T ]

so, dass f(t) auf jedem der offenen Teilintervalle | t;_ ,%; | :
(i) monoton und beschrinkt ist oder
(i) eine beschrinkte Ableitung besitzt oder sogar
(iii) eine stetige Ableitung besitzt.

(An den Stellen ¢; braucht weder f(¢;) noch f’(t;) definiert zu sein.)

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 19




19.C  Fouriertransformation gerader und ungerader Funktionen. 19-3

Erfiillt die Funktion f(¢) eine modifizierte Dirichlet'sche Bedingung (D’), so gilt

— an jeder Stetigkeitsstelle ¢t € R:

. ~ Fourier—Integral-
f0) = 75 /_ F)edo = F {F@)}1) || darstellung
der Funktion f(¢)
N ~ Fourier-
mit || F(w) = N /700 ft)ye ™ dt = F{f(t)}w) transformierte
der Funktion f(t) .

19.4

— an jeder Unstetigkeitsstelle % :

(f(to+0) + f(to —0))

NN

FHP@IH) = o= [ Flo) e du =

Die Abbildung F~': F(w)+— F'{F(w)}(t) ist die inverse Fourier-

transformation ; sie ist ebenfalls linear.

Beachte die Symmetrie der Darstellungen von F{f(t)}(w) und F {F(w)}(t):
F{f(t)}(w) = L / f(t)etdt = F(w)  Fouriertransformierte,
vV 21 J -

195 | F HF(w)}(t) = \/% /O:O F(w)e ™' dw = f(t) Fourier—Integraldarstellung

von f(t) (an den Stetigkeitsstellen ). Die beiden Faktoren vor den beiden Integralen

1
V2T

1
sind weitgehend willkiirlich wahlbar: ihr Produkt muss nur or ergeben!
T

19.C Fouriertransformation gerader und ungerader Funktionen.
(f(t) sei stets eine Funktion, die eine modifizierte Dirichlet'sche Bedingung (D’) erfiillt!)

Vermoge der Euler'schen Formel: ¢! = coswt — isinwt kann man die Fouriertransformierte

F(w) = F{f(t)}{(w) zerlegen:
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19-4 19 FOURIERTRANSFORMATION.

F(w) = Fc(w) — ZFS(W)

mit der Fourier-Cosinus-Transformierten:

106 | | Felw) = Folf(h}w) = JLQ_W £(t) cos wt dt
und der Fourier-Sinus-Transformierten :
Fe(w) = Fs{ (1)} (w) = \/%_oo £(#) sin wt dt

Hiermit haben wir:

Ist f(t) gerade, d.h. f(—t) = f(t), soist Fs(w) =0 und
an jeder Stetigkeitsstelle ¢ gilt:

5 % Fourierintegral
f(t) = \/;/Fc(w) coswt dw = Fg ' {Fo(w)}(t) einer geraden
0 Funktion

Fourier-Cosinus-

mit || Fo(w) = \/g/f(t) coswtdt = F{f(t)}(w) Transformierte

einer geraden
Funktion

19.7
Ist f(t) ungerade, d.h. f(—t) = —f(t), so ist Fs(w) =0
und an jeder Stetigkeitsstelle ¢ gilt:

5 % Fourierintegral
f(t) = \/;/ Feo(w)sinwtdw = Fg'{Fs(w)}(t) einer geraden
0 Funktion

Fourier-Sinus-

Transformierte
einer ungeraden
Funktion

mit || Fs(w) = \/g/f(t) sinwt dt = iF{f(t)}(w)
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19.D Typische Beispiele.

Wenn die Funktion f(¢) weder gerade noch ungerade ist, kann man sie in ihren
geraden und ungeraden Anteil zerlegen:

F(t) = f,() + fult) mit f,(t) = = (F(t) + f(~1) (gerader Anteil)
() = f(-))

2
1
fu(t) = 3 ( (ungerader Anteil);

Folf )} (W) = Fellfy(O)} (W), Fs{f(t)}(w) = Fs{fu(t)}(w)
FU O} w) = Folfy(D}(w) = iFsifut)}(w

an jeder Stetigkeitsstelle ¢ gilt, falls f,(¢) und f,(¢) die Bedingung (D’) erfiillen:

19.8

damit ist: und

(t) = \/%/Ooo}“c{fg(t)}(w) cos wi dw + \/g/ooo Feslfu()}(w) sinwt dw

(siehe hierzu Beispiel 6)

19.D Typische Beispiele.

@ Beispiel 1. Sei a > 0 und
X

0 firt<o fa (1)
() = . Dann ist
falt) {e‘” ﬁirt>0} I
1 * —at —iwt 1
Flfalihw) = o= [~ emtetar = |
- i . —1 e*(a+iw)t‘oo *:)
V2r a+iw =0 Abbildung 19.1: f,(t) = H(t) e™*
1 1
V21 atiw’
*) denn fiir ¢ > 0 ist ‘e*(a“w)t ‘ =le . el =50 (t—>o00).
o . . B 1 1
fa(t) hat somit die Fouriertransformierte F{f,(t)}(w) = F,(w) = Jir atiw’

und da f,(t) die Bedingung (D’) erfiillt, ergibt sich fiir f,(¢) die Integraldarstellung:

folh) = FYFuw)}Ht) = J% | Faw)e =

1 /00 et i 1 /00 (a —iw)(cos wt + 7 sinwt)
w

o o0 O+ W o o a? + w?

1 e a cos wt + w sinwt . asinwt — wcoswt
+ dw =

dw =

7

T2 e a? 4+ w? a? +w?
(gerade) (ungerade)
1 [ t inwt : iokei
_1 / @ cos w2 + w2s1nw dw (an jeder Stetigkeitsstelle ¢ ).
™ Jo a® + w
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19-6 19 FOURIERTRANSFORMATION.

- b+ wsinwt 0 ,furt <0
Hiermit folgt: / GO T VI dw={ w/2 firt=0
0

a? 4+ w?
Te %  firt>0.

Beispiel 2. ]:{e_tz/Q} e~l?/2 em Wt gy = e~z (P20 t0?) gy

-7 /.

1 w2 / L (t4iw)? [ Lo 1 ,
dt = Substitut = — (¢
\/_ 70062 ubstitution z \/§(+W)
L e /°°+w/f .2, ) | dadas Integral / e )" (dx + i dy)
z = c
V2 ootiw/V2 im R? wegunabhiingig ist! (s.u.)
1 oy [ 1 ‘
= NG e /2 /_ooefmzdm = NG e w2 V= e W2
N ., oP 0
*) denn fiir die Funktionen P(z,y) = e~ (@) ynd Q(z,y) = ie @+ hat man: By = 8_552;

da beide Funktionen iiberall (beliebig oft) stetig differenzierbar sind, ist also jedes Wegintegral

/ P(z,y)dz + Q(z,y)dy = / e~ (@tiy)? (dz +idy) wegunabhiingig im R? (s.Lektion 26).
C C

: .. . 0 fir t<0 . :
Beispiel 3: Mit der Heaviside—Funktion: H(t) = ?r und fiir ¢ > 0 sei
1 fir t>0
1 fir |t|<a
t) =H(a—|t]), also t) =
o) == 1) oo g ={ o o =
Y Y
1 o 1 %
t & & t
—a a
Abbildung 19.2 y = H(t) Abbildung 19.3 y = H(a — |t])

Da die Funktion f,(t) gerade ist, kann man ihre Fouriertransformierte auf zwei Weisen berechnen:

a

Flfa@®}w) = \/% /_O:o fa(t)e ™t dt = \/% _aa e~ Wt gt = \/% Z__: o iwt _

— L __1 —wa _ iwa) _ \/?l i wa _ —iwa) _ \/ZSinwa, _

B V2 tw (e € ) “Vorw 2 (e € ) Vi o oder:
FU0) ) = Fotfae) =2 [ faycoswrar =2 [*coswran =

_ \/? 1 [s' t]a _ /2 sinwa

VT L P TV w
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19.E  Approximation durch Uberlagerung harmon. Schwingungen. 19-7

H(a —|t]) hat also die Fouriertransformierte F{H(a — |t|)}(w) = Fp(w) =1/ —-

und damit (an jeder Stetigkeitsstelle ) die Fourier—Integraldarstellung :

o0 o . t
H(a—|t]) = F;{F,(w \/7/ Fy(w) coswt dt = / SIMWE " PR dw

w

Hieraus ergibt sich z.B.fiir a > 0 (vgl. mit einer Integraltafel):

0 fir |[t|>a

o0 a3 . t
/ sinwa coswt ) s fir |t = a ©
0 w Y

w/2 fir |t|<a.

19.E Approximation durch Uberlagerung harmon. Schwingungen.

Will man eine periodische Funktion f(t) der Kreisfrequenz w = 2—” im quadratischen Mittel op-

timal durch eine Uberlagerung " geeigneter” harmonischer Schwmgungen bis zur Kreisfrequenz

Nw approximieren, so wird man auf das N —te Fourierpolynom gefiihrt (Abschn. 18.A):

N
flt) =~ Z cne™®!  mit den Fourierkoeffizienten
n=—N

1 [T ;
Cn = f/o ft)e ™t dt .

Vollig entsprechend lassen sich auch nicht—periodische Funktionen f(t), die z.B. die modifizierte

19.9

Dirichlet’sche Bedingung (D’) erfiillen, beliebig gut durch eine Uberlagerung von harmonischen
Schwingungen der Kreisfrequenzen < wy approximieren (umso besser, je groBer wy ist):
wo

flt) =~ F(w)e'“*dw mit der Fouriertransformierten
o

Fw) = FUOH) = 2= [~ je

z.B.: Fiir die Funktion aus dem letzten Beispiel 3 ergibt sich:
X

H(a—|t|)~ — dw; mita=1 und wp =10 bekommt man: (vgl. Abb.18.1)

2 /‘*’0 sinwa cos wt
m™Jo

w
y 1 10

y= PRI )e' dw

\/ﬂ
/\v’l. ~—7 \yfa()H(at)

_g— \ A .

— V —a
Abbildung 19.4 Approximation von f,(t) durch Uberlagerung harmon. Schwingungen




19-8 19 FOURIERTRANSFORMATION.

Beispiel 4: Seia > 0 und f(t) = e | Da die Funktion f(t) gerade ist, ist ihre Fouriertransfor-

mierte gleich ihrer Fourier—Cosinus—Transformierten :

Fle " w) = Fole M w) =

2 o0
:\/—/ e coswtdt = )
w Jo 1
2 e—at e
=\/= | 5 (—acoswt +wsinwt) =
T |a®+ w =0 i t
— /E{O_ﬂ]_‘/z _a . —alt|
Die Funktion f(t) = el hat damit die Fouriertransformierte:
2
F{}w) = Fo(w) =/ = - ﬁ . und da e~l*| iiberall stetig ist, gilt fiir alle £ € R
2 o0
e ot = F HUFo(w)}(t) = \/—/ Feo(w) cos wt dw =
™ Jo
2 0 t
== Rk (Fourier—Integraldarstellung von el );
™ Jo a? 4+ w?
o0 t
hiermit hat man: / SO o = I galt]
0 a4+ w? 2a
—e fiir t<0
Beispiel 5: Seia >0 und f(t) = T
p S {e‘” fiir t>0.}
Da die Funktion f(t) ungerade ist, ist F{f(t)}(w) = —i- Fs{f(t)}(w) mit
2 o0
Fs{f(t)}w) = ,/—/ £(t) sinwt dt = 0
™Jo
2 o0
- T / eiat sinwt df = ! \
™.Jo
2 efat o0 t
=—/— 5 (asinwt + wcoswt) =
T a2+w2 o \
/2 w -1
AR —et fiirt <0,

Abbildung 19.6 f(f) =
Haung 1) {e—at fiir t > 0

w

s bekommt man die
a® + w

2
Mit der Fourier-Sinus—Transformierten Fg(w) = {/—
™
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19.E  Approximation durch Uberlagerung harmon. Schwingungen.

Fouriertransformierte F{f(¢)}(w) = —i - Fs(w) = \/Z T
T

a? + w?’

an jeder Stelle t # 0 gilt:

Ft) = F Y{Fs(w)}(t) = \/g/:o Fo(w) sin wt dw —

2 [ wsinwt
= ;/0 %dw (Fourierintegraldarstellung von f(t));

~ Tt fir t <0,
© wsinwt 2

damit hat man:/ ———dw = 0 ,fur t=0,
0 a°+w -

Eeiat ,f'Lir t>0.

Beispiel 6: Wir betrachten fiir a > 0 nocheinmal die Funktion aus Beispiel 1 von oben:
0 ,fir t<O0,
fO =9 o .
e ,fur ¢>0.
(1
3 e fir t<0

(fo+r0) =9 — Lot

_at .
- ,fur t>0
2 e ur

Dannist  f,(t) =

DN | =

1 at -
- = ,fur <0
5 e ur

md ) =5 (FO-50)={

56—‘” Cfir >0

\

Mit den Ergebnissen aus den Beispielen 4 und 5 folgt:

1 /12 a 1 /2w

Felfs(t)Hw) = Vr Zra? und Fs{fu(t)Hw) = N @ somit:

FUYE) = Follf e —i sl @) = 2/2 271 VRt

auBerdem ergibt sich:
1|1 /2 a 11 /2 w
fcl{a\f;'m}“)”sl{aﬁ'm}“):
1 /2 [ 1 /2 [
:5\/;/0 fc{fg(t)}(w)coswtdw+§\/;/0 Felfult)Hw) sinwt dw =

1 [ t in wt 1 1
_ _/ acosw2 —l—w;mw dw :]___1{ . . }(t) .
™Jo a” +w V2r a+w
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19 FOURIERTRANSFORMATION.

Zusammenfassung der Fouriertransformierten und Fourier-Integraldarstellungen

aus den bisherigen Beispielen:

19.10

19.11

19.12

Beispiele 1 und 6:

0 fiur t<0
H(t)e ® = >0
(t)e {e“t fur t>0} (a>0)
FUH() ™)) = = —

CV2r a+iw

1 1 1 r° acoswt + wsinwt

H(t)e ™ =F1{——. t:—/ d
(t)e 7 {\/% a+iw}() 7w Jo a? + w? “
(wobei H(t)e ™ :=1/2 firt=0)
Beispiel 2:
f{e*tz/Q} (w) = Fe {e*ﬁ/?} (w) = e v’/
2 2 2 [ 2
—t2/2 _ -1 —w?/2 _ [~ —w?/2
e =Fc {e }—\/;/0 e coswt dw
Beispiel 3:

0 fiir [t
Ha-leh={ ° Bt o)

1 fir t|<a

2 sinwa
FiH(a—[t)Hw) = FeiH(a —[t)Hw) =/~ —
2 sinwa 2 o sinwa - coswt

H(a—|t])=F 'y = t:—/—
(o It fc{ﬁ w}()ﬂo ——
(wobei H(a — |t]):=1/2 fir |t| =a)
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19.F Delta— und Heaviside—Funktion. 19-11
Beispiel 4 :
2 a
—alt ]| — —alt| Y
19.13 f{e }(w)—}"c{e }(w)—\/; R (a>0)
2 a 2a [ coswt
—alt| — -1 = - -
¢ Fe {\/; a2+w2}(t) 7r/0 a2+w2dw
Beispiel 5:
—e fur t<0
oH(t) — 1) el ={ ~° >0
( Q )6 {e‘” fur t>0}(a )
2 w
_ —alt| —, 2.
Fs{(2H(t) - 1)) e }@a_¢;(ﬂ+w
2
_ —alt] - _ —alt] — 2.
1914 | F{(2H(t) - 1)) e "} (w) = —i Fs {(2H(t) — 1)) e Mwy_¢;(ﬂ+w2

Calt] 1 2 w o 2 —iw
(2H () 1) e = 7 {\f;'m}@’)—f {\ET

2 (oo wsinwt
_ —/ il W
mJo a?+ w?

(wobei (2H (t) — 1) e/l := 0 fiir t =0)

19.F Delta— und Heaviside—Funktion.

Es folgen einige Aussagen und Regeln, die teilweise aus klassischer Sicht kaum einzusehen sind. Die schein-

bar sorglose und anschauliche Art, mit der erfahrene Praktiker damit umgehen, darf nicht dariiber hin-

wegtauschen, dass z.B. die Delta—Funktion keine Funktion im klassischen Sinne ist, dass es aus klassischer

Sicht z.B. nicht moglich ist, eine unstetige Funktion an ihren Sprungstellen abzuleiten oder einer nicht

absolut—integrierbaren Funktion eine Fouriertransformierte zuzuordnen!

Daher sind alle Regeln, die direkt oder indirekt mit Funktionen dieser Art, z.B. mit der Delta—Funktion

oder der Heaviside—Funktion zu tun haben, stets mit Bedacht zu verwenden: sie sind oft nur im

Distributionen—Sinne zu verstehen! Leider ist es im knappen Rahmen dieses Kurses nicht moglich, auf

Distributionen ( = verallgemeinerte Funktionen) einzugehen.
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19-12 19 FOURIERTRANSFORMATION.

1
Fiir die Funktionen ¢, (t) = % H(a—|t
a

), a>0, gt /°° pa(t)dt =1 und ihre

1 2 sinwa 1 sinwa
Fouriertransformierten sind F 13 = —q/—" = . .0.Beisp. 3).
ouriertransformierten sin {@a(t) Hw) 5 - T, Jor wa (s.o. Beisp. 3)

Man kann diese Funktionen verwenden, um i

— nach sehr robuster Praktiker—Art — die
Dirac’sche Delta-Funktion §(¢) und
ihre Fouriertransformierte plausibel

zu machen:

. +oo fur t=0
5(”:@5‘&%(”:{ 0 fir t#£0 }

FI(OHw) = lim Flou®}w) = = sl

Trotz der tiblichen Bezeichnung a=1

" Delta—Funktion” ist §(t) keine Funktion ¢

o=

1
im klassischen Sinne mehr, sondern ist eine 4

. . 1
verallgemeinerte Funktion oder Abbildung 19.7: ¢a(t) = — H(a — |t])
Distribution 2a

Y =1vYn (t)

Anstelle der Funktionen o, (t) kann
man jede andere Funktionenschar
oder —folge zur "anschaulichen”
Definition der Delta—Funktion d(t)
heranziehen, sofern diese Funktionen
entsprechende Eigenschaften haben,
wie z.B. die Folge

242
Po(t) = —=e ™" neN:
N3

n 242
Abbildung 19.8: ¢, (t) = —= ™"
NZ3
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19.F Delta— und Heaviside—Funktion. 19-13

Ist (¢,)n eine Folge positiver Funktionen

+oo fir t:O}

it li n(t) =
it g Ynll) {0 fir 10

"anschauliche” Definition

[F1] )
der Delta—Funktion

und /OO Gt dt =1 Vn €N,

soist 6(¢) = lim ¢ (t).

Allgemeiner gilt:

flir t =1
[Fla] | Vo € R ist 6(t—to) =4 o r =l und/ 5(t—to)dt = 1
0 fur t;ét()

[F2] | F(t)-8(t—to) = f(to) - O(t —to) | 2Bu ed(t) = 5(t);

ist insbesondere f(0) =0, so ist f(¢)d(t) =0 und somit '
[F 2a] !
f@)g(t)y=f(t) (g(t) + cé(t)) fir beliebig konstantes c.
@ z.B.: t-6(t) =0, sinwt-d(t) =0, iwF(w) = iw (F(w) + cé(w)) : C;)
00 charakteristische Eigenschaft
F3 / t)o(t —to) dt = f(t '
73] —00 UOH 0) f(to) der Delta—Funktion
@ z.B.: /oo costd(t —m/4)dt = cosm/4d=1/V2,
1 ; 1
FLs5(t / 5 —zwtdt:_ —w0 _ _ )
POe) = 7 v T <
H{(t)
Betrachtet man die Heaviside-Funktion H (t)
1

als Funktion, die an der Stelle t = 0 den Anstieg +00

hat, so kann man die Deltafunktion 6(¢) als Ableitung

von H(t) ansehen:

Abbildung 19.9: H'(t) = 6(t)
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19-14 19 FOURIERTRANSFORMATION.

Ableitung der Heaviside—Funktion

F4] || H(t) =6t
[F 4] (*) ®) im Distributionen—Sinne.

Die klassische Ableitung der Heaviside—Funktion ist H'(t) =0 fir ¢t #0;
an der Stelle ¢t = 0 ist sie nicht definiert!

Das Faltungsprodukt von zwei Funktionen f(¢) und g(t) ist:

19.15 0o
£+ gt) = (Fr9) ()= [ flt=r)g(r)dr

Damit ergibt sich:

F() # 6(t — 1) :/Oo Flt— )0 —to) dr =) f(t— 1) und
/ ft—7)H dT—/ ft—7)dr = [SUbStItUtIOnT—t—T]
:/ f(1)d7, also:

f(t) x0(t —to) = f(t —to) d(t) ist das neutrale Element des

t Faltungsproduktes und f(t) * H(t) ist eine
FOHO = [ 70| Stammtunition 20 7(0)!

—0o0

[7 5]

Die wichtigste Eigenschaft des Faltungsproduktes kommt jedoch erst im Faltungssatz zum Aus-
druck (s.u. [F16] und [F17]).

Fouriertransformierte der

[F6] || F{o@)Hw) = Delta—Funktion (s.[F3]).

(konstant)

5-
3

[F6a] | F{6(t —to)}w) = \/% o to

| e | oo Fourier—Integral-
[F7] | 6(t)= 2—/ et dw = —/ coswtdw | Darstellung der
T J—0 ™ Jo
Delta—Funktion.

00 0o .
z.B.: / e @=m0)Y gy dgy = / (f(m)/ (@ —wo) dy) dz 2!
R2 —00 —00

= 27r/ f(z)o(z — x) dz 3o f(=o) .

Anderes Beispiel: F{1}(w) = \/T/ 1. it g \/% 21 8 (w) = V21 6(w) C;)
T J—00 ™
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19.G  Allgemeine Regeln fiir die Fouriertransformation.

Fouriertransformierte der
konstanten Funktion f(t) =1 .

(78] | F{1}(w) = V2ré(w)

1 1 T Fouriertransformierte
[F9] || FIH#)}(w) = —="— +4/50(w) . )
V2T w 2 der Heaviside—Funktion .

(siehe unten die Beispiele 7 und 91)

(F10] | H(t) = 1/0

% gin wt do + 1 Fourier—Integraldarstellung
w p—
w 2 der Heaviside—Funktion .

19.G Allgemeine Regeln fiir die Fouriertransformation.

F11]| FUAO}w) = FUO ) w) |
F12]| FUG— 1)} (@) = O FFD} () (heR) ||
F13]| FHO0)e) = 5 FU0}(5) 0er 20 |

F14) | F{WHe - w0 = F e (0} (@) (@eR) ||
F18] | Flt 0} w) =i FU0}) |

@ Beispiel 7: (siehe die Beispiele 3 und 9) Seia > 0.

Eaist H(a —|t|) = H(t + a) — H(t — a) ; daher folgt mit Beispiel 3:

[712]

2B (= )} () = FUHE+ @)} w) - FUH(E - 0}e)
= et F{H({)}(w) — e F{H()}(w) =
= (¢ — e ) FH()}(w) = 2i sinwa - F{H(t)}(w)
= 2i sinwa (F{H()}(w) + ¢ 6(w)) mit (zunachst) beliebigem c.

[72]

Da dies fiir alle w gilt, hat man: F{H (t)}(w) = o c-o(w),
also auch, da 6(—w) = 3(w) : FLH(#)}H—w) = % - Z_—wl e d(w) ;

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 19
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19-16 19 FOURIERTRANSFORMATION.

wegen: H(t) + H(—t) =1 ergibt sich:
Vars(w) "N F{1}w) = FIHO)}w) + F{H(-)}w)
= F{H(O)}w) + F{H (1)} (~w) =
L s - L o) = —200w)

o2 tw 2T w

also ¢ = —\/g und damit schlieBlich: | F{H(t)}(w) = L. i + \/g(i(w)

[711]

(Siehe hierzu auch Beispiel 91) @

[F16] | F{f(t) * g} w) = V2r F{f () }w) - Flg(t)}(w)
[F17) | F{fO}(w) * Flg(t)}(w) = Var F{f() - 9(O) }w)

Faltungssatz

= z.B.: Nach Beispiel 2 ist ¢ *°/2 = f{e*tzﬁ} (z) und nach [F 6] ist
1 =V2r F{i(t)}(z). Daher gilt:

Def. der
Faltung

/°° (@702 g \/_/ {72} (2o — z) - F{6(1)} (&) dx

—00

[717]

= Vor F{e "} (wo) + F{3(0)} (o)
=2 F {e*/26(1)} (w0) "2 2n F{o(0)} (= )@]\/ﬂ@

Anderes Beispiel: Fiir 0 < a < b soll die Lésung z(t) der Integralgleichung:
i

/OO : r(w)dw 1
t

—w)?+a> 2402

bestimmt werden.

Zunachst hat man fiir gerade Funktionen f(7) die Beziehungen:

FU)HE) = Felf(N}©) = Fo {F(NHE) = F (D}

ilt fii : 1 —1 1 Bsp4 1 B
Daherglltfur7>0'}-{m}(w):}b {t2+72} 7\/; T

1 (0 1 d nimmt
-5 ¥ = 5 5 na nimmt von
?rar " 2|

Schreibt man die Integralgleichung in der Form:

beiden Seiten die Fouriertransformierte, so ergibt sich mit dem Faltungssatz :
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19.H Der Differentiationssatz. 19-17

VI F {ﬁ} @) - Flat)}w) = F {7} () : hieraus folgt:

1 1 2 1
Fle)}Hw) = 7 \/gebw c——ay [ S ekl = % : e =9l und schlieBlich:

V2r T V2r
() = % _ \/Lz_ﬂfl{ f(bfa)\w\} (1) = % _ %W}—{e(ba)w} (1) P2
_e. L jr__b-a o) = b —a)
b Vor V2 (b—a,)2~l—t2’d'h' ®) 2b((b—a)2+t2) ' Cl;:)

19.H Der Differentiationssatz.

Ist f(¢t) differenzierbar bis auf hochstens endlich viele endliche Sprung-
stellen der Hohe A(t;) := f(t; +0) — f(t; —0) beit; <ty < -+ <ty,, so
hat die (klassische) Ableitung f'(t) die Fouriertransformierte

FUI (O w) = iw - FLLO)}w) — \/LQ_W i Alt) e

[F 18] ist insbesondere f(t) stetig, soist A(¢;) =0V  und

F{ 0 w) = iw - F{f (1)} w)

Ist f'(t) die Ableitung von f(¢) im Distributionen—Sinne, so gilt:

F O} w) = iw - F{f(D}Hw)

Beispiel 8: Sei g >0 und

ot fiir t<0 —e® fiir t<0
t) =e 9l = ¢ , g(t) = . Dann ist:
/@) et i t50 [0 IYT) et g ps 0

a e ur —ae® fir
f’(t)z{ f t<°}=—a-g(t>,g'(t>={ . t<0}=—a-f(t)-

—ae ™ fir t>0 —ae™® fir t>0
Da f(t) stetig ist, hat man:
Bsp.5 2 W . 2 Q Bsp.4 . .
F{ O} w) = a\/;‘m:w'\/;'m = iw-F{f(t)}, also:

FU'OHw) = iw - F{f(H)}w)
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19-18 19 FOURIERTRANSFORMATION.

g(t) hat bei tyg = 0 eine endliche Sprungstelle der Hohe A(0) = g(0 +0) — g(0 — 0) = 2
daher gilt:

2 2 2 2 2
Bsp.d [2 —a 2 —a—wt w2 w 2
AN =N ere Ve " are  Vie@re Vi

. 2 —iw 1 iw-0 Bsp.5
— . — . — . 2 w0 —
WVT @2 +w?  or €
1

=iw- F{g(t)Hw) — T A(0)e ™0 | also:
Pl (0}w) = i Flglt)} (@) = =+ A0)

Nimmt man von g(t) = (2H(t) — 1) e~l!| die Ableitung im Distributionen-Sinne :
g0y E2swyet (20(0) — 1) f1(0) 2 25(t) et —a (20 (1) ~1) g(t) =

= 25(t) —a (2H(t) — 1) e = 25(t) — a (4H2(0) — 4H (1) +1) (1) =

= 25(t) — a f(t) , so ergibt sich:

[F6],Bsp.4

Flg' ()} w) =2F{(t) —af{f( ) Hw)
2 a? 2 w?
[—f 2 1o? #%(“m) :ﬁ'mz
—w- \/; _TWw Bws, F{g(t)}(w) , also:

Fg )} (w) = iw - F{g(t)}w)

Beispiel 9: Mit der Distributionen—Ableitung: | H'(t) = 6(¢)

der Heaviside—Funktion H(t) ergibt sich:

1 [79] [718] (7 2]
— F{6(t)}w) = F{H'(t - F{H(t =
NeT: {0(t)}w) = F{H'(t)}(w) {H(#)}(w)
=iw (F{H(t)}(w) +cd(t)) mit einer Konstanten c .
1 1
Es folgt: F{H(t)}w) = E o cd(t) , und wie in Beispiel 7 erhdlt man: ¢ = —\/g,
also: | F{H(t \/76 Fouriertransformierte von H(t
{H(t)}(w) = \/2—7r (t)
(Man kann zeigen, dass H(t) im Distributionen—Sinne eine Fouriertransformierte besitzt: daher ist in
diesem Fall der Differentiationssatz problemlos anwendbar!) C;)
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19.H Der Differentiationssatz. 19-19

Durch Fouriertransformation geht das Differenzieren im Wesentlichen iiber in das Multi-
plizieren mit der unabhéingigen Variablen. Daher lassen sich lineare Differential-Gleichun-
gen und -Gleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten gelegentlich recht bequem mit

Hilfe der Fouriertransformation losen:

Jede lineare Differentialgleichung (mit konstanten Koeffizienten) fiir eine
Funktion z(¢) geht durch Fouriertransformation iiber in eine lineare Gleichung
19.16 fiir die Fouriertransformierte F'(w) = F{z(t)}(w) .

Lost man diese Gleichung nach F'(w) auf, so ergibt sich x(¢) durch

Riicktransformation.

Jedes lineare Differentialgleichungssystem (mit konstanten Koeffizienten)
fir n Funktionen x(t), ..., x,(t) geht durch Fouriertransformation iiber in ein
lineares Gleichungssystem fiir die Fouriertransformierten

B R) = Ao} w), -, Fulw) = Flaa®)}Hw).

Lost man dieses Gleichungssystem nach Fi(w),..., F,(w) auf, so ergeben sich

x1(t),...,2,(t) durch Riicktransformation.

In der Praxis ist diese Methode allerdings nur dann sinnvoll anwendbar, wenn eine gentigend reichhaltige
Tabelle von Fouriertransformierten zur Verfiigung steht — die auch fiir die Riicktransformationen verwendet

werden kann!

@ Beispiel 10: Sei a > 0 und es sei eine (nach Moglichkeit stetige) Partikularlosung der
X

Dgl.: | # 4+ ax = H(t) | gesucht.

(1) Um einen Uberblick iiber die Gesamtheit aller klassischen Losungen zu bekommen, wird die Dgl.
zunichst "zu FuB " geldst: wegen der bei ¢ = 0 nicht definierten Heaviside—Funktion H(t) sind die Falle
t <0 und t > 0 getrennt und unabhangig voneinander zu behandeln:

t<0: 2+axr=0 = z(t) = cre™® (c; beliebig konstant),
1

t>0: d+ar=1 = z(t) = ce”® + = (co beliebig konstant);
a

mit jeweils beliebig konstanten ¢y, co ergibt sich:

1
z(t) = cre” 4+ (co — cl)e_“tH(t) + — H(t) bzw. (mitcg =cy —c1)
a

1
z(t) = (61 + CQH(t)) e ™+ _H(t) | allgemeine Losung.
a
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19-20 19 FOURIERTRANSFORMATION.

1 1
Damit ist A(0) =z(04+0) —2(0 —0) = ¢ +cg + — —c1 = ¢ + —, d.h. die stetigen Losungen ergeben
a a

sich mit ¢g = ——:
a

SHE

ze(t) = (1 - e*“t) H(t) 4+ ce”™ (c beliebig konstant) | stetige Losungen.

Hier ist zo(t) = ce™% die allgemeine stetige Lésung der homogenen Dgl. und

zs(t) =

SHE

(1 - e’“t) H(t) | ist eine stetige Partikulirlosung .

(2) Losung durch Fouriertransformation im Distributionen—Sinne:

Mit F(w) = F{z(t)}(w) ist F{z(t)}Hw) v28 5, F(w) und aus der Dgl. ergibt sich:
iwF(w) + aF (w) = \/%_7( : i + g(i(w), also:

Partialbruchzerlegung liefert:

.i' 1. éi-i— B. (i)léA(a—i—iw)—i—Bz’w:Aa—{—(A—{—B)iw

w o a+iw w o a+w

1 1
also: A=—, B=—A=——. Damit ist:
a a

1 1 1 1 1 1 T 1
F - - .Z._- _ .25 —
() Vor a iw 27r a a+ tw + \/g a ()
1 ( 11 \/75 ) 1 [F9],Bsp1
o \WV2r iw a 27r a+ 1w o

= L FHO) ) — - F (" HD) ] (@) | 2l

o) = éH(t) _ ée_atH(t) .

Man erhalt also wie oben die stetige Partikuldrlésung:

zs(t) = 1 (1 - e_“t) H(t)

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 19



19.H Der Differentiationssatz.

19-21

Beispiel 11: Die Dgl.: | z —& = () | ist wegen der Delta—Funktion nur im Distributionen—Sinne zu

|6sen:

Sei F(w) = F{z(t)}. Dann ist F{i(t)}(w) = iw F(w) und
F{i(t) Hw) = iw F{i(t)}(w) = —w?F(w) . Aus der Dgl. ergibt sich:

9 B [Fe] 1 . 1 _ 1 Bsp4 1 it
F(w) +w*F(w) = F{§(t)} = ok somit: F(w) = T T 2 }"{e }(w)
il g . . e s 1 —|t]
Man erhilt die stetige Partikulirlosung: | z4(t) = ¢

Beispiel 12: Es soll die eindimensionale Diffusionsgleichung

oc(xz,t) ). 0?c(z,t)
ot dz?

A >0 konstant, —co<z <oo, t>0

bei vorgegebener Anfangskonzentration | c¢(z,0) = f(z) | geldst werden.

(Die Konzentration ¢(x,t) bleibt fiirr £ > 0 beschrankt und c¢(z,t) ist stetig differenzierbar!) .

Zunachst sei ¢; (x) := c(z, t) (d.h. ¢(z,t) soll nur als Funktion von z aufgefasst Werden)

und sei F(w,t) = F{c: ()} (w) die Fouriertransformierte von ¢(z,t) bzgl. z.
Damit hat man: F{c} (z)}(w) = iw F{c} (z)}(w) = —w?F(w,t) und

f{ac(x,t)} ) cht
ot

—iwx d

\/ﬁ/ 8t<\/2_7r/

Aus der Differentialgleichung ergibt sich:

ot

%F(w,t) = X\’ F(w,t), dh: F(w,t) = C, e "t mit einer Konstanten C,, bzgl. t.

Wegen: C, = F(w,0) = F{c(z,0)}w) = F{f(z)} folgt:

Fle (@)} w) = F{f(2)}(w) - e "1

Mit w = V2X - w ist: e ! = ¢ w'/2 P22 ]—"{eilzm} (w) = .7-"{67$2/2} (\/Ew)
ist V2At = , somit:

und mit kK =

\/2>\-
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19-22 19 FOURIERTRANSFORMATION.

K

Pl (Varw) = (e} (2) PR ep {2} ) =
1

= —.7:{6_:”2/4/\'5} (w); damit hat man:

V2t

Flo(@)}w) = ﬁ F{f@)}hw) - F {e™ M ()

(7 16]

1 1

= \/ﬁ . E f{f(,’l)) * 6_x2/4/\t} (w) y dh
1 2 1 o0 2
1) = —a? /ANt _ / L) ge
Mit der Substitution u = i erhalt man schlieBlich:

2V \t

c(x,t) = \/L%/_O:o e_“zf (m—?\/ﬂu) du

Hat man z.B. die Anfangskonzentration | ¢(z,0) = g - d(z) | gegeben,

so bekommt man wegen [F 3] die mit wachsendem ¢ immer flacher werdenden

Gaufl—Verteilungen: | ¢(z,t) = e e

2Vt

Jiirgen Maetzke, April 2000, Mathematik fiir Chemiker, Lektion 19



20-1

20 Lineare Riume, lineare (Un-) Abhingigkeit.

Stichpunkte: Anschauungsraum; allgemeiner Vektorraum (= linearer Raum), Vektorrau-
maxiome; Durchschnitt und Summe von Untervektorraumen. Die Raume K™ . Erzeugen-

densysteme und Erzeugnis, lineare Abhangigkeit und Unabhangigkeit

20.A Die Vektoren des Anschauungsraumes.

Urspriinglich verstand man unter Vektoren ausschlieBlich die aus einer Richtung und einem Betrag
bestehenden GroBen — wie z.B. Kraftvektoren, Geschwindigkeitsvektoren, ... —, die im 2— oder 3-
dimensionalen Anschauungsraum als Pfeil entsprechender Richtung und Lange dargestellt werden konnen:
wenn man diese Pfeile alle von einem ausgezeichneten Punkt O (dem Ursprung ) der Ebene oder des

Raumes ausgehen 13B8t, hat man die Ortsvektoren bzgl. O.

Je zwei solcher Ortsvektoren Z, i/ lassen sich in bekann-
ter Weise nach der Parallelogrammregel addie-

ren, wobei es auf die Reihenfolge bei der Addition nicht

ankommt: | Z+ 4y =4+ |

Mit der Parallelogrammregel folgt auch, dass
es fiir drei Ortsvektoren ', /, 2 gleichgiiltig
ist, ob man zu ¥ die Summe von ¢ und 7
addiert oder ob man Z zur Summe von %
und ¥ addiert:

T+W+2)=(Z+7)+7

Ny

O

Jeder Ortsvektor & kann mit einer beliebigen reellen Zahl A multipliziert werden: mit einem positiven
Faktor A > 0 wird £ — unter Beibehaltung der Richtung — um diesen Faktor gestreckt (verlangert oder
verkiirzt) , wahrend mit einem negativen Faktor A < 0 auBerdem noch die Richtung umgekehrt wird; der
Faktor A = 1 bewirkt nichts: | 1-# =& |, und der Faktor A = 0 liefert den Nullvektor: | 0-Z =0 |:
dieser hat als einziger Vektor die Lange 0 und ihm kann jede Richtung zugeordnet werden; es ist klar, dass
stets| 0+ Z = T | ist; der Faktor A = —1 fihrt

den Vektor Z in den negativen Vektor —Z iiber, der dieselbe Lange, aber entgegengesetzte

Richtung wie & hat:| (—1) - Z = —Z |; offenbar ist| —Z+Z =20 |:
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20-2 20 LINEARE RAUME, LINEARE (UN-) ABHANGIGKEIT.

A& firA>0

A fir A <0

Wenn man fiir zwei reelle Zahlen A, ;4 zum A—Fachen von Z das p—Fache von # addiert, erhalt

man das (A + p ) —Fache von Z: | (A + p )T = AT + pf |:

W

-9

—

AT AT+ pd= (A + p)i

8y
=
5]

0

und es ist klar, dass das A—Fache von u ¥ das Apu—Fache von # ergibt: | A (uZ) = (A\u) & |.

SchlieBlich bekommt man mit der Parallelo-
grammregel auch noch die vektorielle Form

des Strahlensatzes:

ME+Y)=XE+\J |

Durch eine Abstraktion, die von der speziellen Natur dieser Ortsvek-
toren und Rechenoperationen absieht, wird man vom anschaulichen
”Pfeilchenvektorraum” auf den allgemeinen Begriff eines Vektorrau-
mes gefiihrt :

hierzu hat man weiter nichts zu tun, als die wesentlichen der vertrauten Prinzipien und Rechenregeln

zu iibernehmen! :
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20.B Allgemeine Vektorraumaxiome. 20-3

20.B Allgemeine Vektorraumaxiome.

Ein reeller oder komplexer Vektorraum oder linearer Raum [V, K, +, -]
besteht aus

einer nicht—leeren Menge V', deren Elemente (oft) Vektoren genannt und

—

mit einem Pfeil geschrieben werden: 7', i/, ...,

dem reellen oder komplexen Skalarkérper K =R bzw. T,

einer Vektoraddition + : VxV =V : (Z,7) — &+, die
20.1

jedem geordneten Paar (¥, ¢) von Elementen aus V' eindeutig ein mit 7+ ¢/

bezeichnetes Element aus V' zuordnet und

E einer Multiplikation mit Skalaren - : KxV — V : (A, #) — A-7,

die jedem geordneten Paar (A, ) mit A € K und Z € V' ein mit A& oder
kurz mit A\Z bezeichnetes Element aus V' zuordnet,

so dass die folgenden Vektorraumaxiome (V1) bis (V7) erfiillt sind:

(vgl. mit den eingerahmten Rechenregeln auf den beiden letzten Seiten !)

(V1) [T+ (@+2)=(F+7)+7|. (Assoziativitit der Vektoraddition)

Hiernach diirfen bei endlichen Summen Klammern beliebig gesetzt und damit auch

weggelassen werden: T+ ¢+ 2Z:=Z+ (§+2)=(F+9)+7|.

(V2) Es gibt einen Nullvektor 6 €V mit |6+ Z =2 V¥ eV

20.2 (V3) Zu jedem ¥ € V' gibt es ein bzgl. + inverses Element —7 € V' mit

=0 |; —a ist der zu ¥ negative Vektor und man schreibt:

=1

— i+

(V4) |7+y=9y+7|. (Kommutativitit der Vektoraddition)

Aufgrund der Axiome (V1) bis (V4) ist das System [V, +] eine additiv geschriebene, abelsche Gruppe.
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20-4 20 LINEARE RAUME, LINEARE (UN-) ABHANGIGKEIT.

Es folgen noch drei Axiome fiir die Multiplikation mit Skalaren:

(V5) | (Apu)@= A (pZ) |. (Assoziativitdt der Multiplikation mit Skalaren)

AT + A7/

. " |. (Distributivitét )
= AT+ pux

20.3 | (V6)

(V7) |1#=2VieV|. (Neutralitit der Zahl 1)

Es ist tblich, einen Vektorraum [V, K, 4+, - | kurz mit V' zu bezeichnen und durch die Schreibweise:
V =[V, K, +, ] zum Ausdruck zu bringen, dass V ein linearer Raum iiber dem Skalarkérper
IK = R oder @ ist mit der Vektoraddition " +" und der Multiplikation mit Skalaren ”-" . Beachte auch,

dass die Multiplikation mit Skalaren nichts mit der skalaren Multiplikation ('s.Lektion 21) zu tun hat!

Mit Hilfe der Regeln (V1) bis (V4) kann gezeigt werden, dass sich (V2) und (V3) wesentlich

verscharfen lassen:

(V2)"  Jeder Vektorraum [V, K, +, - ] besitzt genau einen Nullvektor &
+

T=r+o0=r VeV

und fir diesen gilt: | 0

(V3)" In jedem Vektorraum [V, K, +, - ] gibt es zu jedem Vektor Z € V genau
e

einen negativen Vektor — V' und fiir diesen gilt:

T—2:=T+(-2)=-2+7=7]|.

204 (V8) In jedem Vektorraum [V, K, +, -] sind fiir beliebige @, b € V die

Gleichungen @ + ¥ = bund Z+a=b eindeutig in V' l6sbar mit der

Lésung: & =b— @ := b+ (—@) . Insbesondere hat man:
d+7Z=doderi+d=d = =0 und
d+7Z=0oderf+d=0 = &=—da|.

Dariiberhinaus Idsst sich mit Hilfe dieser Regeln noch herleiten:
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20.C Lineare Teilraume. 20-H

In jedem Vektorraum [V, K, +, - |Jund fir A\ € K, Z € V gilt:

(V9) | A¥=0 < A=0oder ¥ =0, insbesondere:

20.5 (V9a) |0F=dund \d=0|; auBerdem:

(V10) | (-1)Z= -7 VeV

Aus den Axiomen (V1) bis (V7) ergeben sich somit wieder alle Regeln, die wir von den
anschaulichen ”Pfeilchenvektoren” gewohnt sind. Die Sparsamkeit des Axiomensystems (V1) bis

(V7) erleichtert den Nachweis, dass ein System [V, K, 4, - ] ein Vektorraum ist.

20.C Lineare Teilraume.

Eine nicht—leere Teilmenge U eines Vektorraumes V =[V, K, +, - | ist ein Un-
tervektorraum oder linearer Teilraum von V', wenn U = [U, K, +, - |
selbst wieder ein Vektorraum ist (bzgl. derselben Addition und derselben Multipli-
kation mit Skalaren wie auf V' und natiirlich mit demselben Skalarkérper K!).

Meistens spricht man nur kurz von einem Unterraum oder Teilraum eines Vektorraumes V', wenn aus

dem Zusammenhang hervorgeht, dass es sich um einem Untervektorraum bzw. linearen Teilraum von V

handelt.
U=[U, K, +, -] ist genau dann ein Untervektorraum von
V=[V,K,+, -], wenn U bzgl. der Operationen "+" und "- "
abgeschlossen ist, d.h. wenn die Addition "+" und die Multiplikation mit
0.7 Skalaren "-" nicht aus U herausfiihren, d.h. wenn gilt:
nur diese beiden Bedingungen hat man
T+yelU Vi,yelU also zu iiberpriifen, wenn man entscheiden
ANTeU VZeU,\eK will, ob eine Teilmenge U von V' sogar ein
linearer Teilraum von V ist!
Ist ndmlich Z € U, so folgt aus (UV2) mit A\ = 0, dass 6 = 0-Z € U, und mit A = —1, dass

—Z = (—1)-Z € U, womit die Axiome (V2) und (V3) auf U erfiillt sind; und da die iibrigen Axiome auf

ganz V gelten, gelten sie insbesondere auch auf U . |
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20-6 20 LINEARE RAUME, LINEARE (UN-) ABHANGIGKEIT.

Jeder Vektorraum V' enthalt zumindest die beiden trivialen Untervektorrdume U =V
und U = {0} und jeder Untervektorraum U von V' enthilt mindestens den Nullvektor &;
daneben enthalt jeder Untervektorraum U mit jedem Vektor @ # o die gesamte Ursprungs-
gerade ¢o : ¥ = Ad (A € K) und mit je zwei Vektoren @, b # 0, die nicht beide auf
derselben Ursprungsgeraden liegen, die gesamte Ursprungsebene F, : ¥ = \ad + ug
(A, peK).

20.D Durchschnitt und Summe linearer Teilrdume.

Im folgenden sei I eine (endliche oder unendliche) Indexmenge und U; fiir jeden Index i € I ein

linearer Teilraum von V.

Der Durchschnitt der Teilrdume U; (i € T) ist:

ﬂUi::{feV‘eri We[}
icl
und die Summe der Teilrdume U; (i € 1) ist:

Z,Ui = {f = Z,fz

Z; € U;, ¥; # 0 hochstens fiir endlich viele i € [} =

i€l i€l
20.8 :{f:f“—i-—f—fzm ‘ m € N, T1,y - ,imel, fiy EUiV} .
Im Fall von endlich vielen Teilrdumen Uy, ..., U, schreibt man auch:

(U;=Uin---NU, fiir den Durchschnitt und

7=1
7=1 7=1

fiir die Summe.

Der Strich am Summenzeichen (der oft auch weggelassen wird!) bedeutet, dass nur endliche Summen
auftreten, also Summen, bei denen nur héchstens endlich viele Summanden von & verschieden sind. Wenn

die Indexmenge I endlich ist, kann natiirlich auf den Strich verzichtet werden.

Bedenke: in beliebigen linearen Raumen sind in der Regel nur endliche Summen erklart.
Unendliche Summen, bei denen mehr als endlich viele Summanden ungleich ¢ sind, ergeben
hochstens dann Sinn, wenn auf dem betreffenden linearen Raum die Konvergenz von Folgen
und Reihen definiert ist, wenn also z.B. je zwei Elementen des Raumes ein Abstand zuge-
ordnet werden kann! Aus diesem Grund kdnnen wir (zundchst) nur Summen der Form Z, e
definieren.
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20.E Die Ridume IK".

20.9

Durchschnitt ﬂ U; und Summe Z,Ui von beliebig vielen linearen

Teilrdaumen U; von V' sind wieder lineare Teilrdaume von V :

Die Vereinigung linearer Teilrdume von V
ist in der Regel kein linearer Teilraum mehr!:

i€l el
[i] der Durchschnitt ist der gréBte lineare Teilraum von V',

der in allen U; (i € I') enthalten ist,

[ii] die Summe ist der kleinste lineare Teilraum von V/,
der alle U; (i € 1) enthilt.

20.E Die Riaume IK".

20.10

Fiir K = R oder @ und n € N besteht der Raum K" aus allen n—Tupeln

Z=(x1,...,2,) mit den Komponenten z; € K.
Auf dem K" wird eine Addition + : K" x K" — K" und eine Multiplikation mit
Skalaren - : K x K" — K" komponentenweise erklart:
mtZ=(zy,...,7), 9=, ..., yn) € K" und A € K ist

f_'_?j: (5U1+y1: S xn+yn)7

A=A = (Axy, ..., Axy, ).

Das System K" = [K" K, +, - ] ist ein Vektorraum iiber K mit dem Null-
.,0) € K"; der zu & = (21, ..., x,) € K" negative

vektor ¢ = ( ,

Vektor ist —
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20-8 20 LINEARE RAUME, LINEARE (UN-) ABHANGIGKEIT.

z.B.: Die Vektoren # = (1,2,3) und i = (3,2,1) liegen beide sowohl im R? als auch im 3;
dagegen liegt Z = (1,4,0) nur im @* und liegt — trotz der 0 — nicht im @?;
der Vektor = (3,2) liegt im R? und ebenso im @2, aber z.B. nicht im R*: auch wenn man fiir m < n
den Raum K™ in den Raum K" isomorph einbetten kann — das ist auf viele Arten moglich — ist K™

kein Teilraum des K™ !
Esist: (1,2,3) +2-(3,2,1) = (1+2-3,2+2-2,3+2-1) = (7,6,5) und i~ (1,i) = (4, —1);

dagegen ist: (1,2,0) + (2,3) — trotz der 0 — nicht erklart! @
S

Fiir endliches n € N kdnnen die Raume K" als die (reellen bzw. komplexen)
n—dimensionalen Anschauungsriume gedeutet werden, wenn man die Kompo-
20.11 nenten x; der Vektoren ¥ = (zy, ..., z,) € K" als Koordinaten bzgl. eines
— woher auch immer — vorgegebenen, in der Regel rechtwinkligen und rechts—
orientierten Koordinatensystems auffasst (s. Abschnitt 21.B).

( Sie werden sich schnell daran gewohnen, dass sich ein beliebig—endlich—dimensionaler Vektorraum nicht
wesentlich von den vertrauten 2— bzw. 3—dimensionalen Anschauungsraumen unterscheidet — sogar dann,

wenn die Skalare nicht immer reell sind! )

Beachte, dass derselbe Vektor i des n—dimensionalen Anschauungsraumes bzgl. verschiedener
Koordinatensysteme auch verschiedene Darstellungen als Koordinatenvektor des K" besitzt und
dass umgekehrt derselbe Koordinatenvektor des K" bzgl. verschiedener Koordinatensysteme auch

verschiedene Vektoren des n—dimensionalen Anschauungsraumes darstellt! :

Abbildung 20.1

Der Vektor 7 hat im durchgezogenen Der Koordinatenvektor (1,2) stellt im

7, y-Koordinatensystem durchgezogenen z,y—Koordinatensystem

die Darstellung 7= (1,2) und im den Vektor 7 und im gestrichelten

gestrichelten [z], [y]-Koordinatensystem [#], [y] -Koordinatensystem den Vektor i/

die Darstellung 7= (—1,2) . dar.
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20.E Die Raume IK™. 20-9

Aus diesem Grund denken wir uns im folgenden in allen Anschauungsraumen jeweils ein recht-
winkliges und rechts—orientiertes Koordinatensystem fest ”installiert” — wir nennen dies die
natiirliche oder kanonische Basis: bzgl. dieser natiirlichen Basen kénnen wir dann

jeweils den Raum K" mit dem (reellen bzw. komplexen) n—dimensionalen Anschauungsraum

identifizieren .

Insbesondere ist im folgenden also mit dem R? stets die 2—dimensionale anschauliche
Ebene und mit dem R® der iibliche 3-dimensionale Anschauungsraum gemeint, wo-
bei Ebene und Raum in der gewohnten Weise mit einem rechtwinkligen und rechts—

orientierten x,y— bzw. z,y, z—Koordinatensystem fest versehen sind.

Obwohl es im Prinzip belanglos ist, ob ein Vektor des K" als Zeilenvektor (zi, ..., zy)
T

oder als Spaltenvektor : geschrieben wird, ist es — im Hinblick auf spatere
Tn

Anwendungen (wie z.B. Matrixoperationen) — zweckmaBig, Koordinatenvektoren bzgl.

einer Basis als Spaltenvektoren zu schreiben!

In der Regel (auch in diesem Kurs) werden — wenn es nicht darauf ankommt — beide Schreibweisen

verwendet. Dariiberhinaus werden Spaltenvektoren (nur!) in diesem Kurs gelegentlich auch mit einem

1
vertikalen Pfeil | gekennzeichnet: z= : , um daran zu erinnern, dass es sich hier um einen

1

Tn

Koordinatenvektor bzgl. einer Basis handelt.

@ z.B.: die natiirlichen Basisvektoren €, €, der reellen Ebene und é;, €, , &, des 3—dim. Anschau-
5

!
ungsraumes haben (jeweils bzgl. der natiirlichen Basis) die Darstellungen e, = ( (1) > , €Y= < (1) > als

) 1 1 1 0 1 0 3
R”-Vektoren bzw. e;= | o | ,e,= | 1 | ,e.= | o als R” —Vektoren:
0 1
Yy z
R? : R? :
gylkl é‘zlul
_?1 T _;1 y
€z 5 €y
(2 1
) ©
Abbildung 20.2 Die natiirlichen Einheitsvektoren des R? und R?. =i
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20-10 20 LINEARE RAUME, LINEARE (UN-) ABHANGIGKEIT.

Fiir jedes n € N ist der Raum K" der Prototyp aller n—dimensionalen
| || linearen R&ume : da ndmlich die Elemente jedes n—dimensionalen Raumes V' bzgl. | |
" || einer Basis von V/ umkehrbar—eindeutig als Vektoren des K" geschrieben werden kdnnen, ]

stimmt V' "im Wesentlichen” mit dem Raum K" iiberein! (s.21.B!)

20.F Bemerkung iiber Funktionenridume.

Sei K = R oder € und sei M eine nicht—leere Teilmenge von R, z.B. M = R
oder M = [a,b] mit a < b, und sei

Fu[M] :={f: M — K} die Gesamtheit aller auf M definierten, K-wertigen
Funktionen. Auf der Menge Fk[M] wird durch:

(f+9) () = f(z)+glx) Vee M
(A\f)@ = A-f@) VeeM

} Vf,gEF"([M],)\EK

20.12
eine Addition + F|K[M] X F|K[M] — F|K[M] und

eine Multiplikation mit Skalaren - : K x Fx[M]| — Fx[M] definiert.

Damit ist Fx[M] = [F.K[M] K+, - ] ein linearer Raum : der Raum aller

auf M definierten, K—wertigen Funktionen .

Der "Nullvektor” in diesem Raum ist die Nullfunktion o mit o(z) = 0 fiir alle
reM.

Bei Funktionenrdumen bevorzugt man die Bezeichnung "linearer Raum” statt "Vektor-
raum” (obwohl beide Bezeichnungen zulassig sind), nennt die Funktionen "Elemente” statt

"Vektoren” und kennzeichnet diese nicht mit einem Pfeil.

Diese globalen Funktionenrdume Fk[M] sind “zu groB“, um in der Praxis von Bedeutung zu sein,
aber eine Reihe von Teilrdumen dieser Raume spielen in der theoretischen Physik und Chemie
eine groBe Rolle, wie z.B.

der lineare Raum C[M] = {f : M — K | f ist stetig} aller stetigen Funktionen
f:M—K,

der lineare Raum C>*[M] = {f : M — K | f ist beliebig oft differenzierbar } aller
beliebig oft differenzierbaren Funktionen f: M — K,

oder der lineare Raum L*[M] = {f M=K |fll2:= / |f(z)]?dx < oo} aller qua-
M

dratisch integrierbaren Funktionen f: M — K.
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20.G Erzeugnis und Erzeugendensysteme.

In diesem Abschnitt ist stets V = [V, K, +, -] ein linearer Raum iiber K = IR oder C.

Zu vorgegebenen Elementen &, ..., Z,, € V' nennt man die Elemente

20.13 f:alfl +---+amfm:Zajfj€V mit OéjGK

i=1
die Linearkombinationen von #, , ..., %, .
L 1 1 ~1 0
@ z.B.: derVektor = 2 | =3{ 1 |+2| o |—| 1 ist eine
> 3 1 1 2
1 ~1 0
Linearkombination der drei Vektoren #1 = | 1 , Ty = 0 und Z3=1| 1 | ;
1 2

die Funktion f(z) = e® = cosz+isinz ist eine Linearkombination der beiden Funktionen f;(x) = cosz
und fo(x) =sinz ;
wegen: cos 2t = cos’t —sin?t = cos®>t — (1 — cos®>t) = 2cos®>t — 1 ist die Funktion

¢(t) = cos’t = 3 4+ 1 cos2t eine Linearkombination der beiden Funktionen ¢;(¢) = 1 (konstant) und

wa(t) = cos 2t . @

=i
Sei M eine nicht—leere Teilmenge von V' . Die Gesamtheit aller endlichen
m
Linearkombinationen 7 = Zajfj mitm e N, Z; €V, a; € K nennt man die
=1

lineare Hiille oder das Erzeugnis von M und bezeichnet sie mit span {M } :

meN, 7, e M, aj €K
20.14

span {M } = {f =Y ;7

=1

span {M } ist ein linearer Teilraum von V' — der von M erzeugte Teil-
raum — und ist gleich dem Durchschnitt aller linearen Teilraume von V', die M

enthalten:

span {M } =) {U cVv ‘ M C U und U ist linearer Teilraum von V}

Ist namlich U ein linearer Teilraum von V', also Z+¢4 € U und AZ € U firalle A e K und alle #, 4y € U
(siehe Nr.20.7!), so gilt dies insbesondere fiir alle #, ¥ € M, wenn M in U enthalten ist: damit ist
fir jeden linearen Teilraum U C V mit M C U stets sogar span{M } C U, d.h. span{M } liegt im

Durchschnitt aller M enthaltenden linearen Teilraume von V.
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Andererseits ist klar, dass span {M } selbst ein linearer Teilraum von V ist, denn beliebige skalare
Vielfache und (endliche) Summen von endlichen Linearkombinationen von Elementen aus M sind offenbar
ebenfalls endliche Linearkombinationen von Elementen aus M : damit ist span {M } gleich dem Durch-
schnitt aller M enthaltenden linearen Teilraume von V' und ist somit der kleinste lineare Teilraum

von V, der M enthilt. i

Ist U ein linearer Teilraum von V' mit U = span {M }, so sagt man: U wird

20.15 von M erzeugt und nennt M ein Erzeugendensystem von U .

Erzeugendensysteme fiir einen linearen Teilraum U kdnnen sehr klein ("sparsam”), aber auch sehr
groB sein; das groBtmogliche Erzeugendensystem fiir U ist U selbst:

20.16 | U =span {U } fiir jeden linearen Raum U . | Etwas genauer hat man:

Fir Zo, Z1,..., Ty €V ist stets
span {Zy,..., Ty } Cspan {Zy, ¥1,..., Tn }, und zwar:
20.17 span {ji’l,..., fm}:sparj {Zy, Z1,..., T }, falls
Ty € span {¥,..., Tn },
— — :/é — — —
span {Zy,..., Zp } Cspan {Zy, ¥1,..., T }, falls
To & span {Zy,..., Tn }.

20.H Lineare (Un—) Abhingigkeit.

Eine Teilmenge M C V heiBt linear abhéngig, wenn es ein Element 7y € M

gibt, das sich von den dbrigen Elementen aus M erzeugen lasst, d.h. mit:
To € span {M \ {Z} }
20.18 oder — aufgrund von Nr.20.17 gleichwertig —:

span {M \ {Zp} } = span {M }

Die Menge M heiBt linear unabhéngig , wenn sie nicht linear abhangig ist.
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Ein Erzeugendensystem M fiir einen linearen Teilraum U = span {M } ist also linear abhingig,
wenn es "unnotig groB” ist, wenn man mindestens ein Element aus M weglassen kann, um U zu

erzeugen.

M ist ein minimales Erzeugendensystem fiir den linearen Teilraum U =
20.19 | span{M }, wenn man — um U zu erzeugen — kein Element aus A weglassen

darf; in diesem Fall ist M linear unabhangig:

Eine Teilmenge M C V st genau dann linear unabhingig, wenn
20.20 sie ein minimales Erzeugendensystem fiir den von M erzeugten
Teilraum U := span {M } ist.

Ist die Menge M C V' linear abhingig, so gibt es (s.0.) ein £y € M so, dass
Zo € span {M \ {Zy} }; zu ¥y gibt es dann Elemente &1 ,..., @, € M \ {#} und Skalare

m m
ai,..., an € K derart, dass Zy = Zajfj bzw., mit ap :=—1 (#0!): Zaji"'j =0.
Jj=1 Jj=0
m
Sei umgekehrt %y, Z1,..., Zm € M und g, ay,..., @y € K mit Zaja"c'j = 0: wenn nicht alle o;
Jj=0
gleich Null sind, z.B. ((E) ag # 0, so kann man diese Gleichung nach Z, auflosen:
m
Ty = Z@jfj , wobei Qa; = —O(]'/O(() firj=1,...m;
Jj=1
dann ist ¥y € span {Z1,..., Z } Cspan {M \ {Zp} } und somit M linear abhingig .

Wir haben gezeigt:

Die Teilmenge M C V' ist genau dann linear abhingig,

wenn sich der Nullvektor ¢ auf nicht—triviale Weise als endliche
m
20.21 Linearkombination ¢ = Z%ajxj mit Z; € M darstellen |3sst.
]:
(”nicht—trivial” bedeutet hier, dass nicht alle Koeffizienten «; gleich 0 sind,

d.h. dass a; # 0 fiir mindestens ein j =0, ... ,m.)

m

Die triviale Darstellung des Nullvektors: 6 = Zaji"'j mit aj = 0 V3 ist natirlich stets moglich — sie ist
j=0

jedoch i.a. nicht sehr "ergiebig”.
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Aus Nr.20.21 ergibt sich ein duBerst brauchbares Kriterium fiir die lineare Unabh#ngigkeit
einer Menge M :

Wenn fiir beliebige (endlich viele) Elemente &, ,..., &, € M aus der
20.22 Bezichung: > «;%; = d stets folgt (!), dass a; = -+ = oy, = 0 ist,
7j=1

dann — und nur dann — ist M linear unabhingig .

Denn M ist nach Nr.20.21 genau dann linear unabhingig, wenn sich der Nullvektor ¢ nur auf

triviale Weise als Linearkombination von Elementen aus M darstellen 13B8t.

Nocheinmal:
@ e Wenn fiir beliebige %1, ..., ¥, € M die Beziehung: @
@ m @
V) Zajfj =0 nur mit o; =0V  moglich ist, V)
=1
© dann — und nur dann —ist M linear unabhingig ; ©
@ @
20.23 . . . -
O e wenn dagegen fiir gewisse Elemente & ,..., 7, € M v
m
@ aus der Beziehung: a;7; = 0 nicht folgt v
g L5 g
@ j=1 v
v dass alle a; gleich 0 sein miissen, v
dann — und nur dann — ist M linear abhéngig.
Zum Beispiel:
X
1 0 2
1.: Um zu uberpriifen, ob die drei Vektoren Z1 = | o | , Zo=| 2 | ,F3=1| 1
2 1 0
linear abhangig oder unabhangig sind, setzt man:
3
Z a;Zj =0 (mit gewissen Skalaren «;, iiber die nichts weiter ausgesagt wird) .
j=1
Das ergibt drei Gleichungen:
1 +2a3=0 =0 und
(1) e+ 20 2(1) — (3) : 4agz —as =0 2 ne
(2) 2004+a3=0 ;= =< az3=0 , somit
4(2) : 4C¥3 + 8ay =0
(3) 2001 + a9 =0 a1 =0
3
Aus der Beziehung: Zaji"'j =0 folgt also, dass @1 = as = a3 =0 sein mufl:
=1
damit ist die Menge {71 , #», #3} linear unabhéingig . )

X
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1 4 7 3
2.: Firi# = ( 9 ) , To = ( 5 ) , T3 = ( 8 ) liefert die Beziehung Zaj:i’j =0
3 6 9 j=1

die drei Gleichungen:

(1) a1 +4as+T7a3=0
(2) 20q +ba2+8a3=0 ;= {
(3) 30[1 + 60[2 + 90[3 =0

Mit (1) ergibt sich: oy = —4ae — Tag = 8az — Taz = a3 .

Setzt man die beiden erhaltenen Beziehungen: | a; = a3, ao = —2ag | in alle drei Gleichungen ein:

(1) a1+4a2+7a3:a3—8a3+7a3:(1—8+7)a3:0-a3:0,
(2) 2a1+5a2+8a3:2a3—10a3+8a3:(2—10+8)a3:0-a3:0,
(3) 3a1+6a2+9a3:3a3—12a3+9a3:(3—12+9)a3:0-a3:0,

so sieht man, dass sie mit beliebig wahlbarem «s erfiillt sind: es folgt also nicht, dass

a1 = ag = ag = 0 ist. Damit ist die Menge {Z;, ¥2, ¥3} linear abhéngig .

Aus der Rechnung ergibt sich noch, wie die drei Vektoren voneinander abhangen: z.B. mit a3 = 1 ist

ar =1, ap = —2, somit:

51—2524-(]?3:6 bZW.(Z.B.) 73 = 209 — T1 |.

3.: Um zu uberpriifen, ob die fiinf Funktionen
wo(t) =1 (konstant), p1(t) = cost, wao(t) =sint, p3(t) = cos2t, p4(t) =sin2t

linear abhangig oder unabhangig sind, setzt man:
4

4
Zajgoj = o (Nullfunktion), d.h.: Zaj‘pj(t) =0 VteR.
J=0 §=0

Nimmt man 5 verschiedene Werte fiir ¢, z.B. t = 0, 7/4, /2, = und 37/2, so ergeben sich fiinf Glei-
chungen:

mitt =0 : (1) ap+a;+a3=0

mitt=m/4: (2) ap+1/vV2a1+1/V2a+as=0

mitt=n/2: (3) aptar—a3=0

mitt=m : 4) ap—ar+az=0

mitt=37/2: (5) ap—az—a3=0

()+@) = ao+as=0 } 11 B U

B)+(B) = ay—az3=0
4

Die Beziehung Zaijj =o istalso nur mit ; =0 (j =0,..., 4) mdglich, d.h.
§=0

die Menge {¢o, ¢1,..., pa} ist linear unabhéngig. @
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Es folgen noch einige einfache Bemerkungen iiber lineare (Un—) Abhangigkeit:

Jede einelementige Menge {Z} mit ¥ # ¢ ist linear unabhingig .

20.24 Zwei Elemente 7, i/ sind genau dann linear abhéngig , wenn sie skalare

Vielfache voneinander sind, wenn also i = aZ bzw. ¥ = By mit gewissen
Skalaren «, # € K.

20.25 Wenn die Menge M eine linear abhéingige Teilmenge M, enthalt, dann

ist sie selbst linear abhéngig, m.a.W.:

Ist die Menge M linear unabhingig, dann ist auch jede Teilmenge M,

von M linear unabhingig .

Aber es ist sehr wohl moglich, dass eine linear abhingige Menge M

20.26 | linear unabhéngige Teilmengen enthalt!

1 4 7
z.B.: die drei Vektoren ;1 = ( 2 > , Xo = ( 5 ) , T3 = ( 8 ) aus dem
3 6 9

2.Beispiel von oben

sind linear abhingig, aber je zwei von ihnen sind linear unabhéngig .

20.27 Ist die Menge M linear unabhiingig und ist &y ¢ span {M }, so ist auch

die Menge M U {%y } linear unabhingig .
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21 Basis und Dimension. Skalarprodukt und Norm.

Stichpunkte: Basis, Dimension, Darstellung und Koordinatenvektor bzgl.einer Basis.
Skalarprodukt und Norm auf dem K", anschauliche Deutung auf dem R". Allgemeine

Norm und allgemeines inneres Produkt.

21.A Algebraische Basis.

Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem B von V' nennt man
21.1 || eine algebraische Basis oder Hamel-Basis oder im folgenden kurz
Basis von V.

Basen lassen sich auf verschiedene Weisen charakterisieren:

Eine nicht—leere Teilmenge B von V' ist eine Basis von V'

per def. B ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von V',
< (BI1):
d.h. B ist linear unabhangig und span {B } = V;

B ist ein minimales Erzeugendensystem von V'

(s.Nr.20.20);

<— (B2):

B ist eine maximale linear unabhingige Teilmenge von V',

21.2
<= (B3): | d.h. B ist linear unabhingig und fiir alle 7, € V' \ B ist

B U{Z,} linear abhidngig;

jedes Element & € V' lasst sich eindeutig bzgl. B darstellen,

d.h. zu ¥ gibt es endlich viele, eindeutig bestimmte Elemente
< (B4):

Z1, ..., Zm € B und hierzu eindeutig bestimmte Skalare
m

ar, ..., oy € K so, dass f:Zajfj.
=1

Wir wollen als Ubungsbeispiel zeigen, wie sich die Charakterisierung (B4) ergibt:

1.: Sei B eine Basis im Sinne der Definition (B1). Dann ist insbesondere V' = span {B}, d.h. jedes

Z € V besitzt eine Darstellung als endliche Linearkombination von Elementen aus B.

In (B4) wird ausgesagt, dass jedes ¥ € V' nur genau eine solche Darstellung besitzt. Um das einzusehen
k

m
sei Z € V und es seien: = Zajaj = Zﬁjbj zwei Darstellungen von Z mit @;, b; € B und Skalaren
j=1 j=1
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Durch geeignetes Umtaufen und Umnumerieren dieser Vektoren @ , Ej und Skalare &; , Bj lassen sich die
n

n

beiden Darstellungen auch in der Form: & = Zajfj = Zﬁjfj schreiben: die Menge der Z; mit oj # 0
J=1 J=1

ist die Menge aller @; und die Menge aller £; mit 3; # 0 ist die Menge aller b;; n ist die Anzahl der

Elemente in der Vereinigung aller d;, gj.
Damit ist:

n
0=Z—7= Z(aj —Bj)Z; und wegen der linearen Unabhangigkeit der Menge B folgt: o;; — 3; =0,
j=1
dh.aj=08;Vj=1,...,n. Damit stimmen die beiden — urspriinglich als moglicherweise verschieden

angesehenen — Darstellungen von ¥ iiberein.

2.: Nun sei B eine Basis im Sinne von (B4). Dann ist B zunichst ein Erzeugendensystem von V', da
sich jedes Element Z € V' bzgl. B darstellen lasst.

In (B1) wird gefordert, dass B dariiberhinaus auch noch linear unabhangig ist.
Wire das falsch, dann gibe es ein Zy € B so, dass %y € span {B \ {Zp} }, d.h.es gibe
m
Z1, ..., Zm € B\ {Zp} und Skalare a1, ..., o, mit: Zy :Zaji"'j.
j=1
Da #y in B liegt, gibt es aber neben dieser Darstellung von &y bzgl. B noch die triviale Darstellung bzgl. B :
Zo = 1 &y, und dies widerspricht der Aussage von (B4), wonach #; nur genau eine Darstellung bzgl. B

haben kann. Dieser Widerspruch zeigt, dass B linear unabhingig ist. |
X

Die beiden folgenden Satze sind fiir die Theorie der linearen Rdume von entscheidender Bedeutung:

Jede linear unabhangige Teilmenge By von V' l3sst sich zu einer Basis B von V
erweitern, so dass By C B..
21.3

Insbesondere besitzt jeder lineare Raum V' mindestens eine Basis B, denn fiir

0# Ty €V ist By ={Z} eine linear unabhingige Teilmenge von V.

21.4 Alle Basen eines linearen Raumes V' sind gleichméchtig (" gleich groB” ).

Die (stets gleich groBe) Machtigkeit der Basen von V' nennt man die Dimension

von V' und bezeichnet sie mit dim V' .

21.5 | Besitzt insbesondere V' eine Basis aus endlich vielen (etwa n) Elementen, so enthilt

Jjede Basis von V' ebensoviele Elemente und V' ist ein endlich—dimensionaler

(bzw. n—dimensionaler ) linearer Raum.
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Bemerkungen: (*)

1.: Diese beiden Satze sind im nicht—endlichen Fall nicht elementar zu beweisen (man bendtigt dann das
Auswahl-Axiom oder das Zorn’sche Lemma ) ; die Sétze sind aber "recht plausibel” und wir wollen hier

zumindest den endlichen Fall andeuten:

Wenn V' eine n—elementige Basis B = {#;, ..., &, } besitzt, dann ist jede Basis n—elementig: denn
ist Bo = {41, ..., Um } irgendeine andere Basis von V', so l3sst sich jedes ¢ bzgl. B darstellen: g, =
n

Zak,jfj? da mehr als n Linearkombinationen der n Elelente #1, ..., #, linear abhangig sind, muss

7=1
m

dann m < n sein; andererseits lassen sich aber auch alle Z; bzgl. By darstellen: & = Zﬁk’jgj: daher
7=1

ist auch n <m und somit m =n.

Um eine endliche Basis B zu erhalten, kann man — beginnend mit einer ein-elementigen Menge M; =
{#1 } mit Z1 # & — der Reihe nach k—elementige linear unabhangige Mengen My = {#,, ..., Zx }, k=
2,3, ..., finden, wobei jeweils Z € V \ span {My_1 }. Wenn V endlich—dimensional ist, muss dieses
Verfahren — da alle Basen gleich groB sind — nach endlich vielen Schritten, etwa mit £ = n abbrechen:
dann ist B = M,, eine Basis von V. i

2.: Die Méchtigkeit einer Menge M wird durch ihre Kardinalzahl «(M) gegeben und bedeutet so

viel wie " Anzahl ihrer Elemente”:

[a] jede n—elementige Menge M mit n € N hat die Machtigkeit k(M) =n,

[b] die Machtigkeit einer abzidhlbar—unendlichen Menge M (die "so groB” ist wie die Menge IN)
wird mit Xg (" Aleph—Null”) bezeichnet,

[c] die Potenzmenge P(IN) von N (= Menge aller Teilmengen von N ) hat die Miachtigkeit R, := 280,
[d] die Potenzmenge von P(IN) hat die Machtigkeit Ry := 2% usw.,
[e] die Machtigkeit der Menge R der rellen Zahlen ist k¥(R) = ¢ ("Kontinuum "),

[f] Mengen, deren Machtigkeit groBer als Xy ist, heiBen iiberabzihlbar .

Esist Ny < Ny <Ny < ... und fir beliebige k, n € N ist n <Xy < c und kN =Ry

Bis heute ist noch unbekannt, ob ¥; = c.

Zwei Mengen M, N heiBen gleichmichtig (haben dieselbe Machtigkeit), wenn es eine
umkehrbar—eindeutige Abbildung der Menge M auf die Menge N gibt.

So sind z.B. alle n—elementigen Mengen gleichmachtig
oder die Mengen N, Z und Q
oder die Mengen R, ] — 1,1[ und die Menge aller Folgen, deren Glieder gleich 0 oder 1 sind (denken Sie

an das binare Zahlensystem!).
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Eine unmittelbare Folge von Nr21.3 ist

In jedem n—dimensionalen linearen Raum V' sind mehr als n Elemente stets
21.6 | jinear abhingig. M.a.W.:

Eine n—elementige Teilmenge B eines n—dimensionalen linearen Raumes V'
21.7 ist daher genau dann eine Basis von V', wenn sie linear unabhéingig ist.

21.B Darstellung bzgl. einer Basis.

Ist V' ein n—dimensionaler linearer Raum, so hat jede Basis von V' genau n

Elemente, und ist B = {Z,, ..., &, } eine Basis von V', so gibt es gemiB

(B4) zu jedem & € V' eindeutig bestimmte Skalare oy, ..., a;, € K so, dass
n

=Y «a;T;: diesist die Darstellung von # bzgl. B,
7=1

aq
. . . . - B
fur die wir auch kurz schreiben: ¥ =

Qn

Das Element ¥ € V' ist bzgl.der Basis B durch diesen

21.8 f i
Koordinatenvektor a= | € K" eindeutig bestimmt:
Qn
\L a1 n
!! fga: = f:ZOéjl_"j !!
Qn J=1

Damit stimmt jeder n—dimensionale lineare Raum V' iiber K "im Wesentli-

chen” mit dem Raum K" iiberein — auch wenn V' ein Funktionenraum ist!

Wenn nicht ausdriicklich eine andere Basis angegeben ist, fassen wir die Vektoren des K™ stets still-

schweigend als Koordinatenvektor bzgl. der — fest vorgegebenen — natiirlichen oder kanonischen
(63]

B
Basis Bpat = {€1, ..., €, } auf, ohne dies durch die Schreibweise: nat : zum Ausdruck

Qn
zu bringen; wir verwenden diese Schreibweise nur bei der Darstellung von & bzgl. einer anderen Basis

B={#,...,%,}.(Die Bezeichnung "kanonische " Basis kommt vom griechischen kavwr [Kanon],

was soviel wie "Regel” oder "Richtlinie” bedeutet.)
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In den Raumen K" bedeuten also die Schreibweisen:
o1 a1
— — \L
T=(ar,...,aq,) oder =] - oderz=| : |,
Qn Qn
21.9 | dass | ¥ =& + -+ + a,€, | mit den natiirlichen Basisvektoren &, ..., &,.
Nur im Fall irgend—einer Basis B = {#,, ..., &, } wird durch die die Schreibweise:
a1
- B — — —
T = zum Ausdruck gebracht, dass | ¥ = a1 + -+ + a7,
Qn

Zum Beispiel:

7
1.: 7= ( 9 ) € K3 ist der Vektor Z = 7€, + 9, + 9¢5

9
1 0 0
mit den natiirlichen Einheitsvektoren & = | o | ,é& = 1 | ,& = o | des K?.
0 0 1
7
Derselbe Vektor = | 9 hat bzgl. der Basis
9

1 3 1 B 2
B=RZi=|3 |,d=1],4=1|1 des K3 die Darstellung: 7 = 1,
1 1 3 2
1 3 1 7
dennesist: 221 +Zo +2¥3=2| 3 |+ | 1 |+2| 1 | =1 9 | =Z;
1 1 3 9

die Basisvektoren #; (i =1,2,3) aus B haben bzgl. B wieder die Darstellungen:

din 1 0
Ti = | o ,dennesist:flzlfi’l—i-OfQ—i-Ofg2 (o),i"’g:Ofl—i-l:i’Q—i—O:i’gg (1) und
51,,3 0 0

B 0
T3 = 0% + 0%y + 173 = 0 .
1

2.: B ={p1, g2, 93} mit p1(xz) = 1 (konstant), po(x) = cosz, p3(x) = sinz ist eine Basis von
V =span {1, p2, p3 }, da diese drei Funktionen linear unabhangig sind.

Fiir f(z) = €' = cosx +isinz ist f = 0@y + 1o +ips € V und f hat bzgl. B die Koordinaten:

) 2

dar! @

X

0 1 0 .
f 2 ( 1 > . Der Vektor a= ( 1 ) € @3 stellt also bzgl. der Basis B von V die Funktion f(r) = ¢™®
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21.C Skalarprodukt und Betrag auf dem IK".

1 Y1
Fiir beliebige Vektoren 7 = : LY = : des K" ist:
Tn Yn
(S1) || Z-7:=)_ =}y das iibliche Skalarprodukt auf dem K",
7=1
21.10 A P 9 - n o
(S2) || |1Z]:= D] |zl der iibliche Betrag auf dem K". Damit ist:
j=1
(S3) | = Vi F | Zuszim.menhang zwischen iiblichem Betrag
und iiblichem Skalarprodukt auf dem K" .

Beachte (!):

— beim Skalarprodukt die Konjugiert—-Komplexen der Komponenten des ersten Faktors!

Dies ist die von den Naturwissenschaftlern bevorzugte Definition: die Mathematiker setzen in
n

(S1) das Sternchen auf den zweiten Faktor, sie definieren also: & - i = ij Y -
j=1

— beim Betrag, dass nicht die Quadrate, sondern die Quadrate der Betrige addiert werden!

— dass damit Z- & und |¥| stets nicht-negative reelle Zahlen sind und:
n

n
f-szx}fwj :Z|xj|2 =|Z.
j=1 j=1

Gelegentlich bezeichnet man das Skalarprodukt auf dem K™ wie in allgemeinen Innenprodukt-
raumen mit (Z| ) und den Betrag mit ||Z| oder auch ||Z||2 und nennt ihn die Norm
bzw. die iibliche euklidische Norm auf dem K" (siehe Abschnitt 21.G).

I 14 1
@ z.B.: Sei Z = i , Y= 1+i |.Dannist:

3 7

1+ 4
f-g:<f|gj>=( i )-(1ﬂ ) =41 —i) —i(1+i) +3i=5—2,

3 7

@] = (1@l = 11+l + fif? + 32 = /(1 +1) + 1+ 9 = V12 ~ 3.4641,
71 = 17 ll2 = /22 + |1 +i2 + [i2 = /16 + (1 + 1) + 1 = V19 ~ 4.3589,
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21.C  Skalarprodukt und Betrag auf dem IK". 21-7

3

1+
f-f:(f|f):( i )( i ):(1—z‘)(1+z‘)—m‘+9:(1+1)+1+9:125£'|g:~'|2.

!

| .

[ L oL f L= 4 f . . . . .
! -y = — . 1434 :4(1—2)—2(1+Z)+3Z:5—2ZZ
i )

)

obwohl das Ergebnis wieder stimmt, sind die beiden ersten Gleichheitszeichen falsch!:

1—i
das erste Gleichheitszeichen ist falsch, weil — =I* # Z, und das zweite ist falsch,
3

weil (1:ii)-(1j-i):4(1+i)+i(1+i)+3i:3+8i. @

2

Die folgenden elementaren Regeln fiir das Skalarprodukt und den Betrag auf den Raumen K" dienen
in den folgenden Abschnitten als Vorbild fiir die Definition allgemeiner inneren Produkte und Normen

auf beliebigen linearen Raumen!

Die wichtigsten Gleichungen:

£o7>0 7= 0
s4) | TP Vvzekn | und (S4a) | 7T & i=d
>0 0

(S5) | y-Z=(Z-¢)" | [nur im reellen Fall K =R ist g T=7 7!

21.11
(S6) Z-(\y)=A&-¢) || | nur fiir reelle ) ist
A\E) - f=X(Z-7) | AZ-F=T2-MNj=ANZ-7)!
(S7) Z:iyjiz) B {%:{i Distributivgesetze
T+vy)-Z2 = T-7+7-Z
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21-8 21 BASIS UND DIMENSION. SKALARPRODUKT UND NORM.

Zwei fundamentale Ungleichungen:

(S8) |Z#4+ 7| < |Z|+|y]| || Dreiecksungleichung

Mit (S2) hat die Dreiecksungleichung die Form:

Minkowski’sche

(S8a) J |75 +y;]* < J > w2+ J > lyl* | Ungleichung
j=1 j=1 j=1

flir Summen

21.12

(S9) |Z- 7| <|Z||7| || Schwarz’sche Ungleichung

Mit (S1) und (S2) hat die Schwarz'sche Ungleichung die Form:

Cauchy—Schwarz’sche

" ” Ungleichung, auch:
[Eer)[E)
7j=1 7j=1

Holder’sche Ungleichung

(S9a) Z T3y,
7j=1

fur Summen

Die Dreiecksungleichung (S8) ist anschaulich

y

einleuchtend: ~
|7+ 7| o
T+y

in jedem Dreieck ist die Lange einer Seite

hochstens so groB wie die Summe der Langen der =

8

beiden anderen Seiten:

In der speziellen Form (S8a) und (9a) sind diese beiden Ungleichung nur sehr mithsam zu beweisen;
dagegen werden sie sich in allgemeiner Form in Abschnitt 21.H "fast spielerisch” aus den Regeln (S3) bis

(S7) ergeben — unabhangig von den speziellen Realisationen (S1) und (S2)!

1+i 4
@ z.B.: Mit den beiden Vektoren ¥ = ( i ) , Y= ( 1+ ) aus dem letzten Beispiel ist:
54 )

3 [

1+ d+1
Goi=(c)4l+ii-| i |=40+i)++i(1—49)—-3i=5+2"2(F-9)*, F+§=| 1+2i

3 3+
E+ ] = /15 il L 202+ 32 =

= /(25 +1) + (L +4) + (9 +1) = VAL ~ 6.4031
< 2|+ 172 VI2+ V19 ~ 7.8230 , und
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21.D Lénge, Winkel und Orthogonalitit im IK™.

77| 0. |5 —2i] = V25 +4 =29 ~ 5.3852

< |72 V12V = V228 ~ 15.1. )

21.D Linge, Winkel und Orthogonalitit im IK".

Im Fall K=R und fiir ¥ = : Y= : | €R" ist

Tn Yn

n n
(S Ea- v
J1= J1=

21.13 die iibliche " pythagordische” Lénge des Vektors ' und

j=1

=y \lil%—% —\}an(xj_yj)Qz\/@l_yl)QJr"'+ (Tn — Yn )?

der iibliche " pythagordische” Abstand zwischen ¥ und /.

Aus den Rechenregeln fiir das Skalarprodukt ergibt sich:
Z—g? = @-9) (@—7)

= §-F-F-§—§-F+7 7= [da K=R]

andererseits erhilt man mit dem Cosinus—Satz:

—

=712 = 7>+ 71> — 2|7 ||F | cos o .

a? = b2+ c® —2bc cos

Ein Vergleich der beiden erhaltenen Beziehungen liefert die Gleichung:

Mit dieser Gleichung wird iblicherweise das

Skalarprodukt auf den reellen

21.14 (S10) || #- 7= |#||§|cose

Anschauungsriumen R? und R?

definiert.
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21-10 21 BASIS UND DIMENSION. SKALARPRODUKT UND NORM.

Da sich das Skalarprodukt im IR™ mit (S1) gut berechnen ldsst, kann man umgekehrt die letzte Gleichung

verwenden, um Winkel zu berechnen:

21.15 (S10a) -y der Winkel ¢ (mit0< ¢ <),
. a COS p = ———
4 |7 |77 | den die reellen Vektoren I, if # 0 einschlieBen.

Von besonderem Interesse ist der rechte Winkel: wegen cos /2 = 0 ergibt sich aus (S510):

51

21.16 (S11) || 71y &

=0 Kriterium fiir Orthogonalitit.

Hierdurch wird die Orthogonalitat fiir beliebige Vektoren &, ij € K" definiert — auch im Fall
K = ¢! (Die Beziehungen (S10) und (S10a) sind jedoch im nicht—reellen Fall wenig sinnvoll, da

sich im Fall K = fiir cos ¢ i.a.ein nicht-reeller Wert ergabe.)

Zum Beispiel:

5
1+ 3
(1) Die beiden Vektoren # = i und ¢ = 1+ sind orthogonal ,
2 —2+2
denn: Z-¢y=3(1—i)—i(14+4)+2(—242i))=3-3i—i+1—-4+4+4i=0;
1 3
dagegen sind die beiden reellen Vektoren 7 = [ 2 und ¥ = | 2 nicht orthogonal, denn:
3 1

Z-7=3+44+3=10#0; den Winkel ¢, den diese beiden Vektoren einschlieBen, erhdlt man
-y 10 5

— e = = -, also: ¢ = 0.2477 (= 44.4°).
|Z]|y| V1414 7

aus der Beziehung (S10a): cos p =

C

a b* 0
2 ur beliebige Vektoren 7 = b € sind die Vektoren r; = —a* , Ty = c* un
Fir beliebige Vek d K3 sind die Vek ' e d

—C
T3 = ( 0 ) orthogonal zu 7, denn:

*

a

a b*
77 = b || —ar =a"b* —b*a* =0,
c 0
a 0
7Py = a |- c* =b"c* —c*b* =0 und
7b*
70*
773 = b |- 0 = —a*c* +c'a*=0.
c a*

(Im Fall K = R kann man natiirlich die Sternchen weglassen!)
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21.E  Allgemeine Norm.

21-11

(3) Die Kosinusse der Winkel oj (j = 1,...,n), die ein Vektor ¥ € R™ mit den natiirlichen Koordina-

tenachsen einschlieBt, nennt man die Richtungskosinusse von 7:

71 ]
fir ¥ = ( 9 ) € R™ und mit den natiirlichen Basisvektoren € = ( 82; ) ist

x3 035
cosj = ij'i 2@2 % ;
AL I
2 2 =12
wegen: c0s2a1+---c0s2an:g+---+{—":gzl gilt fir diese:
7[> [

c052041+---+c0s2an:1

1

z.B.: der Vektor 7= ( 1 ) schlieBt mit den drei Koordinatenachsen jeweils denselben Winkel

1

oy = oy = a, =: « ein; die Richtungskosinusse erhalt man aus der Beziehung: 3cosa=1,

G 7 8T &7 1
T I 20 | Y | G VA

Damit ist o, = oy = @, = 0.3047 (= 54.7°) .

d.h. cosa = 1/\/§ oder direkt: cosa =

i
21.E Allgemeine Norm.
Sei V. =(V,K, +, ) ein linearer Raum iiber K= R oder (.
Eine Funktion || - ||: V — R{ : 2~ ||z|| (die "Norm von x") ist eine Norm auf

V', wenn die folgenden Norm—Axiome erfiillt sind:

(N1) | ||z]| >0 Vz eV, |z[|=0&2=0

(N2) | [[Mz]| = [A||z]] Yz eV, A e K |,

21.17

Norm .
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(N3) | |l +yl < ||z|| + |ly|]| Yz,y € V | Dreiecks—Ungleichung

Ausdruck gebracht, dass der bzgl. || - || normierte Raum gemeint ist.

Fiir z,y € V ist ||z — y|| der Abstand zwischen z und y im Sinne dieser

Man nennt den linearen Raum V' einen normierten Raum, wenn auf V' eine Norm
|| - || definiert ist; mit der Schreibweise: V' = (V', || - ||) wird in diesem Fall zum



21-12 21 BASIS UND DIMENSION. SKALARPRODUKT UND NORM.

Die Dreiecks—Ungleichung (N3) benutzt man oft auch in der "verkehrten” Form:

Dreiecks—Ungleichung
21.18 (N3) | |||zl - [lyll| < [l= — vl

("verkehrte” Form)

Diese Variante der Dreiecks—Ungleichung ergibt sich sehr einfach aus der "echten” Dreiecks—Ungleichung
(N3):

]

(N3)
el =z —y) +yl < llz =yl + llyll

(N3) '
Iyl =Ny —2) + 2l < lly =zl + ll=| o Iz =yl

_ < _
o { Izl = gl < Il =yl }

Iyl = llzll < lly — =zll = llz -yl

dhs [z = llyll| = max { el = Iyl lyll = l=ll} < e -yl . 1

Eine unmittelbare Folge dieser Dreiecks—Ungleichung (N3') ist die Stetigkeit der Norm:

2119 (N4) Wenn. z, = x in (V|.]), d..-h. |xn — || =0 ﬁir.n — 00,
dann ist auch ||z,|| = ||z|| fir n — oo . (s. Abschnitt 22.A)
(V)
(Denn dann hat man: ‘||xn|| - ||x||‘ < lon — | > 0 (n— o00). 1)

Beispiele gebriduchlicher Normen:

auf den Raumen K" :

iiblicher Betrag , iibliche Norm :
(a) Hf||2:|f|:\/|$1|2+---+|xn|2 tblicher Betrag, iibliche Norm

euklidische Norm oder 2—Norm,

21.20

(b) | [|Z|l, = |w1| + -+ + |zn| | die 1-Norm,

(c) | |17l = max{xy, ..., 2, } | die Maximum—-Norm;
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21.F Allgemeines inneres Produkt. 21-13

auf den Raumen C[a,b] und L?[a,b] aller auf einem Intervall [a,b] stetigen bzw.

quadratisch integrierbaren Funktionen (s. Abschnitt 20.F):
b iibliche Norm fiir Funktionen:
(@ || 172 =/ [ If@)Pds .
a euklidische Norm oder 2-Norm

die Supremum—Norm auf Cla,b]

(@) ] 17l :Ie%b}mx)' (falls [a, b] endlich ist).

Auf den endlich-dimensionalen Rdumen K" ist aufgrund des folgenden Satzes eine Unterscheidung

der verschiedenen Normen in der Regel nicht sehr wesentlich:

Je zwei Normen || - ||a, || - [|s auf dem K" sind dquivalent, d.h. es gibt stets

zwei Konstanten 7,7, > 0 so, dass
21.21 s

YZ o < ||Z]ls € %l|Z||e VT € K®

21.F Allgemeines inneres Produkt.

Sei V=(V,K, +,-) ein linearer Raum iiber K.

Eine Funktion (- |-): V xV = K: (z,y) = (z|y) € K (lies: "z mal y")

ist ein inneres Produkt oder ein Skalarprodukt auf V', wenn die folgenden Axio-
me erfiillt sind:

(IP1) (z|lz)y>0Vz eV, (z]z)=0&2=0

(IP 2) (yla)y={(x|y) I das innere Produkt ist i.a. nicht kommutativ

21.22 nur im reellen Fall K=R ist (y|z)=(x]|y) |!

(IP 3) (v Ay)=Xz]y) | nur fiir reelle )\ ist
(Azly) =A(z]y) (x| Ay)= (e |y) =Mz |y)

(rly+zy=(x|y)+(z|z) das sind die iiblichen

e P S e S

Distributivgesetze .

Firz,y € V ist (x| y) das innere Produkt von x und y — in dieser Reihenfolge!
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21-14 21 BASIS UND DIMENSION. SKALARPRODUKT UND NORM.

(Wir haben die Regeln fiir das Skalarprodukt auf den Raumen K" iibernommen (siehe Nr.21.11 und 12),

um auf beliebigen linearen Raumen ein inneres Produkt zu definieren!)

Wenn a