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2 Einleitung

Die Grundlagen der Allgemeinen Relativititstheorie und des Standardmodells werden
erortert sowie deren Miingel, insbesondere in Richtung einer Vereinheitlichung, die durch
Skalar-Tensortheorien zu 16sen versucht werden. Die Entwicklung dieser Theorien wird
gegeben im Hinblick auf eine Verallgemeinerung der Relativitit, Massenerzeugung und
Losung der kosmologischen Probleme durch Vereinheitlichungsmechanismen.

2.1 Die Allgemeine Relativitiitstheorie

1915 stellte A. EINSTEIN unter Mitwirkung D. HILBERTs die Allgemeine Relativititstheo-
rie (ART) auf, die die erste Eichtheorie war und die Gravitation als Folge der Kriimmung
der Raumzeit postulierte. Diese geometrische Theorie vereinigt Raum und Zeit in ein vier-
dimensionales Gebilde, dessen wichtigste Eigenschaften gegeben sind durch die sog. EIN-
STEINschen Feldgleichungen [8]

1
G = Ry — QRQW +MNogw = =K1, p,v=0,...,3; k =87G, (1)
unter der wichtigen vereinigenden Konsequenz (BIANCHI-Identitét)

GMV”V = T;WHV =0. (2)

Die Feldgleichungen lassen sich mittels des Variationsprinzips herleiten, nach Vorgabe der
Lagrangedichte

1
L= ER—l—EM, (3)

wobei R und R, die Kriimmung der Raumzeit wiedergeben und die Metrik g, die Form
der i.d.R. nicht flachen Raumzeit und seine geometrische Eigenschaften besitzt. Dieser Me-
trik entspricht im nichtrelativistischen Limes das NEWTONsche Gravitationspotential ® in
erster Ndherung [8], und durch sie ergeben sich die YANG-MILLS-Konnektionen, die hier
die CHRISTOFFEL-Symbole I'#  sind und in den Elementarteilchenmodellen den Eichpoten-
tialen der Eichfelder entsprechen. Sie definieren die kovariante Ableitung D,,, die die Kova-
rianz der Theorie gegeniiber beliebigen Raum-Zeit-Transformationen garantiert und formal
die Wirkung der Gravitation in die Bewegungsgleichungen einfiihrt. Aulerdem ergibt sich
aus der Ricci-Identitdt die Kriimmung der Raumzeit entsprechend dem RIEMANN-Tensor
R\« durch 4-Rotation plus Kommutator der Konnektionen [33].

Die Allgemeine Relativititstheorie hat ihre Anwendung in der Untersuchung astrophysika-
lischer Phianomene, indem sie die Dynamik massiver Korper im All erklért. Man stellt sich
gigantische Materiewolken im Universum vor, die durch die Wirkung der Gravitation zusam-
mengehalten werden. Unter den richtigen Bedingungen werden die Wolken zu kompakteren
Strukturen, sodal Sterne und Planeten entstehen konnen. Deren stabile Struktur ist durch
das Gleichgewicht zwischen anziehender Gravitation und der auseinandertreibenden Wir-
kung des Gasdrucks im Sterninneren gegeben.

Trotz groB3er Erfolge 146t die Theorie aber eine Erkldrung der Masse selbst und insbesondere
der Entstehung der Masse aufler Acht und lie3 sich bis jetzt nicht mit den Elementarteilchen-
theorien richtig vereinigen. Sie ist nicht renormierbar und somit nicht quantisierbar, was eine
Quantengravitation aus der EINSTEINschen Theorie bis heute unmoglich macht. Eine solche
wire aber wichtig, will man alle elementaren Wechselwirkungen mit einer einzigen Theorie
erkldren.



AuBerdem gibt es auch ungeldste makroskopische Probleme (z.B. die anscheinend fehlen-
de Masse im Universum [37, 61] und/oder die flachen Rotationskurven spiraler Galaxien
[54, 99, 87, 88, 61]). Selbst das Urknallmodell zeigt ungiinstige Eigenschaften, wie die “An-
fangssingularitit” oder die Nicht-Erkldrung der Expansion des Universums, abgesehen von
Schwarzen Lochern, die die Theorie zwar voraussagt, selbst aber nicht richtig erklidren kann,
weil solche Phinomene Quanteneffekte zeigen miifiten.

Ohne intrinsische Antwort bleiben Probleme mit dem Weltalter von Kugelsternhaufen oder
Galaxien oder die Blasenstruktur des Universums, und erkldren 148t sich auch nicht die kos-
mologische Konstante A [109], die antigravitativ wirken soll und nach neueren Messungen
der Helligkeits-Rotverschiebungsrelation von Super Novae des Typs Ia notig ist [118] und
das Universum beschleunigt, aber von EINSTEIN nur per Hand in die Theorie eingefiihrt
wurde.

2.2 Die Standardmodelle der Elementarteilchen

Das Standardmodell der Elementarteilchen von GLASHOW, SALAM, WEINBERG und GELL-
MANN beruht auf den allgemeineren YANG-MILLS-Theorien der Feldtheorie. Diese ent-
sprechen spezialrelativistischen, i.A. nichtabelschen Verallgemeinerungen der MAXWELL-
Theorie in N Dimensionen, gegeben durch die Dimension der Eichgruppe, die die Anzahl
der Isobaren- oder Iso- Spinkomponenten der v/-Felder bestimmt.

Im Standardmodell wird die Dimension durch die Anzahl der beziiglich der Wechselwir-
kung ununterscheidbaren Teilchen bestimmt, wodurch die betrachtete Eichgruppe gegeben
ist [33]. Faf3t man Leptonen und Quarks in Multipletts zusammen im sog. Standard- “Grof3-
vereinheitlichenden Modell” GUT unter der Eichgruppe SU(5) von GEORGI und GLAS-
HOW, so sind alle elementaren Wechselwirkungen, auBler der Gravitation, vereinigt.

Die “GUT(5)” operiert mit der speziellen unitiren Symmetriegruppe SU(5), die sich durch
Brechung der Symmetrie durch sogenannte Higgsfelder ¢ in die Restsymmetrie SU(3)¢c ®
SU(2)w ® U(1)y des Standardmodells spaltet [80]. Dieses Modell erklirt eine Produkt-
gruppe fiir die verschiedenen elementaren Wechselwirkungen. Sie sind die Starke Wech-
selwirkung, gegeben durch die Gruppe SU(3)c der Quantenchromodynamik (QCD), die
Schwache durch SU(2)y, der Quantenasthenodynamik (QAD) und der Elektromagnetismus,
identifizierbar mit der Gruppe U(1)y-.!

Die Dimension der verschiedenen Teilgruppen gibt die Anzahl der Generatoren der verschie-
denen Wechselwirkungen und somit die Anzahl der Eichfeldern oder Eichbosonen, die fiir
jede Wechselwirkung zustidndig sind. Zu N-dimensionalen Transformationsgruppen existie-
ren N2 linear unabhingige, hermitesche Generatoren, wobei einer davon die Einheitsmatrix
ist (Basis der U(1)). Die restlichen N? — 1 sind spurfrei und bilden eine Basis des SU(N)-
Gruppenraums.

Fiir den Elektromagnetismus (N = 1) hat man die Photonen als Eichfelder, mit den Elektro-
nen (oder auch Myonen und Tauonen) als ununterscheidbaren Teilchen; in der QAD (N = 2)
hat man N2 — 1 = 3 neue Generatoren, die Weakonen W und Z°, mit Neutrinos und Elek-
tronen ununterscheidbar fiir die Wechselwirkung (in 3 Familien); in der QCD (/N = 3) die
8 Gluonen als Triager der Farbladungen, mit den 3 “farbigen” Quarks (in 6 “Geschmécker”)
als ununterscheidbar. Zuletzt folgten aus SU(5) insgesamt 52 — 1 = 24 Eichbosonen, von
denen 12 neu sein sollten und als X - und Y -Bosonen bezeichnet werden. Die ununterscheid-

'Die Elektrodynamik ist gegeben durch U(1)esm,, was nicht genau die selbe Gruppe darstellt wie U(1)y, da die zweite noch die
Zustinde der Neutrinos entihlt, die nicht elkektrodynamischer Natur sind. Deswegen spricht man in U (1)y- iiber die Hyperladung Y als
Eichhboson, das aber mit dem Photon durch die GELL-MANN-NISHIJIMA-Formel verkniipft ist.



baren Teilchen wiren drei gleichartige Quarks verschiedener Farbladung, das Positron und
das Antineutrino (alle rechtshindig).

Die einfachste Symmetrie zur Vereinigung des Standardmodells ist die SU (5), die hier teil-
weise, und analog dem Standard-Modell, betrachtet wird. Sie fiihrt zur Konsequenz, daf3
die Komponenten des Multipletts ¢ ineinander iibergehen konnen, insbesondere Leptonen
in Quarks, was bis heute nicht beobachtet wurde?. Die YANG-MILLS-Theorien stoBen aber
auch auf andere, noch nicht ganz geloste Fragen:

1. Sie beinhalten nicht die Gravitation als weitere elementare Wechselwirkung,

2. Sie postulieren die Existenz von HIGGS-Bosonen zur Erzeugung der Masse durch Sym-
metriebrechung. Dennoch wurden diese noch nicht experimentell nachgewiesen,

3. Sie postulieren die Paritdtsverletzung ad hoc,
4. Sie besitzen zu viele freie Parameter,
5. Sie erkliaren nicht die Anzahl an Familien,

6. Hierarchieproblem: die “nackte” Masse der Quarks ist nicht meBbar. Sie bedarf Kor-
rekturen durch die Selbstenergie der HIGGS-Bosonen,

7. ...

Das erste Problem heif3t unter anderem, daf3 die Elementarteilchentheorien Eichbosonen der
Gravitation (Gravitonen) beinhalten sollten um die Gravitation quantenmechanisch zu erkla-
ren. Versuche einer Vereinheitlichung gibt es zum Beispiel innerhalb der (supersymmetri-
schen) Supergravitation und Stringtheorien und innerhalb der sog. Skalar-Tensor-Theorien,
hier insbesondere durch die Higgs Skalar-Tensortheorie HSTT, zur Vereinheitlichung aller
fundamentalen Wechselwirkungen.

Das zweite Problem benétigt noch experimentelle Realisierung. Resultate des CERN Sep-
tember 2000 lieBen auf Higgsteilchenmassen im Bereich von 114GeV hoffen. Nachdem die
Untersuchungen eingestellt wurden, konnten diese Reultate dennoch nicht wiederholt wer-
den. Aus theoretischer Sicht wire diese eine relativ gute Energieskala fiir die Higgsteil-
chen, da, supersymmetrisch gesehen, eine maximale Top-Squark Mischung, d.h. der Top-
Quarks des SM mit den supersymmetrischen Partnern, auf eine Higgsmasse bei 125GeV
oder hoher hoffen 148t (schon 112GeV, im Falle, daB die Mischung vernachlédssigbar ist (mit
myp = 1TeV fiir den Top-Squark) [77]). Ahnliches gilt in anderen Arbeiten, wie [78], in
der die elektroschwache supersymmetrische Skala my < 130GeV benotigt wird, obwohl
dltere Analysen, von den Zeiten vor der Entdeckung der Top-Quarks, mit m;=175GeV eher
instabile Higgsteilchen fiir my < 140GeV erwarten lieen [74]. Die obere Grenze liegt bei
700GeV [71], da oberhalb dieser Skala die einfachste Version der elektroschwachen Theorie
inkonsistent werden sollte. Das Problem konnte innerhalb der Theorie veridndert oder so-
gar teilweise behoben werden. Die Frage nach der Fundamentalitiit der Higgsteilchen bleibt
offen. Eine Natur als Quasiteilchen, also als effektive Erscheinungen tieferer Natur (insb.

2Die Protonen, die wegen solchen Ubergiingen zerfallen sollten, sind nach jiingsten Untersuchungen sogar stabiler als sie es nach
Abschitzungen mit der SU (5)-GUT sein sollten.



Technicolor TC), oder zusammengesetzter Teilchen, gekoppelt z.B. durch die starke Wech-
selwirkung [72] kann noch nicht ausgeschlossen werden. Demnach konnten sie gar Anre-
gungszustidnde anderer Teilchen oder von Systemzustinden wie dem Vakuum sein [57].
Das dritte Problem liegt aulerhalb dieser Arbeit. Beim hiesigen Higgsmechanismus (anders
als z.B. im SCHWINGER-o-Modell, mit 3 massiven und einem masselosen Teilchen als Re-
sultat [76]) muf} die vektorielle Natur und Kopplung nur an einen Helizitdtszustand, und
somit CP-Verletzung, postuliert werden. Das Problem wird aber in Arbeiten wie [32, 52]
untersucht, innerhalb einer Eichtheorie der Gravitation durch Eichung des Spins.

Das Hierarchieproblem wird durch die Supersymmetrie-Modelle (SuSy) behoben. Diese ent-
sprechen einer Verallgemeinerung des Standard-Modells durch Postulierung der sog. RR-
Paritét, durch die jedem Boson ein zugehoriges Fermion und umgekehrt zugeordnet wird.
Dieses sollte, wenn man nicht am fundamentalen Charakter der Higgsteilchen zweifelt, die
einzige mogliche Symmetrie sein, die den Higgsskalar vor zu grofen radiativen Korrekturen
in seiner Masse schiitzen kann [73], nicht aber im ganzen, da SuSy nicht exakt in Erschei-
nung auftritt (s. auch [9]).

Vereinigungen der Gravitation mit der Supersymmetrie in einer Eichtheorie fithren zur sog.
Supergravitation. Es bestehen aber Analogien in verschiedenen Merkmalen der Supergravi-
tation mit den der HSTT, insbesondere weil die HIGGS-Teilchen den Gravitonen dhneln [11]
und beide Theorien zu antigravitativen Kriften fithren [102]. Das ist ein Grund, wieso die
Dynamik der HIGGS-Teilchen und -Felder innerhalb der EINSTEINschen Theorie untersucht
werden sollte, insbesondere in den Skalar-Tensortheorien, deren Geschichte bis Anfang des
20. Jahrhunderts reicht, als Versuche, die Relativitét zu verallgemeinern.

2.3 Die Skalar-Tensortheorien

Seit der Postulierung der Allgemeinen Relativitétstheorie haben Physiker immer wieder ver-
sucht, die Theorie so zu verallgemeinern oder zu verbessern, daf sie sich mit den anderen
Naturkréften vereinigen 1483t und auch, dal eine vollkommenere Formulierung bessere oder
sogar neue Erkldarungen der Naturphdnomene gibt.

Mit diesen Gedanken geometrisierten 1917 TH. KALUZA und O. KLEIN den Elektroma-
gnetismus in einer vereinheitlichenden fiinfdimensionalen Theorie der Elektrodynamik und
der Gravitation (die spiter zum Grundgedanken der heutigen Stringtheorien zur Geometri-
sierung der iibrigen Wechselwirkungen in mehreren Dimensionen werden wiirde).

1944 sprachen P. JORDAN und 1948 Y. THIRY die Vermutung aus, gestéirkt von Gedanken
u.a. EINSTEINs und DIRACS, daf die Gravitationskonstante G moglicherweise vom “Weltal-
ter” abhidngt [23]. In den nichsten Jahren wurde KALUZA-KLEINs Theorie von JORDAN
iibernommen und verallgemeinert, indem er, aus gruppentheoretischen Uberlegungen her-
aus erkldrte, daB3 ein allgemeines fiinftes Diagonalelement in der Metrik zu einer variablen
skalaren “Gravitationskonstante” (oder Gravitationszahl) fithren wiirde, was ihm zu seiner
Projektiven Relativitctstheorie fithrte [66]*.

1961 formulierten C. BRANS und R. DICKE [16] eine modifizierte Version der Allgemeinen
Relativititstheorie, die kompatibel mit dem M ACHschen Prinzip sein sollte. Sie erkldrten so-
mit, wie frither schon JORDAN, die Gravitationskonstante G als variabel, abhidngig von der
Massenverteilung im Universum, Funktion einer skalaren Variablen, die sie als Feld in die
Lagrangedichte £ koppelten.

3Nach den SuSy-Modellen 1Bt sich denken, daB die SU(3)c ® U(1)y-Brechung auch die der Supersymmetrie ist, und zwar in
natiirlicher Weise aufgrund von Quantenkorrekturen.

4Sollte G funktionswertig sein, dann konnte dies die scheinbare Unmdoglichkeit erkliren, sie in mehr als 3 Dezimalen genau zu messen
[42].



BRANS und DICKEs Theorie wurde spiter u.a. von R. WAGONER [113] durch Zunahme
mehrerer skalarer Felder verallgemeinert oder mit JORDANs Theorie in JORDAN-BRANS-
DICKE-(JBD-) Theorien verkniipft [23]. Doch erst A. ZEE verkniipfte 1979 in seiner Gebro-
chen- symmetrischen Theorie der Gravitation [116, 117] diese Idee skalarer Felder mit der
Spontanen Symmetriebrechung als zentraler Bestandteil des Vereinigungsschemas, wo-
mit Vakuumswerte v des skalaren Feldes sowohl die Masse der intermedidren Bosonen als
auch die Gravitationskonstante G generieren, deren Wert bei steigender Temperatur schwi-
cher wird, um das Horizont-Problem der Kosmologie zu 16sen. Dabei dachte er an einen
vereinigten Mechanismus der Symmetriebrechung durch ein und dasselbe Feld, nimlich
das HIGGS- Feld als Link zwischen der Gravitation und den anderen Wechselwirkungen,
wie schon Y. FuJil 1974 durch eine HIGGS-Kopplung an die Kriimmung postuliert hatte
[51]. Die Kopplung des Higgsfeldes soll mit dem fundamentalen eichinvarianten Konstruk-
tionsblock ¢'¢ gegeben sein, mit der einfachsten Kopplung der Teilchen mit dem Higgsfeld,
ndmlich

Azl 4)

mit x als einem skalaren Feld, was zu einer Mischung zwischen dem skalaren Feld und dem
Higgsfeld fiihrt [65], wobei hier als X -Feld die Raumkriimmung genommen wird.

Die Betrachtung, ob das Higgsfeld tiberhaupt die Eigenschaften hat, um in natiirlicher Weise
an die Gravitation zu koppeln, fiihrte H. DEHNEN et al. 1990 [26] dann, seine kurzreich-
weitige gravitative Eigenschaften zu untersuchen und eine mit der ZEEschen verwandten
Theorie vorzustellen [28].

Das Higgsfeld wechselwirkt mit den massiven Teilchen. Diese skalare Wechselwirkung ist
nach [26] gravitativer Art und YUKAWA-artig; auch im Standard-Modell [27]. Das Feld ¢
koppelt mit den Massen und diese sind ihrerseits die Quelle dieses Higgsfeldes, wihrend
zugleich die Masse der Elementarteilchen iiber die Symmetriebrechung erzeugt wird.

Auch aus mehrdimensionalen Gravitationstheorien folgen JBD- verwandte Theorien, da nach
dem Konformen Aquivalenztheorem solche Gravitationstheorien konform gleich der gewhn-
lichen Allgemeinen Relativititstheorie sind mit einem zusétzlichen skalaren Feld [22]. Dal}
das skalare Feld dasjenige von HIGGS sein sollte, folgt dann aus Betrachtung der physika-
lischen Eigenschaften und mathematischen Notwendigkeit, zuletzt aber der experimentellen
Realisierung.

Die Existenz eines zusitzlichen skalaren Vektorfeldes, ndmlich das des HIGGS-Bosons, macht
aus dem Standard-Modell eine renormierbare Theorie [110] (und demzufolge mathematisch
konsistent [111]). Die Vereinigung der Idee von BRANS und DICKE mit dem Higgsfeld-
Mechanismus behilt diese Eigenschaft und macht aus ihr eine renormierbare Theorie der
Gravitation [28] mit einer funktionellen kosmologischen “Konstante”, wobei EINSTEINS
Theorie nach Symmetriebrechung nahe des Higgsfeld- Grundzustandes realisiert wird.

Bis jetzt ist die Existenz der HIGGS-Teilchen, Vektorbosonen, noch nicht nachgewiesen,
sodal man denken kann, daf} sie entweder sehr massiv oder vielleicht gar nicht erzeugbar
sind (oder sie gibt es nicht). Auf jeden Fall, wenn der Higgsmechanismus die Physik richtig
wiedergeben soll (und bis jetzt hat er sich trotz fehlendem Nachweis der Higgsbosonen gut
bewihrt), soll oberhalb eines bestimmten Energiebereiches E; neue Physik ins Spiel kom-
men. Dann gibt es laut M. VELTMAN [110] zwei Moglichkeiten:

1. Zur massiven YANG-MILLS-Theorie kommt der Higgs-Mechanismus hinzu, oder
2. Man hat eine reine masselose YANG-MILLS-Theorie.

Wenn man Massenerzeugung so versteht, dal die Teilchenzustinde aufgrund der Wech-
selwirkung mit den Higgsteilchen massiv werden und GOLDSTONE-Bosonen (masselose
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Higgsteilchen) verschwinden, indem sie absorbiert werden und zum Teil dieser Masse und
zu den longitudinalen Komponenten der Polarisation der massiven Vektorbosonen (der mas-
siven Eichfelder) werden ([59], S.256ff), besagt die zweite Moglichkeit, da3 die Polarisation
der Vektorbosonen verschwindet. Das wire der Fall, wenn die Masse der Higgsteilchen so
grof} wire, dal sie nicht entstehen konnten. Somit bliebe die Theorie mathematisch kon-
sistent. Damit bliebe die Problematik der Entstehung der Masse eigentlich au3erhalb der
Theorie. In dem Fall miifite sie aus einem anderen Mechanismus zu erklédren sein.

Innerhalb der Theorie kann durch die Energieskala unterschieden werden, ob das Higgsfeld
bei der Symmetriebrechung gerade den Zustinden Masse “gibt” oder nicht. Das fiihrt zu
zwel verschiedenen Ansitzen, die dennoch viele Analogien besitzen und fiir verschiedene
Symmetriegruppen der Symmetriebrechung giiltig sein konnten [18, 19]. Sie unterscheiden
sich insbesondere darin, daf} bei Kopplung des Higgsfeldes an die Materie-Lagrangedichte
[29] (und an R, was die HSTT ausmacht), die Higgsteilchen aus der Theorie entkoppeln
und, auBer gravitativ, nicht mehr angeregt werden konnen. Solche Entkopplung der Higgs-
bosonen basiert auf einer nichtminimalen Kopplung mit der Gravitation, woraus eine lange
Wellenfunktion-Renormierung der Higgsbosonen folgen soll, die die Kopplung der Higgs-
bosonen bis zur gravitativen Stirke reduziert, sodal HIGGS effektiv aus der Theorie ver-
schwindet [65].

Das formale X-Feld, hier teilweise identifizierbar mit dem Kriimmungsfeld im Lagrangian,
besitzt dabei Ahnlichkeiten mit dem hypothetischen Graviton, da beide unter der Eichgrup-
pe Singuletts sind [11], was wiederum die Tatsache unterstiitzt [10], da3 das Higgspotential
eine kosmologische “Konstante” generiert [28].

Die Generierung einer kosmologischen “Konstante” (oder besser gesagt Funktion) kann bei
der Losung mehrerer kosmologischer Probleme helfen, da sie antigravitativ wirkt, was laut J.
SCHERK auch Formen der Supergravitation beim Austausch von Vektorbosonen zeigen [65];
Antigravitation die das Problem der fehlenden Masse des Universums 16sen konnte [11] und
die die richtige Erkldrung der flachen Rotationskurven spiraler Galaxien liefert [99, 100, 54]
oder die zu einer modifizierten Newton-Dynamik (MOND) fiihren konnte [99, 87, 88].

Die Modifizierung der klassischen Dynamik folgt aus der Kurzreichweitigkeit der Higgs-
gravitation, die die Existenz massiver Gravitationsteilchen (ndmlich die Higgsteilchen) zu-
sdtzlich zu den Gravitonen als Eichbosonen einer Quantengravitation suggeriert [100], ins-
besondere, wenn das EOTVOS-Experiment zu einem Ergebnis fiihren soll, das ungleich Null
ist [45], woraus man auf die Existenz einer sog. 5. Kraft, vielleicht mit Higgsnatur, folgern
kann [49, 6]°.

Die Modifizierung der Dynamik, folgend aus dem Higgsfeld, gekoppelt an der Raumzeit-
kriimmung, konnte die Existenz von Dunkler Materie essentiell irrelevant machen und nicht
nur die theoretische Untersuchungen massiver Gebilde wie Sterne oder Galaxien im All ver-
bessern, sondern auch die allgemeine kosmologische Untersuchungen aus den Friedmann-
modellen.

Die Standardmodelle der Kosmologie stoen auf mehrere Probleme, wie das der Flachheit
oder des Horizonts, sowie auch die fehlenden Beweise von magnetischen Monopolen. Die
Inflationsmodelle konnten auch verbessert werden, und die Existenz der kosmologischen
Funktion ausgehend aus dem Higgsfeld konnte die Dunkle Energie als antigravitative Wech-
selwirkung erkléren.

3In einigen Texten besagt die Spontante Symmetriebrechung allein schon die Existenz einer 5. Kraft, die dazu notwendig ist (siehe
z.B.[70]).
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2.4 Die HSTT und diese Arbeit

Die Higgsgravitation ist ofters verdichtigt, fiir gewisse Anderungen der NEWTONschen Ge-
setze im kurzreichweitigen (“Fiinfte Kraft” [10, 11, 6]) und im kosmologischen Bereich
(Flache Rotationskurven der Spiralgalaxien [28, 54]) zu verursachen, was mit der gravi-
tativen (kurzreichweitigen) Kopplung des Higgsfeldes [26], auch innerhalb des SM [27] im
Einklang steht. Ein Versuch wurde von Seite H. FROMMERTSs [49] gemacht, die sog. 5. Kraft
aus dem “Tower-Experiment” [40] mit Hilfe der Skalar-Tensortheorie mit Higgsfeldern zu
erkldren, und zwar mit einer mehrfachen HIGGS-Gravitation, mit einem Extra-Higgsfeld fiir
die Fermionenmasse. Diese 5. Kraft ergibt sich auch aus FISCHBACHS et al. “Reanalyse des
EOTVOS-Experiments” [45], da beide eine YUKAWA-artige Extrakraft erfordern. Flache Ro-
tationskurven ergeben sich z.B., wenn man als Dunkle Materie unsichtbare Higgsteilchen
nimmt [30]. Solche Kurven ergeben sich gut innerhalb der Skalar-Tensortheorie mit Higgs-
feld HSTT, sowohl im Falle einer Kopplung an das SM [103], wie an das GUT unter SU(5)
[56], innerhalb der NEWTONschen Nidherung der Theorie, mit Drehimpulsfreiheitsgrade fiir
das Higgsfeld, beziehungsweise mit hohen Massen im Zentrum der Galaxien. Auch Inflation
innerhalb der SM [19] und der GUT [18] ist moglich.

Die gravitative Kopplung des Higgsfeldes fiihrt zur Wahl desselben Feldes als skalares Feld,
sodal} sich mit der HSTT eine gebrochen-symmetrische Theorie der Gravitation ergibt, mit
dem Higgsfeld selbstkonsistent in die Theorie eingebaut, gekoppelt an die Kriimmung R.
Es spielt die Rolle einer variablen Gravitationszahl (in natiirlicher Weise gekoppelt an der
Masse der Eichosonen® durch G = ﬁ) als auch diejenige in der Elementarteilchenphysik,
indem es die triige Masse generiert.”.

Die hier behandelte Theorie ist eine Kombination der Skalar-Tensor-Theorie der Gravitation
von C. BRANS und R. H. DICKE [16] oder P. JORDAN [66] mit dem Higgsmechanismus.
Nach dem Abzihlbarkeitskriterium von B. S. DEWITT sollte die Theorie sogar renormier-
bar sein. Ob das wirklich der Fall ist, miifte extra bewiesen werden. Sie wird aber sicher
renormierbar, falls man zusétzlich quadratische Terme dazu nimmt([49], vgl. K. S. STELLE
[105]), d.h. R?-Terme des RicCI- Skalars in die Lagrangedichte L.

Im Rahmen dieser Arbeit wird im wesentlichen die klassische Theorie diskutiert, sodal} die
Renormierbarkeit nicht relevant ist. Die EINSTEINsche Allgemeine Relativitétstheorie erhélt
man exakt auf natiirliche Weise im Fall der gebrochenen Symmetrie, indem man die quadra-
tischen Terme nicht betrachtet. Somit werden sie hier auch nicht weiter beriicksichtigt.
Diese Theorie wird in den nichsten Kapiteln vorgestellt. Daraus folgen verallgemeinerte
(HILBERT)-EINSTEIN-Gleichungen mit kosmologischer Funktion und funktioneller Gravi-
tationszahl, mit dem skalaren Feld essentiell von anderer Natur als in der gewohnlichen
BRANS-DICKE-Theorie. Dem folgt eine Untersuchung der Theorie unter der Giiltigkeit der
Zentralsymmetrie, spezialisiert fiir den statischen Fall. Die Untersuchung geschieht insbe-
sondere fiir die in der Metrik linearisierten Theorie. Es werden dadurch die Eigenschaften
von Spiralgalaxien untersucht. Die Zentralsymmetrie innerhalb der HSTT wird dann fiir kos-
mologische Modelle innerhalb der ROBERTSON-WALKER- Metrik benutzt. Daraus folgen
verallgemeinerte FRIEDMANN-Gleichungen, die benutzt werden um die Dynamik des Kos-
mos innerhalb dieser Theorie zu untersuchen.

Die Masse der Weakonen lautet My = /wgv. a =~ (Mp; /My, )? > 1 mit der PLANCK-Masse M p;.
7Ein dhnlicher Ansatz wurde von J. J. VAN DER BIJ in [11] mit zwei Higgsfeldern, die sich ineinander mischen und eine effektive
Lagrangedichte bilden, gemacht.
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3 Higgsmechanismus mit Kriimmungskopplung

Die Grundlagen der Skalar-Tensortheorie mit Higgsfeld als skalarem Feld (HSTT) werden
angegeben vor und nach spontaner Symmetriebrechung. Es werden verallgemeinerte
Einstein-Gleichungen hergeleitet und mit der gewohnlichen ART verglichen. Die
kosmologische Konstante wird durch die Theorie anhand des Higgspotentials eingefiihrt,
sowie eine Variabilitit der Gravitationszahl. Die verschiedenen Arten von Kopplungen der
Higgsteilchen werden tiir zwei Modelle der Theorie besprochen.

3.1 Die Lagrangedichte £ und das Higgspotential V' (¢)

Wie betrachten im GAUSS-System, d.h. mit natiirlichen geometrischen Einheiten, mit der
Konvention, i = ¢ = 1 (wenn nicht anderes erwihnt), eine Lagrangedichte mit mehreren
Higgsfeldern gekoppelt tiber den Ricci-Skalar an die Gravitation, im wesentlichen wie H.
FROMMERT ([49], S.175) sie diskutiert. Dabei handelt es sich um eine verallgemeinerte
Theorie, in der die Grundzustiande der Higgsfelder Beitriage zur Gravitationskonstante oder
Gravitationszahl G liefern, die im Hochenergielimes den primodialen Wert G, haben:

Hierbei sind
e R: der RiccCI- (LAUE- oder RIEMANN-) Kriimmungsskalar,
e ¢,:die n Higgsfelder (r =1,...,n),
o ,=D,= %: der Operator der kovarianten Ableitung beziiglich der Eichgruppe.

Dabei konnte die materielle Lagrangedichte £, von den Higgsfeldern abhéngen oder nicht.
Abhingig von (mindestens) zwei Feldern wire sie zum Beispiel in die SU(5)-GUT, in der
die Massen der X- und Y- Bosonen (die sog. Leptoquarks) aus Wechselwirkung mit dem
einen skalaren Feld erzeugt werden. Die Masse der Weakonen folgt mit Hilfe eines anderen
Higgsfeldes, und zwar in einem verschiedenen Energiebereich. Im Standard-Modell wird
stattdessen nur ein Higgsfeld benotigt.

Mehrere Higgsfelder brauchte man hochstens bei hoheren Energiebereichen, die auch ex-
perimentell wahrscheinlich nicht zugénglich sind. Also wird hier der Spezialfall eines Higgs-
feldes bearbeitet und seine Wirkung untersucht, also das minimalst gekoppelte Modell®. Es
wird die Lage gewdhlt, da nur ein Higgsfeld Massen erzeugt und gleichzeitig zur Gravita-
tion beitréigt. Daraus folgt eine Art HIGGS-Teilchen, deren Anderungen der Dynamik unter-
sucht werden. Die Dynamik-Anderungen aufgrund anderer Higgsteilchen werden an dieser
Stelle vernachldssigt.

Als minimales Modell der Materie und der heute bekannten Wechselwirkungen unter An-
schluf} der Gravitation bietet sich das Standard-Modell an, eingebettet in die Gravitations-
theorie. Alternativ konnte das Standard-Modell auch in die Allgemeine Relativitétstheorie
eingebaut werden. Das hat z.B. D. EBNER [39] untersucht.

In diesem Fall der minimalsten Kopplung lautet die Lagrangedichte mit einem Higgsfeld
gekoppelt an den RiccI-Skalar und das dazugehorige Higgspotential:

1 1
L= —ad'oR+ 2,0 = V(O)V=g+ Luv=g, (6)

8Nicht “minimalgekoppelt”, da ¢ auBer durch die kovariante Ableitung auch durch R koppeln soll.
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_ , 2 A 3 6u?  «
Higgspotential: V' (¢) :%qﬁT(b + Z<¢T¢)2 + 5% — Ao% g (7)
wobei die Koeffizienten vor A, fiir die Dimensionierung von [A] = [~2 und der Wirkung
(W] = [[ Ld*x] = 1 sorgen.
Es gilt
A>0, p? <0. @)

« ist eine numerische Konstante, die spiter das “Anfitten” der Stirke der Gravitation
an die experimentellen Daten unabhéngig von der Stirke der Higgswechselwirkung erlaubt
([49], S.95). Sie ist gegeben durch o = 27” wobei w analog der Konstante in der BRANS-
DICKE- Theorie ist, jedoch hier viel kleiner als die dortige, fiir die w > 500 aus Messungen
der Laufzeit-Verzogerung von Radio-Signalen der Viking-Sonden auf dem Mars als notig
ermittelt wurde [96]°.

Was das Higgsfeld und -Potential angeht, definierte H. FROMMERT [49] Higgsfelder allge-
mein als

o Felder mit nichttrivialen, d.h. von Null verschiedenen Vakuumzustinden,

e mit der Eigenschaft, da sie die Symmetrie einer Theorie zu einer Gruppe G (z.B.
Goap = SU(2)w ® U(1)y) auf die Restsymmetrie zur Isotropiegruppe G (dann
U(1)y) des Vakuumzustandes spontan zu brechen.

e Jedes Higgsfeld in einer Feldtheorie liefert auch gravitationsartige Wechselwikungen
zwischen diejenigen Teilchen an denen es koppelt.'”

Also muB p? < 0 gelten, sodaB es sich um einen Fall von Tachyon-Kondensation handelt
(gegeben durch imaginire Massen der Felder). Ein positiver Wert fiir ;2 entspriiche zwar
einer reellen Masse \/F , aber der Grundzustand wiirde dann bei ¢y = 0 liegen (klassisches
Vakuum), was zur Symmetriebrechung ungeeignet ist. Es wiirde sich dann um eine WIG-
NER-Mode handeln, die fiir klassische Vakua gilt und z.B. beim ZEEMAN-Effekt zu finden
ist und dort die Rotationssymmetrie bricht. In dem Fall kidme das Higgsfeld nicht zur Wech-
selwirkung mit den Fermionen und Bosonen [9].

Der Grundzustand des Higgsfeldes lautet mit dem Betrag v und einem konstanten Iso-
Vektor N mit NTN = 1:
62 6y

qﬁéﬂz—i— —LNEUN, v? =

3 3 9)

Nach (8) gilt A > 0, sodaB der Grundzustandswert v eine reelle Zahl ist und v? positiv.

9Die BRANS-DICKE- Theorie geht in die ART bei w — oo iiber, fithrt zu neuer Physik bei kleinen w- Werten. Den Messungen nach
soll sie EINSTEINsch werden und wird somit uninteressant. Die HSTT, dagegen, benétigt wegen der grofien Kopplung an der Gravitation,
w klein, was zuliBt, neue Effekte herauszubekommen.

1080 ist ein Higgsfeld fiir die Higgsgravitation nicht unbedingt wie in der Standard-Theorie, sondern z.B. Spinmatrizen in einer Spin-
Eichtheorie, wie in [32] und [52] von H. DEHNEN, A. GEITNER et al. eingefiihrt.
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Das Higgspotential V' (¢) in (7) besitzt hier einen additiven Term kA, einer im Nullpunkt
angenommenen existierenden kosmologischen Konstante, deren Wirkung auf die Feldglei-
chungen untersucht werden kann. Sonst ist das Higgspotential so normiert, daf es ohne kos-
mologische Konstante A sein Minimum bei V' (¢y) = 0 besitzt (damit wird eine formelle
negative kosmologische Konstante vermieden):

V(o) = =T33ty T
3ut  3ut 3ut
TN T T T
i 61 o o
p— t :_A.——: 2-—A, 1
up mit ug 0" ®n +v 5o (10)

Dabei ist uy die Grundzustands-Energiedichte des Higgsteldes. Ohne Normierung (Term
V(¢) o< p*) und mit Ay = 0 gilt V(¢) = —%“74, d.h. es gibt eine formelle kosmologische
Konstante, die hier zu Null gesetzt werden soll.!!

3.2 Die Feldgleichungen vor Symmetriebrechung

Mit der Annahme, daB ¢ ein beliebiger U (N)-Isovektor ist, der nicht an der Materie-Lagrangedichte
L in (6) koppelt (also nur an den Ricci-Skalar und die Gravitation), und mit den EULER-
LAGRANGE-Gleichungen

oL oL
) — 5 =0, 11
bekommt man die Higgsfeld-Gleichung'?
1 A
Oy~ g-a0R + 1*6 + Z($10)0 =0 (Las = 9). (12)

Dabei ist .||, die kovariante Ableitung beziiglich aller geeichter Gruppen und ergibt sich
aus der speziellen Problematik (sieche Anhang B).

Wihlt man dasselbe Higgsfeld fiir die Materie-Lagrangedichte wie fiir die gravitative
Kopplung, so folgt (im minimalst gekoppelten Fall des Standard-Modells)

7 - 1 “ Y - R
Ly = §mgﬂw|m + h.c. — 16—7TFWF5‘ — kg Xepy, + h.c. (13)
Die materielle Kopplung dndert die Form der Higgsfeldgleichung. Im Falle keiner Kopplung
an L), ist die Higgsfeldgleichung homogen wie in SU(5)-GUT. Bei der Kopplung ist sie
inhomogen, analog zum Standard-Modell. Sie hat die Form'?

A -
I~ - 00R + 6+ 5 (0160)6 = ~2hlnkin, (Lag ~ ). (14)

'Im Standard-Modell mit HIGGS-Mechanismus findet man das Higgsfeld nicht normiert.

12Wie in [28] oder in die SU(5)-GUT [18], da dieses Higgsfeld die fermionische Massen nicht produziert. Damit man in SU(5)-GUT
das isovektorielle Charakter des Higgsfeldes erkennt, schreibt man oft um: ¢ — ® = ¢ N, mit N = /2/15diag(1,1,1,-3/2,—-3/2)
mit ¢ als eine reellwertige Funktion. Also steht in der Lagrangedichte anstatt 1 ¢, tr®Td ...

13Zum Vergleich, hat die Higgsfeld-Gleichung im Standard-Modell [27] die analoge Form ¢, e+ p2¢ + %((p’f ®o =

~ 2k R, 8™
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__ Der inhomogene Anteil der Feldgleichung, der im ersten Fall verschwindet, ist die Quelle
X des Higgsfeldes. Es handelt sich um ein Isovektor vom gleichen Typ wie das Higgsfeld ¢.
Fiir ihn gilt

= 0Ly 0Ly
X =2 =2 T 15
Analog zur Elementarteilchenphysik lautet die DIRAC-Gleichung
g
. u _ P
z’Y(é)iﬂH# k(wT@¢L> =0 (16)

mit dem YUKAWA-Kopplungsoperator # und den DIRAC-Matrizen +*, gegeben durch die
CLIFFORD-Algebra

VY 4t = 2¢" 1 (17)
Die YANG-MILLS-Gleichungen der Eichfeldstirke F),, sind formal wie gewdhnlich:'*
Fy, = 4mjl, (18)

mit den Feldstromen
b =) + jk(9)

- 1
=gV rTa¥) + 59¢T7a¢llu + h.c. (19)

Der symmetrische Energie-Impuls-Spannungstensor (EIST) ist definiert durch

oL
T = -2 M Lag™ = T(. ). (20)
Guv
Der EIST ist hier der Form
- 1 1
T = Sl + he. = —(FSF = SFaFelg™), e

mit einer i.A. nichtverschwindenden Divergenz, abhéngig vom Higgsfeld ¢:
T," 1 = kro|, 2L + h.c. + Fo it (). (22)

Die EINSTEIN-Gleichungen, identisch fiir beide £ ,/-Fille (sowohl mit Kopplung an das
Standard-Modell als auch formal an die SU(5)-GUT), bekommt man aus dem HAMILTON-
Prinzip der kleinsten Wirkung

) / L/ —gd*z=0: (23)

1 8
R, — §ngy + @V(@gw = (24)
8 T 47 1
= _WT#V - m[ﬁbrm@lv + ¢T\V¢HM} + mﬁbﬂxﬁb”)\guu - W[(Gﬁ%)lul\v - (ﬁb%)lﬂ IIBQW]
& 81 1 1
= —ia T = agig Blnom — 501 gl = 260 — (619)" 5g,0]

(25)

14In abstrakter CARTAN-Schreibweise heift das d*F = 47J < VF = 47J, mit der duBeren Ableitung d (mit dd = 0) und * fiir
den dualen Tensor, und F = % apdz® A dzf mit dem (antisymmetrischen) duferen (Wedge- oder Dach-) Produkt A: dz® A dzf =

dz® @ dzf — dz? ® dz®. Ladungserhaltung d*J = 0 gilt direkt aus dd = 0 mit dd*F = 0.
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Anhand des ersten Summanden auf der rechten Seite dieser Feldgleichung (24) (und unter
Betracht von (1)) sieht man ([49], S.149), daB («¢'¢)~* den Platz der Gravitationskonstante
G in der EINSTEIN-Gleichung einnimmt. Diese ist hier eine Feldgroe und somit lokal (orts-
und zeitabhingig).
Die Spur der Gravitationsfeldgleichung liefert den Ricci-Skalar

R="T 1744y - #l5917) - %

i (') 5. (26)

3.3 Spontane Symmetriebrechung der Higgs Skalar-Tensortheorie

Das Higgspotential V' (¢) ist nach (7) nicht bilinear und ist in den YANG-MILLS-Theorien
und speziell in dem Standard-Modell der Elementarteilchen fiir die Entstehung der Masse
sinnvoll und nétig. Es beschreibt eine Selbstwechselwirkung und gibt dieser Art von Theo-
rien den Namen ¢*-Theorien.

Die Lagrangedichte £(¢) ist invariant unter Spiegelungen ¢ — —¢, sodas nach dem NOETHER-
Theorem eine bestimmte Symmetrie nach £(¢) = L£(—¢) folgt.

Entwickelt man ¢ um den Grundzustand v durch

p=v+¢ (27)

mit den Anregungszustinden ¢, dann geht wegen auftretretender ¢'-Terme die Spiegelungs-
invarianz der Lagrangedichte verloren (d.h. £(¢') # L(—¢’)). Die Symmetrie ist spontan ge-
brochen; mathematisch erfolgte ein Ubergang der Symmetriegruppe G in die Restsymmetrie
G:

G —G.

Nimmt man nur den positiven Wert des Grundzustandes, so kann ¢, in folgender Form ge-
schrieben werden:

62

e’ 2
¢o = vNe'™, v = v

(28)
mit N als einem konstanten Einheits-Isovektor (NTN = 1), dessen Linge durch v gegeben
ist. Der Grundzustand wird festgelegt durch die Auswahl des Isovektors N. Die Wahl seiner
Komponenten legt wiederum fest, welche Zustinde massiv werden.

e in (28) ist eine Phase, die durch Wahl von o = 0 festgelegt werden kann ohne das Sy-
stem zu beschriinken, da das keine physikalische Konsequenzen triigt!®. Nach Definition der
Masse durch Symmetriebrechung kann das System aber nach dieser Wahl keine Phaseniiber-
ginge durchmachen ohne den Vakuumswert dndern zu miissen, damit die Lagrangedichte
invariant bleibt. Die Lagrangedichte zeigt explizite Konsequenzen, herrithrend aus diesem
Verlust der Invarianz des Grundzustands. Die Symmetrie scheint gebrochen zu sein, was
“Spontane Brechung der Symmetrie” genannt wird.

Das Higgsfeld im angeregten Stadium unterscheidet sich vom Grundzustand durch eine
lokale Transformation, die sich durch eine Eichtransformation, die sog. unitdre Eichung,

15Die Phase konnte auch ortsabhiingig sein. Um Diskontinuititen zu vermeiden, sollte es dann ein Punkt oder kleine Gegend geben, wo
|¢| = 0 gilt. Dieser ist Teil eines “Rohres” falschen Vakuums (damit A¢ = 27n gilt), der kosmischer Faden genannt wird, und der wohl
zu Dichte-Inhomogenititen fithren kann ([55], S.34).
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a b

¢

= s
-v v

1: Potentialkurve von ¢ fiir (a) #? > 0 (WIGNER-Mode) und (b) 2 < 0 mit Minimum bei ¢ = +v. [20]

beseitigen 14B8t'6:
¢=U"'¢p=pU 'UN = pN. (29)

Diese ist nach ([49], S.15) nicht eindeutig; Transformationen bleiben iibrig, die an N nichts
dndern. Diese bilden eine Untergruppe der Eichgruppe GG (im Standard-Modell ist Gsyy =
(SU3)c ® SU(2)w ® U(1)y) mit der Restsymmetrie ().

In unitirer Eichung (unter Vernachlédssigung der Akzente %) gilt

¢ = pN, (30)

mit p? = ¢'¢ als Betragsquadrat des Higgszustandes ¢.
Nach Symmetriebrechung kann dann von ¢ zu der reellwertigen Funktion p oder

C=p/v, ¢(=1+¢p (31)

ibergegangen werden. Sie gibt den Wert des Higgsfeldes und ¢ den des angeregten Feldes
an. Der Grundzustand ist beschrieben durch ¢ = 0.!7

Nach Symmetriebrechung und bei Beriicksichtigung von Termen maximal zweiter Ord-
nung'® in den Feldvariablen A, und ¢’ (mit ¢’ nach (27)) folgt durch Streichung des kon-
stanten Wertes in £(¢) = L(¢) + const.:

/ 1 la / 1 a c )\ a ./ /+a
L(¢) = 5?25 @ "+ 59214,“ Lo A"y e — I((ﬁar O+ 0 oa)’, (32)

wobei der erste Term ein kinetischer Term ist. Der zweite ist der Massenterm der Eichboso-
nen und der dritte der Massenterm des Higgsfeldes.
Der Massenterm der Eichbosonen 148t sich umschreiben als

1, 1 1
S P AL O b = = A AP
29 A 00" A0 00c = S Ay

mit der Massenquadrat-Matrix der Eichbosonen (es wird nicht summiert)

(M?)4, (33)

(M?)* = drhegv? - N'rOrN = (M?)* = dxhe®((*N)'(7°N) > 0 (34)
(= dwheg®v?  in SU(2)).

16Dadurch verschwinden die formal entstandenen masselose GOLDSTONE-Teilchen, die von den Eichfeldern bei der Massengenerierung
absorbiert werden und zu deren Polarisation beitragen ([59], S.256ff).

7In einigen Fillen ist zweckmissig den Grundzustand zu renormieren, oft durch ¢ = 1+ ¢ = /T + 2x = /1 + &.

18Hshere Terme beschreiben Selbstwechselwirkungen [33].
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Hierin findet man die Eichkopplungskonstante g und die Generatoren 7° der Symmetrie-
gruppe, mit der SU(N)- Transformationsgruppe, gegeben durch die Algebra-Relationen
[0, 79] = ifiir* und {7°, 79} = V1 + d¥ 7.

Die Massenmatrix ist symmetrisch und reell. Die Diagonalelemente (die Eigenwerte) sind
positiv definit mit

MY = 2v/mheguy/(TiN)T(TiN) (35)

als die Masse der Eichbosonen.
Die Masse der Fermionen ist gegeben durch den Y UKAWA-Kopplungsterm

L(p, 1) = =G  Pap + D A hathn) = =P N+ hp + P Nytha), (36)

der zu (6) addiert wird, wobei 1,4 sowohl Spinor- wie Isospinorkomponenten besitzt, hin-
gegen ¢4 ein Skalar im Isospin-Raum ist.! G ist eine dimensionslose Kopplungskonstante,

d.h. m = Gv hat die Dimension einer Masse.

In hoherer Ordnung sollten noch (quantenmechanische) radiative Korrekturen zum Higgs-
potential dazukommen, sodal V' (¢) zum effektiven Potential V. ;(¢) wird ([20], S.37ff),
abhiingig vom Quadrat der effektiven Masse der Felder, und weitere ¢*- und ¢*-Terme als
Normalisierungsbedingungen, sodal3 das Potential integrierbar ist.

Die Korrekturterme destabilisieren die Symmetrie bei ¢ = 0, sodal} oft gesagt wird, daf} die
Quantenkorrekturen die Symmetriebrechung provozieren.

Zu den radiativen Korrekturen kommen noch quantengravitative Korrekturen dazu, die mit
gravitativen Wechselwirkungen zwischen Vakuumsfluktuationen zu tun haben.

Zur Beschreibung des Universums kommt noch ein Thermalbad dazu und damit endliche
Temperatur-Korrekturen, sodal}

Verp(0,T) ~ Vogp(d) + M?(¢)T? — T* (37)

gilt. Daraus folgt fiir hohe Energien, da} < ¢ >= 0 giinstiger ist, da V.;;(¢,T") dann mi-
nimal ist ([20], S.40). Somit wird die Symmetrie bei hohen Energien restauriert. Also ist
das Anfangs-Universum symmetrischer als das heutige. Nach Symmetriebrechung ist aber
die Richtung von ¢ nicht eindeutig determiniert ([20], S.42f). Im Weltall konnte es mehre-
re Regionen (sog. topologische Deffekte) geben, mit ¢ ~ v und ¢ ~ —wv. Auch sollte es
“Interface”-Doménen geben, in denen ¢ zwischen —v und v variiert.

YWodurch die Parititsverletzung per Hand eingebaut wird. Bei der schwachen Wechselwirkung entspricht der Isospinor den links-
drehenden Spinor, der Isoskalar den rechtsdrehenden. Elektronenihnliche Zustinden und Neutrinos sind beziiglich der Symmetriegruppe
ununterscheidbar und geben die Dimension der Gruppe an. Mit der Paritétsverletzung folgt, dal es rechtsdrehende Neutrinos nach der
Theorie nicht geben kann. Nach der Diracgleichung folgt ja, da}, Parititsverletzung gegeben, die linksdrehende Zustinde nicht an der
Masse koppeln konnen (oder andersrum, schlieit man eine Masse der linksdrehenden Bosonen aus, so verschwinden die rechtsdrehende
Zustidnde). Eigentlich sollte dies aus einer hoheren Theorie folgen konnen. Solche gibt es noch nicht und es besteht die Moglichkeit (Stich-
wort “Neutrinooszillationen”), da3 Neutrinos Masse besitzen. Die Parititsverletzung folgt in natiirlicher Weise aus der Spin-Eichtheorie
[32, 52] und die Masse der Neutrinos konnte aus einem anderen Mechanismus folgen, bzw. die Kopplung der verschiedenartigen Neutrinos
(und der Teilchen verschiedener Familien allgemein) an die Gravitation sollte experimentell iiberpriift werden.
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bcd bc d

2: Effektives Potential eines Phaseniibergangs 2. Ordnung bzw. 1. Ordnung. Die Symmetrie wird bei ho-
hen Temperaturen restauriert. Es gibt ein Phaseniibergang bei T' = T, (siche Kurve (b)). Fir T' < Ty,
das Potentialminimum liegt unterhalb von V' (0). Die Kritische Temperatur T, liegt fiir die SU(5)-GUT bei
T, = 104~ 15GeV.[20]

3.4 Die Feldgleichungen nach Symmetriebrechung

Die Feldgleichungen (24) lauten nach Symmetriebrechung und mit (28) (gbéd)o = 0?2 =
_Qii)-
)

B3R + 50V (Q)
= _%CZTHV - %42[2@#%] + %C2C||/\<|Aguu — ¢ (Pte = ¢ 59
(38)
Mit der Gravitationszahl
G = (av®)™! (39)

kann man Gl. (38) umschreiben in

Ruw — 3 Rgj + 87GCV(Q)
= —8rG( Ty, — 4nGU ¢ [2G ] + 4nGo*C G g — CPIC) i — C1 18940

= —81G( T, — 8GU a2 [C) iy — %CP\C'AQW/] — ()t — P g
(40)

Unter Gebrauch des Massenquadrates (1/2)? wird die rechte Seite der EINSTEIN- Feld-
gleichungen (40) zu

1
o= =87GCP T + ﬁCQMib(AZAZ - §guuAiAbA) + 0l — %CIACAQMV)]_
— () — P ryw)
. 1
= —87GC [T + v* (Gl — §C|AC'A9W)] — 2Pt — ¢ g (41)
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mit dem effektiven EIST der Materie sowie der massiven EichbosonenZ’

7 (1 + @)2 a 1 a
Ty =T + TMjb(AMA‘; — §QWA)\AM)
2
1
=T,, + Ebe(AZAIb, — §gu,,A§A”A) (42)
1+¢ . 1 .
=L+ ?Mgb(AMAZ - §Q;WAAAM)-

Hierbei ist

e ,,,: RICCI-Kriimmungstensor

e R: Riccr-Skalar

® g,.: Metrik der gekriimmten Raumzeit

e V/: Higgspotential

o A,: Eichfeld

e T',,: Metrischer Energie-Spannungstensor

e (5: Gravitations ‘konstante’

o ( =1+ ¢ =+/1+&: skalares Higgsfeld

e ¢g: Eichkopplungskonstante

Nahe des Grundzustands gelten die gewohnlichen EINSTEIN-Gleichungen (1):
1

R, — 5

Ry + Nogw = —87TGTW.

Die Einschrinkung auf Werte nahe den Grundzustand bedeutet keine weitere Einschrin-
kung des Modells, da der Higgsmechanismus zur Massenproduktion schon diese Einschrin-
kung trigt. Die Vektorbosonen benehmen sich wegen der Wechselwirkung der Felder mit ¢,
nur als massiv, solange die Energie des Systems klein ist und ¢ nahe seines Minimums liegt
([58], S.147). Mathematisch verhilt sich nur dann der Propagator massiver Felder richtig,
ohne seine (masselose) Transversalitidt zu verlieren, wodurch die FEYNMAN-Graphen nicht
divergieren und die Theorie renormierbar ist ([58], S.134f).

Nach Symmetriebrechung gilt fiir 7),” in (22):

Tyt = 2Qma + Ff, 52 (C). (43)

Die DIRAC-Gleichung (16) mit der Massenmatrix der Fermionen 77 (Massenoperator?')
lautet

’Wﬁ )1/1\\# —(1+ @)mw(f) =0, (44)

L
R

20 An dieser Stelle kann man die Vorteile der verschiedenen Higgsfeldwert-Schreibweisen sehen.
21Es gilt 70 = kv(N1& + &7 N) mit dem YUkawA-Kopplungsoperator Z fiir die Masse der Fermionen.
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mit Kopplung des Higgsfeldes an £, (an der Masse m zu erkennen).
Die inhomogene YANG-MILLS-Gleichungen (18) sind jetzt

FV 4 (L4 ©)* M2 AR = dmji(y) (45)

und fiir die Spur von 7},,,, unter Verwendung der DIRAC-Gleichung:

T = S0 b+ hoe. = (Lt @)y (46)

Das Higgspotential V/(() ist unabhéngig von der Materie-Lagrangedichte £,,. Mit dem
EINSTEIN-Tensor”? G, = R,, — 3Rg,, hat die linke Seite der Feldgleichungen (38) die
Form

2 4
Bz o Xaen 312
N Tt Ty T

4
LG = 120 + AoC g @7)

1
R, — §ng + 81G¢?]
=G + 127G

= GNV + A(C)a

in Analogie zu (1), mit %uo = Ay.

3.4.1 Die kosmologische Funktion und die kosmologische Konstante

Aus einem Vergleich mit den EINSTEINschen Feldgleichungen der gewdhnlichen Allgemei-
nen Relativititstheorie (1) definiert man eine “KOSMOLOGISCHE FUNKTION” A(():

A(Q) :127rG“;(2(c2 —1)2+ A (48)
o A A ) =P+ A

Sie ist im wesentlichen gegeben durch das Higgspotential V' (¢) und die kosmologische Kon-
stante Ay, mit

8rG V(()
av? (2

A(Q) = ] + Ao. (49)

Im Grundzustand (¢ = 0) wird diese kosmologische Funktion zur gewohnlichen kosmo-
logischen Konstante A(v) = Ay in (1), die urspriinglich EINSTEIN 1917 einfiihrte, um ein
geschlossenes Universum zu erreichen®’:

1
2

Das Higgspotential kann man auch noch, insbesondere fiir kosmologische Betrachtungen,
in eine KLEIN-GORDON-Gleichung umschreiben. Dazu ist die Definition

E=1+e’-1=¢C-1 = P=¢+1 (50)

22Nach [90] wiire eine andere Definition von G gegeben durch (*R*) g v = @aﬁ v = G‘aﬁ ad — Gg s,
230ft liest man, daB EINSTEIN ein statisches Universum erreichen wollte. Das ist falsch: das Universum ergab sich unter seinen Voraus-
setzungen zwar statisch, die Statik spielte aber fiir EINSTEIN an der Stelle eine untergeordneter Rolle.

R, — =Rg,, + Mg, = —87GT),,, (im HIGGS-Grundzustand).
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sinnvoll. Man schreibt (7) dann als

V(Q) =B+ it 4 S
e - Lo
zg“;&? + ug (51)
3M? 47 3l
~3onG ! 33)52 8% Ao

mit M2 = % als dic Masse des Higgsteilchens [29]. Sie determiniert die Energies-

kala der Symmetriebrechung und ist im Standard-Modell um /3% ~ 10~'7 niedriger als
ohne Gravitation, und in SU(5)-GUT um ca. 10~*. Dies determiniert die Dichteperturbatio-
nen bei der Inflation des Universums [18, 19].

Mit ¢ = vy/1+ &N beschreibt & = 0 auch den Grundzustand ¢ = vN, und £ = —1

(x = —1) das Vakuum ¢ = 0. %

Das Skalarfeld hat eine endliche Reichweite | = M~!(= 1), sodaB die Variabilitit
der Gravitationszahl G von der Reichweite [ abhingt. Die SkalargroBe ¢ 2 beschreibt die
Variabilitdt der Gravitationskonstante, die funktionswertig wird. GG ist somit lokal variabel,
was wieder die Analogie zu der Theorie von BRANS und DICKE [16] zeigt und gleichzeitig
die EINSTEINschen Gedanken wiedergibt, dafl durch die “gravitative Wechselwirkung” die
Masse entsteht. Der wesentliche Unterschied zur BRANS-DICKE-Theorie liegt bei der kos-
mologischen Funktion (49) und an der Kurzreichweitigkeit des Higgsfeldes als skalares Feld.
Diese kurzreichweitige gravitative Kraft, die es in der NEWTONschen und EINSTEINschen
Theorie nicht gibt, kann mit Addition eines Y UKAWA-Potentials zum gewohnlichen Gravita-
tionspotentials gedeutet werden, wie E. GESSNER [54, 55] zur theoretischen Herleitung der
sog. FLAG-Theorie?® von R.H. SANDERS [100] gezeigt hat, ausgehend vom NEWTONschen
Limes der HIGGS Skalar-Tensor-Theorie. So kann man sich die flachen Rotationskurven spi-
raler Galaxien au3erhalb des leuchtenden Bereiches erkliren.

3.4.2 Uber die kosmologische Konstante A,

Die geometrische Eigenschaften des Raumes hidngen mit der Energie- und Impulsdichte des
Weltraums zusammen. Als Energiequellen sind am naheliegendsten die Materie und die
Strahlung. Aber auch das Vakuum spielt eine Rolle durch seine Fluktuationen oder Paar-
Erzeugungen bzw. -Vernichtungen, und es sollte polarisierbar sein.

Beim Vakuum handelt es sich um einen Zustand geringster Energie, im Standard-Modell zu
verstehen als rein aus der kosmologischen Konstanten und Quantenfluktuationen bestehend
(und vielleicht aus noch nicht bekannten Wechselwirkungen zwischen den Teilchen). Die
kosmologische Konstante ist ein freier Parameter und die zweite Art der Beitrige ist insbe-
sondere auch als Folge des Higgsfelds zu betrachten [1].

Die kosmologische Konstante in (49) entspricht einer Anregung des Vakuumszustandes des

24Bei welchem Wert das Higgsfeld am Anfang steht ist fiir die Inflation wichtig, und zwar allgemein und nicht nur in der HSTT.
25FLAG: “Finite length-scale anti-gravity”.
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Higgsfeldes. Sie ist im wesentlichen die Grundzustands-Energiedichte 1 (10) des Higgsfel-
des, und bewirkt einen negativen Druck. Deswegen ist sie ein natiirlicher Kandidat fiir die
Erkliarung der Quintessenz oder Dunkler Energie (s. Abschnitt 7.1.1), die antigravitativ wir-
ken und die Expansion des Universums teilweise beschleunigen soll. Allerdings ist eine per
Hand eingebaute Konstante nur unbefriedigend zur Erkldrung einer solchen antigravitativen
Kraft und sollte auch nur als voriibergehend angesehen werden.

EINSTEIN fiihrte 1917 die kosmologische Konstante Aq ein in einem Versuch, das Univer-
sum rdumlich zu schlieBen, mit der Hoffnung, die Massenerzeugung daraus zu folgern [1].
Zugleich glaubte EINSTEIN, mit der kosmologischen Konstante dem MACHschen Prinzip
Rechnung zu tragen, indem nunmehr die Geometrie der Welt eindeutig durch die Materie-
verteilung im Universum “bedingt und bestimmt” ist. Dennoch zeigte W. DESITTER, dal} es
materiefreie (gekriimmte) Riume gibt.? AuBerdem erwies sich der zunichst statische EIN-
STEIN- Kosmos als instabil, soda8 jede kleine Stérung ihn aus dem Gleichgewicht bringen
wiirde. Das gab den Anstof3, nach einer Expansion oder Kontraktion des Universums zu su-
chen, in welchen Zusammenhang E. HUBBLE die Galaxienflucht 1929 entdeckte. Da aber
expandierende geschlossene Weltmodelle auch ohne Ay moglich sind, sah EINSTEIN die
Einfiihrung der kosmologischen Konstante spiter als einen sehr groBen Fehler an.
Trotzdem sind die kosmologischen Aspekte einer solcher Konstante interessant zu erwéihnen;
moderne Ergebnisse zeigen auch, dal die Galaxien, so wie wir sie beobachten, nur entstehen
konnten, wenn es eine positive nichtverschwindende kosmologische Konstante (oder kosmo-
logischer Term) gab, zumindest in einem Teil der Geschichte des Universums (siehe dazu das
PRIESTER-Modell und die Inflation). Ein kosmologischer Term A ~ 10~*cm =2 ist aber zu
groB, insbesondere wenn Apeopacnier =~ 107°cm =2 ist. Die heutige kosmologische Konstante
sollte zwischen Null und die der Elementarteilchentheorie liegen.

Wenn A so gro3 wie im Standard-Modell wire, sollte man sie als Verzerrungen der
Raumzeit-Geometrie iiber Distanzen von einem Kilometer oder weniger beweisen konnen.
Die euklidische Geometrie ist aber in solchen Distanzen vollkomen richtig, sodal A viel
kleiner zu erwarten ist. Nach einer Berechnung ausgehend vom LYMAN-a- Wald [36], sollte
der kosmologische Term A = 2,1 - 107%¢m =2 sein. So eine kleine GroBe muB iiber sehr
grofBe Entfernung iiberblickt werden, um die Auswirkungen auf die Raumzeit-Struktur zu
erkennen [1].

Eine positive kosmologische Konstante (wie sie in der Lagrangedichte (6) eingebaut wurde)
korrespondiert mit einer positiven Massendichte und einem negativen Druck. Das entspréiche
einer Energiedichte des Vakuums, einer Art Anregung des Higgsfeldes, wihrend eine nega-
tive Funktion A < 0 unphysikalisch erscheint. Sie fiihrt zu einem viel zu kleinen Weltalter.
Das Verhalten einer negativen kosmologischen Konstante Ay wurde von E. GESSNER in
[54, 55] im Bezug auf die flachen Rotationskurven spiraler Galaxien untersucht, mit dem
Ergebnis, daB bei —107%'em =2 < Ay < —1073cm~? ansteigende Rotationskurven folgen.
Der minimale Druck 0,,,;, des Universums liege aber um fiinf Gro3enordnungen hoher als
heute und konne selbst durch die Annahme Dunkler Materie nicht kompensiert werden. Au-
Berdem wiire das errechnete Weltalter mit £(a—_19-52¢,2) = 2 - 10® Jahre kleiner als heute
bekannt. Das hiele, daB3 die negative kosmologische Konstante die Gravitationskraft ver-
stirkt hitte.?’

Die kosmologische Konstante als nichtverschwindende Anregung des Higgsfeldes bewirkt
also eine zu starke Kraft um die Quintessenz richtig zu erkldren. Der funktionale Anteil von
A aber dndert seinen Wert im Laufe der Evolution des Kosmos. Also ist die Betrachtung der
kosmologischen Funktion im Zwischenbereich der moglichen Ay wesentlich, um zu versu-

26Wiihrend der Inflation verhilt sich das Universum wie ein DESITTER-Universum.
2TDie Betrachtung des Alters des Universums aufgrund der LYMAN-a- Wilder ohne Higgsfeld ergibt to = 36,97 - 109 Jahren [36].
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chen, die Dunkle Energie und die aus ihr herriihrenden Problemen zu erklédren. Dafiir sollte
man am besten all die Ereignisse direkt aus den Grundlagen der Theorie herleiten, sodal3
der per Hand eingefiihrte additive Faktor in A unschon erscheint; er widerspricht dem Geist
der Higgs Skalar-Tensortheorie HSTT und der EINSTEINschen “Denkdkonomie” und soll,
aufler es wird explizit anders erwéhnt, aus weiterer Betrachtung ausgeschlossen sein, sodaf3
nur eine im Grundzustand verschwindende Funktion A(y) bleibt.

3.5 Die Higgsfeldgleichung nach Symmetriebrechung
Die Higgsfeldgleichung ((14) wie auch (12)) nach Symmetriebrechung lautet mit &:2

1 8rG -
&0t M2 = e = T = Ve 1) (52)

Setzt man die Spur 7" aus (46) ein, so sieht man, daf} im Falle der Kopplung des Higgsfeldes
an L), (nach (13)), die Quelle des Higgsfelds verschwindet:

M+ M€ =0, (¢~ Lu), (53)
wihrend ohne Kopplung noch die massiven Teilchen als Quelle dienen:
8tG
g, + M3 = =T (6% L), (54)

Das Verschwinden der Quelle des Higgsfeldes in (53) (vor Brechung (14)) ist wesent-
lich, da, wie man sieht, sowohl die fermionische Massen als auch die der Eichbosonen nicht
mehr als Quelle des angeregten Higgsfeldes beitragen. Das Higgsteilchen dieser Art ist nur
an das sehr schwache Gravitationsfeld gekoppelt, in der einzigen raumzeitlichen kovarianten
Ableitung. Im Fall mehrerer Higgsfelder gilt das aber nur fiir dasjenige, das fiir die Generie-
rung der Gravitationskonstanten (G, nach (39) zustindig ist und fiir die Massen, die dasselbe
Higgsfeld generiert [29].

Ohne Quelle entkoppeln die Higgsteilchen nach Symmetriebrechung im frithen Universum
vom Rest der Welt. Das Higgsfeld ¢ und seine assoziierten Teilchen der Masse M konnen
somit nicht in einem Labor generiert werden. Nur die gravitativen Folgen dieser Higgsteil-
chen wiren bemerkbar, so daf3 sie, als ein kosmologisches Untergrundsfeld zur Losung des
Dunkle-Materie- Problems beitragen konnen. Die kosmologischen Folgen kurz nach dem
Urknall sind noch von den Anfangsbedingungen im Universum abhingig und davon, welche
Rolle das Higgspotential dort spielte.

Ohne Kopplung des Higgsfeldes ¢ an der L), wie es vor Symmetriebrechung in (12) der
Fall ist, und wie es insbesondere im Falle des Modells unter SU (5) zutrifft, verschwindet die
Quelle des Higgsfeldes nicht, soda8 Higgsteilchen prinzipiell generierbar sind. Sie wech-
selwirken mit dem Rest des Universums und deren Quelle sollten nach (46) die Teilchen
sein. Also besitzen die Higgsteilchen nach dem Standard-Modell und SU(5)-GUT gekop-
pelt an der HSTT verschiedene Eigenschaften, gegeben durch unterschiedliche Kopplungen
an den elementaren Wechselwirkungen. Die durch die SM-Symmetriebrechung produzierten
Higgsteilchen wechselwirken nur gravitativ, wihrend nur die der GUT-Brechung experimen-
tell erzeugbar sind.

28¢ ist eine skalare GroBe, sodah die kovariante Ableitung gleich der gewohnlichen Ableitung ist. Zu bemerken ist auch, daB M?2 ~ 7.
So sollte das MACHsche Prinzip vielleicht nicht gelten.
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3.6 Uber die Renormierung der Gravitationskonstante G

Die Gravitationskonstante, die eigentlich die Stérke F des Gravitationsfeldes am Ort & zur
Zeit t als Folge der Massendichte o,, festlegt, also klassisch durch VF (¢, 1) = —47Go,, (t, V)
bestimmt, wurde hier als funktionelle GroBe hergeleitet, abhingig vom Higgsfeld und somit
abhédngig von der Massenverteilung im Universum, wie in der BRANS-DICKE-Theorie. Die
GroBe der Gravitationskonstante ist somit nicht immer gleich und weniger eine richtige Kon-
stante, sodal} sie nicht a-priori die NEWTONsche Gravitationskonstante Gy ist.

G kann im Endeffekt nur im Labor bestimmt werden, was zum ersten Mal H. CAVENDISH
1798 gelungen ist und zwar um die Dichte der Erde bestimmen zu konnen. Dazu benutzte er
eine Drehwaage, nach ihm genannt [42, 7], und das Aquivalenzprinzip m; = m,, sodaB Gy
eindeutig durch die klassische Gravitationskraft K (7, t) = m,F(Z, t) bestimmt ist.

Bei der CAVENDISH-Waage handelt es sich im historischen Fall um eine sehr empfindliche
Drehwaage, in der, an einem diinnen Torsionsfaden ein Stab der Lidnge d héngt, an des-
sen Enden zwei Bleikugeln der Masse m befestigt sind. Uben zwei groBe Massen M im
Abstand b auf die Bleikugeln Kriifte aus, so dreht sich der Torsionsfaden. Aus der entstan-
denden Schwingung um die Gleichgewichtsposition .S kann man die Gravitationszahl mit
Hilfe eines Spiegels in Entfernung L von einem MaBstab ausrechnen, mit Hilfe der Formel

- S-d

CM-T2-L
~6,67 - 10" N M? /kg>.

Gy

Dabei ist wichtig, dall der Waagebalken in der Mitte horizontal aufgehidngt wird und an
dessen Enden zwei identische Kugeln der Masse m befestigt sind, soda3 der Einflu} des
Gravitationsfeldes der Erde auf die Messung eliminiert wird.

Aufgrund der CAVENDISH-Messung konnten die Erdmasse und mittlere Dichte

Mg =6-10%¢g
0=05,5g-cm?

ermittelt werden, was theoretische Vorhersagen geologischer Eigenschaften ermdglicht.

Fiir astronomische Handhabungen sind aber genauere Werte von GG nétig, und erstaunli-
scherweise war das im Falle von G (anders als bei allen anderen Konstanten) bis jetzt nicht
moglich: heute gilt

G =6,674-10"%cm?/(gs). (55)

Bei der 4. Dezimalen schlieBen sich verschiedene Mef3werte gegenseitig aus, was als Grund
nicht-lineare Effekte des Torsionsmoduls D oder Eigenschaften der Gravitationskraft selbst
(als sehr schwache, langreichweitige und nicht abschirmbare Kraft) haben konnte [42].
Auch neue Effekte aufgrund unterschiedlicher chemischer Zusammensetzungen wéren mog-
lich oder auch neue Krifte (wie 5. Higgskrifte). Dann wire aber die Gravitationsdynamik
auf kurzen oder langen Skalen abzuidndern, wie MOND [87, 88] oder FLAG [99, 55] vor-
schlagen: Entweder wire die Dynamik abhiingig von der Beschleunigung % oder die Gravi-
tationskonstante abhéngig von der Feldstérke:
||
FLAG: Geff = GN(E(—)), (56)

o
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sodaf} sie mit abnehmender Feldstirke (]ﬁ | < ag) zunehmen sollte, was man als ein Va-
kuumspolarisationseffekt interpretieren konnte [42]. Dabei wire G “quasi”-konstant fiir \]3 |
grof} gegeniiber ay.

Im CAVENDISH-Experiment wire G. s das gemessene und es ist zu bemerken, da$} die ge-
genseitige Gravitationsfeldstirke der Massen auf der Torsionswaage von der Grofenord-
nung der kritischen Beschleunigung ay ist, bei der sich € dndert, also G funktional wird,
was im Einklang mit den verallgemeinerten KALUZA-KLEIN- und Skalar-Tensor-Theorien
steht, mit G als Feldfunktion nach den Ideen von DIRAC, JORDAN, u.s.w., sodall FLAG und
MOND formal herleitbar sein konnten. Das hat teilweise E. GESSNER in [54] gemacht und
wird in dieser Arbeit in einer abgednderten Form zu finden sein. Dabei wiirde die Bedeutung
des Higgsfeldes eine neue Interpretation erlangen, nicht mehr unbedingt als Elementarteil-
chenfeld, sondern als Einflu des Vakuums auf Trigheit und Gravitation. Die Varianz der
Gravitationskonstante bedeutet dann eine Anderung der Dynamik, die man unter der ART
mit G = const als Massendiskrepanzen bemerken konnte (s. Abschnitt 4.2 und 6.2)).
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4 Higgsgravitation und Zentralsymmetrie

Das Dunkle-Materie-Problem wird erldutert und verschiedene Modelle zur Erkldrung
dessen vorgestellt. Die Zentralsymmetrie wird untersucht und die HSTT im Fall der
zentralsymmetrischen Metrik wird angegeben. Das duBere Feld wird im Hinblick auf
Schwarzschildradius und Horizonte untersucht und die Analogien zwischen HSTT und
Supraleitung besprochen.

4.1 Die verallgemeinerte Einsteingleichungen

Mit der Planckmasse Mp; ~ 10 GeV und eine Bosonenmasse Mp,; < 10°GeV kann
—— ) >1 (57)

als ziemlich zutreffend angesehen werden. Ausgehend von Gln. (57) und (39) konnen die
Feldgleichungen (38) und (52) somit genédhert werden zu

1 4
Ry = 5Rgu + m(ﬂ&g”(@ C12g =

= —87GC T} — 202G+
+ 2C_2C|/\Q)\g/w_

— 20 (G = € Al gy (58)
und
¢Pln IPhs 167G (C —-1)= ?HT (59)

4
= f"u I + 167TGM75,

mit der Higgsmasse M(g = 167G “; = [~2 (die im weiteren auch M geschrieben sein wird)
und mit der Definition eines £,;-abhiingigen Koeffizients®’

v SO (L~ p)
H.—{l 3(£M’7°80) . (60)

Somit kann man die Feldgleichungen fiir den Higgsmechanismus mit und ohne Higgsteil-
chen zusammensetzen. Dazu setzt man am besten ¢? in die Feldgleichungen (58) und (59)
mit dem Anregungsfeld £ = ¢ — 1 ein. So erhilt man, wie in [54],

1 3
G+ 51+ 7€+ 28 =

=—8rG(1+ &)~ 1T, HngW)

3
— (1+ ) (61)
und
~ 817G
g ||M—|- f HTT H27TGNT G——GN (62)

2In [20] findet man i = 1 — I1. I ist hier fiir die Betrachtung angenehmer und spiegelt das Verschwinden der Quelle des Higgsfeldes
besser wider.



28

Multipliziert man GI. (61) mit g"¥, so erhélt man unter Verwendung der Higgsfeldgleichung
(62):

3
R =58, (63)

sodafl man den Kriimmungsskalar eliminieren kann.
Eingesetzt in die Feldgleichungen (58) ergibt sich nach einfachen Unformungen:

1 3
R;w_ﬁﬂ + 5)715(1 + 55)9#1/ =
= 8761 + )™ (T~ T13Tg) — (1476 (64)

Diese Form der Feldgleichungen soll benutzt werden fiir die Untersuchung einer verall-
gemeinerten Form der SCHWARZSCHILD-Metrik und der FRIEDMANN- Gleichungen, d.h.
der zugehorigen Gleichungen des FRIEDMANN- Modells, ausgehend von einer bestimmten
gegebenen Metrik, hier mit einem Higgspotential V' (¢). Hieraus sollen dann die kosmologi-
sche Konsequenzen untersucht werden.

Zu analogen Ergebnissen kommt man in der ART mit dem Ricci-Tensor

1
R,uy - _K<T;w - aTg;w) + A()g,uu (65)

und daraus mit dem Ricci-Skalar:

R=— (T —2T) + 4A,

Daraus folgt

1
Ry,l/ - §Rgu1/ + Aoguu = _K'Tp,u' (67)

Man sieht wieder, da3 die kosmologische Konstante, die im Fall der verallgemeinerten Feld-
gleichungen zu einer kosmologischen Funktion (49) wird, hauptsédchlich gegeben ist durch
das Higgspotential V' (£) aus (7).

Als Verkniipfung zwischen der Gravitations- ‘Konstante’ G und der NEWTONschen Konstan-
ten Gy, bestimmt auf der CAVENDISH-Waage, erhélt man

3
G = ZGN'

Die Anderung von G in kosmologischen Bereichen kann unter Umstinden zu Anderungen
der Dynamik in Bezug auf die allgemeinrelativistischen und NEWTONschen Gleichungen
fithren. Somit konnte sich die Variabilitdt von G als Massendiskrepanz zwischen Experi-
menten und der Theorie mit konstanter Gravitationskonstante G bemerkbar machen, da sich
die Stérke der Gravitationskraft verdndert. Somit erschwert sich die Deutung experimenteller
Daten.
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4.2 Die Dunkle Materie

Die Dunkle Materie (DM) ist eine Art Materie, die essentiell nicht elektromagnetisch (wenn
iiberhaupt nur schwach) wechselwirkt, soda3 sie nicht durch elektromagnetische Ausstrah-
lung oder Absorption zu entdecken ist. Die Existenz von solcher Materie hat man unter
anderem aus der Beobachtung der Bewegung von Galaxien geschlossen. Ihre Bewegung ist
nur erkldrbar, wenn es nach der NEwWTONschen Dynamik deutlich mehr Materie gibt, als
man in Form von Sternen sehen kann. Dabei konnte es sich um exotische Materie handeln,
wie wir sie noch nicht kennen (oder experimentell erzeugt haben, wie supersymmetrische
Teilchen) oder aber beispielsweise um sehr leuchtschwache Sterne wie Graue/Braune Zwer-
ge oder auch zum Teil hei3es ionisiertes Gas.

Man unterscheidet zwischen baryonischer (“normaler”) und nicht-baryonischer Dunkelma-
terie. Aus kosmologischen Modellen iiber die Entstehung des Universums und der Elemente
weill man aber, da3 nicht die gesamte fehlende Materie (und dies scheint der iiberwiegende
Teil der Materie des Universums zu sein) in Form von “normaler” Dunkelmaterie vorliegen
kann, sondern ein erheblicher Teil aus einer bislang unbekannten Form von Materie bestehen
muf [41].

Die Materie im Standard-Modell kann sich nicht durch Gravitation zusammenballen, solange
sie dem Strahlungsdruck der elektromagnetischen Strahlung (und auch der anderen Wechsel-
wirkungen) ausgesetzt ist. Erst nachdem das Universum durchsichtig wird (sieche Abschnitt
7), kann der ProzeB der Galaxienbildung beginnen. Da dies aber erst nach ca. 1,2 - 10° Jah-
ren geschieht, ist es zu spit, um die heutigen Strukturen noch erzeugen zu konnen, da die
Dichte schon zu weit abgesunken ist. Die Zusammenballung hitte nach der NEWTONschen
und EINSTEINschen Dynamik schon viel frither beginnen miissen. Unter der Annahme der
Existenz Dunkler Materie in der frithesten Phase des Universums aber, kann das behoben
werden. Sie soll per definitionem nicht mit elektromagnetischer Strahlung wechselwirken,
soll also nicht dem Strahlungsdruck unterworfen sein und soll sich nur durch ihre Gravitati-
on bemerkbar machen.*

Auch Messungen bei Spiralgalaxien zeigen, daf sie viel mehr Masse besitzen sollten, als
leuchtende Materie zur Verfiigung steht, wenn man die ART in der gewohnlichen Form be-
nutzt.

GroBe Galaxienhaufen haben auch zu wenig leuchtende Masse, um die Galaxien in ihnen mit
den gemessenen groRen kinetischen Energien zu halten. Die Galaxien miifiten wegfliegen.’!

Um die beobachtete Massendiskrepanz

My,

D
M, obs

-1 (68)
selbst-gravitierender Objekte zu erkldren, mit

- dynamischer Masse M ,,, und

- beobachteter Masse My,

geht man in den Standardtheorien davon aus, dafl die Dunkle Materie die Galaxien in einem
kugelférmigen Halo (oder Corona zur Unterscheidung zwischen der Art Dunkler Materie
[41]) umgibt, dessen Ausdehnung weit grofler als die sichtbare Scheibe ist [93]. Dieses Bild
kann gestiitzt werden durch Messungen der DOPPLER-Verschiebung der 21cm-Linie des

30Es gibt auch den Ansatz, wie in der Stringtheorie [94], daB die Dunkle Materie aus der Brechung der Symmetriegruppe in Es ® Fg
folgt, wobei die Elemente einer Gruppe mit den der anderen dann nur gravitativ wechselwirken. Es handelt sich dann um ein Universum und
ein “Schattenuniversum”, das man nur gravitativ bemerkt. Die Annahmen der Stringtheorie sind von den der hiesigen Theorie verschieden,
da hier die Bosonen als das Grundlegende angesehen werden, und nicht die Fermionen.

31Das wurde laut [79] erstmals von ZWICKY 1933 untersucht.
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= Bpace Telearspe b SSa]

3: Die vom Galaxienhaufen Abell 2218 erzeugte Gravitationskraft bewirkt Verzerrung von Bildern der Hin-
tergrundobjekte zu Punktquellen und Bogen. Aus der Form der Verzerrung und weiteren Informationen ist
die Gesamtmasse des Galaxienhaufens modellierbar. Auch aus diesem Phidnomen leitet man die Existenz von
deutlich mehr Masse ab, als die bekannten Massekomponenten erkldren konnen. Ein weiterer Fall fiir Dunkle
Materie (Aufnahme HST).[13]

neutralen Wasserstoffes aullerhalb der Region des optischen Radius. Auflerdem zeigen diese
Messungen, daB} eine sensitive Kopplung zwischen sichtbarer und Dunkler Materie bestehen
muB} (“disk-halo conspiracy”), da die “Leucht-Materie” dem Anschein nach den asympto-
tischen Wert der Rotationsgeschwindigkeit der Galaxien determiniert, in der Form, daf} die
Rotationskurven im Bereich der Dominanz der sichtbaren Materie immer noch flach bleiben.
Dafiir miiten die spezifischen Drehimpulse des Disk- und Halomaterials identisch sein:

Jyq Jn
e _ T 6
My My’ (©9)

und Leuchtmaterie und Dunkle Materie dynamisch gekoppelt sein, da die Corona auf den
Kollaps der Dissipationsmaterie reagiert [101].

Die Dichteverteilung der Dunkelmaterie kann laut [54] wie folgt abgeschitzt werden, im
Hinblick auf die flachen Rotationskurven spiraler Galaxien:
Um zu flachen Rotationskurven zu gelangen, muf fiir das Gravitationspotential ®
op C
- 70
or r (70)
gelten, worin C' die konstante Tangentialgeschwindigkeit zum Quadrat bedeutet. Hieraus
folgt fiir die Dichte pp der Dunkelmaterie:

PP 200 C
orz  ror r%
Dieses Dichteverhalten muf} aber auf einen endlichen Bereich beschrinkt sein, da das Inte-
gral der Dichte sonst divergiert.

0D ~ (71)
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Betrachtet man fiir dieses Problem die Eulergleichung

0P 8pD
4 X 72
so ergibt sich fiir den Druck pp:
pp ~T 2 (73)

Der Vergleich mit (71) ergibt die Zustandsgleichung

PD = QOp. (74)

Hier handelt es sich um eine Polytropengleichung mit dem Polytropenindex v = 1 und der
Polytropenamplitude «, welcher die Dunkelmaterie geniigen mub.

Umgekehrt 148t sich zeigen, daf diese Zustandsgleichung, in die Eulergleichung eingesetzt,
zu folgendem Zusammenhang zwischen der Dichte pp und dem Potential @ fiihrt:

op = e (®0—®) _. Qoe_@/a. (75)

Gemail dieser barometrischen Hohenformel besitzt die Dunkelmaterie keinen Rand (op =
0). Die Poissongleichung nimmt dann folgende Gestalt an:

AD = 471G pge= /. (76)
Mit der Substitution
® = alng® (77)
148t sich Gl. (76) im kugelsymmetrischen Fall zu

2 2rG
R T

(78)
vereinfachen (op = 00/s% pp = aop). Diese Differentialgleichung kann z.B. mit einem
Potentialansatz ¢ = ar™ geldst werden. Man findet, dal nur n = 1 auf eine Losung der
Poissongleichung fiithrt. Dann gilt:

2rG
> =% (79)
@
O =2a(lnr + Ina), (80)
e
= 81
oD =55 (81)
2
a
= 82
Pb =9nGr (82)
und das Quadrat der Tangentialgeschwindigkeit ist:
v? = 200 = const. (83)

v? ist also konstant und gerade das Doppelte der Polytropenamplitude o.
In der Literatur wird die Dichteverteilung des dunklen Halos (Coronae) dariiber hinaus unter
Zuhilfenahme komplizierter N-Korper-Rechnungen diskutiert [101].
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4.2.1 DM-Arten und DM-Modelle

Die Existenz der Dunklen Materie zur Erkldrung solcher kosmologischen Probleme bringt
die Frage mit sich, was sie eigentlich ist. Baryonisch oder normal kann sie grotenteils nicht
sein und Neutrinos (die sog. Heile Dunkle Materie HDM) sind mit deren (fast) verschwin-
dender Masse unpassend fiir eine richtige Erkldrung und konnten nach CROFT et al. (laut
[79]) nicht mehr als 10% zur kritischen Dichte beitragen.

Eine andere Erkldrung wird oft gegeben durch die sog. Kalte Dunkle Materie CDM. Es ist
in der Theorie aber noch unklar, was sie am besten sein konnte. Erwdhnt werden oft neue
Teilchen wie die sog. Axions®?, supersymmetrische Teilchen wie die Neutralinos (die proto-
typische WIMPS -“weak interacting massive particles”-), die Gravitinos oder die Photinos
(SuperWIMPS). Auch Versuche gibt es, die Dunkle Materie aus hoheren Dimensionen der
KALUZA-KLEIN-Theorien zu bekommen, indem es zu jeder Extra-Dimension neue Teilchen
gibt.[44]

Es bleibt dennoch, dafi das NEWTONsche 1/r-Gesetz empirisch nur gut im Satelliten-
bereich und im Sonnensystem getestet ist. Die flachen Rotationskurven konnten daher ein
erster Hinweis darauf sein, daB das 1/r-Gesetz auf Skalen von etwa 10kpc und mehr nicht
mehr zutrifft. Es besteht die Moglichkeit, dal nicht so ein groBer Teil an Materie im Uni-
versum dunkel ist. Die Dynamik kann aus mikroskopischen Griinden und Kriften zu dndern
sein, sodal} die Skalar-Tensortheorie zur Losung des Problems beitragen konnte. Das wiirde
vielleicht erklidren, warum es in unserer Gegend, d.h. in unserer Galaxis kaum Dunkle Ma-
terie gibt, wenn sie doch einen groBen Anteil der Masse im Universum ausmacht.*’

Zur Modifikation des NEWTONschen Gravitationsgesetzes sind eine Reihe von ad hoc
Ansitzen vorgeschlagen worden. Zunéchst haben TOHLINE (1983), spiter KUHN und KRU-
GLYAK (1987) [101] folgendes Kraftgesetz fiir eine Masse M verwendet:

GM GM
+

F=—
r T,

; (84)

wobei 7 eine Reichweite der Grofle 10 bis 20 kpc ist. Die Rotationskurven, die sich daraus
ergeben, sind asymptotisch flach, wie sie auch gemessen werden.

Ein weiterer Ansatz ist eine endlich reichweitige Antigravitation in der FLAG-Theorie von
R. H. SANDERS ([99, 100]), der ein YUKAWA-Potential mit endlicher Reichweite ry und
einer negativen Kopplungskonstante &« zum NEWTON-Potential hinzuaddiert. Die negative
Kopplungskonstante bewirkt, dal der YUKAWA-Anteil repulsiv ist. In dieser Theorie lautet
das Potential einer Punktmasse

GooM

r

d=— (14 ae"/™). (85)

(G« ist die Gravitationskonstante im Unendlichen. Die lokale Gravitations ‘konstante’ GG ist
variablel:

Go=Guo(l+ ). (86)

3Hypothetische Teilchen, die aus der Brechung der chiralen U(1)-Symmetrieinvarianz zur CP-Verletzung im PECCEI-QUINN-
Mechanismus [91] entstehen sollten.

33p.D. MANNHEIM beschreibt das Problem so, daf die Dunkle Materie “wissen miifte”, wo und im welchen Grade sie erscheinen mus8,
damit die Standard-Gravitation im Planetensystem, wo es kein hohes Grad an DM gibt, gilt [84].
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Auf diese Weise konnen Rotationskurven von Galaxien der GroBe 5 bis 40 kpc reproduziert
werden, wobei a ~ —0, 92 und 20 kpc<ry<40 kpc ist.>*

Beide Modifikationen fiihren jedoch dazu, daf} die empirische Beziehung zwischen Leucht-
kraft L und der maximalen Rotationsgeschwindigkeit v statt L ~ v* (TULLY-FISHER-
Gesetz) die Gestalt L ~ v? haben miiBte. AuBerdem sollten nach diesen Theorien groBere
Galaxien groflere Massendiskrepanzen zeigen, was aber nicht beobachtet wird.

Ein dritter ad hoc-Ansatz zur Anderung des NEWTON-Gesetzes kommt von M. MILGROM
[87, 88], der annimmt, dafl eine Abweichung vom NEWTON-Gesetz in groBen astronomi-
schen Systemen erst unterhalb einer kritischen Beschleunigung auftritt. Daraus hat er eine
Modifikation der NEWTON-Dynamik (MOND) entwickelt, in der die Bewegungsgleichung
wie folgt lautet:

mu(ajag)d = F. (87)

Hier bezeichnet a, eine Beschleunigungskonstante, und j.(a/ay) ist eine Funktion von a/ag:

_J ajay fira < ag
nla/ao) = { 1 fira>ay - (88)

Der Verlauf der Funktion g ist empirisch zu bestimmen und ist fiir jede Galaxie dersel-
be. MILGROM selbst betont, dall diese Bewegungsgleichung nur zu guten Resultaten fiihrt,
aber keine geschlossene Theorie darstellt [87]. Aus diesem Grund haben BECKENSTEIN und
MILGROM [4] versucht, die MOND-Theorie im Rahmen einer Feldtheorie zu formulieren.
Sie sind von einer nichtrelativistischen Lagrangedichte ausgegangen, aus der eine modifi-
zierte Poissongleichung folgt:

A(V®)u(|[V®|/ao)] = 4o, (89)

wihrend das NEWTONsche Gravitationsgesetz entgegen der urspriinglichen MILGROM- Be-
wegungsgleichung beibehaltet wird (die neue Gleichung entspricht dem GAUSSschen Gesetz
der Elektrodynamik im Falle isotroper nichtlinearer dielektrischer Medien) [101].

Im Falle hoher Beschleunigung (1« = 1) geht diese Gleichung in die bekannte Poissonglei-
chung iiber. Die Theorie beschreibt sehr gut die Massendiskrepanzen in minimal beschleu-
nigten Systemen. Die Beschleunigung sollte dabei kleiner sein als ca. ag = 10~ %cm/s? ~
CHQ.

Es gibt Diskussionen zwischen den Verfechtern der CDM und MOND, ob das MILGROM-
Gesetz aus der CDM-Theorie als Zufall oder asymptotisch zu kriegen ist oder nicht, und ob
MOND die Phianomenologie besser erklidren konnte als CDM und die Simulationen daraus
[79, 86, 38]. J. DUNKEL [38] erklirt einen formellen asymptotischen Ubergang der DM-
Theorie in MOND im Falle gro3er Abstdnde und sehr kleinen Beschleunigungsverhéltnissen
€(7) = % = ggd ((’_“2) — 1 (mit der Beschleunigung der Dunklen Materie ¢,), der dazu fiihrt,
dafl die DM-Theorien fiir einige Cluster oder Galaxien bessere Resultaten geben als die nach
MOND. Dabei wire im CDM-Modell a(Z) nicht mehr eine Konstante ay wie bei MOND,
und die Gleichheit entspriche der Grenze zwischen den Modellen. Nach seiner Auffassung
wiren MOND-erklédrbare Systeme demnach DM dominiert und weitere DM-Systeme allge-
meiner und nicht durch MOND erklarbar. Dabei nimmt er aber an, daf3 die sichtbare Mas-
senverteilungen und die Dunkle Materie sich in derselben Richtung bewegen und dhnlich
verhalten (eine Form der “Disk-Halo-Verschworung”).

34Dabei handelt es sich um eine Anderung der Dynamik aufgrund einer 5. Kraft, die SANDERS mit der moglichen Existenz massiver
Gravitationsquanten begriindet [100].
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Andert man die existierende Dynamik einfach durch empirische Faktoren, wie SANDERS
es in [99] mit (85) versucht oder MILGROM in [87, 88] mit (87), so ist die Dunkle Materie zu-
mindest teilweise gegeben durch diese Anderung der Dynamik. Will man die Dynamik aber
grundlegend verstehen und neue Effekte herleiten, miissen diese Anderungen grundsitzlich
erklirt werden. Die Anderung soll auf die gesamte Gravitationstheorie wirken und sich z.B.
bei den flachen Rotationskurven bemerkbar machen, und gleichzeitig sollen die Vorhersagen
in Skalen des Sonnensystems mit hoher Genauigkeit ununterscheidbar sein von denjenigen
der Allgemeinen Relativitit.

Eine vielversprechende Moglichkeit besteht dabei in den Skalar-Tensor-Theorien (s. [9]). In-
nerhalb der HSTT folgt die Anderung aus neuen Gravitationseffekten der Higgsfelder, die
sich erst in astrophysikalischen MaBlen bemerkbar machen (siehe die zentralsymmetrische
Metrik).

Diese neue Dynamik aufgrund skalarer Felder 148t sich mit einer Art Dunkler Materie iden-
tifizieren (zu mindest formal): die sogentannte Selbstwechselwirkende Dunkle Materie (oder
SIDM: “self-interacting Dark Matter”), aufgrund eines skalaren Eichsinguletts, gekoppelt an
dem Higgsboson, wie zum Beispiel auch von BENTO, BERTOLAMI ef al. in [5] oder von
B@®M und FAYET in [14] utersucht. Das fiihrt zu unsichtbaren zerfallenden Higgsteilchen,
die gute Kandidaten fiir die selbstwechselwirkende DM sind. Solch ein Verhalten folgt den
Gedanken in [29, 18, 19]%, mit dem Higgsmechanismus ohne erzeugbaren Higgsteilchen
und Inflation durch das Higgspotential.

Das Higgspotential entspricht nach (49) im Prinzip der kosmologischen Funktion oder Kon-
stante A, und am Anfang des Universums sollen GAUSS-Dichtefluktuationen (entsprechend
der CDM) durch Inflation entstehen. Diese Fluktuationen wachsen dann gravitativ und for-
men Dunkle Halos, wo leuchtende Materie eventuell kondensiert und abgekiihlt wird. Die
Selbstwechselwirkung zeigt sich in der charakteristischen Reichweite (hier /) durch den frei-
en Weg der Teilchen im Halo.

Man kann annehmnen, dafl die HIGGS-Oszillationen nach der Inflation in Baryonen und
Leptonen zerfallen. Die Energie ist in V' (0) gespeichert und zerfillt, um das Universum
wiederzuerwirmen. Die Wiedererwidrmung fiithrt seinerseits dazu, da das Higgspotential
V(¢) = A fast komplett verschwindet und Materie entsteht. Falls es noch inkohirente Oszil-
lationen gibt, sind sie Resonanzen von V' (¢), unsichtbar als Kalte Dunkle Materie (eigentlich
SIDM) [18, 19].

Ein Zerfall der Oszillationen in Baryonen und Leptonen ist notig, da sonst die baryonische
Masse zu wenig ist. Bei der Wiedererwiarmung kann aber A zu meisten Teilen verschwinden
und die bekannte Materie erzeugen. Das steht in Ubereinstimmung mit [30, 31], wo eine
Untersuchung massiver bosonischer Teilchen durchgfiihrt wird. Indem sie den Galaxiedisk
umgeben, konnen sie flache Rotationskurven generieren. Diese konnten nur einzig gravitativ
wechselwirkende Higgsteilchen sein.

Nach [14] verbietet der LEE-WEINBERG- Limit i.d.R. DM unter einigen GeV>®; das miifite
aber fiir skalare Dunkle Materie nicht unbedingt der Fall sein. Nach [12] konnten sich mit
einem skalaren DM-Kandidat in einem Higgsmodell DM-Teilchen mit Massen der Ordnung
100GeV (mit DM-Teilchen, die nicht mit schwachen Vektorbosonen wechselwirken) oder
500GeV (schwach wechselwirkend, also als eine Art WIMP?) ergeben und fiir akzeptable
DM-Verhiltnisse sorgen.

35Siehe insb. das Unterabschnitt 7.2.2 iiber den weiteren Problemen der Kosmologie.
36Nach [14] erwartet man fiir Neutralinos als Teilchen der CDM eine Energie der Ordnung 30GeV.
3 Diese Modelle werden insb. innerhalb der Supersymmetrie (SuSy) untersucht.
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4.3 Die zentralsymmetrische Metrik in der Skalar-Tensortheorie

Die Raumzeit wird laut WALD [115] als shirisch (oder zentral-) symmetrisch definiert, wenn
ihre Isometriegruppe eine isomorphe Untergruppe der Gruppe SO(3) besitzt und die Orbits
(d.h. die Anzahl an Punkte aus der Wirkung der Unterguppe auf einem gegebenen Punkt)
zwei-dimensionale Kugeln sind. SO(3)-Isometrien konnen dann physikalisch interpretiert
werden als Rotationen, sodal3 eine sphirisch-symmetrische Raumzeit eine Metrik besitzt, die
invariant gegeniiber Rotationen ist. Die Metrik der Raumzeit induziert eine Metrik auf jeder
Orbit-2-Kugel, die wegen der Rotationssymmetrie ein Vielfaches der Metrik eines Einheits-
2-Orbit ist, und folglich vollstindig charakterisiert ist durch eine Gesamtfliche A der 4-
Kugel. Man benutzt dann die Funktion r, definiert durch

r=(A/4m)Y? (90)
In spérischen Koordinaten (¢, ¢) ist somit die Metrik auf jeder Orbit-2-Kugel von der Form
do? = r*(dv? + sin*9dp?). 1)

In einem flachen 3-dimensionalen euklidischen Raum ist » der Wert des Radius der Kugel
und wird als “radiale Koordinate” der Kugel bezeichnet, obwohl in gekriimmten Rdumen die
Kugel nicht unbedingt ein Zentrum besitzen muf.

Untersucht werden die Feldgleichungen fiir die Metrik
g =ds* = gudx” @ da”

fiir den Fall der Zentralsymmetrie und Zeitabhingigkeit (Signatur (+, —, —, —)) gemil dem
Linienelement®®

3
ds* =goo(dz)? — Z gijdxidxj

,j=1

=D (dz%)? — 20 ar? — P (@92 + sin®9dp?) (92)

oder
ds? =" (dz®)? — XV ar? — et D2 (4% 4 sin*9dp?), (93)
(%94)

mit den 1-Formen w* =2 dz* als Koordinatenbasis [90]. v, A, § und u = 28logr sind i.a.
Funktionen von z' und 2°, wobei man sie nach SYNGE ([107], S.270) spezialisieren kann:

e Polare GauB3-Koordinaten: A = 0,

e Kriimmungs- oder Schwarzschildkoordinaten: 3 = 2logz!, (x!' =r),

e [sotherme Koordinaten: \ = v,

e Isotrope Koordinaten: 3 = X + 2logx?.

Benutzt man eine nichtholonome orthonormale Basis von Vektorfeldern (e, )* mit

(e)"(ev)a = N, (95)

38¢ kann umgeschrieben werden gemiB ¥ dt? = e’ dt*? 4 2bdrdt.
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so bekommt man die Tetrade {(e,)"}.
Man definiert die Konnektion-1-Formen

Wapy = (e#)bva(ey)b. (96)
Dann impliziert die Orthonormalitit der Tetrade
Wapr = _(6u)bva(eu)b = —Wavp, (97)

mit V,gp. = 0.
Die Basis der sphirisch-symmetrischen Metrik lautet® (nach [107])

(€0)a = €2"(

(€1)a = €2(dr)q

(e2) ( . (98)
(es)

€2)a

€3)a =

Die von Null verschiedenen CHRISTOFFEL-Symbole oder -Konnektionskomponenten (ab-
kiirzend -Konnektionen) lauten*’ (sieche Anhang B):

% = 3v Loy = gv'e’ ™ %= 30 3 =30
It = %V’ Iy = 1)‘ It =306 Yy =50
Y, = %)'\e’\_” I = 1/\’ I3, = cot v
I = 507 Ty = —55/65_)‘
[y = 18P sin® | Tiy = —38'¢PAsin® | T3 = —sindcos?

Am wichtigsten sind hier isotrope und Kriimmungskoordinaten. Die zweiten fiihren in
der gewohnlichen Relativititstheorie zu der SCHWARZSCHILD-Metrik. Sie ist dort die ein-
zige sphédrisch-symmetrische Losung der EINSTEIN-Gleichungen ohne kosmologische Kon-
stante A, auBer der MINKOWSKI-Metrik der flachen Raumzeit. Mit Ay # 0 wird sie zur
WEYL-Metrik, wenn nicht die des DE SITTER Universums, mit nicht verschwindender kos-
mologischer Konstante in einer gekriimmten Raumzeit ohne Massen.*!

Statisch gilt besonders fiir die Fiélle der Kriimmungskoordinaten und Isotropie:

| | Kriimmungsk. | isotrop |
-, ! )

I, —re~? —r — 52N

ry, 0 A

ri, —rsin*de > | —r — 2’ Nsin®0

Iy, 0 §/\e*’\*”sm219

Im zentralsymmetrischen Fall gilt
v Ov
99

a9 8(,0 ©9)

G (v # 0, 1) ist somit isometrisch in ¥ und ¢ **

31n CARTAN-Schreibweise gilte, = (?71 mit dem “Event” PP und mit holonomer Basis [90].

40Sie sind so nur fiir die holonome Basis definiert.

41Das DESITTER-Linienelement ist gegeben durch das statische homogene mit der Bedingung 0po + po = 0, N = —p/ und A = —v.
Das MINKOWSKI-Element besitzt A = v = 0, withrend das instabile EINSTEIN-Element durch v/ = 0 gegeben ist. Diese drei sind die
einzigen Arten statischer homogener Linienelemente in der ART.

4“2Wire das fiir die ganze Metrik der Fall, so konnte man den Killingvektoren KV bauen. Translation iiber den 148t die Geometrie der
Mannigfaltigkeit unverindert und der Impuls in der KV-Richtung ist der konjugierter Impuls der in dem Fall zyklischen Koordinaten ¢, ¢
konstant. Das ist in der Schwarzschildmetrik der Fall fiir ¢t und ¢, soda po = E und p, = %L erhalten bleiben.
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Mit den CHRISTOFFEL-Symbolen bekommt man fiir den RICCI-Tensor (sieche Anhang
B) die folgenden nichtverschwindenden Elemente [81, 107]*}

R%, :e”(%X + i% — im + 8+ %BQ — %uﬁ')—
— G_A(%V" + iVIQ — il///\, + %V’ﬂ,),

RO, —e 33 4 %m, _ %Vfg _ %Aﬁ’,

R', :e—”(%x + %2 + ipx + %Aﬁ')— (100)
- e_)‘(%u" + iu’z - iy’x +0"+ %B’Q - %/\’ﬁ’),

1. 1. 1 . 1. 1..
2 _p3._ _ —v(_ -[2_ —5 324 = —
Ry =R’s = e (50 + 107 — 00 + 757+ 7A0)
1 1 1 1
P e e | e 1V - A N~ -8
e (4Vﬁ+4ﬁ +25 4)\ﬁ)+e .

Das heifit insbesondere fiir die zentralsymmetrische nichtisotrope Metrik (93) (d.h. mit
Kriimmungskoordinaten):

IRV G L A P
Rgo—.e (2+4 4 ) 2+4 47
A
R10:_7
T
')'\ >'\2 )\ 1" 2 Y% N
Ru=—ev(loy My v v vA A (101)

2
Roy =e M1+ g(u’ -\ -1,
R33 :Sin219R22.

4.4 Feldgleichungen fiir die ideale Fliissigkeit

Im folgenden wird der Fall mit Kriimmungskoordinaten untersucht. Das fiihrt in der Allge-
meinen Relativititstheorie zur Schwarzschildlosung der Einsteingleichungen, wo man in der
exakten Losung Schwarze Locher bekommt, mit dem Schwarzschildradius rgg = 21 o< 2m,
der also im wesentlichen von der Masse, z.B. des Sterns abhéngt. Dort ist die Schwarz-
schildlosung die einzige Losung und nach dem BIRKHOFF-Theorem im Aufenraum immer
statisch**.

Aus FEinfachheitsgriinden wihlt man fiir die folgende Betrachtung ein System aus einer
perfekten Fliissigkeit im thermodynamischen Gleichgewicht. Die chemische Komposition
ist gegeben durch zwei thermodynamische Variablen (Entropie und Baryonenzahl). Solche
einfachen Fliissigkeiten sind realisiert, wenn die Reaktionsraten so langsam sind, daf sie auf

#3Mit Tetrade-Schreibweise, ist das RicCI-Tensor Ry, = Rap(en)®(en)®.
44 AuBerdem sind in der ART die Losungen nach dem BIRKHOFF-Theorem eindeutig -einparametrig- und die Felder verschwinden fiir
r — oo wie 1/7.
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groBen Skalen keine Rolle spielen konnen oder auf der anderen Seite, wenn sie so schnell
sind, daf} das Gleichgewicht trotz sich dnderndem Druck und Entropie, erhalten wird.

Die Zentralsymmetrie ist mit der Annahme, daf} der EIST die Form einer idealen Fliissigkeit
hat, kompatibel, d.h. daB er folgende Form besitzt:

T/w = —DPGuw + (p + Q)uuuu' (102)
Im Falle der Zeitabhéangigkeit und Zentralsymmetrie ist die 4-Geschwindigkeit
u, = (uo|u1]0]0)7, (103)

wobei u; mit der 3er-Radialgeschwindigkeit der Fliissigkeit v gegeben ist durch

Uy 1= V. (104)

AuBerdem gilt
uut =1 = upu’ + uu' =1 (105)
= ul =[e —vie L (106)

Die von Null verschiedenen Komponenten des Energie-Impuls-Tensors (102) und dessen
Spur® lauten hiermit unter Verwendung der Metrik (93):
Too = [e™ — v2e ™Yo + v2pe”™),
Tor = e —v?e Y (p+ o),
Ty =[e = v (V%0 + pe*™), (107)
Toe = pr ?
Tss = prisin®d,
T =0—3p.

Dann ergeben sich aus den Feldgleichungen (58) und (59)

1 3 _
Ry — 212(1 + )7+ 589 = —87G(1+ )7 (T, H3T9W) (1+6) " €
8rG
€1+ ; Lo H”TT — 2MGyT.
mit Hilfe der kovarianten Ableitungen und CHRISTOFFEL- Konnektionen folgende Differen-
tialgleichungen:

Aus der 0-0-Komponente:

V” /2 V, )\/ V, )\ )\2 )\ U

1 3
R B e R U U S
8761 +6) (e - v2e—k>—1<g F o) — S (o= 3p)e L+
+(1+&)° [5——5 ¢, (108)

43Im Fall des Higgsmechanismus ohne erzeugbaren Higgsteilchen n=o0 gilt hier anstatt des EIST der effektive EIST T;w- Das heifit,
dafl angenommen wird, und angenommen werden muf}, wegen der Zentralsymmetrie, dal die Felder und Teilchen sich wie eine ideale
Fliissigkeit verhalten, was fiir sie im Mittel, als Ensemble, schon zu erwarten ist.
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Aus der 1-1-Komponente:

=81G(1+ &) (e™ —v?e™) (v + pe V) + %(@ —3p)e]+
AN N
+ (14" = S-S (109)
Aus der 0-1-, bzw. 1-0-Komponente:
2 e G e o+ 0o
—1en vV )‘ /
— 1+ 97" - 5E - ¢ (110)

Aus der 2-2-Komponente:

LW X))~ 1k e D) =

2 202
I
=—8rG(1+&) pr* + Fle- 3p)r?] — (14 &) 're ¢ (111)
Aus der ¢-Feldgleichung (59) resultiert, unter Verwendung der Summenkonvention:
: N . V=N 2 1 - 871G
Ee™’ — e + %e-yg — VTe"\f' — ZeM + ¢ = —H”T(g —3p). (112)
r

Diese Differentialgleichungen lassen sich noch durch geeignete Kombinationen vereinfa-
chen. Aus der 0-1-Komponente (110) erkennt man, dal im Vakuum A und ¢ identisch Null
zwar eine mogliche Losung (A und ¢ sind dann zeitunabhéngig), aber nicht unbedingt die
einzige ist (was in der gewohnlichen EINSTEIN-Theorie an dieser Stelle zu schlieen ist).
Demnach diirfte der BIRKHOFFsche Satz nicht gelten.

4.5 Nichtlineare Betrachtung der Vakuumsfeldgleichungen

Betrachtet werden die Felder auB3erhalb einer massiven Kugel mit Radius R als Modell fiir
eine Spiralgalaxie oder einen Stern. Aus Ty = 0 fiir den Auflenraum » > R erhilt man
0 = —v?pe’~ und es gilt wegen T = 0, o = 3p. Mit T}; = 0 gilt v?> = —3e*%, und aus
Tv1 = 0 schlieBlich:

o=p=0, (r>R). (113)

Der Spannungstensor 7}, und dessen Konstituenten gegeben durch den Druck p und Dich-
teverteilung o verschwinden au3erhalb des massiven Gebildes. In der Allgemeinen Relativi-
tatstheorie heiB3t das, daB der Kriimmungsskalar /2 verschwindet und die Vakuumfeldlosung
R, = 0 betrachtet wird. Innerhalb der HSTT ist ein Restkriimmungsskalar aus dem Higgs-
feld vorhanden und es gilt

1

Ry = 51+ 7701+ g&)glw = (1+&) & (114)

Im statischen Fall hat man somit fiir » > R (Index a):
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e Die zentralsymmetrischen Vakuumsfeldgleichungen und quellenfreie Higgsfeldgleichung
lauten:

1 1 1 L, L1+ 11

A //__)\// aua ! Va—MAa ¢!
( ) [2]/(1 4 al/a+ V + 41/&] 2[2 1"‘5@ g € 1+€a2yae 5{17
(115)
1 1 1 1+ 3¢ 1 1
B —//——)\/——A// _/2 = 2fla)\a:_ //__)\//
( ) 2@ 4aya+4a+2121_'_€a€e 1+5a(a 2a€a)7
(116)
1 1 1 1+ 3¢ 1
C) [1—=rX 4+ =r — 14+ — 2er? = — “hagl 117
Die Higgsfeldgleichung lautet
1 2 1
D e AV A L - )\a:‘ 11
(D) € = 50 = V)&, + 6, = Hac™ =0 (118)
Durch Spurbildung folgt*®
3 1 1 _ 1 _ 2
ﬁgzﬁﬁﬁ+2#%—xw—§&%+2a]*«—%¢A«+ﬁ (119)
=R.

Addiert man die erste Feldgleichung (115) und die zweite (116), so bekommt man
((A)+(B)):
1, 1 1,

]' ! ! . 7] _ / 1 ,
_'_;()\a—i_l/a) - +1+£a(€a 2)\0,5(1) 1+£a2]/a€a
1 / 1 1 / !
1+ éa [5 - (/\ )ga] - r()‘a + Va)‘ (120)

Daraus erhélt man eine Gleichung, die frei von der Reichweite [ des Higgsfeldes ist:

€= SO0+ G = 1+ &)Y, +14). 121

Substrahiert man von der vorigen Gleichung die Gleichung des Higgsfelds (118), so
bekommt man, nach einigen Umrechnungen, (A)+(B)-(D):

2 1 1
Vo + —Co+ —(L+ &) (N +2) + lae™ = 0. (122)

Fiir grole Reichweiten | wird die Higgsfeldgleichung (118) zu

5// 1 2
3 —2()\’ —y)—; (I — o00)
1
=—=Iné = §(Aa —v,) +Inr~? 4 const, (I — o). (123)

Daraus folgt

A
¢ = e A = Const., (I — o). (124)

46Man sieht, da fiir verschwindendes Higgsfeld im Vakuum, der Restkriimmungsskalar verschwindet und es gilt wie in der ART R = 0.
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Hiermit, in (122):

g = 5 =4+ 7\, —v)] (125)
2A 14 , 1on
-5+ 5 — e, (1 — o)
Daraus folgt
Al 2

"no__

§= gl = Tt (1 — o), (126)

Eingesetzt in die Addition der ersten Feldgleichungen (120) folgt
2A A o (a—v)

FLOHE)N ) =0, (). (2D

Das ist eine Gleichung aus der Higgsfeldgleichung substrahiert aus (120). Es gilt

+ V
T+éa= ;—/ e (1 — o), (128)
und daraus, im weiteren des Abschnitts mit | — oo:
5/ _ [3“? + T.2V fy(/ll 27:24 + r Ve ()\l/ ) . 3,124 + Ay/ 1(A _y )]eé(ka Va)
@ N+ (AL +v)? Ya N+ v 2 @

(129)
(129) eingesetzt in (124), multipliziert mit (A’ + v’) ergibt nach einigen Umformungen:
2 X 4 v, 4 v

V(5 =) (G e+ (5 —
2 v, 2 V., VP
Z 4 Za _(Z 4 e —a _. 1
Hlgt (o)A +5-=0 (130)
Gln. (124) und (128) ergeben
gl )\/ + V/
/ = a — _ a a 131
P e, T e (131)
mit
=In(1+¢&,). (132)
Mit (131) werden die Feldgleichungen, mit [ — oo zu:
1 A1 1 1 !
SV = St N = = NG SN = ), (33)
)\/ /
[ TQ“ %]e% 1= +T§ e Mg = —re oy, (134)
1 " ! V/ l/f —Aa __ 1 Vz/z Va—Aa ¢! __ V(/z ! Va—Aa
[21/61 4>\a a+ + 4] - 1+§a 26 £a_ 2p€ . (135)
Nach Substraktion von (135) aus (359) bekommt man
/
ot X, = Tl = S0 X)) == B+ 2
2Ir(N, — ) —4
_ 2 [T( a Va) ] (136)

1+ 2
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Das kann man umformen in

No=—v(pr+1)—2p. (137)
Mit (230), Gl. (137) ist
B
Akz_ﬁéMﬂ@ﬂw@%+1y—%ﬁ (138)

Gleichung (135) kann umgeformt werden in eine totale Differentialgleichung:

]/” 1 2 f/
U5 A Y. (N —— 139
v 2<a V“)+7’ 1+¢&, b (139)

mit dem totalen Integral (B ist Integrationskonstante):

y _B 1 cPamva)/2

“or2l4¢,
:Eze(ka—va)ﬁ—y (140)
r

Zu bemerken ist, dal mit B = 0, gilt v/, = 0 Die Anfangsgleichung (135) ist erfiillt.

In dem Gleichungssystem (134), (136) und (140) substituiert man
A FVg=:u, Ag—Vg=:0,
3

1 1
)\azé(u+v), l/azﬁ(u—v).

Wegen Gl. (138) gilt dann

u=—p(rv,+2), v=u+2. (141)
Aus GI. (134) erhélt man:
1
L—ém/:eW“W2—rﬂ. (142)
Aus (136):
i) (143)
1+ 3/
SchlieBlich aus GI. (140):
1 B
§(u’ —) = Zp’. (144)
Aus GL. (144) erhilt man, unter Benutzung von GI. (124):
A
p=gpu—v), firB#0. (145)

Elimination von v’ in Gl. (144) mit Hilfe von Gl. (143) fiihrt zur ungekoppelten Glei-
chung

__,A+B

Vo= —

AB
/PP — e, (146)
r r
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Gl. (146) eingesetzt in (142) fiihrt zu
2A+B AB
+ + e
2r
Die Gleichungen (142)-(144) werden durch Gl. (146) und (147) erfiillt. Nur die Dif-
ferentialgleichung (146) bleibt ungelost; als Randbedingung postuliert man die MIN-
KOWSKI-Metrik fiir das rdumlich Unendliche. Fiir kleine Werte von &,, verglichen mit
c?, wie fiir die teilweise linearisierte Theorie im Abschnitt 5 (siehe insb. Abschn. 5.7)

benutzt wird (wenn man c explizit einsetzt, wird 1 + &, zu 1 + cizfa‘”), erhilt man aus
Gl. (144) (vgl. Gl. (145)):

eu/2+p :e—v/2+p v/2—p. (147)

A0 B0 (6 <) (148)

fa:ﬁ(

mit der Randbedingung &,(r — oo) — 0.
Benutzt man (124), so wird Gleichung (140) nach Integration zu

B B A A
Vg = ZP = Zln(l +&) = p= Eya = E(U —v). (149)

Mit Gl. (149) oder (145) erhdlt man fiir das skalare Feld (das Higgsfeld)
€a=—1+ e, (150)

in erster Ordnung gleich GI. (148).

Um die Bedeutung der Integrationskonstante B zu erhalten, muf3 der asymptotische Fall
r — 00, d.h. |[v] < 1, |u| < 1 untersucht werden. Dann erhilt man aus den Gln. (146)
und (143):

A+ B AB A(B+4
poodtB  AB - AB+dr) (151)
r 2r2 2r2
Hiermit fiihrt Gl. (137) zu
B AB 2A+ B
Vg =——, A= + + . (152)
r 2r2 r
Somit gilt mit dem Linienelement (93):
B =2MgysG, (153)

mit der SCHWARZSCHILD-Masse Mgg des Teilchens. Also gibt die Integrationskon-
stante B des Potentials v, im wesentlichen die Schwarzschildmasse, bzw. Schwarz-
schildradius innerhalb der SCHWARZSCHILD-Metrik in der statischen und zentralsym-
metrischen HSTT, im Falle verschwindender Higgsmassen.

Nach der Substitution

/7P = rg(r) (154)

#Im Fall singulirer Higgsfelder gilt die Vereinfachung natiirlich nicht, aber im Fall eines schnell abklingenden skalaren Feldes diirfte
die Niherung im AuBenraum r > R wohl die richtigen Verhiltnissen wiedergeben.
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wird die Gleichung (147) zu
2A+ B 1 AB

/P — +—+ =g (155)
T rg 2r
Definiert man
2A+ B =K, (156)
AB
—— =, (157)
2
so kann Gl. (155) geschrieben werden als
K 1
e/ = = 4 — 29 (158)

rorg r
Aus Gl. (155) erhilt man fiir die Metrikkoeffizienten
1
e =1+Kg—ag?, e = W(l—{—Kg—agz)e_Qp. (159)
reg
Jetzt kann Gl. (150) geschrieben werden als

€o = —1 4 PRI 3 g g, (160)
was in erster Niherung (d.h. mit £, < ¢?) wird zu:
6 = Glnl5(1+ Ko = ag?)] (161)
Mit G1.(159), heiB3t (150):
fa=—1+] 19 (14 Kg—ag”)]s0+5). (162)

Um ¢’ in GI. (146) innerhalb der Substitution (154) zu bekommen, d.h. eine Differenti-
algleichung fiir g, benutzt man

P9V
g ="15 -1l (163)

Mit Gln. (163) und (146), erhilt man so
1
g =—lag® = (A+ B)g* —g(1+p7)], (164)

wobei der p'r-Term Verschwindet im Falle kleiner £,-Felder gegeniiber des Lichtsge-
schwindigkeitsquadrats c. In dem Fall kann die geniherte Gleichung fiir Gl. (164)
integriert werden und man erhilt

g A ln’\/(A+B)2+4a+(A+B)—2ag
[1+(A+B)g—ag \/A+B +4a  /(A+B)2+4a— (A+B)+2ag
= —2Inr + const, (p 0). (165)

In| |

Exponentierung fiihrt zu

2

| g ||\/(A+B)2+404+ (A+B) _2049|(A+B)/,/(A+B)2+4a _ ¢
1+ (A+B)g—ag’* \/(A+ B)? +4a — (A+ B) + 2ag r?
(166)
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mit der Integrationskonstante C'. Dabei gilt (A + B)? + 4a = A% + B2

Die Integrationskonstante C' erhilt man unter der Forderung, dafl die Gr6B8en in Glei-
chung (159) fiir r — oo MINKOWSKIsch werden, d.h. 1. Daraus folgt
A K 4 2

—lr—o) = g=—=——=—— (167)

¢ o B A

In GI. (166) ergibt das fiir r — oo:

2 2 _ 34—
—5 V(A+ B)2—2AB - 34 Bt~ O e
(1+%5)* (A+B)?—-2AB+3A+B r?
Dabei gilt B # 0. Aus
e — 1(r — o00) = r’¢* =14+ Kg —ag (169)
folgt direkt
2 _ _ 34 —
_ 1 ’\/(A+B) 2AB — 3A Bwﬁ' (170)
(1+%)2 \/(A+B)?-2AB+3A+B
Es gilt also fiir g(r):
2
g 44, 1
1+ —=)"=—. 171
|[1+(A+B)g—ag2]2|( +B) 72 (171)

Durch Losung dieser Gleichung erhilt man die Felder fiir £ < 2.

Horizonte und skalare Felder:

Die Differentialgleichung (140) ist ABELsch und somit zu mindest fiir p ~ 0 exakt 16s-
bar. Ein analoger Fall, ausgehend von den Feldgleichungen der ART mit einem skalaren
minimal gekoppelten Feld ¢ fiihrt auf

P = ——2@(“_”‘1)/2, ¢ = Ofiir p # r
r
und wurde von A. HARDELL und H. DEHNEN [63] untersucht. Dabei lauten die Feld-
gleichungen

R,uu = _K¢|u¢|u' (172)

Das Ergebnis ist, daf jedes skalare Feld die Metrik unabhingig von seiner Stirke be-
einflut und modifiziert, in so einer Weise, dafl ein simultanes Ergebnis der skalaren
Feldgleichung und der Einsteingleichungen immer existiert, fiir den statischen Fall ei-
nes massiven Punktteilchens mit einer skalaren Punktladung als Quelle des skalaren
Feldes. Somit ergibt sich kein SCHWARZSCHILD-Horizont! Nur am Punktteilchen wird
die Metrik und das skalare Feld singulir (als nackte Singularitit).

Dieses Problem ist mit dem einer elektrischen Punktladung werwandt, nimlich dem
der REISSNER-NORDSTROM-Metrik, die die Folgen der Eigengravitation elektrischer
Ladungen betrachtet [98].

Innerhalb der HSTT mit verschwindender Higgsquelle ist das Higgsfeld durch (162)
gekoppelt an das Potential v, der Metrik, und das v/ -Feld ist formal gleich wie in [63],
wenn man p ~ (0 annimmt. Das £,-Feld (161) hat dabei auch die Form wie in [63].
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Insbesondere das Verschwinden des v,-Feldes und die Verkniipfung mit der Schwarz-
schildmasse ist gegeben. Im asymptotischen Fall » — oo ist der Verlauf des \,-Feldes
auch analog zu [63], nur die Integrationskonstanten dndern sich. Insbesondere, das ska-
lare Punktladungsquadrat in [63], gegeben durch £¢?, ist hier in der HSTT in Analogie
gegeben durch die Schwarzschildmasse Mgg und die Integrationskonstante (skalare
Ladung) A des skalaren Feldes:
e ke . AB
47TG7“2 22 2
Also ist das Ladungsquadrat hier gegeben sowohl durch die skalare Ladung wie auch
durch die SS-Masse. Die Bedeutung der skalaren Punktladung € in [63] liegt hier als
Waurzel des Ladungsprodukts A - B = —2a« beider Felder £, und v,. Also tragen beide
Felder in Analogie zur Gesamtladung bei. Analog liegt die Bedeutung von K als La-
dungssumme, sodal3 sowohl die SS-Masse wie auch die skalare Ladung zu den Metrik-
koeffizienten beitragen. Die Felder werden dadurch 2-parametrig und das BIRKHOFF-
Theorem sollte wiederum nicht gelten.

(173)

- B—0:
Nimmt man nA = B, so gilt aus (168):
2

g 4o 1
|
14+ (n+1)Ag + n2A2g2]2( n) r? (174)

Mit n — 0 geht Gl. (174) tiber in g> = 1/r%. Daraus folgt fiir die Metrikkoeffizi-
enten:

ele =1, (175)

Das ist der MINKOWSKI-Fall. Also gilt die Metrik der speziellen Relativititstheo-
rie ohne Higgsfeld und ohne Gravitationspotential, gegeben durch v.

— Ohne Higgsfeld: A = 0:
Im Falle A = 0, also ohne skalare Ladung, gilt « = 0, d.h. das Verschwinden des
Ladungsquadrates . Also gilt fiir r — oo:

Vo= ——) g = —. (176)

Dann erhilt man aus den Gleichungen (166) und (170):
9’ 1 +(1/r)

A+Bg2 » 1AM’

N B 1 v 1 B B
e _1+Bg_1ZF(B/r)’ e —T2g2(1+Bg)—1:FT. (177)
Das ist die gewohnliche SCHWARZSCHILD-Metrik. Die Kriimmung ist gegeben
durch den Parameter B = Mgs. Im Hinblick auf GI. (153) gilt das obere Vorzei-
chen fiir die Schwarzschildmetrik SSM. Das untere entspricht einer negativen Mas-
se. Fiir positive Massen ist ¢ > 0 nétig fiir einen Schwarzschildhorizont (r > B),
sodaB e« fiir r = B singulir wird.
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- B#0und A # 0:
Nur im Falle sowohl nichtverschwindender &,- und v,-Felder gibt es nichtver-
schwindende Ladungsquadrate «, die nicht in der ART vorkommen. Betrachte als
Spezialfall:

1. K=0 < 24 =—-0B:

Es gilt
2

T (17e)

et =1 A%g? d“:;%ﬂl—A%%. (179)
Daraus folgt mit den MINKOWSKI-Werten fiir das rdumlich Unendliche:

&w:y+;A¢riVmP;zm+m% (180)
und

ve _ 2A%2(AFr) (181)

_Tz(A:F r+ A2 2Ar +r2)2'

Fiir die oberen Vorzeichen ergeben sich keine Horizonte mit A < 0 (B > 0).
Fiir A > 0 ist e* regulir, fiir e”* ergibt sich ein Horizont fiir r = A.

Fiir die unteren Vorzeichen ergeben sich u.U. negative Werte fiir e*¢, und zwar
fiir

A<-0,6 und A>1,6, (r=0). (182)

=]

'

wn
T

L]

L]
'
.
T T

exp[lambda]; 2A=-B

S

4: M in Abhingigkeit von A fiirr = 0,7 = 1 und r = 2.

Das Gravitationspotential, gegeben durch das Metrikkoeffizient v, hat fiir A >
0 positive Werte. Fiir A < 0 ergibt sich ein Horizont fiir r = A.
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Das untere Vorzeichen gehort zu g > 0, soda man annimmt, dafl es sich um
den Fall positiver Massen handelt. Also gibt es wie klassisch keine Horizonte
fiir negative Massen, solange die Gravitation mit B > 0 (A < 0) koppelt. Ho-
rizonte, gegeben durch v, erscheinen fiir negative Kopplungen.

Fiir positive Massen ergeben sich Horizonte in v nur fir A < 0. Das ist der
Fall bindender Gravitation. Singularititen in \ (d.h. e’ < 0) ergeben sich fiir
nicht zu schwache Felder beider Bindungen (d.h., wenn die Felder &,, bzw.
v, als nicht klein betrachtet werden, und zwar mit beliebigem Vorzeichen). In
solchem Fall wirkt das Higgsfeld zwar durch 24 = — B gegen das Gravitati-
onspotential, verhindert Horizonte aber nicht (ist auch durch p ~ 0 als relativ
klein postuliert). Die Betrachtung ist wegen der Nidherung nicht ganz sauber
und das ¢-Feld konnte eine stirkere oder auch schwichere Rolle in der Dyna-
mik spielen (es handelt sich um eine Extrapolation des Modells).

4.6 MeiBner-Effekt in der HSTT

Betrachtet man die in v und A linearisierte Higgsfeldgleichung im Auenraum (r > R, Index
a), so ergibt sich mit £ = £(r, t):

) 1 .
§o+ =6 — 56 =¢. (183)
r l

Diese Gleichung hat die Form der nicht-statischen LONDON-Gleichung (und ist formal eine
Telegraphengleichung mit Raum- und Zeitkoordinaten vertauscht**). Somit sollte es Analo-
gien geben zum MEISSNER-Effekt der Supraleitung.

Die Analogie gibt es in zwei Formen, erstens wie schon erwihnt, durch die Higgsgleichung
in der HSTT, aber auch in der heuristisch méglichen Interpretation des MEISSNER-Effekts
als Folge des HIGGS-Mechanismus ([59], S.260), was u.U. auf eine fundamentalere Natur
der Higgsfelder deuten konnte.

1. Die Higgsgleichung und die Supraleitung:
Die LONDON-Gleichungen fiir den Suprastrom jg lauten

47rc)\rotjg = —g, (184)
0js =

Adt\— = F. 185

A (185)

Im stationdren Fall folgt hieraus (siehe ([48], S.184ff), daf} E = 0 im Inneren des
Supraleiters gelten muB3, also, da der OHMsche Strom verschwindet und

Innen: j = j’s. (186)
Stationdr gelten als MAXWELL-Gleichungen und LONDON-Gleichungen:
L Anpo
rotB = —H7 (187)
C
divB =0, (188)
AmcArotjs = —B (189)

48Sje beschreibt ein Reaktions-Transport- Phinomen mit einem linearen selbstadjungierten Differentialoperator L[£(r, t)] = r2€(r, t).
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und durch nochmaliger Rotationsbildung folgt

rotrotB =grad divB—AB
N~

471',& -
= ——rotjg
c
no=
= 190
Cz)\ Y ( )
rotrotjs =grad divjs —/\jg
——
]_ —
=— tB
47rc/\m
Ho-
Y 191
wobei die mit — unterstrichenen Termen verschwinden, soda3 man erhilt:
AB — 2B =0, (192)
Njs = s =0, (193)
1
mit § = = 2. (194)
c\ A
Diese Gleichungen sind im zentralsymmetrischen Fall von der Form
1 2 1
AE——=¢"4+-¢ - =£6=0 195
f-5=¢+2¢-5 (195)
(196)
mit [ = 5. Dabei gilt
2a 1 M2
ﬁ - l_2 - )
cz1m¢:§. (197)

Also ist die Eindringtiefe v/\ in der Analogie gegeben durch die Reichweite ! der
Higgsteilchen. Verschwindende Higgsmassen bedeuteten unendlich grof3e Eindringtie-
fen, also das Verschwinden der Superkonduktivitit.

Beim MEISSNER-Effekt schliefen sich die magnetischen Kraftlinien, sodaf} kein Strom
im Supraleiter entsteht. Das B-Feld entlang der (-Richtung (in Zylindersymmetrie) ist
nur vom Abstand r abhéngig und

d
Innen: B, = 4mcA—js. (198)
dr
AuBen, mit A — oo, j5 = 0, gilt
_, 4
f&ﬁ:ij (199)
c
mit dem Strom
J = 27r/jrdr (200)
0
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fiir einen Radius a des Supraleiters. Fiir r > a gilt

2J
r>a: B,=— (mit p=1). (201)
cr
Fiir den inneren Strom gilt nach GI. (193) als Losung von
?j o 1dj
I A RY g 202
dr? N rdr b (202)
die Zylinderfunktion (mit NEUMANN-Funktion Ny logarithmisch singulér fiir r = 0)
j = Cily(iBr) + CoNo(ifBr), (r < a), (203)

wobei (5 = 0 gilt damit der Strom regulér bleibt. Damit wird das magnetische Feld
nach Gl. (198) (vgl. [48], S.187) fiir den Innenraum r < a:

dJo(ZﬁT) B
T =

Die BESSEL-Funktionen .J, und ¢./; haben fiir rein imaginidre Argumente reelle Werte.
Daher definiert man

B, = 4mc) - C4 — 4 NiBCy J1(16r). (204)

Den Messungen nach, soll % ~ 107% — 10~ %cm sein, es handelt sich also um relativ

kleine Eindringtiefen. Fiir Supraleiter mit Radius merklich groBer als 10~5cm hat man
Ba > 1 und praktisch im ganzen Supraleiter (au3er in einer sehr engen Zone) kann
die BESSEL-Funktion durch die asymptotische Darstellung ersetzt werden, nach dem
Schema

1 /2
" (i) & 5y e (206)

Also fiir z > 1:

el‘

Iy(x) = —1(z) = , 207
und die Stromstédrke wird nach einigen Umrechnungen
C \/2
Y /Bae™ (208)
: J B sir-a)
= ), 20
=7 27r\/are (209)
Fiir das Magnetfeld gilt (vgl. [48], S.189)
2eA\3%J 2p.J 2=
B 2AT poay _ 20T € (210)

v Var ¢ Jra
was der Randbedingung entspricht, dal H,, fiir = a stetig bleibt. Das Ergebnis ist,

daB der Suprastrom nur in einer engen Oberflachenschicht der chke flieBt, wo B
eindringen kann.



51

Im Falle der HSTT kann man das Higgsfeld  entweder mit B oder mit dem Suprastrom
Js 1dentifizieren. Im ersten Fall hitte man durch Analogie formal

d
§ :47T>\d—js
T
l2
:47Tﬁj5|r- 21D
) —1%2(r—R)
S L (212)

var ViR

Dabei ist R der Radius des massiven Korpers, z.B. eine Galaxie als massives Gebilde.
In diesem Fall dringe £ bis einer Tiefe \/% = [ ein, was von Innen nach Auflen zu

verstehen ist, da das Higgsfeld sein Ursprung am Zentrum des Korpers besitzt. Also
lautet die Interpretation, da3 Higgsfelder nicht mehr als bis [ (als Eindringtiefe) direkt
wirken.*’

Die Identifizierung von £ mit jg konnte mehr mit sich bringen, indem es nur inner-
halb des massiven Korpers endliche Werte des Higgsfeldes geben kann (das erwartet
man ja, insbesondere, wenn [ ~ 2R nach [55] gilt). Diese entsprichen dann einem Su-
prastrom der keinen Widerstand spiirt. Solch ein Suprastrom ist bei den Supraleitern
in der Festkorperphysik Folge von gekoppelten Elektronenpaaren, den sog. COOPER
(BCS)-Paaren . Solche COOPER-Paare sind Spindoublett-Zustinde aus zwei Elektro-
nen mit einem spezifischen Widerstand p = 0. Dabei wirkt das die Paare koppelnde
Phonon als elastisches Medium, das eine Kondensation der normalleitenden Elektro-
nen zu COOPER-Paare vermittelt, wobei es aber moglich ist, da3 auch magnetische
Kopplungen von Leitungselektronen zu solchen Paaren fithren konnen, insbesondere
bei Hochtemperatursupraleitern.

In der HSTT konnte man, entsprechend, auch an der Elementaritit der Higgsboso-
nen zweifeln und zumindest offen lassen, ob sie Quasiteilchen sind oder nicht, viel-
leicht gekoppelte Zustinde anderer Teilchen, wie z.B. GEORGI “hofft” [72] und mittels
Composite- oder Technicolormodellen zu erkldren versucht. Dabei bleibt nur die Mog-
lichkeit, dal Higgsteilchen phidnomenologische Erscheinungen sind, z.B. als Polarisa-
tionen des Vakuums. Somit konnte man das antigravitierende Verhalten des Higgsfeldes
im Innenraum der Kugel erklédren, da Vakuumsplarisationen gemif3 des LENZschen Ge-
setzes abschwichend wirken.

Nicht-stationir gilt aus der ersten LONDON-Gleichung (184)

= - 4 oL -
A Arotrotjs = —urotH = —ﬂ(O'E +js) — idag 5 (213)
c c
und durch Differentiation nach ¢:
9j OB -
drelrot—= = ———crotF. 214
TCATO 5t 5 cro (214)
Nach GI. (214) ist der Vektor
djs =
4 —=—— — 215
A (215)

4 Diese Interpretation definiert eigentlich die Reichweite I genau wie kernphysikalisch und in natiirlicher Weise: das bringt an sich keine
neue Physik mit sich, nur jetzt mit einer Analogie des Terms zur Festkorperphysik, was die Interpretation breiter machen konnte.
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wirbelfrei, so da3

—

a —
47r)\§ = F + grady (216)
wird. Die zweite LONDON-Gleichung (dessen Form mit y = 0 in GI. (185) ein Spe-
zialfall darstellt) ist also nicht unabhiingig von der ersten, sondern eine normierende

Ergdnzung. Aus GI. (214), bei Kombination mit Gl. (216) folgt:

-

— — 4
dre(graddivis — Njs) = — mm(élﬁ)\% — grady)—
c
S0 9%js Ox. Amu-

Wenn man die Triger des Stromes in solche des OHMschen Stromes oder Raumdichte o
und des Suprastromes der Raumdichte pg aufteilt, fiir die je eine Kontinuitétsgleichung
gilt:

.= aQ .= 895

d = =0: d — = 218

1wJo + 9 0; divjs + BT 0, (218)
dann ergibt sich aus (217) die inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir
Js (vgl. [48]):

Ampo djs  ep s e

- - aQS .
Nijg — —_ - — — g = —grad(—= 2 _ 219
IS ~F o T 2 B [y = —gra <8t + o3 x + . xX) (219
In dhnlicher Weise erhilt man
. dnucdB  epnd®B o
AB — - ———— — (B =0 d 220
c2 Ot c? Ot? b un (220)
. 4dmpc OE  epd’E 9= 4 9
AE — —_—— ——— — *F = d(— 221
C2 at 02 at2 /6 gra/ ( 5 p + B X)? ( )

wobei j = o E fiir den OHMschen Strom gesetzt wurde.
Wechselstromuntersuchungen, z.B. iiber den Hochfrequenzwiderstand von Supralei-
tern, deuten darauf hin, dal zum mindestens fiir kleine Ladungsdichten der rechte Teil
von (221) und damit auch grady verschwinden, soda3 die LONDON-Gleichung (185)
gilt (vgl. ([48], S.169).

Fiir den Energiesatz ([48], S.189f) besteht der einzige Unterschied zwischen Supralei-
tern und Normalleitern in der Bedeutung des Gliedes j . E:

-

— — - — - — —, - a — 8 —
J E=7  E+js-E=0cE?+7s- 4m§ = 0B+ S (2mNjs).  (222)

Nur der erste, vom OHMschen Strome herrithrende Anteil ist die JOULEsche Wirme
(Energiestromdichte). Der zweite Term tritt als ein Anteil auf, der die elektromagneti-
sche Feldenergie im Supraleiter um den Betrag 27 \j% vermehren soll.

Die Vermehrung des Feldes durch HIGGS-Supraleitung wiire der GroBe 2712 /152.

In HSTT gibt es keine %—Anteile. Wenn die Analogie im nichtstationiren Fall gelten
soll, verschwindet das Analogon zu 47?;10%—? (G € {E, B, js}). Das spriiche dafiir, daB
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die Higgsfelder statisch sind, zu mindest im AuB3enraum. Hiernach sollte der BIRK-
HOFFsche Satz gelten (zu mindest die bekannteste Aussage iiber statische Vakuumlo-
sungen)>®

2. Supraleitung und Higgsmechanismus:
Die Analogie zwischen Supraleitung und Higgsmechanismus gilt auch andersherum. Es
handelt sich im Fall des MEISSNER-Effektes um eine experimentelle Realisierung ei-
ner spontanen Symmetriebrechung (die in solchen Fillen oft als dynamisch bezeichnet
wird), die in nichtrelativistischen Theorien den mikroskopischen Ursprung der sponta-
nen Symmetriebrechung zu erkldren versucht und die Tatsache benutzt, dal der Prozef3
der spontanen Symmetriebrechung einer Art Phasensprung entspricht.
Im Fall des MEISSNER-Effektes erkldrt man die dynamische Brechung mit dem endli-
chen Erwartungswert des skalaren Feldes im Vakuumzustand folgend aus dynamischen
Feldern aus einer fundamentaleren Lagrangedichte. Demnach wiren Higgsfelder Com-
posites, wie TC es mit Hilfe von starkgekoppelten Techni-Fermionen versucht ([58],
S.264), sollte die Analogie gelten.
Die Kopplung zwischen Higgsmechanismus und Supraleitung folgt aus der Y UKAWA-
WICK- Interpretation, nach der GOLDSTONE-Bosonen durch das Vorhandensein lang-
reichweitiger Krifte verschwinden. Demnach sollten diese langreichweitigen Krifte
kurzreichweitig werden, was man nach der YUKAWA-Theorie als die Generierung der
Masse interpretieren kann. Diese Interpretation benutzten AITCHISON und HEY 1982
([59], S.260) fiir eine heuristische Erklirung des MEISSNER-Effekts der Supraleitung:
Kondensierte Elektronenpaare im Grundzustand eines Supraleiters identifiziert man mit
dem Higgsfeld und das gibt den Photonen im Inneren des Supraleiters eine (effektive)
Masse. Als Folge davon kann ein Magnetfeld nur exponentiell im Supraleiter eindrin-
gen, mit einer Eindringtiefe proportional zur inversen effektiven Masse der Photonen.
Solche Supraleitern mit “massiven” Photonen sind in der Tat eichinvariant, als Folge
davon, dal} solch eine Masse aus dem Higgsmechanismus herriihrt.
Die Eindringtiefe identifiziert man im nichtdynamischen Higgsmechanismus mit der
Reichweite [, wie es hier in der ersten Interpretation gemacht wurde.
Den MEISSNER-Effekt benutzt man so auch im Versuch das Confinement, also die Ein-
sperrung der Bosonen in den Hadronen, zu erklédren: das geht aus dem Potential der
starken Wechselwirkung hervor, das Auflen linear mit dem Abstand r steigt und eine
unendlich hohe Kraft voraussagt um freie Quarks zu verhindern. Die Quarks sollten
sich dennoch nahe des Zentrums » — 0 wie frei bewegen (man spricht von der asym-
ptotischen Freiheit oder asymptotic freedom). Diese Freiheit ist wie die der Cooper-
paare im Supraleiter, die sich frei von Widerstinden bewegen. Wie beim Supraleiter
entstehen (effektiv) massive Teilchen (durch die Selbstwechselwirkung der Gluonen,
d.h. durch die -masselose- Eichbosonen der starken Wechselwirkung, wird die Sym-
metrie dynamisch gebrochen, sodall sog. Glueballs entstehen. Diese sind gekoppelte
effektiv massive Zustinde aus Gluonen).

S0Die AuBenldsung ergibt sich spiter als 2-parametrig, sodaB zweifelhaft erscheint, daB der BIRKHOFFsche Satz wirklich gilt. Das ergab
sich auch innerhalb der exakten Losung mit [ — oo (Abschnitt 4.5).
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5 Linearisierte Modelle der zentralsymmetrischen HSTT

Die statische linearisierte und teilweise (nicht in &) linearisierte HSTT wird innerhalb einer
verallgemeinerten Emden-Theorie polytroper Gase untersucht. Die verallgemeinerten
Einstein-Gleichungen zentraler Symmetrie werden fiir homogene und polytrope Kugeln
gelost. Die Folgen einer singuldren Masse im Zentrum der Kugel werden untersucht.

5.1 Die verallgemeinerte Emden-Theorie polytroper Gase

e Herleitung der Dichteverteilung nach Emden:
EMDEN betrachtete 1907 Gassterne im hydorstatischen Gleichgewicht, wobei der Druck
p liber eine Polytropengleichung mit der Dichte g verkniipft ist. Die Dichte hingt dabei
innerhalb einer kugelférmigen Massenverteilung vom Potential ab und ist aulerhalb
dieser identisch Null (Definition der Oberfldache).

Nach dem EMDEN-Modell wird die Zustandsgleichung gegeben durch

p=ag’
mit
- dem Druck p,
- der Dichteverteilung g,
- der Polytropenamplitude o = 2aA/3, a = const, A = Const,
- dem Polytropenexponent v = (1 — 2a/3)~!, a = const.
Die Zustandsgleichung kann man anhand der idealen BOLTZMANN-Gase
1 -
p = ov? (223)
3
begriinden, mit dem mittleren Geschwindigkeitsquadrat v2.
Wenn man fiir die mittlere kinetische Energiebeziehung

%1}_2 =ma(®; — D), a = const (224)

ansetzt, mit dem Potential ® und @, fiir den Potential an der Oberfliche der kugelormi-
gen Dichteverteilung, so folgt

V2 = 2a(0, — @) =: av?, (225)

wobei dann v die maximale Geschwindigkeit ist, bei der die Teilchen das System ge-
rade noch nicht verlassen konnen. Die Konstante a wird eingefiihrt um die GroBe der
Geschwindigkeit noch variiren zu konnen. Ausgehend von einem System, in dem die
Teilchengeschwindigkeit der MAXWELLschen Geschwindigkeitsverteilung geniigt, so
bedeutet @ > 1, daB3 mehr Teilchen vorhanden sind als gehalten werden kdnnen: das
System ist instabiler. Das System ist stabiler, je kleiner a ist.

Fiir den Druck (223) ergibt sich mit GI. (225):

p= gag((bs — ). (226)

Eine Beziehung zwischen der Dichte ¢ und der Potentialdifferenz (®, — ®) erhilt man,
indem man den Druck (226) in die Eulergleichung

oVO +Vp=0 (227)
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einsetzt, die fiir eine Dichteverteilung im hydrostatischen Gleichgewicht gilt. Die Lo-
sung lautet

In(®; — @)1’%“ — Inpi® = const. (228)

Aufgel6st nach (P, — P) ergibt sie

V1N

a

(B, — D) = Ap~3*, A= const. (229)
Damit hiangen Druck und Dichte wie folgt zusammen:
2 —L
p=gadg'Ts". (230)

Die Integrationskonstante A ist zunichst unbestimmt und die Gleichung (230) hat die
Gestalt einer Polytropengleichung. Der Polytropenexponent ist durch die Konstante a
bestimmt und die Polytropenamplitude durch ¢ und A.

In GI. (230) erkennt man die Beziehung

p=ao’. (231)
Mit der Zustandsgleichung (231) wird der Gradient des Druckes zu
Vp = ayo’ V. (232)
Damit wird die Eulergleichung (227) zu
oV + ayp" 'V = 0. (233)
Die Losung dieser totalen Differentialgleichung lautet mit v > 1:

ay

O+ ——0" ! = const = D,. (234)
v—1
Fiir die Dichte folgt aus Gl. (234) die barometrische Hohenformel
-1 1
0=[T—(®,— )7, (235)
ary

Ist der Polytropenindex v = 1, so ergibt sich aus der Eulergleichung (233), daf} die
Dichte exponentiell vom Potential abhiingt:

1

0= 00 > 0y = const. (236)

Aus der barometrischen Hohenformel folgt, dal v = 1 nicht fiir Galaxien geeignet ist
(a # 0), da o und p keine Nullstelle im Endlichen besitzen, was eine polytrope Gaskugel
mit unendlichem Radius bedeuten wiirde. Endliche Oberflichen mit p = a(oc)” sind
nur mit v > 1 gegeben [24]. v = 1 entspricht z.B. den Strahlungsfall mit p = %QC2, der
fiir die ideale Fliissigkeit und Gleichgewichtsbedingungen im Falle Schwarzer Strah-
lung (ohne endliche Oberfliche) zur STEFAN-BOLTZMANN-Beziehung o ~ T fiihrt
[24]. v = 1 ist auch der Fall bei der Standard-Dunklen Materie, die somit im ganzen
Raum (d.h. ohne Rand) um die Galaxien verteilt sein soll. In einem klassischen System
ist die Konstante a nicht scharf definiert. Der Wert @ = 1 fiihrt zu einem Polytropen-
exponent y = 3. Wihlt man a = 3/2, so wird der Polytropenindex ~ gleich unendlich
und das Quadrat der maximalen Geschwindigkeit nimmt den Wert v? = 202 /3 an. Nach
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MAXWELL ist diese die maximale Geschwindigkeit gleich der wahrscheinlichsten Ge-
schwindigkeit der Teilchen in einem System. Ein unendlich groBer Polytropenindex
entspricht dem Modell der inkompressiblen Materie, d.h. dem der homogenen Kugel.
Die Konstante @ = 3/4 hat den Polytropenindex v = 2 zur Folge; das Quadrat der
maximalen Geschwindigkeit lautet v* = 4v2/3 und die Amplitude o = A/2. Da die
maximale Geschwindigkeit grofer als die wahrscheinlichste Geschwindigkeit ist, ist
das System stabiler als im Fall « = 3/2 oder a = 1. Gleichzeitig fiihrt y = 2 zu einem
linearen Zusammenhang zwischen dem Potential ® und der Dichte o gemall Gl. (235),
sodal} sich sowohl die EMDENsche Differentialgleichung als auch die Feldgleichung
fiir das Potential und das Higgsfeld der linearisierten Skalar-Tensor-Theorie streng 16-
sen lassen.

Die Verbindung vom Potential ¢ mit dem Metrikkoeffizient v erhélt man (siehe auch
[24]) mit |P| < 1:

1
Vim = V& = (14 0) 2 =14 v, v =20, (237)
Aus GL. (235) folgt dann
1.1 1y—-1 1
— (—)v—1|— s — "/*17 238
e=(>) [27@ V)] (238)

mit dem v-Feld der Metrik und v fiir die Oberflache der polytropen Kugel.
Somit lautet der Druck p:

(vs — V)] T. (239)

Er ist nicht linear in v.

Hiermit konnen die Einsteingleichungen und Higgsfeldgleichung angegangen werden.

Higgsfeld- und Einsteingleichungen:

Die Einsteingleichungen der HSTT fiir die statische kugelsymmetrische Metrik mit Po-
lytropenexponent v und Higgsteilchen lauten, zusammen mit der Higgsfeldgleichung,
linearisiert:

vV 2
(A) T+t % = 87TGQ(§ + g™, (240)
ZA N S y  8mGo
B) 5Tttt == (241)
T, . T 8rGor?
(©) —A—g(A—u)JrﬁJrrg’:— B (242)

(D) &'+ ¢ = 5= ———o(l =3a0""). (243)
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In dieser Arbeit betrachtet man den Innen (r < R)- und AuBenraum (r > R) einer
Kugel mit Radius R, mit dem Druck nach der Polytropengleichung nach Gl. (231) mit dem
Polytropenexponent .

Der Druck wird innerhalb der EMDEN-Theorie polytroper Gase erklért. Das heif3t, dal hier
innerhalb der in der Skalar-Tensortheorie verallgemeinerten EMDEN-Theorie (siche [54])
gearbeitet wird. Der einfachste Fall ist der der homogenen Kugeln mit p < oc? und

=const, r<R
o) =1 ¢ 5

0, r>R
Betrachtet werden die Fille

e v — 00, d.h. p = const und

o v =2.

Die Zustandsgleichung mit einer Dichteverteilung nach EMDENs Modell wird bei Ga-
laxien streng nicht erwartet. Sie wird aber der Einfachheits halber als Modell genommen.
Durch Angabe von 7 konnen prinzipiell verschiedene Situationen fiir die Dichteverteilung
untersucht werden; hier betrachtet man dem homogenen und ein ins Zentrum verteilten Fall,
die zwar nicht ganz aber wohl als Grenzfille als Niherung bei Galaxien wiedergegeben wer-
den konnten.

5.2 Linearisierte Vakuumlosung der statischen Metrik fiir die isolierte massive Kugel.

Untersucht wird die statische zentralsymmetrische Metrik fiir die Higgs Skalar-Tensortheorie
fiir eine isolierte Kugel mit Radius 2. Speziell wird die linearisierte Theorie betrachtet und
danach die teilweise, d.h. nicht in £ linearisierte Theorie. Die Losung wird angegeben durch
Berechnen der Metrik im AuBlenraum (Vakuum) > R. Dabei ist die Vakuumldsung formal
gleich fiir die Theorie mit und ohne Quelle des Higgsteilchens:

e Linearisierte Vakuumsfeldgleichungen:
Betrachtet wird der linearisierte Fall fiir die zeitunabhingigen Gleichungen fiir das Va-
kuum mitr > R.
Die EINSTEIN-Gleichungen lauten:

1, 1, 1 B
(A4) - (5% ;V o)+ _2l2§“ =0, (244)
B Ly tey Lo ey (245)
Ve = T gpte
L.,
(C) —Xa— 57"()\(1 — V) + 212&7" +re = 0. (246)

Fiir die ¢-Feldgleichung im Vakuum und im statischen Fall gilt:

I/L/l—)\/ 2

5 ) —l—2aa:0. (247)

§a + (
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Linearisiert wird sie zu
1! 2 ! 1
(D) &+ &~ b =0, (248)

Bei der HIGGS-Feldgleichung handelt es sich um eine Y UKAWA-Gleichung. Die duflere
Losung lautet damit

A A
Eo=—e 4 e/t (249)
r r
mit den Integrationskonstanten A und A. Die Wirkung des Feldes im rdumlich Unend-
lichen soll verschwinden, sodaB A = 0 gesetzt werden muB>!. Also lautet die Losung
der Gl. (248):

A
o = e A = const. (250)
’
Mit GI. (248) wird Gl. (244) nach Multiplikation mit 2r? zu
1
(r*v)) + l—zAre_r/l =0, (251)
sodal} nach Integration folgt:
A r B
_ —r/l
V= 3¢ (1+ 7) + 3 (252)

mit der Integrationskonstante B fiir den Metrik-Potential v.
Aus GL. (244) in Gl. (245) folgt nach Umschreiben

N o=r&l -V (253)

sodal}

1 1 1 B
N =A(S 4+ =+ )t — =

“ r2 ol 2 r?
A —r/l A —r/l B
:—(?e /)/+l—2€ / -3 (254)
Nach Integration von GI. (252) folgt:
A B
v, =——e - —. (255)
r r
Fiir v, gilt dann asymptotisch:
Vg — 0(r — 00). (256)
Integration von Gl. (299) fiihrt zu
A A B
Ag=——e e — 4O, (257)
r l r
mit
A — 0l(r -o00) = C=0. (258)

SIDie Losung geht also nicht automatisch fiir 7 — 0 gegen Null, wie der BIRKHOFFsche Satz fordert.
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Also:

A B
A (1+ %)e—r/l + = (259)

o r
Zur Bestimmung der Integrationskonstanten A und B sind die inhomogenen Gleichun-

gen des Innenraumes (r < R. Index 1) zu integrieren und an die AuBenlosung stetig
und stetig differenzierbar anzuschliefen.>?

5.3 Zur Losung der sphirisch-symmetrischen Metrik ohne erzeugbaren Higgsteil-
chen

Bevor die Feldgleichungen fiir den Fall erzeugbarer Higgsteilchen im Innenraum » < R
betrachtet werden, wird der Fall nur gravitativ gekoppelter Higgsteilchen besprochen. Das
ist der Fall IT = 0, also die Materie-Lagrangedichte gekoppelt an das Higgsfeld, was z.B.
im Standard-Modell der Fall ist. Dann verschwindet die Kopplung des Higgsfeldes an der
Materie, sodal} es nur gravitativ koppelt.

e Die lineare Vakuumlosung (r > R):
Im Falle einer Kopplung desselben Higgsfeldes an der Materielagrangedichte und an
der Kriimmung der Raumzeit via RicCI-Skalar R, also mit nicht-erzeugbaren Higgs-
teilchen, ist die Aullenlosung die selbe wie im Falle erzeugbarer Higgsteilchen, also im
linearisierten Fall>?

fa :éeir/l
r )
A r B
r_ —r/l
Vo =3¢ (1+7)+ﬁ7
A A B
_ (2 -/l —r/l =
A;_ (7“6 )/+l26 +r7
ya — éeifr/l i E
r r’
)\ — ée_r/l — ée_r/l + §
T T

e Die linearisierte Materiegleichungen:

Innerhalb der massiven Kugel gelten statisch, ohne Quelle der Higgsteilchen, d.h. mit
II = 0, in linearer Niherung, die Feldgleichungen:

S2Eingesetzt in die Gleichung (246) ergibt sich, daf diese identisch erfiillt ist.
53Da die Integrationskonstanten andere Werte annehmen beim Anschluf in der Materielosung als die Konstanten im Falle erzeugbarer
Higgsteilchen, erhalten die Konstanten einen Akzent .
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v vl 1
(A) 5t 0t ﬁfz‘ = 8rGo, (260)
gOX 1
(B) >, +& + @fi =0, (261)
2
(O) =i+ 5V, = X) + 556 + 7€) = —8Cpr?, (262)
2 1
(D) &+ ;52 - 5&i=0 (263)

5.3.1 Asymptotische Betrachtung des £-Feldes

Geht man wie in [106] vor, so nimmt man an, dal fiir groe Abstinde » > R die Metrik
MINKOWSKIsch wird, sodall die Higgsfeldgleichung linearisiert und zur KLEIN-GORDON-
Gleichung der statischen, sphirisch-symmetrischen Felder wird mit

A
Er)==e" r>R. (264)
r
Aisteine beliebige reelle Konstante und diese ist die asymptotische Losung fiir alle sphirisch-
symmetrischen Systeme fiir groBe Werte fiir r, asymptotisch eingebettet in der MINKOW SKI-
Raumzeit. Der Wert der Losung féllt exponentiell mit » — oo ab.
Andererseits sollte die Metrik und das Higgsfeld sich auch fiir » — 0 regulédr verhalten,
sodal} es keine Singularitiiten gibt. Die Losung von GI. (263) lautet dann
f\lsinh(%)
L(r)=——, 0<r<R (265)

r

Der Absolutwert hat ein Minimum in » = 0 und wéchst fiir gro3ere Absténde r.

Um das Verhalten der Higgsfeldlosung im Zwischenbereich richtig zu betrachten, ist es
notig, die nichtlinearisierte, homogene Higgsfeldgleichung zu betrachten. Nach Multiplika-
tion mit r lautet sie

T oen T N ¢! P

iy N Y S——— 2
LE (14 50— X)) = e (266)
Fiir nichtsinguldre Felder muf ¢'(r) bei » = 0 verschwinden. TAYLOR-Entwicklung von
E(r) durch £(r) = & + &7 + &r? + ... fiihrt in [106] zu

& =0, (267)

Ao
6= (=AM =0)) 268)
sodal} £” dasselbe Vorzeichen bei r = 0 hat wie {(r = 0). Man konnte erwarten, daf fiir je-
des A > 0 oder A > 0 die Losung der Higgsfeldgleichung ein Maximum besitzt, wachsend
von 7 = 0 an und exponentiell fallend fiir » — oo. Die erste Ableitung wiirde aber an dieser
Extremstelle verschwinden und aus der Higgsfeldgleichung hitten die Losung von £(r) und
ihre zweite Ableitung das gleiche Vorzeichen. Da £(r) positiv ist, hitte man ein Minimum

statt ein Maximum an der Extremstelle, und analog fiir A < 0oder A < 0, wo man ein
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Minimum erwartet und ein Maximum kriegen wiirde. Also ist es laut O. V. STYP REKOW-
SKI und H. FROMMERT in [106] nicht moglich, die asymptotische AuBenlosung mit einer
nichttrivialen, bei r = 0 reguldren Losung der homogenen Higgsfeldgleichung zu verbinden.

Die einzig mogliche statische zentralsymmetrische Losung der Higgsfeldgleichung ohne
Higgsteilchen ist die triviale ¢ = 0, sodal} A=0und A =0 gilt. In dem Fall geht die
HSTT ohne erzeugbaren Higgsteilchen in die gewohnliche Allgemeine Relativitiitstheorie
ART iiber.

Da die reale Welt ja nicht statisch ist, sind dynamische Rechnungen von Interesse, wie
zum Beispiel bei der Inflation. In diesem Fall konnte man nichttriviale Higgsfelder kriegen.
Auch die ideale und komplette Zentralsymmetrie ist oft nicht gegeben, sodall £ # 0 im Falle
der HSTT gekoppelt an das Standard-Modell schon vorkommen kénnte.>*

Im weiteren wird man, aufBer ausdriicklich anders erwidhnt, nur dem Modell wechselwirken-
der Higgsteilchen [28] betrachten. Das ist der Fall einer Kopplung am GUT, wie in [18].

5.4 Lineare Materielosung der statischen Metrik mit Higgsteilchen und p < oc?

e Die Materieldsung und lineare AnschluBBbedingungen:
Innerhalb (r < R) der massiven Kugel mit Radius R; statisch, mit Higgsteilchen, d.h.
IT = 1, gelten die Feldgleichungen:

1" /
v,

(A) ?’ + : + ﬁﬁz 87TG( o+ D), (269)
vl )\’ 1 v 87TG
(B>7__+ﬁ§z+§ =30 (270)
81
) =N+ 2(1/ - )+ 2—l27”2€1 ré = —WTQTZ, (271)
_8nG
(D)€ + 6~ 1=~ (0— 3). )

Man sieht, dal} fiir gewisse Drucke und Dichten die Higgsfeldgleichung antigravitie-
rend oder gravitierend wirkt (d.h. antibindend oder bindend). Das ist fiir die Massen-
Stabilitdtsverhiltnisse der Rotationskurven wichtig, sowie auch bei der Inflation.

Hier wird der Fall der inkompressiblen homogenen Kugel mit p < oc? gewihlt. Das
ist insbesondere der Fall nichtrelativistischer Teilchen. Dort kann man im Vergleich zu
oc* den Druck vernachlissigen. So kann man GI. (272) 1osen. Die Losung ist der Form

1 8¢
& = —(Clsz‘nhZ + Cgcosh )+ 7T—912 (273)
r l l 3
mit den Integrationskonstanten C'; und Cs.

Die Integrationskonstanten C'; und C'5 werden durch Anpassung der Innenlésung &; an

54Eine Nicht-statische Betrachtung wurde von H. SCHOOR in [103] iibernommen, mit einem &-Feld £(7,t) = h(t)é(r, 9, ) =
h(t)€o f (1) Yim (9, ¢) mit Radialanteil f(r) und Kugelflichenfunktion Y%, (mit Drehimpuls k), insbesondere fiir die Hochdrehimpuls-
néherung fiir den Higgsfeld.
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die AuBenlosung &, bei r = R, der Kugeloberfliache, bestimmt. An der Stelle r = R ist
das ¢-Feld und dessen erste Ableitung nach r stetig.>
Die Stetigkeitsbedingungen lauten explizit:

1 R R. 8xG> A

(Cisinh T + Cacos ) + WS 0=, (274)
1 12 A

7(Clcosh? + Cgsz'nh?) + 872? 0= —Te*R/l. (275)

Addiert man das 1/[-fache der Gleichung (274) zu Gleichung (275), so gewinnt man
die Integrationskonstante C:
G R/l

C = —Cz — —l2 (R + l)ei

5 (276)

Fir r — 0 gilt
20!
& — —2. 277)
T

Ohne Punktmasse im Zentrum gilt C, = 0. Also gilt im linearisierten Fall der homoge-
nen Kugel ohne Punktmasse im Zentrum r = 0 der Kugel (vgl. (273)):

4G [
& =50~ [(R+De (e — /') 4 2]
2
:%Ql—[r —(R+ l)e_R/lsmh%]. (278)
,

Aus GL. (244) folgt analog wie im AuBenraum r > R:

167TG

r? v +2rv] + 51 = 201>

327G
;T o2 (279)

4 G
- (7”21/@{)/ + TQ{I"[(R + l)e_R/l(e—r/l _ er/l) + 27’] _
Nach Integration folgt

,  8nG ArG
V. = T —
Ty YT
mit der Integrationskonstante C' = 0, da keine zusétzliche Punktmasse angenommen
wird. Mit

12 r r C
—RJI1 v N/l N, -/l ~
oe YR+ l)r2 (1 l)e (1+ l)e |+ 2 (280)

. et —e* e* +e "
sinhx = —g coshr = ——

kann man das Zwischenergebnis umschreiben in

l2
v = 3G e R )L (sinh” — Ceosh)), (281)
3 r? [ 1 [
sodal} nach nochmaliger Integration folgt:

4 4 1 1
v = WGQTQ - W—GQ(R +DP—=e+ =+ D (282)

3 3 r r

ArG 8rG

:WTQT + 7TTQ(R—J— 2 —sznhl +D. (283)

33Das ist nétig, da es sonst eine infinitesimal diinne harte Schicht um die Kugel giibe, was nicht der physikalischen Vorstellung befriedigt.
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D ist die Integrationskonstante.

Fiir die Dichteverteilung wird angenommen:

3M
0= —47TR3 = const. (284)
Also kann man Gl. (276) im Fall keines massiven Kerns umschreiben in:
2MG _
Cr=—"7 P(R+De R Cy=0. (285)

Die Integrationskonstante A der Aulenlosung des &-Feldes folgt aus Gl. (274) unter
Verwendung des Wertes fiir C'; aus GI. (285):

2M
A :R—fF[ReR/l — (R+ l)sz’nh%
2M
= Rzﬁﬁ[Rcosh? - lsinh?}, (Cy =0). (286)
Aus der Stetigkeit von v/ folgt (vgl. Gln. (252) und (281)):
R 2MG 12 R R R
Ae B 1+ =)+ B = — — (sinh= — —cosh=)]. 2
e 1+ l)—i— 73 R (R+Z)R2(smhl lcoshl)] (287)
Daraus folgt>®
R+10P?, R R R 12 R, _pnl 1 _ nu
1
+ §R6_R/l - lsinh?])
. R R R, R*I+R g, PPR+I
=2MG{1 + (—sth + 7008h7>(_l_2T6 /"t ﬁT)}
> R+1 R R R
=2MG{1 + ﬁ%(l — e_R/l)(TcoshT - sth)}. (288)
Hiermit gilt im Vakuum fiir » > R:
2MG ? R R R [ Y N VR
v = > {1+ ﬁ(TCOShT - sth)[(l + E)(l —e Y ¢ 3¢ 1+ 7)]}
(289)
e Untersuchung der v/-Merkmale:
Fiir [ > R (kleinere Sterne) wird der AuBenteil von v/ zu:
2MG 1R [ r
r_ 14+ e M+ —e /(1 4+ = l . 290
Vo= g {l+ g7+ g1+ Dl I> R (290)
Firr <l giltG = %GN. Daraus folgt
3 MGy 1R [ r
= 1+ =1+ —e 1+~ L. 291
Va 2 rz {+3l[+Re (+l)]}7 r<< (9)

561 ReRt/l 4 LRe=R/l = Reosh®.
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Definiert man

R r r
N — —(>1 = - 292
B R r R(_ ), P 7 (292)
so kann man die Ableitung des Metrik-Potentials (fiir [ > R) umschreiben in
VZL :Ew{1+§ﬁ[1+56 (1+5$)]}, l >>R (293)

1 r
~—(14e 1+ ).
S+ e+ )
Dabei sieht man, daB der zweite Anteil den NEWTONschen 1/r2-Anteil verstirkt.
Wihlt man [ als Parameter und nimmt man = > 1 als Variable, so erhidlt man eine
Kurve fiir den genéherten Fall.

|
beta=0,7

\ R Kklein gegen 1
theta=0,05

[
n

BLY L f(m )
~

—

=

normiert, genghert fiir < 1 mit 5 = 0,05 und 3 = 0, 7. Die Kurven kleiner 3-Werten liegen niedriger.

Man sieht aus der v/-Kurve, daB3 v/-Kurven verschiedener [ fiir kleine 3 sich in deren
r-Abhingigkeit nur schwach unterscheiden. Kleinere -Kurven liegen niedriger, was
heiflt, dal groB3e Reichweiten zu niedrigeren Kurven fithren. Hohere (3-Werte fiihrten
zu hoheren Kurven, aber solche Werte wiren innerhalb der Nidherung 3 < 1 nicht mehr
passend.

Zu sehen ist aber auch, daB alle die Kurven hoher liegen als die 1/ x2-Kurve, nicht aber
so, daB} sie zu flacheren Geschwindigkeitskurven fiihren konnten.

Ohne Niherung schreibt man die Ableitung v/ als

, 3MGy 1 1

{1+ @(500%5 — sinh3)[(1 + %)(1 —e )+ %6_636(1 + Bz)]}.
(294)

TR 2

Die Kurven sind von derselben Form wie im vereinfachten Fall fiir 3 < 1. Durch § > 1
ergeben sich noch hohere Kurven, aber keine Verflachung der v,-Kurven.
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5.5 Das statische linearisierte Linienelement der homogenen Kugel mit Higgsteilchen
und p < oc?

Es werden andere Eigenschaften des sowohl in £ als auch in der Metrik linearisierten Modells
untersucht, soweit sie fiir andere Phinomene von Nutzen sein kdnnten.
Es gilt GI. (93) im statischen Fall:

ds? = e"dt? — Adr — r2(d? + sin*9dp?),

also zentralsymmetrisch mit Kriimmungskoordinaten:

Aullen (r > R):

2MG 5. i R
fa(?“) :Wl [RG - (R—FZ)SZTLhT]B /
_2MG R R
=7 l [RcoshT lsth]e : (295)
sowie
2MG . R R, .,
g (r) :Wl(l + r)[lsth — RcoshT]e s
y IMG e "/t 9 ) R R
= 2 2 = o
&lr) 3 (21° +2lr +r )(Rcoshl Isinh l ),
und fiir das Potential
2GM
v (r) :G—[(l — e_R/l)(?cosh? — sthR)+
—r/l
+ eRS I+ r)(Rcosh? — lsinh?)]. (296)

Das zeitliche Potential der Metrik lautet fiir den Aulenraum (r > R):
_2MG o, R

Vo(r) = 7 [ZZ(;sinhT — §605h§)6r/l—
_ RTB - ;(R + (1 - eR/l)($cosh$ — sinh?)]. (297)
Das rdumliche
Aa(r) = — 2%?12[3003;1? —~ lsz'nh%u + %677"/1 N
P24 g = e oot — sinn )L (298)

r R? R l l l

Innen (r < R). Aus den Feldgleichungen (244) und (245) folgt

/

1 !
XN — €& + 2 = 81G(o — 3p).
T T
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SRl R
=3~ xi-Feld,
linearisiert
.2
1=2 f’”\

i
Eo.z \
ul

I _ ' \
| 1—1 H"‘-\\*\
0.1

I
|
!
J

(=]
=
r
L
"
(L]
T
=1

6: Verlauf des auf R normierten &-feldes pro Masse M im AuBenraum r > R in linearer Nidherung. Hohere
Reichweiten [ fithren zu hoheren £,-Feldern.

°r 175
e t——— \ITI
- - 1.5
—o.s Jd-"'"-_-—.: - i
- N
ol 1.z5 .
g N lambda, linearisiert
£ L B Foo1
E nu, inearisiert & =5
by
:‘ ’ 075
-1.% - N
= -
1=5 — o5 e — ~ _
4 [T — - -
2 " o 25 = = | -
"1 =
1 op
0 1 z 2 4 5 E 7 w 1 2 2 % 5 3

7: Die auf R normierte linearisierte Metrikkoeffizienten A und v pro Masse M im Auflenraum r > R. Kurven
firl = 1,2, 3, 5. Kurven hoher Reichweiten [ liegen niher an Null.

Mit p = 0:
Xi(r) = r&(r) — vi(r) + 87Gor. (299)
Es gilt ferner

 MGR

51(7") = ﬁ?[(R + l)e_R/l(e_r/l — €r/l) + 2T], (300)
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mit
l2
r2R3
l2
+ MG—[(R+ De BI(—
2M Gl
T R32
& (r) =2MG

&r)y=MG (R4 e B/l (et — ety 4 2r]+

1 1
jeir/l — jer/l) + 2]

(R+1)e R/l[lsmhg — rcosh%],
l2

e (R4 e Bll(e/t — ety 4 2r]—

MG (R4 e (=L~ Loy oy
R3 2 l l

+ MG—=—[(R+ De e/t —e/h)

R
2M
R3TC3;(R + l)[2lrcosh7 — (2P +r )smhl] —R/

Y

und

2M [2
R3G [r— e ®YR+ l) (smh— — Ccoshl)]

[ )
2MG MG l T T
— _ T/l_ 1 _ 77’/[
= S (R 51— D — (1 D)),

l
Somit hat man nach Integration von X}, vgl. Gl. (299):

MG I
i(T) :R_3G[_<R +0)(1 =27 M (et — ey — (R4 De ® (e + /' — 4’| + B

M 21 R 2
R3G[ 47 — —(R + e Rﬂ(rcosh? + ZZsz'nhT) +(R+ l);sinh%] + B,

(301)

i(r) =

mit der Integrationskonstante E. Aus der Stetigkeit von A an der Kugeloberfliche » = R
folgt fiir sie (vgl. Gln. (298) und (301)):

2MG
R3

FE = [(R*+21*) +I(R+1)(1 - eR/l)cosh?]. (302)

Fiir den rdumlichen Koeffizienten der linearisierten statischen zentralsymmerischen Me-
trik innerhalb der linearisierten Higgs Skalar-Tensortheorie gilt dann fiir den Innenraum:

M 2l
M) = AR+ D[4 = 2 (R D (reosh’. + 2Usinh )~
T

2

—(R+ l)l?sz'nh%] + 2[(R* 4+ 21) + (R + 1)(1 — eR/l)cosh%}. (303)

Aus der Stetigkeit von v an r = R folgt fiir die Integrationskonstante D, vgl. Gl. (297):

M M M
D= RG RG (14 ]l%)cosh? - ?e‘R/lCOSh?] — QR—3GZ26




68

Der zeitliche Koeffizient der linearisierten statischen zentralsymmetrischen Metrik lautet
dann im Innenraum (r < R):

MG 1 R R R R
vi(r) =—=—{r* +2(R + l)lz—sz’nhf — 3R* = 2I%[(1 + = )cosh— — —e ®*/lcosh=]—
R3 r l [ [ l l
R
— 2[26_R/l8inh7 I3 (305)
Somit haben das £-Feld und die Metrikkoeffizienten den Verlauf:
1
Rl = —
T | — T
E - )
£ —
T ~. ]
0.z i = ™~ ]
xi-Feld, Tol-
linearisiert T

8: Verlauf des auf R normierten £-feldes pro Masse M im Innenraum r < R in linearer Ndherung. Fiir hthere
Reichweiten [ liegen die Kurven hoher.

[ T ——
=5 - z_4 . =
Te.-zs : - lambda, linearisiert -
nu, linearisiert o .z -
z.5 T E
.
~ 2
F-z7s & | — —
§ — Eis
s -~ e B e
- B — » ~ N -_______m —
I 1.6 1
-2.25 = - -\'_\-\__\\-\
- 1.4 T
2.5 - =5
-7 =1 1.z

9: Die auf R normierte linearisierte Metrikkoeffizienten A und v pro Masse M im Innenraum mit Einheitsradius
R = 1. Kurven fiir [ = 1, 2, 3, 5. Kurven hoher Reichweiten [ liegen niaher an Null.
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e Verhalten der Komponenten:

Es gilt:
Higgsfeld:
MG I?
G(r) = g (R + Ne e/t — ety + 2r], (306)
_2MG R R
&u(r) = r—R?’l [RcoshT lsth]e : (307)
v-Potential der Metrik:
M 1
vi(r) = RSG{T2 +2(R+ l)l2;sinh§ —3R* - 2%[(1 + ?)cosh?—
- ?eR/lcosh?] - 2[26R/lsmh?}, (308)
2M l
Vo(r) = R3G [ZQ(;smh? - §005h§)er/l—
3 l2
- R% — ?(R +0)(1— €R/l)(?008h? — smh?)]. (309)
A-Potential der Metrik:
MG 21
Ai(r) = 5 (R+1)[—41* - 7(R + l)e_R/l(rcoshg + 2l3mh%)—
12 R
— (R + z>7smh§] +2[(R* +21*) + I(R+1)(1 — e_R/l)coshT]}, (310)
2MG , R R r. . 2MG > R+1
Ao(1) = — 75 [ [RcoshT - lsth}(l + 7)6 Ty T[l + ﬁT(l_
— eR/l)($cosh$ - smh?)] (311)
1. ¢-Feld:

Der Higgsfeldwert ist im Innen der Kugel konkav monoton fallend und im Auf3en-
raum konvex, gegen Null fiir » — oo. Er ist am hochsten fiir groe Reichweiten
und verschwindet fiir | — 0 <= M — oco. Am Ursprung r = 0 ist er endlich
und regulir.

2. Der Metrikkoeffizient v:

Das Potential v ist negativ, konvex monoton steigend im Inneren der Kugel, und
AuBen konkav monoton steigend, mit dem Wert v = 0 fiir r — oo.

|v] ist am grofBten fiir kleinere [-Werte, also groere Higgsmassen, und die Kurven
mit grofler werdenden [ stehen immer nédher. Der Abstand zwischen den verschie-
denen Kurven verdreifacht sich fast, wenn [ durch zwei geteilt wird, also ist der
Abstand von den [ = 1- und 2-Kurven untereinander viel geringer als der zu der
[ =0, 5-Kurve.

3. Der Metrikkoeffizient A:
Das Potential ) ist positiv. Fiir » — oo strebt es den Wert Null an. Es féllt im Innen-
teil der Kugel mit konkaver Form monoton und auf3en konvex. Es ist am groften
fiir hohe Higgsmassen M. Genau wie fiir v, kommen die Kurven immer niher,
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0.8 linearisiertes xi-Feld ]

S 0.at ]
i3
&
B [ 4
[ -
0.1 F 4
or 4
1] 1 Z 3 k3 5 [ T
z
o .5 ]
. -
-0.5 s
= 4
of
~1.8f linearisiertes Koeffizient lambda ]
} -1.5 i
i, g
3 5 ]
-Z.5 =5 . . - .-
1= linearisiertes Koeffizient nu
(L 4
b .
=
-2.8 1=l .
0 1 z 2 4 5 3 7 o 1 z 2z 4 5 £ 7

10: Auf R normierte linearisierte Felder der HSTT: £, A und v pro Masse M in linearer Nédherung. Kurven fiir
[ =1,2,3,5. Langere Linien entsprechen groflere Reichweiten /.

wenn [ gro3 genommen werden kann.
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5.6 Materielosung und AnschluSbedingungen fiir Polytropenindex v = 2 mit Quelle
fiir die Higgsteilchen

Innerhalb der EMDEN-Theorie lauten die linearisierten Einstein- und Higgsfeldgleichungen
der HSTT fiir die statische kugelsymmetrische Metrik mit Polytropenexponent v = 2 und
Higgsteilchen:

! /
(A) % + 24 % e Zo(1+ag), (312)
74 )\’ £ 8rG
B ———+ =+ =—— 1
(B) 5 - topté 5O (313)
r _ 8rGr?
A==\ - 14
(©) SN =)+ 252€+€ 5O (314)
1 8rG
(D) €+ 3¢ — 6= ~""Co(1 - 3a0). (315)
Die Dichteverteilung und der Druck lauten dann
11 11
) = o (d, - ), 316
¢ ad (ve =) « 2( ) (316)
11 11
—ap’ = ——(v,—v)? = —=(d, — D)% 1
p=ag” = —ouvs—v) = —o(® — @) (317)
Gl. (312) wird nach Multiplikation mit 27 zu
(r2v) 1 _ 167G 9
5,2 + 5pé =5 ¢ + 81Gap
e 2nG
:L(Vs—u)+L(ys—u)2. (318)
@ «
Es gilt
(7‘21/)/
AP = —+ 31
o (319)
d.h.
/! 2 /
Av=v"+ -1V, (320)
r
der LAPLACE-Operator angewendet an v. So wird Gl. (318) zu
1 87rG 4G
Ad-+ P, — P, — P)?
2l2 3 o ¢ It o) ( )
4
= Avts g— 8”0( s—y)—l—%G(Vs—l/)Q. (321)
Gl. (315) kann man umschreiben in
_ 2nG e 9
Af—— 0 (VS—I/)—F%(VS—V)
4
:—3”—5@ —<1>)+£(@ — B))2. (322)

Die unterstrichene Terme sind 2. Ordnung und somit in erster Ndherung nicht zu betrach-
ten. p linearisiert fiir v = 3, d.h. im Falle a = 1 und a = %A, also, wenn das mittlere
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Geschwindigkeitsquadrat gleich dem maximalen Wert des Geschwindigkeitsquadrates nach
der MAXWELL-Verteilung ist. Im linearisierten v = 2-Fall agiert p nur durch die verdnderte
Dichteverteilung o.

e Innenlosung des Potentials und £-Feldes:
Wirkt der LAPLACE-Operator wieder auf Gl. (321) und substrahiert man davon GI.
(321) multipliziert mit l% so ergibt sich mit Hilfe von Gl. (322):

AAD — [ZZA(D + %A( )] + %(@s —9)=0 (323)
oder
G 217G
AAv — [l2 Av + gA( v)| + E (vs —v)=0. (324)
Definiert man
b, Vs
=1l-==1--= 2
U <I> " (325)

so werden Gln. (323) bzw. (324) zu

1 2
Adu+[—2 4 BTG p, - 20C

326
2 3« al? (326)
Geht man zu Kugelkoordinaten iiber und substituiert mit
w=:— (327)
T
so erhdlt man eine Differentialgleichung 4. Ordnung
w" + D" — C*w =0 (328)
mit
8rG 1
DY =—————— 329
2rG
o =" (330)
al?

Diese Differentialgleichung wird durch die trigonometrischen Funktionen Sinus und
Cosinus und die Hyperbelfunktionen Sinus-Hyperbolicus und Cosinus-Hyperbolicus

gelost.
Mit
~ 1 D* D*2
H:ﬁﬁz7+WO+4 (331)
und

1 D* / D~
~2 1 9 .
RS = —ZQ,% =-> +14/C* + 1 (332)

lautet die allgemeine Losung fiir w:

w = flsm(k‘ l) + Beos(k l> Csinh(k l) + f)cosh(%%). (333)
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Die allgemeine Losung fiir das Potential gewinnt man durch Umkehrung der beiden
Substitutionen:

v, = vl — 1(1213271(]{:%) + Bcos(k:%) + C’sinh(m%) + Ecosh(m%))] (334)
r

Es gilt
1
k? :5[5— 1+Vo6%2 446+ 1], (335)
K :%[1 — 5+ Vo2 + 0+ 1] (336)
und
0 8n@G
BT 3 (337)

Der Parameter § ist umgekehrt proportional zur Polytropenamplitude c, sodafl durch
Anderung von § auch « variiert wird. A, B, C und D sind Integrationskonstanten.
Entwickelt man v; fiir  gegen Null, verhalten sich die Terme mit Cosinus und hyper-
bolischem Cosinus wie 1/r, die Terme mit Sinus und hyperbolischem Sinus werden
konstant. Wie im homogenen Modell mit zentraler Masse liefert das Zentrum keinen
direkten Beitrag zu v, da das ¢-Feld (reziproke Gravitationskonstante) dort unendlich
grof3 wird. Hier sieht man, daf} das Potential v trotz groen £-Werten endlich bleibt. Es
gilt fiir die Integrationskonstante:

D= —B. (338)

Somit darf in der Metrik weiterhin linearisiert werden.

Wiihlt man nichtsinguldre Felder im Zentrum, also keine Punktmasse an r» = 0, so wird
an das Innenpotential v; fiir r = 0 die Randbedingung gestellt, da3 keine Singularitét
bei » = 0 auftreten darf, sodal B = 0 gilt.

Geht man von der Differentialgleichung (321) aus und setzt man die Losung fiir v; ein,
so hat das &;-Feld folgende Gestalt:

_ "N L B(s — 12 LA
fi—r l)+B((5 k:)cos(kl)

— B(6+ H2)cosh(/<§) +C(6+ /4:2)sz'nh(/<§)]. (339)

[A(0 — k?)sin(k

Fordert man an &;, da3 es bei r = 0 endlich ist, so ergibt sich durch Entwickeln von &;
am Nullpunkt, da} B = 0.
Die Losungen fiir v und ¢ im Innenraum lauten somit:

vi = [l — 1(flsz'n(lc%) + C*smh(ﬁ%))]
T

und

r

¢ = %[A(& — K?)sin(k

)+ C(6 + ﬁ)gm@%)}. (340)

e AuBenlosung des Potentials und &-Feldes:
Die AuBenlosung (r > R) ist der Form nach identisch mit der der der homogenen
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Kugel.
Fiir das £-Feld gilt
A A
fa=—e"M+ e, (341)
r r
wobei A = 0 gilt, weil das dulere £-Feld im Unendlichen verschwinden soll.
Fiir v, = 29, gilt
A A . B
Vo= ——e "4 et A— = (342)
r r r
Dabei ist A = Ound A = 0 wegen Verschwindens des v-Feldes im AuBlenraum fiir
r — 00.
Die iibrigen Integrationskonstanten werden wie im homogenen Fall iiber die Stetig-
keitsbedingungen des ¢-Feldes und der v-Komponente der Metrik (bzw. des Gravitati-
onspotentials ®) am Kugelrand » = R bestimmt. Auflerdem ist die Massenbedingung

M(R) = / o(z)d*x (343)

zu erfiillen.
Die Dichte geht am Rand gegen Null, soda3 auch die zweite Ableitungen stetig sind.>’

Die Stetigkeitsbedingungen an der Kugeloberflache » = R fiir £, v und deren Ableitun-
gen liefern folgendes Gleichungssystem:

e (344)
flsm(k?) + B[cos(k?) — cosh(n?)} + C‘sinh(m?) =0, (345)
{flkcos(k;?) - B[kzsm(k?) + /ismh(/i?)] + C’ﬁcosh(/{?)}ys = ly, — Ae P/,

(346)
Vs{flk:zsm(k:?) + B[kgcos(k?) + /<;2cosh(/<a?)] - él‘izsinh(,‘i?>} = —Ae B/,
(347)
1/5{121/{3608(/6§) — B[kg’sin(k?) - mgsinh(/ﬁ?)] - é/ichSh(KJ?)} = 0lv,+
+ A1 — e B (348)

Fordert man explizit die Stetigkeit der zweiten Ableitung von £ an der Oberfliche r» =
R, so ergibt sich

I/S{k;4/~lsm(k;?) + B[k‘A‘cos(k?) - I{4COSh(R$)] + C~’/{43mh(ﬁ?)} = +A(1 - 8)e B/
(349)
Aus GL. (345) folgt direkt
e Bcosh(ﬁ%) —}gos(k%) B ésmh(ﬁj)- (350)
sin(k7) sin(k7)

5"Das Verschwinden der Dichte am Rand » = R wird schon in der Herleitung der polytropen GroBen in [24] gefordert.
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Eingesetzt in Gl. (348) ergibt (350):
- R - R
v [A(K* + /ﬂz)sin(kT) + B(k* + /<;2)cos(k:7)] = —Ae B/ (351)
Gleichung (351) eingesetzt in (347):

. B
C = ﬂi, (352)
g2

go :%cosh(&?) + [k + K% — kcot(k?)]smh(/i?), (353)

928 :/fsmh(ka?) + [K* + K — k;cot(kT)]cosh(KT) + k[sm(k?)—l—

+ cos(k:?)cot(k?)]. (354)

Gl. (345) in (351) eingesetzt, ergibt

A B
(—Ee*R/’ — E)gl = —Ae B/ (355)
mit
T2 1 2y B P12 1 .2 R
g1 = Ak + & )sm(kJT) + B(k* + &k )cos(k:T). (356)
Umgeformt ergibt das

B RZ-1° TR

(357)

X = cosh(k®) — cos(ki)/sin(k%) liegt fiir meistens im Bereich [-4,4]. Bei o = 0, 8
(normiert auf R) wird es aber singuldr. Somit divergieren die Integrationskonstanten
an dieser Stelle. Die Wirkung eines massiven Kerns ist fiir &« ~ 0,8 am grof3ten. Fiir
niedrige Werte von « ist X negativ.

Die Integrationskonstanten A und B kann man mit der Massenbedingung (343) festle-
gen. Das ergibt mit Hilfe von Gln. (344) und (357):

M(R) :%%[%eml _ 1][%(52'71(/{;?) - k?cos(k?))—l—
+ g(cos(k:?) + k?sin(k?) _ 1)
- g(m?smh(ﬁ?) - COSh(ﬁ?) + 1)+
+ %(ﬁ?cosh(ﬁ?) - smh(ﬁ?))] (358)
Das ergibt schlie3lich

B = MGBj; (359)



. 30,2 _
B =5 plRe

k?

R/IU_ ] [%(sm(k:

[ l

l

il

— k?cos(k?))—i—

B R

+ E(COS(]CE) + kﬁsm(k$) —-1)— —(FLTSZ"H,]Z<I€§)—

K2

— cosh(mﬁ) +1)+ E(HECOSh(E?) - sinh(m?))]}_l.

l

K2

l

76

(360)
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5.6.1 Das y = 2-polytrope linearisierte Linienelement mit Higgsteilchen ohne massiven Kern

Postuliert man als Modell eine polytrope massive Kugel mit Polytropenindex v = 2 ohne
massives Zentrum r = 0, d.h. ohne Kern (z.B. eine Singularitét als eine sehr dichte Massen-
anhdufung M), dann gilt B = —D = (. Somit gilt:

e Polytropes Potential- und Higgsfeld ohne Kern:
AuBlen (r > R):

MGB* = _ MGB* g e "tR/
_ Cerl = _ 1
alr) R R Z-1 r (361)
MGB* =
a(r) = = — [—RQe—*/Z +1], (362)
MGB*z, MGB*
= Z(14 =) .
Aa(7) 7 r( + l)e +— (363)

Es gilt aus der Substraktion der Einsteingleichung (241) aus der Gl. (240), wie im ho-
mogenen linearisierten Fall:

X, =8nGoir + &'r — v, (364)

Somit gilt fiir alle Felder:
Innen (r < R), aus Gln. (334) und (339), sowie aus der Integration von Gl. (364):

&(r) :%[A(a - k:2)sz‘n(k:§) +C(6 + HQ)smhm;)]. (365)
u(r) =4 C}’;B [y ™= %(Asin(k%) + Csinh(s7)], (366)
3 6.A C
Ai(r) = - ﬂ? (k%) - ;cosh(/ﬁ%)]—l—
V?[— (k? )(Asm(k%) + ésinh(n%)) — v; + const. (367)

Die Konstante const = E in ); ist eine Integrationskonstante, die sich durch die Stetig-
keitsbedingungen an der Kugeloberfldche ergibt. Die Stetigkeitsbedingungen an r = R
fiir v und £ und deren ersten Ableitungen lauten:

Vg = }—%6 E,
flsin(k?) + C’sz’nh(m?) =0,
[[l/{:cos(k‘?) + é/iCOSh(Ii?)]VS = ly, — Ae T/,

[Akzsm(k$) - OKQSinh(H$)]VS = —Ae B/

[Ak:gcos(k‘?) - C’IichSh(R?)] = lov,+ +A( —)e B/

Das Potential an der Kugeloberfliche » = R schreibt man um in:

B,z _,
_ Z[__~ ,—R/
Vs =5 [ 72¢

Die Integrationskonstanten A und B sind formal identisch mit den Konstanten im ho-
mogenen Fall. Der Wert ist aber durch die Stetigkeitsbedingung bei » = R unterschied-

lich.

—1]. (368)
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e Die Integrationskonstanten:
Die FeldgroBen ergeben sich nach Vorgabe der Parameter R und [ und der Polytropen-
amplitude o und §. Daraus die Wellenzahlen &(§) und x(0) aus GI. (336). Danach durch
Einsetzen in den Gleichungen (350), (352), (353), (354), (356), (357), (360), (358) und
(359) mit B = 0:

l

C = . 369
keosh(k2) + [k 4+ k2 — keot (k%) sinh (k%) (369)
Hierdurch erhilt man
- - sinh(k%)
A=), (370)
sin(kT)
g1 ergibt sich als
1012 2\ R
g1 = A"+ kK )sm(kT), (371)
was zur Konstante
2= R—IL_ R/ 372)
g1 —1

fiihrt.
Dadurch erhilt man die Integrationskonstante B nach Gl. (359) und B* durch B =
MG B*. SchlieBlich folgt:

1
A= —ﬁzB . (373)
Die Stetigkeit des A-Potentials (vgl. (363) und (367)) fithrt mit Hilfe der Stetigkeitsbe-
dingungen von £ und v zu

sin_' (k) R
T 4kR? J{—4ARKk (2l + R)sin(kT)—

— (=A — Be®")(k[8Blxk(k* + k?) + CR(36 4 46x*+

e~/ sinh(

R
const = KT

+ 4&4)]3in(k§)605h(/€?) + (~CR(4K* — 36—
— 41{:25)/4:003(/{?) + k(8CIk(K* + Hg)))sm(k:?))} (374)
=F.
e Verhalten der Komponenten:

1. &-Feld:

Das &-Feld ergibt sich im polytropen v = 2-Modell ohne massiven Kern als rela-
tiv konstant im Innenraum r < R der Kugel mit Radius R. Fiir niedrige a-Werte
positiv wie im homogenen Fall, und negativ fiir hohe a-Werte.

Der Umkehrpunkt zwischen bindende und antibindende Kopplung ergibt sich, mit
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—— T T l

45 Linearisiertes xi-Feld 50

xi-Feld mit alpha = 0,5

&
i

4 Polytrop: 1=2 L
-

delta=30

o=l

£ nozm.

11: Polytropes lineares ¢-Feld mit y = 2 normiert auf MG /R fiir verschiedene J-Werte und [ = 2 und
firl =2,1 =2,5,1 =3und ! = 3,5 mit fester Polytropenamplitude «. Lingere Linien entsprechen hohere
Reichweiten [. o wird gewihlt als a =~ 1, o = 0, 5, bzw. @ = 1 (« ist normiert auf dem Radius).

einer Normierung auf R, nahe des o = 1-Wertes (dabei 0,8 ~ o < 1°®) fiir die
Kurven. Niedrigere Werte fithren zu positiven £-Felder, wihrend hohere zu nega-
tiveren. Also fithren hohe a-Werte zu einer Stirkung der gravitativen Kopplung
durch das Higgsfeld, niedrige zu einer Schwichung.

. Der Metrikkoeffizient v:

Das v-Feld ergibt als der Null anstrebend fiir » — oo. Positiv nur fiir kleine a-
Werte mit « < 0, 8 (mit Normierung). Fiir kleine a-Werte wichst v bis r = R als
Maximum. Fiir gro3ere Polytropenamplituden ist 7 = R ein Wendepunkt.

. Der Metrikkoeffizient \:

Das A-Feld egibt sich als der Null anstrebend fiir » — oo. Positiv fiir relativ hohe
a-Werte o 2 0,8 (mit Normierung) und fiir den mit einem duBeren Verlauf wie
im linearen Fall ohne Kern. Innen (r < R) relativ konstant. Fiir kleinere Polytro-
penamplituden wird A negativ, behilt aber die Form. Bei noch kleineren a-Werten
(<1/4) wird es wieder positiv. Fiir die Dynamik interessieren hier aber solche Werte
nur wenig.

Fazit:

Die Felder verhalten sich fiir nicht allzu kleine a-Werte nahezu wie im homo-
genen Fall, wobei « zu klein zur gravitativen Schwichungen und ungebundenen
Zustinden fithren kann. Dabei zeigt sich o < 0,8 bis 1 oder o 2 0, 8 bis 1 als aus-
schlaggebend fiir die Dynamik. Unter dem Abschnitt der Rotationskurven (6) wird
die Interpretation von « erweitert und iiberpriift und danach an die experimentellen
Daten gekoppelt (6.2.4). Gewisse Constraints an der Polytropenamplitude « folgen

5

8 ist eine dimensionsbehaftete GroBe. Im folgenden wird fiir o innerhalb der PLANCKschen Dimensionen noch auf R normiert.
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o= P ———— 14 nu. alpha=0,5
- L __ _ - / ——
40 | _ w iz
= =] i — ~ 1=3,5
> 35 -7 10 -~ S \
- = I T ~
— Polytrep: =2 E -

" A I1 s -:“xx - e ]
delta=30 normiertes nu-Feld P T

-10 I3 =2 T = ]

- o
-1z b = el N i

-1a

=1.

o=l
oo

-E0

¥ mozm.

-Z5

¥ meEm.

-20
-1

12: Polytropes linearisiertes v-Feld mit v = 2 normiert auf M G y /R fiir verschiedene §-Werte und [ = 2 und
fir afestmitl = 2,/ = 2,5,/ = 3und [ = 3,5. Langere Linien entsprechen hohere Reichweiten [. o wird
gewdhltalsa~ 1, =0,5,a =1lunda = 1, 5.

gleich.

e Die Polytropenamplitude o der 7 = 2-polytropen Kugel:
Die Polytropenamplitude wurde schon im Abschnitt {iber das Linienelement als ein
Stabilitdtswert interpretiert, da Werte wenig unterhalb von « = 1 zu NEWTONschem
Verhalten und noch kleinere zu ungebundenen Zustinden fithren konnen. Oberhab von
a = 1 ergibt sich eine Stirkung der gravitativen Kopplung (und im Abschnitt 6.2.2 sieht
man, kommt es zu steigenden Rotationskurven), was man als Erhohung der Anzahl an
Bindungszustinde interpretiert.
Interpretiert man « iiber die Druck-Kraft, gegeben durch

—2a00), (375)
die die Zentrifugalkraft simmuliert, so 148t sich o abschitzen. So gilt
1 2
a= - (376)
2710
mitv =r A}{TQG.
Nimmt man eine parabolische Dichteverteilung an:
o =—ar, a>0, (377)
|
0o=A— 5&7"2, a>0, (378)

so gilt wegen o(R) = 0:

D
I
DN

R2. (379)
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a0 — 0 -
1=2 o o ri_;'d_ _ =
20 ' -
Y normiertes —an - //
0 35 delta=30 lambda-Feld g
2 —_— —1 é" &0
- ~
B ;
~ 10 = E a0
— - 1~ I R R L TP S lambda, alpha=05
Q f— I ———
40 L — | ]
| ] 120
delta=45
10 h
— 140

lambda, alpha=1
lambda, alpha=15

\ .
— o

13: Polytropes linearisiertes A-Feld mit v = 2 normiert auf MG y /R fiir verschiedene §-Werte und I = 2 und
fiir o fest mit [ = 2,1 = 2,5,1 = 3und [ = 3,5. Lingere Linien entsprechen hdhere Reichweiten [. o wird
gewdhltalsa~ 1,0 =0,5,a = lund o = 1, 5.

Mit der Masse
R
M = / A or?dr (380)
0
erhilt man
1v 4 la 5
M = 47r(§AR — 555’ ), (381)
also
15 M
a = ey (382)
und
dr
a=—GR". (383)
15

Also soll iber diesem Weg « ein Stabilitidtswert der Rotationskurven wegen der Zentri-
fugalkraft aufgrund des Druckes und der Gravitation wiedergeben. Zu kleine o-Werte
ergeben ein klassisches Verhalten nach NEWTON. Das wiedergibt sich in den vorigen
Betrachtungen der Felder der Metrik und des &£-Feldes und wird in Betrachtungen in
weiteren Kapiteln gestérkt.

Die Polytropenamplitude unter voriger Ndaherung der Dynamik ergibt sich von der Gro-
Benordnung der Radienquadrate der Galaxien. In der hierigen Niaherung, mit Normie-
rung auf dem Radius R und sonst mit geometrischen Koordinaten, von der Groflen-
ordnung o = 1. Letzlich folgt aber eine genaue Vorgabe des Parameters nur durch
Vergleich mit den experimentellen Daten (Kapitel 6.2.4). Zu starke Felder im Zentrum
r = 0 der Kugel oder z.B. verflachte Rotationskurven unter homogenere Dichtever-
hiltnissen in Galaxien konnen aber nur unter einer Nichtlinearisierung mindestens des
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&-Feldes betrachtet werden. Das ist besonders interessant, im Falle von grolen Massen-
anhdufungen in dem Zentrum von Galaxien (Abschnitte 5.7 und 6.2.3).
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5.7 Teilweise linearisierte Skalar-Tensor-Theorie mit Higgsteilchen und singuléirer ex-
tremer Zentralmasse

Im Abschnitt 5 wurde bislang die linearisierte Theorie fiir die homogene Kugel diskutiert,
insbesondere fiir den Fall erzeugbarer Higgsteilchen. Das ¢-Feld verschwindet (fast) im Zen-
trum der Kugel, sowohl im homogenen wie im polytropen Fall. Bei der Herleitung der linea-
risierten Feldgleichungen wurde |£| < 1 verwendet. Das erscheint nicht unbedingt plau-
sibel. Im Zentrum der Galaxien konnten grole Massen zu erwarten sein und deren Higgs-
feldwert sollte am Ursprung nicht verschwindend sein. Es scheint daher geboten, diejenigen
Feldgleichungen zu betrachten, bei denen im ¢-Feld nicht linearisiert wird®, insbesondere,
wenn man bedenkt, da3 Higgsfelder gravitative Wirkung besitzen. Es werden die Folgen
eines Druckes untersucht, da p # 0 zu negativen Kopplungen des Higgsfeldes und somit
zu wichtigen Anderungen der Dynamik fiihren kann. Dabei untersucht man den Fall eines
Druckes aus einer extremen singulidren Masse und einer polytropen Dichteverteilung mit
massivem Kern, wobei die Anwesenheit des Druckes die Dichteverteilung verdndert und so-
mit die gravitative Kopplung veridndert. Die Anwesenheit des massiven Kerns bei » = 0
fiihrt zu hohen ¢-Feldern. Die Koeffizienten der zentralsymmetrischen Metrik diirfen bei der
Benutzung nichtlinearisierter {-Felder demgegeniiber weiterhin linearisiert werden, da die
effektive Gravitationszahl (~ (1 + £)71)) im Limes » — 0 gegen Null geht und hierdurch
die Metrik-Koeffizienten klein bleiben. Die teilweise linearisierte Higgsfeldgleichung bleibt
in dem Fall genau wie die linearisierte Version.

Die teilweise linearisierten Feldgleichungen lauten:

71, 1 143 8xG I
(A) %‘F;V BTp 1+2§:115(Q_§(Q_3p))’ (384)
Vo1, 1 1+% ¢ 8aGo
B 5wt fre Mg o5
1, 2143 ' _ IT
©) A=V =) T a1l + (o 30
(386)
2 1 ~ 87
(D) ¢+ ¢ = 56 == (o - 3p). (387)

Betrachtet werden die Feldgleichungen fiir den Fall erzeugbarer Higgsteilchen mit =1,
so folgt:

Vo1, 1 1+ 3¢ 20+p
7| 1 1+3¢ & 8rGo
) P U R S e
(B) 2 7")\ 227 1+¢ 1+¢ 3(1+¢) (589)
1 r21+3¢ ¢ 8w Gor?
S ) IR —
(C) 27"( V)+2l2 I +1+€ 3118 (390)
L2, 1 871G
(D) &+2¢ = 56=——"(0—3p). (391)

3 Analog dem Vorgehen von E. GESSNER in [54].
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Mit polytropem Druck lauten sie

(A) % ”? 2%111%; _ 8WGQ(§+‘?_1>, (392)
" / 3 "

(B) 5 - % + 2%11125 + 1§+€ - 3?3465@5) (393)

0 - L e

(D) €+ 2¢ — &= —""C o1~ 3ag™™), (399

Das heiBt, fiir einen beliebigen Polytropenexponent v ist die Aulenldsung von derselben
Form wie fiir v = oo. Die Innenlésung mit » < R héngt von der Dichteverteilung der Kugel
ab, hier entweder homogen (konstante Dichte) oder polytrop (v < oo). Allerdings wird man
in dieser Arbeit nur die Folgen einer Zentralmasse im homogenen Fall betrachten, insbeson-
dere weil flache Rotationskurven schon im v = 2-polytropen Fall ohne Kern mdglich sind.
Dennoch konnten die Folgen der Zentralmasse (gegeben durch die Konstante B) in der Dy-
namik polytroper v = 2-Kugeln interessant sein.

5.7.1 Die statische zentralsymmetrische Losung fiir die homogene Kugel mit singuliirer Zentralmasse

Nimmt man an, daf} die Kugel homogen ist, also, dal die Dichteverteilung o im Innen der
Kugel (r < R) konstant bleibt. Der Druck wird vernachlissigt. Er ist im Vergleich zu der
Dichte pc? verschwindend klein, also handelt es sich um den Fall nichtrelativistischer Teil-
chen, sodal} p ~ 0 gilt.

Die Vakuumslosungen sind aus dem linearen homogenen Modell bekannt (vgl. Gln. (250),
(255) und (257)). Die allgemeine Form der inneren Higgsfeldgleichung mit » < R ist Gl.
(273):

1
& = —(Clsinhf + Czcoshi) + %QZQ.
r [ l 3
(5 ist an C'; gekoppelt durch Gl. (276)
Cl = —CQ — %F@(R + l)e*R/l

und wurde in der Behandlung des Modells der homogenen Kugel in linearer Ndherung (5.4)
gleich Null gesetzt. Nimmt man eine singulidre Masse im Zentrum der Kugel an, so kann
man C5 # 0 wihlen und aus der Zustandsgleichung geben.

Betrachtet wird jetzt eine isolierte homogene Kugel, in deren Zentrum eine Punktmasse
Mg sitzt. AuBBerdem wird der Druck der Zentralmasse in den Feldgleichungen nicht vernach-
lassigt, sondern iiber eine extreme Zustandsgleichung mit der Punktmasse Mg verkniipft:

p =ap
—a M5 (7). (396)
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Dabei ist

- §(&): die Delta-Verteilung.

- a: ein Druckparameter (a > 1).

¢ ist jetzt im Zentrum singuldr und sonst klein.

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten gehen wir wie folgt vor:
Die Higgsfeldgleichung fiir die singuldre Masse lautet:

2 1 G .
s+ ;ffq — s = —TMS(S(@(l — 3a) (397)
mit der Losung (§ — 0(r — 00))
2G -/l
€= o (1—3a)Ms—. (398)
3 r
ol
—an [
P ol
? -&0 |
I } Singulirer xi-Feld-Anteil

14: Singulidrer Anteil des ¢-Feldes pro Masse M normiert auf dem Radius R und mit Ms/M = 1, 5,10, 20, 40.
Hohere Massenverhiltnisse entsprechen hohere Betrige des Feldes.

Die Konstante (' in GI. (276) bekommt man durch Vergleich des Grenzwerts

r
mit der allgemeinen Losung fiir das £g-Feld der isolierten Punktmasse, die ebenfalls fiir
r — 0 entwickelt wird.

Das fiir » — 0 entwickelte ¢g-Feld lautet

2G Mg

(r—0) (399)

r
Also folgt durch Vergleich
2G
02 = ?(1 — 3(1,)M5. (401)

Einsetzen in (276) (bestimmt unter der Voraussetzung der Sterigkeit des £-Feldes und seine
Ableitung in r bei r = R, vgl. (274) und (275)) liefert:

_2MG , R L, gy T
& = 73 °[1 (r +7")€ smhl}—l—
2G e/t

+ ?(1 — 3&)M5 (402)

r
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und

2 —r/l
lz(Rcosh? — lsinh?)er/l + ?G(l — 3a)MSe

[ 2MG
‘" rRs

(403)

, .

Die Integrationskonstante A aus Abschnitt 5.2 wird im Bezug auf Kapitel 5.4 und 5.5 des
homogenen Modells ohne Kern renormiert durch A — A 4+ Ag, mit A als die Integrations-
konstante im ganz linearisierten Modell mit C; = 0. Dasselbe wird auch mit den anderen
Integrationskonstanten durchgefiihrt.

Zuriick zu den Feldgleichungen, 148t sich Gleichung (388) umschreiben durch Multiplikation
mit 272 in

2 143 20+
V'r? 4 2rv + %f 1 +2; = 167Gr? 31Q+ gp. (404)
Daraus folgt
2 14 3¢ 20+
2 n , T 2 230 TP
_ — 167Gr23=— = 405
(7’V)+12§1+g 7T7’1+€ (405)

Definiert man ® durch A® = (T;:; )" so kann man Gl. (405) umschreiben in

1 14+3¢ 8rG 2
— = = 406
B Tre " Treaetr) (406)
was eine Verkniipfung mit [54] zeigt. Diese nur im Potential linearisierte Feldgleichung ist
zunéchst formal wie die aus [54].

AuBerhalb der Singularitit wird von einem vernachlidssigbar kleinen Druck und einer ho-
mogenen Dichteverteilung ausgegangen. Dieses Modell ist in sich konsistent [54].

Zur Losung der Potentialgleichung soll bemerkt werden, dafl auf der linken Seite der
Gleichung, der Quotient (1 + 3£/2)/(1 + &) auftritt, der gemdB den £-Gleichungen (402)
und (403) fiir r — 0 gegen den Wert 3/2 und fiir r — oo gegen 1 geht. Da der Quotient
monoton ist, liegt sein Wertebereich im Intervall [1, 3/2]; er kann deshalb zur Vereinfachung
der Rechnung durch eins gendhert werden.

In der Herleitung der Feldgleichungen wurde fiir die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 ge-
nommen. Wird ¢? mitgenommen, so steht auf der rechten Seite dieser Potentialgleichung im
Nenner (1+&c2). AuBerhalb eines zentralen Bereichs ist das £-Feld von der GréBenordnung
eins, sodaB £c~2 dort vernachlissigt werden kann. Nur im Zentrum, wo ¢ singulidr wird, ist
dieser Term mitzufiihren. Somit gilt fiir die Vakuumldsung, bis auf Integrationskonstanten,
die des linearisierten Modells.

Die Feldgleichung fiir das Potential kann in folgender Form geschrieben werden, indem
Druck und Dichte in singulidre und homogene Kugel-Anteile separiert werden:

1 G 2 167G

(s0s +ps) + 3

AD 4+ —¢ =
Tt T 1

OH (407)

mit:
- 0s, Ps : singuldren Dichte- und Druckverteilungen im Zentrum und
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- opg: der Dichteverteilung fiir die homogene Kugel.

1. Zunichst zur AuBlenlosung der Differentialgleichung:

Durch die Vereinfachungen aufgrund des rapiden Verschwindens der Higgsanteile er-

wartet man eine Losung der Form der linearen Vakuuml6sung der Feldgleichung (388).

Also

A r B
r_ —r/l
vy = 5 N1+ 7) + 5 (408)

A ergibt sich weitgehend aus den Anschlubedingungen fiir die Higgsfeldgleichung im
linearisierten Modell. Dazu kommt aber noch ein Term dazu®:

2MG , R .. R
73 l [RcoshT - lsth] + Ag, (409)
Ag sieht man sofort aus den Higgsfeldwerten (403) und (402) (nachdem C; und Cs
durch Gln. (276) und (401) bestimmmt wurden):

IMsG 1
AS = R3 (g — a).

Der Term kommt aus der angenommenen singulidren Masse. Nur B ist an dieser Stelle
unbekannt, da die Materiegleichung (392) wohl im teilweise linearisierten Modell ver-
dndert wurde, zum ersten durch die Nichtlinearisierung des £-Feldes, aber auch durch
die Hinzunahme einer singuldren Masse im Zentrum der massiven Kugel (was aber im
Endeffekt gleichbedeutend ist, da, wie schon gesehen, sonstige nichtlineare Terme au-
Ber der Mg-Anteil in £ vernachldssigbar sind, da Mg nur durch das Higgsfeld an der
Materie koppelt, wie man unten sieht).

A:

(410)

2. Die inhomogene Differentialgleichung (406) fiir den Innenraum der Kugel wird mit der
Greenfunktion

GZ7)=——=——= (411)

geldst. Man erhilt so fiir das Potential ® folgende Integraldarstellung:®!

~ 2 (")
® =—2GMs(Z + / = da -
R e ([
2r ™ R
4G . r2dr sindd' dy'dy’
- = ou(r') +
3 V12 —2rr'cost + r'?
00 0
L FT 24y’ sind'di' dy’
I ///@(7”/) r'“dr'sin ©® n
8ml V12— 2rr'cost) + 1”2
0 0 0
2T m™ o0

12 ! an / / /
+%///§a(7’/) r'“dr'sindd' d¥' dy 412)

V12 = 2rr'cost) + r'?

%0Durch die Renormierung folgt A — +Ag mit A = Ajjy,eqr.Dasselbe gilt fiir die anderen Integrationskonstanten der Felder.
!n Polarkoordinaten ist |Z — @| = 72 — 277/cos9’ + /2 und fiir das Volumenelement d3x’ = r'2dr’ sindd’dy’.



Das erste Integral in der vorigen Gleichung fiihrt auf

(—’/
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dz!

() " ()
/<1+5<\f'r>\f—ff|>d /<1+%>\f—

12|

=0,

|

(413)

als Folge davon, da3 das Higgsfeld ¢ fiir  gegen Null unendlich grof8 wird. Das bedeu-
tet, da3 die Zentralmasse keinen unmittelbaren Beitrag zum Potential beisteuert! Nur
indirekt tiber das ¢-Feld geht die Zentralmasse in das Potential ein, allerdings so, daf

dieses nicht singulédr wird.

Man sieht, daf} die Losung aus dem linearisierten Modell weitgehend benutzt werden
kann. Nur der singulidre Massenanteil des Higgsfeldes ist noch zu beriicksichtigen.
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5.7.2 Das teilweise linearisierte statische Linienelement einer homogenen Kugel mit Extremmasse und
Quelle des Higgsteilchen

Nach voriger Betrachtung mufl man die Effekte der singuldren Masse nur tiber das Higgsfeld
beriicksichtigt werden. Sie wechselwirkt nur dariiber mit der Metrik.
Die Gleichung (388) 146t sich also integrieren.
Der singuldre Anteil von v/ ist dabei
, 2MsG

o _ —r/l r
Vg o) (1—3a)e (1+l). (414)

Somit lautet die Losung von Gl. (388)

Innen (r < R):

2M 1 2
) MG : l—(sinhi — icoshi)—

v=pr (gt e)e

L1 l
1 Mgl ., R R R
—(a—=)——le"""(—+—+)——]} 41
(0= 32+ T =) @15)
AuBlen (r > R):
2MG R > R R R [
= — {1+ (= — —sinh=)[(1+ =)(1 —e B/
Vo ="p 7a2{ + RQ( l coshl sinh l (1 + R)( e )+
[ r 1. M r
—e M1+ o) = (a— =) =2[e M1+ -)—1 41
F e M1+ D) = (= )T+ T) ~ 11}, 416)
mit der Integrationskonstante
2 l 1. M
B =2MGJ[l + ﬁ%u — eR/l)(?cosh§ — sz’nh?) —(a— g)WS], (417)
analog ausgerechnet wie im linearen Fall.
3 /
. \ m' mit singulirer ] 5l 1=3

=2. Masse

. MV=50 .
1=,
MV=50 / \
2 = .
, . MV=30

\
\I\-n’:m“““

SN B ] 4 T
T =2 MV=ST T T— MV=5 SR

4 MV=S T ‘\\ . I
of \ e —] -
2

4 £ & 7 [ 1 z 2 4 5 £ 7

RARAC Y]

¥ Gy

o

15: v/ pro Masse M mit singulirer Masse Mg, a = 1 und Einheitsradius R = 1. Hohere Werte fiir hohere
Massenverhiltnisse und niedrige Reichweiten [.

Ersichtlich bleibt, daB +/, im Gegensatz zum &-Feld, infolge des Verschwindens der ef-
fektiven Gravitationszahl im Zentrum, im gesamten Definitionsbereich endlich ist, sodal} die
Linearisierung retrospektiv gerechtfertigt ist.

' wird fiir hohe Massenverhéltnisse Mg /M groBer, wobei Kurven mit kurzer HIGGS-Reichweite,
d.h. hoher Higgsmasse, am hochsten liegen.
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Die Ableitung des raumlichen Metrikkoeffizienten A kann analog wie in der ganz-linearisierten
Theorie hergeleitet werden. Dabei gilt geméll Gln. (388) und (389) fiir nichtrelativistische
Teilchen:

)\l 5// / 87TG

1+§ y+—(1+§)gr (418)

V' ist gegeben. Die \'-Gleichung 148t sich auBerdem noch vereinfachen, da 1 + C% ~ 1 ist.
So wird A zu

/)\dr—/ lmmrdr—l—/)\’smgd (419)

/SWGQTCZT + /gl'mearrdr + /gszng rdr — /(Vl/inear + V;ing.)dr' (420)

Es gilt innen (r < R):

2 R l r 1 M s € -/t
_2MG—1—— e ®sinh—] + ~(1 -3 :
(r) = 2MG{5[1 = (= + S)e MlsinhT] + 2(1 - 30) 2}
Der singuldre Mg-Anteil von & dominiert dessen Dynamik, soda3 hohe Massenverhilt-
nisse (im Falle a > 1/3) £ erniedrigen, wobei hohere Betrige (negativ) zu hohen [-Werten
gehoren.

(421)

Fiir v im Innenraum (r < R) gilt nach Integration von v, analog zur Gl. (308)

MG 12 r.  2MsG 1

vi(r) = 7 —[r?*+2(R+ l)—smhl] (a — g)(e”"/l +1)+ D, (422)
mit der Integrationskonstante D.
Fiir \; gilt analog zur Gl. (303)
2M 12 .
(1) = — Rf[ I(R+ z)e*R/lcoshl + — (R +1)(1— R”)sinh% + 4%+ Niging. + E
(423)
2M 2
=— R3G (R +1)e R/lcoshl + — (R +1)(1—2e ’R/l)sinhg + 41%)—
2MsG _ 2l2 1.1 1
— —1+3a)e Y (—1 — —2M — e+ 2]+ E
o (14 Ba)e T~ = =) — 2MsGla = g)oe T+ ]+
2M I
=— Rf [I(R+1)e R/lcoshl +—(R+1)(1 - Rﬂ)sz’nh% + 412 -
2M 1
— TSG(a — g)(e—r/l +1+ 7e—r/l) +E, (424)

mit der Integrationskonstante £ E soll der nichtsingulédre Anteil von E sein. E ist die Inte-
grationskonstante.
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AuBlen (r > R) gilt
12 R R 1 Mgy

2MG
_ —r/l . 1
a(r) = e [_R3 (Rcosh—l - lsmh—l )+ 3(1 - 3a)—M ]. (425)

Es gilt fiir den zeitlichen Koeffizienten der Metrik im Auflenraum (wie in Gl. (297))

or L —_— — B of [ — = o -
//’;;f;;?: s 7 |

e e
: UL

{ 77 1

_z5 [

e /

{ f a=1/2

- "l

EFCm En)
s
2
-
P |
2
1
—
f (m o)

Ef(m Gg)

|
]
|

16: ¢-Feld pro Masse M mit singuléirer Masse Mg und Normierung auf dem Radius R, mit Mg/M = MV =
5,30,60 (I = 2,4). Die Reichweite [ spielt im Vergleich zur singuldren Masse eine unerhebliche Rolle in der
Dynamik, wobei hohere Betrige des Feldes zu hoheren Reichweiten [ gehoren. Fiir a < 1/3 koppelt das £-Feld
antigravitativ.

As —p _ Bs

(426)

Vo = Valinear r

Dabei sind As und Bg die Anteile der Integrationskonstanten A und B gehdrend zu der
singuldren Masse im Zentrum (neu aus der Annahme C5 # 0 in (276)). Also:

2M l 52
va(r) = RgG [l%;sinh? - gcosh?)e_T/l - R% — ?(R +1)(1— e_R/l)(§cosh§—
R 2MsG 1
— sinh=)] + 5 (a0 — e+ 1), (427)

AuBerdem gilt, wie linear:

)\a :)\alinear + )\a sing.
As
:)\alinear -
r

B
(1+ %)e—’”” + =5 (428)
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Also (wie (298))
2MG , R . R r
— _ o 101 TN -1/l
Ao 7 I*[Rcosh l lsinh l (1 + l)e +
2MG I R+1 R R R
ST e P — e B2 = _ ginh—
1+ 7 R (1—e")( l coshl sinh l )+
2G r 2MsG 1
iyl I et bl O
+ 3 (1 —3a)Ms(1+ l)e " (a 3). (429)
Aus den Anschlu8bedingungen an A und v folgt, wie im linearen Fall:
2MG 2MG R
E = 2 4207 1 —e B — 4
T (R*+20°) + 7 I(R+D(1—e )coshl : (430)
=F.

Aus den Stetigkeitsbedingungen folgt, analog wie im linearen Fall:

MG _MG R R R R MG R
D= —3T - QWZQ[(l + T)COShT - TB_R/lCOShT] — QFZQG_R/Zsth.
(431)
Somit sind die zeitlichen Metrikkoeffizienten:
Innen (r < R):
MG, ? . r. 2MsG Ly
Vi =3 [ —|—2(R+l)?smh7]+ . (a—g)(e +1)—
MG _MG R R R R MG R
o __2_21 o v v —RJl __2_2—R/l' =
3 = R3l[( + Z)COShl re coshl] R3le smhl
432)
Aullen (r > R):
2MG 4,1 R R R R® 2 R R
Vo =3 [ZQ(;sth — 7COSh7)€_T/l - ?(R +0)(1— G_R/l)(TCOShT—
2M 1
- smh%] + SG(a — g)(e*”l +1). (433)
Fiir den rdumlichen Koeffizient gilt:
Innen (r < R):
2M 2
Ai(r) =— RgG (R + l)e_R/lcoshg + Z—(R +0(1 - 26_R/Z)smh§ + 41%)—
r
2M 1
N TSG<CZ . g)(efr/l +14+ %efr/l>+
2MG, o 2MG R/ R
+ B (R”+20°) + 7 (R+1)(1—e ") cosh T (434)
AuBlen (r > R):
2MG , R . R r
— _ o 101 TN -1/l
Aa(T) 75 l [Rcoshl Lsinh l 11+ l)e +
2MG > R+1 R R R
" 1+ ET—F(I — e_R/Z)(TcoshT - sinhT)]jL
2G T 2MsG 1
el P it bl P
5 (1= Ba)Ms(1+ e - 3). (435)
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e i

Witm Gy)
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P
e
WF G Gy
5
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P

_f3o \\ 10 \

z0 !

= \ ~
\*&b—q?ﬁ: N [ S S N
o = —_— —_—T——— -——___-ZE = —_—t . | T T :E___E
] 1 z ] 2 5 5 7 0 1 2 3 4 5 5
’ e SR e S
R g s —
so [ |
40
/ / 60 a=0,1

-&0

17: Auf R normierter v-Koeffizient der Metrik pro Masse M mit singuldrer Masse Mg und | = 2,4 (Mgs/M =
MV =5,30,60). Wesentlich fiir die Dynamik ist das Massenverhéltnis. Hohere Kurven entsprechen groferer
Reichweiten [, auch normiert auf R.

e Diskussion der Koeffizienten:

1. &-Feld:

Das ¢-Feld (mit @ > 1/3), anders als ohne singuldre Masse, ist negativ (und sin-
gulér), mit einer steileren Kurve, je steifer die Materie ist. Und auch, wenn auch
weniger, je kleiner die Massenverhiltnisse Mg /M sind. Hohere Kurven erhilt man
fiir groBe Massenverhiltnisse.

Das &-Feld strebt fiir 1 — oo gegen Null an und ist fiir steife singuldre Materie
negativ (niedrigere Werte fiir groe Reichweiten /). Der Betrag ist niedriger, je
weniger steif die singuldre Materie ist, bis £ fiir « = 1/3 (Strahlung), so wie im
linearen Fall ohne Druck wird (dann gelten die Ergebnisse der homogenen Ku-
gel). Singuldre Strahlungsmaterie koppelt nicht und trigt zum ¢-Feld nicht bei.
Niedrigere (also vom Betrag her hohere) Werte erhilt man fiir hohe Reichweiten [,
niedriger, wenn Mg /M groBer ist, und wenn a groBer wird. Werte a < 1/3 fiihren
zu antigravitativen Kopplungen des Higgsfeldes und moglichen ungebundene Zu-
standen.

2. Koeffizient v:
Im Gegensatz zum linearen Fall, ist v fiir singulédre steife Materie positiv und fiir
nicht zu kleinen Reichweiten [ und geniigend grof3e a-Werte immer konvex fallend,
aber auch den Wert Null anstrebend. Er fillt rasch im Innenraum, schneller fiir
groBere Massenverhiltnisse Mg /M und steifere Materie, d.h. unter anderem, daf3
die Kurven hoherer Massenverhiltnisse hoher liegen als die niedriger. Fiir weniger
steife Materie a < 1/3 (und antisteife) sind negative Bereiche moglich, insbeson-
dere fiir grole Higgsmassen und kleine Massenverhiltnisse. Das ist z.B. im Falle
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18: Auf R normiertes Feld A pro Masse M mit Mg/M = MV = 530,60 (I = 2,4, normiert auf R).
Die singuldre Masse Mg dominiert die Dynamik, wobei bei gleichem Massenverhiltnis hohere Reichweiten [
Hohere Betrige hervorrufen.

a = 0,5 nur fir [ = 0,5 der Fall, mit Mg/M = 10. Das ist der Fall, wenn der
Mg-Term in v nicht mehr dominiert und die lineare Form von v wieder zutrifft?.
Im AuBlenraum ist das Verhalten @hnlich, nur treffen sich die Kurven gleicher Mas-
senverhiltnisse Mg /M, sodaB fiir relativ groBe Abstinde r die Reichweite [ un-
wichtig wird (i.A. spielt sie eine untergeordnete Rolle gegeniiber M). Diese Mas-
senverhéltniskurven liegen niedriger, je weniger steif die Materie ist.

3. Koeffizient A:
Gekoppelt an die singulidre Zentralmasse wird A negativ, solange a > 1/3 gilt. Im
Innen ist A singulér bei r = 0. Das Potential wéchst rasch von A — —oo und néhert
sich asymptotisch fiir 7 — oo der Null an. Die Werte werden betragsméfig grof3er,
je steifer Zentralmaterie und je groBer das Massenverhiltnis ist. Im AuBenraum
wichst das Potential weiter gegen Null. Hohere |\|-Werte gehoren zu hoheren [-
Werten.

4. Allgemein kann gesagt werden, dall der singuldre Mg-Anteil aus dem Higgsfeld
die Dynamik der Komponenten dominiert, ja solange Mg # 0 und a # 1/3. Im be-
sprochenen Fall bewirkt a > 1/3 ein extra gravitatives Verhalten, das als Dunkle
Materie interpretiert werden kann (siehe Rotationskurven unter 6.2.3); a < 1/3
fiihrt zu Schwéchungen der Bindung und somit in manchen Fillen zu ungebunde-
nen Zustdnden.

©2Linear wird es ja mit @ = 1/3 (Strahlungfall), mit kleineren a-Werten kriegt man v fiir ein bindendes Verhalten und nicht mehr fiir
flache Rotationskurven, wo das Higgsfeld antibindend wirkt
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6 Die Rotationsgeschwindigkeit in statischer sphirischer Symmetrie

Die Rotationsgeschwindigkeit freier Teilchen in zentraler Symmetrie wird untersucht. Die
Rotationskurven (Tangentialgeschwindigkeiten) spiraler Galaxien werden geméil den
linearen Losungen der HSTT bestimmt. Die notigen Massenverhiltnisse und
Polytropen-Amplituden werden fiir die Erklidrung flacher Rotationskurven untersucht,
sowie die Massenverhiltnisse tiir ungebundene Zustéinde.

6.1 Die Geoditengleichung und die Tangentialgeschwindigkeit

Nach den Prinzipien der relativistischen Mechanik ist die Bewegung freier Teilchen gegeben

durch die Geoditengleichung mit u* = dg—::

u“””u,, =0 = u"pu’ =T u*u” (436)
At

T ods?

Das kann man umschreiben in
u™ ot = —(Dpgulu® 4 2T ulu™ + T u') (437)

mit p,v =0,...3und,m,n=1,...,3.
Ausgeschrieben folgt mit 2 = (¢, 7,9, ¢):

d*t
-5 == [oou’u’ — 2 ulut — I utut — T9, v?u® — T9; uiu?,
ds I — =4 N~~~
d2
d—z == -2, u’u' — Tu’u® — T ulu' — Thuu® — Tau’u?, (438)
s - 01
d*9
ik [o,u’u? — 2l utu? — Tiauiu?,
s 202
d*p 3.0, 3 31,3 3.2 3
E = — 2F03u u — 2F13U u — 2F23U u .
Die Faktoren mit . verschwinden im statischen Fall, die mit verschwinden mit Kriim-
mungskoordinaten.
In Kriimmungskoordinaten lauten die Gleichungen in (436) explizit (im statischen Fall):
d*t
<= =v'uut, (439)
Pr Vo, ne A1
eI (u’)* — E(u ). (440)

i%f und i%f verschwinden nach (103). Fiir u# gilt (104) und (106).
Betrachtet wird eine Bewegung in der Aquatorialebene 1) = 7 fiir die ideale Flussigkeit.

Daraus folgt aus (438) (siehe [85]):

! pV /
vt“”:v“”:\/rye :VEEU. (441)
2e 2
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Hieraus kann v'*" aus dem Potential » bestimmt werden.

Aus der Gleichheit der Schwerkraft und der Gravitationskraft ergibt sich die Tangentialge-
schwindigkeit in seiner anschaulichsten Form. Es gilt:%?
200

v (442)

r or
Es gilt v = 2®, sodal} (442) direkt zu (441) fiihrt.
Mit (441) und (442) wird endgiiltig klar, da3 es sich beim Potential in (406) exakt um das
Gravitationspotential ® handelt, da mit

folgt

2 2 2 2 2
AP ="+ 29" = - 4 =L (443)
T T T T

Mit (441) folgt die in Abschnitt 5.7 definierende Formel von A® = AD vor Gl. (406):

(7,.2]//)/

AP =
22

(444)

%3 Daraus kann in der NEWTONschen Niherung die Geschwindigkeit ausgerechnet werden, mit dem Gravitationspotential der Form
® = O + P p. D erhilt man aus der Stérung hop mit g = Npr + hpw, [huw| <K 1.
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6.2 Die Rotationskurven

6.2.1 Die Rotationskurven im linearen Modell homogener Dichteverteilung

Im linearisierten Modell der HSTT mit konstanter Dichteverteilung ergeben sich in [103]
verflachte Rotationskurven im Falle von nicht-erzeugbarer Higgsteilchen (d.h. ohne Quel-
le) (siehe Abschnitt 5.3). Dabei benutzt H. SCHOOR die Hochdrehimpulsnidherung fiir den
Higgsfeld (s. [103]). Also ist es moglich, bei der Betrachtung nur gravitativ koppelnder
Higgsteilchen, Rotationskurven zu bekommen, die den empirischen dhnlich sind, soda} die
Higgsteilchen nach dem SM zur Losung des Dunkle-Materie-Problems beitragen konnen,
indem die Dynamik durch das Higgsfeld so verindert wird, da die Rotationskurven flach
bleiben®. Im Falle des Higgsteilchens mit Kopplung (wie hier hauptsichlich behandelt),
geht man von dem zeitlichen Potential v (vgl. (297) und (308)) und Gl. (441) aus. Somit, aus
Abschnitten 5.4 und 5.5 lautet die Geschwindigkeit:

Innen (r < R):

MG 12 roor r
o MG, o “Negimp T T T
v = [r (R+l)(r)(smhl lcoshl)]. (445)
AuBlen (r > R):
02 = g (s T — sinh T [(1 4+ £)(1 — ) + T+ ),
(446)
T |
| =t Rotationskwrven

1 I 4 |

|
[ ; Y‘\T =3 linearisiert
0.& [ \

¢ / lir Mﬁ"‘:‘ =
E =f — | -
04 H---__h'“‘-n-:— - -
/ e T
a_z

19: Tangentialgeschwindigkeit in linearer Nidherung normiert auf (/M Gy /R3), und Normierung auf R.
Lianger gestrichelte Linien gehoren zu groleren Reichweiten {.

%4Eine nihere Betrachtung des Modells mit quellenlosem Higgsteilchen steht auBerhalb der Ziele dieser Arbeit und wird der Vollstin-
digkeits halber erwéhnt.



98

e Vergleich mit NEWTONscher Nédherung:

Wie man sieht, ist der Verlauf der Rotationskurven NEWTONsch. Nur, die Geschwin-
digkeiten liegen in der hiesigen Niherung hoher als die NEWTONsche Geschwindig-
keit. Die Kurven liegen sogar merklich hoher.

Auch ist zu erkennen, dafl die Rotationsgeschwindigkeiten am hochsten sind, wenn die
H1GGs-Reichweite [ am niedrigsten ist. Ein Verhalten, das plausibel erscheint, da hohe
[ kleine Higgsmassen M des Higgsteilchen bedeuten. Also sollte man erwarten, daf die
Rotationskurven NEWTONscher werden, wenn die Masse verschwindend klein wird.

Setzt man an dieser Stelle

R r r
= — = —(>1 = - 4'47
in die die Tangentialgeschwindigkeit ein, so wird die nichtgeniherte Losung im Auflen-

raum r > R (unter Betrachtung von c) zu

v 3MGy 1 1

ST Re Ut

o (Beosh — sinhB)[(1+ L) (1 — ) + Le=22(1 + Ba)]}.

B B
(448)

2 3 a a
Ab=tand = Ab=tand =

20: v2 normiert auf (M Gy /R) mit 8 = £, fiir > R mit Kugelradius R.

Mit § < 1 gilt fiir die geschweifte Klammer in Gl. (448) (bis 2. Ordnung in [3):
1 1 1 1 1
1+ -8[(14+=)1 - = — (14 =p%?
+30l0+ )1 = 50+ 50+ 56"

1 1.1 1
=1+ 2001+ 50+ 5(1 + §ﬂ2x2)]

R R0 L A C7)

Also gilt im Extremfall groBer Reichweiten [ (I > R):

1
v B (450)

Der erste Anteil ist NEWTONsch, wihrend der zweite schwach (da 3 klein vorausge-
setzt wird), verflachend wirkt. Dieser wirkt stédrker (also nach kleineren Abstidnden), je
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groBer 3 gewdhlt werden kann.

Der [3%z-Anteil wirkt dem Abfall entgegen der Kurve, wiihrend der 1/z-Anteil (fiir
f < 1) NEWTONsch wirkt. Wie man aus den Bildern sieht, hat die Tangentialge-
schwindigkeit innerhalb der linearen Ndherung der Higgs Skalar-Tensortheorie im we-
sentlichen NEWTONsches Verhalten, obwohl eine hohere Geschwindigkeit als in der
ART herauskommt. Es ergibt sich eine Erhohung der Kurven bei fallenden [-Werten,
aber eine Verflachung findet wegen der e =% = e~"/!-Anteile der Geschwindigkeit nicht
statt. Innerhalb der obign Niherung 3 < 1 wiren zu gro3e 5-Werte, die eine Wieder-
erhohung der Rotationskurven mit sich bringen wiirden, verboten.

e Fazit: Also ergeben sich innerhalb der linearen Niherung fiir statische homogene Ku-
geln verschwindender Druckanteile in der HSTT mit wechselwirkender Higgsteilchen
fiir nichtrelativistische Teilchen keine flachen Rotationskurven.
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6.2.2 Die Rotationskurven fiir die linearisierte polytrope v = 2-Kugel ohne Kern

Im linearisierten Modell einer polytropen Kugel ohne Kern (Abschnitt 5.6) mit Polytropen-
exponent v = 2 lautet mit Hilfe von Gl. (441) die Tangentialgeschwindigkeit

Innnen (r < R):

M A > _k 3
v? = 2—53*[%6}2” — 1][?sm(k:%) + gsmh(/ig) — Ajcosh(kg) — C%COSh(FL%)],
(451)
Aullen (r > R):
MG R z R R
2 _ Bfl—— — =/l Ty 452
R RG] 452)
Hieraus erhilt man Rotationskurven nach Wahl von « oder § und [ durch § = %lz und

anschlieBender Festlegung von %(¢) und x(6) und der Integrationskonstanten. Man erhilt
gewolbte Peaks bei r; ~ 2 - [, und zwar hoher fiir niedrigere J-Werte. Dieses Verhalten ent-
steht durch die nicht abrupte Anderung der Dichteverteilung am Kugelrand » = R, sodaf}
die Stetigkeit von " gegeben ist. Fiir § entsprechend o = 1 (mit Normierung auf dem Ra-
dius R) ergibt sich noch ein Maximum bei » ~ 1. Fiir niedrigere o-Werte als 1 fallen die
Rotationskurven nach dem ersten Peak ab. Sie werden NEWTONsch. Die zu o« = 1 gehorige

T
- ro~ - - delta=51
=25 - - ;

1.z

20 < -~ \ 1=2 ,5 -
- b} -
. delta=7 * \ R E

— =55

. " ‘17 o “ —_— delta=55

H =2 i g —-—

A — H } \\ ™ delta=58 —

; =15 ' — — | — 50t \ —

=2,5 B _
delta=15 T o.a

10

 — ] ] delta=63

|
I/ - 0.z /
of / ] ol / Lx h:_

4 4 3 & 10
&b=stand T &b=stand T

21: Normierte Rotationskurven fiir niedrige §-Werte. Fiir hohere § werden die Rotationskurven NEWTONsch.
Fiir die Normierung siehe vorher.

d-Werte lauten:

(171,755 ] 2 [25] 3 | 35 | 4 |
(525,65 | 33,51 | 52,36 | 75,40 | 102,63 | 134,04 |

o = 1 ist der kritische Wert, oberhalb dessen flache Rotationskurven entstehen. Fiir hohere
0-Werte (niedrigere Polytropenamplituden) wirkt die verdnderte polytrope Dichteverteilung
nicht mehr stark genug um die Dynamik der Kugel so zu verindern, dafl die Rotationskur-
ven flach bleiben. Mit etwas hoheren Polytropenamplituden o« werden die Kurven zu hoch.
Das steht im Einklang mit der Interpretation der physikalischen Bedeutung von « als ein
Parameter, der zum Gleichgewicht zwischen Anziehungs- und Repulsionskriften fiihren soll
(siehe Abschnitt 5.6.1). GroBere Polytropenamplituden fiithren zu hoheren Bindungszustin-
den, sodaB3 hohere Tangentialgeschwindigkeiten moglich sind. Dabei verflachen die Kurven
hoherer Reichweiten [ bei groeren Abstinden r¢ ~ 2 - [. Zu niedrige o-Werte ergeben Kur-
ven unterhalb der NEWTONschen Kurven. Ungebundene Zustéinde (fiir » > R) ergeben sich
bei a = 0, 8. Fiir « < 0, 8 werden die Geschwidigkeitsquadrate negativ, also wirkt der poly-
trope Druck durch die verinderte Dichteverteilung nicht bindend genug. Die Kopplung wird
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22: Normierte Rotationskurven fiir o ~ 1 (§ = 51,52,53,54) mit [ = 2,5 und fiir « = 1 fiir verschiedene
Reichweitenl = 1,75,1 = 2,1 = 2,5,1 = 3,1 = 4 (auf R normiert).

1

05 /ﬁ\ 1=2,5 " 2
NI °/\
BIERY £

. 1
/ \\ . |delta=c4 " \ delta=75
0.z = s
/ Tl - - delta=78 = T
o T — — — - - “//
=067 T - —_ -
L delta=6 \ o NS E:__;ﬁ/
. l — . a z 2 & a 10 1z

23: Normierte Rotationskurven fiir o« < 0,8 fiir § = 64,65,66,67 und [ = 2,5 und 6 = 75,76, 77,78 mit
[ = 2 (auf R normiert).

antibindend, wie man an dem &-Feld im Abschnitt 5.6.1 sehen kann.

Ungebundene Zustinde ergeben sich unterhalb von o = 0, 8; zugehdrige Parameter sind:
L1 2 [ 25 ] 3 [ 35 | 4 ]
] ) \ 32,07 \ 41,89 \ 65,45 \ 94,25 \ 128,28 \ 167,55 \




102

6.2.3 Die Rotationskurven im teilweise linearisierten Modell der homogenen Kugel mit singulirer Zen-
tralmasse

e Rotationsgeschwindigkeit mit singuldren Zentralmassen:
Das Quadrat der Tangentialgeschwindigkeit nach Gl. (441) aus Abschnitt 5.7, mit einer
singuldren Zentralmasse Mg in einer homogenen Kugel konstanter Dichteverteilung im
nichtrelativistichen Fall p < oc?, lautet:

im Innenraum (r < R):

MG ™ 12 R I r
2 _ e b, T N
v =% {R2 R2(?" +r)(smhl lCOShZ)
1 Mg ., B R R
(a3 N8y By Ty (453)
=ViH + Vis,
im AuBlenraum (r > R):
M 1
v? :%{g + ;(é)%?cosh? — sz’nh?)[(l + }%)(1 —e /4
(454)
[ r M 1.. R R R
Do DY - 8 g — V(2 e 2
+ e (4 D)= 5rla =+ 7)e sl
(455)
=VUsH T Vas-

Die Geschwindigkeit besteht aus einem “homogenen” Anteil vy und einem herriithrend
aus der “singulidren” Masse vg. Fiir eine Diskussion des Ergebnises kann man die Dis-
kussion des linearisierten Modells der homogenen Kugel als Grundlage nehmen, da sie
genau fiir den v, -Anteil gilt.

Die Kopplungskonstante des YUKAWA-Terms muB fiir eine Abflachung der Rotations-
kurven negativ sein. Das kann sie aber (im Falle Mg # 0) nur, wenn a > 1/3 gilt, also
fiir steife Materie (siehe die Untersuchung der Massenverhéltnissen fiir ungebundene
Zustinde unter Abschnitt 6.3). Das ist der Fall fiir ein isotropes Strahlungsfeld oder
fiir steife Materie (‘stiff matter’) (a = 1).

Der “singuldre” Term der Tangentialgeschwindigkeit bewirkt, da3 hohe [-Werte zu
niedrigeren Rotationsgeschwindigkeiten fiihren. Das heil3t, der “singuldre” Term er-
hoht den Werten mehr, je kleiner die HIGGS-Reichweite [ als Parameter gewéhlt wer-
den kann. Fiir hohere [-Werte stehen die Kurven immer néher aneinander und néher an
denjenigen nach der ART, insbesondere fiir niedrige Massenverhéltnisse Mg /M.

Fir a = 0,5 und [ = 2 ist ein Massenverhiltniss groBer als 70 notig um verflachte
Rotationskurven zu erreichen. Im Falle eines Massenverhéltnisses von 100 erhélt man
verflachte Rotationskurven nur mit einer Reichweite von [ = 2 bis [ = 4. Das heil3t,
daf die Reichweite ungefihr gleich dem Galaxiendurchmesser sein sollte.

Fiir a = 1 fithren mit [ = 2 bereits Massenverhiltnissen gro3er oder gleich 20 zu ver-
flachten Rotationskurven. Fiir a = 1 und Mg/M = 20 zeigt sich die beste Abflachung

65Den Grund dafiir sieht man schon in der Higgsfeldgleichung &’/ 4 %ﬁ’ — %25 = —% (0 — 3p). Somit wirkt p ~ ag mita < 1/3

bindend. Man kann auch sehen, daB ein nichtverschwindender nichtsingulirer Druck zu einer Anderung der gravitativen Kopplung fiihren
kann. Auch im Falle der polytropen Kugel mit v = 2 ergibt sich diese Anderung der Kopplung.
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24: Normierte Rotationsgeschwindigkeit der homogenen Kugel mit Reichweite | = 2 und ¢ = 0,5 und
verschiedenen Massenverhiltnissen Mg/M = MV

2 - | |
|- MV=100
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\ |-
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/ / / a=05 I=4
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n 1 z 2 g3 & 13 7
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25: Normierte Rotationsgeschwindigkeit der homogenen Kugel mit Massenverhiltnis Mg /M = MV = 100
und verschiedenen Reichweiten [.

bei [ = 2 bis 4. Dabei scheint eine Reichweite von [ = 2, 5 bis [ = 3 am besten zu sein,
mit 20 < Mg/M < 25.

e Zusammenfassend: Die singuldre Kopplung:
Fiir den Fall einer singulidren Masse gilt also:

— Der Mgs-Anteil hebt den Wert der Rotationsgeschwindigkeit an, solange a > 1/3
gilt.

— Das Higgsfeld wirkt in kurzen Abstinden zusétzlich bindend. Diese Bindung ist
abhingig von der Steifheit der Materie.

— Massen- und Reichweiten-Verhiltnisse:
Die innere Rotationskurven (r < R) besitzen, wie auch NEWTONsch, die empiri-
sche Form. Auflen (r > R) kriegt man flache Rotationskurven nur bei bestimmten
R/I-Werten und Massenkoeffizienten Mg/M. Diese Massenverhiltnisse sind fiir
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26: Normierte Rotationsgeschwindigkeit der homogenen Kugel mit Reichweite | = 2 und @ = 1 und verschie-
denen Massenverhiltnisse Mg /M = MV.

Z.5 : -
! " MV=20
2 - a=
f/ + |-
. ' S
g -
f1s —— e =05
A 'If T T1— -+ T _ =1
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i
V L —
OF
0 1 z 2 2 5 & 7
Ab=tand

27: Normierte Rotationsgeschwindigkeit der homogenen Kugel und a = 1 und Massenverhiltnisse Mg/M =
MV = 20 fiir verschiedene Reichweiten /.

hohere [-Werte kleiner wéhlbar, mit Druckparameter ¢ = 0, 5 von der Gro3enord-
nung

Mg

— =60 — 100 =0,5 456

M Y a Y ) ( )
insbesondere fiir Werte R/l = 0,5 (R/l = 1 ist z.B. dort schon zu klein).
Mit @ = 1 und immer noch insbesondere mit R/l = 0,5 (oder R/l = 1/3), 1aBt
sich der zur flachen Rotationskurve notige Massenquotient erniedrigen, und zwar
auf

Mg

SV 10 —40, a=1 (457)

Die genaue Daten kann man durch Anfitten an die experimentellen Daten angeben.

— Extreme Zentralmassen und die Spiralgalaxien:

Extreme Zentralmassen von 10 bis 40 Galaxiemassen M entsprechen stark kon-
zentrierten Massenanhidufungen im Zentrum der Galaxien die mehrere Ordnungen
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28: Normierte Rotationsgeschwindigkeiten fiir 15 < Mg/M < 30und! =2,5und/ = 3 mita = 1.

der Galaxiemasse M besitzen. Solche Massenanhdufungen konnen sehr kleine Be-
reiche innerhalb der “Galaxienkugel” sein. Die Vorstellung solcher ist nicht ab-
wegig, schon allein da Untersuchungen an galaktischen Zentren zeigen, daf} im
Galaxienkern ungewohnlich grofe Massen konzentriert sind. In der elliptischen
Galaxie M 87 sind Anzeichen fiir ein Zentralobjekt von 10° Sonnenmassen gefun-
den worden. Auch im Andromeda-Nebel mehren sich Hinweise auf ein kompaktes
Zentrum [56]. Auch aus dem Zentrum der Milchstraf3e kriegt man Anzeichen auf
solche Massen, deren Natur noch unklar ist, aber bis jetzt so aussehen, als ob sie
Schwarze Locher, Neutronensterne oder Braune Zwerge wiren, da sie relativ zu
der Masse nur geringe Lichtausstrahlung besitzen. Die nitigen Massen innerhalb
des homogenen Modells in der HSTT sind aber ungewohnlich hoch im Vergleich
zu der Vorstellung in der NEWTONschen und EINSTEINschen Mechanik (und sind
nach dem polytropen Modell -also bei Verdichtung der gewohnlichen Galaxien-
masse ins Zentrum- (Abschn. 5.6 und 6.2.2) von nicht so groBer Relevanz in der
Dynamik, da verflachte Rotationskurven ohne Annahme extremer Massenverhilt-
nisse im Galaxienkern moglich sind).

Die Masse, als Quelle des Higgsfeldes, wirkt nicht direkt durch das Gravitationspo-
tential v, da ¢ als reziproke Gravitationszahl G~ die gravitative Kopplung, d.h. G
im Galaxienzentrum verschwinden 1d6t. Somit wirkt das Higgsfeld auf einer Wei-
se, die auch zu der MOND- und FLAG- Vorstellung fiihrt (G kleiner bei groB3en
Kriften, d.h. hohe Beschleunigungen, bzw. es entsteht eine antigravitative Wech-
selwirkung, die GG schwicht).

Die Vorstellung nétiger groBer Massenquotienten im Zentrum der Galaxien anstatt
Prozente der Galaxienmassen um flache Rotationskurven beschreiben zu konnen
ist innerhalb der HSTT vertretbar und verstindlicher als Bruchteile solcher extre-
mer Masse. Diese wirkt nach auflen nur sehr schwach und wirkt dadurch in der
NEWTONschen Mechanik als ob sie vom Betrag her viel kleiner wire. Auflerdem
beschreibt dieses Galaxienverhalten mit sehr grolen Massen Mg > Mgaazie 1M
Zentrum denselben Verhalten wie in dem Sonnensystem zu sehen ist: die Sonne
ist um dieselbe GroBenordnung wie hier massiver als sein umgebendes “Halo” aus
Planeten, Meteoriten u.s.w.
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6.2.4 Die Rotationskurven und Vergleich mit empirischen Daten

Die Rotationskurven der vorigen Kapitel werden an die experimentelle Daten angepal3

t66,

Genommen werden die Rotationskurven aus 6.2.2 und 6.2.3. Die experimentellen Punkten
werden normiert auf die theoretische NEWTONsche Kurve, die am hochsten bei » = R liegt
und dann wie 1/r abfillt. Danach werden die Parameter des jeweiligen Modells angepalt
um die empirische Kurve zu realisieren. Dadurch werden die physikalischen Parameter be-

stimm

1.

t¢7:

Rotationskurven und empirische Daten im homogenen Modell und polytropen Modell
ohne Kern:

e Spiralgalaxie NGC 2841:
Aus den Kurven erkennt man eine angemessene Anpassung an den experimentel-

. ;’/‘ * RIS ) ”.';’/;:»::cfj—i‘ﬁ!;ﬁ:_:'_
,/

Rotationskmven mit
polytroper Verteilung fin
NGC 2841

Rotationskurven it
singuliver Zentralmasse ]

H
fir NGC 2841 St

a 4
&b=tand 1 &b=tand 1

29: Normierte Rotationskurven mit singuldrer Masse Mg steifer Materie ¢ = 1 und Polytropenindez v = 2
verglichen mit den experimentellen Punkten aus [56] fiir die Galaxie NGC 284 1. Die durchgestrichene Linie
entspricht der NEWTONschen Geschwindigkeit. Lidnger gestrichelte Linien entsprechen ldngeren Reichweiten
[ (homogen: [ = 2,1 =2,5,1 =3,1 =4.Polytrop: I =1,75,1=2,1=2,5,1=3,1=3,5,1 = 4).

len Daten, besonders bei Reichweiten 2 < [ < 4. Benutzt wurden die Daten (im
homogenen Fall):

L J2]25]3] 4 |
]MS/M\53\65 \75\100\
und fiir die Kurven polytroper Dichteverteilung:
]l\1,75\2\2,5\ 3 \3,5\4\
] o \ 15 \ 20,9 \ 30,5 \ 53,95 \ 80 \ 104 \

Beide Modelle zeigen im Bereich der Kugeloberfliache niedrige Geschwindigkeits-
werte im Vergleich zu den experimentellen, die auch durch hohe Massen M nicht
kompersiert werden konnen, da sonst die Tangentialgeschwindigkeit im AufBen-
raum zu hoch liegen. Dabei liegen die Werte des Modells mit singulédrer Zentral-
masse merklich hoher als im polytropen Fall ohne Kern. Im polytropen Fall ge-
horen alle §-Werte zu einer Polytropenamplitude o 2 1, und zwar o ~ 1,5 (mit
Normierung auf dem Radius R). Also etwas oberhalb des kritischen Wertes @ = 1,
aber noch innerhalb des erwarteten Bereiches fiir a.

%6Der Radius R wird dabei als konstant fiir die verschiedenen Galaxien angenommen. Die Varianz von R fiir die verschiedenen Galaxien
wiederspiegelt sich in einer verschiedenen Reichweite [, die fiir den Abgleich mit den experimentellen Daten notig ist.
%"Dabei behilt man die Normierung auf R.
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e Spiralgalaxie NGC 3198:

z L] —-;_—_‘——-z—‘— — = S I =TT =T
00-’..;. ¢ e e et ¢ UL R e

Rotationskwven mit smeulirer

Zentralmasse fiwr NGC 3198 Rotationskwven mit polytroper

Verteilung fiwr NGC 3198

30: Normierte Rotationskurven mit singuldrer Masse Mg, bzw. polytrop mit v = 2 verglichen mit den experi-
mentellen Punkten aus [31] fiir die Galaxie NGC 3198. Die durchgezogene Linie entspricht der NEWTONschen
Geschwindigkeit. Langer gestrichelt entspricht hohere Reichweiten | (homogen: | = 2,1 =2,5,1 = 3,1 = 4.
Polytrop: | =01,75,1=2,1=2,5,1=3,1 =3,5,l =4).

Aus den Kurven erkennt man eine angemessene Anpassung an die experimentellen
Daten. Benutzt wurden die Daten (im homogenen Fall):
L ! [2]25[3] 4 |
]MS/M\48\63 \78\103\
und fiir die Kurven polytroper Dichteverteilung:
(1] 175 ] 2[25[3] 35 [ 4]
]5\15,75\21\36 \55\77,25\106\
Durch singulédre Zentralmassen erreicht man Werte der Tangentialgeschwindigkeit,
die im Bereich der experimentellen Daten liegen, auch nahe der Kugeloberfliche
r = R. Polytrop ist das nahe r = R nicht der Fall, wobei die experimentellen
Punke fiir » > 2R mit der gegebenen Reichweite [ = 2,5 bis [ = 3 richtig wie-

dergegeben werden. Die zu § zugehorigen Polytropenamplituden « liegen alle bei
a~1,5.

e Spiralgalaxie NGC 6314:
Aus den Kurven erkennt man eine angemessene Anpassung an die experimentellen
Daten, besonders bei Reichweiten 2 < [ < 3. Benutzt wurden die Daten (fiir die
homogene Dichteverteilung):
| ! [2]25[3] 4 |
]MS/M\48\62 \76\110\
und fiir die Kurven polytroper Dichteverteilung:
]l\1,75\ 2 \2,5\3\ 3,5 \ 4 \
] o \ 15,5 \ 21.2 \ 35,8 \ 54 \ 77,25 \ 104 \
Durch singulédre Zentralmassen erreicht man Werte der Tangentialgeschwindigkeit,
die im Bereich der experimentellen Daten liegen, auch nahe der Kugeloberfliche
r = RR. Polytrop ist das nahe » = R nicht der Fall, wobei die experimentellen Pun-

ke fiir » > 2R mit der Reichweite [ = 2 bis | = 3 richtig wiedergegeben werden.
Fiir das Modell singulédrer Zentralmasse ergibt sich die beste Anpassung mit [ = 2.
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o o8 8= e =~ [ P R R
. _/—’”’ ~ - /——F_' -l
L] L ] -
fann
! —_
1.5 . . . .
W Rotationskarven mit singulirver ° § .
| - Rotationskwven mit polytroper
. Zentralmasse fir NGC 6314 ) . i i
g o : Dichteverteilung fiw NGC 6314
B OLlp ¢ 1
> I »
0.5 5
° L 1 I I
1] 1 z 3& eand ;1 5 & o 1 z Abase ot Y 5 &

31: Normierte Rotationskurven mit Einheitsradius mit singuldrer Masse Mg, bzw. polytrop mit v = 2 vergli-
chen mit den experimentellen Punkten aus [31] fiir die Galaxie NGC 6314. Die durchgezogene Linie entspricht
der NEWTONschen Geschwindigkeit. Langer gestrichene Linien entsprechen hoheren Reichweiten [.

Die zu § zugehorige Polytropenamplituden «v im Modell polytroper Dichtevertei-
lung ohne Kern liegen alle bei o =~ 1, 5.

e Spiralgalaxie NGC 2639:

Rotationskwven mit singulirer

| R Rotationskwven mit polytrope
Zentralmasse fir NGC 2639

Vertellung fiw NG C 2639

a 1 z 2 Ll 0.5 1 1.5 Z 2.5 2
&bs=tand r© noermiert auf R &bstand T

32: Normierte Rotationskurven mit mit singulidrer Masse Mg, bzw. polytrop mit v = 2 verglichen mit den
experimentellen Punkten aus [31] fiir die Galaxie NGC 6314. Die durchgezogene Linie entspricht der NEW-
TONschen Geschwindigkeit. Langer gestrichelte Linien entsprechen hoheren Reichweiten [ (homogen: | = 2,
l=2,5,l=3,l=4.Polytrop: | =1,75,1 =2,1=2,5,1=3,1l=3,5,l =4).

Es gilt fiir den homogenen Fall:
L J2]25]3] 4 |
]MS/M\48\62\80\130\
und fiir die Kurven polytroper Dichteverteilung:
]l\ 1,75\ 2 \ 2,5 \ 3 \3,5\4\
] ) \ 15,75 \ 21.5 \ 42.25 \ 50,5 \ 69 \ 92 \
Im homogenen Modell mit singuldrer Zentralmasse erreicht man eine angemesse-
ne Anpassung der Kurven an die experimentellen Daten mit [ = 2. Im polytropen
Fall erreicht man das nicht, wobei die Kurven bei lingeren Abstinden den reellen
dhneln konnten. Man sieht, wie die Kurven niedriger Reichweite [ abfallen, sodaf}

eine Verflachung der Rotationskurven nach lingeren Distanzen vorkommen konn-
te.
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e Spiralgalaxie NGC 4378:
Die Daten lauten fiir die singulédre Zentralmasse im Modell der homogen verteilten

2.5 * e * — — __ = ~
s T ;—(_._._h\:ah_‘a a5 e o T T —
- o . - o~ —
. =
. // - . ) Y = s —
it e, S /
f

E1.5 Rotationskwven mit smguliver M . .
g . L o1sl Rotationskwven mit polytroper
: Zentralmasse fir NGC 4378 § . : i

Verteilung fiwr NGC 4378

H 1]

% 3
Zbrtand © normiert auf B

33: Normierte Rotationskurven mit singulidrer Masse Mg, bzw. polytrop mit v = 2 verglichen mit den experi-
mentellen Punkten aus [31] fiir die Galaxie NGC 6314. Die durchgezogene Linie entpsricht der NEWTONschen
Geschwindigkeit. Langer gestrichelte Linien entsprechen hoheren Reichweiten [ (homogen: [ = 2, [ = 2,5,
l=3,l=4.Polytrop: I =1,75,1=2,1=2,5,1=3,1=3,5,l =4).

Dichte der Kugen:

L ! [2]25]3 ] 4|
]MS/M\SO\ 98\113\140\
und fiir die Kurven polytroper Dichteverteilung:
]l\1,75\ 2 \2,5\ 3 \3,5\ 4\
]5\11,4\16\29 \46,8\67 \92\

Im Falle der singulédren Zentralmasse ergibt sich die beste Anpassung an die expe-
rimentellen Daten mit einer Reichweite von [ = 2 bis [ = 2, 5. Dabei liegen die
Werte nahe der Kugeloberfliche relativ niedrig. Im polytropen Fall ergibt sich die
beste Anpassung mit [ = 2, 5, wobei die Werte nahe der Oberfliche noch niedriger
liegen als im homogenen Fall mit singulidrer Zentralmasse.

2. Fazit:
Man erkennt eine Verflachung in den Rotationskurven gegeniiber den theoretischen
NEWTON-Kurven. Diese Verflachung entsteht durch die zusétzliche gravitative Kopp-
lung mit dem Higgsfeld, hervorgerufen durch den Druck oder die dadurch veridnderte
Dichteverteilung. Das £-Feld bewirkt eine Erhohung der Tangentialgeschwindigkeiten,
auch auBlerhalb (r > R) der sphérischen Massenverteilung. Dem Anstieg der Rotati-
onskurven folgt ein relativ flacher Bereich, der der Anpassung an die experimentellen
Daten nach fiir eine v = 2-polytrope Dichteverteilung entsteht. Eine Wiedergabe der
Beobachtung erfolgt schon frither mit einem Peak an der Kugeloberfliche, wenn man
von einer homogenen Kugel mit einer singuldren Zentralmasse ausgeht. Die Verfla-
chung mit dem besten Fit an die experimentellen Daten geschieht im v = 2-polytropen
Modell ohne Kern mit einer Polytropenamplitude o« ~ 1, 5. Dabei zeigen sich die be-
sten Daten fiir eine Reichweite des Higgsfeldes i.A. zwischen | = 2,5 bis [ = 3. Die
notigen Massenverhiltnissen zwischen Zentralmasse und Galaxiemasse liegen im “ho-
mogenen” Fall zwischen Mg/M = 60 und Mg/M = 80, auBer bei NGC 4378 mit
Mg/M = 80 fuir [ = 2. Diese Massenverhiltnisse sind innerhalb der HSTT tragbar, da
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Mg nur indirekt tiber das Higgsfeld koppelt und antigravitative Wechselwirkungen im
inneren der homogenen Kugel solche im Auflenraum » > R nur schwach bemerkbar
machen (siehe Diskussion iiber die Zentralmasse in Abschnitt 6.2.3). Somit scheinen
die Kurven im homogenen Modell den empirischen Daten recht gut wiederzugeben,
obwohl eine so hohe Verdichtung der Masse nicht notig ist, Grund wieso eine v = 2-
polytrope Verdichtung der Galaxienmasse auch zu guten Ergebnissen fiihrt.
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6.3 Betrachtung ungebundener Zustinde fiir die homogene Kugel

Bei einer homogenen massiven Kugel mit einer singuldren Zentralmasse ergeben sich nach
Kapiteln 5.7 und 6.2.3 negative Geschwindigkeitsquadrate, wenn a < 1/3 gilt (eine unsteife
(Staub)/antisteife Zentralmasse). Diese entsprechen ungebundenen Zustinden. Die Zustinde
werden fiir gewisse Distanzen wieder gebunden: die Grenze zwischen reellen und imagi-
niren Geschwindigkeiten ist sehr abhingig von den Parametern der Masse und Reichweite [
des Higgsfeldes, wie auch vom Druckparameter a. Diese Parameter werden untersucht, in-
dem die Massenverhiltnisse und Parameter gesucht werden, die notig sind, damit ungebun-
dene Zustdnde entstehen. Das heifit, das gravitative Verhalten des Higgsfeldes fiir unsteife
Materie wird diskutiert. Dabei werden auch die nétigen Massenverhéltnisse verglichen, die
sich in [54] und der hiesigen Arbeit ergeben.

Es gilt
vV =vg + Vg (458)
mit
G G G 1 ~
v = M, vs=—pMsh=—Fla—3)Msh. (459)

Das heifit innerhalb Niherung in [54] (Index (), damit ein negatives Geschwindigkeit-
quadrat tiberhaupt méglich ist:
Innen (r < R):

r .1 r L. r
M fic = [(R) +(1-|—R)R R/l(coshj—;smhi)
1. . R R. R
< Ms(a =)™+ 7) =~ = Msfa, (460)

AuBlen (r > R):
R l

R R R R R
M — MI[= N3t RPN N Y -1/l
fic [r—l—(R)(lcoshl smhl)(r—i-l)e ]
R R R
V(= Py
< Ms(a = I+ e = T = My (461)
Innerhalb der hiesigen linearen Ndherung:
Innen (r < R):
R P* R I, .r r r
Mf = [7*_2 — ﬁ( + ;)(smhi — 7cosh7)]
1 R R R
< Ms(a =)l +7) = ] = Msf (462)
AuBlen (r > R):
R 1.1 R R l l r
Mf = M[— +~[=)? — —sinh=)((1+ =)1—e BN+ —e/Y(1 + -
ho=M—+-l5) Coshl sinh—)(1+ )1 —e ) + e (1 + 7))
R R R
< Ms(a - 5)[(; + ) =Tl = Mg (463)

Es gilt:
e M >0
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e Mg >0

° NOtlg f2 > fl'

Eine verschwindende singulidre Masse Mg = 0 fiithrt immer zu reellen Geschwindigkeiten.
Also ist Mg # 0 notwendig, obwohl nicht hinreichend. Es gilt 0 < f; < 1 und f, < 0 fiir
a > 1/3. Mit a — 0 strebt f, ein Grenzwert an, der kleiner wird, je groBer die Reichweite [
gewihlt werden kann. f5 erreicht dann ein Maximum nahe » = R und sein Wert wird kleiner
fiir groBBer werdendes r, strebt aber seinerseits einen Grenzwert zu. Fiir gleichbleibenden a-
Werte wird f, groBer, je kleiner [ wird. Im unendlichen » — oo wird [ unwichtig und nur
a (und die Masse) wird fiir die ungebundenen Zustidnde von Bedeutung. Nahe des massiven
Korpers sind die maximalen Werte von f; hoher, je kleiner [ ist. Fiir sehr kleine a-Werte
wird f5 groBer, scheint aber einen Grenzwert bei f ~ 0, 33 zu besitzen. Die Lage Maxima
bewegt sich leicht in r-Richtung mit zunehmendem [. Die Maxima findet man immer um
r ~ R, unabhingig von a.

Die notigen Massenverhiltnisse kann man durch

1]
1,04 o9
4]
R=1,a=01:| . 2
'% 0.5 M_M=10 % .
% . = -:=0.5 £
5 0,0+ —e— =1 5 ]
§ 1 1=2 § -1 L :"‘ ," 4*"“ R=1,2=0.1:
B 05 =4 | § 'i'- R EEL L M_/M=60
3 M /M=20 g -a: b —a— =05
S 10 05| & ] =
< < I=1 £ =2
o =2 8, ’15*_ —v— =4
E 1.5 =4 5 11 M_/M=100
¢ L 12 1=0.5
204 12 =
T v T v T . T . T ) -14 T r - . =2 =
bl 2 4 i 8 0 2 4 6 o |=4
Abstand r Abstand r

34: Tangentialgeschwindigkeit mit @ = 0, 1 und verschiedene Massenverhéltnisse Mg /M und Reichweiten .
Hohere Massenverhiltnisse und niedrige Reichweiten [ fithren zu mehr ungebundene Zustinde.

1.5+
1.0 ;‘\‘
20 8%
0.5 b4
= ) o'. ,!!7'
0.0 # . Tvy
< 1o % > - "-c::__:_‘::—V*v M
T % 05 < A * e -
3 5 1 b T ral E
g 1,0 Ig 0 .q“:}l-l'- I..' "7< 4_‘- -
£ - )
£ -’é 154 A - PPL R=1,2a=0.25:
z o - . LE L]
- 8 0] X M_/M=60
2 " 2 5] 120.5
3 g‘ . —a— =1
§ ool 2 0] 1=2
2 F o] —r— =4
© M,/M=100
. 4.0 1=0.5
T T T T T T = ™
T T T T ) 0 2 4 & N :;;
0 2 4 8 & Abstand r o I=4
Abstand r

35: Tangentialgeschwindigkeit mit ¢ = 0, 25 und verschiedene Massenverhiltnisse Mg /M und Reichweiten
[. Hohere Massenverhiltnisse und niedrige Reichweiten [ fiihren zu mehr ungebundene Zustéinde.

% < % (v* < 0) (464)
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abschitzen. Fiir kleine f; und hohe f; sind solche Zustinde moglicher, und fiir groBBere singu-
lare Massen Mg im Vergleich zu der Masse M. Also sind kleine a-Werte am besten geeignet
oder kleine /-Werte. Sonst bleibt f; nahezu 1/r-fallend (fiir grofie r. In der Ferne fast unab-
hingig von [). Die Werte (bei nicht zu grolen Abstinden ) sind groBer (in [54] kleiner), je
kleiner [ ist. Bei groen (in [54] kleinen) [-Werten werden die f;-Werte immer dhnlicher.
Die notigen Massenverhiltnissen liegen am hochsten an der Kugeloberflache. Hohe Higgs-

) Massenverhaltnis, R=1: b)
14 a=0,25 180 ]
200 —a—1=0,5
- 160 -
1=2 140 Massenverhiltnis, R=1:
a=0,1 a=0,25
s —v—I=05 g 120 —a— =05
& 1=1 ~ o I=1
v a2 5 11 I=2
2 1004 a=0,01 a0 ] a=0,1
g 10,5 5 —v— 05
g & o 1=1 ¥ 604 3; =1
— " . " b =
= 504 ‘} :b\ —k— =2 :"E— 0] F \\ —— =2
- L 1‘ “'!t.'l. e R e s e e b | : - “1
*: 230es 3 1
ALY E T T P 7] B L L T
o 4 ] T T3 ol M*vavvv-a"; b S -
r r . T T T T A S
0

2 4 [ a
Abstand r

Abstand r

36: f1/f2 fir a = 0,25. Ungebundene Zustinde ergeben sich oberhalb der Kurve. a) ergibt sich aus der
hierigen Néherung, b) nach [54].

massen ermoglichen auch mehrere ungebundene Zusténde.

Es folgt eine Tabelle mit den ungefihren, auf R normierten r-Werten, bei denen das
Geschwindigkeitsquadrat negativ wird, sowohl hier wie nach den Ergebnissen in [54]. Es
sind die r-Intervalle, in denen v? negativ wird (es handelt sich dabei um v?/(GM R?) mit
G = 2Gy). In [z; y] stehen die Intervalle, in denen v? negativ wird:®®

%8 Hier mit Betrachtung bis r = 8R.



| a [ Mg/M ] 1] r-Intervale
0,25 10 0,5 [0,1; 0,4]
[54] [0,2; 0,6]
1,0 -
[54] [0,1; 0,2]
2,0 -
[54] -
0,25 20 0,5 [0,1; 0,5]
[54] [0,1;0,9], [1,25; 8]
1,0 | [0,1; 0,3], [3,75; 8]
[54] [0,1; 0,4], [1,75; 8]
2,0 [0,1], [5,3; 8]
[54] [0,1], [5; 8]
40 -
[54]
0,25 60 0,5
[54] -
1,0 | [0,1;0,8], [1,25; 8]
[54] [0:8]
2,0 | [0,1; 0,4], [2,25; 8]
[54] [0,1; 0,4], [2, 8]
4,0 [0,1], [3,75; 8]
[54] [0,1], [3,75, 8]
0,25 100 | 0,5 [0;8]
[54] [08]
1,0 [0;8]
[54] [0:8]
2,0 | [0,1;0,5], [1,5; 8]
[54] [0,1; 0,6], [1,5; 8]
4,0 [[0,1], [2,75; 8]
[54] [0,1], [3; 8]
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| | a | Mg/M | 1 | r-Intervale |
01| 10 [05]I0,;0.7% 275 8]
[54] [0;8]
1,0 | [0,1; 0,4], [2,25; 8]
[54] [0,1; 0,2], [3.,5; 8]
2,0 [0,1], [3,75; 8]
[54] [0,1; 0,2], [3,5; 8]
4,0 [6,5; 8]
[54] [0,1; 0,3], [3,5; 8]
0,1 20 0,5 [0;8]
[54] [0:8]
1,0 [0;8]
[54] [0,1; 0,9], [1,25; 8]
2,0 | [0,1; 0,3], [2,25; 8]
[54] [0,1; 0,3], [2,25; 8]
4,0 [S; 8]
[54] [0,1], [4,5; 8]
0,1 60 0,5 [0;8]
[54] [0:8]
1,0 [0;8]
[54] [0:8]
2,0 [0;8]
[54] [0,1; 0,9], [1,25; 8]
4,0 [0,1], [3,75; 8]
[54] [0,1; 0,3], [2,25; 8]
0,1 100 0,5 [0;8]
[54] [0:8]
1,0 [0;8]
[54] [0;8]
2,0 [0;8]
[54] [0,2; 0,4], [2,5; 8]
4,0 | [0,1;0,4], [1,75; 8]
[54] [0,1], [4,5; 8]

Die notigen Massenverhéltnisse fiir ungebundene Zusténde sind fiir hohe [-Werte und fiir
grofere a-Werte hoher. Sie sind am groBten fiir » ~ R und fiir » — 0 streben sie verschwin-
dende Werte an, da die Geschwindigkeit im Zentrum Null ist.

Bei grofen auf R-normierten Abstdnden 7 ab circa 10 sind die fiir imagindre Geschwin-
digkeiten in [54] nétigen Massenverhéltnisse Mg /M fast gleich fiir [ = 0,5, 1 und 2, und
zwar

M 1

WS 212 (a= 1 und r grof), (465)
M
WS >4,2 (a=0,1undr groB). (466)

Nach der hiesigen Niherung ist die GroBBenordnung dieselbe fiir groe Abstinde r wie nach
[54]. An der massiven Kugeloberfliache reichen die notigen Massenverhiltnisse bis zu min-
destens ca. Mg/M = 50 (24 nach [54]) fiir a = 0,25 und Mg/M =~ 18 (8 nach [54]) fiir
a = 0, 1. Fiir den Fall ungebundener Zustinde fiir »r < R existiert allerdings auch die ho-
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mogene Kugel nicht, im Falle positiver Drucke. Man sieht leicht, daf3 fiir antisteife Materie
nur sehr kleine Massenquotienten notig sind um solche ungebundene Zusténde im innen der
homogenen Kugel zu erreichen.

Es folgen einige der Massenverhiltnisse, abhidngig von [ und a, damit das Maximum von
v? bei r = R negativ wird:

[a [ I | Mg/M | Ms/M[19] |

0,251 0,5 50 24
1,0 73 58
20| 202 175
4,0 | 655 612
0,10 | 0,5 18 9
1,0 26 21
2,0 72 62
4,0 | 234 219
0,01 | 0,5 13 6
1,0 19 15
2,0 52 45
4,0 159 158

Man sieht, dafl die GroBenordnung der ndtigen Massenverhiltnisse nach der hiesigen und
GESSNERSs [54] Niherung dieselbe ist. Nur sind die Werte nach hiesiger Nidherung hoher.
Fiir hohen Reichweiten wird der Unterschied aber kleiner.
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7 Kosmologie und die Friedmann-Robertson-Walker Metrik

Die Kosmologie wird betrachtet und das Problem der Quintessenz eingefiihrt. Weitere
Probleme der Standard-Kosmologie werden erldutert und die Robertston-Walker-Metrik
und kosmologische Modelle eingefiihrt. Das Friedmann-Modell innerhalb der HSTT wird
statisch gelost und die nichtstatische Losung durch Perturbation und numerisch bearbeitet,
insbesondere im Hinblick auf Inflation und Quintessenz.

7.1 Das Standard-Modell

Die Aufgabe, die Struktur und Entwicklung des gesamten Universums zu ergriinden, scheint
eine hoffnungslose Angelegenheit zu sein, wenn man bedenkt, da3 man nur einen raumlich
und zeitlich duBerst kleinen Teil davon direkt beobachten kann, abgesehen davon, daf} das
Universum nicht von Auflen zu betrachten ist. Die einzige Moglichkeit scheint somit darin
zu bestehen, einfache Grundannahmen zu machen, deren Implikationen dann mit Hilfe der
Allgemeinen Relativititstheorie ART oder Verallgemeinerungen davon mit den uns zur Ver-
fiigung stehenden beobachtenden Mitteln zu iiberpriifen.

Trotzdessen ist es bis jetzt gelungen, einiges iiber das Universum zu verstehen und einige
Grundannahmen zu machen, die im kosmologischen Standardmodell als KOSMOLOGI-
SCHES PRINZIP (siche RW-Metrik) zusammengefallt werden:

e Homogenitdt des Universums: Das Universum ist auf groBBen Skalen gleichformig; kein
Punkt ist ausgezeichnet (kopernikanisches Prinzip).

e Isotropie: Das Universum sieht in jeder Richtung gleich aus.®.

Diese Annahmen besagen auch, da} es gefordert wird, dal das Universum wirbelfrei (rotv' =
0) und scherfrei ist. Beide sind ziemlich gut belegt, insbesondere durch die Hintergrundstrah-
lung und die nahezu konstante Dichte im fiir uns beobachtbaren Universum, obwohl eine ge-
wisse Anisotropie zu bestehen scheint, mit einer gewissen Abhingigkeit von der Bewegung
und Orientierung des Planetensystems [21]. Diese Annahmen rechtfertigen ein analoges Vor-
gehen wie in der kinetischen Gastheorie, bleiben aber als Postulate, die eine hohere Theorie
erkliren sollte’.

Die moderne Kosmologie geht davon aus, da das Universum im sog. Big-Bang oder
Urknall entstand und zunichst aus einem extrem dichten und heiflen Plasma relativistischer
Teilchen bestand, in dem Quarks, Leptonen und Eichbosonen mitsamt ihren Antiteilchen im
thermischen Gleichgewicht waren.

Es kam kurz nach dem Urknall (so die meisten Modellen) (etwa nach 10~3%s) zur Expansion
(Inflation) des Universums, einer im GUTHSs urspriinglicher Theorie hohen exponentiellen
Aufblidhung innerhalb kiirzester Zeit, die aus einer nichtverschwindenden kosmologischen
Konstante oder Funktion (oder skalarem Feld) resultieren konnte und die das Horizont-
Problem erklidren konnte, wobei das beobachtbare Universum sich als nur ein duf3erst kleiner

%Im Endeffekt wird die Homogenitit von der Isotropie impliziert.

7OVersuche, ein isotropes Universum aus einem anisotropen zu bekommen, gab es schon seit langer Zeit. DICKE und PEEBLES versuch-
ten 1965 das zu tun, indem bei einem gewissen Wert Anisotropie, der Heliumiiberflu erniedrigt wird, und die Anisotropie verschwindet
bevor es zu den astronomischen Objekten kommt. HOYLE und NARLIKAR gaben andererseits 1966 zu, daB} die Isotropie vielleicht gar nicht
notig wire und daf3 nur das beobachtbare Universum diese Eigenschaften besitze [108]. Auch konnte das Universum immer homogen und
isotrop gewesen sein, was aber eher unnatiirlich erscheint [115]. AuBerdem muf3 genau erklédrt werden, wie es aus solchen Voraussetzungen
zu all den anisotropen Formationen im Universum kam.
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Bruchteil des gesamten Weltalls entpuppen konnte [60].7!

Als die Temperatur abfiel, etwa auf 103K, ca. 10755 nach dem Urknall, konnten sich sta-
bile Hadronen bilden, und das Universum bestand praktisch ausschlieBlich aus Neutrinos,
Antineutrinos, Photonen, Elektronen, Positronen, Myonen, Antimyonen und einer kleinen
Menge von Protonen und Neutronen im thermischen Gleichgewicht.

Als die Teilchen-Antiteilchen-Paare nicht mehr erzeugt werden konnten (bei Temperaturen
um 5 - 10'°K), zerstrahlten sie und die Wechselwirkung der Neutrinos mit anderen Teilchen
wurde so klein, daB3 sie aus dem Gleichgewicht entkoppelten und sich nach etwa 2s praktisch
frei entwickelten.

Nach 4s zerstrahlten zu meisten Teilen Elektronen und Positronen in Photonen.

Nach etwa 3 Minuten konnten sich komplizierte stabile Atomkerne bilden, und nach etwa
4 - 10° Jahren und mit T ~ 4000K kam es zur sog. Rekombination, d.h. zur Bildung von
neutralem Wasserstoff aus Protonen und Elektronen. Da die Photonen danach nicht mehr
an freien Elektronen oder Ionen gestreut werden konnten, kam es so zu einer Abkopplung
der Photonen; das Universum wurde “durchsichtig”. Das All miiite heute also mit einer
Schwarzkorperstrahlung von Photonen gefiillt sein, die sich seit der Rekombination frei ent-
wickelten (die Hintergrundstrahlung, vorhergesagt von G. GAMOV 1948 und zufillig ent-
deckt von A. A. PENZIAS und R. W. WILSON 1965). Dieser Mikrowellenhintergrund ist
tiber den gesamten Himmel praktisch isotrop (bis auf eine relative Abweichung von etwa
107°), was mit dem kosmologischen Prinzip wiederum im Einklang steht.

Nach der Rekombination konnten sich kleine Inhomogenititen zu Galaxien und Sternen ent-
wickeln. Nach etwa 10° Jahren wurde dann der Energiebeitrag der Baryonen groBer als der
der Strahlung. Das Universum wurde Staub-dominiert, was es bis heute geblieben ist [114].

| Zeit | a[em] | T[K] | olg/cm?] | Wesentliche Phys. Vorgiinge

1017 10% 2,7 10730

Entstehung der Sterne, Galaxien, Materie dominiert

10Jr | 10 [3-10°| 1072 Entkopplung von Strahlung und Materie

Zeitalter der Strahlung

2-10%s | 10%0 [3-10°% 1072

Kernreaktionen, Entstehung der leichten Elemente

2s 3-10 | 1010 10°

Leptonenpaare in der thermischen Strahlung

107%s [ 3101 [ 10™ 101° Hadronen in der thermischen Strahlung

10735 10% Nichterhaltung der Baryonenzahl?
Teilchenerzeugung durchs Schwerefeld?

10~%s 10%? Quanteneffekte der Gravitation?

Epochen der Kosmologie mit Skalenparameter a ([104], S.147).

7.1.1 Die Quintessenz

Nach dem Urknall-Modell sollte das Universum expandieren, was experimentelle Ergebnisse
auch belegen. Trotzdem sollte man erwarten, daf3 die Expansion durch die Anziehungskraft
der massiven Objekte gebremst werden sollte. Ein Problem der modernen Kosmologie be-
steht dabei, dal man insbesondere an Supernovae des Typs Ia mit Rotverschiebungen z 2> 1

7IDie so hohe und kurzzeitige Inflation, die es nach der Theorie von GUTH (sog. Alte Inflation) gibt, zeigt sich aber im Endeffekt
inkompatibel mit der Realitit.
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eine beschleunigte Expansion des Universums festgestellt hat. Solche Supernovae eignen
sich wegen der genau definierten absoluten Helligkeit besonders gut fiir Entfernungsbestim-
mungen. Das scheinbare Helligkeits-Entfernungsdiagramm fiihrt dann auf die beschleunigte
Expansion (HUBBLE-Plot).

Fiir eine solche Beschleunigung braucht man eine weitere Kraft, die entgegen der Gravitation
wirkt. Diese wird heutzutage Quintessenz genannt oder in Analogie zur Dunklen Materie
auch Dunkle Energie, weil diese Energie antigravitierend wirkt. Es wird oft versucht sie
zu erklédren als die Energie des Vakuums und/oder als kosmologische Konstante, die ja z.B.
in die HSTT antigravitativ wirkt und bei der Symmetriebrechung aus dem Higgspotential
folgt (also kein ad hoc Konstrukt wie in der urspriinglichen EINSTEINschen Theorie durch
Hinzunahme einer additiven kosmologischen Konstante Ay). Allerdings fillt diese kosmo-
logische Konstante zu grofl aus und muf} reduziert werden (kosmologische Funktion). In
dieser Form wire sie dann auch mit der Dunklen Materie DM gekoppelt, da wie hier auch
gezeigt, die Dunkle Materie aus dem Higgspotential folgt. Also konnte man innerhalb einer
Untersuchung der Quintessenz zumindest einen Teil der CDM als Folge der antigravitativen
Wirkung der kosmologischen Funktion erkldren, was man als fehlende Masse beobachten
wiirde, aber auch als Anderung der Dynamik in groBen Skalen (FLAG [100, 102]) oder auch
in einer Anderung bei bestimmten Beschleunigungsverhiltnissen wie in der MOND-Theorie
[87, 88] interpretieren konnte.

7.2 Die RW-Metrik

Nach dem Standard-Modell wird die Dynamik des Universums durch die FRIEDMANN-
Gleichungen beschrieben. Diese sind die Grundgleichungen (isotroper und homogener) kos-
mologischer Modelle, die Expansion aufweisen und schon aus dem Jahre 1922 stammen,
obwohl erst 1929 E. HUBBLE zeigte, da3 das Universum gar nicht statisch ist. Sie ergeben
sich als nichtstatische Losungen der (HILBERT-)EINSTEIN-Gleichungen und unterschei-
den sich durch raumliche Kriimmung und Annahmen iiber die kosmologische Konstante
A. Fast alle gehen davon aus, dall das Universum vor etwa 10 Milliarden Jahren aus dem
Urknall entstand.[104]”> Die ROBERTSON-WALKER (RW)- Modelle beruhen auf der sog.
(FRIEDMANN-) ROBERTSON-WALKER-Metrik, unter der Annahme der Homogenitét und
Isotropie des Universums auf groen Skalen (Kosmologisches Prinzip) und daf sich die
Galaxien im Universum wie Teilchen einer idealen Fliissigkeit bewegen (WEYL-Postulat),
sodal} das Universum als eine ideale Fliissigkeit angesehen wird.

Die ROBERTSON-WALKER-Metrik wird beschrieben durch

ds® = dt* — a®(t)([1 — kr?]~tdr? + r*(d¥? + sin*9dy?)), (467)

hier mit der Signatur (+, —, —, —) und dem Raumwinkelelement dQ? = d¥? + sin*Vdp?.
Wihlt man r = 7(x; k) mit dem Winkel y:

siny ; k=+1
r= x 3 k=0
sinhy ; k=-—1

72 Andere Modelle expandierender Universen, wie das sog. “Steady-state”-Modell, erstmals konzipiert von BONDI und GOLD 1948,
benotigen eine kontinuierliche Entstehung neuer Materie, konnen aber die existierende nichtverschwindende Temperatur der Hintergrund-
strahlung nicht erkldren [108]. Auch nicht die eines “Kalten Urknalls” von ZEL’'DOVICH (1963), die im Gegenteil zur urspriinglichen
Urknalltheorie von GAMOW et al. keine unendliche sondern eine verschwindende Temperatur fiir den Anfang des Universums annimmt
(und den HeliumiiberfluB nicht erklidren kann) [108, 115].
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so wird

und

So bekommt man

ds? = dt? — a2[dy? + £2(d¥? + sin?0dp?)] (468)

mit dem Skalenfaktor a = a(t)”, der Kriimmungskonstante k’* und

siny , k=1

f=T10k) = X , k=0
sinhxy , k=-1

mit formal = f(x). a ist dabei ein MaB, wie sich die Distanzen mit der Zeit entwickeln und
hingt demnach nur von der Zeit, d.h., der isotrope Raum kann im Laufe der Zeit expandieren
oder kontrahieren.

7.2.1 Die Kriimmungskonstante

Die Kriimmungskonstante k£ beschreibt den Raumtypus der Kriimmung des Universums und
ist nach geeigneter Skalierung entweder -1, 0 oder 1. Im Fall der Kriimmungskonstante k£ = 1
hat man ein geschlossenes, endliches Universum, fiir £ = 0 ein unendliches, euklidisches
flaches Universum, und fiir £ = —1 ein negativ gekriimmtes, hyperbolisches Universum un-
endlicher Ausdehnung. Im & = 1- und £ = —1-Fall ist die Bedeutung von a(t) geometrisch
als Kriimmungsradius. Fiir & = 0 hat a(t) nur eine kinematische Bedeutung wie in der NEW-
TONschen Kosmologie und kann willkiirlich auf a(¢y) = 1 normiert werden.

Die Diskussion iiber die Raumkriimmung ist keineswegs ausdiskutiert. FLIESSBACH [47]
sagt dazu:

“Bei der Bestimmung einer eventuellen Kriimmung unseres dreidimensionalen Raums sind
wir in einer dhnlichen Situation wie die Plattkdfer: Wir konnen die Kriimmung (im Prinzip)
messen, sie uns aber nicht durch Einbettung in einen vierdimensionalen Raum vorstellen”.

Die scheinbare Helligkeit [ = [(D) der Galaxien ist fiir & = 0 reziprok abhingig vom
Quadrat des Abstands D der Galaxie zu dem Beobachter, und die Anzahl N ([) aller Galaxien
mit scheinbarer Helligkeit kleiner als [ wiire abhiingig von D3, soda

N(I) o< 1732 fiirk = 0,

731n der Literatur oft auch R oder sogar R oder C.
740ft e.
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wobei N () im Prinzip experimentell ermittelt werden kann. Eine Abweichung des oberen
Verhiltnisses lieBe auf die Kriimmung des dreidimensionalen Raums schlieen [47].
Problematisch ist, da} solche Messungen nur iiber einen Teil des Universums Informati-
on geben, ndmlich das von uns beobachtbare (und nach dem Inflationidren Modell wére dies
nur ein kleiner Teil davon). Eine Ausdehnung solcher Information auf den gesamten Kosmos
konnte zu weit gehen, insbesondere weil gekriimmte Raume in kleinen Skalen flach aussehen
konnen.”” AuBerdem sind z.B. zum N — [-Verhiltnis (wenn man dariiber die Kriimmung er-
mitteln will) zahlreiche Korrekturen anzubringen, da die Verteilung der absoluten Helligkeit
von Galaxien, die kosmologische Rotverschiebung und die Evolution des Kosmos (@ # 0)
beriicksichtigt werden sollten [47].

Eine Losung des Flachheitsproblem wird von GUTH in [60] erklirt, indem er eine Folge per-
spektivischer Zeichnungen einer sich aufblahenden Kugel illustriert.

“Eine flache Raumgeometrie im inflationdiren Szenario ldfft sich auf einfache und natiirli-
che Weise erzeugen.|[... ] Im Modell vom inflationdiren Universum wird der Weltraum beim
raschen Ausdehnen nahezu flach. Er expandiert bis heute gerade so schnell, daf; er nicht
vorzeitig wieder zusammenstiirtzt”.

7.2.2 Weitere Probleme der Kosmologie und die Inflation

Eine fertige und vollkommene Theorie der Kosmologie, sollte auler den schon von den
Standard-Theorien richtig wiedergegebenen Ergebnissen, noch die Existenz der Dunklen
Energie erkldren und Antworten auf folgende Probleme geben:

e Das Horizont-Problem’®: Das Universum wichst nach der Standard-Theorie so schnell,
daf es zu Gebieten kommt, die nie mit den anderen im Universum wechselgewirkt ha-
ben, sodal} es nicht zu einem Gleichgewicht hitte kommen kdnnen und die Homogenitit
des Universums nach dem Standard-Urknall-Modell nur als Zufall gegeben wire (jedes
Gebiet hitte dann beim Urknall die gleichen Eigenschaften bekommen miissen wie die
anderen).

e Flachheitsproblem: Die Kriimmung des Universums ist nach mehreren Ergebnissen
ziemlich nah an Null, sodall dem Anschein nach das Universum fast flach sein konnte.
Nurwenn kb =0und Q2 —1 = % = 0 gilt (mit der sog. kritischen Dichte p.) wire das
Universum exakt flach. Das bediirft aber eines Dichte-Parameters der schon sehr frith
perfekt eingestellt gewesen wire, was eigentlich unwahrscheinlich ist [17].

e Magnetische Monopole: Die Quantenmechanik und die Eichtheorie sagen die Existenz
von Monopolen voraus, die mit einem niedrigen Annihilationsquerschnitt noch heute
vorhanden sein sollten. Sie wiren z.T. Konsequenzen der Symmetriebrechung, indem
wihrend des Phaseniibergangs Blasen der neuen Phase entstehen. Auf groen Skalen
sind verschiedene Higgsfeldwerte zu erwarten ([20], S.16). Sie sind aber noch nicht
nachgewiesen worden.

Die Losung dieser Probleme bedingt oft Inflation (d.h. dal das Universum friiher viel
kleiner war als im Standard-Urknall-Modell)”’. Die erste Erklidrung anhand der Inflation ist

75 Aus einem Gespriich mit Prof. Dr. H. Dehnen.
76Unter Horizont versteht man Punkte, die mit Lichtgeschwindigkeit gerade noch erreichbar sind.
7TSonst wiire Kontakt der Teilchen in Zeiten vor dem Urknall denkbar.
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das Modell von GUTH [60]. Diese sog. Alte Inflation ist aber nach [3] ungiinstig, da sie u.a.
eine zu hohe Homogenitit im Universum mit sich tragen wiirde [43].

Das Prinzip der Alten Inflation ist, dal vor dem Phaseniibergang, gegeben durch Symme-
triebrechung (siehe Abschnitt 3.3), das Universum sehr heil war mit 7" > T, adiabatisch
expandierend mit 7" ~ 1/a. E,, dominiert die Dynamik und das Higgsfeld ist im falschen
Vakuum ¢ = 0 gefangen, wofiir p = —p = —V/(0) gilt, also A die fithrende Kraft ist. Es
kommt deshalb zu einer exponentiellen Expansion (DESITTER-Epoche), bis das Higgsfeld
durch Tunneln in ¢ = v (wahres Vakuum) iibergeht. Danach entstehen Blasen mit ¢ = v in
einem Meer aus ¢ = 0, was zu einer inhomogenen Verteilung ¢(z) fiihrt, weil diese Blasen
kleiner sind als der HUBBLE-Abstand.

Um das Horizont- und Flachheitsproblem zu beheben, bendtigt man eine Erhdhung der
Entropie AS ~ ¢?¥ mit N > 64 mit einer Phaseniibergangstemperatur 7, = 10'7GeV.
Fiir solch eine Entropie-Maximierung wird eine Wiedererwirmung benétigt, was aber inner-
halb der Alten Inflation nicht richtig funktioniert.([20], S.34f)

Skalare Felder, deren wechselwirkende Bosonen eine Art YUAKAWAsche 5. Kraft ausiiben
[6] (sodal man auch die Symmetriebrechung als Folge solch einer Kraft interpretieren konn-
te), tragen zur Expansion des Universums bei [83]. Das macht sie zu guten Kandidaten zur
Erkldarung der Inflation und der beschleunigten Expansion. Es gibt neue Modelle, insbeson-
dere nach JBD-Theorien, die zur sog. Neuen oder Chaotischen Inflation fiihren, was von den
Bedingungen an das skalare Feld abhingt. Bei diesen ist der Ubergang nicht mehr instantan,
sondern langsam. Man spricht von “slow rolling down” (langsames Runterrollen) von ¢ in
der Potentialkurve, mit ¢ ~ 0. Diese bedingen oft kein exponentielles Anwachsen des Uni-
versums mehr, da eine lingere Inflationsphase aus einem (oft masselosen) Skalarfeld folgen
wiirde (man spricht oft von den sog. Inflaton -Teilchen. Das Inflaton-Feld wire in der HSTT
gegeben durch ¢ durch V(¢) £ A(¢)).

Die sog. Neue Inflation ist ein Phaseniibergang 2. Ordnung, mit den Anfangsbedingungen

¢ <v—v (Neue Inflation), (469)

mit einem konstanten Potential V'(0) wihrend der Inflation. Danach oszilliert ¢ um ¢ = v
und die Energie in V(0) zerfallt durch Wiedererwirmung ([20], S.36ff).

Eine weitere Moglichkeit wire die Existenz verschiedener Regionen im All, die mit unter-
schiedlichen Skalarwerte die richtige Inflation ergeben, was der Fall der sog. Chaotischen
Inflation wire [43]. In diesem Fall gibt es keine Anfangssingularitit (Big Bang)’® und als
Anfangsbedingung gilt

¢ > v — v (Chaotische Inflation), (470)

wieder mit langsamen Runterrollen von ¢ im Potential ([20], S.42).

Die induzierte Gravitation ist gut fiir eine neue Art Inflation, indem die NEWTONsche Gravi-
tationskonstante GG induziert wird (vgl. ZEE [116] oder CEVANTES [20]). Dabei sind die ver-
schiedenen Arten von Inflation weiterhin abhingig von den Anfangsbedingungen [2].” Soll
auflerdem noch das Universum nach der Inflation wiedererhitzen, so sollte es eine Kopplung
des skalaren Feldes an die Materie geben [95] (was hier durch die nichtminimale Kopplung
gegeben sein konnte).

78S. HAWKING und ELLIS zeigten 1968, daB unter bestimmten Bedingungen keine Singularititen in der EINSTEIN-Theorie vorkommen
miissen [64]. Unter der Voraussetzung negativer Drucke im Anfangsuniversum gibt es solche Fille, wenn diese Drucke in der Wechselwir-
kung der Elementarteilchen ihre Ursache haben, z.B. durch starke hadronische Wechselwirkungen [25]. Ein DESITTER-Universum besitzt
solche Drucke und die Wechselwirkung konnte durch die Anfangsbedingungen des skalaren Feldes realisierbar sein.

7In ACCETTASs et al. Modell nach ZEE bedingt “slow-over” oder Neue Inflation, eine Entwicklung von ¢ = 0 zu ¢ = v; Chaotische
dagegen ¢ > v zu ¢ = v, wie auch innerhalb der HSTT.
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In der HIGGS Skalar-Tensortheorie sind auch beide Arten Inflation moglich, wie von J.
L. CERVANTES-COTA und H. DEHNEN [18, 19] untersucht wurde. Neue Inflation ist aber
nur moglich fiir sehr spezielle Anfangsbedingungen (/2 = y = —0, 1509), mit einer kurzen
ersten Kontraktionsphase, nach der eine inflationire Expansion automatisch folgt (sollten die
Anfangsbedingungen nicht ganz zutreffen, so kontrahiert das Universum in eine Singulari-
tit, ohne daf es zur Expansion kommen kann). Im SU (5)-GUT ist die Masse des X -Bosons
sehr grof} und diese determiniert einen sehr groBen Wert fiir die Kopplungskonstante der
Gravitations-Teilchenphysik. Deswegen ist ein “slow rollover” in der Dynamik des Higgs-
feldes nicht moglich in einem neu-inflationédren Szenario.
Eine Chaotische Inflation kriegt [20] problemlos, ohne “fine-tuning”.

Die Problematik der Inflation ist eng gekoppelt an die des Horizont-Problems.

Eine andere Losung des Horizontproblems ergibt sich, wenn das Universum nicht mit einer
Singularitdt beginnt, was quantenmechanische Griinde haben konnte. Somit kdme es davor
schon zur Kommunikation zwischen den jetzt entfernten Regionen des Alls. &

Die Problematik des Horizonts und der Kriimmung und des Flachheitsproblems wird hier
unter der FRIEDMANN-ROBERTSON- WALKER-Metrik ndher betrachtet, die Inflation ins-
besondere unter den Allgemeinen Eigenschaften des verallgemeinerten FRW-Modells néher
erldutert.

80Ein Modell in die Richtung ist das sogenannte Pri- Urknall-Szenario von G. VENEZIANO et al., 1991, das die sog. T-Paritit (Aquiva-
lenz der kleinen und groBen Extradimensionen der Stringtheorie) mit der Zeit-Umkehr-Symmetrie vermischt und eine inflationire Epoche
“vor dem Urknall” (heftiger Ubergang zwischen Beschleungung und Verlangsamung) aufgrund der Zeitumkehr erklirt.[112] Zu untersu-
chen ist auch, ob es in der Natur nicht eine Maximaltemperatur Ty, 4, gibt, bei der es zu neuen Effekte kommen konnte, wie bei dem
Phaseiibergang chemischer Stoffe. Somit wéren die Grundannahmen des Heiflen Urknall- Modells zu verbessern. Mit einer HAGEDORN-
Temperatur Tyy = Tinaz ~ 1,9- 1012 K hieBe es, daB eine weitere Erhohung der Energie eines Substrats mit T zur Erzeugung weiterer
Elementarteilchen fiihren wiirde [62]. Diese konnten zu primogénen, u.U. starken Wechselwirkungen beitragen und Anfangssingularititen
vermeiden [25]. Das wiirde zur Losung des Horizont-Problems beitragen.
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7.3 RW-Metrik und verallgemeinerte Friedmanngleichungen

Die FRW-Metrik lautet

1 0 0 0
o =a2 o 0 /1 0
G =10 0 —a2f? 0 “\ 0 a%

N

0 0 0 —a? f2sin*y

mit den zeitunabhiéngigen 3-dimensionalen Linienelementen g;;. Sie ist zentralsymmetrisch
und isotrop mit e() = At = ¢2(t) (vgl. GL (93))*'.

Die nichtverschwindenden Konnektionskoeffizienten lauten:

Iy =—6%,

Foﬂy = — aag;;,

F52 = %2 ff\xa
- J]

F%2 = %2 = TX (471)
= Filg?; = ~:{’37

I, =12, = —smfﬁcosﬁ,

Dabei besagt -, daB die GroBe zeitunabhingig ist. Es gilt g;; = 1 firi = j = 1, f? fiir
1 =7 = 2und fzsm219 fir: = 57 = 3. |, entspricht der Ableitung nach der Koordinate .
H = % ist die HUBBLE-Expansionsrate , mit der HUBBLE-Konstante Hy = % und das sog.

HUBBLE-Alter Ty = H; ' mit ag und dy fiir das heutige Universum.

Die von Null verschiedenen Komponenten des RicCI-Tensors und der RiccI-Skalar sind

Roo :3% — R,°, 472)
Ry =(2d* + ad — 2k) g1
. -
— (2a* + ad + 2k) & Ry* :2(9)2+9+—2, (473)
a a a
Roy =(24* + ad + 2k)§a
. —
— (2% + aii + 2k) f2 & Ry> :2(%)2+g+§, (474)
Ry = — (26* + ad + 2k)ss
‘ ' i 2k
— (242 + aii + 2k) f2sin®0 © Ry® = 2(%)2 + % + 5 (475)
. )
R 6 + 6a ;2— (476)

81Da v nicht von r abhingt (2 5 = 0), gilt Drehimpulserhaltung und das Universum wird wirbelfrei
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Bei der FRW-Metrik ist fiir den Energie-Impuls- Spannungstensor aufgrund der Homo-
genitit und Isotropie des Linienelements derjenige der idealen Fliissigkeit (102) zu verwen-
den:®?

T = (0 + p)uyty — DY

mitu“:50“.

So erhilt man

Too = 0, Tij = pa*gyj, 477)
T="T,9g"=T,"=0—3p. 478)

Fiir die Zeit-Zeit-Komponente der Feldgleichung (58) erhélt man

A

a’+k

3 = sn G O Mo G lo- ) + (1487 (e + € 1. @19)
Fiir IT = 1 ist die linke Seite von Gl. (479)
(14+6) BTG (G0 + ) + (& + 73 +8)].
Fiir IT = 0:
(1+6)7 876 + (5 + 56 + ).
Die Higgsfeldgleichung (59) lautet hier
E43% 4 6= H?(@ — 3p). (480)

Setzt man (480) in die Feldgleichung, so bekommt man die erste verallgemeinerte Fried-
manngleichung:

a?+k 181G 1

_ L d
= (148 [0+ (6 - 26) @81)

a?

Sie ist unabhéngig davon, ob IT Null oder Eins ist, ist also fiir beide Formen der HSTT
formal gleich.

Die Raum-Raum-Komponenten der Feldgleichung (58) fiir die ROBERTSON-WALKER-
Metrik fithren auf dieselbe Differentialgleichung:

A~

a a*+k _ 11 1
2=+ —5— =1+ [-81G(p + S [0 —3p]) + (€ + 25 + 5)] (482)
a a 3 l 4]
Fiir [T = 1 ergibt das fiir die rechte Seite von (482)
81G a 3
1 == -
A+ [-—5o+ &+ £+4p )]

82[m Falle des Higgsmechanismus ohne erzeugbare HIGGS-Teilchen ist wieder statt T}, der effektive EIST T,W zu nehmen.
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und fiir IT = 0:

o
(1+6) 7 [-8nGp + (26 + € + )]

Unter Verwendung der Higgsgleichung erhidlt man die zweite verallgemeinerte Fried-
manngleichung:

a? +k
2

2% + = —8rG(1+ &) p— (1 +&)7HE+2- 5 — (483)

4l 412 )
Man erkennt, da3 beide verallgemeinerten Friedmanngleichungen (481) und (483) formal
unabhiingig davon sind, ob die Higgsteilchen erzeugbar sind oder nicht, d.h. ob das Higgs-
feld an der Materie-Lagrangedichte £, koppelt oder nicht. Sie sind dann sowohl fiir eine
Betrachtung des Standard-Modells als fiir eine der SU (5)-GUT gleich. Der wichtige formel-
le Unterschied liegt in der Higgsfeldgleichung mit (53) oder ohne Quelle (54) (zusammen,
siehe (480)), und in der Kontinuitédtsgleichung (485).
Die volle Dynamik des Weltalls wird nach der Higgs- Skalar- Tensortheorie durch die beiden
verallgemeinerten Friedmanngleichungen und die Gleichung fiir das Higgsfeld beschrieben.
Als Folge der Kontinuititsgleichung fiir Energie und Spannung fiir:

a

A ]_[ ~
T, = Sl (484)
21+¢
erhélt man die Kontinuitédtsgleichung
.G I Y
o+3-(e+3p) = (1= 5)A+&) &0~ 3p), (485)

Die Quelle verschwindet im Fall keiner Kopplung des Higgsfeldes an L.
Diese Kontinuititsgleichung®?, zusammen mit einer der beiden verallgemeinerten Fried-
manngleichungen und der Higgsfeldgleichung, reicht zur Beschreibung der Dynamik des
Universums aus. Zum Beweis dieser Aussage differenziert man die erste Hauptgleichung,
Gl. (481), nach der Zeit t. Unter Verwendung der Kontinuitédtsgleichung (485) (fiir erzeug-
bare Teilchen) und nach Umformungen erhélt man:
a*+k 321G a 1 1 . a . a>. la
2— -2 = - —EE— —€E+4=E+ -€). 486
a? 3(1+£)ga1—|—§(2l2£§ a§+ a2§+l2a£) (486)

Addiert man auf der linken und rechten Seite 3(a? + k)/a® und setzt auf der linken Seite
dafiir dreimal die erste Friedmanngleichung ein, so folgt

i a*+k 87G 1 a. 3
(e L e £+412 O

& al i 167G 2

1+¢2a 2qE¢ 25_3(1+§) 1+5(452g __“)} (487)

Wird nun fir —87Gp[3(1 + £)]~! in der eckigen Klammer die erste Friedmanngleichung
(481) eingesetzt, so ergibt sich:

Ji @tk _ &G 1 I
a2 31+ T 1reat T ap
§ a. i a+k 1 a. 1 3
el % T @ TRt @8y

83Man sieht , daB die Kontinuititsgleichung im Fall der Strahlungsdominanz p = v mit v = 1/3 fiir erzeugbare und nicht-erzeugbare
Higgsteilchen formal gleich ist.
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Also folgt aus der £-Feldgleichung, der ersten verallgemeinerten Friedmanngleichung (481)
und der Kontinuitédtsgleichung (485) die zweite verallgemeinerte Friedmanngleichung (483).

Addiert man die verallgemeinerten Friedmanngleichungen (481) und (483), so erhélt man

a a*+k 1 11  1¢ . 871G o

P TTeeaptapk -G @

Im Falle der Erzeugbarkeit der Higgsteilchen entkoppeln die Gleichungen durch (489) von
der Materie. Linearisiert man in & fiir [T = 1, so erhilt man fiir die rechte Seite von Gl. (489):

i a®+k 11

a a2 22

Somit wird das ¢-Feld zu (J€] < 1)3

¢, I =1, linearisiert. (490)

.. .2 k R
£ — 212[3 v % +5) =1, linear. (491)
Somit gilt:
: @ aa _a®  _ka

=2 [—+ = —2— —2— 492
3 l[a+a2 e ag], (492)

sese ..2 .2.. .4 . .2

S a2 a a a~a a a a
§ =21 —+ — — 8~ + 67 -2k + 61%]. (493)

Eingesetzt in die £-Gleichung (480) ergibt das:

TGN A =1[a® i@ + ai® — 5a2i — 2ki 4 3aa 3]+
+ a*d + aa® + ka. (494)

Dabei ist Gy = 3G, giiltig fiir | > r'7orsionswaage-

AuBerdem gilt o = %. A ist konstant und p wurde vernachldssigt.

Wihlt man als Ansatz ein Potenzgesetz
a = apt", (495)
so gilt
a=aput"", i=aou(u—1)t"?
@ = agu(u —1)(u—2)t"3, '@ = apu(8 — 1)(u — 2)(u — 3)t" 4,
Damit folgt aus (494):
Plagu(u —1)(u — 2)(u — 3)*"* + aju’(u — 1) — 5adut* *u(—1)+
+ 3adut™ *u(u — 1) (u — 2) — 2kagu(u — 1)t 2]+

+ adu(u — )% + adu?t* 2 + kagt" = TGy A. (496)
Fiir ¢t — 0 liberwiegt ¢3*~*. Nimmt man nur solche Terme, so erhilt man
1
6—-12u=0 = u=s. (497)

84Dabei ist — = %



Wegen (495) gilt dann

a = agt'’? fiir alle k.

Der Limes ¢t — 0 ist aber ausgeschlossen im Hinblick auf (7.3) wegen |¢| < 1.
Fiir t — oo iiberwiegt t>*~2. Fiir diese Terme erhilt man

1
Cu—1u=0 = U=

Also gilt fiir t — oo das Potenzgesetz
a= aotl/ 2,

was mit |[¢| < 1 kompatibel ist.

Wihlt man ein dimensionsloses a nach

t
a:=1- f(Z)v
mit
0t
oy’ 1
Es gilt
1
a = f/7 a = jf//7
d’ — l n "d' — lf////

Damit wird die ¢-Feldgleichung zu

f2f//l/+ffl/2 _ 5f/2fl/ _ 2]{:]('//+3ff/f/l/+f2f//+ff/2 +kf —
Wihlt man

l

k =0 flaches Universum,

A =0 leerer Kosmos,
mit dem Ansatz
f=e,

so erhahlt man

Daraus folgt

f=1, mitk=0undA=0.

WGNA/
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(498)

(499)

(500)

(501)

(502)

(503)

(504)

(505)

(506)

Das beschreibt ein MINKOWSKI-Raum mit @ = [. Also erhilt man eine speziellrelativisti-

sche Raumzeit, wenn man einen leeren Kosmos annimmt.
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Die Annahme A = 0, die fiir den leeren Kosmos gilt, entspricht auch einem strahlungsdo-
minierten Universum mit ¢ — 3p = 0. In dem Fall gilt dasselbe Ergebnis des MINKOW SKI-
Raumes. Auch im Falle nicht-erzeugbarer Higgsteilchen gilt das, wenn man Strahlungsdo-
minanz p = %Q annimt, da die Addition der Friedmanngleichungen fiir IT = 0 dieselbe Form

hat wie fiir IT = 1, indem sie auch von der Materie entkoppelt.®

Also:
Eine verschwindende Kriimmungskonstante k in der HSTT mit RW-Metrik fiihrt in einem
Anfangs-(strahlungsdominiertem)-Stadium des Universums zu einem MINKOWSKI-Raum,
wenn ein Schwingungsansatz giiltig ist.

7.4 Allgemeine Eigenschaften des verallgemeinerten FRW-Modells

Die Masse M der HIGGS-Teilchen ist im Standardmodell mit Gravitation um ein Faktor

s ~ 107'7 kleiner als im Standardmodell ohne Gravitation, und in SU(5)-GUT um

g—g ~ 10~ kleiner als in die SU(5)-GUT ohne Gravitation. Diese Masse determiniert die

Skala der Symmetriebrechung. Im Falle des Standardmodells ist die Higgsgleichung (14)
quellenlos, da die positive Spur 7" in (46) gleich grof ist wie die des negativen fermionischen
Anteils der Quelle. So sollen nach dem Modell gekoppelt am Standard-Modell mit SU(3) ®
SU(2) ® U(1) die Higgsteilchen im frithen Universums vom Rest des Alls entkoppeln und
nur gravitativ wechselwirken.

Nach GI. (485)

~

- 5 v e (507)

G
Q+35(0+p) =

erniedrigt sich die Massendichte des Universums, erhoht siAch aber noch im I1 = 0-Fall iiber
Massenproduktion wegen des HIGGS-Mechanismus. Fiir II = 1 bleibt die Gleichung quel-
lenlos, sodall der HIGGS-Mechanismus zu keinem Entropieprozel fiihrt, obwohl das Higgs-
feld an der idealen Fliissigkeit (102) tiber die Higgsgleichung (480) koppelt.[18, 19]

Nimmt man eine barotropische Fliissigkeit an, d.-h. p = D¢ mit einer dimensionslosen Kon-
stante 7, bekommt man durch Integration im Higgsmechanismus ohne Teilchen (II = 0)
[19]:

M(1+¢&)?* fir v = —1 (Anti-Steife Materie)
0=1 M (14+€)z07% = M(146)3 fiir v = 0(Staub) . (508)
-t fiir 7 = 1/3 (Strahlung)

Dabei ist M, die Integrationskonstante.
Im Falle ¢ = 0 wird die Dichte zu der Dichte der klassischen Kosmologie (dort gilt o +
3H(p+ o) =0, vgl. (507)):

M5

0= =iy (509)

85Strahlungsdominanz p = %g gilt insbesondere fiir das frithe Universum, wihrend Staubdominanz p = 0 eher die jetzige Verhiltnisse
beschreibt.
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Im Fall p = 0, d.h. fiir ¥ = 0, spricht man oft von “inkohérenter Materie”. Solche setzt
nichtrelativistische Teilchen voraus (p < oc?). Dabei stellt man sich das Universum als ei-
ne inkohdrente Staubwolke mit den Galaxien aus Staubteilchen vor (vgl. Abschnitt 5). In
diesem Fall ist die Massendichte durch Ruhmassen dominiert. Das gilt insbesondere fiir das
heutige Universum.

Der Strahlungsfall (p = %62) gilt exakt fiir elektromagnetische Strahlung und ndherungswei-
se fiir hochrelativistische Teilchen. Diese Nidherung gilt fiir das frithe Universum [46].

Im Falle des HIGGS-Mechanismus mit Higgsteilchen (ﬂ = 1) gilt dagegen immer formal
die klassische Dichte (509)[18]:

M,
0= =iy (510)

Beide Dichten kann man aber mit der Definition eines Operators K zusammentun. Der

Operator soll durch folgende Eigenschaft definiert sein:3

. 1 fallsIT=1dh. (L =€)
Ex I 511
{ X fallsIT=0dh (Ly ~ &) o
Dann bekommt man fiir Gln. (508) und (510):
M . 1 o
. 5(1-3p)
0= a3(1+D)K:(1+£)2 . (512)

Im Fall des Staubs und antisteifer Materie bekommt man im Higgsteilchenlosen Fall einen
Extra-Faktor aufgrund des Produktionsmechanismus (siehe (507)). Im Strahlungsfall ist die
Kontinuititsgleichung quellenlos, sodal} es zu keiner Entropieproduktion kommt. Die Dich-
ten beider Modelle erhalten die gleiche Form.

Fiir 7 = 0 (Staub) ist die Masse des Universums M (§) ~ pa® = M/(1 + &), die von
Null auf einen Endwert M ansteigt, falls {(0) ~ —1/2 fiir den Anfangswert des Higgsfel-
des gilt (Fall der Neuen Inflation [19]). Die Masse fillt aber fiir £(0) > 2 um einen Faktor
(14 £(0))Y/2 < 0 (Fall der Chaotischen Inflation).

Die Fille der Inflation werden von CERVANTES- COTA und H. DEHNEN fiir den Staubfall in
[18, 19] untersucht, im stationdren Fall oy = xo = 0, mit y = % Im Fall der Neuen Inflation,
wo das Higgsfeld langsam ins stabile Gleichgewicht kommt, vom negativen Higgsfeldwert
an, besitzt das Universum eine Anfangssingularitit und, insbesondere in der HSTT, wenn
das Higgsfeld am Anfang nahe seines metastabilen Gleichgewichts ist, kommt es am Anfang
zu einer Kontraktion des Universums anstatt einer Expansion, soda3 man von “Rollover”-
Kontraktion spricht. Eine nachfolgende Expansion folgt nur fiir spezielle Anfangsbedingun-
gen, wie schon unter den Problemen der Kosmologie im Abschnitt 7.2.2 erwéhnt.

Im Fall der Chaotischen Inflation, wo der Wert des Higgsfeldes positiv ¢ > v ist, kann man
davon ausgehen, dal} der Higgsterm die Dynamik dominiert und es ergibt sich eine Inflation
wie in [82], aber wahrscheinlich in einer niedrigeren Energieskala.

H1GGs-Oszillationen kdnnten dabei, wie schon erwihnt, zur Losung der fehlenden kosmo-
logischen Masse beitragen, da sie Dunkle Materie (SIDM) implizieren wiirden, wobei einige
H1GGS-Oszillationen in Baryonen und Leptonen zerfallen konnten, wihrend die die noch
bestehen eine Remaneszenz der kosmologischen Funktion wiren.

86Er ist somit eine Art inverse Operation z—! mitz~! -2 = e, fallsz € {X : = 1}.
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Die Giiltigkeit der p-Erhaltung bedeutet 7% = oc?-Erhaltung, und somit, wegen g
a(t)s:¥

om(t)a(t)® = const = g, (p=0, 0= om), (513)

was als Massenerhaltung interpretierbar ist, da a(t) alle physikalischen Lingen bestimmt.
Fiir eine strahlungsdominierte Massendichte mit g, erhilt man

os(t)a(t)! = const = B, (p=0c*/3, 0= 0,). (514)

Also verringert sich bei der Expansion des FRIEDMANN- Universums die Energiedichte
der elektromagnetischen Strahlung schneller als die Materiedichte. Der Grund dafiir ist, daf
die Photonendichte (wie die Baryonendichte) wie 1/ a® abnimmt, die Photonen aber auBer-
dem rotverschoben werden und ihre Frequenz vy oc 1/a ist.

Das thermische Verhalten der Strahlung ergibt sich aus der Energiedichte o oc 7% und wegen
ox1/a*zuT x 1/a.

Ist ein expandierendes Universum von Strahlung erfiillt, so kiihlt es bei der Expansion um-
gekehrt wie seine Ausdehnung ab.[104]

7.5 Statische Losung der verallgemeinerten Friedmanngleichungen

Wir betrachten den statischen Fall der verallgemeinerten Friedmanngleichungen. Das bedeu-
tet:

€=£=p0;9_d0=d=0 } (515)

Die verallgemeinerten FRIEDMANN-Gleichungen (481) und (483) werden linearisiert zu
(der Index () bedeutet hier statisch; der Index ( bezeichnet den heutigen Zustand):

k. 8rG _ 41
% :T(l + £0)) " (0m + 0)s) + (1 + &) 14—12 ) (516)
und
k 8rG _ 4 3
% =— T(l + &))" o0)s + (14 &) 14—l2§(20) (517)
und die statische Higgsgleichung (480)
1 ~ 81
1_2 0y = HTQm(o)- (518)
Also gilt mit beiden FRIEDMANN-Gleichungen:
167G 1 1 5
5 20~ l—25(0) - ﬁﬁ(o) =0. (519)
Somit fiir 0 = 05 + omn:
3
00 = 35— (%o + £o)- (520)

87Die Indizes m und s bedeuten Materie- bzw. Strahlungsanteil.
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Die Dichte ist nichtnegativ. Somit ergibt sich als Extremfall verschwindenden Druckes der
Higgsfeldwert {) = —2 oder der triviale Fall oy = 0. Der erste Wert ist eher uner-
wiinscht®®. Der zweite entspricht den Wert der HSTT ohne Higgsteilchen oder auch ohne
Materiedichte. Wire der Druck in der HSTT mit Higgsteilchen Null, so ergébe sich fiir alle
GroBen die triviale Losung. Ohne Higgsteilchen ergibt sich allgemeiner sogar fiir alle die-
se GroBen immer die triviale Losung { = 0,00y = 0s0) = a0) = k = 0%, was mit der
Eigenschaft zu tun haben soll, dal bei statischen sphdrischen symmetrisch Metriken gilt

£=0. (521)

Somit wird im folgenden nur die Theorie mit Higgsteilchen, d.h. mit II = 1 untersucht.
In dem Fall, daB3 alle GroBen nichtnegativ sind und mindestens eine ungleich Null, ist die
Kriimmungskonstante

k=1 (522)

Untersucht man getrennt die materielle und Strahlungskomponenten der Dichte, so ergibt
sich mit der Higgsgleichung:

3 2
05(0) = 55— (80) — 260))- (523)
Diese GroBe ist Null im trivialen Fall und fiir {5y = 2. Also gilt bei volliger Materiedomi-
nNanz: o,,(0) = -5 Fiir das Higgsfeld gilt
o) = 2. (524)

Setzt man die Dichte in die 2. Friedmanngleichungen (483) ein, so erhélt man

l2 1 <§(20) - 25(0)) 3 5(20)

a2 4 (1+ f(o)) 4 (1+ f(o))'

£o) €0
= 525
2 1+¢0 (525)
3 o
~O0s(0) T T
7y (1+&o)
Setzt man den Extremwert der volligen Materiedominanz ein, so erhélt man®
aly =1, (050 =0). (526)
Als allgemeine Losung ergibt sich auch aus voriger Gleichung:
202 202
£(0) =05~ 1) = - (527)
(0) (0)
2% — a? aZy + 202
= )12 = 2502 © (02) 5 (528)
%) “0)
12 1
= 2—— (oder — ).
2
o) 2

88Unten sieht man, daB nicht in einem Anfangsstadium des Universums gearbeitet wird, sodal auch mit einer Neuen Inflation das
Higgsfeldwert Wert £ > 0 hitte genommen haben sollen.

89Das wiire so, wie in [106] fiir statische Higgsfelder in statischen sphirisch-symmetrischen Metriken gezeigt.

9OFEine weitere Losung & (o) = —1fir a? = 12 ist wegen einer dann entstehenden negativen Materiedichte nicht moglich.
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Also gilt allgemein
§o)=2—5 =2 (529)

Fiir die Materiedichte ergibt sich somit, mit k = 1

3 1
L 530
&m(0) e a%o) (530)

Die Strahlungsdichte ist

T a—
0s(0) = SWGG%O) a%o) )
Man merkt, dal der Grenzfall {g) = 2 = 0,(9) = 0 beinhaltet ist.
Auch merkt man, da3 die Materiedichte abfillt, wenn der Skalenfaktor a gy groBer wird. Die
Strahlungsdichte auch, und zwar schneller (was man auch erwartet).

(531)

Im Fall der volligen Materiedominanz gilt, dal der Skalenfaktor a () gleich der Reich-
weite [ der Higgsteilchen ist. Bei nichtverschwindendem Strahlungsdruck gilt dann

1? < ay, (532)

sodaf das Universum, wie man erwarten kann, 1.A. gro3er ist als die Reichweite der Higgs-
bosonen.

Vollige Strahlungsdominanz gibt es nicht, solange es Higgsteilchen gibt. Das fiihrte ja da-
zu, daf es auch keinen Strahlungsdruck gibt, da fiir {5y = 0 die Gleichung 0,,,0) = —20s(0)

gilte. Im I = 1-Fall folgte direkt aus der Higgsgleichung, daf beide Anteile der Dichte ver-
schwinden. Fiir II = 0 wire ein negativer Druckanteil mathematisch moglich, insbesondere,
wenn die Kriimmungskonstante nichtverschwindend sein sollte.

Wir betrachten die Kopplung zwischen ) und a ), gegeben durch

2 e

o afo)
Im Falle der volligen Materiedominanz ergibt sich ag) = [ und § = 2, also sind die stati-
schen Werte gegeben.
Im Falle, aber, da3 der statische Wert der Strahlungsdichte nicht verschwindet, bleiben die
Werte beider GroBen ungewi3. Nur, daB {¢) > 2 und I < ay), ist bekannt. Die Kopplung
besagt aber noch, dal} bei statischen Bedingungen im Falle eines sehr groBen Universums
(Skalenparameter sehr grof3 im Vergleich zur Higgsreichweite /), der statische Higgsfeldwert
verschwindend klein sein wiirde. Verschwindendes oder kleines a gy — [ dagegen wiirde den
statischen Higgsfeldwert zum Wert 2 tendieren lassen, da auch die Higgsreichweite [ zu Null
gehen miil3te.
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Fiir die statischen Werte ergibt sich mit (501)

apy=1-f(0)>1, &o =2f(0)>2,

3 1
o) = -] *(0), (533)
3 1

0s0) = g2 “20)(f72(0) — 1).

Fiir p = 0 gilt a(p) = [, also f(0;p = 0) = 1. Allgemein gilt
F0)>1 (= 1fir o, = 0). (534)

Betrachten wir jetzt den Zustand, fiir den die statischen Bedingungen im Universum gel-
ten konnte. Fiir den Anfangszustand des Universums gilt

0s(0) = Om(0)- (535)

Daraus folgt

§(12 — afy) S 3 2afy)
2 87Gay, ArGafy
= 1> V3a). (536)

Das ist aber nicht gegeben, Nach GI. (532) ist der Skalenparameter des statischen Zu-
standes immer grofer oder gleich der Reichweite [, bzw. mit (529) ist der {-Feldwert des
stationdren Zustandes groBer oder gleich 2. Der Widerspruch entsteht schon anhand von GI.
(531): ps(0) muB wegen (532) kleiner als py, (o) sein. Die Voraussetzungen fiir ein Anfangsu-
niversum sind im statischen Fall nicht gegeben. Auf jedem Fall wére [ > a ein guter Wert
fiir ein Anfangsstadium des Universums, insbesondere wenn man einen Heiflen Urknall er-
wartet. Das ist aber nicht innerhalb der statischen Rechnung gegeben.

Das statische Ergebnis gilt also nicht fiir den Anfangszustand des Universums.

Der statische Bereich entspricht einem Wendepunktzustand des Universums, in einer Ara
vor dem gegenwirtigen Universum.’! Andere Zustandsabschnitte kriegt man aus kleinen
Storungen dieses Systems durch eine Stabilitdtsuntersuchung.

91 Also wire die Annahme a(y = 0 mit £y = 2 nicht gut, ja schon, weil man auch keine unendlich groBe Higgsmasse erwartet.
a) = 0 wire nur fiir das Anfangsstadium des Universums zu erwarten, und streng nur im Falle der Neuen, nicht Chaotischen, Inflation.
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7.6 Dynamik aus den verallgemeinerten Friedmanngleichungen

7.6.1 Stabilitatsuntersuchung der statischen Losung und nicht-statische Losungen

Zunichst bringt man durch eine kleine Storung das statische System aus seinem Gleichge-
wicht. Dabei gilt als Ansatz”?

a=ag(l+e), [ef<1
§=¢ol+9), k1

537
Om = om)(L +0), o] <1 (537)
0s = 0s0)(L+7), <1
Es gilt fiir die gestorten Grofen
3
a=1(1+¢), Qm:m(l—l—a), E=2(1+9). (538)
Aus der Higgsgleichung folgt
; 0¢ 1
o = —(o —)9). 53
* 31 +e 2 (0 =9) (539)
Linearisiert gilt dann
|
0= 1—2(0 —9). (540)

Aus dem Energiesatz oa® = A = const und aus der ersten linearisierten Friedmannglei-
chung (481) folgt

o+ 3e=0. (541)
Die Summe der Friedmanngleichungen (489) ergibt
B l2 2
26[1 42— (1+8)]agy + 2(1+¢)[-1+ 0 +2—(1 4 0)+
%) (02
12 12 9 9. 9%
+29(—— —1) = (20 + 67)] + 2076 + 2176 = 0. (542)
a a
(0) (0)
Linearisiert wird das zu
I 12 I 12 12 .
%) %0 %0 %0 %0
Aus der zweiten Friedmanngleichung (483) ergibt sich
1 12 2 I 2 12 2 .
261 +e)+ &+ 5 )1+25(1+6) =[5 1— )+ 51— —5)—2—50—
%) %) o Yo %o Yo %0
22 12
—2— +3—(146)%)(1 +¢)*. (544)

a%o) 1+¢ a

Linearisiert erhilt man

2o, 2 2 2 2
(0) (0) (0) (0) (0)

92Genommen wird die Theorie mit erzeugbaren Higgsteilchen I1 =1, was k = 1 und ein geschlossenes Univesum impliziert.
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Mit GI. (541) wird das zu

l2 l2 l2 l2 l2
%0) %0) %0) %0) %(0)
(546)

Die Ergebnisse fiir verschwindender Strahlungsdichte ergeben sich somit als Extremfall mit
a() = . Der wird im folgenden untersucht:

e Spezialfall gy = | = 050) = 0= 05 =0
Es gilt mit p = 0:

3
Om(0) = m(l +0a), o =2 (547)

Die Summe der FRIEDMANN-Gleichungen (489) ergibt

€ g2 1

1+6=1 548
* [1+€+(1+6)2+l2(1+6)2]7 (548)
was linearisiert zu der Gleichung
6 =1%¢— 2 (549)
wird.”?
Aus der 2. FRIEDMANN-Gleichung (483) folgt
g ?¢* 4+ 1 2 (1+0)
=— 550
A+ teator 20 +o) & (530)
1 € -1 3
20 + =2(1+6) + = (1 +9)?.
+1+2(1+5)[(1—|—5) +12( + )+l2( +9)]
Linear wird das zu
.1 1 1
521—254—@0—?5:0. (551)

Aus der linearen 2. Friedmanngleichung (483) und der Higgsgleichung (480), zusam-
men mit der linearisierten Summe der Friedmanngleichungen (489) ergibt sich eine
Differentialgleichung 4. Ordnung in der Zeit:

YE —PE4e=0. (552)

Diese lineare Differentialgleichung hingt nicht explizit von ¢ ab. Deshalb macht man
den Ansatz

e = AeM, (553)
was auf das charakteristische Polynom fiihrt:

X=X +1=0, (554)

9Ginge die Masse der Higgsteilchen ins Unendliche, wiire also die Reichweite I = 0 und damit a(gy = 0. Das ist unphysikalisch.



Mit
N =7
ergibt sich
1 1 3
Pt —=—-14+-=-C2
Ty T177]
R 3
= (T—=)"=—-

mit den Losungen

1 3
= —+i4/-.
SR OWE

Also ist A eine komplexe Grofle der Form
A =a + b,
sodal} aus Gln. (555) und (557) folgt:

1 3
AN =a? =1+ 2iab==+iy/=.
a + 21a 5 1 1

1 3
2 2:_ 2 :j:\/i'
a®—b 5 ab 1

Es folgt fiir a aus der 2. Gleichung (oben):

1 /3
—a /2
“ %VZ

Fiir 0 folgt damit fiir die 1. Gleichung:

31 1 1 3 1 4 1
== = W+t =—t—=—=-
T T 1616 16 4

mit der Anfangsbedingung:

Somit gilt

1 1 1 1

2 2 2
Y= = e
(b 4) 4 b 4 2

Man hat

4

b2={+§ ,
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(555)

(556)

(557)

(558)

(559)

(560)

(561)

wobei die zweite Losung zu streichen ist, da b reell vorausgesetzt ist. Also ist der Ima-

ginirteil des Eigenwerts des charakteristischen Polynoms:

1
b=+-.
2

(562)



Der Realteil ist dann geméaB (559) zusammen mit dem Imaginérteil:

e

a; = + %, b1:+%,
CLQZ—\/% 52:—%,
ag = — %, b3:+%,
ay = + b4_—%

Somit sind die partikulidren Losungen der Differentialgleichung (552):

— AetViieti

€9 = A2@ \/_le i
_ /3t

g3 = Ase  Vitett

31
gy = AgeTViie

)

[SIE M\»—- m\»—‘ w\»—‘

~lck ~l  ~|c+ N\w

|
<.
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Die allgemeine Losung ist die Superposition aller partikuldren Losungen in reellwerti-

ger Darstellung:
1t
£ —Ae\/_lsm(gz) + Be\/_lcos(2 l)—i—
¢ 1t 3t 1t
+ C’e_\/%sin(——) + De™ %Tcos(——)
21 21
1
= — —0‘7
3

letzteres gemif3 Gl. (541).
Fiir die Zeitableitung der Storung ¢ des Skalenfaktors gilt:

. 31 Wer \/—
5—\/;1 Ae lsm(2l)+§7 e 1003(52)4—

31 Vi 1t 1t VI 1t
+\/£736 oslyy) gy v sz

1 1t e 1t
\/§ Ce™ \/_lszn(iz)—l———Ce \/Zlcos(52>_

)

41 21
31 WEE Vi 1t
\/;lDe lcos(2 l> - §7De 4lsm(§z).

und

t 1 t t ]_
1% ——Ae\/zlsm(ﬁz) + \/§A@ Zlcos(§§)+

t
2 21 l
1 3t 1t 3 _\/E; 1t
+ 506 lsm(§z) + ZCB 1003(52)
1 3t 1t 3 _\/E; 1t
+ §De lcos(ﬁz) + ZD@ 4l3m(52)

(563)

(564)

(565)

(566)
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Mit § = [2¢ — 2¢ nach (549) folgt fiir den Storfaktor des Higgsfeldes:
3 ¢ 1t 3 ¢ 1t
§=— §Ae\/§75in(§z) + \/gAe\/Elcos%Z)—
3 \/3; 1t 3 1t
- §Be 4lcos(§l) \/;Be lsm(§z)—
3 ¢ 1t 3 ¢ 1t
— 506_\/%32'71(52) — \/;C'e_\/glcos(——)—

21
3 3t 11 3 VL 1t
- §De lcos(2 l) + ZDe lsm(iz), (567)

oder umgeschrieben:

3¢, 3 1t 3 .1t
+ Be 41(—§c05(§z) — \/2527152)—1- (568)
_ /3t 3 1t 3 1t
+ Ce 4l(——sm(§z) - \/;cos(éi))—i-
_ /3, 3 1t 3 . 1t
+ De l(——cos(éz) + \/;szn(§z))

Hiermit sind alle 3 Stérungen ¢, 6 und o gemal Gln. (563) und (568) bestimmt.
Die Zeitableitung von (568) lautet fiir nachfolgende Rechnung:

§=— —Ae\/—lsm(éi)—

Vi
l\/» Be 005(2 l)+ (569)

Ce 4lsm(§z)+

22 DeVitcos(=2
+ ; 4De 4lcos(2l).

e Anfangsbedingungen fiir p = 0:
Als Anfangsbedingungen wihlen wir
t=0: =0, &=w, (570)
§=0, 4=0.
Das bedeutet eine gewisse Anfangsstorung der “Skalengeschwindigkeit” a.
Aus ¢ = 0 folgt gemaB (563): B+ D = 0.
Aus § = 0 folgt gemib (568): \/34 — 3B — \/3C— 4D =0,
Mit § = 0 folgt gemiB (569): —B + D = 0.
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Also zusammen
B=0, D=0, A=C. (571)
¢ = w fiithrt gemal Gl. (564) zu
A=lw. (572)
Also gilte A = C' = 0 im Falle, daB es keine Anfangsstorung fiir a gébe.

e [.osung mit Anfangsbedingungen:
Obige Integrationskonstanten eingesetzt in die Losungen (568) und (563) fiihren zu:

£ :2lwsm(%§)cosh(\/§§), (573)
—lw(\/_cos( )smh<\/%) _ 3sin(%§)cosh(\/g§)), (574)
o=— 6lwsin(%§)cosh(\/g§). (575)

Fiir t — 0 gilt fiir den Skalenfaktor:

und fiir das Higgsfeld

11¢2 3 /3¢
6 =lw(V3[L - 375l VC ZVEFV‘
)

1t 114 13¢2

-3l - g5l + 377

21 6803 242
1. ¢

=— —lwl—3 (577)
Setzt man die dimensionslose Koordinate z = % ein, so werden GlIn. (577) und (576)
mite'(0) = @ = 2|,

d=w(r+ %x?’), €= —%wx?’. (x —0) (578)
Mit der Integrationskonstante zu A = w = wl. Unter Betrachtung dimensionsloser
Koordinaten x = t/I verschwindet die Reichweite [ aus den Losungen der Stérungen
(563) und (568) (Skaleninvarianz). Man kann auf [ normieren, ohne daf} der Verlauf der
Losungen geindert wird. Im folgenden wird der Verlauf der Storungen 6 und (£ o)
dargestellt gemiBl den Resultaten (568) und (563) untersucht. Hauptsichlich wird die
einheitslose Koordinate = benutzt, da die Losungen skaleninvariant sind und sowohl
durch [ und w geteilt werden kann ohne Anderungen der Dynamik hervorzurufen. Der
Verlauf mit ¢ und verschiedenen Reichweiten [ folgt nur um das Verhalten der Kurven
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I
&0 1" \1 ‘ ! Epsilon zo00 ,
a0 . l1=3 =4 Delta I
"l \ =3 1000
z00 = “‘-..‘ =2 }
IR A o T /
wzoo = \_.f)'C?' f \ ‘ / / D H/ /
- S
N qtatische];‘ Bereich \ '| \ T I I =3
-500 1 - |
TN A v o
-0 -z0 -10 :: 10 20 20 20 zo 10 n 10 20 20

37: Verlauf der Storung ¢ des Skalenfaktors a(t) und der Stérung ¢ des ¢-Feldes normiert auf wi als Funktion
von t = zl in 10° LJ mit Reichweiten [ = 2R, [ = 3R und [ = 4R normiert auf R.

T

100000

=4 Epsilon 190000 Delta /
£0000 n /

. 0000

=2 | /\/
w o \D\. - . A ] -
} \ur\\\\;\~ = -~ /rfiz?
-50000 =3 ad -50000 v /}’
=100000 I
100000
P
-0 -2d 0 z0 40 -40 -&0 ] 20 40
= =

38: Verlauf der Storung e des Skalenfaktors a(t) und der Stérung ¢ des ¢-Feldes normiert auf wi als Funktion
von z = ¢/ in 10°L.J mit Reichweiten [ = 2R, [ = 3R und [ = 4R normiert auf R.

in Abhéngigkeit davon zu betrachten und zwar auf w normiert, weil der Verlauf der
linearisierten Storungen unabhingig davon ist.

Die Peakwerte bewegen sich nach “Auflen” fiir hohere [-Werte. Die Peaks steigen dabei
an. Sie sind so viel groBer als die vorige Peaks, daB3 die ndher an dem statischen Bereich
nicht mehr erkennbar sind.

Die Peaks der §-Storung des ¢-Feldes liegen hoher als die der e-Storung des Skalenfak-
tors.

Man erkennt folgendes:

1. Wendepunkt bei ¢ = 0 liegt nicht beim Urknall.

2. Anfangssingularitit, d.h. ¢ = —1 bei speziellen Anfangsbedingungen nicht vor-
handen.

3. Der Verlauf des Higgsfeldes und des Skalenfaktors sind nicht streng periodisch. Es

29 ¢

gibt aber ein “atmendes”, “pulsierendes” Universum.

4. Die Peaks sind groBer, je hoher die Ordnung des Peaks, d.h. je weiter weg sie vom
statischen Bereich liegen.

5. Die Extrema des Skalenfaktors und des Higgsfeldes sind zueinander fast um 180°
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T
Peak 0. Ordmmng.

- | ] : ‘
Peak 0. Ordnung.
Delta w=0.005 w=0.01
N Delta
a.s

o wmd £
=
|~

dand €
=

Epsilon Epsilon|

1 -4 13 0 2 4 & @ .
H
280 ] I I 1 a0 ] } } i
Peak 1. Ordnung. Peak 1. Ordnung.
w=0,005 w=90,01
1oo : +
- - l a (
: l [ ‘ 5, /
SN J : ' ]
% } Delta Epsilon ) h Delta Epsilon
100 x / ‘ -za0 / \
=" i) | e i) I

10 ‘ ‘ Peak 3. Orduumg. ‘\
Peak 2. Ordmmng. oos w=0,000001 A
w=0,000001 t
‘ 1000 [ 4 I
w \ Delta Epsilon \ . ut'g: ‘ o ” \ ‘
Eh v = T T
- Delta Epsilon
L 1000 [ 1
5 I ! |
-----
. ‘ Ty |
aaaaa L

39: Storungen &, bzw. 4 fiir verschiedene Peak-Ordnungen.
veschoben. ¢ eilt dabei 0 hinterher.

6. Es besteht beziiglich des Wendepunktes fast ein punktsymmetrischer Verlauf der
Skalenfaktor-Storung € und der des -Feldwertes 9.

Die Niherung ergibt sich fiir ein Universum, dessen Strahlung im wesentlichen unwich-
tig ist.

Das gegebene Universum steigt inflationér zu einer statischen Era, gefolgt von einer
neuen starken Expansion und Deflation des Kosmos.

Nennen wir €; den Extrema von ¢ an der Stelle x; = (%)Z, die Extrema i-ter Ordnung.
Fiir die ersten 12 Ordnungen der Peaks gilt:



1 ‘ Ti ‘ g;- wT ‘ = Q- 10% ‘
0] 525~6 4,75 47,5 - 100

1 [11,5~12 ] 11000 110 - 107

2 | 17~18 | 2,5-10° 250 - 10*

3] 26~24 | 5,7-10° 570 - 10°

4 30 13-10™ 1300 - 108

5 36 3-100 3000 - 10™°
6 | 45~42 | 7-107 7000 - 10'2
7 | 50~48 |[1,6-10" | 16000 - 10™
8 | 56~54 [3,8-10% | 3800010
9| 62~60 |0,8-102] 80000-10'®
10 68~66 | 2-10 | 200000 - 10%
11| 7T4~72 [4,7-10% | 470000 - 10?2
12 78 11-10% | 1100000 - 10%*
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a; wird durch die Tabelle definiert. Sie dient zur Betrachtung des Verhaltens von den

Maxima é;. Es gilt

g =—(2+A)-&_1-10% (579)
=w - qy - 10% (580)
(581)
. o éi -2 g
Fir A := (- —2) - 107 gilt
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | MV
A | 0,321]0,27 0,28 | 0,28 | 0,31 | 0,33 | 0,29 | 0,38 | 0,11 | 0,5 | 0,35 | 0,34 | 0,31
Somit gilt
&~ 47,5 - w-(—2,31)" - 10%, (582)
mit ap = & - w ' = 47, 5.
und mit dem Mittelwert MV = 0,31 von A.
Fiir «; folgt dann mit den gegebenen Parametern
o; ~ 47,5 (—2,31)" - 10%. (583)

Somit geben die Ordnung ¢ und die Amplitude der Storung niedriger Ordnung die Ho-
he der ¢-Strorung. Iterativ ist die Hohe des Peaks gegeben durch die Amplitude Nullter

Ordnung und der Ordnung selber. Die Amplitude Nullter Ordnung ist .

a; und A kommen bei der numerischen Betrachtung in 7.6.3 auch vor. Somit werden
spiter die Parameter verglichen.
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7.6.2 Fazit des linearen Modells: Inflation und atmendes Universum

e Diskussion der linearen Losung:
Nach dem linearen Modell soll der heutige Zustand des Universums (relativ) nahe des
Wendepunktes sein. Es handelt sich um einen Bereich moderater aber beschleunigter
Expansion. Diese Epoche geht dem Modell nach, eine Epoche rascher Expansion, die
ein inflationdres Universum beschreiben sollte voraus. Somit sollte das Flachheits- und
Horizont-Problem prinzipiell 16sbar sein. Dabei iibernimmt das ¢-Feld die Rolle der
“Fithrungskraft” fiir die Inflation in Form der kosmologischen Funktion A(£) £ V (€),
die besonders im Anfangsstadium des Universums eine besondere Rolle in der Dy-
namik spielt und im heutigen nur wenig von Null verschieden ist. Sie sollte im “Zu-
kunftsstadium” wieder die Dynamik dominieren, bevor es zur neuen Kontraktion des
Universums kommt, gefolgt von einer neuen Expansion.
Die Maxima der Storung ¢ des ¢-Feldes und der Storung € des a-Parameters sind fast
um 180% verschoben (wobei ¢  nacheilt), sodal die Energie fiir die “Atmung” des
Universums dem Higgsfeld entzogen wird. Dieses stellt dann den Grundbaustein der
Quintessenz dar als skalares Feld fiir die Inflation.
Die Inflation folgt immer einer Deflation, ist also, wenn w physikalisch gewéhlt wird,
eine Chaotische Inflation. Das Universum besitzt ein nichtsinguldiires Anfangsstadium
mit einem differenzierbaren Skalenparameter a beim (entschérften) Urknall. Also kann
von Vorstadien des Universums gesprochen werden und von einem “Big-Crunch” vor
dem Urknall mit einem pulsierenden Universum (zur Losung des Horizont-Problems
wird auch dadurch Rechnung getragen). Fiir solch eine Inflation braucht man nach [20]
kein “Fine-Tuning” des £-Feldes im Anfangsstadium. Das Higgsfeld sorgt als Inflaton-
Feld fiir die richtige Aufblihung ohne grof3e Probleme, sodall die Chaotische Inflati-
on trotz teilweise unbekannter Anfangsstorung am Wendepunktstadium natiirlich er-
scheint.
Im Falle, daB die Anfangsstorung so wihlbar ist, da} ¢ im Anfangsstadium verschwin-
det, so folgt trotzdem ein atmendes Universum, obwohl das nichtdifferenzierbare Ver-
halten von @ am Urknall nicht sauber Vorstadien zulieBe. Trotzdem konnte es sich
um Neue Inflation handeln, wobei als Rollover-Kontraktion die Kontraktionsphase des
Peaks ¢ voriger Ordnung zu nehmen wire. Wenn das so ist, dann hat sich £ von allein
eingestellt, da kein “Fine-Tuning” fiir £ notig ist, damit die Kontraktion nicht zu einer
Singularitét fiihrt. Gegen eine Neue Inflation spricht aber, daf diese Kontraktionsphase
nach einem Bereich £ = 0 passieren soll und eher auf die Oszillation von A (d.h. V' (£))
schliefen 14Bt, die fiir die Atmung des Universums zustindig wire und auch fiir die
Wiedererhitzung nach dem Urknall, indem ein Teil der Oszillation in Baryonen zerfal-
len konnte [20]. AuBBerdem soll das Higgsfeld die Dynamik insbesondere im Fall der
chaotischen Inflation dominieren. Dafiir spricht auch der hohe Wert des £-Feldes im
Anfangsstadium des Universums. Die hohen §-Storungen des £-Feldes bei a = 0 die
sich hier ergeben sind nicht vereinbar mit der Neuen Inflation.
Eine genauere Aussage, insbesondere der Groenordnungen, kann anhand einer stren-
gen Rechnung gegeben werden. Das bendtigt eine numerische Losung des in der HSTT
verallgemeinerten FRIEDMANN- Modells.
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7.6.3 Numerische Losung des verallgemeinerten Friedmann-Modells

Die Storung € kann mit der Zeit grof} gegen eins werden, sodal} das linearisierte Modell ver-
sagt. Auch die Storungswerte von ¢ konnten zu hohe Werte annehmen, insbesondere weil &
in der linearen Niherung hohere i-Extrema besitzt als ¢, sodaBl § schon im Anfangsstadium
einen Wert 0 > 1 annehmen wird (was wiederum fiir chaotische Inflation nach dem linearen
Modell spricht).

e Die strengen Gleichungen und Anfangsbedingungen fiir die Stérung sind:
Die Differentialgleichung fiir ¢

o+ 31‘5—; + % = %g, (584)
und der Energiesatz
(1+o)(14+30) =1 = 0= ——=_ (585)
1+ 3¢
Fiir das Higgsfeld gilt
5:12[1; T (155)2] — 9. (586)
Also gemiB Gln. (584) und (585) sowie Gl. (586):
125+3l215+85 +o+ 1i€3€ —0, (587)
2 € s &
l1+€+l(1+8)2—5—2520. (588)
Mit der Substitution
T = cé 9 o
I Oz
kann man die strengen Gleichungen (587) und (588) umschreiben in**:
5"+ 31555 +0+ 1 i536 =0, (589)
e g
1+€+(1+€)2—25—(5:0. (590)
Als Anfangsbedingungen fiir ¢ = 0 wihlen wir, wie im linearisierten Fall:
e=0=0, &=w §=0. (591)

Somit kénnen die Differentialgleichungen geldst werden. Die Ergebnissen sind in den
nachfolgenden Figuren dargestellt. Die nicht-linearen Termen in (587) und (588) zer-
storen die Skaleninvarianz der linearisierten Gleichung, sodal die Losungen jetzt von
w nicht-linear abhéngen.

94Durch Linearisierung ergeben sie die vorherigen Gleichungen wieder.
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e Genauigkeit der Kurven und w-Abhédngigkeit:

Eine Untersuchung der e-Kurven zeigt, dal insbesondere die Peaks hoherer Ordnung
nicht immer die Form behalten wie die niedriger (auch nicht wie im linearen Fall), wenn
die Storung w gedndert wird. Manche Peaks verschwinden sogar, wenn w durchlaufen
wird. Die Punktsymmetrie, die im linearen Fall gilt, verschwindet bei der Behandlung
hoherer Ordnung der Peaks. In solchen Féllen treten auch Singularititen, wohl weil die
Genauigkeitsskala des Programms iibertreten wird.”

Das nicht-punktsymmetrische Verhalten ergibt sich wegen Nichtlinearititen die die
Skaleninvarianz der Losungen der Differentialgleichungen (587) und (588) zerstoren.
Bei kleiner werdenden w-Werten dndert sich die Lage der Peaks. Innere Peaks bleiben
bei hoher werdender Ordnung auf der gleichen Stelle und die Kurve wird fast punkt-
symmetrisch (duflere Peaks ausgeschlossen, die aber das punktsymmetrische Verhalten
erhalten, wenn sie zu inneren Peaks werden, d.h. wenn man die Anfangsbedingungen
so dndert, dal man Peaks weiter weg von ¢ = ( betrachten kann).

Griinde fiir solch ein Verhalten lassen sich auch durch die Iteration verstehen. Das kann
damit gestiitzt werden, da3 mit verschiedenen Verfahren die Ergebnisse nicht identisch
sind. Hier z.B. mit RUNGE-KUTTA-FEHLBERG- und mit Forward-EULER- Verfahren:

1E8]
1 Runge-Kutta
v=0.1%10"-10

e 5E5]

¥ 2 g“QtEhnchbz i -
5E-9] =%
AES] nﬂn:btht&%

40: Numerische Losung mit RUNGE-KUTTA-FEHLBERG- und Forward- EULER-Verfahren..

Ob beide Verfahren gleiche Ergebnisse liefern, hingt von der Wahl von w ab. Sonst ist
es leicht, daf3 die Verfahren, insbesondere das RUNGE-KUTTA-FEHLBERG, die Peaks
nicht mehr richtig wiedergeben und oft singulédre Ergebnisse liefern (die Iteration bricht
zusammen), was man besonders bei einer Wahl zu groBer w-Werte findet.

Das extrem nicht-punktsymmetrische Verhalten duf3erer Peaks ist eine Folge der nicht-
linearen Terme der Differentialgleichungen (587) und (588) und im linearisierten Fall
garantieren diese Punktsymmetrie®®. Da aber ¢ < —1 fiir den Urknall unphysikalisch
erscheint, ist bei hoheren Ordnungen der Peaks w klein zu wihlen, wodurch sie ein
Verhalten bekommen der @hnlich ist wie im linearisierten Fall.

e Verlauf der Kurve:
Die numerische Bestimmung des Verlaufs von der e-Stérung des Skalenparameters a
ergibt mit dem Forward-EULER-Verfahren im wesentlichen wiederum die lineare Form.
Die GroB3e der Peaks ist wiederum von den Anfangsbedingungen abhéngig.
Die folgende Kurven der e-Stérung mit w als Parameter zeigen die Peaks bis in die
5. Ordnung. Die duBlere Peaks i-ter Ordnung sind dabei soviel groBer als die ¢ — 1-ter
Ordnung, daf die innere Peaks nicht mehr aufgelost erscheinen.

9Fiir die numerische Rechnung wird wird Maple 9.50 benutzt.
96 Also Invarianz gegeniiber z — —x, & — —e, § — —0d, was in den linearisierten Gleichungen offensichtlich ist.



147

aStorung numerisch a-Storung numerisch
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41: Verhalten der a-Storung ¢ fiir verschiedene w-Werte. Peaks fiir ¢ = O und ¢ = 1.
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T T 1 LI Lu) T L T T T I"-Ec:'_‘—h_\_l_\_l rT T T T T T T T T ||_|_ T T T ﬂ_—\_ﬁ:‘—"‘—\_l_d—g T1
g S
-4 2 Leg 2 R 5 | 5 =10
2E9 % '\_\ * ’,' -4E-8 % !
3E-5 0,le-9 R
w=- 0 5e-10 5581
a-Stirung numerisch 0,1e-10 a-Stirung numerisch
0.00001 - ] -
12. Ordnung r"ﬂl ij“x_l oonz] 3. Ordnung
| ] fa [ ]
- epsilon 0000005 Sl R emsion o
! ] A Y ]
& ] re ~
r IWT TTrrrrrrr I_U_ rrrrrrrrrrrirrrT 1 T T T T T T T T T T U_ T T T T T T T T
HETA T 5 10 1# 20 -10 f 10 kvl
v -0.000005 § G | -0.001 ¥ ‘fwr;'
P! ] ! 3 Wi
L ] ] il
/ ] 00021 Y
-0.000071 - -

42: Verhalten der a-Storung ¢ fiir verschiedene w-Werte. “Aufgeldst” sind die Peaks der ersten 4 Ordnungen
1 = 0 bis 4.
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a-Stdrung numerisch a-Stirung numerisch
] 1 ;
oooooa] [ Ddel3 0015] W=0,le-13
apsilon 1w=105e-14 i e 0013
! 0.00002] 0lel 4\ ]
S — B S 0.0053
Pl o 2o ! e
! ] mrrrrrrrTrrrrrrrrrToy rrrrrTrrTrrrororT L
b -0.000023 x ( 0 20 0§ 10 2 3
' ] 1, -0.0053
‘ij 0.000045 4. Ordmumng 5. Ordmung ] *
1 -0.017

43: Verhalten der a-Storung ¢ fiir verschiedene w-Werte. Peaks fiir ¢ = 4 und ¢ = 5.

Man findet fiir innere Peaks und richtige Wahl des Zeitintervalls fiir den Plot:

1. Atmendes Universum.
2. Fast puntsymmetrisches Verhalten der Peaks beziiglich des Wendepunktes.

3. Hohere Peaks je hoher die Ordnung, d.h. je weiter weg vom quasi-statischen Be-
reich.

4. Keine Anfangssingularitit ¢ = —1 fiir die geeignete Wahl von w.

Fiir die Lage der Peaks und deren Wert &; gilt:

y i \ e \ A g w ! a; - 10% = ==-1077
0] -2,15 -1,736 —1,736 - 10°
1] -814 |59 [ 0,4172-10° | 4,172-10? 2.4
21-1475] 6,7 | —0,977-10° | —9,77 - 107 2,34
31-21,05] 63 | 0,229-108 22.9 - 10° 2,34
4127351 63 | —0,536-10" | 53,6-10° 2,34
5] -33,7 635 0,126-10% 126 - 1010 2,36

| | MV [621] \ | 236 |

Stelle z; der Peaks und Hohe &; normiert auf w. Az; = &; — T;_1.

Somit gilt fiir die Extrema (analog wie im linearisierten Fall)

& =way - 10% (592)
=— (24 A)g_; - 107 (593)
Dabei gilt
A= (S —2).1072 =0, 36. (594)
€i—1

Somit gilt mit £y = 1, 736:
8 = &0 - (—2,36)" - 107, (595)

Q)
~
| |
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Den Anfangszustand des Universums sollte man nahe bei ¢ > —1 finden, d.h., es wird
ein dichtes Anfangsstadium des Universums angenommen, aber nur im Ausnahmefall
singuldr. Das 148t sich durch richtige Wahl des w-Werts w; kriegen, was wiederum
abhéngig ist von der Ordnung ¢ des Peaks.

Es gilt fiir die ersten Ordnungen:

il b |an=8]
0,58 - 10° -
—2,4-1072 -241,7
10,2-107% -235,3

—4,367-107° -233,6
1,866 - 10710 -234.0
—7,937-10713 -235,1
T MV | 2829 |

N B W —=| O =

Fiir die w-Werte der Minima gilt iterativ:

W; = Wy - (—282,9)7" (596)
mit o = 0, 58. (597)

Wy ist dabei die notige Storung fiir Peaks O-ter Ordnung mit ¢ ~ —1 (¢ < 1). Man
sieht, daB} fiir Peaks hoher Ordnung eine immer kleinere Stérungen zu nehmen sind um
physikalische Ergebnisse realisieren zu konnen, wenn diese Peaks den Anfangsstadium
des Universums entsprechen sollen. Somit wird der Verlauf der Kurve dhnlich wie im
linearisierten Fall, wobei schon Folgen der Nichtlinearititen auftauchen.
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7.7 Vergleich des linearisierten Modells mit der numerischen Lésung

e Diskussion der numerischen Losung:
Nach der numerischen Losung sollte der heutige Zustand des Universums, wie im li-
nearisierten Fall, nahe des Wendepunktes liegen, dem eine Ara rascher, inflationsartiger
Expansion vorausgeht und dem wiederum eine rasche Expansion folgt.
Allgemein kann gesagt werden:

Das Universum, ausgehend von den in der HSTT verallgemeinerten FRIEDMANN-
Gleichungen, kann als ein verallgemeinertes LEMAITRE-Universum beschrieben wer-
den. Das ist ein geschlossenes Universum mit einem quasistationdren Bereich und ei-
ner DESITTER-Epoche, mit nichtverschwindender Kosmologischer Funktion A(§). Da-
bei handelt es sich um ein atmendes Universum, dessen maximalen Expansionsphasen
groBer sind fiir Zeitskalen weiter weg von der quasi-statischen Ara. Dabei bedingt ¢ die
Atmung als Inflaton-Feld und Quintessenz.

Das Wesentliche der linearen Ergebnisse gilt numerisch auch. Gleichermafen kann ge-
schlossen werden, daf} es sich um ein inflationdres Modell handelt.

e Vergleich der GroBenordnungen in beiden Modellen:
Fiir die extremalen Werte der a-Storung ¢ gilt in den Modellen formal dasselbe Verhal-
ten
& =—(24+A)g_, - 10* (598)
=wa; - 10%

=wayg - (=2 + A)" - 10*
Die Werte lauten in den beiden Modellen, linear und numerisch:

| | oo [ A ] B |
linear: 47,5 10,31 | -230,26
numerisch: || 1,736 | 0,36 | -282.,9

Dabei lautet fiir die Extrema der Modelle und deren z-Werte:

[ [0 [ 1T [ 2137145 [MV]
Slin 12736 | 23,97 | 25,59 | 24,89 | 24,25 | 23,89 || 24,99

Enum

im 1244 | 1,41 | 1,15 | 1,24 | 1,10 | 1,07 || 1,40

Lpum

Also sind die linearen Peaks ca. 25 Mal groBer als numerisch. Das ist eine Folge der
nicht-linearen Terme der Differentialgleichungen (587) und (588). Die Extrema liegen
numerisch ndher am Wendepunkt als linear der Fall ist. Trotzdem sind die Gleichungen
formal dieselben.
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8 Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit bestand darin, die Folgen der Skalar- Tensortheorie mit Higgsfeld
als skalarem Feld HSTT innerhalb der Kosmologie im weiteren Sinne zu iiberpriifen und
klarzustellen, ob die Theorie in der Lage ist, zur Losung offener Fragen der modernen Kos-
mologie beizutragen. Das heifit zur Erkldrung der Dunklen Materie und flachen Rotations-
kurven, Quintessenz und Inflation, Schwarzen Lochern und damit oft gekoppelte Probleme
wie Horizont und Flachheitsproblem. Das Higgsfeld iibermittelt eine zusitzliche gravita-
tive Kopplung, die fiir bestimmte Parameter sowohl zur Verflachung der Rotationskurven
spiraler Galaxien fiihrt, wie auch als Inflaton-Feld zur Inflation in einem atmenden LE-
MAITRE-Universum. Fiir Spiralgalaxien werden linearisierte und teilweise linearisierte Mo-
delle homogener und polytroper Dichteverteilungen, mit und ohne massive singulidre Kerne
untersucht. Die teilweise linearisierte Skalar-Tensortheorie mit einer Singularitit im Zen-
trum fiihrt nur unter der Voraussetzung, daf} sich im Zentrum eine gro3e Masse befindet und
der Druck dort einer extremen Zustandsgleichung geniigt, zu abgeflachten Rotationskurven.
Abflachung ist aber auch moglich fiir verschwindende Zentralmassen v = 2-polytroper Ga-
laxien, soda3 die Zentralmasse nicht so wichtig fiir die Dynamik erscheint und die HSTT
unter weniger Einschrinkung empirische Ergebnisse wiedergeben kann. Die Masse wirkt
hauptsichlich nur durch ¢ durch Anderung der Gravitationszahl G und im Falle sehr groBer
Massen fiir die Dynamik verbergen sie sich durch die Schwichung der gravitativen Kopp-
lung im Galaxienzentrum.

Die Kosmologie im engeren Sinne unter Annahme der ROBERTSON-WALKER-Metrik ergibt
in der HSTT ein atmendes LEMAITRE-Universum mit einer chaotischen Inflation ohne Sin-
gularitdt im Anfangsstadium des Universums. Dabei ergibt sich ein nichtverschwindender
kosmologischer Term A (&) als Folge eines hohen ¢-Feldes, von dem die Inflation ausgeht.
In der Arbeit wurde das Higgsfeld fiir die Skalar-Tensortheorie gewihlt, weil Higgsfelder
auf gravitativer und auf YUKAWA-Art koppeln und so die Theorie in natiirlicher Weise zu
kurzreichweitigen Potentialen fiir die Gravitation fiihrt, sowie zu einer Variation der Gra-
vitationskonstanten, und zu einer kosmologischen Funktion. Die Bestidtigung der flachen
Rotationskurven sowie die prinzipiell erscheinende Inflation stellen einen Anfang dar fiir
die empirische Tragfdhigkeit dieser Skalar-Tensortheorie. Sie gehorcht auBerdem nicht dem
BIRKHOFF-Theorem, sodafl die Vakuumlosungen nicht statisch sein miissen, und sie zeigt
Analogien zu der ART mit skalaren Feldern, in der streng keine Schwarzen Locher vorkom-
men. Die Frage nach der Existenz Schwarzer Locher bleibt aber iiber die Analogie hinaus
immer noch offen, sowie weitere Konsequenzen des MEISSNER-Effektes (gegeben durch die
Higgsfeldgleichung) innerhalb der Galaxien. Es sollte auch noch untersucht werden, welche
Bedeutung die kosmologische Funktion fiir das PRIESTER-Modell haben konnte. Solche Be-
trachtung ist nicht Bestandteil dieser Arbeit, aber das PRIESTER-Modell wird innerhalb der
HSTT im Anhang A skizziert und erldutert.

Allgemein kann die SchluBfolgerung gegeben werden, da3 die HSTT wohl zur Losung mo-
derner Probleme der Kosmologie beitragen kann. ..
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9 Anhang A: Priester-Modell

Wie schon mehrmals erwihnt, zeigen die Standardmodelle mehrere Probleme. Weitere davon
sind:

o Viele Kugelsternhaufen sind élter als das berechnete Weltalter.

e Die Blasenstruktur, d.h. die lokale Haufung von Materie mit dazwischenliegenden ma-
teriefreien Gebieten (sog. Voids) wird nicht beriicksichtigt.

e Der Zeitraum der Galaxienentstehung ist zu kurz.

Das berechnete Alter der Sternhaufen und der Zeitraum der Galaxieentstehung haben im
weiten Sinne mit der Quintessenz, bzw. mit der Inflation zu tun, da die Lage der Galaxien
mit A > 0 weiter weg ist, als wenn das Universum nach dem Standard-Urknall-Modell ex-
pandiert. Die Inflation bewirkt auch eine rasche Expansion, durch die der Zeitraum fiir die
Galaxieentstehung erniedrigt sein kann.

Zur Behebung dieser Probleme kann man das PRIESTER-Modell benutzen, der von einer
nichtverschwindenden kosmologischen Konstante ausgeht, also Quintessenz, die ja antigra-
vitativ wirkt und innerhalb der HSTT durch das £-Feldpotential 1/ (¢) gegeben ist.

Das PRIESTER-Modell bedient sich den Spektren von Quasaren, die von SANDAGE 1965
entdeckten quasistellare Radioquellen, die bei optischer Betrachtung sternféfmig erscheinen,
deren Spektren stark rot verschoben sind und die eine starke Radiostrahlung aussenden. Aus
diesen erhilt man Information iiber die Struktur des Raumes der Vergangenheit, was zur An-
nahme fiihrt, dafl das Universum voll mit interstellaren Wasserstoff-Wolken in den Galaxien
ist, durch die die Strahlung durchléduft, wobei Absorptionslinien entstehen. Die Rotverschie-
bung steht in direkter Relation zur Entfernung.

.
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44: Quasarspektrum und seine Entstehung. Absorptionslinien an den Blasenoberflichen.[34]

660

Die Quasar-Spektren sind aus folgenden Teilen zusammengesetzt:

e kontinuierlicher Anteil, hauptsidchlich Synchrotronstrahlung.
e Emissionslinien, LYMAN-a-Linien (A = 12161&).

e Absorptionslinien, LYMAN-a-Forest (-Wald).
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Der LyMAN-a-Forest der - Apsorptionslinien der Quasaren interpretiert man als eine Kon-
sequenz der Blasenstruktur der Materieverteilung im Universum. Eine Analyse davon kann
bei der Determinierung mehrerer kosmologischer Parameter helfen, wenn man annimmt, dal3
die Blasenstruktur im Raum ruht und homogen ist, und dafl die Blasendurchmesser gleich
sind bei einer fixen Zeit und zusammen mit dem Universum expandieren.[36]°

Typische Durchmesser der Blasen liegen bei ca. 30Mpc (fir H = 90km/s). Aus Ver-
gleichen zwischen nahen und fernen Absorptionen lassen sich Schliisse auf die zukiinftige
Entwicklung der Strukturen ziehen. Die Modelle ohne kosmologische Konstante sind aber
widerspriichlich, da das Universum sonst zu jung ist, um die Blasenstruktur aufgrund von
Gravitationsinstabilitdten gebildet zu haben, anderseits ergeben sich fiir weit entfernte Bla-
sen kleinere Durchmesser (ca. 6 M pc) als zunidchst angenommen. Dies bedeutet, es muf} die
FRIEDMANN-Gleichung mit A # 0 gelost werden.[34] Aus den vorigen Kapiteln weill man,
dal die HSTT in natiirlicher Weise eine kosmologische Grofle analog der kosmologischen
Konstante Ay impliziert, abhéngig von dem Potential des Higgsfeldes, und insbesondere iiber
die Inflation erkennt man im Kapitel 7.6, da3 das Universum innerhalb der HSTT ein ver-
allgemeinertes Lemaitre-Universum ist. In [18] und [19] fiihrt das Higgspotential V' () die
Dynamik in primogédnen Zeiten und schwécht sich zu spiteren Zeiten, wobei die Materie
dann die Dynamik dominiert. Das erkldrt, wieso die kosmologische Grofie A so klein, aber
endlich ist. Also stellt sich die Frage, ob die funktionelle kosmologische “Konstante” A(¢)
aus dem Higgspotential der HSTT zur Behebung des Problems gegeben durch das PRIE-
STER-Modell beitragen kann.

Grundlegende Bezeichnungen fiir die Analyse sind:

e Distanz Beobachter-Quasar: h = ahy,

e Void-(Blasen-)Durchmesser: Ah = aAhy,

AN _ a0 _

e Expansionsrotverschiebung: z = = .

Fiir die Rotverschiebungsmessung ist es zweckmissig, den Winkel y zu benutzen. Mit
ds = 0 folgt:*®

d d
dy = dhy = —a"ledt = —c—ad = cg—z (599)
a a ag
mit der Rotverschiebungsbeziehung
U (600)
a

Gleichung (599) ist die Differentialgleichung der Rotverschiebung z(y) mit y als Distanzwin-
kel. Dabei wird das Licht riickwirts in der Zeit verfolgt, wobei die Vorzeichenkonvention

dx c
A 601
dt a (©01)

benutzt wurde.
Zwischen der Rotverschiebungsdifferenz dz und der Winkeldifferenz dy gilt die Beziehung:

d
dz = Zdy. (602)
dx

97Urspriinglich kritisierte man an dem Modell, daB es nur an wenigen Spektren “angepaBt” war. Heutzutage besitzt man Daten aus vielen
Quasaren und die Annahmen des Modells haben sich bewehrt.
dh dhy

98Es gilt auch ausgehend aus h = a - hy: dh = a - dhy, = c = 9 = agk




154

dx kann identifiziert werden mit den Rotverschiebungsdifferenzen Az des LYMAN-«-Waldes,
wobei dy den Winkeldurchmesser Ay der Blasen entspricht. Dieser ist als konstant ange-

nommen, d.h. unabhingig von z. Dafiir mu} |[Az| < z gelten [36]. So erhdlt man durch

Erweiterung des Differentials:

d dzda dt  dz 1
L (603)
dy dadtdy da =

und aus der Rotverschiebung

dz aop
i 604
da a? (©04)
folgt letztlich:
Az :@gAx, Ax = const (605)
ca
:@H(Z)AX
c

Da dy orts- und zeitunabhingig ist, wichst die Blasengrof3e ausschlieBlich mit der Expansion
des Raumes. Benotigt wird noch die Form des Skalenfaktors, was hier aus der FRW-Metrik
und der verallgemeinerten Friedmanngleichung folgt.

Die EINSTEINschen Feldgleichungen entsprechen hier den verallgemeinerten Friedmann-

45: Das LYMAN-a-Wald. Von J. Shalf, Y. Zhang (UIUC) et al., GCCC [119].

gleichungen. Dieser Skalenfaktor gilt nach (481) (die Formeln wieder mit ¢ = 1)

1.Friedmann: &% = (1 + 5)—1[%9 - (i§2 — Lé)a? — k (606)
3 412 a
und nach (483)
. oo 1 1 oG 3, a®+k
2 Friedmann: a —2(1 +&) [-87Gp — (£ + 2@5 Iz )]a 50
1 1 8rG coa: 1,
= 2(1 + &) [87Gp + 3 o+ (E+ ag 52 )]a. (607)
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Man geht von einem heute Staub-dominierten Universum aus. Also soll die Strahlungsdichte
insbesondere fiir kleine 2, vernachléssigbar sein. Also hat man fiir das gegenwirtige Univer-
sum (Index Null)

1 81 . a- 1
= —=(146) 2, Y )a. 608
@=—5(1+8 [gom + €+ &~ 558)]a (608)
Materiedominiert gilt die ErhaltungsgroBe®
0ma® = const. (609)

o ist weiterhin die materielle Dichteverteilung und a der Skalenfaktor.
Mit Gl. (606) fiir das gegenwirtige Universum (Index Null) erhilt man:

az + kc?
a2 =(1+&)< L . (610)
37Gomo + 7285 — Hoo
Die HUBBLE-Konstante ist H := <.
Definieren wir
A 87G  a?  omo 3 H?
Q:=(1 1 e = 22 o= ——2(1 611
(1+¢&o) 5 ¢ 052 0. 0 87TG< + o), (611)
. 1 B .
Q= (14+6) " (& Hy” — Gl ).
Somit wird Gl. (610) zu
,  ag+ ke
QHZ + Q) H?
2 k
S N — 612)
Q4+ Q8 (Q+Q0)H
Daraus folgt nach einigen Umrechnungen:
k k
al=—— =: . (613)
Q4 Qy—1)H bHG
Dabei gilt'®
b:=0+Q — 1. (614)

Diese Gleichung ist formal wie in [36]. Somit entspricht Q) den Dichteparameter, QO A €In
Parameter der kosmologischen “‘Konstanten” und o, die kritische Dichte.!”! Man sieht

b>0 <<— k=+1
b=0 <= k=0 (615)
b<0 <+<— k=-1

9Setzt man die statische Ergebnisse aus de HSTT ein, so folgt Az = 0, H = 0 und Aoy = 0, wie man fiir eine EINSTEIN-Epoche
des Universums erwartet. Die Friedmanngleichungen ergeben auch @ = 0 und @ = 0. Die Erhaltungsgrofe ist ﬁl = const.

190Dje aus der HSTT statischen Werte eingesetzt b3p = 2boo = —%bgo = %Azx.

101 tatisch, mit den Ergebnissen aus der linearisierten HSTT, ergibt sich a@y = 12, was gut fiir die hier definierten GroBen spricht.

Nur sind die Dichte-Parameter im statischen Fall nicht eindeutig definiert, aber QHO und A Hop sind statisch gleich % und ﬁ, mit
hatQo _ bzo _

Qa boo
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Unter Bentutzung des Erhaltungssatzes (609), (606) und der Rotverschiebung (605) erhilt

I,nanlO2

a - 2
Learor - %aror - ay

2 92_ 871G 3
B = (27 =107 T a1+ 2+ 1 ! :
(616)

3

AufBler nahe und wihrend der DESITTER-Epochen, wihrend A « 10752 ist, ist f ~ anzuneh-
men. Somit erhilt man

bo :=(1+¢&)7" { 41252] (617)
by = — kA%x (618)
by :=(1+¢)~ aOSZGQON (619)

Setzt man die Werte aus der linearisierten HSTT ein, so ergibt sich natiirlich b > 0 und damit
k=1.
Gln. (617) bis (618) eingesetzt in Az (605) bekommt man die LYMAN-a-Forest-Relation:

(Az) = by + bo(1 4 2)* + by(1 + 2)3 (620)

mit den dimensionslosen Parametern b, by und bs aus (617), (618) und (619).!% Diese sind
analog wie in [28] mit (mit c explizit)

o =§A0%A2X> (621)

o = — kA%, (622)

i 87G

3 == 00a0A%x. (623)
Es gilt (51)

_ 3ut .3 2
VIO =558~ gt 624)
und (49)
o V()
A(g) = 87G 3 (625)

Es gilt a5 = by und fiir verschwindende ¢-Felder gilt ag = by = 0, d3 = bs.
by in Gl. (617) héangt wie d( in Gl. (621) vom kosmologischen Term ab:

by =adl g TGV (A%
= oA (€A% (626)
=dy. (627)

102pje Untersuchung des LYMAN-a-Waldes auflerhalb der HSTT, mit nichtverschwindender kosmologischer Konstante fiihrt zu (%)2 =
87C o (1+ 2)% — K2 (14 2)2 + LAgc2. [36]
0
103Die aus der HSTT statischen Werte eingesetzt, ergeben b3(0) = 2bg(0) = —%b2<0> = %A2x.
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Also sind die b;-Parameter formal wie in dem PRIESTER-Modell mit kosmologischer Kon-
stante A anstatt einer Funktion A(¢).!* Somit sind auch €, 2, auch mit © und Q, in [36]
verkniipft (dabei wurde die Annahme gemacht, dal £ = &£(z) ~ & gilt):

A~ 1A
Q= -2,
A3 H?

(628)

Gl. (628) ist formal gleich €2, in [36], wihrend Qin (611) den Parameter Q2 entspricht, mit
einem Vorfaktor (72 = (1+¢&)~'. Allerdings heift das (1 +> )", wenn ¢ # 1 gewihlt wird,
sodal} der Vorfaktor an Gewicht verliert. Nur in DESITTER- Epochen wird (! von eins sehr
unterschiedlich.

Aus Gl. (616) und (617) bis (619) ergeben fiir den gegenwirtigen Zustand (z = 0):

H§ = ag?A™2x[bz + by + by (629)
und mit Gl. (609) folgt:

k
g = A_zx[bg + bg + bo] (630)

Aus den dimensionslosen Parametern und H, erhilt man

O = — O\ = _— - = —, 631
bs + by + by A bs + by + by N bo ( )

Somit erhilt man mit Gl. (613):

_b2

= 632
bz + by + b (632)

Also kann die Dichte und die Parameter {) und ) A (siehe (611)) ausrechnen ohne die gegen-
wirtige HUBBLE-Konstante H zu kennen.
Eine beschleunigte Expansion des Universums geschieht, wenn @ > 0. Dafiir folgt aus (607)
mit (609), (611), (600) und (617) bis (619):

N
(14 2)% < 2QA/Q:26—Z, (z > 0). (633)

Das gegenwirtige Akzellerationsparameter gy wird mit (607), (611), (617), (618), (619) und
(629) zu:

(@l g Lg b=k (634)
4o = 20 T TG = bat byt by

Anhand von Az(z) der LYMAN-a-Wilder mehrerer Quasaren konnen die Werte von by,
b, und b3 bestimmt werden, wenn man einige lineare algebraische Gleichungen 16st, von
denen die Werte von og, A, ag und Ay folgen. Die HUBBLE-Konstante muf} leider angegeben
werden (siehe [36]).

Aus by in Gl. (618) folgt das Vorzeichen von k und der Wert von Ay.'% Mit (629) erhiilt
man damit den gegenwirtigen Abstandsparameter ag. Aus by und b3 folgen die Werte fiir A,
bzw. fiir gg. Damit sind auch € und 2, nach Gl. (631) bestimmt, sowie auch b in GI. (615).

1045 wird weiterhin die Nomenklatur mit b benutzt, um die Parameter nicht mit dem Skalenfaktor a zu verwechseln.
1051y HSTT gilt k = 1.
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Der gegenwirtige Durchmesser der Blasen ist gegeben durch agAy.

Das Alter ¢y des Universums kann bestimmt werden. Aus (616) erhélt man zusammen mit
(600) und (617) bis (619):

da/ag
dt = apA ) 635
0 X[b3%+62+b0(;—0)2]1/2 (635)
Substituert man aa—o =: y und eliminiert man aoAx nach (629), so erhilt man
Vbs + by + b
ty = Y + 2+ / (636)
Vbsy + b2y + boy*
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10 Anhang B: Definitionen und Konventionen

10.1 Naturkonstanten und Einheiten

In dieser Arbeit wird im wesentlichen, wenn nicht anderes erwédhnt, das GAUSS-System
gewdhlt, d.h. CGS-System mit

c=1h=1 (637)

Fiir die fundamentalen Naturkonstanten gilt sonst:

(reduziertes) PLANCKsches Wirkungsquantum | 7= 2= =1,0546 - 10~*"gcm?/s (erg - s)
Lichtgeschwindigkeit c=2,997925 - 10%m/s
NEWTONsche Gravitationskonstante G =6,6732-10%cm3g~1s2
BOLTZMANN-Konstante kg =1,38062 - 10 ®gem? /s> K1 (erg/K)
Es gilt:
| GroBe \ Symbol \ Einheit (cgs) |
Wirkungsquantum h gem?s1
Lichtgeschwindigkeit c cms ™1
Gravitationskonstante G emPg~ e (~ AR em?)
Lagrangedichte L gem 1572 (~ oc?)
Ableitungen o, D, .. em™!
Eichfelder A em ™!
Feldstirke F em ™2
Fermionenfeld WP em~tsTV2 (~ M2 emT3/2)
Higgsfeld 9, v, 0, VE X | em'?g" ?s71 (=2 Vhe - em™)
Parameter des Higgspotentials:
1 em™ ~ Mc/h
s?g~tem ™3 (he) ™t
Die Einheiten verschiedener wichtiger Felder und Konstanten
10.2 Signatur und Indizes
e Innerhalb dieser Arbeit wird als Signatur der Metrik
(+7_7_7_) (638)
gewihlt, mit den Komponenten (0, 1,2, 3).
Also fiir die MINKOWSKI-Metrik:
ym :dl(lg(+17—17—17—1) (639)

Demnach laufen die griechischen Indizes, auler wenn ausdriicklich etwas anderes er-
wihnt, von O bis 3.

e Die lateinischen Indizes sind, wenn nichts anderes erwihnt, 1, 2, 3, also nur fiir den
Raum.
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e Die EINSTEINsche Summenkonvention gilt i.A., und zwar fiir Indizes, die je einmal in
oberer (kontravarianter) und unterer (kovarianter) Stellung auftreten, falls nicht anderes

vermerkt.
Beispiel:
3
A=) A (640)
pn=0
Dagegen wird nicht summiert bei Ausdriicke wie
A (641)
e Symmetrisierung bzw. Antisymmetrisierung wird angegeben durch
A 1
Sl/}ul/ = w(,uu) - 5(1/};”/ + ¢uu> (642)
bzw.
- 1
A%u = w[uu} = 5(1/)/11/ - wu,u)a (643)

wobei die Operatoren der Symmetrisierung und Antisymmetrisierung in orthogonale Unter-
rdume &g und & 4 projizieren, mit SA = 0. S und A sind Projektoren, mit

S2=08T=38 A2=AT=4A (644)

10.3 Die Ableitung

Fiir die Ableitung wird fiir den allgemeinen Fall der “Strich” gewdhlt, doppelt fiir die kova-
riante Ableitung:

0.
Die kovariante Ableitung D. = . ist zu wihlen, je nachdem, auf was sie wirkt. Allgemein

gilt:
Dy’ = 0,6,"6456," £igAu 0" 4 7.

FT.7 06,648 FT,4 5. (646)
mit dem oberen Vorzeichen fiir kovariante und dem unteren fiir kontravariante Indexstellung.
( ist der Index fiir Vektoren, lateinisch fiir den Isospin, gro3e Buchstaben fiir den Spin und
« und [ die Koeffizienten der Matrix.

In dieser Arbeit werden die Spin-Freiheitsgrade nicht betrachtet, sodal3 Ff ', nicht vorkommt.

Im folgenden wird nur die Definition fiir Isospin-Freiheitsgrade gegeben. Die Indizes wer-
den in dieser Arbeit auBBer im Falle von 1 weitgehend weggelassen.

10.4 Konnektionen und Kriimmungstensoren

Die Konnektionskomponenten lauten'% in holonomer Basis

1
Pgu = §gua(gﬁa\u + Jav|g — gﬁu|o¢) = Fl,jﬁ (647)

1061y C ARTAN-Schreibweise [90], mit der 1-Form w® = dz®: Fg,y =< w*, Vye, > .
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Sie werden CHRISTOFFEL-Symbole oder -Konnektionskoeffizienten (oft abkiirzend nur CHRI-
STOFFEL-Konnektionen) genannt.
Der RIEMANN-Kriimmungstensor lautet nach der R1CCI-Identitét

R* aalxba = _[Dw Da]bua (648)
Also:
A 4DETB e A (649)

Br|a v oa Ba™ ov*

R cav — re

oalv

Den RiccI-Tensor bildet man durch Spur des RIEMANN-Tensors:

R’ nvo :Fgargy - ngrga + FZO’|V - ZV\U (650)
= R, (651)

10.5 Higgsfelder

Das Higgsfeld ist gegeben durch:

e ¢: skalares Higgsfeld.

o V= —%: Grundzustandswert des Higgsfeldes mit A > 0 und p? < 0.

e ¢o: Grundzustandswert des Higgsfeldes vor Symmetriebrechung. ¢y, = vN, (ohne
Phasenfaktor).

e ¢': symmetriebrechender Anregungszustand des Higgsfeldes. ¢ = v + ¢/
o p? = ¢'¢: Betragsquadrat des Higgsfeldes nach unitirer Eichung.
e ¢ = pN: skalares Higgseld nach unitidrer Eichung.

e ( = 2 =1+ ¢: Auf dem Grundzustand normierten Betrag des Higgsfeldes nach uni-
tarer Eichung mit ¢ = p/V.

e : Auf dem Grundzustand normierten Anregungsfeld des Higgsfeldes nach unitérer Ei-
chung: Grundzustand: ¢ = 0.

o ¢ = (? — 1: Quadratischer Anregungsfeld mit 1 + ¢ = /1 + & nach unitiirer Eichung.

o\ = %: Halber quadratischer Anregungsfeld des Higgsfeldes nach unitidrer Eichung.

Das Higgsfeld vor unitdrer Eichung wird in der Arbeit nur prophilaktisch eingefiihrt. Nach
Symmetriebrechung wird immer das unitir geeichte Higgsfeld benutzt, soda3 die Eindeutig-
keit beibehalten wird.
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