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Einleitung

Eigenschaften thermoelastischer Materialien sind in vielen Bereichen der Industrie von großem
Interesse. Insbesondere deshalb sind die temperaturabhängigen wie auch die elastischen Eigen-
schaften solcher Materialien Gegenstand aktueller physikalischer und damit auch mathemati-
scher Forschungen. Zum Beispiel ist es möglich, mit kleinen Partikeln verschmutzte Silizium-
wafer mit Hilfe von Laserimpulsen zu reinigen. Durch die Laserbestrahlung beziehungsweise

G

Laserimpuls

die dadurch entstehende Ausbreitung von Wärme, wird die
Oberfläche des Wafers in Schwingung versetzt und so ein
Reinigungseffekt erzielt. Nähere Informationen dazu findet
man etwa in [11], [13], [22] und in [27]. Mathematisch model-
liert werden solche Situationen mit Hilfe von partiellen Dif-
ferentialgleichungen, genauer mit Hilfe von Thermoelastizi-
tätsgleichungen. Diese Gleichungen beschreiben die Tempe-
ratur sowie das elastische Verhalten von wärmeleitenden,

elastischen Medien. Hierbei wird der betrachtete Materialkörper G als eine Teilmenge des R3

aufgefasst. Die Deformation des Körpers durch auftretende Kräfte wird durch einen von der Zeit
t und vom Ort x abhängigen Verschiebungsvektor U(t, x)
beschrieben. Ebenso wird die Temperaturdifferenz zu einer
festen Referenztemperatur Tre f zum Zeitpunkt t am Ort x
durch eine Funktion θ(t, x) beschrieben. Ist also bei fest vor-
gegebenem x ∈ G die tatsächliche Position bzw. die tatsäch-
liche Temperatur zum Zeitpunkt t durch x′(t, x) bzw. durch
T(t, x) beschrieben, so gelten die folgenden Identitäten:

x

x′(t, x)

x + U(t, x) = x′(t, x),
Tre f + θ(t, x) = T(t, x).

Physikalische Untersuchungen haben nun ergeben, dass die Gleichungen der klassischen Ther-
moelastizität

ρUtt −D′SDU +D′Γθ = ρb, (1)
δθt − div K∇θ + Γ′DUt = r (2)

ein sinnvolles Modell für das Verhalten der Funktionen U und θ darstellen. Hierbei fällt auf, dass
diese linearen Gleichungen aus einer Elastizitätsgleichung und einer Wärmeleitungsgleichung
bestehen, welche über gewisse Kopplungsterme miteinander verbunden sind. In dieser Situati-
on wird also eine hyperbolische Gleichung mit einer parabolischen Gleichung gekoppelt und es
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2 Einleitung

entsteht ein hyperbolisch-parabolisches System. Den auftretenden Koeffizienten kommen dabei
die folgenden physikalischen Bedeutungen zu: Bei der 3 × 3-Matrix K handelt es sich um den
Wärmeleitfähigkeitstensor, die 3× 3-Matrix ρ ist eine Massendichtematrix und der skalare Koef-
fizient δ beschreibt die spezifische Wärme. Die 6× 6-Matrix S beinhaltet die Elastizitätsmoduln
und der 6-dimensionale Vektor Γ beinhaltet die Einträge des Spannungstemperaturtensors. Die
externen Kräfte b beziehungsweise r beschreiben die Volumenkraft beziehungsweise die Wär-
mezufuhr.
Natürliche Fragestellungen, welche beim Studium dieser Gleichungen auftreten, sind einerseits
Fragen nach Wohlgestelltheit bei verschiedenen Randbedingungen und unterschiedlichen Ei-
genschaften der auftretenden Koeffizienten, ebenso wie Fragen zur Langzeitdynamik der Lö-
sungen. Etwa in [6] werden diese Fragen im linearen und nicht-linearen Fall für verschiedene
Randbedingungen diskutiert.
Ein wesentlicher Nachteil dieses klassischen Modells ist die Tatsache, dass bei der Modellierung
der Temperatur das Phänomen der unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit auftritt. Dieses hat
seinen Ursprung im Gesetz von Fourier, welches den Wärmefluss q durch

q = −K∇θ (3)

beschreibt. Schreibt man die Gleichung (2) in der Form:

δθt + div q + Γ′DUt = 0, (4)

so ist ersichtlich, wie das Fouriersche Gesetz eingeht. Ein Modell für den Wärmefluss, welches
dieses Problem der unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit behebt, ist das Gesetz von Catta-
neo:

τqqt + q = −K∇θ, τq > 0. (5)

Betrachtet man also die Gleichungen (1), (4) und (5), so stellt man fest, dass sich die Wärme
wellenartig ausbreitet. Man spricht hier von dem so genannten second sound Effekt. Thermo-
elastizitätsgleichungen, bei welchen dieses Gesetz von Cattaneo eingesetzt wurde, wurden eben-
falls ausführlich diskutiert. Es ergibt sich wie im klassischen Fall, dass Wohlgestelltheit als auch
exponentielle Stabilität der Lösungen bei verschiedenen Randbedingungen vorliegt. Näheres
hierzu findet man zum Beispiel in [3], [12], [17] und [19]. Hierbei werden allerdings nur konstante
Koeffizienten betrachtet. Die genannten Fragestellungen im orts- bzw. zeitabhängigen, eindimen-
sionalen Fall werden in den jüngeren Arbeiten [28] bzw. [29] aufgegriffen. Allgemein sind solche
zeitabhängigen Probleme schwer zu behandeln. Während im Fall von konstanten Koeffizien-
ten die Halbgruppentheorie ein ausreichendes Hilfsmittel zum Nachweis der Wohlgestelltheit
darstellt, sind im zeitabhängigen Fall kompliziertere Methoden notwendig. Eine Möglichkeit ist
die Verwendung einer verallgemeinerten Halbgruppentheorie, welche von Tosio Kato in [8] und
[9] eingeführt wird. Hierbei ist eine wesentliche Voraussetzung, dass der Definitionsbereich des
verwendeten Evolutionsoperators konstant ist. Dies führt besonders bei gemischten (zum Bei-
spiel: Dirichlet-Neumann-) Randbedingungen zu starken Schwierigkeiten. Zudem führen Ge-
wichtungen des Standardskalarprodukts im entsprechenden zu Grunde liegenden Hilbertraum
zu einem zeitabhängigen Hilbertraum, welcher ebenfalls kontrolliert werden muss.
Im ersten Kapitel wollen wir kurz auf Notationen, kleinere technische Resultate und wichtige
Resultate der Halbgruppentheorie sowie auf Resultate der Theorie von Kato eingehen.
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Wir werden uns im zweiten Kapitel der Frage nach Wohlgestelltheit des zeitabhängigen Pro-
blems (1), (4) und (5) mit gemischten Dirichlet-Neumann-Randbedingungen zuwenden. Unter
Verwendung einer passenden Transformation der Form

Vt = AV + F

wird es uns gelingen, eine positive Antwort auf die Frage nach Wohlgestelltheit zu geben. Das
verwendete System erster Ordung wird hierbei die Vorteile des Systems für die klassischen Glei-
chungen im dreidimensionalen Fall mit konstanten Koeffizienten mit den Vorteilen des Systems
in [29] für den eindimensionalen Fall mit zeitabhängigen Koeffizienten zusammenführen. Im
einzelnen bedeutet das, dass alle in den Randbedingungen vorkommenden Koeffizienten be-
reits so in dem Vektor V vorkommen, dass ein konstanter Definitionsbereich ermöglicht wird.
Ein weiteres Modell für den Wärmefluss stellt die folgende Gleichung dar:

τ2
q

2
qtt + τqqt + q = −K∇θ − Kτθ∇θt, τq > 0, τθ > 0. (6)

Die Gleichungen (1), (4) und (6) stellen also wiederum ein thermoelastisches Modell dar, für
welches in [16] wiederum Wohlgestelltheit wie auch exponentielle Stabilität von Lösungen im
Fall von konstanten Koeffizienten gezeigt wird. Wesentlich ist bei dem Nachweis der exponen-
tiellen Stabilität die Bedingung

τθ >
τq

2
. (7)

Die Gleichungen (3), (5) und (6) können nun als unterschiedliche Taylor-Approximationen der
Gleichung

q(t + τq, ·) = −K∇θ(t + τθ , ·) (8)

aufgefasst werden. Diese Gleichung bildet die Grundlage einer Dual-Phase-Lag - Theorie, wel-
che von Tzou [25], [26] eingefürt wird. Die positiven Wohlgestelltheits- und Stabilitätsresultate
motivieren nun die Frage nach Wohlgestelltheit und Stabilität, wenn man die Gleichungen (1),
(4) und

n

∑
k=0

τk
q

k!
∂k

t q + K
m

∑
k=0

τk
θ

k!
∂k

t∇θ = 0 (9)

betrachtet. Hierbei zeigen Untersuchungen in [4], dass für n−m > 2 keine Wohlgestelltheit zu
erwarten ist. Allerdings ist für die verbleibenden Fälle nichts bekannt.
Wir werden uns im dritten Kapitel dem Fall m = n − 1 zuwenden und ein Wohlgestelltheits-
resultat für beliebiges n ≥ 2 beweisen. Hierbei werden die Koeffizenten der Gleichungen (1),
(4) als orts- und zeitabhängig angenommen. Allerdings wird die Zeitunabhängigkeit der Koef-
fizienten der dritten Gleichung notwendig sein. Neben den bereits genannten Schwierigkeiten,
welche durch die Zeitabhängigkeit der Koeffizienten auftreten, bereitet hier die Tatsache Pro-
bleme, dass sich mit unterschiedlichem n auch die Struktur der dritten Differentialgleichung
ändert. Trotzdem aber wird es uns möglich sein, für beliebiges n ∈ N eine Transformation in ein
System erster Ordnung anzugeben, welche jeweils einen Evolutionsoperator liefert, der eine gut
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zu behandelnde Struktur hat. Damit wird es uns ermöglicht, die Wohlgestelltheit des entstan-
denen Systems für beliebiges n ∈ N zu beweisen. Zudem werden wir zeigen, dass im räumlich
eindimensionalen Fall mit n = 2 höhere Regularität der Lösungen vorliegt, sofern man glattere
Koeffizienten wählt. Betrachten wir für ein festes n ∈ N und m = n − 1 die Gleichungen (1),
(4) und (9) mit gewissen Anfangsbedingungen und Dirichlet-Randbedingungen, so können wir
der zugehörigen Lösung einen Energieterm zuordnen. Eine natürliche Fragestellung ist nun, wie
sich diese Energie im Vergleich zu der Energie verhält, die der Lösung (U0, θ0) des klassischen
Systems zugeordnet wird. Für den Fall n = 1 wird in [17] bzw. [18] eine Abschätzung von der
Form

dE(t) ≤ Cτ2
q

∫ t

0

∥∥∇θ0
t (s)

∥∥2
ds

bewiesen, wobei dE(t) die Energie der Differenzen der zu vergleichenden Lösungen darstellt.
Hiermit wird unter Verwendung der exponentiellen Stabilität der Lösungen für das klassische
Problem eine Abschätzung von der Form

dE(t) ≤ Cτ2
q

bewiesen. Hierbei ist nachteilig, dass die auftretende Konstante C > 0 nicht explizit gegeben ist.
In [5] wird diese Problematik aufgegriffen und eine Abschätzung von der Form

dE(t) ≤ C(t)τ2
q

bewiesen. Die hierbei auftretende Funktion t 7−→ C(t) wird explizit angegeben. Stabilitätsresul-
tate der Lösungen gehen nicht in den Beweis ein.
Im vierten Kapitel werden wir für jedes n ∈ N der Lösung zu (1), (4) und (9) (mit entspre-
chenden Anfangs- und Dirichlet-Randbedingungen) einen Energieterm zuordnen und diesen
mit dem Energieterm vergleichen, welcher in der klassischen Situation vorliegt. Hierbei werden
wir im Fall n = 2 die Resultate von Irmscher [5] übertragen können. Dies wird mit Hilfe eines
dissipativen Systems erster Ordnung ermöglicht. Im Einzelnen beweisen wir eine Abschätzung
von der Form:

dEτ
j (t) ≤ 3τ4

q

4
ε0

j+2(t) +
3τ2

q

2
ε0

j+1(t) +
3τ2

θ

2
ε0

j+1(t) + dEτ
j (0).

Für die Definition der Energieterme dEτ
j (t) und der Terme ε0

k(t) sei auf das Lemma 4.3 und die
Definition 4.6 verwiesen. Im Fall n > 2 werden wir Abschätzungen dieser Energieterme für
kleine Zeiten t > 0 beweisen.
Abschließend wenden wir uns im fünften Kapitel dem nichtlinearen thermoelastischen Pro-
blem

utt − a(ux, θ, q)uxx + b(ux, θ, q)θx = α1(ux, θ)qqx,
θt + g(ux, θ, q)qx + d(ux, θ, q)utx = α2(ux, θ)qqt,

τ2
q

2
qtt + τqqt + q = −kθx − kτθθtx (10)

mit gewissen Anfangsbedingungen und Dirichlet-Randbedingungen zu. Hier werden wir be-
weisen, dass global existierende Lösungen exponentiell stabil sind. Der Beweis dieses Resultats
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zeigt zudem, dass man unter Verwendung eines (noch zu beweisenden) lokalen Existenzsatzes
auf die Existenz einer globalen Lösung schließen kann. In [12] werden die ersten beiden Glei-
chungen zusammen mit dem Gesetz von Cattaneo behandelt und wir werden uns an den hier
zur Anwendung gebrachten Strategien orientieren. Es kommen dabei Techniken zur Kontrolle
von Randtermen zum Einsatz, welche unter anderem auf [14] und [20] zurückgehen. Es wird
sich allerdings in unserer Situation herausstellen, dass aufgrund der veränderten Struktur ge-
genüber der Situation mit dem Gesetz von Cattaneo neue Methoden zur Abschätzung verschie-
dener (Rest-)Terme notwendig werden. Zum Beispiel kann man unter Verwendung des Gesetzes
von Cattaneo eine Abschätzung für die L2-Norm des Termes θxx beweisen. Die Gleichung (10)
wird uns wiederum eine Möglichkeit geben, die Norm dieses Terms zu behandeln, jedoch wird
hier technisch gesehen mehr Aufwand benötigt.
Wir werden schließlich alle Teilabschätzungen zusammenfassen und damit eine lokale Abschät-
zung für die Energie der Lösung beweisen. Eine Kleinheitsbedingung an die Anfangswerte wird
uns die Fortsetzung der lokalen Abschätzung auf die positive Zeitachse ermöglichen und dies
wiederum wird unseren Beweis vervollständigen.





Kapitel 1

Notationen und technische Resultate

In diesem Abschnitt führen wir zunächst grundlegende Begriffe ein und stellen verschiedene
Resultate vor, die im weiteren Verlauf dieser Dissertation mehrfach zum Einsatz kommen wer-
den. Hervorzuheben ist hierbei die Kornsche Ungleichung, welche bereits bei Existenzresultaten
der klassischen Thermoelastizität eine wichtige Rolle spielt. Daraufhin gehen wir kurz auf we-
sentliche Resultate der Halbgruppentheorie und schließlich auf Resultate der Theorie von Kato
ein. Die Theorie von Kato ist bei der Behandlung von zeitabhängigen Evolutionsgleichungen ein
wichtiges Hilfsmittel.

1.1 Notationen

Soweit nicht anders erwähnt, bezeichnet n immer eine natürliche Zahl. Die klassischen Le-
besgueschen Räume bezeichnen wir wie üblich mit Lp = Lp(Ω) für ein Gebiet Ω ⊂ Rn und
1 ≤ p ≤ ∞. Entsprechend bezeichnen wir die klassischen Sobolev Räume mit H j,p = H j,p(Ω) für
ein Gebiet Ω ⊂ Rn. Im Fall p = 2 schreiben wir H j,p(Ω) = H j,2(Ω) = H j(Ω). Die entsprechen-
den Normen werden mit ‖ · ‖p bzw. ‖ · ‖H j,p oder ‖ · ‖H j bezeichnet. Ist eine Norm mit keinem
bezeichnenden Index versehen, so handelt es sich um die L2-Norm. Wir unterscheiden bei der
Bezeichnung der Normen nicht zwischen der H j,2 bzw. der (H j,2)n-Norm.

1.2 Randregularität und die Ungleichung von Korn

Zur Beschreibung der Regularität des Randes eines Gebietes G ⊂ Rn sind unter anderem die
sogenannten Kegeleigenschaften gebräuchlich. Bevor wir darauf eingehen, was darunter zu ver-
stehen ist, erinnern wir an den Begriff einer lokal endlichen Überdeckung:

Definition 1.1 (Lokal endliche offene Überdeckung) Es sei G ⊂ Rn. Eine offene Überdeckung
(Ui)i∈I von G heißt lokal endlich, falls

∃ε > 0 : #{Ui : Ui ∩ B(x, ε) 6= ∅, i ∈ I} < ∞

gilt.

Wir unterscheiden nun zwischen der einfachen und der strikten Kegeleigenschaft:

7



8 1.3. Halbgruppentheorie

Definition 1.2 (Einfache Kegeleigenschaft) Ein Gebiet G hat die einfache Kegeleigenschaft, falls ein
Kegel C existiert, so dass zu jedem Punkt x ∈ G ein Kegel Cx ⊂ G mit Spitze in x existiert, welcher
kongruent zu C ist.

Definition 1.3 (Strikte Kegeleigenschaft) Ein Gebiet G hat die strikte Kegeleigenschaft, falls zu ∂G
eine lokal endliche offene Überdeckung (Oi)i∈I und zugehörige Kegel (Ci)i∈I mit Spitze im Ursprung
existieren, so dass

x + Ci ⊂ G

für alle x ∈ G ∩Oi gilt.

Wie schon erwähnt, spielt die Kornsche Ungleichung bereits bei der Untersuchung der Wohl-
gestelltheit der klassischen Thermoelastizität im R3 eine wichtige Rolle. Auch hier wird diese
Ungleichung im Rahmen von Existenzresultaten eine wichtige Rolle spielen. Im Einzelnen wer-
den wir mit Hilfe dieser Ungleichung Resultate für den Definitionsbereich unseres jeweiligen
Evolutionsoperators beweisen.

Satz 1.4 (Kornsche Ungleichung) Es sei G ein beschränktes Gebiet mit der strikten Kegeleigenschaft.
Dann existiert eine Konstante p > 0 so dass für alle U ∈ H1(G) die Ungleichung

‖DU‖2 + ‖U‖2 ≥ p‖U‖2
H1

gilt.

Für die Bedeutung des verallgemeinerten Gradienten D sei auf (2.9) verwiesen.

1.3 Halbgruppentheorie

Mit Hilfe der Halbgruppentheorie ist es möglich, die Existenz einer eindeutigen Lösung von be-
stimmten Anfangsrandwertproblemen im Bereich der partiellen Differentialgleichungen nach-
zuweisen. In diesem Abschnitt wollen wir nicht auf Definitionen der verschiedenen Halbgrup-
penbegriffe eingehen, trotzdem aber einige Ergebnisse vorstellen, die wir dann im Folgenden
zur Anwendung bringen werden. Die vorgestellten Resultate werden hier nicht bewiesen. Be-
weise findet man etwa in [15]. Bevor wir den ersten Satz formulieren, definieren wir den Begriff
der Dissipativität im Fall eines Operators A : D(A) ⊂ X −→ X, wobei X ein Hilbertraum ist:

Definition 1.5 Sei X ein Hilbertraum. Ein linearer Operator A : D(A) ⊂ X −→ X heisst dissipativ,
falls für alle x ∈ D(A) die Ungleichung

Re 〈Ax, x〉 ≤ 0

erfüllt ist.

Der folgende Satz gibt nähere Auskunft darüber, wann ein Operator der Erzeuger einer C0-
Kontraktionshalbgruppe ist. Dieser Satz ist ein Spezialfall des Satzes von Lumer-Phillips.

Satz 1.6 (Lumer-Phillips) Es sei X ein Hilbertraum und A : D(A) ⊂ X −→ X ein dicht definierter,
linearer Operator.
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(i) Falls A dissipativ ist und ein λ0 > 0 existiert, so dass R (λ0 Id− A) = X gilt, so ist A der
Erzeuger einer C0-Kontraktionshalbgruppe auf X.

(ii) Falls A der Erzeuger einer C0-Kontraktionshalbgruppe auf X ist, so gilt R(λId− A) = X für alle
λ > 0 und A ist dissipativ.

Dieses Ergebnis ist die Grundlage des folgenden Korollars, welches bei unseren Existenzresul-
taten zum Einsatz kommen soll.

Korollar 1.7 Es sei X ein Hilbertraum und A : D(A) ⊂ X −→ X ein dicht definierter, abgeschlossener
Operator. Falls A und der Hilbertraum-adjungierte Operator A∗ dissipativ sind, so ist A der Erzeuger
einer C0-Kontraktionshalbgruppe auf X.

Es ist nun möglich einen Zusammenhang zwischen der Theorie von Halbgruppen linearer Ope-
ratoren und der Lösbarkeit von Systemen von partiellen Differentialgleichungen herzustellen.
Der folgende Satz gibt nähere Auskunft über diese Zusammenhänge.

Satz 1.8 Es sei X ein Hilbertraum und A : D(A) ⊂ X −→ X ein Operator. Erzeugt A die C0-
Halbgruppe {etA}t≥0, dann existiert zu u0 ∈ D(A) eine eindeutige Lösung

u ∈ C1([0, ∞), X) ∩ C0([0, ∞), D(A))

des Anfangswertproblems
u′(t) = Au(t), u(0) = u0. (1.1)

1.4 Die Theorie von Kato

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es unter gewissen Voraussetzungen die Lösbarkeit eines Pro-
blems der folgenden Form zu sichern:

Vt(t) + A(t)V(t) = F(t), V(0) = V0.

Auf Grundlage des vorigen Abschnitts können wir erwarten, dass wir uns mit Familien von C0-
Halbgruppenerzeugern beschäftigen müssen. Ein wichtiger Begriff in diesem Zusammenhang
ist der Begriff der Stabilität einer Familie von C0-Halbgruppenerzeugern. Nähere Informationen
dazu gibt uns die

Definition 1.9 Es sei X ein Banachraum und T > 0. Eine Familie (A(t))t∈[0,T] von Generatoren von
C0-Halbgruppen auf X heißt stabil, falls reelle Konstanten M ≥ 1 und ω existieren, so dass

ρ(A(t)) ⊃ (ω, ∞)

und ∥∥∥∥∥
k

∏
j=1

R(λ : A(tj))

∥∥∥∥∥ ≤ M(λ−ω)−k für λ > ω (1.2)

für jede endliche Folge 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tk ≤ T, k = 1, 2, ... gilt. Die Konstanten M und ω werden
auch Stabilitätskonstanten genannt.
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Zu bemerken ist, dass das Produkt (1.2) zeitlich geordnet ist, das bedeutet, dass Faktoren mit
größerem tj links von solchen mit kleinerem tj stehen. Das folgende Lemma wurde von Kato
in [9] vorgestellt und gibt uns weitere Informationen zum Stabilitätsverhalten von Familien von
C0-Halbgruppenerzeugern.

Lemma 1.10 Es sei (X, ‖ · ‖) ein Banachraum und für t ∈ [0, T] seien ‖ · ‖t weitere, zu ‖ · ‖ äquivalente
Normen auf X, welche die folgende Eigenschaft haben

∃c > 0∀s, t ∈ [0, T]∀x 6= 0 :
‖x‖t

‖x‖s
≤ ec|t−s|.

Ferner sei Xt := (X, ‖ · ‖t) und A(t) : D(A(t)) ⊂ Xt −→ Xt für t ∈ [0, T] der Erzeuger einer
C0-Kontraktionshalbgruppe auf Xt. Dann ist die Familie (A(t))t∈[0,T] stabil in (X, ‖ · ‖) und stabil in
(X, ‖ · ‖t) für jedes t ∈ [0, T].

Zu erwähnen ist hier, dass dieses Lemma bei den in den folgenden Kapiteln vorgestellten Exi-
stenzresultaten absolut wesentlich ist. Interessant ist auch der Fall, dass wir von einer Familie
von Operatoren (A(t))t∈[0,T] bereits wissen, dass sie stabil ist, nun aber Aussagen über die Fa-
milie (A(t) + B(t))t∈[0,T] machen wollen, wobei hier (B(t))t∈[0,T] eine Familie von beschränkten
linearen Operatoren ist. Eine wichtige Aussage darüber macht der folgende

Satz 1.11 Es sei (A(t))t∈[0,T] eine stabile Familie von C0-Halbgruppenerzeugern mit den Stabilitäts-
konstanten M und ω. Sei (B(t))t∈[0,T] eine Familie von beschränkten linearen Operatoren auf X. Falls
‖B(t)‖ ≤ K für 0 ≤ t ≤ T gilt, dann ist auch (A(t) + B(t))t∈[0,T] eine stabile Familie von C0-
Halbgruppenerzeugern mit Stabilitätskonstanten M und ω + KM.

Einen Beweis zu diesem Satz findet man in [15]. Die Existenzresultate im Rahmen der Theorie
von Kato verwenden den Begriff des CD-Systems. Was darunter zu verstehen ist, fassen wir in
der folgenden Definition zusammen.

Definition 1.12 Es seien X0 und Y1 (Y1 ⊂ X0) reelle Banachräume mit den entsprechenden Normen
‖ · ‖X0 und ‖ · ‖Y1 . Das Tripel ((A(t))t∈[0,T]; X0, Y1), wird CD-System genannt, falls die folgenden Be-
dingungen erfüllt sind.

(i) A = (A(t))t∈[0,T] ist eine stabile Familie von (negativen) C0- Halbgruppenerzeugern auf X0, mit
Stabilitätskonstanten M und β,

(ii) der Definitionsbereich D(A(t)) = Y1 von A(t) ist unabhängig von t,

(iii) A ∈ Lip([0, T]; L(Y1, X0)).

Damit haben wir alle Begriffe zur Verfügung, die wir benötigen um den ersten Existenzsatz zu
formulieren.

Satz 1.13 Es seien X0 und Y1 reelle separable Hilberträume. Weiter sei (A; X0, Y1) ein CD-System und
es gelte V0 ∈ Y1 sowie F ∈ Lip([0, T], X0). Dann existiert eine eindeutige Lösung

V ∈ C0([0, T], Y1) ∩ C1([0, T], X0), V(0) = V0

zu dem Anfangswertproblem

Vt(t) + A(t)V(t) = F(t), 0 ≤ t ≤ T; V(0) = V0. (1.3)
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Einen Beweis zu diesem Satz findet man in [9]. Im Hinblick darauf, dass wir später auch an
höherer Regularität der in Satz 1.13 vorgestellten Lösung interessiert sind, führen wir die fol-
genden Ketten von Banachräumen ein. Es seien Xj und Yj für 0 ≤ j ≤ s− 1 reelle Banachräume
mit der folgenden Struktur

X0 ⊃ X1 ⊃ X2 ⊃ · · · ⊃ Xs−1
X0 = Y0 ⊃ Y1 ⊃ Y2 ⊃ · · · ⊃ Ys−1

hierbei seien alle Inklusionen stetig und dicht. Weiter sei für s ≥ 2 der Raum Y1 ein abgeschlos-
sener Unterraum von X1 und es gelte Yj = Y1 ∩ Xj für 1 ≤ j ≤ s − 1. Wir führen die folgenden
Annahmen ein:

(L1) (Stabilität): ((A(t))t∈[0,T]; X0, Y1) ist ein CD-System mit den Stabilitätskonstanten M und β.

(L2) (Glattheit):
∂r

t A ∈ Lip([0, T], L(Yj+r+1; Xj)), 0 ≤ j ≤ s− r− 1,

für 0 ≤ r ≤ s − 1. Das impliziert ∂r+1
t A ∈ L∞([0, T], L(Yj+r+1; Xj)) für den selben Bereich

von r und j.

(L3) (Elliptizität): Für alle t ∈ [0, T] und 0 ≤ j ≤ s− 1

φ ∈ Y1, A(t)φ ∈ Xj =⇒ φ ∈ Yj+1, ‖φ‖Yj+1 ≤ K
(
‖A(t)φ‖Xj + ‖φ‖X0

)
,

wobei K > 0 eine Konstante ist.

(L4) (Regularität der Inhomogenität): Es gelte

∂k
t F ∈ C0([0, T], Xs−1−k) (1.4)

für k = 0, 1, ..., s− 1 und weiter

∂s
t F ∈ L1([0, T], X0). (1.5)

(A1) (Kompatibilitätsbedingung) Es sei V0 ∈ Ys, und weiter gelte

Vr := ∂r−1
t F(0)−

r−1

∑
k=0

(
r− 1

k

)
(∂k

t A)(0)Vr−1−k ∈ Ys−r, 1 ≤ r ≤ s. (1.6)

Der folgende Satz macht nun eine Aussage über höhere Regularitäten:

Satz 1.14 Es seinen X0 und Y1 reelle separable Hilberträume. Die Bedingungen (L1) - (L4) mögen gel-
ten. Falls V0 ∈ Ys, dann gilt für die von Satz 1.13 beschriebene Lösung des Problems (1.3)

∂k
t V ∈ C0([0, T], Ys−k), k = 0, ..., s− 1

genau dann, wenn V0 und F die Bedingung (A1) erfüllen.

Der obige Satz wird in [6] bewiesen.





Kapitel 2

Das Gesetz von Cattaneo und
Dirichlet-Neumann-Randbedingungen

2.1 Einführung

Es sei G ⊂ R3 ein beschränktes Gebiet mit dem Rand ∂G. Dieser soll in die Teilbereiche Γ1 und
Γ2 zerlegt sein. Es gelte also:

∂G = Γ1 ∪ Γ2 und Γ1 ∩ Γ2 = ∅.

Hierbei heben wir hervor, dass Γ1 = ∅, beziehungsweise Γ2 = ∅ nicht ausgeschlossen werden.
Wir beschäftigen uns in diesem Kapitel mit der Wohlgestelltheit des folgenden thermoelasti-
schen Systems: Gesucht sind Funktionen U = U(t, x), θ = θ(t, x) und q = q(t, x) ((t, x) ∈
[0, ∞)× G), welche hinreichend regulär sind und die Differentialgleichungen

ρUtt −D′SDU +D′βΓθ = f1, (2.1)
θt + γdiv q + δdiv Ut = f2, (2.2)

τ0qt + q + K∇θ = f3, (2.3)

mit den Anfangsbedingungen:

U(0, ·) = U0, Ut(0, ·) = U1, θ(0, ·) = θ0, q(0, ·) = q0 (2.4)

und den gemischten Dirichlet - Neumann - Randbedingungen:

~N ′SDU − ~N ′βΓθ|Γ2 = 0, (2.5)
q ·~n|Γ2 = 0, (2.6)

u|Γ1 = 0, (2.7)
θ|Γ1 = 0 (2.8)

unter gewissen Voraussetzungen an das Gebiet bzw. dessen Rand, die Koeffizienten und die Ko-
effizientenmatrizen erfüllen. Der Vektor ~n := (~n1,~n2,~n3) ist die nach außen gerichtete Normale
auf ∂G und der Vektor Γ ist durch Γ := (1, 1, 1, 0, 0, 0)′ definiert.

13
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Der verallgemeinerte Gradient D und zugehörige Normale ~N sind durch

D :=




∂1 0 0
0 ∂2 0
0 0 ∂3
0 ∂3 ∂2
∂3 0 ∂1
∂2 ∂1 0




und ~N :=




~n1 0 0
0 ~n2 0
0 0 ~n3
0 ~n3 ~n2
~n3 0 ~n1
~n2 ~n1 0




(2.9)

definiert.
Gleichungen von dieser Form werden im räumlich eindimensionalen Fall mit zeitabhängigen
Koeffizienten in [29] behandelt. Im Einzelnen wurde hier mit einem L > 0 das Problem

utt − auxx + bθx = f1, (2.10)
θt + gqx + dutx = f2, (2.11)

τ0qt + q + kθx = f3, (2.12)

(wobei hier t ≥ 0 und x ∈ (0, L) gelte) mit den Anfangsbedingungen

u(0, ·) = u0, ut(0, ·) = u1, θ(0, ·) = θ0, q(0, ·) = q0 (2.13)

und den Randbedingungen

aux(t, 0) + bθ(t, 0) = 0, u(t, L) = 0, θ(t, L) = 0, q(t, 0) = 0, (t ≥ 0). (2.14)

betrachtet. In [28] wird die Wohlgestelltheit des Problems (2.10) − (2.14) mit Hilfe einer geeig-
neten Transformation in ein System erster Ordnung bewiesen. Die Transformation wird dabei
so vorgenommen, dass es möglich ist den zu dem entstehenden Evolutionsoperator gehörigen
Definitionsbereich zeitunabhängig zu wählen. Außerdem wird darauf geachtet, dass die dabei
auftretenden Störterme möglichst „gutartig“ sind. Da wir uns später unter anderem an diesen
Ideen orientieren wollen, gehen wir kurz auf diese Transformation ein:

Ist (u, θ, q) eine Lösung von (2.10)− (2.14), so gilt für

V ≡ V(t, x) :=




a
b ux
ut
θ
g
d q


 (t, x), V0 ≡ V0(x) :=




( a
b

)
(0, x)u0,x(x)

u1(x)
θ0(x)( g

d

)
(0, x)q0(x)




die Gleichung
Vt + AV = 0, V(0) = V0, (2.15)

wobei A ≡ A(t, x) die Gestalt A = Q−1(N0 + N1) hat. Dabei sind Q, N0 und N1 für (t, x) ∈
[0, ∞)× G wie folgt definiert:

N0 ≡ N0(t, x) =




− ( a
b

)
t

b2

a2 0 0 0( a
b

)
x

b
a 0 0 0

0 0 0 − ( g
d

)
x

d
g

0 0 0 − ( g
d

)
t

d2τ
g2k




(t, x),
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Q−1 ≡ Q−1(t, x) =




a
b 0 0 0
0 b 0 0
0 0 d 0
0 0 0 gk

dτ


 (t, x), N1 ≡ N1(t, x) =




0 −∂x 0 0
−∂x 0 ∂x 0

0 ∂x 0 ∂x

0 0 ∂x
d
gk


 (t, x).

Die Randbedingungen können nun aufgrund der speziellen Beschaffenheit des Vektors V leicht
mit Hilfe von (zeitunabhängigen) Sobolevräumen verallgemeinert werden. Schließlich wird mit
Hilfe der Theorie von Kato auf eine Lösung geschlossen.
Die Wohlgestelltheit der klassischen Thermoelastizitätsgleichungen

ρUtt −D′SDU +D′Γθ = ρb,
δθt − div (K∇θ) + Γ′DUt = r,

mit entsprechenden Anfangs- und Randbedingungen wird in [6] im zeitunabhängigen, dreidi-
mensionalen Fall ebenfalls mit einer geschickten Transformation und Resultaten der Halbgrup-
pentheorie gezeigt. Mit einer Lösung (U, θ) und

V :=



SDU

Ut
θ


 , Q :=



S−1 0 0

0 ρ 0
0 0 δ


 , N :=




0 −D 0
−D′ 0 D′Γ

0 Γ′D −div (K∇·)


 und F :=




0
b
r
δ




ergibt sich
Vt + Q−1NV = F .

Wir führen nun beide Vorgehensweisen zusammen und erarbeiten daraus eine Strategie um die
Wohlgestelltheit des Problems (2.1)− (2.8) zu beweisen. Zunächst aber definieren wir Sobolev-
räume, welche es uns später erlauben werden, die Randbedingungen zu verallgemeinern.

2.2 Sobolevräume und Skalarprodukt

In diesem Abschnitt definieren wir Sobolevräume, welche zur verallgemeinerten Formulierung
der Randbedingungen (2.5)− (2.8) hilfreich sein werden. Außerdem werden einige Eigenschaf-
ten dieser Sobolevräume aufgezeigt, welche in spätere Argumentationen eingehen werden. Wir
benötigen zunächst die folgenden „verallgemeinerten“ Testfunktionen:

C∞
Γ1

(G) :=
{

ϕ ∈ C∞(G) : ∃G′ ⊂ G offen, Γ1 ⊂ G′, ϕ|G′ = 0
}

.

Bevor wir mit Hilfe dieser verallgemeinerten Testfunktionen zu jeder Randbedingung von (2.5)−
(2.8) einen passenden Sobolevraum definieren, führen wir einen Grundraum ein, welcher eben-
falls von Nutzen sein wird:

W1
D(G) :=

{
u ∈ (

L2(G)
)3

: Du ∈ (
L2(G)

)6
}

.

Mit Hilfe des Raumes

W1
Γ2,D′(G) :=

{
u ∈ (

L2(G)
)6

: D′u ∈ (
L2(G)

)3
,

∀ϕ ∈
(
C∞

Γ1
(G) ∩ H1(G)

)3
:
∫

G
(D′u)ϕdx = −

∫

G
uDϕdx

}
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ϕ = 0

Γ1

Γ2

G

G′

Abbildung 2.1: Verallgemeinerte Testfunktionen.

wird die Randbedingung (2.5) verallgemeinert. Der Raum

W1
Γ1,D(G) :=

{
u ∈ W1

D(G) : ∀ϕ ∈ W1
Γ2,D′(G) :

∫

G
(Du)ϕdx = −

∫

G
uD′ϕdx

}

wird zur Verallgemeinerung der Randbedingung (2.7) notwendig werden. Die Randbedingung
(2.6) wird mit Hilfe des Raumes

W1
Γ2,div (G) :=

{
u ∈ (

L2(G)
)3

: div u ∈ L2(G),

∀ϕ ∈ C∞
Γ1

(G) ∩ H1(G) :
∫

G
(div u)ϕdx = −

∫

G
u∇ϕdx

}

beschrieben. Schließlich wird die verbleibende Randbedingung (2.8) mit Hilfe des Raumes

W1
Γ1

(G) :=
{

u ∈ H1(G) : ∀ϕ ∈ W1
Γ2,div (G) :

∫

G
(∇u)ϕdx = −

∫

G
udiv ϕdx

}

verallgemeinert. Ein rein technisches Hilfsmittel ist nun, dass der Raum

H1
Γ1

(G) := C∞
Γ1

(G) ∩ H1(G)
‖·‖H1

mit dem vorigen übereinstimmt. Wir zeigen im Folgenden einige Zusammenhänge und Eigen-
schaften der obigen Räume auf. Insbesondere ergibt sich, dass sämtliche der genannten Räume
Hilberträume bezüglich entsprechender Skalarprodukte sind. Weiter lassen Resultate von Racke

in [6] bereits vermuten, dass die Gleichheit W1
Γ1,D(G) =

(
W1

Γ1
(G)

)3
erfüllt ist. Dies wird sich

auch tatsächlich als richtig erweisen.

Lemma 2.1 W1
D(G) ist bezüglich der Abbildungsvorschrift 〈·, ·〉D := 〈·, ·〉+ 〈D·,D·〉 ein Hilbertraum.

Beweis: Offensichtlich ist, dass es sich bei 〈·, ·〉D um ein Skalarprodukt auf W1
D(G) handelt. Die

zugehörige Norm bezeichnen wir mit ‖ · ‖D. Es sei (un)n∈N eine Cauchyfolge in W1
D(G). Nach

Konstruktion des Skalarproduktes 〈·, ·〉D ist sofort ersichtlich, dass (un)n∈N eine Cauchyfolge in
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(
L2(G)

)3 und (Dun)n∈N eine Cauchyfolge in
(

L2(G)
)6 ist. Wegen der Vollständigkeit von L2(G)

existieren also ein u ∈ (
L2(G)

)3 und ein v ∈ (
L2(G)

)6 mit ‖un − u‖ → 0 und ‖Dun − v‖ → 0 für
n → ∞. Sei nun ϕ ∈ (C∞

0 (G)
)6 beliebig gewählt. Wir erhalten:

∫

G
uD′ϕdx =

〈
u,D′ϕ

〉
= lim

n→∞

〈
un,D′ϕ

〉
= − lim

n→∞
〈Dun, ϕ〉 = − lim

n→∞
〈v, ϕ〉 = −

∫

G
vϕdx.

Letzteres bedeutet aber, dass Du = v ∈ (
L2(G)

)6 gilt. Insgesamt ist also u ∈ W1
D(G) und es gilt

‖u− un‖D → 0 für n → ∞ und das war zu zeigen. ¤

Lemma 2.2 W1
Γ2,D′(G) ist bezüglich der Abbildungsvorschrift 〈·, ·〉D′ := 〈·, ·〉+ 〈D′·,D′·〉 ein Hilbert-

raum.

Beweis: Klar ist, dass es sich bei 〈·, ·〉D′ um ein Skalarprodukt auf W1
Γ2,D′(G) handelt. Die zuge-

hörige Norm bezeichnen wir mit ‖ · ‖D′ . Es sei (un)n∈N eine Cauchyfolge in W1
Γ2,D′(G). Offenbar

ist dann (un)n∈N auch eine Cauchyfolge in
(

L2(G)
)6 und (D′un)n∈N ist eine Cauchyfolge in(

L2(G)
)3. Da

(
L2(G)

)6 bzw.
(

L2(G)
)3 jeweils vollständig sind, existiert ein u ∈ (

L2(G)
)6 bzw.

ein v ∈ (
L2(G)

)3 mit ‖un − u‖ → 0 bzw. ‖D′un − v‖ → 0 für n → ∞. Für eine beliebige Testfunk-
tion ϕ ∈ (C∞

0 (G)
)3 gilt nun

〈u,Dϕ〉 =
〈

lim
n→∞

un,Dϕ
〉

= lim
n→∞

〈un,Dϕ〉 = − lim
n→∞

〈D′un, ϕ
〉

= − 〈v, ϕ〉 .

Das bedeutet aber D′u = v ∈ (
L2(G)

)3. Ferner gilt für ϕ ∈
(
C∞

Γ1
(G) ∩ H1(G)

)3
:

∫

G

(D′u
)

ϕdx =
〈D′u, ϕ

〉
= lim

n→∞

〈D′un, ϕ
〉

= − lim
n→∞

〈un,Dϕ〉 = − 〈u,Dϕ〉 =
∫

G
uDϕdx

und somit ist u ∈ W1
Γ2,D′(G). Natürlich gilt nach Definition des Skalarprodukts 〈·, ·〉D′ und der

Beschaffenheit von u auch ‖un − u‖D′ → 0 für n → ∞ und damit ist alles gezeigt. ¤

Lemma 2.3 W1
Γ2,div (G) ist bezüglich der Abbildungsvorschrift 〈·, ·〉div := 〈·, ·〉 + 〈div ·, div ·〉 ein

Hilbertraum.

Beweis: Es ist wieder offensichtlich, dass 〈·, ·〉div ein Skalarprodukt ist. Die zugehörige Norm
wird mit ‖ · ‖div bezeichnet. Sei (un)n∈N eine Cauchyfolge in W1

Γ2,div (G). Offenbar ist dann

(un)n∈N eine Cauchyfolge in
(

L2(G)
)3 und (div un)n∈N eine Cauchyfolge in L2(G). Es existieren

demnach ein u ∈ (
L2(G)

)3 bzw. ein v ∈ L2(G) mit ‖un − u‖ → 0 bzw. ‖div un − v‖ → 0 für
n → ∞. Sei ϕ ∈ C∞

0 (G) beliebig gewählt, so erhalten wir

〈u,∇ϕ〉 = lim
n→∞

〈un,∇ϕ〉 = − lim
n→∞

〈div un, ϕ〉 = − 〈v, ϕ〉

und also ist div u = v ∈ L2(G). Ferner gilt für alle ϕ ∈ C∞
Γ1

(G) ∩ H1(G):
∫

G
(div u) ϕdx = 〈div u, ϕ〉 = lim

n→∞
〈div un, ϕ〉 = − lim

n→∞
〈un,∇ϕ〉 = −

∫

G
u∇ϕdx

und somit ist u ∈ W1
Γ2,div (G). Natürlich gilt auch ‖u− un‖div → 0 für n → ∞ und damit ist alles

gezeigt. ¤
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Lemma 2.4 (i) W1
Γ1

(G) ist bezüglich des Standard H1-Skalarprodukts ein Hilbertraum.

(ii) Es gilt die Gleichheit W1
Γ1

(G) = H1
Γ1

(G).

(iii) Erfüllt das Gebiet G die strikte Kegeleigenschaft und ist
(

W1
Γ1

(G)
)3

mit dem Skalarprodukt 〈·, ·〉D
versehen, so ist

(
W1

Γ1
(G)

)3
ein abgeschlossener Unterraum von W1

D(G).

Beweis:

(i) Zuerst beweisen wir, dass W1
Γ1

(G) ein Hilbertraum bezüglich des W1-Skalarprodukts ist:
Wir beweisen nur die Vollständigkeit: Es sei (un)n∈N eine Cauchyfolge in W1

Γ1
(G). Wegen

W1
Γ1

(G) ⊂ W1(G) existiert ein u ∈ W1(G) mit ‖un − u‖H1 → 0 für n → ∞. Für beliebiges
ϕ ∈ W1

Γ2,div (G) gilt nun aber
∫

G
(∇u)ϕdx = 〈∇u, ϕ〉 = lim

n→∞
〈∇un, ϕ〉 = − lim

n→∞
〈un, div ϕ〉

= −
〈

lim
n→∞

un, div ϕ
〉

= − 〈u, div ϕ〉 = −
∫

G
udiv ϕdx.

Da ϕ ∈ W1
Γ2,div (G) beliebig gewählt war, folgt u ∈ W1

Γ1
(G).

(ii) Den Beweis dieser Aussage gliedern wir in mehrere Schritte:

(a) Wir beweisen die Inklusion H1
Γ1

(G) ⊂ W1
Γ1

(G): Hierzu sei u ∈ H1
Γ1

(G) beliebig ge-
wählt. Nach Definition von H1

Γ1
(G) finden wir eine Folge (un)n∈N in C∞

Γ1
(G) ∩ H1(G)

mit ‖un − u‖H1 → 0 für n → ∞. Es folgt für beliebiges ϕ ∈ W1
Γ2,div (G):

∫

G
(∇u)ϕdx = 〈∇u, ϕ〉 = lim

n→∞
〈∇un, ϕ〉 = − lim

n→∞
〈un, div ϕ〉

= − 〈u, div ϕ〉 = −
∫

G
udiv ϕdx

und das war zu zeigen.
(b) Schließlich beweisen wir H1

Γ1
(G) = W1

Γ1
(G): Der Projektionssatz liefert uns (denn

H1
Γ1

(G) ⊂ W1
Γ1

(G) ist abgeschlossen), dass die folgende Identität richtig ist:

H1
Γ1

(G)⊕
(

H1
Γ1

(G)
)⊥

= W1
Γ1

(G).

Wir wählen u ∈
(

H1
Γ1

(G)
)⊥

. Insbesondere folgt für alle ϕ ∈ C∞
0 (G):

〈u, ϕ〉+ 〈∇u,∇ϕ〉 = 0 bzw. 〈u, ϕ〉 = − 〈∇u,∇ϕ〉 ,

das heißt es existiert div (∇u) = u ∈ L2(G). Es gilt also für alle ϕ ∈ C∞
Γ1

(G) ∩ H1(G)
die Gleichheit 〈div ∇u, ϕ〉+ 〈∇u,∇ϕ〉 = 0 und somit ist ∇u ∈ W1

Γ2,div (G). Wir erhal-
ten (man beachte, dass u ∈ W1

Γ1
(G) gilt)

‖u‖2 = 〈u, u〉 = 〈div ∇u, u〉 = − 〈∇u,∇u〉 = −‖∇u‖2,
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also ‖u‖ = 0 und damit u = 0. Letzteres bedeutet aber, dass
(

H1
Γ1

(G)
)⊥

= {0} gilt
und somit ist die Behauptung bewiesen.

(iii) Zunächst erkennen wir, dass
(

W1
Γ1

(G)
)3
⊂ W1

D(G)

gilt. Wir beweisen die Abgeschlossenheit. Sei also (un)n∈N eine Folge in
(

W1
Γ1

(G)
)3

mit

der Eigenschaft, dass ein u ∈ W1
D(G) mit ‖un − u‖D → 0 für n → ∞ existiert. Damit ist also

(un)n∈N bzgl. ‖ · ‖D eine Cauchyfolge. Wegen Satz 1.4 und der daraus resultierenden Äqui-

valenz von ‖ · ‖(H1(G))3 und der Norm ‖ · ‖D auf
(

W1
Γ1

(G)
)3

ist (un)n∈N eine Cauchyfolge

in
((

W1
Γ1

(G)
)3

, ‖ · ‖(H1(G))3

)
. Hierbei handelt es sich aber nach Teil (i) um einen Hilbert-

raum. Demnach existiert also ein v ∈
(

W1
Γ1

(G)
)3

mit ‖un − v‖(H1(G))3 → 0 für n → ∞.

Wiederum wegen der Äquivalenz der besagten Normen erhalten wir ‖un − v‖D → 0 für
n → ∞. Letzteres liefert aber sofort u = v.

¤

Korollar 2.5 Es gelten die folgenden Identitäten:

W1
Γ2,D′(G) =

{
u ∈ (

L2(G)
)6

: D′u ∈ (
L2(G)

)3
, ∀ϕ ∈

(
W1

Γ1
(G)

)3
:

∫

G
(D′u)ϕdx = −

∫

G
uDϕdx

}
,

W1
Γ2,div (G) =

{
u ∈ (

L2(G)
)3

: div u ∈ L2(G), ∀ϕ ∈ W1
Γ1

(G) :
∫

G
(div u)ϕdx = −

∫

G
u∇ϕdx

}
.

Beweis:

(i) Wir setzen

Z :=
{

u ∈ (
L2(G)

)6
: D′u ∈ (

L2(G)
)3

, ∀ϕ ∈
(

W1
Γ1

(G)
)3

:
∫

G
D′uϕdx = −

∫

G
uDϕdx

}

und beweisen, dass Z = W1
Γ2,D′(G) gilt. Die Inklusion „⊂“ ist dabei offensichtlich. Um

die verbleibende Inklusion zu zeigen, wählen wir ein u ∈ W1
Γ2,D′(G) beliebig. Ist dann

ϕ ∈
(

W1
Γ1

(G)
)3

, so existiert eine Folge (ϕn)n∈N ⊂
(
C∞

Γ1
(G) ∩ H1(G)

)3
mit ‖ϕ− ϕn‖H1 → 0

für n → ∞. Wir erhalten:
∫

G
(D′u)ϕdx =

〈D′u, ϕ
〉

= lim
n→∞

〈D′u, ϕn
〉

= − lim
n→∞

〈u,Dϕn〉 = − 〈u,Dϕ〉 = −
∫

G
uDϕdx.

Letzteres bedeutet u ∈ Z und die Gleichheit ist gezeigt.
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(ii) Wir setzen

Z :=
{

u ∈ (
L2(G)

)3
: div u ∈ L2(G), ∀ϕ ∈ W1

Γ1
(G) :

∫

G
ϕdiv udx = −

∫

G
∇ϕudx

}

und beweisen, dass Z = W1
Γ2,div (G) gilt. Die Inklusion „⊂“ ist wieder offensichtlich. Um

die verbleibende Inklusion zu zeigen, wählen wir ein u ∈ W1
Γ2,div (G) beliebig. Ist dann

ϕ ∈ W1
Γ1

(G), so existiert eine Folge (ϕn)n∈N ⊂ C∞
Γ1

(G) ∩ H1(G) mit ‖ϕ − ϕn‖H1 → 0 für
n → ∞. Wir erhalten:

∫

G
(div u)ϕdx = 〈div u, ϕ〉 = lim

n→∞
〈div u, ϕn〉

= − lim
n→∞

〈u,∇ϕn〉 = − 〈u,∇ϕ〉 = −
∫

G
u∇ϕdx

und damit ist alles gezeigt. ¤

Lemma 2.6 W1
Γ1,D(G) ist ein Hilbertraum bezüglich der Abbildungsvorschrift 〈·, ·〉D := 〈·, ·〉+ 〈D·,D·〉.

Erfüllt G die strikte Kegeleigenschaft, so gilt W1
Γ1,D(G) =

(
W1

Γ1
(G)

)3
.

Beweis:

(i) Wir beweisen zuerst, dass es sich bei W1
Γ1,D(G) um einen Hilbertraum handelt. Es sei

(un)n∈N eine Cauchyfolge in W1
Γ1,D(G). Natürlich ist (un)n∈N auch eine Cauchyfolge in

W1
D(G), was wiederum die Existenz eines u ∈ W1

D(G) sichert, für welches ‖un − u‖D → 0
für n → ∞ gilt. Zu beweisen ist also nur u ∈ W1

Γ1,D(G). Es gilt für beliebiges ϕ ∈ W1
Γ2,D′(G):

∫

G
uD′ϕdx =

〈
u,D′ϕ

〉
= lim

n→∞

〈
un,D′ϕ

〉
= − lim

n→∞
〈Dun, ϕ〉 = − 〈Du, ϕ〉 = −

∫

G
Duϕdx.

Damit ist aber u ∈ W1
Γ1,D(G).

(ii) Nun zeigen wir die Richtigkeit der Inklusion
{

u ∈ (C∞
Γ1

(G)
)3 , ‖u‖(H1(G))3 < ∞

}
⊂ W1

Γ1,D(G) :

Ist u ∈
(
C∞

Γ1
(G)

)3
mit ‖u‖(H1(G))3 < ∞ beliebig gewählt, so existiert offensichtlich der ver-

allgemeinerte Gradient Du ∈ (
L2(G)

)6. Ist nun weiter ϕ ∈ W1
Γ2,D′(G), so gilt

∫
G uD′ϕdx =

− ∫
G ϕDudx nach Definition von W1

Γ2,D′(G). Dies zeigt aber (ii).

(iii) Mit Hilfe von (ii) zeigen wir nun die Inklusion
(

W1
Γ1

(G)
)3
⊂ W1

Γ1,D(G). Zunächst erkennen
wir, dass wegen den jeweiligen Definitionen der Räume sowie Lemma 2.4 die Inklusionen

(
C∞

Γ1
(G) ∩ H1(G)

)3
⊂

(
H1

Γ1
(G)

)3
=

(
W1

Γ1
(G)

)3
⊂

(
H1(G)

)3
⊂ W1

D(G)
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sowie

(
C∞

Γ1
(G) ∩ H1(G)

)3
⊂ W1

Γ1,D(G) ⊂ W1
D(G)

richtig sind. Wegen der Abgeschlossenheit von W1
Γ1,D(G) und

(
H1

Γ1
(G)

)3
in W1

D(G) erhal-
ten wir weiter:

(
C∞

Γ1
(G) ∩ H1(G)

)3‖·‖D
⊂

(
W1

Γ1
(G)

)3
⊂ W1

D(G)

sowie

(
C∞

Γ1
(G) ∩ H1(G)

)3‖·‖D
⊂ W1

Γ1,D(G) ⊂ W1
D(G).

Schließlich ergibt sich wegen der Äquivalenz der beiden Normen ‖ · ‖D und ‖ · ‖(H1(G))3

auf
(

H1(G)
)3 die Gleichheit:

(
C∞

Γ1
(G) ∩ H1(G)

)3‖·‖D
=

(
W1

Γ1
(G)

)3
,

welche aber die Behauptung beweist.

(iv) Nach dem Beweis von (iii) ist klar, dass
(

W1
Γ1

(G)
)3
⊂ W1

Γ1,D(G) abgeschlossen ist.

(v) Wir beweisen nun
(

W1
Γ1

(G)
)3

= W1
Γ1,D(G): Nach dem Projektionssatz gilt

W1
Γ1,D(G) =

(
W1

Γ1
(G)

)3
⊕D

((
W1

Γ1
(G)

)3
)⊥

.

Wir wählen V ∈
((

W1
Γ1

(G)
)3

)⊥
beliebig. Dann gilt für alle Φ ∈

(
W1

Γ1
(G)

)3

〈DV,DΦ〉 = − 〈V, Φ〉 .

Wegen
(C∞

0 (G)
)3 ⊂

(
W1

Γ1
(G)

)3
existiert also D′DV = V ∈ (

L2(G)
)3 im schwachen Sinn.

Damit ist DV ∈ W1
Γ2,D′(G). Wir erhalten

‖V‖2 =
〈
V,D′DV

〉
= − 〈DV,DV〉

und somit V = 0.

¤



22 2.3. Wohlgestelltheit

2.3 Wohlgestelltheit

Gegenstand dieses Abschnitts ist eine Transformation der Differentialgleichungen (2.1) − (2.3)
mit den Anfangsbedingungen (2.4) und den Randbedingungen (2.5)− (2.8) in ein System erster
Ordnung von der Form

Vt +A(t)V = F , V(0) = V0. (2.16)

Der Vektor V wird dabei so gewählt, dass sämtliche in den Randbedingungen vorkommenden
Koeffizienten in einer solchen Weise darin auftreten, dass es uns ermöglicht wird, einen Defi-
nitionsbereich des Operators A = A(t) zu finden, welcher die Randbedingungen (2.5) − (2.8)
verallgemeinert, nicht aber von der Zeit t abhängt. Dies wiederum erlaubt es uns später auf
die Theorie von Kato zurückzugreifen, welche uns dann die Existenz einer eindeutigen Lösung
sichert. Zunächst aber geben wir an, welche Regularitätsforderungen an das Gebiet Ω bezie-
hungsweise an unsere Koeffizienten hinreichend für unsere Ergebnisse sind.

2.3.1 Voraussetzungen

Das Gebiet G ⊂ R3 sei beschränkt und erfülle die strikte Kegeleigenschaft. Die reelle Konstante
τ0 > 0 sei positiv. Die in (2.1) − (2.3) auftretenden Koeffizienten mögen die folgenden Voraus-
setzungen erfüllen:

(i) Es gelte S ∈ C2
(
[0, ∞), (L∞(Ω))6×6

)
. Ferner sei S(t) für jedes t ∈ [0, ∞) symmetrisch

und invertierbar. Die zugehörige Inverse sei mit S(t)−1 bezeichnet. Die dadurch gegebene
Funktion S−1 möge S−1 ∈ C1

(
[0, ∞), (L∞(Ω))6×6

)
erfüllen. Zudem existiere eine Kon-

stante CS > 0 so dass für alle V ∈ (
L2(Ω)

)6 und alle t ∈ [0, ∞)

CS‖V‖2 ≤
〈

V, S(t)−1V
〉

gilt.

(ii) Es gelte K ∈ C1
(
[0, ∞), (L∞(Ω))3×3

)
. Ferner sei K(t) für jedes t ∈ [0, ∞) symmetrisch

und invertierbar. Die zugehörige Inverse sei mit K(t)−1 bezeichnet. Die dadurch gegebene
Funktion K−1 möge K−1 ∈ C1

(
[0, ∞), (L∞(Ω))3×3

)
erfüllen. Zudem existiere eine Kon-

stante CK > 0 so dass für alle V ∈ (
L2(Ω)

)3 und alle t ∈ [0, ∞)

CK‖V‖2 ≤
〈

V, K(t)−1V
〉

gilt.

(iii) Es gelte ρ ∈ C1
(
[0, ∞), (L∞(Ω))3×3

)
. Ferner sei ρ(t) für jedes t ∈ [0, ∞) symmetrisch

und invertierbar. Die zugehörige Inverse sei mit ρ(t)−1 bezeichnet. Die dadurch gegebene
Funktion ρ−1 möge ρ−1 ∈ C1

(
[0, ∞), (L∞(Ω))3×3

)
erfüllen. Zudem existiere eine Konstan-

te Cρ > 0 so dass für alle V ∈ (
L2(Ω)

)3 und alle t ∈ [0, ∞)

Cρ‖V‖2 ≤ 〈V, ρ(t)V〉
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gilt.

(iv) Es gelte

β ∈ C1 (
[0, ∞), H3(Ω)

) ∩ C2 ([0, ∞), L∞(Ω)) ,

γ ∈ C1 (
[0, ∞), H3(Ω)

) ∩ C2 ([0, ∞), L∞(Ω)) ,

δ ∈ C1 (
[0, ∞), H3(Ω)

) ∩ C2 ([0, ∞), L∞(Ω)) .

Ferner existieren von t ∈ [0, ∞) unabhängige Konstanten Cβ, Cγ und Cδ > 0, so dass

Cβ < β(t),
Cγ < γ(t),

Cδ < δ(t)

fast überall gilt.

2.3.2 Transformation in ein System erster Ordnung

Wir geben nun einen Differentialoperator A = A(t) an, welcher (zunächst formal), das Problem
(2.1) − (2.4) in die Form (2.16) überführt. Hierfür definieren wir eine Gewichtsmatrix Q, eine
Störmatrix N1 sowie einen passenden Differentialoperator N0 durch:

Q :=




βS−1 0 0 0
0 1

β ρ 0 0
0 0 1

δ 0
0 0 0 τ0δ

γ K−1


 , N0 :=




0 −D 0 0
−D′ 0 D′(Γ·) 0

0 (Γ′D) 0 (Γ′D)
0 0 D′(Γ·) δ

γ K−1


 ,

N1 :=




−βS−1
(

1
βS

)
t

βS−1 0 0 0

D′
(

1
β Id

)
β 0 1

βD′ (βΓ) 0

0 0 0 (−Γ′D)
( γ

δ Id
)

δ
γ

0 0 0 − τ0δ2

γ2

( γ
δ

)
t K−1




. (2.17)

Für f1, f2, f3 und hinreichend reguläre Funktionen U, θ und q (später gehen wir genauer auf die
Regularität ein), welche die Differentialgleichungen (2.1)− (2.3) sowie die Anfangsbedingungen
(2.4) erfüllen, definieren wir

F :=




0
ρ−1 f1

f2
γ

τ0δ f3


 , V :=




1
βSDU

Ut
θ

γ
δ q


 , sowie V0 :=




1
β(0,·)S(0, ·)DU0

U1
θ0

γ(0,·)
δ(0,·) q0


 . (2.18)

Bevor wir unser erstes Resultat formulieren, stellen wir eine spezielle Produktregel für den ver-
allgemeinerten Gradienten D bzw. dessen Transponierte D′ zur Verfügung. Diese kann durch
direktes Nachrechnen verifiziert werden. Darauf sei aber verzichtet.
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Lemma 2.7 Es sei V = (V1, ..., V6)′ ∈ L2(G)6 mit D′V ∈ (
L2(G)

)3 und W = (W1, W2, W3)′ ∈(
L2(G)

)3 mit DW ∈ (
L2(G)

)6. Weiter seien β ∈ H3(G), θ ∈ H1(G) und Γ := (1, 1, 1, 0, 0, 0)′. Dann
gelten:

(i) D′(βV) = D′(β Id )V + βD′V,

(ii) D′(Γβθ) = βD′(Γθ) + θD′(Γβ),

(iii) D(βW) = D(β Id )W + βDW.

Satz 2.8 Die Funktionen

U ∈ C2
(
[0, T],

(
L2(G)

)3
)
∩ C1

(
[0, T], W1

Γ1,D(G)
)

,

θ ∈ C1 (
[0, T], L2(G)

) ∩ C0
(
[0, T], W1

Γ1
(G)

)
,

q ∈ C1
(
[0, T],

(
L2(G)

)3
)
∩ C0

(
[0, T], W1

Γ2,div (G)
)

mit 1
βSDU − Γθ ∈ W1

Γ2,D(G) seien so gewählt, dass (U, θ, q) eine Lösung zu (2.1)- (2.4) ist. Die Vekto-
ren V und V0 seien wie in (2.18) definiert. Dann erfüllt V das Anfangswertproblem

Vt +Q−1(N0 +N1)V = F , V(0, ·) = V0(·). (2.19)

Beweis: Der Beweis wird durch elementares Nachrechnen erbracht. Zunächst ergibt sich durch
Ausmultiplizieren der Matrizen bzw. des Differentialoperators:

Q−1 · N0 · V =




0 − 1
βSD 0 0

−βρ−1D′ 0 βρ−1D′(Γ·) 0
0 δ(Γ′D) 0 δ(Γ′D)
0 0 γ

τ0δ KD′(Γ·) 1
τ0

Id


 ·




1
βSDU

Ut
θ

γ
δ q


 (2.20)

=




− 1
βSDUt

−βρ−1D′
(

1
βSDU

)
+ βρ−1D′(Γθ)

δ(Γ′D)Ut + δ(Γ′D)
( γ

δ q
)

γ
τ0δ KD′(Γθ) + γ

τ0δ q


 .

Wir berechnen weiter:

Q−1 · N1 · V =




−
(

1
βS

)
t

βS−1 0 0 0

βρ−1D′
(

1
β Id

)
β 0 ρ−1D′ (βΓ) 0

0 0 0 δ (−Γ′D)
( γ

δ Id
)

δ
γ

0 0 0 − δ
γ

( γ
δ

)
t Id



·




1
βSDU

Ut
θ

γ
δ q




(2.21)

=




−
(

1
βS

)
t
DU

βρ−1D′
(

1
β Id

)
SDU + ρ−1D′(βΓ)θ

δ (−Γ′D)
( γ

δ Id
)

q
− ( γ

δ

)
t q




.
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Schließlich ergibt sich durch komponentenweises Differenzieren:

Vt =




(
1
βS

)
t
DU + 1

βSDUt

Utt
θt( γ

δ

)
t q + γ

δ qt


 .

Damit erhalten wir insgesamt:

Vt +Q−1 (N0 +N1) V = Vt +Q−1N0V +Q−1N1V

=




0
Utt − βρ−1D′

(
1
βSDU

)
+ βρ−1D′(Γθ) + βρ−1D′

(
1
β Id

)
SDU + ρ−1D′(βΓ)θ

θt + δ(Γ′D)Ut + δ(Γ′D)
( γ

δ q
)

+ δ (−Γ′D)
( γ

δ Id
)

q
γ
δ qt + γ

τ0δ KD′(Γθ) + γ
τ0δ q


 .

Mit Hilfe von Lemma 2.7 ergibt sich

βD′
(

1
β
SDU

)
= βD′

(
1
β

Id
)
SDU +D′SDU

sowie
βD′(Γθ) +D′(βΓ)θ = D′(Γβθ)

und
δ
(
Γ′D) (γ

δ
q
)

= δ
(
Γ′D) (γ

δ
Id

)
q + γ

(
Γ′D)

q.

Damit erhalten wir

Vt +Q−1 (N0 +N1) =




0
Utt − ρ−1D′SDU + ρ−1D′(βΓθ)

θt + δ(Γ′D)Ut + γ(Γ′D)q
γ
δ qt + γ

τ0δ KD′(Γθ) + γ
τ0δ q


 =




0
ρ−1 f1

f2
γ

τ0δ f3




und das war zu zeigen. ¤
Natürlich ist ebenfalls von Interesse, ob einer Lösung V von (2.19) eine Lösung (U, θ, q) zu (2.1) -
(2.8) zugeordnet werden kann. Nähere Informationen dazu gibt das folgende Lemma. Zunächst
definieren wir jedoch

D :=
{

(V1, V2, V3, V4)′ ∈ (
L2(G)

)6 × (
L2(G)

)3 × L2(G)× (
L2(G)

)3
:

V1 − ΓV3 ∈ W1
Γ2,D′(G), V2 ∈

(
W1

Γ1
(G)

)3
, V3 ∈ W1

Γ1
(G), V4 ∈ W1

Γ2,div (G)
}

.

Lemma 2.9 Ist V ∈ C0([0, T], D) ∩ C1([0, T], L2(G)) eine Lösung zu (2.19) und gilt u0 ∈ W1
Γ1,D(G),

so haben die Funktionen

U(t) := U0 +
∫ t

0
V2(s)ds,

θ(t) := V3(t),

q :=
δ

γ
V4
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die folgenden Regularitäten

U ∈ C2
(
[0, T],

(
L2(G)

)3
)
∩ C1

(
[0, T], W1

Γ1,D(G)
)

,

θ ∈ C1 (
[0, T], L2(G)

) ∩ C0
(
[0, T], W1

Γ1
(G)

)
,

q ∈ C1
(
[0, T],

(
L2(G)

)3
)
∩ C0

(
[0, T], W1

Γ2,div (G)
)

mit 1
βSDU − Γθ ∈ W1

Γ2,D′(G). Ferner bilden U, θ, und q eine Lösung zu (2.1) - (2.8).

Beweis: Wir schreiben den Vektor V in der Form V = (V1, V2, V3, V4)′. Zunächst erhalten wir
dann

V2 ∈ C0
(

[0, T],
(

W1
Γ1

(G)
)3

)
∩ C1 (

[0, T], L2(G)
)

,

V3 ∈ C0
(
[0, T], W1

Γ1
(G)

)
∩ C1 (

[0, T], L2(G)
)

,

V4 ∈ C0
(
[0, T], W1

Γ2,div (G)
)
∩ C1 (

[0, T], L2(G)
)

.

Ferner ergibt sich: V1 − ΓV3 ∈ W1
Γ2,D′(G) für jedes t ∈ [0, T]. Ersichtlich ist also bereits, dass θ und

q die gewünschte Regularität haben. Betrachten wir nun U, so ist ersichtlich, dass

U ∈ C1
(

[0, T],
(

W1
Γ1

(G)
)3

)

also insbesondere U ∈ C1(
(
[0, T], L2(G)

)
gilt. Hiermit folgern wir aber unter Verwendung der

Regularität von V2, dass

U ∈ C2 (
[0, T], L2(G)

)

gilt. Wir müssen nun noch zeigen, dass die so definierten Funktionen die gewünschten Differen-
tialgleichungen erfüllen. Hierzu zunächst zwei Rechnungen:

Q−1N0V =




− 1
βSDV2

−βρ−1D′V1 + βρ−1D′(ΓV3)
δ(Γ′D)V2 + δ(Γ′D)V4

γ
τ0δ KD′(ΓV3) + 1

τ0
V4


 , Q−1N1V =




−
(

1
βS

)
t

βS−1V1

βρ−1D′
(

1
β Id

)
βV1 + ρ−1D′(βΓ)V3

δ(−Γ′D)
( γ

δ Id
)

δ
γ V4

− δ
γ

( γ
δ

)
t V4




.

Unter Verwendung dieser Rechnungen erhalten wir die Gültigkeit der folgenden Gleichungen:

V1,t − 1
β
SDV2 −

(
1
β
S

)

t
βS−1V1 = 0, (2.22)

V2,t − βρ−1D′V1 + βρ−1D′(ΓV3) + βρ−1D′
(

1
β

Id
)

βV1 + ρ−1D′(βΓ)V3 = ρ−1 f1, (2.23)

V3,t + δ(Γ′D)V2 + δ(Γ′D)V4 + δ(−Γ′D)
(γ

δ
Id

) δ

γ
V4 = f2, (2.24)

V4,t +
γ

τ0δ
KD′(ΓV3) +

1
τ0

V4 − δ

γ

(γ

δ

)
t
V4 =

γ

τ0δ
f3. (2.25)
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Wir untersuchen zuerst die Gleichung (2.22). Es gilt:

V1,t − 1
β
SDV2 −

(
1
β
S

)

t
βS−1V1 = 0

⇐⇒ V1,t − 1
β
SDV2 +

1
β
S

(
βS−1

)
t
V1 = 0

⇐⇒ 1
β
S

(
βS−1V1

)
t
− 1

β
SDV2 = 0

⇐⇒
(

βS−1V1

)
t
= DV2

und wir erhalten durch Integration und unter Berücksichtigung der Gestalt von U die Identität:

V1 =
1
β
SDU. (2.26)

Setzen wir nun die Gleichung (2.26) in die Gleichung (2.23) ein, so erhalten wir

Utt − βρ−1D′
[

1
β
SDU

]
+ βρ−1D′(Γθ) + βρ−1D′

(
1
β

Id
)
SDU + ρ−1D′(βΓ)θ = ρ−1 f1

und es ergibt sich daraus mit Lemma 2.7:

ρUtt −D′SDU +D′βΓθ = f1,

also die erste Differentialgleichung. Betrachten wir nun (2.24) und setzen entsprechend ein, so
erhalten wir:

θt + δdiv Ut + δ(Γ′D)
[γ

δ
q
]
− δ(Γ′D)

(γ

δ
Id

)
q = f2,

was unter Verwendung von Lemma 2.7 die Differentialgleichung

θt + δdiv ut + γdiv q = f2,

liefert. Schließlich betrachten wir die Gleichung (2.25) und erhalten:
[γ

δ
q
]

t
+

γ

τ0δ
KD′(Γθ) +

γ

τ0δ
q−

(γ

δ

)
t
q =

γ

τ0δ
f3,

was wiederum mit

γ

δ
qt +

γ

τ0δ
KD′(Γθ) +

γ

τ0δ
q =

γ

τ0δ
f3,

bzw. mit

τ0qt + q + K∇θ = f3

gleichbedeutend ist. Damit ist die Behauptung bewiesen. ¤
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2.3.3 Existenz einer Lösung

Wir versehen nun

H :=
(

L2(G)
)6 × (

L2(G)
)3 × L2(G)× (

L2(G)
)3

(2.27)

für festes t ∈ [0, T] mit dem Skalarprodukt 〈·, ·〉t, welches für U, V ∈ H durch 〈U, V〉t :=
〈U,QV〉(L2(G))13 definiert ist. Die diesem Skalarprodukt zugeordnete Norm sei mit ‖ · ‖t bezeich-
net. Zu bemerken ist, dass die Norm ‖ · ‖t aufgrund der Voraussetzungen an die Koeffizienten
zur Standard-L2-Norm gleichmäßig äquivalent ist. Den so entstandenen Hilbertraum (H, 〈·, ·〉t)
bezeichnen wir mit Ht.

Wir wählen nun t ∈ [0, T] beliebig aber fest und definieren damit die folgenden, von t abhängi-
gen, Operatoren:

A0(t) : D(A0(t)) ⊂ Ht −→ Ht (2.28)

sei für V ∈ D(A0(t)) durch

A0(t)V := Q−1(t)N0(t)V (2.29)

definiert. Hierbei ist:

D(A0(t)) :=
{

(V1, V2, V3, V4)′ ∈ (
L2(G)

)6 × (
L2(G)

)3 × L2(G)× (
L2(G)

)3
:

V1 − ΓV3 ∈ W1
Γ2,D′(G), V2 ∈

(
W1

Γ1
(G)

)3
, V3 ∈ W1

Γ1
(G), V4 ∈ W1

Γ2,div (G)
}

.

(2.30)

Weiter definieren wir den Operator

A1(t) : Ht −→ Ht

für V ∈ Ht durch:

A1(t)V := Q−1(t)N1(t)V .

Mit Hilfe dieser Operatoren definieren wir nun den Operator

A(t) : D(A(t)) ⊂ Ht −→ Ht (2.31)

für

V ∈ D(A(t)) := D(A0(t)) (2.32)

durch

A(t)V := A0(t)V +A1(t)V . (2.33)

Zu beachten ist, dass A(t) zwar von t abhängig ist, nicht aber D(A(t)). Wir beweisen nun, dass
A0(t) für fest gewähltes t ∈ [0, T] dicht definiert und abgeschlossen ist. Ausserdem zeigen wir,
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dass der Operator −A0(t) dissipativ ist. Schließlich beweisen wir, dass sich der Definitionsbe-
reich des adjungierten Operators A∗

0(t) nicht von D(A(t)) = D(A0(t)) unterscheidet. Zusam-
men erlauben uns diese Eigenschaften darauf zu schließen, dass −A0(t) der Erzeuger einer C0-
Kontraktionshalbgruppe auf Ht ist. Wir verwenden im Folgenden für einen Vektor V ∈ H die
naheliegende Schreibweise V = (V1, V2, V3, V4)′, wobei die Vi für i = 1, .., 4 durch die Auftei-
lung (2.27) bestimmt sind. Ferner schreiben wir im Folgenden D(A) für D(A(t)).

Lemma 2.10 Es sei t ∈ [0, T] fest gewählt. Der in (2.28), (2.29) und (2.30) definierte Operator A0 =
A0(t) ist abgeschlossen.

Beweis: Es sei (Vn)n∈N eine Folge in D(A) mit Vn → V ∈ Ht für n → ∞ und A0Vn −→ W ∈ Ht
für n → ∞. Zu beweisen ist nun V ∈ D(A) und A0V = W . Aus A0Vn → W für n → ∞ folgt
insbesondere für alle Φ ∈ Ht:

〈
−DV2

n , Φ1
〉

+
〈
−D′V1

n +D′(ΓV3
n ), Φ2

〉
+

〈
(Γ′D)V2

n + (Γ′D)V4
n , Φ3

〉
(2.34)

+
〈
D′(ΓV3

n ) +
δ

γ
K−1V4

n , Φ4
〉

= 〈N0Vn, Φ〉 =
〈
Q−1N0Vn,QΦ

〉
= 〈A0Vn, Φ〉t

→ 〈W , Φ〉t =
〈

W1, βS−1Φ1
〉

+
〈

W2,
1
β

ρΦ2
〉

+
〈

W3,
1
δ

Φ3
〉

+
〈

W4,
τ0δ

γ
K−1Φ4

〉
(2.35)

für n → ∞.
Wir gliedern den weiteren Beweis in mehrere Schritte:

(i) Wir wählen Φ1 ∈ (
L2(G)

)6 beliebig und setzen damit Φ := (Φ1, 0, 0, 0)′. Aus (2.35) folgt
dann 〈

−DV2
n , Φ1

〉
→

〈
W1, βS−1Φ1

〉
für n → ∞. (2.36)

Ist speziell Φ1 ∈ (C∞
0 (G)

)6, so geht (2.36) in
〈

V2
n ,D′Φ1

〉
→

〈
W1, βS−1Φ1

〉
für n → ∞

über. Dies bedeutet aber
〈
V2,D′Φ1〉 =

〈
W1, βS−1Φ1〉 und somit DV2 ∈ (

L2(G)
)6 mit

− 1
βSDV2 = W1. Wir wählen nun Φ1 ∈ W1

Γ2,D′(G) beliebig. Dann gilt wegen Korollar 2.5
wiederum

〈
V2,D′Φ1〉 = − 〈DV2, Φ1〉 und also ist V2 ∈ W1

Γ1,D(G). Nach Lemma 2.6 ist

dies aber gleichbedeutend mit V2 ∈
(

W1
Γ1

(G)
)3

und das war zu zeigen.

(ii) Wir wählen Φ3 ∈ L2(G) und setzen damit Φ := (0, 0, Φ3, 0)′. Aus (2.35) folgt dann

〈
(Γ′D)V2

n + (Γ′D)V4
n , Φ3

〉
→

〈
W3,

1
δ

Φ3
〉

für n → ∞. (2.37)

Ist speziell Φ3 ∈ C∞
0 (G), so geht (2.37) in

〈
(Γ′D)V2

n , Φ3〉−
〈

V4
n ,D′ΓΦ3

〉
→

〈
W3,

1
δ

Φ3
〉

für n → ∞
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über. Dies bedeutet aber
〈
(Γ′D)V2, Φ3〉 − 〈

V4,D′ΓΦ3〉 =
〈
W3, 1

δ Φ3〉. Damit existiert die
Ableitung (Γ′D)V4 im schwachen Sinn und es gilt (Γ′D)V4 = 1

δ W3 − (Γ′D)V2. Wählen wir
Φ3 ∈ C∞

Γ1
(G) ∩ H1(G), so folgt V4 ∈ W1

Γ2,div (G) mit der analogen Argumentation.

(iii) Wir wählen Φ4 ∈ (
L2(G)

)3 und setzen damit Φ := (0, 0, 0, Φ4)′. Aus (2.35) folgt dann
〈
D′(ΓV3

n ) +
δ

γ
K−1V4

n , Φ4
〉
→

〈
W4,

τ0δ

γ
K−1Φ4

〉
für n → ∞. (2.38)

Ist speziell Φ4 ∈ (C∞
0 (G)

)3, so geht (2.38) in

−
〈

V3
n , Γ′DΦ4

〉
+

〈
δ

γ
K−1V4

n , Φ4
〉
→

〈
W4,

τ0δ

γ
K−1Φ4

〉
für n → ∞

über. Dies bedeutet aber − 〈
V3, Γ′DΦ4〉 +

〈
δ
γ K−1V4, Φ4

〉
=

〈
W4, τ0δ

γ K−1Φ4
〉

. Damit exi-

stiert D′ΓV3 im schwachen Sinn und es gilt D′ΓV3 = τ0δ
γ K−1W4 − δ

γ K−1V4. Wählen wir
Φ4 ∈ W1

Γ2,div (G), so folgt wiederum analog V3 ∈ W1
Γ1

(G).

(iv) Wir wählen Φ2 ∈ (
L2(G)

)3 und setzen damit Φ := (0, Φ2, 0, 0)′. Aus (2.35) folgt dann

〈
−D′V1

n +D′ΓV3
n , Φ2

〉
→

〈
W2,

1
β

ρΦ2
〉

für n → ∞. (2.39)

Ist speziell Φ2 ∈ (C∞
0 (G)

)3, so geht (2.39) in

〈
V1

n − ΓV3
n ,DΦ2

〉
→

〈
W2,

1
β

ρΦ2
〉

für n → ∞

über. Dies bedeutet aber
〈
V1 − ΓV3,DΦ2〉 =

〈
W2, 1

β ρΦ2
〉

. Damit existiertD′(V1− ΓV3) im

schwachen Sinn und es giltD′(V1−ΓV3) = − 1
β ρW2. Wählen wir Φ2 ∈

(
C∞

Γ1
(G) ∩ H1(G)

)3
,

so folgt V1 − ΓV3 ∈ W1
Γ2,D(G)

und damit ist alles gezeigt. ¤

Lemma 2.11 Es sei t ∈ [0, T] fest gewählt. Weiter sei A0 = A0(t) wie in (2.28), (2.29) und (2.30)
definiert. Dann gilt D(A0(t)) = D((A∗

0(t)) und

(A∗
0)(t) = Q−1




0 D 0 0
D′ 0 −D′(Γ·) 0
0 −(Γ′D) 0 −(Γ′D)
0 0 −D′(Γ·) δ

γ K−1


 . (2.40)

Beweis: Der Operator A0(t) ist für festes t ∈ [0, T] dicht definiert. Wir betrachten ein beliebiges
W ∈ D(A∗

0(t)). Dann existiert ein F ∈ Ht so dass

〈A0Φ, W〉t = 〈Φ, F〉t
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für alle Φ ∈ D(A0(t)) gilt. Letzteres ist wegen

〈A0Φ, W〉t = 〈−DΦ2, W1〉+
〈−D′Φ1 +D′(ΓΦ3), W2

〉

+
〈
(Γ′D)Φ2 + (Γ′D)Φ4, W3

〉
+

〈
D′(ΓΦ3) +

δ

γ
K−1Φ4, W4

〉

und

〈Φ, F〉t =
〈

Φ1, βS−1F1

〉
+

〈
Φ2,

1
β

ρF2

〉
+

〈
Φ3,

1
δ

F3

〉
+

〈
Φ4,

τ0δ

γ
K−1F4

〉

gleichbedeutend mit

〈−DΦ2, W1〉+
〈−D′Φ1 +D′(ΓΦ3), W2

〉
+

〈
(Γ′D)Φ2 + (Γ′D)Φ4, W3

〉
(2.41)

+
〈
D′(ΓΦ3) +

δ

γ
K−1Φ4, W4

〉

=
〈

Φ1, βS−1F1

〉
+

〈
Φ2,

1
β

ρF2

〉
+

〈
Φ3,

1
δ

F3

〉
+

〈
Φ4,

τ0δ

γ
K−1F4

〉
. (2.42)

(i) Wir wählen Φ1 ∈
(C∞

0 (G)
)6 und setzen damit Φ := (Φ1, 0, 0, 0). Aus (2.42) folgt dann

− 〈D′Φ1, W2
〉

=
〈

Φ1, βS−1F1

〉
.

Das bedeutet, dass DW2 = βS−1F1 ∈ (L2(G))6 existiert. Wählen wir Φ1 ∈ W1
Γ2,D′(G) belie-

big und setzen wiederum Φ := (Φ1, 0, 0, 0), so folgt wiederum aus (2.42), dass

− 〈D′Φ1, W2
〉

= 〈Φ1,DW2〉
gilt. Zusammenfassend haben wir also

W2 ∈ W1
Γ1,D(G) und F1 =

1
β
SDW2

erhalten.

(ii) Wir wählen Φ2 ∈
(C∞

0 (G)
)3 und setzen damit Φ := (0, Φ2, 0, 0). Aus (2.42) folgt dann

〈−DΦ2, W1〉+
〈
Γ′DΦ2, W3

〉
=

〈
Φ2,

1
β

ρF2

〉
.

Dies wiederum ist gleichbedeutend mit

− 〈DΦ2, W1 − ΓW3〉 =
〈

Φ2,
1
β

ρF2

〉
.

Letzteres bedeutet aber, dass D′(W1 − ΓW3) = 1
β ρF2 ∈ (L2(G))3 existiert. Wählen wir Φ2 ∈

W1
Γ1,D(G) und setzen damit wiederum Φ := (0, Φ2, 0, 0), dann ergibt sich wiederum aus

(2.42), dass
〈DΦ2, W1 − ΓW3〉 = − 〈

Φ2,D′(W1 − ΓW3)
〉
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gilt. Zusammenfassend haben wir also

W1 − ΓW3 ∈ W1
Γ2,D′(G) und F2 = βρ−1D′(W1 − ΓW3)

erhalten.

(iii) Wir wählen Φ3 ∈ C∞
0 (G) und setzen damit Φ := (0, 0, Φ3, 0). Aus (2.42) folgt dann

〈
(D′Γ)Φ3, W2

〉
+

〈D′(ΓΦ3), W4
〉

=
〈

Φ3,
1
δ

F3

〉
.

Obiges ist nun mit
〈D′ΓΦ3, W4

〉
=

〈
Φ3, Γ′DW2

〉
+

〈
Φ3,

1
δ

F3

〉

äquivalent. Dies bedeutet aber, dass (Γ′D)W4 = −Γ′DW2 − 1
δ F3 ∈ L2(G) existiert. Wählen

wir Φ3 ∈ W1
Γ1

(G) und setzen damit Φ := (ΓΦ3, 0, Φ3, 0), so ergibt sich aus (2.42):

〈−D′ΓΦ3 +D′ΓΦ3, W2
〉

+
〈D′ΓΦ3, W4

〉
=

〈
ΓΦ3, βS−1F1

〉
+

〈
Φ3,

1
δ

F3

〉

⇐⇒ 〈D′ΓΦ3, W4
〉

=
〈
Φ3, Γ′DW2

〉
+

〈
Φ3,

1
δ

F3

〉

⇐⇒ 〈D′ΓΦ3, W4
〉

= − 〈
Φ3, (Γ′D)W4

〉
.

Zusammenfassend haben wir also

W4 ∈ W1
Γ2,div (G) und F3 = −δ(Γ′D)W4 − δΓ′DW2

erhalten.

(iv) Wir wählen Φ4 ∈ (C∞
0 (G))3 und setzen damit Φ := (0, 0, 0, Φ4). Aus (2.42) folgt dann sofort

〈
Γ′DΦ4, W3

〉
+

〈
δ

γ
K−1Φ4, W4

〉
=

〈
Φ4,

τ0δ

γ
K−1F4

〉
.

Dies bedeutet aber, dass D′ΓW3 = − τ0δ
γ K−1F4 + δ

γ K−1W4 ∈ (L2(G))3 gilt. Wählen wir
schließlich Φ4 ∈ W1

Γ2,div (G), so ergibt sich wiederum aus (2.42):

〈
Γ′DΦ4, W3

〉
= − 〈

Φ4,D′ΓΦ4
〉

.

Zusammenfassend haben wir also

W3 ∈ W1
Γ1

(G) und F4 = − γ

τ0δ
KD′ΓW3 +

1
τ0

W4

erhalten.

Die Schritte (i), (ii), (iii) und (iv) beweisen nun D(A∗
0(t)) ⊂ D(A0(t)). Die verbleibende Inklu-

sion ist aber leicht einzusehen. ¤
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Lemma 2.12 Es sei t ∈ [0, T] fest und A0 = A0(t) wie in (2.28), (2.29) und (2.30) definiert. Dann ist
−A0 dissipativ.

Beweis: Es sei V ∈ D(A0) beliebig gewählt. Dann ergibt sich

〈A0V, V〉t = − 〈DV2, V1〉+
〈−D′V1 +D′(ΓV3), V2

〉

+
〈
(Γ′D)V2 + (Γ′D)V4, V3

〉
+

〈
D′(ΓV3) +

δ

γ
K−1V4, V4

〉

= − 〈DV2, V1〉+ 〈V1 − ΓV3,DV2〉+
〈
Γ′DV2, V3

〉

+
〈
(Γ′D)V4, V3

〉
+

〈D′ΓV3, V4
〉

+
〈

δ

γ
K−1V4, V4

〉

= − 〈DV2, V1〉+ 〈DV2, V1〉 − 〈ΓV3,DV2〉+ 〈ΓV3,DV2〉
− 〈

V4,D′ΓV3
〉

+ 〈V4,D′ΓV3〉+
〈

δ

γ
K−1V4, V4

〉

= −2Im 〈DV2, V1〉 − 2Im 〈ΓV3,DV2〉 − 2Im
〈
V4,D′ΓV3

〉
+

〈
δ

γ
K−1V4, V4

〉
.

Somit ist also Re 〈A0V, V〉t =
〈

δ
γ K−1V4, V4

〉
> 0 und das bedeutet, dass der Operator −A0

dissipativ ist. ¤
Unter Verwendung der Lemmata 2.10 - 2.12 können wir nun unseren ersten Satz beweisen, wel-
cher für die Existenz einer Lösung für unser Problem (2.1) - (2.8) eine wesentliche Rolle spielen
wird.

Satz 2.13 Es sei A0 = A0(t) wie in (2.28), (2.29) und (2.30) definiert.

(i) Für jedes feste t ∈ [0, T] ist der Operator −A0(t) der Erzeuger einer C0-Kontraktionshalbgruppe
auf Ht.

(ii) Die Familie (−A0(t))t∈[0,T] ist eine stabile Famile von C0-Halbgruppenerzeugern auf dem Hilbert-
raum (H, 〈·, ·〉).

Beweis:

(i) Sei t ∈ [0, T] fest. Offensichtlich istA0(t) dicht definiert. Nach Lemma 2.10 ist der Operator
A0(t) abgeschlossen. Nach Lemma 2.12 ist der Operator −A0(t) dissipativ. Sofort ergibt
sich aus Lemma 2.11, dass auch −A∗

0(t) dissipativ ist. Damit istA0(t) nach Korollar 1.7 der
Erzeuger einer C0-Kontraktionshalbgruppe auf dem Hilbertraum Ht.

(ii) Es sei V ∈ H mit V 6= 0. Wir betrachten die Funktion

fV : [0, T] −→ R, t 7−→ ln(‖V‖2
t ).

Wegen V 6= 0 ist diese wohldefiniert und stetig differenzierbar. Weiter gilt

f ′V(t) =
(
ln

(‖V‖2
t
))′

= 2
1

‖V‖t
(‖V‖t)

′ ≤ C.
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Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung erhalten wir nun

|ln(‖V‖t)− ln(‖V‖s| = | fV(t)− fV(s)| = ∣∣ f ′V(ξ)
∣∣ |t− s| ≤ C|t− s|.

Dies bedeutet aber
‖V‖t

‖V‖s
≤ eC|t−s|

und somit folgt mit Hilfe von Lemma 1.10, dass die Familie (−A0(t))t∈[0,T] eine stabile
Familie von C0-Halbgruppenerzeugern auf dem Hilbertraum (H, 〈·, ·〉) ist.

¤
Eine direkte Folgerung aus Satz 2.13 und Satz 1.11 ist das

Korollar 2.14 Die Familie (−A(t))t∈[0,T] ist eine stabile Familie von C0-Halbgruppenerzeugern auf dem
Hilbertraum (H, 〈·, ·〉).

Aufgrund der Abgeschlossenheit des Operators A ist klar, dass der Definitionsbereich D(A)
versehen mit der Graphennorm ein Hilbertraum ist. Zu beachten ist aber, dass wir es damit
wiederum mit einem „zeitabhängigen“ Hilbertraum zu tun haben. Wir wollen nun ein neues
Skalarprodukt 〈·, ·〉D(A) auf D(A) definieren, welches nicht von der Zeit abhängt, aber die Eigen-
schaft besitzt, dass die zugehörige Norm ‖ · ‖D(A) mit der Graphennorm auf D(A) äquivalent
ist. Zu diesem Zwecke sei für W, W ′ ∈ W1

D(G) das Skalarprodukt 〈W, W ′〉D durch 〈W, W ′〉D :=
〈W, W ′〉 + 〈DW,DW ′〉 definiert. Analog seien die Skalarprodukte 〈·, ·〉D′ und 〈·, ·〉div auf den
entsprechenden Räumen definiert. Unter Verwendung dieser Skalarprodukte definieren wir nun
für U, V ∈ D(A):

〈U, V〉D(A) := 〈U1, V1〉D′ + 〈U2, V2〉D + 〈U3, V3〉H1 + 〈U4, V4〉div .

Letzteres ist nun ein Skalarprodukt auf D(A), welches nicht von der Zeit abhängt. Es gilt aber
auch wie gewünscht das

Lemma 2.15 Der in (2.32) definierte Definitionsbereich D(A) versehen mit dem Skalarprodukt 〈·, ·〉D(A)
ist ein Hilbertraum. Ferner ist die Norm ‖ · ‖D(A) mit der Graphennorm auf D(A) äquivalent.

Beweis: Wir beweisen nur, dass die Graphennorm ‖ · ‖G äquivalent zu ‖ · ‖D(A) ist. Es gilt A :=
A0 +A1 = Q−1N0 +Q−1N1. Nach (2.20) und (2.21) haben wir

Q−1N0 =




0 − 1
βSD 0 0

−βρ−1D′ 0 βρ−1D′(Γ·) 0
0 δ(Γ′D) 0 δ(Γ′D)
0 0 γ

τ0δ KD′(Γ·) 1
τ0

Id




und

Q−1N1 =




−
(

1
βS

)
t

βS−1 0 0 0

βρ−1D′
(

1
β Id

)
β 0 ρ−1D′ (βΓ) 0

0 0 0 δ (−Γ′D)
( γ

δ Id
)

δ
γ

0 0 0 − δ
γ

( γ
δ

)
t Id




.
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Ist nun V ∈ D(A), so erhalten wir

AV =




−
(

1
βS

)
t

βS−1V1 − 1
βSDV2

βρ−1D′
(

1
β Id

)
βV1 − βρ−1D′V1 + βρ−1D′(ΓV3) + ρ−1D′(βΓ)V3

δ(Γ′D)V2 − Γ′D ( γ
δ Id

)
δ2

γ V4 + δ(Γ′D)V4
γ

τ0δ KD′(ΓV3) + 1
τ0

V4 − δ
γ

( γ
δ

)
t V4




.

Die Graphennorm hat nun die Gestalt ‖V‖2
G = ‖V‖2

t + ‖AV‖2
t . Sei V ∈ D(A) beliebig gewählt.

Es ist ‖V‖2
D(A) = ‖V‖2 + ‖D′V1‖2 + ‖DV2‖2 + ‖∇V3‖2 + ‖div V4‖2. Demnach sind die letzten

vier Terme abzuschätzen. In den folgenden Abschätzungen wird der Einfachheit halber eine
von t unabhängige Konstante C > 0 verwendet, die von Zeile zu Zeile verschieden sein kann.
Wir beginnen mit DV2:

‖DV2‖2 =
∥∥∥∥βS−1 1

β
SDV2

∥∥∥∥
2

≤ C
∥∥∥∥−

(
1
β
S

)

t
βS−1V1 − 1

β
SDV2

∥∥∥∥
2

+ C
∥∥∥∥
(

1
β
S

)

t
βS−1V1

∥∥∥∥
2

≤ C‖AV‖2 + C‖V‖2 ≤ C‖V‖2
G.

Als nächstes behandeln wir ∇V3:

‖∇V3‖2 = ‖D′ΓV3‖2 =
∥∥∥∥

τ0δ

γ
K−1 γ

τ0δ
KD′ΓV3

∥∥∥∥
2

≤ C
∥∥∥∥

γ

τ0δ
KD′ΓV3 +

1
τ0

V4 − δ

γ

(γ

δ

)
t
V4

∥∥∥∥
2

+ C
∥∥∥∥

1
τ0

V4 − δ

γ

(γ

δ

)
t
V4

∥∥∥∥
2

≤ C‖AV‖2 + C‖V‖2 ≤ C‖V‖2
G.

Damit behandeln wir nun D′V1:

‖D′V1‖2 =
∥∥∥∥

1
β

ρβρ−1D′V1

∥∥∥∥
2

≤ C
∥∥∥∥βρ−1D′

(
1
β

Id
)

βV1 − βρ−1D′V1 + βρ−1D′ΓV3 + ρ−1D′(βΓ)V3

∥∥∥∥
2

+ C
∥∥∥∥βρ−1D′

(
1
β

Id
)

βV1 + βρ−1D′(ΓV3) + ρ−1D′(βΓ)V3

∥∥∥∥
2

≤ C‖AV‖2 + C‖V‖2 ≤ C‖V‖2
G.

Schließlich schätzen wir div V4 ab:

‖div V4‖2 =
∥∥∥∥

1
δ

δ(Γ′D)V4

∥∥∥∥
2

≤ C
∥∥∥∥δ(Γ′D)V2 − Γ′D

(γ

δ
Id

) δ2

γ
V4 + δΓ′DV4

∥∥∥∥
2

+ C
∥∥∥∥δΓ′DV2 − Γ′D

(γ

δ
Id

) δ2

γ
V4

∥∥∥∥
2

≤ C‖AV‖2 + C‖V‖2 ≤ C‖V‖2
G.
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Demnach existiert eine Konstante C > 0, so dass für alle V ∈ D(A) und alle t ∈ [0, T] die
Abschätzung

‖V‖2
D(A) ≤ C‖V‖2

G

besteht. Um die Äquivalenz der beiden Normen zu beweisen, benötigen wir noch eine Abschät-
zung von ‖V‖D(A) nach unten. Wegen der Äquivalenz von ‖ · ‖t und ‖ · ‖ erhalten wir die fol-
gende Abschätzung

‖V‖2
G = ‖V‖2

t + ‖AV‖2
t ≤ C‖V‖+ C‖AV‖2

≤ C‖V1‖2 + C‖V2‖2 + C‖V3‖2 + C‖V4‖2 + C
∥∥∥∥
(

1
β
S

)

t
βS−1V1 +

1
β
SDV2

∥∥∥∥
2

+C
∥∥∥∥βρ−1D′

(
1
β

Id
)

βV1 − βρ−1D′V1 + βρ−1D′(ΓV3) + ρ−1D′(βΓ)V3

∥∥∥∥
2

+C
∥∥∥∥δΓ′DV2 − Γ′D

(γ

δ
Id

) δ2

γ
V4 + δΓ′DV4

∥∥∥∥
2

+C
∥∥∥∥

γ

τ0δ
KD′ΓV3 +

1
τ0

V4 − δ

γ

(γ

δ

)
t
V4

∥∥∥∥
2

≤ C‖V1‖2 + C‖V2‖2 + C‖V3‖2 + C‖V4‖2 + 2C
∥∥∥∥
(

1
β
S

)

t
βS−1V1

∥∥∥∥
2

+ 2C
∥∥∥∥

1
β
SDV2

∥∥∥∥
2

+8C
∥∥∥∥βρ−1D′

(
1
β

Id
)

βV1

∥∥∥∥
2

+ 8C
∥∥∥βρ−1D′V1

∥∥∥
2
+ 8C

∥∥∥βρ−1D′ΓV3

∥∥∥
2

+8C
∥∥∥ρ−1D′(βΓ)V3

∥∥∥
2
+ 8C

∥∥δΓ′DV2
∥∥2 + 8C

∥∥∥∥Γ′D
(γ

δ
Id

) δ2

γ
V4

∥∥∥∥
2

+ 8C
∥∥δΓ′DV4

∥∥2

+8C
∥∥∥∥

γ

τ0δ
KD′ΓV3

∥∥∥∥
2

+ 8C
∥∥∥∥

1
τ0

V4

∥∥∥∥
2

+ 8C
∥∥∥∥

δ

γ

(γ

δ

)
t
V4

∥∥∥∥
2

≤ C‖V‖2
D(A).

Dies vervollständigt unseren Beweis. ¤

Lemma 2.16 Es sei A wie in (2.31), (2.33) und (2.32) definiert. Dann gilt

∂tA ∈ L∞ (
[0, T]; L

(
D(A), L2(G)

))
.

Beweis: Wir beweisen die Existenz einer Konstanten C > 0, so dass

∀t ∈ [0, T] ∀V ∈ D(A) : ‖(∂tA) (t)V‖ ≤ C‖V‖D(A).

Es ist für ein beliebiges V ∈ D(A):

(∂tA) (t)V =




−
[(

1
βS

)
t

βS−1
]

t
V1 −

[
1
βS

]
t
DV2[

βρ−1D′
(

1
β Id

)
β
]

t
V1 −

[
βρ−1]

t D′V1 +
[
βρ−1]

t D′ΓV3 +
[
ρ−1D′(βΓ)

]
t V3

[δΓ′]t DV2 −
[
Γ′D ( γ

δ Id
)

δ2

γ

]
t
V4 + [δΓ′]t DV4[

γ
τ0δ K

]
t
D′ΓV3 + 1

τ0
V4 +

[
δ
γ

( γ
δ

)
t

]
t
V4




.
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Aufgrund der Regularität der Koeffizienten erhalten wir damit sofort eine Abschätzung der be-
sagten Form. ¤
Fassen wir die vorigen Resultate zusammen, so liefert uns Satz 1.13 den folgenden

Satz 2.17 Der Operator A = A(t) sei wie in (2.31), (2.33) und (2.32) definiert. Weiter gelte V0 ∈
D(A) und F ∈ Lip([0, T],H), wobei V0 und F wie in (2.18) definiert sind. Die Koeffizienten mögen
die Regularitätsforderungen (i) - (iv) in Abschnitt 2.3.1 erfüllen. Dann existiert eine eindeutige Lösung
V ∈ C0([0, T], D(A)) ∩ C1([0, T],H) von

Vt −A(t)V = F , V(0) = V0.

Entsprechend Lemma 2.9 können wir damit auf eine Lösung von (2.1) - (2.8) schließen.





Kapitel 3

Formale Taylor-Entwicklungen und
Dirichlet-Randbedingungen

3.1 Einführung

Um das in diesem Abschnitt behandelte thermoelastische Modell zu motivieren, betrachten wir
noch einmal die Gleichungen der klassischen Thermoelastizität und schreiben diese zunächst in
der folgenden Form:

ρUtt −D′SDU +D′Γθ = ρb, (3.1)
δθt + div q + Γ′DUt = r, (3.2)

q + K∇θ = 0. (3.3)

Hierbei ist ersichtlich, in welcher Weise das Fouriersche Gesetz wirkt. Wie bereits in der Ein-
leitung erwähnt, führt diese Art der Modellierung des Wärmeflusses zu dem Phänomen der
unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit. Obwohl dieses Phänomen keinesfalls durch einen
natürlichen Vorgang motiviert werden kann, beschreiben Lösungen dieses Systems natürliche
Vorgänge für die Anwendungen hinreichend genau. Trotzdem ist die Forschung bestrebt, besse-
re Modelle zu entwickeln, bei welchen keine unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit auftritt.
In diesem Zusammenhang wurde das Fouriersche Gesetz (3.3) durch das Gesetz von Cattaneo

τqqt + q + K∇θ = 0 (3.4)

oder auch durch

τ2
q

2
qtt + τqqt + q + K∇θ + Kτθ∇θt = 0 (3.5)

ersetzt. In beiden Fällen liegt keine unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit vor. Es hat sich
nun ergeben, dass sich (natürlich unter entsprechenden Voraussetzungen) die für die klassische
Thermoelastizität bekannten Resultate auf die modifizierte Situation übertragen. Die Gleichun-
gen (3.3), (3.4) und (3.5) können nun jeweils als Spezialfall einer formalen Taylorentwicklung
der linken und/oder rechten Seite der Gleichung

q(x, t + τq) = −K∇θ(x, t + τθ), (3.6)

39
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welche die Grundlage einer von Tzou [25], [26] eingeführten Dual-Phase-Lag Theorie bildet,
aufgefasst werden. Eine wichtige Fragestellung in diesem Zusammenhang ist nun, welche Tay-
lorentwicklungen der beiden Seiten von (3.6) zu einem wohlgestellten Problem führen. Genauer
stellt sich die Frage für welche natürlichen Zahlen n und m die Gleichungen (3.1) und (3.2) so-
wie

n

∑
k=0

τk
q

k!
∂k

t q + K
m

∑
k=0

τk
θ

k!
∂k

t∇θ = 0

ein wohlgestelltes System bilden. Hierbei zeigten Untersuchungen in [4], dass bei obigem Sy-
stem im Fall n − m > 2 keine Wohlgestelltheit zu erwarten ist. Wir geben nun eine positive
Antwort auf die Frage nach Wohlgestelltheit in der Situation m = n− 1. Wir betrachten also das
System

ρUtt −D′SDU +D′Γθ = ρb, (3.7)
δθt + div q + Γ′DUt = r, (3.8)

n

∑
k=0

τk
q

k!
∂k

t q + K
n−1

∑
k=0

τk
θ

k!
∂k

t∇θ = 0, (3.9)

für die gesuchten Funktionen U = U(t, x), θ = θ(t, x) und q = q(t, x). Hierbei ist x ∈ G und
t ≥ 0, wobei G ein beschränktes Gebiet im R3 darstellt.
Über die Wohlgestelltheit dieser Gleichungen (hinzu kommen natürlich Anfangs- und Rand-
bedingungen) ist für n ≥ 3 nichts bekannt. Wir wenden uns dieser Frage zu, wobei wir die
Gleichungen (3.7) - (3.9) mit den Anfangsbedingungen

U(0, ·) = U0, Ut(0, ·) = U1, θ(0, ·) = θ0,
(∂k

t q)(0, ·) = qk, (k = 0, . . . , n− 1), (3.10)

und den Randbedingungen

U(t, x) = 0, θ(t, x) = 0 für (t, x) ∈ [0, ∞)× ∂G (3.11)

behandeln werden. Dabei werden wir wieder orts- und zeitabhängige Koeffizienten zulassen,
gehen allerdings davon aus, dass die Koeffizienten der Gleichung (3.9) nicht von der Zeit ab-
hängen. Diese Forderung wird sich bei unserer Wahl des Systems erster Ordnung als notwendig
erweisen. Für dieses System erster Ordnung wiederum beweisen wir, dass eine Lösung existiert.
Für den Spezialfall n = 2 und G = (0, L) ⊂ R zeigen wir dann, dass die Lösung unter Zu-
satzvoraussetzungen an die Koeffizienten höhere Regularität hat. Fortfolgend sei T > 0 beliebig
aber fest gewählt.
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3.2 Sobolevräume und Skalarprodukt

Wie im vorigen Kapitel definieren wir zunächst Sobolevräume, welche uns später das Verallge-
meinern der Randbedingungen erlauben werden:

W1
D(G) :=

{
u ∈ (

L2(G)
)3

: Du ∈ (
L2(G)

)6
}

,

W1
D′(G) :=

{
u ∈ (

L2(G)
)6

: D′u ∈ (
L2(G)

)3
}

,

W1
0,D(G) :=

{
u ∈ W1

D(G) : ∀F ∈ W1
D′(G) : 〈Du, F〉 = − 〈

u,D′F
〉}

,

W1
div (G) :=

{
u ∈ (

L2(G)
)3

: div u ∈ L2(G)
}

.

Für Elemente u, v ∈ W1
D(G) definieren wir die Bilinearform

〈u, v〉D := 〈u, v〉+ 〈Du,Dv〉 .

Für u, v ∈ W1
D′(G) definieren wir

〈u, v〉D′ := 〈u, v〉+
〈D′u,D′v

〉

und für u, v ∈ W1
div (G) definieren wir

〈u, v〉div := 〈u, v〉+ 〈div u, div v〉 .

Lemma 3.1 Erfüllt G die strikte Kegeleigenschaft, so sind die folgenden Aussagen richtig:

(i) W1
D(G) und W1

0,D(G) sind Hilberträume bezüglich 〈·, ·〉D.

(ii) W1
D′(G) ist ein Hilbertraum bezüglich 〈·, ·〉D′ .

(iii) W1
div (G) ist ein Hilbertraum bezüglich 〈·, ·〉div .

(iv) Es gilt W1
0,D(G) =

(
W1

0 (G)
)3.

Beweise zu den vorgestellten Resultaten findet man in [6].

3.3 Wohlgestelltheit

Wir wenden uns der Frage nach der Wohlgestelltheit des Problems (3.7) - (3.11) für festes n ∈ N

mit n ≥ 2 zu. Tatsächlich wird sich zeigen, dass das genannte System in einem verallgemei-
nerten Sinn wohlgestellt ist. Um dies zu beweisen transformieren wir die genannten Gleichun-
gen zunächst auf ein System erster Ordnung, welches uns später einen Evolutionsoperator auf
einem entsprechenden Definitionsbereich liefern wird. Dieser Evolutionsoperator wird dabei
einige strukturelle Eigenschaften besitzen, welche es uns erlauben werden, mit Hilfe von Halb-
gruppentheorie bzw. der Theorie von Kato auf (verallgemeinerte) Lösungen zu schließen. Der
Einfachheit halber gehen wir bei der Transformation auf ein System erster Ordnung von glatten
Koeffizienten aus.
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3.3.1 Transformation in ein System erster Ordnung

Um ein System erster Ordnung zu finden, gehen wir zunächst von der Existenz von glatten
Lösungen aus. Für eine Lösung (U, θ, q) zu unserem Problem (3.7)− (3.11) definieren wir

V1,1 :=




SDU
Ut
θ
q


 , V2,1 :=

(
l

∑
k=0

τn−k
q

(n− k)!
∂l−k

t q + K
l−1

∑
k=0

τn−1−k
θ

(n− 1− k)!
∂l−1−k

t ∇θ

)

1≤l≤n−1

,

V1,2 :=




0
0
0
0


 , V2,2 :=

(
−τn

q

τl
θ

· (n− 1)!
n!(n− 1− l)!

q

)

1≤l≤n−1

.

Ferner definieren wir vier Teilmatrizen N1,1, N1,2, N2,1 sowie N2,2 mit deren Hilfe wir später un-
seren gesuchten (Differential-) Operator definieren werden. Bereits hier sei hervorgehoben, dass
nur sechs Einträge innerhalb der Matrix N1,1 Differentialoperatoren darstellen. Die Einträge der
verbleibenden Matrizen werden Multiplikationsoperatoren darstellen. Im Wesentlichen werden
wir uns also mit N1,1 beschäftigen. Es seien

N1,1 :=




0 D 0 0
D′ 0 −D′(Γ·) 0
0 −Γ′D 0 −div

0 0 −∇ −
(

τn−1
q

τn−1
θ

− n−1
n · τn

q
τn

θ

)
K−1




, N2,1 :=




0 0 0 N2,1
1,4

0 0 0 N2,1
2,4

...
...

...
...

0 0 0 N2,1
n−1,4




,

N1,2 :=




0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
0 0 · · · 0

(n−1)!
τn−1

θ

K−1 0 · · · 0


 , N2,2 :=




N2,2
1,1 1 0 · · · 0

N2,2
2,1 0

. . . . . .
...

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 1

N2,2
n−1,1 0 · · · 0 0




.

Hierbei seien die skalaren Einträge N2,1
l,4 für 1 ≤ l ≤ n− 2 durch

N2,1
l,4 :=

1
(n− 1− l)!

(
τn−1

q

τl
θ

− (n− 1)
n

· τn
q

τl+1
θ

)
−

(
τn−1−l

q

(n− 1− l)!
− 1

n(n− 2− l)!
τn

q

τl+1
θ

)
,

sowie durch

N2,1
n−1,4 :=

(
τn−1

q

τn−1
θ

− n− 1
n

τn
q

τn
θ

)
− 1
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definiert. Schließlich gelte

N2,2
l,1 := − (n− 1)!

(n− l − 1)!τl
θ

für 1 ≤ l ≤ n− 1. Mit Hilfe der oben definierten Matrizen Ni,j und den Vektoren Vi,j, i, j ∈ {1, 2}
definieren wir nun

V :=
(

V1,1

V2,1

)
+

(
V1,2

V2,2

)
und N :=

(
N1,1 N1,2

N2,1 N2,2

)
. (3.12)

Ferner definieren wir nun eine Gewichtsmatrix Q durch

Q :=
(

Q1,1 Q1,2

Q2,1 Q2,2

)
, (3.13)

wobei hier

Q1,1 :=




S−1 0 0 0
0 ρ 0 0
0 0 δ 0

0 0 0
τn

q

τn−1
θ

1
n K−1


 , Q2,2 :=




1 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 1




,

sowie Q1,2 := 0 und Q2,1 := 0 gelten soll. Diese Matrix wird es uns später erlauben, das Skalar-
produkt des benötigten Grundraumes zu beschreiben. Schließlich definieren wir die Inhomoge-
nität F sowie eine technisch bedingt notwendige Störmatrix B durch

B :=




S−1StS−1 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0


 , F :=




0
b
r
δ
0

(0)1≤l≤n−2
0




. (3.14)

Wir gehen nun auf den Zusammenhang von glatten Lösungen mit den oben definierten Vektoren
und Matrizen ein. Genaueres liefert das

Lemma 3.2 Es sei T > 0. Weiter seien Funktionen

U ∈ C2
(
[0, T],

(
L2(G)

)3
)
∩ C1

(
[0, T], W1

0,D(G)
)

,

θ ∈ Cn−1
(
[0, T], H1(G)

)
∩ C0

(
[0, T], H1

0(G)
)

,

q ∈ Cn
(
[0, T],

(
L2(G)

)3
)
∩ C0

(
[0, T], W1

div (G)
)

mit D′SDU ∈ (
L2(G)

)3 gegeben, welche (3.7) − (3.11) erfüllen. Ferner seien die Vektoren V und F
sowie die Matrizen Q, N und B wie in (3.12), (3.13) und (3.14) definiert. Dann gilt

Vt = Q−1(N + B)V + F .
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Beweis: Aufgrund der Regularität der Matrix S und U ∈ C1 (
[0, T], W1

0,D(G)
)

können wir sofort

V1,1
t =




StDU + SDUt
Utt
θt
qt




berechnen. Entsprechend erhalten wir:

N1,1(V1,1 + V1,2) = N1,1V1,1 =




DUt
D′SDU −D′(Γθ)
−Γ′DUt − div q

−∇θ −
(

τn−1
q

τn−1
θ

− n−1
n · τn

q
τn

θ

)
K−1q




.

Zu beachten ist, dass es sich bei den folgenden Rechnungen nur um Multiplikationen von Ma-
trizen und Vektoren handelt. Innerhalb der Matrizen treten keine Differentialoperatoren auf. Es
gilt

N1,2(V2,1 + V2,2) =




0
0
0
(n−1)!
τn−1

θ

K−1
(

τn
q

n! qt +
τn−1

q
(n−1)! q

)
+∇θ




+




0
0
0

− τn
q

τn
θ
· n−1

n K−1q


 .

Ferner gelten die folgenden Identitäten:

N2,1(V1,1 + V1,2) = N2,1V1,1 =
(

N2,1
l,4 q

)
1≤l≤n−1

,

N2,2V2,1 =
((

N2,2
l,1 V2,1

1 + V2,1
l+1

)
1≤l≤n−2

, N2,2
n−1,1V2,1

1

)

und

N2,2V2,2 =
((

N2,2
l,1 V2,2

1 + V2,2
l+1

)
1≤l≤n−2

, N2,2
n−1,1V2,2

1

)
.

Fassen wir diese Rechnungen zusammen, so erhalten wir:

NV =




DUt
D′SDU −D′Γθ
−Γ′DUt − div q
(n−1)!

n!
τn

q

τn−1
θ

K−1qt(
N2,1

l,4 q + N2,2
l,1 V2,1

1 + V2,1
l+1 + N2,2

l,1 V2,2
1 + V2,2

l+1

)
1≤l≤n−2

N2,1
n−1,4q + N2,2

n−1,1V2,1
1 + N2,2

n−1,1V2,2
1




.
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Wir berechnen nun die einzelnen Vektoreinträge explizit. Sei dazu l ∈ {1, ..., n − 2} beliebig
gewählt. Wir erhalten nach einer nicht schwierigen aber aufwändigen Rechnung:

N2,1
l,4 q + N2,2

l,1 V2,1
1 + V2,1

l+1 + N2,2
l,1 V2,2

1 + V2,2
l+1

= ∂t

[
l

∑
k=0

τn−k
q

(n− k)!
∂l−k

t q + K
l−1

∑
k=0

τn−1−k
θ

(n− 1− k)!
∂l−k−1

t ∇θ

]
+ ∂t

[
−τn

q

n!
(n− 1)!

(n− l − 1)!τl
θ

q

]

= ∂tV2,1
l + ∂tV2,2

l .

Schließlich gilt

N2,1
n−1,4q + N2,2

n−1,1V2,1
1 + N2,2

n−1,1V2,2
1 = − (n− 1)!

τn−1
θ

τn
q

n!
qt − q− K∇θ = ∂tV2,2

n−1 − q− K∇θ.

Insgesamt haben wir also das Folgende erhalten:

Q−1NV +Q−1BV + F =




SDUt + StDU
ρ−1D′SDU − ρ−1D′Γθ + b
− 1

δ Γ′DUt − 1
δ div q + r

δ
qt

(∂tV2,1
l + ∂tV2,2

l )1≤l≤n−2

∂tV2,2
n−1 − q− K∇θ




,

und somit folgt die Behauptung mit Hilfe der Differentialgleichungen (3.7)− (3.9). ¤
Betrachten wir den in (3.12) definierten Vektor V , so erkennen wir, dass die Vektoreinträge Vk mit
k ≥ 5 aus Linearkombinationen von q und ∇θ sowie deren Zeitableitungen bestehen. Dement-
sprechend ist es notwendig, eine passende Anfangsbedingung für das zugehörige Evolutions-
system zu konstruieren. Wir geben einen Anfangsvektor V0 an und zeigen später, dass dieser die
einzelnen Anfangsbedingungen auf das System erster Ordnung überträgt. Dies erfordert eini-
gen Rechenaufwand, da zunächst nicht klar ist, wie ∂k

t∇θ an der Stelle t = 0 beschrieben werden
soll. Tatsächlich ist diese Beschreibung aber mit Hilfe der Differentialgleichungen möglich. Wir
definieren den Vektor V0 durch

V0 :=

(
V1,1

0
V2,1

0

)
+

(
V1,2

0
V2,2

0

)
, (3.15)

wobei die Vi,j
0 für i, j ∈ {1, 2} durch

V1,1
0 :=




SDU0
U1
θ0
q0


 , V1,2

0 :=




0
0
0
0


 , V2,2

0 :=

(
−τn

q

τl
θ

· (n− 1)!
n!(n− 1− l)!

q0

)

1≤l≤n−1

und

V2,1
0 :=

(
l

∑
k=0

τn−k
q

(n− k)!
ql−k + K

l−1

∑
k=0

τn−1−k
θ

(n− 1− k)!
∇θl−1−k

)

1≤l≤n−1
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definiert sind. Für n ≥ 3 sind die auftretenden θk, 1 ≤ k ≤ n− 2 durch

θ1(·) =
( r

δ

)
(0, ·)− 1

δ
(0, ·) (div q0) (·)− 1

δ
(0, ·)Γ′(0, ·) (DU1) (·), (3.16)

θ2(·) =
( r

δ

)
t
(0, ·)−

(
1
δ

)

t
(0, ·) (div q0) (·)− 1

δ
(0, ·) (div q1) (·)

−
(

1
δ

Γ′
)

t
(0, ·) (DU1) (·)−

(
1
δ

Γ′
)

(0, ·) (DU2) (·), (3.17)

bzw. im Fall n ≥ 5 allgemein für 3 ≤ k ≤ n− 2 durch

θk(·) =
(

∂k−1
t

r
δ

)
(0, ·)−

k−1

∑
j=0

(
k− 1

j

) (
∂

k−1−j
t

1
δ

)
(0, ·) (

div qj
)
(·)

−
k−1

∑
j=0

(
k− 1

j

) (
∂

k−1−j
t

(
1
δ

Γ′
))

(0, ·) (DUj+1
)
(·), (3.18)

definiert. Die in der Definition der θk auftretenden Uk, 0 ≤ k ≤ n − 2 sind für k = 0, 1 bereits
durch die Anfangsbedingungen vorgegeben. Für k = 2 sei Uk durch

U2(·) := ρ−1(0, ·)D′S(0, ·)DU0(·)− ρ−1(0, ·)D′Γ(0, ·)θ0(·) + b(0, ·)

definiert. Die verbleibenden Uk, 3 ≤ k ≤ n− 2 seien im Fall n ≥ 5 rekursiv durch

Uk = ∂k−2
t b +

k−2

∑
j=0

(
k− 2

j

) (
∂

k−2−j
t ρ−1

)
D′

j

∑
l=0

(
j
l

) (
∂

j−l
t S

)
DUl

−
k−2

∑
j=0

(
k− 2

j

) (
∂

k−2−j
t ρ−1

)
D′

[
j

∑
l=1

(
j
l

) (
∂

j−l
t Γ

) (
∂l−1

t

( r
δ

)

−
l−1

∑
m=0

(
l − 1

m

)
∂l−1−m

t
1
δ

div qm −
l−1

∑
m=0

(
l − 1

m

)
∂l−1−m

t

(
1
δ

Γ′
)
DUm+1

)
+

(
∂

j
tΓ

)
θ

]
(3.19)

definiert. Damit wir unser nächstes Resultat formulieren können, setzen wir

H :=
(

L2(G)
)3n+10

=
(

L2(G)
)6 × (

L2(G)
)3 × L2(G)× (

L2(G)
)3 × · · · × (

L2(G)
)3

und D := W1
D′(G)×W1

0,D(G)×W1
0 (G)×W1

div (G)× (
L2(G)

)3(n−1).

Lemma 3.3 Es sei t ∈ [0, T] fest gewählt. Ist V ∈ Cn([0, T],H) ∩ Cn−1([0, T], D) eine Lösung von

Vt = Q−1 (N + B) V + F , V(0) = V0, (3.20)

so ist der durch die Vorschriften

U(t) := U0 +
∫ t

0
V2(s)ds, θ(t) := V3(t), q(t) := V4(t)

definierte Vektor (U, θ, q) eine Lösung zu (3.7)− (3.11).
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Beweis: Auf den Nachweis der Richtigkeit der ersten beiden Differentialgleichungen sei ver-
zichtet. Dies rechnet man leicht nach. Zunächst befassen wir uns mit der dritten Differentialglei-
chung. Wir betrachten eine Lösung V = (Vk)1≤k≤n+3 zu (3.20) mit der beschriebenen Regularität
und berechnen zuerst NV . Es gilt (das rechnet man leicht nach)

NV =




DV2

D′V1 −D′ΓV3

−Γ′DV2 − div V4

−∇V3 −
(

τn−1
q

τn−1
θ

− n−1
n · τn

q
τn

θ

)
K−1V4 + (n−1)!

τn−1
θ

K−1V5

(N2,1
l,4 V4 + N2,2

l,1 V5 + V5+l)1≤l≤n−2

N2,1
n−1,4V4 + N2,2

n−1,1V5




und also erhalten wir

Q−1NV =




SDV2

ρ−1D′V1 − ρ−1D′ΓV3

− 1
δ Γ′DV2 − 1

δ div V4

− nτn−1
θ

τn
q

K∇V3 − nτn−1
θ

τn
q

(
τn−1

q

τn−1
θ

− n−1
n · τn

q
τn

θ

)
V4 + n!

τn
q

V5

(N2,1
l,4 V4 + N2,2

l,1 V5 + V5+l)1≤l≤n−2

N2,1
n−1,4V4 + N2,2

n−1,1V5




. (3.21)

Unter Verwendung dieser Gleichung ergibt sich, dass die folgenden Gleichungen erfüllt sein
müssen:

V4
t = −n

τn−1
θ

τn
q

K∇V3 − n
1
τq

V4 +
(n− 1)

τθ
V4 +

n!
τn

q
V5,

V l+4
t = N2,1

l,4 V4 + N2,2
l,1 V5 + V l+5, (1 ≤ l ≤ n− 2),

Vn+3
t = N2,1

n−1,4V4 + N2,2
n−1,1V5.

Aus diesen Gleichungen folgen aber unmittelbar:

V5 =
τn

q

n!
V4

t +
τn−1

θ

(n− 1)!
K∇V3 +

τn−1
q

(n− 1)!
V4 − (n− 1)τn

q

n!τθ
V4, (3.22)

V5+l = V l+4
t − N2,1

l,4 V4 − N2,2
l,1 V5, (1 ≤ l ≤ n− 2), (3.23)

Vn+3
t = N2,1

n−1,4V4 + N2,2
n−1,1V5. (3.24)

Die Gleichung (3.23) läßt uns nun vermuten, dass für 1 ≤ l ≤ n− 2 die Identität

V l+5 = ∂l
tV

5 −
l

∑
k=1

N2,1
k,4 ∂l−k

t V4 −
l

∑
k=1

N2,2
k,1 ∂l−k

t V5 (3.25)

richtig ist. Dies wollen wir mit Hilfe von vollständiger Induktion beweisen.

IA: Nach Voraussetzung ist V6 = ∂tV5 − N2,1
1,4 V4 − N2,2

1,1 V5 richtig.
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IS: Es gilt V l+1+5 = V l+1+4
t − N2,1

l+1,4V4 − N2,2
l+1,1V5. Unter Verwendung der Induktionsvoraus-

setzung erhalten wir also

V(l+1)+5 = ∂t

[
∂l

tV
5 −

l

∑
k=1

N2,1
k,4 ∂l−k

t V4 −
l

∑
k=1

N2,2
k,1 ∂l−k

t V5

]
− N2,1

l+1,4V4 − N2,2
l+1,1V5

= ∂l+1
t V5 −

l

∑
k=1

N2,1
k,4 ∂

(l+1)−k
t V4 −

l

∑
k=1

N2,2
k,1 ∂

(l+1)−k
t V5 − N2,1

l+1,4V4 − N2,2
l+1,1V5

= ∂
(l+1)
t V5 −

l+1

∑
k=1

N2,1
k,4 ∂

(l+1)−k
t V4 −

l+1

∑
k=1

N2,2
k,1 ∂

(l+1)−k
t V5.

Wegen der Gleichung (3.22) ergibt sich aus (3.25) für 1 ≤ l ≤ n− 2 die folgende Identität:

V l+5 =
τn

q

n!
∂l+1

t V4 +
τn−1

θ

(n− 1)!
K∂l

t(∇V3) +
τn−1

q

(n− 1)!
∂l

tV
4 − τn

q (n− 1)

τθn!
∂l

tV
4 −

l

∑
k=1

N2,1
k,4 ∂l−k

t V4

−
l

∑
k=1

N2,2
k,1

[
τn

q

n!
∂l−k+1

t V4 +
τn−1

θ

(n− 1)!
K∂l−k

t (∇V3) +
τn−1

q

(n− 1)!
∂l−k

t V4 − τn
q (n− 1)

τθn!
∂l−k

t V4

]

=
τn

q

n!
∂l+1

t V4 +
τn−1

θ

(n− 1)!
K∂l

t(∇V3) +
τn−1

q

(n− 1)!
∂l

tV
4 − τn

q (n− 1)

τθn!
∂l

tV
4 −

l

∑
k=1

N2,1
k,4 ∂l−k

t V4

−
l

∑
k=1

N2,2
k,1

[
τn−1

q

(n− 1)!
− (n− 1)

τθ

τn
q

n!

]
∂l−k

t V4 +
l

∑
k=1

τn−k−1
θ

(n− k− 1)!
K∂l−k

t (∇V3)

+
l−1

∑
k=0

(n− 1)!
(n− k− 2)!τk+1

θ

τn
q

n!
∂l−k

t V4

=
l+1

∑
k=0

τn−k
q

(n− k)!
∂l+1−k

t V4 +
l

∑
k=0

τn−k−1
θ

(n− k− 1)!
K∂l−k

t (∇V3)− τn
q

n!
(n− 1)!

τl+1
θ (n− 1− (l + 1))

V4.

Berücksichtigen wir noch die Richtigkeit der Gleichung (3.22), so erhalten wir

V =




V1
V2
V3
V4

(V l+4)1≤l≤n−1




(3.26)

wobei

V l+4 =
l

∑
k=0

τn−k
q

(n− k)!
∂l−k

t V4 +
l−1

∑
k=0

τn−k−1
θ

(n− k− 1)!
K∂l−k−1

t (∇V3)− τn
q

n!
(n− 1)!

1
τl

θ(n− l − 1)!
V4

für 1 ≤ l ≤ n− 1 gilt. Betrachten wir nun die Gleichung (3.24) und setzen das obige Resultat für
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l = n− 1 ein, so erhalten wir

n−1

∑
k=0

τn−k
q

(n− k)!
∂n−k

t V4 +
n−2

∑
k=0

τn−k−1
θ

(n− k− 1)!
K∂n−1−k

t (∇V3)− τn
q

n!τn−1
θ

(n− 1)!V4
t

= (n− 1)!
1

τn−1
θ

(
τn−1

q

(n− 1)!
− (n− 1)τn

q

τθn!

)
V4 −V4 +

(n− 1)!
τn−1

θ

τn
q

n!
(n− 1)

1
τθ

V4

− (n− 1)!
τn−1

θ

[
τn

q

n!
∂tV4 +

τn−1
q

(n− 1)!
V4 +

τn−1
θ

(n− 1)!
K∇V3

]

= −τn
q

n!
(n− 1)!

τn−1
θ

∂tV4 −V4 − K∇V3.

Aus letzterer Gleichheit folgt nun unmittelbar

n

∑
k=0

τn−k
q

(n− k)!
∂n−k

t V4 +
n−1

∑
k=0

τn−k−1
θ

(n− k− 1)!
K∂n−1−k

t (∇V3) = 0.

Damit wissen wir, dass die oben definierten Funktionen U, θ, q die Differentialgleichungen (3.7)
- (3.9) erfüllen. Klar ist, dass die Funktionen U, θ, q die Randbedingungen (3.11) erfüllen. Etwas
komplizierter ist der Nachweis, dass die genannten Funktionen auch die Anfangsbedingungen
(3.10) erfüllen. Hierzu zunächst einige Vorüberlegungen: Der Einfachheit halber lassen wir in
den folgenden Rechnungen die Argumente weg. Für 3 ≤ k ≤ n− 2 gilt:

θt =
r
δ
− 1

δ
div q− 1

δ
Γ′DUt, (3.27)

θtt =
( r

δ

)
t
−

(
1
δ

div q
)

t
−

(
1
δ

Γ′DUt

)

t

=
( r

δ

)
t
−

(
1
δ

)

t
div q− 1

δ
div qt −

(
1
δ

Γ′
)

t
DUt − 1

δ
Γ′DUtt, (3.28)

(
∂k

t θ
)

= ∂k−1
t

( r
δ

)
− ∂k−1

t

(
1
δ

div q
)
− ∂k−1

t

(
1
δ

Γ′DUt

)
,

= ∂k−1
t

( r
δ

)
−

k−1

∑
j=0

(
k− 1

j

) (
∂

k−1−j
t

1
δ

)
div ∂

j
tq

−
k−1

∑
j=0

(
k− 1

j

)
∂

k−1−j
t

(
1
δ

Γ′
)
D

(
∂

j+1
t U

)
. (3.29)
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Weiter ergibt sich für die Zeitableitungen von U:

∂k
t U = ∂k−2

t b + ∂k−2
t

(
ρ−1D′SDU

)
− ∂k−2

t

(
ρ−1D′Γθ

)

= ∂k−2
t b +

k−2

∑
j=0

(
k− 2

j

)
∂

k−2−j
t

(
ρ−1

)
∂

j
t
(D′SDU

)

−
k−2

∑
j=0

(
k− 2

j

)
∂

k−2−j
t

(
ρ−1

)
∂

j
t
(D′Γθ

)

= ∂k−2
t b +

k−2

∑
j=0

(
k− 2

j

)
∂

k−2−j
t

(
ρ−1

)
D′∂j

t (SDU)

−
k−2

∑
j=0

(
k− 2

j

)
∂

k−2−j
t

(
ρ−1

)
D′∂j

t (Γθ)

= ∂k−2
t b +

k−2

∑
j=0

(
k− 2

j

)
∂

k−2−j
t

(
ρ−1

)
D′

j

∑
l=0

(
j
l

)
(∂

j−l
t S)D∂l

tU

−
k−2

∑
j=0

(
k− 2

j

)
∂

k−2−j
t

(
ρ−1

)
D′

[
j

∑
l=1

(
j
l

)
(∂

j−l
t Γ)

(
∂l−1

t

( r
δ

)

−
l−1

∑
m=0

(
l − 1

m

)
∂l−1−m

t
1
δ

div ∂m
t q−

l−1

∑
m=0

(
l − 1

m

)
∂l−1−m

t

(
1
δ

Γ′
)
D∂m+1

t U

)
+ (∂

j
tΓ)θ

]
.

(3.30)

Unter Verwendung dieser Rechnungen, wollen wir nun aus V(0) = V0 folgern, dass die An-
fangsbedingungen (3.11) erfüllt sind. Zunächst gilt natürlich

U(0) = U0, Ut(0) = U1, und θ(0) = θ0.

Zu beweisen verbleibt also nur, dass (
∂k

t q
)

(0) = qk

für k = 0, ..., n− 1 gilt. Letzteres beweisen wir mit Hilfe von vollständiger Induktion.

IA: Nach Definition des Vektors V sowie des Vektors V0 gilt q(0) = q0.

IV: Wir nehmen an, dass (∂k
t q)(0) = qk, k = 0, ..., l für ein l < n− 1 gilt.

IS: Wir beweisen, unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung, dass (∂l+1
t q)(0) = ql+1

gilt. Mit Hilfe von (3.15), der Gleichung (3.26) sowie der Tatsache, dass V(0) = V0 gilt
erhalten wir zunächst:

l+1

∑
k=0

τn−k
q

(n− k)!

(
∂l+1−k

t q
)

(0, ·) +
l

∑
k=0

τn−k−1
θ

(n− k− 1)!
K

(
∂l−k

t ∇θ
)

(0, ·)

−τn
q

n!
(n− 1)!

1
τl+1

θ (n− l − 2)!
q(0, ·)

=
l+1

∑
k=0

τn−k
q

(n− k)!
ql+1−k(·) +

l

∑
k=0

τn−k−1
θ

(n− k− 1)!
K∇θl−k(·)−

τn
q

n!
(n− 1)!

1
τl+1

θ (n− l − 2)!
q0(·).
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Wegen q(0, ·) = q0(·) folgt daraus unmittelbar

l+1

∑
k=0

τn−k
q

(n− k)!

(
∂l+1−k

t q
)

(0, ·) +
l

∑
k=0

τn−k−1
θ

(n− k− 1)!
K

(
∂l−k

t ∇θ
)

(0, ·)

=
l+1

∑
k=0

τn−k
q

(n− k)!
ql+1−k +

l

∑
k=0

τn−k−1
θ

(n− k− 1)!
K∇θl−k(·). (3.31)

Können wir nun zeigen, dass die Gleichheit

l

∑
k=0

τn−k−1
θ

(n− k− 1)!
K

(
∂l−k

t ∇θ
)

(0, ·) =
l

∑
k=0

τn−k−1
θ

(n− k− 1)!
K∇θl−k (3.32)

richtig ist, so ist die Aussage bewiesen, denn aus der Gleichung

l+1

∑
k=1

τn−k
q

(n− k)!

(
∂l+1−k

t q
)

(0, ·) =
l+1

∑
k=1

τn−k
q

(n− k)!
ql+1−k(·)

und der Induktionsvoraussetzung folgt direkt
(

∂l+1
t q

)
(0, ·) = ql+1(·).

Um die Gleichung (3.32) zu beweisen, zeigen wir, dass für 0 ≤ k ≤ l die Identität
(

∂k
t θ

)
(0, ·) = θk(·)

gilt. Ist hierbei k = 1 bzw. k = 2, so folgt dies unmittelbar aus den Gleichungen (3.16) und
(3.27) bzw. (3.17) und (3.28). Interessant ist also der Fall 3 ≤ k ≤ l. Betrachten wir (3.18)
und (3.29), so ist also zu beweisen, dass

(
∂k−1

t
r
δ

)
(0, ·)−

k−1

∑
j=0

(
k− 1

j

) (
∂

k−1−j
t

1
δ

)
(0, ·)div qj(·)

−
k−1

∑
j=0

(
k− 1

j

) (
∂

k−1−j
t (Γ′D)

)
(0, ·)Uj+1(·)

=
(

∂k−1
t

r
δ

)
(0, ·)−

k−1

∑
j=0

(
k− 1

j

) (
∂

k−1−j
t

1
δ

)
(0, ·)div

(
∂

j
tq

)
(0, ·)

−
k−1

∑
j=0

(
k− 1

j

) (
∂

k−1−j
t (Γ′D)

)
(0, ·)

(
∂

j+1
t U

)
(0, ·)

für 3 ≤ k ≤ l richtig ist. Wegen der Induktionsvoraussetzung genügt es also zu zeigen,
dass

k−1

∑
j=0

(
k− 1

j

) (
∂

k−1−j
t (Γ′D)

)
(0, ·)Uj+1(·)

=
k−1

∑
j=0

(
k− 1

j

) (
∂

k−1−j
t (Γ′D)

)
(0, ·)

(
∂

j+1
t U

)
(0, ·)
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für 3 ≤ k ≤ l richtig ist. Und also genügt es zu zeigen, dass
(

∂
j
tU

)
(0, ·) = Uj(·)

für j = 1, ..., l erfüllt ist. Die Uj sind nun aber über die selbe Rekursionsformel definiert,

deren Richtigkeit wir für die ∂
j
tU bewiesen haben. Die Startwerte für diese Rekursionen

stimmen überein und somit folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung.

¤
Wir sind nun in diesem Abschnitt der Einfachheit halber von glatten Daten ausgegangen. Na-
türlich aber ist es möglich, die benötigte Regularität bei festem n ∈ N explizit anzugeben. So ist
zum Beispiel im Fall n = 2 für die genannten Resultate keine Forderung notwendig, welche über
die Voraussetzungen (V1) - (V5) im kommenden Abschnitt hinausgeht. Im Fall n = 2 erkennt
man wegen (3.16), dass

( r
δ

)
(0, ·)− 1

δ
(0, ·) (div q0) (·)− 1

δ
(0, ·)Γ′(0, ·) (DU1) (·) ∈ H1(G)

erfüllt sein muss. Dem entnimmt man zusätzliche Forderungen. Entsprechend entnimmt man
der Rekursionsformel (3.18) die benötigte Regularität für höhere Entwicklungen.

3.3.2 Existenz einer Lösung

In diesem Abschnitt wollen wir basierend auf den Lemmata 3.2 und 3.3 einen Lösungsbegriff
definieren, welcher den „klassischen“ Begriff einer Lösung zu (3.7) - (3.11) verallgemeinert. Mit
Hilfe der Theorie von Kato zeigen wir dann, dass tatsächlich eine Lösung dieser allgemeineren
Form existiert. Zuvor allerdings geben wir Forderungen an die Koeffizienten und die Geometrie
des Gebietes an, welche für unsere folgenden Resultate hinreichend sind.

Es sei G ein beschränktes Gebiet dessen Rand die strikte Kegeleigenschaft erfülle. Die reellen
Konstanten τθ und τq seien positiv. Weiter machen wir die folgenden Voraussetzungen an die
Koeffizienten:

(V1) Es gelte S ∈ C2
(
[0, ∞), (L∞(G))6×6

)
. Ferner sei S(t) für jedes t ∈ [0, ∞) symmetrisch

und invertierbar. Die zugehörige Inverse sei mit S(t)−1 bezeichnet. Die dadurch gegebene
Funktion S−1 möge S−1 ∈ C1

(
[0, ∞), (L∞(G))6×6

)
erfüllen. Zudem existiere eine Konstan-

te CS > 0, so dass für alle V ∈ (
L2(G)

)6 und alle t ∈ [0, ∞)

CS‖V‖2 ≤
〈

V, S−1V
〉

gilt.

(V2) Es gelte K ∈ (L∞(G))3×3. Ferner sei die Matrix K symmetrisch und invertierbar. Die zuge-
hörige Inverse sei mit K(t)−1 bezeichnet. Die dadurch gegebene Funktion K−1 möge
K−1 ∈ (L∞(G))3×3 erfüllen. Zudem existiere eine Konstante CK, so dass für alle V ∈(

L2(G)
)3

CK‖V‖2 ≤
〈

V, K−1V
〉

gilt.
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(V3) Es gelte ρ ∈ C1
(
[0, ∞), (L∞(G))3×3

)
. Weiter sei ρ(t) für jedes t ∈ [0, ∞) symmetrisch

und invertierbar. Die zugehörige Inverse sei mit ρ(t)−1 bezeichnet. Die dadurch gegebene
Funktion ρ−1 möge ρ−1 ∈ C1

(
[0, ∞), (L∞(G))3×3

)
. erfüllen Zudem existiere eine Konstan-

te Cρ > 0, so dass für alle V ∈ (
L2(G)

)3 und alle t ∈ [0, ∞)

Cρ‖V‖2 ≤ 〈V, ρ(t)V〉
gilt.

(V4) Es sei δ ∈ C1([0, ∞), L∞(G)) und es existiere eine Konstante Cδ > 0 so dass Cδ ≤ δ(t) für
alle t ∈ [0, ∞) gelte.

(V5) Es sei Γ ∈ C1
(
[0, ∞),

(
H3(G)

)6
)

.

Unter Verwendung der in (3.13) definierten Matrix Q definieren wir für festes t und beliebige
U, V ∈ (

L2(G)
)3n+10 das gewichtete Skalarprodukt

〈U, V〉t := 〈U,QV〉

und bezeichnen den entstehenden Hilbertraum
((

L2(G)
)3n+10 , 〈·, ·〉t

)
mit Ht. Die von diesem

Skalarprodukt induzierte Norm bezeichnen wir mit ‖ · ‖t. Um im weiteren Verlauf die Schreib-
weise zu vereinfachen, schreiben wir

H =
(

L2(G)
)3n+10

=
(

L2(G)
)6 × (

L2(G)
)3 × L2(G)× (

L2(G)
)3 × (

L2(G)
)3 × ...× (

L2(G)
)3

︸ ︷︷ ︸
n−1−mal

und verstehen V = (V1, V2, V3, V4, (V4+k)1≤k≤n−1) ∈
(

L2(G)
)3n+10 entsprechend. Wir definieren

nun
D(N ) := W1

D′(G)×W1
0,D(G)×W1

0 (G)×W1
div (G)×

((
L2(G)

)3
)n−1

und damit

D(A) := D(A(t)) := D(N ). (3.33)

Schließlich sei für festes t ∈ [0, T] der Operator A(t) : D(A(t)) ⊂ Ht −→ Ht für V ∈ D(A(t))
durch

A(t)V := Q−1(t)(N (t) + B(t))V (3.34)

definiert.

Definition 3.4 Ist V ∈ C0([0, T], D(A)) ∩ C1
(
[0, T],

(
L2(G)

)3n+10
)

eine Lösung zu

Vt = AV + F ,
V(0) = V0

für ein gegebenes V0 ∈ D(A), welches die Gestalt (3.15) hat, so sprechen wir von einer verallgemeinerten
Lösung zu (3.7) - (3.11).
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Wir bemerken an dieser Stelle, dass die Gestalt von V0 ∈ D(A) in die folgenden Argumentatio-
nen nicht eingeht.

Lemma 3.5 Die von 〈·, ·〉t induzierte Norm ‖ · ‖t auf
(

L2(G)
)3n+10 ist mit der üblichen

(
L2(G)

)3n+10

- Norm gleichmäßig äquivalent, d.h. es existieren reelle Konstanten C1, C2 > 0, so dass

∀t ∈ [0, T] ∀V ∈ (
L2(G)

)3n+10
: C1‖V‖ ≤ ‖V‖t ≤ C2‖V‖

gilt.

Beweis: Die Existenz von Konstanten C1 und C2 mit der obigen Eigenschaft ist wegen den For-
derungen an die in Q vorkommenden Teilmatrizen klar. ¤
Unser nächstes Ziel ist es, zu beweisen, dass die Operatorfamilie (A(t))t∈[0,T] eine stabile Familie

von C0-Halbgruppenerzeugern auf
(

L2(G)
)3n+10 ist. Um dies zu beweisen gehen wir in mehreren

Schritten vor. Zunächst schreiben wir den Operator A(t) für t ∈ [0, T] in der Form

A(t) = A1(t) +A2(t).

Der Operator A1(t) wird dabei für jedes t ∈ [0, T] gewisse Symmetrieeigenschaften erfüllen,
welche es uns ermöglichen, darauf zu schließen, dass (A1(t))t∈[0,T] eine stabile Familie von C0-
Halbgruppenerzeugern ist. Der Operator A2(t) wird für t ∈ [0, T] ein beschränkter Operator auf(

L2(G)
)3n+10 sein und damit ergibt sich schließlich, dass auch (A(t))t∈[0,T] eine stabile Familie

von Halbgruppenerzeugern ist.

Wir definieren für festes t ∈ [0, T]

D(A1(t)) := D(A(t)) (3.35)

und damit den Operator A1(t) : D(A1(t)) ⊂ Ht −→ Ht für V ∈ D(A1(t)) durch

A1(t)V := Q−1 ·




0 D 0 0 0 · · · 0
D′ 0 −D′(Γ·) 0 0 · · · 0
0 −Γ′D 0 −div 0 · · · 0
0 0 −∇ − Id 0 · · · 0
0 0 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 · · · 0




V. (3.36)

Lemma 3.6 Es sei t ∈ [0, T] fest. Der in (3.35) und (3.36) definierte Operator A1(t) ist abgeschlossen.

Beweis: Es sei (Vn)n∈N eine Folge in D(A1(t)) mit ‖Vn −V‖t → 0 und ‖A1(t)Vn −W‖t → 0 für
n → ∞. Wir beweisen nun, dass V ∈ D(A1(t)) und A1(t)V = W gilt. Wegen A1(t)Vn → W für
n → ∞ und der Stetigkeit des Skalarprodukts in Ht gilt insbesondere für alle Φ ∈ Ht

〈A1(t)Vn, Φ〉t → 〈W, Φ〉t für n → ∞.
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Letzteres ist mit
〈
DV2

n , Φ1
〉

+
〈
D′V1

n −D′ΓV3
n , Φ2

〉
+

〈
−Γ′DV2

n − div V4
n , Φ3

〉
+

〈
−∇V3

n −V4
n , Φ4

〉

→
〈

W1,S−1Φ1
〉

+
〈
W2, ρΦ2〉 +

〈
W3, δΦ3〉 +

〈
W4,

τn
q

τn−1
θ

1
n

K−1Φ4

〉
+

n+3

∑
k=5

〈
Wk, Φk

〉
(3.37)

für n → ∞ äquivalent. Wir gehen nun in mehreren Schritten vor:

(i) Wir wählen Φ1 ∈ (
L2(G)

)6 beliebig und setzen damit Φ := (Φ1, 0, ..., 0), dann geht (3.37)
in 〈

DV2
n , Φ1

〉
→

〈
W1,S−1Φ1

〉
für n → ∞

über. Ist speziell Φ1 ∈ (C∞
0 (G)

)6, so erhalten wir damit:

−
〈

V2
n ,D′Φ1

〉
→

〈
W1,S−1Φ1

〉
für n → ∞,

also mit der Stetigkeit des Skalarprodukts:

−
〈

V2,D′Φ1
〉

=
〈
S−1W1, Φ1

〉
.

Letzteres bedeutet aberDV2 ∈ (
L2(G)

)6 und SDV2 = W1. Wählen wir nun Φ1 ∈ (
L2(G)

)6

mit D′Φ1 ∈ (
L2(G)

)3 beliebig, so erhalten wir mit der selben Argumentation wie eben
− 〈

V2,D′Φ1〉 =
〈S−1W1, Φ1〉 und also ist V2 ∈ W1

0,D(G).

(ii) Wir wählen Φ3 ∈ L2(G) beliebig und setzen damit Φ := (0, 0, Φ3, 0, ..., 0), dann geht (3.37)
in 〈

−Γ′DV2
n − div V4

n , Φ3
〉
→ 〈

W3, δΦ3〉 für n → ∞

über. Ist speziell Φ3 ∈ C∞
0 (G), so erhalten wir also:

〈−Γ′DV2
n , Φ3〉 +

〈
V4

n ,∇Φ3
〉
→ 〈

W3, δΦ3〉 für n → ∞,

was wiederum unter Verwendung der Stetigkeit des Skalarprodukts

〈−Γ′DV2, Φ3〉 +
〈

V4,∇Φ3
〉

=
〈
δW3, Φ3〉

liefert. Dies bedeutet aber div V4 ∈ L2(G) und W3 = − 1
δ Γ′DV2 − 1

δ div V4.

(iii) Wir wählen nun Φ4 ∈ (
L2(G)

)3 und setzen damit Φ := (0, 0, 0, Φ4, 0, ..., 0), dann geht (3.37)
in 〈

−∇V3
n −V4

n , Φ4
〉
→

〈
W4,

τn
q

τn−1
θ

1
n

K−1Φ4

〉
für n → ∞

über. Wählen wir nun speziell Φ4 ∈ (C∞
0 (G)

)3, so ergibt sich

〈
V3

n , div Φ4
〉
−

〈
V4

n , Φ4
〉
→

〈
W4,

τn
q

τn−1
θ

1
n

K−1Φ4

〉
für n → ∞,
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also 〈
V3, div Φ4

〉
−

〈
V4, Φ4

〉
=

〈
W4,

τn
q

τn−1
θ

1
n

K−1Φ4

〉
.

Wir erhalten also ∇V3 ∈ (
L2(G)

)3 und W4 = −n τn−1
θ
τn

q
K∇V3 − n τn−1

θ
τn

q
KV4. Mit der üblichen

Argumentation sieht man aber auch sofort ein, dass V3 ∈ W1
0 (G) gilt.

(iv) Wir wählen Φ2 ∈ (
L2(G)

)3 beliebig und setzen damit Φ := (0, Φ2, 0, ..., 0). Damit geht
(3.37) in 〈

D′V1
n −D′ΓV3

n , Φ2
〉
→ 〈

W2, ρΦ2〉 für n → ∞

über. Wählen wir speziell Φ2 ∈ (C∞
0 (G)

)3, so erhalten wir

−
〈

V1
n ,DΦ2

〉
− 〈D′ΓV3

n , Φ2〉 → 〈
W2, ρΦ2〉 für n → ∞

also
−

〈
V1,DΦ2

〉
− 〈D′ΓV3, Φ2〉 =

〈
W2, ρΦ2〉 .

Damit ergibt sich schließlich D′V1 ∈ (
L2(G)

)6 mit W2 = ρ−1D′V1 − ρ−1D′ΓV3.

Betrachten wir mit der selben Strategie die verbleibenden Terme in (3.37), so ergibt sich die
Behauptung. ¤

Lemma 3.7 Es sei t ∈ [0, T] fest. Der in (3.35) und (3.36) definierte Operator A1(t) ist dicht definiert,
es gilt D(A1(t)) = D(A∗

1(t)) und für V ∈ D(A∗
1(t)) ist

A∗
1(t)V = Q−1 ·




0 −D 0 0 0 · · · 0
−D′ 0 D′(Γ·) 0 0 · · · 0

0 Γ′D 0 div 0 · · · 0
0 0 ∇ − Id 0 · · · 0
0 0 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 · · · 0




V.

Beweis: Es ist offensichtlich, dass der in (3.35) und (3.36) definierte Operator dicht definiert ist.
Es sei W ∈ D(A∗

1(t)). Dann gibt es ein F ∈ Ht, so dass für alle Φ ∈ D(A1(t)) gilt:

〈A1(t)Φ, W〉t = 〈Φ, F〉t .

Letzteres ist nun gleichbedeutend mit
〈
DΦ2, W1

〉
+

〈
D′Φ1 −D′ΓΦ3, W2

〉

+
〈
−Γ′DΦ2 − div Φ4, W3

〉
+

〈
−∇Φ3 −Φ4, W4

〉

=
〈

Φ1,S−1F1
〉

+
〈
Φ2, ρF2〉 +

〈
Φ3, δF3〉 +

〈
Φ4,

τn
q

nτn−1
θ

K−1F4

〉
+

n+3

∑
k=5

〈
Φk, Fk

〉
. (3.38)

Wir gehen nun in mehreren Schritten vor:
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(i) Wir wählen Φ1 ∈ (C∞
0 (G)

)6 und setzen damit Φ := (Φ1, 0, ..., 0). Dann geht (3.38) in
〈
D′Φ1, W2

〉
=

〈
Φ1,S−1F1

〉

über. Dies bedeutet nun aber nichts anderes als W2 ∈ W1
D(G) mit

DW2 = −S−1F1 bzw. F1 = −SDW2.

Wählen wir nun Φ1 ∈ W1
D′(G), so erhalten wir mit der selben Argumentation wie oben

W2 ∈ W1
0,D(G).

(ii) Wir wählen Φ3 ∈ C∞
0 (G) und setzen damit Φ := (0, 0, Φ3, 0, ..., 0). Dann geht (3.38) in

〈−D′ΓΦ3, W2〉−
〈
∇Φ3, W4

〉
=

〈
Φ3, δF3〉

bzw. in
−

〈
∇Φ3, W4

〉
=

〈
Φ3, δF3 − Γ′DW2〉

über. Dies bedeutet aber W4 ∈ W1
div (G) mit

div W4 = δF3 − Γ′DW2 bzw. F3 =
1
δ

div W4 +
1
δ

Γ′DW2.

(iii) Wir wählen Φ4 ∈ (C∞
0 (G)

)3 und setzen damit Φ := (0, 0, 0, Φ4, 0, ..., 0). Dann geht (3.38) in

〈
−div Φ4, W3

〉
−

〈
Φ4, W4

〉
=

〈
Φ4,

τn
q

nτn−1
θ

K−1F4

〉

bzw. in

−
〈

div Φ4, W3
〉

=

〈
Φ4,

τn
q

nτn−1
θ

K−1F4 + W4

〉

über. Damit erhalten wir also W3 ∈ H1(G) mit

∇W3 =
τn

q

nτn−1
θ

K−1F4 + W4 bzw. F4 =
nτn−1

θ

τn
q

K∇W3 − nτn−1
θ

τn
q

KW4.

Wählen wir Φ4 ∈ (
L2(G)

)6 mit div Φ4 ∈ L2(G), so ergibt sich mit derselben Argumen-
tation W3 ∈ W1

0 (G).

(iv) Wir wählen Φ2 ∈ (C∞
0 (G))3 und setzen damit Φ := (0, Φ2, 0, ..., 0). Dann geht (3.38) in

〈−Γ′DΦ2, W3〉 +
〈
DΦ2, W1

〉
=

〈
Φ2, ρF2〉

bzw. in 〈
DΦ2, W1

〉
=

〈
Φ2, ρF2 −D′(ΓW3〉)

über. Wir erhalten also W1 ∈ W1
D′(G) und

D′W1 = −ρF2 +D′ΓW3 bzw. F2 = −ρ−1D′W1 + ρ−1D′(ΓW3).
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Diese Argumentation liefert uns nun D(A∗
1(t)) ⊂ D(A1(t)). Die verbleibende Inklusion ist ein-

fach einzusehen. ¤

Lemma 3.8 Es sei t ∈ [0, T] fest. Der in (3.35) und (3.36) definierte Operator A1(t) ist dissipativ.

Beweis: Dies rechnen wir direkt nach. Es gilt

〈A1(t)V, V〉t =
〈
DV2, V1

〉
+

〈
D′V1, V2

〉
− 〈D′ΓV3, V2〉− 〈

Γ′DV2, V3〉

−
〈

div V4, V3
〉
−

〈
∇V3, V4

〉
−

〈
V4, V4

〉

=
〈
DV2, V1

〉
−

〈
V1,DV2

〉
− 〈D′ΓV3, V2〉 +

〈
V2,D′ΓV3〉

−
〈

div V4, V3
〉

+
〈

V3, div V4
〉
−

〈
V4, V4

〉
.

Damit erhalten wir aber
Re 〈A1(t)V, V〉 = −

〈
V4, V4

〉
,

also ist A1(t) für festes t ∈ [0, T] dissipativ. ¤

Korollar 3.9 Es sei t ∈ [0, T] fest. Der in (3.35) und (3.36) definierte Operator A1(t) ist der Erzeuger
einer C0-Kontraktionshalbgruppe auf Ht.

Beweis: Nach Lemma 3.7 und Lemma 3.8 ist der dicht definierte Operator A1(t) wie auch der
Operator A∗

1(t) dissipativ. Nach Lemma 3.6 ist der Operator A1(t) abgeschlossen. Somit folgt
aus Korollar 1.7, dass der Operator A1(t) eine C0-Kontraktionshalbgruppe auf Ht erzeugt. ¤
Wir wollen nun beweisen, dass es sich bei der Familie (A1(t))t∈[0,T] um eine stabile Familie von

C0-Halbgruppenerzeugern auf
(

L2(G)
)3n+10 handelt. Zu beachten ist, dass wir bis zu diesem

Zeitpunkt nur wissen, dass A1(t) der Erzeuger einer C0- Kontraktionshalbgruppe auf Ht ist.

Lemma 3.10 Die Operatorfamilie (A1(t))t∈[0,T] ist eine stabile Familie von C0-Halbgruppenerzeugern

auf dem Hilbertraum
(

L2(G)
)3n+10.

Beweis: Es sei 0 6= V ∈ (
L2(G)

)3n+10 beliebig gewählt. Wir betrachten die Funktion

fV : [0, T] −→ R, t 7−→ ln(‖V‖2
t ).

Wegen V 6= 0 ist die Funktion fV wohldefiniert und wegen den Regularitätsforderungen an die
Koeffizienten ist fV differenzierbar. Wir erhalten

∣∣ f ′V(t)
∣∣ =

∣∣∣∣
1

‖V‖2
t

(‖V‖2
t
)′∣∣∣∣ =

1
‖V‖2

t

∣∣〈V,Q′V
〉∣∣ ≤ C

für eine entsprechend gewählte positive reelle Konstante C. Unter Verwendung des Mittelwert-
satzes erhalten wir nun für s < t:

ln(‖V‖2
t )− ln(‖V‖2

s ) ≤ C|t− s|
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und also
‖V‖2

t
‖V‖2

s
≤ eC|t−s|.

Damit können wir unter Verwendung von Lemma 1.10 auf die Behauptung schließen. ¤
Es gilt nun

A(t) = A1(t) +
(
Q−1(t)(N (t) + B(t))−A1(t)

)
(3.39)

und wir definieren A2(t) := Q−1(t)(N (t) + B(t)) − A1(t). Offensichtlich handelt es sich bei
A2(t) um einen auf

(
L2(G)

)3n+10 definierten Operator, welcher aufgrund der Forderungen an
die Koeffizienten beschränkt ist. Damit liefert uns Satz 1.11 das folgende

Korollar 3.11 Die Operatorfamilie (A(t))t∈[0,T] ist eine stabile Familie von C0-Halbgruppenerzeugern

auf dem Hilbertraum
(

L2(G)
)3n+10.

Wir definieren die Norm ‖ · ‖D(A) für V ∈ D(A(t)) durch

‖V‖D(A) :=
(‖V‖2 + ‖LV‖2) 1

2 . (3.40)

Hierbei sei L für V ∈ D(A(t)) durch

LV =




0 −D 0 0 0 · · · 0
−D′ 0 0 0 0 · · · 0

0 0 0 div 0 · · · 0
0 0 ∇ 0 0 · · · 0
0 0 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 · · · 0




V

definiert.

Lemma 3.12 Die Graphennorm ‖ · ‖G auf D(A(t)) ist mit der Norm ‖ · ‖D(A) gleichmäßig äquivalent,
d.h. es existieren reelle Konstanten K1, K2 > 0, so dass

∀t ∈ [0, T] ∀V ∈ D(A(t)) : K1‖V‖D(A) ≤ ‖V‖G ≤ K2‖V‖D(A)

gilt.

Beweis: Bevor wir mit dem eigentlichen Beweis beginnen, stellen wir zwei Abschätzungen zur
Verfügung, die uns die Arbeit im Folgenden erleichtern werden. Es seien ζi ∈ C0([0, T], H2(G))
für i = 1, ..., 6. Damit definieren wir den Vektor ζ := (ζ1, ..., ζ6). Es gilt dann für alle V2 ∈ W1

0,D(G)
∥∥ζDV2∥∥ ≤ C1

∥∥DV2∥∥ (3.41)

wobei die Konstante C1 unabhängig von t gewählt werden kann. Ist ζi ∈ C0([0, T], H3(G)) für
i = 1, ..., 6, so gilt für alle V3 ∈ W1

0 (G):

∥∥D′ζV3∥∥2 ≤ C2‖V3‖2 + C3‖∇V3‖2. (3.42)
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Auch hier sei bemerkt, dass wir die beiden Konstanten C2 und C3 unabhängig von t wählen
können. Es sei t ∈ [0, T] beliebig gewählt und V ∈ D(A(t)). Es gilt mit einer Konstanten C > 0,
welche wieder von Zeile zu Zeile ihren Wert ändern kann:

‖V‖2
G = ‖V‖2

t + ‖A1(t)V +A2(t)V‖2
t

≤ C‖V‖2 + C‖A1(t)V‖2

≤ C‖V‖2 + C
∥∥SDV2∥∥2

+ C
∥∥∥ρ−1D′V1 − ρ−1D′ΓV3

∥∥∥
2

+ C
∥∥∥∥

1
δ

Γ′DV2 +
1
δ

div V4
∥∥∥∥

2

+
nτn−1

θ

τn
q

C
∥∥∥K∇V3 + KV4

∥∥∥
2

≤ C‖V‖2 + C
∥∥DV2∥∥2

+ C
∥∥∥D′V1

∥∥∥
2
+ C

∥∥D′ΓV3∥∥2

+ C
∥∥Γ′DV2∥∥2

+ C
∥∥∥div V4

∥∥∥
2
+

nτn−1
θ

τn
q

C
∥∥∥∇V3 + V4

∥∥∥
2

.

Damit erhalten wir aber unter Verwendung von (3.41) und (3.42) die Existenz einer Konstanten
K2 mit

‖V‖G ≤ K2‖V‖D(A).

Bei der verbleibenden Abschätzung gehen wir nun in mehreren Schritten vor. Im ersten Schritt
schätzen wir den Term DV2 ab. Es gilt:

∥∥DV2∥∥2 ≤ 2
∥∥∥S−1

(
SDV2 + StS−1V1

)∥∥∥
2
+ 2

∥∥∥S−1StS−1V1
∥∥∥

2

≤ C‖A(t)V‖2 + C‖V‖2.

Nun betrachten wir den Term div V4:

∥∥∥div V4
∥∥∥

2
≤ 2

∥∥∥∥δ

(
1
δ

div V4 +
1
δ

Γ′DV2
)∥∥∥∥

2

+ 2
∥∥Γ′DV2∥∥2

≤ C‖A(t)V‖2 + C‖V‖2.

Die verbleibenden Terme schätzt man auf analoge Weise ab. Demnach ergibt sich wiederum die
Existenz einer Konstanten K1 mit

K1‖V‖D(A) ≤ ‖V‖G.

¤
Ferner haben wir

Lemma 3.13 Es gilt A ∈ Lip([0, T], L(D(A),
(

L2(G)
)3n+10)).

Beweis: Wir beweisen im folgenden, dass eine Konstante C > 0 existiert, so dass

‖∂tA(t)V‖2 ≤ C‖V‖2
D(A).
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Mit Hilfe von

∂tA =




(
StS−1)

t StD 0 0 0 · · · 0
(ρ−1)tD′ 0 −(ρ−1)tD′(Γ·)− ρ−1D′(Γt·) 0 0 · · · 0

0 (− 1
δ Γ′)tD 0 (− 1

δ )tdiv 0 · · · 0
0 0 0 0 0 · · · 0
0 0 0 0 0 · · · 0
0 0 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 · · · 0
0 0 0 0 0 · · · 0




ergibt sich (wir verwenden wieder universelle Konstanten, deuten aber jeweils an, von den
Schranken welcher Funktion sie abhängen):

‖∂tAV‖2 = ‖
(
StS−1

)
t
V1 + StDV2‖2 + ‖(ρ−1)tD′V1 − (ρ−1)tD′(ΓV3)− ρ−1D′(ΓtV3)‖2

+
∥∥∥∥−

(
1
δ

Γ′
)

t
DV2 −

(
1
δ

)

t
div V4

∥∥∥∥
2

≤ ‖
(
StS−1

)
t
V1 + StDV2‖2 + 2‖(ρ−1)tD′V1‖2 + 2‖(−ρ−1)tD′(ΓV3) + ρ−1D′(ΓtV3)‖2

+ 2
∥∥∥∥
(

1
δ

Γ′
)

t
DV2

∥∥∥∥
2

+ 2
∥∥∥∥
(

1
δ

)

t
div V4

∥∥∥∥
2

≤ C(St,Stt,S−1,S−1
t )‖V1‖2 + C(St)‖DV2‖2 + 2C((ρ−1)t)‖D′V1‖2

+ 4‖(−ρ−1)tD′(ΓV3)‖2 + 4‖ρ−1D′(ΓtV3)‖2

+ 2
∥∥∥∥
(

1
δ

Γ′
)

t
DV2

∥∥∥∥
2

+ 2C
((

1
δ

)

t

)
‖div V4‖2

≤ C(St,Stt,S−1,S−1
t )‖V1‖2 + C(St)‖DV2‖2 + 2C((ρ−1)t)‖D′V1‖2

+ C((−ρ−1)t)‖D′(ΓV3)‖2 + 4C(ρ−1)‖D′(ΓtV3)‖2

+ 2C
(

δ,
(

1
δ

)

t
, Γ, Γt

)
‖DV2‖2 + 2C

((
1
δ

)

t

)
‖div V4‖2

≤ C‖V‖2
D(A).

Zu bemerken ist hier, dass die letzte Ungleichung erneut auf den Abschätzungen (3.41) und
(3.42) basiert. Desweiteren ist die Konstante C unabhängig von t wählbar. Daraus folgt unmit-
telbar die Behauptung. ¤
Fassen wir die bisherigen Resultate zusammen, so ergibt sich das

Lemma 3.14 Es sei T > 0. Gelten die Voraussetzungen (V1) - (V5), so bildet das Tripel
(
(A(t))t∈[0,T] , X0, Y1

)
,

mit

X0 ≡
((

L2(G)
)3n+10

, ‖ · ‖L2

)
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und

Y1 ≡
(

D(A(t)), ‖ · ‖D(A)
)

ein CD-System.

Insgesamt erhalten wir unter Verwendung von Satz 1.13 nun den folgenden Existenzsatz:

Satz 3.15 Der Operator A = A(t) sei wie in (3.33) und (3.34) definiert. Weiter gelte V0 ∈ D(A) und
F ∈ Lip([0, T],

(
L2(G)

)3n+10), wobei V0 undF wie in (3.14) und (3.15) definiert sind. Die auftretenden
Koeffizienten mögen die Voraussetzungen (V1) - (V5) erfüllen. Dann existiert zu dem Anfangswertpro-
blem

Vt = AV + F ,
V(0) = V0,

eine eindeutige Lösung

V ∈ C0([0, T], D(A)) ∩ C1
(
[0, T],

(
L2(G)

)3n+10
)

.

3.4 Der Spezialfall n = 2

In diesem Abschnitt wollen wir den Fall n = 2 des im vorigen Abschnitt vorgestellten Problems
genauer betrachten. Hierbei werden wir uns auf den räumlich eindimensionalen Fall beschrän-
ken, es sei also G := (0, L) für ein L > 0. In diesem Fall reduzieren sich die Gleichungen (3.7) -
(3.9) zu

ρutt − ∂x(s∂xu) + ∂x(γθ) = ρb, (3.43)
δθt + qx + γutx = r, (3.44)

τ2
q

2
qtt + τqqt + q = −κτθθtx − κθx. (3.45)

Die Anfangsbedingungen (3.10) gehen in

u(0, ·) = u0, θ(0, ·) = θ0, qt(0, ·) = q1,
ut(0, ·) = u1, q(0, ·) = q0, (3.46)

über. Die Randbedingungen (3.11) haben die Gestalt:

u(t, 0) = u(t, L) = θ(t, 0) = θ(t, L) = 0, t ≥ 0. (3.47)

Es wird uns nun möglich sein unter Zusatzvoraussetzungen, neben der verallgemeinerten Lö-
sung eine Lösung von der Form

u ∈ C3([0, T], L2(G)) ∩ C2([0, T], W1
0 (G)),

θ ∈ C2([0, T], L2(G)) ∩ C1([0, T], W1
0 (G)),

q ∈ C2([0, T], L2(G)) ∩ C1([0, T], W1(G)),
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mit ∂x(s∂xu) ∈ L2(G) zu erhalten. Die im vorigen Abschnitt vorgestellten Vektoren V und F
sowie die Matrizen N , Q, B reduzieren sich zu:

V =




sux
ut
θ
q

τ2
q
2 qt + τqq + κτθθx − τ2

q
2τθ

q




, V0 =




s(0, ·)u0,x
u1
θ0
q0

τ2
q
2 q1 + τqq0 + κτθθ0,x − τ2

q
2τθ

q0




,

N =




0 ∂x 0 0 0
∂x 0 −∂x(γ·) 0 0
0 −γ∂x 0 −∂x 0

0 0 −∂x −
(

τq
τθ
− τ2

q

2τ2
θ

)
1
κ

1
κτθ

0 0 0 τq
τθ
− τ2

q

2τ2
θ

− 1 − 1
τθ




, F =




0
b
r
δ
0
0




,

Q =




1
s 0 0 0 0
0 ρ 0 0 0
0 0 δ 0 0

0 0 0
τ2

q
2κτθ

0
0 0 0 0 1




, B =




1
s st

1
s 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




.

Der in (3.33) definierte Definitionsbereich hat in dieser Situation die Gestalt

D(A) := W1(G)×W1
0 (G)×W1

0 (G)×W1(G)× L2(G)

und die in (3.40) definierte Norm geht in die für diesen Raum kanonische Norm über.
Für V ∈ D(A) ist

AV := Q−1(N + B)V.

Bevor wir mit den ersten Resultaten beginnen, formulieren wir hinreichende Forderungen an
die Koeffizienten:

(F1) Es gelte s ∈ C2([0, ∞), H1(G)) ∩ C3([0, ∞), L∞(G)). Ferner existiere eine Konstante Cs > 0
mit s(t) > Cs für t ≥ 0.

(F2) Es gelte ρ ∈ C1([0, ∞), H1(G)) ∩ C2([0, ∞), L∞(G)) Ferner existiere eine Konstante Cρ > 0
mit ρ(t) > Cρ für t ≥ 0.

(F3) Es gelte δ ∈ C1([0, ∞), H1(G)) ∩ C2([0, ∞), L∞(G)) Ferner existiere eine Konstante Cδ > 0
mit δ(t) > Cδ.

(F4) Es gelte κ ∈ H1(G). Ferner existiere eine Konstante Cκ > 0 mit κ > Cκ.

(F5) γ ∈ H1(G).
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Wir erhalten zuerst den

Satz 3.16 Es sei V0 ∈ D(A) und F ∈ Lip
(
[0, T],

(
L2(G)

)5
)

. Unter den Voraussetzungen (F1) - (F5)
existiert eine eindeutige Lösung

V ∈ C0
(
[0, T], W1(G)×W1

0 (G)×W1
0 (G)×W1(G)× L2(G)

)
∩ C1

(
[0, T],

(
L2(G)

)5
)

zu

Vt = AV + F , V(0) = V0.

Beweis: Analog zu Satz 3.15. ¤
Zu bemerken ist, dass bereits geringere Forderungen als (F1) - (F5) für den obigen Satz ausrei-
chend sind. Im Hinblick auf unser angestrebtes Resultat wollen wir diese aber nicht gesondert
angeben.
Wir definieren nun

X0 :=
(

L2(G)
)5

, Y0 := X0,

X1 := W1(G)×W1(G)×W1(G)×W1(G)× L2(G), Y1 := D(A(t)) ∩ X1 = D(A(t)),
X2 :=

{
V ∈ X1 : LγV ∈ X1

}
, Y2 := D(A(t)) ∩ X2.

Hierbei ist für V ∈ X1:

LγV :=




0 ∂x 0 0 0
∂x 0 −∂x(γ·) 0 0
0 −γ∂x 0 −∂x 0

0 0 − 2τθ

τ2
q

κ∂x − 2
τ2

q

(
τq − τ2

q
2τθ

)
2
τ2

q

0 0 0 1
τθ

(
τq − τ2

q
2τθ

)
− 1 − 1

τθ




V.

Die Räume X0, X1, Y0 und Y1 seien mit den jeweils kanonischen Skalarprodukten ausgestattet.
Ferner sei das Skalarprodukt 〈·, ·〉X2

für V, W ∈ X2 durch

〈V, W〉X2
:= 〈V, W〉X1

+
〈LγV,LγW

〉
X1

definiert. Man sieht nun leicht ein, dass es sich bei allen Räumen um Hilberträume handelt.
Damit können wir unseren ersten Satz beweisen.

Satz 3.17 Für alle t ∈ [0, T] und alle 0 ≤ j ≤ 1 gilt:
(
Φ ∈ Y1 ∧A(t)Φ ∈ Xj

)
=⇒ Φ ∈ Yj+1

und es gilt die Abschätzung

‖Φ‖Yj+1 ≤ K
(
‖A(t)Φ‖Xj + ‖Φ‖X0

)
. (3.48)
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Beweis: Wir gliedern den Beweis in zwei Schritte.

(i) Wir wenden uns als erstes dem Fall j = 0 zu. Ist Φ ∈ Y1 und A(t)Φ ∈ X0, so folgt trivialer-
weise, dass Φ ∈ Y1 gilt. Wir wenden uns der Abschätzung (3.48) zu. Es gilt nach Definition
der Norm auf Y1:

‖Φ‖2
Y1

= ‖Φ1‖2
H1 + ‖Φ2‖2

H1 + ‖Φ3‖2
H1 + ‖Φ4‖2

H1 + ‖Φ5‖2
L2 .

Weiter berechnen wir

A(t)Φ =




st
s Φ1 + s∂xΦ2

1
ρ ∂xΦ1 − 1

ρ ∂x(γΦ3)
−γ 1

δ ∂xΦ2 − 1
δ ∂xΦ4

− 2τθ

τ2
q

κ∂xΦ3 − 2
τ2

q

(
τq − τ2

q
2τθ

)
Φ4 + 2

τ2
q

Φ5

1
τθ

(
τq − τ2

q
2τθ

)
Φ4 −Φ4 − 1

τθ
Φ5




und sehen damit ein, dass

‖A(t)Φ‖2
X0

=
∥∥∥ st

s
Φ1 + s∂xΦ2

∥∥∥
2
+

∥∥∥∥
1
ρ

∂xΦ1 − 1
ρ

∂x(γΦ3)
∥∥∥∥

2

+
∥∥∥∥−γ

1
δ

∂xΦ2 − 1
δ

∂xΦ4
∥∥∥∥

2

+

∥∥∥∥∥−
2τθ

τ2
q

κ∂xΦ3 − 2
τ2

q

(
τq −

τ2
q

2τθ

)
Φ4 +

2
τ2

q
Φ5

∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥
1
τθ

(
τq −

τ2
q

2τθ

)
Φ4 −Φ4 − 1

τθ
Φ5

∥∥∥∥∥
2

gilt. Wir müssen nun die L2-Norm der Terme ∂xΦ1, ∂xΦ2, ∂xΦ3 und ∂xΦ4 abschätzen. Dies
erledigen wir in vier Schritten:

• Wir schätzen als erstes ‖∂xΦ2‖ ab. Es gilt:

∥∥∂xΦ2∥∥2
=

∥∥∥ s
s

∂xΦ2
∥∥∥

2
≤ C

∥∥s∂xΦ2∥∥2
= C

∥∥∥− st

s
Φ1 +

st

s
Φ1 + s∂xΦ2

∥∥∥
2

≤ C
∥∥∥ st

s
Φ1

∥∥∥
2
+ C

∥∥∥ st

s
Φ1 + s∂xΦ2

∥∥∥
2
≤ C

∥∥∥Φ1
∥∥∥

2
+ C

∥∥∥ st

s
Φ1 + s∂xΦ2

∥∥∥
2

≤ C‖A(t)Φ‖2
X0

+ C‖Φ‖2
X0

.

• Wir schätzen nun den Term ‖∂xΦ4‖ ab. Es gilt:

∥∥∥∂xΦ4
∥∥∥ =

∥∥∥∥−
δ

δ
∂xΦ4

∥∥∥∥
2

≤ C
∥∥∥∥−

1
δ

∂xΦ4
∥∥∥∥

2

= C
∥∥∥∥

γ

δ
∂xΦ2 − γ

δ
∂xΦ2 − 1

δ
∂xΦ4

∥∥∥∥
2

≤ C
∥∥∥γ

δ
∂xΦ2

∥∥∥
2
+ C

∥∥∥∥−
γ

δ
∂xΦ2 − 1

δ
∂xΦ4

∥∥∥∥
2

≤ C
∥∥∂xΦ2∥∥2

+ C‖A(t)Φ‖2
X0

≤ C‖A(t)Φ‖2
X0

+ C‖Φ‖2
X0

.
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• Nun betrachten wir ‖∂xΦ3‖. Wir erhalten:

∥∥∂xΦ3∥∥2 ≤ C

∥∥∥∥∥
2τθ

τ2
q

κ∂xΦ3

∥∥∥∥∥
2

≤
∥∥∥∥∥−

2τθ

τ2
q

κ∂xΦ3 − 2
τ2

q

(
τq −

τ2
q

2τθ

)
Φ4 +

2
τ2

q
Φ5

∥∥∥∥∥
2

+ C

∥∥∥∥∥
2
τ2

q

(
τq −

τ2
q

2τθ

)
Φ4 − 2

τ2
q

Φ5

∥∥∥∥∥
2

≤ C‖A(t)Φ‖2
X0

+ C‖Φ‖2
X0

.

• Abschließend betrachten wir ‖∂xΦ1‖. Es ergibt sich:
∥∥∥∂xΦ1

∥∥∥ =
∥∥∥∥

ρ

ρ
∂xΦ1

∥∥∥∥
2

≤ C
∥∥∥∥

1
ρ

∂xΦ1
∥∥∥∥

2

= C
∥∥∥∥

1
ρ

∂xΦ1 − 1
ρ

∂x(γΦ3) +
1
ρ

∂x(γΦ3)
∥∥∥∥

2

≤ C
∥∥∥∥

1
ρ

∂xΦ1 − 1
ρ

∂x(γΦ3)
∥∥∥∥

2

+ C
∥∥∥∥

1
ρ

∂x(γΦ3)
∥∥∥∥

2

≤ C‖A(t)Φ‖2
X0

+ C‖Φ‖2
X0

.

Daraus folgt nun insgesamt

‖Φ‖2
Y1
≤ C

(‖A(t)Φ‖2
X0

+ ‖Φ‖2
X0

)

und also (3.48).

(ii) Wir wenden uns nun dem Fall j = 1 zu. Es sei Φ ∈ Y1 und A(t)Φ ∈ X1. Letzteres bedeutet



st
s Φ1 + s∂xΦ2

1
ρ ∂xΦ1 − 1

ρ ∂x(γΦ3)
−γ 1

δ ∂xΦ2 − 1
δ ∂xΦ4

− 2τθ

τ2
q

κ∂xΦ3 − 2
τ2

q

(
τq − τ2

q
2τθ

)
Φ4 + 2

τ2
q

Φ5

1
τθ

(
τq − τ2

q
2τθ

)
Φ4 −Φ4 − 1

τθ
Φ5




∈ X1.

Zeigen müssen wir, dass



∂xΦ2

∂xΦ1 − ∂x(γΦ3)
−γ∂xΦ2 − ∂xΦ4

− 2τθ

τ2
q

κ∂xΦ3 − 2
τ2

q

(
τq − τ2

q
2τθ

)
Φ4 + 2

τ2
q

Φ5

(
1
τθ

(
τq − τ2

q
2τθ

)
− 1

)
Φ4 − 1

τθ
Φ5




∈ X1

gilt. Also genügt es die folgenden Elementbeziehungen zu beweisen:

∂xΦ2 ∈ H1(G),

∂xΦ1 − ∂x(γΦ3) ∈ H1(G),

−γ∂xΦ2 − ∂xΦ4 ∈ H1(G).

Dies erledigen wir in den folgenden drei Schritten:
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• Wir wissen, dass st
s Φ1 + s∂xΦ2 ∈ H1(G) gilt. Wegen Φ ∈ Y1 wissen wir auch, dass

Φ1 ∈ H1(G) richtig ist. Aufgrund der Regularität von st bzw. 1
s wissen wir damit, dass

wir von st
s Φ1 ∈ H1(G) ausgehen dürfen. Somit ist aber s∂xΦ2 ∈ H1(G). Wiederum

wegen der Regularität von s bzw. 1
s schließen wir damit, dass ∂xΦ2 ∈ H1(G) gilt.

• Wir wissen, dass 1
ρ ∂xΦ1 − 1

ρ ∂x(γΦ3) ∈ H1(G) gilt. Unter Verwendung der Regularität
von ρ schließen wir damit sofort ∂xΦ1 − ∂x(γΦ3) ∈ H1(G).

• Abschließend ergibt sich sofort aus −γ 1
δ ∂xΦ2 − 1

δ ∂xΦ4 ∈ H1(G) und der Regularität
von δ, dass auch −γ∂xΦ2 − ∂xΦ4 ∈ H1(G) gilt.

Wir beweisen nun die Richtigkeit der Abschätzung (3.48). Zuerst gilt wieder nach Defini-
tion:

‖Φ‖2
Y2

=
∥∥∥Φ1

∥∥∥
2

H1
+

∥∥Φ2∥∥2
H1 +

∥∥Φ3∥∥2
H1 +

∥∥∥Φ4
∥∥∥

2

H1
+

∥∥Φ5∥∥2
L2

∥∥∂xΦ2∥∥2
H1 +

∥∥∥∂xΦ1 − ∂x(γΦ3)
∥∥∥

2

H1
+

∥∥∥−γ∂xΦ2 − ∂xΦ4
∥∥∥

2

H1

+

∥∥∥∥∥−
2τθ

τ2
q

κ∂xΦ3 − 2
τ2

q

(
τq −

τ2
q

2τθ

)
Φ4 +

2
τ2

q
Φ5

∥∥∥∥∥
2

H1

+

∥∥∥∥∥

(
1
τθ

(
τq −

τ2
q

2τθ

)
− 1

)
Φ4 − 1

τθ
Φ5

∥∥∥∥∥
2

L2

.

Weiter gilt

‖A(t)Φ‖2
X1

=
∥∥∥ st

s
Φ1 + s∂xΦ2

∥∥∥
2

H1
+

∥∥∥∥
1
ρ

∂xΦ1 − 1
ρ

∂x(γΦ3)
∥∥∥∥

2

H1
+

∥∥∥∥−γ
1
δ

∂xΦ2 − 1
δ

∂xΦ4
∥∥∥∥

2

H1

+

∥∥∥∥∥−
2τθ

τ2
q

κ∂xΦ3 − 2
τ2

q

(
τq −

τ2
q

2τθ

)
Φ4 +

2
τ2

q
Φ5

∥∥∥∥∥
2

H1

+

∥∥∥∥∥
1
τθ

(
τq −

τ2
q

2τθ

)
Φ4 −Φ4 − 1

τθ
Φ5

∥∥∥∥∥
2

.

Wegen den Abschätzungen im Fall j = 0 und ‖A(t)Φ‖X0 ≤ ‖A(t)Φ‖X1 sind nur die H1-
Normen der Terme ∂xΦ2, ∂xΦ1 − ∂x(γΦ3) und −γ∂xΦ2 − ∂xΦ4 abzuschätzen. Wir gehen
in drei Schritten vor und verwenden wieder eine universelle Konstante C > 0, welche von
Zeile zu Zeile ihren Wert ändern kann.

• Wir müssen ‖∂xΦ2‖H1 abschätzen. Es gilt

∥∥∂xΦ2∥∥
H1 =

∥∥∥ s
s

∂xΦ2
∥∥∥

2

H1
≤ C

∥∥s∂xΦ2∥∥2
H1 = C

∥∥∥− st

s
Φ1 +

st

s
Φ1 + s∂xΦ2

∥∥∥
2

H1

≤ C
∥∥∥ st

s
Φ1 + s∂xΦ2

∥∥∥
2

H1
+ C

∥∥∥ st

s
Φ1

∥∥∥
2

H1

≤ C‖A(t)Φ‖2
X1

+ C‖Φ‖2
X0

.
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• Nun betrachten wir ‖∂xΦ1 − ∂x(γΦ3)‖H1 . Es ergibt sich:

∥∥∥∂xΦ1 − ∂x(γΦ3)
∥∥∥

2

H1
=

∥∥∥∥
ρ

ρ
∂xΦ1 − ρ

ρ
∂x(γΦ3)

∥∥∥∥
2

H1
≤ C

∥∥∥∥
1
ρ

∂xΦ1 − 1
ρ

∂x(γΦ3)
∥∥∥∥

2

H1
.

• Abschließend betrachten wir ‖ − γ∂xΦ2 − ∂xΦ4‖H1 und erhalten

∥∥∥−γ∂xΦ2 − ∂xΦ4
∥∥∥

2

H1
=

∥∥∥∥−
δγ

δ
∂xΦ2 − δ

δ
∂xΦ4

∥∥∥∥
2

H1
≤ C

∥∥∥∥−
γ

δ
∂xΦ2 − 1

δ
∂xΦ4

∥∥∥∥
2

H1
.

Damit ist die Abschätzung gezeigt. ¤
Schließlich beweisen wir den

Satz 3.18 Für 0 ≤ r ≤ 1 gilt

∂r
tA ∈ Lip

(
[0, T], L(Yj+r+1; Xj)

)
, (0 ≤ j ≤ 2− r− 1).

Beweis: Es gilt

A(t) =




st
s s∂x 0 0 0

1
ρ ∂x 0 − 1

ρ ∂x(γ·) 0 0
0 −γ

δ ∂x 0 − 1
δ ∂x 0

0 0 − 2τθ

τ2
q

κ∂x − 2
τ2

q

(
τq − τ2

q
2τθ

)
2
τ2

q

0 0 0 1
τθ

(
τq − τ2

q
2τθ

)
− 1 − 1

τθ




und somit für k ≥ 1

∂k
tA(t) =




(
∂k

t
st
s

)
(∂k

t s)∂x 0 0 0(
∂k

t
1
ρ

)
∂x 0 −

(
∂k

t
1
ρ

)
∂x(γ·) 0 0

0 − (
∂k

t
γ
δ

)
∂x 0 − (

∂k
t

1
δ

)
∂x 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




.

Wir gliedern den Beweis nun in die folgenden Schritte:

(i) Bereits gezeigt wurde im Fall r = j = 0, dass A ∈ Lip ([0, T], L(Y1; X0)) gilt.

(ii) Wir betrachten den Fall r = 0, j = 1, also

∂tA ∈ L∞ ([0, T], L(Y2; X1)) .

Hierzu beweisen wir, dass eine von t unabhängige Konstante C > 0 existiert, so dass

‖∂tA(t)V‖X1 ≤ C‖V‖Y2
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erfüllt ist. Es gilt

‖∂tA(t)V‖2
X1

=
∥∥∥
( st

s

)
t
Φ1 + st∂xΦ2

∥∥∥
2

H1
+

∥∥∥∥
(

1
ρ

)

t
∂xΦ1 −

(
1
ρ

)

t
∂x(γΦ3)

∥∥∥∥
2

H1

+
∥∥∥∥−γ

(
1
δ

)

t
∂xΦ2 −

(
1
δ

)

t
∂xΦ4

∥∥∥∥
2

H1

≤ 2
∥∥∥
( st

s

)
t
Φ1

∥∥∥
2

H1
+ 2

∥∥st∂xΦ2∥∥2
H1 + C

∥∥∥∂xΦ1 − ∂x(γΦ3)
∥∥∥

2

H1

+ C
∥∥∥−γ∂xΦ2 − ∂xΦ4

∥∥∥
2

H1

≤ C
∥∥∥Φ1

∥∥∥
2

H1
+ C

∥∥∂xΦ2∥∥2
H1 + C

∥∥∥∂xΦ1 − ∂x(γΦ3)
∥∥∥

2

H1

+ C
∥∥∥−γ∂xΦ2 − ∂xΦ4

∥∥∥
2

H1

≤ C‖V‖2
Y2

.

(iii) Schließlich beweisen wir den Fall r = 1, j = 0, also:

∂2
tA ∈ L∞ ([0, T], L(Y2; X0)) .

Hierzu beweisen wir, dass eine von t unabhängige Konstante C > 0 existiert, so dass

‖∂2
tA(t)V‖X0 ≤ C‖V‖Y2

für alle V ∈ Y2 gilt. Wir können hier folgendermaßen abschätzen:

‖∂2
tA(t)V‖2

≤
∥∥∥
( st

s

)
tt

V1 + stt∂xV2
∥∥∥

2
+

∥∥∥∥
(

1
ρ

)

tt
∂xV1 −

(
1
ρ

)

tt
∂x(γV3)

∥∥∥∥
2

+
∥∥∥∥
(

1
δ

)

tt
γ∂xV2 −

(
1
δ

)

tt
∂xV4

∥∥∥∥
2

≤ 2C‖V1‖2 + C‖∂xV2‖2 + C‖∂xV1 − ∂x(γV3)‖2

+ C‖γ∂xV2 − ∂xV4‖2

≤ C
(‖V‖2 + ‖LγV‖2) .

Und damit ist auch die Richtigkeit dieser Abschätzung bewiesen.

¤
Damit können wir nun den Satz über höhere Regularität formulieren:

Satz 3.19 Es gelten die Voraussetzungen (F1) - (F5). Ferner mögen F und V0 die in (1.4), (1.5) und
(1.6) formulierten Bedingungen (L4) und (A1) erfüllen. Dann gilt für die Lösung V aus Satz 3.16:

V ∈ C1
(
[0, T], W1(G)×W1

0 (G)×W1
0 (G)×W1(G)× L2(G)

)
∩ C2

(
[0, T],

(
L2(G)

)5
)

.
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Daraus folgt nun aber unmittelbar der

Satz 3.20 Es gelten die Voraussetzungen (F1) - (F5). Ferner mögen F und V0 die in (1.4), (1.5) und
(1.6) formulierten Bedingungen (L4) und (A1) erfüllen. Dann existiert eine eindeutige Lösung (u, θ, q)
zu (3.43) - (3.47) und es gilt:

u ∈ C3([0, T], L2(G)) ∩ C2([0, T], W1
0 (G)),

θ ∈ C2([0, T], L2(G)) ∩ C1([0, T], W1
0 (G)),

q ∈ C2([0, T], L2(G)) ∩ C1([0, T], W1(G)),

sowie ∂x(s∂xu) ∈ L2(G).

Abschließend wollen wir bemerken, dass diese Vorgehensweise nicht ohne starke Zusatzforde-
rungen an die Koeffizientenmatrizen auf höhere Raumdimensionen übertragen werden kann.
Dies ist zum Beispiel in der folgenden Situation ersichtlich: Hat man die Information Φ1 ∈
W1
D′(G) gegeben, so kann man daraus nicht schließen, dass auch StS−1Φ1 ∈ W1

D′(G) gilt. Dies
aber ist im räumlich eindimensionalen Fall bei glattem S richtig und wurde ausgenutzt. Hier
wären also starke strukturelle Forderungen an die Matrix S notwendig.



Kapitel 4

Energetische Vergleiche

4.1 Einführung

Wir wollen in diesem Kapitel für festes 2 ≤ n ∈ N die Lösung (Uτ, θτ, qτ) zu dem Problem (3.7)
- (3.11) im homogenen Fall mit der Lösung (U0, θ0) des klassischen Problems:

ρUtt −D′(SDU) +D′(Γθ) = 0, (4.1)
δθt + div q + Γ′DUt = 0, (4.2)

q + κ∇θ = 0, (4.3)

mit den Anfangsbedingungen

U(0, x) = U0
0(x), Ut(0, x) = U0

1(x), θ(0, x) = θ0
0(x), (x ∈ G) (4.4)

und den Dirichlet - Randbedingungen

U(t, x) = θ(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, ∞)× ∂G (4.5)

vergleichen. Für n = 1, das heißt für den Fall, dass es sich bei der dritten Gleichung um das
Gesetz von Cattaneo handelt, wird in [17] und [18] mit einer Konstanten C > 0 eine Abschätzung
von der Form

dE(t) ≤ Cτ2
q

∫ t

0

∥∥∇θ0
t (s)

∥∥2
ds

bewiesen, wobei dE(t) für t ≥ 0 durch

dE(t) :=
1
2

(∥∥Uτ
t −U0

t
∥∥2

+
∥∥∇Uτ −∇U0∥∥2

+
∥∥θτ − θ0∥∥2

+ τq
∥∥q + κ∇θ0∥∥2

)

definiert ist. Unter Verwendung der exponentiellen Stabilität der Lösung von (4.1) - (4.5) wird
schließlich eine Abschätzung von der Form

dE(t) ≤ Cτ2
q

71
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bewiesen. Nachteilig ist in dieser Situation, dass die Konstante C nicht explizit gegeben ist. Wei-
terhin ist die zeitliche Entwicklung des Fehlers nicht erkennbar. In [5] werden diese Ergebnisse
von Irmscher überarbeitet und es wird eine Abschätzung von der Form

dE(t) ≤ C(t)τ2
q

mit einer explizit gegebenen Funktion t 7−→ C(t) gezeigt. Die exponentielle Stabilität geht hier-
bei nicht in die Argumentation ein. Wir wollen nun zuerst Lösungen zu (3.7) - (3.11) für den
Fall n = 2 mit Lösungen von (4.1) - (4.5) vergleichen. Hierbei ist zu erwähnen, dass bei der
Beweistechnik von Irmscher die Dissipativität des betrachteten Systems erster Ordnung wesent-
lich ist. Wir werden deshalb zunächst aus dem in (3.12) - (3.14) gegebenen System erster Ord-
nung ein System ableiten, dessen dissipativer Charakter vergleichsweise einfach einzusehen ist.
Dies wird es uns ermöglichen, die Resultate von Irmscher zu übertragen. Zu bemerken ist, dass
im Fall n = 2 die Wohlgestelltheit im Fall von konstanten Koeffizienten bereits bekannt ist. Auch
ist bekannt, dass unter der Bedingung

τθ >
τq

2
(4.6)

exponentielle Stabilität der Lösungen vorliegt. Diese Ergebnisse findet man in [16]. Dies läßt nun
ahnen, dass (4.6) auch bei dem angestrebten Vergleich eine wesentliche Rolle spielt. Im Einzel-
nen wird (4.6) schon beim Nachweis der Dissipativität eingehen. Obgleich wir im Fall n ≥ 3
keinen dissipativen Charakter erkennen können, wird es uns trotzdem möglich sein, Abschät-
zungen für kleine Zeiten t zu beweisen. Die in diesen Abschätzungen auftretenden Konstanten
sind zumindest im Fall n = 3 noch physikalisch relevant, in allen Fällen aber von mathemati-
schem Interesse. Bei den nun folgenden Abschätzungen gehen wir von konstanten Koeffizienten
aus, welche wie im vorigen Abschnitt gefordert, positiv definit und symmetrisch sind. Zudem
soll κ der Einfachheit halber ein Skalar sein. Wir bemerken aber, dass der Fall, in dem κ eine
Matrix ist, analog behandelt werden kann.

4.2 Das Gesetz von Fourier und eine Entwicklung zweiter Ordnung

Wir betrachten das folgende Anfangs - Randwertproblem

ρUtt −D′(SDU) +D′(Γθ) = 0, (4.7)
δθt + div q + Γ′DUt = 0, (4.8)

τ2
q

2
qtt + τqqt + q + κ∇θ + κτθ∇θt = 0, (4.9)

mit den Anfangsbedingungen:

U(0, x) = Uτ
0 (x), Ut(0, x) = Uτ

1 (x), θ(0, x) = θτ
0 (x),

q(0, x) = qτ
0(x), qt(0, x) = qτ

1(x), (x ∈ G) (4.10)

und den Dirichlet - Randbedingungen

U(t, x) = θ(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, ∞)× ∂G. (4.11)
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Für die weiteren Argumentationen sind einige Resultate für die klassische Thermoelastizität
notwendig. Diese wollen wir gleich zu Beginn formulieren. Ist (U0, θ0) eine Lösung zu (4.1) -
(4.5), so gilt mit

V0 :=



SDU0

U0
t

θ0


 , N 0 :=




0 D 0
D′ 0 −D′(Γ·)
0 −Γ′D div (κ∇·)


 und Q0 :=




S−1 0 0
0 ρ 0
0 0 δ




die Gleichung

V0
t = (Q0)−1N 0V0.

Definition 4.1 Wir definieren für j ∈ N und t ≥ 0 den Energieterm E0
j (t) durch

E0
j (t) :=

1
2

〈
∂

j−1
t V0(t),Q0∂

j−1
t V0(t)

〉
.

Es ergibt sich nun völlig analog zu dem Resultat in [5] das

Lemma 4.2 Für alle j ∈ N gilt

d
dt

E0
j (t) = −κ

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ(t, ·)

∥∥∥
2

.

Insbesondere folgen

E0
j+1(0)− E0

j+1(t) =
∫ t

0
κ

∥∥∥∂
j−1
t ∇θt(s, ·)

∥∥∥
2

ds und E0
j+1(t) ≤ E0

j+1(0).

Ebenfalls überträgt sich das

Lemma 4.3 Für alle j ∈ N gilt:

E0
j (0)− E0

j (t) ≤ ε0
j (t) :=





2t
√

E0
j (0)E0

j+1(0)− t2E0
j+1(0) : 0 ≤ t ≤

√
E0

j (0)

E0
j+1(0) ,

E0
j (0) : sonst.

Unser nächstes Ziel ist es, in Analogie zum Beweis des Resultats in [5], die Energie der Differen-
zen von Lösungen zu (4.1) - (4.5) bzw. (4.7) - (4.11) geeignet abzuschätzen. Wir geben nun auf
Basis des Systems (3.12) - (3.14) ein System erster Ordnung für (4.7) - (4.11) an, für welches wir
später zeigen werden, dass es einen dissipativen Charakter hat. Für eine Lösung (Uτ, θτ, qτ) von
(4.7) - (4.11) definieren wir

V :=




SDUτ

Uτ
t

θτ

1√
τθ

qτ

τ2
q

2
√

κτθ
qτ

t + τq√
κτθ

qτ +
√

κτθ∇θτ − τ2
q

2τθ
√

κτθ
qτ




, Q :=




S−1 0 0 0 0
0 ρ 0 0 0
0 0 δ 0 0

0 0 0
τ2

q
2κ Id 0

0 0 0 0 Id




(4.12)
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und

N :=




0 D 0 0 0
D′ 0 −D′(Γ·) 0 0
0 −Γ′D 0 −√τθdiv 0

0 0 −√τθ∇ −
(

τq − τ2
q

2τθ

)
1
κ Id 1√

κ
Id

0 0 0 1√
κ

(
τq
τθ
− τ2

q

2τ2
θ

− 1
)

Id − 1
τθ

Id




.

Mit Hilfe dieses Vektors V und der MatrizenN undQ ergibt sich zunächst durch direktes Nach-
rechnen:

Q−1NV =




SDUτ
t

ρ−1D′(SDUτ)− ρ−1D′(Γθτ)
−δ−1Γ′DUτ

t − δ−1div qτ

1√
τθ

qτ
t

− τ2
q

2τθ
√

κτθ
qτ

t −
√

κ√
τθ
∇θτ − 1√

κτθ
qτ




.

Ferner ergibt sich für die Zeitableitung des Vektors V :

Vt =




S(DUτ)t
Uτ

tt
θτ

t
1√
τθ

qτ
t

τ2
q

2
√

κτθ
qτ

tt + τq√
κτθ

qτ
t +

√
κτθ∇θτ

t −
τ2

q
2τθ

√
κτθ

qτ
t




.

Wegen

S(DUτ)t = SDUτ
t ,

und den Äquivalenzen

ρUτ
tt −D′SDUτ +D′(Γθτ) = 0 ⇐⇒ ρUτ

tt = D′SDUτ −D′(Γθτ)

⇐⇒ Uτ
tt = ρ−1D′(SDUτ)− ρ−1D′(Γθτ),

δθτ
t + div qτ + Γ′DUτ

t = 0 ⇐⇒ δθτ
t = −div qτ − Γ′DUτ

t ⇐⇒ θτ
t = −δ−1div qτ − δ−1Γ′DUτ

t ,

sowie

τ2
q

2
qτ

tt + τqqτ
t + qτ + κ∇θτ + κτθ∇θτ

t = 0

⇐⇒ τ2
q

2
√

κτθ
qτ

tt +
τq√
κτθ

qτ
t +

1√
κτθ

qτ +
√

κ√
τθ
∇θτ +

√
κτθ∇θτ

t = 0

⇐⇒ τ2
q

2
√

κτθ
qτ

tt +
τq√
κτθ

qτ
t +

√
κτθ∇θτ

t −
τ2

q

2τθ
√

κτθ
qτ

t = − 1√
κτθ

qτ −
√

κ√
τθ
∇θτ − τ2

q

2τθ
√

κτθ
qτ

t

erhalten wir schließlich das
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Lemma 4.4 Ist (Uτ, θτ, qτ) eine Lösung zu (4.7)− (4.11), so gilt mit den oben definierten MatrizenN ,
Q und dem Vektor V die Identität:

Vt = Q−1NV .

Wir schreiben im Folgenden abkürzend A für Q−1N . Wie bereits zu Anfang erwähnt, liegt un-
sere Zielsetzung darin, die Energie der Differenzen von Lösungen zum ursprünglichen Problem
(4.1)− (4.5) und dem Problem (4.7)− (4.11) geeignet abzuschätzen. Zunächst spezifizieren wir
also, was genau wir unter den Differenzen der Lösungen verstehen wollen:

Definition 4.5 Für eine Lösung (Uτ, θτ, qτ) von (4.7)− (4.11) und eine Lösung (U0, θ0) von (4.1)−
(4.5) definieren wir die Differenzen dU, dθ und dq folgendermaßen:

dU := Uτ −U0, dθ := θτ − θ0, dq := qτ + κ∇θ0. (4.13)

Wir definieren die Energie nun mit Hilfe eines gewichteten Skalarprodukts. Dies wird es uns
später ermöglichen, die Dissipativität schnell zu erhalten. In Analogie zu (4.12) definieren wir:

dV :=




SDdU
(dU)t

dθ
1√
τθ

dq
τ2

q
2
√

κτθ
(dq)t + τq√

κτθ
dq + κ

√
τθ
κ ∇dθ − τ2

q
2τθ

√
κτθ

dq




und weiter:

Definition 4.6 Die Energie der Ordnung j ∈ N der Differenzen sei für t ≥ 0 durch

dEτ
j (t) :=

1
2

〈
∂

j−1
t dV(t),Q∂

j−1
t dV(t)

〉
,

definiert.

Damit haben wir alle Begriffe zur Verfügung die wir benötigen, um unser angestrebtes Resultat
zu formulieren:

Satz 4.7 (Energetischer Vergleich) Es sei j ∈ N und τθ >
τq
2 . Für alle t ≥ 0 gilt

dEτ
j (t) ≤ 3τ4

q

4
ε0

j+2(t) +
3τ2

q

2
ε0

j+1(t) +
3τ2

θ

2
ε0

j+1(t) + dEτ
j (0).

Insbesondere folgt mit Uτ
0 := U0

0 , Uτ
1 := U0

1 , θτ
0 := θ0

0 , qτ
0 = −κ∇θ0

0 und qτ
1 = −κ∇θ0

t (0, ·) im Fall
j = 1:

dEτ
1 (t) ≤ 3τ4

q

4
ε0

3(t) +
3τ2

q

2
ε0

2(t) +
3τ2

θ

2
ε0

2(t).
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Beweis: Wir berechnen zunächst die Zeitableitung dieses Energieterms. Es ergibt sich

d
dt

(dEτ
j ) =

d
dt

(
1
2

〈
∂

j−1
t dV ,Q∂

j−1
t dV

〉)
=

1
2

(〈
∂

j
tdV ,Q∂

j−1
t dV

〉
+

〈
∂

j−1
t dV ,Q∂

j
tdV

〉)

=
1
2

(〈
∂

j
tdV ,Q∂

j−1
t dV

〉
+

〈
∂

j
tdV ,Q∂

j−1
t dV

〉)
= Re

〈
∂

j−1
t dVt,Q∂

j−1
t dV

〉

= Re
〈

∂
j−1
t AdV + ∂

j−1
t (dVt −AdV) ,Q∂

j−1
t dV

〉

= Re
〈

∂
j−1
t AdV ,Q∂

j−1
t dV

〉
+ Re

〈
∂

j−1
t

(
d
dt

dV −AdV
)

,Q∂
j−1
t dV

〉

= Re
〈
N ∂

j−1
t dV , ∂

j−1
t dV

〉
+ Re

〈
∂

j−1
t

(
d
dt

dV −AdV
)

,Q∂
j−1
t dV

〉
. (4.14)

Nun berechnen wir die Terme dVt sowie AdV im Detail. Es wird sich hierbei ergeben, dass die
Differenz dieser Terme eine sehr einfache Gestalt hat. Auch dies ist nicht verwunderlich, da
sich die Probleme (4.1) - (4.5) und (4.7) - (4.11) nur in der jeweils dritten Differentialgleichung
unterscheiden. Wir berechnen

d
dt

(dV) =




SDUτ
t

Uτ
tt

θτ
t

1√
τθ

qτ
t

τ2
q

2
√

κτθ
qτ

tt + τq√
κτθ

qτ
t +

√
κτθ∇θτ

t −
τ2

q
2τθ

√
κτθ

qτ
t




−




SDU0
t

U0
tt

θ0
t

− 1√
τθ

κ∇θ0
t

− τ2
q

2
√

κτθ
κ∇θ0

tt −
τq√
κτθ

κ∇θ0
t +

√
κτθ∇θ0

t +
τ2

q
2τθ

√
κτθ

κ∇θ0
t




und weiter

A(dV) =




SDUτ
t

ρ−1D′SDUτ − ρ−1D′(Γθτ)
−δ−1Γ′DUτ

t − δ−1div qτ

1√
τθ

qτ
t

− 1√
κτθ

qτ −
√

κ√
τθ
∇θτ − τ2

q
2τθ

√
κτθ

qτ
t



−




SDU0
t

ρ−1D′SDU0 − ρ−1D′(Γθ0)
−δ−1Γ′DU0

t + δ−1div κ∇θ0

− 1√
τθ

κ∇θ0
t√

κ√
τθ
∇θ0 −

√
κ√
τθ
∇θ0 +

τ2
q

2τθ
√

κτθ
κ∇θ0

t




,

also

d
dt

dV −AdV =




0
0
0
0

1√
κτθ

[
τ2

q
2 κ∇θ0

tt + τqκ∇θ0
t − κτθ∇θ0

t

]




.
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Wir wählen nun

W ∈ W1
D′(G)×W1

0,D(G)×W1
0 (G)×W1

div (G)× (
L2(G)

)3

und berechnen:

〈NW ,W〉 = 〈DW2,W1〉 − 〈DW2,W1〉
− 〈D′(ΓW3),W2

〉
+ 〈D′(ΓW3),W2〉 − 〈

√
τθdiv W4,W3〉+ 〈√τθdiv W4,W3〉

−
〈(

τq −
τ2

q

2τθ

)
κ−1W4 −

√
κ−1W5,W4

〉

+

〈√
κ−1

(
τq

τθ
− τ2

q

2τ2
θ

− 1

)
W4 − 1

τθ
W5,W5

〉
,

also

Re 〈NW ,W〉 = −
(

τq −
τ2

q

2τθ

)
κ−1‖W4‖2 +

√
κ−1

(
τq

τθ
− τ2

q

2τ2
θ

)
Re

〈
W4,W5

〉
− 1

τθ
‖W5‖2.

In der nun folgenden Abschätzung geht gleich zu Beginn ein, dass

τq −
τ2

q

2τθ
≥ 0

gelten muss. Letzteres ist aber äquivalent zu der Bedingung (4.6). Es gilt

Re 〈NW ,W〉 ≤ −
(

τq −
τ2

q

2τθ

)
κ−1‖W4‖2 +

√
κ−1 1

τθ

(
τq −

τ2
q

2τθ

)
‖W4‖‖W5‖ − 1

τθ
‖W5‖2

= −
(

τq −
τ2

q

2τθ

)
κ−1‖W4‖2

+
√

κ−1

√√√√
(

τq −
τ2

q

2τθ

)
‖W4‖

√√√√
(

τq −
τ2

q

2τθ

)
1
τθ
‖W5‖ − 1

τθ
‖W5‖2

≤ −
(

τq −
τ2

q

2τθ

)
κ−1‖W4‖2 +

1
2

κ−1

(
τq −

τ2
q

2τθ

)
‖W4‖2

+
1
2

(
τq −

τ2
q

2τθ

)
1
τ2

θ

‖W5‖2 − 1
τθ
‖W5‖2

= −1
2

(
τq −

τ2
q

2τθ

)
κ−1‖W4‖2 +

1
2

(
τq

τθ
− τ2

q

2τ2
θ

)
1
τθ
‖W5‖2 − 1

τθ
‖W5‖2

= −1
2

(
τq −

τ2
q

2τθ

)
κ−1‖W4‖2 − 1

τθ

(
1− 1

2

(
τq

τθ
− τ2

q

2τ2
θ

))
‖W5‖2.
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Wegen

τqτθ ≤ τ2
θ +

1
2

τ2
q =⇒ τqτθ −

τ2
q

2
≤ τ2

θ =⇒ τq

τθ
− τ2

q

2τ2
θ

≤ 1 =⇒ 1
2

(
τq

τθ
− τ2

q

2τ2
θ

)
≤ 1

2

=⇒ −1
2
≤ −1

2

(
τq

τθ
− τ2

q

2τ2
θ

)
=⇒ 1

2
≤ 1− 1

2

(
τq

τθ
− τ2

q

2τ2
θ

)

=⇒ − 1
τθ

(
1− 1

2

(
τq

τθ
− τ2

q

2τ2
θ

))
≤ − 1

2τθ

können wir

Re 〈NW ,W〉 ≤ −1
2

(
τq −

τ2
q

2τθ

)
κ−1‖W4‖2 − 1

2τθ
‖W5‖2

folgern. Unter Verwendung dieser Abschätzungen erhalten wir nun insgesamt:

d
dt

(dEτ
j ) = Re

〈
N ∂

j−1
t dV , ∂

j−1
t dV

〉
+ Re

〈
∂

j−1
t (dVt −AdV) ,Q∂

j−1
t dV

〉

≤ −1
2

(
τq −

τ2
q

2τθ

)
κ−1‖∂

j−1
t dV4‖2 − 1

2τθ
‖∂

j−1
t dV5‖2

+

〈
τ2

q

2
√

κτθ
κ∂

j−1
t ∇θ0

tt +
τq√
κτθ

κ∂
j−1
t ∇θ0

t −
√

κτθ∂
j−1
t ∇θ0

t , ∂
j−1
t dV5

〉

≤ − 1
2τθ

‖∂
j−1
t dV5‖2

+
√

τθ

∥∥∥∥∥
τ2

q

2
√

κτθ
κ∂

j−1
t ∇θ0

tt +
τq√
κτθ

κ∂
j−1
t ∇θ0

t −
√

κτθ∂
j−1
t ∇θ0

t

∥∥∥∥∥
1√
τθ
‖∂

j−1
t dV5‖

≤ − 1
2τθ

‖∂
j−1
t dV5‖2 +

1
2

τθ

∥∥∥∥∥
τ2

q

2
√

κτθ
κ∂

j−1
t ∇θ0

tt +
τq√
κτθ

κ∂
j−1
t ∇θ0

t −
√

κτθ∂
j−1
t ∇θ0

t

∥∥∥∥∥
2

+
1

2τθ
‖∂

j−1
t dV5‖2

≤ 3
2

τθ




∥∥∥∥∥
τ2

q

2
√

κτθ
κ∂

j−1
t ∇θ0

tt

∥∥∥∥∥
2

+
∥∥∥∥

τq√
κτθ

κ∂
j−1
t ∇θ0

t

∥∥∥∥
2

+
∥∥∥√κτθ∂

j−1
t ∇θ0

t

∥∥∥
2




≤ 3
4

τ4
q ‖
√

κ∂
j−1
t ∇θ0

tt‖2 +
3
2

τ2
q ‖
√

κ∂
j−1
t ∇θ0

t ‖2 +
3
2

τ2
θ ‖
√

κ∂
j−1
t ∇θ0

t ‖2.

Integrieren wir diese Ungleichung, so ergibt sich

dEτ
j (t) ≤

∫ t

0

3
4

τ4
q ‖
√

κ∂
j−1
t ∇θ0

tt‖2 +
3
2

τ2
q ‖
√

κ∂
j−1
t ∇θ0

t ‖2 +
3
2

τ2
θ ‖
√

κ∂
j−1
t ∇θ0

t ‖2ds + dEτ
j (0).

Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus Lemma 4.2 und Lemma 4.3. ¤



4.3. Das Gesetz von Fourier und eine Entwicklung dritter Ordnung 79

4.3 Das Gesetz von Fourier und eine Entwicklung dritter Ordnung

Wir führen nun in q eine Taylorapproximation der Ordnung drei und in θ eine Taylorapproxi-
mation der Ordnung zwei durch. Es ergeben sich dann die folgenden Differentialgleichungen:

ρUtt −D′SDU +D′(Γθ) = 0, (4.15)
δθt + div q + Γ′Dut = 0, (4.16)

τ3
q

6
qttt +

τ2
q

2
qtt + τqqt + q + κ∇θ + κτθ∇θt + κ

τ2
θ

2
∇θtt = 0, (4.17)

wie bisher mit den Anfangsbedingungen:

U(0, x) = Uτ
0 (x), Ut(0, x) = Uτ

1 (x), θ(0, x) = θτ
0 (x),

q(0, x) = qτ
0(x), qt(0, x) = qτ

1(x), qtt(0, x) = qτ
2(x), (x ∈ G) (4.18)

und den Randbedingungen:

U(t, x) = θ(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, ∞)× ∂G. (4.19)

Wie im vorigen Abschnitt transformieren wir das obige System (4.15) - (4.17) in ein geeignetes
System erster Ordnung. Für eine Lösung (Uτ, θτ, qτ) von (4.15) - (4.19) definieren wir

V :=




SDUτ

Uτ
t

θτ

1√
τθ

qτ

τ3
q

6τθ
√

τθ
qτ

t +
τ2

q
2τθ

√
τθ

qτ + κ
√

τθ

2 ∇θτ − τ3
q

3τ2
θ

√
τθ

qτ

τ3
q

6
√

2τθ
qτ

tt +
τ2

q

2
√

2τθ
qτ

t + τq√
2τθ

qτ + κ
τθ
√

τθ

2
√

2
∇θτ

t + κ
√

τθ√
2
∇θτ − τ3

q

3τ2
θ

√
2τθ

qτ




.

Weiter sei

N :=




0 D 0 0 0 0
D′ 0 −D′(Γ·) 0 0 0
0 −Γ′D 0 −√τθdiv 0 0

0 0 −√τθ∇ −κ−1 τ2
q

τθ
+ κ−1 2τ3

q

3τ2
θ

2κ−1 0

0 0 0
τ2

q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

− τq
τθ

+
τ3

q

3τ3
θ

− 2
τθ

√
2

τθ

0 0 0
τ2

q√
2τ2

θ

− 2τ3
q

3
√

2τ3
θ

− 1√
2

−
√

2
τθ

0




und schließlich

Q :=




S−1 0 0 0 0 0
0 ρ 0 0 0 0
0 0 δ 0 0 0

0 0 0
τ3

q
3τθκ 0 0

0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




.
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Damit können wir berechnen:

NV =




DUτ
t

D′(SDUτ)−D′(Γθτ)
−Γ′DUτ

t −
√

τθdiv
(

1√
τθ

qτ
)

NV4
NV5
NV6




,

wobei

NV4 = −√τθ∇θτ − κ−1 τ2
q

τθ

(
1− 2τq

3τθ

) (
1√
τθ

qτ

)

+ 2κ−1

(
τ3

q

6τθ
√

τθ
qτ

t +
τ2

q

2τθ
√

τθ
qτ + κ

√
τθ

2
∇θτ − τ3

q

3τ2
θ

√
τθ

qτ

)
= κ−1 τ3

q

3τθ
√

τθ
qτ

t

und

NV5 =

(
τ2

q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

− τq

τθ
+

τ3
q

3τ3
θ

) (
1√
τθ

qτ

)

− 2
τθ

(
τ3

q

6τθ
√

τθ
qτ

t +
τ2

q

2τθ
√

τθ
qτ + κ

√
τθ

2
∇θτ − τ3

q

3τ2
θ

√
τθ

qτ

)

+
√

2
τθ

(
τ3

q

6
√

2τθ
qτ

tt +
τ2

q

2
√

2τθ
qτ

t +
τq√
2τθ

qτ + κ
τθ
√

τθ

2
√

2
∇θτ

t + κ

√
τθ√
2
∇θτ − τ3

q

3τ2
θ

√
2τθ

qτ

)

=
τ3

q

6τθ
√

τθ
qτ

tt −
τ3

q

3τ2
θ

√
τθ

qτ
t +

τ2
q

2τθ
√

τθ
qτ

t + κ

√
τθ

2
∇θτ

t

sowie

NV6 =

(
τ2

q√
2τ2

θ

− 2τ3
q

3
√

2τ3
θ

− 1√
2

) (
1√
τθ

qτ

)

−
√

2
τθ

(
τ3

q

6τθ
√

τθ
qτ

t +
τ2

q

2τθ
√

τθ
qτ + κ

√
τθ

2
∇θτ − τ3

q

3τ2
θ

√
τθ

qτ

)

= − 1√
2τθ

qτ − τ3
q

3τ2
θ

√
2τθ

qτ
t − κ

√
τθ√

2τθ

∇θτ

gilt. Insgesamt erhalten wir

Q−1NV =




SDUτ
t

ρ−1D′(SDUτ)− ρ−1D′(Γθτ)
− 1

δ Γ′DUτ
t − 1

δ div qτ

3τθ

τ3
q

κNV4

NV5
NV6




=




SDUτ
t

ρ−1D′(SDUτ)− ρ−1D′(Γθτ)
− 1

δ Γ′DUτ
t − 1

δ div qτ

1√
τθ

qτ
t

τ3
q

6τθ
√

τθ
qτ

tt −
τ3

q

3τ2
θ

√
τθ

qτ
t +

τ2
q

2τθ
√

τθ
qτ

t + κ
√

τθ

2 ∇θτ
t

− 1√
2τθ

qτ − τ3
q

3τ2
θ

√
2τθ

qτ
t − κ

√
τθ√

2τθ
∇θτ




.
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Nun ist

Vt =




SDUτ
t

Uτ
tt

θτ
t

1√
τθ

qτ
t

τ3
q

6τθ
√

τθ
qτ

tt +
τ2

q
2τθ

√
τθ

qτ
t + κ

√
τθ

2 ∇θτ
t −

τ3
q

3τ2
θ

√
τθ

qτ
t

τ3
q

6
√

2τθ
qτ

ttt +
τ2

q

2
√

2τθ
qτ

tt + τq√
2τθ

qτ
t + κ

τθ
√

τθ

2
√

2
∇θτ

tt + κ
√

τθ√
2
∇θτ

t −
τ3

q

3τ2
θ

√
2τθ

qτ
t




und somit ist wegen den Äquivalenzen

Uτ
tt = ρ−1D′(SDUτ)− ρ−1D′(Γθτ)

⇐⇒ ρUτ
tt −D′(SDUτ) +D′(Γθτ) = 0,

θτ
t = −1

δ
Γ′DUτ

t −
1
δ

div qτ

⇐⇒ δθτ
t + div qτ + Γ′DUτ

t = 0

sowie

τ3
q

6
√

2τθ
qτ

ttt +
τ2

q

2
√

2τθ
qτ

tt +
τq√
2τθ

qτ
t + κ

τθ
√

τθ

2
√

2
∇θτ

tt + κ

√
τθ√
2
∇θτ

t −
τ3

q

3τ2
θ

√
2τθ

qτ
t

= − 1√
2τθ

qτ − τ3
q

3τ2
θ

√
2τθ

qτ
t − κ

√
τθ√

2τθ

∇θτ

⇐⇒ τ3
q

6
√

2τθ
qτ

ttt +
τ2

q

2
√

2τθ
qτ

tt +
τq√
2τθ

qτ
t + κ

τθ
√

τθ

2
√

2
∇θτ

tt + κ

√
τθ√
2
∇θτ

t +
1√
2τθ

qτ + κ

√
τθ√

2τθ

∇θτ = 0

⇐⇒ τ3
q

6
qτ

ttt +
τ2

q

2
qτ

tt + τqqτ
t + qτ + κ∇θτ + κτθ∇θτ

t + κ
τ2

θ

2
∇θτ

tt = 0

und den Differentialgleichungen (4.7) - (4.9) das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 4.8 Ist (Uτ, θτ, qτ) eine Lösung zu (4.15) - (4.19), so gilt mit den oben definierten MatrizenN ,
Q und dem Vektor V die Identität

Vt = Q−1NV .

Für eine Lösung (Uτ, θτ, qτ) von (4.15) - (4.17) und eine Lösung (U0, θ0) von (4.1) - (4.3) defi-
nieren wir unter Verwendung von Definition 4.5:

dV :=




SD(dU)
(dU)t

dθ
1√
τθ

dq
τ3

q
6τθ

√
τθ

(dq)t +
τ2

q
2τθ

√
τθ

dq + κ
√

τθ

2 ∇(dθ)− τ3
q

3τ2
θ

√
τθ

dq
τ3

q

6
√

2τθ
(dq)tt +

τ2
q

2
√

2τθ
(dq)t + τq√

2τθ
(dq) + κ

τθ
√

τθ

2
√

2
∇(dθ)t + κ

√
τθ√
2
∇(dθ)− τ3

q

3τ2
θ

√
2τθ

dq




.
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Hiermit definieren wir wieder unsere Energie mit Hilfe der

Definition 4.9 Die Energie der Ordnung j ∈ N der Differenzen sei für t ≥ 0 durch

dEτ
j (t) :=

1
2

〈
∂

j−1
t dV(t),Q∂

j−1
t dV(t)

〉

definiert.

Es ist nun bereits im letzten Abschnitt aufgefallen, dass die Qualität der Abschätzung im We-
sentlichen von der Abschätzbarkeit des Termes 〈NdV , dV〉 abhängt. Um diesen Term geeignet
abschätzen zu können, mussten wir im letzten Abschnitt τθ

τq
> 1

2 voraussetzen. In der aktuellen

Situation wird sich allerdings zeigen, dass τθ
τq

> 2
3 benötigt wird. Wir formulieren nun den

Satz 4.10 (Energetischer Vergleich für kleine Zeiten) Es sei j ∈ N und 3
2 τθ > τq. Dann gilt für

alle t ≥ 0:

dEτ
j (t) ≤ e

C
τq tdEτ

j (0) + e
C
τq t

∫ t

0
τ6

q

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

ttt(s)
∥∥∥

2
+ τ4

q

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

tt(s)
∥∥∥

2
+ τ2

q

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

t (s)
∥∥∥

2
ds

+ e
C
τq t

∫ t

0
τ4

θ

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

tt(s)
∥∥∥

2
+ τ2

θ

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

t (s)
∥∥∥

2
ds.

Die Konstante C > 0 ist hierbei durch (4.20) gegeben.

Beweis: Wir berechnen zunächst die Zeitableitung dieses Energieterms. Es ergibt sich mit der
selben Rechnung wie bei 4.14:

d
dt

(dEτ
j ) = Re

〈
N ∂

j−1
t dV , ∂

j−1
t dV

〉
+ Re

〈
∂

j−1
t

(
d
dt

dV −AdV
)

,Q∂
j−1
t dV

〉
.

Weiter gilt

d
dt

dV =




SDUτ
t

Uτ
tt

θτ
t

1√
τθ

qτ
t

τ3
q

6τθ
√

τθ
qτ

tt +
τ2

q
2τθ

√
τθ

qτ
t + κ

√
τθ

2 ∇θτ
t −

τ3
q

3τ2
θ

√
τθ

qτ
t

τ3
q

6
√

2τθ
qτ

ttt +
τ2

q

2
√

2τθ
qτ

tt + τq√
2τθ

qτ
t + κ

τθ
√

τθ

2
√

2
∇θτ

tt + κ
√

τθ√
2
∇θτ

t −
τ3

q

3τ2
θ

√
2τθ

qτ
t




−




SDU0
t

U0
tt

θ0
t

− 1√
τθ

κ∇θ0
t

− τ3
q

6τθ
√

τθ
κ∇θ0

tt −
τ2

q
2τθ

√
τθ

κ∇θ0
t + κ

√
τθ

2 ∇θ0
t +

τ3
q

3τ2
θ

√
τθ

κ∇θ0
t

− τ3
q

6
√

2τθ
κ∇θ0

ttt −
τ2

q

2
√

2τθ
κ∇θ0

tt −
τq√
2τθ

κ∇θ0
t + κ

τθ
√

τθ

2
√

2
∇θ0

tt + κ
√

τθ√
2
∇θ0

t +
τ3

q

3τ2
θ

√
2τθ

κ∇θ0
t




.
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Nun berechnen wir

A(dV) =




SD(dU)t
ρ−1D′(SD(dU))− ρ−1D′(Γdθ)

− 1
δ Γ′D(dU)t − 1

δ div dq
1√
τθ

(dq)t
τ3

q
6τθ

√
τθ

(dq)tt − τ3
q

3τ2
θ

√
τθ

(dq)t +
τ2

q
2τθ

√
τθ

(dq)t + κ
√

τθ

2 ∇(dθ)t

− 1√
2τθ

(dq)− τ3
q

3τ2
θ

√
2τθ

(dq)t − κ
√

τθ√
2τθ
∇(dθ)




=




SDUτ
t

ρ−1D′(SDUτ)− ρ−1D′(Γθτ)
− 1

δ Γ′D(Uτ)t − 1
δ div qτ

1√
τθ

qτ
t

τ3
q

6τθ
√

τθ
qτ

tt −
τ3

q

3τ2
θ

√
τθ

qτ
t +

τ2
q

2τθ
√

τθ
qτ

t + κ
√

τθ

2 ∇θτ
t

− 1√
2τθ

qτ − τ3
q

3τ2
θ

√
2τθ

qτ
t − κ

√
τθ√

2τθ
∇θτ




−




SDU0
t

ρ−1D′(SDu0)− ρ−1D′(Γθ0)
− 1

δ Γ′Du0
t + 1

δ div (κ∇θ0)
− 1√

τθ
(κ∇θ0)t

− τ3
q

6τθ
√

τθ
κ∇(θ0)tt +

τ3
q

3τ2
θ

√
τθ
∇(κθ0)t − τ2

q
2τθ

√
τθ
∇(κθ0)t + κ

√
τθ

2 ∇θ0
t

1√
2τθ

κ∇θ0 +
τ3

q

3τ2
θ

√
2τθ

(κ∇θ0)t − κ
√

τθ√
2τθ
∇θ0




.

Demnach erhalten wir also insgesamt:

d
dt

dV −AdV =




0
0
0
0
0

− τ3
q

6
√

2τθ
κ∇θ0

ttt −
τ2

q

2
√

2τθ
κ∇θ0

tt −
τq√
2τθ

κ∇θ0
t + κ

τθ
√

τθ

2
√

2
∇θ0

tt + κ
√

τθ√
2
∇θ0

t




.
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Wir wählen

W ∈ W1
D′(G)×W1

0,D(G)×W1
0 (G)×W1

div (G)× (
L2(G)

)3 × (
L2(G)

)3

und gehen wie folgt vor:

〈NW ,W〉 = 〈DW2,W1〉+
〈D′W1 −D′(ΓW3),W2

〉
+

〈−Γ′DW2 −
√

τθdiv W4,W3
〉

+

〈
−√τθ∇W3 − κ−1 τ2

q

τθ
W4 + κ−1 2τ3

q

3τ2
θ

W4 + 2κ−1W5,W4

〉

+

〈(
τ2

q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

− τq

τθ
+

τ3
q

3τ3
θ

)
W4 − 2

τθ
W5 +

√
2

τθ
W6,W5

〉

+

〈(
τ2

q√
2τ2

θ

− 2τ3
q

3
√

2τ3
θ

− 1√
2

)
W4 −

√
2

τθ
W5,W6

〉
.

Durch Umordnen und Zusammenfassen erhalten wir:

〈NW ,W〉 = 〈DW2,W1〉+
〈D′W1,W2

〉− 〈D′(ΓW3),W2
〉− 〈

Γ′DW2,W3
〉

− 〈√τθdiv W4,W3〉 − 〈
√

τθ∇W3,W4〉 −
〈

κ−1 τ2
q

τθ
W4 − κ−1 2τ3

q

3τ2
θ

W4,W4

〉

+
〈

2κ−1W5,W4

〉
+

〈(
τ2

q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

− τq

τθ
+

τ3
q

3τ3
θ

)
W4,W5

〉
−

〈
2
τθ
W5,W5

〉

+

〈√
2

τθ
W6,W5

〉
+

〈(
τ2

q√
2τ2

θ

− 2τ3
q

3
√

2τ3
θ

− 1√
2

)
W4,W6

〉
−

〈√
2

τθ
W5,W6

〉
.

Partielle Integration und eine weitere Umordnung liefern:

〈NW ,W〉 = 〈DW2,W1〉 − 〈W1,DW2〉 −
〈D′(ΓW3),W2

〉
+

〈W2,D′(ΓW3)
〉

− 〈√τθdiv W4,W3〉+ 〈W3,
√

τθdiv W4〉+

〈√
2

τθ
W6,W5

〉
−

〈√
2

τθ
W5,W6

〉

−
(

κ−1 τ2
q

τθ
− κ−1 2τ3

q

3τ2
θ

)
‖W4‖2 +

〈
2κ−1W5,W4

〉
− 2

τθ
‖W5‖2

+

〈(
τ2

q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

− τq

τθ
+

τ3
q

3τ3
θ

)
W4,W5

〉
+

〈(
τ2

q√
2τ2

θ

− 2τ3
q

3
√

2τ3
θ

− 1√
2

)
W4,W6

〉
.

Für die folgende Abschätzung setzen wir

3
2

τθ > τq

voraus. Realteilbildung und die Ungleichung von Cauchy und Schwarz sowie die Dreiecksun-
gleichung liefern:
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Re 〈NW ,W〉 ≤ −κ−1

(
τ2

q

τθ
− 2τ3

q

3τ2
θ

)
‖W4‖2 + 2

√
2√
τθ
‖W5‖

√
τθ√
2

κ−1‖W4‖

+

∣∣∣∣∣
τ2

q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

− τq

τθ
+

τ3
q

3τ3
θ

∣∣∣∣∣

√
τ3

q

3τθκ
· 4

√
3τθκ

τ3
q
‖W4‖ 4

√
3τθκ

τ3
q
‖W5‖ − 2

τθ
‖W5‖2

+

√√√√
(

τ2
q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

)√
2
√

τθ

√
κ−1‖W4‖1

2
1√
τθ

√
κ

√√√√
(

τ2
q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

)
‖W6‖

+
1√
2

√
τ3

q

3τθκ
· 4

√
3τθκ

τ3
q
‖W4‖ 4

√
3τθκ

τ3
q
‖W6‖

≤ −κ−1

(
τ2

q

τθ
− 2τ3

q

3τ2
θ

)
‖W4‖2 +

2
τθ
‖W5‖2 +

τθ

2
κ−2‖W4‖2

+

∣∣∣∣∣
τ2

q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

− τq

τθ
+

τ3
q

3τ3
θ

∣∣∣∣∣
1
2

√
3τθκ

τ3
q

(
τ3

q

3τθκ
‖W4‖2 + ‖W5‖2

)
− 2

τθ
‖W5‖2

+ κ−1

(
τ2

q

τθ
− 2τ3

q

3τ2
θ

)
‖W4‖2 +

(
τ2

q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

)
1
4

1
τθ

κ‖W6‖2

+
1

2
√

2

√
3τθκ

τ3
q

(
τ3

q

3τθκ
‖W4‖2 + ‖W6‖2

)

=
3τ2

θ

2κτ3
q

(
τ3

q

3τθκ
‖W4‖2

)
+

∣∣∣∣∣
τ2

q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

− τq

τθ
+

τ3
q

3τ3
θ

∣∣∣∣∣
1
2

√
3τθκ

τ3
q

(
τ3

q

3τθκ
‖W4‖2 + ‖W5‖2

)

+

(
τ2

q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

)
1
4

1
τθ

κ‖W6‖2 +
1

2
√

2

√
3τθκ

τ3
q

(
τ3

q

3τθκ
‖W4‖2 + ‖W6‖2

)
.

Setzen wir nun W := ∂
j−1
t dV , so ergibt sich mit dieser Abschätzung:

Re
〈
N ∂

j−1
t dV , ∂

j−1
t dV

〉

≤ 1
2τq

· 3τ2
θ

κτ2
q

(
τ3

q

3τθκ
‖∂

j−1
t dV4‖2

)
+

1
2τq

·
∣∣∣∣∣
τ2

q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

− τq

τθ
+

τ3
q

3τ3
θ

∣∣∣∣∣

√
3τθκ

τq

(
τ3

q

3τθκ
‖∂

j−1
t dV4‖2

)

+
1

2τq
·
∣∣∣∣∣
τ2

q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

− τq

τθ
+

τ3
q

3τ3
θ

∣∣∣∣∣

√
3τθκ

τq
‖∂

j−1
t dV5‖2

+
1

2τq
·
(

τ2
q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

)
3
4

κ‖∂
j−1
t dV6‖2 +

1
2τq

· 1√
2

√
3τθκ

τq

(
τ3

q

3τθκ
‖∂

j−1
t dV4‖2 + ‖∂

j−1
t dV6‖2

)
.
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Bedenken wir nun noch, dass

dEτ
j (t) =

1
2

〈
∂

j−1
t dV(t),Q∂

j−1
t dV(t)

〉

=
1
2

〈
∂

j−1
t dV1(t),S−1∂

j−1
t dV1(t)

〉
+

1
2

〈
∂

j−1
t dV2(t), ρ∂

j−1
t dV2(t)

〉

+
1
2

〈
∂

j−1
t dV3(t), δ∂

j−1
t dV3(t)

〉
+

1
2
· τ3

q

3τθκ

∥∥∥∂
j−1
t dV4(t)

∥∥∥
2

+
1
2

∥∥∥∂
j−1
t dV5(t)

∥∥∥
2
+

1
2

∥∥∥∂
j−1
t dV6(t)

∥∥∥
2

gilt, so erhalten wir mit

C := 6 max

{
κ2,

3τ2
θ

κτ2
q

,

√
3τθκ

τq

∣∣∣∣∣
τ2

q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

− τq

τθ
+

τ3
q

3τ3
θ

∣∣∣∣∣ ,
3
4

(
τ2

q

τ2
θ

− 2τ3
q

3τ3
θ

)
κ,

1√
2

√
3τθκ

τq

}
(4.20)

die folgende Abschätzung:

d
dt

(dEτ
j ) = Re

〈
N ∂

j−1
t dV , ∂

j−1
t dV

〉
+ Re

〈
∂

j−1
t

(
d
dt

dV −AdV
)

,Q∂
j−1
t dV

〉

≤ C
2τq

dEτ
j +

〈
− τ3

q

6
√

2τθ
κ∂

j−1
t ∇θ0

ttt, ∂
j−1
t dV6

〉
−

〈
τ2

q

2
√

2τθ
κ∂

j−1
t ∇θ0

tt, ∂
j−1
t dV6

〉

−
〈

τq√
2τθ

κ∂
j−1
t ∇θ0

t , ∂
j−1
t dV6

〉
+

〈
κ

τθ
√

τθ

2
√

2
∂

j−1
t ∇θ0

tt, ∂
j−1
t dV6

〉

+
〈

κ

√
τθ√
2

∂
j−1
t ∇θ0

t , ∂
j−1
t dV6

〉

≤ C
2τq

dEτ
j +

〈
−
√

2τ3
q ∂

j−1
t ∇θ0

ttt,
κ

12
√

τθ
∂

j−1
t dV6

〉
−

〈√
2τ2

q ∂
j−1
t ∇θ0

tt,
1

4
√

τθ
κ∂

j−1
t dV6

〉

−
〈√

2τq∂
j−1
t ∇θ0

t ,
1

2
√

τθ
κ∂

j−1
t dV6

〉
+

〈√
2τ2

θ ∂
j−1
t ∇θ0

tt,
1

4
√

τθ
κ∂

j−1
t dV6

〉

+
〈√

2τθ∂
j−1
t ∇θ0

t ,
1

2
√

τθ
κ∂

j−1
t dV6

〉

≤ C
2τq

dEτ
j + τ6

q

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

ttt

∥∥∥
2
+

κ2

288τθ

∥∥∥∂
j−1
t dV6

∥∥∥
2
+ τ4

q

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

tt

∥∥∥
2
+

κ2

32τθ

∥∥∥∂
j−1
t dV6

∥∥∥
2

+ τ2
q

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

t

∥∥∥
2
+

κ2

8τθ

∥∥∥∂
j−1
t dV6

∥∥∥
2
+ τ4

θ

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

tt

∥∥∥
2
+

κ2

32τθ

∥∥∥∂
j−1
t dV6

∥∥∥
2

+ τ2
θ

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

t

∥∥∥
2
+

κ2

8τθ

∥∥∥∂
j−1
t dV6

∥∥∥
2

≤ C
τq

dEτ
j + τ6

q

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

ttt

∥∥∥
2
+ τ4

q

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

tt

∥∥∥
2
+ τ2

q

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

t

∥∥∥
2

+ τ4
θ

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

tt

∥∥∥
2
+ τ2

θ

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

t

∥∥∥
2

.
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Integrieren wir die eben bewiesene Ungleichung, so erhalten wir:

dEτ
j (t) ≤ C

τq
dEτ

j (0) +
∫ t

0
dEτ

j (s)ds +
∫ t

0
τ6

q

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

ttt

∥∥∥
2
+ τ4

q

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

tt

∥∥∥
2
+ τ2

q

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

t

∥∥∥
2

ds

+
∫ t

0
τ4

θ

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

tt

∥∥∥
2
+ τ2

θ

∥∥∥∂
j−1
t ∇θ0

t

∥∥∥
2

ds

und damit folgt die Behauptung aus dem Lemma von Gronwall. ¤

4.4 Der allgemeine Fall

Wir wollen in diesem Abschnitt einen Energievergleich für den allgemeinen Fall beweisen. Der
Einfachheit halber beschränken wir uns allerdings auf Energien erster Ordnung. Wir bemerken
aber, dass der Beweis für Energien der Ordnung j ∈ N völlig analog geführt werden kann. Unter
Verwendung von (3.12) und Definition 4.5 definieren wir

dV :=
(

dV1,1

dV2,1

)
+

(
dV1,2

dV2,2

)
,

wobei

dV1,1 :=




SD(dU)
(dU)t
dθ
dq


 , dV2,1 :=

(
l

∑
k=0

τn−k
q

(n− k)!
∂l−k

t dq + K
l−1

∑
k=0

τn−1−k
θ

(n− 1− k)!
∂l−1−k

t ∇dθ

)

1≤l≤n−1

,

dV1,2 :=




0
0
0
0


 , dV2,2 :=

(
−τn

q

τl
θ

· (n− 1)!
n!(n− 1− l)!

dq

)

1≤l≤n−1

.

Analog zu den bisherigen Fällen machen wir die

Definition 4.11 Die Energie erster Ordnung der Differenzen sei für t ≥ 0 durch

dEτ
1 (t) :=

1
2
〈dV(t),QdV(t)〉

definiert. Hierbei ist die Matrix Q durch (3.13) gegeben.

Damit können wir unseren Satz formulieren:

Satz 4.12 (Energetischer Vergleich für kleine Zeiten) Für festes n ∈ N existiert eine positive Kon-
stante C = C(K−1, τθ , τq), so dass für alle t ≥ 0 die Ungleichung

dEτ
1 (t) ≤ e

C nn!
τn
q

t
dEτ

1 (0) + e
C nn!

τn
q

t
τn−1

θ

∫ t

0

∥∥∥∥∥K
n−1

∑
k=0

τn−k
q

(n− k)!
∂n−1−k

t ∇θt

∥∥∥∥∥
2

ds

+ e
C nn!

τn
q

t
τn−1

θ

∫ t

0

∥∥∥∥∥K
n−2

∑
k=0

τn−1−k
θ

(n− 1− k)!
∂n−2−k

t ∇θt

∥∥∥∥∥
2

ds

gilt. Die Konstante C ist dabei nur polynomial von τθ , τq und τq
τθ

abhängig.
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Beweis: Für die Zeitableitung des Energieterms ergibt sich wieder:

d
dt

(dEτ
1 ) = Re 〈NdV , dV〉+ Re

〈
d
dt

dV −AdV ,QdV
〉

.

Wir müssen also den Term d
dt dV − AdV genauer betrachten. Es ergibt sich nach einer nicht

schwierigen aber umfangreichen Rechnung:

d
dt

dV −AdV =




0
0
0
0

(0)1≤l≤n−2

K ∑n−1
k=0

τn−k
q

(n−k)! ∂
n−1−k
t ∇θt − K ∑n−2

k=0
τn−1−k

θ
(n−1−k)! ∂

n−2−k
t ∇θt




.

Um den Term Re 〈NdV , dV〉 abzuschätzen, berechnen wir zuerst für beliebiges

W ∈ W1
D′(G)×W1

0,D(G)×W1
0 (G)×W1

div (G)× (
L2(G)

)3(n−1)
:

NW =




DW2

D′W1 −D′(ΓW3)
−Γ′DW2 − div W4

−∇W3 −
(

τn−1
q

τn−1
θ

− n−1
n

τn
q

τn
θ

)
K−1W4 + (n−1)!

τn−1
θ

K−1W5

(N2,1
l,4 W4 + N2,2

l,1 W5 + W5+l)1≤l≤n−2

N2,1
n−1,4W4 + N2,2

n−1,1W5




.

Damit erhalten wir

〈NW ,W〉 =
〈
DW2, W1

〉
+

〈
D′W1, W2

〉
− 〈D′ΓW3, W2〉− 〈

Γ′DW2, W3〉−
〈

div W4, W3
〉

−
〈
∇W3, W4

〉
−

(
τn−1

q

τn−1
θ

− n− 1
n

τn
q

τn
θ

) 〈
K−1W4, W4

〉
+

(n− 1)!
τn−1

θ

〈
K−1W5, W4

〉

+
n−2

∑
l=1

N2,1
l,4

〈
W4, W l+4

〉
+

n−2

∑
l=1

N2,2
l,1

〈
W5, W l+4

〉
+

n−2

∑
l=1

〈
W l+5, W l+4

〉

+ N2,1
n−1,4

〈
W4, Wn+3

〉
+ N2,2

n−1,1

〈
W5, Wn+3〉

und weiter

Re 〈NW ,W〉 = −
(

τn−1
q

τn−1
θ

− n− 1
n

τn
q

τn
θ

)
Re

〈
K−1W4, W4

〉
+

(n− 1)!
τn−1

θ

Re
〈

K−1W5, W4
〉

+
n−2

∑
l=1

N2,1
l,4 Re

〈
W4, W l+4

〉
+

n−2

∑
l=1

N2,2
l,1 Re

〈
W5, W l+4

〉
+

n−2

∑
l=1

Re
〈

W l+5, W l+4
〉

+ N2,1
n−1,4Re

〈
W4, Wn+3

〉
+ N2,2

n−1,1Re
〈
W5, Wn+3〉 .
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Damit können wir unter Verwendung der Ungleichung von Cauchy und Schwarz folgender-
maßen abschätzen:

Re 〈NW ,W〉 ≤
∣∣∣∣∣
τn−1

q

τn−1
θ

− n− 1
n

τn
q

τn
θ

∣∣∣∣∣
∥∥∥K−1W4

∥∥∥
∥∥∥W4

∥∥∥ +
(n− 1)!

τn−1
θ

∥∥∥K−1W5
∥∥∥

∥∥∥W4
∥∥∥

+
n−2

∑
l=1

∣∣∣N2,1
l,4

∣∣∣
∥∥∥W4

∥∥∥
∥∥∥W l+4

∥∥∥ +
n−2

∑
l=1

∣∣∣N2,2
l,1

∣∣∣
∥∥W5∥∥

∥∥∥W l+4
∥∥∥ +

n−2

∑
l=1

∥∥∥W l+5
∥∥∥

∥∥∥W l+4
∥∥∥

+
∣∣∣N2,1

n−1,4

∣∣∣
∥∥∥W4

∥∥∥
∥∥Wn+3∥∥ +

∣∣∣N2,2
n−1,1

∣∣∣
∥∥W5∥∥ ∥∥Wn+3∥∥ .

Dies liefert uns:

Re 〈NW ,W〉 ≤
∣∣∣∣∣
τn−1

q

τn−1
θ

− n− 1
n

τn
q

τn
θ

∣∣∣∣∣
∥∥∥K−1W4

∥∥∥
∥∥∥W4

∥∥∥ +
(n− 1)!
2τn−1

θ

∥∥∥K−1W5
∥∥∥

2
+

(n− 1)!
2τn−1

θ

∥∥∥W4
∥∥∥

2

+
n−2

∑
l=1

∣∣∣N2,1
l,4

∣∣∣
2

∥∥∥W4
∥∥∥

2
+

n−2

∑
l=1

∣∣∣N2,1
l,4

∣∣∣
2

∥∥∥W l+4
∥∥∥

2
+

n−2

∑
l=1

∣∣∣N2,2
l,1

∣∣∣
2

∥∥W5∥∥2

+
n−2

∑
l=1

∣∣∣N2,2
l,1

∣∣∣
2

∥∥∥W l+4
∥∥∥

2
+

1
2

n−2

∑
l=1

∥∥∥W l+5
∥∥∥

2
+

1
2

n−2

∑
l=1

∥∥∥W l+4
∥∥∥

2

+

∣∣∣N2,1
n−1,4

∣∣∣
2

∥∥∥W4
∥∥∥

2
+

∣∣∣N2,1
n−1,4

∣∣∣
2

∥∥Wn+3∥∥2
+

∣∣∣N2,2
n−1,1

∣∣∣
2

∥∥W5∥∥2
+

∣∣∣N2,2
n−1,1

∣∣∣
2

∥∥Wn+3∥∥2
.

Und wir erhalten nach einer Umordnung und weiteren Abschätzungen:

Re 〈NW ,W〉 ≤

C(K−1)

(n− 1)!
2τn−1

θ

+
n−2

∑
l=1

∣∣∣N2,2
l,1

∣∣∣
2

+

∣∣∣N2,2
n−1,1

∣∣∣
2


 ∥∥W5∥∥2

+


C(K−1)

1
τn−1

θ

(
τn−1

q +
τn

q

τθ

)
+

(n− 1)!
2τn−1

θ

+
n−2

∑
l=1

∣∣∣N2,1
l,4

∣∣∣
2

+

∣∣∣N2,1
n−1,4

∣∣∣
2




∥∥∥W4
∥∥∥

2

+
n−2

∑
l=1

∣∣∣N2,1
l,4

∣∣∣
2

∥∥∥W l+4
∥∥∥

2
+

n−2

∑
l=1

∣∣∣N2,2
l,1

∣∣∣
2

∥∥∥W l+4
∥∥∥

2
+

1
2

n−2

∑
l=1

∥∥∥W l+5
∥∥∥

2
+

1
2

n−2

∑
l=1

∥∥∥W l+4
∥∥∥

2

+

∣∣∣N2,1
n−1,4

∣∣∣
2

∥∥Wn+3∥∥2
+

∣∣∣N2,2
n−1,1

∣∣∣
2

∥∥Wn+3∥∥2
.

Wir schätzen nun die einzelnen Koeffizienten ab. Zunächst gilt für 1 ≤ l ≤ n − 2 die Abschät-
zung:

∣∣∣N2,1
l,4

∣∣∣ ≤ 1
(n− 1− l)!

(
τn−1

q

τl
θ

+
n− 1

n
τn

q

τl+1
θ

)
+

(
τn−1−l

q

(n− 1− l)!
+

1
n(n− 2− l)!

τn
q

τl+1
θ

)

≤ τn−1
q

τl
θ

+ 2
τn

q

τl+1
θ

+ τn−1−l
q

=
1

τn−1
θ

(
τn−1

q τn−1−l
θ + 2τn

q τn−2−l
θ + τn−1−l

q τn−1
θ

)
.
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Sofort einzusehen ist, dass auch
∣∣∣N2,1

n−1,4

∣∣∣ ≤ 1
τn−1

θ

(
τn−1

q +
τn

q

τθ
+ τn−1

θ

)

gilt. Schließlich ergibt sich für 1 ≤ l ≤ n− 1:
∣∣∣N2,2

l,1

∣∣∣ ≤ (n− 1)!
τn−1

θ

(
τn−1−l

θ

)
.

Wir definieren nun

C1 := max
l=1...n−2

(
τn−1

q τn−1−l
θ + 2τn

q τn−2−l
θ + τn−1−l

q τn−1
θ

)
+ max

l=1...n−1

(
τn−1−l

θ

)
+ τn−1

q +
τn

q

τθ
+ τn−1

θ .

In den Anwendungen sind nun τθ und τq kleiner als eins. Dies ermöglicht natürlich weitere
Abschätzungen der Konstante C1. Setzen wir die obigen Resultate ein, so erhalten wir:

Re 〈NW ,W〉 ≤
(

C(K−1)
(n− 1)!
2τn−1

θ

+
n!

2τn−1
θ

C1

)
∥∥W5∥∥2

+

(
C(K−1)

1
τn−1

θ

C1 +
(n− 1)!
2τn−1

θ

+
n− 1
2τn−1

θ

C1

) ∥∥∥W4
∥∥∥

2

+
C1(n− 1)!

2τn−1
θ

n−2

∑
l=1

∥∥∥W l+4
∥∥∥

2
+

C1

2τn−1
θ

n−2

∑
l=1

∥∥∥W l+4
∥∥∥

2
+

C1

2τn−1
θ

n−2

∑
l=1

∥∥∥W l+5
∥∥∥

2

+
C1

2τn−1
θ

n−2

∑
l=1

∥∥∥W l+4
∥∥∥

2
+

C1

2τn−1
θ

∥∥Wn+3∥∥2
+

C1(n− 1)!
2τn−1

θ

∥∥Wn+3∥∥2
.

Mit

C := C(K−1)
(

1
2

+ C1

)
+ 4C1 +

1
2

liefert das die Abschätzung

Re 〈NW ,W〉 ≤ C
n!

τn−1
θ

n−1

∑
l=0

∥∥∥W l+4
∥∥∥

2
.

Insgesamt erhalten wir also:

d
dt

(dEτ
1 ) ≤

∥∥∥∥∥K
n−1

∑
k=0

τn−k
q

(n− k)!
∂n−1−k

t ∇θt − K
n−2

∑
k=0

τn−1−k
θ

(n− 1− k)!
∂n−2−k

t ∇θt

∥∥∥∥∥ ‖dVn+3‖

+ C
n!

τn−1
θ

n−1

∑
l=0

‖dVl+4‖2

≤ τn−1
θ

∥∥∥∥∥K
n−1

∑
k=0

τn−k
q

(n− k)!
∂n−1−k

t ∇θt − K
n−2

∑
k=0

τn−1−k
θ

(n− 1− k)!
∂n−2−k

t ∇θt

∥∥∥∥∥

+ C(K−1, τθ , τq)
n · n!

τn
q

dEτ
1 ,

wobei die Konstante C(K−1, τθ , τq) nur polynomial von τθ und τq abhängt. Damit folgt die Be-
hauptung aus dem Lemma von Gronwall. ¤



Kapitel 5

Exponentielle Stabilität im
nichtlinearen Fall

5.1 Einführung

Es sei G := (0, L). In diesem Kapitel wenden wir uns dem nichtlinearen, thermoelastischen
System

utt − a(ux, θ, q)uxx + b(ux, θ, q)θx = α1(ux, θ)qqx, (5.1)
θt + g(ux, θ, q)qx + d(ux, θ, q)utx = α2(ux, θ)qqt, (5.2)

τ2
q

2
qtt + τqqt + q = −kθx − kτθθtx (5.3)

(wobei hier t ≥ 0 und x ∈ G gelte) mit den Anfangsbedingungen

u(0, ·) = u0, ut(0, ·) = u1, θ(0, ·) = θ0, q(0, ·) = q0, qt(0, ·) = q1, (5.4)

sowie den Randbedingungen

u(t, 0) = u(t, L) = θ(t, 0) = θ(t, L) = 0, (t ≥ 0) (5.5)

zu. Unser Ziel ist es, eine Energieabschätzung für Lösungen dieses Systems zu beweisen. Im
Einzelnen beweisen wir, dass Lösungen mit hinreichender Regularität exponentiell stabil sind.
In [6] werden die Gleichungen der klassischen, linearen und nicht-linearen Thermoelastizität
behandelt. Es stellt sich jeweils heraus, dass exponentielle Stabilität der Lösungen vorliegt. In
[17] werden die Gleichungen (5.1), (5.2) zusammen mit dem Gesetz von Cattaneo behandelt.
Für den linearen Fall wird bei verschiedenen Randbedingungen die exponentielle Stabilität der
Lösungen bewiesen. Im nichtlinearen Fall wird die exponentielle Stabilität ebenfalls bewiesen,
allerdings unter der Zusatzvoraussetzung α1 = α2 = 0. In [12] wurde gezeigt, dass auf diese
Zusatzvoraussetzung verzichtet werden kann. Unter der Zusatzbedingung

τθ

τq
>

1
2

(5.6)
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wurde für die Gleichungen (5.1) - (5.3) im linearen Fall mit α1 = α2 = 0 die exponentielle Sta-
bilität der Lösungen ebenfalls bewiesen. Näheres hierzu findet man in [16]. Bei den Beweisen
der oben genannten Resultate wurden jeweils Energiemethoden und Techniken zur Behandlung
von verschiedenen Randtermen eingesetzt, welche unter anderem auf [20] und [14] zurückge-
hen. Wir orientieren uns hier im Wesentlichen an den Techniken welche in [12] angewandt wer-
den.

Fortfolgend gehen wir davon aus, dass die Koeffizienten

a, b, d, g : R3 −→ R

und

α1, α2 : R2 −→ R

jeweils zweimal stetig differenzierbar sind. Ferner seien diese Funktionen und ihre Ableitungen
beschränkt. Zudem mögen positive Konstanten Ca, Cb, Cd und Cg existieren, so dass

Ca ≤ a(x1, x2, x3), Cb ≤ b(x1, x2, x3),
Cd ≤ d(x1, x2, x3), Cg ≤ g(x1, x2, x3)

für x1, x2, x3 ∈ R gelte. k sei eine positive Konstante. τq und τθ seien ebenfalls positive Konstan-
ten, welche die Bedingung (5.6) erfüllen.

5.2 Wohlgestelltheit

Wir gehen fortfolgend von globalen Lösungen zu (5.1)- (5.5) mit den Regularitäten

u ∈ C3 (
[0, ∞), L2(G)

) ∩ C2
(
[0, ∞), H1

0(G)
)
∩ C1

(
[0, ∞), H1

0(G) ∩ H2(G)
)

∩ C0
(
[0, ∞), H1

0(G) ∩ H3(G)
)

,

θ ∈ C2
(
[0, ∞), H1

0(G)
)
∩ C1

(
[0, ∞), H1

0(G) ∩ H2(G)
)

,

q ∈ C3 (
[0, ∞), L2(G)

) ∩ C2
(
[0, ∞), H1(G)

)
∩ C1 (

[0, ∞), H2(G)
)

aus. Trotzdem jedoch wollen wir einen lokalen Existenzsatz aufgrund von bestehenden Existenz-
sätzen für ähnliche Probleme motivieren. Zunächst betrachten wir das Problem

utt − a(ux, θ, q)uxx + b(ux, θ, q)θx = r1(ux, θ, q)qx,
θt + g(ux, θ, q)qx + d(ux, θ, q)utx = r2(ux, θ, q)qt,

τq(ux, θ)qt + q = −k(ux, θ)θx

mit entsprechenden Anfangs- und Dirichlet-Randbedingungen. In [17] wird hierfür ein lokaler
Existenzsatz unter der Bedingung r1 = r2 = 0 und gewissen Glattheitsbedingungen an die
Anfangswerte und die Koeffizienten angegeben. Der Beweis für dieses Resultat verläuft analog
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zur Situation in der klassischen Thermoelastizität. In [18] wurde das folgende Cauchy-Problem
behandelt:

utt − a1(P)uxx + a2(P)θx + σ1(P)qx = 0,
θt + a3(P)utx + a4(P)qx + σ2(P)θx + a5(P)q = 0,

qt + a6(ux, θ) + a7(ux, θ)q = 0,

wobei P = (ux, θ, q) gilt. Hinzu kommen natürlich entsprechende Anfangsbedingungen. Es stellt
sich heraus, dass dieses System einen strikt hyperbolischen Charakter im Fall |σ1| << 1 hat. Da-
mit kann unter Verwendung von Resultaten in [24] auf einen lokalen Existenzsatz geschlossen
werden.
Tatsächlich ist es auch in unserem Fall möglich, zu beweisen, dass strikte Hyperbolizität vorliegt.
Insgesamt motiviert dies die Annahme, dass wir von einem lokalen Existenzsatz zu unserem
Anfangs-Randwertproblem ausgehen dürfen:

Es existiert ein δ > 0, so dass aus

Λ0 := ‖u0‖2
H3 + ‖u1‖2

H2 + ‖θ0‖2
H2 + ‖q0‖2

H2 + ‖q1‖2
H1 < δ

die Existenz einer Lösung

u ∈ C3 (
[0, T], L2(G)

) ∩ C2
(
[0, T], H1

0(G)
)
∩ C1

(
[0, T], H1

0(G) ∩ H2(G)
)

∩ C0
(
[0, T], H1

0(G) ∩ H3(G)
)

,

θ ∈ C2
(
[0, T], H1

0(G)
)
∩ C1

(
[0, T], H1

0(G) ∩ H2(G)
)

,

q ∈ C3 (
[0, T], L2(G)

) ∩ C2
(
[0, T], H1(G)

)
∩ C1 (

[0, T], H2(G)
)

zu (5.1)- (5.5) folgt. Hierbei ist T nur von δ abhängig.

Steht ein solcher Satz zur Verfügung, so beweisen die folgenden Resultate insbesondere die glo-
bale Existenz einer eindeutigen Lösung zu (5.1) - (5.5). Deshalb formulieren wir im letzten Ab-
schnitt sämtliche Resultate für ein Zeitintervall [0, T].

5.3 Exponentielle Stabilität

Wir definieren nun für t ≥ 0 die Energieterme erster, zweiter und dritter Ordnung:

E1(t) :=
1
2

∫

G

ad
gb

u2
x +

d
gb

u2
t +

1
g

θ2 +
τ2

q

2kτθ
q2 +

1
kτθ

(
τ2

q

2
qt + τqq + kτθθx −

τ2
q

2τθ
q

)2

dx,

E2(t) :=
1
2

∫

G

ad
gb

u2
tx +

d
gb

u2
tt +

1
g

θ2
t +

τ2
q

2kτθ
q2

t +
1

kτθ

(
τ2

q

2
qtt + τqqt + kτθθtx −

τ2
q

2τθ
qt

)2

dx,

E3(t) :=
1
2

∫

G

ad
gb

u2
ttx +

d
gb

u2
ttt +

1
g

θ2
tt +

τ2
q

2kτθ
q2

tt +
1

kτθ

(
τ2

q

2
qttt + τqqtt + kτθθttx −

τ2
q

2τθ
qtt

)2

dx.
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Mit Hilfe von E1, E2 und E3 definieren wir nun die Energie E für t ≥ 0 durch

E(t) := E1(t) + E2(t) + E3(t).

5.3.1 Ableitungen der Energieterme

Um die Zeitableitung von E1 geschickt abschätzen zu können, verwenden wir mehrfach die Dif-
ferentialgleichungen (5.1) - (5.3). Wir multiplizieren die Gleichung (5.1) mit d

bg ut und integrieren
über G. Dies ergibt:

∫

G

d
bg

uttutdx−
∫

G

ad
bg

uxxutdx +
∫

G

d
g

θxutdx =
∫

G

α1d
bg

qqxutdx.

Partielle Integration des markierten Integralterms bezüglich x ergibt nun:

∫

G

d
bg

uttutdx +
∫

G

(
ad
bg

ut

)

x
uxdx +

∫

G

d
g

θxutdx =
∫

G

α1d
bg

qqxutdx.

Letzteres ist gleichbedeutend mit:

∫

G

d
bg

uttutdx +
∫

G

(
ad
bg

)

x
utuxdx +

∫

G

ad
bg

utxuxdx +
∫

G

d
g

θxutdx =
∫

G

α1d
bg

qqxutdx,

bzw.

d
dt

[
1
2

∫

G

d
bg

u2
t +

ad
bg

u2
xdx

]
= −

∫

G

(
ad
bg

)

x
utuxdx−

∫

G

d
g

θxutdx +
∫

G

α1d
bg

qqxutdx

+
1
2

∫

G

(
d

bg

)

t
u2

t dx +
1
2

∫

G

(
ad
bg

)

t
u2

xdx. (5.7)

Wir multiplizieren die Gleichung (5.2) mit 1
g θ und integrieren. Dies ergibt:

∫

G

1
g

θθtdx +
∫

G
θqxdx +

∫

G

d
g

θutxdx =
∫

G

α2

g
qqtθdx,

bzw. nach partieller Integration des markierten Terms:

d
dt

[
1
2

∫

G

1
g

θ2dx
]

= −
∫

G
θqxdx +

∫

G

d
g

θxutdx +
∫

G

(
d
g

)

x
θutdx

+
∫

G

α2

g
qqtθdx +

1
2

∫

G

(
1
g

)

t
θ2dx. (5.8)

Wir multiplizieren nun die Gleichung (5.3) mit
τ2

q
2kτθ

qt und erhalten nach Integration:

∫

G

τ4
q

4kτθ
qttqtdx +

∫

G

τ3
q

2kτθ
q2

t dx +
∫

G

τ2
q

2
qtθtxdx = −

∫

G

τ2
q

2kτθ
qqtdx−

∫

G

τ2
q

2τθ
θxqtdx. (5.9)
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Wir multiplizieren die Gleichung (5.3) mit τq
kτθ

q und es ergibt sich nach Integration:

∫

G

τ3
q

2kτθ
qttqdx +

∫

G

τ2
q

kτθ
qqtdx +

∫

G
τqqθtxdx = −

∫

G

τq

kτθ
q2dx−

∫

G

τq

τθ
qθxdx. (5.10)

Wir multiplizieren die Gleichung (5.3) mit θx und es ergibt sich nach Integration:

∫

G

τ2
q

2
qttθxdx +

∫

G
τqqtθxdx +

∫

G
kτθθxθtxdx = −

∫

G
qθxdx−

∫

G
kθ2

xdx. (5.11)

Abschließend multiplizieren wir die Gleichung (5.3) mit − τ2
q

2kτ2
θ

q und erhalten nach Integration:

−
∫

G

τ4
q

4kτ2
θ

qqttdx−
∫

G

τ3
q

2kτ2
θ

qqtdx−
∫

G

τ2
q

2τθ
qθtxdx =

∫

G

τ2
q

2kτ2
θ

q2dx +
∫

G

τ2
q

2τ2
θ

qθxdx. (5.12)

Wir berechnen

d
dt


1

2

∫

G

1
kτθ

(
τ2

q

2
qt + τqq + kτθθx −

τ2
q

2τθ
q

)2

dx




=
∫

G

τ4
q

4kτθ
qtqttdx +

∫

G

τ3
q

2kτθ
q2

t dx +
∫

G

τ2
q

2
qtθtxdx−

∫

G

τ4
q

4kτ2
θ

q2
t dx

+
∫

G

τ3
q

2kτθ
qqttdx +

∫

G

τ2
q

kτθ
qqtdx +

∫

G
τqqθtxdx−

∫

G

τ3
q

2kτ2
θ

qqtdx

+
∫

G

τ2
q

2
qttθxdx +

∫

G
τqqtθxdx +

∫

G
kτθθxθtxdx−

∫

G

τ2
q

2τθ
qtθxdx

−
∫

G

τ4
q

4kτ2
θ

qqttdx−
∫

G

τ3
q

2kτ2
θ

qqtdx−
∫

G

τ2
q

2τθ
qθtxdx +

∫

G

τ4
q

4kτ3
θ

qqtdx.

Unter Verwendung von (5.9) - (5.12) erhalten wir:

d
dt


1

2

∫

G

1
kτθ

(
τ2

q

2
qt + τqq + kτθθx −

τ2
q

2τθ
q

)2

dx




= −
∫

G

τ2
q

2kτθ
qqtdx−

∫

G

τ2
q

2τθ
θxqtdx−

∫

G

τ4
q

4kτ2
θ

q2
t dx−

∫

G

τq

kτθ
q2dx−

∫

G

τq

τθ
qθxdx

−
∫

G

τ3
q

2kτ2
θ

qqtdx−
∫

G
qθxdx−

∫

G
kθ2

xdx−
∫

G

τ2
q

2τθ
qtθxdx +

∫

G

τ2
q

2kτ2
θ

q2

+
∫

G

τ2
q

2τ2
θ

qθxdx +
∫

G

τ4
q

4kτ3
θ

qqtdx. (5.13)

Damit können wir unter Verwendung von (5.7), (5.8) und (5.13) wie folgt die Zeitableitung von
E1 bestimmen:
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d
dt

E1(t) = −
∫

G

τq

kτθ

(
1− τq

2τθ

)
q2dx− 1

τθ

∫

G

1
kτθ

(
τ2

q

2
qt + τqq + kτθθx −

τ2
q

2τθ
q

)2

dx

+
∫

G

1
kτθ

(
τq

τθ
− τ2

q

2τ2
θ

)
q

(
τ2

q

2
qt + τqq + kτθθx −

τ2
q

2τθ
q

)
dx

−
∫

G

(
ad
bg

)

x
utuxdx +

∫

G

α1d
gb

qqxutdx +
1
2

∫

G

(
d
gb

)

t
u2

t dx +
1
2

∫

G

(
ad
gb

)

t
u2

xdx

+
∫

G

(
d
g

)

x
θutdx +

∫

G

α2

g
qqtθdx +

1
2

∫

G

(
1
g

)

t
θ2dx. (5.14)

Um die Energie weiter abzuschätzen, stellen wir die folgende Abschätzung zur Verfügung, wo-
bei zu bemerken ist, dass bereits hier τθ

τq
≥ 1

2 eingeht.

∣∣∣∣∣
1

kτθ

(
τq

τθ
− τ2

q

2τ2
θ

)
q

(
τ2

q

2
qt + τqq + kτθθx −

τ2
q

2τθ
q

)∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

√
τq

kτθ

(
1− τq

2τθ

)
q

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
1
τθ

√
τq

kτθ

(
1− τq

2τθ

) (
τ2

q

2
qt + τqq + kτθθx −

τ2
q

2τθ
q

)∣∣∣∣∣

≤ 1
2

τq

kτθ

(
1− τq

2τθ

)
q2 +

1
2kτ2

θ

(
τ2

q

2
qt + τqq + kτθθx −

τ2
q

2τθ
q

)2

. (5.15)

Mit Hilfe von (5.14) und (5.15) erhalten wir

d
dt

E1(t) ≤ −1
2

∫

G

τq

kτθ

(
1− τq

2τθ

)
q2dx− 1

2τθ

∫

G

1
kτθ

(
τ2

q

2
qt + τqq + kτθθx −

τ2
q

2τθ
q

)2

dx + |R1|,

(5.16)

wobei

R1 = −
∫

G

(
ad
bg

)

x
utuxdx +

∫

G

α1d
gb

qqxutdx +
1
2

∫

G

(
d
gb

)

t
u2

t dx +
1
2

∫

G

(
ad
gb

)

t
u2

xdx

+
∫

G

(
d
g

)

x
θutdx +

∫

G

α2

g
qqtθdx +

1
2

∫

G

(
1
g

)

t
θ2dx. (5.17)

Damit wäre die Zeitableitung des ersten Energieterms abgeschätzt. Die Zeitableitungen der ver-
bleibenden Enerergieterme sollen nun im Folgenden auf die selbe Weise abgeschätzt werden.
Wir differenzieren die Gleichungen (5.1) - (5.3) nach der Zeit und erhalten:

uttt − autxx − atuxx + bθtx + btθx = α1qtqx + α1qqxt + α1,tqqx, (5.18)

θtt + gqxt + gtqx + duttx + dtutx = α2q2
t + α2qqtt + α2,tqtq, (5.19)

τ2
q

2
qttt + τqqtt + qt = −kθtx − kτθθttx. (5.20)
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Wir berechnen die Zeitableitung des Energieterms E2. Hierzu multiplizieren wir die Gleichung
(5.18) mit d

bg utt und integrieren über G. Dies liefert:

∫

G

d
bg

uttutttdx−
∫

G

ad
bg

uttutxxdx −
∫

G

atd
bg

uxxuttdx +
∫

G

d
g

θtxuttdx +
∫

G

btd
bg

θxuttdx

=
∫

G

α1d
bg

qtqxuttdx +
∫

G

α1d
bg

qqxtuttdx +
∫

G

α1,td
bg

qqxuttdx.

Partielle Integration des markierten Integralterms liefert:

∫

G

d
bg

uttutttdx +
∫

G

ad
bg

utxuttxdx +
∫

G

(
ad
bg

)

x
uttutxdx−

∫

G

atd
bg

uxxuttdx +
∫

G

d
g

θtxuttdx

= −
∫

G

btd
bg

θxuttdx +
∫

G

α1d
bg

qtqxuttdx +
∫

G

α1d
bg

qqxtuttdx +
∫

G

α1,td
bg

qqxuttdx,

bzw.

d
dt

[
1
2

∫

G

d
bg

u2
tt +

ad
bg

u2
txdx

]
= −

∫

G

(
ad
bg

)

x
uttutxdx +

∫

G

atd
bg

uxxuttdx−
∫

G

d
g

θtxuttdx

−
∫

G

btd
bg

θxuttdx +
∫

G

α1d
bg

qtqxuttdx +
∫

G

α1d
bg

qqxtuttdx

+
∫

G

α1,td
bg

qqxuttdx +
1
2

∫

G

(
d

bg

)

t
u2

ttdx +
1
2

∫

G

(
ad
bg

)

t
u2

txdx.

(5.21)

Wir multiplizieren die Gleichung (5.19) mit 1
g θt und integrieren über G. Dies ergibt:

∫

G

1
g

θttθtdx +
∫

G
qxtθtdx +

∫

G

gt

g
qxθtdx +

∫

G

d
g

uttxθtdx +
∫

G

dt

g
utxθtdx

=
∫

G

α2

g
q2

t θtdx +
∫

G

α2

g
qqttθtdx +

∫

G

α2,t

g
qqtθtdx,

bzw.

d
dt

[
1
2

∫

G

1
g

θ2
t dx

]
= −

∫

G
qxtθtdx−

∫

G

gt

g
qxθtdx +

∫

G

d
g

uttθtxdx

+
∫

G

(
d
g

)

x
uttθtdx−

∫

G

dt

g
utxθtdx +

∫

G

α2

g
q2

t θtdx

+
∫

G

α2

g
qqttθtdx +

∫

G

α2,t

g
qqtθtdx +

1
2

∫

G

(
1
g

)

t
θ2

t dx. (5.22)
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Durch das selbe Vorgehen wie bei (5.9) - (5.12) erhalten wir:

d
dt


1

2

∫

G

1
kτθ

(
τ2

q

2
qtt + τqqt + kτθθtx −

τ2
q

2τθ
qt

)2

dx




= −
∫

G

τ2
q

2kτθ
qtqttdx−

∫

G

τ2
q

2τθ
θtxqttdx−

∫

G

τ4
q

4kτ2
θ

q2
ttdx−

∫

G

τq

kτθ
q2

t dx−
∫

G

τq

τθ
qtθtxdx

−
∫

G

τ3
q

2kτ2
θ

qtqttdx−
∫

G
qtθtxdx−

∫

G
kθ2

txdx−
∫

G

τ2
q

2τθ
qttθtxdx

+
∫

G

τ2
q

2kτ2
θ

q2
t dx +

∫

G

τ2
q

2τ2
θ

qtθtxdx +
∫

G

τ4
q

4kτ3
θ

qtqttdx. (5.23)

Dies liefert uns letztlich:

d
dt

E2(t) = −
∫

G

τq

kτθ

(
1− τq

2τθ

)
q2

t dx− 1
τθ

∫

G

1
kτθ

(
τ2

q

2
qtt + τqqt + kτθθtx −

τ2
q

2τθ
qt

)2

dx

+
∫

G

1
kτθ

(
τq

τθ
− τ2

q

2τ2
θ

)
qt

(
τ2

q

2
qtt + τqqt + kτθθtx −

τ2
q

2τθ
qt

)
dx

−
∫

G

(
ad
bg

)

x
uttutxdx +

∫

G

atd
bg

uxxuttdx−
∫

G

btd
bg

θxuttdx +
∫

G

α1d
bg

qtqxuttdx

+
∫

G

α1d
bg

qqxtuttdx +
∫

G

α1,td
bg

qqxuttdx +
1
2

∫

G

(
d

bg

)

t
u2

ttdx +
1
2

∫

G

(
ad
bg

)

t
u2

txdx

−
∫

G

gt

g
qxθtdx +

∫

G

(
d
g

)

x
uttθtdx−

∫

G

dt

g
utxθtdx +

∫

G

α2

g
q2

t θtdx

+
∫

G

α2

g
qqttθtdx +

∫

G

α2,t

g
qqtθtdx +

1
2

∫

G

(
1
g

)

t
θ2

t dx.

Eine zu (5.15) analoge Abschätzung liefert uns nun:

d
dt

E2(t) ≤ −1
2

∫

G

τq

kτθ

(
1− τq

2τθ

)
q2

t dx− 1
2τθ

∫

G

1
kτθ

(
τ2

q

2
qtt + τqqt + kτθθtx −

τ2
q

2τθ
qt

)2

dx + |R2|,

(5.24)

wobei

R2 = −
∫

G

(
ad
bg

)

x
uttutxdx +

∫

G

atd
bg

uxxuttdx−
∫

G

btd
bg

θxuttdx +
∫

G

α1d
bg

qtqxuttdx

+
∫

G

α1d
bg

qqxtuttdx +
∫

G

α1,td
bg

qqxuttdx +
1
2

∫

G

(
d

bg

)

t
u2

ttdx +
1
2

∫

G

(
ad
bg

)

t
u2

txdx

−
∫

G

gt

g
qxθtdx +

∫

G

(
d
g

)

x
uttθtdx−

∫

G

dt

g
utxθtdx +

∫

G

α2

g
q2

t θtdx

+
∫

G

α2

g
qqttθtdx +

∫

G

α2,t

g
qqtθtdx +

∫

G

(
1
g

)

t
θ2

t dx. (5.25)
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Wir schätzen die Zeitableitung des verbleibenden Terms E3 ab. Hierzu differenzieren wir zu-
nächst die Gleichungen (5.18) - (5.20) nach der Zeit und erhalten:

utttt − auttxx − 2atutxx − attuxx + bθttx + 2btθtx + bttθx

= α1qttqx + 2α1qtqtx + 2α1,tqtqx + α1qqxtt + 2α1,tqqxt + α1,ttqqx, (5.26)
θttt + 2gtqxt + gqxtt + gttqx + dutttx + 2dtuttx + dttutx

= 2α2,tq2
t + 3α2qtqtt + 2α2,tqqtt + α2qqttt + α2,ttqtq, (5.27)

0 =
τ2

q

2
qtttt + τqqttt + qtt + kθttx + kτθθtttx. (5.28)

Nun zur Ableitung von E3. Wir multiplizieren die Gleichung (5.26) mit d
bg uttt und erhalten nach

Integration:

∫

G

d
bg

utttuttttdx−
∫

G

ad
bg

uttxxutttdx−
∫

G

2atd
bg

utxxutttdx

−
∫

G

attd
bg

uxxutttdx +
∫

G

d
g

θttxutttdx +
∫

G

2btd
bg

θtxutttdx +
∫

G

bttd
bg

θxutttdx

=
∫

G

α1d
bg

qttqxutttdx +
∫

G

2α1d
bg

qtqtxutttdx +
∫

G

2α1,td
bg

qtqxutttdx

+
∫

G

α1d
bg

qqxttutttdx +
∫

G

2α1,td
bg

qqxtutttdx +
∫

G

α1,ttd
bg

qqxutttdx.

Letzteres ist gleichbedeutend mit

d
dt

[
1
2

∫

G

d
bg

u2
tttdx +

ad
bg

u2
ttxdx

]

= −
∫

G

(
ad
bg

)

x
uttxutttdx +

∫

G

2atd
bg

utxxutttdx +
∫

G

attd
bg

uxxutttdx

−
∫

G

d
g

θttxutttdx−
∫

G

2btd
bg

θtxutttdx−
∫

G

bttd
bg

θxutttdx

+
∫

G

α1d
bg

qttqxutttdx +
∫

G

2α1d
bg

qtqtxutttdx +
∫

G

2α1,td
bg

qtqxutttdx

+
∫

G

α1d
bg

qqxttutttdx +
∫

G

2α1,td
bg

qqxtutttdx +
∫

G

α1,ttd
bg

qqxutttdx

+
1
2

∫

G

(
d

bg

)

t
u2

tttdx +
1
2

∫

G

(
ad
bg

)

t
u2

ttxdx. (5.29)
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Wir multiplizieren die Gleichung (5.27) mit 1
g θtt und erhalten nach Integration:

∫

G

1
g

θtttθttdx +
∫

G

2gt

g
qxtθttdx +

∫

G
qxttθttdx +

∫

G

gtt

g
qxθttdx

+
∫

G

d
g

utttxθttdx +
∫

G

2dt

g
uttxθttdx +

∫

G

dtt

g
utxθttdx

=
∫

G

2α2,t

g
q2

t θttdx +
∫

G

3α2

g
qtqttθttdx +

∫

G

2α2,t

g
qqttθttdx

+
∫

G

α2

g
qqtttθttdx +

∫

G

α2,tt

g
qtqθttdx,

bzw.

d
dt

[
1
2

∫

G

1
g

θ2
ttdx

]
= −

∫

G

2gt

g
qxtθttdx−

∫

G
qxttθttdx−

∫

G

gtt

g
qxθttdx +

∫

G

d
g

utttθttx

+
∫

G

(
d
g

)

x
utttθttdx−

∫

G

2dt

g
uttxθttdx−

∫

G

dtt

g
utxθttdx +

∫

G

2α2,t

g
q2

t θttdx

+
∫

G

3α2

g
qtqttθttdx +

∫

G

2α2,t

g
qqttθttdx +

∫

G

α2

g
qqtttθttdx +

∫

G

α2,tt

g
qtqθttdx

+
1
2

∫

G

(
1
g

)

t
θ2

ttdx. (5.30)

Durch das selbe Vorgehen wie bei (5.9) - (5.12) erhalten wir:

d
dt


1

2

∫

G

1
kτθ

(
τ2

q

2
qttt + τqqtt + kτθθttx −

τ2
q

2τθ
qtt

)2

dx




= −
∫

G

τ2
q

2kτθ
qttqtttdx−

∫

G

τ2
q

2τθ
θttxqtttdx−

∫

G

τ4
q

4kτ2
θ

q2
tttdx−

∫

G

τq

kτθ
q2

ttdx−
∫

G

τq

τθ
qttθttxdx

−
∫

G

τ3
q

2kτ2
θ

qttqtttdx−
∫

G
qttθttxdx−

∫

G
kθ2

ttxdx−
∫

G

τ2
q

2τθ
qtttθttxdx

+
∫

G

τ2
q

2kτ2
θ

q2
tt +

∫

G

τ2
q

2τ2
θ

qttθttxdx +
∫

G

τ4
q

4kτ3
θ

qttqtttdx. (5.31)
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Dies liefert uns letztlich:

d
dt

E3(t) = −
∫

G

τq

kτθ

(
1− τq

2τθ

)
q2

ttdx− 1
τθ

∫

G

1
kτθ

(
τ2

q

2
qttt + τqqtt + kτθθttx −

τ2
q

2τθ
qtt

)2

dx

+
∫

G

1
kτθ

(
τq

τθ
− τ2

q

2τ2
θ

)
qtt

(
τ2

q

2
qttt + τqqtt + kτθθttx −

τ2
q

2τθ
qtt

)
dx

−
∫

G

(
ad
bg

)

x
uttxutttdx +

∫

G

2atd
bg

utxxutttdx +
∫

G

attd
bg

uxxutttdx−
∫

G

2btd
bg

θtxutttdx

−
∫

G

bttd
bg

θxutttdx +
∫

G

α1d
bg

qttqxutttdx +
∫

G

2α1d
bg

qtqtxutttdx +
∫

G

2α1,td
bg

qtqxutttdx

+
∫

G

α1d
bg

qqxttutttdx +
∫

G

2α1,td
bg

qqxtutttdx +
∫

G

α1,ttd
bg

qqxutttdx +
1
2

∫

G

(
d

bg

)

t
u2

tttdx

+
1
2

∫

G

(
ad
bg

)

t
u2

ttxdx−
∫

G

2gt

g
qxtθttdx−

∫

G

gtt

g
qxθttdx−

∫

G

2dt

g
uttxθttdx

−
∫

G

dtt

g
utxθttdx +

∫

G

2α2,t

g
q2

t θttdx +
∫

G

3α2

g
qtqttθttdx +

∫

G

2α2,t

g
qqttθttdx

+
∫

G

α2

g
qqtttθttdx +

∫

G

α2,tt

g
qtqθttdx +

1
2

∫

G

(
1
g

)

t
θ2

ttdx +
∫

G

(
d
g

)

x
utttθttdx.

Wiederum liefert eine zu (5.15) analoge Abschätzung:

d
dt

E3(t) ≤ −1
2

∫

G

τq

kτθ

(
1− τq

2τθ

)
q2

ttdx− 1
2τθ

∫

G

1
kτθ

(
τ2

q

2
qttt + τqqtt + kτθθttx −

τ2
q

2τθ
qtt

)2

dx

+
∫

G

α1d
bg

qqxttutttdx + |R3|, (5.32)

wobei

R3 = −
∫

G

(
ad
bg

)

x
uttxutttdx +

∫

G

2atd
bg

utxxutttdx +
∫

G

attd
bg

uxxutttdx−
∫

G

2btd
bg

θtxutttdx

−
∫

G

bttd
bg

θxutttdx +
∫

G

α1d
bg

qttqxutttdx +
∫

G

2α1d
bg

qtqtxutttdx +
∫

G

2α1,td
bg

qtqxutttdx

+
∫

G

2α1,td
bg

qqxtutttdx +
∫

G

α1,ttd
bg

qqxutttdx +
1
2

∫

G

(
d

bg

)

t
u2

tttdx

+
1
2

∫

G

(
ad
bg

)

t
u2

ttxdx−
∫

G

2gt

g
qxtθttdx−

∫

G

gtt

g
qxθttdx−

∫

G

2dt

g
uttxθttdx

−
∫

G

dtt

g
utxθttdx +

∫

G

2α2,t

g
q2

t θttdx +
∫

G

3α2

g
qtqttθttdx +

∫

G

2α2,t

g
qqttθttdx

+
∫

G

α2

g
qqtttθttdx +

∫

G

α2,tt

g
qtqθttdx +

1
2

∫

G

(
1
g

)

t
θ2

ttdx +
∫

G

(
d
g

)

x
utttθttdx. (5.33)
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Betrachtet man nun die Terme T1 :=
∫

G
α1d
bg qqxttutttdx und T2 :=

∫
G

α2
g qqtttθttdx, so erkennt man

sofort, dass Ableitungen auftauchen, welche nicht unmittelbar kontrolliert werden können. Die-
se Terme müssen also gesondert behandelt werden. Wir gehen in Abschnitt 5.3.3 im Detail darauf
ein.

5.3.2 Energieabschätzungen

Wir betrachten die Gleichung (5.3) und multiplizieren diese mit θx. Dies liefert zunächst:

τ2
q

2
qttθx + τqqtθx + qθx = −kθ2

x − kτθθtxθx.

Integration und Umstellen der Terme liefert:

∫

G
kθ2

xdx = −
∫

G
τqqtθxdx−

∫

G
qθxdx−

∫

G

τ2
q

2
qttθxdx−

∫

G
kτθθtxθxdx.

Wir können wie folgt abschätzen:

∫

G
kθ2

xdx = −
∫

G

√
2
k

(
τ2

q

2
qtt + τqqt + kτθθtx −

τ2
q

2τθ
qt

) √
k
2

θxdx

−
∫

G

√
2
k

τ2
q

2τθ
qt

√
k
2

θxdx−
∫

G

√
2
k

q

√
k
2

θxdx

≤
∫

G

1
k

(
τ2

q

2
qtt + τqqt + kτθθtx −

τ2
q

2τθ
qt

)2

dx +
k
4

∫

G
θ2

xdx

+
∫

G

τ4
q

4τ2
θ k

q2
t dx +

k
4

∫

G
θ2

xdx +
∫

G

1
k

q2dx +
k
4

∫

G
θ2

xdx.

Diese Abschätzung liefert uns nun sofort:

∫

G
θ2

xdx ≤
∫

G

4
k2

(
τ2

q

2
qtt + τqqt + kτθθtx −

τ2
q

2τθ
qt

)2

dx +
∫

G

τ4
q

τ2
θ k2

q2
t dx +

∫

G

4
k2 q2dx. (5.34)

Um
∫

G θ2
txdx abzuschätzen gehen wir analog vor. Wir multiplizieren die Gleichung (5.20) mit θtx

und erhalten mit der selben Argumentation wie oben:

∫

G
θ2

txdx ≤
∫

G

4
k2

(
τ2

q

2
qttt + τqqtt + kτθθttx −

τ2
q

2τθ
qtt

)2

dx +
∫

G

τ4
q

τ2
θ k2

q2
ttdx +

∫

G

4
k2 q2

t dx. (5.35)

Wir multiplizieren (5.1) mit 1
a uxx und integrieren. Dies ergibt:

∫

G

1
a

uttuxxdx −
∫

G
u2

xxdx +
∫

G

b
a

θxuxxdx =
∫

G

α1

a
uxxqqxdx.
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Partielle Integration des markierten Terms liefert:

−
∫

G

(
1
a

)

x
uttuxdx−

∫

G

1
a

uttxuxdx−
∫

G
u2

xxdx +
∫

G

b
a

θxuxxdx =
∫

G

α1

a
uxxqqxdx.

Dies ergibt nun:

∫

G
u2

xxdx ≤ − d
dt

[∫

G

1
a

utxuxdx
]

+
∫

G

(
1
a

)

t
utxuxdx +

∫

G

1
a

u2
txdx

−
∫

G

(
1
a

)

x
uttuxdx +

∫

G

3b2

4a2 θ2
xdx +

∫

G

1
3

u2
xxdx−

∫

G

α1

a
uxxqqxdx.

Letzteres ist gleichbedeutend mit:

2
3

∫

G
u2

xxdx +
d
dt

[∫

G

1
a

utxuxxdx
]
≤

∫

G

1
a

u2
txdx +

∫

G

3b2

4a2 θ2
xdx +

∫

G

(
1
a

)

t
utxuxdx

−
∫

G

(
1
a

)

x
uttuxdx−

∫

G

α1

a
qqxuxxdx. (5.36)

Wir multiplizieren (5.2) mit 3
ad utx und erhalten nach Integration:

∫

G

3
a

u2
txdx =

∫

G

3α2

ad
qqtutxdx−

∫

G

3
ad

θtutxdx −
∫

G

3g
ad

qxutxdx.

Partielle Integration des markierten Terms liefert:

∫

G

3
a

u2
txdx =

∫

G

3α2

ad
qqtutxdx +

∫

G

(
3
ad

)

x
θtutdx +

∫

G

3
ad

θtxutdx−
∫

G

3g
ad

qxutxdx.

Letzteres können wir folgendermaßen schreiben:

∫

G

3
a

u2
txdx =

∫

G

(
3
ad

)

x
θtutdx +

d
dt

[∫

G

3
ad

θxutdx
]
−

∫

G

(
3
ad

)

t
θxutdx

−
∫

G

3
ad

θxuttdx−
∫

G

3g
ad

qxutxdx +
∫

G

3α2

ad
qqtutxdx.
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Partielle Integration des markierten Terms und die Gleichung (5.1) ergeben:
∫

G

3
a

u2
txdx =

d
dt

[∫

G

3
ad

θxut +
3g
a2d

qutt +
3gb
a2d

qθx − 3gα1

a2d
q2qxdx

]

+
∫

G

(
3
ad

)

x
θtutdx−

∫

G

(
3
ad

)

t
θxutdx−

∫

G

3
√

6
d

θx
1√
6

uxxdx

+
∫

G

3b
ad

θ2
xdx−

∫

G

3α1

ad
qqxθxdx +

∫

G

(
3g
ad

)

x
utxqdx

−
[

3g
ad

qutx

]L

0
−

∫

G

(
3g
ad

)

t
uxxqdx−

∫

G

1√
6

uxx
3
√

6g
ad

qtdx +
∫

G

3α2

ad
qqtutxdx

≤ d
dt

[∫

G

3
ad

θxut +
3g
a2d

qutt +
3gb
a2d

qθx − 3gα1

a2d
q2qxdx

]

+
∫

G

(
3
ad

)

x
θtutdx−

∫

G

(
3
ad

)

t
θxutdx +

∫

G

27
d2 θ2

xdx +
∫

G

1
12

u2
xxdx

+
∫

G

3b
ad

θ2
xdx−

∫

G

3α1

ad
qqxθxdx +

∫

G

(
3g
ad

)

x
utxqdx−

[
3g
ad

qutx

]L

0

−
∫

G

(
3g
ad

)

t
uxxqdx +

∫

G

1
12

u2
xxdx +

∫

G

27g2

a2d2 q2
t dx +

∫

G

3α2

ad
qqtutxdx. (5.37)

In der obigen Abschätzung tritt nun ein Randterm auf, bei welchem zunächst nicht klar ist,
wie er abgeschätzt werden soll. Dieser Term wird im nächsten Abschnitt gesondert behandelt.
Zunächst aber kombinieren wir (5.36) und (5.37) und erhalten:

∫

G

2
a

u2
txdx +

1
2

∫

G
u2

xxdx

− d
dt

[∫

G

3
ad

θxut +
3g
a2d

qutt +
3gb
a2d

qθx − 3gα1

a2d
q2qx − 1

a
utxuxxdx

]

≤
∫

G

(
27
d2 +

3b
ad

+
3b2

4a2

)
θ2

xdx +
∫

G

27g2

a2d2 q2
t dx−

[
3g
ad

qutx

]L

0
+ |R4|, (5.38)

wobei

R4 =
∫

G

(
3
ad

)

x
θtutdx−

∫

G

(
3
ad

)

t
θxutdx−

∫

G

3α1

ad
qqxθxdx

+
∫

G

(
3g
ad

)

x
utxqdx−

∫

G

(
3g
ad

)

t
uxxqdx +

∫

G

3α2

ad
qqtutxdx

+
∫

G

(
1
a

)

t
utxuxdx−

∫

G

(
1
a

)

x
uttuxdx−

∫

G

α1

a
qqxuxxdx. (5.39)

Wir multiplizieren die Gleichung (5.18) mit 1
a utxx und erhalten:

∫

G

1
a

utttutxxdx−
∫

G
u2

txxdx−
∫

G

at

a
uxxutxxdx +

∫

G

b
a

θtxutxxdx +
∫

G

bt

a
θxutxxdx

=
∫

G

α1

a
qtqxutxxdx +

∫

G

α1

a
qqxtutxxdx +

∫

G

α1,t

a
qqxutxxdx,
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bzw:

2
3

∫

G
u2

txxdx ≤ −
∫

G

(
1
a

)

x
utttutxdx− d

dt

[∫

G

1
a

uttxutxdx
]

+
∫

G

(
1
a

)

t
uttxutxdx +

∫

G

1
a

u2
ttxdx

−
∫

G

at

a
uxxutxxdx−

∫

G

α1

a
qtqxutxxdx−

∫

G

α1

a
qqxtutxxdx

−
∫

G

α1,t

a
qqxutxxdx, +

∫

G

3b2

4a2 θ2
txdx +

∫

G

bt

a
θxutxxdx. (5.40)

Wir multiplizieren die Gleichung (5.19) mit 3
ad uttx und erhalten:

∫

G

3
ad

θttuttxdx +
∫

G

3g
ad

qxtuttxdx +
∫

G

3gt

ad
qxuttxdx +

∫

G

3
a

u2
ttxdx +

∫

G

3dt

ad
utxuttxdx

=
∫

G

3α2

ad
q2

t uttxdx +
∫

G

3α2

ad
qqttuttxdx +

∫

G

3α2,t

ad
qtquttxdx,

bzw:
∫

G

3
a

u2
ttxdx = −

∫

G

3
ad

θttuttxdx−
∫

G

3g
ad

qxtuttxdx−
∫

G

3gt

ad
qxuttxdx−

∫

G

3dt

ad
utxuttxdx

+
∫

G

3α2

ad
q2

t uttxdx +
∫

G

3α2

ad
qqttuttxdx +

∫

G

3α2,t

ad
qtquttxdx. (5.41)

Wir multiplizieren (5.18) mit 3
ad θxt und erhalten:

∫

G

3
ad

utttθxtdx −
∫

G

3
d

utxxθxtdx−
∫

G

3at

ad
uxxθxtdx +

∫

G

3b
ad

θ2
txdx +

∫

G

3bt

ad
θxθxtdx

=
∫

G

3α1

ad
qtqxθxtdx +

∫

G

3α1

ad
qqxtθxtdx +

∫

G

3α1,t

ad
qqxθxtdx.

Umschreiben des markierten Terms liefert uns:

d
dt

[∫

G

3
ad

uttθxtdx
]
−

∫

G

(
3
ad

)

t
uttθxtdx−

∫

G

3
ad

uttθxttdx

−
∫

G

3
d

utxxθxtdx−
∫

G

3at

ad
uxxθxtdx +

∫

G

3b
ad

θ2
txdx +

∫

G

3bt

ad
θxθxtdx

=
∫

G

3α1

ad
qtqxθxtdx +

∫

G

3α1

ad
qqxtθxtdx +

∫

G

3α1,t

ad
qqxθxtdx.

Partielle Integration des markierten Terms liefert uns:

d
dt

[∫

G

3
ad

uttθxtdx
]
−

∫

G

(
3
ad

)

t
uttθxtdx +

∫

G

(
3
ad

)

x
uttθttdx +

∫

G

3
ad

uttxθttdx

−
∫

G

3
d

utxxθxtdx−
∫

G

3at

ad
uxxθxtdx +

∫

G

3b
ad

θ2
txdx +

∫

G

3bt

ad
θxθxtdx

=
∫

G

3α1

ad
qtqxθxtdx +

∫

G

3α1

ad
qqxtθxtdx +

∫

G

3α1,t

ad
qqxθxtdx,
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bzw.

−
∫

G

3
ad

uttxθttdx =
d
dt

[∫

G

3
ad

uttθxtdx
]
−

∫

G

(
3
ad

)

t
uttθxtdx +

∫

G

(
3
ad

)

x
uttθttdx

−
∫

G

3
d

utxxθxtdx−
∫

G

3at

ad
uxxθxtdx +

∫

G

3b
ad

θ2
txdx +

∫

G

3bt

ad
θxθxtdx

−
∫

G

3α1

ad
qtqxθxtdx−

∫

G

3α1

ad
qqxtθxtdx−

∫

G

3α1,t

ad
qqxθxtdx. (5.42)

Partielle Integration liefert:

−
∫

G

3g
ad

uttxqxtdx = −
[

3g
ad

qtuttx

]

∂G
+

∫

G

(
3g
ad

)

x
uttxqtdx +

d
dt

[∫

G

3g
ad

utxxqtdx
]

−
∫

G

(
3g
ad

)

t
utxxqtdx−

∫

G

3g
ad

utxxqttdx, (5.43)

wobei hier ein weiterer Randterm entstanden ist, welcher ebenfalls im nächsten Abschnitt be-
handelt werden soll. Sofort sieht man ein, dass

−
∫

G

3
d

θtxuxxtdx ≤ 1
12

∫

G
u2

txxdx +
∫

G

27
d2 θ2

txdx (5.44)

und

−
∫

G

3g
ad

uxxtqttdx ≤ 1
12

∫

G
u2

txxdx +
∫

G

27g2

a2d2 q2
ttdx (5.45)

gilt. Wir kombinieren nun (5.41) - (5.45). Dies liefert uns:
∫

G

3
a

u2
ttxdx ≤ d

dt

∫

G

3
ad

uttθxtdx +
d
dt

∫

G

3g
ad

utxxqtdx−
[

3g
ad

qtuttx

]

∂G
+

1
6

∫

G
u2

txxdx +
∫

G

27
d2 θ2

txdx

+
∫

G

3b
ad

θ2
txdx +

∫

G

27g2

a2d2 q2
ttdx−

∫

G

(
3
ad

)

t
uttθxtdx +

∫

G

(
3
ad

)

x
uttθttdx

−
∫

G

3at

ad
uxxθxtdx +

∫

G

3bt

ad
θxθxtdx−

∫

G

3α1

ad
qtqxθxtdx−

∫

G

3α1

ad
qqxtθxtdx

−
∫

G

3α1,t

ad
qqxθxtdx +

∫

G

(
3g
ad

)

x
uttxqtdx−

∫

G

(
3g
ad

)

t
utxxqtdx−

∫

G

3gt

ad
qxuttxdx

−
∫

G

3dt

ad
utxuttxdx +

∫

G

3α2

ad
q2

t uttxdx +
∫

G

3α2

ad
qqttuttxdx +

∫

G

3α2,t

ad
qtquttxdx.

(5.46)

Nun kombinieren wir (5.40) und (5.46) und erhalten:
∫

G

2
a

u2
ttxdx +

1
2

∫

G
u2

txxdx

≤ d
dt

[∫

G

3
ad

uttθxtdx +
∫

G

3g
ad

utxxqtdx−
∫

G

1
a

uttxutxdx
]
−

[
3g
ad

qtuttx

]

∂G

+
∫

G

27
d2 θ2

tx +
3b2

4a2 θ2
tx +

3b
ad

θ2
txdx +

∫

G

27g2

a2d2 q2
tt + |R5|, (5.47)
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wobei

R5 = −
∫

G

(
3
ad

)

t
uttθxtdx +

∫

G

(
3
ad

)

x
uttθttdx

−
∫

G

3at

ad
uxxθxtdx +

∫

G

3bt

ad
θxθxtdx−

∫

G

3α1

ad
qtqxθxtdx−

∫

G

3α1

ad
qqxtθxtdx

−
∫

G

3α1,t

ad
qqxθxtdx +

∫

G

(
3g
ad

)

x
uttxqtdx−

∫

G

(
3g
ad

)

t
utxxqtdx−

∫

G

3gt

ad
qxuttxdx

−
∫

G

3dt

ad
utxuttxdx +

∫

G

3α2

ad
q2

t uttxdx +
∫

G

3α2

ad
qqttuttxdx +

∫

G

3α2,t

ad
qtquttxdx

−
∫

G

at

a
uxxutxxdx−

∫

G

α1

a
qtqxutxxdx−

∫

G

α1

a
qqxtutxxdx +

∫

G

(
1
a

)

t
uttxutxdx

−
∫

G

α1,t

a
qqxutxxdx, +

∫

G

bt

a
θxutxxdx−

∫

G

(
1
a

)

x
utttutxdx. (5.48)

Wir multiplizieren(5.1) mit utt und erhalten:
∫

G
u2

ttdx =
∫

G

√
2auxx

1√
2

uttdx−
∫

G

√
2bθx

1√
2

uttdx +
∫

G
α1qqxuttdx.

Damit ergibt sich:
∫

G
u2

ttdx ≤
∫

G
a2u2

xxdx +
∫

G

1
4

u2
ttdx +

∫

G
b2θ2

xdx +
∫

G

1
4

u2
ttdx +

∫

G
α1qqxuttdx.

Letzteres ist gleichbedeutend mit:
∫

G
u2

ttdx ≤ 2
∫

G
a2u2

xxdx + 2
∫

G
b2θ2

xdx + 2
∫

G
α1qqxuttdx.

Mit Hilfe der Poincaréschen Ungleichung erhalten wir nun mit einer entsprechenden Konstanten
c > 0

∫

G
(u2

tt + u2
t + θ2)dx ≤ 2

∫

G
a2u2

xxdx +
∫

G
(2b2 + c)θ2

xdx + 2
∫

G
α1qqxuttdx + c

∫

G
u2

txdx. (5.49)

Wir multiplizieren (5.18) mit uttt und erhalten:
∫

G
u2

tttdx =
∫

G

√
2autxx

1√
2

utttdx−
∫

G

√
2bθtx

1√
2

utttdx +
∫

G
atuxxutttdx−

∫

G
btθxutttdx

+
∫

G
α1qtqxutttdx +

∫

G
α1qqxtutttdx +

∫

G
α1,tqqxutttdx.

Damit ergibt sich wie vorher:
∫

G
u2

tttdx ≤
∫

G
a2u2

txxdx +
∫

G

1
4

u2
tttdx +

∫

G
b2θ2

txdx +
∫

G

1
4

u2
tttdx +

∫

G
atuxxutttdx

−
∫

G
btθxutttdx +

∫

G
α1qtqxutttdx +

∫

G
α1qqxtutttdx +

∫

G
α1,tqqxutttdx.
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Letzteres ist gleichbedeutend mit:
∫

G
u2

tttdx ≤ 2
∫

G
a2u2

txxdx + 2
∫

G
b2θ2

txdx + 2
∫

G
atuxxutttdx− 2

∫

G
btθxutttdx

+ 2
∫

G
α1qtqxutttdx + 2

∫

G
α1qqxtutttdx + 2

∫

G
α1,tqqxutttdx.

Daraus folgt wieder unter Verwendung der Poincaréschen Ungleichung:
∫

G
(u2

ttt + u2
tt + θ2

t )dx ≤ 2
∫

G
a2u2

txxdx +
∫

G
(2b2 + c)θ2

txdx + c
∫

G
u2

ttxdx + 2
∫

G
atuxxutttdx

− 2
∫

G
btθxutttdx + 2

∫

G
α1qtqxutttdx + 2

∫

G
α1qqxtutttdx

+ 2
∫

G
α1,tqqxutttdx. (5.50)

Eine Kombination von (5.49) und (5.50) liefert:
∫

G
(u2

ttt + u2
tt + u2

t + θ2 + θ2
t )dx ≤ 2

∫

G
a2 (

u2
txx + u2

xx
)

dx +
∫

G
(2b2 + c)

(
θ2

tx + θ2
x
)

dx

+ c
∫

G
u2

ttxdx + c
∫

G
u2

txdx + R6, (5.51)

wobei

R6 = 2
∫

G
atuxxutttdx + 2

∫

G
α1qqxuttdx− 2

∫

G
btθxutttdx

+ 2
∫

G
α1qtqxutttdx + 2

∫

G
α1qqxtutttdx + 2

∫

G
α1,tqqxutttdx. (5.52)

Wir multiplizieren die Gleichung (5.1) mit u und erhalten:

−
∫

G
auxxudx = −

∫

G
uttudx−

∫

G
bθxudx +

∫

G
α1qqxudx,

bzw:
∫

G
axuxudx +

∫

G
au2

xdx = −
∫

G
uttudx−

∫

G
bθxudx +

∫

G
α1qqxudx.

Ist der Koeffizient a durch die Konstante ca > 0 nach unten beschränkt, so erhalten wir mit einer
gewissen positiven Konstanten C:

∫

G
u2

xdx ≤ C
∫

G
u2

tt + θ2
xdx + R7, (5.53)

wobei

R7 =
2
ca

∫

G
α1qqxudx− 2

ca

∫

G
axuxudx. (5.54)
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Wir multiplizieren (5.2) mit θt. Es ergibt sich:
∫

G
θ2

t dx ≤
∫

G
gxqθtdx +

d
dt

[∫

G
gqθxdx

]
−

∫

G
gtqθxdx

+
1
2

∫

G
g2q2

t dx +
1
2

∫

G
θ2

xdx +
1
2

∫

G
d2u2

txdx +
1
2

∫

G
θ2

t dx +
∫

G
α2qqtθtdx,

bzw.
∫

G
θ2

t dx ≤ 2
d
dt

[∫

G
gqθxdx

]
+

∫

G
g2q2

t dx +
∫

G
θ2

xdx +
∫

G
d2u2

txdx

+ 2
∫

G
gxqθtdx− 2

∫

G
gtqθxdx + 2

∫

G
α2qqtθtdx. (5.55)

Wir multiplizieren die Gleichung (5.19) mit θtt und erhalten:
∫

G
θ2

ttdx ≤
∫

G
gxθttqtdx +

d
dt

[∫

G
gθtxqtdx

]
−

∫

G
gtθtxqtdx

+
1
2

∫

G
g2q2

ttdx +
1
2

∫

G
θ2

txdx +
1
2

∫

G
d2u2

ttxdx +
1
2

∫

G
θ2

ttdx

−
∫

G
gtqxθttdx−

∫

G
dtutxθttdx +

∫

G
α2q2

t θttdx +
∫

G
α2qqttθttdx +

∫

G
α2,tqtqθttdx,

bzw.
∫

G
θ2

ttdx ≤ 2
d
dt

[∫

G
gθtxqtdx

]
+

∫

G
g2q2

ttdx +
∫

G
θ2

txdx +
∫

G
d2u2

ttxdx

− 2
∫

G
gtθtxqtdx + 2

∫

G
gxθttqtdx− 2

∫

G
gtqxθttdx− 2

∫

G
dtutxθttdx

+ 2
∫

G
α2q2

t θttdx + 2
∫

G
α2qqttθttdx + 2

∫

G
α2,tqtqθttdx. (5.56)

Eine Kombination von (5.55) und (5.56) liefert uns nun:
∫

G
θ2

t + θ2
ttdx ≤ 2

d
dt

[∫

G
gθtxqtdx +

∫

G
gqθxdx

]
+

∫

G
g2q2

ttdx +
∫

G
θ2

txdx

+
∫

G
d2u2

ttxdx +
∫

G
g2q2

t dx +
∫

G
θ2

xdx +
∫

G
d2u2

txdx + R8, (5.57)

wobei

R8 = −2
∫

G
gtθtxqtdx + 2

∫

G
gxθttqtdx− 2

∫

G
gtqxθttdx− 2

∫

G
dtutxθttdx

+ 2
∫

G
α2q2

t θttdx + 2
∫

G
α2qqttθttdx + 2

∫

G
α2,tqtqθttdx

+ 2
∫

G
gxqθtdx− 2

∫

G
gtqθxdx + 2

∫

G
α2qqtθtdx. (5.58)
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5.3.3 Problematische Terme bei der Ableitung der Energieterme

In diesem Abschnitt behandeln wir die beiden problematischen Terme, welche bei der Zeit-
ableitung von E3 in (5.32) und (5.33) auftreten. Es wird sich herausstellen, dass der Restterm T2
durch Einsetzen der dritten Differentialgleichung und mit Hilfe von partieller Integration in Ter-
me umwandeln läßt, welche einfach abzuschätzen sind. Allerdings werden bei der Behandlung
des Terms T1 gewisse Randterme auftreten. Diese Randterme werden später unter anderem un-
ter Verwendung einer Kleinheitsbedingung an Terme niederer Ordnung abgeschätzt. Zunächst
ergibt sich mit Hilfe von (5.20)

∫

G

α2

g
qqtttθttdx = −

∫

G

2α2

gτq
qqttθttdx−

∫

G

2α2

gτ2
q

qqtθttdx

−
∫

G

2α2k
gτ2

q
qθtxθttdx−

∫

G

2α2kτθ

gτ2
q

qθttxθttdx . (5.59)

Hier verbleibt nun nur noch der markierte Term zu behandeln. Wir gehen folgendermaßen vor:

−
∫

G

2α2kτθ

gτ2
q

qθttxθttdx =
∫

G

(
2α2kτθ

gτ2
q

qθtt

)

x

θttdx

=
∫

G

(
2α2kτθ

gτ2
q

)

x

qθ2
ttdx +

∫

G

2α2kτθ

gτ2
q

qxθ2
ttdx +

∫

G

2α2kτθ

gτ2
q

qθttxθttdx

und dies ist gleichbedeutend mit

−
∫

G

2α2kτθ

gτ2
q

qθttxθttdx =
∫

G

(
α2kτθ

gτ2
q

)

x

qθ2
ttdx +

∫

G

α2kτθ

gτ2
q

qxθ2
ttdx. (5.60)

Fassen wir (5.59) und (5.60) zusammen, so ergibt sich:

∫

G

α2

g
qqtttθttdx = −

∫

G

2α2

gτq
qqttθttdx−

∫

G

2α2

gτ2
q

qqtθttdx−
∫

G

2α2k
gτ2

q
qθtxθttdx

+
∫

G

(
α2kτθ

gτ2
q

)

x

qθ2
ttdx +

∫

G

α2kτθ

gτ2
q

qxθ2
ttdx. (5.61)

Wir wenden uns dem verbleibenden problematischen Term zu. Zunächst erhalten wir mit Hilfe
einer partiellen Integration:

∫

G

α1d
bg

qqxttutttdx = −
∫

G

(
α1d
bg

)

x
qutttqttdx−

∫

G

α1d
bg

qxutttqttdx−
∫

G

α1d
bg

qutttxqttdx . (5.62)

Offenbar ist nun der markierte Term zu behandeln. Hierzu multiplizieren wir die Gleichung
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(5.27) mit α1
bg qqtt und erhalten nach Integration:

∫

G

α1

bg
qqttθtttdx +

∫

G

2α1gt

bg
qqttqxtdx +

∫

G

α1

b
qqttqttxdx +

∫

G

α1gtt

bg
qqxqttdx

+
∫

G

α1d
bg

qqttutttxdx +
∫

G

2α1dt

bg
qqttuttxdx +

∫

G

α1dtt

bg
qqttutxdx

=
∫

G

2α1α2,t

bg
qq2

t qttdx +
∫

G

3α1α2

bg
qqtq2

ttdx +
∫

G

2α1α2,t

bg
q2q2

ttdx

+
∫

G

α1α2

bg
q2qttqtttdx +

∫

G

α1α2,tt

bg
q2qtqttdx.

Letzteres ist gleichbedeutend mit:

d
dt

[∫

G

α1

bg
qqttθttdx

]
−

∫

G

(
α1

bg

)

t
qqttθttdx−

∫

G

α1

bg
qtqttθttdx−

∫

G

α1

bg
qqtttθttdx

+
∫

G

2α1gt

bg
qqttqxtdx +

∫

G

α1

b
qqttqttxdx +

∫

G

α1gtt

bg
qqxqttdx +

∫

G

α1d
bg

qqttutttxdx

+
∫

G

2α1dt

bg
qqttuttxdx +

∫

G

α1dtt

bg
qqttutxdx

=
∫

G

2α1α2,t

bg
qq2

t qttdx +
∫

G

3α1α2

bg
qqtq2

ttdx +
∫

G

2α1α2,t

bg
q2q2

ttdx +
d
dt

[∫

G

α1α2

2bg
q2q2

ttdx
]

−
∫

G

(
α1α2

2bg

)

t
q2q2

ttdx−
∫

G

α1α2

bg
qqtq2

ttdx +
∫

G

α1α2,tt

bg
q2qtqttdx,

bzw.

−
∫

G

α1d
bg

qqttutttxdx =
d
dt

[∫

G

α1

bg
qqttθtt − α1α2

2bg
q2q2

ttdx
]
−

∫

G

(
α1

bg

)

t
qqttθttdx−

∫

G

α1

bg
qtqttθttdx

−
∫

G

α1

bg
qqtttθttdx +

∫

G

2α1gt

bg
qqttqxtdx +

∫

G

α1

b
qqttqttxdx

+
∫

G

α1gtt

bg
qqxqttdx +

∫

G

2α1dt

bg
qqttuttxdx +

∫

G

α1dtt

bg
qqttutxdx

−
∫

G

2α1α2,t

bg
qq2

t qttdx−
∫

G

3α1α2

bg
qqtq2

ttdx−
∫

G

2α1α2,t

bg
q2q2

ttdx

+
∫

G

(
α1α2

2bg

)

t
q2q2

ttdx +
∫

G

α1α2

bg
qqtq2

ttdx−
∫

G

α1α2,tt

bg
q2qtqttdx. (5.63)

Demnach sind noch die beiden markierten Terme abzuschätzen.

−
∫

G

α1

bg
qqtttθttdx =

∫

G

2α1

bgτq
qqttθttdx +

∫

G

2α1

bgτ2
q

qqtθttdx

+
∫

G

2kα1

bgτ2
q

qθtxθttdx +
∫

G

2α1kτθ

bgτ2
q

qθttxθttdx . (5.64)
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Weiter ergibt sich:

∫

G

2α1kτθ

bgτ2
q

qθttxθttdx = −
∫

G

(
2α1kτθ

bgτ2
q

)

x

qθ2
ttdx−

∫

G

2α1kτθ

bgτ2
q

qxθ2
ttdx−

∫

G

2α1kτθ

bgτ2
q

qθttθttx,

bzw.
∫

G

2α1kτθ

bgτ2
q

qθttxθttdx = −
∫

G

(
α1kτθ

bgτ2
q

)

x

qθ2
ttdx−

∫

G

α1kτθ

bgτ2
q

qxθ2
ttdx. (5.65)

Schließlich berechnen wir mit Hilfe von partieller Integration:
∫

G

α1

b
qqttqxttdx = −

∫

G

(α1

b

)
x

qq2
ttdx−

∫

G

α1

b
qxq2

ttdx−
∫

G

α1

b
qqttxqttdx +

[α1

b
qq2

tt

]L

0
,

bzw.
∫

G

α1

b
qqttqxttdx = −

∫

G

( α1

2b

)
x

qq2
ttdx−

∫

G

α1

2b
qxq2

ttdx +
1
2

[α1

b
qq2

tt

]L

0
. (5.66)

Wir kombinieren nun (5.62) - (5.66) und erhalten:
∫

G

α1d
bg

qqxttutttdx =
1
2

[α1

b
qq2

tt

]L

0
+

d
dt

[∫

G

α1

bg
qqttθtt − α1α2

2bg
q2q2

ttdx
]

+ R̃3, (5.67)

wobei

R̃3 = −
∫

G

(
α1d
bg

)

x
qutttqttdx−

∫

G

α1d
bg

qxutttqttdx−
∫

G

(
α1

bg

)

t
qqttθttdx−

∫

G

α1

bg
qtqttθttdx

+
∫

G

2α1

bgτq
qqttθttdx +

∫

G

2α1

bgτ2
q

qqtθttdx +
∫

G

2kα1

bgτ2
q

qθtxθttdx−
∫

G

(
α1kτθ

bgτ2
q

)

x

qθ2
ttdx

−
∫

G

α1kτθ

bgτ2
q

qxθ2
ttdx +

∫

G

2α1gt

bg
qqttqxtdx−

∫

G

( α1

2b

)
x

qq2
ttdx−

∫

G

α1

2b
qxq2

ttdx

+
∫

G

α1gtt

bg
qqxqttdx +

∫

G

2α1dt

bg
qqttuttxdx +

∫

G

α1dtt

bg
qqttutxdx

−
∫

G

2α1α2,t

bg
qq2

t qttdx−
∫

G

3α1α2

bg
qqtq2

ttdx−
∫

G

2α1α2,t

bg
q2q2

ttdx

+
∫

G

(
α1α2

2bg

)

t
q2q2

ttdx +
∫

G

α1α2

bg
qqtq2

ttdx−
∫

G

α1α2,tt

bg
q2qtqttdx. (5.68)

Hier ist nun ersichtlich, dass der auftretende Randterm 1
2

[ α1
b qq2

tt
]L

0 weiter abgeschätzt werden
muss. Dies wird unter anderem im folgenden Abschnitt erledigt.

5.3.4 Abschätzungen verschiedener Randterme

Wir wenden uns in diesem Abschnitt der Behandlung der Randterme zu, welche in den Abschät-
zungen (5.37), (5.43) und (5.66) entstanden sind. Hierbei orientieren wir uns an den Techniken,
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welche in [12] bzw. in [17] angewendet wurden. Zunächst ergibt sich:
∣∣∣∣∣
[

3g
ad

qutx

]x=L

x=0

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣

3g
ad
√

2aε
q
√

2aεutx

∣∣∣∣ (L) +
∣∣∣∣

3g
ad
√

2aε
q
√

2aεutx

∣∣∣∣ (0)

≤
(

9g2

4a3d2ε
q2

)
(L) +

(
9g2

4a3d2ε
q2

)
(0) +

(
εau2

tx
)
(L) +

(
εau2

tx
)
(0)

≤ C1

ε

(
q2(L) + q2(0)

)
+

(
εau2

tx
)
(L) +

(
εau2

tx
)
(0). (5.69)

Hierbei ist C1 eine positive Konstante, welche nur von den Koeffizienten a, d und g abhängig ist.
Unter Verwendung der Einbettung von W1,1(G) in L∞(G) ergibt sich die Abschätzung

|q(x)|2 ≤
∫

G

(
q2 + (q2)x

)
dx

für alle x ∈ G. Damit können wir aber wie folgt abschätzen:

|q(x)|2 ≤
∫

G

(
q2 + 2|qqx|

)
dx ≤

∫

G
q2 + 2

∣∣∣∣
1
ε

qεqx

∣∣∣∣ dx ≤
∫

G
q2 +

1
ε2 q2 + ε2q2

xdx

=
(

1 +
1
ε2

) ∫

G
q2dx + ε2

∫

G
q2

xdx.

Damit folgern wir unter Verwendung der Gleichung (5.2):

C1

ε

(
q2(L) + q2(0)

) ≤ 2C1

ε

(
1 +

1
ε2

) ∫

G
q2dx + 2C1ε

∫

G
q2

xdx

≤ 2C1

ε

(
1 +

1
ε2

) ∫

G
q2dx + 2C1ε

∫

G

(
−1

g
θtqx − d

g
utxqx +

α2

g
qqtqx

)
dx.

(5.70)

Unter Verwendung der Abschätzung
∫

G

1
g

θtqx +
d
g

utxqxdx =
∫

G

3
√

2
adg

θt
ad

3
√

2
qx +

3
√

2
ag

utx
ad

3
√

2
qxdx

≤
∫

G

9
a2d2g2 θ2

t dx +
∫

G

a2d2

36
q2

xdx +
∫

G

9
a2g2 u2

txdx +
∫

G

a2d2

36
q2

xdx (5.71)

und (5.69) sowie (5.70) erhalten wir
∣∣∣∣∣
[

3g
ad

qutx

]x=L

x=0

∣∣∣∣∣ ≤
2C1

ε

(
1 +

1
ε2

) ∫

G
q2dx + 2C1ε

∫

G

α2

g
qqtqxdx +

∫

G

18C1ε

a2d2g2 θ2
t dx

+
∫

G

C1εa2d2

9
q2

xdx +
∫

G

18C1ε

a2g2 u2
txdx +

(
εau2

tx
)
(L) +

(
εau2

tx
)
(0). (5.72)

Mit den selben Techniken wie oben erhalten wir die Abschätzungen
∣∣∣∣∣
[

3g
ad

qtuttx

]x=L

x=0

∣∣∣∣∣ ≤
C1

ε

(
q2

t (L) + q2
t (0)

)
+

(
εau2

ttx
)
(L) +

(
εau2

ttx
)
(0) (5.73)
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und mit Hilfe der Gleichung (5.19) ergibt sich weiterhin

C1

ε

(
q2

t (L) + q2
t (0)

) ≤ 2C1

ε

(
1 +

1
ε2

) ∫

G
q2

t dx + 2C1ε

∫

G
q2

txdx

≤ 2C1

ε

(
1 +

1
ε2

) ∫

G
q2

t dx− 2C1ε

∫

G

1
g

θttqtxdx− 2C1ε

∫

G

d
g

uttxqtxdx

+ 2C1ε

∫

G

(
− gt

g
qx − dt

g
utx +

α2

g
q2

t +
α2

g
qqtt +

α2,t

g
qtq

)
qtxdx. (5.74)

Unter Verwendung der Abschätzung
∫

G

1
g

θttqtx +
d
g

uttxqtxdx =
∫

G

3
√

2
adg

θtt
ad

3
√

2
qtxdx +

∫

G

3
√

2
ag

uttx
ad

3
√

2
qtxdx

≤
∫

G

9
a2d2g2 θ2

ttdx +
∫

G

a2d2

36
q2

txdx

+
∫

G

9
a2g2 u2

ttxdx +
∫

G

a2d2

36
q2

txdx

und (5.73) sowie (5.74) erhalten wir
∣∣∣∣∣
[

3g
ad

qtuttx

]x=L

x=0

∣∣∣∣∣ ≤
2C1

ε

(
1 +

1
ε2

) ∫

G
q2

t dx +
∫

G

18C1ε

a2d2g2 θ2
ttdx

+
∫

G

18C1ε

a2g2 u2
ttxdx +

∫

G

C1εa2d2

9
q2

txdx

+ 2C1ε

∫

G

(
− gt

g
qx − dt

g
utx +

α2

g
q2

t +
α2

g
qqtt +

α2,t

g
qtq

)
qtxdx

+
(
εau2

ttx
)
(L) +

(
εau2

ttx
)
(0). (5.75)

Addition der Gleichungen (5.72) und (5.75) liefert nun:
∣∣∣∣∣
[

3g
ad

qtuttx

]x=L

x=0

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
[

3g
ad

qutx

]x=L

x=0

∣∣∣∣∣

≤ 2C1

ε

(
1 +

1
ε2

) ∫

G
q2 + q2

t dx

+
∫

G

18C1ε

a2d2g2

(
θ2

t + θ2
tt
)

dx +
∫

G

C1εa2d2

9
(
q2

x + q2
tx

)
dx

+
∫

G

18C1ε

a2g2

(
u2

tx + u2
ttx

)
dx + 2C1ε

∫

G

α2

g
qqtqxdx

+ 2C1ε

∫

G

(
− gt

g
qx − dt

g
utx +

α2

g
q2

t +
α2

g
qqtt +

α2,t

g
qtq

)
qtxdx

+
(
εau2

tx
)
(L) +

(
εau2

tx
)
(0) +

(
εau2

ttx
)
(L) +

(
εau2

ttx
)
(0). (5.76)

Multiplikation der Gleichung (5.2) mit qx liefert uns

q2
x ≤

2
g2 θ2

t +
2d2

g2 u2
tx +

2α2

g
qqtqx.
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Entsprechend liefert die Multiplikation der Gleichung (5.19) mit qtx:

q2
tx ≤

2
g2 θ2

tt +
2d2

g2 u2
ttx −

2gt

g
qxqtx − 2dt

g
utxqtx +

2α2

g
q2

t qtx +
2α2

g
qqttqtx +

2α2,t

g
qtqqtx.

Setzen wir die letzteren beiden Ungleichungen in (5.76) ein, so erhalten wir:
∣∣∣∣∣
[

3g
ad

qtuttx

]x=L

x=0

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
[

3g
ad

qutx

]x=L

x=0

∣∣∣∣∣

≤ 2C1

ε

(
1 +

1
ε2

) ∫

G
q2 + q2

t dx +
∫

G

18C1ε

a2d2g2

(
θ2

t + θ2
tt
)

dx +
∫

G

18C1ε

a2g2

(
u2

tx + u2
ttx

)
dx

+
∫

G

2C1εa2d2

9

(
1
g2 θ2

t +
d2

g2 u2
tx

)
dx +

∫

G

2C1εa2d2

9

(
1
g2 θ2

tt +
d2

g2 u2
ttx

)
dx

+
(
εau2

tx
)
(L) +

(
εau2

tx
)
(0) +

(
εau2

ttx
)
(L) +

(
εau2

ttx
)
(0) + R9, (5.77)

wobei

R9 =
∫

G

2C1εa2d2

9

(
− gt

g
qxqtx − dt

g
utxqtx +

α2

g
q2

t qtx

+
α2

g
qqttqtx +

α2,t

g
qtqqtx

)
dx +

∫

G

2C1εa2d2α2

9g
qqtqxdx

+ 2C1ε

∫

G

α2

g
qqtqxdx

+ 2C1ε

∫

G

(
− gt

g
qx − dt

g
utx +

α2

g
q2

t +
α2

g
qqtt +

α2,t

g
qtq

)
qtxdx. (5.78)

Wir multiplizieren die Gleichung (5.18) mit φutx, wobei φ(x) = L − 2x und integrieren. Dies
liefert zunächst:

d
dt

[∫

G
uttφutxdx

]
−

∫

G
uttφuttxdx−

∫

G
autxxφutxdx +

∫

G
bθtxφutxdx

=
∫

G
atuxxφutxdx−

∫

G
btθxφutxdx +

∫

G
α1qtqxφutxdx +

∫

G
α1qqxtφutxdx +

∫

G
α1,tqqxφutxdx.

Partielle Integration ergibt nun:

d
dt

[∫

G
uttφutxdx

]
+

L
2

((autx)(L) + (autx)(0)) =
∫

G
u2

ttdx +
∫

G
au2

txdx−
∫

G
bθtxφutxdx + R10,

(5.79)

wobei

R10 = −
∫

G

1
2

axφu2
txdx +

∫

G
atuxxφutxdx−

∫

G
btθxφutxdx

+
∫

G
α1qtqxφutxdx +

∫

G
α1qqxtφutxdx +

∫

G
α1,tqqxφutxdx. (5.80)
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Wir multiplizieren (5.26) mit φuttx und erhalten zunächst:

d
dt

[∫

G
utttφuttxdx

]
−

∫

G
utttφutttxdx−

∫

G
auttxxφuttxdx +

∫

G
bθttxφuttxdx

=
∫

G
attuxxφuttxdx +

∫

G
2atutxxφuttxdx−

∫

G
2btθtxφuttxdx−

∫

G
bttθxφuttxdx

+
∫

G
α1qttqxφuttxdx +

∫

G
2α1qtqtxφuttxdx +

∫

G
2α1,tqtqxφuttxdx +

∫

G
α1qqxttφuttxdx

+
∫

G
2α1,tqqxtφuttxdx +

∫

G
φα1,ttqqxuttxdx.

Partielle Integration liefert uns nun:

d
dt

∫

G
utttφuttxdx−

∫

G
u2

tttdx +
L
2

(
(au2

ttx)(L) + (au2
ttx)(0)

)

−
∫

G
au2

ttxdx +
1
2

∫

G
axu2

ttxφdx +
∫

G
bθttxφuttxdx−

∫

G
α1qqxttφuttxdx

=
∫

G
attuxxφuttxdx +

∫

G
2atutxxφuttxdx−

∫

G
2btθtxφuttxdx−

∫

G
bttθxφuttxdx

+
∫

G
α1qttqxφuttxdx +

∫

G
2α1qtqtxφuttxdx +

∫

G
2α1,tqtqxφuttxdx

+
∫

G
2α1,tqqxtφuttxdx +

∫

G
φα1,ttqqxuttxdx. (5.81)

Wir behandeln nun den markierten Term. Mit Hilfe von Gleichung (5.19) erhalten wir zunächst:

−
∫

G
α1qqxttφuttxdx

=
∫

G

α1

d
qqxttφθttdx +

d
dt

[
1
2

∫

G

α1g
d

qq2
xtφdx

]
− 1

2

∫

G

α1g
d

qtq2
xtφdx

− 1
2

∫

G

(α1g
d

)
t
qq2

xtφdx +
d
dt

[∫

G

α1gt

d
qqxtφqxdx

]
−

∫

G

(α1gt

d

)
t
qqxtφqxdx

−
∫

G

α1gt

d
qtqxtφqxdx−

∫

G

α1gt

d
qq2

xtφdx +
d
dt

[∫

G

α1dt

d
qqxtφutxdx

]

−
∫

G

(
α1dt

d

)

t
qqxtφutxdx−

∫

G

α1dt

d
qtqxtφutxdx−

∫

G

α1dt

d
qqxtφuttxdx

− d
dt

[∫

G

α1α2

d
qqxtφq2

t dx
]

+
∫

G

(α1α2

d

)
t
qqxtφq2

t dx +
∫

G

α1α2

d
qtqxtφq2

t dx

+ 2
∫

G

α1α2

d
qqxtφqtqttdx−

∫

G

α1α2

d
qqxttφqqttdx − d

dt

[∫

G

α1α2,t

d
qqxtφqtqdx

]

+
∫

G

(α1α2,t

d

)
t
q2qxtφqtdx + 2

∫

G

α1α2,t

d
qqxtφq2

t dx +
∫

G

α1α2,t

d
q2qxtφqttdx. (5.82)

Der erste der beiden markierten Terme wird wie folgt behandelt:
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∫

G

α1

d
qqxttφθttdx =

d
dt

[
1
2

∫

G

α1τ2
q

2dkτθ
qq2

ttφdx

]
− 1

2

∫

G

(
α1τ2

q

2dkτθ

)

t

qq2
ttφdx− 1

2

∫

G

α1τ2
q

2dkτθ
qtq2

ttφdx

+
∫

G

α1τq

dkτθ
qq2

ttφdx +
∫

G

α1

dkτθ
qqttφqtdx +

∫

G

α1

dτθ
qqttφθtxdx

−
∫

G

(α1

d

)
x

qqttφθttdx−
∫

G

α1

d
qxqttφθttdx +

∫

G

2α1

d
qθttqttdx. (5.83)

Der zweite markierte Term wird folgendermaßen behandelt:

−
∫

G

α1α2

d
q2qxttφqttdx = L

(α1α2

d
q2q2

tt

)
(L) + L

(α1α2

d
q2q2

tt

)
(0) +

∫

G

(α1α2

d

)
x

q2q2
ttφdx

+ 2
∫

G

α1α2

d
qqxq2

ttφdx +
∫

G

α1α2

d
q2qttxφqttdx− 2

∫

G

α1α2

d
q2q2

ttdx.

Und dies ist gleichbedeutend mit:

−
∫

G

α1α2

d
q2qxttφqttdx =

L
2

(α1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

L
2

(α1α2

d
q2q2

tt

)
(0) +

1
2

∫

G

(α1α2

d

)
x

q2q2
ttφdx

+
∫

G

α1α2

d
qqxq2

ttφdx−
∫

G

α1α2

d
q2q2

ttdx. (5.84)

Wir fassen nun (5.81) - (5.84) zusammen und erhalten schließlich:

d
dt

[∫

G
utttφuttxdx +

1
2

∫

G

α1g
d

qq2
xtφdx +

∫

G

α1gt

d
qqxtφqxdx +

∫

G

α1dt

d
qqxtφutxdx

]

− d
dt

[∫

G

α1α2

d
qqxtφq2

t dx +
∫

G

α1α2,t

d
qqxtφqtqdx− 1

2

∫

G

α1τ2
q

2dkτθ
qq2

ttφdx

]

+
L
2

(
(au2

ttx)(L) + (au2
ttx)(0)

)
+

L
2

((α1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

(α1α2

d
q2q2

tt

)
(0)

)

−
∫

G
au2

ttxdx +
∫

G
bθttxφuttxdx−

∫

G
u2

tttdx

= R11, (5.85)
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wobei

R11 =
1
2

∫

G

(
α1τ2

q

2dkτθ

)

t

qq2
ttφdx +

1
2

∫

G

α1τ2
q

2dkτθ
qtq2

ttφdx−
∫

G

α1τq

dkτθ
qq2

ttφdx−
∫

G

α1

dkτθ
qqttφqtdx

−
∫

G

α1

dτθ
qqttφθtxdx +

∫

G

(α1

d

)
x

qqttφθttdx +
∫

G

α1

d
qxqttφθttdx−

∫

G

2α1

d
qθttqttdx

+
1
2

∫

G

α1g
d

qtq2
xtφdx +

1
2

∫

G

(α1g
d

)
t
qq2

xtφdx +
∫

G

(α1gt

d

)
t
qqxtφqxdx

+
∫

G

α1gt

d
qtqxtφqxdx +

∫

G

α1gt

d
qq2

xtφdx +
∫

G

(
α1dt

d

)

t
qqxtφutxdx +

∫

G

α1dt

d
qtqxtφutxdx

+
∫

G

α1dt

d
qqxtφuttxdx−

∫

G

(α1α2

d

)
t
qqxttφq2

t dx−
∫

G

α1α2

d
qtqxtφq2

t dx

− 2
∫

G

α1α2

d
qqxtφqtqttdx− 1

2

∫

G

(α1α2

d

)
x

q2q2
ttφdx−

∫

G

α1α2

d
qqxq2

ttφdx +
∫

G

α1α2

d
q2q2

ttdx

−
∫

G

(α1α2,t

d

)
t
q2qxtφqtdx− 2

∫

G

α1α2,t

d
qqxtφq2

t dx−
∫

G

α1α2,t

d
q2qxtφqttdx

+
∫

G
attuxxφuttxdx +

∫

G
2atutxxφuttxdx−

∫

G
2btθtxφuttxdx−

∫

G
bttθxφuttxdx

+
∫

G
α1qttqxφuttxdx +

∫

G
2α1qtqtxφuttxdx +

∫

G
2α1,tqtqxφuttxdx

+
∫

G
2α1,tqqxtφuttxdx +

∫

G
φα1,ttqqxuttxdx− 1

2

∫

G
axu2

ttxφdx. (5.86)

Wir multiplizieren die Gleichung (5.19) mit − b
d φθttx und erhalten nach einer partiellen Integra-

tion:

−
∫

G

b
d

θ2
ttdx +

L
2

(
(

b
d

θ2
tt)(L) + (

b
d

θ2
tt)(0)

)

− d
dt

[∫

G

bg
d

qxtφθtxdx
]

+
∫

G

bg
d

qxttφθtxdx −
∫

G
buttxφθttxdx

= −1
2

∫

G

(
b
d

)

x
φθ2

ttdx +
∫

G
dtutx

b
d

φθttxdx +
∫

G
gtqx

b
d

φθttxdx−
∫

G
α2q2

t
b
d

φθttxdx

−
∫

G
α2qqtt

b
d

φθttxdx −
∫

G
α2,tqtq

b
d

φθttxdx−
∫

G

(
bg
d

)

t
qxtφθtxdx. (5.87)

In der letzteren Abschätzung tauchen nun zwei Terme auf, die zu behandeln sind. Wir betrachten
zunächst den ersteren. Die Gleichung (5.3) liefert uns zunächst:

kτθθtx = −kθx − q− τqqt −
τ2

q

2
qtt,

bzw.

θtx = − 1
τθ

θx − 1
kτθ

q− τq

kτθ
qt −

τ2
q

2kτθ
qtt.
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Damit erhalten wir:
∫

G

bg
d

qxttφθtxdx = − d
dt

∫

G

bg
dτθ

qxtφθxdx +
∫

G

(
bg
dτθ

)

t
qxtφθxdx +

∫

G

bg
dτθ

qxtφθtxdx

− d
dt

∫

G

bg
dkτθ

qxtφqdx +
∫

G

(
bg

dkτθ

)

t
qxtφqdx +

∫

G

bg
dkτθ

qxtφqtdx

− d
dt

∫

G

bgτq

dkτθ
qxtφqtdx +

∫

G

(
bgτq

dkτθ

)

t
qxtφqtdx +

∫

G

bgτq

dkτθ
qxtφqttdx

−
∫

G

bgτ2
q

2dkτθ
qxttφqttdx . (5.88)

Der markierte Term wird nun folgendermaßen behandelt:

−
∫

G

bgτ2
q

2dkτθ
qxttφqttdx = −

(
bgτ2

q

2dkτθ
φq2

tt

)
(L) +

(
bgτ2

q

2dkτθ
φq2

tt

)
(0) +

∫

G

(
bgτ2

q

2dkτθ

)

x

φq2
ttdx

+
∫

G
qtt

bgτ2
q

2dkτθ
φqttxdx− 2

∫

G

bgτ2
q

2dkτθ
q2

ttdx.

Letzteres ist gleichbedeutend mit:

−
∫

G

bgτ2
q

2dkτθ
qxttφqttdx =

L
2

(
bgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

L
2

(
bgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0) +

1
2

∫

G

(
bgτ2

q

2dkτθ

)

x

φq2
ttdx

−
∫

G

bgτ2
q

2dkτθ
q2

ttdx. (5.89)

Fassen wir (5.88) und (5.89) zusammen, so erhalten wir:
∫

G

bg
d

qxttφθtxdx = − d
dt

[∫

G

bg
dτθ

qxtφθx +
bg

dkτθ
qxtφq +

bgτq

dkτθ
qxtφqtdx

]

+
∫

G

(
bg
dτθ

)

t
qxtφθxdx +

∫

G

bg
dτθ

qxtφθtxdx +
∫

G

(
bg

dkτθ

)

t
qxtφqdx

+
∫

G

bg
dkτθ

qxtφqtdx +
∫

G

(
bgτq

dkτθ

)

t
qxtφqtdx +

∫

G

bgτq

dkτθ
qxtφqttdx

+
L
2

(
bgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

L
2

(
bgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0) +

1
2

∫

G

(
bgτ2

q

2dkτθ

)

x

φq2
ttdx

−
∫

G

bgτ2
q

2dkτθ
q2

ttdx. (5.90)

Den verbleibenden, problematischen Term behandeln wir folgendermaßen:
∫

G

α2b
d

qqttφθttxdx = −
∫

G

2α2b
dτq

qqtφθttxdx−
∫

G

2α2b
dτ2

q
q2φθttxdx

−
∫

G

2α2bk
dτ2

q
qθxφθttxdx−

∫

G

2kτθα2b
dτ2

q
qθtxφθttxdx.
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Partielle Integration der ersten beiden Integralterme, sowie Umformungen der zweiten beiden
Terme liefert:

∫

G

α2b
d

qqttφθttxdx =
∫

G

(
2α2b
dτq

qqtφ

)

x
θttdx +

∫

G

(
2α2b
dτ2

q
q2φ

)

x

θttdx

− d
dt

[∫

G

2α2bk
dτ2

q
qθxφθtxdx

]
+

∫

G

(
2α2bk
dτ2

q
qθx

)

t

φθtxdx

− d
dt

[
1
2

∫

G

2kτθα2b
dτ2

q
qφθ2

txdx

]
+

1
2

∫

G

(
2kτθα2b

dτ2
q

q

)

t

φθ2
txdx. (5.91)

Wir kombinieren nun (5.87), (5.90) und (5.91). Dies ergibt:

d
dt

[
−

∫

G

bg
d

qxtφθtxdx−
∫

G

bg
dτθ

qxtφθxdx−
∫

G

bg
dkτθ

qxtφqdx−
∫

G

bgτq

dkτθ
qxtφqtdx

]

− d
dt

[∫

G

2α2bk
dτ2

q
qθxφθtxdx +

1
2

∫

G

2kτθα2b
dτ2

q
qφθ2

txdx

]
+

L
2

(
(

b
d

θ2
tt)(L) + (

b
d

θ2
tt)(0)

)

+
L
2

(
bgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

L
2

(
bgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0)−

∫

G

b
d

θ2
ttdx +

∫

G

bg
dτθ

qxtφθtxdx

+
∫

G

bg
dkτθ

qxtφqtdx +
∫

G

bgτq

dkτθ
qxtφqttdx−

∫

G

bgτ2
q

2dkτθ
q2

ttdx.−
∫

G
buttxφθttxdx

= R12, (5.92)

wobei

R12 = −
∫

G

(
bg
dτθ

)

t
qxtφθxdx−

∫

G

(
bg

dkτθ

)

t
qxtφqdx−

∫

G

(
bgτq

dkτθ

)

t
qxtφqtdx

− 1
2

∫

G

(
bgτ2

q

2dkτθ

)

x

φq2
ttdx−

∫

G

(
2α2b
dτq

qqtφ

)

x
θttdx−

∫

G

(
2α2b
dτ2

q
q2φ

)

x

θttdx

−
∫

G

(
2α2bk
dτ2

q
qθx

)

t

φθtxdx− 1
2

∫

G

(
2kτθα2b

dτ2
q

q

)

t

φθ2
txdx− 1

2

∫

G

(
b
d

)

x
φθ2

ttdx

+
∫

G
dtutx

b
d

φθttxdx +
∫

G
gtqx

b
d

φθttxdx−
∫

G
α2q2

t
b
d

φθttxdx

−
∫

G
α2,tqtq

b
d

φθttxdx−
∫

G

(
bg
d

)

t
qxtφθtxdx. (5.93)
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Nun kombinieren wir (5.85) mit (5.92). Dies ergibt:

d
dt

[∫

G
utttφuttxdx +

1
2

∫

G

α1g
d

qq2
xtφdx +

∫

G

α1gt

d
qqxtφqxdx +

∫

G

α1dt

d
qqxtφutxdx

−
∫

G

α1α2

d
qqxtφq2

t dx−
∫

G

α1α2,t

d
qqxtφqtqdx +

1
2

∫

G

α1τ2
q

2dkτθ
qq2

ttφdx−
∫

G

bg
d

qxtφθtxdx

−
∫

G

bg
dτθ

qxtφθxdx−
∫

G

bg
dkτθ

qxtφqdx−
∫

G

bgτq

dkτθ
qxtφqtdx−

∫

G

2α2bk
dτ2

q
qθxφθtxdx

−1
2

∫

G

2kτθα2b
dτ2

q
qφθ2

txdx

]

+
L
2

(
(

b
d

θ2
tt)(L) + (

b
d

θ2
tt)(0)

)
+

L
2

(
bgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

L
2

(
bgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0)

+
L
2

(
(au2

ttx)(L) + (au2
ttx)(0)

)
+

L
2

((α1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

(α1α2

d
q2q2

tt

)
(0)

)

+
∫

G

bg
dτθ

qxtφθtxdx +
∫

G

bg
dkτθ

qxtφqtdx +
∫

G

bgτq

dkτθ
qxtφqttdx−

∫

G

bgτ2
q

2dkτθ
q2

ttdx.

−
∫

G
au2

ttxdx−
∫

G
u2

tttdx−
∫

G

b
d

θ2
ttdx

= R11 + R12. (5.94)

Wir kombinieren nun (5.79) mit (5.94)

d
dt

[∫

G
utttφuttxdx +

1
2

∫

G

α1g
d

qq2
xtφdx +

∫

G

α1gt

d
qqxtφqxdx +

∫

G

α1dt

d
qqxtφutxdx

−
∫

G

α1α2

d
qqxtφq2

t dx−
∫

G

α1α2,t

d
qqxtφqtqdx +

1
2

∫

G

α1τ2
q

2dkτθ
qq2

ttφdx−
∫

G

bg
d

qxtφθtxdx

−
∫

G

bg
dτθ

qxtφθxdx−
∫

G

bg
dkτθ

qxtφqdx−
∫

G

bgτq

dkτθ
qxtφqtdx−

∫

G

2α2bk
dτ2

q
qθxφθtxdx

−1
2

∫

G

2kτθα2b
dτ2

q
qφθ2

txdx +
∫

G
uttφutxdx

]
+

L
2

((autx)(L) + (autx)(0))

+
L
2

(
(

b
d

θ2
tt)(L) + (

b
d

θ2
tt)(0)

)
+

L
2

(
bgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

L
2

(
bgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0)

+
L
2

(
(au2

ttx)(L) + (au2
ttx)(0)

)
+

L
2

((α1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

(α1α2

d
q2q2

tt

)
(0)

)

+
∫

G

bg
dτθ

qxtφθtxdx +
∫

G

bg
dkτθ

qxtφqtdx +
∫

G

bgτq

dkτθ
qxtφqttdx−

∫

G

bgτ2
q

2dkτθ
q2

ttdx.

−
∫

G
au2

ttxdx−
∫

G
u2

tttdx−
∫

G

b
d

θ2
ttdx−

∫

G
u2

ttdx−
∫

G
au2

txdx +
∫

G
bθtxφutxdx

= R10 + R11 + R12.

Umstellen der Terme, vernachlässigen verschiedener quadratischer Terme und Multiplikation
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mit 2ε
L liefert uns:

(εautx)(L) + (εautx)(0) + (εau2
ttx)(L) + (εau2

ttx)(0) +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0)

+
( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(0)

≤ − d
dt

[
2ε

L

∫

G
utttφuttx +

α1g
2d

qq2
xtφ +

α1gt

d
qqxtφqx +

α1dt

d
qqxtφutx − α1α2

d
qqxtφq2

t

−α1α2,t

d
qqxtφqtq +

α1τ2
q

4dkτθ
qq2

ttφ−
bg
d

qxtφθtx − bg
dτθ

qxtφθx − bg
dkτθ

qxtφq− bgτq

dkτθ
qxtφqt

−2α2bk
dτ2

q
qθxφθtx − kτθα2b

dτ2
q

qφθ2
tx + uttφutxdx

]

− 2ε

L

∫

G

bg
dτθ

qxtφθtxdx− 2ε

L

∫

G

bg
dkτθ

qxtφqtdx− 2ε

L

∫

G

bgτq

dkτθ
qxtφqttdx +

2ε

L

∫

G

bgτ2
q

2dkτθ
q2

ttdx.

+
2ε

L

∫

G
au2

ttxdx +
2ε

L

∫

G
u2

tttdx +
2ε

L

∫

G

b
d

θ2
ttdx +

2ε

L

∫

G
u2

ttdx +
2ε

L

∫

G
au2

txdx

− 2ε

L

∫

G
bθtxφutxdx +

2ε

L
R10 +

2ε

L
R11 +

2ε

L
R12. (5.95)

Kombinieren wir nun (5.77) mit (5.95), so erhalten wir:
∣∣∣∣∣
[

3g
ad

qtuttx

]x=L

x=0

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
[

3g
ad

qutx

]x=L

x=0

∣∣∣∣∣ +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0)

+
( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(0)

≤ − d
dt

[
2ε

L

∫

G
utttφuttx +

α1g
2d

qq2
xtφ +

α1gt

d
qqxtφqx +

α1dt

d
qqxtφutx − α1α2

d
qqxtφq2

t

−α1α2,t

d
qqxtφqtq +

α1τ2
q

4dkτθ
qq2

ttφ−
bg
d

qxtφθtx − bg
dτθ

qxtφθx − bg
dkτθ

qxtφq− bgτq

dkτθ
qxtφqt

−2α2bk
dτ2

q
qθxφθtx − kτθα2b

dτ2
q

qφθ2
tx + uttφutxdx

]

+
2C1

ε

(
1 +

1
ε2

) ∫

G
q2 + q2

t dx +
∫

G

18C1ε

a2d2g2

(
θ2

t + θ2
tt
)

dx +
∫

G

18C1ε

a2g2

(
u2

tx + u2
ttx

)
dx

+
∫

G

2C1εa2d2

9

(
1
g2 θ2

t +
d2

g2 u2
tx

)
dx +

∫

G

2C1εa2d2

9

(
1
g2 θ2

tt +
d2

g2 u2
ttx

)
dx

− 2ε

L

∫

G

bg
dτθ

qxtφθtxdx− 2ε

L

∫

G

bg
dkτθ

qxtφqtdx− 2ε

L

∫

G

bgτq

dkτθ
qxtφqttdx +

2ε

L

∫

G

bgτ2
q

2dkτθ
q2

ttdx.

+
2ε

L

∫

G
au2

ttxdx +
2ε

L

∫

G
u2

tttdx +
2ε

L

∫

G

b
d

θ2
ttdx +

2ε

L

∫

G
u2

ttdx +
2ε

L

∫

G
au2

txdx

− 2ε

L

∫

G
bθtxφutxdx + R9 +

2ε

L
R10 +

2ε

L
R11 +

2ε

L
R12. (5.96)
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5.3.5 Zusammenfassung der Teilabschätzungen

Wir kombinieren nun (5.38), (5.47) und (5.96). Dies liefert:

∫

G

2
a

(
u2

tx + u2
ttx

)
dx +

1
2

∫

G

(
u2

xx + u2
txx

)
dx +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0)

+
( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(0) +

d
dt

G1(t)

≤ +
2C1

ε

(
1 +

1
ε2

) ∫

G
q2 + q2

t dx +
∫

G

18C1ε

a2d2g2

(
θ2

t + θ2
tt
)

dx +
∫

G

18C1ε

a2g2

(
u2

tx + u2
ttx

)
dx

+
∫

G

2C1εa2d2

9

(
1
g2 θ2

t +
d2

g2 u2
tx

)
dx +

∫

G

2C1εa2d2

9

(
1
g2 θ2

tt +
d2

g2 u2
ttx

)
dx

− 2ε

L

∫

G

bg
dτθ

qxtφθtxdx− 2ε

L

∫

G

bg
dkτθ

qxtφqtdx− 2ε

L

∫

G

bgτq

dkτθ
qxtφqttdx +

2ε

L

∫

G

bgτ2
q

2dkτθ
q2

ttdx.

+
2ε

L

∫

G
au2

ttxdx +
2ε

L

∫

G
u2

tttdx +
2ε

L

∫

G

b
d

θ2
ttdx +

2ε

L

∫

G
u2

ttdx +
2ε

L

∫

G
au2

txdx

− 2ε

L

∫

G
bθtxφutxdx +

∫

G

(
27
d2 +

3b
ad

+
3b2

4a2

) (
θ2

x + θ2
tx

)
dx +

∫

G

27g2

a2d2

(
q2

t + q2
tt
)

dx

+ R4 + R5 + R9 +
2ε

L
R10 +

2ε

L
R11 +

2ε

L
R12, (5.97)

wobei

G1(t) =
2ε

L

∫

G
utttφuttx +

α1g
2d

qq2
xtφ +

α1gt

d
qqxtφqx +

α1dt

d
qqxtφutx − α1α2

d
qqxtφq2

t

− α1α2,t

d
qqxtφqtq +

α1τ2
q

4dkτθ
qq2

ttφ−
bg
d

qxtφθtx − bg
dτθ

qxtφθx − bg
dkτθ

qxtφq− bgτq

dkτθ
qxtφqt

− 2α2bk
dτ2

q
qθxφθtx − kτθα2b

dτ2
q

qφθ2
tx + uttφutxdx−

∫

G

3
ad

θxut − 3g
a2d

qutt

− 3gb
a2d

qθx +
3gα1

a2d
q2qx +

1
a

utxuxx − 3
ad

uttθxt − 3g
ad

utxxqt +
1
a

uttxutxdx. (5.98)

Es gilt

−2ε

L

∫

G

bg
dτθ

qxtφθtxdx =
2ε

L

∫

G

b
dτθ

θttφθtxdx +
2ε

L

∫

G

b
τθ

uttxφθtxdx +
2ε

L

∫

G

bgt

dτθ
qxφθtxdx

+
2ε

L

∫

G

bdt

dτθ
utxφθtxdx− 2ε

L

∫

G

bα2

dτθ
qqttφθtxdx− 2ε

L

∫

G

bα2

dτθ
q2

t φθtxdx

− 2ε

L

∫

G

bα2,t

dτθ
qqtφθtxdx.
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Ebenfalls berechnet man

−2ε

L

∫

G

bg
dkτθ

qxtφqtdx =
2ε

L

∫

G

b
dkτθ

θttφqtdx +
2ε

L

∫

G

b
kτθ

uttxφqtdx +
2ε

L

∫

G

bgt

dkτθ
qxφqtdx

+
2ε

L

∫

G

bdt

dkτθ
utxφqtdx− 2ε

L

∫

G

bα2

dkτθ
q2

t φqtdx− 2ε

L

∫

G

bα2

dkτθ
qqttφqtdx

− 2ε

L

∫

G

bα2,t

dkτθ
qq2

t φdx,

wie auch

−2ε

L

∫

G

bgτq

dkτθ
qxtφqttdx =

2ε

L

∫

G

bτq

dkτθ
θttφqttdx +

2ε

L

∫

G

bτq

kτθ
uttxφqttdx +

2ε

L

∫

G

bgtτq

dkτθ
qxφqttdx

+
2ε

L

∫

G

bdtτq

dkτθ
utxφqttdx− 2ε

L

∫

G

bα2τq

dkτθ
q2

t φqttdx− 2ε

L

∫

G

bα2τq

dkτθ
qq2

ttφdx

− 2ε

L

∫

G

bα2,tτq

dkτθ
qqtqttφdx.

Mit

R13 :=
∫

G

bgt

dτθ
qxφθtxdx +

∫

G

bdt

dτθ
utxφθtxdx−

∫

G

bα2

dτθ
qqttφθtxdx

−
∫

G

bα2

dτθ
q2

t φθtxdx−
∫

G

bα2,t

dτθ
qqtφθtxdx +

∫

G

bgt

dkτθ
qxφqtdx

+
∫

G

bdt

dkτθ
utxφqtdx−

∫

G

bα2

dkτθ
q2

t φqtdx−
∫

G

bα2

dkτθ
qqttφqtdx

−
∫

G

bα2,t

dkτθ
qq2

t φdx +
∫

G

bgtτq

dkτθ
qxφqttdx +

∫

G

bdtτq

dkτθ
utxφqttdx

−
∫

G

bα2τq

dkτθ
q2

t φqttdx−
∫

G

bα2τq

dkτθ
qq2

ttφdx−
∫

G

bα2,tτq

dkτθ
qqtqttφdx

erhalten wir somit aus (5.97) eine Abschätzung von der Form:

K1

∫

G

(
u2

tx + u2
ttx

)
dx +

1
2

∫

G
u2

xx + u2
txxdx +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0)

+
( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(0) +

d
dt

G1(t)

≤ K2

∫

G
θ2

xdx + K3(1 + ε)
∫

G
θ2

txdx + εK4

∫

G
θ2

t dx + εK5

∫

G
θ2

ttdx

+ K6

(
1
ε

+
1
ε3

) ∫

G
q2dx + K7

(
ε + 1 +

1
ε

+
1
ε3

) ∫

G
q2

t dx + K8(1 + ε)
∫

G
q2

ttdx

+ εK9

∫

G
u2

txdx + εK10

∫

G
u2

ttdx + εK11

∫

G
u2

ttxdx + εK12

∫

G
u2

tttdx

+ |R4|+ |R5|+ |R9|+ 2ε

L
|R10|+ 2ε

L
|R11|+ 2ε

L
|R12|+ 2ε

L
|R13|. (5.99)
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Wir multiplizieren (5.57) mit δ und kombinieren die entstehende Abschätzung mit (5.99). Wir
erhalten:

K1

∫

G

(
u2

tx + u2
ttx

)
dx +

1
2

∫

G
u2

xx + u2
txxdx + δ

∫

G
θ2

t + θ2
ttdx

+

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(0) +

d
dt

G2(t)

≤ K′
2(1 + δ)

∫

G
θ2

xdx + K′
3(1 + ε + δ)

∫

G
θ2

txdx + εK4

∫

G
θ2

t dx + εK5

∫

G
θ2

ttdx

+ K6

(
1
ε

+
1
ε3

) ∫

G
q2dx + K′

7

(
δ + ε + 1 +

1
ε

+
1
ε3

) ∫

G
q2

t dx + K′
8(1 + ε + δ)

∫

G
q2

ttdx

+ (ε + δ) K′
9

∫

G
u2

txdx + εK10

∫

G
u2

ttdx + (ε + δ) K′
11

∫

G
u2

ttxdx + εK12

∫

G
u2

tttdx

+ |R4|+ |R5|+ δ|R8|+ |R9|+ 2ε

L
|R10|+ 2ε

L
|R11|+ 2ε

L
|R12|+ 2ε

L
|R13|, (5.100)

wobei

G2(t) = G1(t)− 2δ

∫

G
gθtxqtdx− 2δ

∫

G
gqθxdx (5.101)

gilt. Betrachten wir die beiden markierten Terme, so ist ersichtlich, dass wir eine Abschätzung
von der folgenden Form erhalten, sofern wir δ hinreichend klein wählen:

K1

2

∫

G

(
u2

tx + u2
ttx

)
dx +

1
2

∫

G
u2

xx + u2
txxdx + δ

∫

G
θ2

t + θ2
ttdx

+

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(0) +

d
dt

G2(t)

≤ K′
2(1 + δ)

∫

G
θ2

xdx + K′
3(1 + ε + δ)

∫

G
θ2

txdx + εK4

∫

G
θ2

t dx + εK5

∫

G
θ2

ttdx

+ K6

(
1
ε

+
1
ε3

) ∫

G
q2dx + K′

7

(
δ + ε + 1 +

1
ε

+
1
ε3

) ∫

G
q2

t dx + K′
8(1 + ε + δ)

∫

G
q2

ttdx

+ εK′
9

∫

G
u2

txdx + εK10

∫

G
u2

ttdx + εK′
11

∫

G
u2

ttxdx + εK12

∫

G
u2

tttdx

+ |R4|+ |R5|+ δ|R8|+ |R9|+ 2ε

L
|R10|+ 2ε

L
|R11|+ 2ε

L
|R12|+ 2ε

L
|R13|. (5.102)

Nun multiplizieren wir (5.51) mit γ und kombinieren die entstehende Abschätzung mit (5.102).
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Es ergibt sich dann:

K1

2

∫

G

(
u2

tx + u2
ttx

)
dx +

1
2

∫

G
u2

xx + u2
txxdx + δ

∫

G
θ2

t + θ2
ttdx

+ γ

∫

G
(u2

ttt + u2
tt + u2

t + θ2 + θ2
t )dx +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0)

+
( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(0) +

d
dt

G2(t)

≤ K′′
2 (1 + δ + γ)

∫

G
θ2

xdx + K′′
3 (1 + ε + δ + γ)

∫

G
θ2

txdx + εK4

∫

G
θ2

t dx + εK5

∫

G
θ2

ttdx

+ K6

(
1
ε

+
1
ε3

) ∫

G
q2dx + K′

7

(
δ + ε + 1 +

1
ε

+
1
ε3

) ∫

G
q2

t dx + K′
8(1 + ε + δ)

∫

G
q2

ttdx

+ (ε + γ)K′′
9

∫

G
u2

txdx + εK10

∫

G
u2

ttdx + (ε + γ) K′′
11

∫

G
u2

ttxdx + εK12

∫

G
u2

tttdx

+ γK13

∫

G

(
u2

txx + u2
xx

)
dx + |R4|+ |R5|+ γ|R6|+ δ|R8|+ |R9|+ 2ε

L
|R10|

+
2ε

L
|R11|+ 2ε

L
|R12|+ 2ε

L
|R13|. (5.103)

Betrachten wir wieder die markierten Terme und wählen γ hinreichend klein, so erhalten wir
die folgende Abschätzung:

K1

4

∫

G

(
u2

tx + u2
ttx

)
dx +

1
4

∫

G
u2

xx + u2
txxdx + δ

∫

G
θ2

t + θ2
ttdx

+ γ

∫

G
(u2

ttt + u2
tt + u2

t + θ2 + θ2
t )dx +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0)

+
( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(0) +

d
dt

G2(t)

≤ K′′
2 (1 + δ + γ)

∫

G
θ2

xdx + K′′
3 (1 + ε + δ + γ)

∫

G
θ2

txdx + εK4

∫

G
θ2

t dx + εK5

∫

G
θ2

ttdx

+ K6

(
1
ε

+
1
ε3

) ∫

G
q2dx + K′

7

(
δ + ε + 1 +

1
ε

+
1
ε3

) ∫

G
q2

t dx + K′
8(1 + ε + δ)

∫

G
q2

ttdx

+ εK′′
9

∫

G
u2

txdx + εK10

∫

G
u2

ttdx + εK′′
11

∫

G
u2

ttxdx + εK12

∫

G
u2

tttdx

+ |R4|+ |R5|+ γ|R6|+ δ|R8|+ |R9|+ 2ε

L
|R10|+ 2ε

L
|R11|+ 2ε

L
|R12|+ 2ε

L
|R13|. (5.104)
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Schließlich multiplizieren wir (5.53) mit µ und erhalten unter Verwendung von (5.104):

K1

4

∫

G

(
u2

tx + u2
ttx

)
dx +

1
4

∫

G
u2

xx + u2
txxdx + δ

∫

G
θ2

t + θ2
ttdx

+ γ

∫

G
(u2

ttt + u2
tt + u2

t + θ2 + θ2
t )dx + µ

∫

G
u2

xdx +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0)

+
( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(0) +

d
dt

G2(t)

≤ K′′′
2 (1 + δ + γ + µ)

∫

G
θ2

xdx + K′′
3 (1 + ε + δ + γ)

∫

G
θ2

txdx + εK4

∫

G
θ2

t dx + εK5

∫

G
θ2

ttdx

+ K6

(
1
ε

+
1
ε3

) ∫

G
q2dx + K′

7

(
δ + ε + 1 +

1
ε

+
1
ε3

) ∫

G
q2

t dx + K′
8(1 + ε + δ)

∫

G
q2

ttdx

+ εK′′
9

∫

G
u2

txdx + (ε + µ) K′
10

∫

G
u2

ttdx + εK′′
11

∫

G
u2

ttxdx + εK12

∫

G
u2

tttdx

+ |R4|+ |R5|+ γ|R6|+ µ|R7|+ δ|R8|+ |R9|+ 2ε

L
|R10|+ 2ε

L
|R11|+ 2ε

L
|R12|+ 2ε

L
|R13|. (5.105)

Wir betrachten den markierten Term, wählen µ hinreichend klein und erhalten:

K1

4

∫

G

(
u2

tx + u2
ttx

)
dx +

1
4

∫

G
u2

xx + u2
txxdx + δ

∫

G
θ2

t + θ2
ttdx

+
γ

2

∫

G
(u2

ttt + u2
tt + u2

t + θ2 + θ2
t )dx + µ

∫

G
u2

xdx +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0)

+
( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(0) +

d
dt

G2(t)

≤ K′′′
2 (1 + δ + γ + µ)

∫

G
θ2

xdx + K′′
3 (1 + ε + δ + γ)

∫

G
θ2

txdx + εK4

∫

G
θ2

t dx + εK5

∫

G
θ2

ttdx

+ K6

(
1
ε

+
1
ε3

) ∫

G
q2dx + K′

7

(
δ + ε + 1 +

1
ε

+
1
ε3

) ∫

G
q2

t dx + K′
8(1 + ε + δ)

∫

G
q2

ttdx

+ εK′′
9

∫

G
u2

txdx + εK′
10

∫

G
u2

ttdx + εK′′
11

∫

G
u2

ttxdx + εK12

∫

G
u2

tttdx

+ |R4|+ |R5|+ γ|R6|+ µ|R7|+ δ|R8|+ |R9|+ 2ε

L
|R10|+ 2ε

L
|R11|+ 2ε

L
|R12|+ 2ε

L
|R13|. (5.106)
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Abschließend betrachten wir die markierten Terme, wählen ε hinreichend klein und erhalten:

K1

8

∫

G

(
u2

tx + u2
ttx

)
dx +

1
8

∫

G
u2

xx + u2
txxdx +

δ

2

∫

G
θ2

t + θ2
ttdx

+
γ

4

∫

G
(u2

ttt + u2
tt + u2

t + θ2 + θ2
t )dx + µ

∫

G
u2

xdx +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0)

+
( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(0) +

d
dt

G2(t)

≤ K′′′
2 (1 + δ + γ + µ)

∫

G
θ2

xdx + K′
3(1 + ε + δ + γ)

∫

G
θ2

txdx

+ K6

(
1
ε

+
1
ε3

) ∫

G
q2dx + K′

7

(
δ + ε + 1 +

1
ε

+
1
ε3

) ∫

G
q2

t dx + K′
8(1 + ε + δ)

∫

G
q2

ttdx

+ |R4|+ |R5|+ γ|R6|+ µ|R7|+ δ|R8|+ |R9|+ 2ε

L
|R10|+ 2ε

L
|R11|+ 2ε

L
|R12|+ 2ε

L
|R13|. (5.107)

Unter Verwendung der Abschätzungen (5.34) und (5.35) folgern wir nun die Existenz einer
Konstanten K13, so dass die folgende Abschätzung besteht:

K1

8

∫

G

(
u2

tx + u2
ttx

)
dx +

1
8

∫

G
u2

xx + u2
txxdx +

δ

2

∫

G
θ2

t + θ2
ttdx

+
γ

4

∫

G
(u2

ttt + u2
tt + u2

t + θ2 + θ2
t )dx + µ

∫

G
u2

xdx +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0)

+
( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(0) +

d
dt

G2(t)

≤ K13

∫

G

(
τ2

q

2
qtt + τqqt + kτθθtx −

τ2
q

2τθ
qt

)2

dx + K13

∫

G
q2

t dx + K13

∫

G
q2dx

+ K13

∫

G

(
τ2

q

2
qttt + τqqtt + kτθθttx −

τ2
q

2τθ
qtt

)2

dx + K13

∫

G
q2

ttdx + K13

∫

G
q2

t dx

+ |R4|+ |R5|+ γ|R6|+ µ|R7|+ δ|R8|+ |R9|+ 2ε

L
|R10|+ 2ε

L
|R11|+ 2ε

L
|R12|+ 2ε

L
|R13|. (5.108)
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5.3.6 Definition und Eigenschaften des Lyapunov - Funktionals

Wir definieren nun wie zu Anfang beschrieben ein Lyapunov-Funktional, welches uns später
die gewünschte Energieabschätzung für E(t) liefern wird.

Definition 5.1 Für beliebiges t ≥ 0 definieren wir:

F(t) :=
1
ν

E(t)− 1
ν

[∫

G

α1

bg
qqttθtt − α1α2

2bg
q2q2

ttdx
]

+ G2(t)

wobei G2 durch (5.101) gegeben ist.

Bemerkt sei, dass die beiden Terme, welche zu G2 hinzuaddiert werden, zur Behandlung der
problematischen (Rest-) Terme T1 und T2 verwendet werden. Eine rein technische Bedeutung
kommt den folgenden Definitionen der Terme α(t) und Λ0 zu. Wir benötigen diese mehrfach,
um Abschätzungen, sowie eine „Kleinheitsbedingung“ umsetzen zu können. Es sei:

α(t) := sup
0≤x≤L

(|θ|+ |q|+ |u|+ |θx|+ |θt|+ |qt|+ |qx|+ |ut|+ |ux|+ |utx|+ |uxx|+ |utt|) ,

(5.109)

Λ0 := ‖u0‖2
H3 + ‖u1‖2

H2 + ‖θ0‖2
H2 + ‖q0‖2

H2 + ‖q1‖2
H1 . (5.110)

Wir stellen als erstes Zusammenhänge zwischen α und E her. Zuerst schätzen wir alle in α vor-
kommenden Terme abgesehen von θx ab.

Lemma 5.2 Es existieren Konstanten Kα, K′
α > 0, so dass die Abschätzungen

sup
0≤x≤L

(|θ|+ |q|+ |u|+ |θt|+ |qt|+ |qx|+ |ut|+ |ux|+ |utx|+ |utt|) (t) ≤ Kα

√√√√
(

8

∑
k=0

α(t)k

)
E(t)

und

sup
x∈G

|uxx| (t) ≤ K′
α

(
sup
x∈G

|utt(t)|+ sup
x∈G

|q(t)qx(t)|+ sup
x∈G

|θx(t)|
)

in jedem Intervall [0, T] gelten, in welchem die Lösung zu (5.1) - (5.5) existiert.

Wir bemerken, dass der Beweis zu diesem Lemma mit Standardargumentationen erbracht wer-
den kann. Trotzdem erweist sich die Gesamtheit der einzelnen Rechnungen als sehr umfang-
reich. Einen vollständigen Beweis erbringen wir für das folgende

Lemma 5.3 Es existiert eine Konstante K′′
α > 0 so dass

‖θx(t)‖H1 ≤ ‖θ0,x‖H1 + K′′
α ‖qt(0)‖H1 + K′′

α

(
sup

t∈[0,T]
‖qt(t)‖H1 + sup

t∈[0,T]
‖q(t)‖H1

)

in jedem Intervall [0, T] gilt, in welchem die Lösung zu (5.1) - (5.5) existiert.
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Beweis: Für die Funktionen θ und q gilt:

τ2
q

2
qtt + τqqt + q = −kθx − kτθθtx

bzw.

−τ2
q

2k
qtt −

τq

k
qt − 1

k
q = θx + τθθtx

Definieren wir damit für t ∈ [0, T] die Funktion f durch

f (t) := −τ2
q

2k
qtt −

τq

k
qt − 1

k
q,

so gilt f ∈ C0 (
[0, T], H1(G)

)
aufgrund der Regularität von q, qt und qtt. Ferner erfüllt θx ∈

C1 (
[0, T], H1(G)

)
die gewöhnliche Differentialgleichung

{
τθvt + v = f (t)

v(0) = θ0,x

}
. (5.111)

Wir definieren nun für t ∈ [0, T] die Funktion w : [0, T] −→ H1(G) durch

w(t) := e−
1

τθ
t
θ0,x +

1
τθ

e−
1

τθ
t
∫ t

0
e

1
τθ

s f (s)ds.

und erkennen, dass w eine Lösung zu (5.111) darstellt. Wegen der eindeutigen Lösbarkeit der
Differentialgleichung (5.111) erhalten wir damit für θx die folgende Darstellung:

θx(t) = e−
1

τθ
t
θ0,x +

1
τθ

e−
1

τθ
t
∫ t

0
e

1
τθ

s f (s)ds

= e−
1

τθ
t
θ0,x −

τ2
q

2kτθ
e−

1
τθ

t
∫ t

0
e

1
τθ

sqtt(s)ds− τq

kτθ
e−

1
τθ

t
∫ t

0
e

1
τθ

sqt(s)ds− 1
kτθ

e−
1

τθ
t
∫ t

0
e

1
τθ

sq(s)ds.

Wir berechnen

e−
1

τθ
t
∫ t

0
e

1
τθ

sqtt(s)ds = −e−
1

τθ
t
∫ t

0

1
τθ

e
1

τθ
sqt(s)ds + e−

1
τθ

t
[
e

1
τθ

sqt(s)
]t

0

= −e−
1

τθ
t
∫ t

0

1
τθ

e
1

τθ
sqt(s)ds + qt(t)− e−

1
τθ

tqt(0).

Damit erhalten wir für θx die Darstellung:

θx(t) = e−
1

τθ
t
θ0,x −

τ2
q

2kτθ

(
−e−

1
τθ

t
∫ t

0

1
τθ

e
1

τθ
sqt(s)ds + qt(t)− e−

1
τθ

tqt(0)
)

− τq

kτθ
e−

1
τθ

t
∫ t

0
e

1
τθ

sqt(s)ds− 1
kτθ

e−
1

τθ
t
∫ t

0
e

1
τθ

sq(s)ds

= e−
1

τθ
t
θ0,x +

τ2
q

2kτθ
e−

1
τθ

t
∫ t

0

1
τθ

e
1

τθ
sqt(s)ds− τq

kτθ
e−

1
τθ

t
∫ t

0
e

1
τθ

sqt(s)ds

− 1
kτθ

e−
1

τθ
t
∫ t

0
e

1
τθ

sq(s)ds− τ2
q

2kτθ
qt(t) +

τ2
q

2kτθ
e−

1
τθ

tqt(0).
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Letzteres bedeutet nun insbesondere:

‖θx(t)‖H1 ≤
∥∥∥e−

1
τθ

t
θ0,x

∥∥∥
H1

+
τ2

q

2kτθ
e−

1
τθ

t
∥∥∥∥
∫ t

0

1
τθ

e
1

τθ
sqt(s)ds

∥∥∥∥
H1

+
τq

kτθ
e−

1
τθ

t
∥∥∥∥
∫ t

0
e

1
τθ

sqt(s)ds
∥∥∥∥

H1

+
1

kτθ
e−

1
τθ

t
∥∥∥∥
∫ t

0
e

1
τθ

sq(s)ds
∥∥∥∥

H1
+

τ2
q

2kτθ
‖qt(t)‖H1 +

τ2
q

2kτθ
e−

1
τθ

t ‖qt(0)‖H1

≤ e−
1

τθ
t ‖θ0,x‖H1 +

τ2
q

2kτθ
e−

1
τθ

t
∫ t

0

1
τθ

e
1

τθ
s ‖qt(s)‖H1 ds +

τq

kτθ
e−

1
τθ

t
∫ t

0
e

1
τθ

s ‖qt(s)‖H1 ds

+
1

kτθ
e−

1
τθ

t
∫ t

0
e

1
τθ

s ‖q(s)‖H1 ds +
τ2

q

2kτθ
‖qt(t)‖H1 +

τ2
q

2kτθ
e−

1
τθ

t ‖qt(0)‖H1

≤ e−
1

τθ
t ‖θ0,x‖H1 +

τ2
q

2kτ2
θ

sup
t∈[0,T]

‖qt(t)‖H1 e−
1

τθ
t
∫ t

0
e

1
τθ

sds

+
τq

kτθ
sup

t∈[0,T]
‖qt(t)‖H1 e−

1
τθ

t
∫ t

0
e

1
τθ

sds

+
1

kτθ
sup

t∈[0,T]
‖q(t)‖H1 e−

1
τθ

t
∫ t

0
e

1
τθ

sds +
τ2

q

2kτθ
‖qt(t)‖H1 +

τ2
q

2kτθ
e−

1
τθ

t ‖qt(0)‖H1

≤ ‖θ0,x‖H1 +
τ2

q

kτθ
sup

t∈[0,T]
‖qt(t)‖H1 +

2τq

k
sup

t∈[0,T]
‖qt(t)‖H1 +

2
k

sup
t∈[0,T]

‖q(t)‖H1

+
τ2

q

2kτθ
‖qt(t)‖H1 +

τ2
q

2kτθ
e−

1
τθ

t ‖qt(0)‖H1

≤ ‖θ0,x‖H1 + C ‖qt(0)‖H1 + C sup
t∈[0,T]

‖qt(t)‖H1 + C sup
t∈[0,T]

‖q(t)‖H1 .

Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung. ¤
Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen Λ0 und E(0) her.

Lemma 5.4 Es existiert eine Konstante CΛ0 > 0, so dass

E(0) ≤ CΛ0

8

∑
k=1

Λk
0

gilt.

Der Beweis zu diesem Lemma ist wiederum technisch einfach aber umfangreich. Es stellt sich
nun heraus, dass die Terme E(t) und F(t) unter gewissen Voraussetzungen äquivalent sind. Um
dies einzusehen beweisen wir zunächst das folgende

Lemma 5.5 Es existieren positive Konstanten C1, C2 und C3, so dass die Abschätzungen

F(t) ≤
(

1
ν

+
C1α(t) + C2α2(t)

ν
+ C3

(
1 + α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t)

))
E(t)
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und

F(t) ≥
(

1
ν
− C1α(t) + C2α2(t)

ν
− C3

(
1 + α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t)

))
E(t)

in jedem Intervall [0, T] gelten, in welchem die Lösung zu (5.1) - (5.5) existiert.

Beweis: Um die Behauptung zu beweisen, schätzen wir zunächst die folgenden Integralterme
ab. Es gilt:

∣∣∣∣
∫

G

α1

bg
qqttθttdx

∣∣∣∣ ≤ C′1α(t)
(∫

G
q2

ttdx +
∫

G
θ2

ttdx
)
≤ C1α(t)E(t)

und
∣∣∣∣
∫

G

α1α2

2bg
q2q2

ttdx
∣∣∣∣ ≤ C′2α2(t)

∫

G
q2

ttdx ≤ C2α2(t)E(t).

Ferner existiert eine Konstante C3 > 0, so dass

|G2(t)| ≤ C3

(
1 + α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t)

)
E(t)

gilt. Auf diese Rechnung sei hier verzichtet. Diese Ergebnisse liefern uns zunächst:

F(t) ≤ 1
ν

E(t) +
1
ν

∣∣∣∣
∫

G

α1

bg
qqttθtt − α1α2

2bg
q2q2

ttdx
∣∣∣∣ + |G2(t)|

≤
(

1
ν

+
C1α(t) + C2α2(t)

ν
+ C3

(
1 + α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t)

))
E(t).

Andererseits ergibt sich

|G2(t)| ≤ C3

(
1 + α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t)

)
E(t)

=⇒ −G2(t) ≤ C3

(
1 + α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t)

)
E(t)

=⇒ −C3

(
1 + α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t)

)
E(t) ≤ G2(t)

=⇒ 1
ν

E(t)− C3

(
1 + α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t)

)
E(t) ≤ 1

ν
E(t) + G2(t)

und

1
ν

∣∣∣∣
∫

G

α1

bg
qqttθtt − α1α2

2bg
q2q2

ttdx
∣∣∣∣ ≤

C1α(t) + C2α2(t)
ν

E(t)

=⇒ 1
ν

[∫

G

α1

bg
qqttθtt − α1α2

2bg
q2q2

ttdx
]
≤ C1α(t) + C2α2(t)

ν
E(t)

=⇒ −C1α(t) + C2α2(t)
ν

E(t) ≤ −1
ν

[∫

G

α1

bg
qqttθtt − α1α2

2bg
q2q2

ttdx
]

,



5.3. Exponentielle Stabilität 133

also insgesamt:

(
1
ν
− C1α(t) + C2α2(t)

ν
− C3

(
1 + α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t)

))
E(t)

≤ 1
ν

E(t)− 1
ν

[∫

G

α1

bg
qqttθtt − α1α2

2bg
q2q2

ttdx
]

+ G2(t) = F(t)

und damit ist alles gezeigt. ¤

Korollar 5.6 (Äquivalenz von E und F) Es existieren Konstanten CE, CE > 0, ν∗ > 0 und 1 ≥ α∗ >
0, so dass aus ν < ν∗ und α(t) ≤ α∗ in einem beliebigen Existenzintervall [0, T] der Lösung zu (5.1) -
(5.5) folgt, dass

CEE(t) ≤ F(t) ≤ CE
(

1 +
1
ν

)
E(t), t ∈ [0, T].

gilt.

Beweis: Wir wählen T > 0. Ausgehend von Lemma 5.5 wählen wir ν∗ := 1
12C3

und α∗ :=

min
{

1
4(C1+C2)

, 1
}

. Wir berechnen dann

1
ν
− C1α(t) + C2α2(t)

ν
− C3

(
1 + α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t)

)

=
1
ν
− α(t)(C1 + α(t)C2)

ν
− C3

(
1 + α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t)

)

≥ 1
ν
− α(t)(C1 + C2)

ν
− 6C3 ≥ 1

ν
− 1

4ν
− 6C3 =

3
4ν
− 6C3 > 3C3.

und setzen damit CE := 3C3. Weiter berechnen wir:

1
ν

+
C1α(t) + C2α2(t)

ν
+ C3

(
1 + α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t)

)

≤ 1
ν

+
C1 + C2

ν
+ 6C3.

Setzen wir nun CE := max {1 + C1 + C2, 6C3}, so folgt unmittelbar die Behauptung. ¤

Lemma 5.7 (Abschätzung der Ableitung von F) Es existieren Konstanten K15 > 0 und ν∗∗ > 0, so
dass für jedes feste ν ≤ ν∗∗ die Existenz eines α∗∗ > 0 folgt, so dass aus α(t) ≤ α∗∗ in einem beliebigen
Existenzintervall [0, T] der Lösung von (5.1) - (5.5) die Abschätzung

d
dt

F(t) ≤ −K15E(t) +
1
ν
|R1|+ 1

ν
|R2|+ 1

ν
|R3|+ 1

ν
R̃3 +

9

∑
k=4

|Rk|

+
2ε

L
|R10|+ 2ε

L
|R11|+ 2ε

L
|R12|+ 2ε

L
|R13|

für alle t ∈ [0, T] folgt.
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Beweis: Um die Zeitableitung von F abzuschätzen, verwenden wir zunächst die Ableitungen
von E1, E2 und E3 welche in (5.16), (5.24) und (5.32) berechnet wurden. Daraufhin schätzen wir
die entstehende Zeitableitung von G2 und die weiteren Ableitungsterme mit Hilfe der Abschät-
zungen (5.67) und (5.108) ab. Zunächst aber die Ableitung der Energieterme:

d
dt

F(t) ≤ − 1
2ν

∫

G

τq

kτθ

(
1− τq

2τθ

)
q2dx− 1

2ντθ

∫

G

1
kτθ

(
τ2

q

2
qt + τqq + kτθθx −

τ2
q

2τθ
q

)2

dx

− 1
2ν

∫

G

τq

kτθ

(
1− τq

2τθ

)
q2

t dx− 1
2ντθ

∫

G

1
kτθ

(
τ2

q

2
qtt + τqqt + kτθθtx −

τ2
q

2τθ
qt

)2

dx

− 1
2ν

∫

G

τq

kτθ

(
1− τq

2τθ

)
q2

ttdx− 1
2ντθ

∫

G

1
kτθ

(
τ2

q

2
qttt + τqqtt + kτθθttx −

τ2
q

2τθ
qtt

)2

dx

+
d
dt

G2(t) +
1
ν

∫

G

α1d
bg

qqxttutttdx− 1
ν

d
dt

[∫

G

α1

bg
qqttθtt − α1α2

2bg
q2q2

ttdx
]

+
1
ν
|R1|+ 1

ν
|R2|+ 1

ν
|R3|.

Setzen wir nun die oben genannten Abschätzungen ein, so erhalten wir:

d
dt

F(t) ≤ −
[

τq

2kντθ

(
1− τq

2τθ

)
− K13

] ∫

G
q2dx−

[
τq

2kντθ

(
1− τq

2τθ

)
− K13

] ∫

G
q2

t dx

−
[

τq

2kντθ

(
1− τq

2τθ

)
− K13

] ∫

G
q2

ttdx− 1
2ντθ

∫

G

1
kτθ

(
τ2

q

2
qt + τqq + kτθθx −

τ2
q

2τθ
q

)2

dx

−
[

1
2kντ2

θ

− K13

] ∫

G

(
τ2

q

2
qtt + τqqt + kτθθtx −

τ2
q

2τθ
qt

)2

dx

−
[

1
2kντ2

θ

− K13

] ∫

G

(
τ2

q

2
qttt + τqqtt + kτθθttx −

τ2
q

2τθ
qtt

)2

dx

− K1

8

∫

G
u2

txdx− K1

8

∫

G
u2

ttxdx− 1
8

∫

G
u2

xxdx− 1
8

∫

G
u2

txxdx− δ

2

∫

G
θ2

t dx− δ

2

∫

G
θ2

ttdx

− γ

4

∫

G
u2

tttdx− γ

4

∫

G
u2

ttdx− γ

4

∫

G
u2

t dx− γ

4

∫

G
θ2dx− γ

4

∫

G
θ2

t dx− µ

∫

G
u2

xdx

−
{(

εbgτ2
q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0)

+
( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(0)− 1

2ν

[α1

b
qq2

tt

]L

0

}

+
1
ν
|R1|+ 1

ν
|R2|+ 1

ν
|R3|+ 1

ν
R̃3 + |R4|+ |R5|+ γ|R6|+ µ|R7|

+ δ|R8|+ |R9|+ 2ε

L
|R10|+ 2ε

L
|R11|+ 2ε

L
|R12|+ 2ε

L
|R13|.

Hier ist nun sofort ersichtlich, dass die Terme innerhalb der eckigen Klammern positiv werden,
sofern wir ν hinreichend klein wählen. Wir erhalten also die Existenz einer Konstanten K15, so
dass:
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d
dt

F(t) ≤ −K15E(t)−
{(

εbgτ2
q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0)

+
( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(0)− 1

2ν

[α1

b
qq2

tt

]L

0

}

+
1
ν
|R1|+ 1

ν
|R2|+ 1

ν
|R3|+ 1

ν
R̃3 + |R4|+ |R5|+ γ|R6|+ µ|R7|

+ δ|R8|+ |R9|+ 2ε

L
|R10|+ 2ε

L
|R11|+ 2ε

L
|R12|+ 2ε

L
|R13|

gilt.Um den Beweis zu vervollständigen müssen wir uns also noch mit der geschweiften Klam-
mer befassen. Wir erhalten mit gewissen positiven Konstanten K′

15, K′′
15 und K′′′

15:

−
{(

εbgτ2
q

2dkτθ
q2

tt

)
(L) +

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(L) +

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(0)− 1

2ν

[α1

b
qq2

tt

]L

0

}

= −
(

εbgτ2
q

2dkτθ
q2

tt

)
(L)−

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0)−

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(L)−

( εα1α2

d
q2q2

tt

)
(0) +

1
2ν

[α1

b
qq2

tt

]L

0

≤ −
(

εbgτ2
q

2dkτθ
q2

tt

)
(L)−

(
εbgτ2

q

2dkτθ
q2

tt

)
(0) +

∣∣∣ εα1α2

d
q2q2

tt

∣∣∣ (L) +
∣∣∣ εα1α2

d
q2q2

tt

∣∣∣ (0) +
1

2ν

∣∣∣∣
[α1

b
qq2

tt

]L

0

∣∣∣∣

≤ −K′
15q2

tt(L)− K′
15q2

tt(0) + K′′
15α2(t)q2

tt(L) + K′′
15α2(t)q2

tt(0) +
K′′′

15
ν

α(t)q2
tt(L) +

K′′′
15
ν

α(t)q2
tt(0)

≤ 0,

sofern α(t) hinreichend klein ist. Damit ist die Behauptung bewiesen. ¤

Lemma 5.8 (Abschätzung der Restterme) Es existiert eine Konstante K16 > 0, so dass

R(t) :=
1
ν
|R1|+ 1

ν
|R2|+ 1

ν
|R3|+ 1

ν
R̃3 +

9

∑
k=4

|Rk|+
2ε

L
|R10|+ 2ε

L
|R11|+ 2ε

L
|R12|+ 2ε

L
|R13|

≤ K16

(
1 +

1
ν

) (
7

∑
k=1

αk(t)

)
E(t)

in jedem beliebigen Existenzintervall [0, T] der Lösung zu (5.1) - (5.5) gilt.

Beweis: Die Details der Abschätzungen sollen hier nicht ausgeführt werden. Wir geben hier nur
an, welche Potenzen von α(t) zur Abschätzung notwendig sind:
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Restterm Abschätzung
R1 C1α(t)E(t)
R2 C2

(
α(t) + α2(t) + α3(t)

)
E(t)

R3 C3
(
α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t)

)
E(t)

R̃3 C̃3
(
α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t) + α6(t)

)
E(t)

R4 C4
(
α(t) + α2(t) + α3(t)

)
E(t)

R5 C5
(
α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t) + α6(t)

)
E(t)

R6 C6
(
α(t) + α2(t) + α3(t)

)
E(t)

R7 C7α(t)E(t)
R8 C8

(
α(t) + α2(t)

)
E(t)

R9 C9
(
α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t) + α6(t)

)
E(t)

R10 C10
(
α(t) + α2(t) + α3(t)

)
E(t)

R11 C11
(
α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t) + α6(t) + α7(t)

)
E(t)

R12 C12
(
α(t) + α2(t) + α3(t) + α4(t) + α5(t) + α6(t) + α7(t)

)
E(t)

R13 C13
(
α(t) + α2(t)

)
E(t)

Wir bemerken, dass der Nachweis der Einzelnen Aussagen in der obigen Tabelle umfangreich,
jedoch nicht als schwierig einzustufen ist. ¤

Satz 5.9 Es existieren positive, reelle Konstanten ν, δ und d0, so dass

F(t) ≤ F(0)e−d0t

für t ≥ 0 gilt, sofern Λ0 < δ erfüllt ist.

Beweis: Wir gliedern den Beweis in mehrere Schritte. In den Schritten (i) - (iv) beweisen wir,
dass die besagte Aussage aufgrund der vorigen Lemmata in einem gewissen Intervall [0, T̂] rich-
tig ist. Daraufhin beweisen wir in (v), dass die Argumentation ausgehend von der rechten Inter-
vallgrenze zu einem größeren Intervall führt. Schließlich zeigen wir in (vi), dass dieses Verfahren
zur globalen exponentiellen Stabilität führt.

(i) Mit Hilfe von Korollar 5.6 folgern wir zunächst die Existenz von Konstanten ν∗ > 0 und
1 ≥ α∗ > 0, so dass aus ν < ν∗ und α(t) ≤ α∗ in einem Intervall [0, T∗] die Abschätzung

CEE(t) ≤ F(t) ≤ CE
(

1 +
1
ν

)
E(t), t ∈ [0, T∗] (5.112)

erfüllt ist. Wir sehen also die Existenz einer Konstanten Λ∗
0 > 0 ein, so dass aus ν < ν∗ und

Λ0 < Λ∗
0 zunächst α(0) < α∗ und damit die Richtigkeit von (5.112) für ein hinreichend

kleines T∗ > 0 folgt.

(ii) Mit Hilfe von Lemma 5.7 folgern wir die Existenz von Konstanten 0 < ν∗∗ < ν∗ und
1 ≥ α∗∗ > 0, so dass für ν = ν∗∗ (fortfolgend sei ν so gewählt) und α(t) ≤ α∗∗ in einem
gewissen Intervall [0, T∗∗] die Existenz einer Konstanten K15 > 0 folgt, so dass

d
dt

F(t) ≤ −K15E(t) + R(t), t ∈ [0, T∗∗] (5.113)

folgt. Wie in (i) sehen wir also ein, dass ein Λ∗∗
0 > 0 existiert, so dass aus Λ0 < Λ∗∗

0 die
Richtigkeit von (5.113) für ein hinreichend kleines T∗∗ > 0 folgt.
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(iii) Mit Hilfe von Lemma 5.8 folgern wir die Existenz einer Konstanten 1 ≥ α∗∗∗ > 0, so dass
aus α(t) ≤ α∗∗∗ in einem gewissen Intervall [0, T∗∗∗] die Abschätzung

R(t) <
1
2

K15E(t), t ∈ [0, T∗∗∗] (5.114)

folgt. Dies wiederum sichert uns die Existenz einer Konstanten Λ∗∗∗
0 > 0, so dass aus

Λ0 < Λ∗∗∗
0 die Richtigkeit von (5.114) für hinreichend kleines T∗∗∗ folgt.

(iv) Sind die Abschätzungen Λ0 < min{Λ∗
0, Λ∗∗

0 , Λ∗∗∗
0 } sowie T̂ < min{T∗, T∗∗, T∗∗∗} erfüllt, so

ergibt sich nach (i), (ii) und (iii) mit einem passenden, positiven d0:

d
dt

F(t) ≤ −d0F(t), t ∈ [0, T̂],

woraus mit Hilfe des Lemmas von Gronwall die Ungleichung

F(t) ≤ e−d0tF(0), t ∈ [0, T̂] (5.115)

folgt. Ferner gilt für t ∈ [0, T̂]:

α(t) ≤ α0 := min{α∗, α∗∗, α∗∗∗}. (5.116)

(v) Es sei ein beliebiges Intervall [0, T] gegeben, in welchem (5.116) und damit insbesondere
(5.115) und (5.112) gelten. Wir beweisen, dass α(T) < α0 gilt, sofern Λ0 einmalig hin-
reichend klein gewählt wird. Zunächst wissen wir wegen Lemma 5.2, dass eine von T
unabhängige Konstante Kα > 0 mit

sup
0≤x≤L

(|θ|+ |q|+ |u|+ |θt|+ |qt|+ |qx|+ |ut|+ |ux|+ |utx|+ |utt|) ≤ Kα

√√√√
(

8

∑
k=0

α(t)k

)
E(t)

(man beachte, dass die Terme θx und uxx noch nicht vorkommen) existiert. Wegen (5.116)
können wir die auftretende Summe gegen 9 abschätzen, wegen (5.112) können wir E(t)
gegen 1

CE
F(t) abschätzen und wegen (5.115) gilt F(t) < F(0), also insgesamt:

sup
0≤x≤L

(|θ|+ |q|+ |u|+ |θt|+ |qt|+ |qx|+ |ut|+ |ux|+ |utx|+ |utt|) ≤ 3Kα√
CE

√
F(0). (5.117)

Nach Lemma 5.3 existiert eine weitere, von T unabhängige Konstante K′′
α > 0, so dass

‖θx(t)‖H1 ≤ ‖θ0,x‖H1 + K′′
α ‖qt(0)‖H1 + K′′

α

(
sup

t∈[0,T]
‖qt(t)‖H1 + sup

t∈[0,T]
‖q(t)‖H1

)
(5.118)

für alle t ∈ [0, T] gilt. Nun existieren aber von T unabhängige Konstanten K18 > 0 und
K19 > 0, so dass

‖qt(t)‖2
H1 ≤ K18E(t)
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und

‖q(t)‖2
H1 ≤ K19E(t)

gilt. Damit folgt aber aus (5.112) und (5.115):

‖qt(t)‖2
H1 ≤ K18E(t) ≤ K18

CE
F(t) <

K18

CE
F(0)

und

‖q(t)‖2
H1 ≤ K19E(t) ≤ K19

CE
F(t) <

K19

CE
F(0).

Setzen wir diese beiden Ungleichungen in (5.118) ein, so erhalten wir:

‖θx(t)‖H1 ≤ ‖θ0,x‖H1 + K′′
α

√
K18

CE
F(0) + K′′

α

(
sup

t∈[0,T]

√
K18

CE
F(0) + sup

t∈[0,T]

√
K19

CE
F(0)

)

≤ ‖θ0,x‖H1 + 2K′′
α

√
K18

CE
F(0) +

√
K19

CE
F(0). (5.119)

Schließlich liefert uns wiederum Lemma 5.2 die Existenz einer von T unabhängigen Kon-
stanten K′

α > 0, so dass

sup
x∈G

|uxx| (t) ≤ K′
α

(
sup
x∈G

|utt(t)|+ sup
x∈G

|q(t)qx(t)|+ sup
x∈G

|θx(t)|
)

für t ∈ [0, T] gilt. Setzen wir (5.117) und (5.119) ein, so erhalten wir

sup
x∈G

|uxx| (t) ≤ K′
α

(
3Kα√

CE

√
F(0) +

9K2
α

CE
F(0) + ‖θ0,x‖H1 + 2K′′

α

√
K18

CE
F(0) +

√
K19

CE
F(0)

)
.

Damit wissen wir, dass α(T) < α0 gilt, sofern nur F(0) und ‖θ0,x‖H1 hinreichend klein sind.
Dies wiederum folgt aber sofort, sofern wir Λ0 hinreichend klein wählen.

(vi) Ist nun ein beliebiges Intervall [0, T) gegeben, in welchem (5.116) und damit insbesondere
(5.115) und (5.112) gelten, so können wir mit Hilfe der Stetigkeit von E, F und α darauf
schließen, dass (5.116), (5.115) und (5.112) auch in [0, T] stimmen. Damit verfahren wir
weiter wie in Schritt (v).

Damit ist die Behauptung bewiesen. ¤
Dies beweist insbesondere den

Satz 5.10 Es existiert ein δ > 0, so dass die Energie E(t) exponentiell abklingt, sofern Λ0 < δ gilt.



Zusammenfassung

• Wir wenden uns zunächst der Frage nach Wohlgestelltheit des zeitabhängigen Problems

ρUtt −D′SDU +D′Γθ = ρb,
δθt − div K∇θ + Γ′DUt = r,

τqqt + q = −K∇θ, τq > 0,

mit gemischten Dirichlet-Neumann-Randbedingungen zu. Unter Verwendung einer pas-
senden Transformation der Form

Vt = AV + F
gelingt es uns, eine positive Antwort auf die Frage nach Wohlgestelltheit zu geben. Das
verwendete System erster Ordung führt hierbei die Vorteile des Systems für die klassi-
schen Gleichungen im dreidimensionalen Fall mit konstanten Koeffizienten mit den Vor-
teilen des Systems in [29] für den eindimensionalen Fall mit zeitabhängigen Koeffizienten
zusammen.

• Dann wenden wir uns der Frage nach Wohlgestelltheit der Gleichungen

ρUtt −D′SDU +D′Γθ = ρb, (6.1)
δθt − div K∇θ + Γ′DUt = r, (6.2)

n

∑
k=0

τk
q

k!
∂k

t q + K
n−1

∑
k=0

τk
θ

k!
∂k

t∇θ = 0,

mit entsprechenden Anfangsbedingungen und Dirichlet-Randbedingungen zu. Hierbei
werden die Koeffizenten der Gleichungen (6.1), (6.2) als orts- und zeitabhängig angenom-
men. Allerdings wird die Zeitunabhängigkeit der Koeffizienten der dritten Gleichung not-
wendig sein. Für beliebiges n ∈ N ist es uns möglich, eine Transformation in ein System
erster Ordnung anzugeben, welche jeweils einen Evolutionsoperator liefert, der eine gut
zu behandelnde Struktur hat.

• Darauf werden wir für jedes n ∈ N der Lösung zu

ρUtt −D′SDU +D′Γθ = ρb,
δθt − div K∇θ + Γ′DUt = r,

n

∑
k=0

τk
q

k!
∂k

t q + K
n−1

∑
k=0

τk
θ

k!
∂k

t∇θ = 0,
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140 Zusammenfassung

(mit entsprechenden Anfangs- und Dirichlet-Randbedingungen) einen Energieterm zuord-
nen und diesen mit dem Energieterm vergleichen, welcher im Fall der klassischen Ther-
moelastizität vorliegt. Im Fall n > 2 werden wir Abschätzungen dieser Energieterme für
kleine Zeiten t > 0 beweisen.

• Abschließend wenden wir uns dem nichtlinearen thermoelastischen Problem

utt − a(ux, θ, q)uxx + b(ux, θ, q)θx = α1(ux, θ)qqx,
θt + g(ux, θ, q)qx + d(ux, θ, q)utx = α2(ux, θ)qqt,

τ2
q

2
qtt + τqqt + q = −kθx − kτθθtx

mit gewissen Anfangsbedingungen und Dirichlet-Randbedingungen zu. Hier werden wir
beweisen, dass global existierende Lösungen exponentiell stabil sind.
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