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Einleitung

Eigenschaften thermoelastischer Materialien sind in vielen Bereichen der Industrie von grofiem
Interesse. Insbesondere deshalb sind die temperaturabhédngigen wie auch die elastischen Eigen-
schaften solcher Materialien Gegenstand aktueller physikalischer und damit auch mathemati-
scher Forschungen. Zum Beispiel ist es moglich, mit kleinen Partikeln verschmutzte Silizium-
wafer mit Hilfe von Laserimpulsen zu reinigen. Durch die Laserbestrahlung beziehungsweise
die dadurch entstehende Ausbreitung von Warme, wird die
Oberflache des Wafers in Schwingung versetzt und so ein
Reinigungseffekt erzielt. Ndhere Informationen dazu findet
man etwa in [11], [13], [22] und in [27]. Mathematisch model-
77777777777777777777777777777777 liert werden solche Situationen mit Hilfe von partiellen Dif-
ferentialgleichungen, genauer mit Hilfe von Thermoelastizi-
L tiatsgleichungen. Diese Gleichungen beschreiben die Tempe-
ratur sowie das elastische Verhalten von warmeleitenden,
elastischen Medien. Hierbei wird der betrachtete Materialkrper G als eine Teilmenge des R3
aufgefasst. Die Deformation des Korpers durch auftretende Kréfte wird durch einen von der Zeit
t und vom Ort x abhdngigen Verschiebungsvektor U(t, x)
beschrieben. Ebenso wird die Temperaturdifferenz zu einer e

Laserimpuls

festen Referenztemperatur T,y zum Zeitpunkt f am Ort x 2 (t x) E

durch eine Funktion 6(t, x) beschrieben. Ist also bei fest vor- / .
gegebenem x € G die tatsdchliche Position bzw. die tatsdch- P
liche Temperatur zum Zeitpunkt ¢ durch x'(t, x) bzw. durch |-~~~

T(t, x) beschrieben, so gelten die folgenden Identitdten:

x+ U(t,x) = x'(t,x),
Trer +0(t,x) = T(t, x).

Physikalische Untersuchungen haben nun ergeben, dass die Gleichungen der klassischen Ther-
moelastizitat

pl,lﬁ - D/SDU + D'TH = pb, (1)
60, — div KVO + I'DU; = r @)

ein sinnvolles Modell fiir das Verhalten der Funktionen U und 6 darstellen. Hierbei fallt auf, dass
diese linearen Gleichungen aus einer Elastizitdtsgleichung und einer Warmeleitungsgleichung
bestehen, welche iiber gewisse Kopplungsterme miteinander verbunden sind. In dieser Situati-
on wird also eine hyperbolische Gleichung mit einer parabolischen Gleichung gekoppelt und es
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entsteht ein hyperbolisch-parabolisches System. Den auftretenden Koeffizienten kommen dabei
die folgenden physikalischen Bedeutungen zu: Bei der 3 x 3-Matrix K handelt es sich um den
Wairmeleitfahigkeitstensor, die 3 x 3-Matrix p ist eine Massendichtematrix und der skalare Koef-
fizient § beschreibt die spezifische Warme. Die 6 x 6-Matrix S beinhaltet die Elastizitdtsmoduln
und der 6-dimensionale Vektor I' beinhaltet die Eintrdge des Spannungstemperaturtensors. Die
externen Kréfte b beziehungsweise r beschreiben die Volumenkraft beziehungsweise die War-
mezufuhr.

Nattirliche Fragestellungen, welche beim Studium dieser Gleichungen auftreten, sind einerseits
Fragen nach Wohlgestelltheit bei verschiedenen Randbedingungen und unterschiedlichen Ei-
genschaften der auftretenden Koeffizienten, ebenso wie Fragen zur Langzeitdynamik der Lo-
sungen. Etwa in [6] werden diese Fragen im linearen und nicht-linearen Fall fiir verschiedene
Randbedingungen diskutiert.

Ein wesentlicher Nachteil dieses klassischen Modells ist die Tatsache, dass bei der Modellierung
der Temperatur das Phanomen der unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit auftritt. Dieses hat
seinen Ursprung im Gesetz von Fourier, welches den Warmefluss g durch

qg=—-KVeo 3)
beschreibt. Schreibt man die Gleichung (2) in der Form:
86 +div g+ IT'DU; = 0, 4)

so ist ersichtlich, wie das Fouriersche Gesetz eingeht. Ein Modell fiir den Warmefluss, welches
dieses Problem der unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit behebt, ist das Gesetz von Catta-
neo:

Betrachtet man also die Gleichungen (1), (4) und (5), so stellt man fest, dass sich die Warme
wellenartig ausbreitet. Man spricht hier von dem so genannten second sound Effekt. Thermo-
elastizitatsgleichungen, bei welchen dieses Gesetz von Cattaneo eingesetzt wurde, wurden eben-
falls ausfiihrlich diskutiert. Es ergibt sich wie im klassischen Fall, dass Wohlgestelltheit als auch
exponentielle Stabilitdt der Losungen bei verschiedenen Randbedingungen vorliegt. Ndheres
hierzu findet man zum Beispiel in [3], [12], [17] und [19]. Hierbei werden allerdings nur konstante
Koeffizienten betrachtet. Die genannten Fragestellungen im orts- bzw. zeitabhiingigen, eindimen-
sionalen Fall werden in den jiingeren Arbeiten [28] bzw. [29] aufgegriffen. Allgemein sind solche
zeitabhidngigen Probleme schwer zu behandeln. Wihrend im Fall von konstanten Koeffizien-
ten die Halbgruppentheorie ein ausreichendes Hilfsmittel zum Nachweis der Wohlgestelltheit
darstellt, sind im zeitabhéngigen Fall kompliziertere Methoden notwendig. Eine Moglichkeit ist
die Verwendung einer verallgemeinerten Halbgruppentheorie, welche von Tosio Kato in [8] und
[9] eingefiihrt wird. Hierbei ist eine wesentliche Voraussetzung, dass der Definitionsbereich des
verwendeten Evolutionsoperators konstant ist. Dies fiihrt besonders bei gemischten (zum Bei-
spiel: Dirichlet-Neumann-) Randbedingungen zu starken Schwierigkeiten. Zudem fiihren Ge-
wichtungen des Standardskalarprodukts im entsprechenden zu Grunde liegenden Hilbertraum
zu einem zeitabhédngigen Hilbertraum, welcher ebenfalls kontrolliert werden muss.

Im ersten Kapitel wollen wir kurz auf Notationen, kleinere technische Resultate und wichtige
Resultate der Halbgruppentheorie sowie auf Resultate der Theorie von Kato eingehen.
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Wir werden uns im zweiten Kapitel der Frage nach Wohlgestelltheit des zeitabhidngigen Pro-
blems (1), (4) und (5) mit gemischten Dirichlet-Neumann-Randbedingungen zuwenden. Unter
Verwendung einer passenden Transformation der Form

Vi=AV+ F

wird es uns gelingen, eine positive Antwort auf die Frage nach Wohlgestelltheit zu geben. Das
verwendete System erster Ordung wird hierbei die Vorteile des Systems fiir die klassischen Glei-
chungen im dreidimensionalen Fall mit konstanten Koeffizienten mit den Vorteilen des Systems
in [29] fiir den eindimensionalen Fall mit zeitabhdngigen Koeffizienten zusammenfiihren. Im
einzelnen bedeutet das, dass alle in den Randbedingungen vorkommenden Koeffizienten be-
reits so in dem Vektor V vorkommen, dass ein konstanter Definitionsbereich ermoglicht wird.
Ein weiteres Modell fiir den Warmefluss stellt die folgende Gleichung dar:

2
T,
é’qtt + 1+ 9= —KV0—KgVé:, 1,>0, 15> 0. (6)

Die Gleichungen (1), (4) und (6) stellen also wiederum ein thermoelastisches Modell dar, fiir
welches in [16] wiederum Wohlgestelltheit wie auch exponentielle Stabilitdt von Losungen im
Fall von konstanten Koeffizienten gezeigt wird. Wesentlich ist bei dem Nachweis der exponen-
tiellen Stabilitdt die Bedingung

T 7
> @)
Die Gleichungen (3), (5) und (6) kénnen nun als unterschiedliche Taylor-Approximationen der
Gleichung

q(t+14,-) = —KVO(t + 19, ) (8)

aufgefasst werden. Diese Gleichung bildet die Grundlage einer Dual-Phase-Lag - Theorie, wel-
che von Tzou [25], [26] eingefiirt wird. Die positiven Wohlgestelltheits- und Stabilitdtsresultate
motivieren nun die Frage nach Wohlgestelltheit und Stabilitdt, wenn man die Gleichungen (1),
(4) und

T LT
= k! = k!

betrachtet. Hierbei zeigen Untersuchungen in [4], dass fiir n — m > 2 keine Wohlgestelltheit zu
erwarten ist. Allerdings ist fiir die verbleibenden Fille nichts bekannt.

Wir werden uns im dritten Kapitel dem Fall m = n — 1 zuwenden und ein Wohlgestelltheits-
resultat fiir beliebiges n > 2 beweisen. Hierbei werden die Koeffizenten der Gleichungen (1),
(4) als orts- und zeitabhédngig angenommen. Allerdings wird die Zeitunabhéngigkeit der Koef-
fizienten der dritten Gleichung notwendig sein. Neben den bereits genannten Schwierigkeiten,
welche durch die Zeitabhingigkeit der Koeffizienten auftreten, bereitet hier die Tatsache Pro-
bleme, dass sich mit unterschiedlichem n auch die Struktur der dritten Differentialgleichung
andert. Trotzdem aber wird es uns moglich sein, fiir beliebiges n € IN eine Transformation in ein
System erster Ordnung anzugeben, welche jeweils einen Evolutionsoperator liefert, der eine gut
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zu behandelnde Struktur hat. Damit wird es uns ermoglicht, die Wohlgestelltheit des entstan-
denen Systems fiir beliebiges n € IN zu beweisen. Zudem werden wir zeigen, dass im rdaumlich
eindimensionalen Fall mit n = 2 hohere Regularitdt der Losungen vorliegt, sofern man glattere
Koeffizienten wiahlt. Betrachten wir fiir ein festes n € IN und m = n — 1 die Gleichungen (1),
(4) und (9) mit gewissen Anfangsbedingungen und Dirichlet-Randbedingungen, so konnen wir
der zugehorigen Losung einen Energieterm zuordnen. Eine natiirliche Fragestellung ist nun, wie
sich diese Energie im Vergleich zu der Energie verhilt, die der Losung (U°,6°) des klassischen
Systems zugeordnet wird. Fiir den Fall n = 1 wird in [17] bzw. [18] eine Abschédtzung von der
Form

dE(t) < C72 /t [v60(s)||” ds
0

bewiesen, wobei dE(t) die Energie der Differenzen der zu vergleichenden Losungen darstellt.
Hiermit wird unter Verwendung der exponentiellen Stabilitdt der Losungen fiir das klassische
Problem eine Abschitzung von der Form

dE(t) < Ct7

bewiesen. Hierbei ist nachteilig, dass die auftretende Konstante C > 0 nicht explizit gegeben ist.
In [5] wird diese Problematik aufgegriffen und eine Abschédtzung von der Form

dE(t) < C(t)T7

bewiesen. Die hierbei auftretende Funktion t — C(f) wird explizit angegeben. Stabilitdtsresul-
tate der Losungen gehen nicht in den Beweis ein.

Im vierten Kapitel werden wir fiir jedes n € IN der Losung zu (1), (4) und (9) (mit entspre-
chenden Anfangs- und Dirichlet-Randbedingungen) einen Energieterm zuordnen und diesen
mit dem Energieterm vergleichen, welcher in der klassischen Situation vorliegt. Hierbei werden
wir im Fall n = 2 die Resultate von Irmscher [5] tibertragen konnen. Dies wird mit Hilfe eines
dissipativen Systems erster Ordnung ermoglicht. Im Einzelnen beweisen wir eine Abschidtzung
von der Form:

317 372 372

T T,
dEF (1) < —Tefo(t) + el () + = Feha (1) + dEF (0).

Fuir die Definition der Energieterme dE]-T(t) und der Terme €(t) sei auf das Lemma 4.3 und die

Definition 4.6 verwiesen. Im Fall n > 2 werden wir Abschédtzungen dieser Energieterme fiir
kleine Zeiten t > 0 beweisen.

Abschlieflend wenden wir uns im fiinften Kapitel dem nichtlinearen thermoelastischen Pro-
blem

s — a(tx, 0,q) e + b1, 0,9)0x = a1 (1, 0)qqx,
Or + g(ux,0,q)qx + d(ux, 0, )t = a(1y, 0)qq:,
2
T
%Qtt + gt + 9 = —kby — k104 (10)

mit gewissen Anfangsbedingungen und Dirichlet-Randbedingungen zu. Hier werden wir be-
weisen, dass global existierende Losungen exponentiell stabil sind. Der Beweis dieses Resultats
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zeigt zudem, dass man unter Verwendung eines (noch zu beweisenden) lokalen Existenzsatzes
auf die Existenz einer globalen Losung schlielen kann. In [12] werden die ersten beiden Glei-
chungen zusammen mit dem Gesetz von Cattaneo behandelt und wir werden uns an den hier
zur Anwendung gebrachten Strategien orientieren. Es kommen dabei Techniken zur Kontrolle
von Randtermen zum Einsatz, welche unter anderem auf [14] und [20] zurtickgehen. Es wird
sich allerdings in unserer Situation herausstellen, dass aufgrund der verdnderten Struktur ge-
geniiber der Situation mit dem Gesetz von Cattaneo neue Methoden zur Abschdtzung verschie-
dener (Rest-)Terme notwendig werden. Zum Beispiel kann man unter Verwendung des Gesetzes
von Cattaneo eine Abschitzung fiir die L2-Norm des Termes 6., beweisen. Die Gleichung (10)
wird uns wiederum eine Moglichkeit geben, die Norm dieses Terms zu behandeln, jedoch wird
hier technisch gesehen mehr Aufwand benétigt.

Wir werden schlieSlich alle Teilabschdtzungen zusammenfassen und damit eine lokale Abschit-
zung fiir die Energie der Losung beweisen. Eine Kleinheitsbedingung an die Anfangswerte wird
uns die Fortsetzung der lokalen Abschitzung auf die positive Zeitachse ermdglichen und dies
wiederum wird unseren Beweis vervollstindigen.






Kapitel 1

Notationen und technische Resultate

In diesem Abschnitt fithren wir zunichst grundlegende Begriffe ein und stellen verschiedene
Resultate vor, die im weiteren Verlauf dieser Dissertation mehrfach zum Einsatz kommen wer-
den. Hervorzuheben ist hierbei die Kornsche Ungleichung, welche bereits bei Existenzresultaten
der klassischen Thermoelastizitdt eine wichtige Rolle spielt. Daraufhin gehen wir kurz auf we-
sentliche Resultate der Halbgruppentheorie und schlieflich auf Resultate der Theorie von Kato
ein. Die Theorie von Kato ist bei der Behandlung von zeitabhingigen Evolutionsgleichungen ein
wichtiges Hilfsmittel.

1.1 Notationen

Soweit nicht anders erwdhnt, bezeichnet n immer eine natiirliche Zahl. Die klassischen Le-
besgueschen Raume bezeichnen wir wie tiblich mit L? = LP(Q) fiir ein Gebiet (3 C R" und
1 < p < 0. Entsprechend bezeichnen wir die klassischen Sobolev Rdume mit HiP = HIP (Q) fur
ein Gebiet O C R". Im Fall p = 2 schreiben wir H'"”(Q)) = H/?(Q) = H/(Q). Die entsprechen-
den Normen werden mit || - ||, bzw. || - || ;» oder || - || bezeichnet. Ist eine Norm mit keinem
bezeichnenden Index versehen, so handelt es sich um die L2-Norm. Wir unterscheiden bei der
Bezeichnung der Normen nicht zwischen der H/2 bzw. der (H/?)"-Norm.

1.2 Randregularitit und die Ungleichung von Korn

Zur Beschreibung der Regularitdt des Randes eines Gebietes G C R" sind unter anderem die
sogenannten Kegeleigenschaften gebrduchlich. Bevor wir darauf eingehen, was darunter zu ver-
stehen ist, erinnern wir an den Begriff einer lokal endlichen Uberdeckung:

Definition 1.1 (Lokal endliche offene Uberdeckung) Es sei G C R”". Eine offene Uberdeckung
(Uj)ier von G heif$t lokal endlich, falls

Je>0:#{U;: U,NB(x,e) #Q,i € [} < o0
gilt.

Wir unterscheiden nun zwischen der einfachen und der strikten Kegeleigenschaft:
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Definition 1.2 (Einfache Kegeleigenschaft) Ein Gebiet G hat die einfache Kegeleigenschaft, falls ein
Kegel C existiert, so dass zu jedem Punkt x € G ein Kegel Cx C G mit Spitze in x existiert, welcher
kongruent zu C ist.

Definition 1.3 (Strikte Kegeleigenschaft) Ein Gebiet G hat die strikte Kegeleigenschaft, falls zu 0G
eine lokal endliche offene Uberdeckung (O;)ic; und zugehorige Kegel (C;);c; mit Spitze im Ursprung
existieren, so dass

x+C CG

fiir alle x € G N O; gilt.

Wie schon erwéhnt, spielt die Kornsche Ungleichung bereits bei der Untersuchung der Wohl-
gestelltheit der klassischen Thermoelastizitit im R? eine wichtige Rolle. Auch hier wird diese
Ungleichung im Rahmen von Existenzresultaten eine wichtige Rolle spielen. Im Einzelnen wer-
den wir mit Hilfe dieser Ungleichung Resultate fiir den Definitionsbereich unseres jeweiligen
Evolutionsoperators beweisen.

Satz 1.4 (Kornsche Ungleichung) Es sei G ein beschrinktes Gebiet mit der strikten Kegeleigenschaft.
Dann existiert eine Konstante p > 0 so dass fiir alle U € H'(G) die Ungleichung

IDU|? +||Uu|? > plul?,
gilt.

Fiir die Bedeutung des verallgemeinerten Gradienten D sei auf (2.9) verwiesen.

1.3 Halbgruppentheorie

Mit Hilfe der Halbgruppentheorie ist es moglich, die Existenz einer eindeutigen Lésung von be-
stimmten Anfangsrandwertproblemen im Bereich der partiellen Differentialgleichungen nach-
zuweisen. In diesem Abschnitt wollen wir nicht auf Definitionen der verschiedenen Halbgrup-
penbegriffe eingehen, trotzdem aber einige Ergebnisse vorstellen, die wir dann im Folgenden
zur Anwendung bringen werden. Die vorgestellten Resultate werden hier nicht bewiesen. Be-
weise findet man etwa in [15]. Bevor wir den ersten Satz formulieren, definieren wir den Begriff
der Dissipativitdt im Fall eines Operators A: D(A) C X — X, wobei X ein Hilbertraum ist:

Definition 1.5 Sei X ein Hilbertraum. Ein linearer Operator A: D(A) C X — X heisst dissipativ,
falls fiir alle x € D(A) die Ungleichung

Re (Ax,x) <0
erfiillt ist.

Der folgende Satz gibt ndhere Auskunft dariiber, wann ein Operator der Erzeuger einer Co-
Kontraktionshalbgruppe ist. Dieser Satz ist ein Spezialfall des Satzes von Lumer-Phillips.

Satz 1.6 (Lumer-Phillips) Es sei X ein Hilbertraum und A: D(A) C X — X ein dicht definierter,
linearer Operator.
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(i) Falls A dissipativ ist und ein Ay > 0 existiert, so dass R (Aold — A) = X gilt, so ist A der
Erzeuger einer Co-Kontraktionshalbgruppe auf X.

(ii) Falls A der Erzeuger einer Co-Kontraktionshalbgruppe auf X ist, so gilt R(Ald — A) = X fiir alle
A > 0 und A ist dissipativ.

Dieses Ergebnis ist die Grundlage des folgenden Korollars, welches bei unseren Existenzresul-
taten zum Einsatz kommen soll.

Korollar 1.7 Es sei X ein Hilbertraum und A: D(A) C X — X ein dicht definierter, abgeschlossener
Operator. Falls A und der Hilbertraum-adjungierte Operator A* dissipativ sind, so ist A der Erzeuger
einer Co-Kontraktionshalbgruppe auf X.

Es ist nun moglich einen Zusammenhang zwischen der Theorie von Halbgruppen linearer Ope-
ratoren und der Losbarkeit von Systemen von partiellen Differentialgleichungen herzustellen.
Der folgende Satz gibt ndhere Auskunft {iber diese Zusammenhénge.

Satz 1.8 Es sei X ein Hilbertraum und A : D(A) C X — X ein Operator. Erzeugt A die Cy-
Halbgruppe {e'4} >0, dann existiert zu ug € D(A) eine eindeutige Losung

u e CH([0,00), X) NC°([0,0), D(A))

des Anfangswertproblems
u'(t) = Au(t), u(0) = uo. (1.1)

1.4 Die Theorie von Kato

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es unter gewissen Voraussetzungen die Losbarkeit eines Pro-
blems der folgenden Form zu sichern:

Vi(t) + ARV (1) = F(t),  V(0) = Vo

Auf Grundlage des vorigen Abschnitts konnen wir erwarten, dass wir uns mit Familien von Cy-
Halbgruppenerzeugern beschiftigen miissen. Ein wichtiger Begriff in diesem Zusammenhang
ist der Begriff der Stabilitit einer Familie von Cyp-Halbgruppenerzeugern. Ndhere Informationen
dazu gibt uns die

Definition 1.9 Es sei X ein Banachraum und T > 0. Eine Familie (A(t));c(o,r) von Generatoren von
Co-Halbgruppen auf X heifit stabil, falls reelle Konstanten M > 1 und w existieren, so dass

p(A(t)) 2 (w, o)

und
k

HR(A D A(t))

i=1
fiir jede endliche Folge 0 < t; < t, < .. <t < T,k =1,2,... gilt. Die Konstanten M und w werden
auch Stabilititskonstanten genannt.

<MA—w)F fiir A > w (1.2)
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Zu bemerken ist, dass das Produkt (1.2) zeitlich geordnet ist, das bedeutet, dass Faktoren mit
groflerem ¢; links von solchen mit kleinerem ¢; stehen. Das folgende Lemma wurde von Kato
in [9] vorgestellt und gibt uns weitere Informationen zum Stabilitdtsverhalten von Familien von
Co-Halbgruppenerzeugern.

Lemma 1.10 Es sei (X, || - ||) ein Banachraum und fiir t € [0, T seien || - ||¢ weitere, zu || - || dquivalente
Normen auf X, welche die folgende Eigenschaft haben

Jc > 0Vs,t € [0, T]Vx #0: ”;CH‘t < eclt=sl,
S
Ferner sei Xy := (X, | - ||t) und A(t) : D(A(t)) € Xy — X fiir t € [0, T] der Erzeuger einer
Co-Kontraktionshalbgruppe auf X;. Dann ist die Familie (A(t));c(o,) stabil in (X, || - ||) und stabil in
(X, | - ||¢) fiir jedes t € [0, T].

Zu erwdhnen ist hier, dass dieses Lemma bei den in den folgenden Kapiteln vorgestellten Exi-
stenzresultaten absolut wesentlich ist. Interessant ist auch der Fall, dass wir von einer Familie
von Operatoren (A(t));c(o,) bereits wissen, dass sie stabil ist, nun aber Aussagen iiber die Fa-
milie (A(t) + B(t)):c[o,r) machen wollen, wobei hier (B(t));c[o,7] eine Familie von beschrankten
linearen Operatoren ist. Eine wichtige Aussage dariiber macht der folgende

Satz 1.11 Es sei (A(t))cjo,r) eine stabile Familie von Co-Halbgruppenerzeugern mit den Stabilitiits-
konstanten M und w. Sei (B(t));c(o,1) eine Familie von beschrinkten linearen Operatoren auf X. Falls
IB(t)|| < K fiir 0 < t < T gilt, dann ist auch (A(t) + B(t))c(o,1) eine stabile Familie von Cop-
Halbgruppenerzeugern mit Stabilititskonstanten M und w + KM.

Einen Beweis zu diesem Satz findet man in [15]. Die Existenzresultate im Rahmen der Theorie
von Kato verwenden den Begriff des CD-Systems. Was darunter zu verstehen ist, fassen wir in
der folgenden Definition zusammen.

Definition 1.12 Es seien X und Y1 (Y1 C Xo) reelle Banachriume mit den entsprechenden Normen
| [Ix, und || - ||y,. Das Tripel ((A(t))icpo,1); X0, Y1), wird CD-System genannt, falls die folgenden Be-
dingungen erfiillt sind.

(i) A = (A(t))sejo,1) ist eine stabile Familie von (negativen) Co- Halbgruppenerzeugern auf Xo, mit
Stabilititskonstanten M und j3,

(ii) der Definitionsbereich D(A(t)) = Y1 von A(t) ist unabhingig von t,
(if#) A € Lip(0, T); L(Y, Xo)).

Damit haben wir alle Begriffe zur Verfiigung, die wir benttigen um den ersten Existenzsatz zu
formulieren.

Satz 1.13 Es seien Xo und Y reelle separable Hilbertraume. Weiter sei (A; Xo, Y1) ein CD-System und
es gelte VO € Y sowie F € Lip([0, T], Xo). Dann existiert eine eindeutige Losung

Ve %0, T), Y1) nCY([0,T], Xo), V(0)=V°
zu dem Anfangswertproblem

Vi) + A(HV(t) = F(t), 0<t<T, V(0)=V" (1.3)
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Einen Beweis zu diesem Satz findet man in [9]. Im Hinblick darauf, dass wir spéter auch an
hoherer Regularitdt der in Satz 1.13 vorgestellten Losung interessiert sind, fithren wir die fol-
genden Ketten von Banachrdumen ein. Es seien X]- und Y] fur 0 < j < s —1 reelle Banachraume
mit der folgenden Struktur

Xo 2D X3 O X DO -+ D Xs1
Xo=Y D Y7 D Y, DO -+ DO Y4

hierbei seien alle Inklusionen stetig und dicht. Weiter sei fiir s > 2 der Raum Y; ein abgeschlos-
sener Unterraum von X; und es gelte Y; = Y1 N X; fiir 1 < j < s — 1. Wir fiihren die folgenden
Annahmen ein:

(L1) (Stabilitat): ((A(t))icio,); Xo, Y1) ist ein CD-System mit den Stabilitidtskonstanten M und B.

(L2) (Glattheit):
A € Lip([0,T], L(Yjsr1;X)), 0<j<s—r—T1,

fiir 0 < r < s — 1. Das impliziert ;"' A € L*([0, T}, L(Yj4ry1; X)) fiir den selben Bereich
von 7 und j.

(L3) (Elliptizitat): Furallet € [0,TJund 0 <j <s-—1
pev, AP EX; = g€V, 9l <K (140G +Iplx),
wobei K > 0 eine Konstante ist.
(L4) (Regularitat der Inhomogenitit): Es gelte
oFF € C°([0, T, Xs_1_¢) (1.4)
firk=0,1,...,s — 1 und weiter

o5F € LY([0, T], Xo). (1.5)

(A1) (Kompatibilititsbedingung) Es sei V° € Y;, und weiter gelte

r—1 _
V=0 'F(0) - ) (r L 1) @A)V trey, , 1<r<s. (1.6)
k=0

Der folgende Satz macht nun eine Aussage iiber hohere Regularitéten:

Satz 1.14 Es seinen Xy und Y reelle separable Hilbertriume. Die Bedingungen (L1) - (L4) mogen gel-
ten. Falls VO € Y;, dann gilt fiir die von Satz 1.13 beschriebene Lisung des Problems (1.3)

kv e (0, T),Y,sx), k=0,.,5s—1
genau dann, wenn V° und F die Bedingung (A1) erfiillen.

Der obige Satz wird in [6] bewiesen.






Kapitel 2

Das Gesetz von Cattaneo und

Dirichlet-Neumann-Randbedingungen

2.1 Einfiihrung

Es sei G C R3 ein beschrinktes Gebiet mit dem Rand 9G. Dieser soll in die Teilbereiche I'; und

I'; zerlegt sein. Es gelte also:

0G=T1UT, und T1NI, =0.

Hierbei heben wir hervor, dass I'1 = @, beziehungsweise I'; = @ nicht ausgeschlossen werden.
Wir beschiftigen uns in diesem Kapitel mit der Wohlgestelltheit des folgenden thermoelasti-
schen Systems: Gesucht sind Funktionen U = U(t,x), 8 = 6(t,x) und g = q(t,x) ((t,x) €

[0,0) x G), welche hinreichend regulér sind und die Differentialgleichungen

pUtt —D'SDU + D’ﬁTG =
9t + ’)’le q + odiv th =
Toq: +q+ KV =

mit den Anfangsbedingungen:

uQ,:) = U, Uy0,-)=1U, 6(0,-)=

f1,
fa,
13,

90/

und den gemischten Dirichlet - Neumann - Randbedingungen:

N'SDU - N'BTé|r, =
q'ﬁ\rz =

uly, =

Or, =

~

~

c o oo

q(0,-) = qo

2.1)
(2.2)
(2.3)

(2.4)

(2.5)
(2.6)
2.7)
(2.8)

unter gewissen Voraussetzungen an das Gebiet bzw. dessen Rand, die Koeffizienten und die Ko-
effizientenmatrizen erfiillen. Der Vektor # := (71, >, #i3) ist die nach aufsen gerichtete Normale
auf dG und der Vektor T'ist durch T := (1,1,1,0,0,0)’ definiert.

13
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Der verallgemeinerte Gradient D und zugehorige Normale A sind durch

Jdp 0 O n 0 O

0 82 0 0 ﬁ?. 0

L 0 0 o3 o 0 0 7is
D= 0 9 0 und N := 0 iy i (2.9)

83 0 81 3 0 #

aZ a1 0 ﬁz ﬁl 0

definiert.
Gleichungen von dieser Form werden im rdumlich eindimensionalen Fall mit zeitabhdngigen
Koeffizienten in [29] behandelt. Im Einzelnen wurde hier mit einem L > 0 das Problem

Upp — AUxx + ng = f]/ (210)
0 + g9 +due = fo, (2.11)
o9t +q9+ kb = f3, (2.12)

(wobei hier t > 0 und x € (0, L) gelte) mit den Anfangsbedingungen

u(0,-) =ug, ue(0,-) =uy, 0(0,-) =6y, 4(0,-) =q0 (2.13)
und den Randbedingungen
auy(t,0) +0b0(t,0) =0, u(t,L)=0, 0(t,L)=0, g(t,0)=0, (t>0). (2.14)

betrachtet. In [28] wird die Wohlgestelltheit des Problems (2.10) — (2.14) mit Hilfe einer geeig-
neten Transformation in ein System erster Ordnung bewiesen. Die Transformation wird dabei
so vorgenommen, dass es moglich ist den zu dem entstehenden Evolutionsoperator gehorigen
Definitionsbereich zeitunabhédngig zu wahlen. Aufserdem wird darauf geachtet, dass die dabei
auftretenden Storterme moglichst , gutartig” sind. Da wir uns spéter unter anderem an diesen
Ideen orientieren wollen, gehen wir kurz auf diese Transformation ein:

Ist (u,0,q) eine Losung von (2.10) — (2.14), so gilt fiir

Luiy (%) (0, x)ug ()
V=V(x):= Lg (t,x), Vo=W(x):= Z;((;C))
g9 (§) (0,x)q0(x)
die Gleichung
Vi+ AV =0, V(0)=Vp, (2.15)

wobei A = A(t,x) die Gestalt A = Q~!(Np + Np) hat. Dabei sind Q, Ny und Nj fiir (¢, x) €
[0,00) x G wie folgt definiert:

@M E 00 o
49y 20 0 0
NOENO(t,X): (bz)xa 0 0 _(5) d (t/x)/
d x§
0 00 _(g)t%
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£.0 0 0 0 -9, 0 0

_ _ 0 b0 0 —9y 0 9, 0
Q'=Q7'tM=| 4904 0 |ED Ni=Ntx)=| 4 3, 0 a, | (%)

k d

000 & 0 0 Oy 2k

Die Randbedingungen konnen nun aufgrund der speziellen Beschaffenheit des Vektors V leicht
mit Hilfe von (zeitunabhéngigen) Sobolevraumen verallgemeinert werden. Schliefilich wird mit
Hilfe der Theorie von Kato auf eine Losung geschlossen.

Die Wohlgestelltheit der klassischen Thermoelastizitiatsgleichungen

puﬁ —D'SDU+DTH = pb,
50y — div (KVO) +I'DU; = 7,
mit entsprechenden Anfangs- und Randbedingungen wird in [6] im zeitunabhédngigen, dreidi-

mensionalen Fall ebenfalls mit einer geschickten Transformation und Resultaten der Halbgrup-
pentheorie gezeigt. Mit einer Losung (U, §) und

SDU S 1 0o 0 -D 0 0
V.= u |, Q:= 0 p O], N:=|-D 0 DT und F:=|Db
0 0 0 6 0 T'D —div (KV") r

ergibt sich
Vi+Q NV =F.
Wir fithren nun beide Vorgehensweisen zusammen und erarbeiten daraus eine Strategie um die

Wohlgestelltheit des Problems (2.1) — (2.8) zu beweisen. Zunichst aber definieren wir Sobolev-
raume, welche es uns spiter erlauben werden, die Randbedingungen zu verallgemeinern.

2.2 Sobolevriume und Skalarprodukt

In diesem Abschnitt definieren wir Sobolevraume, welche zur verallgemeinerten Formulierung
der Randbedingungen (2.5) — (2.8) hilfreich sein werden. Auflerdem werden einige Eigenschaf-
ten dieser Sobolevraume aufgezeigt, welche in spdtere Argumentationen eingehen werden. Wir
benotigen zunéchst die folgenden ,, verallgemeinerten” Testfunktionen:

C¥(G) := {9 € C®(G) : 3G’ C G offen,T; C G, ¢|c: = 0} .

Bevor wir mit Hilfe dieser verallgemeinerten Testfunktionen zu jeder Randbedingung von (2.5) —
(2.8) einen passenden Sobolevraum definieren, fiihren wir einen Grundraum ein, welcher eben-
falls von Nutzen sein wird:

WL(G) = {u e (12(G))’ : Du e (LZ(G))6}.
Mit Hilfe des Raumes
WL, p(G) = {u e (L13(G))’: D'u € (1X(G))°,

Vo € (c;‘;(c;)mHl(c;))3 : /(D’u)godx: /

- . quodx}
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I,

Abbildung 2.1: Verallgemeinerte Testfunktionen.
wird die Randbedingung (2.5) verallgemeinert. Der Raum

W%LD(G) = {u € W%)(G) Ve € W%Z,D/(G) : /G(Du)cpdx = —/ uD’godx}

G

wird zur Verallgemeinerung der Randbedingung (2.7) notwendig werden. Die Randbedingung
(2.6) wird mit Hilfe des Raumes

WL gy (G) = {u € (12(G))’ : div u € L2(G),
Vg € C¥(G) N H'(G) /G(div W)gdx = — /G uVgdx )
beschrieben. Schlieilich wird die verbleibende Randbedingung (2.8) mit Hilfe des Raumes
W%I(G) = {u € H(G): V¢ ¢ W%Z,div (G): /G(Vu)(pdx = /Gudiv godx}

verallgemeinert. Ein rein technisches Hilfsmittel ist nun, dass der Raum

HL (G) == CE(G) N HI(G) "

mit dem vorigen tibereinstimmt. Wir zeigen im Folgenden einige Zusammenhinge und Eigen-

schaften der obigen Rdume auf. Insbesondere ergibt sich, dass simtliche der genannten Raume

Hilbertraume beziiglich entsprechender Skalarprodukte sind. Weiter lassen Resultate von Racke
3

in [6] bereits vermuten, dass die Gleichheit W%LD(G) = (W%1 (G)) erfiillt ist. Dies wird sich

auch tatséchlich als richtig erweisen.

Lemma 2.1 W} (G) ist beziiglich der Abbildungsvorschrift (-,-)p := (-,-) + (D-, D-) ein Hilbertraum.

Beweis: Offensichtlich ist, dass es sich bei (-, ), um ein Skalarprodukt auf W}, (G) handelt. Die
zugehorige Norm bezeichnen wir mit || - ||p. Es sei (i) nen eine Cauchyfolge in W}, (G). Nach
Konstruktion des Skalarproduktes (-, ), ist sofort ersichtlich, dass (u,),en eine Cauchyfolge in
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(LZ(G))3 und (Duy),en eine Cauchyfolge in (LZ(G))6 ist. Wegen der Vollstindigkeit von L?(G)
existieren also ein u € (LZ(G))3 und ein v € (LZ(G))6 mit ||u, — u| — 0und ||Du, — 0| — O fiir
1 — o0, Sei nun ¢ € (C°(G))® beliebig gewihlt. Wir erhalten:

n—oo n—oo

/ uD'gdx = (u, D'g) = lim (u,, D'P) = — lim (Du,, ¢) = — lim (v, §) = —/ vedx.
G n—00 G

Letzteres bedeutet aber, dass Du = v € (Lz(G))6 gilt. Insgesamt ist also u € W5 (G) und es gilt
| — uy||p — 0 fiir n — oo und das war zu zeigen. U

Lemma 2.2 Wll’z,D’(G) ist beziiglich der Abbildungsvorschrift (-,-)p = (-,-) + (D', D’-) ein Hilbert-
raum.

Beweis: Klar ist, dass es sich bei (-, -) ,, um ein Skalarprodukt auf W%Z,D’ (G) handelt. Die zuge-
horige Norm bezeichnen wir mit || - ||p/. Es sei (u#,),en eine Cauchyfolge in W%LD, (G). Offenbar
ist dann (u#,),en auch eine Cauchyfolge in (LZ(G))6 und (D'uy)yen ist eine Cauchyfolge in
(LZ(G))S. Da (L2(G))6 bzw. (LZ(G))3 jeweils vollstindig sind, existiert ein u € (LZ(G))6 bzw.
einv € (LZ(G))3 mit ||u, — ul| — 0bzw. | D'u, — v|| — 0 fiir n — oo. Fiir eine beliebige Testfunk-
tion ¢ € (C°(G))’ gilt nun

(u, Do) = <hm un,Dq)> = lim (uy, Do) = — lim (D'uy, ¢) = — (v, ¢) .

n—oo n—oo n—oo

3
Das bedeutet aber D'u = v € (LZ(G))S. Ferner gilt fiir ¢ € (Cﬁ’(G) N Hl(G)> :

/G (D'u) pdx = (D'u, ¢) = 7}1_%10 (D'un, @) = _nh_IEo (un, Dp) = — (u, Do) = /GuDgodx

und somit ist u € W{ 1,(G). Natiirlich gilt nach Definition des Skalarprodukts (-, ), und der
Beschaffenheit von u auch |ttn — u||pr — 0 fiir n — oo und damit ist alles gezeigt. 0

Lemma 2.3 erz, giv (G) ist beziiglich der Abbildungsvorschrift (-,-)g, = (-,-) + (div -, div -) ein
Hilbertraum.

Beweis: Es ist wieder offensichtlich, dass (-, -)4;, ein Skalarprodukt ist. Die zugehorige Norm
wird mit || - |4y bezeichnet. Sei (u,),en eine Cauchyfolge in W}Ldiv (G). Offenbar ist dann

(4n) nen eine Cauchyfolge in (LZ(G))3 und (div uy,),en eine Cauchyfolge in L2(G). Es existieren

demnach ein u € (LZ(G))3 bzw. ein v € L?(G) mit ||u, — u|| — 0 bzw. ||div u, —v|| — 0 fiir
n — 0. Sei ¢ € C5°(G) beliebig gewdhlt, so erhalten wir

(0, Vo) = lim (uy, Vo) = — lim (div un, ¢) = — (0, ¢)
. . o 2 . .. 0 1 .
und also ist div u = v € L*(G). Ferner gilt fiir alle ¢ € Cf (G) N H'(G):
/ (div u) pdx = (div u, ¢) = lim (div u,, @) = — lim (u,, Vo) = —/ uVedx
G n—oo n—oo G

und somit ist u € Wllz, 4iv (G). Natiirlich gilt auch ||u — || giy — O fiir n — oo und damit ist alles
gezeigt. U
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Lemma24 (i) WIll (G) ist beziiglich des Standard H'-Skalarprodukts ein Hilbertraum.

(ii) Es gilt die Gleichheit W (G) = H (G).

3
(iii) Erfiillt das Gebiet G die strikte Kegeleigenschaft und ist (W%l (G)) mit dem Skalarprodukt (-, ),

3
versehen, so ist (W%l (G)) ein abgeschlossener Unterraum von Wi (G).

Beweis:

(i) Zuerst beweisen wir, dass Wlll (G) ein Hilbertraum beziiglich des W!-Skalarprodukts ist:
Wir beweisen nur die Vollstandigkeit: Es sei (u,),cn eine Cauchyfolge in Wlll (G). Wegen
W%l(G) C WY(G) existiert ein u € W'(G) mit |lu, — u|[gn — O fiir n — oo. Fiir beliebiges
xS Wllz,div (G) gilt nun aber

/(Vu)(pdx = (Vu,9) = lim (Vu,, ¢) = — lim (u,,div ¢)
G n—oo n—oo

= — <lim Uy, div ¢> = —(u,divp) = —/ udiv gdx.
—00 G

n
Da ¢ € Wllz,div (G) beliebig gewdhlt war, folgt u € WF11 (G).
(ii) Den Beweis dieser Aussage gliedern wir in mehrere Schritte:

(a) Wir beweisen die Inklusion H%l (G) C Wll] (G): Hierzu sei u € Hll] (G) beliebig ge-
wahlt. Nach Definition von H%l (G) finden wir eine Folge (un)nen in Cf (G) N H 1(G)
mit ||u, — u||;p — 0 fiir n — oo. Es folgt fiir beliebiges ¢ € Wllz,div (G):

/(Vu)q)dx = (Vu,p) = lim (Vu,, ) = —nlim (U, div @)
G n—oo —00

=—(u,dive) = —/ udiv pdx
G

und das war zu zeigen.

(b) SchlieBlich beweisen wir Hf (G) = W} (G): Der Projektionssatz liefert uns (denn
H}l (G) C W%l (G) ist abgeschlossen), dass die folgende Identitét richtig ist:

HL(G) & (HL,(G)) =W, (G)

L

Wir wahlen u € (H%1 (G)) . Insbesondere folgt fiir alle ¢ € C;°(G):
{, ¢) +

das heifit es existiert div (Vu) = u € L?(G). Es gilt also fiir alle ¢ € Cr(G)N HY(G)

die Gleichheit (div Vu, ¢) + (Vu, V¢) = 0 und somit ist Vu € Wllz,div (G). Wir erhal-

ten (man beachte, dass u € W111 (G) gilt)

(Vu,Vo) =0 bzw. (u,¢) =—(Vu,Ve),
(

Hqu = (u,u) = (div Vu,u)y = — (Vu,Vu) = —HVqu,
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L
also ||u|| = 0 und damit u = 0. Letzteres bedeutet aber, dass (H%] (G)) = {0} gilt
und somit ist die Behauptung bewiesen.

(iif) Zundchst erkennen wir, dass
1 3 1
(WL(©)) < wh(G)

3
gilt. Wir beweisen die Abgeschlossenheit. Sei also (u,),cn eine Folge in (W%l(G)> mit

der Eigenschaft, dass ein u € Wh(G) mit |lu, — u||p — 0 fiir n — oo existiert. Damit ist also
(t4n)nen bzgl. || - || p eine Cauchyfolge. Wegen Satz 1.4 und der daraus resultierenden Aqui-

3
valenz von || - || g1(g))» und der Norm | - [|p auf (WF11 (G)) ist (uy)nen eine Cauchyfolge

3
in <(W%1 (G)) Al Il Hl(c))S) . Hierbei handelt es sich aber nach Teil (i) um einen Hilbert-

3
raum. Demnach existiert also ein v € (W%] (G)) mit ||uy — || (1) — O fiirn — oo.

Wiederum wegen der Aquivalenz der besagten Normen erhalten wir ||u, — v|p — O fiir
n — oo. Letzteres liefert aber sofort u = v.

O

Korollar 2.5 Es gelten die folgenden Identititen:

WL p(G) = {u € (12(G))’ : D'u e (I1X(G))’,vp € (wgl(c))?’ :

/(3(D’u)¢dx: —/GuD(pdx},

Wi 4 (G) = {u e (12(G))*  div u € L3(G),Yg € W} (G) : / (div u)@dx = _/ quodx}.
G G

Beweis:
(i) Wir setzen
2 6. 1y 2 3 1 3 /
Z:=que (L*(G)) :D'ue (L*(G)) V¢ € <Wr1(G)) :/Dugodx: —/ uDgedx
G G

und beweisen, dass Z = W%LD/(G) gilt. Die Inklusion ,,C” ist dabei offensichtlich. Um

die verbleibende Inklusion zu zeigen, wéhlen wir ein u € W%Z,D,(G) beliebig. Ist dann
3 3

P (W%l(G)> , so existiert eine Folge (¢, )nen C <C§T(G) N Hl(G)> mit ||¢ — @u||gpn — 0

fiir n — oo. Wir erhalten:

/G(D'u)godx =(D'u,¢) = im (D'u, ¢,) = = lim (u, Dgy) = — (u, D) = —/GuD(pdx.

n—0oo

Letzteres bedeutet u € Z und die Gleichheit ist gezeigt.
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(i)

Wir setzen
Z .= {u € (LZ(G))3 divu e L*(G),Vo € W%l(G) : / @div udx = —/ V(pudx}
G G

und beweisen, dass Z = Wllz, 4iv (G) gilt. Die Inklusion ,,C” ist wieder offensichtlich. Um
die verbleibende Inklusion zu zeigen, wihlen wir ein u € Wllz,div (G) beliebig. Ist dann
P € W%l(G), so existiert eine Folge (¢n)nen C Cf(G) N HY(G) mit ||¢ — @u||n — O fiir
n — oo. Wir erhalten:

/(dw u)edx = (div u, @) = lim (div u, ;)
G

n—oo

= —lim (u,V¢,) = —(u, Vo) = —/ uVedx
G

n—oo

und damit ist alles gezeigt. ]

Lemma 2.6 W%l/D(G) ist ein Hilbertraum beziiglich der Abbildungsvorschrift (-,-)p := (-,-) +(D-, D-).
3
Erfiillt G die strikte Kegeleigenschaft, so gilt Wi 1,(G) = (W%1 (G)) :

Beweis:

(#)

(iif)

Wir beweisen zuerst, dass es sich bei W}LD(G) um einen Hilbertraum handelt. Es sei
(un)nen eine Cauchyfolge in W%LD(G). Nattirlich ist (u#,),en auch eine Cauchyfolge in
W3(G), was wiederum die Existenz eines u € W5 (G) sichert, fiir welches ||u, — u||p — 0
fir n — oo gilt. Zu beweisen ist also nur u € W%LD(G). Es gilt fiir beliebiges ¢ € W%z,D’ (G):

/ uD'¢dx = (u,D'¢) = lim (u,, D'¢p) = — lim (Du,, ) = — (Du, P) / Dugdx.
G n—oo n—oo

Damit ist aber u € W%],D(G).

Nun zeigen wir die Richtigkeit der Inklusion

{we (@6)* Iullgnyp < o} € Wi p(G):

3
Istu € <CI‘3‘; (G)) mit [|u|(g1(g))s < oo beliebig gewdhlt, so existiert offensichtlich der ver-

allgemeinerte Gradient Du € (LZ(G)) . Ist nun weiter ¢ € Wrz,D’( ), so gilt [~ uD'pdx =
— Jc Dudx nach Definition von Wllz,D’ (G). Dies zeigt aber (ii).

3
Mit Hilfe von (i7) zeigen wir nun die Inklusion (WF11 (G)) C W%LD (G). Zunichst erkennen
wir, dass wegen den jeweiligen Definitionen der Rdume sowie Lemma 2.4 die Inklusionen

(e(G) mHl(G))3 c (H%l(G)>3 - (wgl(c)f c (Hl(G)>3 c WH(G)
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sowie

3
(e2(G)NHYG))" c WY, 5(G) € WH(G)

3
richtig sind. Wegen der Abgeschlossenheit von W%lID(G) und (H%1 (G)) in W}, (G) erhal-
ten wir weiter:

(cr@)nH(©) (w%l(c))g’ c WL(C)

sowie

|-l

3|
(cgj(c) N Hl(c)) C W »(G) € WH(G).

Schlieflich ergibt sich wegen der Aquivalenz der beiden Normen || - ||p und || - (e (G)y3
auf (H' (G))3 die Gleichheit:

3
(cz@nH(©@) = (WL(5),
welche aber die Behauptung beweist.
3
(iv) Nach dem Beweis von (iii) ist klar, dass (WF11 (G)) C W%LD(G) abgeschlossen ist.
3

(v) Wir beweisen nun (er] (G)> = W}],D(G): Nach dem Projektionssatz gilt

1 1 3 1 3\

Wi, p(G) = (WH(G)) o  (WL(0))

3\ * 3

Wir wahlen V € ((wrll(c)) > beliebig. Dann gilt fiir alle ® ¢ (WL, (G))

(DV, D®) = — (V, D).

3
Wegen (Cg"(G))3 C (W%I(G)> existiert also D'DV = V ¢ (LZ(G))3 im schwachen Sinn.
Damit ist DV € W%Z,D/ (G). Wir erhalten

|V|[>*=(V,D'DV) = — (DV,DV)

und somit V = 0.
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2.3 Wohlgestelltheit

Gegenstand dieses Abschnitts ist eine Transformation der Differentialgleichungen (2.1) — (2.3)
mit den Anfangsbedingungen (2.4) und den Randbedingungen (2.5) — (2.8) in ein System erster
Ordnung von der Form

Vi+ AV =F, V(0) =W (2.16)

Der Vektor V wird dabei so gewihlt, dass simtliche in den Randbedingungen vorkommenden
Koeffizienten in einer solchen Weise darin auftreten, dass es uns ermoglicht wird, einen Defi-
nitionsbereich des Operators A = A(t) zu finden, welcher die Randbedingungen (2.5) — (2.8)
verallgemeinert, nicht aber von der Zeit ¢ abhédngt. Dies wiederum erlaubt es uns spéter auf
die Theorie von Kato zuriickzugreifen, welche uns dann die Existenz einer eindeutigen Losung
sichert. Zundchst aber geben wir an, welche Regularitdtsforderungen an das Gebiet () bezie-
hungsweise an unsere Koeffizienten hinreichend fiir unsere Ergebnisse sind.

2.3.1 Voraussetzungen

Das Gebiet G C IR? sei beschrinkt und erfiille die strikte Kegeleigenschaft. Die reelle Konstante
Tp > 0 sei positiv. Die in (2.1) — (2.3) auftretenden Koeffizienten mogen die folgenden Voraus-
setzungen erfiillen:

(i) Es gelte S € C? ([0,00),(L°°(Q))6X6>. Ferner sei S(t) fiir jedes t € [0,00) symmetrisch
und invertierbar. Die zugehorige Inverse sei mit S(t) ! bezeichnet. Die dadurch gegebene
Funktion S~! moge S~ € C! ([O,oo), (L“(Q))éX(’) erfiillen. Zudem existiere eine Kon-

stante Cs > 0 so dass fiiralle V € (LZ(Q))6 und alle ¢ € [0, c0)
CsIvIP < (v.s('v)
gilt.
(ii) Es gelte K € C! ([0,00),(L°°(Q))3X3). Ferner sei K(t) fiir jedes t € [0,00) symmetrisch

und invertierbar. Die zugehérige Inverse sei mit K(¢) ! bezeichnet. Die dadurch gegebene
Funktion K~! moge K1 € C! ([0,00), (L“(Q))3X3) erfiillen. Zudem existiere eine Kon-

stante Cx > 0 so dass fiiralle V € (LZ(Q))?’ und alle ¢ € [0, 00)
cvag<me4v>
gilt.
(iii) Es gelte p € C! ([0,00), (L°°(Q))3X3). Ferner sei p(f) fir jedes t € [0,00) symmetrisch

und invertierbar. Die zugehdorige Inverse sei mit p(t) ! bezeichnet. Die dadurch gegebene
Funktion p~! moge p~! € C? ([0, ), ( L“(Q))SXS) erfiillen. Zudem existiere eine Konstan-

te C, > 0sodass fiiralle V (LZ(Q))3 und alle t € [0, )
CollVI* < (V,p(t)V)
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gilt.
(iv) Es gelte
B € ' ([0,00), H(Q)) N C2 ([0, 00), L™(Q)),
7 € €' ([0,00), H3(€2)) NC2([0,00), L¥(0))),
6 € C!([0,00), H3(Q)) NC2([0,00), L*(QY)).

Ferner existieren von t € [0, o) unabhédngige Konstanten CP,CY und C° > 0, so dass
CP < B(b),
CT < (),
C2 < 4(t)

fast tiberall gilt.

2.3.2 Transformation in ein System erster Ordnung

Wir geben nun einen Differentialoperator A = A(t) an, welcher (zunéchst formal), das Problem
(2.1) — (2.4) in die Form (2.16) tiberfiihrt. Hierfiir definieren wir eine Gewichtsmatrix Q, eine
Stormatrix N; sowie einen passenden Differentialoperator Ny durch:

st 0 0 0 0o -D 0 0
0. 0 gz 0 0 N -D’ 0 D) 0
' 0 0 3 O 70 o (Ip) o (ID) |’
0 0 0 ! 0 0 7D(T) 2Kk
-1(1 -1
—BS (Bs)tﬁs 0 0 0
/(1 17y
N = P (Bld>5 0 gD'(pT) 0 ) (2.17)
0 0 0 (-I'D) (F1d) ¢
82 -
0 0 0 _T?TZ (%)tK !

Fiir f1, f», f3 und hinreichend regulédre Funktionen U, 6 und g (spater gehen wir genauer auf die
Regularitit ein), welche die Differentialgleichungen (2.1) — (2.3) sowie die Anfangsbedingungen
(2.4) erfiillen, definieren wir

0 1spu 50,750, -) DUy
-1
| P fzfl cvee [ U sowie Vi . (2.18)
Y 0,
we /3 ¥4 Z((o,-))qo

Bevor wir unser erstes Resultat formulieren, stellen wir eine spezielle Produktregel fiir den ver-
allgemeinerten Gradienten D bzw. dessen Transponierte D’ zur Verfiigung. Diese kann durch
direktes Nachrechnen verifiziert werden. Darauf sei aber verzichtet.
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Lemma2.7 Essei V = (V4,.., V) € L*(G)® mit D'V € (Lz(G))?’ und W = (Wy, Wp, W3) €

(LZ(G))3 mit DW € (Lz(G))6. Weiter seien B € H*(G), 0 € H'(G) und T := (1,1,1,0,0,0)". Dann
gelten:

(i) D'(BV) = D/(BId)V + D'V,
(if) D'(TpO) = BD'(T6) + 6D/ (Tp),
(iii) D(BW) = D(BId)W + BDW.
Satz 2.8 Die Funktionen
uec (0,1, (126)°) nc' (10,7, W, 5(G)),
0 €' ([0,T),1%(G)) nc® ([0, T), W, (G) ),
gect (0.7}, (L2G)°) ne® (10,T), W, 5, (G))

mit %SDU e CAS W%Z,D(G) seien so gewdhlt, dass (U, 0, q) eine Losung zu (2.1)- (2.4) ist. Die Vekto-
ren V und VO seien wie in (2.18) definiert. Dann erfiillt V das Anfangswertproblem
Vi+ QY WNo+ NV =F, V(0,-) =V0(). (2.19)

Beweis: Der Beweis wird durch elementares Nachrechnen erbracht. Zunichst ergibt sich durch
Ausmultiplizieren der Matrizen bzw. des Differentialoperators:

0 ~4SD 0 0 5SDU
—17v —17y
1Ay | D0 po D) 0 u;
NV = 0 5(I'D) 0 5(I'D) 6 (2.20)
0 0  LKD(I) 1d 1q
—5SDU;
_ | —Bo D' (3SDU) + o D'(TE)
5(r’zy>)utl+ (S(F'D)7 (Zq)
LKD'(T) + g
Wir berechnen weiter:
1 _
—(3s), 8571 0 0 0 1sDU
ol .y— | BT (31d)p 0 o' (pT) 0 U
0 0 0 §(-I'D) ($1d) 2 N
0 0 0 ~2(3),1d 51
(2.21)
1
—(Bs)tpu

_ | gD (1d) SDU +p'D/(BT)0
5(~I'D) (21d) q
- (%)tq
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Schliefllich ergibt sich durch komponentenweises Differenzieren:
1 1
(3s) DU+ jsDU,

Vi = Ut
01

(3)ra+ 3a

Damit erhalten wir insgesamt:

Vi+ QTN+ M)V =V 4+ Q NV + Q9 IV
0
Uy — Bp'D' (5SDU) + Bo ' D/(T0) + po D' (31 ) SDU +p' D' (BT)0
0 + 5(T'D)Us + 5(I'D) (1q) + 6 (-I'D) (11d ) q
1g: + 25KD'(T6) + g

Mit Hilfe von Lemma 2.7 ergibt sich

ﬁD’ (;SDU) = ﬁD’ (;Id) SDU + D'SDU
sowie
ﬁD’(FG) =+ D’(ﬁl")@ = D’(Fﬁe)
und

6(r'D) (1q) =4 ('D) (F1d) g+7 (I'D) g.

Damit erhalten wir

0 0
- Uy — p~'D'SDU + p~1D'(BI6) B
1 _ tt—p p _| PN
Vit Q7 (No+ M) = 6; + 6(I'D)U; + 7(I'D)q | 5
19t + 25KD'(T) + 549 =513
und das war zu zeigen. O

Nattirlich ist ebenfalls von Interesse, ob einer Losung V von (2.19) eine Losung (U, 6, q) zu (2.1) -
(2.8) zugeordnet werden kann. Nihere Informationen dazu gibt das folgende Lemma. Zunéchst
definieren wir jedoch

D:= {(vl,VZ, V3,V € (12(G))° x (L(G))® x I2(G) x (L2(G))’ :
VI—TV3 € WL 1(G), V2 € (wlll(c))3,v3 € WL(G),V* e WP i (G)}.

Lemma 2.9 Ist V € C°([0,T], D) N C'([0, T], L*(G)) eine Losung zu (2.19) und gilt uy € W}LD(G),
s0 haben die Funktionen
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die folgenden Regularititen
2 2 3 1 1
uec? (10,7, (1%G))°) nc' (10,T), W, »(G) ),
0 € C* ([0,T),L3(G)) NC° ([o, T],W%I(G)) ,
3
gect(l0.7), (L2G)*) ne® (10,T), W, 5, (G))
mit %SDU —TI6 e W%Z,D,(G). Ferner bilden U, 6, und q eine Losung zu (2.1) - (2.8).

Beweis: Wir schreiben den Vektor V in der Form V = (V;,V,, V3, V,)'. Zuniéchst erhalten wir
dann

V€l <[o, T, (wﬁl(c))3> e ([0,T),12(G)),
Vs € CO ([o, T],W%l(G)) nct (0, T), L2(G)),
A ([o, T], WL 4iv (G)) nect (0, T), L3(G)) .

Ferner ergibt sich: V; —I'V3 € W%Z,D’ (G) furjedes t € [0, T]. Ersichtlich ist also bereits, dass 6 und
q die gewiinschte Regularitdt haben. Betrachten wir nun U, so ist ersichtlich, dass

3
Uec <[o, T, (wgl(c)) )
also insbesondere U € C!(([0, T], L*(G)) gilt. Hiermit folgern wir aber unter Verwendung der
Regularitit von V;, dass
U e C*([0,T],L*(G))

gilt. Wir miissen nun noch zeigen, dass die so definierten Funktionen die gewiinschten Differen-
tialgleichungen erfiillen. Hierzu zunéachst zwei Rechnungen:

—jsove ~(3s) 5
- —Bp~ D'V, “1pI(TV: _ -1pr (1 ~1pr
o Ny = | P DVatBp ID'ITVa) | ey, | BT <5Id)ﬁV1+p D' (BT)Vs
S(I'D)V, +4(T Yl?)V4 5(-T'D) (11d) £V,
s KD'(T'V3) + 4 Vi —3 (7), Vs
Unter Verwendung dieser Rechnungen erhalten wir die Giiltigkeit der folgenden Gleichungen:
1 1
Vif— =SDV, — <s> BS1v; =0, (2.22)
P B/
1
Voi — Bo 'D'Vy + Bo D/ (TV3) + o 'D’ (ﬁ Id) BVi+p 1D/ (BT) V3 = p 11, (2.23)
/ U !/ ,)/ 5
Vs + 0(I'D)Va + 6(I'D)Vy + 6(~I'D) (5 Id) Vi=f (2.24)

Y 1 5 1y 94
Vit + LKD)+ —Vy— = (L) vy = £, 22
4t o0 ( 3)+ T 4 0% ((5)t 4 T05f3 ( 5)
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Wir untersuchen zuerst die Gleichung (2.22). Es gilt:

Vip— 132)1/2 - <15> BST1V =0
t

p p
— V- ;spvz + /]3'3 (53—1>t Vi=0
= ;5 (ﬁs—lvl)t - ;spvz =0

PEN (,BS*1V1>t — DV,

und wir erhalten durch Integration und unter Bertiicksichtigung der Gestalt von U die Identitét:

1
V; = —SDU.
p

Setzen wir nun die Gleichung (2.26) in die Gleichung (2.23) ein, so erhalten wir

Uy — Bo'D’ [132>u] +Bo D' (T) + o' D’ (1 Id) SDU+p 'D'(BT)0 =p '/

p

und es ergibt sich daraus mit Lemma 2.7:

p

plltt — DlSDU + D"BFG = fl,

(2.26)

also die erste Differentialgleichung. Betrachten wir nun (2.24) und setzen entsprechend ein, so

erhalten wir:

8, + odiv U, + 5(I'D) [Iq} _§(I'D) (7 Id) q=fa,

5 5

was unter Verwendung von Lemma 2.7 die Differentialgleichung
91} + odiv Uy + ’)’diV q= fz,

liefert. SchlieSlich betrachten wir die Gleichung (2.25) und erhalten:

59, kD@ + = (3) 9=

was wiederum mit

Y Y / Y Y
- —KD'(Teo —g = —
5‘71& * T ( ) + T()(Sq T()(st,

bzw. mit
gt + 4+ KV = f3

gleichbedeutend ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.
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2.3.3 Existenz einer Losung

Wir versehen nun

H = (IX(G))® x (L2(G))® x LX(G) x (12(G))’ (2.27)

fir festes t € [0, T| mit dem Skalarprodukt (-, -),, welches fiir U,V € H durch (U, V), =
(U, QV) (12(g)y» definiert ist. Die diesem Skalarprodukt zugeordnete Norm sei mit | - [|; bezeich-
net. Zu bemerken ist, dass die Norm || - ||; aufgrund der Voraussetzungen an die Koeffizienten
zur Standard-L2-Norm gleichmafig dquivalent ist. Den so entstandenen Hilbertraum (H, (-, -),)
bezeichnen wir mit H;.

Wir wahlen nun ¢ € [0, T] beliebig aber fest und definieren damit die folgenden, von ¢ abhédngi-
gen, Operatoren:

Ao(t): D(Ap(t)) C Hy — H; (2.28)
sei fiir V € D(Ap(t)) durch
Ao(H)V := Q1 (HNo(t)V (2.29)

definiert. Hierbei ist:

D(Ao(t)) := {(vl,vz, V3,V € (12(G))° x (L2(G))® x L2(G) x (L2(G))’ :

3
VI—TV3 e W} (G), V2 € (w%l(c)) V2 eWE(G), Ve WL 4 (G)}.

(2.30)
Weiter definieren wir den Operator
Ar(t): Hy — H;
tiir V € 'H; durch:
Ai1(HV = Q7 (M (H)V.
Mit Hilfe dieser Operatoren definieren wir nun den Operator
A(t): D(A(t)) C Hy — H; (2.31)
fiir
V € D(A(t)) :== D(Ao(t)) (2.32)
durch
AV = Ao(H)Y + A1 (V. (2.33)

Zu beachten ist, dass A(t) zwar von t abhangig ist, nicht aber D(.A(t)). Wir beweisen nun, dass
Ao(t) fiir fest gewdhltes t € [0, T| dicht definiert und abgeschlossen ist. Ausserdem zeigen wir,
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dass der Operator —.Ay(t) dissipativ ist. SchliefSlich beweisen wir, dass sich der Definitionsbe-
reich des adjungierten Operators Aj(t) nicht von D(.A(t)) = D(A(t)) unterscheidet. Zusam-
men erlauben uns diese Eigenschaften darauf zu schliefsen, dass —.Ay(t) der Erzeuger einer Cy-
Kontraktionshalbgruppe auf H; ist. Wir verwenden im Folgenden fiir einen Vektor V € H die
naheliegende Schreibweise V = (V1,v2, V3, V4)’ , wobei die V! fiiri = 1,..,4 durch die Auftei-
lung (2.27) bestimmt sind. Ferner schreiben wir im Folgenden D(.A) fiir D(A(t)).

Lemma 2.10 Es sei t € [0, T| fest gewihlt. Der in (2.28), (2.29) und (2.30) definierte Operator Ay =
Ao (t) ist abgeschlossen.

Beweis: Es sei (Vy,)nen eine Folge in D(A) mit V, — V € H; fir n — oo und AV, — W € H;
fiir n — oo. Zu beweisen ist nun V € D(A) und AV = W. Aus AV, — W fiir n — oo folgt
insbesondere fiir alle ® € H;:

(-DVZ, @) + (~D'Vi+ D/(TV]), @) + (I'D)VE + (' D)V, @ ) (2.34)
+ <D’(rv3) - fiK—lv,;*, <1>4>
= (N, @) = ( Q7 NpVi, Q@) = (AgVyy, @),

— (W, ®), = (WL, g5 101) + <w2, ;p®2> + <w3, (15<I>3> + <w4, Tr‘fK-ch>4> (2.35)

fiir n — oo.
Wir gliedern den weiteren Beweis in mehrere Schritte:

(i) Wir wahlen ®! ¢ (LZ(G))6 beliebig und setzen damit ® := (®!,0,0,0). Aus (2.35) folgt
dann
<—DV,$, q>1> = <w1,[s5*1<1>1> fiir 1 — oo. (2.36)

Ist speziell ®! € (C5°(G))®, so geht (2.36) in
<V,$,D’c1>1> - <wl,55*1q>1> fir 1 — oo
iiber. Dies bedeutet aber (V2, D'®!) = (W! BS~1®!) und somit DV? € (LZ(G))6 mit

—%SDV2 = WL Wir wihlen nun ®! € W%Z,D/(G) beliebig. Dann gilt wegen Korollar 2.5
wiederum (V2, D'®!) = — (DV?, ') und also ist V2 € W%I,D(G). Nach Lemma 2.6 ist

3
dies aber gleichbedeutend mit V2 € (W%] (G)> und das war zu zeigen.

(i) Wir wihlen ®° € L?(G) und setzen damit ® := (0,0, ®3,0)’. Aus (2.35) folgt dann

<(r’1>)v,$ +(I'D)VE, c1>3> - <w3, (15<1>3> fiir 1 — oo. (2.37)

Ist speziell @ € CF(G), so geht (2.37) in

(T'D)V2, &%) — <V,;*,D’r<1>3> - <w3,(15<1>3> fiir 1 — oo
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iiber. Dies bedeutet aber ((I"D)V?2,®3) — (V4 D'T®%) = (W3, 3®%). Damit existiert die
Ableitung (I"D) V* im schwachen Sinn und es gilt (I'D)V* = 1W3 — (I'D) V2. Wihlen wir
3 e Cr(G)NH 1(G), so folgt V4 € Wllz,div (G) mit der analogen Argumentation.

(iii) Wir wihlen ®* ¢ (LZ(G))3 und setzen damit ® := (0,0,0,®*)". Aus (2.35) folgt dann
L3y o O g1y ot 4 T00 144 .
D'TV3) + 2K Wt - (W LK 19*)  fiir n— oo (2.38)
Y Y

Ist speziell ®* € (C8°(G))3, so geht (2.38) in
) )
- <Vn3, r’m>4> + <7K1V,f, q>4> - <w4, Tf;Klq>4> fir 1 — oo
iiber. Dies bedeutet aber — (V3 I"D®*) + <%K‘1V4, ®4> = <W4, %5K_1®4>. Damit exi-
stiert D'T'V3 im schwachen Sinn und es gilt D'TV? = %5[(*1W4 - %K*1V4. Waihlen wir
d* ¢ W%z, div (G), so folgt wiederum analog V? € W%l (G).
(iv) Wir wihlen ®? € (LZ(G))3 und setzen damit ® := (0, ®?,0,0)". Aus (2.35) folgt dann

1

<—D’an +D’rv,f,q>2> N <w2, :

p<I>2> fir n — oo. (2.39)
Ist speziell ®? € (C(‘)"’(G))S, so geht (2.39) in

1
<an STV, D(I>2> N <w2, [qu)z> fir 1 — oo

iiber. Dies bedeutet aber (V! —T'V3, D®?) = <W2, %pCD2>. Damit existiert D’ (V! —T'V3)im
3
schwachen Sinn und es gilt D'(V! —TV?3) = —%sz. Wihlen wir ®? € <C§‘1’ (G)n H! (G)) ,
so folgt V! —TV3 € Wi (G)
und damit ist alles gezeigt. O

Lemma 2.11 Es sei t € [0, T| fest gewihlt. Weiter sei Ay = Ao(t) wie in (2.28),(2.29) und (2.30)
definiert. Dann gilt D(Ag(t)) = D((Aj(t)) und

0 D 0 0
D’ 0 —D'(T- 0

Wo=0" 5 oo o _wp 2.40)
0 0 -D'(T-)  2K!

Beweis: Der Operator Ay(t) ist fiir festes t € [0, T] dicht definiert. Wir betrachten ein beliebiges
W € D(A;(t)). Dann existiert ein F € H; so dass

(Ag®, W), = (D, F),
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fir alle ® € D(Ap(t)) gilt. Letzteres ist wegen
(Ag®@,W), = (—DPy, Wi)+ (—D'®y + D'(I'd3), W)

5
+{((I'D)®, + (I'D) Dy, W3) + <D’(FCI>3) + ;K*1q>4, w4>

und
(@ F), = (@, R)+( LeY (0,20 1 (0, Pk-1E
L)y 1/ 1 zlﬁpz 3,53 4,7 4
gleichbedeutend mit
(=D®y, Wy) + (=D'®; + D' (TD3), Wa) + ((I'D) D2 + (I'D) Dy, W) (2.41)
- <D’(F<I>3) - iK1d>4, w4>
-1 1 1 T05 -1
:<q>1,/5$ F1>+ <I>2,BpF2 +(Pa 5B )+ ( @y KR ). (2.42)

(i) Wir wihlen ®; € (Cg°(G))6 und setzen damit ® := (®4,0,0,0). Aus (2.42) folgt dann
—(D'®y, Wy) = (@1, 6571 ).

Das bedeutet, dass DW, = BS™'F; € (L?(G))® existiert. Wahlen wir ®; € W%Z’D,(G) belie-
big und setzen wiederum @ := ($4,0,0,0), so folgt wiederum aus (2.42), dass

—(D'®1, W) = (D1, DW>)

gilt. Zusammenfassend haben wir also

W, € Wt p(G) und F = ;SDWZ

erhalten.
(ii) Wir wihlen ®, € (C3°(G))3 und setzen damit @ := (0, P,,0,0). Aus (2.42) folgt dann
1
(=DDp, W1) 4 (I'DPy, W3) = <c1>2, IBpP2> .

Dies wiederum ist gleichbedeutend mit

1
— <DCI>2, W1 — FW3> = <CI)2, pF2> .

p
Letzteres bedeutet aber, dass D'(W; — T'W3) = %sz € (L%(G))? existiert. Wahlen wir &, €
W%LD(G) und setzen damit wiederum & := (0,P,,0,0), dann ergibt sich wiederum aus
(2.42), dass

(D®y, Wy — TW3) = — (dy, D'(Wy — TW3))
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(iif)

gilt. Zusammenfassend haben wir also
Wy —TWs € Wi, (G) und  F, = Bp 'D'(W; — TW;)
erhalten.

Wir wahlen &3 € C5°(G) und setzen damit ® := (0,0, $3,0). Aus (2.42) folgt dann

((D'T)®3, Wa) + (D' (TD3), Wy) = <c1>3, (15P3> .

Obiges ist nun mit

(D'TD3,Wy) = (D3, I'DW,) + <c1>3, (15F3>

dquivalent. Dies bedeutet aber, dass (I"D)W; = —I"DW, — 1F; € L?(G) existiert. Wahlen
wir @3 € W%l (G) und setzen damit ® := (I'd3,0,P3,0), so ergibt sich aus (2.42):

(~D'T®; + DTds, W) + (D'Tds, W) = (T, Sy ) + <q>3, (15,?3>

— (D'TP3, W) = (D3, 'DW;) + <<I>3, (15F3>

= (DTP3, W) = — (D3, (I'D)W,).
Zusammenfassend haben wir also
Wi € Wi 4 (G) und  F3 = —5(I"D)Wy — ST'DW,
erhalten.

Wir wihlen @4 € (C(G))? und setzen damit @ := (0,0, 0, P4). Aus (2.42) folgt dann sofort
(T'D®y, W) + <i1<1q>4, w4> = <d>4,T,0Y§K1F4> .

Dies bedeutet aber, dass D'TW; = —%K”EL + %K*1W4 € (L*(G))® gilt. Wahlen wir
schlieBlich &, € erz, 4iv (G), so ergibt sich wiederum aus (2.42):

(T'DDy, W3) = — (Dy, DTD,) .

Zusammenfassend haben wir also

1
Ws € WL(G) und Fy=— L KDTW;+ - W,
1 To(s T0

erhalten.

Die Schritte (i), (ii), (iii) und (iv) beweisen nun D(Aj(t)) C D(Ap(t)). Die verbleibende Inklu-
sion ist aber leicht einzusehen. O
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Lemma 2.12 Essei t € [0, T| fest und Ay = Ao (t) wie in (2.28), (2.29) und (2.30) definiert. Dann ist
— Ay dissipativ.

Beweis: Es sei V € D(.Ag) beliebig gewahlt. Dann ergibt sich
(AV, V), = —(DVa, Vi) +(=D'V; + D'(TV3), V)
+{((I'D)Va+ (I'D)Vy, V3 ) + <D’(FV3) + iK‘1V4, V4>
— (DVa, Vi) + (Vi —=T'V3, DVa) + (I'DVh, V3)
+ ((I'D)Vy, V3) + (D'TV3,Vy) + <fy1<1v4, V4>
— (DV, Vi) 4 (DV, V1) — (I'V3, DVa) + (T'V3, DVa)
—(Va, D'TV3) + (Vy, D'TV3) + <j1<1v4, V4>

5
— —2Im (DVy, V4) — 2Im (T'V3, DV3) — 2Im ( V4, D'TV3) + <7K‘1V4, V4> .

Somit ist also Re (AgV,V), = <%K*1V4, V4> > 0 und das bedeutet, dass der Operator —.Ay
dissipativ ist. U
Unter Verwendung der Lemmata 2.10 - 2.12 kdnnen wir nun unseren ersten Satz beweisen, wel-
cher fiir die Existenz einer Losung fiir unser Problem (2.1) - (2.8) eine wesentliche Rolle spielen
wird.

Satz 2.13 Es sei Ay = Ao (t) wie in (2.28),(2.29) und (2.30) definiert.

(i) Fiir jedes feste t € [0, T] ist der Operator — Aq(t) der Erzeuger einer Co-Kontraktionshalbgruppe
auf Hy.

(ii) Die Familie (—Ao(t))tc(o,1) ist eine stabile Famile von Co-Halbgruppenerzeugern auf dem Hilbert-
raum (H, (-, -)).

Beweis:

(i) Seit € [0, T] fest. Offensichtlich ist Ay(t) dicht definiert. Nach Lemma 2.10 ist der Operator
Ap(t) abgeschlossen. Nach Lemma 2.12 ist der Operator —.Ay(t) dissipativ. Sofort ergibt
sich aus Lemma 2.11, dass auch —Ajj(t) dissipativ ist. Damit ist .Ag(¢) nach Korollar 1.7 der
Erzeuger einer Cp-Kontraktionshalbgruppe auf dem Hilbertraum ;.

(ii) Essei V € H mit V # 0. Wir betrachten die Funktion
fv:[0,T] — R, t—In(|V]7).
Wegen V # 0 ist diese wohldefiniert und stetig differenzierbar. Weiter gilt

Fott) = (in (V1)) = 2757 (V1) <
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Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung erhalten wir nun

In([V]le) = In([Vis] = 1fv(t) = fu(s)| = [ (@)] It —s| < C|t —s.

Dies bedeutet aber
4 < Cli=s|
V1]

und somit folgt mit Hilfe von Lemma 1.10, dass die Familie (—.Ao(t));c[o,7] eine stabile
Familie von Cp-Halbgruppenerzeugern auf dem Hilbertraum (7, (-, -)) ist.

O
Eine direkte Folgerung aus Satz 2.13 und Satz 1.11 ist das

Korollar 2.14 Die Familie (—A(t));e(o,1) ist eine stabile Familie von Co-Halbgruppenerzeugern auf dem
Hilbertraum (H, (-, -)).

Aufgrund der Abgeschlossenheit des Operators A ist klar, dass der Definitionsbereich D(A)
versehen mit der Graphennorm ein Hilbertraum ist. Zu beachten ist aber, dass wir es damit
wiederum mit einem ,zeitabhdngigen” Hilbertraum zu tun haben. Wir wollen nun ein neues
Skalarprodukt (-, -) p 4) auf D(A) definieren, welches nicht von der Zeit abhdngt, aber die Eigen-
schaft besitzt, dass die zugehorige Norm || - ||p(4) mit der Graphennorm auf D(.A) dquivalent
ist. Zu diesem Zwecke sei fiir W, W' € W1 (G) das Skalarprodukt (W, W'), durch (W, W), :=
(W,W') + (DW, DW’) definiert. Analog seien die Skalarprodukte (-,-); und (-, )4, auf den
entsprechenden Rédumen definiert. Unter Verwendung dieser Skalarprodukte definieren wir nun
fur U,V € D(A):

(U, V)pay == (U1, Vi)p + (U, Vo) p + (U, V3) g + (Us, Vi) gy -

Letzteres ist nun ein Skalarprodukt auf D(A), welches nicht von der Zeit abhangt. Es gilt aber
auch wie gewiinscht das

Lemma 2.15 Der in (2.32) definierte Definitionsbereich D(A) versehen mit dem Skalarprodukt (-, -) p 4
ist ein Hilbertraum. Ferner ist die Norm || - || p(4) mit der Graphennorm auf D(A) dquivalent.

Beweis: Wir beweisen nur, dass die Graphennorm || - || dquivalent zu || - [[p(4) ist. Es gilt A :=
Ao+ A1 = Q7 'ANo + 97 'A;. Nach (2.20) und (2.21) haben wir

0 ~4SD 0 0
Sy | BP0 oD 0
Q" No = 0 5(I'D) 0 5(I'D)
0 0 LKD'(T)  +1d
und
1 -1
—(Bs)tﬁs 0 0 0
o1\ Bo~ 1D/ (%Id)ﬁ 0 p~'D' (BT) 0
0 0 0 §(-T'D)(F1d) ¢
0 0 0 -2(§),d
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Istnun V € D(.A), so erhalten wir
1 -1 1
- (Bs)t/ss Vi - 15DV,

R ( ) BVi — Bo ' D'V + o' D'(TV3) +p D' (BT) V°
S(I'DYVa—T'D (31d) £V, + 5(I'D)V,
LKD'(TV3) + +Va— £ (§), Va

Die Graphennorm hat nun die Gestalt [|V||%2 = ||[V|? + || AV||7. Sei V € D(A) beliebig gewdhlt.
Es ist ||VH%)(A) = |V|I?Z + |ID'V1]]? + ||IPVa> + ||V V3% + ||div V4|/%. Demnach sind die letzten
vier Terme abzuschidtzen. In den folgenden Abschédtzungen wird der Einfachheit halber eine
von t unabhdngige Konstante C > 0 verwendet, die von Zeile zu Zeile verschieden sein kann.

Wir beginnen mit DV5:
2 1 2
ch-( ) BSTV, — ~SDV;, +CH< > SV

IDV,2 = "55—1/133@1/2 ;

< ClAV|> +C||V|* < C||V][2.
Als nichstes behandeln wir V Vs:

IVVIE = DTVl = | 2K kDT,

Tod

2

<C +C

Y 1 o 1
—KDTVz3+ —Vy—— (=] V.
T05 3+T0 4 ’)/(5)1‘ 4

oy (5),w

< ClAV|?+ClIVI? < CIIVE

Damit behandeln wir nun D’ V;:

ID'V1 > = || zpBp ' D’ V1

[
<C H Bo'D’ <; 1c1> BV — Bo ' D'V 4+ Bo ' D'TV; + p D (BT) V5

2

2

+C H,BplD' ([13 Id) BV 4+ Bo D' (TV3) + p 1D/ (BT V3

< ClAV|?+ClIVI* < CIIV

Schlief$lich schitzen wir div Vj ab:

2 2

2
[ div Vg2 = Hj;a(r’p)v4 <C H(S(F'D)Vz ) (%Id) ‘fyv4 +6T'DV,

5
< CIlAVIP +ClIVI? < C V.

+cH5rDVZ—rD(71d)‘i:
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Demnach existiert eine Konstante C > 0, so dass fiir alle V € D(A) und alle t € [0,T] die
Abschétzung

IVIb4) < CIVIE

besteht. Um die Aquivalenz der beiden Normen zu beweisen, benétigen wir noch eine Abschét-
zung von ||V||p(4) nach unten. Wegen der Aquivalenz von | - ||; und | - || erhalten wir die fol-
gende Abschitzung

IVIE = [IVIF+IIAVIF < CIV] +CllAV|?
2

1 1
< CIViJ2+ Cl[Vall2 + CllVa|2 + CllVil2 + C H (ﬁs) 5 IVi + 15DV
t

+C || 'D’ <; Id) BVi — Bo 'D'Vi 4+ Bo D' (TV3) + o 'D'(BT) Vs

2

52 2
+ClstDVvy —T'D (% Id> Vit ST'DV,

1 6 2
+C||-LkDTVE + —V, - 2 (1) Vi
To0 T Y\ /¢

1
< C||V1|]2+C||V2||2+C||V3||2+C\V4||2+2CH<58> BS vy +2CH'BSDV2
t
1y 1 2 11y/ 2 1y/
+8C||po~'D <ﬁld>5v1 +8CH[3p‘ DV1H +8CH5p— DFV:),H
—1y 2 / 2 / 52 ’ 2
+8C |01/ (BT)VA||” + 8C|oT' DV + 8C FD(51d> vy +8c}|5rDv4||
2 2 2
1 6
+8C | -LkD'TV3 +8C’V4 +8CH(7) Vi
To0 T vy \d/¢
< CIVIba
Dies vervollstindigt unseren Beweis. ]

Lemma 2.16 Es sei A wie in (2.31),(2.33) und (2.32) definiert. Dann gilt
oA € L ([0,T);L (D(A),L*(G))).
Beweis: Wir beweisen die Existenz einer Konstanten C > 0, so dass
vt € [0, TIVV € D(A) : [[(0:A) (WVI| < Cl[VIpa
Es ist fiir ein beliebiges V € D(A):
1 -1 1

- [(s),ps7] va- [ps],om2

o0 (310) 8] i - (g0, DV1 4 (g1, DTVA + [p DD, V2
[6T"), DV; — [r’ (21d) 52] Vi + [0T'], DV,
[%K} t D'TV; + ?UV4 + [% (%)J t V4

(9:A) ()V =
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Aufgrund der Regularitidt der Koeffizienten erhalten wir damit sofort eine Abschdtzung der be-
sagten Form. O
Fassen wir die vorigen Resultate zusammen, so liefert uns Satz 1.13 den folgenden

Satz 2.17 Der Operator A = A(t) sei wie in (2.31),(2.33) und (2.32) definiert. Weiter gelte V° ¢
D(A) und F € Lip([0, T], H), wobei Vo und F wie in (2.18) definiert sind. Die Koeffizienten mogen
die Regularititsforderungen (i) - (iv) in Abschnitt 2.3.1 erfiillen. Dann existiert eine eindeutige Losung
V € C%([0,T], D(A)) NCY([0, T}, H) von

Vi— AV =F, V() ="

Entsprechend Lemma 2.9 konnen wir damit auf eine Losung von (2.1) - (2.8) schliefSen.






Kapitel 3

Formale Taylor-Entwicklungen und
Dirichlet-Randbedingungen

3.1 Einfiihrung

Um das in diesem Abschnitt behandelte thermoelastische Modell zu motivieren, betrachten wir
noch einmal die Gleichungen der klassischen Thermoelastizitdt und schreiben diese zunéchst in
der folgenden Form:

pUy — D'SDU + D'TH = pb, (3.1)
66 + div g + I'DU; = r, (3.2)
g+ KV =0. (3.3)

Hierbei ist ersichtlich, in welcher Weise das Fouriersche Gesetz wirkt. Wie bereits in der Ein-
leitung erwidhnt, fithrt diese Art der Modellierung des Warmeflusses zu dem Phanomen der
unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit. Obwohl dieses Phdnomen keinesfalls durch einen
natiirlichen Vorgang motiviert werden kann, beschreiben Losungen dieses Systems natiirliche
Vorgénge fiir die Anwendungen hinreichend genau. Trotzdem ist die Forschung bestrebt, besse-
re Modelle zu entwickeln, bei welchen keine unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit auftritt.
In diesem Zusammenhang wurde das Fouriersche Gesetz (3.3) durch das Gesetz von Cattaneo

9t +q+KV8 =0 (3.4)

oder auch durch
2
%qtt +7qr +9+KVO + KpVo; =0 (3.5)

ersetzt. In beiden Fillen liegt keine unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit vor. Es hat sich
nun ergeben, dass sich (natiirlich unter entsprechenden Voraussetzungen) die fiir die klassische
Thermoelastizitdt bekannten Resultate auf die modifizierte Situation tibertragen. Die Gleichun-
gen (3.3), (3.4) und (3.5) konnen nun jeweils als Spezialfall einer formalen Taylorentwicklung
der linken und/oder rechten Seite der Gleichung

q(x,t+15) = —KVO(x,t + 19), (3.6)

39
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welche die Grundlage einer von Tzou [25], [26] eingefiihrten Dual-Phase-Lag Theorie bildet,
aufgefasst werden. Eine wichtige Fragestellung in diesem Zusammenhang ist nun, welche Tay-
lorentwicklungen der beiden Seiten von (3.6) zu einem wohlgestellten Problem fiihren. Genauer
stellt sich die Frage fiir welche nattirlichen Zahlen n und m die Gleichungen (3.1) und (3.2) so-
wie

n

2 qak +KZ "akve—o

ein wohlgestelltes System bilden. Hierbei zeigten Untersuchungen in [4], dass bei obigem Sy-
stem im Fall n —m > 2 keine Wohlgestelltheit zu erwarten ist. Wir geben nun eine positive
Antwort auf die Frage nach Wohlgestelltheit in der Situation m = n — 1. Wir betrachten also das
System

putt —D'SDU+D'TO = pb, (3.7)
(set +div g+ I'DU; =, (3.8)

n
Z qakq+1<z f’akve—o (3.9)

fur die gesuchten Funktionen U = U(t, x), 8 = 6(f,x) und q = q(t, x). Hierbei ist x € G und
t > 0, wobei G ein beschrinktes Gebiet im R® darstellt.
Uber die Wohlgestelltheit dieser Gleichungen (hinzu kommen natiirlich Anfangs- und Rand-
bedingungen) ist fiir n > 3 nichts bekannt. Wir wenden uns dieser Frage zu, wobei wir die
Gleichungen (3.7) - (3.9) mit den Anfangsbedingungen

U(O,) = UO/ ut(or') = ul/ 9(0/) = 901
©%9)(0,) = g, (k=0,...,n-1), (3.10)

und den Randbedingungen
U(t,x) =0, 0(t,x)=0 fir(tx)e€[0,00) %G (3.11)

behandeln werden. Dabei werden wir wieder orts- und zeitabhéngige Koeffizienten zulassen,
gehen allerdings davon aus, dass die Koeffizienten der Gleichung (3.9) nicht von der Zeit ab-
hédngen. Diese Forderung wird sich bei unserer Wahl des Systems erster Ordnung als notwendig
erweisen. Fiir dieses System erster Ordnung wiederum beweisen wir, dass eine Losung existiert.
Fiir den Spezialfall n = 2 und G = (0,L) C R zeigen wir dann, dass die Losung unter Zu-
satzvoraussetzungen an die Koeffizienten hohere Regularitét hat. Fortfolgend sei T > 0 beliebig
aber fest gewdhlt.
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3.2 Sobolevraume und Skalarprodukt

Wie im vorigen Kapitel definieren wir zunédchst Sobolevraume, welche uns spéter das Verallge-
meinern der Randbedingungen erlauben werden:

Wh(G) = {ue (I%(G)) : Duc (1%(G))’},
Wh(G) = {ue (1G)": Due (13(G)’},
Wip(G) = {uewp(c) VE € WL, (G) : (Du, F) = —<uDF>}
Wiy (G) = {ue (12(G)) :divu e 12(G)}.

Fiir Elemente u, v € W} (G) definieren wir die Bilinearform
(u,v)p := (u,v) + (Du, Dv) .
Fiir u,v € W, (G) definieren wir
(u,v)p := (u,0) + (D'u, D'v)
und fiir u,v € W}, (G) definieren wir
(u,0) g5, = (u,v) + (div u,div v) .
Lemma 3.1 Erfiillt G die strikte Kegeleigenschaft, so sind die folgenden Aussagen richtig:
(i) WH(G) und W&,D(G) sind Hilbertriume beziiglich (-, -) p.
(it) W) (G) ist ein Hilbertraum beziiglich (-, -)p,.
(iii) WL, (G) ist ein Hilbertraum beziiglich (-, ), -
(iv) Es gilt W} (G) = (W3(G))’.

Beweise zu den vorgestellten Resultaten findet man in [6].

3.3 Wohlgestelltheit

Wir wenden uns der Frage nach der Wohlgestelltheit des Problems (3.7) - (3.11) fiir festes n € IN
mit n > 2 zu. Tatsachlich wird sich zeigen, dass das genannte System in einem verallgemei-
nerten Sinn wohlgestellt ist. Um dies zu beweisen transformieren wir die genannten Gleichun-
gen zundchst auf ein System erster Ordnung, welches uns spiter einen Evolutionsoperator auf
einem entsprechenden Definitionsbereich liefern wird. Dieser Evolutionsoperator wird dabei
einige strukturelle Eigenschaften besitzen, welche es uns erlauben werden, mit Hilfe von Halb-
gruppentheorie bzw. der Theorie von Kato auf (verallgemeinerte) Losungen zu schlieflen. Der
Einfachheit halber gehen wir bei der Transformation auf ein System erster Ordnung von glatten
Koeffizienten aus.
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3.3.1 Transformation in ein System erster Ordnung

Um ein System erster Ordnung zu finden, gehen wir zundchst von der Existenz von glatten

Losungen aus. Fiir eine Losung (U, 0, ) zu unserem Problem (3.7) —

Vl,] .

V1,2 .

(3.11) definieren wir

o)
>
a

11* n—l—k

o~

al kg +K Z

al 1- kve> ,

1<i<n-1

V2,2 - _L; . &
T\ TH w1t ‘
0 1<i<n-1

Nt

~

OOOOQ%:

Ferner definieren wir vier Teilmatrizen N, N2, N> sowie N%? mit deren Hilfe wir spdter un-
seren gesuchten (Differential-) Operator definieren werden. Bereits hier sei hervorgehoben, dass
nur sechs Eintrdge innerhalb der Matrix N'! Differentialoperatoren darstellen. Die Eintrédge der
verbleibenden Matrizen werden Multiplikationsoperatoren darstellen. Im Wesentlichen werden

wir uns also mit N1 beschaftigen. Es seien

0 D 0 0 000 Ny
11 O 0 21 000 Ny
NY:=[ 0 -I'D 0 —div , N¥ = : N
=1 1 " 1 . .
o 0 -V —<T}1‘"n rZ)K 000 N,
N 1 0 0
0 0 0 g
o 0 0 0 . Noi 0
N = 0 0 0| N7 = S 0
U S 0 0 0 1
K 22
N, O 0
Hierbei seien die skalaren Eintrdge Nf;ll fur1 <1 <n—2durch
-1 ~1-1
lezll — 1 T; - (n—1) ] T; B T; B 1 T;
/ (n—=1-Dr'\ 1 n TéH m—1-0)! nn-2-D't l+1

sowie durch

n—1 n
(T n-1T ) 1
o\ n T

TG 0

2,1
Nn 14 -
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definiert. Schliefilich gelte

22 . (n—1)!
Nl'l T (n—1-— 1)'1’1
Ty

fiir 1 <1 < n — 1. Mit Hilfe der oben definierten Matrizen N/ und den Vektoren V/, i, je{1,2}
definieren wir nun

Vl,l V1,2 Nl,l Nl,Z
Ferner definieren wir nun eine Gewichtsmatrix Q@ durch
1,1 1,2
Q:= ( 82,1 82,2 >, (3.13)
wobei hier
S1 00 0 1 0 0
0 p O 0 0o .. -
Q= 0 0 ¢ 0 , Q=1 . N
T 1 Lo
0 00 7T K 0 --- 0 1

sowie Q12 := 0 und Q*! := 0 gelten soll. Diese Matrix wird es uns spéter erlauben, das Skalar-
produkt des benétigten Grundraumes zu beschreiben. Schliefdlich definieren wir die Inhomoge-
nitdt 7 sowie eine technisch bedingt notwendige Stoérmatrix B durch

0
SIS 1 0 --- 0 b
0 0 0 r
B:= 1, F = 6 (3.14)
0 0 0 (0)1<i<n—2
0

Wir gehen nun auf den Zusammenhang von glatten Losungen mit den oben definierten Vektoren
und Matrizen ein. Genaueres liefert das

Lemma 3.2 Essei T > 0. Weiter seien Funktionen
UGCZ([ 3)mcl(o T] WOD(G))
feccn 1(0 T], Hl G))mc°<o T] Hg(c)),

7ec([0,1], (1%(G))*) ne® ([0, 71, Wi, (G))
(

mit D'SDU € (LZ(G)) gegeben, welche (3.7) — (3.11) erfiillen. Ferner seien die Vektoren V und F
sowie die Matrizen Q, N und B wie in (3.12), (3.13) und (3.14) definiert. Dann gilt

Vi=Q YN +B)YV+F.
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Beweis: Aufgrund der Regularitit der Matrix S und U € C* ([0, T}, W&,D(G)) konnen wir sofort

SDU + SDU;
11 _ | Uu

Vit =1 g,

qt
berechnen. Entsprechend erhalten wir:
DU,
D'SDU — D' (T0)
NV (VI 4 vi2) = NYIVEL = | —T'DU, — div g

Tn—l 1 n _
-Vo — (T;{” — 2. 121> K g
Zu beachten ist, dass es sich bei den folgenden Rechnungen nur um Multiplikationen von Ma-

trizen und Vektoren handelt. Innerhalb der Matrizen treten keine Differentialoperatoren auf. Es
gilt

Nl,Z(vZ,l + VZ,Z) —
n—1

Ferner gelten die folgenden Identitdten:

N¥L(V1 4 p12) = N21yLd = (Nf;fq) )

1<i<n-1

2,2v72,1 2,1 2,2 2,1
N2V ((NPPVR 4 V) N2 V2
1171 1) cpepp’ n=1111
und
2,2772,2 2,2 2,2 2,2
N22v22 — ((NZVP2 + ViR N2 V22
111 1) | cjepp’ =111

Fassen wir diese Rechnungen zusammen, so erhalten wir:

DU,
D'SDU - D'TH
—I'DU; — div g
NV = (nil)!%Kilf/‘It

0

n!

21 221,21 | 121 201,22 | 122
(Nl,4 q+NFVIm + Vi + NV + Vl+1>1<l<n72
21 20 21 20 122 T
N, a9+ N5 Ve + N2V
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Wir berechnen nun die einzelnen Vektoreintrage explizit. Sei dazu I € {1,...,n — 2} beliebig
gewdhlt. Wir erhalten nach einer nicht schwierigen aber aufwandigen Rechnung:

NZ 1 q + N2,2 V2 1 V2 1 N2,2 V2 2 V2 2

T I+1
! n—k n—1—k "
i e (n—1)!
=9 o g+ K 78’“% +9d T Ul L
f }%@1 I 23 n—1— k) Ty

= V2! 4+ 0, V22,

Schliefslich gilt
, , (m—1)7
N2114q + Nr2121 Vi N2—21,1V122 I ey g —q—KV8 = 9;V,}?, —q— KV6.
0
Insgesamt haben wir also das Folgende erhalten:
SDU; + §DU

p~D'SDU — p~'D'TO + b
oWyt olgy Fo | el DU Gdivat g
q 7
@V + 0 V) 11202
awf q KV

und somit folgt die Behauptung mit Hilfe der Differentialgleichungen (3.7) — (3.9). U
Betrachten wir den in (3.12) definierten Vektor V), so erkennen wir, dass die Vektoreintrdge Vi mit
k > 5 aus Linearkombinationen von g und V6 sowie deren Zeitableitungen bestehen. Dement-
sprechend ist es notwendig, eine passende Anfangsbedingung fiir das zugehorige Evolutions-
system zu konstruieren. Wir geben einen Anfangsvektor V) an und zeigen spater, dass dieser die
einzelnen Anfangsbedingungen auf das System erster Ordnung tibertrégt. Dies erfordert eini-
gen Rechenaufwand, da zunéchst nicht klar ist, wie 8’§V9 an der Stelle t = 0 beschrieben werden
soll. Tatsédchlich ist diese Beschreibung aber mit Hilfe der Differentialgleichungen moglich. Wir
definieren den Vektor V, durch

Vl,l V1,2
VO = 02 1 + 02 2 ’ (315)
(\@f 1

wobei die Vé’j furi,j € {1,2} durch

SDUy 0
u 0 T (n—1)!
vl . 1 Coyle v22.— [ 1
6o o 70 T n'(n—l—l)'qO
40 0 1<I<n-1
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definiert sind. Fiir n > 3 sind die auftretenden 6;, 1 < k < n — 2 durch

o) = () 00— 50, (div g) () 5(0,)T'(0,) (DU (), (3.16)
) = (5),0 = (5) (0 @ivao) ()= 50 (v 1) ()
-(5) 0 @u 0 - (G17) 0 (o) (), (317)

bzw. im Fall n > 5 allgemein fiir 3 < k < n — 2 durch

i) = (05 00~ X () (3 00 v

o\
_j;t (k ; 1> <alt<—1—j <§r>> (0, (DU1) (), (3.18)

definiert. Die in der Definition der 6 auftretenden Uy, 0 < k < n — 2 sind fiir k = 0,1 bereits
durch die Anfangsbedingungen vorgegeben. Fiir k = 2 sei Uy durch

U(+) == p~'(0,-)D'S(0,-)DUo(-) — p~ (0, -)D'T(0,-)60(-) + b(0, )
definiert. Die verbleibenden Uy, 3 < k < n — 2 seien im Fall n > 5 rekursiv durch

j

B k-2 k-2 k—o—i j -
_ k=2 ] -1 J
Uy = o b+]§-o< ; )(at 0 )D’§:<l> (at S)Dul

1=0
k—2 o ) j X '
_ Z <k ]- 2) (altcfzf]p—l> D' [Z <;> (Bfll") <8£1 (g)
j=0 =1
v I-1 l—l—ml . =l -1 I—1—m 1 i
_ Py < " >8t ngV Gm — mZ::O ( . )at (5r/) DUy | + (atr> 6| (3.19)

definiert. Damit wir unser nachstes Resultat formulieren konnen, setzen wir

)3n+10

M= (L2(G) = (LX(G))® x (I2(G))® x L3(G) x (LX(G))’ x - - x (L%(G))’

und D = W (G) x Wip(G) x WH(G) x W}, (G) x (L2(G))™" "\
Lemma 3.3 Essei t € [0, T) fest gewihlt. Ist V € C"([0, T], H) N C"~1([0, T], D) eine Losung von
Vi=Q ' W+B)V+F, V(0) =V, (3.20)

so ist der durch die Vorschriften

U(t) = u0+/0 Va(s)ds, 6(F) = Va(t), q(t) = Va(t)

definierte Vektor (U, 6, q) eine Losung zu (3.7) — (3.11).
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Beweis: Auf den Nachweis der Richtigkeit der ersten beiden Differentialgleichungen sei ver-
zichtet. Dies rechnet man leicht nach. Zunéchst befassen wir uns mit der dritten Differentialglei-
chung. Wir betrachten eine Losung V = (V¥);x<, 3 zu (3.20) mit der beschriebenen Regularitt
und berechnen zuerst N'V. Es gilt (das rechnet man leicht nach)

DV?2
D'V DTV
—T'DV? — div V4
NY = _vV3 o a1 ii K14 4 (=D pe1y5

Tgfl*l n T@ Té/’ 1
2,1v74 2,275 5+1
(NMV +N11 Vo4 vt )1§l§n—2

21 {4 2,2 5
Nn71,4v + anl,lv

und also erhalten wir
SDV?
pflp/vl . p71D/FV3
—1I'DV? — Ldiv V*
Q_lNV — _m'e”*l va3 _ nTé‘*l gr;l onel L‘Z V4 + n—!VS . (3.21)
&

7 n -1
7 7 -L-g n Ty

(N12,41V4 + le,i V2 4+ Vi) ccns
21 (4 A22 U5
N1 Vo+ N5,V

Unter Verwendung dieser Gleichung ergibt sich, dass die folgenden Gleichungen erfiillt sein
miissen:

1 1 —1 !
Vi = —nl KVVE_n—viq =Dy zvs,
T T T i
VI = NEVAENFVE VI, (1<1<n-2),
3 2,1 4 2,2 5
VI = N VNSV

Aus diesen Gleichungen folgen aber unmittelbar:

T -1 71 (n—1)t"
v o= Lyt 6 _Kkvys 1 _vio "1y, 22
al oYY o nlg (5-22)
VI = Yo NEIVA- NPV, (1<1<n-2), (3.23)
Vi = N2£1,4V4+N§'—21,1V5' (3:24)

Die Gleichung (3.23) 1af3t uns nun vermuten, dass fiir 1 </ < n — 2 die Identitat
145 11,5 l 2,151 —ky4 l 2,2~1—k1,5
VIS =alve — Y N2l kvt - Y N2k (3.25)
k=1 k=1

richtig ist. Dies wollen wir mit Hilfe von vollstandiger Induktion beweisen.

IA: Nach Voraussetzung ist Ve =09,V° — Nf”i vt — lel’le5 richtig.
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IS: Es gilt VI+1+5 = v/ 1+ — N2 V4 — N4 | V°. Unter Verwendung der Induktionsvoraus-
setzung erhalten wir also

[ l
I+1)+5 _ ly/5 2,1~]—ky 4 2,21—ky 5 2,1 4 2,2 5
yHLS — g, |alv —kZlNkAat % —klek,lat V| = N V= N v

1 !
= Ve Y NFa A Y NRRe RS - N v - N VP

I+1,4 I+1,1
k=1 k=1
41 I+1
_ (I+1)y/5 2,15(I+1)—ky 4 2,2~(14+1)=ky 5
= 9, V=) N9 Vi—) N7, V.
k=1 k=1

Wegen der Gleichung (3.22) ergibt sich aus (3.25) fiir 1 </ < n — 2 die folgende Identitt:

T/ -1 1 T'(n—1) !
Vl+5 — ialJrl V4 0 Kal V3 q Iy4 q Iy74 _ 2,1~—ky /4
ntt + (n—1)! (VVE) + (n—1)!afv Ton! %V ;Nfﬂat v
! T -1 71 T'(n—1)
_V N2 | 0 glkiya 0 Kol-k(v3 q I—ky4 _ 4 I—ky/4
k; N T + (n—1)1" " (VV+ (n—l)!at v Ton! IV
" ,L,n—l Tn—l " (7’1 - 1) 1
_ nl+1ly4 0 ! 3 q Iv4_ 4 1174 2,151—ky/4
= Vi (n_l)!Kat(VV )+ e oV —k;NkAat 1%
i Tn_l (7’1 o 1) P 1 Tn—k—l
Y N22 q _ 29| gl—ky4 0 Kok (v 3
k; kL1 (n—1)! T nl| ! +k;(n—k—1)! e (VY
-1 n
- 1! T,
y ks
k=0 (Tl—k—z)!Te n.
1+1 Tnfk 1 Tnfkfl " (n . 1)'
— q al+1*kv4+ 0 Kalfk(vv3 1 : V4.
k;(n—k)! ! k;o(n—k—l)! ‘ ) nl ol —1—(1+1))
Berticksichtigen wir noch die Richtigkeit der Gleichung (3.22), so erhalten wir
Vi
%)
V= V3 (3.26)
Vi
(V" )1<i<n
wobei
1 Ti’l*k -1 T?’l*k*l Tn 1
Vl+4 — q alfkv4 + 0 Kalfkfl VVB 1 n—1) V4
D T A WY oy TG Bt e ey

fur1 <[ <n —1 gilt. Betrachten wir nun die Gleichung (3.24) und setzen das obige Resultat fiir
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I = n — 1 ein, so erhalten wir

—k n—k—1

n—k-—1)!

-1

= (n—1)! ! <(T‘?l —<n_1>T;>V4—V4+(n_1)!Tn n—

n —1)\! |
7 n—1)! Ton!
!

(n—1)!

n—1

E Tnfl Tnfl
Loty L vty L _KVV?
n! n n !

T (n—1)!
N <
n. T@

Aus letzterer Gleichheit folgt nun unmittelbar

TR = s n—1-k w173
k;(n—k)!at V*g(n—k—n!Kaf (VV?) =0.

(o4 n-2 T
q n—ky 4 0 n—1—k 3 q
9 "VE + ————Kd (VV°) — ——
kg(:) (n =kt k;J ( t b

Damit wissen wir, dass die oben definierten Funktionen U, 6, g4 die Differentialgleichungen (3.7)
- (3.9) erfiillen. Klar ist, dass die Funktionen U, 6, g die Randbedingungen (3.11) erfiillen. Etwas
komplizierter ist der Nachweis, dass die genannten Funktionen auch die Anfangsbedingungen
(3.10) erfiillen. Hierzu zunichst einige Vortiberlegungen: Der Einfachheit halber lassen wir in

den folgenden Rechnungen die Argumente weg. Fiir 3 < k < n — 2 gilt:

div q— %F/Dut,

r 1. 1,
i), (sawa) - (Grow)
r

5)

0 =

- |
(

1, /1
(a’;e) = o1 (%)—a’fl (5d1v q> — ok 1<5F’Dut>,
~ = k-1 1N
s 1(;)—Z< ; > <a’; ! 75>dlva;q

j=0

k=1 k — 1) k—1—i (1 i
— o f(r’)p I u).
].;:J < j t ) < t )

1 . 1.. 1, 1
, <§>tdlvq—5d1v qr — (5T)tDLIt—

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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Weiter ergibt sich fiir die Zeitableitungen von U:

kU = 9k 2p + ok2 (p’lD’SDU) — k2 (pflp'm)

k—2 o . .
SR EDY (k ; 2) o7 (o) 3] ('spu)

j=0
K2 (0= 2\ ko i 1\
(7))
j=0
k-2 k=2 o ;
=9 2+ ( j )af (o) Pl sPW)
j=0
k-2
Y (" ) 2) o2 (o) D3] (T0)
=0\
k-2 /1 . I /i
B (oo
=0\ =0
k-2 k=2 e j ] l — r
- (- )at“( e () e (o (5)
Fr AN =)
-1 = '
(et £ () ) cond

(3.30)

Unter Verwendung dieser Rechnungen, wollen wir nun aus V(0) = V) folgern, dass die An-
fangsbedingungen (3.11) erfiillt sind. Zuné&chst gilt nattirlich

u) =1y, U;0)=U;, und 6(0) = 6.
Zu beweisen verbleibt also nur, dass
(o) (0) = a
furk =0,...,n — 1 gilt. Letzteres beweisen wir mit Hilfe von vollstindiger Induktion.
IA: Nach Definition des Vektors V sowie des Vektors Vj gilt 4(0) = go.
IV: Wir nehmen an, dass (9/9)(0) = gy, k =0, ..., [ fiirein | < n — 1 gilt.

IS: Wir beweisen, unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung, dass (aiﬂq)(O) = i1
gilt. Mit Hilfe von (3.15), der Gleichung (3.26) sowie der Tatsache, dass V(0) = V), gilt
erhalten wir zundchst:

141 gn—k I k-1
q al+1fk 0,-)+ 971( alfkve 0,-
k;)(”—k)!(t q)( ) kgo(n—k—l)! (t >( )
™ 1
_1
n! (n ) Té-i—l(n l 2)'q( 4 )
I+1 k l Téd k—1 ; 1
= + KVo 4 1)! .
k;(” oy k(+) kg)(n—k—l) k() = —+(n—1) T 2)!670()
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Wegen q(0, -) = qo(+) folgt daraus unmittelbar

I+1 Tnfk 1 i k-1
q I+1—k T Ak _
) By e (3579) (0, kZ i—k—1)! K (2 +ve) (0.)
I+1 T” —k ng k—
= Z (n— k),‘71+1 kKt Z T_l),Kvel—k(')- (3.31)
k=0 :

Koénnen wir nun zeigen, dass die Gleichheit

! n—k—1 1 n—k—1

kZ%) (nT_Gk_l)!K (aika9> 0,) = 1;) (nT_Gk_l)!KVGZ_k (3.32)

richtig ist, so ist die Aussage bewiesen, denn aus der Gleichung

1+1 Tn—k 41 Tn—k
d [+1-k Ny e .
k:zl (7’! — k)' (at q) (O’ ) k:zl (1’[ _ k)!ﬁhﬂfk( )

und der Induktionsvoraussetzung folgt direkt
(aiﬂq) 0,°) = q111()-
Um die Gleichung (3.32) zu beweisen, zeigen wir, dass fiir 0 < k < [ die Identitat
(oF6) (0,) = 6()

gilt. Ist hierbei k = 1 bzw. k = 2, so folgt dies unmittelbar aus den Gleichungen (3.16) und
(3.27) bzw. (3.17) und (3.28). Interessant ist also der Fall 3 < k < [. Betrachten wir (3.18)
und (3.29), so ist also zu beweisen, dass

(81;_19 0, "i <k; 1> (aztc—l—;;) (0, -)div g;(")

j=0

—:_Z: (71 @D ©9upa0)
- (a?*g) ) —E (k ) (35) v (2la) 0.

fur3 < k <1 richtig ist. Wegen der Induktionsvoraussetzung geniigt es also zu zeigen,
dass

ki <k—'1> (ak i p)) (0, )Uj41(+)

=0\

- B () ey () o
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fiir 3 < k < I richtig ist. Und also geniigt es zu zeigen, dass

(oju) (0,) = )
tir j = 1,..., [ erfiillt ist. Die U; sind nun aber tiber die selbe Rekursionsformel definiert,
deren Richtigkeit wir fiir die BJtLI bewiesen haben. Die Startwerte fiir diese Rekursionen

stimmen tiberein und somit folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung.

O
Wir sind nun in diesem Abschnitt der Einfachheit halber von glatten Daten ausgegangen. Na-
tirlich aber ist es moglich, die benétigte Regularitit bei festem n € IN explizit anzugeben. So ist
zum Beispiel im Fall n = 2 fiir die genannten Resultate keine Forderung notwendig, welche tiber
die Voraussetzungen (V1) - (V5) im kommenden Abschnitt hinausgeht. Im Fall n = 2 erkennt
man wegen (3.16), dass

(5) 0. = 50, (div qo) () = 5(0,)1'(0,) (BUL) (- € H'(G)

erfiillt sein muss. Dem entnimmt man zusétzliche Forderungen. Entsprechend entnimmt man
der Rekursionsformel (3.18) die benotigte Regularitét fiir hohere Entwicklungen.

3.3.2 Existenz einer Losung

In diesem Abschnitt wollen wir basierend auf den Lemmata 3.2 und 3.3 einen Losungsbegriff
definieren, welcher den ,klassischen” Begriff einer Losung zu (3.7) - (3.11) verallgemeinert. Mit
Hilfe der Theorie von Kato zeigen wir dann, dass tatsdchlich eine Losung dieser allgemeineren
Form existiert. Zuvor allerdings geben wir Forderungen an die Koeffizienten und die Geometrie
des Gebietes an, welche fiir unsere folgenden Resultate hinreichend sind.

Es sei G ein beschrdnktes Gebiet dessen Rand die strikte Kegeleigenschaft erfiille. Die reellen
Konstanten 15 und 7, seien positiv. Weiter machen wir die folgenden Voraussetzungen an die
Koeffizienten:

(V1) Es gelte S € C? ([O,oo), (L°°(G))6X6>. Ferner sei S(t) fiir jedes t € [0,00) symmetrisch
und invertierbar. Die zugehorige Inverse sei mit S(t) ! bezeichnet. Die dadurch gegebene
Funktion S~! moge S~ € C! ([O, o), (L*® (G))6X6> erfiillen. Zudem existiere eine Konstan-

te Cs > 0,so0 dass fiiralle V € (LZ(G))6 und alle t € [0, o)
Csl|V|P? < <V,S*1V>
gilt.

(V2) Es gelte K € (L®(G))>*°. Ferner sei die Matrix K symmetrisch und invertierbar. Die zuge-
horige Inverse sei mit K(t) ! bezeichnet. Die dadurch gegebene Funktion K~ moge
K1 e (L®(G))>? erfiillen. Zudem existiere eine Konstante Cg, so dass fiir alle V ¢
(12()°
CVI? < (v,.KV)

gilt.
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(V3) Es gelte p € C! ([O,oo),(L“’(G))SX?’). Weiter sei p(t) fiir jedes t € [0,00) symmetrisch
und invertierbar. Die zugehorige Inverse sei mit p(t) ~! bezeichnet. Die dadurch gegebene

Funktion p~! moge p~! € C! ([0, ), (L°°(G))3X3>. erfiillen Zudem existiere eine Konstan-

te C, > 0,so dass fiiralle V € (LZ(G))3 und alle t € [0, 00)
CollVII* < (V,p(H)V)
gilt.

(V4) Esseié € C1([0,00),L®(G)) und es existiere eine Konstante Cs > 0 so dass Cs < §(t) fiir
alle t € [0, 00) gelte.

(V5) Esseil e C! ([o,oo), (H3(G))6).

Unter Verwendung der in (3.13) definierten Matrix Q definieren wir fiir festes t und beliebige

u,ve (LZ(G))3n+1O das gewichtete Skalarprodukt

<U, V>t = <u/ QV>

und bezeichnen den entstehenden Hilbertraum (Lz(G))SH10 (e >t> mit H;. Die von diesem

Skalarprodukt induzierte Norm bezeichnen wir mit || - |;. Um im weiteren Verlauf die Schreib-
weise zu vereinfachen, schreiben wir

)3n+10 3

H = (L(G) = (12(G))® x (L3(G))’ x L2(G) x (LX(G))’ x (I2(G))’ x ... x (LX(G))

n—1—mal
und verstehen V = (V1, V2, V3, V4, (V4h) o 4) € (LZ(G))SHHO entsprechend. Wir definieren

nun
n—1

D(N) = Wh (G) x Wyp(G) x W3(G) x W, (G) x ((1%(G))°)
und damit
D(A) := D(A(t)) := D(N). (3.33)

SchlieSlich sei fiir festes t € [0, T] der Operator A(t): D(A(t)) C Hy — H; fur V. € D(A(t))
durch

ABV := QYN (1) + B(t)V (3.34)
definiert.
Definition 3.4 Ist V € C°([0, T], D(A))NC! ([0, T), (LZ(G))BnHO) eine Losung zu

Vi = AV+F,
Vo) = VW

fiir ein gegebenes Vo € D(.A), welches die Gestalt (3.15) hat, so sprechen wir von einer verallgemeinerten
Losung zu (3.7) - (3.11).
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Wir bemerken an dieser Stelle, dass die Gestalt von V) € D(.A) in die folgenden Argumentatio-
nen nicht eingeht.

Lemma 3.5 Die von (-, -), induzierte Norm || - ||+ auf (LZ(G))3n+1O ist mit der iiblichen (L2(G))3n+10

- Norm gleichmiif$ig dquivalent, d.h. es existieren reelle Konstanten C1, Co > 0, so dass

3n+10

vt € [0,T] vV € (L*(G)) GVIF< IV < GVl

gilt.

Beweis: Die Existenz von Konstanten C; und C, mit der obigen Eigenschaft ist wegen den For-
derungen an die in Q vorkommenden Teilmatrizen klar. O

Unser néchstes Ziel ist es, zu beweisen, dass die Operatorfamilie (A(t))c|o,r] eine stabile Familie

von Cy-Halbgruppenerzeugern auf (L?(G)) 10 it Um dies zu beweisen gehen wir in mehreren

Schritten vor. Zunédchst schreiben wir den Operator A(t) fiir t € [0, T| in der Form
A(t) = Aq(t) + Ax(t).

Der Operator A;(t) wird dabei fiir jedes t € [0, T] gewisse Symmetrieeigenschaften erfiillen,
welche es uns ermdglichen, darauf zu schlielen, dass (A;())c[o 1 eine stabile Familie von Co-
Halbgruppenerzeugern ist. Der Operator A, (t) wird fiir t € [0, T| ein beschrankter Operator auf
(LZ(G))SHHO sein und damit ergibt sich schlielich, dass auch (A(t))c[o 1) eine stabile Familie
von Halbgruppenerzeugern ist.

Wir definieren fiir festes t € [0, T|

D(Ai(t)) := D(A(t)) (3.35)
und damit den Operator A (f): D(A1(t)) C Hy — H; fur V € D(A;(t)) durch
0 D 0 0 0 0
D 0 -DI) 0 |0 0
0 -I'D 0 —div |0 0
Ayv=901.1 0 0 -V -I1d |0 0 |v. (3.36)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Lemma 3.6 Esseit € [0, T] fest. Der in (3.35) und (3.36) definierte Operator A (t) ist abgeschlossen.

Beweis: Es sei (V},),en eine Folge in D(A;(t)) mit ||V, — V||; — 0und || A;(t)V,, — W|; — O fur
n — oo. Wir beweisen nun, dass V € D(A;(t)) und A;(t)V = W gilt. Wegen A;(t)V,, — W fur
n — oo und der Stetigkeit des Skalarprodukts in H; gilt insbesondere fiir alle ® € H;

(A1(E)V,,, @), — (W, ®), fiir

n — o9,
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Letzteres ist mit

(DVZ, ')+ D'V} = D'TV], @%) + (~T'DVZ — div Vi, @) + (~VVi - Vi, &%)

1 ¢-151 2 2 3 3 4 T; 1 —154 w k gk
— (WHL ST + (W2, p@%) + (W°,60°) + ( WH, — =K '®* ) + ) (WK @ (3.37)
T N k=5

fiir n — oo dquivalent. Wir gehen nun in mehreren Schritten vor:

(i) Wir wihlen ®! ¢ (LZ(G))6 beliebig und setzen damit ® := (®!,0, ...,0), dann geht (3.37)
in
<DV,$,<I>1> - <w1,$*1c1>1> fiir 7 — oo

iiber. Ist speziell ®! € (C§° (G))é, so erhalten wir damit:
- <V,$, D'q>1> . <w1,5*1q>1> fiir 1 — oo,
also mit der Stetigkeit des Skalarprodukts:
~ (V2 Dol) = (s'w!, o).

Letzteres bedeutet aber DV? ¢ (Lz(G))6 und SPV? = W!. Wiahlen wir nun @' € (L2 (G))6

mit D'P! € (LZ(G))3 beliebig, so erhalten wir mit der selben Argumentation wie eben
—(V3,D'®Y) = (§7'WH, @) und also ist V2 € Wj ,(G).

(ii) Wir wihlen ®3 ¢ L?(G) beliebig und setzen damit ® := (0,0, ®3,0,...,0), dann geht (3.37)
in
(~-T'DVZ —div V!, @) — (W?,60%)  fir n— oo

tiber. Ist speziell P e C§°(G), so erhalten wir also:
(-I'DVZ, @) + (Vi, VO¥) — (W,60%)  fir n— co,
was wiederum unter Verwendung der Stetigkeit des Skalarprodukts
(-I'DV2,0%) + (V*, V) = (303, &%)
liefert. Dies bedeutet aber div V* € L?(G) und W* = —%1"’ DV? - %div V4,
(iii) Wir wihlen nun ®* € (LZ(G))3 und setzen damit @ := (0,0,0, P4, 0, ..., 0), dann geht (3.37)
in :

Tn

<—vv3 - V:},cb4> — <w4, n‘lan—lq>4> fir n— oo
T,
0

iiber. Wahlen wir nun speziell ®* € (CZ*(G))®, so ergibt sich

n
K

(V3 divat) - (v, oh) — <W4, 1:11<1<1>4> fir 1 — oo,

P
Ty
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(iv)

also

<V3 div <1>4> _ <V4 <1>4> - <w4 i 11<1c1>4>.
, , =y

n—1
T
n
T

n—1
Wir erhalten also VV? ¢ (LZ(G))3 und Wy = —n"2-KVV? — n“e-KV,. Mit der tiblichen
q

Argumentation sieht man aber auch sofort ein, dass V°* € W} (G) gilt.

Wir wihlen ®? € (LZ(G))3 beliebig und setzen damit ® := (0, ®?,0,...,0). Damit geht
(3.37) in
(DV} = DTV}, 0%) — (W2, 00%)  fiir 1 — oo

tiber. Wihlen wir speziell 2 € (C§° (G))3, so erhalten wir
- <an,D(I>2> — <DTV,13, q>2> — <W2,pCI>2> fir n— oo

also
—(V!,D0?) — (D'TV?,@2) = (W2, p0?).

Damit ergibt sich schlieflich D'V € (L2(G))® mit W2 = p1D'V; — p~ 1 D'TV3.

Betrachten wir mit der selben Strategie die verbleibenden Terme in (3.37), so ergibt sich die
Behauptung. O

Lemma 3.7 Esseit € [0, T| fest. Der in (3.35) und (3.36) definierte Operator A, (t) ist dicht definiert,
es gilt D(A1(t)) = D(Aj(t)) und fiir V.e D(Aj(t)) ist

0 -D 0 0 |0 0
- 0 D{(I) 0 |0 0
0 I'D 0 div |0 0
Ai(Hv =97t 0 0 \% —Id |0 0 |v.
0 0 0 0 |0 0
0 0 0 0O |0 -~ 0

Beweis: Es ist offensichtlich, dass der in (3.35) und (3.36) definierte Operator dicht definiert ist.
Essei W € D(A;(t)). Dann gibt es ein F € H;, so dass fiir alle ® € D(.A;(t)) gilt:

(A1 (t)P, W)t = (P, P)t'

Letzteres ist nun gleichbedeutend mit

<Dc1>2, w1> n <D’q>l _DTo?, w2>

+ {(~I'D@? — div &%, W) + (~V® — @, W)

= (@1, 81F) + (02 pF?) + (@7, 0F%) + ( @ g +n§<q>k F*) (3.38)
= 7 /p 7 7 nT67171 = 7 . .

Wir gehen nun in mehreren Schritten vor:
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(i)

(if)

(iii)

Wir wihlen ®! € (Cg"(G))6 und setzen damit ® := (®!,0,...,0). Dann geht (3.38) in
(D!, w?) = (o, s7'F")
iiber. Dies bedeutet nun aber nichts anderes als W? € W} (G) mit
DW? = —S 'F! bzw. F' = -SDW>

Wihlen wir nun ®! € W1, (G), so erhalten wir mit der selben Argumentation wie oben
W2 e Wip(G).

Wir wihlen ®° € C5°(G) und setzen damit ® := (0,0, ®3,0,...,0). Dann geht (3.38) in
(~D'T®, W) — (VO Wh) = (7, 6F%)

bzw. in
— (Vo W) — (0%, 0F° - T'DW?)

tiber. Dies bedeutet aber W* € W1, (G) mit
1 1
div W* = 6F* —T"DW? bzw. F°= 5div W4+ 3r’pw%
Wir wihlen ®* € (C(‘;"(G))3 und setzen damit ® := (0,0,0,®%,0,...,0). Dann geht (3.38) in
Tn
(~div !, W) — (of, Wh) = <c1>4, ZlKlF4>
nTt
9
bzw. in
Tn
~ (div o, W) = <<1>4, — 1K'y W4>
nty

{iber. Damit erhalten wir also W3 € H!(G) mit

T ntt1 ntt1
VW3 = %K*F“ +W* bzw. Ff= —% KVW3 - —L KW*
nty - T L

Wihlen wir ®* ¢ (LZ(G))6 mit div ®* € L?(G), so ergibt sich mit derselben Argumen-
tation W3 € W}(G).

Wir wihlen @2 € (CF(G))? und setzen damit @ := (0, P?,0, ..., 0). Dann geht (3.38) in
(~I'DD%, W) + (DD, W) = (@2, pF?)

bzw. in
(Do, W') = (@, pF? - D'(TW))

tiber. Wir erhalten also W! € W1, (G) und
D'W! = —pF> + D'TW? bzw. F2 = —p 'D'W! + o 1D/ (TW?).
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Diese Argumentation liefert uns nun D(A(t)) C D(A;(t)). Die verbleibende Inklusion ist ein-
fach einzusehen. O

Lemma 3.8 Esseit € [0, T] fest. Der in (3.35) und (3.36) definierte Operator A (t) ist dissipativ.

Beweis: Dies rechnen wir direkt nach. Es gilt
AV, V), = (DV2 V) +(D'VLV2) — (DTVA,V?) - (I'DV2, V?)

(Vi) (v

)-
= (DVA V1) = (VL DV2) — (D'TV?, V) + (V2 D'TV?)
<d1v v, V3> + <V3,div 1% > . <V4, V4>.

<d1v v v3

Damit erhalten wir aber

Re (A (H)V, V) = — <v4, v4>,
also ist A; (t) fiir festes t € [0, T] dissipativ. O

Korollar 3.9 Essei t € [0, T] fest. Der in (3.35) und (3.36) definierte Operator A, (t) ist der Erzeuger
einer Co-Kontraktionshalbgruppe auf H;.

Beweis: Nach Lemma 3.7 und Lemma 3.8 ist der dicht definierte Operator A;(t) wie auch der
Operator Aj(t) dissipativ. Nach Lemma 3.6 ist der Operator A;(t) abgeschlossen. Somit folgt
aus Korollar 1.7, dass der Operator A; () eine Cp-Kontraktionshalbgruppe auf H; erzeugt. O
Wir wollen nun beweisen, dass es sich bei der Familie (A1 (£)),c[o 7; um eine stabile Familie von

Co-Halbgruppenerzeugern auf (Lz(G))SnHO handelt. Zu beachten ist, dass wir bis zu diesem
Zeitpunkt nur wissen, dass A (t) der Erzeuger einer Co- Kontraktionshalbgruppe auf H; ist.

Lemma 3.10 Die Operatorfamilie (A1 (t));c(o,) ist eine stabile Familie von Co-Halbgruppenerzeugern
auf dem Hilbertraum (LZ(G))3”HO.

Beweis: Essei 0 # V € (Lz(G))3n+10 beliebig gewdhlt. Wir betrachten die Funktion
fv:[0,T] — R, t+—In(|V[7).

Wegen V # 0 ist die Funktion fy wohldefiniert und wegen den Regularitdtsforderungen an die
Koeffizienten ist fy differenzierbar. Wir erhalten

!f&(t)}=’”vlu%(IIVH%)’ ||VH2‘<V QV)|<c

fiir eine entsprechend gewdhlte positive reelle Konstante C. Unter Verwendung des Mittelwert-
satzes erhalten wir nun fiir s < t:

In(|[VI[?) = In([[V]?) < Clt —s|
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und also | H2
VIE _ cle—s|
<e
V12
Damit konnen wir unter Verwendung von Lemma 1.10 auf die Behauptung schliefien. O
Es gilt nun
A(t) = Au(t) + (QHOWI() + B(1) — Au(t)) (339)

und wir definieren Ay(t) := Q7 1(t)(N(t) + B(t)) — A1 (t). Offensichtlich handelt es sich bei
Aj(t) um einen auf (LZ(G))gn+10 definierten Operator, welcher aufgrund der Forderungen an
die Koeffizienten beschrankt ist. Damit liefert uns Satz 1.11 das folgende

Korollar 3.11 Die Operatorfamilie (A(t))ic(o,1) ist eine stabile Familie von Co-Halbgruppenerzeugern
auf dem Hilbertraum (L2(G))3n+10.

Wir definieren die Norm || - [[p(4) fiir V € D(A(t)) durch

1
IViipeay = (IVIP+11£V]?)*. (3.40)

Hierbei sei L fiir V € D(A(t)) durch

0 -D 0 0 [0 0
-D' 0 0 0 [0 0
0 0 0 div |0 0
rv—=| 0 o0 v o0 |0 0|y
0 0 0 00 0
0 0 0 00 0

definiert.

Lemma 3.12 Die Graphennorm || - || auf D(A(t)) ist mit der Norm || - || p(4) gleichmifig dquivalent,
d.h. es existieren reelle Konstanten K1, Ko > 0, so dass

vt [0, TI vV € D(A(#)) : KillVlpy < [IVlle < Kal[Viipeay
gilt.

Beweis: Bevor wir mit dem eigentlichen Beweis beginnen, stellen wir zwei Abschitzungen zur
Verfiigung, die uns die Arbeit im Folgenden erleichtern werden. Es seien ; € C°([0, T}, H*(G))
furi =1, ...,6. Damit definieren wir den Vektor { := ({3, ..., {6 ). Es gilt dann fiir alle V2 e W&/D(G)

leove|] < cfpve| (3:41)

wobei die Konstante C; unabhéngig von t gewihlt werden kann. Ist {; € C°([0, T], H3(G)) fiir
i=1,..,6,so gilt fur alle V3 e Wg(G):

IDTV?|* < Gl V3P + G| WV (3.42)
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Auch hier sei bemerkt, dass wir die beiden Konstanten C; und C3 unabhéngig von t wihlen
konnen. Es sei t € [0, T| beliebig gewdhlt und V € D(A(t)). Es gilt mit einer Konstanten C > 0,
welche wieder von Zeile zu Zeile ihren Wert dndern kann:

IVIZ = [|VI? + A (D V + A (1) V|?
< C||V|]* + C| AL (1) V|

<cviP+clspv?f +c ooV —p oy

1 2

+C H(SF’DVZ + %div &

nt) ! 3 A2
+—L—c|kvvi kv
q

2
<cviF+cl[pv?|*+c|ov| +c|oTve?
2 n-1 2
+C DV 4 div V|| + L —c|vve + v
q
Damit erhalten wir aber unter Verwendung von (3.41) und (3.42) die Existenz einer Konstanten
K5 mit

IVlle < Kal[VIp(a)-

Bei der verbleibenden Abschitzung gehen wir nun in mehreren Schritten vor. Im ersten Schritt
schitzen wir den Term DV? ab. Es gilt:

|pv?|* <2|s7t (spVv2+ Si5710) Hz +2 Hs—ls,fs—lle2
< CIlAM V| +ClIV]>.

Nun betrachten wir den Term div V*:

5
< CILAMVI + V]

2
|div V4H2 <2 H5 (;div v+ 1F’DV2) H +2|[r'DVv?|

Die verbleibenden Terme schitzt man auf analoge Weise ab. Demnach ergibt sich wiederum die
Existenz einer Konstanten K; mit

Kil[Vlpeay < [IVlle-

Ferner haben wir
Lemma 3.13 Es gilt A € Lip([0, T], L(D(A), (LZ(G))3n+1O)).
Beweis: Wir beweisen im folgenden, dass eine Konstante C > 0 existiert, so dass

19: A V> < ClIV B 4)-
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Mit Hilfe von

(S:s71),  &D 0 0 0 0
(o' )D’ 0 —(p™1)D'(T") = p~'D'(T1) 0 0 0
0 (—3I")D 0 (—3)idiv 0 0
0 0 0 0 0 0
A = 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0

0 0

ergibt sich (wir verwenden wieder universelle Konstanten, deuten aber jeweils an, von den
Schranken welcher Funktion sie abhdngen):

[ AVIE = || (8:71) V!4 SDV2IR 4|0~ ) D'V! = (p~)D'(TV?) — o' D' (V) 2

1 1
—(=I") DVZ— (=) div V*
o) pe=(5), o

< ($i871), V! 4+ SDVAR +2)/(p7)D VIR 4+ 2]/ (—p D' (TV3) + p~ D' (V) 2

+2 1r’ DVZZ 1 div V4
5 t 6 t

+2
< C(Sy, S, ST S HIVHE + C(SHIDVE? +2C((p D) D'V
+4[(—p™ ) D' (TV)|? + 4o~ D' (T V) |2

2
+2H <1r’> DV?|| +2C <<1> > |div V||
4 t 4 t

< C(S, S, ST STHIIVHE + C(SHIDV1* +2C((p~ D) D'V
+C((=p D' (TVO) | +4C (0 HID" (T V)2

+2C (5, ((15) ,r,rt) | DV?||? 4-2C (((15) > |div V*|?
t t

< ClIVIIE -

2

2

Zu bemerken ist hier, dass die letzte Ungleichung erneut auf den Abschdtzungen (3.41) und
(3.42) basiert. Desweiteren ist die Konstante C unabhéngig von t wéhlbar. Daraus folgt unmit-
telbar die Behauptung. U
Fassen wir die bisherigen Resultate zusammen, so ergibt sich das

Lemma 3.14 Es sei T > 0. Gelten die Voraussetzungen (V1) - (V5), so bildet das Tripel
((A®)eon Xo 1),
mit

Xo=((L2@)™"™, I-le)
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und

Y1 = (D(A®), | lIpa))
ein CD-System.

Insgesamt erhalten wir unter Verwendung von Satz 1.13 nun den folgenden Existenzsatz:

Satz 3.15 Der Operator A = A(t) sei wie in (3.33) und (3.34) definiert. Weiter gelte Vo € D(A) und

F e Lip([0, T1], (LZ(G))3nHO), wobei Vo und F wie in (3.14) und (3.15) definiert sind. Die auftretenden
Koeffizienten mogen die Voraussetzungen (V1) - (V5) erfiillen. Dann existiert zu dem Anfangswertpro-
blem

Vi = AV+F,
V(0) = Vo,

eine eindeutige Losung

Ve ¢°([0,T], D(A)) N C! ([o, 1], (LZ(G))S”HO) :

3.4 Der Spezialfall n =2

In diesem Abschnitt wollen wir den Fall n = 2 des im vorigen Abschnitt vorgestellten Problems
genauer betrachten. Hierbei werden wir uns auf den raumlich eindimensionalen Fall beschran-
ken, es sei also G := (0, L) fiir ein L > 0. In diesem Fall reduzieren sich die Gleichungen (3.7) -
(3.9) zu

pu — 0x(s0xu) + 0x(y8) = pb, (3.43)
60 + x + YUty =7, (3.44)
K
?Qtt + Tyqr +q = —KTp0p — KOy (3.45)

Die Anfangsbedingungen (3.10) gehen in

u(ol ) = Uop, 9(01 ) = 90/ %(0/ ) =q1,
u(0,-) = uy, q(0,-) = qo, (3.46)
tiber. Die Randbedingungen (3.11) haben die Gestalt:
u(t,0) = u(t,L) = 0(,0) = 0(t,L) =0, t> 0. (3.47)

Es wird uns nun moglich sein unter Zusatzvoraussetzungen, neben der verallgemeinerten Lo-
sung eine Losung von der Form

u e C3([0,T], L2(G)) N C2([0, T], W (G)),
6 € C*([0, T],L*(G)) nC'([0, T}, W (G)),
q € C*([0, T}, L*(G)) nc'([o, T], W'(G)),
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mit dy(sdyu) € L?(G) zu erhalten. Die im vorigen Abschnitt vorgestellten Vektoren V und F
sowie die Matrizen N, Q, B reduzieren sich zu:

SUy s(0, ) uox
223 231
Y = 0 L Vo= o ,
q qo0
T 7 I 7
>t + Tyq + KTy — 754 -1+ Tyqo0 + KTebo,x — 720
0 9y 0 0 0
0 —d(y) 0 0 0
N 0 _r)/ax 0 —ax 0 l:
e T2 2 f: g 7
0 0 — 0y —(2—2;3_),1 = 0
T, T2 1 0
0 0 0 ng—ﬁ— -1
s 00 00 151 0 0 0 0
0 p 0 0 0 0 0000
Q=000 0 0] B=] 0 0000
000 z& 0 0 0000
000 1 0 00O0O

Der in (3.33) definierte Definitionsbereich hat in dieser Situation die Gestalt
D(A) := W(G) x W} (G) x W3(G) x W(G) x L*(G)

und die in (3.40) definierte Norm geht in die fiir diesen Raum kanonische Norm tiber.
FiurV € D(A) ist

AV = QYN +B)V.

Bevor wir mit den ersten Resultaten beginnen, formulieren wir hinreichende Forderungen an
die Koeffizienten:

(F1) Es gelte s € C?([0,00), HY(G)) N C3([0,00), L*(G)). Ferner existiere eine Konstante C; > 0
mit s(t) > C; fiir t > 0.

(F2) Es gelte p € C'([0,00), H'(G)) N C?([0,00), L*(G)) Ferner existiere eine Konstante C, > 0
mit p(t) > C, fiir £ > 0.

(F3) Es gelte § € C'([0,00), HY(G)) N C?([0,00), L*(G)) Ferner existiere eine Konstante C; > 0
mit (5(t) > Cjy.

(F4) Es gelte x € H'(G). Ferner existiere eine Konstante C, > 0 mit x > C.

(F5) v € HY(G).
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Wir erhalten zuerst den

Satz 3.16 EsseiVy € D(A) und F € Lip ([0, T], (LZ(G))S). Unter den Voraussetzungen (F1) - (F5)
existiert eine eindeutige Losung

Ve (0,7, WH(G) x W§(G) x W(G) x W'(G) x L2(G) ) nc! ([0,T], (L3(G))”)
ZUu

Vi=AV+F, V(0)=W.

Beweis: Analog zu Satz 3.15. ]
Zu bemerken ist, dass bereits geringere Forderungen als (F1) - (F5) fiir den obigen Satz ausrei-
chend sind. Im Hinblick auf unser angestrebtes Resultat wollen wir diese aber nicht gesondert
angeben.

Wir definieren nun

X := (L2(G))’, Yo := Xo,
X; = WHG) x WHG) x WH(G) x WH(G) x L3(G),  Yi:=D(A(t)) NnX; = D(A(t)),
Xy ={VeX:L,VeX}, Y, := D(A(t)) N Xa.

Hierbei ist fiir V € Xj:

0 Ox 0 0 0
0 _’)’ax 0 _ax 0
£ V == 2 2 TZ 2 V.
Y 0 0 —%;Kax —?qz <Tq — ﬁ ,qu
TZ
0 o0 0 = <rq - 2&) -1 -3

Die Rdume Xy, Xj, Yp und Y; seien mit den jeweils kanonischen Skalarprodukten ausgestattet.
Ferner sei das Skalarprodukt (-, -) x, fur V, W € X, durch

definiert. Man sieht nun leicht ein, dass es sich bei allen Riumen um Hilbertraume handelt.
Damit kénnen wir unseren ersten Satz beweisen.

Satz 3.17 Fiirallet € [0, T| undalle 0 < j <1 gilt:
(PeVIANABP e X)) = P ey
und es gilt die Abschitzung

1@l < K (LA®]x, +1®lx, ) (3.48)
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Beweis: Wir gliedern den Beweis in zwei Schritte.

(i) Wir wenden uns als erstes dem Fall j = 0 zu. Ist ® € Y; und A(t)® € Xo, so folgt trivialer-
weise, dass @ € Y; gilt. Wir wenden uns der Abschétzung (3.48) zu. Es gilt nach Definition
der Norm auf Y7:

1PN, = 1917 + 19?3 + 9715 + 9% 70 + 19172
Weiter berechnen wir

P! 4 59,2
S Ox @ — 20x(79?)
—758 CI>2 19,94

2
2T9 3 _ Tq 4 2 Hd
K9 D T, - gt > o+ 2o

1 4 4_ 15
T9<Tq 2Te)d) o

und sehen damit ein, dass

2

2
1 1
+ H —rygaxcp2 — 20,

A, = H !l 4 50 q>2H n H 9, ! — ;a (7D ;

2 2
27, 2 T 2
+ |- 2k0, @~ 5 [ oL | @ S 0°
Tq Tq T

2

1 T 1
+||l= <Tq—q> ot — ot - —°
Ty 2T9

gilt. Wir miissen nun die L2-Norm der Terme 9,®!, 9,2, 9,P> und 9,P* abschitzen. Dies
erledigen wir in vier Schritten:

e Wir schitzen als erstes ||0,®?|| ab. Es gilt:
v = |Fa.02|" < ¢ saa?| = ¢ |- Yot + Tt 159,07
<clie +efte+ae scle+clter+ae
< ClAM @I, + ClI®|%,-

e Wir schitzen nun den Term ||0,®*|| ab. Es gilt:

2 2 2
1 94 04

< C||—209,®%| =C|L0,D*— L0, cpsza P

—CH 57 CH&" D) 57

| o

<CH78 @2( +CH Vo0 - Lo 08

5. < cla@|* +clAmel;,

< CllAM) @I, + Cll®|%,-
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e Nun betrachten wir ||0,®3||. Wir erhalten:

2 2

2
2 2 2 T 2
Haxq)?’uz <C lzeKax‘Pa < —lfxaxqﬁ - |- ) ot + 72q>5
7 7 T 27, 7
2 T2 2 2
+C - Tq -1 (1)4 — 72q)5
T 27y 7

< ClAMB®|, + CllP|%,-

e Abschlieend betrachten wir ||0,®!||. Es ergibt sich:
2

2 1 2 1 1 1
=¢ Ha’“q)l -c Haﬂﬂ = ~0x(7®%) + ~0x(v®?)
o p p p

axcle - HZaxcpl

2

1 1 2 1
<C Haxd>1 — 20, (y®) || +C Hax(ryqﬁ
P o (re") 1Y )

< CIAD®|%, + ClI®I%,.
Daraus folgt nun insgesamt
@I, < C (4B, + 1@,
und also (3.48).
(i) Wir wenden uns nun dem Fall j = 1 zu. Es sei ® € Y; und A(t)® € Xj. Letzteres bedeutet

LP! 4 59,D?

2 € Xj.
—%Kaxqﬁ — r%% (Tq — 2%) Pt + %2@5
1 7 4 4_ 155
m(Tq—z,Ze)q) — P _?gq)
Zeigen miissen wir, dass
0, P! — 9, (7D%)
—70,P? — 0, D4
2 32 T\t 25 | €X1
1 i 4 1a5
((s-2)-)o

gilt. Also gentigt es die folgenden Elementbeziehungen zu beweisen:
0, ®> € H'(G),
9, P! — 3, (7P*) € H'(G),
—70,®* — 9,®* € H'(G).

Dies erledigen wir in den folgenden drei Schritten:
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e Wir wissen, dass %q)l +59,9% € H 1(G) gilt. Wegen ® € Y; wissen wir auch, dass
®! € H'(G) richtig ist. Aufgrund der Regularitdt von s; bzw. % wissen wir damit, dass
wir von 2£®! € H'(G) ausgehen diirfen. Somit ist aber s9,®* € H'(G). Wiederum
wegen der Regularitit von s bzw. 1 schlieen wir damit, dass 9,®* € H'(G) gilt.

e Wir wissen, dass %axdﬂ - %ax(’ydﬁ) € H'(G) gilt. Unter Verwendung der Regularitat
von p schliefen wir damit sofort 9,®' — 9, (y®3) € H'(G).

e AbschlieSend ergibt sich sofort aus —y10,®? — $9;®* € H'(G) und der Regularitit
von 6, dass auch —y9,®? — 9,®* € H!(G) gilt.

Wir beweisen nun die Richtigkeit der Abschédtzung (3.48). Zuerst gilt wieder nach Defini-

tion:
01, = |0, + 1072 + ) + |0, + 072
2
(XS 7@3\ [ roe? - a0t
2
2 an 2 (o T iy 2o
+ 2 K0y D 2 <Tq 2T9) D + qucb ;
1 T 1|
= lm—st|-1)d*~=@°
Ty 21’9 Ty L2
Weiter gilt

lAb@l, = | Lot +s.0?| + Lot — Lo, (ran)| 2
! s H' || Y H!

2 2
2 2 T 2
+ -0, 0% - =5 (rq - q) ot S
Tq Tt

1 1

Hl

2
7 27y 7 -
1 72 1]
+||l= (rq—q> -t - —@°
Ty 21’9 Ty

Wegen den Abschitzungen im Fall j = 0 und || A(t)®|x, < ||A(t)®| x, sind nur die H'-
Normen der Terme 9,®?, 9,®! — 9,(y®>) und —79,P? — 9,P* abzuschitzen. Wir gehen
in drei Schritten vor und verwenden wieder eine universelle Konstante C > 0, welche von
Zeile zu Zeile ihren Wert dndern kann.

e Wir miissen |0,®?|| ;1 abschatzen. Es gilt

2
0502, = 20502 < Cllst@?ff, = €| -2l + Lot 450, q>2H

< C| Lot +so, q>2H +C| e ‘
< C|A(H®I%, + ClIPlI%,-

Hl
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e Nun betrachten wir ||0;®! — 9y (7P?)| ;1. Es ergibt sich:

20!~ 2. (v0%) = Hgaxcbl - £9,19%) ; e H;axcbl - u(r9?) :
e Abschliefend betrachten wir || — 79,®? — 9,®*|| ;1 und erhalten
H—’yaxq)z - ax<1>4H21 - H—Maxcpz P i <C H—’yaxcpz _ L0 :
H o o o o 0 H
Damit ist die Abschitzung gezeigt. O]

Schliefilich beweisen wir den
Satz 3.18 Fiir 0 <r <1 gilt

0jA € Lip ([0, T], L(Yj4r41;Xj)), (0<j<2—-r—1).

Beweis: Es gilt
= S0y 0 0 0
%ax 0 —1a.(y) 0 0
0 —Zo, 0 —10, 0
A(t) - 2 'L’2
0 0 T, -2 <T,, _ 2> 2
T2
0 0 0 ge(rq_zge>_1 -1
und somit fiir k > 1
(ok2) (0¥s)0, 0 0 0
k (a’;%) Y 0 - (a’;%) (") 0 0
I A(t) = 0 — (1) 3, 0 — (0o, 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Wir gliedern den Beweis nun in die folgenden Schritte:
(i) Bereits gezeigt wurde im Fall ¥ = j =0, dass A € Lip ([0, T], L(Y3; Xo)) gilt.
(ii) Wir betrachten den Fallr =0, j = 1, also
orA € L= ([0, T], L(Y2; X1)) -
Hierzu beweisen wir, dass eine von t unabhéngige Konstante C > 0 existiert, so dass

1L A VIx, < Cl[V ]|y,
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erfiillt ist. Es gilt

2 _||[5t 1 2||? 1 1 (1 3 2
oA VIE, = (L) @ + s \)H1+H(p)taxq> (p)tamm )
1) o.02 1) 0, d* ’
+ -7 5 , X - (5 , X "
St 2 2 2
<2[(3), ']}, + 2l + 20t —ataon [
2 4 2
+ C||—79,DP° — 9, D "
2 2
<cet|f  +c a3, +clpel - (v
2 4 2
+ C||—79yP" — 9, D "

< ClIVI,

(iii) Schliefllich beweisen wir den Fall ¥ = 1, j = 0, also:
RA € L ([0, T], L(Yz; Xo))
Hierzu beweisen wir, dass eine von t unabhéngige Konstante C > 0 existiert, so dass
IBF AV x, < ClIV Iy,

tiir alle V € Y; gilt. Wir kdnnen hier folgendermafsen abschitzen:

loF A V?
<), v emo ] (), 2= (), 2

+ 1 avz—1 av42
(Sttr)/x 5ttx

< 2C||VH* + Cllox V2| + Cl|ox V! — 0 (v V) ||
+ Cl|79,V? — 0, V4|?
< C(IVIP+1IL,VIP).

2

Und damit ist auch die Richtigkeit dieser Abschitzung bewiesen.

Damit konnen wir nun den Satz {iber hohere Regularitidt formulieren:

Satz 3.19 Es gelten die Voraussetzungen (F1) - (F5). Ferner mogen F und Vy die in (1.4), (1.5) und
(1.6) formulierten Bedingungen (L4) und (A1) erfiillen. Dann gilt fiir die Losung V aus Satz 3.16:

Ve ([0,T), WH(G) x W§(G) x W§(G) x W'(G) x IX(G) ) n 2 ([0, T], (13(G))°) .
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Daraus folgt nun aber unmittelbar der

Satz 3.20 Es gelten die Voraussetzungen (F1) - (F5). Ferner mogen F und Vg die in (1.4), (1.5) und
(1.6) formulierten Bedingungen (L4) und (A1) erfiillen. Dann existiert eine eindeutige Losung (u,6,q)
zu (3.43) - (3.47) und es gilt:

u € C3([0,T], L*(G)) nC*([0, T], Wy (G)),
0 € C2([0, T],L*(G)) nC*([0, T], Wi (G)),
q € C*([0, T), L*(G)) nc'([o, T], W'(G)),

sowie 9 (sdyu) € L(G).

Abschliefiend wollen wir bemerken, dass diese Vorgehensweise nicht ohne starke Zusatzforde-
rungen an die Koeffizientenmatrizen auf héhere Raumdimensionen {ibertragen werden kann.
Dies ist zum Beispiel in der folgenden Situation ersichtlich: Hat man die Information ®! €
W2, (G) gegeben, so kann man daraus nicht schliefen, dass auch S;S~1®! € W}, (G) gilt. Dies
aber ist im raumlich eindimensionalen Fall bei glattem S richtig und wurde ausgenutzt. Hier
wiren also starke strukturelle Forderungen an die Matrix S notwendig.



Kapitel 4

Energetische Vergleiche

4.1 Einfiihrung

Wir wollen in diesem Kapitel fiir festes 2 < n € IN die Losung (U, 67,4") zu dem Problem (3.7)
- (3.11) im homogenen Fall mit der Losung (UY, 8°) des klassischen Problems:

pUy — D'(SDU) + D'(T6) =0, 4.1)
660; +div g +I'DU; = 0, (4.2)
qg+xVe =0, (4.3)
mit den Anfangsbedingungen
u(o,x) = Ug(x), U (0,x) = UY(x), 0(0,x) =63(x), (x€G) (44

und den Dirichlet - Randbedingungen
U(t,x) =0(t,x) =0, (t,x) € [0,00) x9G (4.5)
vergleichen. Fiir n = 1, das heifit fiir den Fall, dass es sich bei der dritten Gleichung um das

Gesetz von Cattaneo handelt, wird in [17] und [18] mit einer Konstanten C > 0 eine Abschédtzung
von der Form

t
dE(1) gch/ 1v60(s)|* ds
0
bewiesen, wobei dE(t) fiir t > 0 durch
dE(t) := % (llur = uf|* + [vur = vu||” + [[o” - 6°|* + = g + xve°| )

definiert ist. Unter Verwendung der exponentiellen Stabilitdt der Losung von (4.1) - (4.5) wird
schliefSlich eine Abschitzung von der Form

dE(t) < Ct;

71
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bewiesen. Nachteilig ist in dieser Situation, dass die Konstante C nicht explizit gegeben ist. Wei-
terhin ist die zeitliche Entwicklung des Fehlers nicht erkennbar. In [5] werden diese Ergebnisse
von Irmscher iiberarbeitet und es wird eine Abschédtzung von der Form

dE(t) < C(t)7y

mit einer explizit gegebenen Funktion t — C(t) gezeigt. Die exponentielle Stabilitdt geht hier-
bei nicht in die Argumentation ein. Wir wollen nun zuerst Losungen zu (3.7) - (3.11) fiir den
Fall n = 2 mit Losungen von (4.1) - (4.5) vergleichen. Hierbei ist zu erwdhnen, dass bei der
Beweistechnik von Irmscher die Dissipativitédt des betrachteten Systems erster Ordnung wesent-
lich ist. Wir werden deshalb zunichst aus dem in (3.12) - (3.14) gegebenen System erster Ord-
nung ein System ableiten, dessen dissipativer Charakter vergleichsweise einfach einzusehen ist.
Dies wird es uns ermoglichen, die Resultate von Irmscher zu tibertragen. Zu bemerken ist, dass
im Fall n = 2 die Wohlgestelltheit im Fall von konstanten Koeffizienten bereits bekannt ist. Auch
ist bekannt, dass unter der Bedingung

Tp > E (4.6)
exponentielle Stabilitat der Losungen vorliegt. Diese Ergebnisse findet man in [16]. Dies laf3t nun
ahnen, dass (4.6) auch bei dem angestrebten Vergleich eine wesentliche Rolle spielt. Im Einzel-
nen wird (4.6) schon beim Nachweis der Dissipativitit eingehen. Obgleich wir im Fall n > 3
keinen dissipativen Charakter erkennen kénnen, wird es uns trotzdem moglich sein, Abschét-
zungen fiir kleine Zeiten t zu beweisen. Die in diesen Abschédtzungen auftretenden Konstanten
sind zumindest im Fall n = 3 noch physikalisch relevant, in allen Fillen aber von mathemati-
schem Interesse. Bei den nun folgenden Abschidtzungen gehen wir von konstanten Koeffizienten
aus, welche wie im vorigen Abschnitt gefordert, positiv definit und symmetrisch sind. Zudem
soll ¥ der Einfachheit halber ein Skalar sein. Wir bemerken aber, dass der Fall, in dem x eine
Matrix ist, analog behandelt werden kann.

4.2 Das Gesetz von Fourier und eine Entwicklung zweiter Ordnung

Wir betrachten das folgende Anfangs - Randwertproblem

pUy — D'(SDU) + D' (T9) =0, 4.7)
00y + div q-+ F/Dut =0, (48)

2

T
%qtt + gt + g9 +xVO0 + x5V =0, (4.9)

mit den Anfangsbedingungen:

u(,x) = Ug(x), Uy (0, x) = Uj (x), 6(0,x) = 65(x),

q(0,x) = q9(x), q:(0,x) = g1 (x), (x €G) (4.10)

und den Dirichlet - Randbedingungen

U(tx) =6(tx) =0, (£x) € [0,00) x G. (4.11)
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Fiir die weiteren Argumentationen sind einige Resultate fiir die klassische Thermoelastizitét
notwendig. Diese wollen wir gleich zu Beginn formulieren. Ist (U, 6°) eine Losung zu (4.1) -

(4.5), so gilt mit
SpU’ 0 D 0 st oo
W= ( u? ) N = (D’ 0 D’(F-)) und Q°:= ( 0 p 0
6" 0 —-I'D div (xV-) 0 09
die Gleichung
VO = (QO) A0V,
Definition 4.1 Wir definieren fiir j € IN und t > 0 den Energieterm E?(t) durch
B = 5 (3700, Q%Y ).
Es ergibt sich nun vollig analog zu dem Resultat in [5] das

Lemma 4.2 Fiiralle j € N gilt

d o j—1 2
SE®) —KHat ve(t,-)H.
Insbesondere folgen
E%.1(0) — E%, () = / <ol vens H ds und E9,(t) < E%,;(0).
Ebenfalls tibertragt sich das
Lemma 4.3 Fiiralle j € IN gilt:
2t JEO(O)E. (0) — PEO (0) : O<t< /L2
E%(0) — EV(t) < 2(1) := 5 prlt) .0
0
Ej(O) . sonst.

|

Unser néchstes Ziel ist es, in Analogie zum Beweis des Resultats in [5], die Energie der Differen-
zen von Losungen zu (4.1) - (4.5) bzw. (4.7) - (4.11) geeignet abzuschdtzen. Wir geben nun auf
Basis des Systems (3.12) - (3.14) ein System erster Ordnung fiir (4.7) - (4.11) an, fiir welches wir
spater zeigen werden, dass es einen dissipativen Charakter hat. Fiir eine Losung (U%,60%,47) von

(4.7) - (4.11) definieren wir

Sbur ST o0 0 0
uyf 0 p0 0 0
V= o o= 0 046 0 o0
1 4T >
: v : 0 00 Z1d 0
T, T, T
sl + A VAV — et 0 00 0 1Id

4.12)
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und
0 D 0 0 0
D0 D) 0 0
0 -I'D 0 —/Tadiv 0
= 2
N 0 0 —ymV (rq - 229) td o Sd
1 (n_ W 1
0 0 0 ﬁ(TZ—h%—>Id -1

Mit Hilfe dieses Vektors V und der Matrizen A/ und Q ergibt sich zunéchst durch direktes Nach-
rechnen:

SDu;f
p~1D/(SDUT) — p~ D' (TO7)
“1Ary —57I'DUF - 5 1div g7
Q7 INY = 1 q
X ekl
T,
—ZT,;\}W{# — T\/T%VGT _ \/;l(quT

Ferner ergibt sich fiir die Zeitableitung des Vektors V:
S(DU");
Uy
oF
2 ﬁq}- 2
T, T,
s+ Tl VKV — o )

Vi

Wegen
sS(pur); = Souy,
und den Aquivalenzen
pUf, — D'SDU™ + D'(T") = 0 < pU}, = D'SDUT — D'(TO")
— Uj, = p~'D'(SDUT) — p~'D'(T6"),

00F +div q* + T'DU; = 0 <= 66f = —div " —T'DU} <= 6f = —6 'div q" — 6 'T'DUY,

sowie
2
?qqft + Tyqf +q° +xVO0" +kpVOf =0
2 T, 1 NG
q T q T T o7 or —
<— > Krgq” + Treqt + rTeq + ﬁv +x1pVe =0
2

2 2
T 1 T ﬁ VGT T

T q T _ _ vt _ q T
+ KTQV@t 2T9\/KT9 q v KTp \/’L’ig 2T9\/KT9 q

T‘? CIT‘F Ty q'r
Zw/KTQ tt v/ KTp t

erhalten wir schliefSlich das
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Lemma 4.4 Ist (U7, 07,q7) eine Losung zu (4.7) — (4.11), so gilt mit den oben definierten Matrizen N,
Q und dem Vektor V die Identitiit:

Vy = Q9 IAY.

Wir schreiben im Folgenden abkiirzend A fiir Q' . Wie bereits zu Anfang erwéhnt, liegt un-
sere Zielsetzung darin, die Energie der Differenzen von Losungen zum urspriinglichen Problem
(4.1) — (4.5) und dem Problem (4.7) — (4.11) geeignet abzuschétzen. Zunéchst spezifizieren wir
also, was genau wir unter den Differenzen der Losungen verstehen wollen:

Definition 4.5 Fiir eine Losung (U%,07,q%) von (4.7) — (4.11) und eine Losung (U°,6°) von (4.1) —
(4.5) definieren wir die Differenzen dU, d6 und dq folgendermafen:

du = ut - u°, de =67 —6°, dg:=q" +xVe°. (4.13)

Wir definieren die Energie nun mit Hilfe eines gewichteten Skalarprodukts. Dies wird es uns
spater ermoglichen, die Dissipativitdt schnell zu erhalten. In Analogie zu (4.12) definieren wir:

SDdU

(dU);
dy: 1d0

754

2 2
—z%wq)t + e dg + ) EVAD — T@qu

und weiter:

Definition 4.6 Die Energie der Ordnung j € IN der Differenzen sei fiir t > 0 durch
1 /.51 -1
dEf (1) = 5 <a; dv(t), o) dV(t)>,
definiert.

Damit haben wir alle Begriffe zur Verfiigung die wir benotigen, um unser angestrebtes Resultat
zu formulieren:

Satz 4.7 (Energetischer Vergleich) Esseij € IN und 7p > % Fiir alle t > 0 gilt

3T4 31’2 37:2
S0 + el () + e (1) + dEf(0).

dEF() < :

Insbesondere folgt mit UL = UQ, UF := UY, 6F := 65, q5 = —«V0) und qf = —xV62(0,-) im Fall
j=1
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Beweis: Wir berechnen zunéchst die Zeitableitung dieses Energieterms. Es ergibt sich

jt(dE]-T) (i < (9 'av, Qaf” 1dv>) (<a§dv, Qv 'av) + (3] 'av, 0djav))

( (3]av, Qo] 'dv)) + (dlav, Qaf;ldv>> = Re (3] 'dv;, 2] 'dv)

= I\J\r—\

e (9] AdV +9]" (dVi - AdV), Q0] "aV)

(@
<af ' Adv, 0d]~ 1dv>+Re <af ! (d

_ j—1
4V AdV) , Q9] dv>

%dv - AdV) ) Qa{‘ldv> . (4.14)
Nun berechnen wir die Terme dV; sowie AdV im Detail. Es wird sich hierbei ergeben, dass die
Differenz dieser Terme eine sehr einfache Gestalt hat. Auch dies ist nicht verwunderlich, da
sich die Probleme (4.1) - (4.5) und (4.7) - (4.11) nur in der jeweils dritten Differentialgleichung
unterscheiden. Wir berechnen

—Re (N3] 'dV, 3] 'dV) + Re <a{‘1 <

spuy
Uy
i(dy) = oF
dt 1 T
2 \/TT;qt 2
T, T,
T it T \/%Lﬁ T VEW VO — o st
spu?
N 19t 0
—ﬁxvet
zﬁxveg FKVHO + /KT V) + m\/ﬁxveo
und weiter
Spur SDU?
p~'D'SDUT — p~ 1D/ (T7) p 'D'SDU’ — p~1D'(TE)
A@y) = | —oTDUF —sTtdivgt | | —07'T'DUP + 6 div kVe°
%q[ —%KV@O
TZ
T VO et \ SRV - VO Ve
also
0
0
d 0
adv AdY = 0

2
\/}Fe B xV0Y, + 7k VO — kg V6D
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Wir wihlen nun

W € Whi(G) x Win(G) x WE(G) x Wy, (G) x (12(G))°

und berechnen:

(NW, W) = (DWy,, Wy) — (DW,, W)

— <D/(FW3), W2> + (D' (TW3), Wh) — (\/Tadiv Wy, W3) + (\/Tpdiv Wy, W5)

2

— < (Tq — Zi K71W4 — \/K_1W5,W4>
To
T qu 1

+ K1 7_72_1 Wy — —Ws, W5 ),
To 2’[’0 To

also
T\ 2 T ™ 4 yA)5 2
Re (VW W) = — [1,— =L | kc YWalP + Vi T [ Re<W w> LIwsP.

27y Ty 2T9

In der nun folgenden Abschitzung geht gleich zu Beginn ein, dass

qu 0
T, — =L >
9 279

gelten muss. Letzteres ist aber dquivalent zu der Bedingung (4.6). Es gilt

2

72 1 7
Re(NW, W) < = | 5= 5 | W2+ Vie T | = 5 HW4H||W5H—*HW5||2
279 Tp

I R P T
1 2T9 4
72 2\ 1 1
1 __1 L e _ = 2
er <Tq m)mJ(Tq 2T9>T9HW5H s
1

2 2
< _ Y 1 2, L g 2
= (Tq 2T9> K HW4|| + 2K <Tq 2T9 ”W4H
1 7\ 1 ) )
T | T 2T 7”W5H —*HWSH

72 1({t T\1 1
_ 1 -1 2, 199 ) = 2_ - 2
(rq g ) AR 5 (2 g ) s s
_ 1 1( T2
( >K 1HW4HZ—?9 (1— 3 (TZ - 2%)) W] 2.
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Wegen
1 qu 2 T Tv% 1(7 qu 1
< - - 1< A 1< L1 <=
Tq’fg Te +2 —— Tng 5 —TG > - 2’[02 < —— > - 2T92 =5
1 1y T 1 (g 7
—_ <L -1 —<1-=L-—"L
— 2° 2<r9 275>:>2— 2(’1’9 272
2
(1w w1
To 2 Ty 21.'92 ZTG
konnen wir
Re (VW W><—1 T—Lz ’1HW4H2—7HW5|!2
P = 2\ 2

folgern. Unter Verwendung dieser Abschdtzungen erhalten wir nun insgesamt:

d

$(AED) = Re (Wa'av, 9tV + Re (3] ! (Vi — AdV), Q2] 'dv)

< AP I lavl? — Loy
S5 (T K o dVa —TrgHt 5|

1
2

T2 . T .
q —1w 00 q j—1 0_/7]1 0]1
1 .41
< ———|j9, dvs|?
7, 101 Vsl

2

T Ai-1gp0 1ol 1 41
v \/ﬁxat Vo; — k190, V0, ﬁ||at dVs||
1 1 ;‘ i—1 T i—1 i—1 ’
X B _ _
<——||a] dVs[* + 57 N xd) ve?t+mxa; Ve — /x190,  V6?
it 2
+2T0||8t dvs||
3 1 -1 T iiggl i~1on0l|?
<>t 2\/ﬁ k0l 'veY +meat vor| + vl el
_3
IV e o o R W o

Integrieren wir diese Ungleichung, so ergibt sich
tg
dET (t) g/ w2 v/xd] 6y HZ+ 2|k YO 4 2 rgufaf 'V6Y|2ds + dET(0).

Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus Lemma 4.2 und Lemma 4.3. O
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4.3 Das Gesetz von Fourier und eine Entwicklung dritter Ordnung

Wir fithren nun in g eine Taylorapproximation der Ordnung drei und in 6 eine Taylorapproxi-
mation der Ordnung zwei durch. Es ergeben sich dann die folgenden Differentialgleichungen:

pUy — D'SDU +D'(T9) =0, (4.15)
60; + div g+ I'Du; = 0, (4.16)
(- ( (
qu:ftt + ?qqtt + gt + 9 +xVO0+xk5Vo; + K%V@tt =0, (4.17)
wie bisher mit den Anfangsbedingungen:
U(0, x) = U (x), Ui (0, x) = U (x), 6(0, x) = 6 (x),
9(0,x) = g5(x), 9:(0,x) = g7 (x), qi(0,x) = q3(x), (x € G) (4.18)
und den Randbedingungen:
U(t,x) =0(t,x) =0, (tx) € [0,00) x9G. (4.19)

Wie im vorigen Abschnitt transformieren wir das obige System (4.15) - (4.17) in ein geeignetes
System erster Ordnung. Fiir eine Losung (U*, 07, 47) von (4.15) - (4.19) definieren wir

SDUurt
uy
9T
1 7
V= . X Nkl .
T T, T T
sl + el + KLETOT — sl
T3 T2 T T\/’lT \/T— 'L’3
s T T il + ARt TR VO G VT - sl
Weiter sei
0 D 0 0 0 0
D0 -D() 0 0 0
0 -T'D 0 — /Tadiv 0 0
2 23
N=|l0o o -5V —K*%H*l% 21 0
2 1 ™ 2 NG
0 0 0 ;};S—T}—;—gﬂ—; ~2 2
T 2T 1 V2
o 0 0 Rz s v m O
und schlief$lich
ST oo 0 00
0 p0 0 00
o 0O 046 0 00O
= T3
0 00 52 00
0O 00 0 10
0O 00 0 01
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Damit konnen wir berechnen:

DUF
D/(SDUT) — D' (TO7)
Ny | TPUF = Rdiv (Feq”)
NV,
NVs
NVg

wobei

72 27, 1
T -19 q T
Vi=—/1,V0" — A (1= -
NVa WV K Ty ( 3T9> (,/qu )

3 T2 3 3
+2K_1 < q T q +x \/7V97 q qr> _ K—l q th

60vm ! 2% \F 2 32T 37T

und

N sz 372 \F
3 2 3
+ Q ( Tq T Tq th 9\/>vet \/?gng Tq T)

3 T2 T3
? ( q T q +Kfv9”[’ r)
b

+ +x —
Ty 6\/279% 227 \/ q 22 V2 3192\/2@‘7
T3 T3 T2

ﬁve;

T

_ (.
6T9\/T>9qtt 3T92\/T79 2T9\/>

q; +x

sowie

T2 273 1 1
NV6 — q _ q o <qT>
V212 3V2t V2 ) \VT

3 7 i
_ Q q T q +x \/7V91' - q qT
Ty 6’L’9\/TT; 2T \f 3Ty \/Tp

3
- _ 1 T _ g T—K\FVGT

\/ngq 317/219 At V271,

gilt. Insgesamt erhalten wir

SDuy
SDuy B £
p—lpl(spu‘r) _tp—lpl(re'r) P 1D/(SDUT) —-p 1D/(FGT)
L DU ldiv o7 —1I'DU} — ddiv g°
owv=| TR v = Lt
T;KNV4 T; . 3 \ﬁ 2 \ﬁ T
NV6 _ 1 T 3 \/7 ver

Vool _3T5\/2?ﬂf K
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Nun ist
SDUT
Uy,
of
Vi = %q;
3 2 \ﬁ T T T
6rg\ﬁ‘7tt + zrg\ﬁ% + x5 Vo, B NL
3 3

B . i R KTszGT + K EVOF — s
und somit ist wegen den Aquivalenzen

Uj = p 'D'(SDU) — p ' D'(I67)
«— pU};, — D'(SDU") + D'(TH7) =0,

1 1.
9? = —EI‘IDU;’ — gdlv E]T
< 60f +divg"+I'DUf =0

sowie

Tq3 qT + T‘% qr 5] T9\/>v9 \/?GVQT— ‘; qr
3

- _ 1 T _ Tq T \/>ng

\/2T9q 3Tg\/2T9qt _K\frg
3 72 T /T /T /T
q T q T q T 9 T T
+ + — VQ V@ T+ x 0 vor =0

3 2 2
T T
— %qftt + ?qqft + 14qf +q9° +xVOT + k1 VO[ + K?9V9ft =0

und den Differentialgleichungen (4.7) - (4.9) das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 4.8 Ist (U7, 07,q") eine Losung zu (4.15) - (4.19), so gilt mit den oben definierten Matrizen N,
Q und dem Vektor V die Identitit

=0 NV

Fiir eine Losung (U%,07,47) von (4.15) - (4.17) und eine Losung (U°,0°) von (4.1) - (4.3) defi-
nieren wir unter Verwendung von Definition 4.5:

SD(dU)

(dU);

dé
dy = -+ d5]
3
vt (A)s + g + kY2 V(d6) — 13— dg
3 2
s () + zj%<dq>t+ = (dg) + K EEV(A0); + K LEV(d0) — 52
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Hiermit definieren wir wieder unsere Energie mit Hilfe der

Definition 4.9 Die Energie der Ordnung j € IN der Differenzen sei fiir t > 0 durch
1 /.- i
dE] (1) == 5 <a§ 'av(t), Q9] 1dV(t)>

definiert.

Es ist nun bereits im letzten Abschnitt aufgefallen, dass die Qualitit der Abschitzung im We-
sentlichen von der Abschétzbarkeit des Termes (N'dV,dV) abhiangt. Um diesen Term geeignet
abschitzen zu konnen, mussten wir im letzten Abschnitt % > % voraussetzen. In der aktuellen

Situation wird sich allerdings zeigen, dass E—Z > £ benstigt wird. Wir formulieren nun den

Satz 4.10 (Energetischer Vergleich fiir kleine Zeiten) Es sei j € N und 319 > 1,. Dann gilt fiir
allet > 0:

dE]T(t)Sefc‘itdEf(O)Jre%/ o [0l vet( )H2+T3Ha{’lve?t(sﬂ(zwgHa{’lve?(s)Hst
+eTC4t/ T51H3171V9?t(S)H +T§H8{flv9?(s)H2ds
0

Die Konstante C > 0 ist hierbei durch (4.20) gegeben.

Beweis: Wir berechnen zunéchst die Zeitableitung dieses Energieterms. Es ergibt sich mit der
selben Rechnung wie bei 4.14:

d i - i1/ d i
(dET) = Re (W3] 'dV, 9 ldV) + Re (9] ( SdV - Adv ), Qd] 'dv ).
dt dt
Weiter gilt
Spur
Uy
d o
4V = et
a i Vgt
6rg\ﬁ‘ltt + 2rg\ﬁ‘7t + x5 Vo 31—2fqt
i VT Vo 5
i + 2 + A + KGR VO, + k2] 52Vt
SDU?
”é’t
6if
_ —%KV@O
— & fxveg Tk VO + G VO + o \FKVGO
0 0 T 0 Ty 790 VT 790 4 0
6\/?KV9m 2\/2?KV9H \/Z%KVQt +x ;\[ Vo; +Kﬁv9t STZ\/?KVQ
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Nun berechnen wir

A(dV) X
T

2T/ T

T,

Spuy
o 1D/ (SDUT)
—1'D(U"); — 3div 4°
1 7
okl
3
372\ﬁqt + zfo\ﬁqt +K
q° - i

3

q T
61 Tt —
_ 1
\/21’9

2

3T92\/2T9qt a \/iTg

o ngj/ﬁ(dq)t -

—p 'D/(T6Y)

\/7 VQT

(dq); + k%2 V(d6);

VT
KﬁmV(dG)

fve’[

Spu?

p D' (SDu°)
—1r'Dud +
-L

KV(GO)tt +

6T9\F T2f

kVe° +

T3

+ 3775

Vv 2’[’9

Demnach erhalten wir also insgesamt:

adv AdY =

KVH?” KVG?t

6\/2”[ 2\/21'

V (k6% —
kVO0); —

F

—p~ D' (I6)
+div (xV6°)
L (xve°),

2
27 \F
VT w0
Vo VO

N oo oo o

Tg\/i

0
ZWVO +x

KV +x

V(k6°); + k2 V60

VT 700
IVG
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Wir wihlen
3

W € Wh(G) x Wip(G) x WA(G) x Wi, (G) x (L2(G))’ x (I2(G))

und gehen wie folgt vor:
(D'Wr — D' (TWs), Wa) + (—T"DW, — /Tpdiv Wy, W)

(NW, W) = (DWW, Wy) +
1T112 12T173 1
+{ —/ToVW3 — k" — Wiy + Kk~ —2W4+2K_ Ws, Wy
Ty 37;

2 203 1 T 2 2
(L -L Ay W4——W5+£W6,W5
T 3t W 3Ty Ty Tp

2 273 1 V2
q q
+ _ —— | Wi— — W5, Ws ).
<<ﬁrg o v2) T

Durch Umordnen und Zusammenfassen erhalten wir:
(D'(TW3), W) <r DWs, Ws)

(NW, W) = (DW,, Wy) + <D/W1,W2>
T3
—T Wi, Wy

— (VTodiv Wi, W) — (VTgV W3, Wy) — < - q Wa = 3
Ty
2 273 3 2
+ zflw’w + l_J_i i W,W —<W,W
<K 5 4> <<2 303 T9+3’L’93 4, VV5 - 5, VV5
V2 Tq2 275’ 1 V2
+( — We, W5 ) + ———— — — [ Wy, W ) — ( — W5, Ws ).
<Te . Va2 3V vz) vl T

Partielle Integration und eine weitere Umordnung liefern:

(NW, W) = (DWo, W) — (W1, DWV,) — (D' (TW5), Wa) + (W,, D'(TW3))
— (/Tpdiv Wy, Wi) + (W3, /Tpdiv Wy) + <fW6, W5> — <\£EW5,W6>

2 3
B 2
_ (K 159 _ ‘;) IWall? + 2x 1W5,W4> - —[wsl?
Ty 31 T

. qu ng’ ;’ W W qu ng’ 1 W W
L + Y 4 - - T = 7 .
v V2t 3V vz2) ol

7 31 T 31
Fiir die folgende Abschédtzung setzen wir

3

voraus. Realteilbildung und die Ungleichung von Cauchy und Schwarz sowie die Dreiecksun-

gleichung liefern:
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2 273 V2 N
q q 2 0 1
Wl +2—||W Wiy
% 30 Wl WH 5| ~—= ok [Wall
277 7 31'1( 31K
_-q_21 i 0 9 _ 2
T o \ 3§ o IVl sl =

1 Tg;’ L[ 3Tk 319K
—\/ — A — || Wa]| ¢ W
+ 5 3T9K Tg, H 4” Tg, H 6||

1 qu T’; 2 2 2 2
S Y *HW5|| 22wl
L ( IWal2 + ||w5||2> - *||w5||2
3
2 T 31K
2 273 2 27 11
—1 q q 2 q ’7 2
P i N WPNTC Y R el ) R PV
1 319K
(% Wl + ||W6HZ)

tova\
3% 2
27(1'3 <3TK‘W4H ) + 7 317 T 371’5’

7 210\ 11 1 [37%
g9 2 9 2 2
+ (Taz 379> iz K[ Wel| +2ﬁ 3r;<HW4” + [ Wel|

“ldy, so ergibt sich mit dieser Abschitzung;:

2
7 2T

3 3
T T |1 3k [ T
e : V=N (TqK||W4H2+HW5HZ>
q

Setzen wir nun W := Gi
Re (Vo] 'av, af‘ldv>

1 3T2 1
g%-ﬂi< (19} v, ||2> o
q

2 3 3
N2 T T

3
3k [ Ty L1 2
SAL U BPYS
7 3t T 3T (3191(”t V4H>

Ty

O 3]s P
6]

2T\ 3 i 1 1 [Bx [ & .- -
2 q)ﬂaﬁ D g e\ Ty (DI 19 R )

2 V2
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Bedenken wir nun noch, dass

dEf(t) = 5 <af Lav(), QafldV(t)>
1 o . 1 . .
_ E<a; Lav (1), S719)] 1dV1(t)>+§<a] L (1), pd)] 1dV2(t)>
1 /501 -1 1 j-1 2
+5 <at dVs(t), 6] dVg(t)>+2 o Ha AVi(t )H
g 2 g
j [ s+ 5 [ o]
gilt, so erhalten wir mit
372 2 273 3 2 273
C := 6max Kzliez, %—GK—Z——%—E—F—%,% %_J K,L Stx (4.20)
KT 5 |7 3t w 3| 4\ 37 2\ 7
die folgende Abschéatzung:
d

i(dE}) = Re (N9]'dV,d] 'dV) + Re <a{1 (

3

a]
6\/

< £dET +
27,

-
o

5

T,
V2T

T3 'veY, a{ldv6> + <

\Faf 've?, 9l dvs

V- AdV) , Qaildv>
2

1 —1

Ty 1 _
2\\? 3~'ve?, 3l 1dv6>

Kaf w69, af‘ldv6>

)

ok
< ZCquE]-T+< V2T20] V6, - \ﬁaf 1dv6> <\f 2129 w6, i fxaf 1dV6>
_ <ﬁTqa{1v90, anaf 1dv6> <f w33l VoY, i \ﬁxaf 1dv6>
<frgaf 1v9t,2\rxaf 1dv6>
L =y e e e T
5 ot g o+ o v+ o

. 2 2
+T3Ha;‘1v9?H +K—
C 1

gde} Haf V%H

+ 74 o Ve H + 7|

a{‘ldvéu
+ 7t ||o) el H + 720l 1v90H

o lve‘)H
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Integrieren wir die eben bewiesene Ungleichung, so erhalten wir:
dEF () < dET /dET ds+/ Haf 1v9mH e Haf 1v6? H +72 Haf 1v90H ds

+/ T Haf lvY H + 72 Haf 1v9°H ds

und damit folgt die Behauptung aus dem Lemma von Gronwall. g

4.4 Der allgemeine Fall

Wir wollen in diesem Abschnitt einen Energievergleich fiir den allgemeinen Fall beweisen. Der
Einfachheit halber beschranken wir uns allerdings auf Energien erster Ordnung. Wir bemerken
aber, dass der Beweis fiir Energien der Ordnung j € IN v6llig analog gefiihrt werden kann. Unter
Verwendung von (3.12) und Definition 4.5 definieren wir

dvl,l dvl,Z
dy = <dV2’1> + <dV2’2> ’

wobei

SD(dU)
1,1 (du)t d 2,1 l ‘;171( alfkd = (;lilik alflfk do

dvit=1 L , dvA= k;)< Ik q+1<k§( g aTL v ,
dq = = 1<I<n-1
0

n

aviz=| Y1, qr22.— (T =D :
0 o nl(n—1-1)!
0 1<i<n—1

Analog zu den bisherigen Fillen machen wir die

Definition 4.11 Die Energie erster Ordnung der Differenzen sei fiir t > 0 durch

dE{(t) := 5 (dV(t), QdV(t))

definiert. Hierbei ist die Matrix Q durch (3.13) gegeben.

Damit konnen wir unseren Satz formulieren:

Satz 4.12 (Energetischer Vergleich fiir kleine Zeiten) Fiir festes n € IN existiert eine positive Kon-
stante C = C(K™1, 19, 75), so dass fiir alle t > 0 die Ungleichung

2

n—1 n—k
4 ds

T n—1-k
Kkg(:) (n_k)!at Vo;

cunly cunly t
dEF(t) < & F BT (0) + ¢ o /
0

Cnn' 1 t n—2 Té’l 1-k y—k 2
KRR 7o KY —%———9/ 7"V d
+e Te /0 kgo (n 1 k)' t t S

gilt. Die Konstante C ist dabei nur polynomial von 1y, T; und Z—Z abhiingig.
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Beweis: Fiir die Zeitableitung des Energieterms ergibt sich wieder:

d .o
a(dEl) = Re (NdV,dV) +Re <dt

idV - AdV, QdV> .

Wir miissen also den Term $dV — AdV genauer betrachten. Es ergibt sich nach einer nicht
schwierigen aber umfangreichen Rechnung:

0

0

d dy — Ad X
(0)1<l<n 2

ot

q an 1— kvet Zn 2 1:9 117k) an 2— kvet

K Zn 1
Um den Term Re (N'dV, dV) abzuschitzen, berechnen wir zuerst fiir beliebiges

W € Wp,(G) x Wip(G) x W (G) x Wy, (G) x (Lz(G))3(n—1) :

DW?2
D'W! — D' (TW?3)
—T'DW? — div W*

NW = _vw3_<“ n—1Tv7> K-1w4 4 (=t g-1pys

n Tg 9
(N21W4 N22W5 W) cna
2,1 2,2
N 14W4+N 11WS

Damit erhalten wir

VW, W) = (DW2, WD) + (D'W!, W2) — (D'TW?, W2) — (I'DW?, W) — (div W*, W?)

_ <VW3, W4> _ (Tgl _n-= 1Ti> <K’1W4,W4> i (”Tnl)! <K*1W5,W4>
9

n—1 1
TG n TB

n—2 n—2 n—2
I 2 N12’211 <W4, Wl+4> i Z le,iz <W5, Wl+4> n 2 <Wl+5, Wl+4>
=1 1=1 =1
+ NE'—11,4 <W4, Wn+3> + N;%—zl,l (W2, Wr+3)
und weiter

7 o171 gt pa\ , (m=1)! A5 Tard
Re(NW,W>=— — — | Re(KTW*W*) + —Re(K"W°, W
Tg—l n Tg Tél_l

I "iz sz,leRe <W4, Wl+4> i ':_Zf sz,izRe <W5, Wl+4> 4 'llnge <Wl+5, Wl+4>

N21

21, Re (WH W) 4 N22) | Re (W9, W52,
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Damit kénnen wir unter Verwendung der Ungleichung von Cauchy und Schwarz folgender-

mafien abschéatzen:
n—1
1q

R < | —
e (NW, W) < = . Ts

| e S fowe |

B e i o B

o [N e e 22, e e

Dies liefert uns:

n-1 1T — 1) 2 — 1! 2
Relwww) < Ty = M|l w4 S frowel o o |
0 0 0
S ‘sz,ﬁxl 4 ) ‘ a5 ‘lefiz‘ 5(2
RV ol i R e U
n_lelz"lZ el LS (s L wi+4|?
o H+2§HW |2 2l
‘Nr21’—11,4‘ 2 )5'—114‘ 2 ‘Nizlll ‘5211’
(e iy e RS TR
Und wir erhalten nach einer Umordnung und weiteren Abschatzungen:
2 [N [
Re (MW, W) < | C(K! (Z 21 + ) wel
AT IBE Sl B ARY
et () )
+ | C( )TéH (rq )T 2o +l; 5
n2‘N21‘ ‘sz‘
L e B e e g e e
‘ 2,1 ’ ‘ 2,2 ‘
S W e

Wir schédtzen nun die einzelnen Koeffizienten ab. Zunédchst gilt fiir 1 < I < n — 2 die Abschat-

zung:
‘NZ,I‘ < 1 T;,l + n-17 + Tg/%lil + 1 g
BWi=m-1-Dr\ < n o+l n—1-0!" nn—-2-1)! ¢+
0

0 Ty
1 n
TH

<-4t
- l+1

0 Ty

1 n— 1 n n —2-1 n—1-1_n-1
= — (Tq +2T + 1 T, )

n
Ty
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Sofort einzusehen ist, dass auch

’N2,1 ’< 1 Tn—l_i_L‘;l_,'_Tn—l
n—-14| — Téﬂ—l q Ty 0

gilt. Schliefilich ergibt sich fiir 1 <1 <n —1:

‘Nl%iz‘ < (n—1)! (Tn7171> .

n—1 0
Ty
Wir definieren nun
TVl
C; := max (Tq -1- l—|—2T” n-2- l—i—T;_l_ZTg_l) + max (rg; 1= Z) —I—T;_l + L +rg—1
I=1..n-2 I=1..n—1 Tp

In den Anwendungen sind nun 1y und T; kleiner als eins. Dies ermoglicht natiirlich weitere
Abschétzungen der Konstante C;. Setzen wir die obigen Resultate ein, so erhalten wir:

Re (N'W, W) < (C(Kl)(n_l)!+ " )HWSH

n—1 n—1
27, 27,

+ <C(K1) LV (=Dt "1c1> Hw‘*H2

T 2ty 2!
C1(n—1 |n— H Iia G n—2 ; 2 Ci n—2 ; 2
W g W g K]
ot 27,1 l; 271 Z
n- C1 2 Cl(
Wl+4” I w3 w3
= 2 | el L == 2w
Mit
(1 1
C:=C(K) §+C1 +4C1+§
liefert das die Abschédtzung
n R (4]
Re (MW, W) < Coy 1 [l
0 =0
Insgesamt erhalten wir also:
d n—1 T;_k - n 1-k -
—(dE]) < ||[K AV 8” VO |dVussl|
a1 k;o (n—k)! f Z "
-1 n—k - i 1-k -
STQ KZ 8?”V9t KZ _1_)8” Vé)t

+C(K, 1, Tq)T';'dEf,
wobei die Konstante C(K™!, 7, 7;) nur polynomial von 7y und 7, abhingt. Damit folgt die Be-
hauptung aus dem Lemma von Gronwall. U



Kapitel 5

Exponentielle Stabilitit im
nichtlinearen Fall

5.1 Einfiihrung

Es sei G := (0,L). In diesem Kapitel wenden wir uns dem nichtlinearen, thermoelastischen
System
U — a(Uy, 0,q)thxx + b(11x,0,q)0x = a1 (Ux, 0)qqx, (5.1)
01 + g(ux, 0,9)9x + d(ux, 0, q)trx = az(ux, 0)qqs, (5.2)
2
T
7q¢7tt + g +49 = —kOy — kg0 (56.3)

(wobei hier t > 0 und x € G gelte) mit den Anfangsbedingungen
u(0,) = uo, ur(0,) =u1, 0(0,-) =060, q(0,-)=4q0, 4:(0,-) =7, (5.4)
sowie den Randbedingungen
u(t,0) =u(t,L) =06(t,0) =60(t,L) =0, (t>0) (5.5

zu. Unser Ziel ist es, eine Energieabschidtzung fiir Losungen dieses Systems zu beweisen. Im
Einzelnen beweisen wir, dass Losungen mit hinreichender Regularitdt exponentiell stabil sind.
In [6] werden die Gleichungen der klassischen, linearen und nicht-linearen Thermoelastizitat
behandelt. Es stellt sich jeweils heraus, dass exponentielle Stabilitdat der Losungen vorliegt. In
[17] werden die Gleichungen (5.1), (5.2) zusammen mit dem Gesetz von Cattaneo behandelt.
Fiir den linearen Fall wird bei verschiedenen Randbedingungen die exponentielle Stabilitdt der
Losungen bewiesen. Im nichtlinearen Fall wird die exponentielle Stabilitdt ebenfalls bewiesen,
allerdings unter der Zusatzvoraussetzung aqy = ap = 0. In [12] wurde gezeigt, dass auf diese
Zusatzvoraussetzung verzichtet werden kann. Unter der Zusatzbedingung

T
£>

1
- 5.6

91
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wurde fiir die Gleichungen (5.1) - (5.3) im linearen Fall mit #; = x, = 0 die exponentielle Sta-
bilitdt der Losungen ebenfalls bewiesen. Ndheres hierzu findet man in [16]. Bei den Beweisen
der oben genannten Resultate wurden jeweils Energiemethoden und Techniken zur Behandlung
von verschiedenen Randtermen eingesetzt, welche unter anderem auf [20] und [14] zuriickge-
hen. Wir orientieren uns hier im Wesentlichen an den Techniken welche in [12] angewandt wer-
den.

Fortfolgend gehen wir davon aus, dass die Koeffizienten

a,b,d,g: R® — R
und
1,00 R — R

jeweils zweimal stetig differenzierbar sind. Ferner seien diese Funktionen und ihre Ableitungen
beschrankt. Zudem mogen positive Konstanten C,, Cp, C; und C, existieren, so dass

Ca < a(x1,x2,x3), Cp < b(x1,x2,x3),
Ca <d(x1,x2,x3), Cy < g(x1,x2,x3)

fiir x1, x2, x3 € R gelte. k sei eine positive Konstante. 7, und 1y seien ebenfalls positive Konstan-
ten, welche die Bedingung (5.6) erfiillen.

5.2 Wohlgestelltheit

Wir gehen fortfolgend von globalen Losungen zu (5.1)- (5.5) mit den Regularitdten

u € C*([0,0), L2(G)) NC2 ( H&(G)) nct ([O,m),Hé(G) mHZ(G))
neo ([ o), HI(G) N H3(G ))

0 ([o o), HO(G)> nct ([ o), HL(G) mHZ(G)),

g € C3([0,0), LA(G)) N C? ( [0, 00 Hl(G)) Nt ([0,00), HX(G))

aus. Trotzdem jedoch wollen wir einen lokalen Existenzsatz aufgrund von bestehenden Existenz-
sdtzen fiir dhnliche Probleme motivieren. Zundchst betrachten wir das Problem

st — a(uy, 0,9y + b(iix, 0,)0x = r1(1x,0,49)qx,
O + 8 (ux, 0,9)qx + d(uux, 0, q)usx = 12(ux, 0,9)q1,
Ty (1x, 0)qr + q = —k(uy, 0)0,
mit entsprechenden Anfangs- und Dirichlet-Randbedingungen. In [17] wird hierfiir ein lokaler

Existenzsatz unter der Bedingung r; = 7 = 0 und gewissen Glattheitsbedingungen an die
Anfangswerte und die Koeffizienten angegeben. Der Beweis fiir dieses Resultat verlduft analog
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zur Situation in der klassischen Thermoelastizitit. In [18] wurde das folgende Cauchy-Problem
behandelt:

Uy — a1 (P)uyy + a2(P)0x + 01(P)gx =0,
Ot + az(P)u + as(P)gx + 02(P)6x + a5(P)g =0,
gt + ae(uy, 0) +az(uy, 0)g =0,

wobei P = (uy,0,q) gilt. Hinzu kommen nattirlich entsprechende Anfangsbedingungen. Es stellt
sich heraus, dass dieses System einen strikt hyperbolischen Charakter im Fall |07| << 1 hat. Da-
mit kann unter Verwendung von Resultaten in [24] auf einen lokalen Existenzsatz geschlossen
werden.

Tatsédchlich ist es auch in unserem Fall moglich, zu beweisen, dass strikte Hyperbolizitit vorliegt.
Insgesamt motiviert dies die Annahme, dass wir von einem lokalen Existenzsatz zu unserem
Anfangs-Randwertproblem ausgehen diirfen:

4 &O * ”0 H3 lll H2 6O Hz qO Hz ‘il 1 2

die Existenz einer Lisung
e C([0,T),L2(G)) N ( [0,T], HO(G)> ar ([o,T],H},(G) mHZ(G)>
nc® (10,1, Hy(G) N HY(G)),
0 2 ([o 1], HO(G)) nct ([0 T], H(G) ﬂHz(G)>,
g € C3([0,T),L(G)) N C? ([o,T],Hl(G)) nc (0, T), HX(G))
u (5.1)- (5.5) folgt. Hierbei ist T nur von § abhiingig.

Steht ein solcher Satz zur Verfiigung, so beweisen die folgenden Resultate insbesondere die glo-
bale Existenz einer eindeutigen Losung zu (5.1) - (5.5). Deshalb formulieren wir im letzten Ab-
schnitt simtliche Resultate fiir ein Zeitintervall [0, T].

5.3 Exponentielle Stabilitit

Wir definieren nun fiir t > 0 die Energieterme erster, zweiter und dritter Ordnung;:

2
e, dn e T, 1 (T ]
Ea(t) = 2/ngu"+gb t g9 +2kT9q +kT9 2qt+qu+kT99x_2T9q dx,

2
._ ad 2 d 2 1, T 1 (7 T
Ex(t) := / gb Up + gib : g9 + %qt kT eqt + g + kTy0sx 271_9(11‘ dx,

2
1 [ ad d 1 7 1 (7 72
Es(t) == 5 /G @”%tx + gfb”%tt + ggtzt + Tquﬁt + kT (;qttt + Tyqtt + ko0t — 2;%) dx.
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Mit Hilfe von E;, E; und E3 definieren wir nun die Energie E fiir t > 0 durch
E(t) := E1(t) + Ex(t) + E3(t).

5.3.1 Ableitungen der Energieterme

Um die Zeitableitung von E; geschickt abschédtzen zu konnen, verwenden wir mehrfach die Dif-
ferentialgleichungen (5.1) - (5.3). Wir multiplizieren die Gleichung (5.1) mit %u ¢ und integrieren

iiber G. Dies ergibt:

d ad d oad
/Gbguttutdx— G@uxxutdx +/Gg9xutdx—/6bgqqxutdx.

Partielle Integration des markierten Integralterms beziiglich x ergibt nun:

d ad d oqd
—u udx+/<u>udx+/9udx:/ updx.
/Gbgttt Gbgtxx ngt Gbgﬁlﬂlxt

Letzteres ist gleichbedeutend mit:

b
d [1 d , ad , B ad d wqd
@ [2 Gbgut—i—bguxdx] _—/G <bg>xutuxdx—/cg9xutdx+/cbgqqxutdx
> Gig) s [ (5)
+ 3 — ) updx+ = — | wuidx.
2 G bg f t 2 G bg ¢

Wir multiplizieren die Gleichung (5.2) mit é@ und integrieren. Dies ergibt:

/ L 06,dx + / 0g.dx + / 2 fuerdx | = / %2 hg.60dx,
G& G G& G &

bzw. nach partieller Integration des markierten Terms:

d [1/ 102dx] = —/ qudx+/ df)xutdx—l—/ (d> urdx
dt |12 Jg & G G8 G \&8/«
[4%) 1 1 2
+ [ = 9dx+/ () 6°dx.
/G 8 i 2/ \8/¢

2
Wir multiplizieren nun die Gleichung (5.3) mit Z%qt und erhalten nach Integration:

7 T, 7 72 2
/(;%qttqtder/sznﬂtder/G211t9txdx= /szmqqtdx/czmexqtdx,

/duttutdx+/ <ad> utuxdx+/ Mzutxuxdx+/ d@,cutdx:/“ldqqxutdx,
c bg ¢ \bg/, c bg c8 c bg
ZW.

(5.7)

(5.8)

(5.9
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Wir multiplizieren die Gleichung (5.3) mit k%q und es ergibt sich nach Integration:

" puads+ [ g d U 2dy— [ Hgp.d 5.10
Jraguades [[gandcr [ aatnde= - [ Glata [ ot 620
Wir multiplizieren die Gleichung (5.3) mit 6, und es ergibt sich nach Integration:
2
/ 2 g446dx +/ T,q910dx +/ k1900 dx = —/ q6,dx — / k62dx. (5.11)
G 2 G G G G

2
Abschliefiend multiplizieren wir die Gleichung (5.3) mit — %q und erhalten nach Integration:
0

- 3 2 22 2
1 _1_ q q 2 q
- dx — dx— [ zLgbdx= | —54°d 1 g6.dx. 5.12
/(;4kr92qq” * /szrgqq* * /Gzrgq e /Gz,qezq x+/GZT92q . (512)
Wir berechnen

2
d |11 (% ™
a [2 /G E <ZQt + T4 + kTng — qu dx

T‘;l d TWS Zd qu 0..d T;II Zd
_/G4krgqtq” x+/szT9qt x—i—/qut b x_/G4kqut *
T; T; Tq3
——ggud —gq;d Oidx — | —15gg:d
+/szfe‘7‘7“ ”/ka"‘“ x+/GTq" e /szrgq”’f *
72 2
+/ ;qﬁ(%xdaﬂ—/ qut()xdx—i—/kTngthdx—/ %qt()xdx
G G G G <79
4 3 2 4

—/ quqttdx—/ qqqtdx—/ L"qet dx+/ T—qqqtdx
G 4kT92 G 2kT02 G 27y * G 4kT93 '

Unter Verwendung von (5.9) - (5.12) erhalten wir:

2
d|1 /1 (% ™
a lz/GkTe (25]t+qu+kT99x—2T9q dx
T2 T2 T4 T T
—_ | 1 _ | 4 | U 23x— | L2 — | A
= /szreqqfdx /GZTQQthdx /G4kqutdx /ckTeq dx /Greqﬁxdx

o 2 5 T
— | —=gq:dx — O.dx — [ kbidx — | —/q:0,d —
/szrgqqt * /G" x /G x4 /6279”7* x ”/szrg”’
TZ T4
+/ ‘12q9xdx+/ %qqtdx. (5.13)
G ZTQ G 4kT9

Damit konnen wir unter Verwendung von (5.7), (5.8) und (5.13) wie folgt die Zeitableitung von
E1 bestimmen:
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ciEl(t):—/G]Z) <1—TT‘79 qzdx_rlg/cklre (?thrquJrkTng—iq)zdx
)xutuxdx+/cl?:qqxutdx+;/c<gdb>t u?dx +2/G(2Z>t u2dx
(5 e e (1)

Um die Energie weiter abzuschétzen, stellen wir die folgende Abschédtzung zur Verfiigung, wo-
bei zu bemerken ist, dass bereits hier % > % eingeht.

1(n_5)\ (u i

" (Te 2T92) q ( 5 gt + 159 + ko0, q
Do T L% (T T St T+ kol T
kT@ 2T9 q To kTg 2T9 2 96 T e ZTQq

2 2\ 2
<1 (1-—-—L k — . 1
~ 2kt < 2T9> T % 2kt < 9+ T Ko Teq 619

Mit Hilfe von (5.14) und (5.15) erhalten wir

2
d 1 T, T, 1 1 T2 72
EEl(t) = 2 /c w (1 2;) 1 - 21 Jg kTp < T Ty Kl q) dx+IRil,
(5.16)

wobei

ad wd 1 d 5 1 ad\ 5
R :/ (> uuxdx+/ xudx+/ () udx+/ <> uiydx
! c\bg/, " ¢ gb 1 2 Jg\gb/), " 2 Jc\8&b/,
+/ <d> Ou dx+/ 2 0dx+1/ <1> 0%dx (5.17)
c\8/, Ggqqt 2/ \8/¢ ' '

Damit wire die Zeitableitung des ersten Energieterms abgeschatzt. Die Zeitableitungen der ver-
bleibenden Enerergieterme sollen nun im Folgenden auf die selbe Weise abgeschétzt werden.
Wir differenzieren die Gleichungen (5.1) - (5.3) nach der Zeit und erhalten:

Uptt — AUy — Allyy + bOpx + b1y = a1qtgx + 194Gt + X1,t99x, (518)
Ort + §qxt + 1qx + sty + dplyy = 62q7 + X2 Qs + X2,44:9, (5.19)
2
T

7thtt + Tgqu + gt = —kOx — kTpO4tx. (5.20)
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Wir berechnen die Zeitableitung des Energieterms E,. Hierzu multiplizieren wir die Gleichung
(5.18) mit %utt und integrieren tiber G. Dies liefert:

/uttumdx— /aduttutxxdx —/atduxxuttdx—i-/df)txuttdx+/bt610xuﬁdx
c bg c bg 8 c bg

/1 udx+/ald udx+/a1’td updx

¢ bg qtqgxUtt ¢ bg qqxtUtt ¢ bg qqxusdXx.

Partielle Integration des markierten Integralterms liefert:

d d d d
/ —uttumdx + / a—utxuttxdx + / (ﬂ) Mttutxdx — / huxxuttdx + / *etxuﬁdx
bg bg bg G8

b d nqd uxqd 1ed
btge Mttdx+/ blgl]tq;cuttdxﬂL/ b thtMtthﬂL/G bg ——qq updx,

bzw.

d |1 d ard d
& |:2 bg %t—’_ utxdx] = / < ) uttutxdx—k/ btuxxuttdx—/ —Gtxuttdx

/ Guttdx+/ bg Qthuttdx+/ bg ——qqxupdx

1 d ad\
/ qqxuﬁdx—i—z/c (bg) uttdx+2/G (bg)tutxdx'

(5.21)

Wir multiplizieren die Gleichung (5.19) mit é@t und integrieren iiber G. Dies ergibt:

/ Otthdx+/qxt9tdx+/ qx9tdx+/ guttx(%tdx+/ Z:utx(?tdx
G

= /Ggqtﬂtdx—l-/ gq¢7tt9tdx+/cg'qqf9tdx'

bzw.

df1 1, 1 8t d
a [2 /G getdx] _ /G Guebpdlx — /G g 1a0icx /G g b
+/ <d> utthdx—/ dtuthtdx‘i‘/ *Eltetdx
G\8/«x G & G &
X ¢ 1 1\ »
L[ 9dx+/, gdx+/<>9dx. 5.22
/Ggqqm L g Tldxt g () (5:22)
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Durch das selbe Vorgehen wie bei (5.9) - (5.12) erhalten wir:

2
d|1 /1 (% 7
a !2 /G E <25]tt + qut + kTthx — eq dx

T2 T2 T4 T T
= —/GquTeqtqttdx—/Gzié)etxqttdx—/cAlk‘;zq%tdx—/Gk;q%dx—/GTththdx
0
3 T2
— . t ttdx — thxdx — k(92 dx — i~ ﬁGtxdx
G 2kT2q q Gq G tx c ZTQq
6
T2 T2 T
q 2 q q
——gid ——=q;0;,d — dx. 5.23
+/(;2kT92qt x+/GzTth tx X+/G4kT93QtQtt X ( )

Dies liefert uns letztlich:
2 2

2
de [ T (- % Yeqe L[ 1 (% _ T
thz(t) = /GkTG (1 279) grdx Tg/GkTe (2 it + Tyq: + kTo0tx 21'96“ dx
1 (u_w\ (q K3
+/GkT9 (Tg 21’5) qt ( > Eltt+Tth+kT99tx 2T9¢7t dx
ad ayd b:d xqd
—/G <bg>xuttutxdx+/cI{guxxuttdx—/cl;g(%xuﬁdx—k/cblgqthuﬁdx
Oéld Oéltd 1 d 2 1 ad 2
+/ xudx+/’ U dx+/<>udx+/ — | wupdx
Gbgqqt” Gbgqq tt zcbgttt 2Gbgtt
—/ gth(?tdx+/ <d> uttOtdx—/ dtutx(?tdx—i—/ Qq%(%dx
G 8 G\8/« G 8 G 8
[1%) (LN 1 1 )
+/ 6dx+/’ 9dx+/<>9dx.
Ggqqttt Ggqqtt 2Jc\g):"

Eine zu (5.15) analoge Abschétzung liefert uns nun:

2
d 1/ 1 %\ 1 1 (5 ™
SEBM<— [ L (1--1 Sy g ko0 — — R
dt z(t) - 2 /G kTg < 2T9> qtdx ZTQ G kTg ( 2 Qtt * qut + Tgetx 2T9 qt dX * ‘ 2|/
(5.24)

wobei

_ ad ard bd ad
R2 - _/G (bg>xuttutxdx+/c bg uxxuttdx_/c bg 9xuttdx+/c bg qthuttdx
o1d i Tr(ay e 1/ ady o
+/G b qqxtuttder/G bg qqxuttdx+2/c (bg>tuttdx+2 < \bg tutxdx
_/gtCIJcetdx"i‘/ <d> uttetdx—/ Cltutxgtdx—F/Mq%thx
G 8 G\8/« G 8 G 8

+ / 82 gbidx + / 02t g0 + / <1> 62dx. (5.25)
G & G & G\8/¢
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Wir schitzen die Zeitableitung des verbleibenden Terms E3 ab. Hierzu differenzieren wir zu-
nichst die Gleichungen (5.18) - (5.20) nach der Zeit und erhalten:

Upspt — Alhppxy — 20 Upxx — AUy + bOpy + 2040y + by

= W1G4qx + 201G¢Gex + 201,1G1Gx + X19Gxtt + 201,19 xt + X119, (5.26)
Ottt + 28¢qxt + §qxtt + QetGx + Athprer + 2ty + dpthsy
= Zaz,tq% + 3a2g1 Gt + 202 1Gq 1 + X2 + X211, (5.27)
2
T
0= qu%ttt + Tyqttt + Gt + KOtz + kTo041x. (5.28)

Nun zur Ableitung von Ez. Wir multiplizieren die Gleichung (5.26) mit %u ¢+ und erhalten nach
Integration:

ad 2a;d
/utttuttttdx /buttxxuttth— —— Upex Upppd X
G

bg
d 2bd byd
ait Mxxutttdx+/ ZOuedx + | S0 updx + 9 uyypdx
G bg c bg G bg

a1 +d
Z/Gbg%t%uttth+/GbgCItthutttdx‘i‘/Gbl'tqthufftdx

a1d 201 +d d
_|_/Gb]gqqxttutttdx—|—/cbl(;qqxtutttdx—F - Z; qq:dltttdx

Letzteres ist gleichbedeutend mit

d[1 d , ad
ar [ bg”tttd +bguttxdx}

_ _/ ﬁ uttxutttdx —|—/ utxxutttdx + fait duxxutttdx
bg bg c bg
byd

2b:d
/ — O tupppdx — b ——Opcuppdx — o b —Oxuypdx
G bg 8
aqd 201d 2001 d
+ /G @Qtﬂxutttdx‘l‘ /G b; i qextisrdx + / b;t qiqxtssedx

d 2w ¢d d
+/G0;lgqq}cttufttdx+/G Dléjlg qqxtumdx—i— G Z; qq;clxltttdx

> ), Gig) o2 [ (i),
+ = — | ujdx + = — | ug,dx. (5.29)
2 G bg , ttt 2 G bg , ttx
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Wir multiplizieren die Gleichung (5.27) mit éGtt und erhalten nach Integration:

1 2
/Qtttettdx-i-/ gtq;ctettdx—i-/q;ctt@ttdx—i-/ &Qxettdx
G8 G & G G &

d 2d d
‘l‘/ utttx()ttdx—k/ tuttxé)ttdx—k/ iutxé)ttdx
G38 G & G 8
20 3w 20
:/ th%ettdx+/ ZQtQtthtdx+/ iqqttettdx
G 8 G 8§ G §

« o
+/ ZIMttthth—l-/ ﬂqthttdx,
G & G &

bzw.

d |1 1 2 d
a& [Z/Gget%dx} = _/G?thettdx_/cq;cttettdx_/c?C]xettdx‘i‘/Ggutttettx
d 2d; d 2000
+/ <) uttthtdx— uttx(?ttdx—/ ttutx(%ttdx—l—/
G\&8/x% G 8 G 8 G

3 20 o o
+/ ZQMtthtdx+/ Z'tqlJttQttdx-F/ Z[Mtttgttdx"‘/ ﬂqtq@tdx
G 8 G 8 G & G &

1 1

20, dx

Durch das selbe Vorgehen wie bei (5.9) - (5.12) erhalten wir:

2
d 1 1 T‘% qu
dr |:2 /G kt <2qttt + Tyqt + ko0t — qu‘t dx
— / 2k QttQttth /C;Z’fettxqtttdx _/ 4k thtt / k l?[ttdx /C';’L—thtgttxdx
T3
— 5 ququrdx — qttf)ttxdx k9ttxdx —qtttgttxdx
2k, 2 )

qu ) 7 T4
— —=#Onrd d 5.31
+/(;2k792qtt+/c;2’f92qtt ttx X+/ e 3‘/]ttQttt X. (5.31)
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Dies liefert uns letztlich:

2
d T 7\ 1 / 1 (7 w7
“r I I _ | |1 _ 1
dt 3( ) /G kTg ( ZTg) qttdx Ty JG kTg 2 qut + qutt + kTOGttx 2T9 it dx
1 (7 TqZ qu qu
+ /G E (TG — 2T62> qit <2qttt + Tyqu + ko0 — 2779(1” dx

ad 2a;d aud 2bd
—/ () uttxutttdx+/ i utxxutttdx+/ ttuxxutttdx_/ ;Gtxutttdx
G \bg/, c bg c bg G bg

bud w1d 20qd 2w
étg Ottperdix + / blg Girctipprdx + /G ﬁqtthutttdx+ /G

d
b;t qeqxuperdx
2001 4d w1 pd 1 d
+/Gbg‘Mxttutttdx+/G;;%tutttdxﬂL/G Z; qLIx”tttderz/G <bg>t“?ﬁdx

V) a2 g 0c [ 2
+ 2/(; (bg>tuttxdx /G ¢ qxthtdx /(; 2 qx(?ttdx . g UptOppdx

d 20 3w 2w
— / —ttutXQttdx -+ / thfettdx + / —zqtqtt()ttdx + / iqqttOttdx
G 8§ G 8 G 8 G &

« o 1 1 d
+/ngqqttt9ttdx+/c;’ttqtqettdx‘i'z/c (g)thztdxﬂL/G <g)xuttt9ttdx-

Wiederum liefert eine zu (5.15) analoge Abschatzung:

2
d L[ T\ 2 1 1 (Y K
aE3< ) < 5 /G kT (1 2T9> Jprdx 275 /G k% <25]ttt + Ty qet + kToO41x Tmﬂltt dx

w1d
+ / b ——qqxetuppdx |+ R3], (5.32)
G Y8

wobei

2a;d apd 2b:d
) uttxutttdx+/ tutxxutttdx+/ ttuxxutttdx_/ 7tthuttth
c bg ¢ bg c bg

byd aqd 201d 2an o

/ l; 0 Uttth+/ blg‘]tthutttdx-i-/c g; qtthutttder/G 0;1; Gt
201 e 1 [ (d

/ vqututttder/ bg Equutttdx+2/6 (bg>tu%ttdx

1/ <ad> u%txdx—/ gqxtQttdx—/ gtthGttdx_/ 27dtuttx9ttdx
bg /, G 8 G 8 c 8

d 2x 3 2
—/ ttutxettdx+/ z'tq%ettdx-l-/ ZQtQttQttdx+/ lq%t@ttdx
G 8 G & G 8 G &

o o 1 1 d
+ /G;CMtttettdx +/G§ttqtq9ttdx+2/c (g)thztder/G (g)xum(%tdx. (5.33)
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Betrachtet man nun die Terme T} := f c %qqxttumdx und T, := f c %tht(?tth, so erkennt man
sofort, dass Ableitungen auftauchen, welche nicht unmittelbar kontrolliert werden kénnen. Die-
se Terme miissen also gesondert behandelt werden. Wir gehen in Abschnitt 5.3.3 im Detail darauf
ein.

5.3.2 Energieabschitzungen

Wir betrachten die Gleichung (5.3) und multiplizieren diese mit 6. Dies liefert zunéchst:

&F‘N

?ﬂttgx + Tq‘itex + g6 = —kgjzc — k1904 0y.

Integration und Umstellen der Terme liefert:

2
/k@,z(dx: —/ qutexdx—/qexdx—/ qqtt(?xdx—/k’fg(?txexdx.
e G G G 2 G

Wir kénnen wie folgt abschétzen:

k
/k92dx_ /\/7< Get + Tyqr + kTpOpy — o 6]t> \/79 dx
/\/>2T9qt\/>9dx /\/>\/>9dx
S/ k( it + Tgqt + kg0 — qt> dx + - /92dx
G

T4 k 2 2 k 2
+ 2kqtdx + - 9 dx + kq dx + — 1 Qxdx.

Diese Abschédtzung liefert uns nun sofort:

5 4 qu T2 2 T4 4,
/GG dx</k2 eqt+rqqt+krg(9tx——qt dx+/ 2kzqtdaﬁ—/ k—zq dx. (5.34)

Um [ 67 .dx abzuschitzen gehen wir analog vor. Wir multiplizieren die Gleichung (5.20) mit 6y
und erhalten mit der selben Argumentation wie oben:

/9dx</ <T

Wir multiplizieren (5.1) mit lu,, und integrieren. Dies ergibt:

1
/uttuxxdx —/uixdx+/ bexuxxdx:/ ﬂuquqxdx.
G4a G G4a G a4

2 4

G i Y 4 5
Gett + Tgqet + ko0t — Teﬂltt dx—i—/GTzkzqttdx—i-/szqtdx. (5.35)
0
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Partielle Integration des markierten Terms liefert:

1 1
—/ <) uttuxdx—/ uttxuxdx—/uixdx+/ b9xuxxdx:/aluquqxdx.
G\2/) % Ga G Ga G a

Dies ergibt nun:

/ uidx < —g [/ 1utxuxdx] / (1> utxuxdx+/ 1ufxdx
G dt G \4 a
1 2 1
— — | ugudx + —9 dx + u dx — | —uyxgg.dx.
G \4 x 3 G a

Letzteres ist gleichbedeutend mit:

2 » d 1 1, 3% , 1
g Guxde‘i‘a |:/; autxuxxdx] < /(3a1/ltxdx+/ 4a 29 dx +/C; E tutxuxdx
1
—/ (> uttuxdx—/ ﬂqqxuxxdx. (5.36)
G \2/ G a

Wir multiplizieren (5.2) mit 2, und erhalten nach Integration:

3 24r— [ 3% (3 _ [ 38
/Gautxdx—/G p qqeusdx /Gadetutxdx /Gadqxutxdx.

Partielle Integration des markierten Terms liefert:

30 qe [ 2 3 3 [
/Gautxdx—/G o qqtutxdx+/c<ad>x9tutdx+/cad9txutdx /Gadqxutxdx.

Letzteres konnen wir folgendermafien schreiben:

3.,, 3 d[ /[ 3 3
/Gautxdx—/c<ad>x0tutdx+dt [/G ad(?xutdx} —/G <ad>t9xutdx

3 3 3ua
_/Gadgxuttdx_ /Ga‘gqxutxdx +/Gadzqqtutxdx.
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Partielle Integration des markierten Terms und die Gleichung (5.1) ergeben:
Srar=d (/3 38 v 380 g 3801 2
/c PRCET [/G ad Octie T g e+ oo g 10 = ~p g 0
3 3 3v6, 1
+ — Qudx—/ <) 0,u dx—/ —— 0y ——=uUyrdx
/ ( d ) o g \ad ), ¢ d Ve
/ —62dx — qq 0 dx+/ 3—g Uprqdx
d . ad ), "

L
3 3v6 3w
— [giqutx]o —/ <a§> Uxxqdx — / \f Uy gqtdx—i—/cadzqqtutxdx

d 39 3gb 3301 5
d[/ d@ut—i— quutt—i— quOx quqxdx

3 3 27 1
/G<ad>x9tutdx—/c<ad>t6xutdx+ dz@ dx+/12u dx
3b , 3 3g g 1"
+ d@ dx / dqqxﬂ dx —|—/ (ad) Upeqdx [adqutx .

3¢ 1 3y
/ <ad) uqudx+/ 12uxxdx+/ Zdzqtd +/ qutufxdx' (5'37)

In der obigen Abschdtzung tritt nun ein Randterm auf, bei welchem zundchst nicht klar ist,
wie er abgeschitzt werden soll. Dieser Term wird im nédchsten Abschnitt gesondert behandelt.
Zunichst aber kombinieren wir (5.36) und (5.37) und erhalten:

2 1
/G “updx + 5 /G u?,dx
d > 38 3gb 3ga1 o 1
_ dt |:/G adexut _I_ quutt + qu X d q qx — utxuxxdx

27 3b  3p*\ , 742 3g L
< a2 ad -3 .
_/G<d2+ad+42>9d x+ 2d2qu [udqutx}o+R4|, (5.38)

3 3061
- (d) Gtutdx—/c <ad>t0xutdx—/cadqqx9xdx

3g 30(2

+ utqux— . o Uxxqdx + Gﬁqqtutxdx
t

1

+/G (a) utxuxdx—/c (g) uttuxdx—/co;quxuxxdx. (5.39)
t X

Wir multiplizieren die Gleichung (5.18) mit 21y, und erhalten:

1 a b b
/ *utttutxxdx - / u%xxdx - / *tuxxutxxdx + / *Gtxutxxdx + / iexutxxdx
G4a G G a Ga G 4a

x1 X1 X1t
= / — Gt GxUpxxdx + / —qqxtUtxxdx + / ——qqxuUxydx,
G a G a G 4

+

wobei
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bzw:

2 1 d 1 1 1
3/G“%xxdxé —/G (a) Uptilprdx — ET: [/ uttxutxdx:| /G<a)tuttxutxdx+/cau%txdx
X
a 14
— / M lyttgydx — / —qthutxxdx— / Jqqxtutxxdx
G a G G a

o 3p? b
—/G;’tqqxutxxdx,—i—/ 1 ZQfxd +/Gut9xutxxdx- (5.40)

Wir multiplizieren die Gleichung (5.19) mit %uttx und erhalten:

3 3 3¢; 3
/Gadettuttxdx‘f‘/c;;thuttxdx‘i‘/ ngxMttxdx—i-/ uttde—i—/ dutxuttxdx

:/Gadq%uttxdx—l-/cadq%tuttxdx“‘/cadqtquttxdx’

bzw:

3 3 3 3 3d
/Gau?tde= _/Gadettuttxdx_/caflqyctuttxdx_/cagdtqycuttxdx_/cadtutxuttxdx

3ap 3 3,
+ /G quuttxdx-l- /G — 7 Muthrxdx + /G . dtthuttxdx- (5.41)

Wir multiplizieren (5.18) mit %Gxt und erhalten:

3 3 3a 3b 3b
/G —ttda | — /G Juadndx - /G a—dtuxxf)xtdx—k defxd x + dfe 0.:dx

3u 3u 3u
:/Gadlqthgxtdx—{—/(;udquxt()xtdx-l-/caoli’tqq;chtdx.

Umschreiben des markierten Terms liefert uns:

d 3 3 3
a [/G ad”tthtdx] —/G <ad>tutt9xtdx_ /Gadutthttdx

3 3a 3b 3b
— /G i Opdx — /G a—;uxx()xtdx+ defxd x+ d*

3a 3o 3a;
:/Ga;qth()xtdx—|-/cud1qqxt9xtdx+/cHdIQQxGxtdx.

Partielle Integration des markierten Terms liefert uns:

3 3 3
dt |:/ duttG tdx:| —/ <ad> uttG tdx—i-/G <ad> uttf)ttdx—i—/cmluttxf)ttdx

3b
/dutxx tdx_/ d”xx tdx+/ de dtG Oydx

304
dqth tdx+/ —dqqxtf) tdx+/ —dqqx vrdx,

0x0xrdx
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bzw.

3 d 3 3 3
/Gadutthttdx— a [/G aduttgxtdx:| / <ad> Mtt9xtdx+/ <ad>xutt9ttdx

3b
/ Eutxx xtdx _/ d uxx xtdx+/ d dte thdx

3u 3uq 3w
/ 22 120 dx — / L 40 dx — / 1, tﬂ]‘]xgxtdx (5.42)
ad ad c ad

Partielle Integration liefert:

3 3 3
_ /G ﬁuttqutdx = — |:a§qtuttx:| - —l—/G <(1§> uttxqtdx + - |:/ dutqutdx:|
38 _ [

wobei hier ein weiterer Randterm entstanden ist, welcher ebenfalls im nichsten Abschnitt be-
handelt werden soll. Sofort sieht man ein, dass

3 1 27
— /G FOrtteadx < o /G u?, . dx + /G ﬁefxdx (5.44)
und
3 1 2702
_ /G %uxxtqttdxg o /G u?, dx + /G ﬁqﬁdx (5.45)

gilt. Wir kombinieren nun (5.41) - (5.45). Dies liefert uns:
3 d 3 d [3 3 1 27
/Gau%txdx < dt/ —duttextdx—l— dt/ ﬁutqutdx— qutum} - + 6/Gufxxdx+/cdzt9t2xdx

3b , 2792 3 3
+ dG dx + / 242 qttd /G (ad>tutt(9xtdx —|—/G (Cld)x utthtdx

3a 3b 3u 3a
dtuxxgxtd + dtG 9xtd /(;(ZdlqthGXtdx/Gélc;qqxtGXtdx

LYY 38 -/ ( o
/G p q‘]xextdx+/ <ad>xuttxqtdx N\ ad t“tqutdx Gadqxuttxdx

3w 3w
—/Gadutxuttxdx—k/cudqfuttxdx—i—/cadzqqttuﬁxdx—i—/ca;’tqtquﬁxdx.
(5.46)

Nun kombinieren wir (5.40) und (5.46) und erhalten:

2 1
/(;auftxdx+2/(;u%xxdx
3 1 3
[/ dutt(?xtdx+/ gutquth—/ auttxutxdx] - |:a§q:futtx:|aG

302
+ d2 ngx 4q zetzx d X+ / 2d2 qtt + |R5‘ (547)
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wobei

3 3
Rs = / () uttextder/ () upbpdx
3a 3b 3u S
—/(;chztuxx(?xtdx+/ dththdX—/Ga;’it%f)xtdx_/cadquxtextdx

G a

3 3 3 3
_/Gg;tqqxeﬁdx—l_/c <a§>xuttxqtdx—/c <£>tutqutdx—/6$qxuttxdx

3d 3 3 3w
— /G a—dtufxuttxder /G szqfutfxdwr /G T;qqttuﬁxder /G %thuttxdx

a o1 o1 1
— / g ttgypdx — / — G Upxrdx — / —qqxtUtxxdx + / (> UppxUpypdx
G a G a G a G\4/;

1
—/ al’tqqxutxxdx,+/ bt(?xutxxdx—/ <) UpptUpedx. (5.48)
G 4 G a G \2/ 4

Wir multiplizieren(5.1) mit u4 und erhalten:

1 1
2dx:/ﬁa — dx—/ﬂbf) dx+/1x updx.
/G”tt . uxxﬁutt : xﬁutt g 19qxUtt

Damit ergibt sich:

1 1
/uftdxg/g2u§xdx+/ 4uftdx+/b29§dx+/ 4uftdx+/«x1qqxuﬁdx.
G G G G G G

Letzteres ist gleichbedeutend mit:

/uftdx < 2/ aZu,zcxdx—i—Z/ bzeidx—l—Z/ x1qqxupdx.
G G G G

Mit Hilfe der Poincaréschen Ungleichung erhalten wir nun mit einer entsprechenden Konstanten
c>0

/(u%t +u? 4 6%)dx < 2/ a*u2, dx +/
G G

(20 + c)03dx + 2/ x19qgxupdx + ¢ / uzdx. (5.49)
G G G

Wir multiplizieren (5.18) mit u und erhalten:

1 1
2
U, dx = V20U —=1U dx—/\@bG —1u dx+/au u dx—/b@u dx
/G ttt /G txx\/i ttt G txﬁ ttt c tUxx Uttt G tUx Uttt

+ /G X1qqxupredx 4 /G X1GGxttprdx + /G K1,¢qqcUsprdx.

Damit ergibt sich wie vorher:

1 1
/u%ﬁdxg/azufxxdx—k/ 4u%ttdx+/ bzﬁfxdx+/ 4u%ttdx+/atuxxutttdx
G G G G G G

- /G biOyupdx + /G X1qeqxupredx 4 /G X1Gqxttpdx + /G a1, qqUgprdx.
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Letzteres ist gleichbedeutend mit:

/u%ttdx < 2/ azufxxdx+2/ bzetzxdx+2/ atuxxutttdx—Z/ by0updx
G G G G G
+2 /G a1t uprrdx + 2 /G a1qqxttpedx + 2 /G 0,44 qx e dx.

Daraus folgt wieder unter Verwendung der Poincaréschen Ungleichung;:

/ (13 + 1% + 07)dx < 2 / il ydx + /
G G

G
-2 /G biOxupppdx + 2 /G Q1qqxtpdx 42 /G X1 xttpprdx

+2/Goc1,tqqxutttdx. (5.50)

(2b% + ¢)6?.dx + c/ u?, dx + 2/ Aty Uppdx
G G

Eine Kombination von (5.49) und (5.50) liefert:
/G(uftt + 12 4+ u? + 6%+ 6%)dx <2 /G a0 (Upey + %) dx + /G(zb2 +¢) (67 +63) dx
+c / u?, dx +c / u?.dx + R, (5.51)
G G
wobei
R = 2/ atuxxutttdx+2/ x1qqupdx —2/ by dx
G G G
+2 /G a1 GG tpprdx + 2 /G a1 qqxetipprdx + 2 /G 1,1y thpprdx. (5.52)

Wir multiplizieren die Gleichung (5.1) mit u und erhalten:

—/ AUy udx = —/ uttudx—/beudx—i—/uqqqxudx,
G G G G

/axuxudx+/auidx:—/ uttudx—/b9xudx+/oc1qqxudx.
G G G G G

Ist der Koeffizient a durch die Konstante ¢, > 0 nach unten beschrinkt, so erhalten wir mit einer
gewissen positiven Konstanten C:

bzw:

/ uldx < C / u?, + 62dx + Ry, (5.53)
G G
wobei

R; = 2/ zx1qqxudx2/ ayuudx. (5.54)
Ca JG Ca JG

a
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Wir multiplizieren (5.2) mit 6;. Es ergibt sich:

/Btzdxg/gxq()tdx—kd [/ gq@xdx] —/gtqf)xdx
G G dt [ Jg G
+1/g2q%dx+1/ 9§dx+1/d2utxdx+ /92dx+/uczqqt9tdx
2 Jc 2 Jc 2 Jg

/ 07dx < 2— [/ g6y dx] /gzq dx+/ 92dx+/ d*u? dx

+2/gxq9tdx—2/gtq9xdx+2/ aqq:0;dx. (5.55)
G G G

bzw.

Wir multiplizieren die Gleichung (5.19) mit 6 und erhalten:

d
/thdxg/gxeﬁqfdx—i—dt [/ thxqtdx] —/gtf)txqtdx
G G
1
+2/Gg qttdx—k /9 dx + = /dzuttxdx—k /Gtztdx

—/gthé)ttdx—/dtuthtthH—/ zxzthttdx—F/ oczqqttQttdx+/ (xz,tqtthtdx,
G G G G G

/eﬁdxgzd [/ g@txqtdx} +/g2qftdx+/ 67 dx+/d2uttxdx
G dt [ Jg G

—2/ thtxqthH—Z/ gx9ttqtdx—2/ gthGttdx—2/ diut 0 dx
G G G G

+2/ zxzq%QtthH—Z/ oczqqttQttdx+2/ «2 1q:q0ndx. (5.56)
G G G

bzw.

Eine Kombination von (5.55) und (5.56) liefert uns nun:

/92+9t2tdx<2 [/ thxqtdx—l—/qu dx] /gzqﬁdx+/ 0%.dx

+ / 242 dx + / g2q7dx + / 02dx + / d*u? dx + Rg, (5.57)
wobei
Rg = —2/ gtf)txqtdx+2/ gxettqtdx—Z/ gthGttdx—Z/ dtutx(?ttdx
G G G G
+2/Goc2qf9ttdx+2/cazqqttettdx+2/Goc2,tqtq9ttdx

+2/ gqutdx2/ gthde+2/ x2qq:0;dx. (5.58)
G G G
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5.3.3 Problematische Terme bei der Ableitung der Energieterme

In diesem Abschnitt behandeln wir die beiden problematischen Terme, welche bei der Zeit-
ableitung von Ej in (5.32) und (5.33) auftreten. Es wird sich herausstellen, dass der Restterm T,
durch Einsetzen der dritten Differentialgleichung und mit Hilfe von partieller Integration in Ter-
me umwandeln ldfst, welche einfach abzuschitzen sind. Allerdings werden bei der Behandlung
des Terms T; gewisse Randterme auftreten. Diese Randterme werden spéter unter anderem un-
ter Verwendung einer Kleinheitsbedingung an Terme niederer Ordnung abgeschétzt. Zunachst
ergibt sich mit Hilfe von (5.20)

2 2
/GD;ZthtQttdx— —/G;:q%t@th—/G;;;Wt@ttdx

200k 200k,
- / S 40O dx — / T2 06y Opdx | (5.59)
G 8T, q G &1 q

Hier verbleibt nun nur noch der markierte Term zu behandeln. Wir gehen folgendermafien vor:

200k T, 20,k T,
—/ 2 eqémﬁttdx—/ ( 2 eqett> Gttdx
G &4 G\ &Y N
:/ 2“2sz9 q67dx +/ 2“2kT9q 6%dx +/ zwszQthtxf)ttdx
G gTq X G gTq G gTq

und dies ist gleichbedeutend mit

B Zuczkrg / kT / wkty
/G ot thtx(?ttdx— . gTZ xqe d + Gig”(z qx Gttdx (560)

‘1 q q

Fassen wir (5.59) und (5.60) zusammen, so ergibt sich:

o 20 2 200k
/GgZIMttthtdx = —/GgT;q%Gtth—/GgéCMtQtth—/G g22 ththtdx

n / “2"? q03dx + / “zk% 02dx. (5.61)
G gTq X G gTq

Wir wenden uns dem verbleibenden problematischen Term zu. Zunéchst erhalten wir mit Hilfe
einer partiellen Integration:

oqd oqd oard oard
/Gblgq%cttutttdx: —/G (;g)xquttt%dX—/Gblgl]xuttt%tdx_ / bg T quiexqudx | (5.62)

Offenbar ist nun der markierte Term zu behandeln. Hierzu multiplizieren wir die Gleichung
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(5.27) mit ¢ gqqtt und erhalten nach Integration:

/ b —qqu B dx + / bg 8 e + / bqqttqttde / bi qqxqndx
+/Gbgqqttutttxdx+/62‘zgd qﬂlttuttxdx+/c bz qqeutrxdx

- [ 2 [ Fgpans [ 2000
+ /G “;gzqzqnqmdﬁ /G “1ng “qPqqudx.

Letzteres ist gleichbedeutend mit:

X1 X1 X1
[/G bgqqttettdx} —/ <bg> qqttettdx_/ bgqtqttgttdx_/Gbgqqf”e”dx
2 n onqd
/Gb?tquxtdx‘F/ b‘iﬂttqttxdx-F/ ;‘?tqqxqttdx—i—/cblgqqttutttxdx
+/ 201d;
c bg
o 200004 5 2 /2 142t 2 o g /“1“2 2 2
= /G by Adrndx+ /G Tg Sqaiiydx + ¢ by T G| | pe T A

— Maz\ 20 M1k o 1024 o
/G(Zbg >t‘I Jrrdx /G bg qqtqttdx—i—/ bg q-q:qndx,

d
dt
+

x1dy
thuttxdx+/ bg IMttutde

bzw.

_/G“bgdqqﬁumxdx— [ —qqub — zzﬂlzqftdx} —/ (bg) ﬂlﬂlttettdx_/GZ;qf”’”e”dx
— / —qquBpdx |+ /G thl;’tqqtthtdx + /G gquftfhtxdx
JE e -
_/C;Zaggz,tqq%qttdx_/ :M;qutq%tdx—/cz ;thEIZEIttdx
+/ <D;1bo:g2) q Qttdx+/ by 222 g3 dx /G 1bg2ttq2%17ttdx. (5.63)

Demnach sind noch die beiden markierten Terme abzuschitzen.

/b qqutOpdx = / q¢7tt9ttdx+/ bgT 2Wt9ttdx

2koq sz kT
+ bg ZthxQﬁdx—k /G b(; zerttXthdx K (564.)
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Weiter ergibt sich:
201kTg 201kTp 5 21kt 5 201kTy
¢ byt ——— 10 Ondx = —/G ( b2 ) q64dx — G@ﬂx@tdx_ ¢ g2 ——— 9910,
X
bzw.
20(1’('(9 / lekTg 2 lekTg 2
Or1xOppdx = — 05dx — f5dx. (5.65)
. bg TDel? q0t1x 01t : bg’rqz xq t bg 75 9xUk

Schliefslich berechnen wir mit Hilfe von partieller Integration:

it [ (M) p2dr— [ Yotde— [ M a2t
/G , Qqudandx = /G (b)xqqﬁdx /G p, xfdx /G bqqttxqttdﬂ[bqv/ﬁ}o,

bzw.

| = [ (2 g2
/G 7, 9uady = /G (2b)xqqttdx / Sy e + 5 [bqqtt} (5.66)

Wir kombinieren nun (5.62) - (5.66) und erhalten:

md _lmo,ib d / o
/G bg qqxettiprrdx = > [ b thh T3 { . bgqqttf)tt bg q 202dx| +Rs, (5.67)

—~ wd wd x x
R3 = —/ (bg>xquttt%tdx_/ bll]xMtttﬂltth—/G <b;> thQtth—/Gb(olyLItQtthtdx
w1kT
/ th td /b letht /b 2q9tx rdx / (b;T,;)xqetthx
DélkTe 2 2018t B 5% 2. [m o o
o by ™ Odx + / pg 1ndxdx = | (Zb)xqqttdx _ op e

201d aqd
+ /G Ilé Gqxqudx + / ﬁq%tuttxdx‘i‘ ) ll)gttq%tutxdx

201 3aqm 2001
/G bg 1 udx = / g M - /G b T A

N1
+ / (21,9; ) g*qndx / b =2 qqiqpdx / 1b ;“qzq (qurdx. (5.68)

Hier ist nun ersichtlich, dass der auftretende Randterm 3 [5 qqtt} weiter abgeschétzt werden
muss. Dies wird unter anderem im folgenden Abschnitt erledlgt

5.3.4 Abschitzungen verschiedener Randterme

Wir wenden uns in diesem Abschnitt der Behandlung der Randterme zu, welche in den Abschét-
zungen (5.37), (5.43) und (5.66) entstanden sind. Hierbei orientieren wir uns an den Techniken,
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welche in [12] bzw. in [17] angewendet wurden. Zundchst ergibt sich:

3 x=L
N

x:

gV 2agiy gV 2aguy

(L) +

ad\/ZT adr ©

2 2
< (e 0+ (i) O+ (em) 1)+ o) ©

= % (4*(L) +4%(0)) + (eau,) (L) + (eaut,) (0). (5.69)

Hierbei ist C; eine positive Konstante, welche nur von den Koeffizienten a, d und g abhingig ist.
Unter Verwendung der Einbettung von W1 (G) in L®(G) ergibt sich die Abschitzung

g(x) < /G (¢ + (¢7)x) dx

fiir alle x € G. Damit konnen wir aber wie folgt abschétzen:

1
\q(x)l2S/ (v/2+2\qqxl)dx§/q2+2'€q£qx

< )/qzders /qzdx

Damit folgern wir unter Verwendung der Gleichung (5.2):

G Pw + o) < X ( ) / qidx +2Cie / grdlx

&
2C1 2 /f - __ﬁ 92
- <1 + 82) / g°dx +2Cqe i < thqx gutqu + 2 q9:qx ) dx.

dxg/GqZJr —q* + & q5dx

(5.70)
Unter Verwendung der Abschdtzung
1 d 3v2, 3vV2  ad
~0 x+uxxdx:/ dx + Uty xdx
/cg gt c adg" 3\f ag 32l

9 a’d? 9 , a’d? ,
< — .
/Gazdzgze dx+/G 36 qxdx+/ zgzutxder/G o ——g*dx  (5.71)
und (5.69) sowie (5.70) erhalten wir
3g x=L Cl 1 2 /062 / 8C]8 2
e < == — 2

Cyea?d? 18C
R e @f2m+ww»m+@wmw»6ﬂ>

Mit den selben Techniken wie oben erhalten wir die Abschiatzungen

3g :| x=L
—= Uy <
{ad * x=0

~ (@ (L) +47(0)) + (eaufyy) (L) + (eauiy) (0) (5.73)
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und mit Hilfe der Gleichung (5.19) ergibt sich weiterhin
C 2C
B0+ 70) < 2T (14 5 ) [ dar+26e [ ghar

~1
3
2C1 < >/qtdx—2C18/ Httthdx—ZCls/ %uttxthdx
€ G8&

d
+ 2C15/G <—§th - gf tx + 2 qt qutt + g’qw;) Jexdx. (5.74)

Unter Verwendung der Abschidtzung

1 d 3v2  ad 3v2  ad
ngttth+gutthtxdx:/(;mettm[]txdx‘F/G —— Uty \[th

9 a’d? ,
< / a2d2g20ttdx+/c 36 ——qhdx
242

9 asd
d d
+/G zgzuttx X+ G 36 th X

und (5.73) sowie (5.74) erhalten wir

3¢ =L 2 1 ) 18Cie
e < =1 — T
Hadcltuttx]x_o = — 1+82 /C;qtdx+/ca2d2g29ttdx
18Cye , /Clsazdz 9
dx d
+L ang Uty G 9 JrxAX

d x
+2C1€/G <—ggtlh—gt Utx + eq ;th-i-;th) Jrxdx

+ (eauf,) (L) + (eaufy) (0). (5.75)
Addition der Gleichungen (5.72) und (5.75) liefert nun:

3 x=L 3 x=L
]| |[ado]

2C
10 1) [
18C18 2 2 C1€a2d2 2 2
+/ g (67 +67) dx +/G 5 (95 + g7,) dx

18C18 (%)
+/G azg ( tx+ ttx) dx—|—2C1£/ quthdx

dy « « «
+ 2C1€/G (_ggth - gutx 526]% + Ezqﬁltt + ;’tqtq> Gexdx
+ (eau?,) (L) + (eau?,) (0) + (eaudyy) (L) + (eausy) (0). (5.76)
Multiplikation der Gleichung (5.2) mit g, liefert uns

2 o2
567 :

7 < + up + Zﬁqv/tﬂ/
x = gz tx g X
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Entsprechend liefert die Multiplikation der Gleichung (5.19) mit g¢,:

2 24% ,  2g:

2d 20 203 2a;,
qfx < ?91% + ?uttx - ?Qx[hx - ?tutx%x + ?qfth + ?q%t‘]tx + ?tthﬁhx-

Setzen wir die letzteren beiden Ungleichungen in (5.76) ein, so erhalten wir:
3g :| x=L |:3g :| x=L
— Ut + | | —Squt

[ad * +=0 ad =0

2C ea2d? 42 2C ea2d? 42
+/c 131 (g o + g2 %">dx+/c ﬂ;a (g O+ gzu%“‘>dx

+ (eau,) (L) + (eaut,) (0) + (eaufy) (L) + (eaug) (0) + Ro, (5.77)
wobei
[ 2Ceatd? [ g d; Ay 5
Rg = /G T <_ngxth - Eutxqwc + eq%‘x

2C;ea%d?
+D;qqttth+0?qtqth> dx+/Glgg“2qqthdx
+2C18/ &qqthdx
G 8
dt IX XDt
+2Cs/ <—gtx— L+ 22 0+ 224 ) dx. 5.78
1€ gq p: Ut gqt gLMtt glhq gt (5.78)

Wir multiplizieren die Gleichung (5.18) mit ¢u;,, wobei ¢(x) = L — 2x und integrieren. Dies
liefert zunachst:

i |:/ l/ltt¢1/ltxdx:| —/uttcputtxdx—/autxxcputxdx—l—/ b@txqbutxdx
dt | /e e G G
:/Gatuqumtxdx—/th9x¢utxdx+/szlqthzputxdx—i—/Goqqqxtcputxdx—k/szl,tqqxgbutxdx.

Partielle Integration ergibt nun:

d L
— [/ uttcputxdx] + = ((aug ) (L) + (aug)(0)) = / u%tdx +/ aufxdx - / bOpusdx + Ry,
dt | /e 2 e G e

(5.79)

wobei

1
Rig = — / “aypu? dx + / Apll gy Pl dx — / biOxpurxdx
G 2 G G

+ /G a1 GG Puirdx + /G 01GqxePuiexdx + /G 01,1 PUrdx. (5.80)
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Wir multiplizieren (5.26) mit ¢us, und erhalten zundchst:

d
- [/ uttt¢uttxdx:| —/MtttCPMtttde—/ﬂuttxx¢uttxdx+/ bOyxprpdx
dt | Jg e G G
:/attuxx¢uttxdx+/Zat”tqu)”ttxdx_/thetx¢uttxdx_/btt0x¢uttxdx
G G G G
- /G Q1G4 xPUspxdx + /G 201G GtxPusprdx + /G 201,44 x PUh s dx + /G X1qGxtPurdx
‘|'/Gzal,tqfhtﬁbuttxdx‘f’/qufxl,ttQquttxdx-

Partielle Integration liefert uns nun:

d L
- / Ut puppedx — / u%ttdx +5 ((W%tx)(L) + (W%tx)(o))

1
—/au%txdx+2/axuftxcpdx+/bGttxcl)uttxdx— /ocquxtt(puﬁxdx
G G G G

Z/attuxxsbuttxdx-i-/Zﬂtutxxflmttde—/th9tx¢uttde—/btt9x¢uttxdx
G G G G
+ /G X1G4qxPuippcdx + /G 201G exPpupedx + /G 201 GG xPuippdx
+ / 201 1Gqxppuisedx + / ot g tiserd. (5.81)
G G

Wir behandeln nun den markierten Term. Mit Hilfe von Gleichung (5.19) erhalten wir zunédchst:

— /G X1 xtePUserdx

o d o o
= /Gdquxttq>9ttdx t3 [ ;g xt¢dx:| - 2/@ Zlgﬂhf«lxtq?dx

1 w1g d a18t _/ x 8t
~5 /G ( 7 ) qTzpdx + dt[ ] qxt(qudX} G( ] ) qqxtpqxdx

[ Y T d | [ ad:
/G g Tadqxdx = | =5 905 pdx + 4 [ . d qv/xtsbutde]

d d
- / B2 ggupureda — nd O ggaguidx — | g gupeda
G d ¢ G d G d

d X100 5 X102
T [ -4 qqxtcpqtdx} + /G ( 7 ) 99xuPpgidx + / — Qi

d 2 00,1901 — / — Axndqqudx |~ [ / quxtcpqtqu]

1K 2
+/G( 7 )tq qxt%dHZ/G 7 qqxtcpqth/

Der erste der beiden markierten Terme wird wie folgt behandelt:

(5.82)
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# _d 1y = atg ) _1/0%2 :
/G g AT pOndx = G [2 / 2k, M| 72 o\ 2k, | 10993 o i, M9
/ qqtt¢dx+ / kg, MuPardx + / g 111190l

dkT,
151 2
—/ (*) thébetth—/ QxCItt¢9ttdx+/ 7q9ttqttdx. (5.83)
c\d/x cd c d

Der zweite markierte Term wird folgendermaflen behandelt:

142 2 o X2 o o a2\ 2 2
—/G 7 qqxttcpqttdx—L( AL )(L)+L( 7 qqtt)(0)+/6( 7 )xq girpdx

K1
+2 / L2 0qxqhpdx + / L2 P quxpgudx — 2 / tlacy 5 G EY
. d q . d

Und dies ist gleichbedeutend mit:

_/G 151“2”/ Jurrpqudx = % ( q“) +% (%qu@ (0) + ;/G (“1;‘2> gdx

o
+/ qqxqtt(i)dx—/cldzquftdx. (5.84)

Wir fassen nun (5.81) - (5.84) zusammen und erhalten schliefSlich:

aqd
uttt4>uttde+ / M8 o2, pdx + / tlgtqqxt¢>qxdx+ / thqxtcputde]

g /“1“2 d / d 1/ 0‘1’[2 "
dt d qut¢qt X+ G d qut¢qtq X = 2dkT qqtt¢

2 (@) (L) + @) 0) + 5 (M92020) 1) + (“204) )

—/ uuftxdx—l—/ betthPMttde—/”%ttdx
G G G

= Ry, (5.85)
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2

R L[ (i o [ g [ Sagigar - [ AL ggggas
11 — 2 c deTg qqtl‘cp deT qtqtt(l) dk qqtt(l) c dkTg qqttcpqt
5] 5] 5] 20(1
— [ — 9xdx—|—/ — 9dx—|—/x 9dx—/9 dx
/ it qq1+¢0; (d) qq:1+P0 7 Gxq1t POt Cd q01q1:

18 18t
/ A8 gigdx + 5 /G ( 7 ) 905 pdx + / ( 7 ) qqxtpqxdx

wxqd
/ qtht4)qxdx+/ thqqyct()bdx—’_/ ( 2t> qﬂlxtflmtxder/ 7 L i qupusdx

/ Qs d — /G (%2), aaxupaidx - / — Qi
AT s 44
~2 / — 7 Aqupqiudy — 5 /G (%57), Fahpdr — | S Paqaigdet | S Padx

M2t 2 N0 ¢ ) X100 ¢
- /G< ] )tq qxtpqrdx —2 /G g 1qx¢qrdx — /G 7 T*qrepqerdx

+/Gﬂttuxx<l7uttxdx+/Gzatutxxgbuttxd?f—/GththcPuttde—/thtexcl)uttxdx

+ /G X1G 1 GxPuipredx + /G 201G exPpuppedx + /G 21 Gt qxPuiprdx

1
+/GZoc1,tqqxtq>uttxdx+/quucl,ttqqxuttxdx—Z/Gaxu%tx(pdx. (5.86)

Wir multiplizieren die Gleichung (5.19) mit — g(pettx und erhalten nach einer partiellen Integra-
tion:

- [ Sax+ L (Gow + Geno)

bg b
T dr [/ 4 qxt¢9txdx] /C(ngxtt(l)gtxdx —/ bupixpOpdx

1 b
:2/(;< ) ¢0; dx+/dtutx ¢9ttxdx+/gt11x POdx — /“Zq%d(l)ettxdx

b
- /azqqttdcwttxdx —/ az,tthdCPQttde—/ (j) JrtPOrrdx. (5.87)
G G G t

In der letzteren Abschitzung tauchen nun zwei Terme auf, die zu behandeln sind. Wir betrachten
zundchst den ersteren. Die Gleichung (5.3) liefert uns zunéchst:

2
ktg0iy = —kby —q — Tgqt — ?qCItt/

bzw.

2

1 1 T T,
Oy = ——0y — —q— —Lg, — —L gy
b Ty * kTg kT9 ! ZkTg i
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Damit erhalten wir:

bg _d [bg bg bg
/G dettCPthdx _dt/ dreqxt¢9xdx+/c <dT9>t¢7xt¢6xdx+/Gdreqxt¢9txdx

d [ bg bg bg

T at / dhgy T P19 /G <dkrg>tht¢qu+ /G dky TP
d [ bgt, bgTy bgt,

~dt o i, TOTAT / <dkrg)t‘7”4’qfd" " /G dkgy T 9T

bgT
— /de qxtt<]>qttdx. (588)

Der markierte Term wird nun folgendermafien behandelt:

bgT; bgT; bgT; bgT; )
/ 2dky qxttq)Qttdx <2dkT ¢q tt> ( )+ <2dkT GD% ( )+/G 2dkT, x¢‘1ttdx

8T B bgTq )
+/GQtt2dkT9CPl]ttxdx Z/Gdequttdx'

Letzteres ist gleichbedeutend mit:

bgT; 8Ty L[bgty , 1 bt}
/ adky T PIHAY = <2dqu )(L)+2<2dkr %t ) 03 / 2k | 9T
bgt
/ $T L gpdx. (5.89)

Fassen wir (5.88) und (5.89) zusammen, so erhalten wir:

b b bet,
/ ) = Gt POpedx = —— [ df Jxt POy + thq?q + di thq?Qtdx}

bg bg bg
+/ <d~c> Gt POy dx+/ It qxt4>9tde+/ <dkr> Jxrpgdx
bgt,
o [ atsmonans | (dk )"”"’q* ”/ iy PPt
L[ bg7? bgTy 1 (b
+§ <2dkr Ji (L)+§ 72dkT9qtt (O)—l—z/G 2dkTy X(thdx

bgT dx. 5.90
/ deTg Qtt ( . )

Den verbleibenden, problematischen Term behandeln wir folgendermafien:

aob 20b 2ub
. 2 qq1POrdx = / 2 9q:Bsxdx — / I 22 7> POyxdx

szzbk 2kTelJézb

it 2 q9 ¢9ttxdx quZ qetxcpgttxdx~
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Partielle Integration der ersten beiden Integralterme, sowie Umformungen der zweiten beiden
Terme liefert:

06219 . ZIXQb 2
/G 7 th(l)ettxdx—/ Qt(P) 9ttdx+/c (d’q% q <P>x9ttdx

202b
dt,
d 2 bk 2uobk
_di [ ::;22 q9x¢9txd-xl / < ::;22 q6> (Petxdx
i
dt

2kT9(X2b 1 2kTyarb >
2/(;( a2 q)tgbGtxdx. (5.91)

4)9

Wir kombinieren nun (5.87), (5.90) und (5.91). Dies ergibt:

df_[bg _ [ bs _ [ bs N / bery
dt[ / dqxtqbﬂtxdx /G dquxtqbf?xdx /G dkTGth(qux . dkTQth4)‘1tdx

S dt [/ dt} g2 10xPOndx + 5 ¢ di 99Odx| + 5 <(d9tt)(L)+(d9tt)(0)

L bgTq 2 bgTq 2 b 2 bg
5 (2dkqutt (L)+§ 72dkT9q” (O)—/Gthtdx—i-/GdTeq:ct(PGtxdx

2

bg bgTq bg
+/GMﬂxtfPQtder/Gdkm%tqbqtth—/ 24k S qpdx. — /b”ffX¢9ffxdx
_ R, (5.92)

wobei

_ bg bg bgT,
Rip = —/ <dT9> GxtPOrdx — / <dkT ) gxrPpqdx —/G <dk1’9 thtcpqtdx
bgT; 2 202D 205b
2/G <2dkT9>x¢qttdx / < dT ‘Mt¢> Ordx /G a2 q-¢ ) 0 dx
_ 200k B 1 2kTynb 5 _ 1 é ’
/ ( dTt 2 qe) (Pgtxdx 2/G< quZ q)tcl)thdx 2/G <d>x(l)9ttdx
b b
+ dtutxa¢6ttxdx + gthaqbettxdx - (qut E¢9ttxdx
G G G

b b
—/ 042,t¢1tl1d¢9ttde—/ (j) JrtPOrrdx. (5.93)
G G t
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Nun kombinieren wir (5.85) mit (5.92). Dies ergibt:
d 1 wqd;
a /Mttt47uttxdx+2/c ] qqxt<l>dx+ d q4xt¢ledx+/ 7 IMxt(PMtde
a1 1 041T2 b
- /G — o gupgidx — /G — 7 00ggigdx + 5 / 2kt 9qirpdx / ggqxtqb@txdx
bg 20, bk
/ —=-xtPpOxdx — / ke — = qxpqdx — / ik —L gupqidx — GTquq@xwtxdx
1/ 2kT90€2b 2
2
L L 92 92)(0) LB oy LT LY
Ty i) z 2 \ 24k, Tt 2 \ 2dkr,
L K1l N1l
( augy, ) ( au%tx)(o)) + ) ((%‘f‘ﬁt) (L) + (%‘f‘ﬁt) (0)>
bg bg b3y b,
+/Gd’f9qxt¢9txdx+/cdkTQth(Pqtdx—'_/Gdk’['gqxt(l)qttdx_/Gde qttdx
—/ auftxdx—/ ufttdx—/ éthdx
G G cd
= Ri1 + Rqo. (5.94)

Wir kombinieren nun (5.79) mit (5.94)

d x1d;
a [/ Upr U dx + = / 7 qqxtcpdx+/ e th47l1xdx+/ TQL]xt(Putxdx

aqu 1 061T2
- / — o Gupgidx — / — P 0apqigdx + 5 / >kt 9qipdx — / dqxtcwtxdx

azbk
_/ d JrtpOrdx — /dk gxtpgdx —/ ik qxt(pqtd Ir 2 — 40,0 dx
1 b L
-5 / KToi2b 62 + / x| + 5 ((auex) (L) + (i) (0))
L 92 92 0 L bgqu 2 L L bg’tqz 2 0
2< i) i) ( )>+2 2dkT9qtt ( )+§ deTeqtt (0)
L KN n1u
> (@) + @) + 2 (U272 1)+ (“2042) (0)

bg bgt, bgT, T
+/GdTQth(P9txdx+/Gqut¢qtdx+/GMqu¢qftdx /2dk gidx.

—/ au%txdx—/ ufttdx—/ Zeftdx—/ u%tdx—/ aufxdx—l—/ b0y pudx
G G G G G G

= Ry9 + R11 + Rq».

Umstellen der Terme, vernachldssigen verschiedener quadratischer Terme und Multiplikation
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mit % liefert uns:

b b
(eatue) (L) + (eaiuse) (0) + (e, ) (L) + (ead) (0) + (Zf,f%) (L) + (Z S qtt> )
+ (5 0%ah) (W) + (w;“z 742 (0)
a1 8t

< _d 28/,/[ y " aqdy L ax )
S g ttPUix + 2d qqxtfl’ i — q9xtPqx + i — QG xtPUlsx 7 q9xtPq;

S ma bg bg bgt,
7 2 g0 + 4dkT th¢ d 521000 — pE 5 21905 — kP~ G, Too Tt

Zazbk kTngzb
it 2 q0x PO — qu2 479tx+”tt¢utx ]

b b bgT
- — df JrtPOdx — / %thﬁb%‘dx — / kT, =g pgudx + = / 5 dkTeqzdx

2 2 2 2¢
d L Jc L Jc

2 2¢ 2
/ bﬂtx(putxdx + I —Rqy9+ I —Rq1 + L€R12 (595)

Kombinieren wir nun (5.77) mit (5.95), so erhalten wir:
3¢ x=L 3g x=L ebg Ty ebgTy
[adqt”ttx:| o + [adqutx] + 24k L]tt (L) + Tk’fgqtt (0)

+(Fpea) (L (e”‘;"‘z qzq%t) )

d
< _% [2L£ / Uise it + d SRk + "R aggg: + 1ddt Aqaiiiss — 2900977
_mu bg bg bgT
y Elﬁlxt(PC]tq + 4dkT qqtt(p d qxtcpetx it Clxt(,b x kT ——xtPq — M’?xt‘l’%
_ 2apbk kT,

apb
it 2 q9x¢9tx_ ;22 quetzx‘Futtgbutxdx]
”I
2C1 18C1£ 18C1€
( )/q +q dx+/€W(9?+6%t)dx+/G€lzg2(M%x‘i‘bi%tx)dx
212 2 212 2
+/ 2Ciea°d < 02+ d ”?x) dx+/ 2Ciea°d < 02 + d “ttx) dx
¢ 9 g’ g’ ¢ 9 g g
2¢ [ bg 2¢ [ bg 2¢ [ bgt, 2 [ bgTy ,
_L/Gd’l'eth(PGthx_/ rk th(Pqtdx—/ dk,teqxtqthtdx—i_L/szk,l,eqttdx'
+%/au%txdx+2€/ utttdx+2£/ —0%dx +2£/ uftdx—kze/aufxdx
d L Jg L Jg

2 2¢
/ bGtx(putxdx + Rog —l— RlO + LgRll + I —R1s. (596)
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5.3.5 Zusammenfassung der Teilabschdtzungen

Wir kombinieren nun (5.38), (5.47) und (5.96). Dies liefert:

[2 o] [ dedgacs (Sid) 0+ (555) 0
F (B ) 1)+ (1220) )+ $6i
2C1< )/q +qu+/:28(;;2(9t2+93t)dx+/(31;§12€(ufx—ku%tx)dx
+ /G 2Cl;a2d2 <g 62 + Zzufx> dx + /G 2C1€;z2d2 <g 0% + gi u%tx> dx
B % dr oy Py = T / ey T P9eAx = / diegy TP / zbjkrr d
/ au?,dx + = /utﬁdx—i—zf/ detdx+2]:/Guttdx+2L/C;uutxdx
/b@tx(l)utxdx—l-/ <£2£+3Z ibi) (62 + 67 )dx+/cizgj (47 + q7,) dx
2¢ 2¢

2¢
+ R4+ Rs5+ Rg + leo + lel + fRu, (5.97)

| /\

wobei

2¢ o o wd N1l
Gi(t) = T /G UppePUttx + %qqthl’ + 1?gtqqxt‘(f’qx + %qqxtﬁbutx - 172‘7‘7961‘4"1%

_ N1 + 0 b b B bg
d L9059 4dkr ’Mtt¢ qxfc,b tx — %‘P = thébfl kT, —L gapa;
_ 2a bk kT,
22 GO pOsr — i 22 qpo?7, + wsrpupdx —/ qutt
dt ad * d
3 b 3on 1 3 1
§d qu + gdl qZI]x + utxuxx ad“ttext aédyutxx% + —upxUpda. (5.98)

Es gilt

2¢ b b
/ qxt(thxdx / 9tt¢9txdx + — / —uttxcpf)txdx + — / 3 qxchtxdx
it it L L

bd ba bzx
+ L d tutxgbetxdx / d 2qqtt¢9txdx L -2 Z(Pthdx
bIXZt

T ) ——=qq1¢0idx.
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Ebenfalls berechnet man

2¢ bg
—L/G(ﬂ(’q;thq)qtdx /dk Orepgrdx + — /k UpxPpgedx + — /d qxpqrdx

28 bd boc boc
T | argreondy =7 | g gtoqdx— T | 20t gqugqis
lezrt

- f - qutqjdxr

wie auch
bgTy 2¢ bty 2e [ by,

- dir Jxtpqrdx =T ). dkm Orqr x+/k UstxPqrd x+f dgkthqx‘Pqtfdx

bdtT 28 barT, basT,
+* < dkT, MthPQttdx < kT, qq%‘l)ﬂ]ttd < dkt 1 %t‘l’dx
bas 7,
f kg ———q4qtqupdx.
Mit

bg bd b
Rys := / i 31 g @Oidx + / d—tutxcpf)txdx— / %q%‘t@bgtxdx

b b
_/ azq%qbetxdx /Gdthqt¢6txdx+/d gxpgrdx

+ /G W;eutxcpqtdx— /G Mv/t%dx— /G Mq%twdx

ba beit, bd;T,
dkz’tqqubdx—i—/ dgktqqxwttdx—i—/ #umcpqﬁdx

bDQ
_/ dk qt()bqttdx_/ dkT q tt()bdx_ dk

erhalten wir somit aus (5.97) eine Abschitzung von der Form:

1 ebgt? ebgt,
2 2 1 2 2 q 2
Kl/c(utx+uttx) dx+2/G“xx+“txxdx+ <2dkT9‘1tt> (L) + <2dkT gz | (0)

N1 5 5 EX1KD 5 o d
+ (H20q) W+ (%) 0+ 3G

<K2/92dx+K3 (1+¢) /9 dx+sK4/92dx+sK5/9ttdx

1
+K6< )/qzdx+K7<£+1+ + )/qu+Kg (1+e¢) /qttdx

—I—sKg/ utxdx—I—sKlo/ uﬁdx—l—sKU/ uﬁxdx+eK12/ u?,dx
G G G G

2¢ 2¢ 2¢ 2¢
+ |R4| + |Rs| 4 |Ro| + I\R10| + f’R11| + f|R12| + f|R13|- (5.99)
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Wir multiplizieren (5.57) mit § und kombinieren die entstehende Abschitzung mit (5.99). Wir
erhalten:

1
Kl/ (ufe + i) dx+/uxx+utxxdx+z5/02+6 dx
G G

sbgrqz ) sbgr EX10D 5 o EXIND o o d
+ (Maeqﬁ (L) + gt | O+ (F32 a8 ) (1) + (Fa°ah) (0) + gGalt)

< K5( /92dx+K3(1+£+5 /thdx+sl<4/9 dx+£K5/9ttdx

1
+K6<8 >/q2dx+1<7<(5+£+1+ + )/qu+K81+5+‘5 /qttdx

+|(e+0) Ky / uZ.dx |+ eKyg / udx +| (e +9) Ky / uZ dx [+ eKpp / u?,dx
G G G G

2¢ 2¢ 2¢ 2¢
+ [Ry| + |Rs| + 6| Rg| + [Ro| + f|R10\ + f‘RH‘ + f\Rlzl + I\Rlsff (5.100)
wobei

Gao(t) = Gy (t 25/g6txqtdx—25/gq6 dx (5.101)

gilt. Betrachten wir die beiden markierten Terme, so ist ersichtlich, dass wir eine Abschédtzung
von der folgenden Form erhalten, sofern wir é hinreichend klein wihlen:

K 1
71 (u?, + u2,) dx + 5 / u2, + 2 dx + 5/ 6?7 + 62 dx
G G

ebg Ty ebgt, En10 5 5 eI 5 o d
+<2dk zm)( >+<2dquﬁ> )+ (Z720) () + (524 ) (0 + 5,Ga()

§K§(1+5)/ 9,%dx+1<g(1+s+5)/ Otzxdx+sK4/ 9%dx+el<5/(9t2tdx

1
+I<6( >/q2dx+1<7<5+£—|—1+ + )/qu+1<8 (1+e+9) /qttdx

+8K§/ utxdx—ksKm/ uttdx—ksK{l/ uttxdx+£K12/ u?,dx
G G G G

2¢ 2¢ 2¢ 2¢
+ [Ry| + |Rs5| + 6| Rg| + [Ro| + f|R10\ + f‘RH‘ + f\Rlzl + I‘RB’- (5.102)

Nun multiplizieren wir (5.51) mit v und kombinieren die entstehende Abschiatzung mit (5.102).
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Es ergibt sich dann:

K 1
71 (uf + u2,) dx+2/ xx+utxxdx+5/92+9 dx
G G

ebgT? ebgT?
e [0+ abacs () 0+ (55548)
EX1XD 5 o EX1XD 5 o d
+ (B2 00) )+ (F20) 0+ $6a(0)
SKQ’(1+5+7)/9§dx+K (1+e+d+7) /9 dx+£K4/9dx+£K5/9ttdx
1
+K6< >/q2dx+K7 <(5+£+1+ + )/q%dx—i—Kg(que—i—& /qttdx

+ (s+'y)K§’/ u? dx —i—sKlo/ wrdx +| (e + 1) Ki’l/ u?, dx +8K12/ u?,dx
G G G G

2¢
7K1 [ (0 +162) d |+ [Ral + [Rs| +9{Rel + 6[Rs| + [Rol + 7 Ruo

2e 2e 2¢e
+ 7 [Ru| + 7 [Riz| + 7 [Ru]. (5.103)

Betrachten wir wieder die markierten Terme und wahlen -y hinreichend klein, so erhalten wir
die folgende Abschatzung:

K 1
Zl (u?, +u2,) dx + 1 / w2, +u? dx + 6 / 6?2 + 6%dx
G G

bgT ebgt,
+'Y/C;(“%tt+“%t+“%+92+9t2)dx+ <2dk ‘ht) (L) + <2dk’r ‘1tt> (0)
EN1KD 5 o EN1KD 5 o d
+ (H20) W)+ (%) (0 + 3G
SKQ’(1+5+7)/9§dx+1<g’(1+s+5+7)/efxdx+el<4/9$dx+51<5/9t2tdx

1
+K6< >/q2dx+K7<5+e—|—1+ + )/qu—i—KS 1+e+49) /qttdx

2¢ 2¢ 2¢ 2¢
+ |Ra| + |Rs| 4 ¥|Re| + 0| Rg| + |Ro| + f|R10| + f|R11\ + f|R12! + f'RB" (5.104)
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SchliefSlich multiplizieren wir (5.53) mit y und erhalten unter Verwendung von (5.104):

Ky

4

ebgT, ebgT,
+’y/ (uby + uf, + uf + 6% + 607) dx+y/ uldx + (derq(f) (L) + (2dkr qtt>( )

XKD 5 o EN1KD 5 o d
+( 200) (L) + (Tt ) (0 + 2,Ga(0)

KA+ 6+v+n) /9 dx + K (1+e+(5+'y)/9fxdx+sl<4/Gtzdx+sK5/9t2tdx

1
+K6< >/q2dx+K7<5+s+1+ + )/qu+[<8 (14+e+9) /qttdx

+8K§’/ u? dx + (£+‘u)Kﬂo/ urdx|+e 1’1/ uftxdx+sK12/ u?,dx
G G G G

1
i (ufx + uftx) dx + 1 /G u? 4+ u?, dx + (5/ 67 + 0%dx

2¢ 2¢ 2¢ 2¢
+ |R4| + |Rs| 4+ ¥|Re| + p|R7| 4 0| Rg| + |Ro| + f|R10| + f|R11\ + f|R12\ + f\R13|- (5.105)

Wir betrachten den markierten Term, wéahlen p hinreichend klein und erhalten:

K 1
T [y dre g [l osudaders [ 64 e
4 Jg 4 Jc G

Y 2 2 2 .92 g2 2 sbgrq sbgT
+2/G(uttt+utt+ut+9 +9t)dx+y/cuxdx+(2dk 7y | (L) + 2dkts — 1421 (0)

EX1XD 5 o EX1XD 5 d
+ (52 0% U+ (F26R) 0+ 3,G()

<K”’(1+5+7+y)/9§dx+1< (1+e+d+7) /6 dx + £K4/6t2dx - £K5/0t2tdx

1
—|—K6< >/q2dx—|—K7<5+e—|—1+ + )/qu—i—Ks (1+e+9) /qttdx

+ sKg/ ufxdx + EKio/ u%tdx +|eKY; /u”xdx £K12/ umdx
G G G G

2¢ 2¢ 2¢ 2¢
+ [Ry| + [Rs| + v|Re| + p|R7| + 5| Rs| + |Ro| + f|R10| + f|R11\ + f|R12\ + f'RB" (5.106)
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Abschliefsend betrachten wir die markierten Terme, wihlen ¢ hinreichend klein und erhalten:

K 1
gl (2, + ud,) dx + 3 / ul, +ud dx + = / 6?7 + 62dx
G G

Y 2 2 2 .92, g2 2 sbgrq ebgr
+4/G(“m+”tt+”t+9 +9t)dx+y/cuxdx+<2dk q (L) + 2kt qtt (0)

eEX10) 5 5 EX1XD 5 o d
+ () (L) + (2000 (0) + 3620

<K”’(1+5+'y+y)/9§dx+1<g(1+e+5+fy)/6 dx

1
+K6< )/qzdx+1<7<(5+s+1—|— + )/qu+1<81+e+5 /qﬁdx

+ |R4| + ’R5| +’)’|R6| +,’M|R7| +(5|R3| + ’R9| + f|R10‘ + Z|R11’ + I‘R12| + f’Rl3|- (5.107)

Unter Verwendung der Abschidtzungen (5.34) und (5.35) folgern wir nun die Existenz einer
Konstanten Kj3, so dass die folgende Abschidtzung besteht:

K 1 o
o [ der g [ loidodre s [ 6+ dhax
G G G

2
Y 2 2 .2, 02 . g2 2 ebgty ebgT]
+ 4 /G(”ttt+”tt+“t +6 +0t)dx+y/cuxdx+ (2dkT9qtt (L) + 2dk T, ‘ht (0)

EX1HD 5 o EX1XD 5 o d
+ (H20) W)+ (T %) (0 + 3G

T2 T2 2
SKls/G <SQtt+qut+kT99tx—Qt> dx+K13/ qtdx+1<13/ g*dx

ki %\ 2 2
+ Ki3 / it + Taqre + kToOx — gu | dx + Ky / g dx + K3 / grdx
G\ 2 275 G G

2¢ 2¢ 2¢ 2¢
+ |R4| + |Rs| 4+ v|Re| + | R7| + 6|Rg| + |Ro| + Z|R10\ + f|R11| + f|R12| + f!R13|- (5.108)
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5.3.6 Definition und Eigenschaften des Lyapunov - Funktionals

Wir definieren nun wie zu Anfang beschrieben ein Lyapunov-Funktional, welches uns spiter
die gewiinschte Energieabschitzung fiir E(t) liefern wird.

Definition 5.1 Fiir beliebiges t > 0 definieren wir:

1 « KK
F(t) :== —E(t) — ” [/G é%ttgtt - ?;qzqﬁdx + Ga(t)
wobei Gy durch (5.101) gegeben ist.

Bemerkt sei, dass die beiden Terme, welche zu G, hinzuaddiert werden, zur Behandlung der
problematischen (Rest-) Terme T; und T, verwendet werden. Eine rein technische Bedeutung
kommt den folgenden Definitionen der Terme «(t) und Ag zu. Wir bendtigen diese mehrfach,
um Abschdtzungen, sowie eine ,Kleinheitsbedingung” umsetzen zu kénnen. Es sei:

a(t) := sup (|6 +[q 4[] + 0x| + [0 + |qe| A Gl + [ste] + [thc] - [ths2] + [ 4 [ut2e]),

0<x<L

(5.109)
Ao = ||uollFp + lurlFz + 180l + 90llF2 + llg1 117 (5.110)
0 - Ol g3 1l g2 01l g2 qo H2 q1 Hl* .

Wir stellen als erstes Zusammenhénge zwischen « und E her. Zuerst schiatzen wir alle in a vor-
kommenden Terme abgesehen von 6, ab.

Lemma 5.2 Es existieren Konstanten K, K}, > 0, so dass die Abschiitzungen

8
sup (10| + |q] + [u] + |6 + [9e] + |qx] + [se] + [sx] + x| + |une]) (£) < Kae (Z W)") E(t)
0<x<L k=0

und

sup [uxx| (t) < K (SUP |ust(£)| + sup |q(£)qx(£)| + sup \Gx(t)|>
xeG xeG xeG xeG
in jedem Intervall [0, T| gelten, in welchem die Losung zu (5.1) - (5.5) existiert.

Wir bemerken, dass der Beweis zu diesem Lemma mit Standardargumentationen erbracht wer-
den kann. Trotzdem erweist sich die Gesamtheit der einzelnen Rechnungen als sehr umfang-
reich. Einen vollstindigen Beweis erbringen wir fiir das folgende

Lemma 5.3 Es existiert eine Konstante K] > 0 so dass

10x(E) 1 < 100l + K& (196 (0) [ + K& (SUP 196 ()] pn + sup !W)Im)
te[0,T] te(0,T]

in jedem Intervall [0, T] gilt, in welchem die Losung zu (5.1) - (5.5) existiert.



130 5.3. Exponentielle Stabilitat

Beweis: Fiir die Funktionen 6 und g gilt:

2

qumf + gt +49 = —kOy — kTp0sx

bzw.

T2 T

1
ok g
Definieren wir damit fiir ¢ € [0, T] die Funktion f durch

= ex + T99tx

2
T Tq

f(t) = kqtt - k - qt — kq'

so gilt f € CY([0,T],H'(G)) aufgrund der Regularitét von ¢, g; und qy. Ferner erfiillt 6, €
c! ([0, T], H'(G)) die gewdhnliche Differentialgleichung

Tur +v = f(t)
{ GZ)(O) o } (5.111)

Wir definieren nun fiir ¢ € [0, T] die Funktion w: [0, T] — H'(G) durch
_1 1 1y fH 1
w(t) :=e Tlet()o,x—i— —e Tlet/ e’ f(s)ds
Tp 0

und erkennen, dass w eine Losung zu (5.111) darstellt. Wegen der eindeutigen Losbarkeit der
Differentialgleichung (5.111) erhalten wir damit fiir 6, die folgende Darstellung:

_ 1y 1 _14 t 1g
Ox(t) =e ™ 00,x+?e % / e® f(s)ds
0
T2 1, ftoa T, 1, [t 1 1, 1
=e % ng—ﬁe Tet/o eTesqtt(s)ds—ée Tet/o eTesqt(s)ds—Ee Tet/o e®°q(s)ds.

Wir berechnen

gy ft o1 1y P 1 gy S S t
e / e qu(s)ds = —¢ / —egi(s)ds +e W' e gi(s)]
0 0 T 0

1 t1 2 1
— =t =S — =t
=—e % / —e% qi(s)ds +q:(t) —e ™ q4(0).
0 T
Damit erhalten wir fiir 0, die Darstellung
_1 2 a1y P11 1
0r(0) =& Ho0, - L (< [ LB q@ds 4l - Va0
T, 1y [P (s)d 1 _ay fF oy d
I T T9 _ T T9
kTee /Oe g¢(s)ds kTee /Oe g(s)ds
2 t t
_ it Y ot 14 Y St/ Ls
=e W QO’X+2krge 0 /0 Tge 0°q¢(s)ds kTge 0 ; e qg¢(s)ds
t 2 2

1 _%t Tls 9 i Tt
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Letzteres bedeutet nun insbesondere:
2 t t
_1 T, _1 1 T, 14 1
0.(t < H Tete _1 Tet / Te ds 1,77 / ) d
G R (e A= TOL S I RGO
t 2 2
1 _%t Tis q _rl t
e ¥ [ eva@as| S il + e ¢ 19Ol

2 t t
: bt [T LT e
< W Wl + gpe 0 [ e (sl s+ e [ e (o)l s

1 Pt o1 7-'2 T t
e [ 8 196 s+ 5 19O+ gpe 10
Tz — 1y t 1g
< Bl + gy sup [ax®lle [ evds
2kTy yejo,1) 0
_ 1y t 1g
b sup )l e W [ evs
T6 telo,T) 0
1 1y t T2 2
e sup [g0lge [ evds + o g+ e 110l
T6 telo,T) 0
; 2
< Bl + o sup )l + =2 sup lau(t) g+ sup (0]
0 te[0,T) te[0,T] te[0,T]
2 2

—1y
+ e IOl + e (O

< 100xllgn + Cllge ()l g + C sup [|lge(£) [l gn + C sup [|g(£)][ g -
te[0,T] te[0,T)

Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung.
Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen A und E(0) her.

Lemma 5.4 Es existiert eine Konstante Cp, > 0, so dass

8
E(O) < CAO Z AIE)
k=1

gilt.

Der Beweis zu diesem Lemma ist wiederum technisch einfach aber umfangreich. Es stellt sich

nun heraus, dass die Terme E(t) und F(t) unter gewissen Voraussetzungen dquivalent sind. Um
dies einzusehen beweisen wir zunichst das folgende

Lemma 5.5 Es existieren positive Konstanten C1, Co und Cs, so dass die Abschitzungen

F(t) < <]1/ | G tCZ"‘Z(” +Ca (T+a(t) +a2() +a3(1) +at(t) + ocs(t)>> E(t)




132 5.3. Exponentielle Stabilitat

und

F(t) > (1 G+ G (14 a(t) + a2() + (1) + () + oc5(t))> E(t)

1% 1%

in jedem Intervall [0, T| gelten, in welchem die Losung zu (5.1) - (5.5) existiert.

Beweis: Um die Behauptung zu beweisen, schitzen wir zunichst die folgenden Integralterme
ab. Es gilt:

’/ %qattettdx < Cla(t) < / ghdx + / 9?th> < Cra(tE(t)
G U8 ¢ ¢

Ferner existiert eine Konstante Cz > 0, so dass

und

< Cla / Pdx < Cr(HE(H).
G

Galt)] < Ca (1+a(t) +a2(t) + (1) + (1) +a°(1) ) E(1)
gilt. Auf diese Rechnung sei hier verzichtet. Diese Ergebnisse liefern uns zunéchst:

1

E(t) < E() +1G2 ()]

o
bgqq”e” zlbgz QZQ%tdx

<1+Cla()+szx()
v v

<

4+ (14a(t) + () + 2°(1) + (1) +a5<t>)) E(H).
Andererseits ergibt sich

Ga(t)] < Ca (1+a(t) + () +a>(t) + a*() + 2 (1) ) E(t)
— Gy(t) < Cs (1 Fa(t) + 02(t) + a3(t) + a(t) —|—1x5(t)) E(t)
— G (1 +a(t) + a2 (F) + a3 () + a(t) +oc5(t)) E(t) < Ga(t)

— CE() — G (14 a(t) + () +02() +24(6) +0%(1)) E(1) < SE(1) + Galt)

und

9910 — Zbg — 4 qndx ‘ < ”

1 o1 N1 5 o Cluc(t) +C20C2(t)
— — — = <
” [/G bththt 2bg | %dx} < E(t)

1%
B Cla(t) + szxz(t)
v

E(t)

1 4] K10 2 2
< —— — - =
E(t) = v |:/G bgqqttgtt Zbg q qttd'x ’
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also insgesamt:

<1 _Ga®) + G (1+a(t) + (1) + (1) +at (1) + asm)) E(1)

v v
1 1 X1 K12 o o
< ZE(t) — - —qqu0y — —— d Go(t) = F(t
< JEO - | [ famen - Se2eihax| + 6ol = FO)
und damit ist alles gezeigt. O
Korollar 5.6 (Aquivalenz von E und F) Es existieren Konstanten Cg, CE > 0, v* > Qund 1 > a* >

0, so dass aus v < v* und a(t) < a* in einem beliebigen Existenzintervall [0, T| der Losung zu (5.1) -
(5.5) folgt, dass

CpE(t) < F(t) < CE (1 + 1) E(t), t€[0,T].
gilt.

Beweis: Wir wihlen T > 0. Ausgehend von Lemma 5.5 wéhlen wir v* := 12%3 und a* =

min { m, 1 } Wir berechnen dann

%_ Caa(t) tCZ“Z(t) — G (1 a(t) + a2() + a3 (1) + a4 (1) +a7(1))
- - (1) Jvr“(t)cz) — G (1 a(t) + () +a3(t) + a4(1) +a°(1))
Z11/_06(1.)(C11/_‘_CZ)—6C3211/_411/_6C3:43V_6C3>3C3

und setzen damit Cg := 3Cs. Weiter berechnen wir:

N Cra(t) + Con(t)
v

% G (1—|—u¢(t)—|—oc2(t)—|—uc3(t)+oc4(t)+zx5(t))
< 1 Ci+C
v

_.|_

+6Cs.

Setzen wir nun CF := max {1 + C; + C,,6C3}, so folgt unmittelbar die Behauptung. O

Lemma 5.7 (Abschitzung der Ableitung von F) Es existieren Konstanten Ki5 > 0 und v** > 0, so
dass fiir jedes feste v < v** die Existenz eines a** > 0 folgt, so dass aus a(t) < a** in einem beliebigen
Existenzintervall [0, T| der Losung von (5.1) - (5.5) die Abschiitzung

QP < —KisE(H) + 2Ry | + L|Ro| + LR y+1f€+i|R |
dt >~ 15 v 1 v 2 v 3 v 3 = k

2¢ 2¢ 2¢ 2¢
- f|R10\ + f|R11! + f\R12| + f’R13|

fiiralle t € [0, T folgt.
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Beweis: Um die Zeitableitung von F abzuschitzen, verwenden wir zunédchst die Ableitungen
von E1, E; und E3 welche in (5.16), (5.24) und (5.32) berechnet wurden. Daraufhin schitzen wir
die entstehende Zeitableitung von G, und die weiteren Ableitungsterme mit Hilfe der Abschit-
zungen (5.67) und (5.108) ab. Zundchst aber die Ableitung der Energieterme:

2
d 1y %\ o 1 1 (7 w

L[5 T\ 2 1 1 (g K
—— L (1- ) Pdx—— [ — L ko0 — —q, | d
2v G kTg ( 2’1’9) qrax 21/’1'9 G kT9 ( 2 i * Tt + Kbt 2’1'9 qt :

2
1 [ 7 3 1 1 (% T
_ = Ja(q_ I B _ a9
2v /¢ kT ( 27Ty ) firdx Uty J ko <2 Gott + Tyt + KTyOurx 27y ur | dx
d 1 d o
+ dth / bg ——qqxrUpprdx — T [ Géﬂl%f)tt Zbg qzqidﬁﬂ

+ —]Rl\ + —\Rz! + —\Rg\.
v v v

Setzen wir nun die oben genannten Abschidtzungen ein, so erhalten wir:
d [T T T, T,
—FH)<— |51 (1--L)-K dr— [ (1--1 ) -K /2d
dt ( ) B _ZkVTg ( 2T9) 13:| /Gq : |:2k1/T9 27y 13 th X
[T 1 T2 T2 2
q — | -1
b (1 ) KB] / qttdx 21/1'9 - ( 5t + 759 + ko0, 2T9q> dx
[ ] e~ g, ) d
- 2k — K13 /G o + Tgqr + KTobpx — 27_9% x

- —K]/ T—qz + Tyq1 + k10 —T—z de
ZkVng 13 ) Gttt qqtt 0Yttx Qtt
Iél u2 dx —/ ud, dx — S/u dx—/utxxdx /9%1 —/9$tdx
—,y/utttdx—ly/uttdx—/ dx—/(?zdx—/()zdx y/ u2dx
4 /g 4 Jg
ebgt, ebgt,
{<2dkT %t) (L) + <2dkT qtt) (0)
ey ey 1 1« L
+ (S (O + () (0) - o [blcmi}o}

1 1 1 1~
+ ;’Rl‘ + ;|R2| + ;\Ra\ + ;R3+ |R4| + |Rs| + v|Re| + u|R7]|

2¢ 2¢ 2¢ 2¢
+ J|Rs| + |Rg| + f|R10| + f|R11\ + f|R12’ + T‘RB"

Hier ist nun sofort ersichtlich, dass die Terme innerhalb der eckigen Klammern positiv werden,
sofern wir v hinreichend klein wihlen. Wir erhalten also die Existenz einer Konstanten Kjs, so
dass:
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d ebgTy ebgTy
th( ) < _K15E(t) - { <2dkT9 Qtt (L) + 2dkT9 qtt (0)

Epédyen Pecym Ll

b & 0
1 1 1 1~
+ ;\Rﬂ + ;!Rz\ + ;|R3! + Ry |Rg| + |Rs5| + v|Re| + p|R7|

2¢ 2¢ 2¢ 2¢
+6|Rg| + [Ro| + I\Rlol + f’Rn’ + f’Rlz\ + f’RB\

gilt.Um den Beweis zu vervollstindigen miissen wir uns also noch mit der geschweiften Klam-
mer befassen. Wir erhalten mit gewissen positiven Konstanten K5, K{s und K/Z:

ebgT; SbgT EX10D 5 EX1K) 5 5 1 g o1k
{(BE0) 0 (2B50) 0 () o (Aew) 0 L[]
ebgT; ebgt, €100 5 o EX1ND 5 5 11w oL
<2dk’fe ) <2dkr ) )= (Frah) O - (S0h) O+ 5 (o]
ebgT; ebgt, ey 2 eayy 2 1 [rar 1L
== <2dkT ) <2dkr q”) ‘ T4t ‘ +‘ q q ‘(0)4'5 [?‘7%‘}0
12 K" 2 "2 2 K% 2 K% 2
< —Kisqi(L) — Kisq7(0) + Kisa? (£)g7 (L) + Kisa® ()q7(0) + 7“( )i (L) + 7“( )73(0)

<0,
sofern «(t) hinreichend klein ist. Damit ist die Behauptung bewiesen

Lemma 5.8 (Abschitzung der Restterme) Es existiert eine Konstante K1 > 0, so dass

1 1~ 2¢
R(t) = *\R1|+*|R2’+*\R3|+ R3+Z\Rk\+
v v —a
1 7
gKm<1+> Yo af(t) | E(t
V) \iza

in jedem beliebigen Existenzintervall [0, T| der Losung zu (5.1)

2¢ 2¢ 2¢
R —I|R —|R —|R
| 10\+L\ 11!+L\ 12|+L! 13|

- (5.5) gilt.

Beweis: Die Details der Abschitzungen sollen hier nicht ausgefiihrt werden. Wir geben hier nur
an, welche Potenzen von «(t) zur Abschitzung notwendig sind:
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Restterm | Abschédtzung
R Cia(HE(H)
R, Co (a(t) +a?(t) +a°(t)) E(t)
R3 Cs (a(t) +a2(t) +a°(t) + a(t)) E(t)
R3 Cs (a(t) +a2(t) +a3(t) + at(t) + a®(t) + ab(t)) E(t)
Ry Cy (a(t) +a?(t) +a°(t)) E(t)
Rs Cs (a(f) + a®(f) + a3(F) + a*(t) + a>(t) +a®(t)) E(t)
R¢ Co (a(t) +a®(t) +a3(t)) E(t)
Ry Cra(H)E(f)
Rg Cs (a(t) +a*(t)) E(t)
Rg Co (a(t) +a?(t) +a(t) +a(t) + a°(t) + ab(t)) E(t)
R10 C10 ((X(i’) + Déz(t) + 6(3(t) E(t)
Ry Cua (a(t) +a>(t) +a(t) +a*(t) +a>(t) +a®(t) +a7(t)) E(t)
Ri» Cip (a(t) +a®(t) +a3(t) + a*(t) +a°(t) + a®(t) + o’ (1)) E(t)
Ri3 Ciz (a(t) + a*(t)) E(t)

Wir bemerken, dass der Nachweis der Einzelnen Aussagen in der obigen Tabelle umfangreich,

jedoch nicht als schwierig einzustufen ist.

Satz 5.9 Es existieren positive, reelle Konstanten v, 6 und dy, so dass

F(t) < F(0)e~ %t

fiir t > 0 gilt, sofern Ao < 9 erfiillt ist.

Beweis: Wir gliedern den Beweis in mehrere Schritte. In den Schritten (i) - (iv) beweisen wir,
dass die besagte Aussage aufgrund der vorigen Lemmata in einem gewissen Intervall [0, T] rich-
tig ist. Daraufhin beweisen wir in (v), dass die Argumentation ausgehend von der rechten Inter-
vallgrenze zu einem grofieren Intervall fithrt. Schliefflich zeigen wir in (vi), dass dieses Verfahren
zur globalen exponentiellen Stabilitat fiihrt.

(1) Mit Hilfe von Korollar 5.6 folgern wir zunéchst die Existenz von Konstanten v* > 0 und
1>a* >0,s0dassaus v < v* und a(t) < a* in einem Intervall [0, T*] die Abschédtzung

erfiillt ist. Wir sehen also die Existenz einer Konstanten Aj > 0 ein, so dass aus v < v* und
Ao < Aj zundchst a(0) < a* und damit die Richtigkeit von (5.112) fiir ein hinreichend

CeE(t) < F(t) < CE (1 + }/) E(t), tel0, T (5.112)

kleines T* > 0 folgt.

(i) Mit Hilfe von Lemma 5.7 folgern wir die Existenz von Konstanten 0 < v** < v* und
1 > a™ > 0, so dass fir v = v** (fortfolgend sei v so gewdhlt) und a(t) < a** in einem

gewissen Intervall [0, T**] die Existenz einer Konstanten K'°> > 0 folgt, so dass

folgt. Wie in (i) sehen wir also ein, dass ein Aj* > 0 existiert, so dass aus Ay < Aj* die

%F(t) < —KisE(t) + R(t), t€0,T7]

Richtigkeit von (5.113) fiir ein hinreichend kleines T** > 0 folgt.
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(iii)

Mit Hilfe von Lemma 5.8 folgern wir die Existenz einer Konstanten 1 > a*** > 0, so dass
aus a(t) < a*** in einem gewissen Intervall [0, T***| die Abschdtzung

R(t) < %K15E(t), te [0, T (5.114)

folgt. Dies wiederum sichert uns die Existenz einer Konstanten Aj** > 0, so dass aus
Ao < Aj** die Richtigkeit von (5.114) fiir hinreichend kleines T*** folgt.

Sind die Abschatzungen Ay < min{Aj, Aj*, A;**} sowie T < min{T*, T**, T***} erfllt, so
ergibt sich nach (i), (ii) und (ii7) mit einem passenden, positiven dy:
d .

3 F (D < —doF(t), te[o,T),

woraus mit Hilfe des Lemmas von Gronwall die Ungleichung

A

F(t) < e ™F(0), te(0,T] (5.115)
folgt. Ferner gilt fir ¢ € [0, T]:

a(t) < ap := min{a”, a™, 2"} (5.116)

Es sei ein beliebiges Intervall [0, T] gegeben, in welchem (5.116) und damit insbesondere
(5.115) und (5.112) gelten. Wir beweisen, dass «(T) < g gilt, sofern Ay einmalig hin-
reichend klein gewdhlt wird. Zundchst wissen wir wegen Lemma 5.2, dass eine von T
unabhéngige Konstante K, > 0 mit

0<x<L

8
sup ([6] + [q] + [u] + 0] + |qe] + |qu] + [ste] + Juaa] + [t + [une]) < K“J (Z 06(0") E(t)
k=0

(man beachte, dass die Terme 6, und uyx noch nicht vorkommen) existiert. Wegen (5.116)
konnen wir die auftretende Summe gegen 9 abschdtzen, wegen (5.112) konnen wir E(t)
gegen C%;F (t) abschdtzen und wegen (5.115) gilt F(t) < F(0), also insgesamt:

3K
sup (18] + |q] + [u] + 16:] + [qe] + |qx] + Je| + |ux] + Jp| 4 |uge]) < \/Ci\/HO)- (5.117)
0<x<L E

Nach Lemma 5.3 existiert eine weitere, von T unabhéngige Konstante K} > 0, so dass

10 ()15 < 1002l + K 196(0) | + K (sup 1:(E) [ + sup ||q(t)||H1) (5.118)
te[0,T] te[0,T]

fir alle t € [0, T] gilt. Nun existieren aber von T unabhéngige Konstanten K;g > 0 und
K19 > 0, so dass

lge(8) I3 < KisE(t)
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und

lq(t) |13 < KigE(t)

gilt. Damit folgt aber aus (5.112) und (5.115):

lqe(H) |2 < KisE(t) < Iéfm < K

und

Ky Kig
l9(8)7n < KioE(t) < Z2F(H) < 2 2F(0).

Setzen wir diese beiden Ungleichungen in (5.118) ein, so erhalten wir:

K K K
10x(8)l g < 180,¢ll s+ Ky | ZEF(0) + K | sup [ ZEF(0) + sup 4| 22 F(0)
E t€[0,T) E t€[0,T] E

< 160.xllun + 2K+ [ KB E0) + /K22 F(0), (5.119)
. Cg Ce

Schliefslich liefert uns wiederum Lemma 5.2 die Existenz einer von T unabhéngigen Kon-
stanten K/, > 0, so dass

sup |ux| (£) < K, (Sup |us(£)| +sup |q(#)qx(t)| + sup \9x(f)!>
xeG xeG xeG xeG
fur t € [0, T] gilt. Setzen wir (5.117) und (5.119) ein, so erhalten wir

K K
F(0) + ||60,x|l g + ZK,’,[\/CBF(O) + \/Cl9P(0)> ,
E

E

3K 9K?2
sup |u H <K * F(0) + =~
sup i (1) a(@w) CE

Damit wissen wir, dass a(T) < «g gilt, sofern nur F(0) und ||6p x|/ ;1 hinreichend klein sind.
Dies wiederum folgt aber sofort, sofern wir A hinreichend klein wahlen.

(vi) Ist nun ein beliebiges Intervall [0, T) gegeben, in welchem (5.116) und damit insbesondere
(5.115) und (5.112) gelten, so konnen wir mit Hilfe der Stetigkeit von E, F und « darauf
schlieen, dass (5.116), (5.115) und (5.112) auch in [0, T] stimmen. Damit verfahren wir
weiter wie in Schritt (v).

Damit ist die Behauptung bewiesen. O
Dies beweist insbesondere den

Satz 5.10 Es existiert ein > 0, so dass die Energie E(t) exponentiell abklingt, sofern Ao < ¢ gilt.



Zusammenfassung

Wir wenden uns zunéchst der Frage nach Wohlgestelltheit des zeitabhdngigen Problems
pUy — D'SDU + D'TO = pb,
86; —div KVO +TI'DU; =,

mit gemischten Dirichlet-Neumann-Randbedingungen zu. Unter Verwendung einer pas-
senden Transformation der Form

Vi=AV+F

gelingt es uns, eine positive Antwort auf die Frage nach Wohlgestelltheit zu geben. Das
verwendete System erster Ordung fiihrt hierbei die Vorteile des Systems fiir die klassi-
schen Gleichungen im dreidimensionalen Fall mit konstanten Koeffizienten mit den Vor-
teilen des Systems in [29] fiir den eindimensionalen Fall mit zeitabhéngigen Koeffizienten
zusammen.

Dann wenden wir uns der Frage nach Wohlgestelltheit der Gleichungen

oUy — D'SDU + D'TY = pb, (6.1)
60; — div KV6 + I'DU; = r, (6.2)
n Tk n—1 Tk
9 ~k 0 Yk
k=0 k=0

mit entsprechenden Anfangsbedingungen und Dirichlet-Randbedingungen zu. Hierbei
werden die Koeffizenten der Gleichungen (6.1), (6.2) als orts- und zeitabhidngig angenom-
men. Allerdings wird die Zeitunabhédngigkeit der Koeffizienten der dritten Gleichung not-
wendig sein. Fiir beliebiges n € IN ist es uns moglich, eine Transformation in ein System
erster Ordnung anzugeben, welche jeweils einen Evolutionsoperator liefert, der eine gut
zu behandelnde Struktur hat.

Darauf werden wir fiir jedes n € IN der Losung zu

plltt — D/SDU + DIFQ = pb,
591‘ —div KV + T’Dut =7,
n +k

T n—1 Tk
> i+ K Y foEve =0,
k=0 " k=0 ™*
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(mit entsprechenden Anfangs- und Dirichlet-Randbedingungen) einen Energieterm zuord-
nen und diesen mit dem Energieterm vergleichen, welcher im Fall der klassischen Ther-
moelastizitdt vorliegt. Im Fall n > 2 werden wir Abschitzungen dieser Energieterme fiir
kleine Zeiten t > 0 beweisen.

e AbschliefSend wenden wir uns dem nichtlinearen thermoelastischen Problem

U — a(Uy, 0, q)thxx + b(11x,0,q)0x = a1 (Ux, 0)qqx,
Or + g1y, 0,9)qx + d(ux, 0, )t = a2 (1, 0)qq:,
2
T
?qqtt + 49 t+9= —kOy — k1p04y

mit gewissen Anfangsbedingungen und Dirichlet-Randbedingungen zu. Hier werden wir
beweisen, dass global existierende Losungen exponentiell stabil sind.
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