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Vorwort

Das vorliegende Skript ist begleitend zu einer zweistiindigen Vorlesung enstanden,
die ich im Wintersemester 1996/97 an der Universitit Konstanz gehalten habe. Die-
se Vorlesung war eine Fortsetzung einer ebenfalls von mir gehaltenen einfiihrenden
Vorlesung in die Theorie der Banachalgebren und insbesondere auch der C*-Alge-
bren.
Schwerpunkt in dieser Vorlesung sind C*-Unteralgebren der Operatorenalgebra auf
einem Hilbertraum, die beziiglich Topologien abgeschlossen sind, die schwécher als
die durch die Operatornorm induzierte Topologie sind. Diese topologische Abge-
schlossenheit spiegelt sich in einer algebraischen Abgeschlossenheit im Sinne der
Bikommutatorbildung und einer operatortheoretischen im Sinne der Existenz von
Spektralscharen wider. Die hier gewihlte Darstellung betont gerade den letzten
Aspekt, um zu zeigen, dal von Neumann-Algebren die natiirliche ,, Beschrankung
auf das Wesentliche“ sind, wenn man die Spektraltheorie einzelner oder auch Grup-
pen von linearen Operatoren studieren will. Dementsprechend stehen dann auch
Konstruktionen im Projektionenverband einer von Neumann-Algebra im Mittel-
punkt der Darstellung.
Als Skript zu einer Vorlesung stellt diese Darstellung keinen Anspruch auf Ori-
ginalitdt der prasentierten Ergebnisse; diese lassen sich in den verschiedenen, im
Literaturverzeichnis angegebenen Quellen auffinden. Es handelt sich vielmehr um
eine mit einem ,roten Faden® versehenen Sammlung von Themen aus diesem mitt-
lerweile doch weitverzweigten Gebiet der Funktionalanalysis.

Konstanz, den 25. April 1997

Helmut J. Heiming
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VORWORT



KAPITEL 1

Operatoralgebren

1. C*-Algebren — Zusammenfassung der grundlegenden
Eigenschaften und Begriffe

Dieser erste Abschnitt stellt noch einmal die grundlegenden Eigenschaften und
Sitze fiir C*-Algebren zusammen. Die Beweise findet man leicht in der einschléigigen
Literatur bzw. im Skript zur Vorlesung ,Banachalgebren“ (Konstanz, SS96).

Im gesamten vorliegenden Text wird als Grundkorper der Korper der komplexen
Zahlen C angenommen. Desweiteren sei durchweg vorausgesetzt, dafl, wenn es nicht
explizit gefordert wird, die auftretenden Algebren nicht nur das Nullelement ent-
halten.

DEFINITION. Eine Banachalgebra [ A, || ||] mit Involution
A= Azt

heifit C*-Algebra, falls fiir alle z € A gilt,

(1.1) 22| = |||

BEMERKUNG. Im allgemeinen ist nicht gefordert, dal A ein Einselement enthilt.
Aber es ist jedoch immer moglich, eine C*-Algebra A ohne Eins isometrisch in eine
C*-Algebra Ale] mit Einselement e einzubetten, dafy A C A[e] ein maximales Ideal
wird.

1.1. Darstellungen. Elementar aber denoch grundlegend fiir die Theorie der
C*-Algebren sind gewisse Algebren stetiger Funktionen.

BEIsPIEL 1.1. Sei Q ein lokalkompakter Hausdorffraum. Dann ist mit punktweiser
komplexer Konjugation als Involution [ Cp(€2), || ||, |, der Raum der auf Q stetigen,
im Unendlichen verschwindenden' Funktionen, eine kommutative C*-Algebra.

Ist Q sogar kompakt, dann ist Co(2) = C(K) der Raum aller stetigen Funktionen
auf 2. Man erhilt so eine C*-Algebra mit Eins.

THEOREM 1.1 (Gel'fand). Sei[A, || ||] eine kommutative C*-Algebra und sei X(A)
ihr Strukturraum (i.e. die Menge der multiplikativen Funktionale w # 0 auf A).
FEin isometrischer C*-Isomorphismus ist durch die Gel’fandtransformation

T A Co(N),
(Z(w) = w(x)) gegeben.

BEMERKUNGEN.

e Kommutative C*-Algebren sind also im wesentlichen als Algebren stetiger
Funktionen auf einem lokalkompakten Hausdorffraum gegeben.

e Eine kommutative C*-Algebra hat genau dann eine Eins, wenn ihr Struk-
turraum kompakt ist.

'Ein f: Q@ — C verschwindet im Unendlichen, wenn die Menge {w € Q : |f(w)| > €} fiir
jedes € > 0 kompakt ist.
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Ein wichtiger Beitrag zur Theorie wird durch die folgende Charakterisierung stetiger
Linearformen auf einer kommutativen C*-Algebra geleistet.

RIESZSCHER DARSTELLUNGSSATZ. Der Dualraum von Cy(Q) ist zum Raum der
beschrinkten, reguldren Borelmafle auf Q isometrisch isomorph. Dieser Isomor-
phismus wird durch die Beziehung

o9 = [ rau (7 Co@)
vermittelt; hierbei ist ¢ das durch das Maf p induzierte Funktional auf Co(Q).
Ein weiteres wichtiges Beispiel fiir eine C*-Algebra wird nun gegeben.

BEISPIEL 1.2. Sei H ein Hilbertraum. Die Algebra [ B(H), || ||] der stetigen linearen
Operatoren u: H — H wird durch die Adjungiertenbildung u — u*, die durch die
Beziehung

(1.2) (u¢,m) =(¢,u"n) (¢ne€H)
gegeben ist, eine C*-Algebra.

Beachtet man, daf3 natiirlich auch eine normabgeschlossene, unter der Involution
invariante Unteralgebra einer C*-Algebra wieder eine C*-Algebra ist, so erhellt
das nun angegebene Theorem die wichtige Rolle, die die Algebren B(H) spielen.
Man kann sich nimlich bei der Untersuchung von C*-Algebren auf den Fall von
C*-Unteralgebren einer Algebra B(H) beschrinken. Und so werden wir dann auch
weiter vorgehen.

THEOREM 1.2 (Gel’fand-Naimark-Segal). Zu jederC*-Algebra A gibt es einen Hil-
bertraum H, einen Finheitsvektor ( € H und einen isometrischen C*-Homomor-
phismus I1: A — B(H) derart, daf8

(1.3) {O(z)(+ X :z€ A NeC}
dicht in H ist.

BEMERKUNGEN.

e Wenn A eine Eins hat, reduziert sich die in (1.3) angegebene Menge auf
(A)¢ C H, i.e. die Bahn von { unter A.

e Allgemein bezeichnet man ein Paar (II, H), das aus einem Hilbertraum H
und einem C*-Homomorphismus IT: A — B(H) besteht, als Darstellung der
C*-Algebra A. Eine Darstellung mit injektivem, somit isometrischem IT wird
treu genannt. Gibt es zu einer Darstellung (II, H) von A einen Vektor ¢ € H,
daf} die entsprechend zu (1.3) gebildete Menge dicht in H ist, so liegt eine
zyklische Darstellung mit zyklischem Vektor ¢ vor. Theorem 1.2 besagt also:

Jede C*-Algebra besitzt eine treue, zyklische Darstellung.

1.2. Normale Elemente und ihr Spektrum. Durch ihr Verhalten in Be-
zug auf die Involution einer C*-Algebra sind einige ihrer Elemente ausgezeichnet.
Hier seien zunichst die wichtigsten Typen wiederholt und durch ihr Spektrum klas-
sifiziert.

DEeFINITION. Ein Element z der C*-Algebra 4 heifit normal, wenn zz* = z*z. Es
heifit selbstadjungiert, wenn z = z*. Mit A,, bzw. mit A, werden die Mengen der
normalen bzw. selbstadjungierten Elemente von A bezeichnet.

BEMERKUNGEN.

e In einer kommutativen C*-Algebra sind natiirlich alle Elemente normal. Die
selbstadjungierten Elemente von Cy(2) sind gerade die reellwertigen Funk-
tionen.
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e Selbstadjungierte Operatoren in B(H) sind solche Operatoren u, fiir die

(u¢,m =A(C,un) (¢neH).

DEFINITION. Sei A eine C*-Algebra mit Eins und z € A. Die Resolventenmenge
von z ist

p(z) := pa(z) == {A € C: XA -z invertierbar } .

Das Spektrum von z ist

o(z) := oa(z) :== C\ p(x).
Ist A ohne FEins, so sei das Spektrum von z € A gegeben durch

o(z) 1= oa(@) =04 (z) \ {0}.
Der Spektralradius von x ist
r(z) :==sup{|A| : A€o(z)} (sup@:=0).

BEMERKUNG. Man beachte, dafl im Fall einer C*-Algebra .4 ohne Eins fiir jedes
ihrer Elemente z gilt: 0 € 0 4/¢)(x).

Zusammenfassend ergibt sich fiir das Spektrum eines Elements einer C*-Algebra:

THEOREM 1.3. Sei A eine C*-Algebra und x € A. Dann gilt:
(i) Hat A eine Fins, dann ist o(x) eine nichtleere, kompakte Teilmenge von C.
Sonst ist o(x) beschrinkt und lokalkompakt.
(ii) Ist x Element einer C*-Unteralgebra B von A und haben beide Algebren die-
selbe Fins, dann ist op(x) = o4(x).
(iii) Fir den Spektralradius von x gilt:

r(z) = inf []2"|[Y/" = lim_[lo"]'/"
neN n—00
Ist x normal, dann ist r(x) = ||z||.

Eine wesentliche Eigenschaft normaler Elemente einer C*-Algebra, ist, daf} sie ei-
ne kommutative C*-Unteralgebra erzeugen und so einen stetigen Funktionalkalkiil
zulassen.

THEOREM 1.4. Ist x # 0 ein normales Element der C*-Algebra A, dann gibt es
eine C*-Isometrie ®,: Co(o(x)) = A, f f(x), daff gilt:
(i) ®;(A =N ==z.
(if) @,(Co(o(x))) ist die kleinste (kommutative) C*-Unteralgebra von A, die z,
x* und ggfs. die FEins von A enthdlt.
(iii) Fir f € Co(o(x)) ist opm) = f(o(x)).

Wenn man beachtet, da8 fiir f € Cy(Q) gerade o(f) = f() ist, so ergibt sich leicht
die folgende Charakterisierung selbstadjungierter Elemente einer C*-Algebra.

LEMMA 1.5. Seix ein normales Element der C*-Algebra A. Dann ist x genau dann
selbstadjungiert, wenn es reelles Spektrum hat.

DEFINITION. Ein selbstadjungiertes Element einer C*-Algebra A mit nichtnegati-
vem Spektrum heifit positiv. Man schreibt A fiir die Menge der positiven Elemente
von A.

LEMMA 1.6. Fin Element x einer C*-Algebra A ist genau dann positiv, wenn es
eine Darstellung x = y*y mit einem geeigneten y € A hat.

BEMERKUNG. Die Menge A induziert eine Ordnungsstruktur auf Ay,.
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2. Normale Operatoren

In diesem Abschnitt wird der Funktionalkalkiil fiir normale Operatoren auf einem
Hilbertraum auf eine die Menge der auf dem Spektrum des Operators stetigen
Funktionen umfassende Klasse erweitert. Im folgenden sei nun H ein Hilbertraum.

2.1. Starke und schwache Operatortopologie. Neben der Normtopolo-
gie?, die mit 7,, bezeichnet werde und fiir die eine Umgebungsbasis® des Nullope-
rators durch Mengen der Form

(1.4) {ueBH) : |lul|<e} (e>0)

gegeben ist, gibt es noch zwei weitere, fiir die Operatortheorie natiirliche, lokalkon-
vexe Topologien.

DEFINITION. Eine Umgebungsbasis des Nulloperators fiir die starke Operatortopo-
logie 75 auf B(H) wird durch Mengen der Form

(1.5) {uEB(H) ;| Inax ([l | <e}
(n € N;Ci,...,C, € H;e > 0) beschrieben.
Mengen der Gestalt

(16) {wenm : max g mil<e}

=1,...,n
(n€eN;C,-.-y,Cuymy---,Mn € Hy € > 0) bilden eine Umgebungsbasis des Nullope-
rators fiir die schwache Operatortopologie T, auf B(H).

BEMERKUNG. Die starke Operatortopologie entspricht der ,, Topologie der punkt-
weisen Konvergenz“ fiir Abbildungen auf H, versehen mit der Normtopologie. Die
schwache Operatortopologie ist dementsprechend die ,, Topologie der schwachen
punktweisen Konvergenz“, d.h. der punktweisen Konvergenz auf H, versehen mit
seiner schwachen Topologie.

Diese Operatortopologien stehen in einer einfachen Relation zueinander. Desweite-
ren stellt man fest, dafl in der schwachen Operatortopologie stetige Linearformen
auf B(H) im wesentlichen bereits durch die Definition erfait sind.

LEMMA 1.7.

(i) Sei ¢: B(H) — C ein 1, -stetige Linearform. Dann gibt es Vektoren (1, ...,
Cn: M, ---,7Mn € H7 da’ﬁ
Vu € B(H) : ¢(u) = Z (uGi , mi) -
=1
(ii) Die schwache Operatortopologie ist die grobste und die Normtopologie ist die
feinste dieser Topologien,

(1-7) Tw C Ts C Tp.

BEMERKUNG. Man iiberzeugt sich leicht davon, da in (1.7) Gleichheit an einer
Stelle genau dann auftritt, wenn H endlichdimensional ist.

2 Topologie“ steht hier und im folgenden fiir das System der offen Mengen; in diesem spezi-
ellen Fall also fiir das System der normoffenen Mengen

3Fiir Vektorraumtopologien reicht es eine Umgebungsbasis des Nullvektors anzugeben; Um-
gebungbasen fiir andere Vektoren ergeben sich dann durch Translation
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BEWEIS VON LEMMA 1.7. (i): Die 7,-Stetigkeit von ¢ sichert die Existenz von

Vektoren (i, ..., Cn, M1, --- , In € H und ein € > 0, daf
(a) Vu € B(H) : mmax |(uGe , )| < = [$(u)] < 1.

Setzt man ¢;(u) := (ul; , n;), so erhiilt man 7,,-stetige Linearformen. Man schliefit
leicht aus (a), dafl (| ker ¢; C ker ¢, und damit, dafl ¢ € span(¢y,...¢y,).
(ii): Die Inklusionskette ist unmittelbar aus den Definitionen der entsprechenden
Nullumgebungsbasen ersichtlich.

o

Nachfolgend sind einige elementare Eigenschaften und Beziehungen dieser Opera-
tortopologien zusammengefafit.

Ein topologischer Raum heifit separabel, wenn er eine abzihlbare dichte Teilmenge
hat. Fiir einen Hilbertraum ist Separabilitit etwa dadurch gekennzeichnet, dafl er
eine abzdhlbare Orthonormalbasis besitzt. Diese Art Hilbertraum tritt auch in der
Anwendung vornehmlich auf. Im folgenden werden wir zeigen, da8, falls H separabel
ist, fiir beschrénkte Teilmengen von B(H) die schwachen Topologien metrisierbar
sind. Der Nutzen hiervon liegt vor allem darin, dafl man sich bei Grenzwertbildun-
gen auf Folgen zurtickziehen kann.

LEMMA 1.8. Sei H ein separabler Hilbertraum und A C B(H) eine beschrinkte
Teilmenge von B(H). Dann sind die Einschrinkungen der starken und der schwa-
chen Operatortopologie auf A metrisierbar.

BEWEIS. Sei W := {&, € H : k € N} eine abzihlbare, dichte Teilmenge von
H und sei M :=sup{|lu|]| : ve A}
Sind nun (i, ..., {, € H und € > 0 vorgegeben, dann findet man ¢{, ..., {, € W
so, dafy

< S
Damit wird fiir beliebiges u € A
. — ! . —
{v €A: 1I§nka§Xn”(U w) Gl < 6/2} C {U €A: lrsnlfnsxnﬂ(v w)Crll < e} .

D.h. W induziert dieselbe starke Operatortopologie auf A wie H. Diese von W auf
diese Weise induzierte Topologie wird aber auch durch die Metrik

d(u,v) := i2_kM (u,v € A)
k=1

1+ [[(u = v)&ll
gegeben.
ZuCyyooi s CuyMy-ee sy € Hund € > 0 findet man (i, ..., ¢\, nt, ..., 0, €W
so, daf} zuniichst
, €
k= < /77
und dann
e = 7l < oo
60 |G Il + 1

fiir 1 < k < n. Fiir beliebiges u € A ergibt sich dann wieder
. _ ! '
{veas max o-ug i <o |

c{veA=gﬁ3mv—w@,%n<e}
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Also induziert W auch dieselbe schwache Operatortopologie auf A wie H. Die ent-
sprechende Metrik ist hier etwa durch

— - —ttry {(w —v)& , &)
A= 2 T e g e U

gegeben. O

Die schwachen Topologien sind (nach Konstruktion) vertriglich mit der Vektor-
raumstruktur von B(H), d.h., die Vektoraddition und die skalare Multiplikation
sind stetig. Anders sieht es bei der Stetigkeit der Involution v — »* und der Mul-
tiplikation aus.

LEMMA 1.9. Seiug € B(H) und sei A eine beschrinkte Teilmenge von B(H).

(i) Die Abbildungen B(H) — B(H), u + uug,uou sind T4- und 7,-stetig.
(ii) Die Abbildung B(H) — B(H), u — u* ist T, -stetig.

(iii) Die Abbildung A x B(H) — B(H), (u,v) — uv ist Ts-stetig.
(iv) Die Abbildung B(H), — B(H)n, u — u* ist 75-stetig.

BEWEIS. (i): Dies folgt direkt aus den Beziehungen

[l (o — vuo)¢|l = [[(u — v)uod| [l (wor — ugv) (| < [luo|l [|(w — v)C]|
((uuo —vuo)C, m) = ((u —v)uoC, 1) ((uou —uov) ,m) = ((u—v)C , ugn)

fiir beliebige ¢,n € H.

(ii): Es gilt (u*(, n) = (¢, un) fir ¢,n € H. Dies zeigt die 7,-Stetigkeit der Invo-
lution.

(iii): Hier mufl man zum Beweis die Ungleichung

[l (uovo — uv)¢|| < [|(uo — w)vodl| + sup [l [|(vo = v)C]]

heranziehen, die fiir beliebige (ug,vo), (u,v) € A x B(H) und beliebiges { € H gilt.
(iv): Ist u: H — H normal und ¢ € H beliebig, so gilt

¢l = (¢, u*¢) = (wu*¢, §) = (w*u, ¢) = (u¢ , u¢) = [lud|.

Die in Lemma 1.9 ausgelassenen Félle werden nun erldutert.

BEISPIEL 1.3. Sei H = {3 der Raum der quadratsummierbaren Folgen (a,)32;.
Dies ist ein separabler Hilbertraum. Durch v(a,) := (@p41) wird eine lineare Ab-
bildung v: H — H definiert. Deren Adjungierte v* ist durch (8,) := v*(a,) mit
B1 = 0und Bpt1 = ay, fiir n > 1 gegeben. Es gilt weiterhin dafl vo* = id und damit
v (v*)k = id fiir alle k& € N. AuBerdem ist ||v|| = [|[v*|| = 1 und entsprechend fiir
die Potenzen dieser Operatoren.

Die nun folgenden Betrachtungen finden in der Einheitskugel von B(H) statt. Diese
ist nach Lemma 1.8 metrisierbar in den schwachen Topologien. D.h., es reicht,
Folgenstetigkeit zu untersuchen.

Fiir ¢ := («,) berechnet man, daf3

[o*¢] = (3 lanl?)* = 0 und [[(0*)*¢|| = II¢I-

n=~k

Damit gilt v* — 0 aber (v*)* /4 0 in der starken Operatortopologie. Dies zeigt, daf
die Involution nicht 74-stetig ist.

Da (v*) in der starken Operatortopologie eine Nullfolge bildet, ist sie und damit
auch die Folge ((v*)*) dies auch beziiglich der schwachen Operatortopologie. Aber
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die konstante Folge (v* (v*)*) ist natiirlich keine Nullfolge. Also ist die Multiplikati-
on selbst dann nicht 7,,-stetig, wenn man sich mit beiden Faktoren auf beschrinkte
Mengen zuriickzieht.

Um zu zeigen, daf3 die Multiplikation auch nicht 75-stetig ist, mufl etwas weiter
ausgeholt werden. Insbesondere mufl die Einheitskugel verlassen werden und man
muf zu Filter- oder Netzkonvergenz {ibergehen.

Sei U eine Nullumgebungsbasis fiir 75. Setzt man I := N x U und definiert fiir
t:= (n,,U,) sowie k := (n,, Uy) aus I

t<Kk:<= n,<ngyund Uy, C U,

so erhilt man eine gerichtete Menge [, <]. Sei nun ¢ € I gewihlt. Wie bereits
gesehen, ist (v*) eine 75-Nullfolge, also gibt es ein K € N so, dafl v& € n1U,.
Setzt man jetzt

u, :=nw® und w, := n, ' (v*)¥),

so ergibt sich aus dem bisherigen, dal u,w, = id. Die Konstruktion gewahrleistet,
dafl zum einen

Te-limu, = 0 und 7,- limw, =0,
el el

und zum anderen 7y-lim, ey u,w, = id # 0. D.h., die Multiplikation ist nicht 7,-ste-
tig. Dieses Beispiel zeigt auch, daf} selbst die Zusatzannahme, die rechten Faktoren
entstammten einer normbeschrinkten Menge, keine 7,-Stetigkeit liefert.

LEMMA 1.10.
(i) Sei K C B(H) konvez, dann gilt:
K°'=K".
(ii) Die FEinheitskugel von B(H) ist T,-kompakt.

BEWEIS. (i): Hat man eine Menge A in einem topologischen Vektorraum [V, 7]
gegeben, so ergibt sich der 7-Abschluf} zu

(1.8) A = ﬂ {A+U : U CV 7Nullumgebung },
d.h., als Durchschnitt aller offenen Mengen, die A enthalten. Damit ist klar, daf3
K°*cK™

(vgl. (1.7)). Sei nun angenommen, daf v € K * und ¢ € H. Dann ist u¢ im schwa-
chen Abschluf3 der konvexen Menge K¢ C H, und somit auch im Normabschlufl
dieser Menge (Satz von Hahn-Banach!). Man folgert nun leicht, daB v in K ° liegen
mu8f.

(ii): Sei B:={z € B(H) : ||z|| < 1}. Dann ist

B [[ {reC: N\ <1}um ((u¢,m)

¢mEH

eine injektive Abbildung mit abgeschlossenem Bild, wenn man den Zielbereich mit
der Produkttopologie versieht. Dieser wird so zu einem kompakten Hausdorffraum.
Die Abbildung ist auch stetig und offen beziiglich der schwachen Operatortopologie.
Mit dem Bild von B ist dann auch B selbst — in der schwachen Operatortopologie
— kompakt. O
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2.2. Selbstadjungierte Operatoren. Zum einen ist die Menge der selbst-
adjungierten Operatoren B(H ), auf dem Hilbertraum H ein reeller Unterraum von
B(H), zum anderen wird durch die positiven Operatoren B(H)y eine Ordnungs-
struktur auf B(H);, induziert. Diese wird durch die Bedingung

(1.9) u<v <= V(e H: (u¢, () < (v, ()

(u,v € B(H)) beschrieben. Diese Beziehung ergibt sich leicht aus der schon fiir all-
gemeine C*-Algebren gegebene Charakterisierung positiver Elemente, Lemma 1.6.

LEMMA 1.11. Die Mengen B(H), und B(H)4 sind 7,-, und somit auch 14- und
Tp-abgeschlossen.

BEWwEIs. Genauso wie durch (1.9) wird auch durch

V¢,m € H:{(u¢,n =(C,un)

eine in 7, abgeschlossene Menge beschrieben. Diese ist jeweils genau B(H) bzw.
B(H)p.- O

DEeFINITION. Eine Teilmenge I von B(H)y, heifit steigend (fallend), falls
Vu,v € IFw € I : u,v <w (u,v > w).
Sie heifit nach oben (unten) beschrinkt, falls es ein v € B(H)y, gibt, dafl
Vuel:u<v (u>v).

Man nennt dann v eine obere (untere) Schranke von I.

Ist 7 eine der Operatortopologien, v € B(H)p und I C B(H), steigend (fallend),
so sagt man, I steigt (fillt) gegen v in 7, falls v > I (v < I) und es zu jeder
7-Umgebung U von v ein w € I gibt, dafl

Vuel:u>w(u<w) = uel.

BEMERKUNG. Eine Menge I C B(H);, steigt gegen v € B(H)y, in einer Operator-
topologie 7 genau dann, wenn v eine obere Schranke von I ist und auflerdem in
ihrem 7-Abschluf} liegt.

Die nichste Beobachtung zeigt, dal eine mogliche Konfusion der unterschiedlichen
Beschrinktheitsbegriffe, ndmlich Beschrinktheit in der Norm und in der Ordnung,
nicht gegeben ist; sie sind einander &quivalent.

LEMMA 1.12. Eine Menge I C B(H) ist genau dann normbeschrinkt, wenn sie
eine obere und eine untere Schranke hat.

BeEWwEIs. Ist I normbeschrinkt durch M > 0, so sind —M -id und M -id jeweils
eine untere bzw. obere Schranke fiir I.
Sind andererseits a und b untere bzw. obere Schranke fiir I, so ist I durch das
Maximum der Normen von a und b beschrinkt. O

LEMMA 1.13. Sei I C B(H)p, steigend und sei K := conv I, die konveze Hiille von
I. Dann gilt:

(i) Steigt I gegen v € B(H) in einer der Operatortopologien, so ist v eindeutig.
(ii) K C B(H)}, ist steigend.
(i) Mit I ist auch K nach oben beschrinkt, und umgekehrt. Insbesondere haben
beide Mengen dieselben oberen Schranken.
(iv) Seiv € B(H) und 7 eine der Operatortopologien. Dann steigt I gegen v in T,
wenn dies fiir K der Fall ist.
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BEWEIS. (i): Moge I gegen v und v' mit v # v’ steigen. Die zugrunde liegende
Operatortologie ist hausdorffsch, d.h., es gibt disjunkte Umgebungen U und U’ von
v bzw. v'. Man bestimme jetzt w und w' in I so, daf fiir alle u € T gilt,

u>w = ueU u>w = uel.

Da I steigt, gibt es ein u € I mit w,w’ < u, was aber unmittelbar zum Widerspruch
uw € UNU' fiihrt.

(ii): Da B(H)} konvex ist, gilt zunichst einmal K C B(H)y. Seien u := Y " | Aju;
und v := Y}, p;v; Elemente von K = convI. Dann gibt es ein w € I C K,
daB wu;,v; < w. Damit wird aber auch v = Y7, \ju; < >0, Nw = w und
entsprechend v < w.

(iii): Da I C K ist, ist mit K auch I nach oben beschrinkt und jede obere Schranke
von K ist auch eine obere Schranke von I. Hat man andererseits eine obere Schranke
v von I gegeben, so erhilt man fiir u:= > | \u; € K, daB

u = i/\iui < i)\w = .
i=1 i=1

Also ist v auch eine obere Schranke von K.
(iv): Steige K in 7 gegen v und sei U eine 7-Umgebung von v. Nun gibt es ein
w € K, daf} fir alle v € K mit u > w gilt, u € U. Moge w die Darstellung

w = Y1, A;w; haben. Dann gibt es ein w' € I, daf wy, ..., w, < w'. Hat man
nun u € I mit u > w' gegeben, so ist auch u > w, was u € U nach sich zieht. Dies
zeigt, dafl I in 7 gegen v steigt. O

THEOREM 1.14. Sei I C B(H)}, steigend und nach oben beschrinkt. Dann steigt I
gegen ein v € B(H)y, in 1.

BEWEIS. Setze fir a € I die Menge I, := {u €I : u>a}. Da I steigt, folgt
sofort, daf} jede obere Schranke von I, auch eine obere Schranke von I ist, und
umgekehrt. Ebenso leicht ist einzusehen, dafl I genau gegen ein v € B(H)y in
Ty steigt, wenn dies bereits fiir I, richtig ist. Man kann also ohne Einschrinkung
annehmen, dafl I auch nach unten beschrénkt ist. Weiter erschliefit man direkt aus
den Definitionen, da auch T * nach oben und unten durch dieselben Schranken
wie I selbst beschrinkt ist. Werden jetzt noch Lemma 1.12 sowie Lemma 1.10
beriicksichtigt, dann kann angenommen werden, daB T'* eine 7,,~kompakte Menge
ist.

Da I steigt, ist der Durchschnitt endlich vieler Mengen I, nicht leer. Dasselbe gilt
natiirlich dann auch fiir deren Abschliisse I,° C T *. Die 7,,-Kompaktheit von T *
ergibt nun

N T.” #0.
acl

Sei v € I Element dieses Durchschnitts. Dann bleibt zu zeigen, daf} dieses v eine
obere Schranke von I ist. Seien dazu a € I, € > 0 sowie (,n € H beliebig gewihlt.
Daw €1, ist, gibt es ein u € I,, daB |((v — u) , )| < e. Damit ergibt sich

((a=0)¢,n) =({(a—u)¢,n+{(u-0)(,n) <0+ [((u—-v)¢,n) <e

Hiermit folgt, dafl v eine obere Schranke von I ist. O

Dieses Resultat kann aber noch verschirft werden:

KOROLLAR 1.15. Sei I C B(H)y, steigend und nach oben beschrinkt. Dann steigt
I gegen ein v € B(H)p, in Ts.
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BEWEIS. Nach Lemma 1.13(iv) reicht es zu zeigen, da§ K := conv I gegen ein
v € B(H)p, in 75 steigt. Theorem 1.14 zeigt, dal dies zuniichst in 7, richtig ist.
Nun stimmen nach Lemma 1.10(i) die Abschliisse von K in 7, und 7, iiberein. Also
steigt K und somit auch I gegen v in 5. O

2.3. Spektraldarstellung. Nun sei K ein kompakter Hausdorffraum und es
gebe eine C*-Isometrie

(1.10) ®: C(K)— B(H),f— ®f.
Sind nun ¢ und 7 beliebige Vektoren in H, dann erhélt man durch
(1.11) b¢n: C(K) = C, f = (BfC,m)

eine stetige Linearform auf C'(K). Der RIESZSCHE DARSTELLUNGSSATZ liefert nun
ein reguléres Borelmafl yi¢ , auf K, das

(112) (éfCﬂD=¢ng%=/;fWKm

fiir alle f € C(K) erfiillt. Man leitet nun leicht die folgenden Eigenschaften der
Abbildung (¢,n) — ¢, aus den obigen Beziehungen her.

LEMMA 1.16. Seien ( und n beliebige Vektoren in H.
(i) Hx H — C(K)*, (¢,n) = pc,y ist bilinear.

(i) lpcnl (K) = llaenll < lISIHInIl-
(iil) pe,c ist ein positives Borelmafl und pe o(K) = lICI?.

Um den stetigen Funktionalkalkiil fiir normale Operatoren fortzusetzen, ist es not-
wendig, die durch den Rieszschen Darstellungssatz gesicherte Aquivalenz von steti-
gen linearen Funktionalen ¢ auf C'(K) und reguléren Borelmafien u, gegeben durch
die Beziehung

Mﬂ=éfw (f € C(K)),

etwas genauer ,unter die Lupe“ zu nehmen.

DEFINITION. Sei K ein kompakter Haussdorffraum. Die positiven beschrinkten Bo-
relfunktionen auf K sind

B*(K), := {supf tICC(K)y supllfll, < oo}
fer fer

und die beschrinkten Borelfunktionen auf K sind
B®(K)={f: K—=>C: (Rf)+,(Sf)r € B°(K); }.

LEMMA 1.17. Mit den punktweisen Operationen ist [B<(K),|| ||.,] eine kommu-
tative C*-Algebra.

BeEwEIs. Es geniigt zu zeigen, dal B>°(K) eine abgeschlossene und unter der
punktweisen Konjugation invariante Unteralgebra von £*°(K) ist. Die algebraischen
Eigenschaften sind hierbei fiir B*°(K) offensichtlich. Da Real- und Imaginirteilbil-
dung sowie die Zerlegung in positiven und negativen Anteil einer beschrinkten
Funktion stetige Operationen auf [£>, || || ] sind, bleibt somit nur die Abgeschlos-
senheit von B*°(K)y nachzuweisen. Sei also g eine beschrinkte Funktion im Ab-
schlul von B®(K). Zu € > 0 gibt es ein h, € B>(K)4, daB [|g — h¢||, < €. Damit
gibt es Ic C C(K)+, dafl he = supcy. f. Setze

I'={J{(f-eVv0: fel}cCEK),.

e>0
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Es bleibt zu zeigen, dal g = sup;c; f. Man iiberzeugt sich sofort davon ,dafi g > f
fir f € I. Hat man jetzt w € K und € > 0 gegeben, so findet man ein f € I, dafl
f(w) > he(w) —e. Hiermit folgt dann aber sofort, dafl (f(w)—€)V0 > g(w)—2¢. O

Genauso, wie man in der klassischen reellen Analysis, Funktionale von C(K) auf
B (K) und damit zu reguliren Borelmafien auf K fortsetzt, wird jetzt der stetige
Funktionalkalkiil fiir normale Operatoren zu einem beschrinkten Borel-Funktional-
kalkiil erweitert.

THEOREM 1.18. Sei K ein kompakter Hausdorffraum. Sei ®: C(K) — B(H) ein
isometrischer C*-Homomorphismus. Dann gibt es einen isometrischen C*-Homo-
morphismus U: B> (K) — B(H), mit den folgenden FEigenschaften:

(i) VU setzt @ fort,
(ii) Fir alle {,n € H und alle f € B¥(K) ist

(@()C ) = /K f dpic o,

(iii) Das Bild von U ist im 14-Abschluf (der T,,-Abschlufl) des Bildes von ® ent-
halten.

BEWEIS. Wenn es erst einmal gelungen ist, die Existenz einer algebraischen
Fortsetzung von @ nachzuweisen, so ist diese automatisch stetig (vgl. etwa Lem-
ma 4.1.10, Skript SS96). Im ersten Schritt kann man mittels Theorem 1.14 bzw.
Korollar 1.15 & von C(K)4 zu ¥ auf B®(K), fortsetzen. Diese Fortsetzung ist
additiv und vertauscht mit der Multiplikation mit positiven Skalaren. Hat man nun
a,b € B*®(K)y gegeben, so gilt nach Konstruktion, dafl

a=sup{fe€C(K)s : f<a}, b=sup{g€C(K); : g<b},
und damit

Vag=sup{®feCK)+ : f<a}, Ub=sup{Pge C(K)y : g<b}.

Die beiden letzten Mengen sind in B(H) beschriinkt. Darum ist nach Lemma 1.9(iii)

die Multiplikation 7,-stetig, d.h. es ist auch ¥(ab) = ¥a - ¥b. Setzt man jetzt fiir

f:=(f1 = f2) +i(f3 — f1) € B®(K), mit nicht negativen fi, fs, f3 undfy,
Uf:=(Vfi— V) +i(Vfs - Vfy),

so erhilt man die gesuchte Fortsetzung von @, die selbstverstindlich auch die Ei-

genschaften (ii) und (iii) hat. O

Hat man nun speziell einen normalen Operator u € B(H) gegeben, so stellt sich der
beschrénkte Borel-Funktionalkalkiil hierfiir wie folgt dar. Dieses Theorem ist eine
direkte Folgerung aus Theorem 1.18 und Theorem 1.4.

THEOREM 1.19. Sei u € B(H) ein normaler Operator. Dann gibt es eine C*-Iso-
metrie U: B®(o(u)) — B(H), derart, daf gilt:

(i) W setzt den stetigen Funktionalkalkiil fort. Es ist ¥(idy(,)) = u.

(ii) Fiir alle {,n € H und alle f € B> (o(u)) ist

()¢, ) = / o J o

(iii) Das Bild von W ist im 14-Abschluf der von u erzeugten C*-Algebra enthalten.

BEMERKUNG. Bezeichnet ¥ das System der Borelmengen von o(u), so wird durch

E:S = [B(H), 7], A ¥(14)
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ein projektionenwertiges Maf definiert, das Spektralmaff von u. Man schreibt fiir
die C*-Isometrie ¥: B*(o(u)) — B(H) dann meist

F)AEQN) == ¥(f)

o(u)

fiir f € B (o(u)). Die Darstellung ¥ nennt man auch Spektraldarstellung von u.

3. von Neumann-Algebren

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dafl die fiir die Anwendung eminent wichtige
Spektraldarstellung eines normalen Operators ihr Bild im starken Abschlufl der vom
Operator erzeugten C*-Algebra hat. Jetzt werden wir uns mit C*-Unteralgebren von
B(H) beschiftigen, die in der starken Operatortopologie abgeschlossen sind.

DEFINITION. Eine in der starken Operatortopologie abgeschlossene C*-Unteralge-
bra M von B(H) mit idg € M hei3t von Neumann-Algebra.

BEMERKUNG. Die Forderung idg € M ist rein technischer Natur. Sie gew&hrleistet
mehr oder minder, dafl der zugrunde liegende Hilbertraum ,nicht zu grofi“ ist.
Wir werden spiter bei intrinsischen, darstellungsfreien Charakterisierungen von
von Neumann-Algebren? feststellen, dafl immer eine Eins in einer solchen von Neu-
mann-Algebra vorhanden ist. Diese Eins ist natiirlich eine Orthogonalprojektion,
deren Bild schon ausreicht, um die von Neumann-Algebra darzustellen, und fiir das
diese Eins die Identitét ist.

3.1. Stark abgeschlossene Unteralgebren. Die natiirliche Methode, stark
abgeschlossene Unteralgebren von B(H) zu gewinnen, ist sicher, mit einer Unter-
algebra zu starten und dann deren starken Abschlufl zu bilden. Dazu mufl man
sich aber davon iiberzeugen, dafl man wieder eine Unteralgebra erhélt, denn die
starke und die schwache Operatortopologie machen bekanntlich Probleme bei der
Stetigkeit der Multipliaktion und der Involution.

LEMMA 1.20. Seien M eine Unteralgebra und K eine konvezre Teilmenge von B(H).
Dann gilt:
(i) Ist K invariant unter der Involution, dann ist auch K ° invariant unter der
Involution.
(if) Der T5-Abschlufl von M ist eine Unteralgebra von B(H).
(iii) Ist M eine C*-Algebra, die idg enthdlt, dann ist M ° eine von Neumann-Al-
gebra.

BEWEIS. (i): Nach Lemma 1.10(i) ist K ° = K *. Lemma 1.9(ii) besagt, daf
die Involution in der schwachen Operatortopologie stetig ist, also ist mit K auch
K™ invariant unter der Involution.

(ii): Sei zunsichst up € M, dann sind fiir beliebiges u € M ° nach Lemma 1.9(i) auch
uug, ugu € M °. Damit folgt aber, da8 auch das Produkt uv beliebiger u,v € M
in M fallt.

(iii): Dies ist jetzt nur noch eine Zusammenfassung von (i) und (ii). O
Um diese abstrakten Begriffe ein wenig ,,mit leben zu fiillen“, seien hier zwei Bei-
spiele angegeben.

BEISPIEL 1.4. Sei H := ¢2 und £o C B(H) aufgefalt als C*-Algebra der Diago-
naloperatoren, d.h., einer Nullfolge a := (ay,) werde der Operator D,: H — H,
(Br) — (agB) zugeordnet. Andererseits ist fiir jeden Diagonaloperator D die Folge

4Man wird eine C*-Algebra, die eine treue Darstellung als von Neumann-Algebra hat, eben-
falls von Neumann-Algebra nennen
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({Dey, , en)) beschrinkt. Hierbei bezeichnet e, den kanonischen n-ten Einheitsvek-
tor in H. Man kann die Menge der Diagonaloperatoren auch beschreiben als

loo = ﬂ {u€eB(H) : (uep,e,)=0}.
k#n
Dies ist eine in der schwachen und wegen ihrer Konvexitdt auch in der starken
Operatortopologie abgeschlossene Menge. Fafit man ¢y entsprechend als C*-Algebra
der Diagonaloperatoren, in deren Diagonale Nullfolgen stehen auf, so ist sicher der
starke Abschlufl von ¢g in £, enthalten. Hat man andererseits eine beschrinkte
Folge a = (ay) gegeben, so sind die Folgen v, := (ynx) mit

_Jar k<n
Tk = 0 k>n

in ¢o und es gilt ||y, < [lall- Ist nun ¢ = (Bx) € €2 gegeben, so erhilt man

oo

(Do =Dy )CIP = D lowBil* =0 (n— o).
k=n+1

Also liegt o im starken Abschlul von ¢g. Zusammengefafit heifit dies, g™ = lo.

BEIsPIEL 1.5. Sei H ein unendlichdimensionaler Hilbertraum und sei K(H) die
C*-Algebra der kompakten Operatoren®. Desweiteren sei (ex)xccr eine Orthonor-
malbasis von H. Hat man einen Vektor ¢ € H und € > 0 gegeben, so findet man
eine endliche Teilmenge I. von I, dafl

HC—Z«,enm

kel

<e

Definiert man p.: H — H durch pen := > ., (1, ex) ex, dann erhélt man fiir
beliebiges u € B(H), daf§

l(w — upe)CIl < lulle.

Der Operator up. hat endlichen Rang, ist also ein Element von K(H). Man kann
somit schlielen, daf} sich jeder Operator aus B(H) in der starken Operatortopologie

durch kompakte Operatoren approximieren 1a8t. D.h., man hat K(H )TS = B(H).

BEMERKUNG. In beiden obigen Beispielen hatte die C*-Algebra, deren starken Ab-
schlufl wir gebildet haben, keine Eins. In beiden Fillen ist es jedoch leicht, eine
approzimierende FEinheit (vgl. Skript SS96, Abschnitt 4.5) anzugeben. Im Fall ¢
etwa die Menge der Folgen, die endlich viele Folgenglieder mit dem Wert 1 und
die restlichen Folgenglieder mit dem Wert 0 haben und im Fall X(H) die Menge
aller ,Projektionen auf endlich viele Koordinaten“. Der starke Grenzwert dieser
approximierenden Einheiten ergibt sich dann jeweils zu idg.

Wenn man sich daran erinnert, dafl jede C*-Algebra eine approximierende Einheit
hat, so ist mit dem bisher gezeigten leicht einzusehen, da jede von Neumann-
Algebra ein Einselement hat, das sich gerade als Limes dieser approximierenden
Einheit in der starken Operatortopologie ergibt.

5Ein Operator u: H — H heifit kompakt, wenn er die Einheitskugel in eine kompakte Menge
hinein abbildet
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3.2. Kommutatoren. Dieser Abschnitt dient zur Vorbereitung einer rein al-
gebraischen Charakterisierung von von Neumann-Algebren. Diese alternativen Be-
schreibungen, topologischer Abschlufl auf der einen Seite und ,algebraischer Ab-
schlu“ auf der anderen Seite, machen einen grofien Teil der Faszination der Theorie
der von Neumann-Algebren aus.

DEFINITION. Sei ) # A C B(H). Der Kommutator von A ist die Menge
A':={zeB(H) :VyeA:zy=yz},

der Bikommutator von A ist die Menge
A= (A

Als erstes sollen ein paar Rechenregeln fiir die Kommutatorbildung festgehalten
werden.

LEMMA 1.21. Seien A und B nichtleere Teilmengen von B(H). Dann gilt:

(i) AcB = B' cA.

(i) A C A".

(iii) (A" = (4")' = A"

BeweEIs. (i) und (ii) sind offensichtlich.
(iii): Nach (i) sind A C A” und A’ C (A")". Damit gilt nach (i), daB
(A7) C A C (4)" = ((4)) = A"

Dies ergibt die Behauptung. O

Auch hier sollen die Begriffe durch zwei einfache Beispiele erldutert werden.

BEISPIEL 1.6. Es ist klar, da (C -idy)' = B(H). Interessanter ist schon die Be-
ziehung

(1.13) B(H) =C-idy .

Sei dazu x € B(H)' angenommen. Seien 7,( € H beliebige Vektoren und es sei
y € B(H) gegeben durch y¢ := (£, n) (. Dann folgt aus zy = yx, dall

VEn,C € H : (€, n)x( = xy§ = yzg = (x€ , 1) C.
Nimmt man also & =7 # 0 an, so ergibt sich
VCe H: (£, &) x¢= (¢, 8,

also z € C -idyg.
Analysiert man diesen Schlufl noch einmal genauer, so erkennt man, dafl sogar

{u € B(H) : Rang(u) =1} =C-idy
und weiter
(1.14) K(H) = C-idy und K(H)" = B(H).
BEISPIEL 1.7. Nun soll der Kommutator von ¢y bzw. £, aufgefait als Diagonal-
operatoren auf {5 bestimmt werden. Da beides kommutative C*-Algebra sind und
Co C Lo ist, ist klar, daB £os C £’ C ¢ ist.

Sei u € ¢’ und sei n € N. Setze fiir ¢ € £y, ¢ := ((, e,) e,. Dann ist x € ¢g und
aus der Beziehung ux = zu folgt

{ex , en) ue, = uxe, = rue, = {(uey , €n) en.

Hiermit folgt, daf u ein Diagonaloperator und somit ein Element von £, ist (vgl.
Beispiel 1.4). Es ergibt sich also

Co' =0’ = loo und ¢p" = oy = loo.
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LEMMA 1.22. Sei A eine nichtleere Teilmenge von B(H).

(i) A’ ist eine in der starken (schwachen) Operatortopologie abgeschlossene Un-
teralgebra von B(H).
(if) Ist A invariant unter der Involution, so ist A' eine von Neumann-Algebra.

BEWEIS. (i): Es ist elementar, daf3 A’ eine Unteralgebra von B(H) ist. Schreibt
man A’ in der Form

A= ({yeBH): zy=yz},
z€A
so ergibt die Stetigkeit der Rechts- bzw. Linksmultiplikation in den Operatorto-
pologien (vgl. Lemma 1.9(i)), dal A’ in der jeweiligen Topologie dann auch abge-
schlossen ist.
(ii): Hier bleibt allein zu zeigen, dal A’ auch invariant unter der Involution ist.
Seien z € A und y € A’ beliebig. Dann gilt:
yr=(z"y)" = (y=*)" = zy".
Damit gilt auch y* € A’. O
BEMERKUNG. Mit der Bikommutatorbildung ist somit eine algebraische Moglich-
keit gegeben, zu einer Teilmenge von B(H) eine ,einhiillende“ von Neumann-Alge-
bra zu bestimmen. , Einhiillend“ deshalb, weil die Abbildung A — A" idempotent
ist. Jetzt stellt sich natiirlich die Frage nach der Optimalitét dieses ,,algebraischen
Abschlusses“. Dieser Frage wird im folgenden weiter nachgegangen.

3.3. Dichtheitssétze. Bis hierher wurden zwei Methoden vorgestellt, zu ei-
ner C*-AlgebraA C B(H), von der wir stets annehmen werden, dafl idgy € A,
eine ,einhiillende“ von Neumann-Algebra zu bilden. Zum einen kann man zu star-
ken Abschlufl und zum anderen zum Bikommutator {ibergehen. Beriicksichtigt man
Lemma 1.22 so ergibt sich unmittelbar

(1.15) A" A"
THEOREM 1.23 (von Neumann). Sei A eine C*-Unteralgebra von B(H) mitidy €
A. Dann ist A 15-dicht in A".

BEWEIS. Sei ¢ € H gegeben. Es sei K C H der Normabschluf§ von A C H
und es sei p € B(H) die Orthogonalprojektion von H auf K. Da idg € A ist, gilt
¢ € K und somit p¢ = . Weiterhin gilt fiir beliebiges © € A, daf p(z{) = =(. Also
ergibt sich fiir jedes 5 := u( € A(, dafl

prn = p((zu)) = (zu)¢ = z(u¢) =2n (z € A).
Hieraus schliefit man mittels Stetigkeit, dafl
Ve € AVn € K : pzn = xn.

Hat man also ein £ € H gegeben, so ist p§ € K und damit pxpé = zp€ fir z € A.
Man erhilt also

Ve € A: pxp = xp.
Da mit = auch z* in A ist, schlieffit man weiter, dafl
Vo € A:pr = (z*p)" = (pz*p)” = pxp = zp
und somit p € A'. Ist jetzt u € A", dann ist pu = up und damit
u¢ = up( = pu( € K.
Man kommt somit zu dem Schluf}, daf}
(* Ve > 0V¢ € HVu e A" e A : ||(u —v){|| <e.
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Nun sei n € N gegeben. Durch
(1.16) &: B(H) = BH"™),u— (((15---,Cn) = (Wi, .. uly)

wird eine treue Darstellung von B(H) definiert. Fafit man die Elemente von B(H™)
als n x n-Matrizen (w;;) mit Eintrégen w;; € B(H) auf, so entspricht ®(B(H))
den Diagonalmatrizen mit konstanter Diagonale. Die iiblichen Rechenregeln fiir
Matrizen ergeben

®(A)' = { (wij) € B(H™) : wij € A'},

so daB8 man direkt schlieBt, ®(A") C ®(A)". Ubertragen auf die Situation, da H™
der zu Grunde liegende Hilbertraum® ist, lautet (*) nun

(**) Ve > 0V¢ € H'Wu € ®A"Fw € A: ||(u — ®v)(|| < e
Hat man jetzt (1, ... ,(n € H sowie u € A" vorliegen, so leitet man sofort aus (**)
ab’, daf3

" . _
Ve>0Vue A"Jv e A: 1rsnkausxnﬂ(u 0) || < e

Insgesamt folgt hiermit, dafl A" der starke Abschlufl von A ist. O
KOROLLAR 1.24. Fiir eine C*-Unteralgebra A von B(H), die idg enthilt, gilt
(A" = An™
BEWEIS. Es ist
(A= A"NBH) = A" NBH), = A" NBH), =4~ = A"
O

LEMMA 1.25. Sei A C B(H),, beschrinkt und sei f € Co(C). Dann ist die Abbil-
dung

[l A 7] = [B(H)n,7s |, u > f(u)
stetig.
BEWEIS. Sei M > 0 eine Schranke von A. Dann gilt fiir alle u € A, daf}
ou) CD:={Ae€C:|\<M}.

Es reicht also die Aussage fiir f € C(D) zu zeigen. Nach Lemma 1.9 sind die Mul-
tiplikation und die Involution 7,-stetige Abbildungen auf A. Ist also f ein Polynom
in A (und )), so ist die Behauptung des Lemmas gesichert.

Sei f beliebig, sei € > 0 sowie ( € H. Der Weierstrafische Approximationssatz
sichert ein Polynom p mit ||f — p||,, < €. Hat man nun u € A gegeben, so findet
man (q, ..., (, € H und § > 0, dafl fiir v € A gilt:

ax ll(u = v)Gll <8 = i(p(u) — ()<l <.

Fiir solche v errechnet man weiter, dafl
I1(f (w) = f))CI < N1(f(w) = p(w)CIl + [[(p(w) — p(v))<I + [I(p(v) — ()<

<2|If = pllo 1Kl + € < (T +2[[CDe,
was die 75-Stetigkeit der Abbildung f impliziert. O

6Das Skalarprodukt auf H™ ist ((Ck) » (Mk)) = vy (Ck » M)
"Die Norm in H™ ist durch ||(¢x)|| = (27—, 11¢k]|?)'/? gegeben
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BEMERKUNG. Wesentlich im Beweis von Lemma 1.25 ist, dafl die Vereinigung der
Spektren der Operatoren in A beschrinkt ist und man eine auf den Abschlufl dieser
Vereinigung stetige Funktion gegeben hat. Man kann jede auf einer kompakten
Teilmenge von C stetige Funktion zu einer Funktion aus Co(C) fortsetzen. Diese
Vorgehensweise wird man in den meisten Anwendungen dieses Lemmas antreffen.

LeEMMA 1.26. Sei f € Co(R) reellwertig, dann ist
[ [B(H)p,ms] = [B(H)n, 75 ], 2 — f(2)
stetig.

BEWEIS. Sei U C B(H),, die Menge der unitidren Operatoren. Desweiteren sei
gA) = f(=i(A+ 1)(A=1)) fiir [N\ =1, A # 1 und ¢g(1) := 0. Weil f € Cp(R) ist,
ist g eine stetige Funktion auf dem Einheitskreis. Lemma 1.25 und die ihm folgende
Bemerkung sichern, dafl

9: [Usts] = [B(H)n, 7l u = g(u)

stetig ist.
Nun sei u(t) := (t —)/(t +4) fiir reelles ¢. Sind z,z¢ € B(H) so berechnet man

(x +iidm) (u(z) — u(zo))(zo + iidm) = 2i(x — x0)

und damit fir ( € H,

l|(w(z) = u(wo))¢ll < 2 ||(z +iida) ~* (u(z) — u(zo))(wo + iidu) (|
<2 ||(u(w) — u(zg)) (o —}—iidH)_lC” .

Dies zeigt die 7,-Stetigkeit von u. Da f = gow ist, ergibt sich auch die 75-Stetigkeit
von f. O

THEOREM 1.27 (Kaplanski). Sei A eine C*-Unteralgebra von B(H) mit idy € A.
Weiter seien B:={u€ A : ||Ju|| <1} und B:={u€ A" : ||u]| <1}. Dann gilt

() BNB(H), = BnB(H),.
(ii) B™ = B.

BEWEIS. (i): Sei # € BN B(H)p, und seien 2, € Ay (o € I mit limz, = 2.
Sei f: R = R gegeben durch f(t) =t fiir [t| <1 und f(¢) = ¢! fiir |t| > 1. Nach
Lemma 1.26 gilt dann auch lim f(z,) = f(z). Dao(z) C [—1,1] und || f]|,, < 1ist,
ergibt sich f(z) =z und ||f(z4)|| < 1. Dies liefert insgesamt (i).
(ii): Fait man B(H?) als Algebra der 2 x 2-Matrizen mit Eintrégen aus B(H) auf,
so ergeben sich die Operatortopologien als Produkttopologien; d.h., man testet
die entsprechenden Konvergenzen komponentenweise. Demzufolge ist der starke
Operatorabschlu8 A, in B(H?) der Algebra A, der 2 x 2-Matrizen mit Eintriigen
aus A gleich der Algebra der 2 x 2-Matrizen mit Eintrigen aus A".
Hat man nun z € B gegeben, so ist (% Z) ein selbstadjungiertes Element der
Einheitskugel von A und damit nach (i) im starken Abschluff der Einheitskugel
von As. Da die Projektion auf eine Komponente eine Kontraktion ist, ist also z im
starken Abschlufl von B. O

Wir hatten bereits im Theorem 1.19 gesehen, dafl von Neumann-Algebren sehr vie-
le Projektionen enthalten. Nun werden wir zeigen, dafl diese Projektionen bereits
ausreichen, um einen normdichten Teilraum einer von Neumann-Algebra aufzu-
spannen.
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LEMMA 1.28. Sei M eine von Neumann-Algebra. Desweiteren sei x € My mit
|z|| < 1. Dann gibt es eine Folge von Projektionen (p,) C M mit

o0
T = Z 27 "p,.
n=1

BEwEIs. Es geniigt zu zeigen, daf} eine Folge von Projektionen (p,) C M mit

N
*) 0<z-Y 27"p,<27Vidg (N €eN)
n=1

existiert. Dies wird aber sofort gesichert sein, wenn man zu jedem y € M, mit
llyl]] <1 eine Projektion ¢ € M findet, dafl

1:
**) 0<y—g<gzid.
Hat man dann n#mlich fiir ein N > 0 Projektionen p;, ... ,py gefunden, daf
(*) erfiillt wird, so bestimme man zu y := 2V (z — 25:1 27"p,,) die Projektion

PN+1 = q, daBl (¥*) erfiillt ist.
Sei nun y wie angegeben. Dann ist o(y) C [0, 1]. Sei x die Borelfunktion auf [0, 1],

die durch
1 firt>
t) := -
x®) {0 fiir t <

[CIEN NI

gegeben ist. Der Borel-Funktionalkalkiil sichert, dal ¢ := x(y) eine Projektion in
M ist. Da fiir t € [0,1] stets 0 <t — x(t) < § ist, ist (**) gezeigt. O

DEFINITION. Sei A eine C*-Algebra. Die Menge aller Projektionen werde mit
P(A) := {pEAh : p? :p}
bezeichnet.

UA) ={ueAd:vu=1g=uu"}
stehe fiir die Menge der unitéiren Elemente von A.

THEOREM 1.29. Sei M eine von Neumann-Algebra. Dann gilt:

(i) M ist die abgeschlossene lineare Hiille von P(M).
(ii) M ist die abgeschlossene lineare Hiille von U(M).

BEWEIS. (i) ist eine direkte Konsequenz von Lemma 1.28, Man zerlege ein be-
liebiges z € M in Real- und Imaginéteil, z = z+iy und stelle dann 3 (idg + llzl|~* =)
bzw. 1(idg ilbertraum + llyll ™" ) geméB Lemma 1.28 dar.

Ist p € P(M), so ist u := idg —2p unitéir und es gilt p = L (idg —u). Damit ist
P (M) in der linearen Hiille von /(M) und (ii) ist gezeigt. O

4. Polarzerlegung und Bilder linearer Operatoren

In diesem Abschnitt wird noch einmal auf Standardkonstruktionen fiir lineare Ope-
ratoren eingegangen und gezeigt, dafl diese Konstruktionen nicht aus einer den
Operator enthaltenden von Neumann-Algebra herausfiihren.
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4.1. Polarzerlegung. Wihrend die Zerlegung einer komplexen Zahl (Funk-
tionen) in ihren Real- und ihren Imagindrteil mehr der additiven Struktur eines
Problems gerecht wird und dort zu einer Vereinfachung fiihrt, stellt die Polarzer-
legung z = re’ eine Moglichkeit dar, ein Problem mit verstirkt multiplikativen
Charakter in den Griff zu bekommen. Sinnvoll ist die Polarzerlegung allerdings
nur fiir invertierbare komplexe Zahlen, da ein Logarithmus gebildet werden mu$.
Entsprechend schwierig wird dies fiir Funktionen und Operatoren.

DEFINITION. Seien H; und Hs Hilbertriume. Ein Operator v € B(H1, Hs) heif}t
partielle Isometrie, falls

(1.17) Ve € (keru)™ : uc] = [ic]
LemMA 1.30. Seien Hy und Hy Hilbertriume und u € B(H,, Hs). Es sind dquiva-
lent:

(i) v =uwu*u,

(il) w*u ist eine Projektion.
(iii) wu* ist eine Projektion.
(iv) u ist eine partielle Isometrie.

(v) u* ist eine partielle Isometrie.
BeEwEels. (i) = (ii): Selbstverstindlich ist u*u selbstadjungiert und man
berechnet

(w*u)? = u* (uu*u) = u.

(i) = (i): Sei ¢ € Hy, dann ist

lu¢l® = (u¢ , u¢) = (w*ul , ¢) = [lu*ug]||”,

also ist u(idg, —u*u) = 0.
(ii) <= (iii): Aus Symmetriegriinden ist nur eine Richtung zu zeigen. Auch hier
ist uu* selbstadjungiert. AuBlerdem ist

o(uu*) = o(u*u) C {0,1},
so daf der stetige Funktionalkalkiil zeigt, dal uu* eine Projektion ist.
(i) = (iv): Nach Annahme ist «* = u*uu* und somit
(keru)t = w*(Hy) = u*uu*(Hy) C v u(Hy).
Andererseits sieht man sofort, dafl u*u(H;) C (keru)* ist. D.h., da88 u*u die ortho-

gonale Projektion auf (ker u)~ ist. Hat man nun ¢ € (keru)® gegeben, so berechnet
man

lugll® = (u¢ , ug) = (wu¢, ¢) = (¢, Q) = lI¢I”-
(iv) = (ii): Sei p die orthogonale Projektion auf (kerwu)!, dann ergibt sich fiir
¢ € (keru)™t,
(ru¢ , ¢) = lluC|l® = ICII° = (p¢ . )
Auflerdem gilt fiir ¢ € keru, dafl auch u*u¢ = 0 = p(. Fiir alle ( € H; ist also
(u*u¢, ¢} = (p¢ , ¢)

und damit u*u = p.
(iv) <= (v): Aus Symmetriegriinden sind sowohl (v) als auch (iv) zu (i)—(iii) und
damit dann auch zueinander dquivalent. O

BEMERKUNG. Wie der Beweis zeigt, gilt insbesondere, dafl u*u die orthogonale
Projektion auf (keru)' ist. Also ist idg, —u*u die orthogonale Projektion auf ker u.
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In einer beliebigen C*-Algebra kann jedem Element z mittels stetigen Funktional-
kalkiils ein Absolutbetrag zugeordnet werden, |z| = (z*z)'/2. Nun wird gezeigt,
daf} die partiellen Isometrien genau die richtigen Operatoren sind, um bei der Po-
larzerlegung den Part des Winkelanteils zu tibernehmen.

THEOREM 1.31. Sei v € B(H). Dann gibt es genau eine partielle Isometrie u €
B(H), daf§

v =u|v| und keru = kerv.
Auferdem ist u*v = |v|.
BeEwEeis. Hat man ( € H gegeben, so ist
Il €IP = (el ¢ 101 ©) = (ol [o] ¢, €) = {v™eC , €) = [l
Also ist die Abbildung
ug: ol (H) = v(H), |v[¢ = v(

wohldefiniert und isometrisch. Sie hat damit eine ebenfalls isometrische Fortsetzung
auf |v| (H). Mittels

’
1

yoe U0 auf |v| (H)
"o auf o] (H)

NE——
wird ein stetiger Operator v € B(H) definiert. Da keru = |v| (H)  ist, ist u iso-
metrisch auf (keru)!. Somit ist u eine partielle Isometrie und v = u |v|. Weiter
berechnet man,

<U*UC > |’U|’I’}) = <UC ) W?) = <U*UC ) 77) = <|’U| ¢ |’U| 77>

und damit (u*v( , ) = (Jv| ¢, n) fiir alle p € |v| (H) und damit auch fiir alle n € H.
Also ist u*v = |v|. Es folgt, daB ker |v| = ker v und weiter ker u = ker v.

Nun sei angenommen, dal w € B(H) eine weitere partielle Isometrie ist, fiir die
v = w |[v] und ker w = kerv. Dann stimmt w mit u sowohl auf |v| (H) als auch auf

SR
[v|(H) =kerv=kerw =keru

iiberein, d.h., es ist u = w. O

DEFINITION. Die Darstellung eines Operators v € B(H) gemifl Theorem 1.31 be-
zeichnet man als Polarzerlegung von v.

KOROLLAR 1.32. Sei M C B(H) eine von Neumann-Algebra. Desweiteren sei v €
M mit Polarzerlegung v = u |v|. Dann gilt, u € M.

BEWEIS. Sei w € M’ unitéir. Dann ist w*uw eine partielle Isometrie, es ist
ker w*uw = keru und es ist (beachte: w € M’ und |v| € M),

wruw |v| = wru jv|w = wrow = wrwv = .

Die Polarzerlegung ist eindeutig, also wird w*uw = u und damit vw = wu. Die
C*-Algebra M’ ist die lineare Hiille ihrer unitidren Elemente (Theorem 1.29). Also
ist u e M" =M. O
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4.2. Bilder linearer Operatoren. Wie die Bemerkung nach Lemma 1.30
und Korollar 1.31 zeigen, enthélt eine von Neumann-Algebra mit einem Operator
immer auch die Projektion auf seinen Kern. Eine sicher ebenso wichtige Gréfie eines
Operators ist aber auch sein Bild.

DEFINITION. Sei u € B(H). Die orthogonale Projektion [u] € B(H) auf u(H) heif}t
Bildprojektion von u.

THEOREM 1.33. Fine von Neumann-Algebra M enthilt die Bildprojektionen ihrer
Elemente.

BEWEIS. Sei v € M. Dann ist [v] = [|[v*|], denn
— —
v(H) =kerv* = |v*|(H) ,
wobei sich die letzte Gleichung aus der Polarzerlegung von v* ergibt. Man kann also
ohne Einschréinkung annehmen, dafl v € M. Ebenso ist es keine Einschrinkung,
anzunehmen, da ||v|| < 1. Setzt man v, := u?> " fiir n € N, so erhiilt man eine
steigende Menge selbstadjungierter Operatoren in der Einheitskugel von M, die

nach Korollar 1.15 in der starken Operatortopologie gegen ein p € M konvergiert.
Hat man nun ( € H gegeben, so berechnet man

[(® = vp)<|| < || = vap)C|| + || (v — v2)C]| < [[Poa)pdll + (2 — va)C]| -

Dies zeigt, dal v2 in der starken Operatortopologie gegen p® konvergiert. Es ist
aber auch v2 = v, 1, d.h., es ist p? = p.

Die Folge (v,,) ist in der von v erzeugten C*-Algebra ohne Eins. Dies impliziert, daf§
vp(H) Cv(H) fiir n € N und damit auch p(H) C v(H). Die stetigen Funktionen

o) >Rt =t (neN)

bilden eine monoton wachsende Folge, die punktweise gegen ¢ — t konvergiert.
Nach dem Satz von Dini ist diese Konvergenz dann auch gleichmifig. Der stetige
Funktionalkalkiil ergibt somit

v =limov't? " =limwv, = limv,v.

Dies zeigt, v = vp = pv und weiter v(H) C p(H). Also ist [v] = p € M. O
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KAPITEL 2

Kommutative von Neumann-Algebren

Bekanntlich, und dabei sei auf den Gel’fandschen Darstellungssatz Theorem 1.1 ver-
wiesen, ist jede kommutative C*-Algebra mit Eins isomorph zu einer Funktionenal-
gebra C'(K) mit einem geeigneten kompakten Hausdorflraum K. Im Theorem 1.29
wurde gezeigt, dafl jede von Neumann-Algebra sehr viele Projektionen enthilt. Hat
man jetzt eine kommutative von Neumann-Algebra M gegeben und fiir diese mit-
tels der Gel’fandtransformation einen Isomorphismus zu einer Funktionenalgebra
C(K) hergestellt, so wird natiirlich auch C(K) die lineare Hiille der Projektionen
sein. Eine Funktion p € C(K) ist dann eine Projektion, wenn sie selbstadjungiert ist
und die Gleichung p? = p erfiillt. Da diese Gleichung punktweise erfiillt ist, gilt so-
mit p(w) € {0,1} fiir w € K. Damit kann p nur die charakteristische Funktion einer
Teilmenge von K sein, die zugleich offen und abgeschlossen ist. Der Strukturraum
¥ (M) zertillt also, wenn M nicht gerade C ist, in sehr viele Zusammenhangskom-
ponenten. Wir werden sehen, da§ K und damit der Strukturraum von M extrem
unzusammenh#ngend im folgenden Sinne ist.

DEFINITION. Ein Hausdorffraum Q heiflt extrem unzusammenhdingend, wenn der
Abschluf} jeder offenen Menge wieder offen ist.

THEOREM 2.1. Der Strukturraum einer kommutativen von Neumann-Algebra M
ist extrem unzusammenhdngend.

BEWEIS. Sei  eine nichtleere, offene Teilmenge von ¥(M). Dann ist ihre cha-
rakteristische Funktion y punktweise das Supremum der Menge

A:={feCEWM)) :0<f<x}.

Die entsprechende Teilmenge von M ist dann eine steigende und beschréinkte Menge
in My, die damit nach Korollar 1.15 ein Supremum in M, besitzt. Also gibt es eine
stetige, positive Funktion p auf (M), die punktweises Supremum der Menge A
ist. Da zu jedem w € Q ein f € A mit f(w) = 1 existiert, nimmt p auf @ und dann
wegen seiner Stetigkeit auch auf Q nur den Wert 1 an. Hat man andererseits ein
w' € (M) \ Q gegeben, so gibt es eine stetige Funktion g auf ¥(M) mit 0 < g <1,
g(w') = 0 und g(w) = 1 fiir w € Q. D.h., g ist eine obere Schranke fiir 4, so daf} die
Ungleichung p < g gelten muf. Damit ist p die charakteristische Funktion von €,
das somit eine offene Menge sein muf3. O

BEMERKUNG. So befriedigend das Theorem 2.1 vielleicht vom strukturellen Ge-
sichtspunkt sein mag, so unbefriedigend ist es wohl aus anwendungsorientierter
Sicht, denn ein extrem unzusammenhingender kompakter Hausdorffraum ist a prio-
ri schwer zu konstruieren bzw. zu beschreiben. Die Eigenschaft ,,extrem unzusam-
menhingend“ ist noch stirker als die Eigenschaft ,total unzusammenhingend®.
Dabei nennt man einen Hausdorffraum total unzusammenhingend, wenn man zu
je zwei verschiedene Punkte des Raums disjunkte Umgebungen findet, die sowohl
offen als auch abgeschlossen sind.

BEISPIEL 2.1. Versieht man etwa die Menge D := {0,1}" mit der Produktto-
pologie zur diskreten Topologie auf {0,1}, so erhiilt man das Beispiel eines total

23
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unzusammenhingenden, kompakten Hausdorffraumes, die Cantormenge. Hat man
némlich zwei verschiedene (¢;), (6;) € D gegeben, so gibt es ein k € N, daf} € # Jg.
Setzt man

U={(w) €D :y=€}undV:={(y) €D :v=20}

so erhilt man disjunkte, offene und abgeschlossene Umgebungen von (¢;) bzw. (&;).
Die Abbildung f: D — [0,1], (&) = > joq €27 ist stetig. Sei @ := f~1((7,1]) mit
einem irrationalem r € (0,1). Dies ist eine offene Teilmenge von D. Hat nun r die
dyadische Entwicklung r = Y2, pi27", so ist (e1) € Q, falls €1 = p1, ... e = pp
und €gy1 > pr+1 fiir ein k € N. Da r irrational ist, treten die Werte 0 und 1 in der
Folge (p;) jeweils unendlich oft auf. Damit ist fiir grofies ¥ € N und pgy1 = 0, die
Folge (p1,--- , pr,1,0,...) nahe bei (p;) und auBerdem in Q, d.h., es ist (p;) € Q. Ist
nun j groff und p;1 = 1, dannist (p1,...,p;,0,0,...) zwar nahe bei (p;) aber nicht
in €, da kein Element von €2 damit in den ersten j + 1 Koordinaten iibereinstimmt.
Hiermit ist aber (p;) nicht im Inneren von (; also ist Q nicht offen.

Beispiel 2.1 und Theorem 2.1 zeigen, dafl die Interpretation einer kommutativen
von Neumann-Algebra als ein Raum C(K) fiir die Anwendung nicht angemessen
ist, da die topologische Struktur des K doch ,;sehr nebul6s“ und deshalb schwer zu
handhaben ist.

Mit Blick auf die Anwendbarkeit und, um technische Schwierigkeiten zu vermeiden,
wird im Rest des Kapitels vorausgesetzt, dal H ein separabler Hilbertraum ist
(Allerdings wird dies der Deutlichkeit halber stets in die Voraussetzungen der zu
beweisenden Aussagen aufgenommen werden). Fiir diesen Fall konnen kommutative
von Neumann-Algebren als ,, L°°-Algebren“ charakterisiert werden.

1. Separabilitit

In diesem Abschnitt werden einige allgemeine Feststellungen zum Thema Separabi-
litdt im Kontext von C*-Algebren und von Neumann-Algebren zusammengestellt.

LEMMA 2.2. Sei A eine C*-Algebra.

(i) A ist genau dann separabel, wenn A von einer hichstens abzihlbaren Menge
als C*-Algebra erzeugt' wird.

(ii) Ist A kommutativ, so ist A genau dann separabel, wenn der Strukturraum
Y(A) metrisierbar ist und durch eine abzihlbare Folge kompakter Mengen aus-
geschdpft werden kann.

BEWEIS. (i) ist eine einfache Beobachtung.

(i):

Sei A als separabel angenommen. Die Topologie auf ¥(.A) ist die Einschréinkung der
schwachen* Topologie des Dualraums von .A. Ahnlich dem Beweis zu Lemma 1.8, 5,
sieht man, daf} die abgeschlossene Einheitskugel des Dualraums von A und damit
Y (A) als Teilmenge davon metrisierbar ist.

Ist andererseits X(.A) metrisierbar aber nicht kompakt, so ist auch die Einpunkt-
kompaktifizierung von X(A), die ja Strukturraum von Ale] ist, ebenfalls metrisier-
bar. Da nun A genau dann separabel ist, wenn dies fiir A[e] richtig ist, kann man
annehmen, dafl A eine Eins hat bzw. dal X(A) kompakt ist. Ein kompakter me-
trischer Raum ist separabel, d.h. es gibt eine dichte Folge (w,,) C X(A). Ist d die
Metrik auf dem Strukturraum von A, so erhilt man durch f,(w) := d(wn,w) eine
Folge von Funktionen, die die Punkte von X(A) trennt. Setzt man noch fy(w) :=1
so erhilt man eine Folge stetiger Funktionen, die nach dem Theorem von Stone und

1d.h., die lineare Hiille aller endlichen Produkte mit Faktoren aus der fraglichen Menge bzw.
deren Adjungierte liegt dicht in A (vgl. Skript SS96, 4.3.1)
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Weierstrafl (vgl. Skript SS96, S. 6) die C*-Algebra C(X(A)) erzeugt. Nach (i) ist
dies und damit auch A selbst eine separable C*-Algebra. (]

LEMMA 2.3. Sei H ein separabler Hilbertraum. Dann ist die C*-Algebra K(H) der
kompakten Operatoren separabel.

BEWEIS. Bereits mehrfach wurde gezeigt, dal die Menge der Operatoren mit
endlichem Rang dicht in K(H) liegt (vgl. Beispiel 1.5). Ist nun ({,) C H dicht und
u: H— H,u& ={£,n)( ein Operator vom Rang 1, dann gibt es zu € > 0 Vektoren
Cm und ¢, so, dafl

||C - Cm” <e€und ”77 - Cn“ <e
Setzt man v: H — H, v€ = (£, (,) G, dann ergibt elementare Rechnung

[(w =)l < ISl + e)ellEll (€ € H).

Dies zeigt, dafl die Operatoren vom Rang 1 durch Operatoren der Gestalt v in der
Norm approximiert werden konnen. Hieraus schliefit man unmittelbar, da§ K(H)
separabel ist. O

BEMERKUNG. Beachtet man, da8 K(H)' = C - idy und somit K(H)" = B(H) ist
(vgl. Beispiel 1.6, (1.14)), so ergibt sich mittels des Dichtheitssatzes von Kaplanski,
Theorem 1.27, dafl die abgeschlossene Einheitskugel von B(H) in der schwachen
und der starken Operatortopologie fiir separables H ebenfalls separabel und somit
metrisierbar ist, was ja bereits in Lemma 1.8 gezeigt wurde.

LEMMA 2.4. Ist M eine von Neumann-Algebra auf einem separablen Hilbertraum,
so gibt es eine separable C*-Algebra A C M, fiir die gilt:

A" = M und idy € A.

Beweis. Die Einheitskugel von M ist nach Voraussetzung separabel in der
starken Operatortopologie. Sei also E C M eine abzihlbare dichte Teilmenge hier-
von, die noch ohne Einschrinkung idy enthalte. Die von E erzeugte separable
C*-Algebra A C M ist dann nach Konstruktion beziiglich der starken Operatorto-
pologie dicht in M, erfiillt also die Behauptung des Satzes. O

2. Maximale kommutative von Neumann-Algebren

Sei im folgenden A C B(H) eine C*-Algebra, die idy enthélt. Ein Vektor ( € H
wird zyklisch genannt, wenn A( dicht in H ist.

DEFINITION. Ein Vektor ¢ € H trennt die Elemente von A, wenn fiir alle u € A
gilt:

u(=0 = u=0.

LEMMA 2.5. Trennt ( € H die Elemente von A', so ist { ein zyklischer Vektor fiir
A.

BEWEIS. Sei p € B(H) die orthogonale Projektion auf A(, dann ist p € A,
denn A( ist invariant unter A. Da ( € A( ist, wird (idg —p)¢ = 0. D.h., es ist
p = idg und somit ist A dicht in H. O

DEFINITION. Eine kommutative von Neumann-Algebra heiit mazimal (auf H),
wenn sie in keiner weiteren kommutativen von Neumann-Algebra auf H enthal-
ten ist.

BEMERKUNG. Eine kommutative von Neumann-Algebra M ist genau dann maxi-
mal, wenn gilt: M = M'.
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BEISPIEL 2.2. Sei p ein positives reguldres Borelmafl auf dem kompakten Haus-
dorffraum K. Die Abbildung

M: L®(K,p) = B(L*(K, 1)), f = (g — Mg := fg)

ist eine Darstellung von L™ (K, ) als Multiplikationsoperatoren auf L?(K, ). Man
nennt M; auch Multiplikationsoperator mit Symbol f. Sei M das Bild von M. Eine
C*-Unteralgebra von M ist die Algebra der Multiplikationsoperatoren mit stetigem
Symbol

A={M;: feCK)}.
Es gilt nun A" = M. Zum Beweis hiervon sei v € A’ angenommen. Setze h :=
u(lg) € L*(K,p)?. Ist nun f € C(K), dann ergibt sich
f -h= th = Mfu(lK) = u(MflK) = u(f)
und damit, da C(K) dicht in L?(K,p) ist, gh = u(g) p-f.i fiir beliebiges g €
L*(K, ).
Fiir n € N setze
E,={weK:|hw)|>|ul+1/n}

Dann berechnet man

lfull® 1Ls, I > llu(Le,)II” =/ |Al* dp

n

> / (lell +1/m)* dp = (full + 1/n)* |15, 11"

n

Hiermit kann E,, aber nur eine py-Nullmenge sein, d.h. u € M und |[|A|| < [|u|.
Da nun weiter

M =A"c M" = A/" =M
ist, ist M eine maximale kommutative von Neumann-Algebra. Der Vektor 1k trennt

die Elemente von M. Er ist somit zyklisch fiir A.

LEMMA 2.6. Ist H ein separabler Hilbertraum und ist M C B(H) eine kommu-
tative von Neumann-Algebra hierauf, dann gibt es einen Vektor ( € H, der die
Elemente von M trennt.

BEWEIS. Sei E eine maximale Menge von Einheitsvektoren in H, daf} die
Riume M( (( € E) paarweise orthogonal sind. Die Maximalitéit von E sichert,

daf
H=MC.
(EE
Da H separabel ist, ist E hichstens abzéhlbar, also E = (¢,). Sei ¢ := Y o0 | 27"y
Ist nun u € M mit u¢ = 0, dann ist u, = 0, denn die Folge (u(,) besteht

aus paarweise orthogonalen Elementen. Hat man jetzt v € M gegeben, dann ist
w(, = vul, = 0 und somit u(A¢,) = {0} fiir alle n € N, d.h. u =0. O

THEOREM 2.7. Ist M eine mazimale kommutative von Neumann-Algebra auf den
separablen Hilbertraum, so hat M einen zyklischen Vektor.

BEWEIS. Nach Lemma 2.6 gibt einen Vektor ( € H, der die Element von
M = M’ trennt. Nach Lemma 2.5 ist dann ( zyklisch fiir M. O

?Dieses h ist bis auf eine u-Nullmenge bestimmt
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THEOREM 2.8. Sei M eine kommutative von Neumann-Algebra auf dem separablen
Hilbertraum H. Dann gibt es einen metrisierbaren, kompakten Hausdorffraum K,
ein positives, regqulires Borelmafl u hierauf und einen unitiren Operator U: H —
L?(K,u) so, daf8 UMU* die von Neuwmann-Algebra aller Multiplikationsoperatoren
auf L2(K, p) ist.

BEWEIS. Sei ( € H ein gemifl Theorem 2.7 gewihlter zyklischer Einheitsvektor
fiir M. Desweiteren sei 4 C M eine gemifl Lemma 2.4 gebildete separable C*-Al-
gebra, die in der starken Operatortopologie dicht in M ist und idgy enthélt. Sei K
der Strukturraum von A, der nach Lemma 2.2 metrisierbar ist.

Sei v: A — C(K) die Gel’fanddarstellung von A. Mittels

rf="HC 0 (feC(K))

wird ein positives lineares Funktional auf C'(K) definiert. Der Rieszsche Darstel-
lungssatz liefert ein positives, regulires Borelmafl p auf K, dafl

rf= [ fdn (fec)
K
ist. Mittels
U: AC = L*(K, ), z¢ — ()

wird ein isometrischer Operator definiert, der sich wegen der Zyklizitat von ( bzgl.
A zu einem unitiren Operator, ebenfalls mit U bezeichnet, auf ganz H fortsetzt.
Die Abbildung

Oy : B(H) = B(L*(K, p)),z — UzU*

ist ein in allen Operatortopologien stetiger C*-Isomorphismus. Er vermittelt nach
Konstruktion eine C*-Isometrie zwischen 4 und den Multiplikationsoperatoren auf
L?(K,p) mit stetigem Symbol. Geht man also zu den starken Abschliissen {iber
(vgl. Beispiel 2.2), so ist @y eine C*-Isometrie zwischen M und der von Neumann-
Algebra aller Multiplikationsoperatoren auf L?(K, u). O
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KAPITEL 3

Projektionen

In der bisherigen Darstellung wurde schon mehrfach darauf hingewiesen, daf} (or-
thogonale) Projektionen eine zentrale Rolle in der Theorie der von Neumann-Alge-
bren spielen. In diesem Kapitel soll nun eine Mdglichkeit vorgestellt werden, mittels
Eigenschaften des Projektionenverbandes, i.e. die Menge der in einer von Neumann-
Algebra vorhandenen Projektionen, eine Klassifikation der von Neumann-Algebren
zu erzielen.

Im folgenden sei wieder ein Hilbertraum H fixiert. Desweiteren sei M C B(H) eine
von Neumann-Algebra. Fiir die Eins idy von M bzw. von B(H) werde aulerdem
von nun an

1:=idyg

geschrieben.

1. Murray-von Neumann-Aquivalenz

1.1. Der Projektionenverband. Die Menge P(M) der Projektionen der
von Neumann-Algebra M ist eine beschrinkte und in allen Operatortopologien ab-
geschlossene Teilmenge von M. Damit fithren insbesondere die Grenzwerte stei-
gender und fallender Mengen nicht aus P(M) heraus.

Zunichst soll die Ordnungsstruktur auf P(M), die durch die Ordnungssttruktur auf
My, induziert wird, in einer Form ohne Zuhilfenahme des Spektrums allein durch
eine algebraische Relatation charakterisiert werden.

LEMMA 3.1. Seien p und q Projektionen in der von Neumann-Algebra M, dann
gilt,

p<q < pg=p=qp.

BEWEIS. Sei als erstes angenommen, dafl p < ¢q. Ist nun ( € H gegeben, so
wird

Ip¢l? = (p¢ , pC) = (¢, ¢) < {aC, ¢) = (¢, q¢) = llaC”

und damit ||p¢]| < ||¢¢]| fiir ¢ € H. Dies zeigt, dal der Kern von ¢ im Kern von p
enthalten ist. Also ist p(1 — q) = 0 oder p = pg. Auflerdem ist

ap = (pa)” =p" =p.
Ist andererseits p = gp = pq, so wird fiir ( € H,

llpcll = llpgsll < flacll -
Wie oben sieht man, daf dies p < g bedeutet. O

BEMERKUNG. Die in Lemma 3.1 gegebene Charakterisierung der Ordnungsstruktur
auf P(M) bedeutet, da3 p < ¢ genau dann, wenn das Bild von p im Bild von ¢
enthalten ist.

Als nichstes wird gezeigt, dal [P(M), <] ein Verband wird.

29
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LEMMA 3.2. Seien p und q Projektionen in der von Neumann-Algebra M, dann
gibt es eindeutig bestimmte Projektionen pV q und p A\ q in M, daff

P,q<pVyq und Vre P(M):p,q<r = pVq<r
P,q>pAg und Vre PM):p,q>r = pAq>r

BEWEIS. Sei s € B(H) die Projektion auf die Summe der Bilder von p und
g- Dann ergibt sich sofort, dal p,q < s, denn ps = sp = p und gs = sq = q. Ist
andererseits v > p,q dann rechnet man punktweise nach, dafl rs = sr = s, also
r > s. Die Eindeutigkeit von p A q := s ergibt sich sofort aus den eben gezeigten
Eigenschaften. Wenn man sich jetzt noch davon iiberzeugt, dafi s € P(M) liegt, so
ist man fertig. Ist u € U(M'), so gelten die Gleichungen p = u*pu und ¢ = u*qu.
Damit folgt sofort, daf3

uw*sup = u*spu = u*su = u*psu = pu*su

Damit ist u*su eine Projektion die grofler als p ist. Ebenso sieht man dafl u*su
grofer als ¢ und damit auch grofler als s ist, also s < u*su. Hiermit gilt aber auch
usu < u(u*su)u* = s, was u*su = s nach sich zieht. Also vertauscht s mit jedem
unitiren Element von M’ und ist damit ein Element von M.

Ebenso leicht ist die Existenz von p A ¢ einzusehen. O

DEFINITION. Die zu p,q € P(M) gebildeten Projektionen pVq bzw. pAq bezeichnet
man als Supremum bzw. Infimum von p und gq.

BEMERKUNG. Esist unmittelbar aus der Konstruktion von pVq und pAgq ersichtlich,
daf die erste Projektion gerade die Projektion auf den Abschlufl der Summe der
Bilder von p und ¢ und die zweite die Projektion auf den Durchschnitt dieser Bilder
ist.

LEMMA 3.3. Sei P C P(M) beliebig, dann existieren sup P € P(M) und inf P €
P(M), wobei inf § := 1 und sup () := 0 gesetzt werde. Es gilt

infP=1-sup{l—p:peP}.

BEWEIS. Die Behauptung folgt fiir endliche Mengen sofort per Induktion aus
Lemma 3.2. Ist P nicht endlich, so nehme man noch séimtliche Suprema bzw. Infima,
endlicher Teilmengen hinzu, um eine Menge zu erhalten, die dann in der starken
Operatortopologie gegen das Supremum bzw. das Infimum von P steigt bzw. fillt
(s.Korollar 1.15). O

1.2. Aquivalenz von Projektionen. Alle Hilbertriume besitzen eine Or-
thonormalbasis, deren Kardinalitit Isometrieklassen von Hilbertrdumen vollstén-
dig charakterisiert. Diese Kardinalitdt bezeichnet man als Hilbertraumdimension.
Es liegt also nahe, Projektionen durch die Dimension ihres Bildes zu klassifizieren.
Hierdurch geht jedoch die Information iiber die von Neumann-Algebra, in der sich
die in Frage stehenden Projektionen befinden, verloren. Zieht man allerdings in Be-
tracht, dafl die Hilbertraumdimension die Isometrieklasse bestimmt, so kann man
den Ansatz verfeinern, wenn man die Aquivalenz zweier Projektionen beziiglich ei-
ner von Neumann-Algebra durch die Existenz in der von Neumann-Algebra einer
Isometrie zwischen deren Bildern definiert.

DEFINITION. Seien p und ¢ Projektionen in der von Neumann-Algebra M. Sie
heiflen dquivalent (beziiglich M), wenn es eine partielle Isometrie u € M gibt,
deren Kern mit dem Kern von p und deren Bild mit dem Bild von ¢ iibereinstimmt,

p~gq: = pjr\qu:<:> p=u*u und ¢ = uu*.



1. MURRAY-VON NEUMANN-AQUIVALENZ 31

Man nennt p und q orthogonal zueinander, wenn ihr Produkt verschwindet,
plqg:<= pqg=0.

Hat man eine Familie p C P(M) paarweise orthogonaler Projektionen gegeben, so
sei

(3.1) Z p:=supP.

BEMERKUNG. Die Notation (3.1) ist gerechtfertigt, da bei endlichem P die Summe
gerade die Projektion auf die Summe der Bilder der einzelnen Projektionen ist.

LEMMA 3.4. Sei I eine nichtleere Menge und seien (p;)icr, (gi)icr C P(M) mit
jeweils paarweise orthogonalen Projektionen. Desweiteren gelte p; ~ q;. Dann gilt

Zpi ~ ZQi-

iel il

auch

BEWEIS. Seien (u;)ier C M partielle Isometrien mit p; = uju; und ¢; = u;u}.
Dann exisistiert in der starken Opratortopologie u := )., u; und es gilt u* :=
> ic1 Ui, denn die Bilder der einzelnen u; bzw. u} sind paarweise orthogonal. Man
tiberpriift dann, dafl punktweise

wu=0"u) Qo w) =D Siuiui =) pi
iel iel i,jel iel
und entsprechend uu* = Zie 1 ¢; richtig ist. O
LEMMA 3.5. Seien p, q, p1 und ¢ € P(M) mit p ~ q < q und g ~ p1 < p. Dann
gilt p ~ q.
BEWEIS. Seien u,v € M partielle Isometrien mit

p=vu'u, g =wu*, ¢q=v*v, p =wvv*.

Induktiv seien
Pntl = V4p0",  quir1 = upput (n€N)

gesetzt. Die Konstruktion sichert, daf§

PZP12P22...2Pn 2 Pnt1 2 .- (n
> >¢> >G>t > (n €N)
Desweiteren rechnet man aus, dafl
Dh1 = 04n0"0¢n0" = 0gnqgnv® = vg 0" (n€N)
U1 = UPnU uPRu* = upnppau* = uppu’* (n € N)

Damit ergibt eine Induktion, daf alle p,, und g, Projektionen sind. Nun setze man
noch pg := p, qo := q sowie

Poo = i&fvp" = leierr&pn und ¢oo = J&fv qn = rlfenﬁ n,

dann ergibt sich

[+ [}
p:Z(pn_pn+1)+poo; q:Z(qn_qn+1)+qoo
n=0 n=0

Nach Konstruktion ergibt sich
(*) U(Pn - pn—i—l)u* = qn+1 — 9n+2, U(Qn - Qn—i-l)v* = Pn+1 — Pn+2,
UPoo™ = oo UNA VGo¥™ = Poo.
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Beachtet man weiter, dafl beispielsweise
Poo = PooPPoc = (UPoo)” (upos)
und
foo = UPoott™ = (upoc)(upec)”
also P ~ ¢oo gilt, so erschlieBt man aus (*), dafl auch
P2n — P2n+1 ~ @2n+1 — Q2n+2
P2n+1 — P2n+2 ~ @2n — Q2n+1

und hiermit

o0 o0
P=>_ (P2n — Pons1) + D (P2ns1 — P2nt2) + Poo
n=0 n=0

o0 o0
~ Z(an—l—l = @2nt2) + Z((hn —@nt1) t oo = ¢
n=0 n=0
und das war zu zeigen. O

DEFINITION. In Anbetracht von Lemma 3.5 werde im Falle, dal p € P(M) dqui-
valent zu einer Projektion q; < g € P(M) ist,

pZqbzw.p 3¢
M

geschrieben. Entsprechend werden Symbole wie =, =, <, ... verwendet.

~?) o~

BEMERKUNG. Mit dieser Notation lautet Lemma 3.5 also

(3:2) P3¢3Ip = p~g
MM

fiir p,q € P(M).
BEISPIEL 3.1. Sei H := 5. Desweiteren seien p,q € P(B(H)) gegeben durch

p((ap)) == (01,0,as,...,0,a2p41,0,...)

q((ap)) :=(0,0,a3,0,0,aq,...,0,0,as,,0,0,...)
fiir (o) € £o. Desweiteren sei u € B(H) durch

u((ay)) == (0,0,01,0,0,a3,0,0,a5,0,0,...)
fiir (o) € £ festgesetzt. Man berechnet leicht, daf
u*((an)) = (a3,0,a6,0,09,0,...).
Es gilt al =u* dg=wu*,dh.p ~ q.
s gilt also p = u*u und ¢ = uu*, pB(H)q

Die Projektionen p und ¢ sind aber auch in der von Neumann-Algebra £, enthalten.

Allerdings gibt es in £, keine partielle Isometrie, die das Bild von p in das Bild von
q Uberfiihrt, d.h. es ist p ZC q.

BEMERKUNG. Beispiel 3.1 legt nahe, und man iiberzeugt sich auch leicht davon, daf§
zwel Projektionen in einer kommutativen von Neumann-Algebra nur dann dquiva-
lent sind, wenn sie bereits gleich sind. Dies folgt ndmlich daraus, dal Projektionen
in einer kommutativen von Neumann-Algebra (in jeder kommutativen C*-Algebra)
charakteristischen Funktionen offener und zugleich abgeschlossener Mengen sind.
Demzufolge ist eine partielle Isometrie in einer kommutativen von Neumann-Alge-
bra eine Funktion, die nur Werte annimmt, die entweder den Betrag 1 oder den
Betrag 0 haben.
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1.3. Tréagerprojektionen. In Theorem 1.31 und in Korollar 1.32 wurde ge-
zeigt, dafl zu jedem Element z einer von Neumann-Algebra M die Polarzerlegung
z = u|z|, keru = kerz innerhalb von M durchgefiihrt werden kann. Hierbei ist
u eine Isometrie von (kerz)' = z*(H) auf das Bild von z. Durch uu* ist damit
gerade die Bildprojektion [z] ( vgl. Theorem 1.33 von z gegeben. Eine unmittelbare
Konsequenz hiervon ist die Aquivalenz der beiden Bildprojektionen

(3.3) [2] ~ [27]-

DEFINITION. Die Bildprojektionen [z] und [z*] bezeichnet man auch als linken bzw.
rechten Trdger von x und schreibt

si(z) :==[z] und s,(z):=[z"].
BEMERKUNG. Es folgt unmittelbar aus der Definition, dafl
(3.4) si(z) =sr(z*) und s.(z) = s(z*)

Dem linken bzw. rechten Tréger eines Elements einer von Neumann-Algebra kann
man auch folgendermaflen im Projektionenverband auszeichnen.

LEMMA 3.6. Sei z Element der von Neumann-Algebra M. Dann gilt:
si(z) =min{p e PM) : px =2z}
sr(z) =min{p e PM) : ap==zx}.
BEWEIS. Der linke Triiger s;(x) erfiillt als Projektion auf den Abschlufl des
Bildes von z sicher die Gleichung s;(z)x = x. Andereseits folgt fiir jede beliebi-
ge Projektion p € P(M) mit pr = z, dal z(H) C p(H) und damit auch daf8§

si(z)(H) C p(H). Dies heifit aber nichts anderes als s;(z) < p. Mit (3.4) folgt dann
auch die Behauptung fiir s,(z). O

LEMMA 3.7. Fiir jedes Paar von Projektionen p,q € P(M) gilt:
Vg —p~qg—(pAq)
BEWEIS. Es ist
(a(1 = p))(H)* =ker (1 - p)g = kerq © p(H) N q(H)
und damit
si(q(l—p))=1-(1—qg+pAg)=q—pAg

Entsprechend sieht man, da8 s.(¢(1 — p)) = pV ¢ — p ist. Mit (3.3) folgt die Be-
hauptung. O

DEFINITION. Man bezeichnet den Durchschnitt M N M’ als Zentrum der von Neu-
mann-Algebra M und schreibt dafiir Z(M). Eine von Neumann-Algebra mit tri-
vialem Zentrum Z(M) = C - 1 heifit Faktor-

BEMERKUNG. Es ist klar, da§ Z(M') = Z(M) eine kommutative von Neumann-
Algebra ist.

DEFINITION. Eine Projektion p € P(M)NZ (M) wird zentrale Projektion genannt.
Hat man p € P(M) gegeben, so bezeichnet man

z(p) :=min{g € P(Z(M)) : p<q}

als zentralen Trdiger von p.
Gilt fiir zwei Projektionen p,q € P(M), daBl z(p) z(q) = 0 ist, so nennt man sie
zentral orthogonal.
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BEISPIEL 3.2. Sei H := L?[0,1] und sei

fir fiz O
M= f21 f22 0 : f11,...,f22,g€Loo[0,].]
0 0 g
Dann ist
f 0 0
M = 0 f 0] : f,ge L>*[0,1]
0 0 g

und somit Z(M)M U M’ = M'. Der zentrale Tréger der Projektion

11
1
pi= 3103 (1 1) 0

0 Lio,1

ergibt sich zu z(p) = 1 11Isx3-

Das Bild des zentralen Trigers einer Projektion in einer von Neumann-Algebra
kann folgendermaflen charakterisiert werden.

LEMMA 3.8. Seip € P(M). Dann ist z(p) die orthogonale Projektion auf
MpH.

BEWEIS. Sei ¢ die orthogonale Projektion auf Hy := MpH. Dann gilt fiir
xz € M, dafl xHy C Hy, also qzq = zq. Damit ergibt sich aber sofort, dafl
gz = (2"q)" = (¢2"q)" = qzq = 24,

d.h. ¢ € M'. Hat man y € M’ gegeben, dann gilt auch hierfiir, dal yHy C Hy und
damit qy = yq. Zusammenfassend erhilt man, dafl ¢ eine Projektion im Zentrum
von M ist. Da 1 € M, schlieft man noch ¢p = p und somit g > z(p).

Ist x € M, dann gilt zz(p) = z(p)z. Also 148t = das Bild von z(p) invariant. Mit
anderen Worten, es ist

q(H) = Ho = MpH C z(p)(H)
und somit g < z(p). O

LEMMA 3.9. Fiir zwei Projektionen p und q in der von Neumann-Algebra M sind
die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) p und q sind zentral orthogonal
(i) pMg={0}
(iii) Fiir alle Projektionen py und g1 in M gilt

p>2p~a<q = p=0=q

BEWEIS. ,(iii) = (ii)“: Gibt es ein x € M mit y := pzq # 0, so ist
py =y = yq, d.h. nach Lemma 3.6 fiir den linken und den rechten Triger von y,

p>si(y) ~s:(y) <g und  si(y) #0#s.(y)-
»(i) = (i)“: Seien z,y € M und (,n € H beliebig, dann gilt
(zqC , ypm) = (py"zqC , m) = 0.

Damit sind die Raume MpH und MgqH zueinander orthogonal. Lemma 3.8 sichert,
dafl damit z(p) z(¢) = 0.
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»(1) = (iii)“: Seien p; < p und ¢1 < ¢ dquivalente Projektionen, d.h. es gelte
p1 = wu* und ¢; = w*u mit einer partiellen Isometrie © € M. Nach Konstruktion
ist p1 die Bildprojektion von u und ¢; die Bildprojektion von u*, also gilt:

p1 =wu” = (pru)(qu’) = (2(p)pr1u)(z(g)q1u”)
= (z(p)u)(z(q)u”) = uz(p) z(q)u” =0
und hiermit auch ¢; = 0. O
BEMERKUNG. Es gilt zwar, dafl zentral orthogonale Projektionen stets auch ortho-
gonal zueinander sind, aber zueinander orthogonale Projektionen brauchen nicht
zentral orthogonal zueinander zu sein. Etwa in der Algebra der (2 x 2)-Matrizen

sind die Koordinatenprojektionen zueinander orthogonal, besitzen jedoch denselben
zentralen Trager, ndmlich die Einheitsmatrix.

THEOREM 3.10. Fiir jedes Paar von Projektionen p und q in einer von Neumann-
Algebra M gibt es eine zentrale Projektion z, daf8

zp3zq und (1—2z2)pZ (1-—2)g.

Ist insbesondere M ein Faktor, dann gilt genau eine der folgenden Relationen
p<q p~q prq

BEWEIS. Seien (p;)ier (¢i)ier maximale Familien paarweise orthogonaler Pro-
jektionen in M mit

p>pi~q<q (iel).

Setze po == Y ;c;pi und qo := ) ;.7 ¢;- Dann gilt nach Lemma 3.4, pg ~ go. Die

Maximalitét der Familien sichert, dafl es keine von 0 verschiedenen Projektionen
r < p—po und s < q— qo gibt, die dquivalent sind. Nach Lemma, 3.9 sind also p—pg
und ¢ — qo zentral orthogonal. Es gibt somit eine zentrale Projektion z, daf§

P—po<z qgq—qg<1-—=z
Mit anderen Worten, es ist (¢ — go)z = 0 und (p — po)z = p — po; also
9z = qoz ~ Poz < pz
p(1—2z) =po(1—2) ~qo(1—2) <q(l-2),

wobei von der Tatsache Gebrauch gemacht wurde, dafl mit r ~ s auch stets zr ~ zs
fiir jede zentrale Projektion z und beliebige Projektionen r und s gilt. O

2. Klassifikation der von Neumann-Algebren

Die Murray-von Neumann-Aquivalenz von Projektionen liefert bei B(H) gerade die
Projektionen mit selbem Rang als Aquivalenzklassen. Insbesondere hat man eine
lineare Ordnung auf diesen Aquivalenzklassen vermoge der Relation X gegeben.

Ist die von Neumann-Algebra M ein Faktor, wie dies ja (vgl. Beispiel 1.6, Seite
14) fiir B(H) der Fall ist, dann ist = immernoch eine lineare Ordnung auf den

Aquivalenzkla@sen von Projektionen. Man kann hier — und auch im allgemeinen
Fall — diese Aquivalenzklassen als allgemeinen Rang auffassen. Diese Vorstellung
steht Pate fiir die folgenden Begriffsbildungen.
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DEFINITION. Eine Projektion p in einer von Neumann-Algebra M heifit endlich,
wenn fiir jede Projektion ¢ € P(M) gilt:

(3.5) p>q~p = p=gq.

Ansonsten heifit sie unendlich.

Eine Projektion p € P(M) hei3t rein unendlich, wenn keine Projektion 0 # ¢ < p
endlich ist.

Gilt fiir eine Projektion p € P(M), daB fiir jede zentrale Projektion z mit zp # 0
die Projektion zp unendlich ist, so heifit p wesentlich unendlich.

Eine von Neumann-Algebra wird endlich, unendlich, rein bzw. wesentlich unendlich
genannt, wenn dies die Eigenschaft der 1 € M ist.

BEMERKUNG. Ist p eine Projektion in einer von Neumann-Algebra M, dann ist die
Abbildung

B(H) — B(p(H)), = ~ pzp|p(H)

eine lineare, i.a. jedoch nicht multiplikative, surjektive und in allen Operatortopo-
logien stetige Abbildung. pMp ist, wie man sich leicht iiberzeugt, wieder eine von
Neumann-Algebra auf dem Hilbertraum p(H).

Entsprechendes gilt, wenn p eine Projektion in M’ ist. Allerdings ist hier die Ab-
bildung

M = B(p(H)), x — pxp|p(H)

sogar ein C*-Homomorphismus; ndmlich die Reduktion der Darstellung von M auf
den invarianten Teilraum pH.

DEFINITION. Eine Projektion p € P(M) heifit minimal, wenn
pMp =C- ide
ist. Sie heifit abelsch, wenn pMp kommutativ ist.

BEMERKUNG. Jede minimale Projektion ist abelsch und jede abelsche Projektion
ist endlich.

DEFINITION. Eine von Neumann-Algebra M heifit vom Typ I, wenn jede zentrale
Projektion verschieden von 0 eine ebenfalls von 0 verschiedene abelsche Projektion
majorisiert,.

Gibt es keine von 0 verschiedene endliche Projektion in M, ist also M rein unend-
lich, so nennt man M vom Typ III.

Enthiilt M keine von 0 verschiedene abelsche Projektion und majorisiert jede zen-
trale, von 0 verschiedene Projektion eine von 0 verschiedene, endliche Projektion,
so nennt man M vom Typ II.

Eine endliche von Neumann-Algebra vom Typ II wird vom Typ II; genannt. Ist sie
vom Typ IT und hat sie keine von 0 verschiedene, endliche zentrale Projektion, so
heifit sie vom Typ I1.

2.1. Typzerlegung. In diesem Abschnitt wird gezeigt, daf sich jede von Neu-
mann-Algebra in die direkte Summe aus von Neumann-Algebren der oben angege-
benen Typen eindeutig zerlegen 148t.

LEMMA 3.11. Die Summe zentral orthogonaler abelscher (bzw. endlicher) Projek-
tionen (p;) C M ist wieder abelsch (bzw. endlich).



2. KLASSIFIKATION DER VON NEUMANN-ALGEBREN 37

BEWEIS. Sei p:= 3 p; und sei 2; := z(p;). Dann gilt, da8 p; = z;p und somit!

pMp = @Pi/\/lpi-

Hiermit ist mit allen p; Mp; auch pMp abelsch.
Ist p ~ ¢ < p, dann ist

Pi 2> Qi 1= 2ig ~ Zip = P;

und wegen der Endlichkeit von p;, ergibt sich p; = ¢; und so p = ¢. Damit ist auch
p endlich. 0

THEOREM 3.12. Jede von Neumann-Algebra M ist eindeutig in die direkte Summe
aus von Neumann-Algebren vom Typ I, Typ II;, Typ Il und Typ III. zerlegbar.
Desweiteren lifit sich jede Projektion p in M eindeutig als Summe zentral ortho-
gonaler Projektionen p1 und ps schreiben, von denen p; endlich und ps wesentlich
unendlich ist.

BEWEIS. Sei (p;) C P(M) eine maximale Familie zentral orthogonaler, abel-
scher Projektionen und sei p := ) p;. Nach Lemma 3.11 ist dann auch p abelsch.
Setzte 21 := z(p). Ist 0 # z < 2z eine zentrale Projektion, dann ist 0 # zp < z eine
abelsche Projektion. Also ist M2y eine von Neumann-Algebra vom Typ L.

Nach Konstruktion gibt es keine nichttriviale abelsche Projektion in M (1 — 2i), so
dal M(1-z) keinen nichttrivialen abelschen Summanden hat. Sei (g;) C M(1—2z1)
eine maximale Familie zentral orthogonaler endlicher Projektionen und sei ¢ :=
>~ ¢;. Dann ist ebenfalls nach Lemma 3.11 auch ¢ endlich. Sei 211 := z(g). Nach
dem bisher gezeigten hat dann Mz keine nichttrivialen abelschen Projektionen.
Auflerdem majorisiert jede zentrale Projektion z # 0 in Mz die endliche Projek-
tion 0 # zq. Damit ist Mzy; vom Typ II.

Die Maximalitét von (g;) sichert, da8 211 := 1—(21+211) keine nichttriviale endliche
Projektion majorisiert. Somit ist Mz vom Typ III.

Bis hierher haben wir also die direkte Zerlegung

M= Mz & Mz & Mz

erreicht. Sei (z;) eine maximale Familie zentraler, endlicher Projektion in Mzjy.
Setzt man zy, := Y 2, und 211, = 211 — 211, , SO ergibt sich, dafl Mz, vom Typ
II; und Mz vom Typ Il ist. Dies ergibt die Zerlegung

M = Mz & Mz, ® Mz, ® Mzmr.

Sei jetzt M = M1 & Mir, & Mii,, & Min eine andere direkte Zerlegung von M in
die entsprechenden Typen. Die Einselemente der von Neumann-Algebren My, ...,
My seien mit 2{, ..., z{y; bezeichnet. Dieses sind zentrale, paarweise orthogonale
Projektion in M und es gilt, My = Mz, ..., M = Mgz{;;. Da 1 — 2 keine nicht-
trivialen abelschen Projektionen majorisiert und 2{(1 — 21) eine zentrale Projektion
in M ist, folgt 2{(1 — 21) = 0 und somit 2; < 2z1. Aus Symmetriegriinden folgt
dann auch zr < z{ und hiermit die Gleichheit dieser Projektionen. Mit entspre-
chenden Argumenten erschlieft man die Gleichheit der anderen korrespondieren
Projektionenpaare. Dies zeigt die Eindeutigkeit der Typzerlegung.

Sei 0 # p € P(M) gegeben. Indem man zu pMp iibergeht, kann man annehmen,
dal p = 1 ist. Sei p; die Summe einer maximalen Familie paarweise orthogonaler,
zentraler und endlicher Projektionen. Dann ist auch p; zentral und orthogonal und
p2 := 1 —p; ist wesentlich unendlich. Die Eindeutigkeit dieser Zerlegung ergibt sich
wie oben. O

IDie hier auftauchende direkte Summe ist im £oo-Sinne zu verstehen. FaBt man pH als direkte
Summe der p; H auf, dann entspricht dies gerade der Darstellung von pMp als Diagonalmatriz
mit Eintrigen aus p;Mp;
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KOROLLAR 3.13. Ein Faktor ist entweder vom Typ 1, vom Typ 111, vom Il oder
vom Typ III.

Hiermit ist die Klassifikation der von Neumann-Algebren durch ihren Projektio-
nenverband abgeschlossen. Wihrend von Neumann-Algebren vom Typ I leicht zu
finden sind, ndmlich etwa B(H) oder jede kommutative von Neumann-Algebra, ist
es nicht ganz offensichtlich Beispiele fiir die anderen Typen zu finden. Dazu muf
etwas weiter ausgeholt werden, was im néchsten Kapitel geschehen soll.



KAPITEL 4

Tensorprodukte

Eine der fundamentalen Konstruktionen aus alten C*-Algebren neue zu bilden ist
das Tensorprodukt. Hierbei besteht die Hauptaufgabe darin, das algebraische Ten-
sorprodukt in geeigneter Weise mit einer C*-Norm zu versehen.

Sind H und K Vektorrdume so werde mit H ® K deren algebraisches Tensorprodukt
bezeichnet. Dies ist durch folgende universelle Eigenschaft gekennzeichnet:

TENSORPRODUKT. Die bilineare Abbildung ®: Hx K - HQ K, ({,n) — (®n ist
dergestalt, daff es zu jeder bilinearen Abbildung ¢: H x K — L in einen weiteren
Vektorraum genau eine lineare Abbildung ¢: H @ K — L gibt, daf

(4.1) V(¢,n) € Hx K :¢(¢,n) = d((@n)

BEMERKUNG. Eine Moglichkeit H ® K zu realisieren, ist durch den Raum der
linearen Abbildungen vom algebraischen Dual von H nach K, und (¢ ® n)(f) :=
F(¢O)n gegeben. Hat man es mit topologischen Vektorrdumen zu tun und ist nur
an stetigen bilinearen bzw. linearen Abbildungen interessiert, so kann man sich
auf den topologischen Dualraum H* und stetige lineare Operatoren mit endlichem
Rang beschranken.

Sind nun lineare Funktionale p: H — C und o: K — C gegeben, so gibt es genau
ein lineares Funktional p® 0: H @ K — C, daf} gilt:

(4.2) (p@o)(Cen) =p)-om)  (((n) € HxK)
Die Elemente von H ® K lassen sich als EZ:I Cp @M mit (1, --., ¢ € H und
Mo, ---, Mn € K darstellen. Man schlieit leicht aus (4.2), dal diese Darstellung

unabhingig von den Reprisentanten ist.

Sind H' und K' weitere Vektorriume und sind u: H — H' sowie v: K — K' lineare
Abbildungen, so gibt es genau eine lineare Abbildung u @ v: HQ® K — H' @ K',
dafl

(4.3) (wev)((on) = () @n)  ((n) € HxK)

1. Tensorprodukte von Hilbertrdumen

Sind H und K normierte Riume, dann gibt es im allgemeinen viele Kandidaten
fiir eine Norm auf H ® K, die in sinnvoller Beziehung zu den Normen auf H und
K steht. In der Tat sorgt diese Vielfalt fiir die Schwierigkeiten in diesem Teil der
Funktionalanalysis. Dies werden wir spiter bei den Tensorprodukten von C*-Al-
gebren sehen.

1.1. Die Hilberttensornorm. Solange es sich bei H und K um Hilber-
trdume handelt, ist die Situation einfach: In der Kategorie der Hilbertrdume gibt
es nur ein Tensorprodukt.

THEOREM 4.1. Seien H und K Hilbertridume. Dann gibt es genau ein inneres Pro-
dukt { ,) auf H® K, daf

(Con,en)=(C,¢)n,n") (¢,¢' € Hyn,n' € K)

39
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BEWEIS. Sind p und o konjugiert lineare Abbildungen von H bzw. K nach C,
so gibt es genau eine konjugiert lineare Abbildung p ® 0 von H ® K nach C, daf§
(p@0o)(C®n) = p(Q)o(n) fir ( € H und n € K (Beachte, daf p und 7 linear sind,
und setze p® 0 :=p R 7).

Ist ¢ Element eines Hilbertraumes, so definiere p; als das konjugiert lineare Funk-
tional, da8 durch p¢(n) := (¢, 1) gegeben ist.
Sei X der Vektorraum der konjugiert linearen Funktionale auf HQ K. Die Abbildung

Hx K — X,((,n) = pc® py

ist bilinear. Es gibt somit eine lineare Abbildung M: HQ K — X, dall M({(®n) =
p¢ ® py fiir alle ¢ € H und n € K. Die Abbildung

(,): (H®K)* = C,(2,2) = M(2)(')
ist eine Sesquilinearform auf H ® K, fiir die gilt,

€on,den)y=(,"m,n) (¢ eHnnekK)

Es ist klar, daf dies die einzige solche Sesquilinearform ist.

Ist £ = > 1 ¢ ®@m € H® K, dann kann man ggfs. durch Darstellung der 7y
beziiglich einer Orthonormalbasis ihrer linearen Hiille erreichen, dafl () eine Or-
thonormalsystem ist. Damit berechnet man,

n

€ 0= (Gom,aom) =Y (G, M m) =D lIGI*>0.
k=1

k=1 k=1
Dies zeigt, daf§ { , ) positiv definit und somit ein inneres Produkt auf H ® K ist. [
DEFINITION. Sind H und K Hilbertrdume, dann sei H ® K stets mit dem in Theo-

rem 4.1 angegebenen inneren Produkt versehen. Die Hilbertraumvervollstindigung
von H ® K wird mit

H® K
bezeichnet und Hilbertraumtensorprodukt genannt.

BEMERKUNGEN. Seien H und K Hilbertriume.

e Fiir ( € H und 5 € K ist stets |[¢ @ n|| = |[<]| [In]]-
e Sind £ C H und F C K Orthonormalbasen, dann ist

E®F:={(®n:(€EneF}

eine Orthonormalbasis von H ® K.

e Sind H' ¢ H und K' C K abgeschlossene Unterrdume, dann ist die Ein-
bettung H' ® K' — H & K isometrisch und setzt sich so isometrisch zu
einer Einbettung H' ® K' — H ® K fort; d.h. man kann H' & K' als
abeschlossenen Unterraum von H & K auffassen.

LEMMA 4.2. Seien H und K Hilbertriume und u € B(H) sowie v € B(K). Dann
gibt es genau einen Operator u @ v € B(H ® K), daf8

w&v)(C®n =ul®v@n) ((€HneK)
Auflerdem ist ||u ® v|| = ||ul| [|v]|.

BEWEIS. Die Abbildung (u,v) — u ® v ist bilinear. Um zu zeigen, dafl u ®
v: H® K - H ® K stetig ist, geniigt es also anzunehmen, dafl v und v unitéir
sind, denn die unitdren Elemente erzeugen die C*-Algebren B(H) bzw. B(K). Ist
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E=31_1C @M € H® K mit paarweise orthogonalen 71, ... , 7, € K, so ergibt
sich
n 2
@)@l = |3 u(¢) ® vim)
k=0
=3 llu(G) ® om)|I”
k=0

denn v(m), ..., v(n,) sind paarweise orthogonal

= 3" (@I o)l

k=0

n
2 2
= Gk Ik
k=0
2
= Il

Demzufolge ist ||u ® v|| = 1. Also ist fiir alle Operatoren u und v auf H bzw. K die
lineare Abbildung u ® v beschrinkt auf H ® K und hat so eine eindeutige, stetige
Fortsetzung u ® v auf H & K.

Man iiberzeugt sich leicht davon, daf§ die Abbildungen

B(H) = B(H & K), uu®idg
und
B(K) —» B(H & K), v idg @ v

injektive C*-Homomorphismen und als solche isometrisch sind (vgl. Skript SS96,
Lemma 4.1.10, Seite 48). Somit ist

lu o] = || (u & idi)(idsr & v)] < ulllol

Ist 0 < € < 1, dann gibt es Einheitsvektoren ( € H und 5 € K, daB} ||[ul]| >
(1 =€) ||u|| und |Jvn]| > (1 —€) ||v||. Hieraus ergibt sich

llu @ o]l > [I(u @ v)(C @)l = llucll llonl] > (1 =€) [[ull[l0]],
und somit fiir € = 0, |ju @ v|| > ||ul| ||v]]- O

BEMERKUNGEN. Seien H und K Hilbertriume.
e Sind u,u’ € BH und v,v' € B(K), dann gilt,

(u® v)(u &) = (wu') & (vv') und (u ® v)* =u* & v*

e Sind uy, ..., u, € B(H) und vy, ..., v, € B(K), so folgt aus der linearen
Unabhéngigkeit der v;’s und dem Bestehen der Gleichung >, ug Qv =
0, da3 schon u; =, ..., = u, = 0.

LEMMA 4.3. Seien H und K Hilbertriume und E C K sei eine Orthonormalbasis.
Dann ist H & K unitir dquivalent zur direkten Produkt' :

DH =) er": Y G <o
E

nek

! Die Norm fiir @ 5 H ist natiirlich durch ||(¢y]] := (EneE l1Enll1?) /2 und das Skalarprodukt
ist durch {(¢y) , ((,’7)> = ZneE {Cq C%) gegeben
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BEwEs. Sei u,: H - H ® K, ( = (®n fir € E. Dann ist u, eine
partielle Isometrie. Thr Bild sei H;, ein abgeschlossener Teilraum von H ® K. Fiir
n # 7' sind H, und H,, zueinander orthogonal. Aulerdem ist die direkte Summe
der H, (n € E) dicht in H ® K. Da auBerdem durch u((¢;)) := Y. uy,(, ein
isometrischer Operator von @, H auf die direkte Summe der H,, gegeben ist, mufl
dieser Operator u die gesuchte unitire Aquivalenz sein. O

1.2. Hilbert-Schmidt-Operatoren. Im folgenden soll das abstrakte Hilbert-
raumtensorprodukt als Operatorenideal charakterisiert werden. Ausgangspunkt ist
dabei die in der Einleitung iiber eine mogliche Realisierung des algebraischen Ten-
sorprodukts als Vektorraum gewisser linearer Abbildungen mit endlichem Rang.

DEFINITION. Seien H und K Hilbertriume. Mit F(H, K) werde der Vektorraum
der stetigen linearen Operatoren mit endlichem Rang bezeichnet.

Zum Hilbertraum [ H,(, )] bilde man den neuen Hilbertraum [H,{ , )], der als
Menge mit H iibereinstimmt, aber die Skalarmultiplikation (o, () — @ und das
Skalarprodukt (¢ , ) := (n, C) hat.

BEMERKUNG. Der Rieszschen Darstellungssatze fiir lineare Funktionale auf dem
Hilbertraum H zeigt, daf durch (¢ := ((, () fiir { € H und { € H eine Dualitéts-
beziehung zwischen diesen Hilbertriumen vermittelt wird. Der Raum [ H, ( , )] wird
als konjugiert zu H bezeichnet. Man kann ihn mit dem Raum der stetigen linearen
Funktionale auf H, identifizieren. Beachte, daf3 die formale Identitit von H nach
H, die mittels ¢ — ( gekennzeichnet werde, eine konjugiert lineare Isometrie ist.
Weiterhin ergibt sich bei Iteration dieser Identifikation H = H.

LEMMA 4.4. Es gibt genau eine lineare Bijektion ®: H ® K — F(H,K), so daf8

fiir allen € N, alle (1, ..., (n € H und alle m, ..., nm € K gilt,
D Gom)&)=> (G, Om  (E€H)
k=1 k=1

BEWEIS. Sei x := Y7, ( @ € H ® K gegeben und setze
n
X)) = (. Om  (E€mH).
k=1
Es ist hier im wesentlichen zu zeigen, daf§ ® wohldefiniert ist. Sei also x = 0. Fiir
beliebiges £ € H und beliebiges 7, ergibt sich
n

D Gk &) e s m) = (x, E@mi) = 0.

k=0
Damit ist ®(x)(£) sopwohl in der linearen Hiille der 7;’s als auch senkrecht dazu —
eine Eigenschaft, die nur der Nullvektor besitzt. Hiermit kann auch ®(x) nur der
Nulloperator sein.
Die Abbildung & ist injektiv. Ist néimlich ®(}"7_; ¢x ® mk) = 0 mit ohne Ein-
schrinkung orthonormalen 7;’s, so schlieit man sofort, dal , =0 (k =1,... ,n)
und somit x = 0.
Ist u € F(H,K) gegeben, so wihle (n;)7_, eine Orthonormalbasis des Bildes von
u setzt man dann (y := u*n, so gilt (> _, (k @ k) = u. O

KOROLLAR 4.5. Die Vektorriume H® K und F(H, K) sind linear isomorph. Die-
ser Isomorphismus ist durch

ng@”)k H(5H2<§,C_k>ﬂk)

k=1 k=1
gegeben.
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BEMERKUNG. Ist der lineare Operator u € F(H,K) durch v = Y3_, (e ® mp
gegeben, so hat u* € F(K, H) gerade die Darstellung

(4.4) wt =" 7 ® G,
k=1

wie man durch unmittelbares Einsetzen tiberpriift.

Im folgenden soll die Norm, die durch die Hilbertraumtensornorm von H ® K auf
F(H, K) induziert wird, genauer beschrieben werden. Wie das néchste Beispiel
zeigt, ist sie ndmlich nicht zur Operatornorm Aquivalent.

BEISPIEL 4.1. Sei H := K := /(5. Dann ist fiir n € N die Tensornorm von
Xn = D p_; €k ® e gerade y/n, wihrend sich die Operatornorm des zugehdrigen
Operators, die Projektion auf die ersten n Komponenten, zu 1 ergibt.

LEMMA 4.6. Sei ¢: H x K — C ein stetiges bilineares Funktional auf den Hilbert-
réumen H und K. Desweiteren seien E, E' C H und F, F' C K Orthonormalbasen.

Dann gilt:
S lscm®= > le¢ )
CEE ('eE
neF n' EF’

(€ [0, 00]).

Beweis. Es ist klar, dafl man aus Symmetriegriinden nur ,>“ zeigen muf.
Desweiteren kann man annehmen, daf§ die linke Seite endlich ist. Nun hat jedes
¢" € E' und ' € F' eine Entwicklung nach E bzw. F,

¢=>4060=Y 0 ,nn
(EE ner

Setzt man diese Entwicklung in den Term der rechten Seite ein, so iiberzeugt man
sich nach einigen elementaren Umformungen von der Richtigkeit der in Frage ste-

henden Ungleichung. O
KOROLLAR 4.7. Seiu € B(H,K), dann gilt fiir alle Orthonormalbasen E,E' C H
und F,F' C K,
2

Dol mP =Y [(ud )|

(EE ¢'€eE’

ner n' €F’

BEWEIS. Durch

(4.5) Pu(&x) = (u€,x)  (£€H,x€EK)
wird ein bilineares, stetiges Funktional auf H x K definiert, auf das man Lemma 4.6
anwenden kann, um die Behauptung zu erhalten. O

DEeFINITION. Ein Operator u € B(H, K) heifit Hilbert-Schmidt-Operator, und man
schreibt: u € Sy(H), wenn fiir ein (jedes) Paar von Orthonormalbasen £ C H,
FCK,

llully == ( E |(uC, n)|2)1/2 < 0.
CEE
ner

Man {iberpriift nun leicht durch Einsetzen der Definition:
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THEOREM 4.8. Sind H und K Hilbertriume, so ist [S2(H, K),|| ||,] ein Hilber-
traum mit dem Skalarprodukt

(w,v)y = (u¢,n)n,vC).
(EE

Hierbei sind E C H und F C K irgendwelche Orthonormalbasen.
BEMERKUNG. Es ist klar, dafl die Operatoren mit endlichem Rang in Sy(H, K)
dicht liegen. Denn unmittelbar aus der Definition der Hilbert-Schmidt-Norm folgt,

daB jeder Hilbert-Schmidt-Operator u sich beliebig gut durch Operatoren der Ge-
stalt

up,(€) == Y (€, Q) u(C)
CEE,
approximieren 1i88t, wobei Ey iiber die endlichen Teilmengen von E variiert.

Ebenso ist nun die folgende Beschreibung des Hilbertraumtensorprodukts leicht
einzusehen.

THEOREM 4.9. Es gibt genau einen unitiren Operator U zwischen dem Hilber-
traumtensorprodukt H @ K und den Hilbert-Schmidt-Operatoren Sy(H,K), daf
fiir alle ( € H und alle n € K,

U¢®n) =(Em=A(C,&n)-

BEWEIS. Die Abbildung U: H ® K — S»(H, K), die durch U(( ®n) = (£ =
(C, &) n) gegeben ist, ist wohldefiniert. Es bleibt zu zeigen, daf sie unitér ist. Dazu
muf} nach Theorem 4.1 nur gezeigt werden, dafl

(UCen,U"en)=((",0Mm,n")

ist (Beachte, daf fiir H das Skalarprodukt zu bilden ist). Seien E C H und F C K
Orthonormalbasen. Dann ergibt sich:

UCen), UK en)y=Y Y (Uené,x)(x, U @n))

(E€E xeF

=)D U ON . X)L
(E€eE xeF

=)D OO X)X )
£EE xEF

= <C152<Ca£)£><z<naX>Xanl>
EEE x€F
=", .

Damit ist U ein unitérer Operator, der sich auf die Vervollstindigung der entspre-
chenden Raume unitir fortsetzt. O
2. Tensorprodukte von C*-Algebren

Hat man Algebren A und B gegeben, dann gibt es auf A ® B genau eine Multipli-
kation so, dafl

(4.6) (@@ b)(ad @) = (ad')® (BY)  (a,a’ € A,bb € B)

Besitzen die Algebren auflerdem noch eine Involution, so gibt es auch eine eindeutig
bestimmte Involution auf A ® B, dafl

(4.7) (a®b)" =a* ®b* (a € A,b € B)
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Diese Feststellungen (4.7) und (4.6) lassen sich durch leichte Rechnung bestitigen.
Im folgenden soll nun untersucht werden, ob das so gewonnene Tensorprodukt fiir
C*-Algebren sich durch eine geeignete Norm und Vervollstindigung zu einer C*-Al-
gebra machen 143t und wie sich darin die Eigenschaften der vorliegenden C*-Al-
gebren widerspiegeln.

2.1. Die Darstellungsnorm. Die folgende Konstruktion basiert auf einer
elementaren Feststellung:

LEMMA 4.10. Seien A und B C*-Algebren. Desweiteren seien ¢: A — C und
¥: B — C C*-Homomorphismen, deren Bilder elementweise vertauschen, dann gibt
es genau einen x-Homomorphismus ¢ @ ¢: AQ B — C, daff

(¢ ®@¢)(a®b) = d(a)i(b).
BEWEIS. Die Abbildung A x B = C, (a,b) — ¢(a)y(b) ist ein bilinearer *-Ho-
momorphismus, dessen Linearisierung ¢®¢: A®B — C das gewiinschte leistet. O

Hiermit ist es moglich nachzuweisen, daf§ zumindest eine C*-Norm auf dem Ten-
sorprodukt zweier C*-Algebren existiert.

THEOREM 4.11. Seien (H, ¢) und (K,1)) Darstellungen der C*-Adebren A und B.
Dann gibt es genau einen x-Homomorphismus 7: AQ B — B(H ® K), daf§
m(a ®b) = ¢(a)y(b) (a€ Abe B).
Sind ¢ und ¢ injektiv, dann ist auch 7 injektiv.
BEWEIS. Die Abbildungen

¢:A—= BH® K),a— dla) ®idg
und

¢':B— B(H & K),bw idg ® ¥(b)

sind *-Homomorphismen. Die Elemente von ¢'(A) und ¢’ (B) vertauschen. Also gibt
es nach 4.10 genau einen *-Homomorphismus 7: A® B — B(H ® K), daf

m(a®b) = ¢'(@)y'(b) = ¢(a) (b))  (a€ Ab€ B).
Sei nun angenommen, daf} die Darstellungen (H, @) und (K,v) treu sind und daf}

¢ € ker . Dann hat ¢ eine Darstellung ¢ = >, ax ® by, mit linear unabhingigen
by. Da 9 injektiv ist, sind auch die ¥(by)’s linear unabhéngig. Aus

n
0=mn(c) =) dlar) & p(bx)
k=1
folgt so ¢(a1) =, ..., = ¢(an) = 0 und damit, wegen der Injektivitit von ¢, ar = 0.
Dies zeigt, dafl auch 7 injektiv ist. O

DEFINITION. Die Abbildung 7 aus Theorem 4.11 wird mit ¢ & 1) bezeichnet.
Sind A und B C*-Algebren mit universellen Darstellungen? (H, ¢) und (K,v) (vgl.
Skript SS96, S. 65, und Theorem 1.2). Sei m der geméfl Theorem 4.11 eindeutig
bestimmte injektive *-Homomorphismus 7: A ® B — B(H & K) mit m(a ® b) =
@' (a)y'(b) = ¢(a) ® ¥ (b) fiir (a € A,b € B). Hiermit wird

Il,:A®B =R, c— |x(c)ll

eine C*-Norm auf A® B, die Darstellungsnorm genannt wird. Die C*-Vervollstindi-
gung von A®B beziiglich || ||, wird Darstellungstensorprodukt von A und B genannt
und mit 4 ®, B bezeichnet.

2das sind die Darstellungen, die sich jeweils als direkte Summe der durch alle reinen Zustéinde
induzierten Darstellungen ergeben
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BEMERKUNG. Fiir beliebige Elemente a und b von A und B gilt:
(4.8) lla @bll, = llall o]

2.2. C*-Normen auf A ® B. In der Regel wird es auf dem Tensorprodukt
zweier C*-Algebren A und B mehr als eine Tensornorm geben, denn jedes Paar
treuer Darstellungen induziert C*-Normen auf 4 ® B, die im allgemeinen nicht
dquivalent zu sein brauchen (vgl. Skript SS96, S. 64ff., {iber die Aquivalenz von
Darstellungen).

DEFINITION. Sei 7y eine C*-Norm auf dem Tensorprodukt 4 ® B der C*-Algebren
A und B. Die C*-Vervollstindigung von A ® B beziiglich v werde mit

A®, B
bezeichnet.

LEMMA 4.12. Seien A und B C*-Algebren sowie v eine C*-Norm auf A® B. Sind
a' € Aundb' € B gegeben, so sind die linearen Abbildungen

p: A AR, Ba—axl
und

¢p: B> AR, Bb—d @b
stetig.

BEWEIS. Da es sich hier um lineare Abbildung zwischen Banachriumen han-
delt, kann zum Nachweis der Stetigkeit der Satz vom abgeschlossenen Graphen her-
angezogen werden. Sei also (a,) C A eine Nullfolge und (¢(a,,)) konvergiere gegen
cin A ®, B. Man kann ohne Einschréinkung annehmen (und ggfs. durch Ubergang
von a,, zu a,*a, und von b’ zu b'*b' erreichen), daf die a,, und b’ positiv sind. Dann
ist auch ¢ positiv.

Hat man nun ein positives lineares Funktional 7 auf 4 ®., B gegeben, so ist auch

pr A= Cia—T(@a®l)
positiv und damit stetig, d.h. es ist 7(¢) = lim7(a,, ® b') = lim p(a,) = 0. Da dies

fiir jedes beliebige positive Funktional 7 gilt, mufl ¢ = 0 sein. Somit ist ¢ stetig.
Die Stetigkeit von v folgt entsprechend. O

THEOREM 4.13. Seien A und B (von Null verschiedene) C*-Algebren und sei ~y
eine C*-Norm auf A® B. Ist (H,w) eine nicht ausgeartete Darstellung® der C*-Al-
gebra A @, B, so gibt es eindeutig bestimmte C*-Homomorphismen ¢: A — B(H)
und ¥: B — B(H), daf8

m(a®b) = ¢(a)y(b) = (b)¢(a)  (a € AbeB).
Auperdem sind die Darstellungen (H,¢) und (H,1) ebenfalls nicht ausgeartet.

BEWEIS. Sei Hy := 7(A ® B)H, dann kann jedes { € Hy geschrieben werden
als

(=

k

7(ar ® br)Cr
1

n

Sei jetzt angenommen, dafl zwei solcher Darstellungen fiir ( gegeben sind:

(4.9) (=) mlar ®be)G = > w(a @d)m
k=1 =1

3Zu jedem 0 # ¢ € H gibt es ein ¢ in A ®, B, daf 7(c)¢ #0
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Ist (vu)uem C B eine approximierende Einheit und a € A, so ergibt sich

n

m(a®uv,)( = Z m(aar ® v,br)Ck Z m(ac; ® vud)m

k=1
und so im Limes unter Beriicksichtigung von Lemma 4.12

lim 7(a ® v,)¢ = > mlaar @ b)Ge = Y m(ac @ di)my

k=1 1=1
Somit ist eine Abbildung ¢(a): Hy — Ho durch ¢(a)¢ := Y _, m(aar ® by)Ck
wohldefiniert, wobei fiir ( € Hp eine Darstellung gemifl (4.9) gewihlt sei. Da
¢(a)¢ = lim, 7(a®w,)( ist, ist ¢(a) linear. Nach Lemma 4.12 gibt es eine Konstan-
te M(a), daB ||7(a @ b)|| < M (a)||b|| fir b € B ist. Somit ist ||¢(a)|] < M(a). Da
H, dicht in H ist ((H,n) ist nicht ausgeartet) kann ¢(a) eindeutig zu einem steti-
gen linearen Operator auf H fortgesetzt werden, der ebenfalls mit ¢(a) bezeichnet
werde. Analog konstruiert man die Abbildung ¢: B — B(H).
Es ist leicht zu verifizieren, dafl ¢ und ¢ C*-Homomorphismen sind und daf fiir
a € A sowie b € B gilt:

m(a ® b) = ¢(a)y(b) = ¢ (b)¢(a)

Sei jetzt angenommen, daff ¢': A — B(H) und ¢': B — B(H) weitere C*-Ho-
momorphismen sind, fiir die

ma®b) =¢'(a)¢'(b) =¢'(b)¢'(a)  (a€ AbeB)

erfiillt ist. Sei weiter angenommen, es giibe ein { € H mit ¢/'(a){ = 0 fiir alle a € A.
Dann muf} aber auch fiir alle b € B

0=2'(0)¢'(a)¢ =n(a®b)C

sein. Hiermit ergibt sich 7(¢)¢ = 0 fiir ¢ € A ®, B, d.h. ( = 0, denn die Darstellung
(H,7) ist nicht ausgeartet. Damit sind aber auch die Darstellungen (H, ¢') sowie
(H,4") nicht ausgeartet. Entsprechendes gilt dann natiirlich auch fiir die konstru-
ierten Darstellungen (H, ¢) sowie (H,1).

Sind (ux) C A und (v,)uem C B approximierende Einheiten, dann konvergieren
(¢'(ur))aer und (¥'(vy))uem in der starken Operatortopologie gegen idg. Somit
konvergiert in der starken Operatortopologie 7(a ® v,,) sowohl gegen ¢(a) als auch
gegen ¢'(a) fiir a € A, d.h. ¢ = ¢'. Entsprechend folgt 1) = 1)'. O

DEFINITION. Die in Theorem 4.13 konstruierten, eindeutig bestimmten Darstellun-
gen (H,¢) und (H,v) werden mit 74 bzw. mit 75 bezeichnet.

KOROLLAR 4.14. Seien A und B C*-Algebren und sei v eine C*-Seminorm auf
A ® B. Dann gilt fiir alle a € A und alle b € B,

Y(a®b) < |la] [|b]

BEWEIS. Durch § := max(v, || ||,) wird eine C*-Norm auf A ® B gegeben. Sei
(H,7) die universelle Darstellung von A ®; B. Diese ist treu und nicht ausgeartet,
so dafl Theorem 4.13 angewendet werden kann. Sind insbesondere a € A und b € B
gegeben, dann ist 7(a ® b) = w4 (a)mp(b). Deshalb wird

6(a®b) = [lr(a@b)|| < [[rala)l| lmsB)I < [lall [|b]|
und somit y(a ® b) < §(a ® b) < ||al| ||b]]. O



48 4. TENSORPRODUKTE

DEFINITION. Seien 4 und B C*-Algebren und sei I' die Menge aller C*-Normen
auf A® B. Ist v € ' gegeben, soist fir c =) ;_, ar Qb € A® B,

() > var @be) <Y llar 1Bk
k=1 k=1

nach Korollar 4.14. Also existiert fiir allece AQ B

llellmay == sup{v(c) : y €'} €[0,00)

Man iiberzeugt sich leicht davon, daf || || ... : A®B — [0, 00) eine C*-Norm ist. Mit
A ®max B werde das mazximale Tensorprodukt von A und B, die Vervollstindigung
von A ® B beziiglich || || bezeichnet.

max’

THEOREM 4.15. Seien A, B sowie C C*-Algebren und sei desweiteren angenom-
men, daff ¢: A — C und ¢: B — C C*-Homomorphismen sind, deren Bilder ele-
mentweise vertauschen. Dann gibt es genau einen C*-Homomorphismus m: A Quax

B—C, daff
m(a ® b) = ¢(a)y(b) (ae A,beB)

Beweis. Die Eindeutigkeit steht aufler Frage. Nach Lemma, 4.10 gibt es genau
einen C*-Homomorphismus 7: A ® B — C, der die obige Gleichung erfiillt. Die
Abbildung

v:AQB = R,c— ||n(c)|
ist eine C*-Seminorm auf A ® B und somit gilt

v Smax(y, [ 1) < 1] llmax

denn max(v,|| ||,) ist eine C*-Norm auf A ® B. D.h. aber, daf8 = beziiglich || ||,
stetig ist und somit eine eindeutige Fortsetzung auf A ®max B zum gesuchten
C*-Homorphismus hat. O

2.3. Minimalitit der Darstellungsnorm. Im letzten Abschnitt wurde die
grofite C*-Tensornorm || || .. auf A ® B konstruiert und durch eine universelle
Eigenschaft in Theorem 4.15 charakterisiert. Eine analoge Charakterisierung als
minimale Tensornorm soll jetzt fiir die Darstellungsnorm hergeleitet werden.
Zunichst sei eine Bemerkung zu approximierenden Einheiten, die im folgenden eine
Rolle spielen, vorangestellt.

LEMMA 4.16. Seien A und B C*-Algebren und sei -y eine C*-Norm auf AQB. Dann
gibt es eine approrimierende Einheit (uy ® va)xer in A ®, B, wobei (ux)xer, C A
und (vx)aer C B approzimierende Einheiten sind.

BEWwEIS. Seien (uy)uem C A und (v,)yen C B approximierende Einheiten.
Setzt man L := M x N und

A= () < (W, V)= < p<p undv <

fiir \,\ € L, u'(“,u) = u, und ’UEM,V) := v, so ist leicht zu sehen, daf8 (u))rcr C A,

(v))rer C B und (ux ® va)aer C A ®, B approximierende Einheiten sind. O

Als niichstes wird eine alternative Beschreibung der Darstellungsnorm mittels po-
sitiver Funktionale gegeben.

LEMMA 4.17. Seien A und B C*-Algebren.
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(i) Seien (Hx,¢xr)rer und (kx,¥u)uem Darstellungen von A bzw. B. Es seien
weiter (H,$) := @yer,(Hx, x) und (K,9) := D, cp (K, ¥u). Dann gibt es
genau einen unitdren Operator

U:H ® K — @ H)\ ® K;u
AEL,ueM

daf8 fiir alle { = (¢x) € H und allen = (n,) € K,

U(C®n) = (Cx @ nu)rer,pem
Fiir jedes c € A® B gilt

(¢ © ¥)(c) = U* (P (dr ® ¥u)()U

A, p
und

(¢ & £)(@)]| = sup [[(#r @ ¥ (@) -

sH

(if) Firce A® B gilt:
(4.10) llell = sup { [|(¢- @ ¢o) ()| : 7 € S(A),0 € S(B) }

Hierbei sind S(A) und S(B) die Mengen aller Zustinde auf A bzw. B sowie ¢,
und 1, die vermdége GNS-Konstruktion zu 7 bzw. o gebildeten Darstellungen
von A bzw. B.

BEWEIS. (i): Seien ¢ = ((x), ¢' = (¢}) € H und n = (n,), ' = (n,) € K, dann
ist

((Gom), (G on))=> (e, G on,)

A,

=D A Q) ) = D (G G D (s )

= (60 5 (€Y ((ma) 5 (7)) = {(CX) ® (ma) 5 (G3) ® ()

Auf den Elementartensoren stimmt also das Skalarprodukt der rechten Seite mit
dem der linken Seite iiberein. Damit ergibt Theorem 4.1 die Existenz des unitédren
Operators U. Die iibrigen Gleichungen folgen damit sofort.

(ii): Die universellen Darstellungen (H,¢) und (K,%) von A bzw. B ergeben sich
ja gerade als direkte Summen aller Darstellungen (H,, ¢,) bzw. (K,,%,), so dafl
(i) die Behauptung ergibt. O

KOROLLAR 4.18. Sind 7 und o Zustinde auf den C*-Algebren A bzw. B, so ist
T ® o beziiglich der Darstellungsnorm stetig.

BEWEIS. Ist ¢ € A ® B, so ergibt sich
(1®0)(0) = {(¢r © 65)() (& ® (o), & ®Co)

(Diese Gleichung iiberpriift man zuerst fiir Elementartensoren ¢ = a ® b und dann
leistet (Bi-)Linearitéit alles weitere ... ). Nach Lemma 4.17 gilt ||(¢- ® ¢,)(c)|| <
|lc|], und hieraus folgt |7 ® o| (¢) < ||¢]|,. Dies ist die Stetigkeit von 7 ® o beziiglich

- 0
LEMMA 4.19. Seien 7 und o positive Funktionale auf den C*-Algebren A und B.
Dann ist auch T ® o ein positives Funktional auf A Q B.
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BEWEIS. Seic:=);_ a; ® by € A® B. Dann ist

n

(r@o)ce)= Y. m(aja)o(bib)

k=1
Fir Ay, ..., A, € C ergibt sich
> obrb)Aeh =0 ((Z )\kbk> (Z )\kbk>> >0
kyl=1 k=1

denn o ist positive. Also ist u = (o(byb;)) eine positive n x n-Matrix. Diese hat
somit eine Darstellung u = 22:1 txpr mit tq, ... , t, > 0 und Projektionen py, ...,
pr, vom Rang 1. Um also zu zeigen, dafl (1 ®0)(c*c) > 0 ist, reicht es zu zeigen, daf3
> ki=1 T(aza)pry > O fiir jede Projektion p = (pg,) vom Rang 1 ist. Jede solche

Projektion hat eine Darstellung p = (A \;) mit geeigneten Ag, ..., A, € C. Somit
ist

Z T akal Pl = Z T akal )\k)\l =T ((Z )\kak> (Z )\kak>> >0
k=1 k=1

k=1 k=1
denn 7 ist positiv. O
LEMMA 4.20. Seien A und B C*-Algebren und sei vy eine C*-Norm auf AQB. Sind

7 und o Zustinde auf A bzw. B dergestalt, daff T ® o stetig bzgl. «y ist, so hat T ® o
genau eine Fortsetzung zu einem Zustand T ® 0 auf A ®, B.

BewEIS. Da A ® B ein dichter Teilraum von A ®, B ist, setzt sich 7 ® ¢
natiirlich zu einem stetigen linearen Funktional w hierauf fort. Ist nun c € A ®, B
gegeben, so findet man ¢, € A® B, daB lim,,_,, ¢, = ¢. Damit wird

w(c*e) = lim (T ® o)(czcn) 20
n—oo
nach 4.19. Also ist w positiv.
Gemif} 4.16 kann man fiir 4 ®.,, B eine approximierende Einheit der Gestalt (ux ®

vx)aer finden, wobei (up)acr, C A und (vx)acr C B ebenfalls approximierende
Einheiten sind. Hierfiir ergibt sich

lwll = lim w(ux @ va) = lim 7(ux)o (vr) = |7l llo]
Also ist w ein Zustand auf A ®, B. O

LEMMA 4.21. Seien 7 und o Zustinde auf den C*-Algebren A und B. Sei T ® o
beziiglich der C*-Norm auf A ® B stetig. Dann gibt es einen unitiren Operator
U:H, ® H, - H,g_,, daf fir alle c€ AQ B,

¢T®~,¢7(C) = U(¢.,— ® ¢¢7)U

BEWEIS. Seien w:=7 ®, 0, 7 := ¢, ® ¢y und 5 := (; ®(, in Hr ® H,. Dann
gilt fiir alle ¢ € AQ® B,

(4.11) (9w (€)w , G} = (m(c)(n) , m)

Um dies zu zeigen, reicht es, ¢ = a ® b mit a € A und b € B anzunehmen. Dann
ergibt sich

<¢w (C)Cw s Cw) = w(a &® b) = T(a)a(b)
= (¢r(a)¢r 5 Gr) (Do (B)Cs 5 Co) = <¢‘r ® s (Gr® o), G ® C<7> = (m(c)(n) ,n)-
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Sei Hy := ¢, (A ® B)(, und K¢ := 7(A ® B)n, dann ist die Abbildung

Uo: Ko — Ho,m(c)n = ¢u(c)Cw
nach (4.11) wohldefiniert, linear und isometrisch. Somit erlaubt die Dichtheit von
H, in H, sowie von K in H, ® H, diese Isometrie zu einem unitiren Operator

U:H, ® H, - H, g, fortzusetzen. Hierfiir iiberlegt man sich schnell, da ¢,,(c) =
Un(c)U* fiir jedes ¢ € A ® B ist. O

THEOREM 4.22. Seien A und B nichttriviale C*-Algebren sowie ¢ € A® B. Dann
1st

lelly =
(T ®0)(d*c*cd) "
su { & o) @d) T€S(A), 0 €S(B), de ARB,(t®0)(d*d) >0
BEWEIS. Ist w ein Zustand auf A ®, B, so ergibt sich

l.@F =sup{ 252D de s B w0},

denn ||d + N, |* = w(d*d) und ¢, (A®B)(, ist dicht in H,,. Nach Lemma 4.17(4.10)
gilt,

llelly = sup { ||¢r ® ¢o(c*c)| : 7 € S(A),0 € S(B) }.
Nach Korollar 4.18 sowie Lemma 4.20 und Lemma 4.21 ergibt sich fiir alle 7 € S(.A),
o € 8(B) und alle d € A® B,

||¢T®*0'(d)|| = “(¢‘r & ¢a)(d)”

Setzt man diese Gleichungen zusammen, so ergibt sich die Behauptung. O

THEOREM 4.23. Seien A und B C*-Algebren. Dann ist die FEinschrinkung ouf A®
B der Darstellungsnorm von A ® Ble] die Darstellungsnorm von A Q B.

BEWEIS. Sei mit v die Einschrinkung auf A4 ® B der Darstellungsnorm von
A ® Ble] bezeichnet. Nach Theorem 4.22 gilt dann fiir c € A ® B,

v(e)? =
sup{ % : 7 € S(A),0 € S(Ble]), d € A® Ble], (1 ® o)(d*d) > 0}

und natiirlich auch
2
llelly =

“ { (T ® 0)(d*c*cd)
(r ® 0)(d*d)

Beachtet man, dafl jeder Zustand o € S(B) eine eindeutig bestimmte Fortsetzung
zu einem Zustand auf Ble] hat, so kann man schlieBen, daf v(c) > ||¢[l,-

Nun seien (H, ¢) und (K,) die universellen Darstellungen von A bzw. Ble]. Sei ¢
die Einschriankung auf B. Ist ¢ € A® B gegeben, so wird (¢ ®v)(c) = (¢ @psip)(c).
Gemé Definition der Darstellungsnorm ist y(c) = ||(¢ ® ¢)(c)||. AuBerdem gilt
nach Lemma 4.17(i), (¢ ® ¥8)(c)|| < llcll,. Damit folgt v(c) < [|c||,. Insgesamt
ergibt das die Gleichheit der beiden Normen. O

:7€S(A), ceSB), de A B, (t®o)(d*d) >O}

LEMMA 4.24. Seien A und B C*-Algebren. Desweiteren sei angenommen, daff B
keine Eins besitzt. Ist v eine C*-Norm auf A ® B, so gibt es genau eine C*-Norm
auf A ® Ble], die vy fortsetzt.
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BEWEIS. Sei (H,w) eine treue, nicht ausgeartete Darstellung von A ®, B.
Dann bestimme man gem&f Theorem 4.13 C*-Homomorphismen 7 4 und 75 von A
bzw. B in B(H) derart, dafl

(4.12) m(a ® b) = ma(a)mp(b) = mp(b)w4(a)

fiir alle a € A und b € B. Unmittelbar aus (4.12) ergibt sich die Injektivitit von w4
und 7. Sei 7g: Ble] - B(H) die eindeutig bestimmte Fortsetzung von 7. Man
iiberzeugt sich leicht davon, dafi diese ebenfalls injektiv ist. Ebenfalls aus (4.12)
folgt, da8 die Elemente von 74(A) mit denen von mp(B[e]) vertauschen. Also
gibt es einen C*-Homomorphismus 7': A® B — B(H), der = fortsetzt. Lemma 4.24
ist somit bewiesen, wenn gezeigt wurde, dafl 7' injektiv ist, denn in diesem Fall
liefert ||7'( )|| eine C*-Norm auf A ® Ble] und fiir ¢ € A ®., B gilt ja y(c) = ||7'(c)]|
Sei ¢ € A ® Ble] mit 7'(c) = 0. Ist d € A ® B beliebig, so ist auch c¢d € A ® B,
denn B ist ein Ideal in Ble]. Hiermit ist 7(cd) = w(c)n’'(d) = 0, und so, wegen der
Injektivitit von 7, cd = 0 fiir alle d € A® B. Sei nun 6 := 14 & 7, dann ist auch
0(c)8(d) = 0 fiir alle d € A ® B und somit verschwindet §(c) auf A ® B(H & H),
einem dichten Teilraum von H ® H, d.h. 6(c) = 0. Mit 74 und 7} ist auch
injektiv (vgl. Theorem 4.11), also ist ¢ = 0. O

LEMMA 4.25. Seien A und B C*-Algebren. Desweiteren seien u und v unitire Ele-
mente der C*-Algebren Ale] bzw. Ble]. Dann ist der eindeutig bestimmte C*-Homo-
morphismus © auf AQ B, der durch

m(a®b) = u*au @ v*bv (a € A, b e B)
gegeben ist, eine Isometrie fir jede C*-Norm v auf A ®, B.

Bewkls. Da 7 als Inverse den durch 7'(a ® b) = wau* ® vbv* bestimmten
C*-Homomorphismus hat, reicht es zu zeigen, dafl = eine Kontraktion ist. Sei (uy ®
vy) C A @4 B eine gemifl Lemma 4.16 gew&hlte approximierende Einheit. Setze
w:=1u®v und wy = u) ® vy, dann gilt fiir alle ¢ € A® B, daf 7(¢) = w*cw. Hat
man nun a € A und b € B gegeben, so wird u*au = limu*ujauu in A und v*bv =

limv*vpybupzv in B. Die Stetigkeit der bilinearen Abbildung ®: A x B = A ®, B,
(a,b) = a®b (s. Korollar 4.14) ergibt,

w*(a @ b)w = u*au @ v*bv = liinu*uxau,\u Q v*vpybvyv = liin w*wy (a ® b)wyw
in A ®, B. Also folgt fiir alle c € A ® B, daf 7(c) = lim m(wxcwy) und hiermit,
7(7(e)) = limy(m(wrcwy)) = limy(w wicwrw) < Sup Y(w*wx)y(e)y(waw)
< sup l[uuall l[o*vall v(e) [luaull [lorv]] < y(e)
Damit ist Lemma 4.25 bewiesen. (]

DEFINITION. Sind A und B C*-Algebren und v eine C*-Norm auf A ® B, so sei
S, (A, B) die Menge aller Paare (1, p) € Sp(A) x Sp(B) reiner Zustéinde?, fiir die
T ® p bezliiglich v stetig ist.

LEMMA 4.26. Seien A und B C*-Algebren und ~y eine C*-Norm auf AQB. Dann ist
S, (A, B) eine in der schwachen* Topologie abgeschlossene Teilmenge von Sp(A) x
Sp(B).

Sind u und v unitire Elemente in A bzw. B und ist (1,p) € S,(A,B), so ist auch
(Tus pv) € Sy(A, B). Hierbei sind 1,(a) := 7(u*au) und p,(b) := p(v*bv) fira e A
und b € B gesetzt.

4Ein Zustand auf einer C*-Algebra heifit rein, wenn es keinen echt kleineren Zustand # 0 auf
der C*-Algebra gibt
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BEWEIS. Ist 7: A® B - A® B der durch n(a ® b) = u*au ® v*bv eindeutig
bestimmte Isomorphismus, so folgt aus dessen Stetigkeit und der Stetigkeit von
T ® p beziiglich ~, auch die entsprechende Stetigkeit von 7, ® p, = T Q pow. Aus
Lemma 4.20 ergibt sich, daf} |(7 ® p)(c)| < 7¥(e) fiir ¢ € A®B. Damit ist es Routine,
die Abgeschlossenheit von S, (A, B) in Sp(A) x Sp(B) zu zeigen. O

BEMERKUNG. Ist w ein Zustand auf A ®, B, so erhélt man auf kanonische Weise
Zustande auf A und B, indem man zur GNS-Darstellung (H,,, 7, {,) tibergeht, fiir
die ja gilt: w(c) = (7w (€)¢w , (w) (c € A ®, B) und dann

wa(a) :=(ma(a)l , C) und wp(b) == (75(b)C¢y , CW)

fiir a € A und b € B setzt. Sind insbesondere (uy) C A und (vy) C B approximie-
rende Einheiten, so gilt

wa(a) = liinw(a ® vy) und wg(b) = liinw(u,\ ®b)
Ist (7,p) € Sy(A,B) und w =7 ®, p, dann ist wq =7 und wp = p.

LEMMA 4.27. Seien A und B C*-Algebren, von denen eine kommutativ ist. Sei vy
eine C*-Norm auf AQ® B und sei (1,p) € Sy(A,B). Dann ist T @ p ein reiner
Zustand auf A ®, B.

BEWEIS. Sei A als kommutativ angenommen. Setze w := T ®, p und sei
(H,n,¢) := (H,,7,,{,) die von w induzierte zyklische Darstellung. Durch K :=
mA(A)¢ wird ein abgeschlossener, unter m4(A) invarianter Teilraum von H defi-
niert. Die Abbildung

Y: A= B(K),a— mala)| K
ist ein C*-Homomorphismus und der Vektor ( ist ein zyklischer Einheitsvektor

fiir die Darstellung (K,v) von A. Es gilt fiir die durch 7 induzierte, zyklische
Darstellung (H.,7,,(;) von A, daf3

(¥(a)C, Q) =7(a) =(m-(a)¢r , G) (a €A
Somit sind die beiden Darstellungen (K, ) und (H,, 7, ;) unitir dquivalent. Letz-
tere Darstellung ist irreduzibel, da 7 ein reiner Zustand ist. Also ist auch (K1)
irreduzibel. Somit ist 1/(A)' = C C B(K). Da A kommutativ angenommen wur-
de, ist ¥(A) C ¥(A)'. Ist damit a € A gegeben, so findet man ein A\ € C, daB
1¥(a) = Aidg. Desweiteren ist

m(a) = (¥(a)¢, ) = (A¢, Q) = A
und somit ¢(a) = 7(a) idk-
Indem man auf Vektoren der Gestalt m4(a')7g(b')(, deren lineare Hiille dicht in H
liegt, testet, erhilt man aus dem bisher gezeigten, dal w4(a)wg(b) = wg(b)w4(a).
Hieraus schliefit man weiter, dal 7(A ®, B) = np(B). Somit ist { ein zyklischer
Vektor fiir (H,ng). Auch hier folgt aus

(m5(b)C, O) = p(b) = (my(b)Sp » G) (b€ B)

die unitire Aquivalenz der Darstellungen (H,,7,) und (H,7g). Da p ein reiner
Zustand ist, ist (H,,n,) irreduzibel. Also wird

(A ®, B)I = WB(B)I =Cidgy

Damit muf auch (H, ) irreduzibel sein, was zur Folge hat, dafl w ein reiner Zustand
ist. O

LEMMA 4.28. Seien A und B C*-Algebren, v eine C*-Norm auf A Q@ B und w ein
reiner Zustand auf A ®, B, so daff auch w4 ein reiner Zustand ist. Dann ist
(wa,wB) € Sy(A,B) und w = w4 ®, wpa.
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BEWEIS. Setze (H,m,() := (Hy,Tw,Cw), T := wa und p := wp. Sei K :=
mA(A)¢ und sei

¢: A= B(K),a— mala)| K

Der Vektor ( ist zyklisch fiir die Darstellung (K, ). Wie im Beweis zu Lemma 4.27
schliet man, dafl damit (K, ) irreduzibel ist, da ja 7 ein reiner Zustand ist. Sei p
die orthogonale Projektion von H auf K. Dann ist p € m4(A)’, denn K ist invariant
unter 74(A). Ist g eine Projektion in pr4(A)'p, dann ist ¢(H) ein abgeschlossener
Teilraum von K, der unter 9)(.A) invariant ist. Da (K, ) irreduzibel ist, muf} somit
q(H) der Nullraum oder K selbst sein. Damit ist aber entweder ¢ = 0 oder ¢ =
p. Somit kann die von Neumann-Algebra pm4(A)'p nur eindimensional sein. Da
75(B) C ma(A)" ist, findet man zu jedem b € B ein A € C, daB prp(b)p = Ap ist.
Man schliefit nun wieder leicht, dal A = p(b) ist. Hat man nun noch a € A gegeben,
so ergibt sich

w(a®b) = (r(a®b)¢, () = (ra(a)mp(d)pC , p¢) = (mala)pms(b)p¢ ; ()
= p(b) (ma(a)¢, ) = p(b)7(a) = (T®@ p)(a ®D)

Also setzt w (7 @ p) auf A @, B fort, d.h. w =7 &, p.

Nach Lemma 4.21 gibt es einen unitéren Operator U: H, ® H, — H, dal 7(c) =
U(nr ® m,)(c)U* fiir c € A®B ist. Sei jetzt angenommen, daf p kein reiner Zustand
ist. Dann gibt es einen nichttrivialen, abgeschlossenen Teilraum L von H,, der unter
7,(B) invariant ist. Setzt man L' := H, & L, so erhélt man einen nichttrivialen,
abgeschlossenen und unter allen (7, ® 7,)(c) (¢ € A® B) invarianten Teilraum von
H. ® H »- Damit ist L" := UL' ein nichttrivialer, abgeschlossener und unter allen
7(c) (c € A® B) invarianter Teilraum von H. Da L" dann auch unter 7(A ®, B)
invariant ist, ergibt sich ein Widerspruch zur Annahme, dafl w ein reiner Zustand
ist. Damit ist (wa4,ws) € S, (A, B). O

THEOREM 4.29 (Takesaki). Ist A eine kommutative und B eine beliebige C*-Al-
gebra, dann stimmen alle C*-Normen auf A ® B iiberein.

BEWEIS. Sei y eine C*-Norm auf A ® B und w ein reiner Zustand auf A ®, B
Die induzierte zyklische und irreduzible Darstellung werde wieder mit (H,, ()
bezeichnet. Desweiteren seien 7 = wy und p := wp. Man schliefit wieder, dafl
ma(a) = 7(a)l ist, denn m4(A) C 7(A ®, B)' = C. Hiermit ist aber 7 ein mul-
tiplikatives Funktional auf A und somit ein reiner Zustand. Lemma 4.28 ergibt
nun, daf8 auch p ein reiner Zustand auf B sein muf}, da8 (7, p) € S, (A, B) und daf§
w = T ®, p. Nach Lemma 4.21 ist ||7(c)|| = ||(7T.,- ® 77,,)(0)” fiir alle c € A® B.
Damit wird

v(e) = sup{[lm, (0] : w € Sp(A®, B) }
=sup{ ||(m- ® ) ()| : (r,p) € S,(A,B) }

Kann also gezeigt werden, daB S, (A, B) = Sp(A) x Sp(A) ist, so ist die rechte Seite
der Gleichung

y(e) = sup { ||(m- & m,)()] : Sp(A) x 8,(B) }

unabhiingig von v, was bedeutet, daf} die C*—Norm auf A ® B eindeutig bestimmt
ist.

Sei angenommen, dafl S := Sy(A,B) # Sp(A) x Sp(B). Da nach Lemma 4.26
S eine schwach*-abgeschlossene Teilmenge ist, gibt es schwach*-offene Mengen U
und V in Sp(A) bzw. Sp(B), daB SN (U x V) = (. Ebenfalls unter Berufung
auf Lemma 4.26 kann man annehmen, dafl U und V unitdr invariant sind, d.h.
beispielsweise mit o ist auch o, := o(u* - u) in U fiir beliebiges u € U(A[e]). Die
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Mengen S4 := Sp(A)\U und Sp := S,(B)\ V sind schwach*-abgeschlossene, unitir
invariante Mengen. Damit sind die abgeschlossenen Ideale Sj und Sz verschieden
von Null und enthalten von Null verschiedene, positive Elemente a bzw. b. Ist nun
(1,p) € S, s0ist (T ®y p)(a®b) = 7(a)p(b) = 0, denn entweder ist 7 ¢ U oder
p ¢ V. Es gibt aber einen reinen Zustand w, da8 v(a ® b) = w(a ®b), was nach dem
bisher gezeigten

Y(a®b) =w(a®b) =wala)wpd) =0
zur Folge hat. Somit ist a ® b= 0 und so a = 0 oder b = 0, ein Widerspruch. O

THEOREM 4.30. Ist Q ein lokalkompakter Haousdorffraum und A eine C*-Algebra,
dann setzt sich die kanonische Abbildung

Co(Q) ® A— Co(4), Y fr ® (a) = (w = Y fr(w)ax)
k=1

k=1
zu einem C*-Isomorphismus von Co(Q) ®. A und Co(Q;.A) fort.

BEWEIS. Es ist leicht einzusehen, dafl diese Abbildung wohldefiniert und injek-
tiv ist. Darum induziert sie eine C*-Norm auf Cy(2) ® A, die nach Theorem 4.29
mit der Darstellungsnorm tibereinstimmen muf, d.h. die Abbildung ist isometrisch.
Hat man f € Co(f2; .A) gegeben, so ist f(Q2) C A relativ kompakt, d.h. zu € > 0 gibt
es ag, - .- , a, € A, die Mittelpunkte von e-Kugeln By, C A bilden, die f(Q2) iiber-
decken. Ohne Einschréinkung kann man ap = 0 annehmen. Dann ist (f~!(By))?_,
eine offene Uberdeckung der kompakten Menge K := {w € Q : ||f(w)]| > €}. Man
findet nun positive Ay, ..., h, € Co(Q), so dal hy den Tréger in f~1(B},) hat und
auf K gilt >°p_, hr(w) = 1 sowie insgesamt Y ,_; hx(w) < 1. Nun iiberzeugt man
sich leicht, dafl

sup

sup flw) - Z hi(w)ay,

erfiillt ist. Dies zeigt, dal die kanonische Abbildung ein dichtes Bild hat, ihre Fort-
setzung also eine surjektive Isometrie ist. (]

<e

THEOREM 4.31. Fiir beliebige C*-Algebren A und B ist die Darstellungsnorm die
kleinste C*-Norm auf A® B.

BEWEIS. Sei v eine beliebige C*-Norm auf A ® B. Da nach Theorem 4.23
und Lemma 4.24 sich sowohl v als auch die Darstellungsnorm eindeutig auf 4 ®
Ble] fortsetzen lassen, wobei die Fortsetzung der letzteren wieder die entsprechende
Darstellungsnorm ist, kann man annehmen, B eine Eins besitzt.

Als erstes soll gezeigt werden, dafl

S :=8,(A,B) = Sp(A) x Sp(B)
Ist dies ndmlich nicht der Fall, so lassen sich wieder unitir invariante, echte Teil-
mengen S4 und Sp von S,(A) bzw. Sp(B) finden, dafl

S C 84 x8p(B)US,(A) x Sp

In den Idealen S j und S§ findet man wieder von Null verschiedene, positive Ele-
mente ag bzw. bg. Somit ist wieder fiir alle (7, p) € S,

(4.13) (T ®y p)(ao ®bo) = 7(ao)p(bo) =0

Sei C die von bp und 1 erzeugte C*-Unteralgebra von B. Diese ist kommutativ, also
hat A ® C nach Theorem 4.29 eine eindeutig bestimmte C*-Norm. Mit anderen
Worten: Die Einschrinkung von v stimmt mit der Darstellungsnorm iiberein. Man
kann also A ®. C als Unteralgebra von A ®, B auffassen. Nun wéhle man reine
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Zustande 7 auf A und p auf C, dal 7(ag) = ||ag|| > 0 und p(bo) = ||bo|| > 0. Dann
kann man gemifl Korollar 4.18 und Lemma 4.27 7 ® p zu einem reinen Zustand
auf A ®, C und von dort zu einem reinen Zustand w auf A ®, B fortsetzen. Fiir
alle a € A ist wa(a) = w(a ® 1) und somit wa(a) = 7(a)p(l) = 7(a). Also ist
w4 = 7 ein reiner Zustand auf A. Dann ergibt Lemma 4.28, dafl (w4, wp) € S und
w=wA ®, wp ist. Nach (4.13) ist w(ao ® bp) = 0, aber andererseits ist

w(ao ® bo) = (T ® p)(ao ® bo) = 7(ao)p(bo) > 0,

ein Widerspruch. Es ist damit S = S,(A) x S,(B).

Die Zusténde auf einer C*-Algebra sind schwache* Grenzwerte von Netzen konvexer
Kombinationen des Nullfunktionals und der reinen Zustédnde. Unter Beriicksichti-
gung von Lemma 4.20 erschliefit man jetzt, daf} fiir simtliche Zustéinde 7 und p auf
A bzw. B T ® p stetig beziiglich + ist.

Sei D die ggf. um eine Eins erweiterte C*-Algebra A ®,, B, seien 7 und p Zusténde
auf A bzw. B und sei w die Fortsetzung auf D von 7 ® p. Ist d € D gegeben, dann
ist

w?: D= C,c— d*cd
wieder ein positives Funktional. Da y(c*c)1 — c*¢ > 0 ist, ist auch w?(y(c*c)1 —
c*c) > 0. Somit ist w¥(c*c) < wi(1)y(c*c). Ist w(d*d) > 0, so ergibt sich
d*c*cd)
2> w(i
10" 2 =@
Nach Theorem 4.22 ergibt sich v(c) > |||, fiir alle c € A® B. O
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