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Kapitel 1

Einleitung: Timoshenko Systeme

Timoshenkd Systeme beschreiben sowohl das elastische Verhalten als auch die mecha-
nischen Drehungen elastischer, warmeleitender Balken, insbesondere die Wechselwirkung
zwischen Spannungen und Temperaturunterschieden. Unter einem Balken versteht man
einen mehrdimensionalen elastischen Festkorper, dessen Verhalten sich aufgrund der Lén-
ge nach gemessener Charakteristiken des Korpers beschreiben léasst.

Das klassische Timoshenko System im R! bildet eine Kopplung zweier hyperbolischer
Gleichungen und einer parabolischen Gleichung. Das System hat die folgende Gestalt

pl‘Ptt - U(@:}:u w)m - O iIl <O7 OO) X <O7 L)7 (11)
Pt — by + k(0p + 1) + 40, =0 in (0,00) x (0, L), (1.2)
p30; — KOpp + Vi =0 in (0,00) x (0, L) (1.3)

samt Anfangs- und Randbedingungen. Die von (¢,z) € (0,00) x (0, L) abhéngigen unbe-
kannten Funktionen ¢, ¥ und 6 modellieren die Vertikalverschiebung eines Balkens mit
der Referenzkonfiguration (0, L) C R, seinen Drehungswinkel und die Temperaturdifferenz
entsprechend. Alle Konstanten seien positiv und die Funktion o geniige

0,,(0,0) = 0,(0,0) =k,

Opups <07 0) = O-<Pz¢<07 0) = Oyy (07 O) = 0.
Ein einfaches Beispiel der Nichtlinearitdt ist durch

r

V1472

gegeben und stellt den nichtlinearen Teil der Gleichung dar, die eine schwingende Saite
beschreibt. Das linearisierte System besteht dann aus (L2), (L3) und

prow — k(s +1). =0. (1.4)
!Stephan Timoshenko, 23.12.1878-29.05.1972

o(r,s) =k + ks
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Das System besitzt einen dissipativen Mechanismus — ein Dampfungseffekt wegen der
Warmeleitung. Trotz schwacher Dissipation haben R. Racke und J.E. Munoz Rivera in
[7] die globale Losbarkeit und exponentielle Stabilitét des linearen und nichtlinearen Sy-
stems (aber fiir kleine Anfangsdaten) unter folgender Voraussetzung an die Koeffizienten
bewiesen:

po_p

kb
Dies bedeutet physikalisch, dass die mit () bzw. ([2) assoziierten Wellengeschwindig-
keiten gleich sind.

(1.5)

Fiir v = 0 ist das System (L4), (I.2)) rein hyperbolisch. Die Energie bleibt also erhalten,
d.h. sie kann iiberhaupt nicht abfallen. Man erwartet iiberdies, dass sich Singularitdten
in endlicher Zeit wegen des typischen hyperbolischen Verhaltens des Systems entwickeln
(vgl. den Beweis fiir die nichtlineare Wellengleichung in [6]).

Ersetzt man den Term ~, in (L2) durch eine Kontrollfunktion b(z)y;, b > 0, so hat Souf-
yane in [I3] bewiesen, dass das linearisierte System ([4)), (L2)) genau dann exponentiell
stabil ist, wenn (L3]) gilt.

Eine schwéchere Dissipation, indem man den Term ~#, durch einen memory-Term

/0 g(t — $)1y,ds

ersetzt, wurde in [I] untersucht. Die exponentielle Stabilitat ergibt sich wieder fiir Kern-
funktionen ¢ exponentiellen Typs genau dann, wenn (L)) erfiillt ist.

Die klassischen Timoshenko Systeme haben aber einen physikalischen Nachteil, die un-
endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit der Warme. Dieses bekannte Paradoxon wird durch
die Verwendung des Fourier-Gesetzes der Wérmeleitung

q+ kKb, =0
verursacht, wobei ¢ den Warmefluss bezeichnen moge.
Aus dem Energieerhaltungsgesetz

p3bi +q. =0
ergibt sich dann

P30y — Kb, = 0.

Dies lésst sich aber beheben, indem man statt des Fourieifd Gesetzes das Cattaneo-Gesetz
verwendet

Toq: + q + kb, = 0,

2Jean Baptiste Joseph Fourier, 21.03.1768-16.05.1830
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woraus sich

p39t _'_qm = 07
Toq: +q+ kb, =0

ergibt.

Das Cattaneo-Gesetz modelliert die Wérmeleitung als Warme-Impulse, die sich mit end-
licher Geschwindigkeit durch das Medium verbreiten. 7y ist dabei ein kleiner Parameter,
der diese Geschwindigkeit bestimmt. Solche Systeme heifsen Systeme mit second sound
oder mit hyperbolischer Warmeleitung. Man beachte, dass es sich fiir 7p = 0 um das
Fourier-Gesetz handelt.

In dieser Arbeit wollen wir die Timoshenko Systeme mit second sound in R! untersuchen.
Wir moéchten die Existenz einer globalen klassischen Losung im linearen Fall und im
nichtlinearen Fall (aber fiir kleine Anfangsdaten) beweisen und die exponentielle Stabili-
tat der dazu gehorigen Energie nachweisen. Nach [4] sind schwach dissipative Timoshenko
Systeme mit second sound erstaunlicherweise nicht stabil (im Unterschied zu Thermoela-
stizitdtsgleichungen mit second sound), deshalb benétigen wir eine stérkere Dissipation
(vgl. [8]). Daher betrachten wir statt (II]) eine gedampfte Wellengleichung

P1Pet — 0-(909:7 ,lvz))a‘ + npe = 0 n (Oa OO) X (07 L) (16)
fiir > 0.

Im Kapitel 2 geben wir eine Halbgruppenformulierung des gedampften Timoshenko Pro-
blems mit second sound Effekt fiir die Randbedingungen

(p(t, 0) = Qp(t’ L) = w(ta 0) = w(ta L) = Q(t’ O) - Q(t’ L) =0 m (07 OO)

und mit Hilfe der Halbgruppentheorie (s. [9], [11]) bekommen die globale Losung mit
entsprechender Regularitdt im nichtlinearen Fall. Die Motivation fiir den zweiten Teil
des Kapitels 2 war die Fragestellung, ob die zugehorige Losung exponentiell stabil ist.
Der Beweis der exponentiellen Stabilitéit in diesem Fall beruht auf der Lyapunovsche
Methode.

Im Kapitel 3 machen wir die selben Aussagen fiir andere Randbedingungen

(px(ta 0) = me(ta L) = w(ta 0) = w(ta L) = Q(t’ O) = Q(t’ L) =0 n (0’ OO)

und préasentieren eine lineare Halbgruppenformulierung, die wir im Kapitel 4 beim Beweis
exponentieller Stabilitdt im Nichtlinearen ausnutzen werden.

Im Kapitel 4 wenden wir uns dem nichtlinearen dissipativen Timoshenko System mit
second sound zum Datensatz aus Kapitel 3 zu. Wir beweisen zunéchst einen lokalen Exi-
stenzsatz fiir lineares System mit zeit- und ortsabhéngigen Koeffizienten, der als ein Hilfs-
mittel im nichtlinearen Fall dienen soll. Dabei verwenden wir die Energiemethode nach

3 Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, 6.06.1857-3.11.1918
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Slemrod [12], die eine Abwandlung der klassischen Methode von Courant, Friedrichs und
Lewy (s. [3]) ist. Die Verwendung dieses Resultats und des Banachschen Fixpunktprinzips
zeigt dann die Existenz einer lokalen eindeutigen glatten Losung. Die letzte Aussage die-
ses Kapitels tiber exponentielle Stabilitat der globalen Losung bekommen wir mithilfe der
Energie- und Perturbationsargumente, die man friither fiir rein thermoelastische Systeme
in [5] und fiir nichtlineare Cauchy Probleme in [10] verwendet hat.

Zu guter Letzt diskutieren wir iiber die wichtigsten numerischen Aspekte der Timoshenko
Systeme. Wir diskretisieren das System mit Finiten Differenzen Methode und untersuchen
die numerische Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz des entstandenen Verfahrens. Unter
anderem zeigen wir, dass unser implizites Verfahren konvergent ist. Es gilt zu bemerken,
dass unser diskretes Schema auch fiir schwach dissipative (d.h. mit x4 = 0) Timoshen-
ko Systeme mit second sound und klassische Timoshenko Systeme (75 = 0), sowie fiir
klassische Thermoelastizitatsgleichungen fiir k = u = 79 = 0 funktioniert. Schlieflich pra-
sentieren wir praktische Resultate, indem wir das Timoshenko Problem zu vorgegebenen
Daten numerisch losen und die Energie der Lésung berechnen.

Ich mochte mich an dieser Stelle bei Prof. Dr. Reinhard Racke fiir seine Betreuung und
freundliche Unterstiitzung wéhrend der Anfertigung dieser Diplomarbeit herzlichst be-
danken.



Kapitel 2

Lineares Timoshenko System mit
second sound — p =1 =g =10

In diesem Kapitel wollen wir die globale Losbarkeit und exponentielle Stabilitat des li-
nearen Timoshenko Systems mit second sound untersuchen. Wir betrachten das System
partieller Differentialgleichungen

P — k(0e + V) + oy =0 in (0,00) x (0, L),

pothu — Wy + k(py +9) +90, =0 in (0,00) x (0, L),
P30 + KGe + Y =0 in (0,00) x (0, L),

T0q: +q+ K0, =0 in (0,00) x (0, L)

—~~ —~ —~

= W N =
S— N N N

zuziglich Anfangsbedingungen

90(07 ) = Y0, 1/}(07 ) = o, ‘9(07 ) = 0, Q(Ov ) = do (2 5)
(pt(oa ) = ¥1, wt(oa ) - 1/11 n (07 L) .

und Randbedingungen

o(t,0) = @(t, L) =1(t,0) = ¥(t, L) = q(t,0) = q(t,L) =0 in (0, 00). (2.6)
Die Konstanten py, ps2, p3,7, K, 14, b, k, Tg seien positiv.

2.1 Existenz der eindeutigen globalen Losung

Unsere erste Aufgabe in diesem Kapitel ist es, die Wohlgestelltheit von ([Z1))—(2.6]) und die
globale Existenz der zugehorigen Losung nachzuweisen. Dazu schreiben wir das Problem
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(ZI)—(Z0) in ein System erster in ¢ Ordnung um, um schlieflich die Halbgruppentheorie
darauf anzuwenden. Zu einer Losung (¢, 1,0, q) seien V (¢) und V; durch

Pt P1
'QZ)JC 63577/)0
Wy _ (00
V= , V(0,) =V =
P + 'QZ) ( ) 0 636900 + 1/’0
0 o
q qo0
gegeben.
Es seien
pr 00 0 0 O
0O b6 0 0 0 0
0= 0 0 ppo O 0 O
’ 0O 0 0 k£ 0 O ’
0 0 0 0 p3 O
0 0 0 0 0 m
—u 0 0 kO, 0 0
0 0 bo, 0 0 0
No— 0 b0, 0 —k  —~0, 0
T kO, 0 k 0 0 0
0 0 —o, 0 0 — KO,
0 0 0 0 —-ko0, -1

Sei A formal durch A := Q7' N definiert.

Dann geniigt V' der Evolutionsgleichung
Vi(t) = AV (), V(0) =W. (2.7)

Sei der Hilbertraumll] # := (L2((0,L)))° mit dem Skalarprodukt
(VW := (V,QW) 120,15

versehen.

Fiir den Differentialoperator A gilt

A:D(A)CH—H,
V= AV =Q7'NV,

!David Hilbert, 23.01.1862-14.02.1943
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wobei
Ve D(A) = {V = (VEVEVE VAV VO e H |V VA VO € HY((0, L)),

V2 VAV € Hl((o,L))}.

Es gilt damit

Vi(t) = AV (), V(0) = Vi (2.8)

Und umgekehrt: geniigt V' fiir gegebenes V;, dem System, so 16sen

das Problem (2.1)—(2.4]).

Demnach sind die beiden Formulierungen in den gewahlten Rdumen dquivalent. Wir wol-
len nun zeigen, dass A eine Cy-Kontraktionshalbgruppe erzeugt, um danach die Lésungs-
theorie fiir Vy € D(A) zu verwenden.

Lemma 2.1 Der Operator A besitzt die folgenden Figenschaften:

(1) D(A) ="H und A ist abgeschlossen,
(13) A ist dissipativ,
(171) D(A) = D(A").

Beweis:

(i) Offenbar ist (C5°((0,L)))° eine dichte Teilmenge von D(A). Mithin ist D(A) = H.
Sei (V,,)n C D(A) mit

V, =V eH,
AV, - F € H,
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d.h. fiir alle ® € H gilt
(AV,,, ®)g "= (F, D)y

Zu zeigen ist V € D(A) und AV = W.

Wir untersuchen die folgenden Félle:
1. Sei @ = (0,92,0,0,0,0). Ist ®* € H'((0, L)), so folgt

b 0(0, V.2, D) 20,1 (P, 9 )12((0,L)) =
<V Oy P? >L2( (0,L)) n%oo <F P° >L2((O,L))-

Unter Verwendung von
—(V3,0,9%) 12 0.ny) = — (V3,09 1201
resultiert
—(V2,009%) 12(0.0)) = (F%, @) 2(0,0))  VO* € H'((0, L)),

d.h. V3 € H}((0,L)) und (AV), = 9,V? = F~2.
2. Sei @ = (0,0,0,®% 0,0) mit ®* € H'((0,L)). Dann ist

kT ROV, DY) o,y + KRV, @Y 20,0y = (FY Y 20,y =
—(V.1, 0.9 r2 0,0y + (V2 @M 20,0y "= (F*, 0% 12((0,1)-

Dies impliziert
— (V1 0,9Y) 12¢0,0y) + (V2 @Y r20,0)) = (F, ) r2(0.1))-

Daher Vl S H&<<O7L)) und (AV)4 = 8:1:‘/1 + V3 == F4-
3. Sei & = (0,0,0,0,®5,0). Ist & € H'((0,L)), so gilt

—p:? 0.V, ©%) 12(0,) —/f1 0.V, @) pao.ny) "= (F°, %) 120,y =
<V3 8 o° > 2((0,L)) + p3 <V6 8 o° >L2( (0,L)) n—_))oo <F5, (I)5>L2((O,L))-

Somit ergibt sich fiir alle ®® € H'((0, L))

YV, 0,9%) r2(0.0)) + KV, 0:9°) 12((0,0)) = p3(F°, °) r2((0.1)).

d.h. V6 e HI((0,L)) und (AV)5 = p5' (=9, V? — k9, V) = F>.
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4. Fir & = (0 0,0,0,0, 8, 3% € C°((0, L)) gilt
—7'0 (8 V5 > 2((0,L)) — To 1<V6, (136>L2((07L)) n—_))oo <F6, (136>L2((07L)) =

n

(Vs 0 @%) 20,y — To (Vs @) pq0,0y) 5 (FC @) 20,0

n

Dies liefert
(V0,2 2o,y — 7o (VO ) oy = (B %) 2o,
fiir alle <1>6 € C((0, 1)), d.h. V® € HY((0,1)) und
(AV)g =15 " (=D, V> = V°) = F°.
5. Zu ® = (®',0,0,0,0,0), ®' € C5°((0, L)) ergibt sich
=1 Vi @Y 20,0 + o1 ROV @) 2o,y T (FY @Y a0,y =
—py (Vi @Y rao.ny) — o1 RV, 00@Y) 12q0,ny) "= (F, @) r2o,n)-
Daraus folgert man fiir alle ®* € C‘X’((O L))
—pr (VY 2 0,ny) — o1 RV 00®1) 20,0y = (5 @) p2(0,0))
dh. Ve HY(0, L)) und (AV); = prt (—pV1 4+ kaV4) = F1.
6. SchlieRlich wihlen wir ® = (0,0, ®%,0,0,0), ®* € C5°((0, L)) und erhalten

p3 0(0, V.2, %) 20.1y) — p3 KV, 4+ 70, V), 3>L2((0,L)) "R 0% o) =

=03 ' 0(V2, 0,9%) 12(0.1) — P2 (KVy + 702V, %) p2qony "= (F2, %) p2qo.0)-
Somit gilt
—p2 1b<V2 3 (I) L2( 0 L) p2_1</{:V4 + ’y@xVS, (I)3>L2((O,L)) = <F3, (I)3>L2((O,L))

)
fiir alle 3 € C5°((0, L)).
Daher V2 € H'((0,L)) und (AV)3 = py* (b0, V? — kV* —~40,V°) = F3.

Damit folgt V' € D(A) und AV = F, d.h. A ist abgeschlossen.
(17) Es gilt fiir alle V€ D(A)

L L
R{AV, V)3 = k/ (val + V;V4)d$ + b/ (‘/;3‘/2 + ‘/'12v3)dx
0 0

L L
—k / (VV? = V3V de — 5 / (VyV2+VIVP)de
0 0
L L
- m/ VSV £ VPVE)da — / (V®)*dx
0 0
= —pllV 22,y = V20,0 <0

Somit ist der Operator A dissipativ.
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(14i) Zu zeigen ist nun D(A) = D(A").
Wir behaupten, der zu A adjungierte Operator A* hat die Gestalt

— 0 0 —k0, 0 0

0 0 —bo, 0 0 0
AT=0Q —ko, 0 —k 0 0 0 Q.

0 0 YO, 0 0 kO,

0 0 0 0 KOy —1

Es gilt
DAY ={W eH|FIFeH YD DA): (AD, W)y = (D, F)y}.

1. Wir wihlen ® = (0, ®2,0,0,0,0), ®* € H*((0, L)). So ist ® € D(A).
Somit gilt

pgb_1b<8x(1>2, >L2( 0,L)) = b<(1> F >L2((O7L))-
Dies ergibt W3 € H}((0, L)) und
(A*W>2 = —b*1p281W3 = F2.

2. Wihle ® = (0,0,0,0,®° 0) € D(A), ® € H'((0,L)).
Dies ergibt

—p2p3 (0@, W) 20,1 —Top K (097, W) 20,0y = p3(P7, FP) 12((0,)) =
P25 (P, W) 20,0y — Top3 (0P, W 1201y = p3(P°, F°) 12((0,1))-

Ergo W° e H}((0,L)) und
(A*W)5 = p32(pay0.W? + 70k0,WO) = F.
3. Zu ® =(0,0,0,0,0,9% € D(A), ®° € C5°((0, L)) erhalten wir

—pgTO (8 (I) W >L2( (0,L)) — ToTy <(I>6,W6>L2((07L)) = 7'0<(I>6,F6>L2((07L)) =
p37y k(P D W) r20,0y) — (2%, W r2((0.2)) = T0(®°, F®) 12((0,1))-

Wir folgern damit W5 € H'((0, L)) und

(AW ) = 15 2(p3r0.W° — uW) = F°.
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4. Sei ® = (0,0,0,9%,0,0) € D(A), ®* € H'((0,L)).
Ferner gilt

Pk k(0. DY, W) L20,1y) — p2k T R(®Y, W) L2(0,1y) = K(DY, F*) 12(0,0))
dh. Wt e H}((0,L)) und
(AW)s = k™ (=p10, W' — pW?) = .

5. Wir wihlen ® = (®',0,0,0,0,0) € D(A), ®' € C5°((0, L)).
Es ist
-1, /&l Tl -1 1 174 _ 1 gl
—p1p1 P, W) 20,0y + kpy k(0D W 20,y = p1i{®, I ) 20,0y =
—Mq’l, W1>L2((O,L)) - k2P1_1<(I)1, 8xW4>L2((O,L)) =P (‘I)la F1>L2((O,L))>
d.h. W* e H((0, L)) und
(AW = p 2 (=W = K29, W*) = F*.

6. Schlieflich wihle ® = (0,0, ®3,0,0,0) € D(A), ®* € C5°((0, L)).
Dies liefert
bpy ' b(0, D%, W) 12((0.y) + ks k(PP W) L2(0.1))

— p3py 7 (0:.9° W) 1201y = p2A P, F*) 12(0.1)) =
—bpy '0(®°, . W) 201y + kpy (PP, W) 120,19

+ p3py VPP, W) r2(0,n)) = p2(P°, F?) raqo,)-
Daher W2 € H'((0, L)) und
(A W)z = p3 (=20, W2 + KPW* + pgy0,W°) = F2.

Insgesamt haben wir bewiesen, dass D(A*) C D(A). Analog zeigt man D(A) C
D(A¥).

Daraus folgt D(A) = D(A*).

OJ

Das Lemma 2.T] erméglicht es, den Satz von Hilld und Yosidal auf A anzuwenden. Damit
folgern wir

2Carl Einar Hille, 28.06.1894 - 12.02.1980
3Kosaku Yosida, 7.02.1909 - 20.06.1980
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Satz 2.2 Der Operator A erzeugt eine Kontraktionshalbgruppe {T'(t)},5, mit

T(t): H— D(A),
Vs etV

furt > 0.
Zu VO € D(A) existiert eine eindeutige globale Lésung
V€ C'([0,00), H) N C°([0, 00), D(A))
zu (27). V lisst sich wie folgt darstellen
V(t) =TV

Der Satz impliziert nun, dass es eine eindeutige globale Losung (¢, 1,0, q) zu (2I)—
(2.6) gibt, die entsprechende Regularitét besitzt.

Bemerkung: Die Evolutionsgleichung (7)) l4sst sich als ein geddmpftes System schrei-
ben

W, = AW, + BW, (2.9)

wobel

W = (9015, wm7 ’l/}ta 80:13 + ’l/}u 97 Q)/7

00 0 k 0 0

00 b 0 0 0

o 2] 0b 0 0 =y 0
A= dlag(pl, ba P2, k:7p37 TO) Lk 0 0 0 0 0 ’

00— 0 0 -&

00 0 0 -k 0

- 00 0 0 0

0 00 0 0 0

o . 0O 00 —k 0 O

B = diag(p1, b, p2, k, p3, T0) 0O 0k 0 0 O

0 00 0 0 0

0 00 0 0 —1

Die Berechnung von det(A — A), A € C ergibt

det(A — \) = (A pap3to — N2 (pak? + 270 + bpsTo) + bK2) (N2py — k)
P1P3T0 P2
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Damit bekommen wir sechs Eigenwerte von A

Vpik

)\1,2 ==+ )
P1
pg/iQ + ’)/27'0 + bpgTo + \/(pz/'iz + ’)/27'0 -+ bpgT())Q — 4p2p37'0b/€2
3456 = 2 .
P2pP3T
Die Eigenwerte A\, £ =0, ..., 6 sind reell positiv und verschieden, denn

2 2
(p2r® + 710 + bpsmo)” > (p2r” + bpsmo)” > ApopsTobr?,
wobei die letzte Abschitzung aus

a+b

> Vab, a,b>0

trivialerweise folgt.

Demnach ist das System (2.9) streng hyperbolisch im Hauptteil W, = AW, mit einem
Dampfungsterm BW.

2.2 Exponentielle Stabilitat

Fiir eine Losung (¢, 1,0, q) zu (Z1)—(2.6]) betrachten wir die zugehorige Energie

1

L
E(t) == 5 /O (p1} + p2t7 + b2 + k(pe + ) + p36” + 10¢°) (¢, x)dx

= E(t;0,9,0,q).
Man erkennt leicht

B(t) = SV (o) e

Um die exponentielle Stabilitdt der Energie zu zeigen, verwenden wir die Lyapunovsche
Methode, d.h. wir konstruieren ein Lyapunov-Funktional £, welches

LE() < L(t) < BE(R), t20

fiir positive Konstanten (31, B und

d
— < — >
SL() < —al(t), >0
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fiir ein o > 0 gentiigt. Eine sorgféiltige Wahl der Multiplikatoren und der Reihenfolge von
Abschétzungen bei der Energiemethode wird uns das gewiinschte Ergebnis leisten.

Multiplikation in L?((0, L)) von (ZI)) mit ¢y, [22)) mit ¢;, (23] mit # und (24 mit ¢ und
partielle Integration ergeben

d L L
—E(t) = u/ gpfdw—/ ¢*dz. (2.10)

Es sei w als die Losung zu
—Wye = 1V, w(0)=w(L)=0

definiert und sei
L
-
I = / (pzi/ftw + prprw — %WJ) d
0

Dann gilt
L

d L
A vbde = po / (2 + ) do
0

@t
L L L L

= 2dx + b waetdr — k . dr — 0.1d

pz/owwfowwx /O<so+w>wx 7/0 Ve

L L L L L
o [ wtdo—b [ ok [ wdo—k [ pude-q [ o,
0 0 0 0 0

d L L
& / prprwdr = py / (prw + pywy) dx
0 0

L L L
= k/ (%« + w)mwdx — ,u/ pwdr + py / prwdr
0 0 0

L L L L
= —k‘/ o dr + k;/ wrdr — u/ prwdx + pl/ prwde,
0 0 0

a [* 7o
— dx —_J7 wqd 0
i @/} /@/)qx+ /qur/{ 2 )dx

dt
L
AL / Yqdx + — / Yqdz +~ / 6, 0dx.
k- Jo Kk Jo 0
Dies impliziert

L L
—11—p2/ wtdx—b/ P2 — / w2d:c+k:/ w?dx
—,u/ twdaz—i—pl/ prwidr — —/ rqdr + — / adzx.
0 0
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Fiir die weiteren Abschétzungen bendtigen wir den
Hilfssatz 2.3 Lost w die Differentialgleichung
Wy = VP, w(0) =w(L) =0, (2.11)
so gilt
L L
/ widaz < / podaz.
0 0
Beweis: Offenbar ist
T o o 1 L
—/ Y(x)ds +Yx, ¢ = f/ Y(z)dx (2.12)
0 0
die Losung von (ZIT]). Unter Benutzung dieser Darstellung erhalten wir
L L B L B L,
| wtde= [ (o) +52dn = [0 0) - 2000+ T
0 0 0
L L L, L L,
= / V*(z)dx — 21/1/ Y(z)de +Ly~ = / V2 (z)dxr — L.
0 0 0
=Ly
Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. O
Bemerkung 2.4 Es gilt fir ¢ die erste Poincaréschdl Ungleichung
L L
/ Vide < c/ Vide (2.13)
0 0

mait der Konstanten ¢ = % > 0.

Unter Benutzung von (ZI2) und (2I3)) folgern wir fiir beliebiges 1 > 0

—[1—p2/ 2 a:—b/ e /wzd:chk;/ w2dx

<kf P2da

L L v L
—p / prwdr  +py / sotwtdas —— @/)tqdaf + / Yqdx
0 0

-~ -~

TV
1 L 1
<gf aw?+ L <p2dm <AL fo slwt2+;<pfdm SEZ) fO slwt ;qum < fo €1w2+;q2d:v

4Jules Henri Poincaré, 29.04.1854-17.07.1912
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1 L 1 /7 L
+—(,u+,01)/ dx+—(ﬂ+l>/ ¢ dux.

Zum nachstehend definierten Funktional

L
L= Pl/ prpd
0

€1
< — — -
[b 5 (uc + / )2 d:p+ ,02+ 2 plc+ / Vidx

ergibt sich

d L L
—1I, = P1/ @tt¢d$+P1/ @?dfﬂ
0 0
L L L
— / k(pz +9)zpdx — M/ prpdr +,01/ prdx
0 0 0

L L L L
= k/ Purpdr +k [ Yppdr — u/ prpdr + m/ pidx
0 0 0 0

L L L L
= —k/ o2dr + k:/ Ypdr — ,u/ orpdr + py / pid.
0 0 0 0

Dies lasst sich wie folgt abschéitzen

d L L L L
EIQ —k / oldr+ k / Yepdr  —p / prpdr +p; / prde
0 R , , 0

-~ -~

<k [y e20?+ u2de <4 [ eap?+ L olda

—(k—%(m ))/ 2dx+—/Lw2dx+ L /L 2y
2 l’L 0 901: 252 0 T 252 pl 0 gpt .

Es sei fiir Ny > 0

[3 = N1[1 —+ [2.
So gilt
iI<—N(b—i(02+ /@/}d:p
at ! o \/ T 2,
L
(l{:—%(k‘+u))/ p2d
+ N |:p2‘|“§ P1C+— / wtd$

(2.14)

(2.15)

L z 2 L (7 /L >
N — — d N—(— —) dz. (2.16
+{ 1 (M+,01)+<22+,01)}/0 prdx + 1261 - +/{ ; qdr. ( )

2e1
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Wir setzen
_ 1 r&
O(t,x) :=0(t,x) — —/ Oo(x)dx.
L J

Aus ([23)) schliefen wir dann

d L

L
— | O(t,z)dx :/ Oi(t, v)dw = qlg — ¢|0 =
dt 0 0

K
P3 dt P3

Mithin ist

L_
/ O(t,z)dx =0
0

fiir alle t > 0, was ermdglicht es uns, die zweite Poincarésche Ungleichung auf 6 an-
zuwenden. Andererseits erfiillt (i, 1,0, q) die selben Differentialgleichungen (21I)—(2.4)
und Randbedingungen ([2.6]) wie (¢, ,6,q) — jedoch unterscheidet sich im allgemeinen
die Anfangsbedingung 6(0, x) von (0, x). Im folgenden betrachten wir (i, 1,0, ¢) und die

damit assoziierte Energie

E(t) = E(t,¢,v.,0,q)

anstelle (¢,,0,q), aber der Einfachheit halber verwenden wir die Schreibweise ¢ statt [

bzw. E statt FE.

Setzen wir

14(t) := paps /OL (/Ox (t, y)dy) Ui(t, x)da

= ’ ( I psetdy) putnds + | ) ( I ,ogedy) prbuda
=— /OL (/Of KQy + 7¢tmdy) patedx
v ’ ([ ) 0 = ) = 0210

L L L
= —yp2 [ Yide— por / qdx — bps / O d
0 0 0

L L @ L
+ k:,og,/ Opdr — k:pg/ (/ de) Ydzr + 7,03/ 6dzx.
0 0 0 0

so gilt
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Ferner gilt

d L L L
Shi= s [ widr —pos / qindz —bps / Oy da
t 0 0 0

(. J (. J

L T L
+kp3/ ngdx —k:,og/ (/ de) Ydx +7p3/ 0*dx
0 0 0
Y ehe

VvV VvV
pak L 2, 1 bp, L 1
SR eavir e <P [ R 02

-~

<ke3

< 2 +L/92dm <kﬂ3j‘ Z(fozedy)de

Wir folgern damit fiir positive g4, €))

d L / L
SIS =g+ O / Y2 + (%<b+ kc)) / V2dz
2 0 2 0

at
/k’ L L
+ 4 p?’c/ p2dx + <7p3+ ,(b+k;+k:c)) / 02d
2 Jo 2 0
L
+ 2B qux. (2.17)

254

Definiert man nun

L T
10) = =g [ ateo) ([ ot9ay ) e
0 0
so gilt fiir e5,ef > 0

d L x L x
—I5(t) = —P3/ TG </ Hd?/) dx — 7’0/ q </ P39td?/) dx
dt 0 0 0 0
L x L x
[ (-a-n0) ( / edy) do-m [ 4 ( e wmdy) d
0 0 0 0
L T L T
= p3/ q (/ Gdy) dr + p3l€/ 0. (/ de) dx
0 0 0 0
L x L T
+7'0/‘€/ q </ qxdy) da:+707/ q (/ @/)mdy) dx
0 0 0 0
L @ L L L
- p3/ q (/ de) dx —pg/{/ 02d:p+7'0/{/ ¢dx + 7'07/ qdx
0 0 y 0 0 0

~\~

N
p3 L T g2qy) 24 L g2 <T0Y [(Lory24 1 g2d
<E [ 65(f09dy) o 0%de S 055¢t+5/5q T
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L / L L
< <—p3/~€ + 85/)30) / 0*dx + w/ Vidr + | ok + & + m / ¢dr. (2.18)
Es sei zu N, Ny, N5 > 0 das Lyapunov-Funktional £(t) wie folgt definiert:
,C(t) = NE + Ig + N4I4 + N5I5,
Unter Beriicksichtigung von (2.16]), (Z17) und (21I8) erhalten wir
d L L L
—L(t) < —Cy, / V2dr — Cp, / prdr — Cy, / Yida
dt 0 0 0
L L L
- Cg/ 0*dx — C, / ©ldr — C’q/ ¢*dz, (2.19)
0 0 0

wobel
_n(p_e e\ ko
Co. = | M1 (b 2 (“C i )) 2, N42p3<b+kc)]’
[ € g
Cop, = (k — gc(k + u)) — N4—4k:pgc] ,

£ EET
/)2+§1 (PlCﬂLM)) — N5=> 07] ;

2 2

E4pak
Cy, = | Na (’Y/)z _ ) - M
4

>

(

Co= | Ns (,03/4 - 5553’3) ~N (’ypg + —(b Y+ k@)] ,
(

1 Iz
C, = |Nuy— N— — (=
ot p= Mg (1 + p1) 2€2+p1)],

i 1 T T
Cq: NN () N4&_N5<TOH&+O_V)}
261 \ K K €

Wir wihlen nun hinreichend kleine €1, €9, &4, €/, €5, €6 und hinreichend grofe Ny, Ny, Ns,

N. Die Reihenfolge ist €1, €9, €4, €5, N1, Ny, )y, N5, et, N. Es ist also

2bk 2k

o € < ————,

e + e ’ c(k + p)
27y 2K

e << —, &< —,
K C

k
(ne?

e <

Ny >

2e2 (b~ 3 )
N (o2 +5 (pn C+”“))

Ny > = ;
! Ypa — L2
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o 2N (0= 5 (ue + ) 2(k = ek +p)
c4 < min { N4p3(b + k?C) ' N4k3p30 ’

Ny (195 + £ (b+ b+ ko))

pgﬁ—i% ’

20505 ¥+ (e 2))
° N5y

{J\h%(u +p1) + (ﬁ +p1>
N > max ,

Ng >

I

1
Nig— <ﬂ+7)+N4p2 + Ny (ror+ 22 4 20 R
K 2 4 2e Es 255

Sind die Konstanten so gewahlt, werden alle Terme in %L(t) negativ.
Wir wollen nun & £(t) gegen —dyE(t) fiir ein dy > 0 abschétzen.
Setze C := £ min{C,, Cy, }. Die Ungleichung (ZI9) licfert

d

FEO < ~(C+(Co =) [ 4o —(C+(Co=0)) [ o

L L L L
_th/ @Z)Ed:p—Cg/ Hde—C'%/ gp?dx—Cq/ ¢*dx
0 0 0 0

L L L
<-c [ wiv-c [ o (Co-C) [ vids
0 0 0
S_%foLw%ll’
L L L L
—th/ wtzd:c—C'g/ 92da:—C%/ 2dr — C, / ¢*dx
0 . . 0 0
g—min{C,—}/ (@i#—lﬁ )dzl:— (Cy, — / Vidx
¢ 0 ——
Z%(‘Pm‘f’lp)Q
L L L L
—th/ wfd:c—Cg/ 92d:1:—Ct/ 2dx — C/ ¢*dx
0 0
< C'@t/ prdr — th/ Yide — (Cy, — / Vidw
C,
%}/ (pz + 1) d:L’—Cg/ szx—C/ ¢*dx
0

0

L
g—dI/ P+ U U+ (e +0)? 467+ gd
0

(2.20)
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mit
) min {C, ¢
d1 = min Cg@w Cillw (sz — C), fc’ Cg, Cq . (221)
Daraus folgt aber
d L(t) dyE(t)
e S D
wobei
2d,
d2 = .
max{p1, p2,b, k, p3, 7o}
Wir betrachten H(t) := I3 + NyIy + N5Is. Wir miissen zeigen
|H(t)| < CE(t), C>0.
Hilfssatz 2.5 Es gilt die Abschdtzung
L L L
/ Yide < 20/ (¢z + ) *dx + 202/ V2.
0 0 0
Beweis: Trivialerweise folgert man fiir alle a,b € R
0 < (a+2b)* = a® + 4ab + 46> = 2(a* + 2ab + b*) + 2b* — a*
=2(a+b)* + 2b* — a?,
d.h. a® <2(a+b)? + 20°.
Unter Verwendung der Poincaréschen Ungleichung auf ¢ und v erhilt man
L L L L
/ O?dr < c/ p2dr < 20/ (pr +9)dx + 20/ )
0 0 0 0
L L
< 20/ (ps +0)dx + 202/ V2 (2.22)
0 0
O

Es gilt
|H(t)| = |N1Ly + Lo + Noly + N5Is| < Ny|L| + |Lo]| + Ny|Ny| + Ns| 5|

L Y7o o
/ (Pﬂﬁﬂ/f + prprw — 71/1(]) dx / pypdx
0 0

/OL (/Oxe(taﬂf)dy) Uit v)dx

:N1 + p1

+ N57o03

+ Nup2ps

[l [ om)e
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L L L
<Ny @/ wfdx+%/ ¢§dx+&/ wfdﬂlec / Yodz
2 2 2 Jo
77'0 7To 2 P1 Yo 2
/¢d+ / m:+—&/%w+/ dz
2 0 0
N, Ns (" ’
+Pzp3 4(0/ 92daz—|—/ Q/dex)—l—w(/ q2dx+c/ «92d:c)
2 0 0 2 0 0
ez . e, . fF e
Cor [t 4Cu [wtdnsc, [t
0 0 0

L

L L
+Cy i / (po + ) 2dz + Cy / 0%dz + C, / ¢ dz, (2.23)
0

0 0

IN

wobel
1
Cyp, = B (Nip1 + 1),

1
= 3 (N1p2 + papsNy) ,

1
wa 2 (N1PQC+N1p10

C‘Pz‘i’w = plC,
A 1
Cp = 3 (Nyp2psc + Nspstoc) ,
- 1 [ Ny
Cq = 5 ( 1770 + N5p37'0) .

Mit ([2.23) ergibt sich

|H(t)] < CE(t)
mit
max {C@ta Cillw éwzv CYQOIJr@ZH é@u éq}

C =
min {pl, P2, b7 ka P35 TO}

Wir withlen nun ein N > max{N, C'} und setzen

L(t):=NE+ H(t) = NE + Is + NyIy + N;Is. (2.24)

Einerseits folgt dann

PLE() < L(1) < B2E(1) (2.25)
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fiir g1 := N-C> 0, By := N+C > 0, andererseits gilt aber

d do
— < —dyB(t) < 22
L0 < —dB() < =220
damit schliefst man mithilfe des Gronwallsche Lemmas
L(t) < e *L(0)

do
B2"

(228) impliziert letztendlich

fir o ;=

E(t) <Ce ™E(0), C:= @

A

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 2.6 Die Anfangsdaten mégen die Bedingung

w0, %0 € H*((0,L)), 0, %0,p1,%1,q0 € Hy((0, L)), 6y € H'((0,L))

erfiillen.

Sei (p,1,0,q) die Losung von (21)—(2.8) »u diesen Anfangsdaten. Die dazu gehirige

Energie

L
E(t) == /0 <p1s0? + patf} + Y2 + k(o + )?

1 [r ?
+ p3 (9 7 / Qo(y)dy) + Toq2> (t,z)dx
0

fallt exponentiell ab, d.h. es gibt Konstanten C > 0 und o > 0, die von Anfangsdaten
unabhdngig sind, sodass

E(t) <CE(0)e ™™, t>0

qgilt.

Die Konstanten C' und « lassen sich explizit aufgrund der Koeffizienten py, ps, ps, v, K,
w, b, k, 7o abschdtzen.

®Thomas Hakon Gronwall (orig. Grénwall), 16.01.1877-9.05.1932



Kapitel 3

Lineares Timoshenko System mit
second sound — @, =1 =q =0

Wir betrachten in diesem Kapitel das lineare Problem (2I))—(Z3]) mit dem zweiten Satz
der Randbedingungen

(px(ta 0) = me(tv L) - w(ta 0) = w(ta L) = Q(tv 0) - Q(tv L) =0 m (07 OO) (31)

Diese Randbedingungen werden auch im néchsten Kapitel fiir entsprechendes nichtlineares
System betrachtet werden. Um die globale Existenz und Stabilitdt der Losung des nicht-
linearen Timoshenko Systems beweisen zu kénnen, miissen wir erstmal das zugehorige
lineare System auf globale Existenz und exponentielle Stabilitdt untersuchen.

Erst stellen wir aber eine Voraussetzung an die Anfangsdaten.

Es gelte
/OL wo(z)dr = /OL 1(z)dr =0, (3.2)
Leo(x)dx = 0. (3.3)
J

3.1 Existenz der eindeutigen globalen Losung

Wie frither, geben wir zunéchst eine Evolutionsformulierung der Aufgabe (21))—(23),
(31). Diesmal wird aber der Operator A der Ordnung 2 in = sein.

24
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u (¢,1,0,q) seien V(t) und V; durch

2 ®o
Pt ©1
Vo th V0, =V = :/;1) (3.4)
0 o
q qo
gegeben.
Es seien

Q = dlag(lu P1, 17 P25 P35 7-0)-

0 1 0 0 0 0
K2 —p ko, 0 0 0
N | 0 0 0 1 0 0
| -ko, 0 b0? 0 —0y 0
0 0 0 —0, 0 — KO,
0 0 0 0 —k0, —1

Wir setzen A := Q !N.

Sei der Hilbertraum
W= HA(0,1)) x LA(0, 1)) x HA((0, 1)) x L*((0, L)) x L3((0, L)) x L*((0, L))
mit dem Skalarprodukt

(ViW)a == pr(VE W) 2 + po(VE W 2 + 0V W2 1o
+ RV V3 W W3 o 4 p3 (V3 WD) o 4 7o(VE, W6 1

:{weL2 ((0, L) ‘/OLw(x)dx:O},

HI((0,L)) := H'((0,L)) N L2((0, L)).

versehen, wobei

Fiir den Differentialoperator A gilt

A:D(A) CH—H,
V= AV =Q7'NV,
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wobei
V € D(A) := {V cH|Vte H*((0,L)),V,} € Hy((0,L)),V? € HX(0,L))
V3 e H*((0,L)),V* € Hi((0, L)),

Voe H'((0,L)),V° € H&((O,L))}.
Es gilt damit

Vi(t) = AV (t), V(0)=Vj. (3.5)
Hilfssatz 3.1 Der Operator A bildet nach H ab.
Beweis: Sei V € D(A). Offensichtlich gilt AV € (L*((0,L)))%, (AV), =V? e H}((0,L))

und (AV)3 =V* e HY((0,L)).

Ferner ergibt sich

L Lk k k k
/ (AV )odx = / <_ o _Vf) do = =V} [iZ5 + —=V?[3=5 = 0,
0 0 \P1 P1 P1 P1
L L Y4 Fise djz=L 6|z=L
0 0 P3 P3
d.h. (AV)y, (AV)5 € Lf((O, L)).
Damit ist alles bewiesen. O

Der folgende Satz zeigt die Aquivalenz beider Formulierungen unseres Problems.

Satz 3.2 Das Problem (21)—(23), (31)—([3.3) ist dquivalent mit der Evolutionsglei-
chung (33).

Beweis:

,= Sel (¢,1,0,0) eine Losung zu 21)—2.5), (BI)—(B3). Definiere V' wie oben. So
erfilllt V' die Gleichung V; = AV

Mit 1), B2) und B3) schliefsen wir Vo = V|,—g € D(A).
Demnach erfiillt V' die Evolutionsgleichung (3.5).
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,<=* Moge V die Gleichung (B.3]) 16sen.

Wir definieren nun

o(t,) = o) + / V2(s, )ds,
Yt ) = 1o(") + / VA(s, )ds,
0t,) = V3(t,),
Q<t7 ) = V6(t7 )

So geniigt (i, 1,0, q) dem System ZI)—(&5), B.).
Die Randbedingungen (B.)) sind erfiillt, da V (¢) € D(A) (nach Satz B.3).

Die Giiltigkeit von (3:2) und (33)) ist auch klar, denn

L L
/ wo(z)dx = / Vi(x) dx =0,

€HI((0,L))

L L
/ p1(z)dr = / VOQ(x) dx =0,

€LZ((0,1))

/OLGO(:c)d:c:/OL @ dx = 0.

€LZ((0,L))
Damit ist die Aquivalenz gezeigt.

OJ

Der folgende Satz charakterisiert A als Erzeuger einer Cy-Kontraktionshalbgruppe und
gibt die Darstellung eindeutiger globaler Losung unserer Evolutionsgleichung

Satz 3.3 Der Operator A erzeugt eine Kontraktionshalbgruppe {T' (1)}, mit
T(t): H— D(A),
Vi eV
furt > 0.
Zu VO € D(A) existiert eine eindeutige globale Lisung
V e C'([0,00),H) N C°([0,00), D(A))

zu (33). V lisst sich wie folgt darstellen

V(t)=T(t)V°.
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Beweis: Wie im Kapitel @ kann man zeigen, dass das Lemma 2.1l auch fiir A mit dem
Definitionsbereich D(A) gilt.

Die Behauptung folgt dann direkt aus dem Satz von Hille und Yosida. U
Unter Verwendung der Satze und schliefsen wir die globale eindeutige Losbarkeit

des Problems (ZI)—R.5), BI)—B3).

3.2 Exponentielle Stabilitat

Unsere néchste Aufgabe ist es, eine Stabilitdtsaussage iiber die Losung unseres Problems
7ZUu gewinnen.

Zu einer Losung (p, 1,0, q) von ZI)—E3), BI)—(B3) betrachten wir die zugehorige
Energie

2
= E(t;p,1,0,q).

1 L
BE(t) = / (P16} + ot} + 002 + k(py + )% + p30* + 10¢%) (t, 2)dx
0

Lemma 3.4 Unter Voraussetzungen (33), (3.3) gilt
L L
/ o(t,x)dx = / i(t, z)dx =0, (3.6)
o 0
/ O(t, x)dx = 0. (3.7)
0

Beweis: Setze g(t) := fOL o(t, z)dr und h(t) == fOL 0(t, x)dx.
Aus (20 und (B2]) ergibt sich

Diese gewohnliche Differentialgleichung ist 16sbar mit
L
g(t) = / o(t, z)dz = 0. (3.8)
0

Unter Beriicksichtigung von (2.3]) und (3.3) erhélt man analog aus

p3h/(t) =0, h(0)=0
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die Gleichheit
L
h(t) = / O(t, x)dx = 0. (3.9)
0

Und das haben wir behauptet. O

Wir bemerken, dass die erste Poincarésche Ungleichung auf v, ¢ anwendbar ist, weil
O(t,0) = (¢, L) = q(t,0) = q(t,z) =0, >0 gilt.

B9), (3.1) besagen aber
L L L
/ o(t, z)dx :/ oi(t, x)dx :/ O(t,z)de =0, t>0.
0 0 0

Demnach lasst sich die zweite Poincarésche Ungleichung auf ¢, ¢; und 6 anwenden.
Wir definieren nun das Lyapunov-Funktional £(¢) wie in (224])

L(t) := NE + Iy + NI, + N5 I,
wobei die Konstanten N, Ny und Nj im Kapitel Bl bestimmt wurden.

Unter Verwendung der Randbedingungen (3.1)) und der Poincaréschen Ungleichung kann
man sich leicht vergewissern, dass alle Abschéitzung aus Kapitel Pl auch fiir die Losung

von (ZI)—(23), BI)—B3) gelten, d.h. L£(t) ist wirklich ein Lypunov-Funktional.

Nun kénnen wir den folgenden Satz formulieren:

Satz 3.5 Die Anfangsdaten mégen die Bedingungen
800,?/)0 € Hz((OaL))’ 800,93,@[)0,@1@,@/)1,270 € H&((OaL))a QO S Hl((O,L))

erfillen.

Sei (¢,1,0,q) die Lisung von (2Z1)—(23), (31)—(33) 2u diesen Anfangsdaten. Die

dazu gehorige Energie

1

L
E®=§A(mﬁ+mﬁ+w%%@ﬁ%¥+mﬁ+mﬂ@@m

fallt exponentiell ab, d.h. es gibt Konstanten C > 0 und o > 0, die von Anfangsdaten
unabhdngig sind, derart, dass

E(t) <CE(0)e™, t>0
qgilt.

Die Konstanten C' und « lassen sich explizit aufgrund der Koeffizienten py, ps, p3, 7, K,
wu, b, k, 7o abschdtzen.
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3.3 Abschatzungen fiir hohe Normen

Es ist zu ersehen, dass fiir die Losung (@, 1,0, q) zu 2I)—R3), BI)—(B3) und ent-
sprechendes V'

B(t) = S IVl

unabhangig von t gilt.
Der Satz impliziert nun die exponentielle Stabilitit der Halbgruppe {e'};0:

deg, >0 VE>0 VijeH: HetAVO < coe” | Vol| 2, (3.10)

I
da et t > 0 auf H definiert ist und D(A) in H dicht liegt.
Fiir den nichtlinearen Fall benotigen wir Abschéatzungen an die hohen Normen von V.

Fir s € N definieren wir
Heo= (H*x H' x HS x H*"' x H*' x H*7") ((0, L))
mit der Norm

Vi

o= ”Vl”%fs((OL)) + |V
+ [Vl

?JS*l((O,L)) + H%H%s((o,m)

?“{S*l((o,L)) + || V5] %5*1((0,L)) + || Vs 3{5*1((O,L))'

Satz 3.6 Sei Vy € D(A*™1). Dann gilt

IVl < eollVolle™, (3.11)

wobei V() = eV und ¢y > 0.

Beweis: Betrachte den formalen Differentialoperator B : D(B) C ‘H — H mit

coocofRXRo

coococ o~
coflRooo
coor~oo
Roocoocoo
oRocococo

Offenbar ist D(B*') D D(A*™1).
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Ferner gilt fiir alle V- € D(B")
BV (Op=tyv2 gn iyt gn=tyd griys onve onve), n=2k+1, k€ NU{0}
B (Onv onvE onve, onve onve onve) n =2k, ke NU{0}
Sei s — 1 nun ungerade. Fiir V € D(B*™!) gilt
(@22 oV o2V apveE o VE 0 V) € H,

Damit kann man (V1 9571V2, 95V3 9571V 9:71V5 9571V°) in der Norm von (L?((0, L)))8
abschétzen. Demnach ist V € H,.

Ansonsten sei s — 1 gerade. Fiir V € D(B*!) ergibt sich
(0 Vh o V2 oy Ve oV 0TV 05T VO) e A

Dies bedeutet aber, dass (9:V?1, 0:71V2 05V3 0571V4 95-1ve 9571V6) e (L2((0,L)))°
oilt, d.h. V € H..

Wihle ein V € D(A*™!). Soist V € H,.
Fiir alle k € {0,...,s — 1} gilt nach (811)) die Abchétzung
103V ()l < coll O Vollrye™, WE >0,

da die H;-Norm mit der H-Norm &dquivalent ist.

Quadrierung und Summation iiber k € {0, ..., s — 1} liefert sofort
V(). < csllVolla.e™"

mit einer Konstanten ¢, > 0, die weder von Vy noch von ¢ abhéngt.

Damit ist alles gezeigt. [



Kapitel 4

Nichtlineares Timoshenko System mit
second sound — @, =1 =q =0

4.1 Existenz der eindeutigen lokalen Losung

In diesem Kapitel diskutieren wir iiber die Losbarkeit und exponentielle Stabilitat nicht-
linearer Timoshenko Systeme.

Die Beweismethode der lokalen Existenz ist klassisch: man wendet den Banachscherll]
Fixpunktsatz auf die Losungen des entsprechenden linearen Problems an. Hierzu miissen
wir zundchst das lineare System untersuchen:

p1p1 — 0 (t, )Pz — 0 (t, 2)he + ppy =0 in (0,00) x (0, L), (4.1)
P2t — Wbex + k(pz +1) +790, =0 in (0,00) x (0, L), (4.2)
P30y + KGe + Y =0 in (0,00) x (0, L), (4.3)
T0¢: + g+ k0, =0 in (0,00) x (0, L) (4.4)

zuziglich Anfangsbedingungen

90(07 ) = Y0, Q/J(Oa ) = o, 0(07 ) = 0o, Q(Ov ) = qo (4 5)
(pt(oa ) = ¥1, wt(oa ) = 1/11 in (OaL) .

und Randbedingungen

@x(tv 0) = me(tv L) = 1/1(’57 0) = 1/1(’57 L) = Q(tv 0) = Q(tv L) =0 i (07 OO) (46)

IStefan Banach, 30.03.1892-31.08.1945

32
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Satz 4.1 FEs gelte fiir ein T > 0

g,6 € CY([0,T] x [0, L]),
OA-tta a't:m a-:m:a 6-tt7 6-15:1:7 &mm € LOO([Ou T]u L2<<07 L)))

Uberdies sei & > s> 0.

Fiir die Anfangsdaten gelte

Qoo € H*((0,L)) N Hy((0,L)), @10 € Hy((0,L)),

o € H*((0, L)) N Hy((0, L)), 1€ H*((0,L)) N Hy((0, L)),
0y € H*((0,L)),

g € H?*((0,L)) N Hy((0, L)).

Unter den oben genannten Voraussetzungen besitzt die Anfangsrandwertaufgabe ({-1])—
(4-0) eine eindeutige klassische Losung (¢, 1,0, q) mit

v, € C*(([0,T] x [0, L]),

0,9 € CH(([0,T] x [0, L]),
9%p, 0% € L=([0,T], L*((0,L))), 1< ol <3,
80,9%q € L=([0,T], L*((0, L)), 0< |a| <2,

wobei O* = 97102 fiir o = (o, an) € N3.

Beweis: Wir présentieren hier den Beweis nach Slemrod (s. [12]) unter Verwendung des
Faeddd Galerkinfl Verfahrens.

Schritt 1: Eine a priori Abschitzung.

Wir definieren das Energie-Funktional

1 [F X
E(p,9,0,q;1) = 5 / (p19} + 607 + paby + b2 + psb” + 10¢°) (¢, z)dx.
0

Die Multiplikation in L*((0,¢) x (0, L)) von (&) mit ¢;, 2) mit v, [E3) mit 0, )

mit q ergibt
L t
0= / / PLPUPL — OParor — Tatpr + pp; | drda
0 0

2Alexander Faedo, ?
3Boris Grigorjewitsch Galerkin, 20.02.1871-12.07.1945
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L t
+ /0 /0 <pg¢ttwt—b@wmmmwﬁwwtﬂ@m

p30:0 + kg0 + V0 + Toqrq + ¢ + ﬁﬁxq> drdx

~+

/ pupt + a@x + pth + bw + p39 + Toq ) dxdr
0

+

O\JNO\JN

Otz — Ut— — 5uipr + k(e + V)0 + 1} + ¢ ) drdx

+

E(p,0,0,q;7 d7'+// ug0t+q)drd:v

~

+

(a- Ptz — 5 0%% + k(‘)ozv + TP)Q/J ) drdx.

Damit folgt

t L
(E(%w,ﬁ,q;t)—E(so,w,e,q;()))+/0/0 (1o} + ¢°) drdx

L t 9
— / / (—&xsot% + a’t% + 5oy — k(s + z/;)zpt) drdzx. (4.7)
0 0

Wir definieren die ,zeitlichen

Eo(t) == E(p,¢¥,0,q:1),
El(t) E(@tawtaetaqta )7
E2<t) E(‘Pttﬂ/’tuett’%t; )7

Ext) =Y Ei(t)

und die ,Ortlichen Energien

E3(t) E(%g,wz, xs Qs )7
E4<t> = E(Spt:vuwt:v79tm7qtmv )7

0= Eult)

sowie die gesamte Energie

E(t) ==& () + E1).
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Zunéchst produzieren eine Abschétzung fiir & (¢), indem wir einen dhnlichen Ansatz wie
in (A7) benutzen. Danach werden wir diese Abschétzung auf £(¢) mit Hilfe der Differen-
tialgleichungen erweitern.

Wir differenzieren (I)—(Z4) nach ¢ und multiplizieren mit @y, 1y, 0; und ¢ entspre-
chend. Dann differenzieren wir (@I)—(@4) zweimal nach ¢ und multiplizieren mit @y,
Uyt, Oy und g Summiert man die auf diese Weise erhaltenen Gleichungen mit (4.7), so
bekommt man fiir ¢ € [0, 7]

t pL
(51@) - & (0)) + / / ,U(SO? + ‘P?t + ‘P?tt) + (%2 + qt2t + qftt)dxdT
0o Jo

t pL 902 <,02
= / / — &m@t@m -+ a_t_x + OA'tSOtt(p:m: - &:v@tt@mt + &ti
0 Jo 2 2

2
+ O PrtPaz + 2001t Patt — OxPittPazt + O (pgtt> dzdt
t L
+ / / 0oy + 01 o + 0Pt
o Jo

+ Otz + 2011y + 6S0ttt¢tm:> dxdt

t L
+ k/ / (0o + )y + (ot + V)Vt + (Parr + Vi) Veudadr. (4.8)
0 Jo

Ferner miissen wir die rechte Seite der Identitdt (A8 abschétzen. Im folgenden benutzen
wir durchgéngig eine generische Konstante C'; um die durch Berechnungen entstehenden
positiven Konstanten zu bezeichnen, ohne sie von einander zu unterscheiden.

Aus der Voraussetzung 6 € C'([0,T] x [0, L]) folgert man

= sup |0.(T,x)| <C (4.9)
0<r<T
0<e<L

1G]] o (j0.17%[0,2))

und damit

L t
< c/ / (2 + ¢2) drdz < CE(1).
0 0

L pt
/ / Orprpedrdr
o Jo

Analog kann man alle Terme auf der rechten Seite von (.8) mit einmal differenzierten
oder konstanten Koeffizienten majorieren.
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Betrachte nun die Terme mit zweimal differenzierten Koeffizienten, beispielsweise

L gt
/ / 1 Qe PaadTd.
o Jo

Weil 64 € L>=([0,T], L*((0, L))), ergibt sich mit der Schwarzschenf] Ungleichung

t oL t L L 3
// O Pt PapdadT S/ (/ 5ttd$) (/ ‘P?tt%@ixdx) dr
o Jo 0 0 0
¢ L 3
< C/ (/ @?tt%pim) dr
0 0

t L 2
<c [ sw ot ([ uraiis) ar
0

0 0<z<ZL

NI

Nach dem Sobolevschen] Einbettungssatz gilt

1

L 2

Sllp |9011<7-7 SL’)| S C (/ Spim<7—7 .T) _'_ @ix:}:(’n Jj‘)dﬂf)
0

0<z<L

Es folgt somit

t oL
/ / OuPurPaadrdr
o Jo

¢ L 3 L 3
S C (/ </ @im(ln .T) _'_ @ix:}:(’n x)da:) (/ Soz?tt(’n Jj‘)dﬂf) dT)
0 0 0
t L
<C [ [ (ualria) + i) + Gl 0)dudr
0 0

Wegen

_ P1u — Ty + py
o

xrxr
und 6 > ¢ > 0 gilt nach der Quotientenregel

oo S C(0h + 00 + 01 + 07 + U2, +02), Vre(0,t], z €0, L]

L ot
/ / O Qi PeadTdr
o Jo

4Karl Hermann Amandus Schwarz, 25.01.1843-30.11.1921
5Sergei L'vovich Sobolev, 6.10.1908-3.01.1989

Dies impliziert schliefllich

< CE(1).




Kapitel 4. Nichtlineares Timoshenko System mit second sound — ¢, =19 =q =0 37

Alle anderen Terme auf der rechten Seite von (8] lassen sich vollkommen analog ab-
schétzen.

Damit erhalt man

t t oL
& (t) <& (0) + C/ S(T)dT - / / ,U(90t2 + ‘P%t + 90152#) + (%2 + qi%t + qftt)dxdT
0 0o Jo

< &(0) + C/tE(T)dT.

Ferner wollen wir aber beweisen, dass
t
E(t) < CE0) + C/ E(r)dr
0

gilt.
Dafiir reicht es, die Giiltigkeit von

E(t) < C&(1)

7ZU zeigen.

Konkreter miissen wir die Quadrate der L2 -Norm von ¢.., Vs, 02, Gu, Crie, Crazs Vite,
Utaws Ores Qe gegen & (t) abschétzen.

Alle diesen Terme konnen wir leicht mithilfe der Differentialgleichungen (LI)—(Z4) be-
handeln. Zum Beispiel

L 1 [t 9 (L
/ 02dr = —2/ (Toqs + q)*dx < —2/ T0q; + ¢*dx < C& (t)dx,
0 k= Jo k= Jo
L L L
| erdn= [ o= v podn <€ [ (G i+ s < CEf),
0 . 10 . 0
/0 wfm = 72 /0 (p2thue + k(rz + 1) + ’7‘9t;c)2d37

L
<C / (V5 + 0py + U7 + a7, + ¢7)dx < CE(2).
0

Damit haben wir
E(t) < C& (1) (4.10)
gezeigt, woraus mit der Gronwallschen Ungleichung

E(t) < CEW0), 0<t<T
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resultiert.

Demnach ist

E(t) <CEW), 0<t<T.

Wir bemerken aber, dass ¢, Yrzz, Ore, ¢ue sich ebenfalls aus den Differentialgleichungen
(A1)—(A4) ausdriicken lassen. Beispielsweise gilt

L 1 L L
| e =5 [t quiin <€ [0+ i < CE(0),
0 0 0
L 1 L
0 0
L
<C / (Vr, + @2y + U2+ g7, + q2)da < CE(t).
0

Unter Verwendung von (AI0) und obigen Abschétzungen schliefsen wir

3 2

sup /0 S [0 + (@0 + 3 [(0°0)° + (0°9)?] | du < CE(0).

<t<
0st<T la|=1 la]=0

Schritt 2: Existenz und Eindeutigkeit

' 2 2
Ai = %, ci(x) = \/zcos)\ix, si(x) == \/;sin)\ix, ieN.

Wir definieren (@, (), ¥ (t), 0m(t), gm(t)) durch

Setze

SHCES MO ECRTTES S MCNE!
0u(t) =3 Ount)ei®), an(t) =3 Qun(t)si(x),
wobel - -
20 = [ et b0 = [ a@s@a,
V) = [ i@, Fin0) = [ i@
Oum (0) = /0 " bo()es()d,
() = [ s
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Die Funktionen ®;,,, V;., O, Qi geniigen also einem System gewdhnlicher Differenti-
algleichungen

Pr P (t) = — Z‘P‘ (OA((k+ 0 (t,2)es(x), ¢j(x)) (4.11)

Z ((k+ 6 (t,2)ci(x), ¢j(x)) — p®jm(t) (4.12)
psW i (1) = —b‘I’jm(t)Ai F(@jm(0)A; — Wim(t) +1Om(t) s, (4.13)
P39jm(t) = —KQum()A; — YWsm(E)A, (4.14)
70Qim(t) = =Qjm(t) + KO ()A;, (4.15)

wobei 0 < 7 < m und
L
() = {f.9) oy = [ S@gla)da

Dieses System ist immer eindeutig l6sbar und besitzt eine Losung (Prpm, Vim, Okms Qrm)-

Multipliziert man (£I1]) mit ¢;(x), [@I3)) mit s;(x), (@I4) mit ¢;(z) bzw. ([LI5) mit s;(z)
und summiert die jeweiligen Gleichungen iiber 7 = 0,...,m, so erfiillen ¢,,(t), ¥, (1),

Om(t), gm(t) die Differentialgleichungen (4.I)—(4.4) sowie die Randbedingungen (4.6]).

Nach der Parsevalscherl] Gleichung muss zusétzlich

l¢m(0) = ol r2¢o,0)) = 0, m — o0,
[%m (0) = ol 2(0,L)) = 0, m — o0,
10(0) = ol 22¢0,)) = 0, m — o0,
lgm(0) = qoll 20,0y = 0, m — o0

gelten, d.h. die Anfangsbedingungen (4.3]) sind ebenfalls fast iiberall auf (0, L) erfiillt.

Die a priori Abschétzung aus Schritt 1 besagt nun:

0%p, 0% € L>([0,T), L*((0,L))), 1< |a| <3,
9°0,0% € L>([0,T], L*((0, L)), 0<]a] <2

Ubliche Einbettungssitze in Sobolevriumen zeigen, dass {(¢pm (), Ym (1), O (t), @m(t)) bmen
eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert eine distributionelle Lésung von (4.1])—
(4.4)) ist. Dass diese Losung ebenfalls eine klassische Losung ist, folgt aus Sobolevscher
Ungleichung. Die Eindeutigkeit ist eine direkte Folgerung aus der a priori Abschitzung.

6Marc-Antoine Parseval des Chénes 27.04.1755-16.09.1836
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Damit ist alles gezeigt. [
Wir betrachten nun wieder das eigentliche nichtlineare Problem
P1Ptt — U(pra ,lvz))a‘ + npr = 0 n (07 OO) X (07 L)a ( )

(4.18)

(4.19)

p30; + Kqr + Y =0 in (0,00) x (0, L),
Toq: +q+ k0, =0 in (0,00) x (0, L)

mit Anfangs-

90(07 ) = $o, w(o, ) = wo, 9(0, ) = 007 (](0, ) = q
@e(0,) = @1, ¥(0,-) =11 in (0,L) (4.20)

und Randbedingungen

@x(tv 0) = @m(tv L) = 1/1(’57 0) = w<t7 L) = Q(tv O) = Q<t7 L) =0 in (07 OO) (4'21>

Satz 4.2 (Satz iber lokale Existenz und Eindeutigkeit)
Vorgelegt sei die Anfangsrandwertaufgabe [({-16)—({{.21). Es sei 0 = o(r,s) € C*(R x R)
mat

0<ro<o.<ri<oo (rg,r1 >0), (4.22)
0<|os| <sp<oo (sp>0). (4.23)

Die Anfangsdaten maégen

wo € H*((0,L)) N Hy((0,L)), 1. € Hy((0,L)),

Yo € H*((0,L)) N Hy((0,L)), € H*((0,L)) N Hy((0, L)),
0y € H*((0, L)),

g € H*((0, L)) N Hy((0, L))

erfiillen.

Dann besitzt (4.10)—({{-21) eine eindeutige klassische Lisung (@, 1,0, q) mit
v, € C*([0,T) x [0, L]),
0,9 € C'([0,T) x [0, L]),

definiert auf einem mazimalen Ezistenzintervall [0,T), T < oo, so dass fir alle ty € [0,T)

0%p, 0% € L=([0,], L*((0, L)), 1<]al <3,
9%0,0% € L=([0, 1], L*((0,L))), 0<|a| <2

qgilt.
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Beweis: Schritt 1: Der Raum X (M, T).
Fiir positive M, T definiere X (M, T') als die Menge der Funktionen (¢, 1,6, ¢) mit
QO(O, ) = %o, ¢(Oa ) = ¢07 9(07 ) = 007 q(07 ) = qo,
Sot(oa ) = ©1, ¢t(07 ) - wl n (07 L)v (424)
@a(t,0) = @u(t, L) = ¥(t,0) = (t, L) = q(t,0) = q(, L) =0 in (0,00) (4.25)
deren verallgemeinerten Ableitungen
0%, 0% € L=([0,T), L*((0, L)), 1< |a| <3,
0°0,0%q € L>=([0,T], L*((0,L))), 0<|a| <2
und
L 3 2
su 0%p)? 4+ (0%)?| + 9°0)? + (0%¢)?] | de < M?
s | 3 [+ @]+ 3 (007 + @]
erfiillen.
Sei (p,1,0,q) € X(M,T). Betrachte das lineare Anfangsrandwertaufgabe
P1Pt — UT(@:M @)@mm - Us(@:va @ﬁ/}x + upr = 07 (4'26)
p30t + KQy + W/’m =0, (428)
Toq: + q+ Kby =0 (4.29)
mit Anfangsbedingungen (£20) und Randbedingungen (2T]).
Setzt man
@'(t, l‘) = gr(@ﬂm d:))a
g(t,x) = o5(Pu, ), (4.30)

so geniigen &, ¢ und die Anfangsdaten den Voraussetzungen des Satzes [L1] iiber loka-
le Existenz und Eindeutigkeit. Demnach besitzt dieses lineare Problem eine eindeutige

Losung .

Wir definieren nun den Operator S, der (¢, 4,0, q) € X (M, T) auf die Losung von ([f26)—

[@E29), @20), ([E21) abbildet, d.h.
S(,9,0,9) = (¢, 9,0,9).

Schritt 2: Zeige, dass S den Raum X (M, T') nach sich abbildet, falls M hinreichend grofs

und 7" hinreichend klein ist.
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Zunichst nehmen wir an: ¢ € C®(R x R), o, ¢1,%0,%1,00 € C=([0,L]), ¢,v,0,q €
C*°([0,T] x [0, L]). Unter dieser Voraussetzung kann man zeigen, indem man dhnlich dem
Beweis des Satzes 1] eine Folge von Energiefunktionalen immer héherer Ordnung kon-
struiert, dass (426)—(4.26), ([420), (£21)) eine eindeutige C'*°-Losung (¢, v, 0, q) besitzt.
In diesem Fall ist es klar, dass (¢, %, 6, q) € X (M, T) fiir hinreichend grofes M und festes
T gilt.

Betrachte die Energieabschitzung (A.8]), welche auch fiir die durch (£.30) definierten Funk-
tionen o(t, ), a(t,z) gilt. Wir schétzen typische Terme auf der rechten Seite von (48]

ab. Betrachte z.B.
t oL
—// Orprpadxdr,
o Jo

o (t,2) = Orr(Pry V) Paz + Ors(Pas V)0

wobel

Dann folgt

t oL t oL - 02 4 2
[ [ otraatraientr st < [ [ oo dliend (252 ) asar
0 JO 0 JO

t L 2 9
= o n ¥ _'_80;1:
# [ [l Dl (222 ) daa.
0 JO

Da (¢,v,0,q) € X(M,T) ist, folgt mit der Sobolevschen Ungleichung

sup {|@sl, |Puals Y], |@ue| } < CM.
0<x<L

0<t<T
Weil o,.,., 0,5 stetige Funktionen ihrer Variablen sind, zeigt die obige Abschétzung, dass

00 (P V)|, | s (P, )| fiir 0 < 2 < L, 0 < t < T nach oben durch eine Konstante B(M)
beschrankt ist. Damit deduzieren wir

t 1 t L
/ / 162(7, 2)e(7 2) 0 (, )| dadr < B(M) / / (72 + ¢2)dudr.
0 0 0 0

Da es vorausgesetzt wurde, dass M hinreichend grof ist, so dass (p,,0,q) € X(M,T),
folgern wir

t L
/ / Grprpa|dudr < B(M)M?t, (4.31)
0 0
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Diese Abschétzungsmethode funktioniert fiir jeden Term auf der rechten Seite von (S,

der einen der Koeffizienten 6., d;, , oder &; enthélt.

Um die anderen Terme abschitzen zu kénnen, brauchen wir eine andere Technik. Wir

betrachten beispielsweise den Term

t oL
/ / O Qe PaadTd.
0o Jo

Wegen

a-tt(ta {L‘) - Orrr(@a:a r&)@it + 20‘7’7’8(@@‘7 r&)@xt’&t + Orss(@a:a ,&),&?
+ Urr(@:va lm@mtt + Urs(@ma 1/1)%

ergibt sich

t pL t pL
. 1 _ Ty
// ‘O'tt(pttt(p:vx‘dexS sup §|0rrr<¢xaw)¢it|/ / (@?tt"“ﬁ?:x)dxdT
o Jo 0o Jo

0<z<L
0<t<T

t L
+ sup |0r7’8(§0x7w)¢xtwt|/ / (‘P?tt+¢92cx)dxd7
0 0

0<z<L
0<t<T

0<z<L 2
0<t<T

+ sup ‘Urr(@ma @xtt‘// ‘Pttt‘i‘@m)dl’dT

sup |Orss Qpara wt | / / (pttt + (pzm:)dxdT

0<z<L 2
0<t<T

0<z<L 2
0<t<T

sup |Ors 90937 wtt| / / Sottt + szx)de‘dT

Die Sobolevsche Ungleichung liefert

OiugL {|0-7"7"7"(95a:a @E)@ith |0-7"7"s(95xa @E)@xt,&th |0-7"ss(@ara @E)QLtZL
0<t<T

|0-7"7"(95x7 QZ))@xtt|7 |0-7"s(95xa ’lZ))’lI)tt|} S B(M)a
wobei B(M) eine von M abhéngige Konstante bezeichne.
Weil (¢, 4,8,0), (9, ,6,4) € X(M, T), erhalten wir

t L
/ / |<A7tt<ptttg0m|d7'dl‘ S MQB(M)t
0 JO

(4.32)
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Diese Methode ldsst sich auf alle Terme auf der rechten Seite von ([L8) mit den Koeffizi-
enten Gy, Oy, Opyy Opt, Opp Uund ., anwenden.

Setzt man (L31)), ([A32) sowie die anderen frither bewiesenen Abschitzungen in (4.8) ein,
so ergibt sich

E(t) < &(0) + B(M)M?t.

Unter Beriicksichtigung von ([£.22) und (4.23), indem wir analog wie beim Beweis des
Satzes 1] die Terme ©up0, Vezzs Guzs ¢oe abschitzen, folgern wir die Ungleichung

3 2

sup / > [0t @) + (@0 2)"] + 3 [(0°0(t,2))" + (9a(t, 2))’]

<t<
0<t<T la|=1 la|=0

2

<C /0 > 000, 2))* + (0°9(0,2))?] + Y [(9°0(0,2))* + (9°q(0, x))?]
B(M)M

la|=1 |a|=0

T 2, (4.33)

Der erste Term auf der rechten Seite von (A33)) ldsst sich gegen eine stetig von

ol 730,y > 1Yol 30,05 |1 | 2 ((0,2))» 19111 5200, 2)) > |80 | E22((0,2)) > | @0l] 2 (0, L))
abhingige Funktion abschéatzen.

Wegen der Dichtheit von C* in L? gilt die Ungleichung

3

OE?ET/ ( Y [(@%(t2)) + (0 w(t,2))?]
<t<TJo a1

+ 3 [(0°0(t,2))% + (0q(t, 7))?] ) < A(go, 1, Yo, 1, 0o, qo) + B(M)M>T.

|a|=0

auch fiir unsere Losung zu (L20)—{@20), (E20), (@2I) ohne zusétzliche Regularitits-
voraussetzungen. Dabei ist A(po, 1, %o, U1, 0o, qo) eine Konstante. Wéhle nun M so grof,

dass
M2
A<g007 L1, w07 ’l/}lv 907 qO) S 7

gilt, und 7 so Klein, dass B(M)T < 1 erfiillt ist.

Wir ersehen nun, dass (p,1,0,q) € X(M,T) ohne zusétzliche Anforderungen an Regula-
ritat, d.h. S bildet X (M, T) nach sich, falls 7" hinreichend klein und M hinreichend grofs
ist.
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Schritt 3: Zeige, dass S eine Kontraktion ist.

Nachdem wir festgelegt haben, dass S : X(M,T) — X (M, T), kontrollieren wir die rest-
lichen Voraussetzungen, um den Banachschen Fixpunktsatz anwenden zu kénnen. Wir
denken nun daran, dass der Fixpunktsatz verlangt, dass S einen vollstandigen metrischen
Raum nach sich abbildet. In unserem Fall ist der metrische Raum definiert durch

Y = {(¢:0,0,9) | @1, 0, U1, ¥, 0, g € L0, T1, L*((0, L)) }

mit der Metrik

p ((¢,0,0.9), (¢,9.0,7)) :== sup /0 [(% — @0)” + (0o — @a)” + (Y — )

0<t<T

+(77Z)$ - ’J}x)Q + (0 - é)Q + (q - (7)2] dx.

Offenbar ist X(M,T) C Y. Zu zeigen ist, dass X (M, T) eine dichte Teilmenge von Y ist.
Sei dazu {(@n, ¥n, Ony Gn) tneny € X (M, T) mit

p((n, ¥n, On, an), (0, ¥,0,q)) =0, n — oco.

Unter Berticksichtigung von {(@n, ¥n, On, Gn) }nen € X (M, T) ergibt sich

3

sup /0 (Z [(0%pu(t, )" + (0%n(t, 2))7]

0<t<T it

37 [(0%0u(t.2) + (% qu(t. 1)) ) <M

|a|=0

Wir wihlen eine Teilfolge von {(¢,, ¥n, On, Gn) tnen, die wir der Einfachheit halber wieder
mit {(©n, Y, On, @n) }nen bezeichnen, so dass

0%, 0% € L>=([0,T), L*((0,L))), 1< |a| <3,
0°0,0%q € L*=([0,TY], LQ((O, L)), 0<]al<2

schwach-* in L> ([0, T], L*((0, L))) fiir n — oo konvergieren.

Aufgrund der Semistetigkeit von unten der schwach-*-Topologie von L>([0,T], L*((0, L)))
folgern wir, dass die Grenzfunktion (¢*,¢*, 0, ¢*) € X(M,T). Andererseits besagt der
Sobolevsche Einbettungssatz, dass die urspriingliche Folge {(¢n, ¥n, 0n, ¢n) fnen eine in
Y bzgl. p konvergente Teilfolge besitzt. Also ¢ = ¢*, ¥ = ¢*, 6 = 0", ¢ = ¢" und
(p,1,0,q) € X(M,T), d.h. X(M,T) ist eine abgeschlossene Teilmenge von Y.
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Um den Beweis zu beenden, tun wir den letzten Schritt, d.h. wir zeigen, dass S tatséchlich
eine Kontraktion von X (M,T) in sich ist, wobei X (M,T) als eine Teilmenge von Y
betrachtet wird. Dazu sei

(9,9,0,Q),(?,7,0,Q) € X(M,T)
mit
S(®,¥,0,Q) = (¢,4,0,9), S(2,¥,0,Q)=(¢,¢,0,q).
0 — @, —1,0 —0,q— G losen also das System

P10 = @it — 00 (R0, V) (9 = @)aw — [00(P0, U) — 01(D, V)] P

— 04(P0, U) () — )z — [05(Pa, ¥) — 04(Per, V)| U + (0 — @) = 0,
p2(t) — )i — b(Y) = V)ae + k(¢ — @) + (1 — 1)) + (0 — ), = 0,
p3(0 = 0) + k(g — @)o + () — V)i = 0,

70(¢ — @) + (¢ — q) + k(0 — ), = 0. (4.34)
Setze
@ w'_'@a é) = é‘_'éa
,l/} = w_’l/ju v o= \Il_‘ila
06 = 0—0, 0 = 6 -0,
q - Q‘_'Qa CQ - (Q'_(Q

Wir definieren nun

8

IH 1N

KAl KA
8

8

8

1NN
K R

D, —D,
Om(¢x7¢)

8

|
—
N
=
8
=
|
N
=l
8
<
SILSIC S

8
[N
KA

8
8

Os (i)x7q/)—qs(<i>x7\if)

xa(t,z) = { . ZI/:\I/ )

SIS
1IN
SIRS]

Man ersieht leicht, dass x;(¢,z),1 < i < 4 beschrinkte stetige Funktionen sind.
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Ferner gilt
((I)I7 \I’) - 0r<q):va \I]) - Ur<q):v7 \I’) - Ur(q)ma \I’) + Ur(q)ma \I’> (7 \I])

X1(1)(®s = @) + x2() (¥ = T) = X1 (), + x2(1) ¥,

(

(

|
Q

Us<q)ma \I’> - 0r<(i):va \II) — Us (I)ma \Il> - Us<q)ma \I’> + Us(q)ma \Il> s(ci)mv \Il>

X3(0)(® = @) + xa(H)(¥ = T) = x5(H) Py + xa(t) V.

Mit dieser Darstellung kann man (€34]) umschreiben zu

Bt = 0r( P, ) Bra — X1 (t, ) Pr Pz — Xa(t, 2) U Pog (4.35)
— 04(P,, ‘I’)@/N)m — x3(t, x)‘im@@x — X4(t>$)‘i’@5m + pupy =0,

P2?/~)tt - bﬁz)m + k’(@az + @Z)) + Véa: =0, (4-36)

P30 + Ky + 1 =0, (4.37)

oG + G+ Kby = 0, (4.38)

wobei @, 1/7, 5, q die Randbedingungen
Pa(t,0) = @a(t, L) = 0(t,0) = ¥(t, L) = 4(t,0) = 4(t. L) =0 in (0,00).  (4.39)
und Anfangsbedingungen

2(0,-) =0, (0,-) =0, 6(0,-)=0, §(0,)=0 (4.40)

@t(oa ) - Oa wt(oa ) =0 in (OaL)
erfillen.

Wir definieren wie frither das Energie-Funktional

1

L
E(@a 'QZ), 9, (j’ t) = 5 / (Pl@? + O-T((bl‘) \I/)QOi + ;02%52 + bd)i + p302 + 70q2> (t7 l‘)dl’
0

Multiplikation von (Z35) mit @, E36) mit v, E37) mit ¢, 3R) mit ¢ und partielle
Integration liefern uns die Energiegleichheit

. T 1 B ~
E(p,v,0,q / / ( (0P, V) Prpr) + §8t(or(<1>x,\11)soi) + 0y ( Py, U)the By
+ X1 (ta x)é$@l‘l‘¢t + XZ(ta "L‘)\I}@xa:@t + X3(ta x)é$&$¢t

+ X4(t’ :L‘)\i/’(Z)th - k(@x + &)’&t) dzdr
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t L
- [ i+ e
/ / < - Orr((bara \I/)(I)m%t%@x Ors(q)xa \II)\IIxSOtSOJJ + Urr(q)xa lll)q)xt (1021:

~2

+ Ors(q)xa \P)\Pt% + Xl(ta x)éx@xmﬁﬁt + X2(t7 x)\il@ma:@t

+ Os(q)a:a \I/)J}x@t + X3(t7 x)&)x&a‘@t + X4(t7 x)\iﬁ&af@t - k(@ + &)&t) dxdr

t L
— /0 /0 p@; + G dxdr. (4.41)

Da (¢,¢,0,q), (p,,0,q), (®,¥,0,Q), (®,¥,0,Q) in X(M,T) liegen, impliziert die
Sobolevsche Ungleichung

sup {]0%], [0%@], |0°®|, |0*®|, 10°®|,

0<t<T

0<z<L

0%, |07, |00, |00, [0°U] : 1 < |a| <2} < CM,

sup {]0°0],|0°0|,10°0©], (00|, |0°6),

[0%l,10°q1,10°Q1,10°Q), 10°Q] : 0 < |a| <1} < OM.

Unter Beriicksichtigung der Glattheit von ¢ erhalten wir
5D {10,(@2 V)] 0@ V)] o (@2, W)} < BM),
ogigL
und daher
sup Z‘Xl (t,x)| < B(M).

0<t<T “
0<e<L =1

Wir majorisieren nun alle Terme im ersten Integral auf der rechten Seite von (ZA4I]).
Beispielsweise lasst sich der nachstehende Term wie folgt majorisieren

< sup |0 (P, V) m\// <¢t+¢x) dxdr
0<t<T
0<z<L

<C-B(M M// @7 + 72) dadr.

Opr (P, V) Dy Oy Ppdxdr
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Diese Methode funktioniert fiir alle in ¢;, ¢, quadratischen Terme. Fiir die Terme mit y;
brauchen wir einen anderen Ansatz, z.B.

¢ L 3 L 3
< [([ #aeaa) ([ da) o
0 0 0
< L 2
<C-T-B(M)M sup / —xd:p>
o<t<T \Jo 2

t L ~2
+ / / 2L drdr.
0 JO 2

Die Zusammenfassung aller unseren Abschétzungen ergibt

t L
/ / Xl(ta x)q)x@amsatdxdT
0 0

L
| (@reeieitad )i
0

L
<C(M)-T sup/ (éf+éi+ﬁ/?+i’i+é2+é2>d$
0

0<T<T
t L
+ C(M)/ / (72 + 2+ U + 02+ 8 + @) dudr.
0o Jo
Mit der Gronwallschen Ungleichung schliefsen wir ferner
L ~ ~ ~,
| @rgriteized )i
0

L
< {C(M)T sup / (é? + P20 402 O 4 QQ) d:p} exp(C(M)t).
0

0<t<T

Demnach gilt fiir 0 <t <T

L
sup / (@?+<ﬁi+@/}f+wi+92+§2> dx
0

0<t<T

L
<\ sup / (q>§+q>§+qf§+\1f§+@2+c22)dx,
0

0<t<T
falls T" > 0 hinreichend klein ist. A bezeichnet dabei eine Konstante mit 0 < \ < 1.

Damit ist die Abbildung S : X(M,T) — X (M, T) eine Kontraktion, falls M hinreichend
grofs und 7" hinreichend klein gewéhlt sind.

Schritt /: Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes.

Unter Benutzung der von uns bewiesenen Aussagen in Schritten 1, 2, 3 legt der Banach-
sche Fixpunktsatz fest, dass die Abbildung S einen eindeutigen Fixpunkt in X (M, T)
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besitzt. Dies impliziert aber, dass ([€20)—(Z26), @20), [@2I) eine eindeutige klassische

Losung auf [0, 7] hat. Bezeichne mit [0,7),) das maximale Existenzintervall. Damit ist
alles gezeigt. O

Fiir den Beweis globaler Existenz und exponentieller Stabilitdt bendtigen wir aber hohere
Regularitit der Losung. Dafiir formulieren wir den nachstehenden Satz und skizzieren
dessen Beweis.

Satz 4.3 (Satz iber lokale Existenz und Eindeutigkeit, hohere Regularitdt)
Vorgelegt sei die Anfangsrandwertaufgabe [{{.16)—({-21). Es sei 0 = o(r,s) € C*(R x R)

maut
0<ro<o.<ri<oo (rg,r1>0), (4.42)

0<|os|] <sp<o0 (sp>0). (4.43)

Die Voraussetzungen des Satzes[4.9 seien erfillt. Zusdtzlich gelte

@O,mmmmu wO,:m::v:m 901,:1::1::1:7 wl,mmma ‘90,:1::1::1:7 qO,:v:m: € LQ((Ou L))

und

615290«)7 ')7 8zt27vb(07 ) € H2((07 L))? 6152901(07 ')7 01521/}«)7

) € Hy((0, L))
ate(oa ')aatQ(Oa ) € HZ((O’ L))a atQ(O’ ) S H&((O,L))

Dann besitzt (7.10)—({{-21) eine eindeutige klassische Lisung (p, 1,0, q) mit

@, € C*([0,T) x [0, L]),
0,q € C*([0,T) x [0, L)),

definiert auf einem mazximalen Existenzintervall [0,T), T < oo, so dass fiir alle ty € [0,T)

0,00 € L*([0,4], L*((0,L))), 1< |af <4,
0°0,0%q € L>=([0,t9], L*((0,L))), 0<l|a|<3

gilt. Uberdies stimmt dieses Intervall mit dem aus dem Satz[J-3 iiberein.

Beweis: Fiir positive M, N, T definiere Z (M, N, T') als die Menge der Funktionen (p, 1, 0, q)
mit

©(0,-) = o, ¥(0,:) =10, 0(0,-) =0, q(0,-)=q,
9025<07 ) = ¥1, Q/Jt(ov ) =91 in <07 L)v
(px(ta 0) = me(ta L) = w(ta 0) = w(ta L) = Q(t’ O) = Q(t’ L) =0 n (0’ OO)
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deren verallgemeinerten Ableitungen

sup/ Z[( ©)2 + (0%¢)? +Z [(070)% + (0%¢)?] | dz < N?
O \lal=1

<t<
0<t<T =0

erfillen.

Wir withlen wieder (¢,,0,q) € Z(M, N,T) und versuchen zu zeigen, dass die Losung
von (E26)—(#29) auch in Z(M, N, T) liegt. Um dies zu schaffen, erweitern wir unsere
bisherige Energie mit drei weiteren Funktionalen

ES(t) = E(ﬁpttt, Uit s Ot Qea t)a
Es (t) = E(%tz, Uitw Ottas Qi t>7
E7<t) = E(@tmma wtmm7 9tmm7 Qtzzs t) (444>

Auf ahnliche Weise erhalten wir

4

sup /o Z [(0%) + (0%y)?] + Z [(0°6) 9q)°] | du

<t<
0st=T la]=1 la]=0

S A*(SO(M 1/}07 907 do, ¥1, ’l/}l) -+ B*<M)TN2

Der Term A*(wo, 0, 0o, qo, 01, 1) kann man gegen die L2-Normen von 9%pg, 0%, 0°p1,
P4y, 0%0y, 0%qp fiir |a| = 1,2,3, |B] = 0,1,2 und hohe Normen von 92p(0, -), 92(0, -),
0:0(0, -), 04q(0, -) abschétzen.
Es lasst sich ferner zeigen, dass fiir hinreichend grofes N
N2
A*(9007 w07 007 qo, ¥1, wl) S 7
gilt.

Demnach ist (p,v,0,q) € Z(M,N,T), falls B*(M)T < % gilt, d.h. die Wahl von 7" hingt
nur von M und nicht von N ab.

Analog beweisen wir, dass S(@,v,0,7) = (¢,v,0,q) eine Kontraktion ist. Wir kénnen
eine Kontraktionskonstante C'(M)Te“)T finden, die nur vom M abhingt, sodass S eine

)Te
kontrahierende Abbildung von Z(M, N, T) in sich ist, falls 7" hinreichend klein ist. T ist
wieder nur von M abhéngig.

Damit hat man die lokale Existenz und Eindeutigkeit gezeigt.

Um die Aussage zu gewinnen, dass das neue Existenzintervall mit dem alten iiberein-
stimmt, argumentieren wir wie folgt.
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[0,7") bezeichne das neue maximale Existenzintervall. Ist dieses kleiner als das im Satz 3]
angegebene Intervall, so sind die Voraussetzungen unseres Satzes an jeder Stelle ¢t € [0,T")
erfillt. Da das Kontraktionsargument nicht von N, sondern von M und (p,v,0,q) €
X (M, T) abhéngig ist, kann man die Losung ab ¢ auferhalb von [0,7") glatt fortsetzen.
Damit ist die Annahme, dass [0, 7") maximal ist, falsch. Dies beendet unsere Beweisskizze.
O

Bemerkung 4.4 Wir vermuten, dass man in Analogie zu Thermoelastizititsgleichungen
auch einen allgemeineren Existenzsatz beweisen kann, indem man unter den gleichen Re-
gularititsvoraussetzungen wie im Satz[f.3 hohere Losungsregularitit bekommt (vgl. [3]).

Die Beweismethode geht auf Kato zurick und basiert auf einem abstrakten Begriff des
CD-Systems, der aus der Halbgruppentheorie stammt.

Wir geben hier die Formulierung dieses allgemeineren Existenzsatzes.

Voraussetzungen 4.5

1. 0 € C*(R,R),

2. 0y, (x,y) > Ko >0 fir alle z,y € R,

wobel s > [%] + 3 = 3 eine beliebige, aber feste natiirliche Zahl ist.
Die Anfangsdaten mogen

Yo € H*((0,L)) N Hy((0,L)), o q0.%1 € H'((0, L)) N Hy((0, L)),
012 € H2((0, L)) N Hy((0, L)), 6 € H((0,L)) (4.45)

und die Kompatibilitdtsbedingungen

U € HM((0,L)) N Hy((0,L)) (2<m<s—1), o€ L*((0,L)),

Pma € H"H(0,L)) N Hy((0,L)) (2<m<s—1), € L*(0,1)),

Gm € H™((0,L)) N Hy((0,L)) (1<m<s—2), g, € L2((0, 1)),

O € H*"™((0,L)) (1<m<s5—2), 0,1€L*(0,L)) (4.46)

erfiillen, wobei

sich aufgrund von g, g, 0, qo aus dem System (EI6)—(EI) ergeben.

Wir erwarten, dass der folgende Existenzsatz fiir die Anfangsrandwertaufgabe ([LI6])—

@21 gilt:
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Satz 4.6 Vorausgesetzt seien die Voraussetzungen [{.J sowie die Bedingungen (4-43),
(4-48). Dann besitzt (4.16)—({4.21) fir hinreichend kleines T > 0 eine eindeutige Lo-

sung

e, € () C™([0, 71, H (0, L)),

m=0
s—2

6,q € () C™((0,T], H™((0, L)) N C* ([0, T), L*((0, L))).

m=0

4.2 Existenz der eindeutigen globalen Losung

Wie im Kapitel B] schreiben wir (ZI6)—(2]) in ein System erster Ordnung fiir V =
(¢, Vo, Vi, 02 + 1,6, q) um und erhalten

Vi= AV + F(V,V,), Vo=V, (4.47)
wobel

F(V,Vz) = (0,04(¢2, %) = k(pr +1),0,0,0,0)'
= <O7 0-4,01 (9017 'l/J)QO;m; - k@mm + 0-1/1(807 ’l/})wm - kwma 07 07 07 0)/
= (07 Usox(v;cl? Vg)vfx - k:v;clx + Olﬂ(v;:l’ %)‘/;:3 - k‘/;cga 0’ 07 0’ O)/'

Fiir die Nichtlinearitit o € C*(R,R) sei
0. (0,0) = 7 (0,0) = k (4.48)
und
Tpuips (0,0) = 0,4(0,0) = 044(0,0) (4.49)

vorausgesetzt.

Die Voraussetzung (B3.2])

L L
| anttaas= [ puttado =0
0 0

impliziert

L
/ o(t,z)dx = 0.
0
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Um das zu beweisen, setze wie bisher g(t) := fOL o(t,x)dx.

Die Gleichung (Z.I6) liefert dann

prg"(t) + o(a(t, ), (t, )55 + ng'(t) = 0 =
p1g"(t) +0(0,0) — 0(0,0) + pug'(t) = 0 =
p1g"(t) + ng'(t) = 0.

Unter Berticksichtigung von ¢(0) = ¢’(0) = 0 erhélt man die Behauptung.
Uberdies gilt
F(‘/u va)(t ) S H7

denn

L
/ FU V. Vo)(t, w)da = o(pa(t, w), (L, 2))[3Z5 — k(pz + ¥)[5=5 =0,
) L
/ F2(V, V) (t,z)dx = / 0de =0
0 0

Ops (9017 1/})90:1::1: — kpzz + 01#(907 1/1)% — ki, € L2((07 L))v

und

falls V € Ho.
Ist V € Hs, so gilt zusétzlich

Oy (90:1:7 w)@m — kg + 01#(907 IP)% — ki, € Hl«ov L))v

demnach ist

P(V,V)(t,) € D(A).
Nach dem Duhammelschen Prinzip besitzt dann die lokale Losung die Darstellung

t
V(t) = eV, + / ARV, VL) (1) dr
0

(4.50)

(4.51)

Beim Beweils unseres Satzes wollen wir die Perturbationsmethode verwenden. Wir be-
merken, dass diese Methode auch auf nichtlineare Cauchy-Probleme fiir thermoelastische

Systeme anwendbar ist. Man vergleiche z.B. [10].

Wir setzen voraus, dass die Anfangsdaten in der Ho-Norm klein sind, d.h.

Vollz, <.
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Uberdies sei auch die Beschrénktheit von Vj in der Hs-Norm vorausgesetzt, d.h. es gelte

Vol < p
fiir ein p > 1.

Wegen der Stetigkeit der Losung existieren Intervalle [0, 7° und [0, 7] entsprechend, fiir
die

Hv<t)”7{2 < 57 Vit € [07T0]7
||V(t)||'H3 < 1y vt € [0’ Tl]
gilt.

Sei d > 1 eine spéter zu wihlende Konstante. Wir definieren positive Zahlen T}, und T},
als die grofsten Intervalllingen, fiir welche die lokale Losung

IV(#)lls, < 208, Yt € [0,T3)]
bzw.

IV (O)lln, < dp, Yt €[0,Ty]
erfiillt, wobei ¢; > 0 die Konstante aus der Ungleichung (311)

1€ Vol|,,, < cillV e

HHQ

bezeichne.

Unter diesen Voraussetzungen bekommen wir die nachstehende Abschétzung an die hohen
Energien.

Lemma 4.7 Es gibt positive Konstanten co, c3, die weder von Vi noch T unabhdangig sind,
so dass die im Satz[[.3 angegebene lokale Lisung fir alle t € [0,T4,] die Ungleichung

IVOIZ, < eollVoll3aet™ o IV Olhigdr

erfillt.

Beweis: Wir schreiben (4.I6]) um zu

P11 — k(py + V)x + 1101 = b(0y V)P + (P, )by (4.52)
mit

b(@:l?v w> = 0-4,01 (90171/1) - k = 0-4,01 (90171/}) - 0-4,% <O7 0)7
d(@a; V) = 0y(00, 1) — k = 0y (2, 1) — 04(0,0). (4.53)
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Multiplikation von (I6)—ETI9) in L2((0, L)) mit ¢y, 1, 0, q entsprechend liefert

1d
2dt

L ~ ~
:/0 b(@, V) Pantpr + Az, V)pprd

L
p1o; + paty + k(pe +1)° + b2 + p30® + Tog’dr + / e} + ¢*dx
0 0

L
0

L

- /oL (83613(%@) Poprdz — /O b(Pa, 1) Paard

L L, L
= [ dtpn s = [ (000 )) grde — [ Hpn0)pupds

Fiir die weiteren Abschétzungen bendtigen wir die folgende Ungleichung

1/2 1/2 1/2
= (le*llz=qo.zp) "~ < e ([le?llwrzo,zy)

1/2

el e 0.3y = (el Zoe go,)
< ¢ ([lullz2o,op lull 220,y + 2{u, we) r2(0,0y))
1/2
< ¢ (lullzzo.np lull 2o,y + 2l 2o,y lullmo.ny)
1/2
< e (lullzzo.np lull o) - (4.55)
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit vernachléssigen wir im folgenden die Terme nied-

rigerer Ordnung (T.n.O.) und schreiben b(,) statt b(w,, 1) und d(g,) statt d(e,, ). U
und d' bezeichnen dabei die Ableitung beziiglich der ersten Variablen.

Weil d € C*(R,R) und d(0) = d’(0) = 0 ist, ergibt sich nach der Taylorschen Formel

d(pa) = " (0p2) = G20ppap. (V0) (4.56)
mit ¥ € (0, 1).
Mithilfe von (£55) und (£56]) erhalten wir sofort

L
< e [ 10, Po)uplds
’ L
< el (P nll=oaplloslimqoay [+ s
. 0
< ellpal 2 0. l2el 2 0 / &+

<V [+ ot (457
0
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wobei ¢ > 0 eine von VY und 7T unabhingige Konstante bezeichne.

15 lasst sich ferner wie folgt abschéatzen

L
2 2
o, + pidx
Lo ((0,L)) /0 !

L
1/2
< clipaallu el [ ¢+ oida
0

1 77
1] < 5 || (ea) s

< VIV / &+ e, (4.58)
0

Weiter gilt

1d

L 1 (L,
I3 = 5q ; b(p,)pad + 5/0 <8tb(§0x)) prdr = I3 + I

Der Term I35 kann ebenso wie I in (£58) abgeschétzt werden:

L
ol < e VIV / Pz, (4.50)
0

Wir integrieren (A.54]) tiber ¢ und erhalten

t L ¢
+ / / /J(pf + ¢*dxdr = / L(7) + I(7) 4+ I31(T) + I3 9(7)dT.
0o Jo

0

Es gilt

t 1 L 1 L~ )
/ Iy (r)dr = / B(o)da + / b0 o2 —oda
0 2 0 2 0

Weil b(ip,) stetig ist und b(0) = 0 gilt, muss ‘Z;(cpx)

<eg:= % min {k:, bcl_f} fiir hinreichend
kleines 0 gelten, wobei cp := ’;—; die Poincarésche Konstante ist.

Ist 0 > 0 so gewahlt, so ergibt sich

1

L, 1 L
5 /0 (b<¢m>¢§+k<gpx+w>2+bwi) dr < - /0 (e92 + k(pe + ¥)* + bY2) dx

L

(2e(ipz + )% + 2ecp" Y2 + (@, +1)? + bY2) d

L

k(s +9)° + yida.

<

<

S— >—

oW N =



Kapitel 4. Nichtlineares Timoshenko System mit second sound — ¢, =19 =q =0 58

Analog bekommt man

1

L, 1 1L
5 /0 ()2 + klpa +0)? + b2 do > 5 /0 (0% + k(o +0)° +b05) du

L

1
> 5 [0 e 2+ bl + )+ 002 do

1 e
> 1 [ b+ 0+ b

0
Damit gilt
1 [t )
ab®t) < E(t) +5 | blps)pedr < cB()
0

fiir gewisse Konstanten ¢y, co > 0.

Demnach ist

t L
E(t) +/ / pe; + ¢*dxdr
0 JO
1 L

<c (5/0 b(0e) =092 | i—od + /Ot Li(1) + Iy(7) + [3,2(T)d7'> . (4.60)

Zusammenfassung von (AL57)—(A59), ([A.60) ergibt schlieklich

t
V2, < clVollz, + / VOGNV OS2V ()12, dr. (4.61)

Fiir die Abschétzungen an die héherer Ordnung Ableitungen von V' differenzieren wir die
Differentialgleichung (L.I6) bzgl. ¢ und bekommen mit Vernachlissigung einiger Terme
niedrigerer Ordnung

PlSOttt - k(@xt + wt)x + Msptt - g,(ﬁpx)wmtwmx + E’(@m)@tm + TTLO (462)

Differenzieren der Gleichungen (ALI7)—(@I9) nach ¢ und Multiplikation differenzierter
Gleichungen mit ¢y, ¥y, 0; und ¢; in L*((0, L)) ergibt
1d L L
S | o1t Pty + h(par + 0)? + bl + st + o + / P + g; dx
0 0

L L
= / b(r) Prazpredr + / V(02) PatPuapre + Tn.O.
0 0

=1L+ I+ Tn.O. (4.63)
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Wir kénnen I5 wie folgt abschitzen
L
] < ellpunlzmqony | o+ e
’ L
<AVOIEIVEE [+

Ferner gilt

L L

Iy = _/0 Bl(@x)@m%x%ﬂw - /0 B(@x)%x%tagdfﬂ = Iy + 1yp.
I, lasst sich genauso wie I5 abschétzen
L
aal < llgralimqon) | 1o+ ouda

L
< VLIV ()2 / s

Somit schlieBen wir

1d

L L
~ 1 ~
42 — 55 b(90$>gpt21‘dx o _/ bl(¢$)¢t$¢§$d'x = [47271 + [47272'
> di 2,

Dann ist

L L
1/2 1/2
el < cligullimony | s < il el | ehds

< VIV / 2.

Den Term Iy, konnen wir &hnlich wie den Term I3, in (A60) behandeln. Unter Be-
riicksichtigung der Differentialgleichungen kénnen wir aber .., ¥, 6, und g, gegen die
Terme im ersten Integral auf der linken Seite von (A.63) abschétzen. Damit bekommen

wir insgesamt

t
V)2, < clVollz, + / VORIV OV ()2, dr
0

(4.64)

Differenziert man ({.I6) nochmal bzgl. ¢, so bekommt man mit Vernachldssigung einiger

Terme niedrigerer Ordnung

P16 — k(Part + Vin)a + o = V' (02) 02000 + U (02) PrttPua
+ 20 (02) PatPaat + b(p2) Putaud + Ton.O.

(4.65)
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Schliefslich leiten wir (LI7)—(EI9) nochmal nach ¢ ab und multiplizieren alle differen-
zierten Gleichungen mit oy, ¥y, 0; bzw. ¢ in L*((0, L)). Dies ergibt

1d ("

24t J,
= V" (02) P arPrtr + U (P2) PrttPaatprst + 20 (02) PatPratfrnr + b(02) Prtzatprnda + Tn.O.
= I+ I; + Ig + 1. (4.66)

L
P1¢§tt + p2¢152tt + k(Qen + wtt)z + b‘Pazctt + p30t2t + TOQtQtd‘/E + / N‘P?tt + Qidx
0

Trivialerweise folgert man

L
1/2 1/2
\I| + | I7] + | Is| < |l VIEZIV 15 / 02+ 9+ PPy + PPda,
0

indem man den Term /4 gegen
B L
|Is] < Cllb"(%)wmwm||L°o<[o,1}>/ Yo+ Prnda
0
L
2 2
< dl[etall oo (o, 19wzl oo (r0,17) / P+ Piydr
0

L
< el I9nellmqou / Ot hyda
%/_/ 0

<u
1/2 1/2 L
< VIV / o+ L

abschétzt. Andere Terme lassen sich genauso wie frither behandeln.

Ferner gilt

L L
19 - _/ bl(@m)@mm@ttxwtttdx - / b(@m)@ttm@ttxdx
0 0
L 'Y 1 L 7! 2 Ld v 2
= - V' (02) PaaPrtzpruedr + 2 V' (¢2)Pra Py dr — 2dt b(pe) P dr
0 0 0
=Ig1+ Igs + Ios.
Folglich ist

L
1/2 1/2
Tou| + 1oa| < el VIL2IV]Y: / Py + .
0

Intergiert man die Gleichung (A66]) iiber ¢, so kann man den Term fot Iy 5(7)d7 in die
Abschétzung genauso inkorporieren, wie das in (£.60) gemacht wurde.
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Weil ©ire, Vore, Caoxts Vozts Ouzy Otzs Quwy Qe sich gegen andere Terme abschéitzen lassen,
bekommen wir letztendlich als Zusammenfassung unserer Abschatzungen

t
V)13, < cllVall3, +/0 VOBV @IV ()3, dr,
was nach dem Gronwallschen Lemma
IV, < callVall, exp {esllV O IV O EIV O3, }
sofort ergibt.
Nutzt man nun aus, dass
V)l <NV ()l < dp Yt € [0, Ty

gilt, so bekommt man

t
VO, < calVilioxp {es/i [ IV |
0

fiir zwei Konstanten ¢y, co > 0, die weder von V noch von T abhéngen.
Damit haben wir alles gezeigt. 0

Wir méchten nun eine gewichtete a priori Abschétzung fiir ||V (t)]|, beweisen. Unter
Verwendung der Darstellung (£51]) und des Satzes iiber die exponentielle Stabilitdt
im Linearen resultiert die Ungleichung

Ve < Vol + [ e APV 0

t
< are ol +er [ € [PV Vi), dr (4.67)
0

Da F nach (4.50)
F(V,Vy)(1) € D(A) CHyy, 72>0
erfiillt, kann der Satz B3 auf F(V,V,) fir s = 2 angewendet werden.
Mit den Voraussetzungen [@48) und @Z9) an o (und daher an b(p,) und d(yp,) kénnen

wir die Nichtlinearitit folgendermafen charakterisieren.

Satz 4.8 Es gibt eine positive Konstante c, sodass fiir alle W € Hs mit |W ||z, < C < 00
die Ungleichung

IE (W, W)l < W5, I W T2,

qgilt.
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Beweis: Seien ¢ := W! und 1 := W3. Dann folgt
E(W, W) = (0,b(02)¢as + d(92)12,0,0,0,0)’,
woraus sich
15(02) el 0.0y < (10(02)Puall 20,0y + 10 (92) 02l 20,0
+ 10(02) el 2(0.07)) (4.68)

ergibt.

Da b(p.) = 04, (p2) — 0,,(0) zweimal stetig differenzierbar ist, liefert uns die Taylorsche

Formel

b(x) = b(0) + U (0)pu + 20" (2) = 0200, (V02)
fir ein ¥ € (0,1).
Ferner ersiecht man leicht
10 pepe (VP2) || Loo(j0,0)) < €
falls ||z Lo (o,2)) < IVl < C < 00, da 0y, 4,0, stetig.
Weil ¥'(0) = 0 und ¥’ stetig ist, gilt die Ungleichung

10" (0a) I (o,2)) < 1@zl oo o,y 16" (O@aa) || oo 0,7y < ll @]l oo (po,L)-

Damit kénnen wir die Terme auf der rechten Seite von (LG8 wie folgt abschéitzen
1602 ¢zzllz20,0)) = 92000 00a (9P2) el z2(0,0)) < el 0Pl L2(0,.0))
< VI IV [l

16 (02)zallz(o.0) < elallzqomplltell 2oLy < Nealllzall 2.0
< VI IV I,

16(02) PaaallL2(0,0)) = €20 0npopn (002) Pzl r20,0)) < Cll@aPusellz2(0,0))
< VI IV (|35

Somit bekommen wir insgesamt

16(¢2) a0,y < ellV 7, IV l13es-

Da J(gpm)wx sich vollkommen analog abschatzen lasst, haben wir den Satz bewiesen.

Jetzt konnen wir die nachstehende a priori Abschétzung beweisen.

O
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Satz 4.9 Es ser

My(t) := sup (" [[V(7)]l.)

0<r<t

fiir t € [0, T3] definiert.

Dann existieren My > 0 und 6 > 0 derart, dass
Ms(t) < My < o0

gilt, falls [|Volla, < g und |[Volla, <9,
M st dabei von T4, und Vy unabhingig.

Beweis: Nehmen wir an, dass ||V, beschrinkt ist.

Unter Verwendung des Satzes L. ergibt sich aus (Z.G7))

t
V)l < cre™ I Vollw, + C/O e VIV (1) | adr.

Mit Hilfe von Lemma (£71) geht dies tiber in

t - 1/2
VOl < allVollme ™ +c | e V)12 Vol ™o Wb drgr (4,69
2 2 Ha 3
0

Ist nun ||Vp|ls, < O fiir ein im folgenden zu bestimmendes 6 > 0, so gilt fir ¢ €
[0, min{T? T} }]

m’ T m

t 1/2 t
V), < croe” " + C5l/zuecmf0 IV, dT/ e—a(t=7) ||V(T)||§’{22d7'
0

t —ar aT 1/2 ¢
< Cléefat + 651/2u€c\/@IO e /2¢ /2||V(T)”H2 dr / efa(tfr) (efarem— HV(T) ”?—L2)3/2d7'
0

t
0

t
< ey 0e” 82 eV M(t)Mz(t)g/Q/ e (a=m) 3o /3 g
0

woraus sich

t
Ma(t) < 615+051/2M€c@\/ml\/[2(t)3/2 sup €at/ e t=")g=3a7/2 00
0

0<t<oo

nach der Multiplikation mit e* offensichtlich ergibt.



Kapitel 4. Nichtlineares Timoshenko System mit second sound — ¢, =19 =q =0 64

Wegen

t —5/2at
2e
sup eat/ e—a(t—T)e—SaT/QdT: sup ——
0

0<t<oo 0<t<oo o

T=t
7=0

<c< oo

folgt

My(t) < 10 + 051/2,MM2(75)3/266\/@V Ma(t)

Wir definieren die Funktion

f(x) = 10 + 0 paeVavE _ g

™)

Abbildung: die Funktion f und ihre Nullstelle M

Es gilt f(0) = ¢16 und f’(0) = —1. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung ist

f(x) = 1(0) + /0 " p(e)dE = o + /0 " p)e.

Fiir hinreichend kleine z gilt f'(§) < —3. Dies impliziert aber

1
5-
1
fz) <6 — 7%
Wihlt man nun § < d; := 5=, so ist f(x) < 0. Weil f stetig ist und f(0) > 0 und f(z) <0

gilt, muss f im Intervall [0, z] eine Nullstelle haben. Sei M, die kleinste Nullstelle von f
in [0, z]. Diese existiert, da f~'({0}) N [0, z] kompakt ist.

Wir wéhlen nun ds < d; so klein, dass fiir My(0) = ||[Vo||3, < 02
My(t) < My

erfiillt ist. Dies ist auf Grund der Stetigkeit von M, (t) moglich.
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Damit ist My (#) nach oben durch M, fiir alle ¢ € [0, min{T%,, T\, }] beschrinkt.

Ist TY; > T4, so ergibt sich sofort die Behauptung fiir § < d und My(d;) < oco.

Sonst miisste T3, < Tj; gelten. Beachte, dass fiir hinreichend kleine d3 > 0
F(2018) = cpcdPeVaVass2 _ 15 < 0

fiir 0 < 53 gllt
Wihle nun 3 so klein, dass die obige Ungleichung giiltig ist.

Damit ergibt sich
IV ()l < Ma(t) < Mo < 2¢10

fiir § < min{ds, ds}.

Dies steht aber im Widerspruch zur Maximalitét von T%,. Deshalb muss T§; > T}, gelten,
d.h. die Behauptung gilt fiir 6 < min{ds, d3} und My(d;) < oc. O

Jetzt konnen wir den Satz liber globale Existenz und exponentielle Stabilitdat formulieren
und beweisen.

Satz 4.10 Es seien die Voraussetzungen des Satzes[{.3 erfiillt. Zusdtzlich gelte

Sei > 1 beliebig, aber fest. Dann gibt es ein 6 > 0 derart, dass falls ||Vo|lz, < 0 und
IVillns < g gilt, existiert eine eindeutige globale Losung (¢, 1,0, q) zu ({{.10)—(4-21) mit

p,1 € C°([0,00) x [0, L]),
0,q € C*([0,00) x [0, L]).
Uberdies existiert eine Konstante Co(Vy) > 0, so dass fiir alle t > 0
IV ()2, < Coe™"

mit o > 0 aus dem Satz[33 gilt.

Beweis: Der Satz sichert uns die Existenz einer lokalen Losung mit der Regularitét:

@, € C*([0,T] x [0, L)),
0,q € C*([0,T] x [0, L)).
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Das Lemma [£.7 und der Satz besagen ferner

1/2

IV O)llas < cllVollpge™ o IV lrizdr
S CH‘/OHH?,eé auMo S CBH%H'Hav t S Tj\ld S T7

wobei ¢ > 0 und ¢ so klein gewéhlt, dass ¢v/duMy < 1 gilt.

Setzen wir nun d := ce. So folgt

V)l < dllVollaes < dp, ¢t <Ty <T.

Ist Th; < T, so bekommen wir einen Widerspruch zur Maximalitét von T},. Daher muss
T3, =T sein.

Gilt 0 <t < T, so folgt aus (ZGY)

1/2

t
V)|l < er|Vollume ™™ + ¢ [ e DNV (7)|12, [ Vollage™ ™ o IV Ol dr gy
H Ho Ha 0 Ho Hs
t
< c|[Voll, + ¢ / IV ()2, eV 0 dr
0
t
< [Vl + ce"V RO M 1) / V) ladr,
0

woraus sich

V)l < K|[Voll, (4.70)

unter Verwendung des Gronwallschen Lemmas ergibt, wobei

K = cMoec(‘/m+M°).

Wiihlen wir nun 0 < ¢’ < £. Dann folgt

IV(T) I3, < K[[Vollae, < K0" < 6.

Somit existiert eine Fortsetzung von V' auf [T, 7 + T3(d1)], und mit ([Z70) folgt

VAT + T1(0) [, < K[[Vollae, <,

d.h. wir kénnen auf [T" + 71(61), T + 277 (0, )] fortsetzen.

Dabei haben wir (L.70) auf die Losung unseres Anfangsrandwertproblems zu Anfangsda-
ten Wy := V(T') angewendet. Dies ist berechtigt, da ||[Wy||y, < d und [|[Wyl|y, < ¢ < o0
nach Lemma [A.7]



Kapitel 4. Nichtlineares Timoshenko System mit second sound — ¢, =19 =q =0 67
Sukzessiv erhalten wir somit eine globale Losung V' = (i, ¢4, 1, ¢y, 0, ¢) mit
.9 € C3([0,00) x [0, L]),
0,q € C*([0,00) x [0, L]).
Speziell gilt fiir alle ¢ € [0, 00)
M2 <t> < MO < 00,
weil
IV ()l < K6 < 6.
Daraus resultiert aber
IV ()], < Moe™".
Damit haben wir den Satz bewiesen. [



Kapitel 5

Numerische Behandlung von
Timoshenko Systemen

In diesem Kapitel wenden wir uns den Finiten Differenzenverfahren zur Behandlung der
Timoshenko Systeme zu.

Bei Diskretisierung unseres Problems verwenden wir die Linienmethode. Hierzu trans-
formieren wir dieses in ein System erster Ordnung beziiglich ¢. Danach erstellen wir eine
Semidiskretisierung beziiglich z und schlieflich 16sen das auf diese Weise erhaltene System
gewohnlicher Differentialgleichungen mittels eines 1-Verfahrens.

5.1 Finite Differenzenverfahren

Das Losen des Timoshenko Systems mittels Finiter Differenzen bildet das Thema die-
ses Kapitels. Es werden ein Diskretisierungsschema vorgestellt und Aussagen iiber dessen
Stabilitdt und Konvergenz bewiesen. Letzteres beinhaltet Fehleraussagen unter Differen-
zierbarkeitsforderungen an die exakte Losung.

Wir befassen uns hier mit dem Anfangsrandwertproblem

P12 — k(e +V)e +ppy =0 in (0,7) x (0, L),

P2 — 0uy + k(00 +9) +70, =0 in (0,T) x (0, L),
P30y + K@y + Y =0 in (0,T) x (0, L),

Toq: + 0q + k0, =0 in (0,7) x (0, L)

A~ o~~~
o o ot o>

= W N =
S— N N N

samt Anfangsbedingungen

90(07 ) = Y0, Q/J(Oa ) = o, 0(07 ) = 0o, Q(Ov ) = qo (5 5)
(pt(oa ) = ¥1, wt(oa ) = 1/11 in (07 L) .

68
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und Randbedingungen

@(tv O) = ¢<t7 L) = w<t7 O) = w<t7 L) = Q<t7 0) = Q<t7 L) =0 n (OvT)' (56)

Man erkennt leicht aus der Gleichung (5.4]), das fiir € die Neumannsche Randbedingung

0.(t,0) = 0,(t,L) in (0,7) (5.7)

gilt.

Zur Diskretisierung definieren wir dquidistante Raum-

QM:ﬁMi:anﬂ,iu:%,neN
= {ih|i=1,...,n—1}
und Zeitgitter
Z, ={y7]7=0,...,m}, 7’2:%, m € N.

Wir definieren Einschrankungen jeweiliger Funktionen auf das Gitter €2, durch

@it) = ¢t ih),
() = @it ih),
Vilt) = (¢, ih),
‘I’z@) = wt<t7ih)7
0:(t) = 0t ih),
qi(t) q(t,ih).

Auf dem Gitter diskretisieren wir die rdumlichen Ableitungen unbekannter Funktionen
mittels Zentraldifferenzenformeln. Fiir f : 2, — R definieren wir rdumliche numerische
Ableitungen fiir ¢ € €2, durch

axfz = fz+1 _ fz
5 fl = f hfz 1
(3 + 0, )f _ Jim— i L
o 2h
a$$fl = 5J:81‘fz = fi+1 2fl + fl 1

h2
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Bemerkung 5.1 Im folgenden nehmen wir durchgingig f; = 0, © €  fir alle auftre-
tenden Funktionen an.

Daraus resultiert ein System gewohnlicher Differentialgleichungen fiir i € €,
i(t) — @i(t) =0,
)~k [Bt) + (252 ) (0] + i) =
W) = Wi(t) = 0,
P2V (1) — 00,0, (t) +
@+®)
2

p3bi(t) + K (

m%@+ﬁﬂﬂ+ﬁ<_

Die Werte ¢;(t), W;(t), ¥i(t), U;(t), 0;(t), q;:(t) fiir i € {0,n} ergeben sich aus den Randbe-
dingungen [2.6)), (5.7) geméf

@O(t) =0, Qpn(t) =0,
(I)O(t) = Oa (I)n(t) - 0,
%(t) =0, wn@) =0,
Uo(t) =0, W) =0,
Bo(t) = 01(), On(t) = On 1 (1),
w(t) =0, () =0,

wobei die Darstellung von 6y(t), 6,,(t) aus der Taylorsche Formel

=0
Oo1(t) = On(t) —h0,0,(t) +O(R?). (5.8)
N——

=0
hergeleitet wurde.

Setzt man nun

ui(t) = (@ilt), Ws(t), 1i(t), Wi(t), 0:(1), a;(t)),

!Brook Taylor, 18.09.1685-29.01.1731
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so ergibt sich
Doull (t) —+ (A(] -+ Al)ul (t) —+ A1u2(t>7
Dou;(t) + A,lui,l(t) —+ Aouz(t) -+ Aluiﬂ(t), 2 S ) S n — 2,
DQU;_l(t) + A_lun_g(t) + (AQ + Ar)un_l(t). (59)
wobei
DO - diag(lapla 1>927P3>7—0)>
0O 0 O 0 0 0 0o 0 0 0 0 0
% 0 2 0 0 0 —%5 0 =2 0 0 0
A 0 0 0 0 0 0 A 0o 0 0 0 0 O
-1 = y A1 = )
—£ 0 -5 0 -2 0 2 0 —-% 0 2 0
0 0 0 —5 0 -3 0 0 0 & 0 5
0 0 0 0 —5 O 0O 0 0 0 5 0
0 -1 0 0 0 0 0000 O O
Z o 0 0 00 0000 0 O
0 0 0 -1 0 0 0000 0 O
d=19 o Z+k 0 00 Ar=—a = 0000 —3 0
0 0 0 0 0 0 0000 O O
0 0 0 0 0 ¢ 0000 —5 0
Ferner definieren wir
u ()
ay = | 2
un,l(t)
Mit dieser Notation geht (5.9)) tiber in
u'(t) = —Au(t), (5.10)
wobei
(Al +4) A 0 0 0o ... 0
Ay Ay A1 0 0o ... 0
0 Ay Ay A 0o ... 0
A=D" S - ,
0 0 A, Ay A 0
0 0 0 A_1 Ao Al
0 0 0 0 A, (A +A4)
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Das Problem (G5I0) wollen wir nun in der Zeit mittels eines 9J-Verfahrens diskretisieren.
Sei die Restriktion von u(t) auf das Gitter Z, durch
uw(t) = u(rj), j€Z
gegeben.
Unter Berticksichtigung der Anfangsbedingungen (2.1) ergibt sich
u1(0)
0._ u2(0)
un—1(0)
mit u;(0) = (po(ih), ¢1(ih), Yo(ih), 1 (ih), Oy (ih), go(ih)), 1 <i <n —1.
Zu einem ¥ € [0, 1] lautet damit das ©-Verfahren
W = — AT — (1 - 9)AW, j=0,...,m—1,
woraus sich
(Id + 7)™ = (Id — 7(1 =N A)w!, j=0,....,m—1 (5.11)

ergibt.

5.2 Lokaler Diskretisierungsfehler und Ordnung

Wir untersuchen den Approximationsfehler (globalen Fehler) der durch (5.10]) erhaltenen
diskreten Approximation

u=(u’,ut,. . U™ u™) € ((R6)Qh)ZT

also der Losung des so definierten Systems von linearen Differenzengleichungen.

Bemerkung 5.2 AP bezeichnet dabei die Menge aller Abbildungen von B nach A.

Wir transformieren das iterative Verfahren (L.I1]) in ein Gleichungssystem. Setzt man
T :H” — H”

U (u(()) -, urly + 17)_) —u(7))

+9Au(T(j+ 1)) + (1 =) Au(rj), j=1,... ,m),
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so ist (BI0) mit dem Gleichungssystem
T(u)=0

dquivalent. H C ((R%)%) sei dabei ein Banachraum.

Sei u die wahre Losung von (B.I)—(5.6) restringiert auf das Gitter Z; x 2.

Definition 5.3 Zu einer Norm || - || auf H C (R®) heift || T(0)||#.0o gegeben durch

w(r(j +1)) = u(rj)

1T () |[3,00 = max { [u(0) — w3,

+ 9Au(T(j + 1)) + (1 —0) Au(Ty)

, jzl,...,m} (5.12)
H

der Konsistenzfehler.

Man fiihrt die diskreten Hilbertraume L?(€) und H}(€,) ein, wobei
L () = {f>9 FQ = RIS, 9) 200 = hZfz‘gz} )
i=0
H01<Qh) = {f7g S L2<Qh) | fZ =0 = 07 1€ {Oan}a <f7 g>H&(Qh) - <8:Bf7 8:c9>L2(Qh)
n—1
=hY 0.f axgi}.
i=0

Nun versehen wir den Raum H := H}(Qy,) x L2(2,) x HJ () x L2(,) x L2(Q,) x L* ()
mit dem Skalarprodukt (-, )4, indem wir

(U1, ug)p = pr(P1, Pa)r2(0,) + P2(V1, Wa) r2(0,) + 0(0p1, 0202) 12(020)

0y + 0, 0y + 0,
(B ) er(on (255 )
2 L2(Qy) 2 L2(Qp)

+k <8:c9017 81902>L2(Qh) + k <7/117 ¢2>L2(Qh)
+ p3(01,02) 12(0,) + T0{q1, 42) £2(0))

fir up = (pr, Pk, Vi, Vi, Ok, qx) € H, k € {1,2} setzen.

Lemma 5.4 H ist ein Hilbertraum.
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Beweis: Wir zeigen zunichst, dass L*(€2;,) und Hg () Hilbertriume sind.

Offenbar sind die Abbildungen (-, ) r2(q,) und (-, -) y1(q,) bilinear und symmetrisch. Nach-
zuweisen ist ihre positive Definitheit.

Sei u € L*(Q). So ist (u,u)r2q,) > 0. Gilt nun (u, u)rz2q,) = 0 fir ein u € L*(Qy,), so
folgt u; = 0,7 € Qp, d.h. u=0.

Analog ergibt sich (u,u)p1(q,) > 0. Falls (u,u)yq,) = 0 fiir ein v € Hy() ist, so
bekommt man u; ., —u; = 0, i € Qy, daher u; = u, = ug =0, i € Q,, d.h. v =0.

Die Vollsténdigkeit beider Raume folgt aus der Vollstindigkeit von R,
Mit unseren Voriiberlegungen ist die Bilinearitéit und Symmetrie von (-, -)4; offensichtlich.

Zu zeigen bleibt, dass (-, -)3 positiv definit ist. Wir betrachten

(u, u)a == pr(®, P) r2(0) + P2V, V) 12(0,) + 0(Detp, Orp) L2(0y)

Oy + 0y
+k<amgo,axgo>mh>+2k<< ! )%w> TR
L2(Q2p,)

+ p3(0,0) 1200,y + T0(q, @) 12(02,)-

Eine grofte Abhilfe beim restlichen Beweis schafft der Differenzenkalkiil (s. z.B. [2]), der
in Analogie zur kontinuierlichen partiellen Integration partielle Summation darstellt.

Zu u,v € L*(€2y,) gilt also

Oz, v) 1200,y = — (U, OxV) 12(0,), (5.13)
falls w oder v in Hg () ist.

Da 0, und 0, kommutieren, gilt auch

(8mu, 8$U>L2(Qh) = (5mu, 8$U>L2(Qh)'

Setze
0, + 0,

S 1=k (0o, 02) 2o,y + 2K < < ) v, @/)> + kW) 20, -
L2(Qp)

Der Differenzenkalkiil erméglicht es uns, den Ausdruck S wir folgt abzuschétzen

k k-
S = 5 <896§07 ax()O)L?(Qh) + 5 <8x907 6$SO>L2(Q;L)
+ k <am§0, w>L2(Qh) =+ k <a$S07 1/}>L2(Qh) + k <,l/}7 w>L2(Qh)

k

k= _
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Damit bekommt man

(u,uyy > 0.

Sei nun u € ‘H mit (u, u)y = 0. Sofort ergibt sich

Uberdies gilt S = 0. Daher

k ko _
5(@;@ + 1), 0pp + V) 12(0,) + 5(3190 + 1, 0p0 + V) 1200,y = kW, ¥) 12(q,) = 0.

Demnach ist ¢ = 0. Folglich ist (-, )3 ein Skalarprodukt auf H.
Unter Beriicksichtigung der Vollstéindigkeit von (R®)$* folgt die Behauptung. 0

Bemerkung: Man erkennt leicht, dass 7" den Raum #H#" in sich abbildet, da die ,Rand-
bedingungen“ auf jedem Zeitlevel erfiillt sind.

Definition 5.5 Es sei

Cmm2([0,T] x [0, L)) := { f|0f* 9% f € C([0,T] x [0,L]), k; = 0,...,ns i = 1,2}
Der folgende Satz charakterisiert die Konsistenz des Verfahrens (G.11]):

Satz 5.6 Sei (¢,v,0,q) die Lésung zu (51)—(58) mit der Regularitdit

@, € C*([0,T] x [0,L]), 60,q€ C**([0,T] x [0, L)]).

Dann gilt
IT(@) |00 = O(*) + O(7)  fiir b7 =0,

wobei U = (¢, ¢y, 0,0y, 0,q) die Restriktion jeweiliger Funktionen auf das Gitter T, x €,
bezeichnet.

Gilt zusdtzlich ¥ = % und

g, € CM([0,T] x [0,L]), 0,3 C**([0,T) x [0, L)),
so folgt

IT(@) | 34,00 = O(R?) + O(7%)  fiir h, 7 — 0.
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Beweis: Die Taylorsche Formel liefert

f(t—i—T,l’)—f(t,x) _ ft(tax)+0(7)v fttEC([O,T] X
T fe(t,x) + %Tftt(t,l‘) +0(72), fur € C([0,T] x

Gilt frzze € C([0,T] x [0, L]) fiir ein f, so ergibt sich
ft,z+h)— f(t,x—h)  2hf.(t,x) + O(h?)

= fuo(t,2) + O(h?),

2 N 2h
i
flt,x+h)— 2f§f2, z)+ flt,e—h) 25 fm(t,;) +0(h") _ fea(t,z) + O(R?).

Mit (5.8) folgt
0(t,0) = 0(t,h) + O(h*), 0(t,L —h) =0(t, L) + O(h?).

Da fiir entsprechende Komponenten von u die obigen Aussagen wegen der vorausgesetzten
Regularitit gelten, ergibt sich fir (t,z) € Z, x Q

u(t +7,x) — u(t, r) _ { u(t, z) + O(7), iy € C([0,T) x [0, L], R®)
T ﬂt(t, l‘) + %Tﬂtt(t, l‘) + 0(7—2), U € C([ s ] X [O, L],R6)
— Pt
~k(@uw + ) + @y + O(h?)
(Au)(t,z) = Dy’ B (t.2).

by + k(P + ) + 70, + O(h?)
Ko + Yt + O(h?)
6q + K0, + O(h?)

Die Taylorsche Formel liefert

HAu)(t + 7, x) + (1 = J)(Au)(t, x)
— { ( )(t7 )+ ( ) ﬂtt € C([OaT] X [OaL]a R6)a
(Aa)(t, x) + §(Au)(t, x) + O(r?), ¥ = 3,0 € C([0,T] x [0, L], R°).

Unter Beriicksichtigung von (B.10) bekommt man

alt+, 3 — ) | gaa(t 47 + (1= 9)Aa(t+ 7, )
M
I (@(t, ) + (Aa)(t, 2)) + (@t ) + (Aa)(t,2)), + O(T?) ||, ¥ =3

O(r) +0(h?), ¥ # 3,
{ O +0(h?), ¥ =1

|
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Da die letzte Identitét fiir alle t € Z, gilt, heifst es

_ O(7) + O(h?),
HT(U)HH,OO - { 0(7_2) + O(hQ),

<
[N
NIl

S8
|

Damit ist das Verfahren konsistent der Ordnung 2 in x und der Ordnung 1 in ¢, falls ¥ # %,
und der Ordnung 2 in ¢ und z, falls ¥ = % Die wahre Losung muss dabei hinreichend
glatt sein. O

5.3 Stabilitat und Konvergenz

Bei einem zeitabhéngigen Problem verstehen wird unter Stabilitit, dass Storungen mit
wachsendem ¢ sich nur in beschréankter Weise auswirken. Fiir ein h-abhéngiges semidis-
kretes System (also eigentlich eine Familie von Systemen, wie z.B. in unserer Situation)
wird verlangt, dass die entsprechenden Abschétzungen von Storungseffekten unabhéngig
von h fiir h — 0 gelten sollen.

Bei numerischer Integration eindimensionaler Systeme hyperbolischer Gleichungen der
Gestalt

uy + Au, = 0

mittels eines expliziten Verfahrens, ist es fiir dessen Stabilitdt notwendig, dass das Cou-
rant Friedrich Lewa—Kriterium erfiillt wird, d.h. fiir eine Matrixnorm || - || gelte

.
—||A|l < 1.
T4l <

Da 1y < 1 vorausgesetzt ist und ||A(7p)|| — oo fiir 79 — 0 gilt, wiirde dies aber eine starke
Einschrinkung auf den Zeitschritt 7 bedeuten. Diese empirischen Uberlegungen besagen,
dass wir auf explizite Verfahren verzichten miissen. Als Belohnung werden wir ein von 7
unabhéngiges stabiles Verfahren bekommen.

Definition 5.7 Ein Modell T'(u) = 0 heifst stabil bzgl. h und T, falls es ein von h und T
unabhdngiges ¢ > 0 gibt mit

[u = 00 < | T(w) = T() 2,00
fiir alle u,v € H?, falls h < hy, 7 < 11(h).

Unbedingt stabil heifit das Modell, falls 7 von h unabhdngig ist.

2Richard Courant, 8.01.1888-27.01.1972
3Kurt Otto Friedrichs, 28.09.1901-31.12.1982
4Hans Lewy, 20.10.1904-23.08.1988
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Satz 5.8 Fiir alle ¥ € [0,1] ist Id + T9A nvertierbart, d.h. das Verfahren (511) ist
durchfihrbar.

Unbedingt stabil ist das Verfahren fir 9 € [%, 1].
Beweis: Wir werden hier die im Lemma bewiesene Aussage ausnutzen, dass H ein

Hilbertraum (und somit auch ein Banachraum) ist. Wir betrachten dabei die durch das
Skalarprodukt erzeugte Norm || - |3y auf H.

Wir zeigen nun, dass —A dissipativ ist, d.h. fiir alle u € H

(Au,u)z > 0
ist.
Sei v € H. So gilt fiir i € Q,
—,
—k [éxaa:%‘ + (5’%&» ?/Ji] + pn®;
—,

(Aw) =Do" | —b0, 001+ [ (252) 1+ wi] + (252 6,
() (35
0g; + K (@) 0;

Damit ergibt sich unter Beriicksichtigung der diskreten Randbedingungen
Oy + Oy

(.0 k] (25 “0“4 (8x'gaf)e,\1f>mh>

O, D) 1) — k<(8 =% ) ¢>
L2(Qp)

iy <\If (a 0 ) g0> — k{(0,®, 0:0) 1200y — k(W ) 120,

<)

L2(Q,
0y + 0,
+ (0 + K <

5 ) W, 0) L2 ()

) 0,010 = @l + Sz = 0. (5.14)

Ferner gilt
(Id+ 19A)v,v)3 > ||v] - (5.15)
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Mithin ist der kleinste im Betrag Eigenwert von Id 4719 A grofer oder gleich 1. Die Matrix
Id 4+ 79 A ist also invertierbar.

Zu einem ¥ € [0, 1] betrachte

1
H1 = —Id + Q9A,
T
1
Hy:=~Id— (1 - 0)A.
T

Die Iteration (B.I1]) schreibt sich dann zu
Hyw'™ = Ho/, j=0,...,m—1.

Wir betrachten den Fall v € [%, 1].

Wegen

1
<H1U, U>'H Z -

\]

folgt sofort
[HH <

Auferdem gilt

-1
H'H, = < Id+A) (lld— (1 —ﬁ)A) =1d — <11d+19A) A
T

—1
=1Id — ( Id + ﬁA) <lId + A — lId)
9 T T

1 1/1 - 1 .
_Id—E(Id—;(;ﬂ?A)) _Id—E(Id—(Id+ﬂ9A) )

1
- (1 . 5) Id + (Id + 70A) !
Unter Beriicksichtigung von (BI8) und ¢ € [1, 1] erhalten wir

1
| H T H || <2 — 5 < 1.

Und folglich gilt
I(H T Ho)™ || < 1.

Die Stabilitdat folgt nun aus dem in der Numerik bekannten Stabilitdtslemma mit ¢; =
Coy = 1. U
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Lemma 5.9 Seien H(7), Ho(1) € H x H, die von 7 € (0,T] abhingen. Sei eine Norm
| - [|x auf H gegeben. Hy(T) sei invertierbar mit

|Hi (1) <ar V7 e (0,T).

Ferner existiere eine Konstante co > 0 mit

I(Hy Ha)™ (1) [ < o

Dann gilt fiir T' die Stabilitatsungleichung
lu =l < c2(L+ D) T(u) = T(0)|lr00 Yu,v € H.

Bemerkung 5.10 Numerische Experimente zeigen, dass die unbedingte Stabilitat im all-
gemeinen nur fir 9 € [%, 1} vorhanden ist.

Definition 5.11 Das Modell T(u) = 0 heifst konvergent der Ordnung p; bzgl. t und po
bzgl. = fir ein W, falls es zu jeder Losung u € W der Anfangsrandwertaufgabe (2.1])—
(E4) Konstanten h,7 > 0 gibt, sodass das Gleichungssystem T(u) = 0 fir 0 < h < hy,
0 <7 <m7(h) eine Losung u besitzt mit

|t — ul|,00 = O(TP* + hP?).
Satz 5.12 Das Problem (51)—(5.4) mdge eine Lisung @ = (@,4,0,q) mit der Regula-
ritat
5,0 € COH0,T) % [0,1)), B C*3(0,T] x [0, 1]).
besitzen.

Dann ist das Verfahren (211) zu v € [%, 1} fiir h=Lund?=T konvergent der Ordnung
1 bzgl. t und der Ordnung 2 bzgl. x.

Ist ¥ = % und gilt zusdtzlich
5,0 € CH([0,T) x [0,L]), 8,g€ C*((0,T] x [0, L]).

so ist das Verfahren konvergent der Ordnung 2 bzgl. t und x.

Beweis: Nach dem Satz[B8list das Gleichungssystem T'(u) = 0 16sbar. Sei u seine Losung.
Die Satze und .8 implizieren
12 = ull3,00 < €| T (@) = T(u) 300 = CllT (@) l[300 + €l T () 2,00
o [ omom), e (]
- C”T(u)”?{,oo - { 0(7'2) + O(hz), 9 =

1
2

Damit ist alles gezeigt. O
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5.4 Numerische Ergebnisse

Im diesem Abschnitt présentieren wir die numerisch berechnete Energie der Losung zum
folgenden Datensatz. Unter der Energie zu einer numerischen Losung u = (u®, u!, ..., u™)
verstehen wir die Abbildung E, : Z. - R, j — $|lu/|3,.

Wir betrachten die Anfangsrandwertaufgabe (B.1)—(B.6]) auf [0, 8] x [0, 7] zu den Anfangs-
daten

©(0,z) = 2sin(x) + sin(bz) — x (:c — %) (x —m), ¢(0,2) = sin(z) + 3sin(2x),
¥(0,2) = —sin(z), ¥ (0,2) = —sin(z),
0(0,z) =sin(z), ¢(0,z) = cos(x).

Die Konstanten sind wie folgt angesetzt

pr =1, b =10,
P2 = 057 n= 17
P3 = 17 Y= 27
T0 = 10_10, 0= ].,
k = 20, Kk =4.
Es werden h = {f55 und 7 = ﬁ als den Raum- bzw. Zeitschritt gewahlt.

Die folgende Abbildung stellt die Energie der numerischen Losung fiir ¢ = % dar.

400
350
300
250
200
150
100

50
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