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1 Einleitung

Die vorliegende Dissertation beschéftigt sich mit einer Problemstellung, die unter
anderem in der Materialforschung, spezieller im Fachgebiet der polykristallinen Me-
talle, hdufig auftaucht. Polykristalline Metalle wie etwa Stahl oder Aluminiumlegie-
rungen weisen ein sehr komplexes anisotropes (d.h. richtungsabhéngiges) elastisches
Verhalten auf, welches durch die kristalline Mikrostruktur des Metalls bestimmt
wird. Mochte man zum Beispiel den Verformungsvorgang eines solchen polykristal-
linen Metalls optimieren bzw. numerisch simulieren (man denke dabei zum Beispiel
an die Herstellung verschiedenster Fahrzeugteile in der Automobilindustrie), so wird
es demnach von grofler Bedeutung sein, diese Mikrostruktur genauestens zu kennen
bzw. sie mathematisch beschreiben zu kénnen. Betrachtet man diese innere Struktur
etwas genauer, etwa mit Hilfe von Kristallschnittbildern des Metalls, so stellt man
fest, dass das Metall aus lauter Einkristallen aufgebaut ist. Ein Einkristall zeichnet
sich dadurch aus, dass alle Elementarzellen des Einkristalls identisch ausgerichtet
sind. Die Ausrichtung eines Einkristalls kann also durch Angabe einer fiir den Ein-
kristall charakteristischen Orientierung beschrieben werden, die beziiglich einer fiir
alle Einkristalle fix gewéhlten Referenzelementarzelle angegeben wird. Mathema-
tisch geschieht dies mit Hilfe der SO(3)-Rotationsmatrizen. Mochte man nun wissen,
wieviele Kristalle einer zu untersuchenden Metallprobe die Orientierung @ € SO(3)
haben, so liefert die GroBle f(Q)dQ in einer Umgebung von () eine Antwort dar-
auf, wobei mit f die sogenannte Kristallorientierungsverteilungsfunktion (kurz: codf
- crystalline orientation distribution function) gemeint ist. Zahlreiche theoretische
und numerische Studien belegen die Wichtigkeit der codf fiir eine prézise Voraussa-
ge des Verhaltens eines Materials. Deshalb gilt die codf in der Materialwissenschaft
als Hauptreprasentant der polykristallinen Mikrostruktur. 2% Eine Bestimmungsglei-
chung fiir die codf ist gegeben durch ein allgemeines Momentenproblem:

Finde eine positive Dichte f > 0 beziiglich einem Mafl u, die zu gegebenem n € N
beziiglich der Momentenfunktionen a; und der Momente b; folgende Bedingungen
erfillt:

/aif dp = b; fir i=1,...,n (1-1)
Q
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Dabei betrachten wir im Folgenden eine "natiirliche” Klasse von Momentenproble-
men:

Q C G: G lokalkompakte topologische Gruppe
w: HAAR-MaB auf G
a; : Darstellungsfunktionen auf G
b; : Momente

(z.B. Messwerte, d.h. gegebene reelle Zahlen)

Warum diese Klasse als "natiirlich” bezeichnet wird, wird im Folgenden anhand
von Beispielen erldutert werden. Das Eingangsbeispiel mit den Kristallorientierun-
gen legt nahe, warum man hierbei die Klasse von Momentenproblemen auf einer
Gruppe betrachtet, denn durch diese Vorgehensweise wird man das Eingangsbei-
spiel fir G = SO(3) einfach in den Kontext einbinden kénnen. Um jedoch iiber
eine Gruppe integrieren zu koénnen, wird ein entsprechendes Mafl auf der Grup-
pe benotigt, welches das sogenannte HAAR-Mafl sein wird. Dabei handelt es sich
um eine Verallgemeinerung des allseits bekannten LEBESGUE-Mafles A. Die Eigen-
schaft der Translationsinvarianz des LEBESGUE-Mafles, d.h. dass fiir beliebige Bo-
REL-messbare Mengen A C R™ und fiir jedes 2z € R™ die Bedingung A(A+x) = \(A)
gilt, wird auf Gruppenebene durch die sogenannte Linksinvarianz ersetzt. Ein Mafl
1t bezeichnet man dabei als linksinvariant, wenn fiir jede BOREL-Menge B und jedes
Gruppenelement g die Bedingung p(gB) = p(B) gilt. Somit wird das HAAR-Maf§
wie folgt definiert: 16!

1.1 Definition. Das linke Haar-Maf3 einer lokalkompakten topologischen Gruppe
G ist das bis auf einen Faktor eindeutig bestimmte linksinvariante regulire BOREL-
Ma8B, das auf nichtleeren offenen Teilmengen positiv ist.

Das rechte HAAR-Maf} erhédlt man analog und ist ebenso bis auf einen Faktor ein-
deutig bestimmt. Stimmen rechtes und linkes HAAR-Ma# iiberein, so nennt man die
Gruppe unimodular. Im Falle von lokalkompakten abelschen Gruppen und im Fal-
le von kompakten Gruppen ist dies gegeben. Desweiteren ist das HAAR-Maf} einer
lokalkompakten Gruppe genau dann endlich, wenn die Gruppe kompakt ist.

1.2 Beispiel. Betrachten wir die additive Gruppe (R™,+), so ist das HAAR-Maf3
gerade durch das LEBESGUE-Maf} auf dem R™ gegeben.

Die sogenannten Momente b; sind zum Beispiel Messwerte. Beim eingangs erwahn-
ten Beispiel der codf werden diese Messwerte als Informationen iiber Kristallorien-
tierungen iiber einem zwei- oder dreidimensionalen rdumlichen Gitter experimentell
bestimmt, etwa iiber die Methode der Elektronenbeugung am Kristall. F%2432] Diege
Vorgehensweise liefert folglich eine Punktmaf-Approximation der Orientierungsver-
teilung, da nur diskrete Orientierungen detektiert werden. Da fiir eine qualitative
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Auswertung und Interpretation der Materialtextur jedoch eine glatte Darstellung
der kompletten codf von grofler Bedeutung ist, muss eine solche glatte Darstellung
rekonstruiert werden. Dies gelingt mit Hilfe von Rekonstruktionsalgorithmen, wie
etwa der Maximum Entropie Methode, auf welche spéter noch genauer eingegangen
wird, indem man die Messwerte in Form von gewichteten Mittelwerten der detek-
tierten Orientierungen verwendet. 243546]

Eine sinnvolle Wahl der Mittelwerte, den sogenannten tensoriellen Texturkoeffizien-
ten, wurde in der Texturanalysis durch ADAMS, BOEHLER, GUIDI und ONAT ein-
gefithrt 229 ynd wird im Laufe dieser Arbeit noch von Bedeutung sein. Sie ermogli-
chen eine koordinatenfreie Darstellung kristallographischer Informationen, eine Ei-
genschaft, welche in vorherigen (nicht-tensoriellen) Darstellungen nicht vorliegt. 1314
In einer koordinatenfreien Formulierung kénnen Resultate iiber anisotrope Tensor-
funktionen B0 ynd homogenisierte Gleichungen® jedoch in einer sehr effizienten
und kompakten Form formuliert werden. 24

Es zeigt sich, dass das Problem der Rekonstruktion einer nicht-negativen codf aus
gegebenen tensoriellen Texturkoeffizienten nicht nur im Bereich der Datenvisuali-
sierung, sondern auch im Modellierungsprozess von Texturevolutionen auftaucht.
Tatséchlich kann man unter Verwendung des codf-Rekonstruktionsproblems eine
Evolutionsgleichung fiir die fithrenden Texturkoeffizienten herleiten. Die Ergebnisse
liefern sinnvolle Voraussagen der Texturen und reproduzieren dabei die experimen-
tell beobachteten stationéren, verformten Texturen. 624

Um den Begriff der in der Klasse der Momentenprobleme erwéhnten Darstellungs-
funktion auf einer Gruppe genauer zu erldutern, betrachten wir die folgende
Definition 2

1.3 Definition. Sei G eine lokalkompakte Gruppe und V' ein topologischer Vektor-
raum, dann heiflt eine stetige Abbildung o : G x V. — V mit der Eigenschaft, dass
04 : U — p4v linear ist und g, = 040n, eine Darstellung von G auf V. Bei Wahl
eines v € V und einem linearen Funktional a € V* aus dem zugehdorigen Dualraum
V* bezeichnen wir die Abbildung g — a(p,v) als Darstellungsfunktion auf G.

Im Falle von G = (R,+) und V' = R™ erhalten wir fiir ein beliebiges A € R™*™
mit o, = exp(gA) mogliche Beispiele solcher DarstellungenE]. Wiéhlt man nun in
R™ die Standardbasis, so sind die Darstellungsfunktionen g — e/ (04¢;) gerade die
Matrixeintrdge der Matrix o, .

Im Folgenden wollen wir anhand dreier Beispiele mogliche auftretende Darstel-
lungsfunktionen und ihre Eigenschaften betrachten, um damit die Natiirlichkeit der
gewiahlten Klasse an Momentenprobleme zu unterstreichen:

! man beachte, dass aufgrund der Funktionalgleichung der matrixwertigen Exponentialfunktion

fiir kommutative Matrizen die Bedingung 0441 = exp ((g + h)A) = exp(g9A) exp(hA) = 040
erfiillt ist
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1.4 Beispiel. G=(R,+),V =R™

0 1 0 0
: o1

Berechnen wir die zugehorige Matrixexponentialfunktion exp(tA) zu dieser nilpo-
tenten Matrix A, so erhalten wir fiir die darstellende Matrix der Darstellung

142 1 m—1
]. t §t A mt
0 :
o =exp(tA)=|: . . 1p2
: - .. t
0 - o 0
Die auftretenden Darstellungsfunktionen sind demnach vom Typ 1,¢,¢2,...,t" 1,

d.h. Monome bis zum Grad m—1. Eine wichtige Figenschaft dieser Darstellungsfunk-
tionen ist die Translationsinvarianz beziiglich der Gruppenoperation. Betrachtet
man ein Polynom p, das durch diese Monome erzeugt wird, d.h. dass p sich mit
gewissen Koeffizienten «; € R in der Form p(t) = E:.:)l a;t' darstellen lisst, so
gilt fir ein beliebiges h € R, dass sich auch das Polynom ¢ mit ¢(¢) := p(t + h)
mit gewissen Koeffizienten f; in der Form q(t) = S.7",' fit* darstellen lisst, was
sich durch simples Ausmultiplizieren nachrechnen lasst. Diese Translationsinvarianz

wird spéter von Interesse sein.
Insgesamt erhalten wir mit (1-1)) fiir Q@ = R die bekannten statistischen Momente

/OO t*fx(t) dt = B(X"),

[e.9]

wobei E hier den Erwartungswert der k-ten Potenz einer stetigen Zufallsvariable X
beschreibt und fx die zu X zugehorige Dichtefunktion bezeichnet.

1.5 Beispiel. G = (R,+), V = R?

A:(_(O 1) w>0,neN

nw)? 0
Fiir die darstellende Matrix der Darstellung erhalten wir in diesem Fall

QtzeXp(tA):< cos(nwt) %Sin(nwt))

—nwsin(nwt)  cos(nwt)
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Die auftretenden Darstellungsfunktionen sind hier vom Typ sin(nwt), cos(nwt) und
haben ebenso die Eigenschaft der Translationsinvarianz beziiglich der Gruppenope-
ration, wie man unter Verwendung bestimmter Additionstheoreme fiir trigonome-
trische Funktionen nachrechnen kann.

Fiir ein T' > 0 liefern die Momente in diesem Fall fiir = [0, 7] die bis auf einen
Faktor bestimmten FOURIER-Koeffizienten

/0 sin(nwt) f(t) dt und /Ocos(nwt)f(t) dt

der FOURIER-Entwicklung der Dichtefunktion f auf dem Intervall [0, 7.
1.6 Beispiel. G = (R,+), V =R?

—5 0
A:( o 52) 51,80 € R\ {0}

In diesem Fall erhalten wir fiir die darstellende Matrix der Darstellung trivialerweise
e st 0
Ot = exp(tA) = ( 0 e—sgt) .

Auch hier haben die auftretenden Darstellungsfunktionen vom Typ e %1%, e~2! die
Eigenschaft der Translationsinvarianz, wie man mit Hilfe der Funktionalgleichung
der Exponentialfunktion nachrechnen kann.

Die Momente liefern in diesem Fall fiir 2 = R>( Funktionswerte der LAPLACE-
Transformierten von f an den Stellen s; und s, d.h.

Cemtp@yde wd [ e di
/0 e 1 f(t) dt un / e "2 f(t) dt

0

Zusammenfassend sollen diese drei Beispiele aufzeigen, weshalb die eingefiihrte Klas-
se von Momentenproblemen als natiirlich bezeichnet wird. Aufgrund der auftre-
tenden Darstellungsfunktionen wie Monome, trigonometrischer Funktionen und der
Exponentialfunktion scheint diese Klassifizierung naheliegend.

Die beobachtete Eigenschaften dieser Beispiele ldsst sich in einem allgemeineren
Kontext formulieren:

1.7 Bemerkung. Jede Darstellung einer lokalkompakten Gruppe auf einem endlich-
dimensionalen Vektorraum liefert einen translationsinvarianten Unterraum, welcher
durch die Darstellungsfunktionen erzeugt wird.

Im Falle von kompakten Gruppen G liefert der Satz von PETER und WEYL sogar
eine Zerlegung des Raumes L?(G) von der Form

LG =U,0U,0Us ... (1-2)
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in translationsinvariante Unterrdume U; von L?(G), die durch Darstellungsfunktio-
nen erzeugt werden. Dieses Resultat liefert eine Verallgemeinerung der FOURIER-
Entwicklung einer Funktion f € L?(G) nach Darstellungsfunktionen auf kompakten
Gruppen in der Form f =3, f;, wobei f; € U; gilt und jedes f; somit eine Line-
arkombination aus Darstellungsfunktionen ist. Fiir die im Fall G = SO(3) eingangs
erwahnte codf existiert eine solche FOURIER-Entwicklung, die es im weiteren Verlauf
dieser Arbeit aus dem Momentenproblem zu rekonstruieren gilt. In welcher Form
dies gelingt, wird im Folgenden noch genauer betrachtet werden.

1.8 Beispiel. Im Falle der kompakten Gruppe G = ([0,7], 4moar) liefert diese
Zerlegung fiir eine periodische Funktion f € L?(G) mit Periode 7' > 0 und der
Grundfrequenz w = 2—” die klassische FOURIER-Reihe

+ Z (cx cos(kwt) + dj sin(kwt))
k=1

_ %
2
mit den FOURIER-Koeffizienten ¢, € R fiir £k € Ny und d; € R fiir £ € N. Hieran

kann man direkt ablesen, dass der Unterraum U; eindimensional und die Unterrdume
U; fiir © € N>y jeweils zweidimensional sind.

Im Folgenden behandeln wir die Losbarkeit des Momentenproblems (|1-1f), wobei
wir zunéchst die Positivitdtsbedingung f > 0 der Dichte weglassen und uns lediglich
um die Erfiillung der Nebenbedingungen

/aifd,u =b fir i=1,...,n
Q

integraler Form kiimmern. Wenn dieses abgeénderte Problem losbar ist, so werden
im Allgemeinen unendlich viele Losungen f existieren, wie man etwa fiir n = 2 am
Beispiel G = (R, +), Q = [-1,1], a1 = by = 1, as(x) = x und by = 0 einfach
nachvollziehen kann. Denn in diesem Beispiel erfiillen unter anderem alle Polynome
der Form f(z) = cx?®+d die gegebenen Nebenbedingungen, solange die Koeffizienten
die Bedingung %c + 2d = 1 erfiillen, fiir welche es unendlich viele Lésungen gibt.
Selbst unter Beriicksichtigung der Bedingung f > 0 an die gesuchte Dichte gibt
es unendlich viele Kombinationen der Koeffizienten ¢ und d, die zur Positivitét
von f fithren. Um diese Problematik in den Griff zu bekommen, gibt es Methoden,
welche aus diesen unendlich vielen Losungen nach bestimmten Kriterien eine einzelne
herausfiltern.

Die sogenannte GALERKIN-Methode ¥ beruht auf der Wahl eines endlich dimensio-
nalen Unterraumes von L} (G) wie zum Beispiel der linearen Hiille

V :=span(a,...,a,)

der Momentenfunktionen a;, um iiber diesem Unterraum die Losung des Problems

1}11‘1/1 2Hf||2 , so dass /Qaifd,u:bi fir i=1,...,n (1-3)
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zu berechnen. Durch Heranziehen des Formalismus von LAGRANGE erhélt man die
Losung f = > o, Aja;, wobei A € R™ die Losung des linearen Gleichungssystems
MM = b mit der symmetrischen Koeffizientenmatrix

M;; = / a;a; dp
Q

und der rechten Seite b, der vektoriellen Zusammenfassung der Momente b;, ist. Man
erhélt also genau dann die eindeutige Losbarkeit des Problems, wenn die Matrix M
invertierbar ist, sprich die Momentenfunktionen «a; linear unabhéngig sind.

Das folgende Beispiel, das auch unter dem Namen GIBBS’sches Phénomen bekannt
ist, zeigt jedoch einen entscheidenden Nachteil dieser Methode fiir das Behandeln des
urspriinglichen Momentenproblems auf. Dabei versuchen wir einen Ausschnitt eines
positiven, periodischen Rechtecksignals mit Hilfe des folgenden Momentenproblems
zu rekonstruieren:

1.9 Beispiel. G=R,4+), Q=[-m,7, neN,

a(z) =1,
ags1(x ): in(kz) firk=1,...,n,
Q140 (T ) = cos(kz) firk=1,. ;
f(z) =1g(x) mit R =[-2.5, —1 5] [—0.5,0.5] U [1.5,2.5]

Berechnen wir nun ausgehend von diesem Rechtecksignal die Momente bzw. die
FouriER-Koeffizienten mit Hilfe der gegebenen Momentenfunktionen nach

™

bi:/ai(m)f(m)dx fir i=1,...,2n+1,

—T

so kénnen wir mit Hilfe der GALERKIN-Methode versuchen, die positive Dichte f
durch das Losen der daraus resultierenden Momentenbedingungen zu rekonstru-
ieren. Dadurch versuchen wir also, das Rechtecksignal mit Hilfe von endlich vielen
Schwingungen verschiedener Frequenzen zu approximieren. Berechnen wir die in die-
sem Falle diagonale Koeffizientenmatrix M und lésen sodann das Gleichungssystem
MM\ = b, so erhalten wir die rekonstruierte Dichte f in der Form f = ZQnH Aia;. In
den folgenden drei Grafiken sind fiir n = 20, 50,200 (von oben nach unten) jeweils
die positive Ausgangsdichte f und die rekonstruierte Dichte f zu sehen. Obwohl wir
zur Generierung der Daten eine positive Dichte herangezogen haben, wird es uns mit
dieser Methode nicht gelingen, eine positive Dichte zu rekonstruieren. Unabhéngig
von der Wahl fiir n € N wird die rekonstruierte Dichte fiir jeden endlichen Wert
die in der Abbildung sichtbaren Unterschwingungen aufweisen. Dies ist im Allge-
meinen immer zu erwarten, wenn man versucht, eine positive Dichte, gegeben in der
Form einer FOURIER-Reihe, durch eine endliche Anzahl an Summanden der Reihe
zU approximieren.
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Abbildung 1.1: Positivitidtsverletzung bei GALERKIN-Methode

Da wir aber generell daran interessiert sind, eine Verteilungsfunktion zu rekonstruie-
ren, ist die Positivitét eine nicht zu vernachlissigende Eigenschaft. Daher wéhlen wir
zur Rekonstruktion einen anderen Ansatz2¥, die sogenannte Maximum Entropie
Methode, welche von JAYNES im Bereich der statistischen Mechanik vorgestellt
wurde. 2223 Allgemeine Maximum Entropie Probleme wurden bereits in der Ver-
gangenheit ausfiihrlich bearbeitet.m™ Um einen Uberblick iiber diese Methode zu
gewinnen, sei auf das Buch von WUB? verwiesen, fiir Anwendungen im Kontext
von Verteilungsstatistiken auf die Arbeiten von MARDIA und JuPP2Y und SCHAE-
BEN B,

Die grundlegende Idee dieser Methode basiert im Vergleich zur GALERKIN-Methode
darauf, die Zielfunktion 1| f||? durch die statistische Entropie

B(P) =~ [ f1n(r) du
Q
zu ersetzen und das Optimierungsproblem
E(f) — max unter der Nebenbedingung / af du="b (1-4)
Q

zu betrachten, wobei die Nebenbedingung hier nun vektoriell formuliert ist. In der
Definition der Entropie wird durch In(f) die Positivitdt von f gesichert, was die
Aussage iiber die Losbarkeit eines solchen Problems im Vergleich zur GALERKIN-
Methode jedoch stark beeinflusst. Betrachten wir zum Beispiel ein Momentenpro-
blem mit durchweg positiven Momentenfunktionen a;, einem Maf p (d.h. p > 0)
und Momenten b;, von denen mindestens eines negativ ist, dann werden wir keine
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positive Dichte f finden konnen, die das Momentenproblem 16st. Selbst dann nicht,
wenn die Momentenfunktionen a; linear unabhéngig sind.

Fiir diese Methode liefert der LAGRANGE-Formalismus eine positive Dichte
gy =exp (=143 Nai(g)) , g€ G, (1-5)
i=1

in Abhéngigkeit der LAGRANGE-Multiplikatoren \; € R. Die Frage, die sich hier
nun aufdréingt, ist die nach der Existenz eines solchen A € R", fiir das die Nebenbe-
dingung

/ afy dp=1> (1-6)
Q

erfiillt ist. Es ist ersichtlich, dass diese Frage nur dann positiv beantwortet werden
kann, wenn die Momente b; kompatibel mit den Momentenfunktionen a; und der
Positivitdtsbedingung an die Dichte f sind. Im weiteren Verlauf werden wir bei der
Behandlung solcher Probleme deshalb stets davon ausgehen, dass der Momenten-
vektor b fiir mindestens ein f € L?(G) mit f > 0 darstellbar ist als

b:/ﬂafdu. (1-7)

Die lineare Unabhéngigkeit der Momentenfunktionen a; ist auch hier fiir die Ein-
deutigkeit der LAGRANGE-Multiplikatoren notwendig, im Gegensatz zu jedoch
nicht hinreichend. Tatséchlich benotigt man hier zusétzlich eine schérfere Form der
linearen Unabhéngigkeit, die sogenannte Pseudo-HAAR Figenschaft. Man sagt, dass
die Momentenfunktionen a; die Pseudo-HAAR Eigenschaft besitzen, wenn unter al-
len Linearkombinationen S - a nur diejenige mit § = 0 auf allen Mengen positiven
MafBes verschwindet. Diese Eigenschaft ist schirfer als die lineare Unabhéngigkeit
der Momentenfunktionen, bei welcher §-a = 0 mit 8 # 0 auf dem ganzen Raum
unmoglich, auf Teilmengen des Raumes jedoch moglich ist. Diese Pseudo-HAAR Ei-
genschaft lasst sich auf die invarianten Unterrdume U; aus der Zerlegung von
PETER und WEYL {iibertragen und liefert folgendes Resultat, zu welchem detail-
liertere Ausfithrungen in der Arbeit von JUNK, BUDDAY und BOHLKE nachzulesen
sind: 24

1.10 Satz. Sei Q@ C G kompakt, dann erhdlt man unter der Annahme (1-7) die
Existenz einer eindeutigen Losung von (1-6), sofern die Momentenfunktionen a;
linear unabhdingig und aus den Unterrdumen U; gewdihlt sind.

Eine numerisch interessante Bestimmungsmethode dieser unter obigen Vorausset-
zungen eindeutig existierenden LAGRANGE-Multiplikatoren A liefert der Ubergang
vom primalen Optimierungsproblem (|1-4) zum zugehorigen dualen Optimierungs-
problem:
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minimiere ® : R" — R mit
O(N) = / exp < -1+ Z )\iai> dp — Z Aib; (1-8)
Q i=1 i=1

Man beachte, dass die Positivitdtsbedingung sowie die Nebenbedingungen fiir die
Momente durch die Definition der Zielfunktion ® bereits direkt in das Optimierungs-
problem eingearbeitet sind. Denn zur Bestimmung des Minimums von ® suchen wir
die Minimalstelle A € R", die den Gradienten von ® verschwinden lédsst, d.h. jenes
A € R™, fir das fiir jedes j € {1,2,...,n} gilt:

VeW); = /Qajexp(—HZAiai) dp — b; = 0
=1
g /aij dM = bj
Q

Anhand der folgenden Tabelle wird ersichtlich, aufgrund welcher Eigenschaften das
duale Problem aus numerischen Gesichtspunkten interessanter ist als das pri-
male Problem ([I-4]) und warum unter der Annahme eine solche Minimalstelle
A iiberhaupt existiert:

’ primales Problem \ duales Problem ‘
unendlich-dimensional endlich-dimensional
restringiert nicht restringiert
strikt konvexe Zielfunktion | strikt konvexe Zielfunktion

Tabelle 1.1: Vergleich von primalem und dualem Optimierungsproblem

Im weiteren Verlauf werden wir wie schon zu Beginn dieser Einleitung das Maximum
Entropie Momentenproblem iiberwiegend fiir den Fall G = SO(3) betrachten, d.h.
cine positive Dichte f € L2,(SO(3)) suchen, die fiir ein gegebenes n € N die
Momentenbedingungen

| w@r@da=b fiw =10
SO(3)

erfiillt, fiir gegebene Momentenfunktionen a; € L?(SO(3)) und gegebene Momente
b; € R. Da wir auf der Suche nach einer Orientierungsverteilungsfunktion sind,
stellen wir zusétzlich die Normierungsbedingung

| r@ada-1.

SO(3)
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welche jedoch problemlos als eine der Nebenbedingungen aufgenommen werden
kann, etwa durch die Wahl von a; = b; = 1. Das Aufsuchen solch einer Verteilungs-
funktion reduziert sich mit Hilfe der Maximum Entropie Methode auf das Lésen von

(1-8)), d.h. fiir diesen Fall das Losen von

/I\relgrll ( / exp(—l—I—ZZ:;/\iai(Q)) dQ — ZZZ;A@) )

50(3)

An dieser mathematischen Formulierung des Problems lésst sich die Idee der vorlie-
genden Arbeit sehr gut erkléren:

Es sollen die verschiedenen Bestandteile dieses Problems numerisch effizient analy-
siert werden. So muss einerseits ein geeignetes Verfahren gefunden oder entwickelt
werden, um das vorliegende Optimierungsproblem zu losen (Kapitel @ Um ein Op-
timierungsproblem zu l6sen, muss man jedoch zuerst einmal in der Lage sein, die
dem Problem zugrunde liegende Zielfunktion auswerten zu kénnen. Um die hier
vorliegende Zielfunktion jedoch auswerten zu kénnen, muss zunéchst einmal dber
SO(3) integriert werden, d.h. die Frage nach dem HAAR-Mafl auf SO(3) geklirt
werden, sowie Moglichkeiten gefunden werden, diese Integration so effizient wie
moglich durchfithren zu kénnen. Denn im Verlauf des Optimierungsvorganges muss
sie fiir jede einzelne Zielfunktionsauswertung durchgefithrt werden (Kapitel [f]). Bei
jeder durchzufiihrenden Integration muss wiederum der Integrand mehrmals aus-
gewertet werden, d.h. es muss geklirt werden, wie man die Darstellungsfunktionen
a; € L?(SO(3)) schnell und effizient auswerten kann. Dies wird besonders im Falle
der codf von grofler Bedeutung sein, da hierbei das zugehtrige Momentenproblem,
und somit die zu minimierende Zielfunktion, sehr hochdimensional ist. Jede einzel-
ne Auswertung der Darstellungsfunktionen wird demnach extrem aufwéindig sein.
Deshalb wird diese Thematik in den Kapiteln [4] [3| und [2] sehr ausfiihrlich behandelt
werden. Im Folgenden werden diese numerischen Aspekte nun thematisch von innen
nach auflen bearbeitet, d.h. ausgehend von der Auswertung der Darstellungsfunk-
tionen auf SO(3) bis hin zur Optimierung. Abschlieend werden in Kapitel [7| noch
weitere Anwendungsbeispiele der Maximum Entropie Methode vorgestellt.
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2 Darstellungstheorie kompakter
Gruppen

Wie bereits in der Einleitung erwdhnt wurde, steht die FOURIER-Entwicklung der
codf in engem Zusammenhang mit der Darstellungstheorie kompakter Gruppen. Des-
halb soll dieses Kapitel einen Uberblick iiber jene Grundlagen dieser Theorie liefern,
welche in unserem Fall von Interesse sein werden. 1216133434

2.1 Kompakte Gruppen & Lie-Gruppen

Zum besseren Verstidndnis des Kontextes der folgenden Abschnitte zur Darstellungs-
theorie kompakter Gruppen soll dieser Abschnitt einen kurzen Uberblick der wich-
tigsten Definitionen rund um kompakte Gruppen geben.

2.1 Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit Hausdorff-Raum oder se-
parierter Raum, wenn fiir alle z,y € X mit x # y disjunkte, offene Umgebungen
U(z),U(y) C X existieren.

2.2 Definition. Ein HAUSDORFF-Raum (X, 7) heifit kompakt, wenn jede offene
Uberdeckung X = J e Uymit Uy €7 fiir alle Indizes j € J einer gegebenen Index-
menge J eine endliche Teiliiberdeckung X = U; U U;,U---U U;, mit ji, jo, ..., Jn € J
besitzt. (X, 7) heifit lokalkompakt, wenn jede Umgebung eines beliebigen Punktes

x € X eine kompakte Umgebung enthélt.

Mit Hilfe dieser Definitionen kénnen wir nun die Begriffe topologische und kompakte
Gruppe definieren: 16

2.3 Definition. Ein Paar (G, 7) aus einer Gruppe G und einer Topologie 7 heift
topologische Gruppe, wenn die Gruppenverkniipfung G x G — G und die zur
Gruppe gehorende Inversenabbildung stetige Abbildungen sind. Dabei versieht man
G x G mit der zugehorigen Produkttopologie. Eine topologische Gruppe heifit (lo-
kalkompakt) kompakt, wenn sie als HAUSDORFF-Raum (G, 7) (lokalkompakt)
kompakt ist.

Im spéteren Verlauf wird unser Fokus, wie bereits eingangs erwahnt wurde, auf einer
fiir uns wichtigen Gruppe liegen, der sogenannten speziellen orthogonalen Gruppe

G=50(d)={Y eR” | YY" —1=0 und detY =1}
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im Fall d=3. Diese Gruppe ist ein Représentant des speziellen Gruppentyps der
sogenannten LIE-Gruppen, welche in der folgenden Definition genauer beschrieben
werden: 12

2.4 Definition. Eine topologische Gruppe G heifit Lie-Gruppe, wenn G eine dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeit ist, so dass die Gruppenverkniipfung G x G — G
und die zur Gruppe gehorende Inversenabbildung beliebig oft differenzierbar, d.h.
C>°-Abbildungen sind.

2.5 Bemerkung. Nicht jede LIE-Gruppe ist kompakt, wie man an der Gruppe
G = (R4, +) sieht. Die Gruppe SO(d) hingegen ist ein Beispiel fiir eine kompakte
Lie-Gruppe. 53

Die weiteren Resultate in diesem Kapitel sind im Allgemeinen fiir kompakte topo-
logische Gruppen (kurz: kompakte Gruppen) hergeleitet.

2.2 Zu Darstellungen kompakter Gruppen

Dieser Abschnitt ist in Anlehnung an die Arbeit von JUNK, BUDDAY und BOHLKE
verfasst. 24 Im Folgenden erinnern wir an die Definition einer Darstellung einer
kompakten Gruppe auf einem topologischen Vektorraum und an die Definition der
sogenannten Darstellungsfunktionen auf einer kompakten Gruppe, welche bereits in
der Einleitung in Definition [1.3] auf Seite 3| erwdhnt wurden:

2.6 Definition. Sei GG eine kompakte Gruppe und V' ein topologischer Vektorraum,
dann heifit eine stetige Abbildung ¢ : G x V. — V mit der Eigenschaft, dass
04 1 U — p4v linear ist und gy, = 040n, eine Darstellung von G auf V. Bei Wahl
eines v € V und einem linearen Funktional o € V* aus dem zugehdorigen Dualraum
V* bezeichnen wir die Abbildung g — a(p,v) als Darstellungsfunktion auf G.

Ein wichtiges Beispiel fiir eine solche Darstellung ist die sogenannte reguldre Dar-
stellung D : G x L*(G) — L*(G) einer kompakten Gruppe G auf dem Vektor-
raum LL2(G), welche durch (D, f)(g) := f(h~'g) definiert ist. Dass es sich hierbei
tatséchlich um eine Darstellung geméfl Definition handelt, sehen wir daran, dass

ﬂhth = Dhlﬂhg gﬂt:

Dnina )(g) = F((hah2)""g) = f(hy'hi'g) = (Dn, f)(hy'g)
= ’Dhl (ﬂhzf) (g) = (’Dhlﬂhzf) (g)

Wie bereits in Bemerkung auf Seite [f] erwdhnt wurde, liefert jede Darstellung
einer kompakten Gruppe G auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V' einen
beziiglich der reguliiren Darstellung invarianten Unterraum von L?(G), der durch
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Darstellungsfunktionen erzeugt wird (kurz: D-invarianter Unterraum). Um dies zu
sehen, nehmen wir zunéchst eine beliebige Darstellung o : G x V. — V von G auf
einem Vektorraum V mit dimV = d < oo, wéhlen eine Basis vy,...,vs von V und
berechnen die entsprechende Matrix B(g) der linearen Abbildung g, fiir ein beliebi-
ges g € G. Es ldsst sich zeigen, dass die Matrixeintrége b;;(g) stetige Funktionen auf
G und somit Funktionen aus L?(G) sind. Genauer gesagt erzeugen sie einen Unter-
raum U von L?(G), welcher invariant unter der reguliren Darstellung ist, d.h. es gilt
ﬂgU C U fiir alle g € G. Um dies zu sehen, betrachten wir die zugehorige Dualbasis
v}, ...,v) des Dualraums V* und verwenden die Definition der transponierten linea-
ren Abbildung, welche besagt, dass die transponierte Abbildung LT : V* — V*
einer linearen Abbildung L : V — V durch L7 (w) = w o L gegeben ist. Mit Hilfe
der Dualbasis erhalten wir die Matrixeintrige von B(g) durch b;;(g) = v} (g4v;).
Bei den Matrixeintrdgen handelt es sich demnach um Darstellungsfunktionen auf
G. Fiir eine beliebige Linearkombination f(g) := ZZI =1 Cijbij(g) der Matrixeintrége
von B(g), d.h. es gilt f € U, erhalten wir sodann ’

d d d
(‘:th)(g) = f(h_lg) = Z Cl] l] h g Z Qh 1gU] Z Czj'U Qh 1ngj)
i,j=1 j=1 i,j=1
d o d ’
= > cij(vf o on-1)(0gv) = Y cij op-1(v]) (0405)
ij=1 ij=1 He‘f*_/
d
= Z (Zdzkvk QQU] > Z ijvk ng] Z kaybkg
=1 k,j=1 k,j=1

Es gilt also O, f € U, was die Invarianz des Unterraumes U beweist. Mit einer
analogen Argumentation lédsst sich zeigen, dass eine Darstellung 9 : G x W — W
derselben Gruppe G, jedoch auf einem anderen endlich-dimensionalen Vektorraum
W, welche sich von p lediglich durch eine feste unitdre Koordinatentransformation
unterscheidet, denselben Unterraum U C L?(G) erzeugt. Aus diesem Grund fithren
wir mit folgender Definition den Begriff von zueinander dquivalenten Darstellungen
ein: B3

2.7 Definition. Sei G eine kompakte Gruppe, dann heiflen zwei Darstellungen
0:GxV — Vund 9 : G x W — W von G auf den endlich-dimensionalen
Vektorraumen V und W zueinander dquivalent genau dann, wenn es eine unitéreF_-]
Abbildung A : V. — W gibt, so dass fiir alle g € G gilt:

0, = Ag, A7 (2-1)

! zu jeder Darstellung D einer kompakten Gruppe G auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum
U gibt es ein auf U inneres Produkt (-,-) mit der Eigenschaft (Dyu, Dyv) = (u,v) fur alle
u,v € U und alle g € G B3l
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Definieren wir mit Hilfe von (2-1)) eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Dar-
stellungen der kompakten Gruppe G, so konnen wir nun festhalten, dass alle Re-
prisentanten einer Aquivalenzklasse denselben Unterraum von L?(G) erzeugen. Im
Folgenden bezeichnen wir eine Aquivalenzklasse mit «, den zugehorigen Unterraum
entsprechend mit U,.

Wie bereits in der Einleitung angedeutet wurde, ben6tigen wir den Satz von PETER
und WEYL, um ein Resultat zur Entwicklung einer Funktion aus L.?(G) nach Dar-
stellungsfunktionen auf G zu erhalten. Um dieses Resultat allgemein formulieren zu
konnen, bedarf es jedoch noch ein wenig Vorarbeit.

Zunéachst bendtigen wir den Begriff der irreduziblen Darstellung:

2.8 Definition. Eine Darstellung o : G x V' — V einer kompakten Gruppe G auf
einem endlich-dimensionalen Vektorraum V' heifit genau dann irreduzibel, wenn
{0} und V' die einzigen g-invarianten Unterrdume von V' sind.

Zur Herleitung eines Irreduzibilitéits-Kriteriums einer Darstellung benotigen wir das
folgende Lemma, welches auf den Kommutator [Ay, Ay] := A; Ay — As Ay zweier
Automorphismen A;, As € Aut(V) und die Identitdtsabbildung I € Aut(V') zuriick-
greift:

2.9 Lemma. Sei o : G x V. — V eine Darstellung der kompakten Gruppe G
auf einem endlich-dimensionalen, kompleren Vektorraum V', und set U C 'V mit

U # {0} ein p-invarianter Unterraum von V', dann existiert ein Automorphismus
A e Aut(V) mit [A, o] =0 fiir alle g € G und A # A fir alle A € C.

Beweis. Nach Voraussetzung ist U ein (g-invarianter) Unterraum von V', weshalb
wir V' orthogonal zerlegen kénnen in V = U @ U+. Da U # {0} und U C V gilt,
gilt ebenso U+ # {0} und U+ C V. Mit Hilfe von Theorem 1.7 und Proposition
1.9 auf Seite 68 in dem Buch von BROCKER und DIECK 2 erhalten wir somit, dass
auch U~ ein p-invarianter Unterraum von V ist. Definieren wir den Automorphismus
A:V — V durch A|ly = I und A|y. = 21, so gilt zum einen fiir alle A € C bereits
A # A\, und zum anderen fiir ein beliebiges g € G und alle v € V
Aggv — 04Av = Agg(u+ut) — 0y Au +u™)
= Apgu + Aggul — 0gAu — QgAuL
= A pgu +A quL —0gU — Zqul
N
eU eUt
= 04U + 2‘<_)guL — 0qU — 2gguL =0.

Es gilt also [A, gy = 0 fiir alle g € G, was das Lemma schlielich beweist. O

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun folgendes Irreduzibilitits-Kriterium fiir
eine Darstellung beweisen:
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2.10 Satz. Sei o : G x V. — V' eine Darstellung der kompakten Gruppe G auf
einem endlich-dimensionalen, komplexen Vektorraum V', dann sind folgende zwer
Aussagen dquivalent:

(i) o ist irreduzibel
(1) {A € Aut(V) |Vge G: [A 0] =0} ={A € Aut(V) | A= A fiir ein A € C}

Beweis. (i) = (1i) Wir zeigen die Mengengleichheit. Sei dazu g irreduzibel:
7C7:sei A € Aut(V) so gewéhlt, dass fiir alle g € G die Bedingung [A4, o,] = 0 gilt,
dann liefert das Lemma von SCHUR (siehe Theorem 1.10 auf Seite 69 in dem Buch
von BROCKER und DI1EcK 12l) bereits A = M fiir ein A € C.

7D7:sei A € Aut(V) gegeben durch A = A fiir ein A € C, dann gilt fiir alle g € G
und alle v € V:

[A, 04lv = Apgv — 0,Av = Noguv — Aoguv = 0

(17) = (i) Die Kontraposition von Lemma [2.9 besagt, dass es unter Voraussetzung
der Mengengleichheit

{AcAut(V) |Vge G: [A 0, =0} ={A € Aut(V) | A= M fiir ein X € C}

keine nichttrivialen g-invarianten Unterrdume von V' geben kann. Somit ist die Dar-
stellung p irreduzibel. O]

Mit Hilfe dieses Satzes gelingt es nun die Aquivalenzklassen von Darstellungen einer
kompakten Gruppe G etwas zu charakterisieren:

2.11 Satz. Sei G eine kompakte Gruppe und 0 : GXV — V und pp : GXW — W
zwet zueinander dquivalente Darstellungen von G auf den endlich-dimensionalen,
komplexen Vektorriumen V und W, dann gilt: o ist genau dann irreduzibel, wenn p
1rreduzibel ist.

Beweis. Nach Voraussetzung sind ¢ und p zueinander dquivalent, d.h. es gibt eine
unitire Abbildung A : V. — W mit p, = Ag,A™! fiir alle ¢ € G. Da beide
Beweisrichtungen exakt analog gefiihrt werden, beschranken wir uns darauf, eine
Richtung zu zeigen. Sei dazu ohne Einschrankung der Allgemeinheit p irreduzibel.
Um die daraus resultierende Irreduzibilitdt von p zu zeigen, geniigt es aufgrund von
Satz [2.10] die Gleichheit

{BeAuwt(W) |Vge G: [B,pug =0} ={B € Aut(W) | B= A fiir ein A € C}

zu zeigen. Fiir die Inklusion ”"C” wihlen wir also ein beliebiges B € Aut(WW) mit
[B, uy] = 0 fiir alle g € G, d.h. By, = p,B fiir alle g € G. Daraus konnen wir die
Irreduzibilitét von g nun wie folgt schlieflen:
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2.3 Darstellungen von SU(2) und SO(3)

Bu, = u,B = BAg,A™' = Ag,A7'B
= A_IBAQQ = QgA_lBA
= [A7'BA, g,] =0
= A'BA =\ fiir ein A € C, da p irreduzibel
= B=MIAT" =) AA" = )I

Die Inklusion ” D" ist trivial und verlauft analog zu jener im Beweis zu Satz[2.10l [

Vor diesem Hintergrund kann man nun zeigen, dass im Falle von kompakten Gruppen
G der Raum L?*(G) in eine orthogonale Summe endlich-dimensionaler Unterrdume
U, zerfillt, wobei a dabei auf die Aquivalenzklassen der endlich-dimensionalen, irre-
duziblen Darstellungen von GG beschrankt ist. Dies wird im folgenden Satz, welcher
als Satz von PETER und WEYL bekannt ist, festgehalten. Der Beweis hierzu ist dem
Buch von STERNBERG 34 zu entnehmen.

2.12 Satz. Sei G eine kompakte Gruppe und G die Menge der Aquivalenzklassen
der endlich-dimensionalen, irreduziblen Darstellungen von G, dann gilt

L*(G) =P U -

ac@

Dieser Satz liefert schlieBlich, dass jedes f € L?(G) in der Form f = >~ _ & fu, der so-
genannten FOURIER-Entwicklung von f nach Darstellungsfunktionen auf GG, mit ein-
deutig bestimmten fa € U, geschrieben werden kann. Die Unterrdume U, sind jene,
die bereits in der Einleitung erwdhnt wurden. Um die FOURIER-Entwicklung prézi-
sieren zu konnen, benotigt man Basen dieser Unterrdume. FEine Basis des Unterrau-
mes U, kann man mit jeder beliebigen Darstellung o : G x V — V aus der Aquiva-
lenzklasse o und einer beliebigen Basis vy, . .., v4 von V' berechnen. Mit der zugehori-
gen Dualbasis erhalten wir dann, wie bereits beschrieben, durch b;;(g) := v} (04v;)
eine spezielle Basis von U,. Im folgenden Abschnitt wird fiir den Fall G = SO(3)
eine spezielle Wahl einer solchen Basis vorgestellt.

2.3 Darstellungen von SU(2) und SO(3)

Das Ziel in diesem Abschnitt wird es sein, im Falle der kompakten Gruppe SO(3)
jeweils einen Reprisentanten der Aquivalenzklassen der irreduziblen Darstellungen
zu finden, um damit den Raum LL?(SO(3)) wie beschrieben zerlegen und Basen der
entsprechenden Unterrdume angeben zu kénnen. Dazu machen wir zunéchst einen
kleinen Umweg und betrachten Darstellungen der kompakten Gruppe

SU@):={y eC> | V'Y =1=0 und detY =1},
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der sogenannten speziellen unitiren Gruppe, auf dem Vektorraum V,(C?) der homo-
genen Polynome vom Grad r in zwei Variablen iiber C?. Fiir die Dimension
dieses Vektorraumes gilt dim V,(C?) = r + 1. Betrachten wir fiir ein festes r € Ny
die Darstellung

0" SU(2) x V,.(C?*) — V,(C?)
(Y, p) — oyp, mit (4p)(2) :==p(Y"2), 2= (21,20) € C*,

so erhalten wir mit Proposition 5.1 auf Seite 85 in dem Buch von BROCKER und
Dieck 1 fiir alle r € Ny die Irreduzibilitit dieser Darstellungen. Nach Proposition
5.3 auf Seite 86 erhalten wir sogar, dass jede irreduzible Darstellung p von SU(2)
auf einem beliebigen endlich-dimensionalen Vektorraum X isomorph ist zu einer der
Darstellungen o", d.h. dass es ein ry € Ny gibt, sodass X isomorph ist zu V,,(C?)
bzw. die Darstellungen g und 0™ zueinander dquivalent sind. Da fiir 1,7, € Ny
mit r; # ry aus Dimensionsgriinden die Darstellungen o™ und ¢™ nicht zueinander
dquivalent sein konnen, erhalten wir demnach durch die Darstellungen o" aus jeder
Aquivalenzklasse der irreduziblen Darstellungen von SU(2) genau einen Reprisen-
tanten und konnen das Resultat von PETER und WEYL in diesem Fall durch

L*(SU(2)) = EPU,

rENp

notieren, wobei wir mit U, den zu der irreduziblen Darstellung o" gehérenden J0-
invarianten Unterraum von L?(SU(2)) bezeichnen.

Betrachten wir nun irreduzible Darstellungen der kompakten Gruppe SO(3), so
kénnen wir mit Hilfe der Bemerkung auf Seite 86 in dem Buch von BROCKER und
Dieck "2 einen Zusammenhang zu jenen der kompakten Gruppe SU(2) herleiten.
Mit Hilfe eines Epimorphismus 7 : SU(2) — SO(3) lésst sich zeigen, dass die irre-
duziblen Darstellungen von SO(3) in bijektivem Zusammenhang zu den irreduziblen
Darstellungen ¢* von SU(2) auf Vs, (C?) fiir r € Ny stehen. Uber diese Bijektion er-
halten wir somit zu jeder Aquivalenzklasse der irreduziblen Darstellungen von SO(3)
einen Représentanten, d.h. zu jedem r € Ny eine irreduzible Darstellung von SO(3)
auf einem Vektorraum W, mit der Dimension dim W, = dim V,,(C?) = 2r + 1. Mit
Hilfe der Aquivalenzklassen dieser irreduziblen Darstellungen kénnen wir folglich
den kompletten Raum L?(SO(3)) zerlegen. Schliefilich erhalten wir mit Propositi-
on 5.10 auf Seite 89 in dem Buch von BROCKER und Dieck ! folgendes fiir uns
wichtiges Resultat:

2.13 Satz. Fliir jedes r € Ny st der Vektorraum W, isomorph zu dem Vektorraum
H,(R?) der homogenen, harmonischen Polynome vom Grad r in drei Va-
riablen iiber R?, folglich gilt dim H,.(R?) = dim W, = 2r+1. Ein Reprisentant der
2ur € Ny gehorenden Aquivalenzklasse der irreduziblen Darstellungen von SO(3)
st gegeben durch die irreduzible Darstellung
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2.3 Darstellungen von SU(2) und SO(3)

0:S0(3) x H,(R*) — H,(R?)
(R, f) — orf mit (orf)(z) :== f(RT2), v € R? .

Dies liefert uns also die Zerlegung des Raumes L?(SO(3)) ebenso in der Form

L*(S0®3)) =P U ,

reNp

wobei wir hier mit U, nun den zur irreduziblen Darstellung o aus Satz gehoren-
den D-invarianten Unterraum von L2 (SO(S)) bezeichnen. Um nun wie bereits an-
gekiindigt eine Basis des Unterraumes U, zu bestimmen, verwenden wir die irredu-
zible Darstellung o aus Satz als Repriisentant der entsprechenden Aquivalenz-
klasse, und bendtigen deshalb zunéchst eine Basis des Vektorraumes H,.(R?). Da
homogene Funktionen iiber R* durch die Einschrinkung auf die Einheitssphire S?
bereits eindeutig bestimmt sind, kénnen wir uns auf den Raum H,.(5?) beschréinken.
Das hat den Vorteil, dass mit den Kugelflichenfunktionen bereits eine bekannte Or-
thonormalbasis (ONB) von H,.(S?) zur Verfiigung steht. Im nichsten Abschnitt
berechnen wir damit nun eine Basis des Unterraumes U,.

Aufgrund der Wichtigkeit der erwidhnten Polynome fiir weitere Aussagen in dieser
Arbeit, gibt die folgende Tabelle einen Uberblick der Dimensionen des Vektorrau-
mes V,(R?) der homogenen Polynome vom Grad r iiber R® im Vergleich zu den
Dimensionen des Vektorraumes H,.(R3) der homogenen, harmonischen Polynome
vom Grad r iiber R? in Abhéngigkeit des Grades r € Ny: 12

homogen homogen, harmonisch
Grad r — :
dim V,.(R3) = %(7‘ +1)(r+2) dimH,(R?) = 2r +1
0 1 1
1 3 3
2 6 5
3 10 7
4 15 9
5 21 11
6 28 13
7 36 15

Tabelle 2.1: Dimensionen der Polynomriume V,(R?) und H,(R3)
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2 Darstellungstheorie kompakter Gruppen

2.3.1 Basis der Kugelflachenfunktionen

Wir betrachten den Vektorraum #,(S?) der homogenen, harmonischen Polynome
vom Grad r iiber der Einheitssphéire S?. Nach Satz gilt dimH,.(S?) = 2r + 1
und man kann zeigen, dass die sogenannten Kugelflachenfunktionen Y™ vom Grad
r mit m € {—r,...,r} eine ONB von H,(S5?) bilden. Deshalb kénnen wir fiir ein
r € Ny den Vektorraum #,.(5?) in der Form

H.(S?) =span{Y" | m = —r,...,r} C L*(S?)
schreiben. Nach Satz haben wir mit

0:S0(3) x H,(S?) — H,(5?)
(R, f) — orf mit (orf)(x) := f(RTx), z € 5?

eine irreduzible Darstellung von SO(3) auf H,.(S?). Wihlen wir als Basis von H,.(S5?)
also v_p,...,v, mit v, = Y, so erhalten wir durch vy, (f) := (f,Y,™)12(s2) die
zugehorige Dualbasis. Die Basisfunktionen, die den J-invarianten Unterraum U,
von L?(SO(3)) erzeugen, erhalten wir demnach durch die Matrixeintréige by, der
linearen Abbildung og, d.h. es gilt

b (R) = vy, (0rvn) = (0rY,", Y, )r2(s2) = T (R) -

Die Orthonormalitét der Kugelflachenfunktionen Y™ liefert die Orthogonalitét der
sogenannten WIGNER-Funktionen T'™ in 12(SO(3)), d.h.

Ion! 1
<T:nnaT7Tn >]L2(SO(3)) = —— O O O -

2r+1
Weitere Informationen zu den WIGNER-Funktionen 77" sind zum Beispiel dem
Buch von BUNGEM zu entnehmen. Die linearen Hiillen der WIGNER-Funktionen
zu einem jeweils festen r € Ny liefern uns somit alle Unterriume U, C L?(SO(3)) der
Zerlegung von L?(SO(3)) nach PETER und WEYL. Mit den WIGNER-Funktionen
T'"™ als natiirliche Basis gilt folglich

L’(S0(3)) =P, .

reNp

Es ist also moglich, sich ausgehend von homogenen, harmonischen Polynomen Basen
der invarianten Unterrdume U, zu konstruieren. Im folgenden Kapitel werden wir
einen Zusammenhang zwischen homogenen, harmonischen Polynomen und Tensoren
herleiten, welcher es uns ermoglichen wird, ausgehend von einer Tensorbasis Basen
der invarianten Unterrdume U, zu konstruieren. Fiir die Losbarkeit des spéter zu
l6senden Maximum Entropie Problems ist die Wahl der Ausgangsbasis jedoch irre-
levant, da es nach Satz auf Seite[9der Einleitung lediglich darauf ankommt, dass
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2.3 Darstellungen von SU(2) und SO(3)

die Momentenfunktionen aus den Rdumen U, gew#hlt werden. Die Tatsache, dass
wir, wie bereits in der Einleitung erwédhnt wurde, im weiteren Verlauf mit Tensoren
arbeiten werden, liegt eher an praktischen Vorteilen. Zum einen erméglicht uns die-
se Wahl auf eine sehr einfache Art und Weise, weitere Unterrdume mit zuséatzlichen
Symmetrien (wie etwa der Kristallsymmetrie) konstruieren, und somit diese Sym-
metrieeigenschaften unmittelbar auf die codf {ibertragen zu kénnen. Zum anderen
beeinflusst sie die numerische Effizienz und Robustheit beim Losen des Maximum
Entropie Problems.
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3 Tensoren

Da wir die codf mit Hilfe von Darstellungen auf Tensorrdaumen approximieren wollen,
werden in diesem Kapitel zunéchst alle notwendigen Grundlagen {iber Tensoren
zusammengetragen, die fiir ein tieferes Verstandnis der weiteren Tensorkalkulationen
bendétigt werden.

3.1 Grundlagen

Es gibt verschiedene Méglichkeiten einen Tensor zu definieren. Die wohl einfachste
Definition betrachtet einen Tensor schlicht als mehrdimensional indizierte Zusam-
menfassung numerischer Werte. Die Anzahl an Indizes, die man benétigt, um einen
Eintrag dieser Anordnung zu identifizieren, nennt man den Rang des Tensors. Fiir
die Resultate der nichsten Kapitel wird es jedoch von Bedeutung sein, die folgende,
etwas abstraktere Definition eines Tensors zu verwenden: 28

3.1 Definition. Sei K ein Korper, V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum der
Dimension dimV' = d und V* der zugehorige Dualraum. Desweiteren sei r € N.
Dann ist ein Tensor eine multilineare Abbildung

T:Vx- xV —K. (3-1)
N—————

r-mal

Die Zahl r € N heifit der Rang des Tensors T'. Der Vektorraum aller Tensoren vom
Rang r iiber V' wird mit 7,.(V') bezeichnet.

Ein Beispiel ist fiir a4, ...,a, € V gegeben durch den Tensor a1 ® - -+ ® a, € T.(V),
welcher fiir beliebige v4, ..., v, € V* wie folgt definiert ist:

QR a,,,(yl, .. .,Vr) = HVi(ai)
i=1

Dies lédsst sich mit Hilfe des sogenannten allgemeinen Tensorproduktes noch ver-
allgemeinern. Seien dazu T € T,.(V) und S € T,(V), dann ist das Tensorprodukt
T®S e T4s(V) wie folgt definiert:

TRS(w,. .., Vas) =T (1, o ) S(Wri1y oy Vpss) (3-2)
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3.1 Grundlagen

Betrachten wir eine Basis ey, ..., eq von V und die zugehorige duale Basis e7, . .., €]
von V*, welche durch e} (e;) := d;; gegeben ist, so erhalten wir eine Basis von 7,.(V)
durch die Menge aller Tensoren der Form e;, ® --- ®¢;, fur j, € {1,...,d}. Fur
jeden Tensor dieser Menge gilt folglich

* * _
6]'1 ®"'®ejr<€k17"‘7ekr) _6k1j1 ""'6krjr .

Dies liefert schliefllich das Resultat, dass sich jeder Tensor T € 7,(V) in der Form

d
T = § : le---jr 6j1®"'®€jr
Jiseendr=1
darstellen ldsst, wobei T, ;. = T(ef ..., el ). Dadie Tensoren e;, ®- - -®e;, eine Ba-
1 U J1 Ir

sis von 7,.(V') bilden, erhalten wir fiir die Dimension des Vektorraums der Tensoren
vom Rang r iiber V folgendes Resultat:

dim 7,(V) = (dim V)" = d" (3-3)

Im weiteren Verlauf werden die sogenannten irreduziblen Tensoren vom Rang r von
sehr grofler Bedeutung sein. Um diese Tensoren jedoch definieren zu kénnen, be-
trachten wir zunéchst die sogenannten symmetrischen Tensoren vom Rang r, welche
durch folgende Definition gegeben sind:

3.2 Definition. Sei S, die symmetrische Gruppe aller Permutationen der Menge
{1,...,r} fiir ein beliebiges € N. Dann heifit ein Tensor 7" € T.(V') genau dann
symmetrisch, wenn

Tjy.ge = Tr(ia).om(in) (3-4)

fir alle j1,...,7, € {1,...,d} und alle 7 € S, gilt. Die Menge aller symmetrischen
Tensoren vom Rang r iiber V' ist erneut ein Vektorraum, der im Folgenden mit
S, (V) bezeichnet wird.

Mit Hilfe von [ :={1,...,d}" und der Multiindex-Abbildung

m: ] — NI i— m(i),
wobei m(1)y = #{ne{l,...,r}\in:k} fir k€ {1,...,d}

lassen sich symmetrische Tensoren noch etwas einfacher formulieren. Da zum einen
fiir jedes € S, die Eigenschaft m((i)) = m(i) fiir alle i € I gilt, und zum anderen
die Bedingung m(i) = m(j) fiir 4,j € I dquivalent zu i = 7(j) fiir ein 7 € S, ist,
lassen sich symmetrische Tensoren T auch sehr kompakt durch T,, = T; fiir alle ¢ € 1
mit o = m(7) beschreiben. Daraus kénnen wir folgende Bemerkung ableiten:
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3 Tensoren

3.3 Bemerkung. Der Vektorraum S,(V) der symmetrischen Tensoren vom Rang
r iiber V hat die Dimension

dim $,(V) = Nrd) = #la € 3 ol =} = (71,

wobei |a| == 320, oy fiir @ = (v, ..., aq) € NE.

Die sogenannten spurfreien Tensoren sind auf dem Weg zur Definition irreduzibler
Tensoren genauso bedeutend wie die symmetrischen Tensoren. Die Eigenschaft der
Spurfreiheit eines Tensors ergibt sich aus der Definition der Spur eines Tensors,
welche eine natiirliche Operation beschreibt, die den Rang eines Tensors um 2 ver-
ringert. Fiir einen beliebigen Tensor T € S.(V) mit r > 2 ist die Spur gegeben
durch

d
(spurT), = ZTaJr?ei , Jal=r—2. (3-5)
i=1

Betrachtet man ([3-5)), so ist es offensichtlich, dass die Definition der Spur aufgrund
des Multiindex o im Fall » > 2 hinsichtlich der Eindeutigkeit nur Sinn fiir symmetri-
sche Tensoren macht. Deshalb bezeichnen wir einen Tensor 7' € S,(V') genau dann
als spurfrei, wenn spur7 = 0 gilt, wobei 0 hier fiir den Null-Tensor aus S,_5(V)
steht. Die Anzahl an zusétzlichen Nebenbedingungen an einen symmetrischen Ten-
sor, um spurfrei zu sein, betragt demnach N(r — 2, d).

Damit sind wir nun in der Lage fiir » > 2 irreduzible Tensoren zu definieren:

3.4 Definition. Ein Tensor T' € 7.(V) mit r > 2 heifit genau dann irreduzibel,
wenn 1" symmetrisch und spurfrei ist. Die Menge aller irreduzibler Tensoren vom
Rang r iiber V ist erneut ein Vektorraum, der im Folgenden mit 7,.(V') bezeichnet
wird.

3.5 Bemerkung. Der Vektorraum J,.(V') der irreduziblen Tensoren vom Rang r
iiber V' hat die Dimension

dim J,(V) = N(r,d) — N(r —2,d) .

Zusammenfassend haben wir nun eine Klassifizierung des Tensorraumes 7,.(V) in
die folgenden Unterrdume:

T (V) CS(V)CTA(V)

Fiir den fiir uns wichtigen Spezialfall d=dim V' =3 gibt die folgende Tabelle einen
Uberblick der Dimensionen dieser Tensorrdume in Abhingigkeit des Ranges r. Ver-
gleicht man diese Dimensionen mit jenen der Polynomridume aus Tabelle 2.1] so
ldsst sich der erwidhnte Zusammenhang zwischen Tensoren und Polynomen bereits
erahnen.
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3.2 Das Tensorskalarprodukt

allgemein symmetrisch irreduzibel
Rang r — . .
dim7,(V) =3" | dimS, (V) =4(r+1)(r+2) | dimJ, (V) =2r+1
2 9 6 5
4 81 15 9
6 729 28 13
8 6 561 45 17
10 59 049 66 21
12 531 441 91 25

Tabelle 3.1: Dimensionen der Tensorraume im Fall d = 3

3.2 Das Tensorskalarprodukt

Bezeichnen wir mit V' erneut einen K-Vektorraum der Dimension d mit einem Ska-
larprodukt (-,-)y und mit V* den zugehérigen Dualraum, so induzieren die Basen
von V und V* mit dem Skalarprodukt auf V' durch

T

Z T, -, ZT>U<€;17"'76;T>H<eik7ejk>v

‘741 ----- Zr k=1

ein kanonisches Skalarprodukt (-,-) auf 7,(V'). Man kann zeigen, dass dieses Ska-
larprodukt unabhéngig von der Wahl der Basis ey, ...,e4 in V und der zugehorigen
dualen Basis e}, ...,e} in V* ist. Im Spezialfall einer ONB reduziert sich das Ska-
larprodukt auf

d
(T,U) = Z T, ..,e; )U(es, ..., e;) Z Tho i Ujg
jl ----- jrzl ..... _]T—l

Mit Hilfe des Skalarproduktes kénnen wir eine orthogonale Projektion definieren,
mit welcher wir einen beliebigen Tensor T € T,.(V') symmetrisieren konnen, was uns
spater noch von Nutzen sein wird:

T); = 'ZT , jEI

TESy

Ein Blick auf Definition zeigt, dass der Tensor (T') symmetrisch ist, d.h. dass
(T) € S,(V) gilt. Insbesondere liefert die Symmetrisierung eines symmetrischen
Tensors erneut denselben symmetrischen Tensor, denn es ist
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3 Tensoren

(D)= 5 Xty = 755 2 et

TESy T, TES,
1 1
= 2 2 Treon = gy 2 2 Tow
Y res, ) creSt1 Y neS, o€S,
1 )
= D Ty =(T); , jelL (3-6)
" res,

Das ist gleichbedeutend mit (T") = T fiir alle T € S, (V). Beziiglich der gewéahlten
ONB kann das Skalarprodukt zwischen zwei Tensoren T,U € T.(V) in der Form
(T,U) = >_,c; T;U; geschrieben werden. Damit erhalten wir folgende nutzvolle Ei-
genschaft:

1 1
(T)U)y =D =5 TaplUi=)_ = D Tl

jerI TeS, i€l TES,
1 1
=25 > T =) Tiy 3 Usty = (T, (1))  (37)
i€l aeS_Tl i€l oESy

Dies zeigt, dass die Symmetrisierung einer orthogonalen Projektion des Tensorrau-
mes 7.(V) auf den Unterraum S, (V') entspricht, denn fiir alle 7" € 7,.(V) und alle

U € S,.(V) gilt mit Hilfe von und
(1) =T.U) = (1),U) = {I,U) = (T, (U)) = (T,U) = (T, U) = (T,U) = 0.

3.3 Tensoren und Polynome

Im Folgenden sei B = (ey, . ..,eq) eine ONB des Vektorraums V' beziiglich (-, -)v, cp
die zugehorige Koordinatenabbildung und (-,-) das induzierte Tensorskalarprodukt
auf 7,(V). Desweiteren sei fiir ein beliebiges © € V' der Tensor 2" € T,.(V) durch
%" = r ® --- @ x definiert. Somit ist der Tensor x®" symmetrisch, d.h. es gilt
%" € S§,(V). Mit Hilfe der folgenden Definition ist es nun mdoglich einen einfachen
Zusammenhang zwischen Tensoren und Polynomen herzustellen, indem wir einem
beliebigen Tensor T' € T,.(V') ein homogenes Polynom pr vom Grad r zuordnen:

pr(cs(z)) == (. T) , ze€V (3-8)

Wir werden sehen, dass der Vektorraum S,(R?) der symmetrischen Tensoren vom
Rang 7 iiber R? isomorph zum Vektorraum V,(R?) der homogenen Polynome vom
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3.3 Tensoren und Polynome

Grad r iiber R? ist. Da wir mit der obigen Definition zunichst jedem beliebigen
Tensor T' € 7,(V) ein homogenes Polynom vom Grad r zuordnen kénnen, miissen
wir, um die Isomorphie zwischen dem Vektorraum der symmetrischen Tensoren und
dem Vektorraum der entsprechenden homogenen Polynome zu erhalten, die Sym-
metriebedingung der Tensoren in Zusammenhang mit den Polynomen bringen. Dies
gelingt unter Verwendung von (3-6|) und , denn damit gilt

pr(cs(z)) = (@7, T) = ((2°7),T) = (@ (T)) = pz) (cn(x))-

Somit erhalten wir pr = p(ry, weshalb die erwédhnte Isomorphie nur zwischen Y, (R%)
und dem Unterraum S,.(RY) C 7,(R%) der symmetrischen Tensoren erwartet werden
kann. Dies liefert uns nun folgenden Satz:

3.6 Satz. Der Vektorraum S,(RY) der symmetrischen Tensoren vom Rang r iiber

R? ist isomorph zum Vektorraum V,(R%) der homogenen Polynome vom Grad r iiber
R

Beweis. Mit Hilfe von (3-8) konnen wir eine bijektive lineare Abbildung ¢ zwischen
den beiden Vektorrdumen definieren:

¢ : Sp(RY — V(R
T +— pr , wobei pr(cp(z)) == (z%",T) fiir z € R*

Die Linearitét dieser Abbildung ergibt sich direkt aus der Linearitdt des Skalarpro-
dukts. Um die Bijektivitat der Abbildung ¢ zu zeigen, zeigen wir zunéchst einmal
die Surjektivitit. Sei dazu H : R? — R ein beliebiges homogenes Polynom vom
Grad r iiber R?. Folglich kénnen wir schreiben H(y) = 2\04 bay®, wobei o € N

ein Multiindex und b, € R der Koeffizient des Monoms y* := yf“yg“? CoL Yyt st
dessen Grad durch |a| = 327, ap = 7 gegeben ist. Deﬁnieren wir ol = []¢_, a;!
fiir einen Multiindex o € N¢ und
a! S .
Tjijo..jr = ol bo 5 ar =il ji=k}=m@) (3-9)

fiir j € I, so gilt, dass T ein symmetrischer Tensor ist mit pr = H. Dies wird ersicht-
lich unter Verwendung von x := Zle y;e; beziiglich der eingangs dieses Abschnitts
gewéhlten ONB, d.h. ¢g(x) = y, und

pT(y) Z Yj - y]r €, ® -+ Q ey, T>
jel
S VRS MO R D oELTX B o) T
jel la|=r JeI: |at|=r jer:
m(g)=o m(g)=o
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3 Tensoren

Um die zweite Summe der rechten Seite von (3-10]) ausrechnen zu kénnen, betrachten
wir den Tensor £ = ®" mit e = 22:1 ex. Gemaf (3-10)) erhalten wir dann zum einen

pe(y) = Z ( Z 1)ya

|a|:7~ ]GI
m(j)=c

und zum anderen

pe(y) = (@7, ) = (z,€)" = (y1 + ... + ya)"

gemifl (3-8) (wobei hier das kanonische Skalarprodukt auf R? ebenfalls mit (-,-)
bezeichnet wird). Deshalb erhalten wir fiir einen beliebigen Multiindex o € N¢ mit
|a| = r zum einen

vest) = (5)" + (5.) oo

() ) (S )

NIk
m(j)=a

und zum anderen
Vepgp(y) =rl=lall.
Kombinieren wir nun diese zwei Resultate, so erhalten wir schliellich

Y 1= |Z—l' : (3-11)

Jjel:
m(j)=a

Insgesamt wird (3-10) dadurch vereinfacht zu pr(y) = >_, =, bay® = H(y). Somit
gilt o(T') = H, was gleichbedeutend mit der Surjektivitéit von ¢ ist.

Fiir die Injektivitit von ¢ seien T, U € S,(R?) zwei beliebig gewiihlte symmetrische
Tensoren mit pr = py, d.h. p(T') = ¢(U). Somit gilt Vpr(y) = Vpy(y) fiir jeden
Multiindex o € Ng. Sei nun o € N¢ ein beliebiger Multiindex mit |o| = 7, so liefert

diese Gleichheit
o Y T =al Y U

J€el: JelI:
m(j)=a m(j)=a

Die Symmetrie von 7" und U vereinfacht dies umgehend zu
la' T, = |a! U, .

Somit gilt T,, = U, fiir jedes beliebige o € N& mit || = r, sprich T' = U. Dies liefert
die Injektivitdt und somit insgesamt die Bijektivitit der Abbildung . O]
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3.3 Tensoren und Polynome

3.7 Bemerkung. Die Dimension des Vektorraumes V,.(R¢) der homogenen Poly-
nome vom Grad r {iber R? entspricht der Dimension von S,(R?) und ist deshalb
gegeben durch Bemerkung |3.3]

Betrachten wir den Unterraum H,(R?) C V,(R?) der homogenen, harmonischen
Polynome vom Grad r iiber R, kénnen wir ein weiteres Resultat erzielen, welches
die Wichtigkeit der irreduziblen Tensoren zusétzlich hervorhebt. Sei dazu @) ein
beliebiges homogenes, harmonisches Polynom vom Grad r iiber R?. Aufgrund der
Homogenitét kénnen wir demnach erneut Q(y) = 3_, -, by schreiben. Berechnen
wir die zweiten partiellen Ableitungen von @), so erhalten wir

&ZQ(y) = Z ba&i<ai _ 1)ya726i

|laf=r

= D barea(Bi+2)(B +1)y7

1Bl=r—2

Da @) nach Voraussetzung zusétzlich harmonisch sein soll, muss es die Bedingung
AQ = S2%  92Q = 0 erfiillen. Dies fiihrt zur Gleichung

=1

AQy) = > (meei (8 +2)(8; + 1))y5 =0

Bl=r—2 " i=1

und liefert die Bedingung
d
D bsrae (Bi+2) (B +1) =0
i=1

fiir alle Multiindizes 3 € N& mit |3] = r — 2. Aus dieser Bedingung kénnen wir iiber
den Isomorphismus ¢ aus Satz unter Benutzung von (3-9) die entsprechende
aquivalente Bedingung an die Tensorkomponenten des zu () gehérenden Tensors T
herleiten:

!

d rl rl d
;m (Bi +2)(Bi + 1) Tpyze, = a ;Tﬁwei =0

Schlieflich erhalten wir fiir den Tensor 7T die Bedingung Zle Thi9e; = 0 fiir alle
Multiindizes 8 € N¢ mit |3] = r — 2. Diese Bedingung beschreibt genau die Eigen-
schaft der Spurfreiheit des Tensors T', d.h. dass T’ € J,(R?) gelten muss.

Insgesamt erhalten wir demnach mit Hilfe von Satz und der eben gemachten
Beobachtung bereits den Beweis des folgenden Satzes:

3.8 Satz. Der Vektorraum J.(R?) der irreduziblen Tensoren vom Rang r iiber R?
ist isomorph zum Vektorraum H,(R?) der homogenen, harmonischen Polynome vom
Grad r iiber R?.
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3.9 Bemerkung. Die Dimension des Vektorraumes H,(R?) der homogenen, har-
monischen Polynome vom Grad 7 iiber R? entspricht der Dimension von 7,(R%) und
ist deshalb gegeben durch Bemerkung 3.5

3.4 Konstruktion einer Basis der irreduziblen Tensoren

Ein Blick auf die Dimensionstabelle [3.1] zeigt, dass es aus numerischer Sicht &uferst
sinnvoll ist, alle Tensorrechnungen direkt in der Basis irreduzibler Tensoren durch-
zufithren. Somit erspart man sich aufgrund der deutlich weniger unabhéngigen Kom-
ponenten im Vergleich zum allgemeinen Tensorraum erheblichen Mehraufwand an
Rechenzeit. Um einen irreduziblen Tensor aus 7,(R¢Y) auf diejenigen unabhingigen
Komponenten zu reduzieren, die notwendig sind, um den Tensor in irreduzibler Di-
mension darzustellen, reduzieren wir den Tensor zunéchst einmal auf die bekannten
Komponenten symmetrischer Dimension. Die Bedingung, die einen symmetrischen
Tensor irreduzibel macht, ist die Spurfreiheit. Nach ist die Spur eines beliebigen
Tensors T' € S,(R?) mit r > 2 durch

d
(spurT), = ZTQHQ , Jal=r—2
i=1

gegeben. Die zusétzliche Anzahl an Nebenbedingungen an einen symmetrischen
Tensor, um spurfrei zu sein, ist nach Bemerkung durch N(r — 2,d) gegeben.
Diese N(r — 2,d) Bedingungen sind durch linear unabhéngige, lineare Funktiona-
le aus S,(R?)* gegeben, die, angewandt auf einen symmetrischen Tensor, dessen
Spurkomponenten ergeben. Im Falle eines irreduziblen Tensors also jeweils 0. Diese
linearen Funktionale konnen wir als Zeilenvektoren in eine Matrix der Dimension
N(r—2,d) x N(r,d) schreiben. Fiillen wir diese Matrix nach oben auf bis zur vollen
Dimension N(r,d) x N(r,d), indem wir die linear unabhéngigen, linearen Funk-
tionale mit weiteren linearen Funktionalen zu einer Basis des Dualraumes S, (R¢)*
ergénzen, so erhalten wir eine invertierbare Matrix C, deren N(r — 2, d) untersten
Zeilen die linearen Funktionale enthalten, welche die einzelnen Spurkomponenten
eines symmetrischen Tensors berechnen. Invertieren wir diese Matrix C', so erhalten
wir mit den ersten N(r,d)— N(r—2,d) Spalten von C~! linear unabhiingige Koordi-
natenvektoren irreduzibler Tensoren in symmetrischer Dimension und haben somit
eine Basis des Vektorraumes J,(R?) der irreduziblen Tensoren vom Rang r iiber R?
in symmetrischer Dimension gefunden. Im Folgenden sei diese Vorgehensweise fiir
den Fall d = 3, r = 4 skizziert:

Die Multiindizes, mit denen man einen symmetrischen Tensor 7" vom Rang r = 4
in symmetrischer Dimension fiir d = 3 komplett beschreiben kann, sind der Reihe
nach von links nach rechts und von oben nach unten gegeben durch
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(400), (310), (301), (220), (211), (202), (130), (121),
(112), (103), (040), (031), (022), (013), (004).

Um die Spur von T berechnen zu konnen, benétigen wir noch alle Multiindizes zum
Rang 2, welche der Reihe nach durch (200), (110), (101), (020), (011), (002) gegeben
sind. Somit lautet die erste Komponente des Spurtensors zum Multiindex oo = (200)

3
(spur T’ )(200) = Z T200)+2e; = Tia00) + T220) + Ti202) -

=1

Formulieren wir die restlichen Spurbedingungen analog (untere Blockmatrix) und
fiillen diese durch entsprechende Zeilen der kanonischen Dualbasis nach oben auf
(obere Blockmatrix), so erhalten wir in diesem Fall folgende invertierbare Matrix C
und folgende Beziehung:

100000000000000
000100000000000
010000000000000
000000100000000
001000000000000
000000010000000
000000000010000
000010000000000
000000000001000

100101000000000
010000101000000
001000010100000
000100000010100
000010000001010
000001000000101

NN N W W
w O = N O = O
SO N = O = O O

—_
[
N

o =
s O
o W

spur 1T’

o O
N W
N =

o
—
w

s P Pow Pow Paw Blaw Bae Plae o Bw Bow Blaw Blaw Blas Bl
Il

=)
S
=

'

=:C
Aufgrund von CC~! = 1 ist es ersichtlich, dass wir mit den ersten
N(4,3) = N(2,3)=15—-6=9
Spalten von C~! eine Basis von J;(R?) in symmetrischer Dimension erhalten. Die

Spurfreiheit dieser Basistensoren ist in der folgenden Veranschaulichung direkt am
Nullblock unten links in der Einheitsmatrix abzulesen:
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1 O
Ol =
Spurbedingungen O 1 N(2,3)
N -~ 7 N 7\ /
= N(4,3) — N(2,3) N(2,3)

Betrachten wir nun die Matrix U der Dimension N(r,d) x (N(r,d) — N(r — 2,d)),
welche genau diese Basis des J,(R?) in symmetrischer Dimension in ihren Spalten
enthélt, so gilt fiir einen beliebigen irreduziblen Tensor 7' folgender Zusammen-
hang:

TSZUTJ,

wobei T's die Reduktion von 7" auf die unabhéngigen Komponenten in symmetrischer
Dimension beschreibt, und 7’7 entsprechend die Reduktion von 7" auf die unabhéngi-
gen Komponenten in irreduzibler Dimension. Uber diesen Zusammenhang erhalten
wir demnach die Information, welche Komponenten aus einem irreduziblen Tensor
in symmetrischer Dimension herauszugreifen sind, um den Tensor in irreduzibler
Dimension angeben zu koénnen.

3.4.1 Berechnung des Tensorskalarproduktes

Mit den Uberlegungen des vorherigen Abschnittes ist es natiirlich aus Rechenauf-
wandsgriinden ebenso sinnvoll, das Skalarprodukt zweier symmetrischer Tensoren
bzw. zweier irreduzibler Tensoren auf die jeweils notwendigen unabhéngigen Ten-
sorkomponenten zu beschréanken. Dazu betrachten wir nun zwei beliebige irreduzi-
ble Tensoren S, T € T,(R%), die wir in symmetrischer Dimension erneut durch Ss
und 7s bzw. in irreduzibler Dimension entsprechend durch S; und 77 darstellen
konnen. Mit Hilfe von (3-11)) erhalten wir jeweils die Anzahl an Tensorindizes, die
zum selben Multiindex gehoren. Definieren wir eine Diagonalmatrix M in symmetri-
scher Dimension N (r,d) x N(r,d), die diese Anzahlen, entsprechend der Reihenfolge
der Multiindizes sortiert, auf der Diagonalen trégt, so erhalten wir folgenden Zu-
sammenhang zwischen den Skalarprodukten der irreduziblen Tensoren S und 7' in
voller bzw. symmetrischer Dimension:

<Sv T> = <MSS7 T$>Sr(Rd)

Mit der Matrix U des vorherigen Abschnittes gilt Ss = USs bzw. Ts = UT7 und
somit

(S,T) = (MSs,Ts)s, ey = (MUS7,UT7)s, re)
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(MSJ, T7) 7,®dy = (WS7,T7) 7. ()

=W

Mit den Gewichtsmatrizen M bzw. W lasst sich das jeweilige Skalarprodukt in
symmetrischer bzw. irreduzibler Dimension demnach sehr effizient berechnen. Da
die Gewichtsmatrizen unabhéngig von den Tensoren S und 7" sind, sondern lediglich
von r und d abhéngen, konnen diese Matrizen im Vorfeld einer Rechnung einmalig
berechnet und abgespeichert werden. Im Folgenden wird aus Einfachheitsgriinden
weiterhin das Standardskalarprodukt auf 7,(R?) ohne Gewichtsmatrizen verwendet,
denn die Gewichtsmatrizen dienen lediglich einer schnelleren Berechnung.

3.5 Darstellung von SO(d) auf T,(RY)

Im Folgenden betrachten wir eine Darstellung der kompakten Gruppe SO(d) auf
7, (R4), welche fiir beliebige Q € SO(d), T € T,(R?) und v; € (R)* fiir i = 1,...,r
definiert ist durch
D : SO(d) x T.(RY) — T,(R%) (3-12)
(Q,T) — DT, wobei (DoT)(vy,...,v) =T(1nQ,...,1nQ) .

Man beachte, dass zum einen D{7T = T gilt und zum anderen die Bedingung
DgrT = DgDgT erfiillt istEI Fir ¢« € I kénnen wir (DgT'); mit Hilfe der Ten-
sorkomponenten T; = T'(ej,...,e; ) beziiglich der ONB ey,...,e; schreiben als
(DgT); =T(e;,Q, ..., e; Q). Aufgrund von

d d
(e, Q)(x) = (Qu);, = Z Qiyjr Tj, = Z Qiyjr €, (x) fiir v € R?

Jj1=1 J1=1
und der Multilinearitat eines Tensors erhalten wir schliellich
(DT)i = Qi+ Qi Ty = (Q%T)i (3-13)
Jel

wobei wir mit @ * T das sogenannte RAYLEIGH-Produkt einer orthogonalen Matrix
Q € SO(d) und einem Tensor T’ € 7,(R?) abkiirzen. Das RAYLEIGH-Produkt Q * T
ist auch als die Drehung des Tensors 7" mit der orthogonalen Matrix () zu inter-
pretieren. Im Folgenden tragen wir einige wichtige Eigenschaften dieser Darstellung
zusamimen.

3.10 Lemma. Die Darstellung D ist unitdr beziiglich dem kanonischen Skalarpro-
dukt auf T,(RY), d.h. fiir beliebige Q € SO(d) und beliebige S, T € T.(R?) gilt:

(DgS, DoT) = (S, T)

Y (DoDRT)(v1,. .. vr) = (DRT)(1Q, ..., vxQ) = T QR, ... ,1,QR) = (DgorT)(v1,...,vy)
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Beweis.

(DS, DQT) =Y (DgS)i(DQT)i =Y QivjyQirky + - - iy Qiok, ST

el i,5,k €l
= Z <Z5k1j1 L 5k7‘jrSj>Tk = ZSka = <Sa T>
kel  jel kel

3.11 Korollar. Fiir beliebige Q € SO(d) gilt D}, = Dgr.

Beweis. Sei Q € SO(d) beliebig gewiihlt, so gilt fiir beliebige S, T € T,(RY) unter
Verwendung von Lemma die Bedingung

(DS, T) = (DS, DyT) = (DS, DoorT)
— (DS, DgDgrT) = (S, DgrT) .

Somit folgt die behauptete Aussage DL = Dgr. O
3.12 Lemma. Fiir beliebige Q € SO(d) und beliebige x € RY gilt:

Dgx®" = (Qz)®"

Beweis. Seien Q € SO(d) und x € R? beliebig gewihlt, dann gilt fiir beliebige
Vi, ..., v € (R

(Doz® ) (11, ..y vy) = 2% (11Q, . .., Q)
=uv1(Qz) ... 1 (Qx) = (Qx)* (v1, ..., 1)

]

Berechnen wir das homogene Polynom, welches dem Tensor DT fiir Q € SO(d)
und 7 € T,(RY) gemiB (3-8) zugeordnet wird, so erhalten wir folgende niitzliche
Aussage:

3.13 Lemma. Es sei Q € SO(d) und T € T.(R?) beliebig gewdhlt, so gilt fiir das
dem Tensor DoT € T.(R?) zugeordnete homogene Polynom Ppor fir alle v € R¢:

poor(cs(x)) = pr(cs(Q"x))

Wiihlen wir im R die kanonische ONB, d.h. gilt cg(x) = x, so gilt folglich

Ppor = Pr © QT .
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Beweis. Seien Q € SO(d) und T' € T,(RY) beliebig gewihlt, so gilt mit Hilfe von
Korollar und Lemma fiir alle z € R%:

poor(cs(x)) = (2%, DT) = (Dgra®", T)
= <(QT33)®T>T> = pT(CB(QTl’))
O

Im folgenden Abschnitt betrachten wir spezielle Zusammenhénge im Fall d = 3, wel-
che jedoch allesamt auch im allgemeinen d-dimensionalen Fall Giiltigkeit besitzen.

3.5.1 Zerlegung von L?(S0(3))

Ausgehend von den homogenen, harmonischen Polynomen vom Grad r iiber der
Einheitssphire S? aus Kapitel und der dortigen Darstellung

0:5S0(3) x H,(S?*) — H,(5?)
(Q, f) — oqf mit (0of)(z) = f(Q"z), €5

berechnen wir die zu o dquivalente Darstellung o : SO(3) x J.(R?) — J,.(R3),
welche nach Definition [2.7| mit Hilfe der unitéren Abbildung A : H,.(5?) — J,.(R?)
aus Satz fiir alle Q@ € SO(3) definiert ist durch g, := AogA™".

Sei dazu T' € J,(R?) beliebig gewihlt, so gilt mit Hilfe von (3-8) und Lemma [3.13]
fiir alle Q € SO(3) und alle z € S? zunichst

(0qpr)(z) = pr(Q"x) = ppyr(x) .
Damit erhalten wir schlie3lich

00T = Ao AT = Aogpr = Appor = DT . (3-14)

Daraus erhalten wir die Information, dass die Unterriume S,(R?*) C 7,(R?) und
J-(R?) C S,.(R?) jeweils D-invariant sind. Dies hat zur Folge, dass wir mit D ab
sofort fiir den Rest dieser Arbeit die auf 7, (R?) eingeschrinkte Darstellung

D : SO(3) x J.(R*) — J.(R?) (3-15)
(Q,T)— DT :=Q =T

bezeichnen. Diese eingeschrinkte Darstellung D wird im Laufe dieser Arbeit noch
von sehr grofler Bedeutung sein.

Die Beziehung (3-14)) zeigt uns desweiteren, dass die Darstellungen o und D zuein-
ander dquivalent sind. Mit Hilfe von Satz [2.11] erhalten wir die Irreduzibilitidt von D
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demnach direkt aus der bereits aus Kapitel bekannten Irreduzibilitat von p. Auf-
grund der Zugehérigkeit zur selben Aquivalenzklasse generieren p und D dieselben
Unterrdume U, C L?(SO(3)) und somit eine identische Zerlegung von L?(SO(3)).
Im Gegensatz zu H,.(S?) hat der Raum 7, (R?) jedoch keine traditionell ausgezeich-
nete Basis wie etwa die Kugelflichenfunktionen. Trotzdem kénnen wir eine Basis
der Unterrdume U, generieren, indem wir im Falle der Darstellung D durch eine
geeignete Wahl von Tensorkomponenten wie in Kapitel eine Alternative zu den
WIGNER-Funktionen konstruieren. ©

Definieren wir zunéchst ausgehend von den Kugelflichenfunktionen Y™ mit Hilfe
der obigen unitiren Abbildung A die irreduziblen Tensoren T™ := AY™ € 7,(R?)
fir m € {—r,...,r}, so erhalten wir durch die Matrixeintrage b,,, der linearen
Abbildung gg in der Form

bin(Q) = (0QY,", Y, )La(se) = (AT DAY, ¥, )12 (s2)
— (DAY, AY) = (DoT", T
=(Q@+T",T™) =(IT"™,Q=+T")

fiir alle @ € SO(3) jene Funktionen, die den J-invarianten Unterraum U, von
L?(SO(3)) erzeugen. Die Basisfunktionen von U, sind demnach von der Form

dS,T : SO(B) — R
Qr— dsr(Q) = (S,Q+T)

mit dgr € L*(SO(3)) fir S,T € J.(R®*). Mit Hilfe des folgenden Satzes gelingt
es uns, eine ONB der D-invarianten Unterriume U, anzugeben. Desweiteren liefert
er eine Aussage, wie man die Unterrdume U, noch weiter zerlegen kann, und zwar
in orthogonale, invariante und irreduzible Teilriume von IL? (SO(S)) beziiglich der
reguldren Darstellung ). Dieses Resultat ist ebenso auf den d-dimensionalen Fall
iibertragbar und ldsst sich sogar allgemein fiir kompakte Gruppen G formulieren.

3.14 Satz. Sein := 2r + 1 und Ei,...,E, eine ONB von J.(R3). Desweiteren
sei mij(Q) = (i, DokE;) fir Q € SO(3) die Matrizdarstellung der linearen Ab-
bildung Dg in dieser Basis. Dann spannen die Funktionen m;; n n-dimensionale,
orthogonale, invariante und irreduzible Unterrdume von U, C L2 (SO(B)) beziiglich
der reguliren Darstellung ) auf. Dabei bilden die {my; | i = 1,...,n} fiir ein fe-
stes 7 € {1,...,n} jeweils eine orthogonale Basis eines solchen Unterraumes, mit
Normierungsfaktor \/n sogar eine ONB, d.h. es gilt

(Vo mij, v/nomig) 12soE) = Ol -

Beweis. Seialson :=2r+1und E}, ..., E, eine ONB von 7,(R?). Dann ist zuniichst
einmal zu beachten, dass U, = span{m;; | ¢,j = 1,...,n} mit

mi;(Q) == (Ei, DoEj) = (E;, Q * Ej) = dp, £;(Q)
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gilt. Mit Hilfe des Buches von SIMONE3! erhalten wir direkt die Orthogonalitiit der
m;, bzw. dass (v/n mij, /1 M) 12s0@) = Owdn gilt. Mit den normierten m;;
haben wir somit sogar eine ONB des Unterraumes U, gefunden. Daraus konnen wir
direkt folgern, dass dim U, = n? = (2r + 1) gilt, U, also ein (2r + 1)*-dimensionaler
Unterraum von L?(SO(3)) ist.

Betrachten wir nun die regulire Darstellung J) : SO(3) xL?(SO(3)) — L*(S0(3)),
die wie bereits bekannt durch (Dgf)(Q) := f(RTQ) gegeben ist, und fiir ein belie-
biges j € {1,...,n} ein beliebiges Element m € U := span{my;, ..., my;}, d.h. es
ist m(Q) := (T, DoE;) = dr,5,(Q) fiir alle @ € SO(3) und ein T' € J,(R?), so gilt

(Drm)(Q) = m(R"Q) = (T, DprqE;) = (Q\B;_T/ , DoEj) = m(Q)
€J-(R3)

mit m € UJ. Die n Unterrdume UJ C U, sind folglich jeweils n-dimensional, zu-
einander orthogonal aufgrund der paarweisen Orthogonalitét der m;, D-invariant
und entsprechen demnach den von den Spalten der darstellenden Matrix erzeugten
Unterrdume von L2 (SO(3)).

Bleibt lediglich die Irreduzibilitdt dieser Unterrdume zu zeigen, d.h. dass es keine
nichttrivialen J-invarianten Unterriume von U/ gibt. Dazu nehmen wir an, dass
W; C UJ ein D-invarianter Unterraum sei. Definieren wir

Vi ={T € J,(R*) | mp : Q — (T, DgE;) € W},

so ist V; ein Unterraum von J,.(R*) mit V; # (), denn es ist 0 € V; und mit S, 7 € V;
folgt mgyr = mg+mp € Wj, sprich S+7T' € V;. Desweiteren gilt fiir ein 7" € V; und
ein beliebiges A € R auch Amy € W; und daher myyr = Amqp € W, also XT" € V.
Auflerdem ist V; D-invariant, denn fiir ein beliebiges T' € V; ist auch DgT' € V; fiir
jedes R € SO(3), da

mpr(Q) = (DrT, DgE;) = (T, DgroE;) = mr(R'Q) = (Drmr)(Q) |

und somit mp,r € W; aufgrund der vorausgesetzten D-Invarianz von W;. Da die
Darstellung D irreduzibel ist, gilt V; € {{0}, 7,(R*)} und somit W; € {{0},U/}.
Dies ist aber gleichbedeutend mit der Irreduzibilitéit der Unterrdume U?. [

Mit Hilfe dieses Satzes erhalten wir demnach eine weitere Zerlegung der Unterrdume
U, der folgenden Form:

U =Ulo...oU*!

Dabei sind die Unterriume U/ fiir j = 1,...,2r + 1 jeweils von der Dimension
2r + 1 und irreduzibel beziiglich £, wobei die Zerlegung von U, in diese irreduziblen
Unterrdume im Allgemeinen nicht eindeutig ist. Dies ist leicht nachvollziehbar, denn
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je nach Basiswahl im Ausgangsvektorraum zweier irreduziblen Darstellungen von
SO(3) aus derselben Aquivalenzklasse kann man unterschiedliche Matrixeintrige in
den darstellenden Matrizen der entsprechenden linearen Abbildungen erhalten. Dies
kann wiederum zur Folge haben, dass die jeweiligen Spalten unterschiedliche Raume
erzeugen. Der D-invariante Oberraum U, ist jedoch wie bereits erliutert fiir alle
irreduziblen Darstellungen derselben Aquivalenzklasse identisch. Der Beweis dieses
Satzes zeigt ebenso, dass fiir n := 2r + 1

U, = span {dg, g, € L*(SO(3)) | {Ex,...,E,} ist ONB von J,(R?)}
= span {dsr € L*(SO(3)) | S,T € J,(R*)}

gilt, denn es ist dgr = >0, ¢;;(S, T)dpg, g, fir alle S,T € J.(R*) mit den ent-
sprechenden Koordinaten c;;(S,T) beziiglich der Basis dg, g, von U,. Hierbei ist
anzumerken, dass dies jeweils nur fiir den Fall » > 2 gilt, da die irreduziblen Ten-
soren aufgrund der Definition der Spur ja nur in diesen Féllen definiert sind. Der
Zusammenhang zwischen Tensoren und homogenen Polynomen zeigt jedoch, dass
wir in den beiden Féllen 7 = 0 und r = 1 (d.h. in den Fillen von konstanten bzw.
linearen Polynomen) entsprechend

Up=span{l} und U; =span{dsr € L*(SO(3)) | S,T € T1(R%)}

erhalten. Man beachte, dass nach wie vor dim U, = (2r + 1)? fiir alle r € Ny gilt.

Wie bereits erwidhnt wurde, ermdoglicht es uns die Verwendung einer tensoriellen
Basis auf einfache Art und Weise, Unterrdume von U, mit zusétzlichen Symmetri-
en zu konstruieren. Dies werden wir benétigen, um die entsprechend vorliegende
Kristallsymmetrie des betrachteten Metalls in die spéter gesuchte codf einbauen zu
konnen. Dazu betrachten wir zunéchst einmal fiir eine Untergruppe H von SO(3)

den Unterraum L% (SO(3)) C L?*(SO(3)), welcher durch

L7 (SO(3)) :={f € L*(SO(3)) |[VRe H: Arf = f}

mit der Symmetriebedingung (Agf)(Q) :== f(QR) = f(Q) fur alle R € H und alle
Q € SO(3) gegeben ist, und somit all diejenigen Funktionen aus I (S 0(3)) beinhal-
tet, die zum Beispiel die gewiinschte Kristallsymmetrie aufweisen. Zunéchst einmal
wollen wir zeigen, dass sich diese Symmetriebedingung direkt auf die Unterrdume
U, iibertragen lédsst. Dazu verwenden wir nun die Zerlegung

L*(50(3)) = P U

reNg

in die Unterrdume U,, welche in der Form der obigen linearen Hiillen gegeben sind.
Einerseits wissen wir bereits, dass diese Unterrdume J-invariant sind, andererseits
konnen wir zeigen, dass sie sogar Ag-invariant sind fiir alle R € SO(3), denn fiir
ein beliebiges dsr € U, gilt:
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(Ardsr)(Q) = ds(QR) = (S, (QR) x T) = (S, DorT)
= <S, DQDRT> = <S, Q * DRT> = dS,DRT(Q)

Bezeichnen wir in L2 (S 0(3)) mit P, die zugehorige Projektion auf den Unterraum
Uy, so konnen wir fiir ein beliebiges f € L?(SO(3)) und alle R € SO(3) mit Hilfe
der Ag-Invarianz das Folgende festhalten:

P.Arf = P.Ag Zij =P, Z ARP;f
! ! =PiAgP;f
= PP ApPjf = P.ApP.f = AgP.f
N~~~ N——

7 =5,;P- €Ur

Es ist also P,Ap = AgP,. Zerlegen wir nun ein f € L% (SO(3)) in f = 2 jen fi
mit f; := P;f, so gilt fiir alle R € H die Bedingung Agf, = f,, denn es ist

feLy,

ARfT:ARPTf:P’V‘ARf = Prf:fr .

Die Symmetriebedingung ldsst sich demnach entsprechend auf die Unterrdume U,
iibertragen. Somit geniigt es anstelle des Symmetrieraumes L% (50(3)) die Rdume
L2 (SO(3)) NU, fiir 7 € Ny zu untersuchen. Im Folgenden suchen wir nun fiir » > 2
ein f € L%(SO(3)) NU, von der speziellen Form f = dgy mit S,T € J,(R?). Die
Bedingung Agf = f fiir alle R € H liefert aufgrund von

(Ar)(Q) = (Ardsr)(Q) = ds pyr(Q)
= f(Q) = dsr(Q)

die Bedingung dg p,r = dsr bzw. dg p,7—7 = 0 fiir alle R € H, denn es ist

dsprr(Q) — dsr(Q) = (S, DDrT) — (S, DoT)
= (S, Dg(DrT = T)) = ds,ppr-7(Q) -

Dies liefert bereits den Beweis des folgenden Satzes:

3.15 Satz. Gibt es einen Tensor T € J,(R3) mit der Eigenschaft DT =T fiir alle
R € H, so ist der Raum

{dsp € L*(SO(3)) | S € J,(R*)} < L% (SO(3))NU,

ein (2r + 1)-dimensionaler Teilraum.

Mit dem folgenden Satz konnen wir fiir » > 2 den Unterraum von U,., der diejenigen
Funktionen f € U, enthélt, welche die Symmetriebedingung Agrf = f fiir alle
R € H erfiillen, etwas genauer charakterisieren:
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3 Tensoren

3.16 Satz. Sei H eine Untergruppe von SO(3) und
US:={fcU. | Apf=Ff firaleRc H} ,

dann gilt
US =span{dsp € L*(SO(3)) | S€ J(R*) , E€&},

wobei
5:{E€$(R3) | DRE = FE fiir alle R € H} .

Beweis. Sei R € H beliebig gewéhlt und damit Ug := {f € U, | Arf = [}, dann

gilt trivialerweise

U= () Ur.
ReH

Da die lineare Abbildung Dy unitir istf2 ist sie normal, d.h. es existiert eine

Basis des J,(R3) aus Eigenvektoren Fy,...,FE, von Dp mit n := 2r + 1. Somit
lasst sich jedes f € Ug in der Form f = ) a;jdg; g; schreiben und aus der
Symmetriebedingung folgt

n
,j=1

n n n
Arf = aijARdEi,Ev = aijdEi,DRE = az’j)\jdEi,E
J J J

1,j=1 1,j=1 4,j=1

n
!
=f= E aijdEi,Ej )

ij=1

wobei A\; € R den Eigenwert zum Eigenvektor E; von Dg bezeichnet. Ein Koeffizi-
entenvergleich liefert, dass a;; = 0 sein muss, falls A\; # 1. Damit folgt

n
f: E E aijdEi,Ej = E dz;;laijEi,Ej?
Jixj=11=1 Jixj=1

und somit f € span{dsp, € L*(SO3)) | S € J.(R*) , A; = 1}. Umgekehrt
gilt auch ds g, € Ug, denn unter der Voraussetzung S € Jr(R?) und \; = 1 folgt
Apdsg, B, = ds,pyE; = ds,p;- Zusammenfassend gilt demnach

Ur = span {ds,z, € L*(SO(3)) | S € Z:(R%) , N =1} .
Aufgrund von
(Drds £,)(Q) = ds 5, (R Q) = (S, DrrqEj) = (DrS, DoEj) = dpys r,(Q)

fiir alle Q € SO(3) ist Ug D-invariant, somit insbesondere auch U#. Mit Hilfe
von Satz erhalten wir mit W; := span {dsp, € L*(SO(3)) | S € J(R%)}
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3.5 Darstellung von SO(d) auf T,(R?)

fiir « = 1,...,n eine irreduzible Zerlegung von U, durch U, = W; & ... & W,,.
Bezeichnen wir mit P; die Projektion auf den Raum W;, so kénnen wir ein f € U,
in der Form f = Z?:l f;j schreiben, wobei f; := P;f. Damit konnen wir zeigen, dass
fir i = 1,...,n die Kommutativitit DpP; = P; Dp gilt, denn es ist

DrP(Q) = Drf)(@Q) = [i(R'Q) = Pf(R'Q) = (PDrf)(Q)
fiir alle @ € SO(3). Trivialerweise gilt U> = PLU® & ... ® P,U~, wobei die Un-

r o

terrdume PZUTA C W;, aufgrund der Kommutativitét DrP; = P, Dr und der D-
Invarianz von U, ebenso D-invariant sind. Da die Raume W; irreduzibel sind, gilt
entweder PZ-UTA = {O} oder PiUrA = W;, d.h. esist UTA = Wy ®...0W, fireinp < n.
Da W;, C U” und ds,g;, € Wi, firalle S € J,(R3) gilt, folgt Ardsp, =dsp, ,d.h.
ds.ppE,, 5, =0 fir alle S € J-(R?) und alle R € H. Demnach folgt DpE;, = E;,
fir alle R € H und somit E;, € £, d.h.

U~ Cspan{dsp € L*(SO(3)) | S€ J,(R*), E€&} .

Die Inklusion ”2” ist trivial, da fiir ein beliebiges f aus der linearen Hiille
span {dsr € L*(SO(3)) | S € J(R*), E€ &},

aufgrund der Definition von &, direkt Arf = f fiir alle R € H folgt. Dies wiederum
ist gleichbedeutend mit f € U~. m

Fiir r = 0 bzw. r = 1 erhalten wir analog
Us = span {1} und U = span {dsp € L*(SO(3)) | Se i(R?) , E€ &},

wobei hier nun £ = {E € T1(R?) | DrE = F fiir alle R € H} gilt. Somit erhalten
wir fiir den Raum L% (SO(3)), welcher alle f € L?(SO(3)) beinhaltet, die zusétzlich
die Symmetrie Agrf = f fiir alle R € H erfiillen, folgende Zerlegung:

L (S0(3)) = P Ul (3-16)

rENp
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4 Die crystalline orientation
distribution function (codf)

Mit den vorherigen Kapiteln haben wir nun alle theoretischen Grundlagen zusam-
men, um die codf wie gewiinscht nach tensoriellen Darstellungsfunktionen entwickeln
zu konnen. Der Theorie nach erhalten wir die codf im Allgemeinen zunéchst einmal
als eine Funktion der Form

f:50(3) — R

Qr— 1+ der(Q) . (4-1)

r=1

mit geeigneten Tensoren S, T" € 7,(R?), sodass die Darstellungsfunktionen dgr pr
aus den Unterriumen U, der Zerlegung von L2 (SO(S)) sind, und zusétzlich die
Positivitdtsbedingung sowie die Normierungsbedingung

f(Q =0 YQes0E) | / £(Q)dQ = 1 (42)
SO(3)

erfiillt sind[] Dies ist zunichst sehr allgemein formuliert, denn f ist nur dann defi-
niert, wenn alle Tensoren S, T" € J,.(R?) gegeben sind. Um die Frage beantworten
zu konnen, ob dies der Fall ist, betrachten wir zundchst noch einige weitere Aspekte.

Der Wunsch, dass die vorliegende Kristallsymmetrie des zu untersuchenden Metalls
durch die codf wiedergespiegelt werden soll, wurde bereits gedufert. Ein Grund fiir
diesen Wunsch liegt in der Tatsache, dass wir bei der spéteren Integration der codf
iiber SO(3) damit einen grofien Vorteil haben, wie wir in Kapitel sehen werden.
Doch wie lasst sich diese Symmetrie auf die codf iibertragen? Um eine bestimm-
te Kristallsymmetrie (d.h. eine bestimmte Grundform einer Elementarzelle eines
Einkristalls des Metalls) mathematisch zu erfassen, fassen wir alle Rotationen aus
SO(3), welche eine Elementarzelle dieser Symmetrie aus einer Ausgangsorientierung
wieder ununterscheidbar in sich selbst iiberfithren, zu einer Menge zusammen. Die-
se Menge besitzt eine Gruppenstruktur und bildet demnach eine Untergruppe von

LS T e JT(R?’) gilt nach Definition der irreduziblen Tensoren nur fiir » > 2. Im Fall
r = 1 ist dies durch die Bedingung S!, T! € 7;(R?) zu ersetzen. Aus diesem Grund definieren
wir J1(R3) := 71 (R3), um somit obige Schreibweise beibehalten zu kénnen. Wir werden jedoch
sehen, dass der Summand im Fall » = 1 bei der spéter betrachteten kubischen Kristallsymmetrie
ohnehin nicht in der Reihe vorkommen wird.
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4.1 Kristallsysteme

SO(3), die sogenannte Rotations-Symmetriegruppe H des Kristalls. Darauf werden
wir jedoch noch genauer im folgenden Kapitel eingehen. Da die codf Auskunft
dariiber gibt, wieviele Kristalle des zu untersuchenden Metalls beziiglich einer Re-
ferenzelementarzelle dieselbe Orientierung @ € SO(3) haben, muss diese Verteilung
unveréndert bleiben, wenn man die Referenzelementarzelle mit einer beliebigen Ro-
tation R € H dieser Rotations-Symmetriegruppe dreht. Demnach ist nun auch klar,
dass sich die Kristallsymmetrie mit Hilfe der Forderung f(QR) = f(Q) fiir alle
Q) € SO(3) und alle R € H auf die codf, d.h. auf die Darstellungsfunktionen dgr 1+,
iibertragen lédsst. In Kapitel werden wir sehen, dass diese Forderung gleichbe-
deutend mit der Bedingung DgT" = T fiir alle R € H an die Tensoren T" ist.
Dieses Resultat liefert somit einen Bezug zu Satz [3.16, sodass die codf wie oben
angegeben sogar als eine Funktion aus L% (SO(3)) aufzufassen ist. Dies bedeutet
wiederum, dass die Tensoren S", T" € J,.(R?) sogar so gewihlt werden miissen, dass
die Darstellungsfunktionen ds- p in den Unterrdumen U2 fiir 7 > 1 liegen.

Im Folgenden machen wir einen kurzen Ausflug in die Kristallographie, um eine Vor-
stellung davon zu bekommen, was fiir verschiedene Kristallsymmetrien eines Metalls
iiberhaupt vorliegen kénnen. Danach werden wir uns dann mit der genaueren Wahl
der Tensoren S", T" € J,.(R?) beschiftigen.

4.1 Kristallsysteme

In der Kristallographie gibt es sieben verschiedene Kristallsysteme, d.h. sieben ver-
schiedene Grundformen, in denen Elementarzellen verschiedener Kristalle vorkom-
men konnen. In der folgenden Grafik 27 werden diese Grundformen veranschaulicht:

i
c i ae_ 0 c a
ay/ ¢ ) !
triklin monoklin orthorhombisch tetragonal
a cC a a
a a a & a
trigonal hexagonal kubisch

Abbildung 4.1: Ubersicht der 7 Kristallsysteme
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4 Die crystalline orientation distribution function (codf)

So unterscheiden sich die verschiedenen Kristallsysteme nicht nur durch die geo-
metrische Struktur der jeweiligen Elementarzellen (Details siehe Tabelle , son-
dern auch durch die sich daraus ergebenden unterschiedlichen Rotationssymmetri-
en. Suchen wir alle Rotationen aus SO(3), die eine Elementarzelle einer bestimmten
Symmetrie aus einer Ausgangsorientierung wieder ununterscheidbar in sich selbst
iiberfithren, so ist diese Menge, wie bereits erwdahnt wurde, eine Untergruppe von
SO(3) und wird als Rotations-Symmetriegruppe H des Kristalls bezeichnet. Im Fal-
le von kubischer Symmetrie besteht die Rotations-Symmetriegruppe aus folgenden
24 Rotationen:

e 90°, 180°, 270°-Drehung um die 3 vierzéhligen Drehachsen
(durch gegeniiber liegende Flachenmittelpunkte)

e 120°, 240°-Drehung um die 4 dreizdhligen Drehachsen
(durch gegeniiber liegende Ecken)

e 180°-Drehung um die 6 zweizéhligen Drehachsen
(durch gegeniiber liegende Kantenmittelpunkte)

e die Identitat

Die konkreten Rotationen der Rotations-Symmetriegruppen der anderen Kristallsy-
steme sind der Literatur zu entnehmen. ® Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick
iiber die geometrische Beschreibung der einzelnen Kristallsysteme, und wieviele Ro-
tationen in der jeweiligen Rotations-Symmetriegruppe des Kristalls enthalten sind.
Der Zusammenhang zwischen den Winkeln und Kanten ist dabei durch oo = <(b, ¢),
f = <(a,c) und v = <(a,b) gegeben:

| Kristallsystem | Geometrie | [H] |
triklin allgemeiner Spat 1
aFbFc, aFB#y

monoklin Parallelogrammzylinder 2
atb#c, a=~v=90°#p

orthorhombisch Quader 4
a#tb#c, a=0=~v=90°

tetragonal Quadratzylinder 8
a=b#c, a=p=~v=090°

trigonal Rhomboeder 6
a=b=c, a=p=~v%#90°

hexagonal Sechseckzylinder 12

a=b#c, a=pF=90°, v=120°

kubisch Wiirfel 24

a=b=c, a=p=~v=090°

Tabelle 4.1: Méchtigkeit der Rotations-Symmetriegruppen

44



4.2 Bestimmung der Tensoren T" und S"

Da die wichtigsten Metalle, wie z.B. Aluminium, Blei, Eisen, Gold, Calcium, Stron-
tium, Kupfer, Nickel, Palladium, Platin, Rhodium oder Silber, eine kubische Kri-
stallstruktur aufweisen, werden wir uns fiir den Rest dieser Arbeit nur auf kubische
Symmetrien beziehen. Alle weiteren Folgerungen, die lediglich aus der Existenz einer
Kristallsymmetrie gezogen werden und nicht aus der konkreten Symmetrie selbst,
lassen sich demnach analog in jeder der sechs anderen Kristallsysteme problemlos
formulieren.

4.2 Bestimmung der Tensoren T” und S’

Wie in der Einfithrung dieses Kapitels bereits erwihnt wurde, soll die codf die Kri-
stallsymmetrie des zu untersuchenden Metalls wiederspiegeln, d.h. fiir alle Rotatio-
nen R € H der entsprechenden Rotations-Symmetriegruppe H muss gelten:

f(@R) = f(Q) VQeS50(3)

Dies ist jedoch gleichbedeutend mit ds- - (QR) = dsr 1(Q), was (QR) = T" = Qx*T"
zur Folge hat. Fiir die Tensoren T" € J,.(R?) erhalten wir aufgrund von

DoDgT = DopT" = (QR) «T" = Q + T" = DoT"

fir alle @ € SO(3) und alle R € H demnach die Bedingung DrT" = R*T" = T" fiir
alle R € H. Mit Hilfe der jeweils entsprechenden Einheitsmatrix erhalten wir somit
die Kristallsymmetrie-Bedingungen in der Form

(Dp—1)T" =0 VREH,

wobei mit 0 hierbei der entsprechende Nulltensor aus J,(R?) bezeichnet wird. Fiir
jedes R € H liefert demnach jede Zeile der entsprechenden Matrix Dip — 1 ei-
ne Kristallsymmetrie-Bedingung, sprich ein lineares Funktional. Diese Funktionale
nutzen wir nun, um damit die Dualbasis der symmetrischen Tensoren aus Kapitel
.4 sukzessive zu aktualisieren. Dies gelingt uns durch einen Basisaustausch, bei dem
wir ausgehend von den in der Matrix C' enthaltenen Spurbedingungen, die restlichen
Zeilen der Matrix C' durch eben diese Kristallsymmetrie-Bedingungen ersetzen, oh-
ne dabei die Invertierbarkeit der Matrix zu verlieren. Auf diese Weise erhalten wir
eine neue Dualbasis der symmetrischen Tensoren, welche in den Zeilen der folgenden
Matrix B steht und zusétzlich zu den Spurbedingungen auch die Kristallsymmetrie-
Bedingungen enthélt. Im Allgemeinen Fall ist diese Matrix B also von folgendem

Typ:
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4 Die crystalline orientation distribution function (codf)

freie Bedingungen

B = Kristallsymmetrie-Bedingungen

Spurbedingungen

Schrinkt man die Matrix B auf die Zeilen der Kristallsymmetrie-Bedingungen und
der Spurbedingungen ein, und nennt diese Teilmatrix B, so erfiillt jeder irreduzible
Tensor T' € J,(R?), der zusitzlich die Bedingung DT = T fiir alle R € H erfiillt,
die Bedingung

BT =0,

sofern ein solcher irreduzibler Tensor fiir den entsprechenden Rang r existiert. Die
Frage nach der Existenz eines solchen Tensors wird durch die Anzahl der Zeilen mit
den sogenannten freien Bedingungen beantwortet. Gibt es keine freien Bedingungen,
so besteht die Dualbasis der symmetrischen Tensoren lediglich aus Spurbedingungen
und Kristallsymmetrie-Bedingungen, d.h. aus

BT = BT =0

folgt aufgrund der Invertierbarkeit von B direkt 7' = 0. In diesem Fall gibt es also
keinen irreduziblen Tensor T' # 0, der zusétzlich die Kristallsymmetrie-Bedingungen
erfiillt. Demnach verschwindet der entsprechende Summand in der Reihendarstel-
lung der codf. Gibt es in B hingegen k € N viele Zeilen mit freien Bedingungen, so
liefern die ersten k Spalten von B~! aufgrund von BB~! = 1 genau k linear un-
abhéingige Koordinatenvektoren irreduzibler Tensoren in symmetrischer Dimension,
die zusétzlich die Kristallsymmetrie-Bedingungen erfiillen. Diese zu den k Koordina-
tenvektoren gehorende Tensoren bilden also eine Basis des Raumes £ aus Satz [3.16]
Durch diese Vorgehensweise konnen wir also die Tensoren T" aus der Reihendar-
stellung der codf bestimmen. Die Tensoren T” kénnen noch entsprechend normiert
werden, ohne dabei die Positivitdt und die Normierungseigenschaft der codf zu ver-
letzen. Denn diese Eigenschaften werden erst durch die entsprechende Wahl der
Tensoren S” realisiert. Greifen wir aus den normierten Tensoren T", wie in Kapitel
beschrieben, die entsprechenden unabhéngigen Komponenten heraus, so konnen
wir diese Tensoren schlieflich auch in irreduzibler Dimension darstellen.

Im Falle von kubischer Kristallsymmetrie zeigt die folgende Auflistung bis zum Rang
20, zu welchen Réngen iiberhaupt bzw. wieviele irreduzible Tensoren T™ € 7,,(R?)
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4.2 Bestimmung der Tensoren T" und S"

existieren, die zusétzlich die Kristallsymmetrie-Bedingungen erfiillen:
ri € {4,6,8,9,10,121,129,13,14, 15,164, 169, 17,18, 185, 19,204, 204, . . .}

Der erste Tensor existiert demnach fiir » = 4 und die Falle r = 12,16, 18,20 sind
somit die ersten, in welchen sogar zwei linear unabhéngige Tensoren die gewiinschte
Symmetrie aufweisen. Dadurch reduziert sich die Reihe der codf entsprechend auf
die zugehorigen Summanden:

fQ) = 1+ dsiri(Q) = 14 (§7,Q=T")
=1 1=1

Mit Hilfe der Orthogonalitétsrelation

/(Q*T”)@)(Q*T”)dQ =0 Vi#j und

50(3)
1
" ") dQ = 127
[ @mie@ryag = 1
50(3)

wobei 0 erneut den entsprechenden Nulltensor und 1% die Identitét auf J,, (R?)
beschreibt, erhalten wir unter Beriicksichtigung von (4-2|) mit

S = (2r 4 1) / FO)Q+T™) dQ (4-3)

SO(3)

eine Bestimmungsgleichung der sogenannten tensoriellen Texturkoeffizienten ST 16!
Da die codf die Tensoren S™ selbst auch enthélt, ist diese Bestimmungsgleichung
implizit. Um nun an die Tensoren S™ zu kommen, approximieren wir das Maf§ f d@
durch eine endliche Summe gleichgewichteter Punktmafle, welche zu diskreten Kri-
stallorientierungen @); € SO(3) gehoren, die z.B. als Messwerte des zu untersuchen-
den Metalls detektiert wurden (siehe Einleitung, Seite [2). Somit erhalten wir

1 N
fdQ =~ NZ(;QJ" (4-4)
j=1

Da wir jedoch nicht auf der Suche nach einer Approximation eines Mafles sind,
beziiglich welchem erfiillt ist, sondern die Motivation verfolgen, eine Dichte
beziiglich dem gegebenen HAAR-Maf zu finden, sodass gilt, sind wir mit
noch nicht am Ziel. Mit Hilfe von erhalten wir damit jedoch eine nun explizite
Bestimmungsgleichung der tensoriellen Texturkoeffizienten S™:

N

r 27‘Z+1 -
§t = =5 ;QJ*T (4-5)
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4 Die crystalline orientation distribution function (codf)

Man beachte, dass die Texturkoeffizienten somit durch die Daten (); bestimmt wer-
den, und dass S" € 7,,(R?) sichergestellt ist. Kommen wir nun zuriick zur Frage, ob
somit alle Tensoren S und T" gegeben sind, um eine sinnvolle Approximation von
(4-3)) zu erzielen, so ist die Antwort darauf leider negativ. Denn aufgrund der Tat-
sache, dass die S™ lediglich mit Hilfe endlich vieler Kristallorientierungen bestimmt
wurden, konnen in Abhéngigkeit von N auch nur endlich viele sinnvolle Approxi-
mationen der S im Sinne von (4-3)) experimentell ermittelt werden. Dies bedeutet,
dass wir in Abhéngigkeit von N nur fiir endlich viele S™ in der Lage sind, eine
Dichte zu finden, fiir welche fiir eben diese S™ jeweils sehr gut approximiert
wird. Ab einem bestimmten Tensorrang wird bei dieser Vorgehensweise also
schlecht approximiert werden. Dies entspricht faktisch jedoch einer Approximation
f der codf durch Abbruch der Reihe ab diesem Tensorrang, d.h. es gilt

L
Q) = 1+) (S7,Q+T) .
=1

Mit Hilfe der endlich vielen Messdaten ist die Approximation f der codf also be-
reits durch Angabe der Tensoren S, T" € J,.(R?) ohne grofien Rechenaufwand
bestimmt, da die Texturkoeffizienten ja bereits durch die Messdaten gegeben sind.
In Zeiten geringer Rechnerleistung war das mit Sicherheit sehr sinnvoll. Diese Vor-
gehensweise hat jedoch einen grofien Nachteil, auf den wir in Zeiten von groflen
Rechnerleistungen heute nicht mehr eingehen miissen. Denn im Allgemeinen kann
man bei der abgebrochenen codf nicht mehr von der Giiltigkeit der Bedingungen
ausgehen, d.h. fiir ein endliches L € N und ein @ € SO(3) kann

L
Q) = 1+) (S,Q«T7) # 0

i=1
gelten. Da wir aber generell daran interessiert sind, eine Verteilungsfunktion zu
bestimmen, ist die Positivitét eine nicht zu vernachlissigende Eigenschaft. Das Pro-
blem, eine Verteilungsfunktion basierend auf unvollstindigen Daten zu approximie-
ren, hat keine eindeutige Losung und ist daher schlecht gestellt. ! Daher withlen wir
fiir die Approximation f der codf einen anderen AnsatzP¥ die sogenannte Maxi-
mum Entropie Methode, auf welche wir im folgenden Kapitel genauer eingehen
werden.

4.3 Die Maximum Entropie Methode

Wie der Name bereits beinhaltet, gehen wir bei dieser Methode von der Entropie
einer Funktion f € L?(SO(3)) aus, welche durch

B(f) = / Q) (£(Q)) dQ
SO(3)
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4.3 Die Maximum Entropie Methode

gegeben ist und somit die Positivitdt von f bereits fordert. Diese wollen wir nun
maximieren unter den zunéchst ganz beliebig formulierten Nebenbedingungen

[ r@mi@ i@ = fixk=1.n (46)

50(3)

Wir haben es also auch bei dieser Problemstellung mit einem Momentenproblem
fiir eine positive Dichte f zu tun. Man beachte jedoch, dass in dieser allgemeineren
Formulierung die Momentenfunktionen m; und die Momente [, auch mehrdimen-
sional bzw. ein von einer reellen Zahl unterschiedliches Objekt, wie zum Beispiel ein
Tensor, sein konnen. Dies macht hinsichtlich der codf Sinn, wie wir direkt an (4-2])
und ablesen konnen. Auch hier werden wir im Allgemeinen immer davon aus-
gehen, dass die Momente mit den Momentenfunktionen kompatibel sind, d.h. dass
die Momente fiir mindestens ein f € L2 (SO(S)) mit f > 0 geméif darstellbar
sind.

Um nun die Losung dieses allgemeinen Problems zu berechnen, bedienen wir uns
erneut des LAGRANGE-Formalismus, bei welchem wir das Extremum der folgenden
LAGRANGE-Funktion bestimmen:

L) = = [ i + Ym-[ [ smda - 5
50(3) k=1

S0(3)

Mit p bezeichnen wir die vektorielle Gesamtheit aller LAGRANGE-Multiplikatoren
[k, wobei ein einzelnes p; vom Objekttyp her identisch mit dem von my bzw. f; ist.
Der notierte Malpunkt steht fiir das den Objekten entsprechende Skalarprodukt.

Fiir das Optimum f dieses Problems muss demnach fiir alle Testfunktionen gelten:

d x !
e L(f +¢eh,p) o =V
Im Detail bedeutet dies:
d ~ d - N
d—gL(f—F&th,u) = _d_s< /(f+5h)ln(f+6h)d@>
S0(3) e=0
n d 5
+ Z(’“kd_g [ / (f +eh)mi dQ — 54)
k=1 56(3) e=0
S / h <1n(f+5h)+1) dQ)
S0(3) e=0
+ Z (Mk ' / hiny, dQ)
k=1 S0(3)
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4 Die crystalline orientation distribution function (codf)

- _(/h<ln(f)+1—zn:,uk~mk> dQ) =0

S0(3)

Da dies fiir alle Testfunktionen im Sinne des Fundamentallemmas der Variations-
rechnung ™ gelten soll, folgt unmittelbar

In(f)+1=> pe-my = 0.

k=1

Somit erhalten wir fiir das Optimum f dieses Problems, analog zu Seite @ der Ein-
leitung, folgendes Ergebnis:

f = exp(—lJrzn:uk-mk)

k=1

Die LAGRANGE-Multiplikatoren p; sind analog zur Einleitung die Losung des zu-
gehorigen dualen Optimierungsproblems, welches wie folgt lautet:

minimiere  ®(w) := / exp ( -1+ zn:wk . TI’Lk(Q)> aq — zn:wk - B
k=1 k=1

S0(3)

Auch hier sieht man sofort, dass die Forderung V®(w) = 0 direkt die Nebenbedin-

gungen (4-6) liefert.

Ubertragen wir dies nun auf unseren Fall, so erhalten wir mit Hilfe des beschriebenen
LAGRANGE-Formalismus eine positive Approximation f € L%, (SO(3)) der codf
in der Form P!

f(Q) = exp ( — 14 po + zn:dﬂk,m (Q))

k=1

—exp (= Lo+ Y @ T) (47)

k=1

als Losung eines tensoriellen Maximum Entropie Momentenproblems mit der zusétz-
lichen Normierungsbedingung

/ f(Q)dQ = 1 (45)
SO(3)
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4.3 Die Maximum Entropie Methode

und den tensoriellen Nebenbedingungen

1
27"k+1

/f(@)(Q*']I"’k) dQ = S* firk=1,...,n, (4-9)
3

bei denen die tensoriellen Momente, bis auf den Dimensionsvorfaktor, gerade den
Texturkoeffizienten S entsprechen. Die in f auftauchenden und zu bestimmen-
den LAGRANGE-Multiplikatoren py sind fiir K = 1,...,n in diesem Fall irreduzible
Tensoren vom Rang 7y iiber R, d.h. es gilt py, € J,, (R?). Fiir den LAGRANGE-
Multiplikator g gilt po € R, da er aus der skalaren Normierungsbedingung re-
sultiert. Die Gesamtheit u = [uo; pt1;. .. ; pn] aller LAGRANGE-Multiplikatoren ist
demnach die Minimalstelle der folgenden Funktion:

ow = [ xp (=1t D Qe T dQ — wp — 30 S

50(3) 1 1 277@ + 1
(4-10)

Der Zusammenhang dieses tensoriellen Momentenproblems mit dem in der Einlei-
tung vorgestellten skalaren Momentenproblem ist nun offensichtlich, denn fiir unse-
ren Fall ist das skalar formulierte Momentenproblem von folgender Form:

Finde eine positive Dichte f € 1% (SO(B)), die die Normierungsbedingung und fir
ein gegebenes n € N die skalaren Momentenbedingungen

/ak<@>f<@> 0Q = b fir k=1,...n

SO(3)

erfillt, fiir gegebene Momentenfunktionen a; € L% (50(3)) und gegebene Momen-
te b € R. Dabei sind die Momentenfunktionen von der Form ay = dyre 7re mit
Ve, T € T, (R?), sodass dyri tri € Ué fiir r, € N gilt.

Bestimmt man in der tensoriellen Formulierung komplette Tensoren als LAGRAN-
GE-Multiplikatoren, so muss in der skalaren Formulierung geklart werden, wie die
Tensoren V' zu wihlen sind. Wihlen wir in 7, (R?) jeweils die Standard-ONB
Ey* .. By vy, 50 gilt

2r;+1 2rip+1

dyri 17k (@) = (V™ Q=T"™) Z 0‘] Erk +« T™) Z o d Ek Trrk Q) .

Da die Tensoren V", und somit die Koeffizienten a; € R, jedoch unbekannt sind,
formulieren wir das skalare Momentenproblem wie folgt um:
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4 Die crystalline orientation distribution function (codf)

Finde eine positive Dichte f € 1% (50(3)), die die Normierungsbedingung und fiir
ein gegebenes n € N die skalaren Momentenbedingungen

/a]k(Q)f(Q)dQ = b, fir k=1,....n und j=1,...,2r,+1
SO(3)

erfiillt, fir gegebene Momentenfunktionen aj, € L3, (50(3)) und gegebene Momente
bjr € R. Dabei sind die Momentenfunktionen von der Form aj, = dgrw r, mit
J b

T € 7, (R?), sodass dE;ijrk € U,% fiir r, € N gilt.

Mit Hilfe der Maximum Entropie Methode erhalten wir fiir dieses skalare Momen-
tenproblem demnach fiir @ € SO(3) die Losung

n 2rp+1

fa@ = exp (= 1420+ 3 > Man(@)
k=1 j=1
n 2rp+1
= e (1At Y0 D Al Q)
k=1 j=1
mit den LAGRANGE-Multiplikatoren Ao, A\j; € R. Wahlen wir nun beim skalaren
Momentenproblem fiir k=1,...,nund j =1,...,2r, + 1 die speziellen Momente
bip = L (E%R S™)
J 2r, +1 77 ’

so sieht man direkt, dass das zugehorige skalare Momentenproblem und das ten-
sorielle Momentenproblem , zueinander dquivalent sind, da die einzelnen
Nebenbedingungen im skalaren Fall gerade den einzelnen Komponenten der tenso-
riellen Nebenbedingungen im tensoriellen Fall entsprechen. Demnach gilt fy = f ,
und desweiteren gelten folgende Beziehungen zwischen den jeweiligen LAGRANGE-
Multiplikatoren:

2T'k+1

po=Ao und j = Z Ajr 5"

Jj=1

Das Existenzresultat einer Losung des Maximum Entropie Momentenproblems 24!
von Seite [0 der Einleitung (Satz lasst sich demnach direkt vom skalaren auf
den tensoriellen Fall iibertragen. Deshalb werden wir das Maximum Entropie Mo-
mentenproblem im Folgenden nur noch direkt in der tensoriellen Form ,
mit der Losung betrachten. Um diese Losung jedoch zu berechnen, bedarf
es einiges an Rechenaufwand. In den folgenden Kapiteln widmen wir uns nun den
einzelnen Bausteinen, die zur Berechnung der codf in der Form (4-7]) notwendig sind.
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4.4 Auswertung des RAYLEIGH-Produktes

4.4 Auswertung des Rayleigh-Produktes

In Kapitel haben wir die Darstellung D von SO(3) auf dem Vektorraum 7, (R?)
der irreduziblen Tensoren vom Rang r iiber R? eingefiihrt, welche durch

D : SO(3) x J.(R?) —s J,(R?)
(Q,T) — DoT :=Q =T

gegeben ist. Die Aufgabe, das dabei auftretende RAYLEIGH-Produkt (T moglichst
effizient berechnen zu kénnen, ist demnach fiir eine effiziente Auswertung dieser Dar-
stellung, und somit fiir eine effiziente Auswertung der codf von grofiter Bedeutung,
wie man an sofort erkennen kann. Gemafl ist eine einzelne Komponente
(Q *T); des RAYLEIGH-Produkts fiir ein i € I = {1,2,3}" durch

Q@*T)i=> Qi+ Qi T (4-11)

Jjel

gegeben. Somit ist das RAYLEIGH-Produkt @ * T fiir ein festes @ € SO(3) jeweils
eine lineare Abbildung auf 7, (R?), und kann somit, durch Anwendung der zu dieser
linearen Abbildung gehérenden darstellenden Matrix D¢ auf den als Vektor aufge-
fassten Tensor T', berechnet werden. Das RAYLEIGH-Produkt kann also als schlichte
Matrixmultiplikation @ * T" = DgT aufgefasst werden. Die Matrix D ist im all-
gemeinen Fall, in welchem der Tensor T € J,(R*) zunichst in voller Dimension
dargestellt wird, von der Dimension 3" x 3". Ausgehend von einer beliebigen Matrix
Q) € SO(3), lasst sich die Matrix D¢ durch eine sehr einfache Vorgehensweise gene-
rieren. Da es sich um einen rekursiven Aufbau der Matrix handelt, bei dem man zur
Erstellung der Matrix die entsprechende Darstellungsmatrix aus dem Fall des um
eins niederen Ranges bendtigt, sei hier zundchst beschrieben, wie man Dg zum Rang
r konkret aus jener Darstellungsmatrix zum Rang r — 1 konstruiert. Bezeichnen wir
der besseren Ubersicht wegen die Darstellungsmatrix zum Rang r — 1 mit Dg b fiir
r > 2, so gilt ng) e R¥ 3" Fiir die Rekursion setzen wir DS) = (. Nun ge-
nerieren wir eine 3"~ x 3"~! - Blockmatrix, die in jedem Blockeintrag die Matrix @
enthilt, und somit insgesamt von der Dimension 3" x 3" ist. Die gewiinschte Matrix
Dg erhalten wir nun, indem wir jeden Matrixeintrag der Matrix des Blockeintrages
(kl) mit k,1 € {1,...,3"'} mit dem entsprechenden Matrixeintrag (ng))kl mul-
tiplizieren. Diese Vorgehensweise wird im Folgenden zum besseren Verstdndnis fiir
die Falle r = 2 und r = 3 noch etwas anschaulicher dargestellt.

Struktur von Dg in Abhéngigkeit des Ranges 7:

Qu Q2 Quz\ Que Q@ Q30
Q=|0Qau Qun U ~ Dqg = Dg) = [ QuQ QnQ QxQ ] eR™
@31 Q32 Qs3 @3Q @@ Q0
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4 Die crystalline orientation distribution function (codf)

Q11Q11(2 Q11Q12CJ QllQBCg
QHQQIQ Q11Q22Q Q11Q23Q
QulnQ Qulsnl@ Quls

Tf?\? DQ = D(Qs) g . €R27><27

Die Matrix D¢ besteht also, wie auch schon in ersichtlich ist, aus ()-Monomen
vom Grad r, die beim Aufbau der Matrix fiir ein bestimmtes @) € SO(3) alle ausge-
wertet werden miissen. Da identische Monome jedoch an verschiedenen Matrixein-
tragen vorkommen koénnen, muss dasselbe Monom mehrmals an der gleichen Stelle
ausgewertet werden. Deshalb gilt es bei einer effizienten Berechnung der Matrix D
gerade diese Mehrfachberechnungen zu vermeiden. In MATLAB lésst sich die Matrix
Dg mit dem kron-Befehl direkt erzeugen. Diese numerische Umsetzung ist jedoch
sehr ineffizient. Zwar kann das Skalarprodukt in der Auswertung einer Darstellungs-
funktion dsr(Q) = (S,Q * T) an einer Stelle Q fiir zwei Tensoren S,T € J,(R?)
aufgrund der Eigenschaft, dass auch @ * T irreduzibel ist, mit der Matrix W aus
Kapitel auf irreduzible Dimension reduziert werden, um den Tensor @ x T je-
doch berechnen zu kénnen, muss die Matrix Dg bei Verwendung des kron-Befehls
zunéchst in voller Dimension erzeugt werden, auch wenn man die anschlieBende
Matrixmultiplikation DgT" ebenfalls auf irreduzible Komponenten reduzieren kann.
Die Mehrfachberechnungen eines identischen Monoms konnen also nicht verhindert
werden. Dieser Tatsache ist es geschuldet, dass diese Vorgehensweise sehr ineffizient
ist. Dies macht sich bei ansteigendem Rang, wie es bei den einzelnen Summanden
der codf der Fall ist, unmittelbar stirker bemerkbar, da die Dimension 3" x 3" von
D¢ exponentiell mit dem Rang r steigt. Deshalb werden in den folgenden Abschnit-
ten alternative Moglichkeiten vorgestellt, die Auswertung des RAYLEIGH-Produktes
durch Ausnutzung von Symmetrien und Tensoreigenschaften, wie zum Beispiel der
Irreduzibilitét, effizienter zu machen. Im Anschluss daran folgt in Kapitel noch
ein zeitlicher Vergleich dieser unterschiedlichen Methoden bei numerischer Umset-
zung in MATLAB.

4.4.1 Auswertung durch geschicktes Verwalten der ()-Monome

Da das RAYLEIGH-Produkt die Irreduzibilitéit eines Tensors T' € J,(R?) erhéilt (siehe
3—15), ist der Tensor F(Q) := @ * T fiir jedes beliebige @ € SO(3) ebenfalls
symmetrisch und spurfrei. Diese Eigenschaften machen wir uns nun zunutze, indem
wir das RAYLEIGH-Produkt zunéchst auf symmetrische Dimension reduzieren, d.h.
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4.4 Auswertung des RAYLEIGH-Produktes

wir schreiben F'(Q) in symmetrischer Basis in der Form

F(Qa= Y M(Q)us Ty

|8=r

mit einer reellen Matrix M(Q) = (M (Q)ag), wobei a und [ fiir die entsprechenden

Multiindizes stehen und M(Q) mit d := 3(r 4+ 1)(r + 2) somit von Dimension
Ay X diy,y, ist (siehe Tabelle . Die Matrixeintrige M ((Q)).s sind demnach aus-

gewertete Polynome in 9 Unbekannten, den Eintrédgen der Matrix (). Im Folgenden
wird exemplarisch beschrieben, wie wir fiir ein gegebenes () € SO(3) einen einzel-
nen Matrixeintrag M (Q)a.s zu gegebenen Multiindizes o und § berechnen kénnen.
Das entsprechende Polynom ist die Summe von jenen ()-Monomen, die bei der Ma-
trixmultiplikation DT aufgrund der Symmetrie von 7" auf einen identischen Ten-
soreintrag von T treffen. Die entsprechenden ()-Monome bekommen wir, indem wir
ausgehend von einem beliebigen zu « gehdérenden Tensorindex i € I = {1,2,3}"
(ausreichend aufgrund der Symmetrie von F') alle zum gegebenen Multiindex [
gehorenden Tensorindizes j € I bestimmen, und die jeweiligen ()-Monome (siche
(4-11])) zundchst durch 9-dimensionale Multiindizes identifizieren. Nummerieren wir
die Matrixeintrage von () spaltenweise durch, d.h. wie in MATLAB automatisch in
der Form

Ql Q4 Q7
Q = QZ QS QS )
Qs Qs Qo

so wird beispielsweise das @Q-Monom Q5 - Q3 - Q32 - Q2 vom Grad 7 durch den zu-
gehorigen 9-dimensionalen Multiindex (1 01 00 0 3 0 2) beschrieben. Hat man fiir
die gegebenen Multiindizes o und g nun alle zugehorigen Q-Monome bestimmt, wir
nehmen an es sind n viele, so kann es auch hier vorkommen, dass dabei identische
(Q-Monome auftauchen. Da wir dasselbe ()-Monom aber nicht iiberfliissig mehrmals
berechnen wollen, zdhlen wir von jedem ()-Monom die Haufigkeit seines Auftretens,
denn so kénnen wir die zu berechnenden ()-Monome auf die m < n vielen paarweise
verschiedenen ()-Monome reduzieren. Benennen wir diese Haufigkeiten mit Nj fiir
k = 1,...,m, so bekommen wir eine Zuordnung der paarweise verschiedenen -
Monome zu ihrer jeweiligen Haufigkeit, d.h. insbesondere eine Zuordnung ~; <+ Ng
zwischen den zu den ()-Monomen gehorenden 9-dimensionalen Multiindizes 7, und
den entsprechenden Haufigkeiten Ny fiir £ = 1,...,m. Damit kénnen wir den Ma-
trixeintrag M ((Q)).s nun wie folgt berechnen:

M(Q)ap = i NyQ™ (4-12)

k=1

Man beachte, dass diese Vorgehensweise insofern von der Matrix () unabhéangig ist,
dass die 9-dimensionalen Multiindizes und ihre H&ufigkeiten nicht von (), sondern
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4 Die crystalline orientation distribution function (codf)

nur vom gegebenen Rang r, abhingig sind. Dies ermoglicht eine allgemeine Im-
plementierung des Aufbaus der Matrix M (Q) in Abhéngigkeit des Ranges r. Im
Folgenden werden verschiedene Moglichkeiten der numerischen Umsetzung bei der
Implementierung der Matrix M (Q) beschrieben.

Pauschale Berechnung aller ()-Monome

Bei dieser Vorgehensweise liegt die Idee darin, durch die Erzeugung aller zum Rang
r gehorenden 9-dimensionalen Multiindizes, alle )-Monome vom Grad r fiir ein
gegebenes ) € SO(3) pauschal zu berechnen und in einem Spaltenvektor v} .
zuordnen. Nach Bemerkung [3.3] sind das

_ r—+8

viele -Monome, d.h. es gilt v} € R%. Durch Multiplikation mit einer entspre-
chenden Matrix V, € R(dgym)zx‘f@, welche die tatsédchlich bendtigten (-Monome fiir
die Berechnung des RAYLEIGH-Produktes aus dem Vektor v; — aller ()-Monome

auswéhlt, erhalten wir demnach mit Hilfe des MATLAB-Befehls reshape

an-

M<Q) = reShaPeG/r : ,U:non ) dgym ) dgym) :
Da die Matrix V,. nur vom Rang r abhéngig ist und nicht von @), braucht man sie
im Vorfeld fiir jeden gewiinschten Rang jeweils nur einmal zu berechnen und abzu-
speichern. Nun stellt sich jedoch trotzdem die Frage, ob man durch die pauschale
Berechnung aller ()-Monome zum jeweiligen Rang nicht viel zu viel Rechenaufwand
betreibt. Dies ist sicherlich davon abhéngig, wieviele der ()-Monome davon letztlich
gebraucht werden. Je mehr verschiedene und je 6fter das Einzelne gebraucht wird,
desto rentabler wird diese Vorgehensweise sein. Da die codf in jedem Summanden
fiir ein gegebenes ) € SO(3) ein vom Rang abhéngiges RAYLEIGH-Produkt enthélt,
kann man bei der Berechnung aller ()-Monome zum jeweiligen Rang sehr effizient
vorgehen. Betrachten wir beispielsweise das Q-Monom Q) - Q% - Q7 vom Grad 5, so
stellen wir fest, dass wir bei der Berechnung aller (-Monome vom Grad 6, dieses
?-Monom vom Grad 5 zwangslaufig 9 weitere Male berechnen miissen, bei einer je-
weils weiteren Multiplikation mit einem @y fir k € {1,2,3,...,9}. Durch rekursives
Aufbauen der 9-dimensionalen Multiindizes zum Rang r aus denjenigen zum Rang
r — 1 konnen wir dies jedoch verhindern und somit jeweils alle @Q-Monome bis zum
gewiinschten Maximalrang berechnen, ohne dabei eine einzige dieser Doppelberech-
nungen durchfiihren zu miissen. Denn mit Hilfe der 9-dimensionalen Multiindizes
kénnen wir alle @-Monome vom Grad r aus den ()-Monomen vom Grad r — 1 be-
rechnen, indem wir die fiir den Rang r — 1 bereits durchgefithrten Multiplikationen
der Matrixeintriage Q) konservieren, und sie somit nicht erneut berechnen miissen.
Diese Vorgehensweise wird verhéltnisméfig umso mehr Rechenzeitersparnis bringen,
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4.4 Auswertung des RAYLEIGH-Produktes

je groBer der gewiinschte Maximalrang ist. Nichtsdestotrotz ist der gesamte Rechen-
aufwand natiirlich vom gewiinschten Maximalrang ., abhingig, und zwar in der
Groflenordnung

(Tmax + 8) o (Tmax + 1) : (Tmax + 2) Tt (Tmax + 8)
8 B 8!

an zu berechnenden ()-Monomen. Es wird sich letztlich herausstellen, dass es we-
sentlich bessere Moglichkeiten gibt, das RAYLEIGH-Produkt effizient auszuwerten.

Zum einen lédsst sich die Matrix M (Q) bei der im néchsten Abschnitt vorgestell-
ten Vorgehensweise noch auf die entsprechende irreduzible Dimension df,, x d}, mit

di, := 2r + 1 reduzieren (siehe Tabelle [3.1]). Dies ist zwar auch bei der eben vor-
gestellten Vorgehensweise moglich, was aber nichts daran &ndert, dass man hier-
bei aufgrund der rekursiven Bauart zunéchst alle ()-Monome berechnen muss und
somit durch die erst anschliefende Dimensionsreduktion keine Einsparung an Q-
Monom-Berechnungen erzielen kann. Zum anderen besitzen die bei der codf am
RAYLEIGH-Produkt beteiligten Tensoren T"* in kubischer Symmetrie eine nicht zu
vernachlissigende Anzahl an Null-Eintrdgen. Deshalb miissen die entsprechenden
()-Monome, die bei der Matrixmultiplikation M (Q)T™ auf eben diese Null-Eintrage
treffen, natiirlich nicht im Vorfeld berechnet werden. Deshalb bringt uns die Metho-
de des folgenden Abschnittes eine enorme Ersparnis an ()-Monom-Berechnungen,

wie wir im spéteren Vergleich der verschiedenen Methoden sehen werden.

Berechnung einer bestimmten Auswahl an ()-Monomen

Wie wir an sehen konnen, sind die letztlichen Eintrdge der Matrix M (Q)
zwar von () abhéngig, die Struktur, die hinter M (Q) steckt, ist jedoch nur von den
Variablen (1, @)s, . . . , Q9 abhéngig und nicht von deren konkretem Wert in einem be-
stimmten Fall. Da wir daran interessiert sind, eine sehr allgemeine Implementierung
dieser Matrix durchzufiihren, bei der erst zuletzt ein bestimmtes @) € SO(3) einge-
setzt wird, um die konkrete Matrix M (Q) zu erhalten, miissen wir uns die exakte
Struktur dieser Matrix etwas genauer anschauen. Deshalb betrachten wir zunéchst
eine Strukturmatrix M, deren Matrixeintriage jeweils eine Ansammlung mathema-
tischer Objekte sein konnen. Dies ist zunéchst als reine Speicheranordnung zu ver-
stehen. Fiir ein bestimmtes ) € SO(3) kann man sodann aus den Objekten eines
Eintrages dieser Strukturmatrix, nach einer im folgenden beschriebenen Vorgehens-
weise, einen einzelnen skalaren Wert berechnen. Insgesamt entsteht auf diese Weise
aus der Strukturmatrix M sodann die Matrix M (Q). Die Strukturmatrix M ist be-
zogen auf ihre einzelnen Strukturfelder demnach von gleicher Dimension wie M (Q).
Die einzelnen Strukturfelder M,z beinhalten jeweils ein sogenanntes Indexfeld und
einen gegebenen Vektor. Ein solches Indexfeld ist dabei eine zeilenweise Liste, die die
entsprechenden m paarweise verschiedenen ()-Monome enthélt, die alle zum gleichen
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4 Die crystalline orientation distribution function (codf)

Multiindex 8 gehoren. Der gegebene Vektor beinhaltet die Haufigkeiten NV der ent-
sprechenden ()-Monome des zugehorigen Indexfeldes. Um die ()-Monome innerhalb
einer solchen Liste schnellstmoglich auswerten zu konnen, verwenden wir nicht die
entsprechenden 9-dimensionalen Multiindizes, sondern identifizieren jedes einzelne
(Q-Monom durch einen entsprechenden Index. So wird beispielsweise das ()-Monom
Q1 - Q% - Q2 vom Grad 6 durch den Index (1 3 3 7 7 7) repriisentiert. Das hat den
Vorteil, dass wir spéater in MATLAB durch den Befehl

prod(Q(Ind),2)

mit Hilfe des kompletten Indexfeldes Ind, d.h. der Liste dieser zeilenweisen Indizes,
alle zu einem Strukturfeld gehorenden Q-Monome gleichzeitig an der Stelle () aus-
werten konnen. Die 2 steht dabei fiir die zeilenweise Multiplikation. Die bei dieser
Vorgehensweise bendtigten Indexfelder sind also wie die Haufigkeiten der )-Monome
nur vom Rang abhéngig und nicht von @) selbst, und konnen somit fiir jeden Rang
jeweils im Vorfeld einmal berechnet und abgespeichert werden.

Die allgemeine Aufstellung der Strukturmatrix M kann jedoch noch weiter verein-
facht werden, indem wir M von vornherein zunéchst auf die Dimension dj, X dg,,
reduzieren, M,z also nur fiir jene Multiindizes o berechnen, die zu den unabhéingi-
gen Komponenten eines irreduziblen Tensors in irreduzibler Dimension gehoéren. Fiir
ein beliebiges @@ € SO(3) iibertrégt sich dies entsprechend auf M(Q), und mit der

Matrix U aus Kapitel [3.4] erhalten wir dann

F(Q)g = M(Q)Ts = M(Q)UTy = C(Q)Ty -

Dadurch erhalten wir fiir ein beliebiges @ € SO(3) die Matrix C(Q) = M(Q)U
der Dimension d}, x di,.. Anstelle der Strukturmatrix M berechnen wir demnach
die entsprechende Strukturmatrix C, die aus der entsprechenden Verkniipfung der
Strukturmatrix M mit der Matrix U resultiert. Da wir in jedem Indexfeld eines
Strukturfeldes der Strukturmatrix C' erneut nur paarweise verschiedene @)-Monome
reprasentiert haben wollen, miissen die Hiufigkeitsvektoren entsprechend angepasst

werden.

Schliefllich gibt es noch eine weitere, bereits erwdhnte Moglichkeit die Dimension der
Strukturmatrix C' zu reduzieren. Da die in der codf auftauchenden Tensoren T"* fiir
jeden Rang fix sind, kénnen wir uns bei der Berechnung von C' all diejenigen Spalten
sparen, die bei der spéteren Multiplikation C'(Q)T"™ auf Null-Eintrége des Tensors
T" treffen wiirden. In kubischer Symmetrie haben die Tensoren T"* verhéltnismafig
viele Null-Eintrige, so dass uns deren Beriicksichtigung noch einmal eine erhebliche

Ersparnis an ()-Monom-Berechnungen liefert. Die so entstehende Strukturmatrix C'
ist also schlieflich von der Dimension d}f x di?e(r"’), wobei di’;e(r’“) fiir die Anzahl der
Nicht-Null-Eintrége des Tensors T"* steht. Da auch all diese Uberlegungen nur vom
Rang und nicht von @) abhéngig sind, lédsst sich die reduzierte Strukturmatrix C' fiir

alle gewiinschten Rénge einmal im Vorfeld berechnen und abspeichern.
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4.4 Auswertung des RAYLEIGH-Produktes

Fiir beliebiges @ € SO(3) erhalten wir letztlich die reduzierte Matrix C(Q), indem
wir in jedem Strukturfeld von C' die entsprechenden ()-Monome mit obigem prod-
Befehl auswerten, jeweils mit ihrer Haufigkeit multiplizieren, und aufsummieren.

Als Hinweis sei erwéihnt, dass die Implementierung der Strukturmatrix C' in MAT-
LAB mit Hilfe sogenannter struct-Variablen zwar zunéchst sehr iibersichtlich méglich
ist, das Berechnen einer konkreten Matrix C(Q) unter Verwendung dieser struct-
Variablen jedoch unnotig viel Rechenzeit kostet. Alternativ kann man die mit struct-
Variablen erzeugte Matrix C' so umstrukturieren, dass man komplett auf structs
verzichten kann, indem man alle Indexfelder in einer festgelegten Ordnung in ei-
ner groffen Matrix untereinander schreibt, entsprechend die Héaufigkeiten in einem
Vektor. Das Auswerten aller notwendigen (Q-Monome erfolgt auf diese Weise mit
dem prod-Befehl dann sogar in einem Schritt, ebenso das Multiplizieren mit den
entsprechenden Héufigkeiten. Beim Aufsummieren der mit ihrer Haufigkeit gewich-
teten ()-Monome muss nun aber klar sein, welche ()-Monome zu welchem spéteren
Matrixeintrag C'(Q) gehoren. Mit dem reshape-Befehl gelingt schlieBlich die richtige
Dimensionierung von C(Q).

Vergleich des Aufwandes

In der folgenden Tabelle wird aufgelistet, wieviele ()-Monome bei den beiden Vor-
gehensweisen fiir die Auswertung des RAYLEIGH-Produktes in Abhéngigkeit des
Ranges jeweils ausgewertet werden miissen. Bei der zweiten Methode reduzieren wir
die Matrix C' mit Hilfe der Null-Eintrage der Tensoren T"*, deren Anzahl jedoch von
der gewihlten Kristallsymmetrie abhéingt. Im Falle von kubischer Kristallsymmetrie
erhalten wir bis zum Rang 12 folgendes Resultat:

’ Rang ry \ alle Q-Monome \ Auswahl an (-Monomen

4 495 150

6 3 003 684

8 12 870 2 303
9 24 310 1784
10 43 758 6 328
124 125 970 9 926
129 125 970 8 726

Tabelle 4.2: Vergleich der Anzahlen an ()-Monom-Auswertungen

Wiéhrend die rekursive ()-Monom-Berechnung bei der ersten Methode darauf ba-
siert, die ()-Monome zu einem beliebigen Grad r fiir die Berechnung der ()-Monome
vom Grad r + 1 zu konservieren, werden bei der zweiten Methode die ()-Monome
aufgrund der unterschiedlichen Null-Eintrage der Tensoren T"* fiir jeden Rang se-
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4 Die crystalline orientation distribution function (codf)

parat berechnet. Betrachten wir nun die codf mit ausschlieflich den Summanden
zu den in der Tabelle aufgefithrten Réngen, so erhalten wir fiir eine Auswertung
der codf an einer Stelle Q) € SO(3) schlielich folgenden Vergleich an Anzahlen von
auszuwertenden ()-Monomen:

Methode 1 (alle @Q-Monome):

Die Anzahl der auszuwertenden (-Monome wird aufgrund der rekursiven Vorgehens-
weise lediglich durch den maximalen Rang bestimmt. In diesem Fall sind fiir eine
Auswertung der codf also insgesamt 125 970 ()-Monome vom Grad 12 auszuwerten.

Methode 2 (Auswahl an -Monomen):

Die Anzahl der auszuwertenden @)-Monome ergibt sich durch die Summe der An-
zahlen zu den einzelnen Réngen, da die ()-Monome hierbei fiir jeden Rang separat
berechnet wurden. In diesem Fall sind fiir eine Auswertung der codf also insgesamt
29 901 @-Monome auszuwerten. Im Vergleich zu den 125 970 @)-Monomen vom
Grad 12 bei Methode 1, sind die 29 901 ()-Monome bei dieser Methode jedoch von
unterschiedlichen Graden, was im Vergleich noch eine weitere Zeitersparnis liefert.

Die insgesamt 29 901 (-Monom-Auswertungen, die fiir jede einzelne Auswertung
der codf notwendig sind, sind aber nach wie vor zu viel, denkt man nur an die
Optimierung bei der Maximum Entropie Methode. Dort muss zur Bestimmung der
tensoriellen LAGRANGE-Multiplikatoren die Funktion in (4-10) minimiert werden.
Durch die dabei auftretende Integration sind beim Minimierungsvorgang demnach
sehr viele Integrandauswertungen notwendig, und somit ein Vielfaches dieser 29 901
@-Monom-Auswertungen. Deshalb verfolgen wir im kommenden Abschnitt eine wei-
tere Idee, mit der wir das RAYLEIGH-Produkt schlieSlich noch effizienter ausrechnen
werden kénnen.

4.4.2 Auswertung mit Hilfe von Funktionalen

Bei diesem Ansatz liegt die Idee darin, die in der codf auftretenden Darstellungs-
funktionen vom Typ dgr mit dsr(Q) = (S,Q * T) mit Hilfe von Funktionalen
direkt auszuwerten, d.h. das Skalarprodukt und das RAYLEIGH-Produkt direkt in

einem Schritt zu berechnen. Dazu betrachten wir fiir ein gegebenes S € 7,.(R?) das
folgende lineare Funktional A auf J,.(R3):

AT (R —R |, Tr—(ST)
Somit gilt fiir ein beliebiges 7' € J,.(R?) und ein beliebiges Q € SO(3)
A(DQT) = A(@+T) = (S.Q+T)

Bezeichnen wir mit e}, ..., e5 ., eine Basis des Dualraumes 7, (R?)*, so kénnen wir
mit geeigneten Koeffizienten Ay,..., Ay11 € R das Funktional A beziiglich dieser
Basis darstellen, d.h. es gilt A = > \el, wobei die \; jeweils von dem Tensor
S abhiingig sind. Mit dem Isomorphismus ¢ : J.(R?) — H,(R?) aus Satz
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4.4 Auswertung des RAYLEIGH-Produktes

zwischen den irreduziblen Tensoren und den homogenen, harmonischen Polynomen
konnen wir sodann folgendes festhalten:

2r+1 2r+1

(S,Q*T) = A(DqgT) Z)\ e;(DRT) = Y Aief oy (V(DgT))
=1

Die Idee ist nun, das dem Tensor DgT' iiber ¢ zugeordnete homogene, harmonische
Polynom pp,r mit bestimmten Auswertefunktionalen 9., an bestimmten Auswer-
tepunkten z; € R? auszuwerten, um damit (S,Q x T) direkt zu berechnen. Mit
Hilfe von Lemma konnen wir die Polynomauswertung sogar auf das Polynom
pr zuriickfithren, was im Hinblick auf die codf den Vorteil hat, dass aufgrund der
dortigen fixen Tensoren T"* somit auch die Polynome pr~ bekannt sind. Konkret
erhalten wir demnach die folgende Beziehung:

2r+1 2r+1

(S, Q*T) = > Neop (W(DgT)) = > A€ot (ppyr)
=1 =1
2r+1 2r+1 2r+1

= Z )\z 5zi(pDQT Z /\ pDQT Zz Z )\ br Q Zz (4_13)
=1

Nach gilt pr(QTz) = (QT2)®", T) beziiglich der Standard-ONB im R3. Da
der Tensor (QT2;)®" zwar symmetrisch ist, aber im Allgemeinen nicht irreduzibel, ist
zu beachten, dass zur Berechnung des Skalarproduktes ((Q7z;)®", T), unter Verwen-
dung der entsprechenden Gewichtsmatrix aus Kapitel , die Tensoren (QTz;)®"
und 7' jeweils in symmetrischer Dimension verwendet werden miissen.

Mit der folgenden Gegeniiberstellung ist bereits jetzt zu erkennen, worin der Vorteil
dieser Vorgehensweise im Vergleich zu jenen aus Kapitel liegen wird. Dabei
werden die jeweiligen Pendants der beiden Methoden gegeniibergestellt:

irreduzibler Tensor T’ homogenes, harmonisches Polynom pp
QxT pr(Q")
(5,Q*T) >N pr(QT )

Monome in 9 Variablen Monome in 3 Variablen

[ A A

max. Anzahl an Monomen max. Anzahl an Monomen

() o () o
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4 Die crystalline orientation distribution function (codf)

Damit diese Vorgehensweise jedoch insgesamt funktioniert, muss noch geklart wer-
den, wie die Auswertepunkte z; zu wihlen sind. Dabei wird klar sein, dass die
Auswertepunkte z; im Allgemeinen zunéchst so gewéhlt werden miissen, dass die
zugehorigen Auswertefunktionale ¢, linear unabhéngig sind. Denn wie in der obi-
gen Rechnung vorausgesetzt wurde, muss es sich bei den iiber e} := ¢,, 0 ¢ letztlich
festgelegten Funktionalen auch tatsiichlich um eine Basis des Dualraumes 7, (R3)*
handeln. Nach Bestimmung der e werden wir dann auch in der Lage sein, die Ko-
effizienten \; zu bestimmen.

Fiir die Wahl der Auswertepunkte z; gehen wir zunéichst erneut von der symme-
trischen Dimension als Ausgangslage aus, d.h. wir verwenden zur Berechnung von
(S,Q *T) in (4-13) eine Summe von 7 = 1 bis i = df . Das bedeutet nicht nur,
dass wir dafiir nun auch mehr Auswertepunkte z; benotigen als im irreduziblen Fall,

sondern auch, dass die Koeffizienten \; beziiglich einer Basis €], ..., e} des Dual-
sym

raumes S, (R3)* aufzufassen sind, und wir mit pr das homogene Polynorﬁ bezeichnen,
welches dem Tensor 7" durch den Isomorphismus ¢ aus Satz zugeordnet wird.
Dies entspricht also der obigen Herleitung, lediglich fiir den symmetrischen Fall. Die-
ser Umweg ist deshalb notwendig, weil wir fiir die Wahl der Auswertepunkte z; ein
Resultat verwenden werden, welches nur fiir den symmetrischen Fall von Giiltigkeit
ist. Es gibt aber numerische Methoden, wie wir uns dieses Resultat auch im irredu-
ziblen Fall von Nutzen machen kénnen. Darauf werden wir spéater noch eingehen.

Das erwiahnte Resultat fiir die Wahl der Auswertepunkte z; ist zunéchst ein Resultat
zur Interpolation auf dem Vektorraum P, (R?) der reellen Polynome vom Grad < r
in zwei Variablen. Um es also auf den in unserem Fall von Interesse seienden Vek-
torraum V,(R?) der homogenen Polynome vom Grad r in drei Variablen anwenden
zu konnen, betrachten wir folgenden Zusammenhang dieser zwei Vektorraume:

4.1 Satz. Der Vektorraum P,.(R?) der reellen Polynome vom Grad < r in zwei
Variablen ist isomorph zum Vektorraum V,.(R3) der homogenen Polynome vom Grad
r in dret Variablen.

Beweis. Die Monome der Menge {ziza "7 | i,j € Ny, i+ j < r} bilden die
Monombasis von V,(R*) und es ist dim V,(R?*) = $(r +1)(r 4 2). Desweiteren bilden
die Monome der Menge {2 | i,j € Ny , i+ j < r} die Monombasis von P,(RR?),
und deshalb folgt dim P,(R?) = dim V,(R?). Sei nun p € P,(R?) beliebig gewiihlt,
so lésst es sich mit geeigneten Koeffizienten «;; € R beziiglich der Monombasis wie
folgt darstellen:

plri, ) = Y ouaiay
i

b
i+j < r

Die Abbildung X : P,.(R?) — V,(R?), unter welcher dieses reelle Polynom p vom
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4.4 Auswertung des RAYLEIGH-Produktes

Grad < r auf das homogene Polynom ¢ € V,(R?) mit
q(1, 29, 13) = Z oty
i—i—jZJS T
abgebildet wird, beschreibt trivialerweise einen Isomorphismus und liefert somit be-
reits das gewiinschte Resultat. O

Kommen wir nun zum angesprochenen Interpolationsresultat auf P,(R?). Dazu be-
trachten wir die Anordnung der Knoten Z; € R? der sogenannten nodalen Basis in
folgendem Dreieck K (hier fiir den Fall r = 4):

(0/4)11*
(0/3) 7* 12*
(0/2) 4* 8* 13¢*
(0/1) 2% 5* 9% 14¢
1* 3% 6* 10* 15*

(0/0)  (1/0) (2/0) (3/0) (4/0)

Abbildung 4.2: Knoten der nodalen Basis im Fall r = 4

Die Knoten sind demnach auf Linien angeordnet. Fiir den néchst hoheren Grad r+1
wiirde man der Grafik entsprechend alle Knoten zum Grad r identisch iibernehmen,
und die neuen zusétzlichen Knoten auf der néchsten Diagonalen entsprechend an-
ordnen. Zu dieser Wahl der Knoten erhalten wir schliefflich folgendes Interpolations-
resultat, dessen Beweis dem Buch von BRAESSMY zu entnehmen ist:

4.2 Satz. Seir € No. In dem Dreieck K seien auf r+1 Linien d,,, = 5(r+1)(r+2)
viele Punkte zi,..., Zq =~ angeordnet. Dann gibt es zu jeder Funktion g € C(K)
genau ein Polynom p € P,(R?), das die Interpolationsaufgabe p(z) = g(Z;) fir
i=1,...,d,, lost.

Nun iibertragen wir dieses Resultat auf die homogenen Polynome aus V,(R?), d.h.
wir kldren die endgiiltige Wahl der Auswertepunkte z; in unserem Fall und zeigen

die notwendige lineare Unabhéingigkeit der Auswertefunktionale §,, in V,.(R?)*. Dazu

seien die Polynome p; € P,(R?) fiir j = 1,...,d,,, die jeweils eindeutig existierenden
Lésungen der 2-dimensionalen Interpolationsprobleme p;(z;) = 4y fiiri = 1,. .., df

(mit z; € R? wie oben beschrieben). Wihlen wir nun im 3-dimensionalen Fall die
Auswertepunkte

Zi = (5“ ].) € ]R3 3
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4 Die crystalline orientation distribution function (codf)

und definieren mit Hilfe der Abbildung X aus dem Beweis zu Satz die Polynome
q; € Vo(R?) fir j = 1,...,dg,, durch g¢; :== X(p;), so gilt ¢;(z;) = p;j(%) = 0.
Mit dieser Wahl der Auswertepunkte z; erhalten wir linear unabhéngige Auswerte-
funktionale d,, in V,(R?)*. Denn angenommen, fiir eine beliebige Linearkombinati-
on der Auswertefunktionale gilt Zjiylm Bid.,(P) = 0 fiir alle homogenen Polynome

P € V,(R?), so folgt insbesondere mit den Polynomen ¢; € V,(R?) die Bedingung

dgym d:ym d:ym

0 = Z Bid=(q5) = Z Big;(z) = Z Bidij = B;

i=1 i=1 i=1

fir j =1,...,dg,,. Diese Wahl der Auswertepunkte z; liefert demnach mit den Aus-
wertefunktionalen §,, eine Basis des Dualraumes V,(R?)*, woraus wir direkt folgern

konnen, dass die Funktionale €3, ..., e} eine Basis des Dualraumes S, (R?)* liefern.
sym

Denn betrachten wir die zum Isomorphismus ¢ : S,(R3) — V,.(R3) gehorende duale
Abbildung

©* V(R — S,.(R*)*,
VU0
welche aufgrund der Isomorphie-Eigenschaft von ¢ ebenfalls ein Isomorphismus ist,

so iibertriigt sich die Basis-Eigenschaft der d,, € V,(R3)* aufgrund von e} := §,,0p =
©*(6.,) und der Isomorphie-Eigenschaft von ¢* demnach direkt auf die ef € S, (R3)*.

Aufgrund der Definition der e} : S,(R*) — R sind wir nun in der Lage, diese
Dualbasis noch etwas genauer zu beschreiben. Denn fiir alle T' € S,(R3) gilt:

e;(T) = b, 00 (T) = 0.,(o(T)) = 0:,(pr)
r!
= pr(z) = (7.T) = ) o Lo 2

|af=r

Bleibt schliellich noch die Bestimmung der Koeffizienten \; des Funktionals A
beziiglich der Dualbasis e],.. "GZQym zu klaren. Dazu benétigen wir die zur nun

bekannten Dualbasis duale Basis eq, .. ., edr,,, von ST(R:}). Diese wird durch folgende
Bedingung bestimmt:

6;(61') = (sz' (4—14)
Sei nun by, ..., by = eine beliebige, frei wéhlbare Basis von S.(R?), so kiénnen wir
die noch unbekannten e; € S,(R?) in der Form

dar.

sym

e = ngzbk GST(R?)) (4—15)

k=1
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4.4 Auswertung des RAYLEIGH-Produktes

schreiben fiir alle i = 1, ..., df ,, mit geeigneten Koeflizienten g;; € R, welche es nun

zu bestimmen gilt. Dies gelingt uns unter Verwendung der geforderten Bedingung
(4-14]) bei Berticksichtigung von (4-15):

5i = €le) = € (ngzbk)

sym sym

= Z ka Z A5k Oki (4'16)

=: aJk

Bezeichnen wir mit A die Matrix A = (ajz) und mit p die Matrix 0 = (g;), so
bedeutet (4-16) gerade Ao = 1, d.h. p = A~'. Da wir A berechnen kénnen, ist uns
demnach auch g bekannt, und somit nach (4-15|) auch die Tensoren e, ..., e4r

sym

€1 Al = | b diym | O
| |
-'B
Bei den Tensoren ey, ..., eqr € S,(R?) handelt es sich aufgrund der Invertierbarkeit

von B und g also tatséichlich um eine Basis von S,(R?), und zwar um die zur Basis
el ...,e € S.(R?)* duale Basis.
sym

Da die Berechnung der Koeffizienten g; von den Eintrigen der Matrix A und somit
von den Funktionalen €] der Dualbasis abhédngt, welche wiederum von der Wahl der
Auswertepunkte z; abhéngen, gilt es folgendes zu beachten: Das Dreieck der Aus-
wertepunkte aus Abbildung muss eventuell entsprechend skaliert werden, sodass
sichergestellt ist, dass die Auswertepunkte weit genug voneinander entfernt sind.
Andernfalls kann die Matrix A bei der numerischen Berechnung singular werden
und somit die Berechnung der Inversen A~!, d.h. die Bestimmung von p, unméglich
machen.

Die beziiglich der Dualbasis zu bestimmenden Koeffizienten ); des Funktionals
A = (S,-) zu einem fixen Tensor S € S,(R?) erhalten wir schliellich wie folgt:

sym sym

(S,e)) = Ae;) ZA]e] ei) ZA 0 = M (4-17)
(z: ...,dgym)

Bleibt zu klaren, wie wir diese Vorgehensweise aus dem symmetrischen Fall nun
wieder, wie bereits zu Beginn dieses Kapitels eingefiihrt, auf den irreduziblen Fall
iibertragen konnen. Dabei ist folgendes zu beachten: Die Wahl der Auswertepunkte
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4 Die crystalline orientation distribution function (codf)

z; resultiert aus dem Interpolationsresultat, welches im Allgemeinen nicht auf den

irreduziblen Fall iibertragbar ist. Wenn es uns jedoch gelingt, aus den dg,, vielen

Auswertepunkte z; nach einem bestimmten Kriterium d!_ viele auszuwéhlen, ohne

1rr

schliellich die Invertierbarkeit der entsprechenden Matrix A zu verlieren, so werden
wir diese Vorgehensweise auch im irreduziblen Fall durchfithren kénnen.

Wiéhlen wir als Basis by, ..., bgr des J,(R3) hierbei die Standardbasis, und entschei-
den uns fiir die folgende Wahl von dI,, vielen Auswertepunkten (rot eingefarbt) aus

1rr

den df,, vielen des symmetrischen Falls, so wird uns dies gelingen (hier erneut fiir
den Fall r = 4):

(1/5) 8¢
(1/4) 6% *
(1/3) 40 L ] ®
(1/2> 20 L ] L L ]
1* 3% 5* 7* ¢*

(1/1) (2/1) 3/1) (4/1) (5/1)

Abbildung 4.3: Auswahl an Knoten der nodalen Basis
im irreduziblen Fall fiir r =4

~—

Die Angaben der Koordinaten der Auswertepunkte beziehen sich in dieser Gra-
fik lediglich auf die z;- und x-Koordinate. Auch hier setzen wir erneut x3 := 1
fiir alle Auswertepunkte. Die Tatsache, dass wir im Vergleich zum symmetrischen
Fall jedoch andere Koordinaten fiir die Auswertepunkte gewéhlt haben, hat einen
einfachen Grund: Im irreduziblen Fall benotigen wir lediglich die rot eingefdarbten
Auswertepunkte. Wiirden wir also dieselben Koordinaten verwenden wie im symme-
trischen Fall, so hitten alle Auswertepunkte mindestens eine Null-Koordinate, was
in der Berechnung

* T 70' (0%
aj = ejbp) = ... = (b)) = Y — (a5 (4-18)

|a|=r

der entsprechenden Matrix A zu Nullspalten fithren kann. In solch einem Fall wére
A also nicht invertierbar. Im symmetrischen Fall tritt dies nicht auf, da die dort
ebenfalls bendtigten, schwarz eingefiarbten Auswertepunkte unproblematische Ko-
ordinaten haben. Im irreduziblen Fall kénnen wir diesem Effekt jedoch entgegen
wirken, indem wir das Dreieck der Auswertepunkte in der Ebene x3 = 1 einfach
verschieben, denn es kommt nur auf die Lage der Auswertepunkte zueinander an
und nicht auf die Position des Dreiecks in dieser Ebene. Die Invertierbarkeit der
so aufgestellten Matrix A wurde mit MATLAB numerisch {iberpriift. Gegebenenfalls
muss man auch hier das Dreieck entsprechend skalieren.
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Die Berechnung der Koeffizientenmatrix o = A~! verlduft bei dieser Wahl der Aus-
wertepunkte demnach analog zum symmetrischen Fall. Wie in bereits abzu-
lesen ist, ist bei der Berechnung der Eintrége a;, jedoch erneut darauf zu achten,
dass aufgrund der im Allgemeinen nicht vorhandenen Irreduzibilitdt von z]®r das
auftretende Skalarprodukt nicht in irreduzibler Dimension berechnet werden kann.

Auch die Berechnung der Koeffizienten \; erfolgt in irreduzibler Dimension analog
zur Vorgehensweise in . Somit ist es uns gelungen, den symmetrischen Fall auf
den irreduziblen Fall zu iibertragen. Deshalb werden wir im Folgenden nur noch auf
den irreduziblen Fall Bezug nehmen.

Da wir es im Hinblick auf die codf in den einzelnen Summanden (uy, @ * T") mit
fixen Tensoren gy bzw. T™ zu tun haben, ist es auch bei dieser Vorgehensweise
moglich, die Berechnung der Koeffizienten \; einmalig im Voraus fiir jeden Rang
durchzufiihren. Denn auch sie sind nicht von (), sondern lediglich vom Rang und den
fixen Tensoren p bzw. T™ und den pro Rang fixen Auswertepunkten z; abhingig.
Dasselbe gilt selbstversténdlich auch fiir die Tensorbasis ey, ..., e . Das erleichtert
die mehrfache Auswertung der codf ungemein.

Bevor wir die Tensoren p;, jedoch kennen, miissen wir diese als Losung eines Optimie-
rungsproblems bestimmen, d.h. als Minimalstelle der zu minimierenden Funktion ¢
in . Um diese Minimalstelle zu berechnen, suchen wir mit einem entsprechen-
den Optimierungsalgorithmus jene LAGRANGE-Multiplikatoren p = [po; ft15 - - - 5 fin]
fiir die V& (u) = 0 gilt. Dies bedeutet jedoch, dass wir auf dem Weg zur Minimalstel-
le p in jedem Optimierungsschritt eine Approximation ji der Minimalstelle erhalten,
sodass wir demnach in jedem Optimierungsschritt neue Koeffizienten )\; bestimmen
miissten, um die Summanden (fix, ) * T™) zu berechnen. Da aber in den Nebenbe-
dingungen des Maximum Entropie Momentenproblems, welche im Gradienten
von ® auftauchen, das RAYLEIGH-Produkt @) x T™ auch separat vorkommt, d.h.
ohne gleichzeitige Auswertung mit dem Skalarprodukt (i, @ * T™), sollte noch ge-
klart werden, wie wir, mit der in diesem Kapitel vorgestellten Vorgehensweise, das
RAYLEIGH-Produkt ) * T™ auch separat berechnen kénnen.

Dies betrachten wir am allgemeinen Fall fiir gegebene Tensoren S, T € J,(R?). Um
zu sehen, wie wir die Vorgehensweise zur direkten Berechnung der Darstellungs-
funktion dgr mit dsr(Q) = (S,Q * T) fiir ein beliebiges @ € SO(3) verwenden
konnen, um damit auch das RAYLEIGH-Produkt () = T separat effizient zu berech-
nen, betrachten wir nun analog zu folgenden Zusammenhang in irreduzibler
Dimension:

Al (WSgz,e1,)7,x3) o 6{‘7
A= ] = : - 5 W
Adirrr <WS‘77 ed:;rj>‘7r(R3) N o eg:rrrj J
BT
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Definieren wir noch den Vektor P € R%:, der die Werte des Polynoms py an den
gedrehten Auswertepunkten Q7z; beinhalten soll, d.h. es gilt B := pp(QTz;) fiir
i = 1,...,d,,, so erhalten wir mit Hilfe von (4-13)) fiir das RAYLEIGH-Produkt

DT = @Q + T entsprechend in irreduzibler Dimension

dl

irr

(WS (DeT)y = (S,DoT) = ZA pr(QTz) = N'P = (WS,)TEP .

Da dies aufgrund der Unabhéngigkeit der GréBen DT, W, E und P von S fiir alle
S € J.(R3) gilt, erhalten wir schlieBlich

@=T)s = (DeT)g = EP.

Somit werden die Koeffizienten \; fiir die separate Berechnung des RAYLEIGH-
Produktes nicht benétigt, sondern lediglich die Tensorbasis ey, ..., eqr und die Aus-
wertepunkte z;, welche jeweils fiir jeden Rang nur einmal berechnet werden miissen.

Das Ergebnis des so berechneten RAYLEIGH-Produktes verwenden wir dann auch
jeweils dazu, das im Exponentialteil der Zielfunktion ® in jedem Optimierungsschritt
auftretende Skalarprodukt (fig, @+ T") auf dem herkommlichen Weg, wie in Kapitel
beschrieben, zu berechnen. Das erspart uns Rechenzeit im Vergleich zu der
Alternative, fiir das jeweilige Skalarprodukt erneut die in diesem Kapitel vorgestellte
Vorgehensweise anzuwenden. Somit kommen wir auch um die in diesem Fall sonst
notwendige Neuberechnung der jeweiligen Koeffizienten \; herum.

Rechnen wir das RAYLEIGH-Produkt auf diese Weise aus, kommt es ebenso darauf
an, Monome effizient auswerten zu koénnen - im Falle der codf die Monome des
Polynoms

|
pr(a) = % T 2 , z€R3 (4-19)

le|=r

an den Stellen Q7' z;. Der Vorteil hierbei ist, dass es sich im Vergleich zu den Metho-
den aus Kapitel lediglich um Monome in 3 Variablen handelt. Im Folgenden

seien auch hier verschiedene Methoden betrachtet, das Polynom pr~. auszuwerten.

Berechnung aller Monome in 3 Variablen

Bei dieser Methode berechnen wir alle Monome in 3 Variablen fiir die gewiinsch-
ten Rénge durch analoges Vorgehen wie in Kapitel Da wir dies, aufgrund
der verschiedenen Auswertepunkte z;, pro auszuwertendem RAYLEIGH-Produkt je-
doch d ,-mal durchfithren miissen, belduft sich der insgesamte Rechenaufwand bei

gewiinschtem Maximalrang 7., auf die Gréflenordnung

max 1) (7max + 2
d:r’;‘ax . (Tmax2+ 2) = (2Tmax + ].) : (r * )Q(T i ) - O(Tg )
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4.4 Auswertung des RAYLEIGH-Produktes

an auszuwertenden Monomen in 3 Variablen. Im Vergleich zu der folgenden Aus-

wertemethode benétigen wir fiir diese Vorgehensweise jedoch erneut mehr Rechen-
aufwand, wie anhand von Tabelle [4.3] ersichtlich ist.

Berechnung einer bestimmten Auswahl an Monomen in 3 Variablen

Der Unterschied zur vorherigen Vorgehensweise liegt bei dieser Methode schlicht und
ergreifend darin, die Anzahl der auszuwertenden Monome erneut durch Ausnutzung
der Null-Eintrage der fixen Tensoren T zu reduzieren. Demnach brauchen wir in
(4-19) nur diejenigen Monome z® pro gewiinschtem Rang r, auszuwerten, die bei
der Auswertung von ppr, nicht auf einen Null-Eintrag von T"* treffen.

Im Folgenden betrachten wir zwei Moglichkeiten, wie die Monome x® = z{*z3%x5®

numerisch effizient ausgewertet werden konnen:

Moglichkeit 1 (Multiindizes):

Bezeichnen wir mit multis die matrixwertige Liste, welche zeilenweise alle zum Rang
r gehorenden Multiindizes a beinhaltet, fiir welche T7* # 0 gilt, so konnen wir mit
dem folgenden MATLAB-Code

(x(1) . " multis(:,1)) . *(x(2)."multis(:,2)).*(x(3) . " multis(:,3))

alle zu den Multiindizes zugehoérigen Monome gleichzeitig an einer Stelle z € R3
auswerten. Durch Normierung einer Komponente von x kann zusétzlich Rechenzeit
gespart werden. Die dritte Komponente der Auswertepunkte z; ist jeweils identisch
1. Da wir das Polynom pr jedoch an den Stellen # = Q72 auswerten miissen,
geht diese Eigenschaft bei x zunéchst im Allgemeinen verloren. Normieren wir die

dritte Komponente von = durch -z und nutzen die Eigenschaft ¢(z) = —-q(cz)

homogener Polynome ¢ vom Grad m fiir ¢ # 0 aus, so kénnen wir prry () mcit Hilfe
von prri (éx) schneller berechnen, denn bei der Berechnung von (z—ldx)‘* kénnen wir
auf die Potenzen der dritten Komponente komplett verzichten. Benennen wir den
Auswertepunkt mit der normierten dritten Komponente in MATLAB mit dem Namen

cx, so ergibt sich fiir diese Berechnung nun folgender Code:
(cx(1) .M multis(:,1)).*(cx(2) . " multis(:,2))
Méglichkeit 2 (prod-Befehl):
Verwenden wir zu den Multiindizes aus Mdglichkeit 1 jeweils einen stellvertretenden

Tensorindex und speichern diese zeilenweise in der matrixwertigen Liste indizes
ab, so gelingt uns in MATLAB durch

prod(x(indizes),2)

eine noch schnellere, gleichzeitige Auswertung aller zu den Multiindizes gehérenden
Monome an einer Stelle z = Q7 z;. Aufgrund der sehr effizienten Programmierweise
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4 Die crystalline orientation distribution function (codf)

des prod-Befehls lohnt es sich hier nicht, eine Komponente von = zu normieren. Im
Gegenteil, die Normierung kostet mehr Zeit als beim prod-Befehl die entsprechende
Komponente einzusparen.

In der Anzahl an auszuwertenden Monomen unterscheiden sich diese beiden M6glich-
keiten nicht. Der zeitliche Gesamtaufwand fiir die Auswertung des Polynoms pr
mit Hilfe von Maéglichkeit 2 ist jedoch geringer, wie in Kapitel nachzulesen ist.

Vergleich des Aufwandes

In der folgenden Tabelle wird aufgelistet, wieviele Monome in 3 Variablen bei den
beiden Methoden der letzten zwei Abschnitte fiir die Auswertung des RAYLEIGH-
Produktes in Abhéngigkeit des Ranges jeweils ausgewertet werden miissen. Auch hier
reduzieren wir bei der zweiten Methode die Anzahl an auszuwertenden Monomen
durch Beriicksichtigung der Null-Eintréage der Tensoren T"*, deren Anzahl jedoch von
der gewihlten Kristallsymmetrie abhéngt. Im Falle von kubischer Kristallsymmetrie
erhalten wir bis zum Rang 12 folgende Anzahlen an auszuwertenden Monomen:

’ Rang 7y \ alle Monome in 3 Var. \ Auswahl an Monomen in 3 Var. ‘

4 135 o4
6 364 130
8 765 204
9 1 045 114
10 1 386 441
124 2 275 925
124 2 275 250

Tabelle 4.3: Vergleich der Anzahlen an Monom-Auswertungen in 3 Variablen

Wiéhrend auch hier die Monom-Berechnung bei der ersten Methode darauf basiert,
die Monome zu einem beliebigen Grad r fiir die Berechnung der Monome vom Grad
r 4+ 1 zu konservieren, werden bei der zweiten Methode die Monome aufgrund der
unterschiedlichen Null-Eintrige der Tensoren T"* fiir jeden Rang separat berechnet.
Betrachten wir nun die codf mit ausschlieSlich den Summanden zu den in der Ta-
belle aufgefithrten Réngen, so erhalten wir fiir eine Auswertung der codf an einer
Stelle @ € SO(3) schlieBlich folgenden Vergleich an Anzahlen von auszuwertenden
Monomen in 3 Variablen:

Methode 1 (alle Monome in 3 Variablen):

Die Anzahl der auszuwertenden Monome wird aufgrund der rekursiven Vorgehens-
weise lediglich durch den maximalen Rang bestimmt. In diesem Fall sind fiir eine
Auswertung der codf also insgesamt 2 275 Monome vom Grad 12 auszuwerten.
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4.4 Auswertung des RAYLEIGH-Produktes

Methode 2 (Auswahl an Monomen in 3 Variablen):

Die Anzahl der auszuwertenden Monome ergibt sich durch die Summe der Anzahlen
zu den einzelnen Réangen, da die Monome hierbei fiir jeden Rang separat berechnet
wurden. In diesem Fall sind fiir eine Auswertung der codf also insgesamt 2 018 Mo-
nome auszuwerten. Im Vergleich zu den 2 275 Monomen vom Grad 12 bei Methode
1, sind die 2 018 Monome bei dieser Methode jedoch von unterschiedlichen Graden,
was im Vergleich noch eine weitere Zeitersparnis liefert.

Vergleichen wir die Vorgehensweise unter Verwendung der Funktionale mit jener
unter Verwendung der @-Monome aus Kapitel [£.4.1], so stellen wir bei einem Blick
auf die Tabellen und noch einmal eine groffe Reduktion der Anzahlen an
auszuwertenden Monomen zu Gunsten der Funktionalmethode fest. Wie sich die-
ser Unterschied im zeitlichen Aufwand bei einer Implementierung dieser Methoden
bemerkbar macht, wird im folgenden Kapitel betrachtet.

4.4.3 Zeitlicher Vergleich

In diesem Abschnitt vergleichen wir die in den Kapiteln [4.4.1) und |4.4.2| vorgestell-
ten Methoden, eine Darstellungsfunktion bzw. das RAYLEIGH-Produkt auszuwer-
ten, hinsichtlich des zeitlichen Aufwands bei einer Implementierung mit MATLAB.
Im Detail vergleichen wir die folgenden Methoden:

e Erzeugung der Matrix D¢ mit Hilfe des kron-Befehls
e Berechnung aller (-Monome

e Berechnung einer Auswahl an ()-Monomen, ausgewertet
mit Hilfe des prod-Befehls

e Berechnung aller Monome in 3 Variablen

e Berechnung einer Auswahl an Monomen in 3 Variablen,
ausgewertet mit Hilfe von Multiindizes

e Berechnung einer Auswahl an Monomen in 3 Variablen,
ausgewertet mit Hilfe des prod-Befehls

Um die Methoden sinnvoll miteinander vergleichen zu kénnen, messen wir fiir jede
Methode jeweils den gesamten zeitlichen Aufwand bei Auswertung der Summanden

1+ (S™,Q+T™)
k=1

der theoretischen codf (4-1]) an 10 000 paarweise verschiedenen Stellen @ € SO(3).
Dies fithren wir bei jeder Methode jeweils fiir unterschiedliche n € N durch. Bei den
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4 Die crystalline orientation distribution function (codf)

Tensoren S™ handelt es sich dabei um die nach (4-5|) bestimmten, auf realen Daten
basierenden tensoriellen Texturkoeffizienten. Die Tensoren T"* weisen in diesem Fall
die kubische Kristallsymmetrie auf. Fiir n = 1,...,10 ergeben sich in kubischer

Kristallsymmetrie die folgenden zu betrachtenden Rénge ry:

i € {4,6,8,9,10,12;,12,,13, 14, 15}

Die gemessenen Zeiten sind keineswegs als absolute Zeiten zu verstehen, sondern
sollten lediglich relativ zueinander betrachtet werden. Sie dienen dazu, zu sehen,
welche der Methoden relativ gesehen am wenigsten Rechenaufwand benotigt. Bei
Verwendung anderer Implementiersprachen sind noch wesentlich schnellere Zeiten

moglich.
kron alle @Q-Monome | Auswahl QQ-Monome
neN prod
Zeit [sec] Zeit [sec] Zeit [sec]
1 2.1 525.2 0.6
2 111.6 14
3 3.7
4 5.3
5 11.7
6 26.3
7 43.1
8 80.5
9 155.0
alle 3d-Monome | Auswahl 3d-Monome | Auswahl 3d-Monome
neN Multiindizes prod
Zeit [sec] Zeit [sec] Zeit [sec]
1 234 3.7 2.9
2 84.0 8.8 6.7
3 209.8 15.6 11.8
4 22.8 17.1
5 32.0 23.9
6 43.0 324
7 54.6 40.5
8 65.4 49.1
9 78.8 59.3
10 93.8 69.4

Tabelle 4.4: Zeitlicher Vergleich der verschiedenen Auswertemethoden
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Vergleichen wir nun diese Zeiten, so stellen wir fest, dass wir bei der Implemen-
tierung in MATLAB bei Auswertungen einschliefllich bis Rang r, = 12; (n = 6)
am schnellsten mit der Auswahl an Q-Monomen arbeiten. Ab Beriicksichtigung von
Rang r, = 125 (n = 7) liefert die Methode mit den Funktionalen, d.h. der Aus-
wahl an Monomen in 3 Variablen gekoppelt mit dem prod-Befehl, die schnellsten
Zeiten. Die Verwendung des kron-Befehls bzw. die Berechnung aller jeweiligen Mo-
nome stellt sich als zeitlich sehr ungiinstig heraus. Doch wie kann es sein, dass
sich die Funktionalmethode trotz der wesentlich geringeren Anzahlen an auszuwer-
tenden Monomen zeitlich erst ab n = 7 durchsetzt? Die Antwort liegt lediglich in
der verwendeten Implementiersprache MATLAB. Wahrend bei der Auswahl an -
Monomen die ()-Monome mit dem prod-Befehl schnell ausgewertet werden kénnen,
und zur Berechnung des RAYLEIGH-Produktes anschlieBend nur noch eine Matrix-
multiplikation notwendig ist (worauf MATLAB ausgelegt ist), kommen wir bei der
Funktionalmethode aufgrund des prod-Befehls und den unterschiedlichen Auswer-
tepunkten Q7z; zur Polynomauswertung nicht um eine Schleifenbildung iiber die
Anzahl der Auswertepunkte herum, welche in MATLAB sehr zeitintensiv ist. Dieser
zeitliche Nachteil kehrt sich, aufgrund des mit steigendem Rang verhéltnisméafig im-
mer groffer werdenden Unterschieds der beiden Methoden beziiglich der Anzahlen an
auszuwertenden Monomen, erst ab n = 7 um. Bei Verwendung einer schleifenfreund-
lichen Implementiersprache wird die Funktionalmethode aufgrund der wesentlich
geringeren Anzahl an auszuwertenden Monomen jedoch fiir alle n € N die zeitlich
schnellste Berechnungsmethode sein.
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5 Integration iiber SO(3)

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der speziellen Integration iiber SO(3),
welche uns zum Beispiel beim Maximum Entropie Momentenproblem in den tenso-
riellen Nebenbedingungen (4-9) bzw. bei der Optimierung der Zielfunktion

0= [ e (1ot YT i - Yo LT
k=1

27“k —|— 1
50(3) k=1

in (4-10]) begegnet. Bevor wir uns anschauen, wie wir solche Integrale numerisch 16sen
konnen, stellt sich jedoch die Frage nach der zu verwendenden Parametrisierung von
SO(3) und dem daraus resultierenden HAAR-Maf.

5.1 Parametrisierungen von SO(3)

SO(3) kann auf mehrere verschiedene Arten und Weisen parametrisiert werden, wie
zum Beispiel mit der Achse-Winkel-Methode, den EULER-Winkeln, mit Hilfe von
Quaternionen oder der Oberfliche der zweidimensionalen und der dreidimensionalen
Einheitskugel. B8 In den folgenden Abschnitten gehen wir auf zwei der erwihnten
Parametrisierungen etwas genauer ein.

5.1.1 Parametrisierung mit Achse und Winkel

Der folgende Satz zeigt, dass man jede Rotation R € SO(3) durch Angabe ei-
ner Rotationsachse und einem Rotationswinkel exakt beschreiben kann, und liefert
gleichzeitig eine mogliche Parametrisierung von SO(3). Der Beweis dieses Satzes ist
dem Buch von KoECHER 29 zu entnehmen:

5.1 Satz. Sei Ry € SO(3) beliebig gewdhlt. Dann existiert zu jeder orthogonalen
Matriz R € SO(3) ein z € R3, sodass R mit Hilfe der schiefsymmetrischen Matrix

0 —Z3 29
Alz) = [ -3 0 -2z
—Z9 21 0

und der Matriz- Exponentialfunktion in der Form R = exp (A(z))RO dargestellt wer-
den kann. Hierbei gilt die sogenannte RODRIGUEZ-Formel
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1—cos|lzlla

exp (A(z)) = cos|zl2-1 + sinHzHg-A(HZZHQ) + e
2

Desweiteren entspricht ||z||2 gerade dem Rotationswinkel und z der Rotationsachse
der Rotation RRY.

Setzen wir Ry := 1, so erhalten wir durch die Wahl eines beliebigen Rotationswinkels
w € [0,7] und einer beliebigen Rotationsachse n € S? (d.h. es gilt ||n|s = 1) die
folgende Parametrisierung von SO(3):

P: [0,7] x S — SO(3)

(w,n) — cosw-1 + sinw-A(n) + (1 —cosw)-nn’

Dabei betrachten wir bei Rotationen um eine Achse n nur Winkel aus [0, 7], denn
Rotationen um n mit einem Winkel aus [, 27| kénnen durch Rotationen mit einem
Winkel aus [0, 7] um die Achse —n dargestellt werden. Die Doppeldeutigkeit einer
Rotation, die wir unter anderem durch P(w,n) = P(mw, —n) und P(0,n) = 1 fir alle
n € S% dennoch erhalten, hat auf die spitere Integration jedoch keine Auswirkung,
da die Menge, welche durch solche Bedingungen charakterisiert wird, eine Nullmenge
beziiglich dem HAAR-MaSf ist.

Das zugehorige HAAR-Ma# ist in diesem Fall bis auf einen Faktor identisch mit dem
entsprechenden LEBESGUE-MaB A.19 Demnach erhalten wir mit Hilfe des Transfor-
mationssatzes und der GRAMschen Determinante

/d>\ = / d\ = //\/Gram(VwP,VhlP,VhQP) dw dO ,  (5-1)

S0(3) P([0,7]x52) 52 0

wobei V,P(w,n) = 0,P(w,n), und Vj, P bzw. V;, P die Richtungsableitung von
P in Richtung h; € R? bzw. hy, € R? am entsprechenden Punkt n € S? bezeichnet.
Die Richtungen h; und hs sind dabei linear unabhéngig und aus dem entsprechen-
den Tangentialraum an S? im Punkt n zu wihlen. ZweckmiBigerweise wihlen wir
zueinander orthogonale und normierte Richtungen iy und ho, d.h. es gilt

nThi=0 , hTh;=46; firij=12.

Die GRAMsche Determinante ist dabei gegeben durch

(VuP, VyuP) (VP Vy, P) (VP V), P)
Gram(VwP, VhlP, thp) = det <Vh1P7 VWP> <Vh1P, Vh1P> <Vh1P; Vh2p> s
(Vi P.VoP) (N, P,V P) (Vy,P, Vi, P)
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5 Integration iiber SO(3)

wobei (-,-) in diesem Fall fiir das Matrixskalarprodukt (X,Y) := spur(XY7T) fiir
X,Y € R3*3 steht. Fithren wir diese konkrete Berechnung der GRAMschen Deter-
minante durch, so erhalten wir schliefflich

Gram(V,P,V;,, P, V;,,P) = 32 (1 — cosw)? . (5-2)

Fiir das HAAR-Ma#B gilt mit einem Faktor ¢ > 0, wie bereits erwéhnt, die Beziehung
d@ = ¢ d\. Damit und mit Hilfe von (5-1)) und (5-2)) erhalten wir, bei zusétzlicher
Forderung der Normierungsbedingung | 50(3) d@ =1, aus

/dQ :S[O/c4\/§(1—cosw)dwdo

50(3)

™

= 16vV2 7 ¢ /(1—Cosw) do = 16V2 7 ¢ [w— sinw]

0
0

— 16vV2n2ec = 1

die Bedingung ¢ = (161/2 72)~!, und somit schlieBlich

dQ = ! (1 —cosw) dw dO .

4r?

5.1.2 Parametrisierung mit Euler-Winkeln

Mit Hilfe der EULER-Winkel 2 lisst sich jede Rotation R € SO(3) in drei hinterein-
ander ausgefithrte Rotationen zerlegen. Bei der Angabe dieser drei Rotationen gibt es
jedoch verschiedene Konventionen. Wir verwenden die sogenannte zxz-Konvention,
mit der wir jede beliebige Rotation durch Hintereinanderausfithrung einer Rotation
um die z-Achse, einer um die z-Achse und erneut einer um die z-Achse beschreiben
kénnen. Die Winkel, um welche die drei Rotationen durchgefiihrt werden miissen,
um damit die gewiinschte Rotation R zu beschreiben, werden als die sogenannten
EULER-Winkel bezeichnet. Rotationen um die z-Achse um einen Winkel & bzw.
Rotationen um die z-Achse um einen Winkel ¢ werden durch folgende Matrizen
beschrieben:

1 0 0
R.(®) = |0 cos® —sind
0 sin® cos®

cosp —sing 0
R.(p) = |[sing cosp O
0 0 1
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Somit erhalten wir unter Verwendung der EULER-Winkel die folgende Parametrisie-
rung von SO(3): 12
P: [0,27) x [0,7] x [0,27r) — SO(3) (5-3)
(b1, @,02) = Ra(p1) Ro(®) Ra(02)

Durch analoge Vorgehensweise bei der Bestimmung des HAAR-Mafles wie in Kapitel
[.1.1] erhalten wir erneut mit Hilfe des Transformationssatzes und der GRAMschen
Determinante

2r o 21

/ d\ = ///\/Gram(vwlp, VoP, Vg, P) dpy d® dp, | (5-4)
00 0

SO(3)

wobel Vi, P(p1,®,p2) = 0, P(p1,P,¢02), VoP(p1,P,02) = 0aP(p1,P,¢2) und
VWQP(SOl,@,QPQ) = 8302P(9017(I>7902)'

Fiithren wir die konkrete Berechnung der GRAMschen Determinante nun fiir diesen
Fall durch, so erhalten wir schliellich

Gram(V,, P,VeP,V,,P) = 8 sin®® . (5-5)

Fiir das HAAR-Maf gilt mit einem Faktor ¢ > 0 erneut d@) = ¢ d\. Damit und mit
Hilfe von (5-4) und (5-5)) erhalten wir, bei erneuter Forderung der Normierungsbe-

dingung f50(3) dQ =1, aus

2n 1w 2w

/dQ = ///czﬁ sin® dp; d® dips
0 0 O

SO(3)

= 8vV2 e /sin@ dd = 8vV2 7% ¢ [—costb}g
0

— 16v2 e = 1

die Bedingung ¢ = (16y/2 72)~!, und somit schlieBlich

.
dQ = 52 sin® dy; d® dps . (5-6)
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5.2 Adaptiver Algorithmus zur Approximation von
Mehrfachintegralen

Fiir die numerische Approximation der sowohl bei den EULER-Winkeln als auch bei
der Achse-Winkel-Parametrisierung auftretenden Mehrfachintegrale der Form

fiir Funktionen f : R — R™ verwenden wir einen adaptiven Algorithmus namens
DCUHRE, dessen Vorgehensweise im Folgenden etwas beleuchtet wird. Ausfiihrli-
che Details finden sich in den speziellen Arbeiten zum Algorithmus von BERNTSEN,
EspeELID und GENZ.B4 Der Algorithmus ist nur fiir achsenparallele Quader als
Integrationsgebiet ausgelegt. Die Idee des Algorithmus zur Integralapproximation
beruht darauf, das komplette quaderférmige Integrationsgebiet solange in kleinere,
quaderformige Subregionen zu unterteilen, bis die Anwendung einer Quadraturfor-
mel auf jeder einzelnen Subregion eine gewisse Fehlervorgabe erfiillt, und somit
einen im vorgegebenen Fehlerrahmen akzeptablen Gesamtwert des Integrals liefert.
Durch diese Adaptivitdt kann das Integrationsgebiet an unterschiedlichen Stellen
unterschiedlich fein unterteilt werden, was es ermdglicht, auf lokale Besonderhei-
ten des Integranden einzugehen. Durch die Vorgabe einer Fehlerschranke fiir den
Integralwert iiber einer Subregion, sowie der indirekten Vorgabe einer Maximalan-
zahl an Subregionen, wird das Integrationsgebiet beziiglich der Fehlervorgabe also
immer nur so grob wie moglich, aber auch so fein wie notwendig unterteilt. Im
Folgenden werden die einzelnen Schritte des Algorithmus (jeweils als separate M AT-
LAB-Subroutine) detaillierter beschrieben und deren Reihenfolge im Algorithmus in
einem grafischen Uberblick dargestellt:

DCUHRE
l

[DADHRE| {DCHHRE}
l

I
DINHRE DRLHRE DTRHRE
) ] 1
D132RE D113RE } DFSHRE FUNSUB

DO9HRE DOTHRE } FUNSUB

Abbildung 5.1: Uberblick der Subroutinen der Integrationsroutine DCUHRE H!
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DCUHRE:
Kopfdatei des Algorithmus, an welche folgende Parameter iibergeben werden:

NDIM: Anzahl der Variablen der zu integrierenden Funktion

NUMFUN: Anzahl der Komponenten des vektorwertigen Integrands

A, B: untere bzw. obere Integrationsgrenzen

MINPTS: minimale Anzahl an Auswertungen des Integranden

MAXPTS: maximale Anzahl an Auswertungen des Integranden

FUNSUB: Subroutine, die den Integranden an gegebenem Punkt auswertet
EPSABS, EPSREL: vorgegebener absoluter bzw. relativer Fehler

KEY: wihlt die zu verwendende Quadraturformel aus

Als Ausgabeparameter des Algorithmus kann man je nach Wunsch erhalten:

RESULT: vektorwertige Approximation des Integrals

ABSERR: Abschétzung der absoluten Fehler der einzelnen Komponenten
des vektorwertigen Integrals

NEVAL: Anzahl an durchgefithrten Auswertungen des Integranden

IFAIL: Fehlermeldung (IFAIL = 0 fiir fehlerfreien Durchlauf)

sowie samtliche Informationen zu den verwendeten Subregionen
(Breite, Tiefe, Hohe, Zentrum) und den jeweils dazugehérenden
Abszissen und Gewichten der verwendeten Quadraturformel

I_?CHHRE:
Uberpriift die Konsistenz der Eingabeparameter von DCUHRE.

DADHRE:

Berechnet die Integrale iiber den gegebenen quaderformigen Subregionen und unter-
teilt diese dabei solange in weitere quaderférmige Subregionen, bis der vorgegebene
Fehler eingehalten werden kann oder die maximale Anzahl an Subregionen (wird
durch MAXPTS ermittelt) erreicht wurde.

DINHRE:

Wihlt die entsprechende Quadraturformel aufgrund des Wertes von KEY aus, und
berechnet die relativen Abszissen innerhalb eines Quaders und die Gewichte der
gewahlten Quadraturformel. Desweiteren werden vier Quadraturformeln, sogenann-
te Nullregeln, fiir die Fehlerabschétzung bestimmt.

D132RE:
vollsymmetrische Quadraturformel vom Exaktheitsgrad 13 fiir NDIM = 2 mit 65
Auswertepunkten pro Subregion

D113RE:
vollsymmetrische Quadraturformel vom Exaktheitsgrad 11 fiir NDIM = 3 mit 127
Auswertepunkten pro Subregion
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DO9HRE:
vollsymmetrische Quadraturformel vom Exaktheitsgrad 9 fiir NDIM > 2 mit von
der Dimension NDIM abhéngend vielen Auswertepunkten pro Subregion

DOTHRE:
vollsymmetrische Quadraturformel vom Exaktheitsgrad 7 fiir NDIM > 2 mit von
der Dimension NDIM abhéngend vielen Auswertepunkten pro Subregion

DRLHRE:

Berechnet eine Approximation des Integralwerts und den Fehler iiber jeder Subre-
gion. Desweiteren wird in allen Subregionen, die aufgrund des geschétzten Fehlers
weiter unterteilt werden miissen, diejenige Koordinatenachse bestimmt, entlang wel-
cher, aufgrund der groBiten vierten Differenz des Integranden, die jeweilige Subregion
weiter unterteilt wird.

DFSHRE:
Berechnet jeweils die vollsymmetrischen Summen der verwendeten Quadraturformel
fiir einen Vektor an Integrandwerten iiber den Subregionen.

DTRHRE:
Verwaltet die Menge der Subregionen und ordnet sie nach jedem weiteren Untertei-
lungsvorgang erneut sinnvoll an.

In den folgenden drei Abschnitten gehen wir noch auf vollsymmetrische Quadra-
turformeln, das genaue Vorgehen bei der Abschéatzung des Integralfehlers, sowie die
Unterteilung der Subregionen ein.

5.2.1 Vollsymmetrische Quadraturformeln

Um eine vollsymmetrische Quadraturformel definieren zu kénnen, benttigen wir
zunéchst die Definitionen einer vollsymmetrischen Menge und einer vollsymmetri-
schen Gewichtsfunktion: 19!

5.2 Definition. Eine Menge Q2 C R heifit genau dann vollsymmetrisch, wenn fiir
alle x € Q automatisch (xr1), L2, .., j:mw(d)) € () gilt, fiir alle Permutationen
7 der Menge {1,2,...,d}. Die Menge der permutierten Punkte zu einem festen
x € ) wird mit X, bezeichnet, x selbst heifit Generator von X..

Die bekanntesten vollsymmetrischen Mengen sind der Hyperkubus [—a, a]?, die Hy-
persphére und der gesamte Raum.

5.3 Definition. Sei 2 C R? vollsymmetrisch, so heifit eine Funktion g : O — R
genau dann vollsymmetrisch, wenn fiir alle z € 2 und alle Permutationen 7 der
Menge {1,2,...,d} folgende Bedingung gilt:

91,22, ...,2q) = g(F2rq), £Tr(2), -, TTr(a))
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5.2 Adaptiver Algorithmus zur Approximation von Mehrfachintegralen

Damit kénnen wir nun ein vollsymmetrische Quadraturformel definieren: 19!

5.4 Definition. Eine Quadraturformel iiber einer vollsymmetrischen Menge Q) C R?
heifit vollsymmetrisch, wenn sie von der Form

[o@ i@ e~ Y u Y f) 57

Q YEXivs

mit einer vollsymmetrischen Gewichtsfunktion g ist. Dabei ist die Quadraturformel
durch n Gewichte w; und n Generatoren x; festgelegt.

Fiir die Vorgehensweise zur konkreten Bestimmung einer solchen Quadraturformel,
d.h. zur Berechnung der entsprechenden Gewichte und Generatoren, sei auf das
Buch von Davis und RaBiNowiTzE9 | sowie auf die Arbeit von BERNTSEN, Es-
PELID und GENZE! verwiesen. In Letzterer wird dabei zunsichst von Q = [—1,1]¢
als Integrationsgebiet ausgegangen. Die in jeder der quaderférmigen Subregionen
zu verwendenden Auswertepunkte eines beliebigen quaderformigen Integrationsge-
bietes werden im vorliegenden Algorithmus dann durch entsprechende Skalierung
erzeugt.

5.2.2 Fehlerschitzerl]

Alle vom Algorithmus verwendeten Quadraturformeln sind ausschliefSlich vollsym-
metrisch, wobei fiir jede Angabe des Parameters KEY jeweils ein Set von fiinf solchen
vollsymmetrischen Quadraturformeln ausgewihlt wird. In jedem dieser Sets gibt es
eine Quadraturformel R vom Exaktheitsgrad 2m + 1 fiir welche (5-7)) mit g = 1 wie
folgt umformuliert gilt:

1] = / @) do ~ Rl = 3 wf(a)
) =1

Hierbei sind sowohl die Auswertepunkte z; € R?, als auch die entsprechenden Ge-
wichte w; € R mit j = 1,..., L fortlaufend durchnummeriert. Die restlichen vier
vollsymmetrischen Quadraturformeln Ny, Ny, N3 und N, des ausgewéhlten Sets sind
sogenannte Nullregeln. Dazu betrachten wir zunichst die folgende Definition: #1!

5.5 Definition. Eine numerische Quadraturformel der Form

JECEED )

! Dieser Abschnitt ist in Anlehnung an die Arbeit von BERNTSEN, ESPELID und GENZ !
formuliert.

81



5 Integration iiber SO(3)

wird genau dann als eine Nullregel bezeichnet, wenn ) | ; wj = 0 gilt und mindestens
ein Gewicht w; dabei von Null verschieden ist. Man sagt, eine Nullregel ist vom
Grad k, wenn sie alle Monome vom Grad < k zu Null integriert, dies jedoch fiir
mindestens ein Monom vom Grad k£ + 1 nicht gelingt.

Die vier Nullregeln Ny, Ny, N3 und N, sind dabei, unter Verwendung derselben
Auswertepunkte wie bei der Quadraturformel R, von folgender Struktur:

L
Nilf) = Y wf(a) . i=1,2,34
j=1

Die Nullregeln werden dabei so gewéhlt, dass sie der Reihe nach vom Grad 2m — 1,
2m — 1, 2m — 3 und 2m — 5 sind. Im Algorithmus wird die Quadraturformel R
schliefllich zur Approximation des zu berechnenden Integrals iiber den einzelnen
Subregionen verwendet, wohingegen die Nullregeln dazu verwendet werden, iiber
jeder Subregion jeweils eine Abschitzung des Fehlers

zu erzeugen. Dabei ist zu beachten, dass zum Beispiel fiir jedes p # 0 die Qua-
draturformel pV;[f] ebenfalls eine Nullregel und vollsymmetrisch ist. Desweiteren
ist auch die Quadraturformel R[f] + pN1[f] vollsymmetrisch, jedoch nur noch vom
Exaktheitsgrad 2m — 1. Deshalb kann man jede Nullregel als die Differenz zwischen
der Quadraturformel R und einer entsprechenden Quadraturformel niederen Exakt-
heitsgrades auffassen.

Im Folgenden wird die im Algorithmus verwendete Vorgehensweise zur Bestimmung
der Fehler iiber den zwei Hélften einer zu unterteilenden Subregion schematisch vor-
gestellt (Erklarungen und Erlduterungen zu dieser Vorgehensweise sind der Arbeit
von BERNTSEN, ESPELID und GENzE zu entnehmen):

Fiir jede Halfte der betrachteten Subregion berechnen wir zunéchst

1
N* ] = Qdmax< NS f]+ N ) firi=1,2,3

bevor wir den folgenden Test durchfiihren:

if ¢ Ny[f] < N3[f] and ;N3[f] < N3[f] then
EVf] = eNi[f)

EVNf] = eamax (NF[f], N3], N3[/))

end
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5.2 Adaptiver Algorithmus zur Approximation von Mehrfachintegralen

EAF)[ f] und EP) [f] bezeichnen dabei lokale Fehlerabschitzungen iiber den beiden
Hélften der zu teilenden Subregion, wobei die Konstanten ¢; heuristisch gewéhlt
werden, um eine verniinftige Balance zwischen Zuverlassigkeit und Effizienz des
Algorithmus herzustellen. Bezeichnen wir mit Ry[f]| die Approximation des Integrals
iiber der gegebenen Subregion und mit jo ) [f] fiir j = 1,2 die Approximationen iiber
den beiden Hélften dieser Subregion, so bekommen wir durch

By[f] = |Ro[f) — (R[f] + RY[f))]

eine zweite Fehlerabschétzung und somit fiir j = 1, 2 schliellich die folgenden finalen
Abschéatzungen iiber den beiden Hélften:

ra(5)
Erl) Es[f] + coBblf]

7

EG) — B
A= B0 e s 6P

5.2.3 Unterteilung der Subregionerﬁ

Die Unterteilung einer Subregion, d.h. die Bestimmung jener Koordinatenachse, ent-
lang welcher die entsprechende Subregion weiter unterteilt werden soll, erfolgt durch
Betrachtung der vierten Differenzen des Integranden. Bezeichnen wir mit u € R?
das Zentrum der ausgewihlten Subregion, deren Abmessungen in den Komponenten
des Breitenvektors v € R? enthalten sind, und mit u(a); € R? jenen Punkt, welcher
fiir einen positiven Parameter a fiir i = 1,...,d jeweils durch u(a); := u + a%e;
gegeben ist, wobei ey, . . ., eq die kanonische ONB des R? bezeichnet, so erhalten wir
fiir zwei positive Parameter a; und as den 4te-Differenzen-Operator entlang der
i-ten Koordinatenachse wie folgt:

Dif = H Flular))) + flul—an)) — 2f(u)

= o5 (F(ulaa)s) + F(u(=az)) — 27(w)

1

Schliefflich wird die Subregion entlang der k-ten Koordinatenachse, fiir welche

Dif = [[Dflloo (5-8)

gilt, unterteilt. Da die Werte des Integranden, die zur Berechnung dieses Opera-
tors verwendet werden, auch in der Berechnung der verwendeten Quadraturformel
benotigt werden, werden diese vierten Differenzen zeitgleich mit der Quadraturfor-
mel und der Fehlerabschitzung iiber einer Subregion berechnet und beanspruchen

2 Dieser Abschnitt ist in Anlehnung an die Arbeit von BERNTSEN, ESPELID und GENz Bl
formuliert.
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5 Integration iiber SO(3)

somit keine extra Rechenzeit. Gibt es mehrere Achsen fiir die (5-8|) gilt, so wihlen
wir k als jene der Achsen, fiir die die entsprechende Breite v, maximal ist.

Im Folgenden wird der Teilungsprozess einer Subregion und die jeweils verwendeten
Auswertepunkte an einem Beispiel grafisch veranschaulicht. Dabei ist darauf hin-
zuweisen, dass die 127 verwendeten Auswertepunkte in der zu teilenden Subregion
nach der Teilung, jeweils entsprechend verschoben und skaliert, in jeder der beiden
neuen Subregionen wiederzufinden sind.

Abbildung 5.2: Teilung einer Subregion

In den folgenden Grafiken wird die Zerteilung des Integrationsgebietes in Abhéngig-
keit der vorgegebenen Genauigkeitsanforderung EPSABS an die Integralapproxima-
tion anhand des kubischen codf Beispiels unter Verwendung von EULER-Winkeln
veranschaulicht (lediglich fiir den Fall r, = 4). In der jeweils linken Grafik ist
eine Komponente des mehrdimensionalen Integrands iiber einem ebenen Schnitt
durch die Subregionen des dreidimensionalen, quaderférmigen Integrationsgebietes
[0,2m) x [0, 5] x [0, §] dargestellt. Dabei ist zu beachten, dass die Unterteilung in qua-
derférmige Subregionen von allen Komponenten des Integrands abhéngt, d.h. nicht
nur von der dargestellten Komponente. Warum sich das Integrationsgebiet in die-

sem Fall nur {iber einen Teil der EULER-Winkel erstreckt, wird im folgenden Kapitel
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5.2 Adaptiver Algorithmus zur Approximation von Mehrfachintegralen

erlautert. In der jeweiligen rechten Grafik ist die der gewiinschten Genauigkeit
entsprechende Unterteilung des Integrationsgebietes in die quaderférmigen Subre-
gionen dargestellt. Wenn man bedenkt, dass in diesem Beispiel in jeder einzelnen
Subregion jeweils 127 Auswertepunkte des Integranden liegen, so ist es offensichtlich,
wie wichtig die Uberlegungen aus Kapitel 4] zur effizienten Auswertung des RAY-
LEIGH-Produktes sind. Die folgenden Grafiken wurden fiir EPSABS = 1072 bzw.
EPSABS = 107! erstellt:
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Abbildung 5.3: Teilung des Integrationsgebietes in Subregionen
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5.3 Elementarregionen

Wie bereits angekiindigt, werden wir in diesem Kapitel die unter anderem bei der
codf vorliegende Kristallsymmetrie ausnutzen, um uns damit bei der Integration
iiber SO(3) einen Vorteil zu verschaffen. Dabei werden wir die Integration iiber
SO(3) auf sogenannte Elementarregionen einschranken kénnen, was bedeutet, dass
es ausreichend sein wird, anstatt iiber ganz SO(3) iiber solch eine Elementarregion
zu integrieren. Dies hat eine erhebliche Reduktion an Integrandauswertungen zur
Folge. Dazu benotigen wir jedoch zunéchst folgende Definition:

5.6 Definition. Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Dann be-
zeichnen wir eine Menge E C G genau dann als Elementarregion, wenn folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

(i) hE N E =0 VYheH\{ly}
(i) U hE = G

heH

Zum Ausnutzen der Kristallsymmetrie der codf werden wir G = SO(3) und H
als die zugehorige Rotations-Symmetriegruppe wéhlen. Bevor wir uns jedoch dieses
konkrete Beispiel etwas genauer anschauen werden, betrachten wir noch folgendes
Resultat iiber Elementarregionen:

5.7 Satz. Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe von G, 2 C G eine Elementar-
region und h € H beliebig gewdhlit. Dann ist auch hE eine Elementarregion.

Beweis. Sei E := hE. Dann erfiillt E die Eigenschaften (i) und (i) aus Definition
.6l denn es gilt:

(i) Sei h € H \ {1} beliebig gewiihlt und damit g := h'hhe H \ {1y}, so gilt
hh = hg und weiter hE = hhE = hgE. Somit folgt schliellich

hE N E = hgE N hE = h(gE N E) = 0.
=0

UrE = |J wE = (Joh B = |JoE =G

heH hGH571 geH geEH

]

Betrachten wir nun G = SO(3) und wéhlen als Untergruppe H die Rotations-
Symmetriegruppe zur kubischen Kristallsymmetrie, d.h. es ist |H| = 24 (siche Ta-
belle [4.1)), so erhalten wir ausgehend von einer Elementarregion E mit Hilfe von
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5.3 Elementarregionen

Definition und Satz eine disjunkte Zerlegung von SO(3) in 24 Elementar-
regionen der Form RFE fiir R € H. Dies kann man sich bei der Integration iiber
SO(3) zu Nutze machen, wenn die zu integrierende Funktion f die entsprechende

Kristallsymmetrie aufweist, d.h. wenn wie bei der codf fiir alle R € H die Bedingung
f(QR) = f(Q) gilt fiir alle @ € SO(3). Denn in diesem Fall erhalten wir

[ r@adq =2 [ 10 aQ.

S0(3)

Dies zeigt nun, wie bereits erwéahnt, dass es ausreichend ist, das Integral lediglich
iiber einer Elementarregion zu berechnen und den Wert des Integrals anschlieend
mit 24 zu multiplizieren. Im Vergleich zur Integration iiber ganz SO(3) erspart
man sich aufgrund des kleineren Integrationsgebietes dadurch zunéchst einmal einige
Auswertungen der zu integrierenden Funktion, in unserem Falle der codf. Im Hinblick
auf das zur Auswertung der codf zu berechnende RAYLEIGH-Produkt ist dies von
groffem Vorteil.

Bleibt zu kldren, wie solche Elementarregionen von SO(3) aussehen. Zur grafischen
Darstellung einer Elementarregion muss man SO(3) zunéchst parametrisieren. Dem-
nach sind die geometrischen Formen der Elementarregionen aufler von der entspre-
chenden Kristallsymmetrie auch von der verwendeten Parametrisierung von SO(3)
abhéngig. Im Folgenden betrachten wir ausschliefSlich die kubische Kristallsymme-
trie und parametrisieren SO(3) mit den Euler-Winkeln. Die Elementarregionen
aus SO(3) iibertragen sich demnach auf den Quader [0,27) x [0,7] x [0,27) der
EULER-Winkel, in welchem sie nun grafisch darstellbar sind. In einer ersten groben
Zerlegung von SO(3) erhalten wir folgende acht, der Form nach identische Teilre-
gionen:

Y1 € [0,271') , P e [O,ﬂ'] , P9 € [0,271')

©2
¥1

N

Abbildung 5.4: Grobe Zerlegung der EULER-Winkel in kubische Teilregionen
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Jede dieser acht Teilregionen lésst sich in drei Elementarregionen zerlegen. Im Falle
der blau eingefarbten Teilregion [0, 27) % [0, ) x [0, 5) sehen diese Elementarregionen
wie folgt aus: %21

pre(0,2m), 2€0,3), p2€[0,3)

®1

Abbildung 5.5: Zerlegung der EULER-Winkel in kubische Elementarregionen

Dabei setzt sich die Elementarregion II aus den beiden Teilregionen II, und II,
zusammen. Die Kurve, welche den krummlinigen Teil des Randes der Teilregion
ITI+11, bzw. der Teilregion 11,4111 beschreibt, ist gegeben durch 721

Sin g COS (P2
bzw. cos® =

V1 + sin? v, V14 cos? oy

Die Geometrien der drei Elementarregionen in einer der anderen sieben Teilregio-
nen aus Abbildung [5.4] sind im Allgemeinen verschieden zu denen aus Abbildung
Satz besagt zwar, dass wir, ausgehend von einer Elementarregion E, fiir
alle R € H mit RE erneut eine Elementarregion erhalten, dies bedeutet jedoch
nicht, dass eine solche Elementarregion RE gerade der im Raum der EULER-Winkel
gedrehten und verschobenen Elementarregion E entsprechen muss. Denn hinter ei-
ner solchen Elementarregion RE steckt ein etwas komplizierterer Sachverhalt: Zur
Bestimmung der Elementarregion RE zu einem gegebenen R € H bestimmt man
fiir jedes EULER-Winkel-Tripel aus E die zugehorige Matrix @@ € SO(3) geméB
, multipliziert diese mit R und bestimmt zu den so erhaltenen Matrizen R() die
zugehorigen EULER-Winkel-Tripel, welche schliefllich die Geometrie der Elementar-
region RE bestimmen.

cosd = (5-9)
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Méchten wir nun die Integration tiber SO(3) auf das Integral iiber einer Elemen-
tarregion beschrinken und dazu den vorgestellten Algorithmus verwenden, so muss
die verwendete Elementarregion erneut iiber einem Quader parametrisiert werden.
Da wir nach der Parametrisierung beim Integrieren den entsprechenden JACOBI-
Faktor mitberiicksichtigen miissen, d.h. bei jeder Integrandauswertung mit auswer-
ten miissen, ist die griin eingefdrbte Elementarregion III den Elementarregionen I
und II vorzuziehen (Elementarregion I ist von groBerem Volumen als Elementar-
region III und bedarf deshalb mehr Auswertepunkte, Elementarregion II ist am
aufwindigsten zu parametrisieren). Mit Hilfe von ldasst sich Elementarregion
1T wie folgt beschreiben:

prelf0,2m), ®el®,3), w2 e(0,3)

mit &, = arccos (min

sin g COS Y2
V1+sinZg, /14 cos? g
Aufgrund der folgenden Aquivalenzen iiber den entsprechenden Winkelbereichen

(jeweils unter Beibehaltung der urspriinglichen Vorzeichen beim Wurzelziehen)

sin
cos® = P (1 +sin® ) cos? @ = sin® gy

V1 4+ sin? @y
& cos’® = (1—cos®®)sin® gy

- . cos @
= arcsin [ ————
72 V1 —rcos2d

coS cos P
bow. cos® = ———2F2 & g = arccos (—)

v/ 1+ cos? o V1 —cos?®

erhalten wir folgende Parametrisierung P; der Elementarregion I1I:

pref0,2m), ®el®,F), w2 €(0,5)

<P1¢3902

)

Abbildung 5.6: Parametrisierung der Elementarregion 111
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P31 [0,27) x [arccos(%\/g), )y x[0,1] — R?

©1
(Splaq)vt) — ®

: ® ®
(1 —t) arcsin (%) + tarccos (%)

Berechnen wir die zugehorige JACOBI-Matrix 0P3, so erhalten wir mit derer Deter-
minante den folgenden, bei der Integration iiber Elementarregion III zu beriicksich-
tigenden JAcoBI-Faktor:

d )
|det OP3| = arccos 7 )~ aresin | ——2—
V1 —cos?® V1 —cos?®

Somit erhalten wir fiir das Integral einer Funktion f : SO(3) — R™, welche die
kubische Kristallsymmetrie aufweist, unter zusétzlicher Verwendung der allgemeinen

Parametrisierung P aus (5-3) in EULER-Winkeln, dem HAAR-Ma8l (5-6)) und der

Integrationsgrenze a := arccos(%\/g), folgenden Zusammenhang;:

2r w27
sin ®
[ 1@ = [ [ [1eente) T dodode
S0(3) 00 0 ° ~ g(;rhcpm)

= 24 9(p1, @, p2) dpy dP dpsy

1
:24/
0

Dabei ist jedoch noch das Folgende zu beachten: Je nachdem wie aufwéindig es ist,
einen Funktionswert von f zu berechnen, kann es vorkommen, dass es zeitlich schnel-
ler geht, das Integral von f nur auf das groflere Integrationsgebiet des kompletten
Quaders an EULER-Winkeln aus Abbildung zu reduzieren (d.h. man integriert
iiber die Gesamtheit der drei Elementarregionen I4+II4II1 und multipliziert das In-
tegral anschlieBend mit dem Faktor 8). Denn bei besonders einfach auszuwerten-
den Integranden bendtigt der vorgestellte Integrationsalgorithmus weniger Auswer-
tepunkte als bei komplizierteren Integranden, um die gewiinschte Genauigkeit zu

2

/Q(Ps(%,q)at)) | det OP3| dipy dP di
0

s \w\:
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erzielen. Reduziert man in solch einem Fall das Integrationsgebiet jedoch bis auf die
Elementarregion III, so wird der tatséchliche Integrand, aufgrund des zusétzlichen
JAacoBI-Faktors, wieder aufwandiger zum Auswerten, d.h. der Integrationsalgorith-
mus benotigt zum Erreichen derselben Genauigkeitsvorgabe eine feinere Zerlegung
in Subregionen, und somit trotz kleinerem Integrationsgebiet weitaus mehr Aus-
wertepunkte. Die Entscheidung, ob man quasi iiber /s oder iiber /24 von SO(3)
integriert, ist demnach in Abhéngigkeit des Integranden zu treffen.
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6 Numerische Ergebnisse des
Maximum Entropie Momenten-
problems am Beispiel der codf

In diesem Kapitel betrachten wir die numerischen Ergebnisse des Maximum Entropie

Momentenproblems (4-7)), (4-8)), (4-9) der codf, fiir dessen Losung man zur Bestim-
mung der erforderlichen LAGRANGE-Multiplikatoren die Funktion (4-10))

_ - r . <wk78Tk>
SO(3) = _
minimieren muss. Dabei gilt w = [wo;wi;...;w,] mit wy € R und wy € J,, (R?)

fir k = 1,...,n. Bei den Tensoren T"* € 7, (R*) (siehe Kapitel gehen wir er-
neut von kubischer Kristallsymmetrie aus, wobei wir die Tensoren S™ € 7, (R?),
basierend auf einem Datensatz von 1000 im realen Experiment detektierten Kristal-
lorientierungen einer kubischen Kristallprobe, gemi8 bestimmen. In kubischer
Kristallsymmetrie sind die ersten zu beriicksichtigenden Tensorrdnge durch

rr € {4,6,8,9,10, 127,125, 13,14, 15,164, 164, 17,187, 185, 19, 204, 205, . . .}
gegeben. Um die Uberlegungen des vorherigen Kapitels anwenden zu kénnen, ver-

wenden wir zur Parametrisierung von SO(3) bei der Integration erneut die EULER-

Winkel.

Fiir die durchzufiihrende Minimierung der Funktion ® werden wir verschiedene Opti-
mierungsverfahren heranziehen und miteinander vergleichen. Im Detail werden das
die MATLAB-interne Routine fminunc fiir nicht restringierte Optimierungsproble-
me, das BFGS-Verfahren und das mehrdimensionale NEWTON-Verfahren sein, auf
welche wir in den folgenden Abschnitten kurz eingehen werden.

6.1 Optimierungsverfahren

6.1.1 fminunc

Die Routine fminunc ist eine MATLAB-interne Routine zur Bestimmung eines loka-
len Minimums einer skalaren Funktion f : R — R mehrerer Variabler. Durch den
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Befehl X=fminunc (FUN,X0) wird die Funktion FUN ausgehend von einem Startpunkt
X0 entlang iterativ bestimmter Abstiegsrichtungen sukzessive minimiert. Dabei kann
fminunc situationsbedingt auf verschiedenste Abstiegsverfahren zuriickgreifen, und
somit ein lokales Minimum von FUN, sofern ein solches existiert, bei giinstiger Wahl
des Startpunktes X0 bestimmen. Alternativ kann man diese Routine auch iiber den
Befehl X=fminunc (FUN,X0,0PTIONS) aufrufen, wobei man hier der Strukturvaria-
ble OPTIONS verschiedene Parameter fiir die Ausfithrung des Minimierungsprozesses
mitgeben kann. Diese konnen unter anderem die Folgenden sein:

e Display
>off’ Routine zeigt keine Ausgabe an
>iter’ bzw. ’iter-detailed’ Routine zeigt Ausgabe nach jeder Iteration an
>final’ Routine zeigt eine finale Ausgabe an

e TolX
Abbruchtoleranz fiir Iterationspunkte X

e TolFun
Abbruchtoleranz fiir Funktionswerte von FUN

e LargeScale ’on’ bzw. ’off’
Die Large-Scale Option legt eine Préferenz fest, welcher Minimierungsalgo-
rithmus von fminunc bei Mdéglichkeit verwendet werden soll. Dies ist jedoch
von der Angabe der Parameter abhingig, da die Large-Scale Methode gewisse
Parameter, wie zum Beispiel den Gradienten der Zielfunktion FUN, benotigt.

e GradObj ’on’ bzw. ’off’
Routine verwendet benutzerdefinierten Gradienten der Zielfunktion FUN, wel-
cher somit in der FUN-Routine entsprechend als zweites Argument ausgegeben
werden muss. Diese Option ist notwendig fiir die Large-Scale Methode.

e DerivativeCheck ’on’ bzw. ’off’
Vergleicht die benutzerdefinierten Ableitungen von FUN mit Finite Differenzen
Ableitungen und ersetzt diese bei zu groflen Abweichungen.

e Hessian
’on’ Routine verwendet benutzerdefinierte HESSE-Matrix der Zielfunktion
FUN, welche somit in der FUN-Routine entsprechend als drittes Argu-
ment ausgegeben werden muss.
>off’ HESSE-Matrix wird durch Finite Differenzen approximiert.

e HessUpdate
Methode fiir das Update der HESSE-Matrix als Alternative zu derer exakten
Berechnung. Dabei stehen folgende Methoden zur Auswahl:
"bfgs’ Methode nach BROYDEN, FLETCHER, GOLDFARB und SHANNO
’dfp’ Methode nach DAVIDON, FLETCHER und POWELL
>steepdesc’ Gradientenverfahren, d.h. Verfahren des steilsten Abstiegs
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Zu weiteren Details sei auf das Benutzerhandbuch der MATLAB - Optimization
Toolbox hingewiesen. ! Bei der Anwendung dieser Routine auf unser Maximum
Entropie Momentenproblem verwenden wir schliefflich folgende Optionen:

OPTIONS = optimset(’GradObj’,’on’,’DerivativeCheck’,’off’,
’HessUpdate’, ’bfgs’,’LargeScale’,’off’,
’Display’,’iter-detailed’,

’TolX’ ,EPSOPT, ’TolFun’ ,EPSOPT"'2) ;

Da wir bei der Verwendung der fminunc-Routine jedoch keine Moglichkeit haben,
in den Minimierungsalgorithmus so einzugreifen, dass wir das Maximum Entropie
Momentenproblem etwas problemspezifischer behandeln konnen, werden wir zur Be-
stimmung der numerischen Loésung dieses Problems alternativ noch einen individu-
ellen Minimierungsalgorithmus verwenden. Dieser wird zur Minimierung zwar auch
wahlweise entweder auf das BFGS-Verfahren oder das mehrdimensionale NEWTON-
Verfahren zuriickgreifen, jedoch mit der Moglichkeit, gezielt in den Minimierungs-
vorgang eingreifen zu konnen.

6.1.2 Newton-Verfahren

Mit Hilfe des mehrdimensionalen NEWTON-Verfahrens kann man Nullstellen einer
skalaren Funktion mehrerer Variabler approximieren. Wir werden das NEWTON-
Verfahren dazu verwenden, eine Funktion f : R? — R zu minimieren, d.h. eine
lokale Minimalstelle z* € R? als Nullstelle des Gradienten dieser Funktion zu ap-
proximieren, also iiber die Bedingung V f(z*) = 0. Dies geschieht, ausgehend von
einem Startpunkt zo € RY, auf eine iterative Art und Weise. Dabei bestimmen
wir die jeweilige nichste Approximation z,,; € R? der Minimalstelle 2* € R? als
Minimalstelle des lokalen, quadratischen Modells m; : R? — R von f in einer
Umgebung von z;, € R% mit

mp(z) = fzr) + V(o) (z —xp) + %(3: —a3)" V2 f(z) (2 — 1)
=: Hy(xy)

Ist die dabei auftauchende HESSE-Matrix H(zy) = V2f () von f positiv definit, so
ist die Minimalstelle xj; von my die eindeutige Losung des Problems Vmy(z) = 0.
Folglich gilt

0 = Vf(il?k) + Hf(il?k>(£l}k+1—£l}k>, (6—2)

und somit erhalten wir die neue Approximation z;; durch

Tyl = T — Hf(xk)*IVf(xk) .
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Um die Invertierung der HESSE-Matrix zu vermeiden, berechnen wir zunéchst die
Losung y des linearen Gleichungssystems H(zy)y = —V f(x)) und setzen anschlie-
Bend xp41 = y + xp. Aufgrund der strikten Konvexitdt der zu minimierenden Funk-
tion ® des Maximum Entropie Momentenproblems, liegt in unserem Falle der codf
Konvergenz des NEWTON-Verfahrens vor. Allgemeine Aussagen zur Konvergenz die-
ses Verfahrens sind der Literatur zu entnehmen. 1825

Da die in jeder Iteration vorkommende Neuberechnung der HESSE-Matrix in hoher-
en Dimensionen extrem aufwéndig sein kann - man denke nur an unser Maximum
Entropie Momentenproblem der codf, bei welchem fiir jeden Matrixeintrag eine In-
tegration tiber SO(3) und die Auswertung des RAYLEIGH-Produktes durchzufiihren
ist (siehe Anhang - betrachten wir im Folgenden noch einen Vertreter eines so-
genannten Quasi-Newton-Verfahrens, bei welchen die jeweilige Neuberechnung der
exakten HESSE-Matrix durch eine einfacher zu berechnende Update-Formel ersetzt
wird. Ob man mit Hilfe eines solchen Verfahrens bei identischer Genauigkeitsforde-
rung an die Optimierung jedoch zeitlich schneller sein wird, héngt letztendlich auch
von der Anzahl der benétigten Iterationen der unterschiedlichen Verfahren ab. Auf
diese Vergleiche werden wir spéter noch genauer eingehen.

6.1.3 BFGS-Verfahren

Ausgehend von der Bedingung des NEWTON-Verfahrens lédsst sich die Vor-
gehensweise eines Quasi-NEWTON-Verfahrens einfach erldutern: 830 Die HESSE-
Matrix H(xy) wird durch eine Approximation By € R¥? ersetzt, mit deren Hilfe
man durch Losen des linearen Gleichungssystems Bydy, = —V f () eine Abstiegs-
richtung dj, € R? zur Berechnung der niichsten Approximation x;,; der gesuchten
Minimalstelle von f bestimmt. Diese neue Approximation x., erhélt man nach ge-
eigneter Wahl einer Schrittweite hy > 0 durch xy1 := xp+ hgdy (siehe ) Bleibt
fiir die darauffolgende Iteration lediglich die Frage zu kldren, wie die Approximation
By € R™4 der HESSE-Matrix H(z41) zu wihlen ist. Je nach Quasi-NEWTON-
Verfahren gibt es hierfiir unterschiedliche Méglichkeiten. Die Rang-2-Update-Formel
von BROYDEN, FLETCHER, GOLDFARB und SHANNO liefert das nach ihnen benann-
te BFGS-Verfahren:

BFGS-Schritt (l'k,Bk) 5% ($k+17Bk+1) .
Lose Bydy, = —V f(xy), wihle hy > 0 und setze
T T
. . qkqy; Byprpy, Br
Tl ‘= Tk + hkdk s Bk+1 = Bk -+ pqu - prkpk y (6—3)
wobei py, := Ty — 2 und g = Vf(2p41) — V() -
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Zum Startpunkt zo € R? wihlt man am besten entweder By := 1 oder By := H(zy).
Bei der Wahl der jeweiligen Schrittweite hy > 0 gibt es generell den Unterschied
zwischen der sogenannten ’Fxact Line Search’ und der sogenannten ‘Inexact Line
Search’. Bei der exakten Liniensuche entlang der Abstiegsrichtung d; wéhlt man die
Schrittweite hj;, > 0 durch Losen des Problems

flzg + hgdy) = I}Elzl(r)lf(.fk + hdy,) .

Im Normalfall ist es jedoch zu aufwéndig, in jeder Iteration diese exakte Schrittweite
zu berechnen. Daher ist eine tolerantere Suche nach einer geeigneten Schrittweite we-
sentlich sinnvoller. Eine géngige Methode zur Bestimmung einer solchen sinnvollen
Schrittweite liefert die inexakte Liniensuche nach ARMIJO, welche wir beim Maxi-
mum Entropie Momentenproblem der codf fiir ¢ = 0.001 und a = 0.25 anwenden
werden: 18

Schrittweitenwahl nach ARMIJO:
Mit einem von k unabhéngigen festen o > 0 sei ein Al > ||V f(xk) |2/ ||dk]|2
gewihlt. Bestimme dann das kleinste j € Ny derart, dass fiir h} := hg/ 2J

flae+hide) < f(xx) + ahlVf(zp) dy (6-4)

erfiillt ist und setze damit hy, := hj.

Fiir einen detaillierteren Hintergrund zu dieser Schrittweitenwahl sei erneut auf die
Literatur verwiesen. ™30 Bei der numerischen Umsetzung dieser Schrittweitenwahl
werden wir noch eine weitere Uberlegung mit einbauen. So werden wir, um unnétig
kleine Schrittweiten zu vermeiden, in jeder Iteration die Schrittweite der vorherigen
Iteration als Startschrittweite hj verwenden. Sollte fiir dieses hj auf Anhieb
erfiillt sein, so iiberpriifen wir, ob dies auch fiir die doppelte Schrittweite 2h{ der
Fall ist. Ist auch dies der Fall, so wihlen wir hy, := 2h§, andernfalls bleiben wir bei
der Wahl hy := h. Sollte hingegen fiir h{ nicht erfiillt sein, so halbieren wir
h{ sukzessive bis erfiillt ist.

6.2 Adaptive vs. nicht-adaptive Integration

Zur Berechnung der auftauchenden Integrale in der zu minimierenden Funktion ®
, deren Gradienten V® und deren HESSE-Matrix Hg verwenden wir im Allge-
meinen den in Kapitel vorgestellten adaptiven Integrationsalgorithmus. Dabei
sollte beim Minimierungsverfahren beachtet werden, dass es hinsichtlich konsistenter
Daten von grofler Bedeutung ist, dass der Funktionswert, der Gradient und die HES-
SE-Matrix der Funktion ® an einer selben Stelle w immer zusammenpassen. Wire
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dies nicht der Fall, so wiirden die Abstiegsrichtungen nichts mehr mit der eigent-
lich zu minimierenden Funktion zu tun haben, die ganze Minimierung hétte keine
Aussagekraft mehr. Um also zu gewihrleisten, dass Funktionswert, Gradient und
HEesseE-Matrix in jedem Minimierungsschritt zusammenpassen, muss sichergestellt
werden, dass diese immer innerhalb derselben Routine in ein und derselben Integra-
tion berechnet werden. Denn wiirde man den Funktionswert, den Gradienten und
die HESSE-Matrix von ® an der gleichen Stelle w mit einer jeweils eigenstéandigen
Routine berechnen, so miisste der adaptive Integrationsalgorithmus, um bei allen
dieselbe gewiinschte Genauigkeit erzielen zu kénnen, im Allgemeinen unterschied-
liche Unterteilungen in Subregionen vornehmen, womit man den Funktionswert,
den Gradienten und die HESSE-Matrix letztendlich mit unterschiedlichen Quadra-
turformeln berechnen wiirde. Benotigt das verwendete Minimierungsverfahren also
den Gradienten von ®, so kéonnen wir den zugehorigen Funktionswert von & aus
der ersten Komponente des Gradienten gewinnen, was sicherstellt, dass Funktions-
wert und Gradient jeweils zusammenpassen. Verwenden wir ein Verfahren, welches
zusétzlich die HESSE-Matrix von ® benétigt, so konnen wir den zugehérigen Gradi-
enten von ® aus der ersten Spalte der HESSE-Matrix gewinnen, aus welcher man aus
der ersten Komponente wiederum den zugehorigen Funktionswert gewinnen kann.
Somit ist auch in diesem Fall gesichert, dass Funktionswert, Gradient und HESSE-
Matrix zusammenpassen. Die Berechnung der HESSE-Matrix kann man aufgrund
der Symmetrie der Matrix auf die entsprechenden Komponenten reduzieren, welche
man vektoriell zusammengefasst alle gleichzeitig mit dem Integrationsalgorithmus
bestimmen kann.

Durch die gleichzeitige Berechnung des Funktionswertes und des Gradienten von
® kommt es bei der Durchfiihrung der ARMIJO-Schrittweitenwahl beim BFGS-
Verfahren zu eigentlich iiberfliissigen Gradientenberechnungen. Zur Uberpriifung der
ArRMI1JO-Bedingung wird an den Teststellen zj + hjdj namlich lediglich der
Funktionswert, jedoch nicht der Gradient benétigt. Diese iiberfliissigen Berechnun-
gen miissen wir jedoch in Kauf nehmen, denn wiirden wir sie weglassen, d.h. die
Funktionswerte f(xy+ h;*-dk) (also inklusive f(xg+ hpdy) = f (a:'k+1)) mit dem adap-
tiven Integrationsalgorithmus in einer separaten Routine berechnen, so wiirden wir
nach der Akzeptanz einer geeigneten Schrittweite ein Problem bekommen. Denn um
nach der Akzeptanz einer Schrittweite die nidchste BEGS-Iteration durchfithren zu
kénnen, wiirden wir nicht nur den Funktionswert f(z441) bendtigen, sondern auch
den Gradienten V f(xyy1). Spétestens an dieser Stelle wiirden wir also gezwungen
werden, Funktionswert und Gradient erneut mit derselben Routine zu berechnen.
Im Allgemeinen wiirden wir dann aufgrund der unterschiedlichen Unterteilung in
Subregionen, einen an der Stelle x4, 1, im Vergleich zum bei der Durchfiihrung der
ARMI1JO-Bedingung berechneten Funktionswert, unterschiedlichen Funktions-
wert erhalten. Dies kénnte dann dazu fiihren, dass die ARMIJO-Bedingung mit
dem nun neuen Funktionswert an der Stelle x5, 1 doch nicht mehr erfiillt ist. Die ak-
zeptierte Schrittweite wéire demnach nicht sinnvoll und das BFGS-Verfahren wiirde
keine verlésslichen Ergebnisse liefern.
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Eine andere Moglichkeit beim Minimierungsprozess Zeit zu sparen, liefert jedoch
die Idee, die adaptive Integration zur Berechnung der Funktionswerte, Gradienten
und HESSE-Matrizen (je nach Verfahren) zwischenzeitlich durch eine nicht-adaptive
Integration zu ersetzen. Das Einsetzen von adaptiver und nicht-adaptiver Integra-
tion mit dem DCUHRE-Algorithmus innerhalb des Minimierungsprozesses hat ge-
geniiber der rein adaptiven Integration den Vorteil des geringeren Zeitaufwands auf-
grund deutlich weniger Rechenoperationen. Nach einem adaptiven Schritt werden
die Integrationsstiitzpunkte samt zugehoriger Gewichte gespeichert und mit eben
dieser Quadraturformel weitere, nun nicht-adaptive Schritte durchgefiihrt. Hierbei
entfallen dann alle Fehlerabschétzungen und Unterteilungen in Subregionen, was
sich zeitlich als Vorteil bemerkbar macht. Der Nachteil daran ist jedoch, dass man
in den nicht-adaptiven Schritten nicht das eigentliche Problem mit der in unserem

Fall gegebenen Zielfunktion (6-1])

n

W= [ xp (=1t Y Qe T dQ — wp — 30 S

27’k + 1
S0(3) k=1 k=1

16st, sondern eine Hilfsfunktion ¢ minimiert, bei der das in ® auftauchende Integral
durch die entsprechende Quadraturformel aus gespeicherten Stiitzpunkten und Ge-
wichten eines vorherigen adaptiven Schritts ersetzt wird. Dieses Hilfsproblem wird
jedoch nur in den ersten nicht-adaptiven Schritten nach einem adaptiven Schritt ge-
eignet sein, solange die iterierten LAGRANGE-Multiplikatoren nicht zu weit auseinan-
derliegen. Nach einigen nicht-adaptiven Schritten wird das Hilfsproblem zu ungenau
sein, um das eigentliche Problem damit zu beschreiben. In diesem Fall muss ausge-
hend vom aktuellen Iterationspunkt erneut ein adaptiver Schritt durchgefiihrt wer-
den, um damit das urspriingliche Problem wieder besser zu approximieren. Streng
genommen liefert die adaptive Integration ebenso lediglich eine Quadraturformel
und somit eine Hilfsfunktion fiir die eigentliche Zielfunktion ®, jedoch kénnen wir in
diesem Fall aufgrund der gestellten Genauigkeitsanforderung EPSABS dafiir sorgen,
dass sich Hilfsfunktion und Zielfunktion numerisch kaum unterscheiden. Diese Kon-
trollmoglichkeit des Integrationsfehlers ist bei der nicht-adaptiven Variante jedoch
nicht mehr moglich.

Damit man durch diese Vorgehensweise beim Minimierungsprozess von ¢ jedoch
nicht wild und unnétig im Definitionsgebiet von ® umherspringt, muss der Wechsel
zwischen adaptiver und nicht-adaptiver Integration (bzw. umgekehrt) gezielt und
sinnvoll gesteuert werden. Denn 16st man nach einem Wechsel zur nicht-adaptiven
Integration das zugehorige Hilfsproblem bis zur gewiinschten Endgenauigkeit des
Ausgangsproblems, so kann es passieren, dass man sich mit dem Hilfsproblem so
weit von der eigentlichen Minimalstelle weghewegt, dass einen der nachfolgende
adaptive Schritt wieder weit von der gefundenen Minimalstelle des Hilfsproblems
wegfiihrt. Diese Vorgehensweise wiirde so also keinen Sinn machen. Betrachten wir
sowohl beim Ausgangsproblem als auch beim Hilfsproblem die strikt konvexe Ziel-
funktion in der Ndhe des Minimums, so konnen wir diese in einer Umgebung der
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Minimalstelle lokal durch ein quadratisches Modell approximieren. Betrachten wir
ein eindimensionales quadratisches Modell, d.h. eine Parabel cz?, so bewirkt ein
Voranschreiten um 10~ in z-Richtung nur noch eine Anderung der Funktionswerte
in der Groflenordnung 1078, Dies kénnen wir nun auf das mehrdimensionale qua-
dratische Modell iibertragen, um damit eine Heuristik zu erstellen, mit der wir die
Anzahl der aufeinanderfolgenden nicht-adaptiven Schritte in Abhéngigkeit der Dif-
ferenz zweier aufeinanderfolgender Iterationspunkte und der zugehorigen Differenz
der entsprechenden Zielfunktionswerte steuern konnen. Somit wird verhindert, dass
zu lange nicht-adaptive Integrationen durchgefiihrt werden. Der letzte Schritt eines
Minimierungsprozesses erfolgt jeweils adaptiv.

In jedem adaptiven Schritt des Minimierungsprozesses passen wir zuséatzlich die
Integrationsgenauigkeit EPSABS an die gewiinschte Endgenauigkeit EPSOPT der
Minimierung an, d.h. an die gewiinschte Genauigkeit, mit welcher die tensoriellen
Nebenbedingungen des Maximum Entropie Momentenproblems erfiillt werden sol-
len. Je weiter man vom Minimum entfernt ist, desto grober darf integriert werden.
In diesem Fall bleibt man einige Schritte beim Hilfsproblem. Je mehr man sich der
Minimalstelle néhert, desto exakter muss integriert werden, d.h. das urspriingliche
Problem besser approximiert werden. Diese Vorgehensweise kann unter anderem
durch Betrachtung des Verlaufs der Differenzen der bei der Iteration aufeinander-
folgenden Funktionswerte gesteuert werden. Auch durch diese Vorgehensweise wird
erneut Rechenzeit eingespart.

Da die Erfiillung der tensoriellen Nebenbedingungen vom jeweiligen Gradienten der
Zielfunktion abhéngig ist, wir also lediglich daran interessiert sind, dass die Momente
in erster Ordnung stimmen und somit héhere Ordnungen nicht beriicksichtigt werden
miissen, konnen wir die Berechnung der HESSE-Matrix beim NEWTON-Verfahren
selbst im adaptiven Fall grundsétzlich nicht-adaptiv durchfiihren und somit sehr
viel Rechenzeit sparen. Dabei ist lediglich zu beachten, dass wir die HESSE-Matrix
jeweils mit derselben Quadraturformel nicht-adaptiv berechnen, mit welcher wir den
entsprechenden Gradienten adaptiv berechnet haben. So ist sichergestellt, dass der
Gradient und die HESSE-Matrix der Zielfunktion an der zu berechnenden Stelle
erneut zusammenpassen.

In den folgenden Tabellen werden nun die von den verwendeten Verfahren benétigte
Zeiten, das Maximum Entropie Momentenproblem der codf in kubischer Kristall-
symmetrie numerisch zu 16sen, aufgefiihrt. Dabei werden die Verfahren entsprechend
mit dem Zusatz "a” bzw. "a+na” gekennzeichnet, wobei "a” dafiir steht, dass aus-
schliellich adaptiv gerechnet wurde, und "a+4na” entsprechend den abwechselnden
Einsatz von adaptiver und nicht-adaptiver Integration bezeichnet. Aufgefiihrt wer-
den die verwendeten Rénge 1, die geforderte Minimierungsgenauigkeit EPSOPT,
d.h. wie klein die Norm des Gradienten der Zielfunktion werden soll, die vom Verfah-
ren benotigte Anzahl an Iterationen und die dafiir benétigte Zeit. Bei den Verfahren,
bei welchen auch auf nicht-adaptive Integration zuriickgegriffen wird, steht die bei
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der Anzahl an Iterationen aufgefiihrte eingeklammerte Zahl fiir die Anzahl an Ite-
rationen, bei denen nicht-adaptiv gerechnet wurde. Die aufgefiithrten Zeiten sollten
erneut lediglich relativ zueinander betrachtet werden, um zu sehen, welches der
Verfahren relativ gesehen am wenigsten Zeit benétigt, und wie bzw. ob sich der
Einsatz von nicht-adaptiver Integration bemerkbar macht. Bei Verwendung ande-
rer Implementiersprachen sind, absolut betrachtet, erneut deutlich geringere Zeiten
zu erwarten. Um die Verfahren zeitlich sinnvoll miteinander vergleichen zu koénnen,
wurde der Minimierungsprozess der Zielfunktion ® jeweils vom selben Startpunkt
aus begonnen, in diesem Fall bei w = 0. Folgende Zeiten haben sich bei der Imple-
mentierung in MATLAB ergeben:

| Verfahren | Rang | EPSOPT | # Iterationen | Zeit [sec] | Bemerkung |

fminunc® 4 1073 18 79 Abbruch, da
h, < EPSOPT
4 1075 21 244 Abbruch, da
entlang dj nicht
weiter minimiert
werden konnte
BFGS? 4 1073 20 94
4 10 23 115
4 1077 29 212 Abbruch, da
By, singulér.
Vo~ 1077
BFGS*tna 4 1073 23(17) 44
4 107 27(20) 55
NEWTON? 4 1073 4 20
4 1076 5 26
4 10~ 6 31
NEWTON*2 | 4 1073 4(2) 16
4 107 5(2) 22
4 10~ 6(2) 27

Tabelle 6.1: Zeitlicher Vergleich der verschiedenen Minimierungsverfahren I

Wie anhand der Tabellen und zu erkennen ist, macht sich der Einsatz von
nicht-adaptiver Integration im Wechsel mit adaptiver Integration beziiglich der Zei-
ten positiv bemerkbar. Von den hier getesteten Verfahren liefert das NEWTON-
Verfahren unter Verwendung von nicht-adaptiven Integrationen die besten Zeiten. In
der folgenden Tabelle[6.2]ist jedoch ebenso gut zu erkennen, dass bei Hinzunahme der
Momentenbedingungen zu héheren Réngen die Zeiten schlagartig zunehmen. Dies
ist zum einen durch die daraus resultierende Zunahme der Dimension des Maximum

Entropie Momentenproblems (siehe (4-7)), (4-9) und Tabelle und dem damit
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verbundenen steigenden Rechenaufwand zu erkléren, zum anderen jedoch auch der
verwendeten Implementiersprache MATLAB geschuldet. Wie bereits erwdahnt wurde,
wiirde sich die Verwendung einer anderen Implementiersprache wie zum Beispiel
C++ in den Zeiten deutlich positiver bemerkbar machen. Eine weitere Moglichkeit
Zeit zu sparen, ist der Einsatz von Parallelrechnern - der Integrationsalgorithmus
DCUHRE ist dafiir bereits ausgelegt.

In Tabelle ist deutlich zu erkennen, dass die MATLAB-interne Routine fminunc
bereits bei geringerer Genauigkeitsforderung Probleme bekommt und deutlich mehr
Zeit fiir den Minimierungsprozess benotigt als das BFGS-Verfahren oder das NEw-
TON-Verfahren. Dies liegt an der programminternen Vorgehensweise, die wir von
auflen nicht vollstéandig kontrollieren kénnen. Deshalb ist das Verfahren fiir unseren
Fall nicht geeignet und wird deshalb bei der Hinzunahme weiterer Rénge in der
folgenden Tabelle bereits nicht mehr berticksichtigt:

’ Verfahren Rénge ‘ EPSOPT ‘ # lterationen ‘ Zeit

BFGS? 4,6 107° 83 7h 40min
NEWTON? 4,6 1075 11 37min
4,6 1010 12 42min

4,6,8 10719 14 2h 23min
NEWTON*T? 4,6 107° 12(8) 24min
4,6 10710 13(8) 29min

4,6,8 10710 14(9) 1h 39min

4,6,8,9 10710 16(10) 3h 47min

4,6,8,9,10 10710 20(13) 13h 57min

4,6,8,9,10,12; 10719 26(16) 60h 49min

Tabelle 6.2: Zeitlicher Vergleich der verschiedenen Minimierungsverfahren 11

Vergleicht man das BFGS-Verfahren mit dem entsprechenden NEWTON-Verfahren,
so stellt man fest, dass das NEWTON-Verfahren nicht nur in der Lage ist, das Maxi-
mum Entropie Momentenproblem bis zu einer schérferen Genauigkeitsvorgabe losen
zu konnen, sondern auch, dass es deutlich schnellere Rechenzeiten liefert, obwohl
ein einzelner Schritt durch die Berechnung der exakten HESSE-Matrix wesentlich
zeitaufwandiger ist als ein entsprechender Schritt des BFGS-Verfahrens. Dass das
NEWTON-Verfahren trotzdem bessere Zeiten liefert, liegt daran, dass es bei dersel-
ben Genauigkeitsvorgabe insgesamt deutlich weniger Iterationen benétigt als das
BFGS-Verfahren, wie man anhand der beiden Tabellen erkennen kann. Dies hat
mit den grundlegenden Eigenschaften dieser Verfahren zu tun. Denn das NEw-
TON-Verfahren 16st, wie bereits in Kapitel beschrieben, in jedem Schritt das
zugrundeliegende quadratische Modell exakt, und legt somit absolut gesehen sehr
viel groflere Schritte als das BFGS-Verfahren zuriick (zum Beispiel in der Norm
des Gradienten von der Gréfienordnung 1075 auf 107! auf 107'°). Somit erreicht

101



6 Numerische Ergebnisse des Maximum Entropie Momentenproblems (codf)

das NEWTON-Verfahren die gewiinschte Genauigkeit, ohne sich mehrere Iterationen
lang in dem kleinen Normbereich der Genauigkeitsvorgabe aufhalten zu miissen. Das
BFGS-Verfahren 16st durch die Approximation der HESSE-Matrix das quadratische
Modell hingegen nicht exakt und legt im Vergleich zum NEWTON-Verfahren deut-
lich kleinere Schritte zuriick. Dabei kann es vorkommen, dass das BFGS-Verfahren
in einer Umgebung der Minimalstelle bis zum Erreichen der gewiinschten Genauig-
keit nur noch Schritte in der Gréflenordnung von etwa 10~ zuriicklegen kann. Dies
ist in einem quadratischen Modell etwa gleichbedeutend mit einem lediglichen Ab-
fall der Zielfunktion im Bereich der Rechengenauigkeit von MATLAB. Die Differenz
der Funktionswerte zweier aufeinanderfolgender Iterationspunkte kann somit nume-
risch nicht mehr aufgelost werden, was dazu fiihrt, dass das Verfahren stagniert.
Dies hat zur Folge, dass eine der gemé&fl des Rang-2-Updates aktualisierten
Approximationen By, der entsprechenden HESSE-Matrizen irgendwann selbst nur
noch von Rang 2 ist, und somit im darauffolgenden Schritt keine Abstiegsrichtung
durch Losen des entsprechenden Gleichungssystems mehr bestimmt werden kann.
Das BFGS-Verfahren wird in solch einem Fall den Minimierungsprozess demnach
automatisch mit der Fehlermeldung, dass die entsprechende Matrix des zu 16senden
Gleichungssystems singulér ist, abbrechen. Da sich dieses Stagnieren des BFGS-
Verfahrens einerseits bei schirferen Genauigkeitsforderungen und andererseits auch
bei Hinzunahme hoherer Rénge zeitlich wesentlich stérker bemerkbar macht, wur-
den in Tabelle [6.2] mit Ausnahme eines BFGS-Vergleichswert nur noch Zeiten der
beiden NEWTON-Varianten betrachtet. Ab der Hinzunahme vom Rang r, = 9 wur-
de, aufgrund von im Vergleich zu hoher Rechenzeiten der anderen Verfahren, nur
noch das zeitschnellste NEWTON-Verfahren in der ”a+na”-Version verwendet.

In den folgenden Abbildungen wird das Stagnieren des BFGS-Verfahrens, was im
Fall von Rang 4 zum ersten Mal bei der Genauigkeitsvorgabe 10~7 auftritt, im
Vergleich zum NEWTON-Verfahren bei identischen Vorgaben grafisch illustriert. Zu
sehen sind jeweils blaue Linienplots der Zielfunktion ® entlang der jeweiligen Ab-
stiegsrichtung nach einem adaptiv durchgefiihrten Schritt. Der jeweilige erste Plot
wurde nach einem Schritt zu Beginn des Minimierungsprozesses angefertigt, der je-
weilige zweite Plot zeigt den jeweiligen letzten Schritt des Minimierungsprozesses,
d.h. beim BFGS-Verfahren den letzten Schritt vor dem Abbruch. Dabei wurde der
Ausgangspunkt des aktuellen Schritts auf dem Graphen von ® jeweils blau markiert,
die jeweilige neue Approximation wurde rot markiert. Bei den Plots zum NEWTON-
Verfahren wurde zusétzlich das zugrundeliegende quadratische Modell (roter Plot)
eingezeichnet. Der Funktionswert der neuen Approximation, von dem das NEWTON-
Verfahren aufgrund des quadratischen Modells eigentlich ausgeht, ist dem ebenfalls
rot markierten Punkt auf dem Graphen des quadratischen Modells zu entnehmen.
Daran ist jeweils schon zu erkennen, dass das quadratische Modell beim NEWTON-
Verfahren exakt minimiert wird und gegen Ende des Minimierungsprozesses lokal
von der Zielfunktion ® mit bloflem Auge nicht mehr zu unterscheiden ist.

Vergleicht man nun das BFGS-Verfahren im Fall Rang 4 und EPSOPT = 10~7 mit
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dem NEWTON-Verfahren, so ist die bereits beschriebene Problematik des BFGS-
Verfahrens an der im letzten Schritt zuriickgelegten Schrittweite ||w(©"d) — w(end-1||,
gut zu erkennen:

|wiend) — ylend-D |1, = 0.0084307

0.99 i

0.98 ]

0.97 1 ]

0.96 [ i

0.95 1 ]

0.94 i

0.93 | 7

(I)(w(end—l) =+ t(w(end) _ w(end—l)))

0.92 1 ]

||w(end) _ w(end—l)H2 — 8.9897 - 10—20

051 i

(I)(w(cnd—l) + t(w(cnd) _ w(cnd—l)))

Abbildung 6.1: BFGS adaptiv, Rang 4, EPSOPT = 10~
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||w(end) ,w(end-l)”Q = 0.24469

1.15
o 11
el
E
= 1.05
|
] 1
3
= 0.95
_|_
T 09
5
3 0.85
A

0.8

0 1 2 3 4 5
t

wlend) — lend-D)|l, — 39564 . 106

0.7633 7

@(w(end-l) + t(w(end) _ w(end-l)))

0.7633

Abbildung 6.2: NEWTON adaptiv, Rang 4, EPSOPT = 107

104



6.3 Test der numerischen Verfahren

6.3 Test der numerischen Verfahren

Eine Moglichkeit die verwendeten Verfahren zur Losung des Maximum Entropie Mo-
mentenproblems beziiglich der Qualitat ihrer jeweils berechneten Losung zu testen,
liefert die Vorgabe von optimalen LAGRANGE-Multiplikatoren p = [po; pi1; - - - 5 ftn),
d.h. die Vorgabe der gesuchten Minimalstelle ;1 der Zielfunktion ® (6-1). Ausgehend
von dieser geforderten Minimalstelle y kénnen wir mit Hilfe von (4-7)), und
die zugehorigen Texturkoeffizienten S™ bestimmen, d.h. jenes Maximum Entropie
Momentenproblem aufstellen, welches tatséchlich das geforderte p als Minimalstelle
der zu minimierenden Zielfunktion aufweist. Dabei ist zu beachten, dass bei Vorga-
be einer beliebigen Minimalstelle p, die Normierungsbedingung zunéchst im
Allgemeinen nicht erfiillt sein wird. Dies kann jedoch durch Korrektur mit Hilfe
des entsprechenden Faktors ausgeglichen werden, was sich lediglich auf den ersten
LAGRANGE-Multiplikator p auswirkt. Losen wir das auf diese Weise konstruier-
te Maximum Entropie Momentenproblem mit einem der beschriebenen Verfahren,
so sollten all diese Verfahren die bereits bekannte Minimalstelle p reproduzieren.
Die Norm der Differenz von p und der jeweilig vom verwendeten Verfahren be-
rechneten Minimalstelle w(®"® liefert somit ein Qualititsmerkmal fiir die berechnete
Losung des verwendeten Verfahrens. Doch hierbei ist zu beachten, dass durch Vor-
gabe beliebiger LAGRANGE-Multiplikatoren, die bei der Reproduktion anschlieend
zu minimierende Zielfunktion in der Umgebung des Minimums so flach sein kann,
dass mit den reproduzierten LAGRANGE-Multiplikatoren zwar die geforderte Gra-
dientengenauigkeit EPSOPT erfiillt sein kann, diese jedoch von den urspriinglich
vorgegebenen LAGRANGE-Multiplikatoren in der Norm sehr abweichen kénnen (sie-
he z.B. Tabelle [6.4, NEWTON"™ Rang 4 im Vergleich zu Rang {4,6} und dem
zu Rang 4 gehdrenden Linienplot in Abbildung [6.3)). Insofern ist dieses ” Qualitéits-
merkmal” der Losung stark vom betrachteten Beispiel, d.h. von den vorgegebenen
LAGRANGE-Multiplikatoren, abhingig.

Mochte man nicht nur die Qualitédt der Losung eines einzelnen Verfahrens beurteilen,
sondern die einzelnen Losungen der Verfahren fiir einen gegebenen Fall sinnvoll
miteinander vergleichen, so gelingt dies am besten, wenn man aus der anfanglichen
Berechnung der Texturkoeffizienten S die Informationen aus der bei der Integration
verwendeten Unterteilung in Subregionen herausgreift, um damit die numerischen
Verfahren mit dieser fixen Quadraturformel komplett nicht-adaptiv laufen zu lassen.
Denn so ist aufgrund der identischen Quadraturformeln ein sinnvoller Vergleich erst
moglich.

Natiirlich lassen sich auch jene Verfahren testen, welche beispielsweise ausschliefilich
auf die adaptive Integration zuriickgreifen. Aufgrund der dabei verwendeten unter-
schiedlichen Quadraturformeln (aufgrund unterschiedlicher Aufteilungen in Subre-
gionen) ist ein Vergleich dieser Losungen beziiglich ihrer Qualitéit dann jedoch wenig
aussagekraftig.
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In der folgenden Tabelle[6.3|sind die Testergebnisse der nicht-adaptiv durchgefiihrten
Verfahren aufgefiihrt. Dabei wurde bei allen Verfahren des ersten Blocks (Fall Rang
4) jeweils dieselbe Quadraturformel verwendet. Somit sind diese Verfahren jeweils
untereinander vergleichbar. In der anschlieBenden Tabelle sind die Testergebnis-
se der fiir sich stehenden, nicht untereinander vergleichbaren Verfahren aufgefiihrt.
In allen Fillen wurde die Minimierung von ® erneut vom Startpunkt w = 0 be-
gonnen. Die vorgegebenen optimalen LAGRANGE-Multiplikatoren p wurden jeweils
willkiirlich gewéhlt. Im Fall Rang 4 war dies

p = [-0.5; —0.15; 0.06 ; 0.02; —0.1; 0.05; 0.3; —0.05; —0.1; —0.02]

wobei die erste Komponente py aufgrund der Normierungsbedingung noch entspre-
chend zu pg = —6.762556316029373 angepasst werden musste. Folgende Ergebnisse
konnten dabei in MATLAB erzielt werden:

’ Verfahren \ Rénge \ EPSOPT \ Abweichung der Losung ‘

fminunc™® 4 1073 4.2016 - 102
BFGS™ 4 1073 2.8844-107°
4 10°° 2.2764 - 1075
NEWTON™ | 4 107° 1.6736 - 10~°
4 107° 6.8227 - 10~
4 10710 6.8227 - 10~

| NEwToN™ | 4,6 [ 107" | 1.1746 - 10~ |

Tabelle 6.3: Qualitdtstest der nicht-adaptiven Minimierungsverfahren

’ Verfahren \ Rénge \ EPSOPT \ Abweichung der Losung ‘

fminunc? 4 103 7.4582 - 1072
BFGS? 4 107° 4.5923 - 1073
BFGSatna 4 107° 9.2096 - 1079
NEWTON? 4 10710 5.3189 - 101!
4,6 1010 1.1285 - 10712

NEWTONT" 4 10~ 4.5923-1073
4,6 1010 2.3626 - 10~

Tabelle 6.4: Qualitéitstest der adaptiven Minimierungsverfahren

Auch hier wird wiedergespiegelt, dass das NEWTON-Verfahren in den vergleichbaren
Féllen (Tabelle jeweils die beste Reproduktion der vorgegebenen LAGRANGE-
Multiplikatoren liefert. Das angesprochene Problem, das bei diesem Qualitéitstest
auftreten kann, wird anhand der folgenden Abbildung am erwadhnten Beispiel des
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6.3 Test der numerischen Verfahren

NEWTON-Verfahrens in der ”a+na”-Version aus Tabelle fir den Fall Rang 4
illustriert. Hierbei ist die Zielfunktion ® {iber der Geraden durch die Punkte p und
w(©) gezeichnet, d.h. iiber der Verbindung der vorgegebenen Minimalstelle g (der
entsprechend zugehorige Punkt auf dem Graphen von ® wurde rot markiert) und
der tatsichlich errechneten Minimalstelle w©"d (blaue Markierung auf dem Graphen
von ®). An der Skalierung ist zu erkennen, dass die Zielfunktion ® in dieser Umge-
bung sehr flach ist. Beide Gradienten erfiillen jeweils die in diesem Fall geforderte
Genauigkeitsvorgabe von 107! und die Differenz der zugehérigen Funktionswerte
betriigt 2.2692 - 10~°. Dass der Funktionswert der errechneten Minimalstelle kleiner
ist als der der eigentlich vorgegebenen Minimalstelle, liegt schlicht und ergreifend
daran, dass die zur vorgegebenen Minimalstelle gehérenden Momente iiber ein Inte-
gral zu berechnen sind, welches numerisch mit der adaptiven Quadraturformel ap-
proximiert wird. Der dabei entstehende Fehler ist unter anderem einer der Griinde
fiir diese Abweichung:

lwend — plly = 0.0045923

—2.1159

®(p+ t(wend) — )

—2.1159

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
t

Abbildung 6.3: Zielfunktion {iber Gerade durch gegebener und errechneter Losung
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7 Weitere Anwendungsbeispiele der
Maximum Entropie Methode

In diesem Kapitel wollen wir einen Blick auf weitere Anwendungsbeispiele der Maxi-
mum Entropie Methode werfen, genauer gesagt auf polynomiale Momentenprobleme
mit Monomen in zwei Variablen als Momentenfunktionen. Diese Momentenprobleme
werden demnach fiir ein n € N von der folgenden allgemeinen Form sein:

G=([R+) , Q=[-1,1

a; € F(Q,R) : Momentenfunktionen 1,zy, zy, 22, 1179, 23, T}, T30, . . .

b; € R: gegebene Momente (Datensatz) (7-1)
(i=1,...,n)

Auch hier ist die zu beantwortende Frage, ob es eine positive Dichte f > 0 gibt, die
fir i = 1,...,n die folgenden Nebenbedingungen erfiillt:

Sofern eine Losung existiert, d.h. der Datensatz an Momenten geeignet ist, liefert
der LAGRANGE-Formalismus fiir die Dichte erneut fy(z) = exp ( — 1+ 3 Nai(z))
mit geeigneten LAGRANGE-Multiplikatoren \; € R. Diese sind erneut iiber die Mi-
nimierung der folgenden, bereits bekannten Zielfunktion ® zu bestimmen:

d(w) = / exp ( -1+ Zwiai(:ﬂ)) dr — Zwibi , weR" (7-3)
i i=1 i=1

Im Falle der codf konnten wir aufgrund der im Experiment detektierten Kristal-
lorientierungen unter Verwendung dieser realen Daten immer von der Losbarkeit
des Momentenproblems ausgehen, d.h. von der Existenz einer entsprechenden Dich-
te. In diesem Fall moéchten wir nun jedoch mit Hilfe des Minimierungsalgorithmus
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untersuchen, ob zu einem Satz gegebener Momente iiberhaupt eine positive Dichte
existiert, d.h. ob der gegebene Datensatz von einem entsprechenden positiven Maf}
herkommt oder nicht.

Testen wir dies an einem speziellen Beispiel, fiir welches bekannt ist, dass es keine
kontinuierliche Dichte geben kann, sodass alle Nebenbedingungen damit erfiillt sind,
so wird es interessant sein, zu beobachten, wie der Algorithmus sich bei dem Versuch
verhélt, solch ein Problem zu 16sen. Denn in dem Fall, dass keine Dichte existiert, hat
das primale Optimierungsproblem der Maximum Entropie Methode keinen zuléssi-
gen Punkt, das zugehorige duale Problem ist demnach unbeschrankt. Aufgrund die-
ser Unbeschréanktheit von ® ist klar, dass die iterierten LAGRANGE-Multiplikatoren
w® beim Versuch ® zu minimieren ins Unendliche wachsen miissen. Dies lisst sich
beim Anwenden der Maximum Entropie Methode bei solch einem Problem durchaus
beobachten, doch es bleibt die Frage, ob dadurch die Nebenbedingungen , d.h.
die Momente, von Iteration zu Iteration immer besser approximiert werden kénnen
oder nicht.

Um von vornherein beurteilen zu konnen, ob ein gegebenes Momentenproblem ei-
ne Losung besitzt, d.h. ob eine entsprechende positive Dichte existiert oder nicht,
ziehen wir das Definitheitskriterium heran. Denn existiert zu gegebenem Problem
eine positive Dichte, so erhalten wir diese mit den entsprechenden LAGRANGE-
Multiplikatoren A\; € R in obiger exponentieller Form f\. Die zugehorige HESSE-
Matrix Hg(A) von @ an dieser Stelle A € R", deren (ij)-ter Eintrag durch

[a@a@ne) d

gegeben ist, ist in diesem Fall aufgrund der strikten Konvexitit von ® positiv definit.

Erzeugen wir nun die Momente b; mit Hilfe des Delta-Mafles ¢z in einem Punkt
T € R? gemiB (7-2) (jedoch iiber dem gesamten R?) derart, dass die zugehorige
Matrix mit dem (ij)-ten Eintrag

/ai(x)aj (z) doz(x) (7-4)

lediglich positiv semidefinit ist, so werden wir {iber R? keine Exponentialdichte finden
konnen, die das gegebene Momentenproblem 16st, also insbesondere auch nicht iiber
[—1,1)%. Diese Eigenschaft werden wir uns in den folgenden zwei Beispielen nun zu
eigen machen.

7.1 Beispiel 1: Momente zum Delta-MaB in (0,0)

Beim ersten Anwendungsbeispiel, das wir nun betrachten werden, kommen die Mo-
mente vom Delta-Mafi im Punkt (0,0), sind also fiir ein gegebenes n € N durch
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by = 1 und b; = 0 fiir ¢ = 2,...,n gegeben. Dabei betrachten wir alle polyno-
mialen Momentenfunktionen aus bis einschliellich vom Grad 4 und setzen
deshalb n = 15. Mit Hilfe von ([7-4)) erhalten wir eine Matrix, welche lediglich an
erster Stelle einen von Null verschiedenen Eintrag, nadmlich 1, besitzt und somit
positiv semidefinit ist. Es wird also keine Exponentialdichte fiir dieses Problem exi-
stieren. Nichtsdestotrotz wird der Algorithmus versuchen, das Delta-Mafl mit Hilfe
von Exponentialdichten zu approximieren. Anhand der in diesem Fall nach unten
unbeschréankten Zielfunktion

d(w) = / exp ( -1+ zn:wiai(x)> dr — w, , weR" (7-5)

[_171]2 =1

ldasst sich nun schon sehr gut vorhersagen, was beim Minimierungsprozess zu er-
warten ist: In jedem Minimierungsschritt wird die Zielfunktion stets einen kleine-
ren Wert annehmen. Um dies realisieren zu konnen, muss der Integralteil immer
mehr verschwinden, und fiir die erste Komponente der k-ten iterierten LAGRAN-
GE-Multiplikatoren w®) muss w%k) — oo fiir £ — oo gelten. Gleichzeitig wird die
Approximation der Momente von Iteration zu Iteration besser werden. Damit das
Integral jedoch anndhernd verschwinden kann, muss aufgrund der Positivitit der
Exponentialfunktion sichergestellt sein, dass das im Argument stehende iterierte
Polynom —1+ 3", w§k)ai iiber [—1, 1]* immer negativer wird, mit Ausnahme eines
immer positiver werdenden Wertes iiber (0,0). Solch ein steil abfallendes Polynom
ldsst sich wiederum nur mit betragsméflig sehr groflen Koeffizienten, d.h. sehr grofien
iterierten LAGRANGE-Multiplikatoren wgk), realisieren. Da das Polynom auflerhalb
des Peaks in (0,0) dann sehr negativ ist, liefert die Exponentialfunktion von diesem
Polynom auflerhalb des Peaks quasi keinen Beitrag zum Integral. Da durch den sehr
positiven Wert des Polynoms iiber (0,0) die gesamte Masse in diesen Punkt gescho-
ben wird, lasst sich damit jedoch auch das erste Moment approximieren. Somit wird
das Delta-Mafl numerisch zunéchst immer besser approximiert werden, jedoch nur
bis zu einem gewissen Punkt.

Um dies genauer zu beleuchten, stellt sich die Frage, welches der vorgestellten nume-
rischen Verfahren dieses Problem am besten behandelt. Da wir in diesem Fall keinen
Wert auf die beste Rechenzeit legen, sondern lediglich an der Qualitédt der Approxi-
mation des Delta-Mafles interessiert sind, werden wir lediglich Verfahren verwenden,
welche ausschliellich auf adaptive Integration zuriickgreifen, d.h. auf die rein adap-
tiven Versionen des BFGS-Verfahrens und des NEWTON-Verfahrens.

Bei der Approximation des Delta-Mafles wird dabei immer folgendes Problem auftre-
ten: Je besser das Delta-Maf} approximiert wird, d.h. je steiler die Exponentialdichte
wird, desto schlechter werden die Matrizen des BFGS-Verfahrens bzw. die HESSE-
Matrizen des NEWTON-Verfahrens konditioniert sein. Dabei tauchen ab einem ge-
wissen Punkt Konditionszahlen in der GréB8enordnung von 107 auf. Durch zu grofe
Konditionszahlen kann das mit diesen Matrizen aufgestellte Gleichungssystem zur
Bestimmung der néachsten Abstiegsrichtung jedoch nicht mehr gut bzw. nur sehr feh-
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lerbehaftet gelost werden. Im Detail bedeutet dies, dass man unter Umstédnden eine
vermeintliche Abstiegsrichtung bestimmt, die in Wirklichkeit iiberhaupt keine ist.
Dies hat wiederum zur Folge, dass die Momente auf einmal wieder schlechter appro-
ximiert werden. Beim BFGS-Verfahren tritt dieser Effekt jedoch erst sehr spét auf,
d.h. bis zum Auftreten dieses Effekts ist das Delta-Maf bereits sehr gut approximiert.
Im Folgenden ist eine Bilderserie zum Minimierungsprozess der Zielfunktion (|7-5|)
dieses Momentenproblems zu sehen. Dabei wurde das adaptive BEFGS-Verfahren aus-
gehend vom Startpunkt w = 0 unter der Genauigkeitsforderung EPSOPT = 1010
verwendet. In jeder der Abbildungen ist jeweils ein Plot der aktuellen Exponenti-
aldichte iiber [—1,1]?, ein Linienplot der Zielfunktion entlang der Abstiegsrichtung
wktD — ®) ein Plot des aktuellen Polynoms —1 + Y27 w™a; iiber [~1,1]2 und
ein Plot der Null-H6henlinien des Polynoms zu sehen:

Zielfunktion ® entlang Abstiegsrichtung:
aktuelle Exponentialdichte iiber [—1, 1] |w®E+D) — W], = 0.66271

P (w®) + t(wh+D) — wk)y)

aktuelles Polynom iiber [—1, 1]

Abbildung 7.1: BFGS-Approximation der Momente zum Delta-Maf} in (0, 0)
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Zielfunktion @ entlang Abstiegsrichtung:
aktuelle Exponentialdichte iiber [—1, 1]? D — w®)||, = 4.4292
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Zielfunktion ® entlang Abstiegsrichtung:
WD) — w5 = 15466064.1262

aktuelle Exponentialdichte iiber [—1, 1]

7
%10

P (w® + t(whD) — wk)))

Anhand der Bilderserie ist sehr gut zu erkennen, wie das aktuelle Polynom von
Schritt zu Schritt iiber [—1,1]> immer steiler wird, und die Null-Hohenlinie sich
dadurch immer weiter um die Stelle (0,0) zusammenzieht. Umso besser man das
Delta-Mafl approximieren mochte, desto extremere Polynomkoeffizienten sind da-
zu erforderlich. Dies ist anhand der von Iteration zu Iteration gréfler werdenden
Schrittweite, die in jeder Abbildung jeweils mit angegeben ist, nachzuvollziehen.
Kurz bevor der Effekt der schlechten Matrixkonditionierung einsetzt, konnten die

vorgegebenen Momente by, ..., b5 wie folgt approximiert werden:

’ \ Momente \ Approximation ‘ ’ \ Momente \ Approximation ‘
by 1 0.916807578666988 b 0 —0.000000000000000
by 0 —0.000000000000001 | | b1 0 0.000000000000000
bs 0 0.000000000000003 | | by 0 0.000000000000010
by 0 0.000000056030521 | | by 0 0.000000000000000
bs 0 0.000000000000000 | | by 0 0.000000000000003
bg 0 0.000000056030521 | | by4 0 0.000000000000000
by 0 —0.000000000000000 | | bys 0 0.000000000000010
bs 0 0.000000000000000

Tabelle 7.1: BFGS-Approximation der Momente zum Delta-Maf in (0, 0)
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Die berechnete Dichte kann nachtréglich noch problemlos durch anpassen des ersten
Moments normiert werden. Insgesamt erhalten wir in diesem Fall mit Hilfe des Mini-
mierungsalgorithmus also trotz der Unlésbarkeit dieses Problems gute Informationen
iiber die Herkunft der Momentdaten.

Wenden wir fiir dieses Momentenproblem hingegen das adaptive NEWTON-Verfahren
unter identischen Voraussetzungen an, d.h. mit dem Startpunkt w = 0 unter der
Genauigkeitsforderung EPSOPT = 107!, so erhalten wir schlechtere Ergebnisse
als beim BFGS-Verfahren. Anfénglich liefert auch das NEwWTON-Verfahren zunéchst
brauchbare Approximationen des Delta-Mafles, welche dann jedoch sehr schnell ex-
trem schlecht werden. Zu beobachten ist, dass der Funktionswert der Zielfunktion
von einer Iteration zur nédchsten auf einmal extrem zunimmt, obwohl der Funkti-
onswert im Minimierungsprozess eigentlich sukzessive verringert werden sollte. Dies
kann nur dann vorkommen, wenn das dem NEWTON-Verfahren zugrundeliegende
quadratische Modell der Zielfunktion iiber der Verbindung zweier aufeinanderfolgen-
der Iterationspunkte w®) und w®**Y eine sehr schlechte Approximation der Zielfunk-
tion darstellt. So kann dieses quadratische Modell in einer Umgebung des aktuellen
Iterationspunktes w® zwar lokal geeignet sein, die errechnete Minimalstelle w®*+1
des quadratischen Modells jedoch bereits einen grofleren Zielfunktionswert liefern.

Doch wie muss das zugehorige Polynom im Argument der Exponentialdichte aus-
sehen, um solche Probleme verursachen zu konnen? Diese Frage kann mit folgen-
der Uberlegung beantwortet werden: Innerhalb von [—1, 1]?> wird es Bereiche geben
miissen, iiber denen das zugehoérige Polynom so positiv ist, dass das Integral einen
nicht zu vernachlissigenden Beitrag zum Funktionswert der Zielfunktion liefert.
Im Gegensatz zum BFGS-Verfahren schlagt das NEWTON-Verfahren hierbei jedoch
einen Weg ein, auf welchem die verwendeten Polynome nicht nur iiber der Stelle (0, 0)
extrem positiv sind, sondern auch iiber den Bereichen in den Ecken von [—1,1]%. Au-
Ber der Null-Hohenlinie des Polynoms, welche die Stelle (0,0) einkreist, gibt es in
unserem Fall also noch eine zweite Null-Hohenlinie, die zunéchst teilweise durch das
Innere von [—1, 1] verlduft. Um das Delta-Maf} mit solchen Polynomen approximie-
ren zu konnen, wird es fiir den Minimierungsalgorithmus unerlésslich sein, die Po-
lynomkoeffizienten iterativ so zu wéhlen, dass diese zweite Null-Hohenlinie von Ite-
ration zu Iteration weiter aus dem Integrationsgebiet [—1,1]? herausgetrieben wird.
Ansonsten kénnte die Masse iiber [—1, 1] nicht im Punkt (0, 0) konzentriert werden,
was es unmoglich machen wiirde, damit das Delta-Mafl zu approximieren. Da die
Beschaffenheit des Polynoms auflerhalb von [—1, 1]? bei der Integration jedoch kei-
ne Rolle spielt, wird der Minimierungsalgorithmus diese Null-Hohenlinie aber auch
nur bis zum Rand des Integrationsgebietes [—1,1]? heraustreiben und nicht weiter.
Und genau das ist es, was das Verfahren so instabil macht. Denn bereits eine kleine
Anderung der Polynomkoeffizienten von der einen zur néchsten Iteration kann er-
hebliche Auswirkungen auf das Polynom haben. Andert sich das Polynom dadurch
so stark, dass der durchgefiihrte NEWTON-Schritt zu grof§ ist, d.h. die Zielfunktion
plotzlich einen extrem hohen Funktionswert annimmt, so dringt diese Null-H6hen-
linie wieder in das Integrationsgebiet [—1,1]? ein und bringt das Verfahren dadurch
zum Scheitern.
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Selbst unter Verwendung einer Schrittweitensteuerung, die dafiir sorgt, dass in jedem
Schritt nur soweit vorangeschritten wird, dass die Verringerung des Zielfunktions-
wertes garantiert werden kann, erzielt man mit dem NEWTON-Verfahren keine bes-
seren Approximationen. Das Problem eines zu grofien Schrittes tritt dann zwar nicht
mehr auf, jedoch registriert das NEWTON-Verfahren die sich auBerhalb von [—1,1]?
auftiirmende Front nicht, da u.a. bei der Bestimmung der HESSE-Matrix das Gebiet
auBerhalb von [—1, 1]? ebenso wenig beriicksichtigt wird. Deshalb wird es weiterhin
versuchen, entlang derselben Richtung zu minimieren, dabei jedoch immer kleinere
Schrittweiten verwenden und letzten Endes stagnieren.

Ob mit oder ohne Schrittweitensteuerung wird das NEWTON-Verfahren in beiden
Fallen sehr schnell an einen kritischen Punkt kommen, ab welchem eine besser wer-
dende Approximation des Delta-Mafles nicht mehr moglich sein wird. Die bis zu
diesem Punkt erzielten Approximationen der Momente sind fiir dieses Beispiel in
Tabelle aufgefiihrt. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Momente mit Hilfe des
NEWTON-Verfahrens wesentlich schlechter approximiert werden konnten als unter
Verwendung des BFGS-Verfahrens (siche Tabelle . Die folgenden Abbildungen
spiegeln die aufgefithrten Uberlegungen zum NEWTON-Verfahren wieder und zeigen
nun auch optisch den Nachteil dieses Verfahrens im Vergleich zum BFGS-Verfahren
auf:

Zielfunktion ® entlang Abstiegsrichtung:
aktuelle Exponentialdichte iiber [—1, 1] lwh+D) — W), = 9.5275
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Abbildung 7.2: NEWTON-Approximation der Momente zum Delta-Maf in (0, 0)
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7.1 Beispiel 1: Momente zum Delta-Maf in (0,0)

In der letzten Abbildung der Bilderserie ist zu erkennen, wie sehr das quadratische
Modell fiir diese Iteration von der Zielfunktion abweicht. Fiihrt man nun den Schritt
zum neu berechneten Iterationspunkt w®*1 durch, so wird das neue Polynom so
sehr abgeiindert, dass die besagte Null-Hohenlinie erneut in [—1, 1]? eintritt. Dies ist
gleichbedeutend mit extrem hohen Funktionswerten der Zielfunktion iiber manchen
Bereichen von [—1, 1], was dazu fiihrt, dass alle iterierten Momente betragsméBig
ebenso extrem grofl werden. Die weiteren Ergebnisse des NEWTON-Verfahrens fiir
den eigentlichen Minimierungsprozess werden demnach sofort unbrauchbar, da die
zugehorigen HESSE-Matrizen ab diesem Zeitpunkt sehr schlecht konditioniert sind.
In der folgenden Abbildung ist eine solche Situation zu sehen:

aktuelles Polynom iiber [—1,1]2

5000

-5000

-10000

-15000

Null-H6henlinien des aktuellen Polynoms

Abbildung 7.3: Riickfluss der Masse bei Verwendung des NEWTON-Verfahrens

Die bis zu dieser problematischen Iteration erzielten Approximationen der Momente

sind fiir dieses Beispiel in der folgenden Tabelle aufgefiihrt:

’ ‘ Momente ‘ Approximation ‘ Momente ‘ Approximation ‘
by 1 1.263341433635335 by 0 0.000009219121055
by 0 0.000009219667067 | | b1 0 —0.000009219120417
bs 0 —0.000009219666410 | | b1y 0 0.000017590929699
by 0 0.000058600276823 | | b1 0 —0.000009218849405
bs 0 —0.000009219394051 b13 0 0.000009220739003
be 0 0.000058600274878 | | b1y 0 —0.000009218848078
by 0 0.000009219122401 b1s 0 0.000017590926725
bs 0 —0.000009219121718

Tabelle 7.2: NEWTON-Approximation der Momente zum Delta-Ma8 in (0, 0)
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7.2 Beispiel 2: Momente zum Delta-MaB in (2,0)

Bei diesem zweiten Anwendungsbeispiel betrachten wir Momente, die von einem
Delta-MaB} im Punkt (2,0) kommen, d.h. von einem Maf}; dessen Tréger aulerhalb
von [—1,1]? liegt. Fiir ein n € N bestimmen wir die Momente gemif (7-2)) zu

b, = /ai(x) doz(z) (7-6)

R2

fir ¢ = 1,...,n und T = (2,0). Dabei betrachten wir erneut alle polynomialen
Momentenfunktionen a; aus bis einschlieBlich vom Grad 4 (n = 15) und er-
halten somit die Momente by = 1, by = 2, by = 4, by = 8, by; = 16 und b; = 0 fiir
i€{3,56,89,10,12,13,14,15}.

Ziel soll es nun erneut sein, das zu diesen Momenten gehérende Momentenproblem
mit Hilfe der Maximum Entropie Methode zu behandeln, d.h. iiber [—1,1]* eine
entsprechende Exponentialdichte zu suchen, welche diese Momente erzeugt. Da die
entsprechende Matrix ((7-4]) erneut positiv semidefinit ist, wird auch zu diesem Pro-
blem keine Exponentialdichte existieren. Welches Verhalten ist in diesem Fall also
vom Algorithmus der Maximum Entropie Methode zu erwarten?

Da zu diesem Beispiel keine Exponentialdichte existiert und der Trager des fiir die
Generierung der Momente verwendeten Delta-Mafles, und somit die gesamte Masse,
auBlerhalb von [—1,1]? liegt, wird der Algorithmus im Gegensatz zum vorherigen
Beispiel die gesamte Masse nicht iiber einem einzigen Punkt in [—1, 1] konzentrieren
kénnen, sondern vielmehr versuchen, alle Masse aus [—1, 1]* herauszuschieben. Um
eine Aussage dariiber zu treffen, was dabei fiir Polynome zu erwarten sind, werfen
wir einen Blick auf die Zielfunktion (7-3)), welche sich mit Hilfe von fiir alle

w € R™ wie folgt umschreiben lésst:

d(w) = / exp ( — l+iwiai(x)> dr — /(iwm&x)) doz(z)  (7-7)

[-1,1]2 - R2

Da man in dieser Formulierung sehr gut erkennen kann, dass in beiden Integralen
dasselbe Polynom auftritt, jedoch einmal linear und einmal als Argument der Expo-
nentialfunktion, kann es fiir den Algorithmus nur eine Méglichkeit geben, den Funk-
tionswert der auch in diesem Fall unbeschrankten Zielfunktion sukzessive zu verrin-
gern: Die Polynomkoeffizienten miissen so gewéhlt werden, dass das Polynom iiber
dem kompletten Gebiet [—1, 1]? sehr negativ, und aufierhalb von [—1, 1]? sehr positiv
wird. Der Algorithmus wird also auch in diesem Fall versuchen, die Null-Hohenli-
nie des Polynoms, und somit die gesamte Masse, aus [—1, 1]* herauszuschieben. Da
der Minimierungsalgorithmus bei der Integration iiber die Exponentialdichte jedoch
keinerlei Informationen iiber den Bereich auBerhalb von [—1,1]? erhlt, wird er die
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Null-Hé6henlinie erneut nur bis zum Rand von [—1, 1}* schieben kénnen. Die vom Al-
gorithmus zu erwartende Exponentialdichte wird iiber [—1,1]* demnach annihernd
Null sein, und an den Bereichen des Randes, an welche die Null-Hohenlinie ge-
drangt wird, anndhernd senkrecht ins Unendliche steigen. Dies ist, wie bereits beim
vorherigen Beispiel beschrieben wurde, erneut numerisch sehr instabil, da bereits
kleine Abdanderungen der Polynomkoeffizienten dazu fithren konnen, dass Masse in
[—1,1]? zuriickflieBt. In der folgenden Bilderserie, welche mit dem adaptiven BFGS-
Verfahren mit Startpunkt w = 0 bei geforderter Genauigkeit EPSOPT = 10~
zu diesem Beispiel generiert wurde, ist dieses Verhalten des Algorithmus sehr gut
nachvollziehbar:

Zielfunktion ® entlang Abstiegsrichtung:
aktuelle Exponentialdichte iiber [—1, 1] |w®E+D) — W), = 0.25556

Cb(w(k) + t(wk+D) — w(k)))
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Abbildung 7.4: BEGS-Approximation der Momente zum Delta-Maf} in (2, 0)
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Zielfunktion ® entlang Abstiegsrichtung:
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7.3 Fazit

Zielfunktion ® entlang Abstiegsrichtung:
|w®HD — W), = 3344.7214
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In diesem Beispiel ist es demnach unméglich, das aufierhalb von [—1,1]* liegende
Delta-Mafl numerisch zu approximieren. In solch einem Fall kann demnach, auf-
grund der Ergebnisse des Algorithmus, weder der Schluss gezogen werden, dass die
gegebenen Momente von einem Punktmafl kommen, noch beurteilt werden, ob die
Momente iiberhaupt von einem positiven Mafl kommen oder nicht. Dennoch lie-
fert uns das Verhalten des Algorithmus die wichtige Information, dass der Trager
des MaSBes, sofern eine entsprechende Dichte existiert, auerhalb von [—1,1]? liegen
muss.

7.3 Fazit

Maéchte man fiir solche polynomialen Momentenprobleme die Frage beantworten, ob
gegebene Daten (in unserem Fall Momente) von einem positiven Maf} beispielsweise
auf [—1,1]* kommen, so liefert die Behandlung dieser Probleme mit der Maximum
Entropie Methode folgende Antworten:

e Kommen die Daten von einem positiven Maf§ mit Dichte auf [—1,1]?, so wird
man mit Hilfe der Maximum Entropie Methode eine entsprechende Dichte
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finden konnen (siehe Existenzresultat in der Arbeit von JUNK, BUDDAY und
BOHLKE ).

e Gibt es zu den Daten kein regulires aber ein singulires Mafi auf [—1,1]%
dann legen die Beispiele nahe, dass im Algorithmus die Momente konvergieren,
wéahrend die LAGRANGE-Multiplikatoren divergieren.

e Sind die Daten nicht mit einem positiven Mafl kompatibel, so wird auch der
Algorithmus keine entsprechende Dichte finden kénnen.

e Kommen die Daten von einem positiven Maf}, dessen Trager auflerhalb von
[—1, 1) liegt, so gibt es, je nach Problem, verschiedene Moglichkeiten an er-
zielbaren Ergebnissen der Maximum Entropie Methode:

Bei einem Problem wie dem in Kapitel behandelten, d.h. dass die Daten
von einem einzelnen Punktmafl auflerhalb des betrachteten Gebiets kommen,
wird die Maximum Entropie Methode versuchen, die gesamte Masse aus dem
betrachteten Gebiet zu schieben.

Kommen die Daten jedoch beispielsweise von einem positiven Maf}, das aus
der Summe der beiden Punktmafle in (—2,0) und (2,0) besteht, so ist es bei
Betrachtung des Momentenproblems, bis zur einschliefllichen Verwendung der
linearen Monome als Momentenfunktionen, auch mdoglich, iiber [—1,1]% eine
Dichte zu finden, obwohl der Trager des urspriinglichen Mafles auflerhalb von
[—1,1)? lag. Denn sind die beiden Punktmafle in der entsprechenden Summe
der MafBie gleichgewichtet, so wird man iiber [—1,1]? eine konstante Dichte
finden konnen, die dieselben Momente erzeugt. Sind die Punktmafle in der
Summe hingegen nicht gleichgewichtet, mit einer nicht zu extremen Ungleich-
gewichtung, so wird man iiber [—1,1]> im Allgemeinen eine lineare Dichte
finden konnen. In solchen Féllen wird man mit dieser Methode deshalb kei-
ne Aussage mehr dariiber treffen konnen, ob die Daten urspriinglich vielleicht
auch von einer Summe von Punktmafien aulerhalb von [—1,1]* kamen oder
nicht.

Auch im Fall der Summe mehrerer Punktmafe innerhalb von [—1,1]? kann
es moglich sein, dass der Algorithmus eine kontinuierliche Dichte findet, die
dieselben Momente erzeugt. Auch hier wird es demnach mit dieser Methode
nicht moglich sein, eine Aussage dariiber zu treffen, ob die Daten urspriing-
lich vielleicht auch von einem anderen Maf}, wie etwa von einer Summe von
Punktmaflen, kamen oder nicht.

Die Tatsache, im Nachhinein nicht mehr sagen zu koénnen, mit welchem Mafl die
Momente erzeugt wurden, léasst sich dadurch erkléren, dass die Abbildung, welche
einem Maf3 seine entsprechenden Momente zuordnet, nicht injektiv ist. Somit ldsst
sich aus dem erfolgreichen Ablauf des Algorithmus nur indirekt etwas iiber das Aus-
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7.3 Fazit

gangsmafl sagen. Aussagekriftiger ist der Fall der Nichtkonvergenz des Algorithmus.
Denn hierbei liegt die Schlussfolgerung nahe, dass das Maf singulér ist, wenn die LA-
GRANGE-Multiplikatoren bei Konvergenz der Momente divergieren, bzw. dass kein
passendes Maf3 existiert, wenn die Momente nicht konvergieren.

Dieses Kapitel soll lediglich zeigen, dass die Maximum Entropie Methode ebenso
bei alternativen Problemstellungen, wie etwa der Frage, ob gewisse gegebene Daten
Momente eines positiven Mafles sind oder nicht, Anwendung finden kann. Bei der
ausfiihrlichen Behandlung solcher Probleme wird es jedoch nicht ausreichend sein,
lediglich die hier verwendeten Verfahren zu benutzen. Alternative Verfahren, wie
zum Beispiel die sogenannten Trust-Region-Verfahren, kénnten hier eventuell noch
bessere Ergebnisse erzielen.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Numerik von Maximum Entropie Mo-
mentenproblemen in der Texturanalyse. Das iiberwiegend behandelte Problem der
aus der Texturanalysis bekannten Kristallorientierungsverteilungsfunktion (codf) ist
dabei ein Spezialfall des folgenden allgemeinen Momentenproblems:

Finde eine positive Dichte f > 0 beziiglich einem Maf$ p, die zu gegebenem n € N
beziiglich der Momentenfunktionen a; und der Momente b; folgende Bedingungen
erfillt:

/aifd,u =0b fir 1=1,...,n
Q

Dabei ist €2 eine Teilmenge einer lokalkompakten topologischen Gruppe G, p das
entsprechende HAAR-Maf} auf GG, und die a; bezeichnen sogenannte reellwertige Dar-
stellungsfunktionen auf der Gruppe G. Da dieses Problem, sofern es eine Losung
besitzt, im Allgemeinen nicht eindeutig losbar ist, wird in dieser Arbeit die Maxi-
mum Entropie Methode angewandt, um damit eine positive Dichte mit entsprechen-
den Eigenschaften auszuwéhlen. Die Maximum Entropie Methode verfolgt dabei die
Idee, die statistische Entropie E(f) = — [, fIn(f) du unter den Nebenbedingun-
gen fQ a;f dp = b zu maximieren. Mit Hilfe des LAGRANGE-Formalismus lésst sich
zeigen, dass die gesuchte Dichte auf diesem Weg unter den Exponentialdichten zu
finden ist, und fiir ein Set von zu bestimmenden LAGRANGE-Multiplikatoren A\; € R
fiir alle g € G von folgender Form ist:

flo) = e (~1+ 3 hao)

Diese LAGRANGE-Multiplikatoren lassen sich zum Beispiel iiber das zugehorige duale
Optimierungsproblem bestimmen, welches folgende Form hat:

minimiere ® : R® — R mit
D(N) = / exp ( —1+ Zmi) dpn — > Aib;
Q i=1 i=1

Dieses Optimierungsproblem wird in der vorliegenden Arbeit am Beispiel der codf
numerisch behandelt. Im Folgenden wird in einer kurzen Ubersicht wiedergegeben,
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Zusammenfassung

welche Themen bei der numerischen Behandlung dieses Problems von Bedeutung
sind und jeweils in einem eigenen Kapitel behandelt werden:

Kapitel 1 - Einleitung

Dieses Kapitel beschreibt das in dieser Zusammenfassung vorgestellte Problem de-
taillierter und erldutert anhand verschiedener Beispiele die Motivation dieses Vor-
gehens.

Kapitel 2 - Darstellungstheorie kompakter Gruppen

Da die FOURIER-Entwicklung der codf in engem Zusammenhang mit der Darstel-
lungstheorie kompakter Gruppen steht (in diesem Fall mit G = SO(S)), behandelt
dieses Kapitel jene Bestandteile dieser Theorie, welche fiir die Formulierung der
FourIier-Entwicklung der codf von Bedeutung sind. Als wichtigstes Resultat ldsst
sich hierbei festhalten, dass der Raum L?(G) im Falle einer kompakten Gruppe
G in eine orthogonale Summe endlich-dimensionaler Unterrdume zerfillt, welche
in direktem Zusammenhang mit den Aquivalenzklassen der endlich-dimensionalen,
irreduziblen Darstellungen von G stehen (Satz von PETER und WEYL). Dieses Re-
sultat liefert schlieBlich die FOURIER-Entwicklung einer Funktion f € L?(G) nach
Darstellungsfunktionen auf G. Dies wird am Ende dieses Kapitels am konkreten
Beispiel G = SO(3) behandelt.

Kapitel 3 - Tensoren

Da die codf in dieser Arbeit mit speziellen Darstellungen auf Tensorrdumen nach
Darstellungsfunktionen auf SO(3) entwickelt wird, gibt dieses Kapitel einen Uber-
blick iiber Tensorkalkulationen und nutzt die Ergebnisse des Kapitels zur Darstel-
lungstheorie, um mit den Darstellungen von SO(3) auf den Tensorrdumen der irre-
duziblen Tensoren eine Zerlegung des Raumes L?(SO(3)) zu bestimmen.

Kapitel 4 - codf

Dieses Kapitel triagt unter Anwendung der Ergebnisse der vorherigen Kapitel alle
notwendigen Informationen zum Aufstellen der codf zusammen und formuliert das
Maximum Entropie Momentenproblem der codf in tensorieller Form. Dabei wird un-
ter anderem auch auf die der codf zugrundeliegende Kristallsymmetrie eingegangen,
welche bei der Formulierung der codf direkt mit beriicksichtigt wird. Ein groflerer
Abschnitt wird in diesem Kapitel den konkreten Auswertungsmoglichkeiten der Dar-
stellungsfunktionen gewidmet, mit welchen die Approximation der codf numerisch
effizient ausgewertet werden soll. Aufgrund des zur Bestimmung der Approximation
der codf zu losenden Optimierungsproblems, bei welchem die Darstellungsfunktio-
nen in jeder Iteration bei jeder durchzufiihrenden Integration mehrmals ausgewertet
werden miissen, ist klar, dass dieser Teil aus numerischen Gesichtspunkten von sehr
grofler Bedeutung ist. Die Tatsache, dass zusétzlich die Dimension dieses Momen-
tenproblems mit der Beriicksichtigung héherer Tensorrénge fiir die Approximation
der codf stark zunimmt, liefert einen weiteren Grund, weshalb die Auswertung der
Darstellungsfunktionen auf sehr effiziente Art und Weise zu geschehen hat. Hierfiir
werden schliefllich verschiedene Methoden zur Auswertung, wie etwa ein Ansatz
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Zusammenfassung

mit Hilfe von Monomen in 9 Variablen (den Eintrégen einer orthogonalen Matrix
Q € SO(3)) oder ein Ansatz mit Hilfe von Funktionalen aus den Dualrdumen der
entsprechenden Tensorrdume, entwickelt und miteinander verglichen. Fiir die nume-
rische Umsetzung dieses Optimierungsproblems in MATLAB mussten weit iiber 100
Unterprogramme mit insgesamt mehreren Tausend Programmzeilen implementiert
werden.

Kapitel 5 - Integration iiber SO(3)

Die in jedem Optimierungsschritt durchzufithrende Integration iiber SO(3) muss
numerisch ebenso gut verstanden werden, um insgesamt eine effiziente Berechnung
der Approximation der codf gewéhrleisten zu kénnen. In diesem Zusammenhang
wird der adaptive Integrationsalgorithmus DCUHRE zur Bestimmung von Mehr-
fachintegralen vorgestellt. Der in FORTRAN vorgegebene Programmcode wurde zur
einheitlichen Umsetzung in MATLAB portiert. Mit Hilfe der der codf zugrundeliegen-
den Kristallsymmetrie gelingt es zudem, das Integrationsgebiet SO(3) in sogenannte
Elementarregionen zu unterteilen. Dies hat den Vorteil, dass das zu berechnende In-
tegral auf eine solche Elementarregion reduziert werden kann, wodurch eine Vielzahl
an Darstellungsauswertungen eingespart werden kann.

Kapitel 6 - Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden zum Abschluss die numerischen Ergebnisse zusammen-
getragen, welche bei der Behandlung des Optimierungsproblems unter Entwicklung
einer Heuristik zur Koordination von Adaption und Optimierungsfortschritt bei Ver-
wendung des NEWTON-Verfahrens und des BFGS-Verfahrens erzielt werden konn-
ten.

Kapitel 7 - Weitere Anwendungsbeispiele

Das letzte Kapitel behandelt zwei polynomiale Momentenprobleme, welche ebenfalls
mit Hilfe der Maximum Entropie Methode bearbeitet werden. Der Unterschied zum
codf-Problem liegt hierbei darin, dass diese Problemstellungen in dem Sinne keine
Losungen besitzen, dass die gesuchten Dichten jeweils zu einem Delta-Mafl gehoren
und somit nicht in exponentieller Form dargestellt werden konnen. Anhand dieser
Probleme soll also getestet werden, inwiefern der Optimierungsalgorithmus auch in
solchen Fillen Ergebnisse liefern kann, die diese Sachlage widerspiegeln.

127






A Ableitungen

A.1 Gradient und Hesse-Matrix der Zielfunktion

Im Folgenden werden der Gradient und die HESSE-Matrix der Zielfunktion (4-10))

S0(3) k=1

der Maximum Entropie Methode aufgefiihrt. Dabei fithren wir fiir ein beliebiges
Q € SO(3) und ein beliebiges w = [wp;wy; . . . ;wy], wobei wy € R und wy, € J;, (R?)
fir k =1,...,n gilt, folgende Abkiirzung ein:

9w, Q) = exp ( — 14wt > (wi, Qx T”))
k=1

Damit erhalten wir folgenden Gradienten von ® (die dabei auftauchenden Tensoren
sind jeweils als mehrdimensionale Spaltenvektoren aufzufassen):

1 1
* T L_ S§m

vow) = [ gwao |97 | ae - | 7T
Q x T ﬁ Srn

SO(3)

Die Nullstelle p des Gradienten erfiillt somit unmittelbar die Nebenbedingungen
(4-8)) und des Maximum Entropie Momentenproblems der codf. Fiir die HES-
SE-Matrix Hg von ® erhalten wir damit folgende Blockmatrix (die in den einzelnen
Blocken auftauchenden Tensoren sind erneut jeweils als mehrdimensionale Spalten-
vektoren aufzufassen):

1 QT oo QT

Q+T (Q+T)@Q+T)T o (QeT)(Q+T)

Hy(w) = [ 9(w, Q) dQ

QeI (Q=T™@+ T o (QeT™)(@+T)

SO(3)
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B Sonstiges

B.1 Computer-Informationen

OS openSUSE 11.4 (64-Bit)

CPU Intel(R) Core(TM)2 Duo CPU E8400 @ 3.00GHz
RAM 4GB

MATLAB | 7.8.0.347 (R2009a)

Tabelle B.1: Informationen iiber den verwendeten Computer und die
fiir die numerischen Simulationen verwendete Software
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