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Zusammenfassung

Im ersten Teil dieser Arbeit wird für eine Klasse von partiell archimedisch angeord-
neten kommutativen Ringen ein Darstellungsatz hergeleitet. Dieser erlaubt es, die Ele-
mente des Rings als stetige reellwertige Funktionen auf einem Kompaktum zu inter-
pretieren. Auf der Grundlage dieser Darstellungen werden im zweiten Teil der Arbeit
strikte Positivstellensätze gewonnen. Dabei werden archimedisch angeordnete Kör-
per (K,<) und polynomiale Funktionenf, g1, . . . , gk ∈ K[X1, . . . , Xn]/A =: A
aus der affinenK-AlgebraA betrachtet, so daßf auf der semi-algebraischen Menge
S = {a ∈ VR(A) | g1(a) ≥ 0, . . . , gk(a) ≥ 0} strikt positiv ist. Es wird vollstän-
dig charakterisiert, wannf in der Form(1 + τ) · f = σ0 + σ1g1 + · · · + σkgk mit
τ, σi ∈

∑
K+A

2m dargestellt werden kann. Falls die durchg1, . . . , gk definerte Menge
S kompakt ist, werden diese Darstellungen sogar „nennerfrei“ sein, d.h. es kannτ = 0
gewählt werden.
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Einleitung

Für einen beliebigen KörperK und ein IdealA ⊂ K[X1, . . . , Xn] ist die Frage nach
der Existenz einesK-rationalen Punktes vonA im allgemeinen schwer zu entscheiden.
Ein Kriterium, das dazu herangezogen werden kann, ist das folgende: Betrachten wir
die Menge

U := {f ∈ K[X1, . . . , Xn] | ∀ a ∈ Kn : f(a) 6= 0}

der Polynome ohne Nullstelle imKn, so ist eine offensichtliche Vorbedingung für die
Existenz einesK-rationalen Punktes vonA, daß kein Polynom ausA in U liegt. Und
tatsächlich ist diese Bedingung auch hinreichend, d.h. es gilt

VK(A) 6= ∅ ⇔ A ∩ U = ∅.

Im Fall eines algebraisch abgeschlossenen KörpersK, z.B.C, bestehtU genau aus
den von0 verschiedenen konstanten Polynomen,U = K×, und wir erhalten somit die
ÄquivalenzVK(A) 6= ∅ ⇔ A ∩ K× = ∅ ⇔ A 6= K[X1, . . . , Xn], die unter dem
Namen Hilbertscher Nullstellensatz wohlbekannt ist.

Doch schon, wenn wir den KörperR der reellen Zahlen, der ja nicht weit von der
algebraischen Abgeschlossenheit entfernt ist, betrachten, liegt eine genaue Beschrei-
bung der Struktur vonU nicht mehr auf der Hand. Immerhin liefert die Anordnung von
R eine erste Annäherung:U zerfällt in die Menge der positiv definiten und die Menge
der negativ definiten Polynome, d.h.

U = {f ∈ R[X1, . . . , Xn] | f > 0} ∪ {f ∈ R[X1, . . . , Xn] | f < 0}.

Vergegenwärtigt man sich die grundlegende Bedeutung des Hilbertschen Nullstellen-
satzes für die algebraische Geometrie, so ist es daher nicht erstaunlich, daß der Ver-
such, die geometrische Eigenschaft der positiven Definitheit eines Polynoms algebra-
isch zu beschreiben, zum Ausgangspunkt der Entwicklung der sogenannten reellen
algebraischen Geometrie wurde.

Erste Bemühungen in dieser Hinsicht wurden gegen Ende des letzten Jahrhun-
derts unternommen. So widerlegte 1888 Hilbert eine von ihm gehegte Vermutung,
die sich jedoch letztlich als richtungweisend erwies: Er zeigte, daß sich ein Polynom
f ∈ R[X1, . . . , Xn], das positiv semidefinit ist, d.h.f ≥ 0 auf Rn, im allgemeinen
nicht in der Form

f = f 2
1 + · · ·+ f 2

r
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mit Polynomenf1, . . . , fr ∈ R[X1, . . . , Xn] darstellen läßt. An dieser Stelle muß ver-
merkt werden, daß, auch wenn die vorausgehenden Betrachtungen dies nahelegen, Hil-
berts Motivation, dieser Fragestellung nachzugehen, anderen Ursprungs war: Interes-
siert an möglichen Axiomatisierungen der Geometrie ist Hilbert bei dem Bemühen,
die Punkte der Ebene zu charakterisieren, die mit Zirkel und Eichmaß aus gegebenen
konstruierbar sind, auf diese Fragestellung gestoßen. Interessant ist, daß Hilbert einen
unkonstruktiven Beweis geführt hat und erst geraume Zeit später, 1967, Motzkin ein
konkretes Polynom gefunden hat, das positiv semidefinit und keine Summe von poly-
nomialen Quadraten ist.

Trotz des anfänglichen Mißerfolges muß Hilbert davon überzeugt gewesen sein,
der richtigen Fährte zu folgen. Auf dem internationalen Mathematikerkongreß in Pa-
ris, 1900, hat er das Problem in Form einer Vermutung der mathematischen Öffent-
lichkeit als eines der dreiundzwanzig seiner Meinung nach für die Entwicklung der
Mathematik im zwanzigsten Jahrhundert bedeutenden Probleme vorgestellt. Seitdem
als 17. Hilbertsches Problem bekannt, formulierte er die Frage, ob für einen Teilkörper
K ⊂ R der reellen Zahlen das folgende richtig sei: Läßt sich jedes überR positiv
semidefinite Polynomf ∈ K[X1, . . . , Xn] in der Gestalt

f =

(
g1

h1

)2

+ · · ·+
(
gr
hr

)2

mit gi, hi ∈ K[X1, . . . , Xn] darstellen, also als rationale Summe von Quadraten?
Hilberts Einschätzung, sowohl von der Bedeutung des Problems, als auch hinsicht-

lich seiner Lösung, hat in diesem Fall nicht getrogen. Etwa ein viertel Jahrhundert
später haben Artin und Schreier die Theorie der angeordneten, auch formal reell ge-
nannten, Körper entwickelt. Im Zuge dieser Entwicklung hat Artin dann 1927 das
17. Hilbertsche Problem vollständig gelöst, bei weitem vollständiger, als die Formu-
lierung des Problems ahnen lies. Er hat gezeigt, daß für jeden angeordneten Körper
(K,<)1 mit reellem Abschluß2 R gilt: Nimmt f ∈ K[X1, . . . , Xn] aufRn keine nega-
tiven Werte an, so gibt es Polynomegi, hi ∈ K[X1, . . . , Xn] und positive Koeffizienten
ai ∈ K mit

f = a1

(
g1

h1

)2

+ · · ·+ ar

(
gr
hr

)2

.

Wie so oft, erweist sich auch Artins Lösung des 17. Hilbertschen Problems, bei
näherem Hinsehen, als Spezialfall einer allgemeineren Fragestellung: Sei etwaA ⊂
K[X1, . . . , Xn] ein Ideal sowieg1, . . . , gk ∈ K[X1, . . . , Xn]/A =: A. Ist dannf ∈ A
eine Funktion mit der Eigenschaft, daßf > 0 auf der Menge

S(g1, . . . , gk) := {a ∈ VR(A) | g1(a) ≥ 0, . . . , gk(a) ≥ 0}
1D.h.< ist eine lineare Ordnung vonK mit 0 < 1 unda, b > 0 ⇒ a+ b > 0, a · b > 0.
2D.h.R ist algebraisch überK,R(

√
−1) 6= R ist algebraisch abgeschlossen ist und für jedesa ∈ K

mit a > 0 gilt
√
a ∈ R.
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ist, so liegt die Frage nahe, ob sich diese Eigenschaft vonf in einer Darstellung von
f niederschlägt, in der neben Summen von Quadraten auch die Funktioneng1, . . . , gk
Eingang finden. Die Antwort auf diese Frage ist bekannt unter dem Namen Positivstel-
lensatz und lautet wie folgt: Unter den beschriebenen Voraussetzungen gibt es polyno-
miale Funktionen

σe = ae1g
2
e1 + · · ·+ aerg

2
er und τe = be1h

2
e1 + · · ·+ berh

2
er

mit aei, bei ≥ 0 undgei, hei ∈ A, so daß gilt(∑
e∈Nk

τeg
e1
1 · · · g

ek
k

)
· f = 1 +

∑
e∈Nk

σeg
e1
1 · · · g

ek
k .

Der Positivstellensatz wurde erstmals 1974 gefunden, und durch unabhängige Zugänge
z.B. von Prestel und Stengle bewiesen. Er ist, wie eingangs angedeutet, eng verknüpft
mit einer reellen Version des Nullstellensatzes, die leicht aus ihm abgeleitet werden
kann, wie dies auch für eine Charakterisierung der aufS nichtnegativen Funktionen
der Fall ist.

Überraschend kündigte sich einige Jahre später eine weitere Entwicklung an. Über-
raschend zum einen hinsichtlich des Ursprungs der Ergebnisse, zum anderen was ih-
ren Inhalt betrifft. 1991 konnte Schmüdgen zeigen, daß sich im FallK = R und einer
kompakten MengeS(g1, . . . , gk) immer eine nennerfreie Darstellung

f =
∑
e∈Nk

σeg
e1
1 · · · g

ek
k

gefunden werden kann. Grundlage von Schmüdgens Beweis ist seine Lösung des so-
genanntenMomentenproblemsfür kompakte semialgebraische MengenS, der Frage,
wann eine reelle Multi-Folge(me)e∈Nk den Momenten eines Borelmaßesµ mit Träger
S entspricht, d.h. ∫

Xe1
1 · · ·Xen

n dµ = me

für alle e ∈ Nk gilt. Diese Lösung wiederum basiert auf einer Kombination des Po-
sitivstellensatzes mit funktionalanalytischen Techniken (Existenz von Spektralmaßen
selbstadjungierter Operatoren).

Trotz der Eleganz des Resultats waren die reellen Algebraiker nicht glücklich dar-
über, daß ein Ergebnis, das der Form nach in ihren Aufgabenbereich fällt, in einer
Weise zu Tage trat, die den arithmetischen Ursprung des Phänomens im Dunkeln ließ.
In der Tat war ja zu vermuten, daß nicht nur der KörperR derartige Darstellungen
erlaubt – aber die analytischen Methoden auf diesen Fall beschränkt. Wörmann war
es schließlich, der im Darstellungssatz von Kadison-Dubois den Schlüssel zu einer sy-
stematischen Behandlung des Problems erkannt hat. Unter Verwendung dieses Satzes
hat er 1998 in seiner Dissertation gezeigt, daß für alle TeilkörperK ⊂ R die Kom-
paktheit vonS(g1, . . . , gk) zu nennerfreien Darstellungen führt. Durch Ergebnisse aus
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der Theorie der Ordnungen höherer Stufe (Positivstellensatz höherer Stufe) konnte er
zeigen, daß sich sogar alle in der Darstellung vorkommenden Quadrate durch2m-te
Potenzen ersetzten lassen, sofern nurm ungerade ist. Es hat sich herausgestellt, daß die
Kompaktheit vonS(g1, . . . , gk) gerade der Archimedizität der beteiligten Ordnungs-
strukturen entspricht, die Voraussetzung für den Satz von Kadison-Dubois ist.

Parallel dazu ist der Ansatz von Schmüdgen weiterentwickelt worden. Durch Ver-
wendung normaler statt selbstadjungierter Operatoren hat Putinar 1993 eine weitere
Lösung des Momentenproblems gefunden und damit gleichzeitig den Darstellungs-
möglichkeiten eine weitere Facette eröffnet: Er konnte zeigen, daß es unter bestimm-
ten Bedingungen möglich ist, jede Funktionf , die aufS(g1, . . . , gk) strikt positiv ist,
schon in der Form

f = σ0 + σ1 · g1 + · · ·+ σk · gk

darzustellen.
In der vorliegenden Arbeit wird nun der algebraische Rahmen bereitgestellt, der

es ermöglicht, dieses Ergebnis zu verstehen und entsprechend der Wörmannschen Er-
gebnisse zu verallgemeinern. Grundlegend sind dafür eine neue Version des Satzes von
Kadison-Dubois und die Theorie der Semiordnungen höherer Stufe, die beide im er-
sten Kapitel entwickelt werden. In Kapitel 2 werden die Werkzeuge bereitgestellt, die
es ermöglichen, die Ergebnisse aus Kapitel 1 zu geometrischen Aussagen zu verarbei-
ten, was im dritten Kapitel geschieht. Wir beweisen dort die Verallgemeinerungen von
Putinars Satz und untersuchen, wann die Voraussetzungen für diese Darstellung erfüllt
sind: Im Gegensatz zu den Schmüdgen-Wörmann-Darstellungen sind diese im allge-
meinen nicht schon gegeben, wennS(g1, . . . , gk) kompakt ist. Zunächst beschreiben
wir die Verallgemeinerung einer hinreichenden Bedingung von Putinar und zeigen,
daß sie nicht weit davon entfernt ist, auch notwendig zu sein. Dann behandeln wir eine
Reihe von Randfällen mit guten Darstellungsmöglichkeiten, wie z.B. den Fall einer
Kurve, den Fall einer kompakten Varietät und den von linearen Polynomeng1, . . . , gk.
In einem vierten Kapitel zeigen wir mit den in der Arbeit entwickelten Methoden,
daß sich die Anzahl der in den Schmüdgen-Wörmann-Darstellungen vorkommenden
Produktege11 · · · g

ek
k um etwa die Hälfte reduzieren läßt.
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Kapitel 1

Ein Darstellungssatz

Im Rahmen seiner Darstellungstheorie für topologische algebraische Strukturen hat
Kadison unter anderem einen Darstellungssatz für partiell archimedisch angeordnete
Banachalgebren hergeleitet (siehe [Ka]). Dabei wird die Algebra einschließlich ihrer
Ordnungsstruktur als Ring von stetigen Funktionen auf einem Kompaktum interpre-
tiert. Dubois hat in [Du] diesen Satz auf die weit größere Klasse der sogenannten
Stone-Ringe verallgemeinert, indem er diese Ringe geeignet topologiesiert, um dann
Kadisons Satz darauf anwenden zu können. Beide Sätze sind sogar für nichtassozia-
tive und nichtkommutative Ringe richtig. Für kommutative Ringe haben Becker und
Schwartz einen neuen Beweis gefunden, dem, anstatt funktionalanalytischer Metho-
den, ein Vorgehen zugrundeliegt, das eher charakteristisch für die reelle Algebra ist
(siehe [Be-Schw]).

Selbige scheint auch der Bereich zu sein, in dem der Darstellungssatz von Kadi-
son-Dubois am häufigsten Verwendung findet. So ist er z.B. ein wichtiges Hilfsmit-
tel beim Aufbau einer von Becker entwickelten erweiterten Artin-Schreier-Theorie,
die ein systematisches Studium der Summen von2m-ten Potenzen in angeordneten
Körpern erlaubt (siehe etwa [Be1]). Auch für das Verständnis des reellen Holomor-
phierings eines Körpers ist der Darstellungssatz von großem Nutzen, und erst kürzlich
hat Wörmann beobachtet, daß der Satz einen neuen Beweis und Verallgemeinerungen
des Positivstellensatzes von Schmüdgen ermöglicht (siehe [Berr-Wö], [Schm], [Wö1],
[Wö2]).

Ausgangspunkt dieses Kapitels sind die Ideen und Methoden, die der Arbeit von
Becker und Schwartz zugrunde liegen. Darauf aufbauend werden wir eine weitere Ver-
sion des Darstellungssatzes herleiten, die auf Anwendungen zugeschnitten ist, von de-
nen unklar ist, ob sie mit dem alten Satz zu erhalten sind. Wir wählen prinzipiell das-
selbe Vorgehen wie in [Be-Schw], verfeinern jedoch an einigen Stellen die Argumen-
tation und legen außerdem mehr Wert auf eine systematische Darstellung der Theorie
der Semiordnungen, die gewissermaßen den natürlichen Rahmen bildet, innerhalb dem
sich diese Arbeit bewegt.

Sei im folgendenA stets ein kommutativer Ring mit Eins. Eine TeilmengeT ⊂ A
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heißtPräprimstellevonA, falls gilt

0, 1 ∈ T, −1 6∈ T, T + T ⊂ T, T · T ⊂ T.

EnthältA eine Präprimstelle, so ist insbesonderen · 1 6= 0 für alle n ∈ N, und wir
können ohne EinschränkungZ ⊂ A annehmen. Eine PräprimstelleT heißeerzeugend,
falls gilt

∀ a ∈ A ∃ t1, t2 ∈ T, n ∈ N \ {0} n · a = t1 − t2.

Beispiele für erzeugende Präprimstellen sind die Präordnungen 2n-ter Stufe von
A: Eine PräprimstelleT heißtPräordnung2n-ter Stufe, falls giltA2n ⊂ T . Allgemein
sprechen wir vonPräordnung höherer Stufe. Um allzu umständliche Formulierungen
zu vermeiden, bezeichnen wir diese auch kurz als Präordnungen und die klassischen
Präordnungen, die der Stufe 2, nennen wir explizit quadratische Präordnungen. Die
polynomiale Identitätd!X =

∑d−1
i=0 (−1)d−1−i(d−1

i

)
(X + i)d (siehe [Har-Wr], S. 325)

zeigt nun(2n)! · A =
∑
A2n −

∑
A2n, also insbesondere(2n)!A = T − T .

Ist T eine Präprimstelle, so nennen wir eine TeilmengeM ⊂ A einenT -Modul,
wenn sie die folgenden Eigenschaften hat:

1 ∈M, −1 6∈M, M +M ⊂M, T ·M ⊂M.

M heißt zudemarchimedisch, falls gilt

∀ a ∈ A ∃n ∈ N n− a ∈M.

Bezeichnet≤M die vonM kommende partielle Ordnung1 auf A, d.h. a ≤M b ⇔
b−a ∈M , so entspricht die Archimedizität vonM genau der üblichen Archimedizität
von≤M : zu allena ∈ A gibt es einn ∈ N mit −n ≤M a ≤M n.

Für einenT -ModulM setzen wir

Arch(M) := {a ∈ A | ∀n ∈ N ∃ k ∈ N+ : k(1 + na) ∈M}

und

X(M) := {ϕ ∈ Hom(A,R) | ϕ(M) ⊂ R+}.

(Für einen angeordneten Körper(K,<) bezeichnen wir mitK+ die Menge der bzgl.<
nichtnegativen Elemente.) Wir versehenX(M) mit derschwachen Topologiebezüg-
lich der Auswertungsabbildungen

â : X(M) −→ R,

ϕ 7−→ ϕ(a),

1Hierbei handelt es sich um eine sogenannte Vorordnung, d.h. ausa ≤ b und b ≤ a muß nicht
notwendiga = b folgen.
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für allea ∈ A, d.h. der gröbsten Topologie, bezüglich der alle diese Funktionen stetig
sind. Dies liefert eine Darstellung vonA, d.h. einen Ringhomomorphismus

ΦM : A −→ C(X(M),R),

a 7−→ â,

in den Ring der stetigen reellwertigen Funktionen aufX(M). Die Menge der stetigen
Funktionen, die keinen negativen Wert annehmen, kurzC+(X(M),R), ist offensicht-
lich eine Präprimstelle vonC(X(M),R), und es giltΦM(M) ⊂ C+(X(M),R). Wie
nun in [Be-Schw] gezeigt wird (Hauptsatz), läßt diese Darstellung den folgenden Ver-
gleich von(A,M) mit (C(X(M),R), C+(X(M),R)) zu:

1.1 Satz (Kadison-Dubois)Ist T eine archimedische Präprimstelle undM einT -Modul,
so istX(M) ein nichtleerer kompakter Hausdorff-Raum, und es gilt:

(i) Φ−1
M (C+(X(M),R)) = Arch(M),

(ii) Kern(ΦM) = {a ∈ A | ∀n ∈ N ∃ k ∈ N+ : k(1± na) ∈M},
(iii) Q · ΦM(A) liegt dicht inC(X(M),R).

Wir werden diesen Satz im folgenden dahingehend verallgemeinern, daß nicht
mehr die Archimedizität der PräprimstelleT gefordert wird, sondern nur noch die
Archimedizität des ModulsM , wobei wir uns allerdings in der Wahl der möglichen
Präprimstelle auf Präordnungen einschränken müssen.

1.1 Semiordnungen

Ist T eine Präprimstelle, so bezeichnen wir einenT -Modul S alsT -Semiordnungvon
A, falls gilt A = S ∪ −S. Ein T -Modul M heißemaximal, wenn er in der Menge
allerT -Moduln bzgl. „⊂“ maximal ist, und entsprechend eineT -Semiordnung maxi-
mal, wenn sie maximal bzgl. „⊂“ in der Menge allerT -Semiordnungen ist. Wie zu
erwarten, sind die maximalenT -Moduln Kandidaten fürT -Semiordnungen:

1.2 Proposition SeiT eine erzeugende Präprimstelle. IstS ein maximalerT -Modul, so ist
S eineT -Semiordnung. Insbesondere gibt es immer eine (maximale)T -Semiordnung.

Beweis:Seia 6∈ S ∪ −S. Aufgrund der Maximalität vonS ist dann−1 ∈ S + Ta
und−1 ∈ S − Ta. Sei etwa−1 = s1 + t1a und−1 = s2 − t2a mit s1, s2 ∈ S und
t1, t2 ∈ T . Dann folgt0 = t1(t2a) + t2(−t1a) = t1 + t2 + t1s2 + t2s1 und somit
−t1 ∈ S. Sei nunna = p1 − p2 für gewissep1, p2 ∈ T und einn > 0. Dann ist
−n = n(s1 + t1a) = ns1 + t1p1 + (−t1)p2 ∈ S, was im Widerspruch zu−1 6∈ S steht.

Die Existenz einer maximalenT -Semiordnung folgt mit dem Lemma von Zorn.�

Für eineT -SemiordnungS setzen wirS− := −S\S, S0 := S∩−S undS+ := S\
−S. Offensichtlich sindS−, S0 undS+ additiv abgeschlossen. Weitere Eigenschaften
vonS0 sind Gegenstand der nächsten Proposition.
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1.3 Proposition Ist T eine erzeugende Präprimstelle undS eineT -Semiordnung, so ist
S0 ein Ideal. IstT eine Präordnung undS eine maximaleT -Semiordnung, so istS0

sogar ein Primideal.

Beweis:Wir verwenden Ideen aus [Berr]. Offensichtlich giltT · S0 ⊂ S0. Seia ∈ A
und b ∈ S0. Wir wählent1, t2 ∈ T undn ∈ N \ {0}, so daßna = t1 − t2. Es folgt
nab = t1b+ t2(−b) ∈ S0, und wegenab ∈ S ∪ −S ist damit auchab ∈ S0.

Sei jetztT eine Präordnung der Stufe2n undS eine maximaleT -Semiordnung.
Annahme:ab ∈ S0 und a, b 6∈ S0. Wir nehmen ohne Einschränkungb 6∈ S an (an-
derenfalls betrachten wir−b). Da S maximal ist, finden wirs ∈ S und t ∈ T mit
−1 = s+ tb. Es folgt

−a2n = a2ns+ a2n−1t(ab) ∈ S + S0 ⊂ S,

alsoa2n ∈ S0. Wählen wirk ∈ N groß genug, so ist aucha2k ∈ S0. Es genügt daher
zu zeigen, daß für allec ∈ A ausc2 ∈ S0 schonc ∈ S0 folgt. Sei alsoc2 ∈ S0 und
c 6∈ S0. Wir nehmen wiederc 6∈ S an, und findens ∈ S undt ∈ T mit −1 = s + tc.
Dann ist(1 + s)2 = t2c2 ∈ S0 und wir erhalten

s2n = (1− (1 + s))2n = 1− 2n(1 + s) + (1 + s)2

2n∑
i=2

(
2n
i

)
(−1)i(1 + s)i−2

∈ 1− 2n(1 + s) + S0.

Es folgt der Widerspruch1 + ((2n− 2) + 2ns+ s2n) ∈ (1 + S) ∩ S0 = ∅. �

Vermutlich ist der zweite Teil der Aussage im allgemeinen nicht richtig, wir sind
allerdings nicht in der Lage ein Gegenbeispiel anzugeben.

Wir treffen die folgende Konvention: IstT eine Präordnung der Stufe2n, so be-
zeichnen wir im folgenden alsT -Semiordnung nur noch dieT -ModulnS, für die gilt
A = S ∪ −S und für dieS0 ein Primideal ist (diese Inkonsistenz ist in sofern nicht
gravierend, da wir bald ausschließlich diesen Fall betrachten). Wir nennen eine solche
T -Semiordnung auchSemiordnung2n-ter Stufe, allgemeinSemiordnung höherer Stu-
fe. Wie bei Präordnungen sprechen wir auch hier kurz von Semiordnungen und nennen
die Semiordnungen der Stufe 2 quadratische Semiordnungen.

Semiordnungen wurden als erstes von Prestel eingeführt. Er hat speziell quadrati-
sche Semiordnungen von Körpern zum Studium quadratischer Formen herangezogen
(siehe [Pr1]).

1.2 Semireelle Spektren

In Analogie zumreellen Spektrumeines Ringes, d.h. der Menge der Anordnungen von
A versehen mit der Harrison-Topologie, führen wir nun zu einer PräprimstelleT von
A dasT -semireelle Spektrumein, indem wir die Menge allerT -Semiordnungen mit
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einer geeigneten Topologie ausstatten. Erwartungsgemäß zeigt sich, daß dieser Raum
quasikompakt2 ist, und daß beim Übergang zum Teilraum der abgeschlossenen Punkte,
die gerade den maximalen Semiordnungen entsprechen, ein kompakter Raum entsteht.

Zur Erinnerung: Eine PräprimstelleP vonA heißtAnordnung, falls gilt A = P ∪
−P undP 0 ein Primideal ist. Wir setzen

X := X(A) := {P ⊂ A | P ist Anordnung},
Y T := Y T (A) := {S ⊂ A | S ist T -Semiordnung},

sowie zu einer TeilmengeM ⊂ A

XM := {P ∈ X |M ⊂ P},
Y T
M := {S ∈ Y T |M ⊂ S }.

Da Anordnungen multiplikativ abgeschlossen sind, giltXT ⊂ Y T . Im Fall T =∑
A2n, ist sogarX ⊂ Y T . Ist M ein T -Modul, so ist insbesondereT ⊂ M , also

XM ⊂ Y T
M .

Zu einer TeilmengeM ⊂ A setzen wir

HT (M) := {S ∈ Y T |M ⊂ S+}.

Die Harrison-TopologieaufY T sei nun die von der Subbasis(HT (a) | a ∈ A) erzeug-
te Topologie. Den resultierenden topologischen Raum nennen wir dasT -semireelle
SpektrumvonA.

1.4 Satz SeiT eine Präprimstelle undM ⊂ A ein T -Modul. Dann istY T
M (mit der von

Y T kommenden Teilraum-Topologie) quasikompakt.

Beweis:Es istY T
M = Y T \

⋃
a∈M HT (−a), alsoY T

M abgeschlossen inY T , und daher
genügt es zu zeigen, daßY T quasikompakt ist.

Wir betrachten die Abbildung

ι : Y T →
∏
a∈A

{−1, 0, 1} mit ι(S)a :=


1 : falls a ∈ S+,
0 : falls a ∈ S0,
−1 : falls a ∈ S−,

für alleS ∈ Y T unda ∈ A. Die Menge{−1, 0, 1} versehen wir mit der diskreten To-
pologie. Natürlich erhalten wir so einen quasikompakten Raum, und daher, nach dem
Satz von Tychonoff, auch einen quasikompakten ProduktraumY :=

∏
a∈A{−1, 0, 1}.

Eine Subbasis der Produkttopologie aufY wird von den MengenHδ
b := {(εa)a∈A |

εb = δ} mit δ ∈ {−1, 0, 1} und b ∈ A gebildet. Offensichtlich korrespondieren die
MengenH1

b ∩ ι(Y T ) unterι genau mit den Harrison-MengenHT (b), d.h. die Topolo-
gie vonY induziert mittelsι aufY T eine feinere Topologie als die Harrison-Topologie

2Unter quasikompakt verstehen wir die Heine-Borelsche Überdeckungseigenschaft.
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(im Falle des reellen Spektrums nennt man diese diekonstruierbare Topologie). Um
die Quasikompaktheit vonY T einzusehen, genügt es also die Quasikompaktheit bzgl.
dieser feineren Topologie zu zeigen, wofür, daι injektiv ist, hinreichend ist,ι(Y T ) als
abgeschlossen inY nachzuweisen.

Wir zeigen, daßY \ ι(Y T ) offen ist: Sei etwaε = (εa)a∈A 6∈ ι(Y T ). Dies ist genau
dann der Fall, wenn die MengeSε := {a | εa ≥ 0} keineT -Semiordnung ist, also
mindestens eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist: 1.)1 6∈ Sε, 2.)−1 ∈ Sε, 3.)
Sε +Sε 6⊂ Sε, 4.)T ·Sε 6⊂ Sε oder 5.)Sε ⊂ −Sε 6= A, sowie im Fall einer Präordnung
T noch 6.)∃ a, b ∈ Sε \ −Sε : ab ∈ Sε ∩−Sε. Nun definiert jede dieser Bedingungen
in Y eine offene Menge. Wir weisen dies exemplarisch für 4.) nach: Es ist⋃

t∈T, b∈A

{(εa)a∈A | εb ≥ 0, εtb = −1} =
⋃

t∈T, b∈A

(
(H1

b ∩H−1
tb ) ∪ (H0

b ∩H−1
tb )
)

als Vereinigung endlicher Schnitte von Subbasismengen offen, und besteht genau aus
den Elementenε von Y, für dieSε nicht unter Multiplikation mit Elementen ausT
abgeschlossen ist. �

Da sich im weiteren vor allem die maximalenT -Semiordnungen als besonders
interessant erweisen, schließen wir noch einige leichte Überlegungen an, die die to-
pologischen Eigenschaften dieser Elemente vonY T erkennen lassen, aber auch von
allgemeinem Interesse sind. ZuM ⊂ A bezeichnen wir den Teilraum der maximalen
T -Semiordnungen vonY T

M mit (Y T
M)max und entsprechend die Menge der maximalen

Anordnungen inXM mit Xmax
M .

1.5 Proposition SeiT eine Präprimstelle undS1, S2 ∈ Y T . Dann gilt

S2 ∈ {S1} ⇔ S1 ⊂ S2.

Insbesondere istY T also einT0-Raum3 und (Y T )max besteht genau aus den abge-
schlossenen Punkten inY T .

Beweis:SeiS1, S2 ∈ Y T . Wir finden die folgenden Äquivalenzen:

S2 ∈ {S1} ⇔
(
∀ a ∈ A S2 ∈ HT (a) ⇒ S1 ∈ HT (a)

)
⇔

(
∀ a ∈ A − a 6∈ S2 ⇒ −a 6∈ S1

)
⇔

(
∀ a ∈ A a 6∈ S2 ⇒ a 6∈ S1

)
⇔ S1 ⊂ S2.

Die weiteren Folgerungen sind offensichtlich. �

3Ein topologischer RaumX heißtT0-Raum, wenn für je zwei verschiedene Punktex, y ∈ X gilt
x 6∈ {y} odery 6∈ {x}.
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Die nächste Überlegung zeigt, daß der Übergang zu(Y T )max den Mangel an Tren-
nungseigenschaften vonY T beseitigt:

1.6 Proposition SeiT eine Präprimstelle undS1, S2 ∈ Y T . Dann sind äquivalent:

(i) S1 6⊂ S2 undS2 6⊂ S1,

(ii) S1 undS2 lassen sich offen trennen, d.h. es gibt offene MengenU, V ⊂ Y T

mit S1 ∈ U , S2 ∈ V undU ∩ V = ∅.
Insbesondere bildet daher für jedesS ∈ Y T der Abschluß{S} bzgl.⊂ eine Kette, es
gilt |{S} ∩ (Y T )max| = 1 und(Y T )max ist ein Hausdorff-Raum.

Beweis: (i) ⇒ (ii): SeienS1, S2 ∈ Y T unvergleichbar bzgl. Inklusion, etwaa ∈
S1 \ S2 undb ∈ S2 \ S1. Dann istS1 ∈ HT (a− b) =: U , denn mita− b ∈ −S1 wäre
b = (b − a) + a ∈ S1 + S1 ⊂ S1. Entsprechend erhalten wirS2 ∈ HT (b − a) =: V ,
offensichtlich istU ∩ V = ∅.

Die Implikation (ii) ⇒ (i), sowie die weiteren Folgerungen ergeben sich dann
unmittelbar mit Proposition 1.5. �

1.7 Satz SeiT eine Präprimstelle undM ⊂ A. Dann ist(Y T
M)max (mit der vonY T kom-

menden Teilraumtopologie) kompakt.

Beweis:Es genügt, die Quasikompaktheit von(Y T )max zu zeigen. Da für alleS ∈ Y T

gilt {S} ∩ (Y T )max 6= ∅, istY T die einzige offene Menge die(Y T )max enthält. Damit
ist jede offene Überdeckung von(Y T )max (in Y T ) schon eine vonY T . �

1.3 Durchschnittssätze

Wir charakterisieren nun die bzgl.Y T
M strikt positiven Elemente bzw. die bzgl.(Y T

M)max

positiven Elemente für einenT -ModulM . Zuerst betrachten wir Moduln über erzeu-
genden Präprimstellen, dann schränken wir uns auf archimedische Moduln ein und
zuletzt nehmen wir zusätzlich an, daßT eine Präordnung ist. IstY ⊂ Y T unda ∈ A,
so schreiben wir kurza > 0 (bzw. a ≥ 0) auf Y , falls gilt a ∈ S+ (bzw. a ∈ S) für
alleS ∈ Y .

1.8 Satz SeiT eine erzeugende Präprimstelle undM ein T -Modul. Dann sind äquiva-
lent:

(i) a > 0 aufY T
M ,

(ii) t · a = 1 +m für ein t ∈ T undm ∈M ,

(iii) (1 + t)a = 1 +m für ein t ∈ T undm ∈M .

Außerdem gilt

a ≥ 0 auf (Y T
M)max ⇔ ∀ p ∈ T ∃ t ∈ T (1 + t)(1 + (1 + p)a) ∈M.
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Beweis:(i)⇒ (ii): Angenommen, es ista > 0 aufY T
M und(1+M)∩T ·a = ∅. Dann

istM ′ := M − a · T einT -Modul und mit Zorns Lemma finden wir einen maximalen
T -Modul S überM ′, der nach Proposition 1.2 und im Fall einer Präordnung zudem
Proposition 1.3 eine T-Semiordnung ist. Insbesondere folgtS ∈ Y T

M ′ ⊂ Y T
M und−a ∈

S, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.
(ii) ⇒ (i): Sei ta = 1 + m mit t ∈ T undm ∈ M , sowieS ∈ Y T

M . Ausa ∈ −S
folgt −ta ∈ S und damit der Widerspruch−1 = −(1 +m) +m = −ta+m ∈ S.

(ii) ⇒ (iii): Sei ta = 1 + m mit t ∈ T undm ∈ M . Wir wählent1, t2 ∈ T und
n ∈ N \ {0} mit na = t1 − t2 und folgern

(1 + ((n− 1) + t+ t2t))a = na+ (1 +m) + t2(1 +m)

= 1 + (t1 +m+ t2m)

∈ 1 +M,

also(1 + t′) · a ∈ 1 +M mit t′ := (n− 1) + t+ t2t ∈ T .
(iii)⇒ (ii): ist klar.
„⇒“: Sei a ≥ 0 auf (Y T

M)max. Für allep ∈ T undS ∈ Y T
M ist dann1 + (1 + p)a ∈

S+, und aus dem eben gezeigten folgt daher(1 + t)(1 + (1 + p)a) ∈M für ein t ∈ T .
„⇐“: Wir nehmen an, daßa die Bedingung auf der rechten Seite erfüllt. SeiS ∈

(Y T
M)max. Annahme:a 6∈ S. Dann ist−1 = s + pa für gewisses ∈ S und p ∈ T .

Wir wählen gemäß Voraussetzung eint ∈ T , so daß(1 + t)(1 + (1 + p)a) ∈ M und
erhalten

(1 + t)a = (1 + t)((1 + p)− p)a = (1 + t)((1 + (1 + p)a)− (1 + pa))

= (1 + t)(1 + (1 + p)a) + (1 + t)s

∈ M + S ⊂ S.

Nun ist, wegena 6∈ S,−ta ∈ S und somit folgt der Widersprucha ∈ S. �

Im Fall einer PräordnungT können aus dem letzten Satz auch entsprechende Be-
schreibungen der aufY T

M nichtnegativen oder verschwindenden Elemente gewonnen
werden. Wir schreiben kurza = 0 aufY T

M , falls für alleS ∈ Y T
M gilt a ∈ S0.

1.9 Satz SeiT eine Präordnung der Stufe2n undM einT -Modul. Dann sind die Aussa-
gen unter (1) bzw. (2) äquivalent:

(1): (i) a ≥ 0 aufY T
M ,

(ii) t · a = a2nk +m für ein t ∈ T , k ∈ N undm ∈M ,

(iii) (a2nk + t)a = a2nk +m für ein t ∈ T , k ∈ N undm ∈M .

(2): (i) a = 0 aufY T
M ,

(ii) −a2nk = m für eink ∈ N undm ∈M .
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Beweis:(1): Falls gilt−a2nk = m für ein k ∈ N undm ∈ M , so sind alle unter (1)
aufgeführten Punkte erfüllt: (1.i) Es ist−a2nk = m ∈ S und daher aucha2nk ∈ S0

für alle S ∈ Y T
M . S0 ist ein Primideal und somita ∈ S0, d.h.a = 0 auf Y T

M . (1.ii)
0 · a = a2nk +m. (1.iii) Es seient1, t2 ∈ T mit na = t1 − t2. Dann ist

(a2nk + (n− 1)a2nk)a = a2nk(na) + 0

= a2nk(t1 − t2) + (a2nk +m)

= a2nk + (a2nkt1 + t2m+m),

also mit t = (n − 1)a2nk ∈ T undm′ = a2nkt1 + t2m + m ∈ M die Identität
(a2nk + t)a = a2nk +m′ erfüllt.

Sei im folgenden also−a2nk 6∈M für allek ∈ N und daher insbesondere0 6∈ {ak |
k ∈ N} =: N . Wir betrachten den FraktionsringB := N−1A und setzen

T ′ :=
{ t

a2nk
| t ∈ T, k ∈ N

}
,

M ′ := T ′ ·M =
{ m

a2nk
| m ∈M, k ∈ N

}
.

T ′ ist eine Präordnung2n-ter Stufe vonB undM ′ ein T ′-Modul. Wir begnügen uns
damit,−1 6∈ M ′ zu zeigen, da die restlichen nachzuweisenden Eigenschaften direkt
aus den Definitionen ersichtlich sind. Sei−1 = m/a2nk für einm ∈ M undk ∈ N,
d.h. es gibt einr ∈ N mit −ara2nk = arm. Nach Multiplikation mita2n−r ergibt sich
−a2n(r+k) = a2nrm ∈M , was wir ausgeschlossen haben.

Des weiteren ist leicht nachzuprüfen, daß der kanonische Ringhomomorphismus
ι : A → B, ι(b) = b/1, durch die ZuordnungS ′ 7→ ι−1(S ′) eine AbbildungY T ′

M ′ →
{S ∈ Y T

M | a 6∈ S0} induziert (die sogar stetig ist, was wir hier aber nicht benötigen).
(i) ⇒ (ii), (iii): Mit a ≥ 0 auf Y T

M ist danna/1 = ι(a) > 0 auf Y T ′

M ′. Nach Satz
1.8 erhalten wir daher eine Identität(1

1
+

t

a2nr

)a
1

=
1

1
+

m

a2ns

für gewisset ∈ T ,m ∈M undr, s ∈ N, d.h. es gibt eine ∈ Nmit aea2ns(a2nr+t)a =
aea2nr(a2ns + m). Mit k = e + r + s, t′ := a2n(e+s)t ∈ T undm′ := a2n(e+r)m ∈ M
folgt daraus(a2nk + t′)a = a2nk +m′, also die Gültigkeit von (ii) und (iii).

(ii) ⇒ (i): Umgekehrt führtt · a = a2nk + m mit t ∈ T undm ∈ M zu einer
Gleichungt′ · (a/1) = 1 +m′ in B mit t′ ∈ T ′ undm′ ∈ M ′, und nach Satz 1.8 dann
zua/1 > 0 aufY T ′

M ′. Dies hata ∈ S für alleS ∈ Y T
M mit a 6∈ S0 zur Folge, d.h.a ≥ 0

aufY T
M .

(2): Die Implikation(ii) ⇒ (i) haben wir zu Beginn des Beweises schon gezeigt.
Sei alsoa = 0 auf Y T

M . Damit ist aucha2n = 0 auf Y T
M , insbesondere also−a2n ≥ 0

aufY T
M . Nach (1) ergibt sicht(−a2n) = (−a2n)2nk +m für gewisset ∈ T , k ∈ N und

m ∈M . Setzen wirk′ := 2nk undm′ := ta2nk +m ∈M , so gilt−a2nk′ = m′. �
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Wir kehren im nächsten Schritt nochmals zu PräprimstellenT zurück und betrach-
ten den Fall archimedischerT -Moduln. Die vorangegangen Sätze gleichen formal dem
für Anordnungen bekannten Positivstellensatz, Nichtnegativstellesatz und Nullstellen-
satz. Unter der Voraussetzung der Archimedizität vonM wird Satz 1.8 nun tatsächlich
zu einem Positivstellensatz, d.h. wir können alle vorkommendenT -Semiordnungen
durch Anordnungen ersetzen. Dies liegt im wesentlichen daran, daß in dieser Situati-
on die maximalenT -Semiordnungen überM mit den maximalen Anordnungen über
M übereinstimmen. Zentral ist dabei der folgende Satz, der in etwas anderer Form in
[Be2] (Satz 5) zu finden ist. Wir werden den Beweis fast wörtlich von dort überneh-
men.

1.10 SatzSeiT eine erzeugende Präprimstelle vonA undS eine archimedischeT -Semi-
ordnung. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismusϕ : A→ Rmitϕ(S) ⊂ R+.
Für diesen gilt:

(i) Kern(ϕ) = I(S) := {a ∈ A | ∀n ∈ N 1± na ∈ S},
(ii) ϕ−1(R+) = S ∪ I(S) = {a ∈ A | ∀n ∈ N 1 + na ∈ S}.

Beweis:Eindeutigkeit vonϕ: Seiϕ wie im Satz gefordert. Wir setzen füra ∈ A

Qa :=
{r
s
| (r, s) ∈ Z× N+ mit r − sa ∈ S

}
.

Aufgrund der Archimedizität vonS ist Qa 6= ∅. Mit r − sa ∈ S (r ∈ Z, s ∈ N \
{0}) folgt r − sϕ(a) ≥ 0 und somitϕ(a) ≤ inf Qa =: ψ(a). Wir zeigenϕ = ψ.
Angenommenϕ(a) < ψ(a). Wir wählen(u, v) ∈ Z × N mit ϕ(a) < u/v < ψ(a).
Dann kannu− va ∈ S nicht sein. WegenA = S ∪ −S ist somitva− u ∈ S und die
Anwendung vonϕ führt zum Widerspruchu/v ≤ ϕ(a).

Existenz vonϕ: Der Eindeutigkeitsbeweis legt die Definitionϕ(a) := inf Qa für
allea ∈ A nahe. Wir zeigen:

1.) Wohldefiniertheit: Zur Wohldefiniertheit vonϕ müssen wir noch zeigen, daßQa

nach unten beschränkt ist. Dazu wählen wirn ∈ N so, daß giltn + a ∈ S. Ist
r − sa ∈ S, so folgtr + sn = (r − sa) + s(n + a) ∈ Z ∩ S = N und daher
r/s ≥ −n.

2.) Additivität: Die Additivität vonϕ weisen wir nach, indem wir (α) ϕ(a + b) ≤
ϕ(a) + ϕ(b) und (β) ϕ(−a) = −ϕ(a) für alle a, b ∈ A zeigen. Zu (α): Mit
r − sa ∈ S undu− vb ∈ S (r, u ∈ Z, s, v ∈ N \ {0}) ist

(rv + us)− sv(a+ b) = v(r − sa) + s(u− vb) ∈ S,

alsoϕ(a + b) ≤ r/s + u/v und daherϕ(a + b) ≤ ϕ(a) + ϕ(b). Zu (β): Sei
r − sa ∈ S undu− v(−a) ∈ S (r, u ∈ Z, s, v ∈ N \ {0}). Es folgt

rv + su = v(r − sa) + s(u+ va) ∈ Z ∩ S = N,
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alsorv + su ≥ 0 und somit−r/s ≤ u/v. Dies liefert−ϕ(a) ≤ ϕ(−a). Ange-
nommen−ϕ(a) < ϕ(−a): Wir wählen(u, v) ∈ Z × N mit −ϕ(a) < u/v <
ϕ(−a). Aus u/v < ϕ(−a) folgt u + va 6∈ S, und aus−u/v < ϕ(a) folgt
−(u+ va) 6∈ S im Widerspruch zuA = S ∪ −S.

3.) ϕ(1) = 1: Es ist1 − 1 = 0 ∈ S und somitϕ(1) ≤ 1. Für r ∈ Z unds ∈ N ist
r − s ∈ S nur für r ≥ s möglich. Daher ist auch1 ≤ ϕ(1).

4.) ϕ(S) ⊂ R+: Ist a ∈ S und r − sa ∈ S (r ∈ Z, s ∈ N \ {0}), so folgt
r = (r − sa) + sa ∈ Z ∩ S = N, alsor/s ≥ 0.

5.) Multiplikativität: Seia ∈ A undt ∈ T . Mit r − sa ∈ S (r ∈ Z, s ∈ N \ {0}) ist
rt− sat ∈ S und nach dem schon Gezeigten gilt dann0 ≤ rϕ(t)− sϕ(at), also
ϕ(at) ≤ (r/s)ϕ(t). Wegen0 ≤ ϕ(t) ist damitϕ(at) ≤ ϕ(a)ϕ(t). Für−a folgt
analog (unter Verwendung vonϕ(−b) = −ϕ(b)) −ϕ(at) ≤ −ϕ(a)ϕ(t) und
somit insgesamtϕ(at) = ϕ(a)ϕ(t). Zu b ∈ A wählen wirt1, t2 ∈ T undn ∈ N
mit nb = t1 − t2 und erhalten aus dem eben Gezeigten und der Additivität von
ϕ: nϕ(ab) = ϕ(nab) = ϕ(t1b)−ϕ(t2b) = (ϕ(t1)−ϕ(t2))ϕ(b) = ϕ(na)ϕ(b) =
nϕ(a)ϕ(b), wasϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) impliziert.

Zu (i) und (ii): ϕ(a) > 0 kann nur füra ∈ S gelten, denn sonst wäre−a ∈ S und
damitϕ(a) ≤ 0. Mit a ∈ Kern(ϕ) folgt ϕ(1 ± na) = 1 für alle n ∈ N. Nach eben
Bemerktem hat dies1 ± na ∈ S, alsoa ∈ I(S), zur Folge. Sei1 ± na ∈ S für alle
n ∈ N. Dann ist1 ≥ n|ϕ(a)| für allen ∈ N und somitϕ(a) = 0.

Offensichtlich istϕ−1(R+) ⊂ S ∪ I(S) ⊂ {a ∈ A | ∀n ∈ N 1 + na ∈ S}. Ist
1 + na ∈ S und daher1 + nϕ(a) ≥ 0 für allen ∈ N, so folgtϕ(a) ≥ 0. �

Satz 1.10 liefert eine genaue Beschreibung der maximalenT -Semiordnungen, die
archimedisch sind:

1.11 Korollar SeiT eine erzeugende Präprimstelle. Dann sind die maximalen archimedi-
schenT -Semiordnungen genau die maximalen archimedischen Anordnungen inXT .
Diese entsprechen genau den Mengenϕ−1(R+) für ϕ ∈ Hom(A,R) mit ϕ(T ) ⊂ R+.
IstM ein archimedischerT -Modul, so gilt(Y T

M)max = Xmax
M 6= ∅.

Beweis:SeiS eine maximale archimedischeT -Semiordnung und dazuϕ wie in Satz
1.10.

ϕ−1(R+) ist eineT -Semiordnung, die überS liegt und sogar unter Multiplikation
abgeschlossen ist, d.h. es istϕ−1(R+) ∈ XT . Da S maximal ist folgtϕ−1(R+) =
S. S ist auch als Anordnung maximal, da jede Anordnung überS ebenfalls eineT -
Semiordnung ist.

Analog folgt, daß jede maximale archimedische Anordnung ausXT auch maximal
alsT -Semiordnung ist und von der Gestaltϕ−1(R+) ist.

Sei nunP = ϕ−1(R+) für ϕ ∈ Hom(A,R) mit ϕ(T ) ⊂ R+. Offensichtlich istP
eine archimedischeT -Semiordnung. Wir zeigen, daßP als solche maximal ist. Jede
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T -SemiordnungS mit P ⊂ S ist natürlich archimedisch. Seiψ dazu wie in Satz 1.10.
Dann ist auchψ(P ) ⊂ R+, und aufgrund der Eindeutigkeit vonϕ folgt daherϕ = ψ,
alsoP ⊂ S ⊂ ψ−1(R+) = P .

Die restliche Aussagen folgen aus dem schon gezeigten, da mitM auch jedeT -
Semiordnung bzw. Anordnung überM archimedisch ist. �

Für Körper liefert dies gerade die bekannte Tatsache, daß jede archimedische Se-
miordnung2n-ter Stufe vonK eine Anordnung ist (siehe z.B. [Be1] und [Pr2]).

Als weitere Konsequenz erhalten wir zusammen mit Satz 1.8 den folgenden Posi-
tivstellensatz:

1.12 SatzSeiT eine erzeugende Präprimstelle undM ein archimedischerT -Modul von
A. Dann sind äquivalent:

(i) a > 0 aufXM ,

(ii) t · a = 1 +m für ein t ∈ T undm ∈M ,

(iii) (1 + t)a = 1 +m für ein t ∈ T undm ∈M .

Außerdem gilt

a ≥ 0 aufXmax
M ⇔ ∀n ∈ N ∃ t ∈ T (1 + t)(1 + na) ∈M.

Beweis:Es ista > 0 aufXM (bzw.Y T
M ) genau dann, wenn gilta > 0 aufXmax

M (bzw.
(Y T

M)max). Zusammen mit Korollar 1.11 ergibt sich daher⋂
P∈XM

P+ =
⋂

P∈Xmax
M

P+ =
⋂

S∈(Y TM )max

S+ =
⋂
S∈Y TM

S+,

und die erste Behauptung folgt direkt aus Satz 1.8.
„⇒“: ergibt sich ebenfalls unmittelbar aus Satz 1.8.
„⇐“: Für a gelte die Bedingung auf der rechten Seite. SeiP ∈ Xmax

M = (Y T
M)max.

Im Fall a 6∈ P ist−1 = s+pa für eins ∈ P undp ∈ T . DaM archimedisch ist finden
wir ein n ∈ N, so daßn − p ∈ 1 + M ⊂ P+, und nach Voraussetzung eint ∈ T mit
(1 + t)(1 + na) ∈M . Wir erhalten(1 + t)(n− p)a = (1 + t)((1 + na)− (1 + pa)) =
(1+t)(1+na)+(1+t)s ∈ P und somit den Widersprucha ∈ P , daP ein Anordnung
ist und(1 + t)(n− p) ∈ P+. �

Um dieses Ergebnis im Fall einer PräordnungT weiter zu verbessern, stellen wir
vorneweg noch ein Hilfsmittel bereit:

1.13 Proposition SeienT0 eine archimedische Präprimstelle vonB undT eine Präprim-
stelle vonA = B[a1, . . . , aν ] mit T0 ⊂ T . Dann sind äquivalent:

(i) T ist archimedisch,

(ii) es existiert einn ∈ N mit n± a1, . . . , n± aν ∈ T .
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Beweis:Die Implikation(i)⇒ (ii) ist klar. Sei alson ∈ Nmit n±a1, . . . , n±aν ∈ T .
Wir zeigen induktiv über den (totalen) Grad vonf ∈ B[X1, . . . , Xν ], daß einm ∈ N
mit m− f(a1, . . . , aν) ∈ T existiert. Der Induktionsanfang, d.h.deg(f) = 0, ist durch
die Archimedizität vonT0 gegeben. Im weiteren genügt es natürlich, nur die Monome
f = bXe1

1 · · ·Xeν
ν zu betrachten, und wegenB = T0 − T0 können wir zudemb ∈ ±T

annehmen. Sei|e| :=
∑ν

1 ei = d > 0 und ohne Einschränkunge1 > 0. Wir schreiben
je nach dem Vorzeichen vonb bzgl.T

±b(n∓ a1)(n+ a1)e1−1

ν∏
i=2

(n+ ai)
ei =

∑
0≤|v|<|e|

bva
v1
1 · · · avνν − f(a1, . . . , aν)

mit gewissenbv ∈ B. Nach Induktionsvoraussetzung finden wir eink ∈ N, so daß gilt
k −

∑
v bva

v1
1 · · · avνν ∈ T und erhalten

k − f(a) = (k −
∑
v

bva
v1
1 · · · avνν )± b(n∓ a1)(n+ a1)e1−1

ν∏
i=2

(n+ ai)
ei ∈ T.

�

1.14 SatzSeiT eine Präordnung undM ein archimedischerT -Modul. Dann sind äquiva-
lent:

(i) a > 0 aufXM ,

(ii) k · a = 1 +m für eink ∈ N undm ∈M .

Zudem gilt

a ≥ 0 aufXmax
M ⇔ a ∈ Arch(M).

Beweis:Wegen
∑
A2n ⊂ T für ein n ∈ N ist M auch ein archimedischer

∑
A2n-

Modul, und es genügt daher, die Aussage für
∑
A2n-Moduln zu zeigen, da uns nur die

Anordnungen überM interessieren.
(i)⇒ (ii): Seia > 0 aufXM . Es bezeichne

Qa :=
{r
s
| r ∈ Z, s ∈ N+ undsa+ r ∈M

}
,

Ma := M ∩ {sa+ r | r ∈ Z, s ∈ N+},
Stab(Ma) := {b ∈ A | b ·Ma ⊂M}.

Zu zeigen ist nun− 1
k
∈ Qa für ein k ∈ N, da sich daraus mit einemd ∈ N+ dann

(dk)a− d ∈M ergibt, und somit(dk)a = 1 + (d− 1) +m ∈ 1 +M für einm ∈M
folgt.

Angenommen, es existiert einσ ∈
∑
A2n mit

σa ∈ 1 +M und (k − σ) ∈ Stab(Ma)
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für eink ∈ N, so können wir wie folgt argumentieren: Fürr/s ∈ Qa mit sa + r ∈ M
ist

(∗) (sk)a+ (rk − s) = (k − σ)(sa+ r) + s(σa− 1) + rσ ∈M.

Im Fall 1/k ≤ r/s folgt daher

r

s
− 1

k
=
rk − s
sk

∈ Qa.

Wählen wir nunl ∈ N mit a + l ∈ M und wenden, beginnend mits = 1 undr = l,
das eben Gezeigtekl-oft an, so folgt

0 = l − kl · 1

k
∈ Qa.

Eine weitere Widerholung liefert dann− 1
k
∈ Qa.

Es ist also noch ein geeignetesσ zu finden. Nach Satz 1.12 existiert einτ ∈
∑
A2n

mit (1 + τ)a ∈ 1 +M . Sei etwaτ =
∑ν

1 a
2n
i . Wir betrachten nun den Ring

B = Z[a, a1, . . . , aν ].

MB := M∩B ist ein archimedischer
∑
B2n-Modul. Wegenτ ∈

∑
B2n und aufgrund

von (1 + τ)a ∈ 1 +MB ist nach Satz 1.12 angewandt auf den RingB, a ∈ P+ für alle
AnordnungenP vonB überMB. Es seil ∈ N so, daß gilt

l ± a, l ± a1, . . . , l ± aν ∈ 1 +MB.

Setzen wir füre ∈ N2ν+2 mit |ei| < 2n

ge :=
( ν∏
i=1

(l + ai)
ei(l − ai)eν+i

)
(l + a)e2ν+1(l − a)e2ν+2 ,

so folgt auchge, gea ∈ P+ für alle AnordnungenP vonB überMB. Wieder nach Satz
1.12 gibt es dannσe1, σe2 ∈

∑
B2n mit (1 + σe1)ge, (1 + σe2)gea ∈ MB. Setzen wir

nun

σ := (1 + τ) ·
∏
e

(1 + σe1)
∏
e

(1 + σe2) ∈
∑

B2n,

so ist offensichtlich die erste Bedingungσa ∈ 1 + M erfüllt. Weiter sindσge, σgea ∈
M und damit

σge ·Ma ⊂ N · σgea+ N · σge ⊂M,

d.h.σge ∈ Stab(Ma). Sei nunT die Präprimstelle, die vonl±a, l±a1, . . . , l±aν und∑
B2n in B erzeugt wird, d.h. die Elemente der Formτ0 +

∑
e τege mit τe ∈

∑
B2n.

Da Stab(Ma) ein
∑
A2n-Modul ist, folgt dann

σ · T ⊂ Stab(Ma).
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Nach Proposition 1.13 istT archimedisch inB. Sei etwar ∈ N mit r − σ ∈ T . Wir
erhalten

r2n−1(r − σ) = (r − σ + σ)2n−1(r − σ)

=
( 2n−1∑

i=0

(
2n−1
i

)
σi(r − σ)2n−1−i

)
(r − σ)

= (r − σ)2n + σ ·
2n−1∑
i=1

(
2n−1
i

)
σi−1(r − σ)2n−i

∈
∑

A2n + σ · T ⊂ Stab(Ma).

Mit k := r2n folgt k − σ = r2n−1(r − σ) + (r2n−1 − 1)σ ∈ Stab(Ma), und damit ist
auch die zweite Bedingung anσ erfüllt.

Die Implikation(ii)⇒ (i) ist klar.
„⇒“: Mit a ≥ 0 aufXmax

M ist für n ∈ N dann1 + na > 0 aufXM . Also folgt aus
dem eben gezeigtenk(1 + na) ∈M für eink ∈ N.

„⇐“: Sei a ∈ Arch(M) undP ∈ Xmax
M = (Y T

M)max. Im Falla 6∈ P ist−1 = s+ta
für gewissess ∈ P und t ∈ T . Sei nunn ∈ N so, daß giltn − t ∈ 1 + M ⊂ P+.
Nach Voraussetzung gibt esk ∈ N \ {0} mit k(1 + na) ∈ M . Es folgtk(n − t)a =
k((1 + na)− (1 + ta)) = k(1 + na) + ks ∈ P und somit der Widersprucha ∈ P , da
P eine Anordnung ist undk(n− t) ∈ P+. �

Der eben gezeigte Satz entspricht Lemma 2 und Satz 3 in [Be-Schw]. Es ist die
einzige Stelle, in der dort tatsächlich die Archimedizität der Präprimstelle eingeht. Die
entsprechende Stelle im Beweis von Lemma 1.14 ist mit(∗) gekennzeichnet: Um zu
zeigen, daß(k − σ)(sa + r) in M liegt, müssen wir unter unseren Voraussetzungen
einige Umwege in Kauf nehmen.

1.4 Der Darstellungssatz

1.15 Satz (Darstellungssatz)SeiT eine Präordnung undM ein archimedischerT -Modul.
Dann istX(M) ein nichtleerer kompakter Hausdorff-Raum, und es gilt:

(i) Φ−1
M (C+(X(M),R)) = Arch(M),

(ii) Kern(ΦM) = {a ∈ A | ∀n ∈ N ∃ k ∈ N+ : k(1± na) ∈M},
(iii) Q · ΦM(A) liegt dicht inC(X(M),R).

Beweis:Nach Korollar 1.11 ist die Abbildung

X(M) → Xmax
M ,

ϕ 7→ ϕ−1(R+),
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eine Bijektion, insbesondere alsoX(M) 6= ∅. Die Punkte (i) und (ii) folgen dann
unmittelbar aus Satz 1.10 und der zweiten Äquivalenz in Satz 1.14. Sind die topologi-
schen Aussagen gezeigt, so ist (iii) eine Konsequenz des Satzes von Stone-Weierstrass.

Zur Kompaktheit und Hausdorff-Eigenschaft betrachten wir wie üblich die Einbet-
tung

ι : X(M) →
∏
a∈A

[−na, na],

ϕ 7→ (â(ϕ))a∈A = (ϕ(a))a∈A,

wobei na ∈ N unter der Verwendung der Archimedizität vonM so gewählt wird,
daß gilt na ± a ∈ M . Dann istna ± ϕ(a) = ϕ(na ± a) ∈ ϕ(M) ⊂ R+, also
−na ≤ ϕ(a) ≤ na, falls ϕ ∈ X(M). Die Menge rechter Hand versehen wir mit
der Produkttopologie, erhalten also nach dem Satz von Tychonoff einen kompakten
Raum, der zudem hausdorffsch ist. Da die Produkttopologie gerade die schwache To-
pologie bzgl. den Projektionen auf die Faktoren ist, erweist sichι als topologische
Einbettung. Es reicht daher aus, die Abgeschlossenheit vonι(X(M)) im Bildbereich
zu zeigen. Wir bezeichnen mitπa die (stetige) Projektion auf dena-ten Faktor und
schreiben damitι(X(M)) als Durchschnitt abgeschlossener Mengen:

ι(X(M)) =
⋂
a,b∈A

(πa + πb − πa+b)
−1(0) ∩

⋂
a,b∈A

(πa · πb − πab)−1(0)

∩ π−1
0 (0) ∩ π−1

1 (1) ∩
⋂
a∈M

π−1
a ([0,∞)).

�

Wir halten noch fest, daß im Fall einerQ-AlgebraA undQ+ ⊂ T , Arch(M) die
folgende Gestalt hat:

Arch(M) =
{
a ∈ A | ∀n ∈ N \ {0} 1

n
+ a ∈M

}
.

d.h.M wird um die bzgl.<M negativen, aber infinitesimal kleinen Elemente ergänzt.
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Kapitel 2

Semiordnungen von Körpern

Um die Ergebnisse des ersten Kapitels im geometrischen Kontext verwerten zu kön-
nen, benötigen wir einige Hilfsmittel, die wir in diesem Kapitel bereitstellen, das da-
durch ein wenig den Charakter eines Sammelsuriums bekommt. Wir werden etwas
ausholen und Semiordnungen von Körpern studieren. Wie schon bei angeordneten
Körpern erweisen sich dabei die reellen Bewertungen als unverzichtbares Instrument.
So ist es etwa möglich, Semiordnungen aus den Semiordnungen des Restklassen-
körpers zu einer reellen Bewertung zu gewinnen, was z.B. im Fall von Funktionen-
Körpern induktive Konstruktionen über den Transzendenzgrad ermöglicht. Die grund-
legenden Zusammenhänge sind im ersten Abschnitt zu finden. Wir verallgemeinern
dabei im wesentlichen Ergebnisse über quadratische Semiordnungen (siehe [Pr3], §7
und §8) aufT -Semiordnungen über allgemeinen PräordnungenT . Im zweiten Ab-
schnitt gehen wir auf den reellen Holomorphiering eines Körpers ein und im dritten
Abschnitt formulieren wir dann ein Lokal-Global-Prinzip fürT -Isotropie von Formen
über einem Körper, das wir [Be-Ro] entnehmen.

2.1 Semiordnungen und Bewertungen

SeiK ein Körper undv : K̇ → Γ eineBewertungvon K ( K̇ = K \ {0}) (d.h.
ein Gruppenhomomorphismus der multiplikativen Gruppe vonK in die angeordnete
abelsche GruppeΓ, mit der Eigenschaftv(a+ b) ≥ min{v(a), v(b)} für allea, b ∈ K̇
mit a+ b 6= 0). Wir bezeichnen mitOv := {a ∈ K̇ | v(a) ≥ 0}∪{0} den zugehörigen
Bewertungsring, mitMv := {a ∈ K | v(a) > 0} ∪ {0} sein maximales Ideal und mit
Kv := Ov/Mv den entsprechenden Restklassenkörper.

Eine SemiordnungS von K heißeverträglich mit v (bzw. v verträglich mitS),
falls für allea, b ∈ K gilt

0 <S a ≤S b ⇒ v(a) ≥ v(b),

undschwach verträglichmit v, falls gilt 1 + Mv ⊂ S.
Wir sammeln einige Eigenschaften:
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2.1 Proposition SeiT eine Präordnung der Stufe2m, S eineT -Semiordnung vonK und
v : K̇ → Γ eine nichttriviale Bewertung. Es gilt

(i) Ist S verträglich mitv, so istS auch schwach verträglich mitv.

(ii) S ist genau dann schwach verträglich mitv, wennT := (T ∩ Ov)/Mv ei-
ne Präordnung der Stufe2m vonKv ist undS := (S ∩ Ov)/Mv eineT -
Semiordnung vonKv.

(iii) Ist S verträglich mitv, so istS nicht archimedisch oderv trivial (d.h. Γ =
{0}).

(iv) Eine AnordnungP vonK ist genau dann verträglich mitv, wenn sie schwach
verträglich mitv ist.

Beweis:(i): SeiS verträglich mitv unda ∈Mv. Mit 1+a 6∈ S, also−a−1 ∈ S, wäre
0 <S 1 ≤S −a. Aus der Verträglichkeit unda ∈ Mv würde somit der Widerspruch
0 < v(−a) ≤ v(1) = 0 folgen.

(ii) : SeiS schwach verträglich mitv. Offensichtlich istT abgeschlossen unter Ad-
dition und Multiplikation und enthältK2m

v . Ebenso istS unter Addition und unter
Multiplikation mit Elementen ausT abgeschlossen. WegenT ⊂ S genügt es somit
zu zeigen, daß−1 nicht in S liegt. Angenommen, dies wäre der Fall, d.h. es wäre
−1 = s + a für gewisses ∈ S unda ∈Mv. Dann ist1 + a = −s ∈ (1 + Mv) ∩ −S
im Widerspruch zur schwachen Verträglichkeit vonS mit v.

Ist umgekehrtS eineT -Semiordnung, so gilt1 + Mv ∈ S und damit natürlich
1 + Mv ⊂ S.

(iii) : Nach (i) und (ii) istS eine Semiordnung vonKv und daherKv von Charakte-
ristik 0 (denn sonst wäre−1 = p− 1 ∈ S mit p = Char(Kv)). Insbesondere ist dann
v(n) = 0 für allen ∈ N \ {0}. Seia ∈ K mit v(a) < 0 und0 <S a. Wärea <S n für
einn ∈ N, so würde aus der Verträglichkeit vonS mit v folgen:0 = v(n) ≤ v(a) < 0.

(iv): Sei1 + Mv ⊂ P unda, b ∈ K mit 0 <P a <P b. Dann ist1 <P b/a, also
1− (b/a) 6∈ P , und die Voraussetzung impliziert−b/a 6∈Mv. Es folgtv(b)− v(a) =
v(b/a) = v(−b/a) < 0, d.h.v(b) < v(a). �

Wir bezeichnen mitX = X(K) die Menge aller Anordnungen vonK und zu einer
PräordnungT vonK mit Y T = Y T (K) die Menge allerT -Semiordnungen vonK.
Weiter setzen wir

Xv := {P ∈ X | P verträglich mitv},
Y T
v := {S ∈ Y T | S verträglich mitv}.

Es sei an dieser Stelle vermerkt, daß für eine Präordnung eines KörpersK die
MengeṪ eine multiplikative Untergruppe voṅK bildet: t−1 = (t−1)2mt2m+1. Zu einer
Bewertungv : K̇ → Γ ist v(Ṫ ) also eine Untergruppe vonΓ.

Mittels dem folgenden Verfahren, das im wesentlich schon auf Krull zurückgeht,
lassen sich alle mitv verträglichenT -Semiordnungen aus denT -Semiordnungen des
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Restklassenkörpers aufbauen: SeiT eine Präordnung vonK für dieT eine Präordnung
vonKv ist, und sei(ai | i ∈ I) ein T -Repräsentantensystem zuv, d.h. (v(ai) | i ∈
I) ein Repräsentantensystem vonΓ := Γ/v(Ṫ ) =: I. Dabei seia0 = 1, also als
Repräsentant vonv(Ṫ ) die 1 gewählt. Zu einer Abbildungη : I → Y T und einer
„Vorzeichenverteilung“σ : I → {±1} mit σ(0) = 1 setzen wir

S(η, σ) :=
⋃
i∈I

TaiSi(η, σ)

mit Si(η, σ) := {u ∈ O×v | σ(i)u+ Mv ∈ η(i)}.

2.2 Satz Seiv : K̇ → Γ eine Bewertung,T eine Präordnung vonK und(ai | i ∈ I) ein
T -Repräsentantensystem zuv. Dann gilt:

(i) Jede mitv verträglicheT -SemiordnungS vonK induziert zwei Abbildungen

ηS : I → Y T und σS : I → {±1},

definiert durchσS(i) · ai ∈ S für alle i ∈ I und

u+ Mv ∈ ηS(i) :⇔ σS(i)ai · u ∈ S

für alle u ∈ O×v . Insbesondere istσS(0) = 1.

(ii) Sei T eine Präordnung vonKv. Für je zwei Abbildungenη : I → Y T und
σ : I → {±1} mit σ(0) = 1 ist S(η, σ) eine mitv verträglicheT -Semi-
ordnung.

(iii) Die in (i) und (ii) beschriebenen Konstruktionen vermitteln zueinander inver-
se Bijektionen

{η : I → Y T} × {σ : I → {±1} | σ(0) = 1} ≈←→ Y T
v ,

d.h.(ηS(η,σ), σS(η,σ)) = (η, σ) undS(ηS, σS) = S.

Beweis:(i): SeiS eine mitv verträglicheT -Semiordnung. Zu zeigen ist im wesent-
lichen die Wohldefiniertheit vonηS, der Rest ergibt sich dann offensichtlich aus den
Definitionen. Seienu1, u2 ∈ O×v mit u1 ≡ u2 modMv, etwau2 +a = u1 mit a ∈Mv.
Ist nun σS(i)aiu1 ∈ S, so folgt wegenv(σS(i)aiu1) = v(ai) < v(ai) + v(a) =
v(σS(i)aia) und aus der Verträglichkeit vonS mit v, daß giltσS(i)aiu1 ≤S 0, was
nach Voraussetzung nicht sein kann, oderσS(i)aia ≤S σS(i)aiu1, alsoσS(i)aiu2 =
σS(i)ai(u1 − a) ∈ S.

(ii) : SeiS := S(η, σ). Aus der Definition vonS(η, σ) ergibt sich unmittelbar1 ∈ S
und T · S ⊂ S. Wir halten fest, daß im Fallt1aiu1 = t2aju2 mit t1, t2 ∈ Ṫ und
u1, u2 ∈ O×v wegenv(t1) + v(ai) = v(t1aiu1) = v(t2aju2) = v(t2) + v(aj) folgt
v(ai) ≡ v(aj) mod v(Ṫ ), also i = j, und damit auchv(t1) = v(t2), d.h. t1/t2 ∈
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T ∩O×v . Jedes Element vonK kann also höchstens in einer MengeSi(η, σ) liegen und
die Darstellung ist bis auf Faktoren ausT ∩ O×v eindeutig bestimmt.

S ∩ −S = {0}: Sei t1aiu1 = −t2aju2 mit t1, t2 ∈ Ṫ , u1 ∈ Si(η, σ) undu2 ∈
Sj(η, σ). Wie festgestellt, ist danni = j undt1/t2 ∈ T ∩O×v , also(t1/t2) + Mv ∈ T ,
woraus sich der Widerspruch−σ(i)u2 + Mv = (t1/t2)σ(i)u1 + Mv ∈ T · η(i) ⊂ η(i)
ergibt.

S ∪ −S = K: Seia ∈ K, etwav(a) ≡ v(ai) modv(Ṫ ), d.h. es gibt eint ∈ Ṫ mit
v(a) = v(ai) + v(t) = v(ait). Dann istu := a(tai)

−1 ∈ O×v unda = taiu. Je nach
Vorzeichen vonσ(i)u+ Mv bezüglichη(i) erhalten wira ∈ S oder−a ∈ S.

S + S ⊂ S: Seiena, b ∈ S, etwaa = t1aiu1, b = t2aju2 mit t1, t2 ∈ Ṫ , u1 ∈
Si(η, σ) undu2 ∈ Sj(η, σ). Wir unterscheiden:

• v(a) = v(b): Dann istv(ai) ≡ v(aj) mod v(Ṫ ), daheri = j und somitv(t1) =
v(t2), alsot2/t1 ∈ T ∩ O×v . Es folgtσ(i)(u1 + (t2/t1)u2) + Mv ∈ η(i) \ {0}
und damit insbesondereu := u1 + (t2/t1)u2 ∈ Si(η, σ). Wir erhalten

a+ b = t1aiu1 + t2aju2 = t1ai

(
u1 + u2

t2
t1

)
= t1aiu ∈ S.

• v(a) < v(b): Dann istv(a ± b) = v(a) undv(±b(t1ai)−1) = v(b) − v(a) > 0,
also mitu := u1 ± b(t1ai)−1 dannu+ Mv = u1 + Mv und daheru ∈ Si(η, σ).
Somit folgt

a± b = t1aiu1 ± b = t1ai

(
u1 ±

b

t1ai

)
= t1aiu ∈ S.

Analog folgt natürlichb ± a ∈ S im Fall v(b) < v(a). Wir haben so, neben der
Abgeschlossenheit vonS unter Addition, gleich die Verträglichkeit vonS mit v mit-
gezeigt.

(iii) : Sei S ∈ Y T
v . Aus der Definition vonηS, σS und Si(η, σ) ergeben sich für

u ∈ O×v die folgenden Äquivalenzen:

u ∈ Si(ηS, σS) ⇔ σS(i)u+ Mv ∈ ηS(i) ⇔ aiu = σS(i)ai · (σS(i)u) ∈ S.

Es folgt aiSi(ηS, σS) ⊂ S und damitS(ηS, σS) ⊂ S, was schon die Gleichheit der
beidenT -Semiordnungen zur Folge hat.

Seien nunη undσ gegeben. Wir haben für allei ∈ I

σS(η,σ)(i)ai ∈ S(η, σ) ⇒ σS(η,σ)(i) ∈ Si(η, σ)

⇒ σ(i)σS(η,σ)(i) + Mv ∈ η(i)

⇒ σ(i)σS(η,σ)(i) = 1,

und somitσS(η,σ)(i) = σ(i). Damit folgt füru ∈ O×v

u+ Mv ∈ ηS(η,σ)(i) ⇔ σ(i)aiu ∈ S(η, σ) ⇔ u+ Mv = σ(i)2u+ Mv ∈ η(i),
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also auchηS(η,σ) = η. �

In den für uns relevanten Fällen können wir ein etwas eleganteres Verfahren zum
Liften von Semiordnungen einsetzen, das zudem zum entsprechenden Vorgehen bei
Anordnungen kompatibel ist. Dazu benötigen wir eine weniger willkürliche Verbin-
dung vonΓ undK̇, als durch einT -Repräsentanten-System gegeben ist: Zu einer Prä-
ordnungT vonK und einer Bewertungv : K̇ → Γ, bezeichnen wir mitT -Schnittzu
v eine Abbildungs : Γ→ K mit

v ◦ s = idΓ, s(0) = 1, s(v(Ṫ )) ⊂ Ṫ ,

und

s(γ1 + γ2) ≡ s(γ1) · s(γ2) mod Ṫ

für alleγ1, γ2 ∈ Γ.
Die Eigenschaftv◦s = idΓ einesT -Schnittes hat die folgenden Konsequenzen: Für

a ∈ K̇ ist v(as(v(a))−1) = v(a)− v(s(v(a))) = v(a)− v(a) = 0, alsoas(v(a))−1 ∈
O×v . Und aus einem Repräsentantensystem(γi | i ∈ I) vonΓ/v(Ṫ ) erhalten wir durch
Anwenden vons einT -Repräsentantensystem(s(γi) | i ∈ I).

Das folgende Lemma zeigt nun, daß sich die oben beschriebene Konstruktion von
mit v verträglichen Semiordnungen aus den Semiordnungen des Restklassenkörpers
entlang eines solchenT -Schnittes durchführen läßt.

2.3 Lemma SeiT eine Präordnung vonK, v : K̇ → Γ eine Bewertung unds : Γ → K
einT -Schnitt zuv. Zu einem Repräsentantensystem(γi | i ∈ I) vonΓ/v(Ṫ ) setzen wir
ai := s(γi). Wir schreiben im folgenden kurzγ für γ + v(Ṫ ).

(i) Ist T eine Präordnung vonKv, so gilt bzgl. desT -Repräsentanten-Systems
(ai | i ∈ I) für je zwei Abbildungenη : I → Y T undσ : I → {±1} mit
σ(0) = 1

a ∈ S(η, σ) :⇔ σ(v(a)) · a

s(v(a))
+ Mv ∈ η(v(a)).

(ii) Unter den Voraussetzungen in(i) gilt weiter, daßS(η, σ) genau dann eine An-
ordnung vonK ist, wennη : I → X(Kv)∩Y T konstant undσ ein Charakter
vonΓ ist.

Beweis: (i): „⇒“: Sei a ∈ S(η, σ), etwaa = taiu mit t ∈ T undu ∈ O×v , so daß
σ(i)u + Mv ∈ η(i). Dann istv(a) = v(t) + v(ai), alsos(v(a)) ≡ s(v(t))s(v(ai)) =
s(v(t))ai mod Ṫ und wegens(v(t)) ∈ T dahers(v(a)) ≡ ai mod Ṫ . Sei etwa
s(v(a)) = t′ai mit t′ ∈ Ṫ . Ausv(t′) + v(ai) = v(s(v(a))) = v(a) = v(t) + v(ai) folgt
t/t′ ∈ T ∩ O×v , und unter Beachtung vonv(a) = i ergibt sich somit

σ(v(a)) · a

s(v(a))
+ Mv = σ(i)

( t
t′

)
u+ Mv ∈ η(i) = η(v(a)),
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„⇐“: Sei σ(v(a))as(v(a))−1 + Mv ∈ η(v(a)). Mit i = v(a) folgt dannv(a) ≡
v(ai) modv(Ṫ ), alsos(v(a)) = tai für ein t ∈ Ṫ . Setzen wiru := as(v(a))−1 ∈ O×v ,
so ista = taiu undσ(i)u+ Mv ∈ η(i), d.h.u ∈ Si(η, σ). Es folgt somita ∈ S(η, σ).

(ii) : Seiη(I) = {P} ⊂ X(Kv)∩Y T undσ ein Charakter vonΓ. Füra, b ∈ S(η, σ)
gilt nach (i) dannσ(v(a))as(v(a))−1 + Mv ∈ P undσ(v(b))bs(v(b))−1 + Mv ∈ P .
Es ists(v(a))s(v(b)) = s(v(ab))t für ein t ∈ T ∩O×v , und daσ ein Charakter ist folgt

σ(v(a))σ(v(b)) = σ(v(a) + v(b)) = σ(v(ab)).

Wegent+ Mv ∈ P und daP eine Anordnung ist, erhalten wir

σ(v(ab)) · ab

s(v(ab))
+ Mv = (t+ Mv)

(
σ(v(a))σ(v(b)) · ab

s(v(a))s(v(b))
+ Mv

)
= (t+ Mv)

(
σ(v(a)) · a

s(v(a))
+ Mv

)(
σ(v(b)) · b

s(v(b))
+ Mv

)
∈ P,

also nach (i)a · b ∈ S(η, σ).
Sei nunS(η, σ) ∈ Xv. Beachtet man die Definition vonσ = σS(η,σ) und die Äqui-

valenz in (i), so ergibt sich fürγ1, γ2 ∈ Γ

σ(γ1 + γ2) = 1 ⇔ s(γ1 + γ2) ∈ S(η, σ)

⇔ s(γ1) · s(γ2) ∈ S(η, σ)

⇔ s(γ1), s(γ2) ∈ S(η, σ) oder s(γ1), s(γ2) 6∈ S(η, σ)

⇔ σ(γ1) · σ(γ2) = 1.

Damit erweist sichσ als Charakter. Wegenη = ηS(η,σ) ist für γ ∈ Γ undu ∈ O×v

u+ Mv ∈ η(γ) ⇔ σ(γ)s(γ) · u ∈ S(η, σ)

also insbesondere

u+ Mv ∈ η(0) ⇔ u ∈ S(η, σ). (∗)

Da für alleγ ∈ Γ gilt σ(γ)s(γ) ∈ S(η, σ) undS(η, σ) eine Anordnung ist, ist die rech-
te Seite der Äquivalenz unabhängig vonγ und somitη konstant. Aus(∗) folgt zudem,
daßη(0) eine Anordnung ist. �

Bevor wir ein Kriterium angeben, das die Existenz einesT -Schnittes garantiert,
illustrieren wir das Liften von Semiordnungen anhand eines Beispiels, das zudem in
Bezug auf die Fragestellung des nächsten Kapitels ein Negativ-Resultat darstellt.

2.4 Beispiel Wir betrachten die folgende Bewertung aufR(X, Y ):

v : R(X, Y )× −→ Γ := Z⊕lex Z

f/g 7−→ (m− n, degy(gm)− degy(fn)),
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für f =
∑n

0 fi(Y )X i,
∑m

0 gj(Y )Xj ∈ R[X, Y ] mit fi, gj ∈ R[Y ] undfn 6= 0 6= gm.
Es ist alsov(X) = −(1, 0) undv(Y ) = −(0, 1). Wir definieren einen Schnitts durch
s(n,m) := X−nY −m. WegenR(X,Y )v = R, gibt es fürη keine Wahl, und es ist nur
noch die Vorzeichenverteilungσ zu spezifizieren. Es istΓ/2Γ = Z/2Z ⊕ Z/2Z. Wir
setzen

σ((1, 0)) := σ((0, 1)) := 1 und σ((1, 1)) := −1.

Betrachtet man die Polynomeg1 := 1 − XY , g2 := X − 1/2, g3 := Y − 1/2,
g4 := n− (X2 + Y 2) für einn ∈ N, so ergibt sich

σ(v(g1)) · g1

s(v(g1))
+ Mv = (−1) ·

( 1

XY
− 1
)

+ Mv = 1 + Mv,

σ(v(g2)) · g2

s(v(g2))
+ Mv = 1 ·

(
1− 1

2X

)
+ Mv = 1 + Mv,

σ(v(g3)) · g3

s(v(g3))
+ Mv = 1 ·

(
1− 1

2Y

)
+ Mv = 1 + Mv,

σ(v(g4)) · g4

s(v(g4))
+ Mv = 1 ·

(n− Y 2

X2
− 1
)

+ Mv = −1 + Mv.

Gemäß der Vorschrift im vorherigen Lemma ist dannS = S(η, σ) eine quadratische
Semiordnung vonR(X,Y ) mit g1, g2, g3 ∈ S undn− (X2 + Y 2) 6∈ S für allen ∈ N.
Damit ist der

∑
R[X,Y ]2-Modul∑

R[X, Y ]2 + g1

∑
R[X,Y ]2 + g2

∑
R[X,Y ]2 + g3

∑
R[X,Y ]2

nicht archimedisch, während eine leichte Rechnung zeigt, daß die basisabgeschlossene
Menge{a ∈ R2 | gi(a) ≥ 0, i = 1, 2, 3} kompakt ist. �

Leider sind wir nicht in der Lage, ohne zusätzliche Voraussetzungen die Existenz
einesT -Schnittes zu zeigen. Das folgende Lemma garantiert jedoch, daß in den von
uns betrachteten Fällen immer ein solcher vorliegt.

2.5 Lemma SeiT eine Präordnung der Stufe2m vonK undv : K̇ → Γ eine Bewertung.
Ist v(Ṫ ) = 2mΓ, so existiert einT -Schnitt zuv.

Beweis:Wir orientieren uns an den Beweisen zu Lemma 2.3 in [Be1] und Proposition
7.4 in [Pr2]. Zuerst zeigen wir, daß es zu dem vonv induzierten Gruppenhomomor-
phismusv : K̇/K̇2m → Γ/v(Ṫ ) = Γ/2mΓ ein Rechtsinversess gibt und hebens
dann geeignet hoch.

Für eine abelsche GruppeG undm ∈ N mit Primfaktorzerlegungn =
∏
peii

induziert die Diagonalabbildung einen natürlichen Isomorphismus

G/nG −→ G/pe11 G× · · · ×G/perr G,
g + nG 7−→ (g + pe11 G, . . . , g + perr G).
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Angewandt aufK̇/K̇2m undΓ/2mΓ ergibt sich das nebenstehende kommutative Dia-

K̇/K̇2m v−→→ Γ/2mΓ

? ?

∼= ∼=

K̇/K̇p
e1
1

v1−→→ Γ/pe11 Γ
× ×
...

...
...

× ×
K̇/K̇perr vr−→→ Γ/perr Γ

gramm. Es genügt somit, für jedesj ∈ {1, . . . , r} ein
entsprechendes Rechtsinversessj von vj zu konstru-
ieren. Dazu zeigen wir, daß für primesp und e ∈ N
derZ/peZ-Modul Γ/peΓ frei ist: Sei(γi + Γ/pΓ | i ∈
I) eineFp-Basis vonΓ/pΓ. Wir folgern induktiv, daß
(γi+ Γ/peΓ | i ∈ I) eineZ/peZ-Basis vonΓ/peΓ ist:

Unabhängigkeit: Sei
∑
niγi ∈ peΓ für ni ∈ Z

nur endlich oft ungleich0. Nach Induktionsvoraus-
setzung ist dannni ≡ 0 mod pe−1, und aufgrund
der Torsionsfreiheit vonΓ folgt

∑
(ni/p

e−1)γi ∈ pΓ,
was nach Voraussetzung zuni/pe−1 ≡ 0 mod p, also
ni ∈ peZ führt.

Erzeugend: Zu γ ∈ Γ gibt es nach Induktionsvoraussetzungni ∈ Z, γ1 ∈ Γ mit
γ =

∑
niγi + pe−1γ1. Zu γ1 wählen wirmi ∈ Z, γ2 ∈ Γ mit γ1 =

∑
miγi + pγ2.

Kombiniert ergibt sichγ =
∑

(ni + pe−1mi)γi + peγ2.
Nun sindK̇/K̇p

ei
i undΓ/peii Γ (Z/peii Z)-Moduln,Γ/peii Γ frei, undvi ein surjektiver

(Z/peii Z)-Modulhomomorphismus. Damit ist die Existenz eines zuvi rechtsinversen
(Z/peii Z)-Modulhomomorphismus gesichert, der insbesondere ein Gruppenhomomor-
phismus ist.

Sei jetzt(γi | i ∈ I) ein Repräsentantensystem vonΓ/2mΓ mit γ0 = 0. Zu i ∈ I
wählen wira ∈ s(γi + Γ/2mΓ). Es istv(a) ≡ γi mod2mΓ, etwav(a) = γi + 2mkγ.
Wir wählenb ∈ K mit v(b) = γ und setzenai := b−2mka. Dann istai ≡ a modK̇2m,
alsoai ∈ s(γi + 2mΓ), und es giltv(ai) = γi. Natürlich setzen wira0 := 1. Zu jedem
γ ∈ Γ wählen wir nun einaγ ∈ K mit v(aγ) = γ. Leicht zu verifizieren ist dann, daß
mit γ = γi + 2mγ′ die Zuordnungs(γ) := ai · a2m

γ′ einenT -Schnitt zuv definiert. Es
gilt sogars(v(Ṫ )) ⊂ K2m unds(γ1 + γ2) ≡ s(γ1)s(γ2) modK̇2m für alleγ1, γ2 ∈ Γ.

�

Um zu zeigen, daß sich Lemma 2.5 in der Situation, die wir im nächsten Kapitel
betrachten, anwenden läßt, benötigen wir noch die folgende Proposition:

2.6 Proposition Sei v eine Bewertung vonK und T eine Präordnung, für dieT eine
Präordnung vonKv ist. Dann gilt für allet1, . . . , tn ∈ Ṫ

v(t1 + · · ·+ tn) = min{v(t1), . . . , v(tn)}.
Beweis:Sei ohne Einschränkungv(t1) = min{v(t1), . . . , v(tn)} undt1 6= 0. Dann ist
v(t−1

1 ti) ≥ 0, alsot−1
1 ti ∈ T ∩ Ov, und somit

1 +
t2
t1

+ · · ·+ tn
t1

+ Mv ∈ 1 + T .

DaT eine Präordnung ist, d.h. insbesondere−1 6∈ T gilt, folgt v(t−1
1

∑n
1 ti) = 0, was

gerade der Behauptung entspricht. �
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Die im dritten Kapitel vorliegende Situation wird durch die folgende Proposition
erfaßt:

2.7 Proposition Sei F/K eine Körpererweiterung undP eine Anordnung vonK. Ist
T =

∑
PF 2m und v eine Bewertung vonF , die aufK trivial ist und für dieT ei-

ne Präordnung ist, so giltv(Ṫ ) = 2mΓ, es gibt also einenT -Schnitt zuv, und es ist
Ov ∩ T =

∑
PO2m

v , insbesondere alsoT =
∑
PF 2m

v .

Beweis:Natürlich ist2mΓ = v(Ḟ 2m) ⊂ v(Ṫ ). Die umgekehrte Inklusion ergibt sich
aus der eben gezeigten Proposition: Zup1, . . . , pn ∈ P ist

v(p1a
2m
1 + · · ·+ pna

2m
n ) = 2m ·min{v(a1), . . . , v(an)} ∈ 2mΓ.

Aus t =
∑n

1 pia
2m
i ∈ Ov mit p1, . . . , pn ∈ P folgt 2m ·min{v(a)1, . . . , v(a)n} =

v(t) ≥ 0, alsoa1, . . . , an ∈ Ov und damit dannt ∈
∑
PO2m

v . Die Inklusion „⊃“ ist
klar. �

Insbesondere haben wir die bekannte Tatsache mitgezeigt, daß es zu jeder reellen1

Bewertungv vonF einen
∑
F 2-Schnitt gibt (setzeK = Q). Nach Lemma 2.3 (ii) gibt

es dann mindestens eine mitv verträgliche Anordnung vonF , die nach Proposition 2.1
(iii) nicht archimedisch ist.

Abschließend beschreiben wir in diesem Abschnitts noch die mit einer Semiord-
nung schwach verträglichen Bewertungsringe. Zu einem TeilkörperF vonK und einer
TeilmengeM ⊂ K bezeichne

A(F,M) := {a ∈ K | ∃ r ∈ Ḟ : r ± a ∈M},
I(F,M) := {a ∈ K | ∀ r ∈ (Ḟ ∩M) : r ± a ∈M},

kurzA(M) bzw.I(M), fallsF = Q.

2.8 Satz SeiS eine Semiordnung des KörpersK. Dann gilt:

(i) Für jeden TeilkörperF vonK ist A(F, S) ein mitS schwach verträglicher
Bewertungsring mit maximalem IdealI(F, S). (S ∩ A(S))/I(S) ist eine ar-
chimedische Anordnung vonA(S)/I(S).

(ii) Jeder mitS schwach verträgliche BewertungsringO hat die FormA(F, S)
für einen TeilkörperF vonK. Genauer: IstF ein maximaler Teilkörper von
O, so giltO = A(F, S).

Beweis:Für quadratische Semiordnung ist der Sachverhalt relativ leicht zu überschau-
en (siehe [Pr3]). Der erste Beweis für Semiordnungen höherer Stufe ist von Becker
(siehe [Be3], Theorem 1.2).

SeiS eine Semiordnung der Stufe2m vonK.
1Eine Bewertung heißt reell, falls der zugehörige Restklassenkörper formal reell ist.

29



(i): Nach Theorem 3.7 aus [Be2] istA := A(
∑
K2m) ein Prüferring2 vonK.

Sei nunB ein Oberring vonA, der inA(S) enthalten und maximal mit dieser
Eigenschaft ist (Zorn’s Lemma). Wir zeigenA(S) = B, und beweisen dabei gleich
die behaupteten Eigenschaften mit.

B ∩ S ist eine archimedische Semiordnung der Stufe2m vonB. Gemäß Satz 1.10
gibt es daher einen Ringhomomorphismusϕ : B → R mit ϕ(B ∩ S) ⊂ R+, und
es gilt M := Kern(ϕ) = {b ∈ B | ∀ k ∈ N+ : 1/k ± b ∈ S}. Sei nunb ∈ B
und c ∈ B \M. Dann istϕ(c2m) = ϕ(c)2m > 0, und es gibt daher eink ∈ N mit
ϕ(kc2m ± b) = kϕ(c2m) ± ϕ(b) > 0, alsokc2m ± b ∈ ϕ−1(R+) ⊂ S. Somit ist
k ± bc−2m ∈ S, d.h.bc−2m ∈ A(S). Da sich jedes Element der LokalisierungBM in
dieser Form darstellen läßt, folgtBM ⊂ A(S) und aufgrund der Maximalität vonB
dannB = BM. Als lokaler Oberring des PrüferringsA istB also ein Bewertungsring
mit maximalem IdealM.

Sei a ∈ A(S) \ B. Ohne Einschränkung nehmen wira ∈ S an.S ′ := a−1S ist
eine Semiordnung der Stufe2m, und man prüft leicht nach, daß gilta ·A(S ′) ⊂ A(S).
Wir wählenB′ in A(S ′), wie B in A(S). Angenommen,a 6∈ B′. Dann ista−1 ∈
{b ∈ B′ | ∀ k ∈ N+ : 1/k ± b ∈ S ′}, also1/k ± a−1 ∈ a−1S für alle k ∈ N+,
und daher insbesonderea − k ∈ S für alle k ∈ N, was wegena ∈ A(S) zu einem
Widerspruch führt. Mita ∈ B′ ist aucham ∈ B′ und somitam ∈ a · A(S ′) ⊂ A(S)
für allem ∈ N. Wegena 6∈ B gilt a−1 ∈M und damit aucha−2m ∈M. Dies führt zu
1/k ± a−2m ∈ S, alsoa2m − k ∈ S, für alle k ∈ N+. D.h. im Widerspruch zu eben
gezeigtem ista2m 6∈ A(S), und es folgtA(S) = B.

Offensichtlich ergibt sich jetztI(S) = M und daßS = ϕ(S) = ϕ(B) ∩ R+ eine
archimedische Anordnung des Restklassenkörpers ist.

Sei nunF ein Teilkörper vonK. A(F, S) ist natürlich unter „+“ und „−“ abge-
schlossen. Wir zeigen die Abgeschlossenheit unter Multiplikation: DaA(S) ein Be-
wertungsring ist, folgtF = Quot(R) für R = F ∩ A(S). Zu a1, a2 ∈ A(F, S) gibt es
daherb1, b2, c ∈ R mit bic−2m± ai ∈ S, alsobi± c2mai ∈ S. WegenR ⊂ A(S) finden
wir eink ∈ N, so daß giltk−bi ∈ S und damit auchk±c2mai ∈ S, d.h.c2mai ∈ A(S),
für i = 1, 2.A(S) ist ein Ring, alsoc4ma1a2 ∈ A(S), etwal± c4ma1a2 ∈ S für r ∈ N.
Es folgtr ± a1a2 ∈ S mit r = lc−4m ∈ Quot(R) = F .

Als Oberring vonA(S) ist A(F, S) ein Bewertungsring, dessen maximales Ide-
al M in I(S) enthalten ist, und derF enthält. Bleibt zu zeigen, daßM mit I(F, S)
übereinstimmt. Seia ∈M. Offensichtlich ist1 + M ⊂ S, alsoA(F, S) schwach ver-
träglich mitS und daher insbesondere(1 + M)(F ∩ S) ⊂ S. Für aller ∈ (Ḟ ∩ S) ist
r−1a ∈M, also1± r−1a ∈ 1 + M und somitr ± a = (1± r−1a)r ∈ S, d.h. es folgt
a ∈ I(F, S). Angenommen, es gibta ∈ I(F, S) \M. Ohne Einschränkung seia ∈ S.
Es istI(F, S) ⊂ I(S), alsoa ∈ I(S) und damit auchan ∈ I(S), d.h.a−n 6∈ A(S)
für allen ∈ N+. Insbesondere folgta−(2m−1) − 1 ∈ S und daraus danna− a2m ∈ S,
wasa2m ∈ I(F, S) \M impliziert. Somit ista−2m ∈ A(F, S), d.h. es gibtr ∈ F mit

2Ein TeilringR eines KöpersK heißt Prüferring vonK, falls jede Lokalisierung vonR nach einem
Primideal ein Bewertungsring vonK ist.
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r±a−2m ∈ S. WegenF =
∑
F 2m−

∑
F 2m können wir dabeir ∈

∑
F 2m annehmen.

Multiplikation mit a2m undr führt schließlich zua2m − r−1 ∈ S, im Widerspruch zu
a2m ∈ I(F, S).

(ii): Zum Beweis von (ii) kann der entsprechende Beweis für quadratische Semi-
ordnungen aus [Pr3] (Theorem 7.21) mehr oder weniger direkt auf Semiordnungen
höherer Stufe übertragen werden. �

2.9 Korollar SeiT eine Präordnung vonK, F ⊂ K ein Teilkörper undM einT -Modul.
Dann ist

A(F,M) =
⋂
S∈Y TM

A(F, S) und I(F,M) =
⋂
S∈Y TM

I(F, S),

alsoA(F,M) ein Ring undI(F,M) ein Ideal in diesem Ring.

Beweis: Natürlich istA(F,M) ⊂ A(F, S) für alle S ∈ Y T
M . Sei umgekehrta ∈

A(F, S) für alle S ∈ Y T
M . Wählen wirrS ∈ F mit rS ± a ∈ S, so erhalten wir durc(

(HT (rS + a)∩HT (rS − a) | S ∈ Y T
M

)
eine offene Überdeckung des quasikompakten

RaumesY T
M (Satz 1.4). Wir finden alsoS1, . . . , Sn ∈ Y T

M , so daß

Y T
M =

(
HT (rS1 + a) ∩HT (rS1 − a)

)
∪ · · · ∪

(
HT (rSn + a) ∩HT (rSn − a)

)
.

Mit r := max{rS1 , . . . , rSn} gilt dannr±a > 0 aufY T
M , d.h. es istr±a ∈

⋂
S∈Y TM

S =

M . Als Durchschnitt von Ringen istA(F,M) ebenfalls ein Ring.
Die IdentitätI(F,M) =

⋂
S∈Y TM

I(F, S) ist offensichtlich. �

2.2 Zum reellen Holomorphiering

Anschließend einige Überlegungen im Umfeld desreellen Holomorphieringseines
Körpers. SeiF/K eine Körpererweiterung undP eine archimedische Anordnung von
K. Ω(F/K,P ) bezeichne die Menge aller reellen Bewertungenv von F , für die v
aufK trivial ist und sichP auf Fv fortsetzen läßt (wir nehmen ohne Einschränkung
K ⊂ Fv an). Es sei

H(F/K,P ) :=
⋂

v∈Ω(F/K,P )

Ov.

H(F/Q,Q+) ist gerade derreelle HolomorphieringH(F ) von F , d.h. der Durch-
schnitt über alle reellen Bewertungsringe vonF . Der folgende Satz ist eine leichte
Verallgemeinerung von Theorem 3.3 aus [Be4].

2.10 SatzSeiF/K eine Körpererweiterung undP eine archimedische Anordnung vonK.
Dann gilt:

(i) Ist −1 6∈
∑
PF 2m für einm > 0, so läßt sichP aufF fortsetzen.
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Läßt sichP aufF fortsetzen, so gilt

(ii) H(F/K,P ) = A(
∑
PF 2m) für allem ∈ N,

(iii)
(
H(F/K,P )× ∩

∑
PF 2

)
⊂
⋂
m>0

∑
PF 2m.

Beweis:(i): Sei−1 6∈
∑
PF 2m, also

∑
PF 2m eine Präordnung vonF . Gemäß Theo-

rem 3.7 aus [Be2] ist dannBm := A(
∑
PF 2m) ein Prüferring vonF , indemK auf-

grund der Archimedizität vonP enthalten ist. Offensichtlich istBm∩
∑
PF 2m =: Tm

eine archimedische Präordnung vonBm, und daher finden wir nach Satz 1.10 einen
Ringhomomorphismusϕ : Bm → R mit ϕ(Tm) ⊂ R+. Sei M := Kern(ϕ) und
O := (Bm)M die Lokalisierung vonBm nachM, also ein Bewertungsring vonF . ϕ
läßt sich durch

ψ : O −→ R,

b

s
7−→ ϕ(b)

ϕ(s)

für b, s ∈ Bm, s 6∈ Kern(ϕ), eindeutig aufO fortsetzten. Kern(ψ) stimmt genau mit
dem maximalen Ideal vonO überein. Für eine zuO gehörige Bewertungv gilt also
Kern(ψ) = Mv, und wir können somitψ als RestklassenhomomorphismusOv � Fv
auffassen. Es isṫK ⊂ O×v undψ(P ) ⊂ R+, alsoQ := Fv ∩ R+ eine Anordnung von
Fv mit ψ(P ) ⊂ Q. Seis ein

∑
F 2-Schnitt zuv, σ : Γv/2Γv → {±1} ein Charakter

undη : Γv/2Γv → X(Fv) konstant mit WertQ. Nach Lemma 2.3 ist dannS(η, σ) eine
Anordnung vonF und fürp ∈ Ṗ gilt

σ(v(p)) · p

s(v(p))
+ Mv = σ(0)ψ

( p

s(0)

)
= ψ(p) ∈ Q,

alsop ∈ S(η, σ).
Wir behalten im weiteren die Notation von (i) bei und setzen nun voraus, daß sich

P aufF fortsetzen läßt, d.h. daß
∑
PF 2m für allem ∈ N eine Präordnung vonF ist.

(ii) : Zunächst zeigen wir, daß für eine Bewertungv vonF mit K ⊂ Ov die folgen-
de Äquivalenz gilt:

Bm ⊂ Ov ⇔ −1 6∈
∑

PF 2m
v .

„⇒“: Da Bm ein Prüferring ist, entsprechen die Bewertungsringe überBm genau
den Lokalisierungen vonBm nach einem Primideal. Insbesondere enthält daher jeder
BewertungsringOv ⊃ Bm einen minimalen BewertunsringOw ⊃ Bm, der die Loka-
lisierung vonBm nach einem maximalen IdealM ist. Nach Proposition 2.7 aus [Be2]
ist M der Kern eines Ringhomomorphismussesϕ : Bm → R mit ϕ(Tm) ⊂ R+. Wie
eben können wir nun schließen, daß sichP auf Fw fortsetzen läßt und erhalten so
−1 6∈

∑
PF 2m

w . Dies ist äquivalent zu(−1 + Mw) ∩
∑
PF 2m = ∅, da nach Proposi-

tion 2.7 giltOw ∩
∑
PF 2m =

∑
PO2m

w . Mit Ow ⊂ Ov haben wirMw ⊃Mv, somit
auch−1 + Mv ∩

∑
PF 2m = ∅ und daher−1 6∈

∑
PF 2m

v .
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„⇐“: Sei nun−1 6∈
∑
PF 2m

v , also wie eben gezeigt−1 + Mv ∩
∑
PF 2m = ∅.

Nach Theorem 3.7 aus [Be2] wirdBm als Ring von den Elementen(1 + t)−1 mit
t ∈

∑
PF 2m erzeugt. Mit(1 + t)−1 6∈ O×v wäre1 + t ∈Mv, alsot ∈ −1 + Mv, was

wir ausgeschlossen haben. Somit folgtBm ⊂ Ov.
Nach (i) und wegenK ⊂ Bm sind daher die Bewertungenv mit Bm ⊂ Ov ge-

nau die, die aufK trivial sind und für die sichP auf Fv fortsetzen läßt, d.h.v ∈
Ω(F/K,P ). Nun istBm als Prüferring der Durchschnitt aller Bewertungsringe die
überBm liegen, und daher, entsprechend der Definition vonH(F/K,P ), dannBm =
H(F/K,P ).

(iii) : SeiH := H(F/K,P ). Wir zeigen zuerstTm = H ∩
∑
PF 2m =

∑
PH2m:

Ist t :=
∑k

1 pia
2m
i ∈ H mit p1, . . . , pk ∈ P , so istt ∈ O für jeden Bewertungsring

O überH, und wie oben gezeigt ergibt sich darausa1, . . . , ak ∈ O. DaH der Durch-
schnitt dieser Bewertungsringe ist, folgt die Behauptung. Unabhängig vonm ist somit
(siehe Kapitel 1)

X(Tm) = {ϕ ∈ Hom(H,R) | ϕ(Tm) ⊂ R+}

=
{
ϕ ∈ Hom(H,R) | ϕ

(∑
PH2m

)
⊂ R+

}
= {ϕ ∈ Hom(H,R) | ϕ(P ) ⊂ R+}
=: X.

Sei nunu ∈ H× ∩
∑
PF 2. Mit û := ΦT1(u) = ΦTm(u) ist offensichtlichû > 0 auf

X. DaX kompakt ist, finden wir daher einr ∈ Q+ \ {0}mit û > r aufX. Nach Satz
1.15 ist danns + (u − r) ∈ Tm für alle s ∈ Q+ \ {0} undm > 0, also insbesondere
auchu = r + (u− r) ∈

∑
PF 2m. �

Ein formal reeller KörperK heißttotal archimedisch, falls jede Anordnung vonK
archimedisch ist. Wie die Bemerkung nach Proposition 2.6 zeigt, ist dies genau dann
der Fall, wennK keine nicht-triviale reelle Bewertung zuläßt. Offensichtlich sindQ
undR total archimedisch. Weiter ist jede formal reelle algebraische ErweiterungK/Q
ein Beispiel eines total archimedischen Körpers. Denn jede reelle Bewertung vonK
liefert eingeschränkt aufQ eine reelle Bewertung vonQ, ist damit dann trivial aufQ,
und daK/Q algebraisch ist, folgt, daß sie auch aufK trivial ist.

Satz 2.10 zeigt, daß in einem total archimedischen Körper die Summen2m-ter
Potenzen für allem ∈ N zusammenfallen und zudem archimedisch sind:

2.11 Korollar K ist genau dann ein total archimedischer Körper, wenn
∑
K2 archime-

disch ist. In einem total archimedischen KörperK gilt
∑
K2 =

∑
K2m für alle

m ∈ N. Insbesondere sind dann alle Präordnungen
∑
K2m archimedisch.

Beweis:Klar ist, daß aus der Archimedizität von
∑
K2 folgt, daßK total archime-

disch ist.
Sei alsoK nun als total archimedisch vorausgesetzt.X bezeichne den Anord-

nungsraum vonK versehen mit der Harrison-Topologie. Füra ∈ K wählen wir zu
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jedemP ∈ X ein nP ∈ N mit nP − a ∈ P . Dann ist(HK(nP − a) | P ∈ X)
eine offene Überdeckung vonX. Da X kompakt ist, gibt esP1, . . . , Pk ∈ X mit
X = HK(nP1 − a) ∪ · · · ∪ HK(nPk − a). Mit n := max{nP1 , . . . , nPk} gilt dann
X = HK(n− a) und damit

n− a ∈
⋂
P∈X

P =
∑

K2.

(Die verwendeten Argumente bezüglich Anordnungen findet man z.B. in [Pr3].)
Wir wenden nun Satz 2.10 fürP = Q+ an: Aus (ii) und der Archimedizität von∑
K2 folgt H(K) = A(

∑
K2) = K, und mit (iii) ergibt sich daraus dann:(

∑
K2) \

{0} = H(K)× ∩
∑
K2 ⊂

∑
K2m für allem ∈ N. �

2.3 T -Isotropie

Ein Tupel % = 〈a1, . . . , ak〉 mit a1, . . . , ak ∈ K̇ bezeichnen wir auch alsForm über
K. Zu einer PräordnungT vonK nennen wir% T -anisotrop, falls

∑k
1 tiai = 0 mit

t1, . . . , tk ∈ T nur für t1 = · · · = tk = 0 möglich ist. Anderenfalls nennen wir%
T -isotrop. Im Fall T =

∑
K2, der der Ausgangspunkt dieser Begriffsbildung war,

spricht man auch vonstark anisotropundschwach isotrop.
Ist S eine Semiordnung vonK, so heißt% positiv definit(negativ definit) bzgl.S,

falls gilt 0 <S ai (ai <S 0) für i = 1, . . . , n. % heißtdefinitbzgl.S, falls% positiv oder
negativ definit bzgl.S ist und anderenfallsindefinitbzgl.S. Es gilt nun die folgende
Äquivalenz:

2.12 Proposition Für eine Form% = 〈a1, . . . , ak〉 überK sind äquivalent:

(i) % ist T -isotrop,

(ii) % ist indefinit bzgl. allerT -Semiordnungen vonK,

(iii) MT (%) := a1 · T + · · ·+ ak · T = K.

Beweis: (i) ⇒ (ii): Für jedeT -SemiordnungS ist ±S \ {0} unter Addition abge-
schlossen (S0 = {0}). Wäre also% definit bzgl.S, etwa positiv definit, so hätten wir∑k

1 tiai ∈ S \ {0} im Falleti 6= 0 für mindestens eini.
(ii)⇒ (iii): Angenommen es istMT (%) 6= K.MT (%)∩−MT (%) ist ein Ideal von

K, nach Annahme alsoMT (%) ∩ −MT (%) = {0}. Somit ist entweder−1 6∈ MT (%)
oder−1 6∈ −MT (%). Sei ohne Einschränkung−1 6∈MT (%) (sonst betrachten wir−%).
Dann ist auch−1 6∈ M := T + MT (%), denn mit−1 ∈ t + MT (%) für ein t ∈ T
folgt −1 ∈ (1 + t)−1MT (%) ⊂ MT (%). 1 + t = 0 kann nicht sein, da sonstT = K
gilt und damit auchMT (%) = K. M ist damit einT -Modul und als solcher in einer
T -Semiordnung enthalten (siehe Proposition 1.2), bezüglich der dann aber% definit ist.

(iii)⇒ (i): Insbesondere ist−a1 =
∑k

1 tiai für gewisset1, . . . , tk ∈ T , und daher
(1 + t1)a1 +

∑k
2 tiai = 0. �
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Im allgemeinen ist jedoch die Menge aller Semiordnungen eines Körpers ausge-
sprochen unzugänglich, und um für eine Form zu entscheiden, ob sieT -isotrop ist,
bedarf es eines handlicheren Werkzeugs. Als Mittel der Wahl erweist sich ein Lokal-
Global-Prinzip, dessen ursprüngliche Form (T =

∑
K2) unabhängig von Bröcker

und Prestel bewiesen wurde (siehe [Br], [Pr2]) und das von Becker und Bröcker auf
beliebige quadratische Präordnungen verallgemeinert wurde (siehe [Be-Br]). Becker
hat es später auf

∑
K2m-Formen erweitert (siehe [Be3]), und schließlich wurde es

von Becker und Rosenberg in die allgemeine Form, d.h. für beliebige Präordnungen,
gebracht (siehe [Be-Ro]). Wir formulieren hier letztere Version, ändern sie aber für
unsere Zwecke ein wenig ab.

Sei T eine Präordnung,% = 〈a1, . . . , ak〉 eine Form vonK und v : K̇ → Γ
eine Bewertung, so daßT eine Präordnung vonKv ist. Zu i ∈ Γ/v(Ṫ ) =: I seien
ai1 , . . . , air die Einträge von% mit v(aij) + v(Ṫ ) = i. Wir fixieren eina ∈ K mit
v(a) + v(Ṫ ) = i (z.B. ai1). Es istv(aij) ≡ v(a) mod v(Ṫ ), und daher gibt estj ∈ T
unduj ∈ O×v mit aij/a = tjuj. Wir setzen

%(i)
v := 〈u1 + Mv, . . . , ur + Mv〉

und bezeichnen diese Form vonKv alsi-te Restklassenformvon% bezüglichv undT .
Natürlich hängt diese von den gewähltena unduj ab. Hinsichtlich ihresT -Isotropie-
verhaltens ist sie jedoch eindeutig: Sei etwav(a′) + v(Ṫ ) = i undaij/a

′ = t′ju
′
j mit

t′j ∈ T undu′j ∈ O×v . Es istv(a′) ≡ v(a) modv(Ṫ ), alsoa′/a = tu für ein t ∈ T und
u ∈ O×v , und somit

uj =
1

tj
·
aij
a

=
1

tj
· a
′

a
·
aij
a′

= u
(tt′j
tj

)
u′j.

mit tt′jt
−1
j ∈ T ∩ O×v . Die möglichen Einträge von%(i)

v unterscheiden sich also nur
um einen vonj unabhängigen Faktoru + Mv, der 1 ist, falls gilt a = a′, und um
einen Faktor ausT \ {0}. Dies heißt aber gerade, daß die beiden Formen das gleiche
T -Isotropieverhalten haben.

Ist einT -Schnitts zuv gegeben, so kann

%(i)
v =

〈
ai1

s(v(ai1))
+ Mv, . . . ,

air
s(v(air))

+ Mv

〉
gewählt werden: Ausv(a) ≡ v(aij) mod v(Ṫ ) folgt s(v(a)) = t′js(v(aij)) für ein
t′j ∈ T und daher mitu = a/s(v(a))−1 ∈ O×v

aij
s(v(aij))

=
a

s(v(aij))
·
aij
a

=
a

s(v(a))
· t′j ·

aij
a

= u(t′jtj)uj.

Insbesondere istt′jtj ∈ T ∩ O×v , d.h. die Einträge der beiden Formen unterscheiden
sich wieder um einen vonj unabhängigen Faktor und einen Faktor ausT .
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Statt mit dem in [Be-Ro] verwendeten Konzept derSignatureines Körpers arbei-
ten wir hier teilweise mit dem dazu in gewissem Sinne äquivalenten und für unseren
Kontext angemesseneren Begriff derOrdnungeines Körpers. In Kapitel 3 verwenden
wir ausschließlich den Ordnungs-Begriff und greifen im vierten Kapitel dann wieder
auf Signaturen zurück. Wir führen nun beide Konzepte ein und machen ihren Zusam-
menhang deutlich.

Unter einerOrdnung2m-ter StufeP vonK verstehen wir eine Präordnung2m-ter
Stufe vonK, für die zusätzlich gilt, daßK̇/Ṗ zyklisch ist. Allgemein sprechen wir
von Ordnungen höherer Stufe bzw. kurz von Ordnungen. Offensichtlich stimmen die
Ordnungen der Stufe 2 genau mit den Anordnungen überein.

Als Signatureines KörpersK bezeichnen wir einen Gruppenhomomorphismus

χ : K̇ −→ {ζ | ζr = 1 für ein r > 0} ⊂ C

der multiplikativen Gruppe vonK in die Gruppe der Einheitswurzeln vonC, dessen
Kern additiv abgeschlossen ist, d.h. Kern(χ) + Kern(χ) ⊂ Kern(χ). Wir halten fest,
daß giltχ(−1) = −1. Denn: Es istχ(−1)2 = χ((−1) · (−1)) = χ(1) = 1, also
χ(−1) = ±1. Mit χ(−1) = 1 würde aber aufgrund der additiven Abgeschlossenheit
des Kerns0 = 1 + (−1) ∈ Kern(χ) folgen.

Zu einer PräordnungT setzen wir

ZT := {P | P Ordnung mitT ⊂ P},
Z∗T := {χ | χ Signatur mitT ⊂ Kern(χ) ∪ {0}}.

Wir stellen nun den Zusammenhang der beiden Begriffe fest:
Sei zunächstχ ∈ Z∗T . Offensichtlich istPχ := Kern(χ) ∪ {0} additiv und multi-

plikativ abgeschlossen, enthältT , und wie oben festgestellt gilt−1 6∈ Pχ. D.h.Pχ ist
eine Prärdnung, die überT liegt. Daher hatK̇/Ṗ endliche Ordnung (̇K2m ⊂ Ṗ für
ein geeignetesm ∈ N), ist also nach dem Homomorphiesatz isomorph zu einer end-
lichen, multiplikativen Untergruppe vonC×, die bekanntlich zyklisch sein muß, und
wir erhaltenPχ ∈ ZT .

Sei nunP ∈ ZT . Wie gerade bemerkt, isṫK/Ṗ endlich, und daK̇/Ṗ zudem
zyklisch ist, erhalten wir somit einen Gruppenhomomorphismus

χP : K̇ � K̇/Ṗ
∼=−→
{
ζ ∈ C | ζord(K̇/Ṗ ) = 1

}
mit Kern Ṗ , d.h. insbesondere istPχP = P .

Es läßt sich also jede OrdnungP ∈ ZT in der FormPχ für einχ ∈ Z?
T schreiben,

und für jedesχ ∈ Z?
T ist durchPχ eine Ordnung ausZT gegeben.

Da der zur Konstruktion vonχP verwendete Homomorphismus im allgemeinen
jedoch nicht eindeutig bestimmt ist, vermittelt die beschriebene Korrespondenz nur
eine Retraktion

Z∗T � ZT ,

χ 7→ Pχ,
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die aber hinsichtlich der von uns betrachteten Phänomene völlig ausreicht.
Wir nennen eine Form% = 〈a1, . . . , ak〉 definitbzgl. einer OrdnungP , falls für ein

a ∈ K gilt

a1, . . . , ak ∈ aP,

bzw.definitbzgl. einer Signaturχ, falls gilt

χ(a1) = · · · = χ(ak).

Anderenfalls nennen wir% indefinitbzgl.P bzw.χ.

2.13 Proposition SeiT eine Präordnung,% = 〈a1, . . . , ak〉 eine Form undχ ∈ Z?
T . Dann

gilt

% definit bzgl.χ ⇔ % definit bzgl.Pχ.

Insbesondere ist% genau dann indefinit bzgl. allerP ∈ ZT , wenn% indefinit bzgl. aller
χ ∈ Z?

T ist.

Beweis:„⇒“: Sei χ(a1) = · · · = χ(ak). Dann ist1 = χ(a1a
−1
1 ) = · · · = χ(aka

−1
1 ),

somita2a
−1
1 , . . . , aka

−1
1 ∈ Kern(χ) ⊂ Pχ und dahera1, . . . , ak ∈ a1Pχ.

„⇐“: Mit a1, . . . , ak ∈ aPχ für eina ∈ K ist χ(a1) = · · · = χ(ak) = χ(a).
Die abschließende Behauptung ergibt sich aus dieser Äquivalenz mittels des oben

beschriebenen Zusammenhangs von Ordnungen und Signaturen. �

Eine OrdnungP vonK heißtverträglichmit einer Bewertungv, falls gilt 1+Mv ⊂
P . Wie bei Semiordnungen ist dazu äquivalent, daßP eine Ordnung vonKv ist. Eine
Signaturχ heißt verträglich mitv, falls gilt 1 + Mv ⊂ Kern(χ). Wir definieren und
bemerken

Ω(T ) := {v | v verträglich mit einemP ∈ ZT}
= {v | v verträglich mit einemχ ∈ Z?

T}.

Insbesondere istT für jede Bewertungv ∈ Ω(T ) eine Präordnung vonKv. In diesem
Fall istT v := (1 + Mv) · T eine Präordnung vonK (siehe [Be-Ro], Lemma 2.4), und
es ist nach [Be-Ro], Theorem 2.11, für eine Form% folgendes äquivalent:

(i) % ist T v-isotrop,

(ii) mindestens eine der Restklassenformen von% ist T -isotrop.

Auch für eine OrdnugP zeigt sich, daßA(P ) ein mitP verträglicher Bewertungs-
ring mit maximalem IdealI(P ) ist (siehe [Be-Ha-Ro], 2.7).vP bezeichne die zugehö-
rige Bewertung.

Nun zum angekündigten Lokal-Global-Prinzip:
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2.14 Satz (Lokal-Global-Prinzip) Eine Form% = 〈a1, . . . , ak〉 vonK ist genau dannT -
isotrop, wenn gilt

(i) % ist indefinit bzgl. allen OrdnungenP ∈ ZT mit vP (ai) ≡ vP (aj) modvP (Ṫ )
für i 6= j, und

(ii) % istT v-isotrop für allev ∈ Ω(T ) mitv(ai) 6≡ v(aj) modv(Ṫ ) für mindestens
ein Paari 6= j.

Ein Beweis dieses Satzes ist in [Be-Ro] (Theorem 3.3) zu finden. Wir formulieren noch
eine für unsere Zwecke günstigere Variante, die mittels üblicher Abänderungen dieses
Beweises erhalten werden kann:

2.15 Satz (Lokal-Global-Prinzip) Eine Form% vonK ist genau dannT -isotrop, wenn gilt

(i) % ist indefinit bzgl. allen archimedischen AnordnungenP ∈ XT , und

(ii) % ist T v-isotrop für allev ∈ Ω(T ) (d.h. mindestens eine der Restklassenfor-
men istT -isotrop).
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Kapitel 3

Anwendungen in der reellen
Geometrie

In diesem Kapitel werden wir die Ergebnisse aus dem ersten Kapitel, insbesondere
Satz 1.15, in der geometrischen Situation, d.h. für Koordinatenalgebren affiner Varie-
täten über formal reellen Grundkörper, verwerten. Ist(K,<) ein angeordneter Kör-
per mit reellem AbschlußR, so interessieren wir uns für die Restklassenalgebren
A := K[X1, . . . , Xn]/A zu IdealenA ⊂ K[X1, . . . , Xn] mit

VR(A) := {a ∈ Rn | ∀ p ∈ A : p(a) = 0} 6= ∅.

Zu g1, . . . , gk ∈ A betrachten wir die davon erzeugtebasisabgeschlosseneMenge

SR(g1, . . . , gk) := {a ∈ VR(A) | g1(a) ≥ 0, . . . , gk(a) ≥ 0},

und wollen der Frage nachgehen, wie sich für eine Funktionf ∈ A die geometrische
Eigenschaftf(a) > 0 für alle a ∈ SR(g1, . . . , gk) algebraisch niederschlägt (wobei
wir die Elemente vonA in der üblichen Art und Weise alsR-wertige Funktionen auf
VR(A) auffassen).

Das erste diesbezügliche Ergebnis (S = Rn) ist Artins Lösung des 17. Hilbertschen
Problems (siehe [Ar]). Diese wurde später unabhängig von Prestel und Stengle zu
sogenannten Positivstellensätzen erweitert, die inzwischen zum klassischen Bestand
der reellen Algebra gehören (siehe [Pr2] und [Ste]):

3.1 Satz (Positivstellensatz)Ist (K,<) ein angeordneter Körper, so gilt für alle Funktio-
nenf, g1, . . . , gk ∈ A := K[X1, . . . , Xn]/A die Äquivalenz

f∣∣SR(g1, . . . , gk)
> 0 ⇔ es gibtt1, t2 ∈ T 2

<(g1, . . . , gk) mit t1 · f = 1 + t2.

Dabei bezeichnen wir mitT 2m
< (g1, . . . , gk) die vong1, . . . , gk undK+ erzeugte Prä-

ordnung2m-ter Stufe vonA, d.h.

T 2m
< (g1, . . . , gk) =

∑
e∈Nk

(∑
K+A

2m
)
· ge11 · · · g

ek
k ,
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und mitT 2m(g1, . . . , gk) die Präordnung2m-ter Stufe vonA, die nur vong1, . . . , gk
erzeugt wird, d.h.

T 2m(g1, . . . , gk) =
∑
e∈Nk

(∑
A2m

)
· ge11 · · · g

ek
k .

Für
∑
K+A

2m schreiben wir auch kurzT 2m
< .

Bei dieser Darstellung kann im allgemeinen nicht auf den „Nenner“t1 verzichtet
werden, jedoch hat sich in letzter Zeit herauskristallisiert, wieK und g1, . . . , gk be-
schaffen sein müssen, um dies dennoch zu ermöglichen: Schmüdgen hat fürK = R

gezeigt, daß die Kompaktheit der MengeSR(g1, . . . , gk) dazu hinreichend ist (siehe
[Schm]). Er erhält dieses Ergebnis als eine Konsequenz seines eigentlichen Anliegens,
der Lösung des Momentenproblems für kompakte semialgebraische Mengen. Eine we-
sentliche Rolle spielen dabei der Positivstellensatz und die Existenz von Spektralma-
ßen gewisser selbstadjungierter Operatoren.

Wörmann hat erkannt, daß der Satz von Kadison-Dubois und die Theorie der
Ordnungen den natürlichen Rahmen bieten, um den Satz von Schmüdgen aus alge-
braischer Sicht zu verstehen und in sehr viel allgemeinerer Form zu beweisen (siehe
[Wö1], [Wö2]). Der topologische RaumX(T 2m

< (g1, . . . , gk)) (siehe Kapitel 1) stimmt
in der vorliegenden Situation genau mit der MengeSR(g1, . . . , gk) überein. Es hat sich
gezeigt, daß sich die geometrische Eigenschaft der Kompaktheit vonSR(g1, . . . , gk)
auf der algebraischen Seite in der Archimedizität der PräordnungenT 2m

< (g1, . . . , gk)
für ungeradesm widerspiegelt und somit der Satz von Kadison-Dubois zum tragen
kommt. Wir schreiben ab jetzt kurzS(·) für SR(·) undV (·) für VR(·).

3.2 Satz (Schmüdgen-Wörmann)Sei(K,<) ein archimedisch angeordneter Körper. Ist
für g1, . . . , gk ∈ A := K[X1, . . . , Xn]/A die MengeS(g1, . . . , gk) kompakt, so gilt für
alle ungeradenm ∈ N undf ∈ A

f∣∣S(g1, . . . , gk)
> 0 ⇒ f ∈ T 2m

< (g1, . . . , gk).

Putinar hat bemerkt, daß sich diese Darstellung im quadratischen Fall unter be-
stimmten Bedingungen noch wesentlich vereinfachen läßt, nämlich die Präordnung
durch den entsprechenden Modul ersetzt werden kann. Er verfeinert den Ansatz von
Schmüdgen durch die Verwendung von normalen Operatoren, gibt eine weitere Lö-
sung des Momentenproblems an und zeigt in [Pu] damit den folgenden

3.3 Satz (Putinar) Es seieng1, . . . , gk ∈ R[X1, . . . , Xn]. Gibt es eing ∈M2
<(g1, . . . , gk),

so daßS(g) kompakt ist, so gilt für allef ∈ R[X1, . . . , Xn]

f∣∣S(g1, . . . , gk)
> 0 ⇒ f ∈M2

<(g1, . . . , gk).

Dabei bezeichneM2m
< (g1, . . . , gk) den

∑
K+A

2m-Modul, der vong1, . . . , gk erzeugt
wird, d.h.

M2m
< (g1, . . . , gk) =

∑
K+A

2m + g1 ·
∑

K+A
2m + · · ·+ gk ·

∑
K+A

2m,
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undM2m(g1, . . . , gk) den nur vong1, . . . , gk erzeugten
∑
A2m-Modul, d.h.

M2m(g1, . . . , gk) =
∑

A2m + g1 ·
∑

A2m + · · ·+ gk ·
∑

A2m.

Ferner gibt Putinar noch eine Bedingung an, die die Existenz einer solchen „Schran-
kenfunktion“g sichert.

Ziel dieses Kapitels ist es nun, die Ergebnisse von Putinar mit algebraischen Me-
thoden zu untersuchen. In Anbetracht des Vorgehens von Wörmann ist es nicht ver-
wunderlich, daß dabei die neue Version des Satzes von Kadison-Dubois in Kombinati-
on mit der Theorie der Semiordnungen einen erfolgversprechenden Ansatz darstellen.

Eine Vorbemerkung: In allen Ergebnissen, die wir in diesem und dem nächsten
Kapitel herleiten, können bei total archimedischem KoeffizientenkörperK die Moduln
M2m

< (·) durchM2m(·) ersetzt werden. Dies liegt in Proposition 2.11 begründet, und
kann an den entsprechenden Stellen in den Beweisen leicht eingesehen werden.

Als unmittelbare Konsequenz aus Satz 1.15 ergibt sich der folgende zentrale Satz:

3.4 Satz Sei(K,<) ein archimedisch angeordneter Körper undA := K[X1, . . . , Xn]/A.
Ist für g1, . . . , gk ∈ A der ModulM2m

< (g1, . . . , gk) archimedisch, so gilt für allef ∈ A

f∣∣S(g1, . . . , gk)
> 0 ⇒ f ∈M2m

< (g1, . . . , gk).

Beweis:Nach Satz 1.10 gibt es genau eine Einbettung(K,<) ↪→ (R, <). Wir neh-
men ohne Einschränkung(K,<) ⊂ (R, <) an. Wie schon erwähnt, erhalten wir einen
kanonischen Homöomorphismus

X(M2m
< (g1, . . . , gm))

≈→ S(g1, . . . , gm),

ϕ 7→ (ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)),

wobei wirxi := Xi + A setzen: Fürϕ ∈ X(M2m
< (g1, . . . , gm)) ist die Einschränkung

aufK die Identität und daher insbesonderegi(ϕ(x)) = ϕ(gi) ≥ 0, alsoϕ(x) ∈ S :=
S(g1, . . . , gk). ϕ ist natürlich der zuϕ(x) gehörige Auswertungshomomorphismus.
Umgekehrt, ist der zu einem Punkta ∈ S gehörige Auswertungshomomorphismus
offensichtlich inX(M2m

< (g1, . . . , gk)) enthalten.
Da M := M2m

< (g1, . . . , gk) archimedisch ist, gibt es einc ∈ N mit g := c −∑m
1 x

2
i ∈M . Damit folgtS ⊂ S(g), d.h.S ist beschränkt und somit kompakt. Sei nun

f ∈ Amit f > 0 aufS. Aufgrund der Kompaktheit vonS finden wir einr ∈ N so, daß
gilt f−1/r > 0 aufS. Fürϕ ∈ X(M) ist dannϕ(f−1/r) = f(ϕ(x))−1/r > 0. Satz
1.15 liefert somitf−1/r ∈ Arch(M), also insbesonderef = 1/r+(f−1/r) ∈M .�

Wenn wir die Kompaktheit vonS(g1, . . . , gk) voraussetzen, läßt sich für jede Funk-
tion f ∈ A durch Wahl eines hinreichend großenc ∈ N erreichen, daßc − f > 0 auf
S(g1, . . . , gk) gilt. Wäre die gerade bewiesene Darstellungsmöglichkeit gegeben, so
würde daher die Archimedizität vonM2m

< (g1, . . . , gk) folgen. Nun zeigt aber Beispiel

41



2.4 aus Kapitel 2, daß – im Gegensatz zu Präordnungen – schon im quadratischen
Fall die Kompaktheit vonS(g1, . . . , gk) im allgemeinen nicht hinreichend für die Ar-
chimedizität des Moduls ist. Wir müssen uns also der Frage widmen, woran die Ar-
chimedizität eines Moduls zu erkennen ist. Eine mögliche Antwort ist die folgende
verallgemeinerte Variante von Putinars Satz:

3.5 Satz Sei(K,<) ein archimedisch angeordneter Körper,A := K[X1, . . . , Xn]/A und
g1, . . . , gk ∈ A. Gibt es eing ∈ A so, daßS(g) kompakt ist und zudem giltgm ∈
M2m

< (g1, . . . , gk), so folgt für allef ∈ A

f∣∣S(g1, . . . , gk)
> 0 ⇒ f ∈M2m

< (g1, . . . , gk).

Beweis:Nach dem Satz von Schmüdgen-Wörmann hat die Kompaktheit vonS(g) =
S(gm) (beachte2 - m) die Archimedizität vonT 2m

< (gm) zur Folge. Aus der Vorausset-
zunggm ∈M2m

< (g1, . . . , gk) =: M folgt T 2m
< (gm) =

∑
K+A

2m+(
∑
K+A

2m)·gm ⊂
M , und damit dann die Archimedizität vonM . Die Behauptung ergibt sich somit aus
Satz 3.4. �

Allerdings ist dieses Kriterium noch sehr vage, von Interesse ist eher ein geome-
trisches Kriterium, daß es erlaubt, am Verhalten vong1, . . . , gk abzulesen, ob die Ar-
chimedizität des Moduls vorliegt oder nicht. Wir werden im Laufe des Kapitels eine
solche Bedingung formulieren, die zwar nur eine hinreichende ist, aber nicht weit da-
von entfernt ist, auch notwendig zu sein.

Neben dieser allgemeinen Fragestellung, werden wir eine Reihe von „Parameter-
randlagen“ betrachten, für die die Äquivalenz von Archimedizität und Kompaktheit
noch gilt:

• tr.deg(A/K) = 1, d.h.A ist die Koordinatenalgebra einer Kurve überK,

• V (A) ist kompakt,

• g1, . . . , gk ∈ K[X1, . . . , Xn] sind linear,

• nur zwei Erzeugendeg1, g2.

Den letzten Punkt erhalten wir aus einer allgemeinen Reduktion der Schmüdgen-
Wörmann-Darstellungen, die wir im vierten Kapitel beschreiben.

Die Verallgemeinerung von Putinars Satz folgt auch direkt aus Satz 1.14, wenn
man dasÜbertragungsprinzip von Tarskiheranzieht. Wir formulieren hier die folgende
Variante, die z.B. aus [An-Br-Ru], Theorem 1.5, folgt:

3.6 Satz (Tarski-Prinzip) SeiL = (0, 1,+,−, ·, <) die Sprache der angeordneten Kör-
per und(K,<) ein formal reeller Körper. Dann gilt für je zwei reell abgeschlossene
KörpererweiterungenRi/K mitK+ ⊂ R2

i :

R1 ≡L(K) R2.
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D.h. für alleL-Aussagenα mit Parametern ausK gilt

R1 |= α ⇒ R2 |= α.

Das Tarski-Prinzip bietet oft eine handliche Möglichkeit, geometrische und alge-
braische Aussagen miteinander zu verbinden. Die nächste Proposition ist eine typi-
sche Anwendung. Wir zeigen, daß es hinsichtlich unserer Fragestellung nicht darauf
ankommt, welche der beiden MengenSR(g1, . . . , gk) undSR(g1, . . . , gk) wir zugrun-
delegen.

3.7 Proposition Sei(K,<) ein angeordneter Körper,A := K[X1, . . . , Xn]/A undR/K
eine reell abgeschlossene Körpererweiterung mitK+ ⊂ R2. Für allef, g1, . . . , gk ∈ A
gilt dann

f∣∣SR(g1, . . . , gk)
> 0 ⇔ f ∈

⋂
P∈X

M2m
< (g1,...,gk)

P+.

Insbesondere ergibt sich also für jeden archimedisch angeordneten Körper(K,<) mit
reellem AbschlußR:

f∣∣SR(g1, . . . , gk)
> 0 ⇔ f∣∣SR(g1, . . . , gk)

> 0.

Entsprechendes gilt für „≥“ und „ =“.

Beweis:SeiA = (p1, . . . , pl). Wir setzenxi := Xi + A und wählen zu jedemp ∈ A
ein p̂ ∈ K[X1, . . . , Xn] mit p = p̂(x).

„⇐“: Zu a ∈ SR(g1, . . . , gk) betrachten wir den Auswertungshomomorphismus
πa : A → R, p 7→ p(a). P := π−1

a (R2) ist eine Anordnung vonA mit g1, . . . , gk ∈ P
undK+ ⊂ P . Nach Voraussetzung folgt daherf ∈ P+, was geradef(a) > 0 bedeutet.

„⇒“: Sei P eine Anordnung mitM2m
< (g1, . . . , gk) ⊂ P . Wir nehmen an, es sei

f 6∈ P , d.h.−f ∈ P . Setzen wirF := Quot(A/P 0) undp := p + P 0, so istQ :=

F 2 · {p | p ∈ P} eine Anordnung vonF mit −f̂(x), ĝ1(x), . . . , ĝk(x) ∈ Q und
K+ ⊂ Q. Nach Übergang zum reellen Abschluß von(F,Q) liefert das Tarski-Prinzip
dann

(R,<) ≡L(K)
˜(F,Q) |= ∃ v

(
f̂(v) ≤ 0 ∧

k∧
i=1

ĝi(v) ≥ 0 ∧
l∧

j=1

pj(v) = 0
)
,

und damitf(a) ≤ 0 für eina ∈ SR(g1, . . . , gk). �

Neben der Frage nach Archimedizitätskriterien stellt sich die Frage nach Mög-
lichkeiten der Moduldarstellung bei unbeschränktemS(g1, . . . , gk), wobei hier natür-
lich Nenner zu erwarten sind. Ein Beispiel dafür ist der folgende Satz, in dem die
Existenz von Moduldarstellungen mit besonders schönem Nenner gezeigt wird. Der
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Satz geht auf auf Putinar und Vasilescu zurück (siehe [Pu-Va]). Für ein Polynom
f ∈ K[X1, . . . , Xn] bezeichneF ∈ K[X0, . . . , Xn] dessenHomogenisierung

F (X) = X
deg(f)
0 f

(X1

X0

, . . . ,
Xn

X0

)
.

3.8 Satz Sei(K,<) ein archimedisch angeordneter Körper. Dann gilt für alle Polynome
f, g1, . . . , gk ∈ K[X1, . . . , Xn] von geradem Grad:

F > 0 aufS(G1, . . . , Gk) \ {0} ⇒
(

1 +
n∑
i=1

X2
i

)m
· f ∈M2(g1, . . . , gk)

für einm ∈ N.

Beweis:SeiA := (1−
∑n

0 X
2
i ),A := K[X0, . . . , Xn]/A undxi := Xi + A. V (A) ist

die Einheitssphäre imRn+1 und somitS(g) für alle g ∈ A kompakt. Es ist0 6∈ V (A),
nach Voraussetzung und Satz 3.5, daher

F (x) ∈M2
<(G1(x), . . . , Gk(x)).

Zurück verlagert in den Polynomring ergibt sich daraus

F (X) = t0(X) + t1(X)G1(X) + · · ·+ tk(X)Gk(X) + g(X)
(

1−
n∑
i=0

X2
i

)
(1)

für gewisseti ∈
∑
K+K[X0, . . . , Xk]

2 und eing ∈ K[X0, . . . , Xn]. Wir setzen

‖X‖ :=
√
X2

0 + · · ·+X2
n

und erhalten

1−
n∑
i=0

( Xi

‖X‖

)2

= 1−
∑n

0 X
2
i∑n

0 X
2
i

= 0.

Ersetzen wir nun in(1) Xi durch‖X‖−1 ·Xi, so folgt mit2di := deg(Gi) und2d :=
deg(G) aus der Homogenität vonF und denGi’s

F (X)

‖X‖2d
= t0 ·

X

‖X‖
+ t1 ·

X

‖X‖
· G1(X)

‖X‖2d1
+ · · ·+ tk ·

X

‖X‖
· Gk(X)

‖X‖2dk
(2).

Fürh =
∑r

0 Hi ∈ K[X0, . . . , Xn] mit Hi homogen vom Gradi oderHi = 0 gilt

h
( X

‖X‖

)
=

1

‖X‖r
( ∑

2|(r−i)

‖X‖r−iHi + ‖X‖
∑

2-(r−i)

‖X‖r−i−1Hi

)
=

1

‖X‖r
(h1 + ‖X‖h2)
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mit gewissenh1, h2 ∈ K[X0, . . . , Xn] und daher

h
( X

‖X‖

)2

=
1

‖X‖2r

(
(h2

1 + ‖X‖2h2
2) + ‖X‖(2h1h2)

)
.

Mit 2r := max{deg(t0), . . . , deg(tk)} ergibt sich somit aus(2)

F (X)

‖X‖2d
=
t′0(X)

‖X‖2r
+
t′1(X)G1(X)

‖X‖2(d1+r)
+ · · ·+ t′k(X)Gk(X)

‖X‖2(dk+r)
+ ‖X‖ s(X)

‖X‖2r
(3).

für gewisset′0, . . . , t
′
k ∈

∑
K+K[X0, . . . , Xk]

2 und eins ∈ K[X0, . . . , Xk]. Nun ist
‖X‖2 ∈ K[X0, . . . , Xn] und‖X‖ 6∈ K(X0, . . . , Xn). Es folgt dahers = 0, und die
Multiplikation von (3) mit einer geeigneten Potenz von‖X‖2 =

∑n
0 X

2
i liefert dann

schließlich( n∑
i=0

X2
i

)m
F (X) = τ0(X) + τ1(X)G1(X) + · · ·+ τk(X)Gk(X)

für gewisseτj ∈
∑
K+K[X0, . . . , Xn]2 und einm ∈ N. Setzen wirX0 = 1, so folgt

die Behauptung. �

Da die Fragen nach der Archimedizität des Moduls und nach der Existenz von Mo-
duldarstellungen mit Nennern eng miteinander verbunden sind, werden wir sie meist
parallel bearbeiten. Das nächste Lemma erweist sich dabei als unverzichtbares Binde-
glied. Es stellt eine Art Umkehrung von Satz 1.12 dar, und zwar im folgenden Sinne:
Wir zeigen, daß die dort aus der Archimedizität des Moduls gefolgerte Beschreibung
strikt positiver Funktionen umgekehrt unter gewissen Voraussetzungen die Archime-
dizität des Moduls liefert.

3.9 Lemma Sei(K,<) ein archimedisch angeordneter Körper undT eine Präordnung
vonA := K[X1, . . . , Xn]/A mit K+ ⊂ T . Ist dannS ⊂ V (A) kompakt undM ein
T -Modul vonA, so daß für allef ∈ A gilt

f∣∣S > 0 ⇒ t · f ∈ 1 +M für ein t ∈ T ,

so istM archimedisch.

Beweis:Wir argumentieren ähnlich wie im Beweis zu Satz 1.14. Sei etwaA2m ⊂ T .
Wir setzenxi := Xi + A. DaS kompakt ist, gibt es einc ∈ N mit

c± x1, . . . , c± xn > 0

aufS. Dann ist auch für allee ∈ {0, . . . , 2m− 1}2n

ge :=
n∏
i=1

(c− xi)ei(c+ xj)
ei+n > 0
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aufS, und nach Voraussetzung und Satz 1.8 daher(1 + te)ge ∈M für ein te ∈ T . Mit
1 + t =

∏
e(1 + te), t ∈ T , undT ′ := T 2m

< (c± x1, . . . , c± xn) ergibt sich somit

(1 + t) · T ′ ⊂M.

T ′ ist nach Proposition 1.13 archimedisch, alsol − t ∈ T ′ für ein l ∈ N. Es folgt

(1 + l)2m−1(l − t) = (1 + t+ l − t)2m−1(l − t)

=
( 2m−1∑

i=0

(
2m−1
i

)
(1 + t)i(l − t)2m−1−i

)
(l − t)

= (l − t)2m + (1 + t) ·
2m−1∑
i=1

(
2m−1
i

)
(1 + t)i−1(l − t)2m−i

∈ T + (1 + t) · T ′ ⊂M

und daherl − t ∈ M . Um die Archimedizität vonM nachzuweisen, genügt es wegen
A =

∑
A2m −

∑
A2m, für alleσ ∈

∑
A2m die Existenz einesr ∈ N mit r − σ ∈ M

zu zeigen. Es ists− σ ∈ T ′ für eins ∈ N, also mitr := s(1 + l)

r − σ = (1 + t)(s− σ) + s(l − t) + tσ ∈M.

�

De facto ist die Voraussetzung des Lemmas nur für eine geeignete Funktion nach-
zuweisen. Wir zeigen dies hier für den quadratischen Fall, und kommen auf den alle-
gemeinen später zurück (siehe Beispiel 3.19).

3.10 Bemerkung Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.9 gilt: IstT eine quadratische
Präordnung, so istM archimedisch, falls für einc ∈ K+ undt ∈ T gilt:

t · (c− x2
1 − · · · − x2

n) ∈ 1 +M.

Beweis: Sei f = c − x2
1 − · · · − x2

n für c ∈ K+. Wir zeigen zuerst, daßM2
<(f)

archimedisch ist: Es sindc−x2
i = f +

∑
j 6=i x

2
j ∈M2

<(f) und mitk = (1 + c)/2 dann
auch

k ± xi =
1

2c

(
(c± xi)2 + (c− x2

i )
)
∈M2

<(f).

DaM2
<(f) multiplikativ abgeschlossen ist, folgt daher die Archimedizität vonM2

<(f).
Nach Voraussetzung und Satz 1.8 haben wir(1+t)f ∈M für ein geeignetest ∈ T .

Damit ist f + ct ∈ M , und es gilt(1 + t)M2
<(f) ⊂ M . Sei nunl ∈ N so, daß gilt

l − t ∈M2
<(f) und somit dann(1 + t)(l − t) ∈M . Es folgt

l − t = (1 + l)−1
(
(1 + t)(l − t) + (l − t)2

)
∈M,
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daherc(1 + l)− x2
1 − · · · − x2

n = (f + ct) + c(l − t) ∈M , und somit istM2
<(cl + f)

ein archimedischer Untermodul vonM . �

Im nächsten Abschnitt geben wir zwei abstrakte Beschreibungen der Situation an,
eine von mehr illustrierendem Charakter, die aber für das Verständnis des weiteren
Vorgehens sehr hilfreich ist, und eine mehr technische, die wir zur konkreten Arbeit in
den folgenden Abschnitten heranziehen.

3.1 Abstrakte Kriterien

Zunächst werden wir die VarietätV (A) zu einem geeigneten größeren Raum kom-
paktifizieren, indem wir das passende semireelle Spektrum ein wenig uminterpretie-
ren. Dies geschieht so, daß das Verhalten einer Funktionf ∈ A an den dabei zu
S(g1, . . . , gk) neu hinzukommenden Punkten die für uns relevante Information liefert.

Sei also(K,<) ein archimedisch angeordneter Körper, von dem wir wieder ohne
Einschränkung(K,<) ⊂ (R, <) annehmen. Zu einerT 2m

< -SemiordnungS seiFS =
Quot(A/S0). Wir setzena := a+ S0 und definieren

T :=
{t1
t2
| t1, t2 ∈ T 2m

< , t2 6∈ S0
}

= F 2m
S · {t | t ∈ T 2m

< },

S :=
{s
t
| s ∈ S, t ∈ T 2m

< \ S0
}

= F 2m
S · {s | s ∈ S}.

T ist eine Präordnung vonFS undS eineT -Semiordnung. Nach Satz 2.8 istA(S) ein
Ring mit archimedischer

∑
K+A(S)2m-SemiordnungS∩A(S). Sei nunφS : A(S)→

R der nach Satz 1.10 eindeutig bestimmte Homomorphismus mitφS(S∩A(S)) ⊂ R+.
Wir erweiternφS zuφS : FS → R ∪ ±∞ durchφS(a) := ±∞, falls a ∈ ±S \ A(S),
und definieren

αS : A� A/S0 ↪→ FS
φS−→ R ∪ {±∞}.

(φS ist natürlich im wesentlichen die zum BewertungsringA(S) gehörigeR-wertige
Stelle, die nur an den unendlichen Werten entsprechend modifiziert werden muß.) Es
sei nun

Ṽ := ˜V (A)
2m

:= {αS | S maximaleT 2m
< -Semiordnung}.

Wir findenV := V (A) auf kanonische Weise iñV wieder: Füra ∈ V sei πa :
A → R der entsprechende Auswertungshomomorphismus.Sa := π−1(R+) ist eine
maximale Anordnung überT 2m

< , für die offensichtlich gilt:αSa = πa. Wir identifizie-
ren im folgendena mit αSa.

Der nächste Schritt ist eine geeignete Topologisierung vonṼ . Zunächst kompakti-
fizieren wirR durchR ∪ {±∞}, indem wir−∞ als „Boden“ und+∞ als „Deckel“
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auffassen. Eine Basis der offenen Mengen vonR∪{±∞} sind also gerade die offenen
Mengen vonR zusammen mit den halboffenen Intervallen[−∞, a) und (a,+∞] für
beliebigesa ∈ R, wobei diese Schreibweise hier nicht symbolisch gemeint ist. An-
ders interpretiert, richten wir die Topologie vonR ∪ {±∞} so ein, daß die Bijektion
R ∪ {±∞} ≈−→ [−1, 1], a 7→ a(1 + |a|−1)−1, falls a ∈ R \ {0}, 0 7→ 0, −∞ 7→ −1
und+∞ 7→ 1 zu einem Homöomorphismus wird. Jedesf ∈ A kann durch

f : Ṽ −→ R ∪ {±∞},
αS 7−→ αS(f),

auf Ṽ fortgesetzt werden. Die Topologie voñV sei nun die gröbste Topologie bezüg-
lich der alle Abbildungenf , f ∈ A, stetig sind.

Zu g1, . . . , gk ∈ A sei

S̃(g1, . . . , gk) := {α ∈ Ṽ | 0 ≤ g1(α), . . . , 0 ≤ gk(α)},

wobei wir−∞ < R < +∞ setzen. Gemäß unserer Identifikation haben wir natürlich
S(g1, . . . , gk) ⊂ S̃(g1, . . . , gk).

3.11 SatzSeien(K,<), A undA wie gehabt und dazũV := ˜VR(A)
2m

wie eben definiert.
Dann istṼ ein kompakter Hausdorff-Raum, die Teilraumtopologie vonV := V (A) ⊂
Ṽ stimmt mit der üblichen Topologie vonV ⊂ Rn überein, undV ist offen inṼ . Für
alle f, g1, . . . , gk ∈ A gilt die folgende Äquivalenz:

f∣∣S̃(g1, . . . , gk)
> 0 ⇔ t · f ∈ 1 +M2m

< (g1, . . . , gk) für ein t ∈ T 2m
< .

Ist S(g1, . . . , gk) kompakt, so gilt:

M2m
< (g1, . . . , gk) ist archimedisch ⇔ S(g1, . . . , gk) = S̃(g1, . . . , gk).

Beweis:Nach Definition der Topologie auf̃V ist die Inklusion

Ṽ ↪→
∏
f∈A

(R ∪ {−∞,+∞}),

α 7→ (f(α))f∈A,

eine topologische Einbettung. Als Teilraum eines Hausdorff-Raumes ist somit auchṼ
ein Hausdorff-Raum.

SeiT := T 2m
< undM := M2m

< (g1, . . . , gk). Die Abbildung

% : (Y T )max � Ṽ ,

S 7→ αS,

ist nach Definition voñV surjektiv. Wir zeigen, daß% stetig ist, und erhalten damit, daß
Ṽ als stetiges Bild eines quasikompakten Raumes auch quasikompakt ist. Zu prüfen
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ist dazu, ob für jedesf ∈ A die Abbildungf ◦ % stetig ist. Hierfür ist es ausreichend,
zu zeigen, daß für alleλ ∈ R die Urbilder(f ◦ %)−1((λ,∞]) und(f ◦ %)−1([−∞, λ))
offen sind. Es ist

(f ◦ %)−1((λ,∞]) = %−1
(
{αS | αS(f) ∈ (λ,∞]}

)
= %−1

(
{αS | ∃ r ∈ Q, r > λ : αS(f) ∈ (r,∞]}

)
= %−1

( ⋃
r∈Q, r>λ

{αS | αS(f) ∈ (r,∞]}
)

= %−1
( ⋃
r∈Q, r>λ

{αS | f − r ∈ S+}
)

=
⋃

r∈Q, r>λ

HT (f − r)

eine Vereinigung offener Mengen, also selber offen. Für(f ◦ %)−1([−∞, λ)) gilt ent-
sprechendes.

Die Teilraumtopologie aufV ist die schwache Topologie bezüglich den Einschrän-
kungen der Funktionenf ∈ A auf V . Das sind gerade die polynomialen Funktionen
aufV , die auf diese Weise offensichtlich die Standardtopologie aufV ⊂ Rn erzeugen.

Weiter istV = x−1
1 (R) ∩ · · · ∩ x−1

n (R), als endlicher Durchschnitt offener Men-
gen somit selbst offen:V ist im Durchschnitt auf der rechten Seite enthalten, da
natürlich für allea ∈ V das Bild vonπa in R liegt. Ist umgekehrtα = αS mit
α(x1), . . . , α(xn) ∈ R gegeben, so sindx1, . . . , xn ∈ A(S), also auchA/S0 ⊂ A(S)
und somitαS(A) ⊂ R. d.h.α ist ein Homomorphismus und entspricht daher einem
Punkt vonV .

Die erste Äquivalenz ergibt sich direkt aus Lemma 1.8, da definitionsgemäß gilt

f∣∣S̃(g1, . . . , gk)
> 0 ⇔ f ∈ S+ für alleS ∈ (Y T

M)max.

Gilt S(g1, . . . , gk) = S̃(g1, . . . , gk), so folgt die Archimedizität vonM aus der
eben begründeten Äquivalenz und Lemma 3.9. WennM archimedisch ist, dann gilt
A/S0 ⊂ A(S) und somitαS ∈ S(g1, . . . , gk) für alle S ∈ Y T

M , was der behaupteten
Identität entspricht. �

Die heiklen Punkte sind also genau die, die inS̃(g1, . . . , gk) \S(g1, . . . , gk) liegen.
Wenn der Modul archimedisch ist, gibt es keine solchen, und nur die affinen Gege-
benheiten sind relevant. Im allgemeinen Fall wird man versuchen, die geometrische
Bedeutung dieser Punkte zu erkennen.

Um das zweite Kriterium zu formulieren, zunächst noch einige Vorüberlegungen
und Definitionen. Wir bezeichnen mitRI< := RI(A)< die Menge aller reellen Ideale
B von A, die an einer AnordnungP mit K+ ⊂ P zentriertsind, d.h. für dieB =
P 0 gilt. Zu einem solchen IdealB, das per Definition ein Primideal ist, seiFB :=
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Quot(A/B) und inFB seiT (B)2m
< :=

∑
K+F

2m
B . DaB an einer AnordnungP mit

K+ ⊂ P zentriert ist, folgt, daßT (B)2m
< eine Präordnung ist. Für jedesS ∈ Y T 2m

< ist
nun durchT (S0)2m

< eine Präordnung vonFS = FS0 gegeben (vgl. die Definitionen zu
Beginn des Abschnitts). Nach Satz 2.10 existiert daher aufFS0 eine AnordnungP mit
K+ ⊂ P , was äquivalent dazu ist, daßS0 in RI< liegt. Es gilt alsoRI< = {S0 | S ∈
Y T 2m

< }.
Zu B ∈ RI< erhalten wir die folgenden, zueinander inversen Bijektionen

Y T (B)2m
< (FB)

≈←→
{
S ∈ Y T 2m

< | S0 = B
}
,

S ′ p→ {a ∈ A | a ∈ S ′},
S ←p S,

wobei wira := a+ B setzen. Fürf, g1, . . . , gk ∈ A können wir daher die Äquivalenz
(i) ⇔ (ii) aus Lemma 1.8 wie folgt fortsetzen:

t · f ∈ 1 +M2m
< (g1, . . . , gk)

für ein t ∈ T 2m
<

1.7⇐⇒ ∀S ∈ Y T 2m
<

M2m
< (g1,...,gk)

: f ∈ S+

⇐⇒

{
∀B ∈ RI< ∀S ∈ Y T 2m

< , S0 = B :

g1, . . . , gk ∈ S ⇒ −f 6∈ S

⇐⇒

{
∀B ∈ RI< ∀S ∈ Y T (B)2m

< :

g1, . . . , gk ∈ S ⇒ −f 6∈ S

⇐⇒


∀B ∈ RI< : 〈1,−f, g1, . . . , gk〉 ist

indefinit bzgl. allerT (B)2m
< -Semi-

ordnungen vonFB

2.10⇐⇒

{
∀B ∈ RI< : 〈1,−f, g1, . . . , gk〉 ist

T (B)2m
< -isotrop

Dabei soll〈1,−f, g1, . . . , gk〉 denregulären Anteilder Form bezeichnen, d.h. nur die
von 0 verschiedenen Einträge beinhalten. Setzen wir

Xarch
< := X(A)arch

< :=
⋃

B∈RI<

{P ∈ XT (B) | P archimedisch},

Ω2m
< := Ω(A)2m

< :=
⋃

B∈RI<

Ω(T (B)2m
< ),

50



so folgt schließlich aus dem Lokal-Global-Prinzip 2.15:

t · f ∈ 1 +M2m
< (g1, . . . , gk)

für ein t ∈ T 2m
< .

(∗)⇐⇒



∀P ∈ Xarch
< : 〈1,−f, g1, . . . , gk〉 ist

indefinit bzgl.P

und

∀ v ∈ Ω2m
< : 〈1,−f, g1, . . . , gk〉 ist

(T 2m
< )v-isotrop

Bevor wir das Kriterium formulieren, noch eine Definition: Wir zerlegenΩ2m
< in zwei

Teile, zum einen in die Menge

Ω2m,∞
< :=

⋃
B∈RI<

{
v ∈ Ω(T (B)2m

< ) | ∃ i : xi 6∈ Ov
}

der unendlichenBewertungen ausΩ2m
< (xi := Xi + A), d.h. der Bewertungen, die

mindestens einer Koordinatenfunktionxi den Wert∞ zuweisen, und ihr Komplement,
die MengeΩ2m,e

< := Ω2m
< \ Ω2m,∞

< derendlichenBewertungen.

3.12 SatzSei(K,<) ein archimedisch angeordneter Körper undA := K[X1, . . . , Xn]/A.
Dann gelten für allef, g1, . . . , gk ∈ A die folgenden Äquivalenzen:

f∣∣S(g1, . . . , gk)
> 0

(1)⇐⇒
∀P ∈ Xarch

< : 〈1,−f, g1, . . . , gk〉
ist indefinit bzgl.P

und

f∣∣S(g1, . . . , gk)
> 0

und

∀ v ∈ Ω2m,∞
< : 〈1,−f, g1, . . . , gk〉
ist (T 2m

< )v-istrop


(2)⇐⇒

t · f ∈ 1 +M2m
< (g1, . . . , gk)

für ein t ∈ T 2m
<

Ist S(g1, . . . , gk) kompakt, so gilt:

M2m
< (g1, . . . , gk) ist archimedisch

(3)⇐⇒
∀ v ∈ Ω2m,∞

< : 〈1, g1, . . . , gk〉
ist (T 2m

< )v-istrop

Beweis:SeiA = (p1, . . . , pl), x := (X1 + A, . . . , Xn + A), und sei für allep ∈ A ein
p̂ ∈ K[X1, . . . , Xn] mit p = p̂(x) fixiert.

(1): Die Implikation „⇐“ wird offensichtlich, wenn man die Voraussetzung auf die
Kerne der Auswertungshomomorphismenϕ(x) := a für a ∈ S(g1, . . . , gk) anwendet.

„⇒“: Sei f > 0 auf S(g1, . . . , gk). Angenommen,〈1,−f, g1, . . . , gk〉 ist definit
bezüglich der archimedischen AnordnungP ∈ XT (B). Diese liefert eine Einbettung
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(FB, Q) ↪→ (R, <) und damit einen Homomorphismusϕ : A → R, für den wegen
K+ ⊂ P gilt ϕ|K = idK . Die Definitheit der Form führt zua := ϕ(x) ∈ S(g1, . . . , gk)
undf(a) ≤ 0, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

(2): Die Implikation „⇐“ folgt aus der Äquivalenz (∗) und dem eben Bewiesenen.
„⇒“: Wir zeigen, daß für alleB ∈ RI< die Form〈1,−f, g1, . . . , gk〉 T (B)2m

< -
isotrop ist. In Anbetracht von (∗), (1) und der Voraussetzung ist noch die(T (B)2m

< )v-
Isotropie für allev ∈ Ω2m,e

< zu zeigen. Wir schließen dazu induktiv über den Trans-
zendenzgrad vonFB/K.

Vorab zwei Bemerkungen: Jede Bewertungv ∈ Ω2m
< ist verträglich mit einer Ord-

nungP ∈ ZT (B)2m
<

, d.h. es gilt1 + Mv ⊂ P , bzw.P ist eine Ordnung von(FB)v,

also auchT (B)2m
< eine Präordnung von(FB)v. Nun istK+ = K ∩ P und daher die

Einschränkung vonv aufK verträglich mit<, was aufgrund der Archimedizität von
< zur Folge hat, daßv trivial aufK ist. Zum einen gibt es also gemäß Proposition 2.7
einenT 2m

< (B)-Schnitt zuv, und es istT 2m
< (B) =

∑
K+(FB)2m, und gemäß Satz 2.10

läßt sich< zu einer Anordnung von(FB)v fortsetzen.
tr.deg(FB/K) = 0: Dann ist jede aufK triviale Bewertung auch aufFB trivial,

und somit nichts zu prüfen.
tr.deg(FB/K) > 0: Da v endlich ist, giltA/B ⊂ Ov. Seiπ : A � A/B die

Projektion auf den Quotienten. Wir setzenC := π−1(A/B ∩Mv) und identifizieren
FC = Quot(A/C) als Teilkörper von(FB)v. Es istC ∈ RI<, da sich, wie eingangs
bemerkt,< insbesondere zu einer Anordnung vonFC fortsetzen läßt. Nach [Bou],
§10.3, Corollary 4, ist nun

tr.deg(FC/K) ≤ tr.deg((KB)v/K) < tr.deg(FB/K),

alsoC eines der Ideale, die wir schon überprüft haben. D.h. mityi := xi + Mv ist der
reguläre Anteil der Form〈1,−f̂(y), ĝ1(y), . . . , ĝk(y)〉 dannT (C)2m

< -isotrop und wegen
T (C)2m

< ⊂ T (B)2m
< somit auchT (B)2m

< -isotrop. Für ein Polynomp ∈ K[X1, . . . , Xn]
gilt nun wegenx1, . . . , xn ∈ Ov:

v(p(x1, . . . , xn)) = 0 ⇔ p(y1, . . . , yn) 6= 0.

Ist s einT (B)2m
< -Schnitt zuv undp(y) 6= 0, so folgt daher

p(x)

s(v(p(x)))
+ Mv =

p(x)

s(0)
+ Mv = p(x) + Mv = p(y).

Dies zeigt, daß der reguläre Anteil von〈1,−f̂(y), ĝ1(y), . . . , ĝk(y)〉 eine Teilform der
0-ten Restklassenform von〈1,−f, g1, . . . , gk〉 ist, die sich somit ebenfalls alsT (B)2m

< -
isotrop erweist.

(3): „⇒“: Sei c ∈ K, so daßf := c −
∑n

1 x
2m
i strikt positiv aufS(g1, . . . , gn)

ist. Nach Satz 1.12 ist dann die rechte Seite von (2) erfüllt, also〈1,−f, g1, . . . , gk〉
(T (B)2m

< )v-isotrop für allev ∈ Ω2m,∞
< . Wir zeigen, daß dabei der Eintrag−f keine
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Rolle spielt: Seiv ∈ Ω(T (B)2m
< ) eine unendliche Bewertung unds ein T (B)2m

< -
Schnitt. Ohne Einschränkung seiv(x1) = min{v(x1), . . . , v(xn)}, nach Proposition
2.6 alsov(x2m

1 + · · · + x2m
n ) = 2mv(x1) < 0. Es folgts(v(−f)) = s(v(

∑n
1 x

2m
i )) =

s(2mv(x1)) = ts(v(x1))2m für ein t ∈ T (B)2m
< ∩ O×v und damit

−f
s(v(−f))

+ Mv =
1

t
·

n∑
i=1

( xi
s(v(x1))

)2m

︸ ︷︷ ︸
∈ T (B)2m

<

− 1

t
· c

s(v(x1))︸ ︷︷ ︸
∈Mv

+Mv ∈ T (B)2m
< .

Somit trägt−f zur 0-ten Restklassenform nur einen Eintrag bei, der hinsichtlich der
betrachteten Isotropie irrelevant ist.

„⇐“: Folgt aus Lemma 3.9, da fürf ∈ A mit f > 0 auf S(g1, . . . , gk) die linke
Seite von (2) gegeben ist. Denn mit〈1, g1, . . . , gk〉 ist natürlich insbesondere auch
〈1,−f, g1, . . . , gk〉 (T (B)2m

< )v-isotrop. �

3.2 Allgemeiner Fall

In diesem Abschnitt werden wir die eben beschriebenen Kriterien mit Leben füllen, in-
dem wir untersuchen, welche geometrischen Phänomene sich hinter ihnen verbergen.
Es wird sich zeigen, daß die Möglichkeit einer Moduldarstellung neben dem „endli-
chen“ (affinen) Verhalten der beteiligten Funktionen weitgehend durch das gemeinsa-
me Verhalten im „Unendlichen“, d.h. durch deren asymptotisches Verhalten, bestimmt
ist. Selbiges wiederum hängt im Fall von Polynomen, abgesehen von einer Zariski-
abgeschlossenen Ausnahmemenge, von den homogenen Anteilen höchsten Grades ab.
Daß diese von Bedeutung sind, hat schon Putinar erkannt und eine diesbezügliche hin-
reichende Bedingung für die nennerfreie Moduldarstellung angegeben, falls allegi’s
einen geraden Grad haben (siehe [Pu], Theorem 1.4). Zu Beginn leiten wir dieses Er-
gebnis in allgemeinerer Form aus Satz 3.8 her, da es für das folgende die Richtung
weist.

Zu p ∈ K[X1, . . . , Xm] bezeichne

ph := P (0, X1, . . . , Xn)

den homogenen Anteil höchsten Grades vonp.

3.13 SatzSei(K,<) ein archimedisch angeordneter Körper. Dann gelten für alle Polyno-
mef, g1, . . . , gk ∈ K[X1, . . . , Xn] von geradem Grad
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f∣∣S(g1, . . . , gk)
> 0

und

fh∣∣S(gh1 , . . . , g
h
k ) \ {0} > 0

 ⇒
t · f ∈ 1 +M2

<(g1, . . . , gk)

für ein t ∈ T 2
<,

und

S(gh1 , . . . , g
h
k ) = {0} ⇒ M2

A(g1, . . . , gk) ist archimedisch.

Beweis:Die erste Behauptung folgt direkt aus Satz 3.8, da, wie man durch Einsetzen
von 0 und1 für die VariableX0 leicht erkennt, die Voraussetzung auf der linken Seite
der Implikation genau dann erfüllt ist, wenn giltF > 0 aufS(G1, . . . , Gk) \ {0}.

Zum Beweis der zweiten Implikation greifen wir vorweg: Proposition 3.14 zeigt,
daßS(gh1 , . . . , g

h
k ) = {0} die Kompaktheit vonS(g1, . . . , gk) zur Folge hat. Zusammen

mit der schon bewiesenen Implikation liefert dann Bemerkung 3.10 die Behauptung,
dac−

∑n
1 X

2
i geraden Grad hat. �

Putinar beweist diesen Satz unter Verwendung von Satz 3.5, indem er mit analy-
tischen Methoden (Partition der Eins, Satz von Stone-Weierstrass) die Existenz eines
Polynomsg ∈M2

<(g1, . . . , gk) mit kompakter MengeS(g) zeigt. Allerdings formuliert
er eine stärkere Fassung, in der nur gefordert wird, daßgh1 , . . . , g

h
k keine nicht-triviale

gemeinsame Nullstelle haben. Der Beweis benötigt jedoch die, wie wir später sehen
werden, weitreichendere Bedingung, die wir hier verwenden.

Wir werden nun diesen Satz verallgemeinern (allerdings ohne die genaue Angabe
des Nenners). Leider schaffen wir es nicht vollständig, eine hinreichend und notwendi-
ge Bedingung für die Archimedizität des Moduls anzugeben. Wir zeigen aber, daß wir
immerhin in vielen Fällen eine durchaus passable Annäherung an eine solche gefunden
haben.

Der übersichtlicheren Darstellung wegen arbeiten wir in diesem Abschnitt nicht
mit Elementen der KoordinatenalgebrenK[X1, . . . , Xn]/A, sondern gehen direkt vom
Polynomring aus. Weiter nehmen wir im folgenden ohne Einschränkung an, daß zu
m ∈ N, die Polynomeg1, . . . , gk so sortiert sind, daß für gewisse1 = r0 ≤ r1 ≤ · · · ≤
r2m−1 ≤ r2m = k + 1 und0 ≤ i < 2m gilt

deg(gri) ≡ deg(gri+1) ≡ · · · ≡ deg(gri+1−1) ≡ i mod2m.

Zu p1, . . . , pl, f, g1, . . . , gk ∈ K[X1, . . . , Xn] setzen wir

P2m
i (~p,~g)(f) :⇔ fh > 0 auf

(
S(ghri , . . . , g

h
ri+1−1) ∩ V (ph1 , . . . , p

h
l )
)
\ {0},

P2m
i (~p,~g) :⇔

(
S(ghri , . . . , g

h
ri+1−1) ∩ V (ph1 , . . . , p

h
l )
)
\ {0} = ∅,
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falls i = 0 oderi ungerade ist, sowie

P2m
i (~p,~g)(f) :⇔


fh > 0 auf

(
S(ghri , . . . , g

h
ri+1−1) ∩ V (ph1 , . . . , p

h
l )
)
\ {0}

und

fh < 0 auf
(
S(−ghri , . . . ,−g

h
ri+1−1) ∩ V (ph1 , . . . , p

h
l )
)
\ {0},

P2m
i (~p,~g) :⇔


(
S(ghri , . . . , g

h
ri+1−1) ∩ V (ph1 , . . . , p

h
l )
)
\ {0} = ∅

und(
S(−ghri , . . . ,−g

h
ri+1−1) ∩ V (ph1 , . . . , p

h
l )
)
\ {0} = ∅

falls i > 0 gerade ist. Schließlich sei

P2m(~p,~g)(f) :⇔ deg(f) ≡ i mod2m und P2m
i (~p,~g)(f)

und

P2m(~p,~g) :⇔ ∃ 0 ≤ i < 2m : P2m
i (~p,~g).

Diese Bedingungen sind die Verallgemeinerung der Prämissen in Satz 3.13 auf hö-
here Stufen und auf Koordinatenalgebren. Die Quotientenbildung nach dem IdealA

schlägt sich darin nieder, daß im allgemeinen weniger Punkte zu testen sind. Im Fall
des Polynomrings, d.h.A = (0), sind nach wie vor alle Punkte zu berücksichtigen. Die
Sonderrolle voni = 0 kommt daher, daß wir zu den Polynomen, deren Grad kongruent
0 modulo2m ist, eigentlich noch das Polynom1 hinzufügen, das per se im Modul zu
Verfügung steht. Die vermeintliche Asymmetrie zwischen geradem und ungerademi
ist bei näherem Hinsehen keine, da bei ungerademi aufgrund der Homogenität der Po-
lynome die eine Hälfte der Bedingung automatisch die andere erzwingt (der Übergang
vona zu−a ändert das Vorzeichen).

P2n(~p,~g) garantiert schon die Kompaktheit vonS(g1, . . . , gk)∩V (A), wie die fol-
gende Proposition, angewandt aufgri , . . . , gri+1−1,±p1, . . . ,±pl, zeigt.

3.14 Proposition Gilt für g1, . . . , gk ∈ R[X1, . . . , Xn]

R
m \ {0} = {a ∈ Rm | gh1 (a) < 0 ∨ · · · ∨ ghk (a) < 0},

so istS(g1, . . . , gk) kompakt.

Beweis:Es seiSn−1 := {a ∈ Rn | ‖a‖ := (
∑n

1 a
2
i )

1/2 = 1} die Einheitssphäre im
R
n. Wir zeigen zunächst, daß es kompakte MengenKi ⊂ Sn−1 gibt, so daß giltgi < 0

aufKi undSn−1 = K1 ∪ · · · ∪Kk. Die MengenUm
i := {ω ∈ Sn−1 | ghi (ω) < −1/m}

(m ≥ 1) sind offene Teilmengen vonSn−1, und es ist nach Voraussetzung

Sn−1 =
k⋃
i=1

{ω ∈ Sn−1 | ghi (ω) < 0} =
k⋃
i=1

∞⋃
n=1

Um
i .
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DaSn−1 kompakt ist, gibt es eine endliche Teilüberdeckung, und wegenUk
i ⊂ Um

i für
k < m können wir diese in der FormUm

1 , . . . , U
m
k für einm ∈ N wählen. Die Mengen

Ki := {ω ∈ Sn−1 | ghi (ω) ≤ −1/(2m)} genügen dann den Anforderungen.
Es sei nung ∈ R[X1, . . . , Xn] mit deg(g) = d undK ⊂ Sn−1 kompakt mitg < 0

aufK. Weiter seienq1, . . . , qd−1 ∈ R[X1, . . . , Xn] homogen mitdeg(qi) = i so, daß
gilt g =

∑d−1
1 qi+g

h. Aufgrund der Kompaktheit vonK und der Stetigkeit derqi’s und
gh’s gibt es eine Konstantec1 ∈ Rmit max{|qi(ω)| | ω ∈ K} ≤ c1 für 1 ≤ i ≤ d− 1,
und es istc2 := max{gh(ω) | ω ∈ K} < 0. Für t ∈ [2dc1|c2|−1,∞) ∩ [1,∞) und
ω ∈ K ist dann

t−dg(t · ω) = gh(ω) +
d−1∑
i=0

qi(ω)ti−d ≤ c2 + dc1 · t−1 ≤ c2 +
1

2
|c2| < 0,

und somit auchg(t · ω) < 0.
Zusammengefaßt liefern diese beiden Überlegungen die Existenz einer Konstante

c > 0 mit der Eigenschaft: für alleω ∈ Sn−1, t > c undi ∈ {1, . . . , k} ist gi(t ·ω) < 0.
Es folgtS(p1, . . . , pk) ⊂ {a ∈ Rn | ‖a‖ ≤ c}. �

Wir zeigen nun:

3.15 SatzSei (K,<) ein archimedisch angeordneter Körper undA := (p1, . . . , pl) ⊂
K[X1, . . . , Xn]. Dann gilt für allef, g1, . . . , gk ∈ K[X1, . . . , Xn]:

(i) Ist P2m(~p,~g)(f) erfüllt, so gilt

f∣∣S(g1, . . . , gk) ∩ V (A)
> 0 ⇒ t · f ∈M2m

< (g1, . . . , gk) + A

für ein t ∈ T 2m
< .

(ii) Ist P2m(~p,~g) erfüllt, so istM2m
< (g1, . . . , gk) archimedisch.

Beweis:Es ist

S(g1, . . . , gk,±p1, . . . ,±pl) = S(g1, . . . , gk) ∩ V (A)

und aufgrund vonK[X1, . . . , Xn] = T 2m
< − T 2m

<

M2m
< (g1, . . . , gk,±p1, . . . ,±pl) = M2m

< (g1, . . . , gk) + A.

Damit läßt sich Satz 3.12 auf die vorliegende Situation anwenden.
(i): Es seideg(f) ≡ i mod2m für 0 ≤ i < 2m. Wir verwenden das entsprechende

Kriterium in Satz 3.12, müssen also noch die(T (B)2m
< )v-Isotropie für allev ∈ Ω2m,∞

<

nachweisen. Dazu zeigen wir zunächst, daß für alle KörpererweiterungenF/K mit
tr.deg(K/R) <∞, auf die sichK+ fortsetzen läßt und für allea ∈ Fm \ {0} die Form

%(a) :=


reg
〈

1,−fh(a), gh1 (a), . . . , ghr1−1(a),±ph1(a), . . . ,±phl (a)
〉

für i = 0

bzw.

reg
〈
− fh(a), ghri(a), . . . , ghri+1−1(a),±ph1(a), . . . ,±phl (a)

〉
sonst
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∑
K+F

2m-isotrop ist. (reg(. . . ) bezeichne den regulären Anteil der Form.) Wir führen
eine Induktion über den Transzendenzgrad vonF überK:

tr.deg(F/K) = 0: Da sichK+ auf F fortsetzen läßt, istF formal reell, somit
F ⊂ R und die Behauptung dann aufgrund der Voraussetzungen klar.

tr.deg(F/K) > 0: Wir prüfen die Bedingungen des Lokal-Global-Prinzips 2.15
nach. SeiT :=

∑
K+F

2m.
Die Indefinitheit von%(a) bezüglich allen archimedischen AnordnungenP ∈ XT

folgt wie im Beweis von Satz 3.12: Angenommen,%(a) ist definit bezüglichP , dann
findet sich wieder ein Homomorphismusϕ : F → R mit ϕ|K = idK , so daß mit
b := ϕ(a) gilt

fh(b) ≤ 0, 0 ≤ gh1 (b), . . . , 0 ≤ ghr1−1(b), ph1(b) = · · · = pl(b) = 0

für i = 0 bzw.

fh(b) ≤ 0, 0 ≤ ghri(b), . . . , 0 ≤ ghri+1−1(b), ph1(b) = · · · = pl(b) = 0

oder

0 ≤ fh(b), ghri(b) ≥ 0, . . . , ghri+1−1(b) ≥ 0, ph1(b) = · · · = pl(b) = 0

für i > 0, was im Widerspruch zur Gültigkeit vonP2m
i (~p,~g)(f) steht.

Sei nunv ∈ Ω(T ) unds einT -Schnitt zuv. Füra ∈ K seia∗ := s(v(a))−1 · a +
Mv. Wir betrachten die Restklassenformen bzgl.s: Sei ohne Einschränkungv(an) =
min{v(a1), . . . , v(an)}. Mit b := (a1/an, . . . , an−1/an, 1) ist dannK[b1, . . . , bn] ⊂ Ov
undb := (b1+Mv, . . . , bm−1+Mv, 1) 6= 0, wegen tr.deg(Fv/K) < tr.deg(F/K) daher
die Form%(b) nach InduktionsvoraussetzungT -isotrop. Die Induktionsvoraussetzung
kann angewendet werden, dav ∈ Ω(T ) gerade dazu führt, daßv aufK trivial ist und
sichK+ aufFv fortsetzen läßt sowie

∑
K+F

2m
v = T gilt (siehe die Bemerkungen im

Beweis von Satz 3.12).
Für h ∈ K[X1, . . . , Xn] ist v(h(b)) = 0 äquivalent zuh(b) 6= 0 (siehe ebenfalls

Beweis von Satz 3.12). Isth ∈ K[X1, . . . , Xn] homogen vom Gradd, so gilt a−dn ·
h(a) = h(b). Falls nunh(b) 6= 0 und damitv(h(b)) = 0 ist, folgt v(adn) = v(h(a)) und
daher

h(a)

s(v(h(a)))
=

adn
s(v(h(a)))

· h(a)

adn
=

adn
s(v(adn))

· h(b)

Also isth(a)∗ = α ·h(adn) mit α = adn/s(v(h(a))) +Mv ∈ Fv \ {0}. Ist einphj (b) 6= 0,
so hat mit entsprechendemα eine Restklassenform von%(a) die von 0 verschiede-
nen Einträgeα · phj (b) und−α · phj (b) und ist damit dann natürlichT -isotrop. Sind
alle phj (b) = 0, so schließen wir wie folgt: Gilt für den Grad vonh nun zudem
d ≡ i mod2m, etwad = i + 2mr mit r ∈ N, so schreiben wir unter Verwendung der
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T -Schnitteigenschaften:

h(a)

s(v(h(a)))
=

adn
s(v(h(a)))

· h(a)

adn
=

ain · a2mr
n

s(v(ain) + 2mv(arn))
· h(b)

≡ ain
s(v(ain))

· a2mr
n

s(2mv(arn))
· h(b) mod Ṫ

≡ ain
s(v(ain))

·
( arn
s(v(arn))

)2m

· h(b) mod Ṫ .

d.h. wir findenα ∈ Ḟv und θ ∈ T \ {0} mit h(a)∗ = αθ · h(b), wobeiα nur voni
abhängt. Da allephj (b) = 0 sind, gilt daher für gewisseθi ∈ T \ {0}, daß die Form

α · reg
〈

1,−θ0f
h(b), θ1g

h
1 (b), . . . , θr2−1g

h
r2−1(b)

〉
für i = 0

bzw.

α · reg
〈
− θ0f

h(b), θrig
h
ri

(b), . . . , θ2m
ri+1−1g

h
ri+1−1(b)

〉
sonst

eine Teilform der Restklassenform von%(a) ist, die zur Restklasse vonv(ain) modulo
v(Ṫ ) gehört. Mit%(b) ist dann auch diese FormT -isotrop und somit letztlich auch die
genannte Restklassenform. Damit ist die Induktion vollständig.

Sei jetztB ∈ RI(K[X1, . . . , Xn])<, v ∈ Ω(T (B)2m
< ) eine unendliche Bewertung

und s ein T (B)2m
< -Schnitt zuv. Wir setzenxi := Xi + B. Ohne Einschränkung sei

v(xn) = min{v(x1), . . . , v(xn)} < 0. Wir betrachtena := (x1/xn, . . . , xn−1/xn, 1).
Schreiben wirq ∈ K[X1, . . . , Xn] in der Form

∑d−1
0 qj + qh, d = deg(q), mit qi

homogen vom Gradi oderqi = 0, so ist

q(x)

xdn
=
( q0(a)

xdn
+
q1(a)

xd−1
n

+ · · ·+ qd−1(a)

x1
n︸ ︷︷ ︸

∈Mv

)
+ qh(a),

und dabeiv(xj−dn qj(a)) > 0 für j < n. Im Fall qh(a) 6= 0, alsov(qh(a)) = 0, folgt
darausv(x−dn · q(x)) = 0 und somitv(q(x)) = v(xdn). Wir erhalten

q(x)

s(v(q(x)))
=

xdn
s(v(q(x)))

· q(x)

xdn
≡ xdn
s(v(xdn))

· qh(a) modMv,

woraus sich fürd ≡ i mod2m wie oben

q(x)

s(v(q(s)))
+ Mv = αθ

(
qh(a) + Mv

)
für ein nur voni abhängigesα ∈ (FB)v \ {0} und einθ ∈ T (B)2m

< \ {0} ergibt. Jetzt
können wir wie eben schließen, daß eine der Restklassenformen von

reg
(
〈1,−f(x), g1(x), . . . , gk(x),±p1(x), . . . ,±pl(x)〉

)
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(T (B)2m
< )-isotrop ist, wobei wir auf die schon gezeigte

∑
K+(FB)2m

v -Isotropie der
oben betrachteten Form zurückgreifen.

(ii) : Unter Voraussetzung vonP2m(~p,~g), kann der Beweis zu (i) für entsprechende
Formen ohne den zu−f gehörigen Eintrag analog geführt werden. Aus Satz 3.12 (3)
folgt dann die Behauptung. �

P2m(~p,~g) ist allerdings keine notwendige Voraussetzung für die Archimedizität,
wie das folgende Beispiel zeigt:

3.16 BeispielEs seieng1 := 1+Y 2−X2, g2 := 1+X+X2−Y 2, g3 := 1−X+X2−Y 2 ∈
R[X, Y ] und damitgh1 = Y 2−X2, gh2 = gh3 = X2−Y 2.P2

0(g1, g2, g3) ist nicht erfüllt,
da für allea ∈ R undi = 1, 2, 3 gilt ghi (a, a) = 0, undP2

1(g1, g2, g3) ist offensichtlich
nicht erfüllt, da allegi den Grad 2 haben. Nun istg1 +g2 = 2+X undg1 +g3 = 2−X,
woraus folgt

4−X2 =
1

4

(
(2−X)2(2 +X) + (2 +X)2(2−X)

)
∈M2(g1, g2, g3)

und damit

9−X2 − Y 2 = 2(4−X2) +
1

2
(g2 + g3) ∈M2(g1, g2, g3).

Also istM2(g1, g2, g3) nach Bemerkung 3.10 archimedisch.

Wenn wir¬P2m jedoch dahingehend verschärfen, daß das im Beispiel auftretende
Phänomen gemeinsamer Nullstellen derghi ’s nicht mehr vorkommt, so erhalten wir in
vielen Fälle eine notwendige Bedingung:

3.17 Bemerkung Sei(K,<) ein archimedisch angeordneter Körper. Es seieng1, . . . , gk ∈
K[X1, . . . , Xn]. Gilt für i = 0 und alle ungeradeni

S(ghri , . . . , g
h
ri+1−1) \ V (ghri , . . . , g

h
ri+1−1) 6= ∅

und für alle geradeni

S(ghri , . . . , g
h
ri+1−1) \ V (ghri , . . . , g

h
ri+1−1) 6= ∅

oder

S(−ghri , . . . ,−g
h
ri+1−1) \ V (−ghri , . . . ,−g

h
ri+1−1) 6= ∅,

falls ri 6= ri+1 (d.h. tatsächlich auch Polynome mit entsprechendem Grad vorhanden
sind), dann istc−

∑n
1 X

2m
i 6∈M2m

< (g1, . . . , gk) für alle c ∈ K.

Beweis:Seiena(i) ∈ Rn gemäß den Voraussetzungen gewählt, d.h. entwedera(i) ∈
S(ghri , . . . , g

h
ri+1−1) odera(i) ∈ S(−ghri , . . . ,−g

h
ri+1−1). Dabei können wir aufgrund der

Stetigkeit derghj ’s ohne Einschränkunga(i)
n 6= 0 voraussetzen und aufgrund deren
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Homogenität dann aucha(i)
n = 1. Sei v1 : F := K(X1, . . . , Xn, Y ) → Z die auf

K(X1, . . . , Xn) triviale Bewertung mitv1(Y ) = 1. Mittels der Einbettung

τ : K(X1, . . . , Xn) → K(X1, . . . , Xn, Y ),

Xi 7→ XiY
−1,

definieren wirv := v1 ◦ τ und erhalten eine Bewertung vonF mit v(Xi) = −1 für
1 ≤ i ≤ n. Mit Ti := XiX

−1
n +Mv istFv = K(T1, . . . , Tn−1), wobei dieT1, . . . , Tn−1

überK algebraisch unabhängig sind. Sei nuns der durchs(1) := X−1
n definierte

Schnitt zuv. Nach Voraussetzung ist mitdj := deg(gj) dannX−djn gj(X1, . . . , Xn) +
Mv = ghj (T1, . . . , Tn−1, 1) 6= 0, alsov(gj) = −dj und

gj
s(v(gj))

+ Mv =
gj

X
dj
n

+ Mv = ghj (T1, . . . , Tn−1, 1).

Nach Voraussetzung gibt es zu jedema(i) eine AnordnungPi von K(T1, . . . , Tn−1)
mit ghri(T, 1), . . . , ghri+1−1(T, 1) ∈ Pi bzw. ghri(T, 1), . . . , ghri+1−1(T, 1) 6∈ Pi, wobei
für i = 0 der erste Fall eintritt. Das Liften dieser Anordnungen entlangs unter der
Vorzeichenverteilungσ(iZ) = signPi(g

h
ri

(T, 1)) liefert eine
∑
K+F

2m-Semiordnung
S vonF mit g1, . . . , gk ∈ S. Wegen

c−
∑n

1 X
2m
i

s(v(c−
∑n

1 X
2m
i ))

+ Mv =
c

X2m
n

− 1−
n−1∑
i=1

(Xi

Xn

)2m

+ Mv

= −1−
n−1∑
i=1

T 2m
i 6∈ P0,

ist c−
∑n

1 X
2m
i 6∈ S, also insbesondere auchc−

∑n
1 X

2m
i 6∈M2m

< (g1, . . . , gk). �

Unübersichtlich wird die Situation also, wenn in den entsprechenden Graden die
ghi ’s gemeinsame Nullstellen haben. In diesem Fall müssen die homogen Anteile nied-
rigeren Grades mit in Betracht gezogen werden, die allerdings bei weitem keine so
offensichtliche Rolle spielen, wie dies bei den höchsten Graden der Fall ist.

Aus Satz 3.15 erhalten wir das folgende

3.18 Korollar Sei(K,<) ein archimedisch angeordneter Körper. Sind danng1, . . . , gk ∈
K[X1, . . . , Xn] linear und istS(g1, . . . , gk) 6= ∅ und kompakt, so istM2m

< (g1, . . . , gk)
archimedisch, und es gilt für allef ∈ K[X1, . . . , Xn]

f∣∣S(g1, . . . , gk)
> 0 ⇒ f ∈M2m

< (g1, . . . , gk).

Beweis:Sei ohne Einschränkung0 ∈ S(g1, . . . , gk). Wir zeigen, daß die Bedingung
P2m

1 (g1, . . . , gk) erfüllt ist. Angenommen, dies ist nicht der Fall, dann gibt es ein
b ∈ Rn \ {0} mit 0 ≤ gh1 (b), . . . , 0 ≤ ghk (b). Dann istgi(λb) = gi(0) + λghi (b) ≥ 0
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für alleλ ∈ R+ und daher{λb | λ ∈ K+} ⊂ S(g1, . . . , gk), was im Widerspruch zur
Kompaktheit vonS(g1, . . . , gk) steht. �

Zum Abschluß dieses Abschnitts geben wir anhand einfacher geometrischer Gebil-
de einige Beispiele für mögliche Moduldarstellungen. Im folgenden sei(K,<) stets
ein archimedisch angeordneter Körper.

3.19 Beispiel Ist f ∈ K[X1, . . . , Xn] strikt positiv auf dern-dimensionalenEinheitskugel
der2m-Norm

D2m
n =

{
a ∈ Rn |

n∑
i=1

a2m
i = 1

}
,

so gibt esgi, hi ∈ K[X1, . . . , Xn] undai, bi ∈ K+ mit

f =
∑

aig
2m
i +

(
1−

n∑
i=1

X2m
i

)
·
∑

bih
2m
i .

Denn: Offensichtlich ist BedingungP2m
0 (1−

∑n
1 X

2m
i ) erfüllt.

Insbesondere istM2m
< (c −

∑n
1 X

2m
i ) archimedisch. Damit kann Bemerkung 3.10

wie angegeben verallgemeinert werden.

3.20 Beispiel Ist f ∈ K[X1, . . . , Xn] strikt positiv auf demn-dimensionalenEinheitswür-
fel

Wn :=
{
a ∈ Rn | ∀ i 0 ≤ ai ≤ 1

}
,

so gibt esgij, hij ∈ K[X1, . . . , Xn] undaij, bij ∈ K+ mit

f =
∑

a0jg
2m
0j +X1 ·

∑
a1jg

2m
1j + · · ·+Xn ·

∑
anjg

2m
nj +

+ (1−X1) ·
∑

b1jh
2m
1j + · · ·+ (1−Xn) ·

∑
bnjh

2m
nj .

Fallsm ungerade ist, finden wir auchfij ∈ K[X1, . . . , Xn] undaij ∈ K+ mit

f =
∑

f 2m
0j +Xm

1 (1−Xm
1 ) ·

∑
a1jf

2m
1j + · · ·+Xm

n (1−Xm
n ) ·

∑
anjf

2m
nj .

Denn: Im ersten Fall ist die Voraussetzung von Korollar 3.18 gegeben, und im zweiten
Fall istP2m

0 (Xm
1 (1−Xm

1 ), . . . , Xm
n (1−Xm

n )) erfüllt (und in beiden Fällen istWn die
von den entsprechenden Polynomen erzeugte basisabgeschlossene Menge).

3.21 Beispiel Ist f ∈ K[X1, . . . , Xn] strikt positiv auf dem(n − 1)-dimensionalenStan-
dardsimplex

∆n−1 :=
{
a ∈ Rn | ∀ i 0 ≤ ai und

n∑
i=1

ai = 1
}
,
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so gibt esfij, hj ∈ K[X1, . . . , Xn] undaij, bj ∈ K+ mit

f =
∑

a0jf
2m
0j +

+X1 ·
∑

a1jf
2m
1j + · · ·+Xn ·

∑
anjf

2m
nj + (1−

m∑
i=1

Xi) ·
∑

bjh
2m
j

Denn: Die Voraussetzung von Korollar 3.18 ist gegeben.

3.3 Spezialfälle

3.3.1 Kurven

Ist tr.deg(A/K) = 1, d.h.V (A) eine Kurve, so erhalten wir für eine spezielle Klasse
von Koeffizientenkörpern, den sogenannten erblich euklidischen Körpern, im quadra-
tischen Fall gute Darstellungsmöglichkeiten. Ein KörperK heißteuklidisch, wennK2

(die Quadrate inK) eine Anordnung vonK bilden (die dann natürlich die einzige
Anordnung vonK ist). K heißterblich euklidisch, wenn er selbst euklidisch ist und
zudem jede formal reelle algebraische Erweiterung vonK auch euklidisch ist. Zum
Beispiel sind alle reell abgeschlossenen Körper erblich euklidisch, da dort jedes posi-
tive Element ein Quadrat ist und es keine echten algebraischen formal reellen Erwei-
terungen gibt.

Für uns zentral ist die folgende Eigenschaft dieser Körper: IstF ein Funktionen-
körper in einer Variablen über einem erblich euklidischen KörperK, so istF ein SAP-
Körper. DaßF die SAP-Eigenschaft (Strong Aproximation Property)hat, besagt, daß
jede quadratische Semiordnung vonF schon eine Anordnung ist. In der Tat gilt hier
sogar Äquivalenz im folgenden Sinne: IstF ein Funktionenkörper in einer Variablen
überK, so istK erblich euklidisch, fallsF ein SAP-Körper ist. Mit Funktionenkörper
in einer Variablen überK meinen wir endlich erzeugt überK und vom Transzendenz-
grad 1 überK. Die beschriebenen Ergebnisse sind in [Pr3], §9, zu finden.

Dies ist jedoch eine für den quadratischen Fall spezifische Situation: Fürm > 1
existieren, wie in [Be3] (Theorem 4.5) gezeigt wird, im allgemeinen Semiordnungen
2m-ter Stufe vonF , die keine Anordnungen sind, auch wennK ein erblich euklidi-
scher Körper ist. (Um dies auszuschließen, müßte zudem

∑
F 2 =

∑
F 2m gelten.)

3.22 SatzSeiK ein erblich euklidischer Körper undA = K[X1, . . . , Xm]
/
A vom Trans-

zendenzgrad 1 überK. Dann gilt für allef, g1, . . . , gk ∈ A

f∣∣S(g1, . . . , gk)
> 0 ⇔ σ · f ∈ 1 +M2(g1, . . . , gk) für einσ ∈

∑
A2.

Ist zudemK ⊂ R undS(g1, . . . , gk) kompakt, so istM2(g1, . . . , gk) archimedisch, d.h.
es gilt

f∣∣S(g1, . . . , gk)
> 0 ⇒ f ∈M2(g1, . . . , gk).
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Beweis:Die zweite Behauptung folgt mit Lemma 3.9 aus der ersten. Zu dieser zeigen
wir, daß jede maximale quadratische SemiordnungS vonA schon eine Anordnung ist,
und erhalten daraus dann mittels des Tarski-Prinzips wie im Beweis von Satz 1.12{
f ∈ A | f∣∣S(g1, . . . , gk)

> 0
}

=
⋂

P∈XM

P+ =
⋂

P∈Xmax
M

P+ =
⋂

S∈(Y TM )max

S+ =
⋂
S∈Y TM

S+

für T :=
∑
A2.

Sei alsoS ∈ (Y T )max. Wir setzenB := A/S0, F := Quot(B) sowiep := p + S0

für p ∈ A Dann istS := F 2 · {s | s ∈ S} eine quadratische Semiordnung vonF .
F/K ist eine formal reelle, endlich erzeugte Erweiterung mit tr.deg(F/K) ≤ 1. Ist die
Erweiterung algebraisch, so istF euklidisch und damitS = F 2 eine Anordnung. Mit
tr.deg(F/K) = 1, alsoF ein Funktionenkörper in einer Variablen überK, ist nach
dem eingangs ErwähntenS ebenfalls schon eine Anordnung vonK. Da S maximal
ist, folgtS = {p | p ∈ S} und somit auch, daßS eine Anordnung vonA ist. �

3.23 BeispielZur Illustration von Satz 3.22 betrachten wir die Situation im Polynomring
R[X]. Es seienai, bi ∈ Rmit a1 ≤ b1 ≤ a2 ≤ b2 ≤ · · · ≤ ak ≤ bk. Ist f ∈ R[X] strikt
positiv auf den Intervallen[ai, bi], so folgt mit Satz 3.22

f ∈
∑

R[X]2 + (X − ai)
∑

R[X]2 + (bi −X)
∑

R[X]2.

Mittelt man diese Darstellungen, so findet manfj, gij, hij ∈ R[X] mit

f =
∑

f 2
j + (X − a1)

∑
g2

1j + · · ·+ (X − ak)
∑

g2
kj +

+ (b1 −X)
∑

h2
1j + · · ·+ (bk −X)

∑
h2
kj.

Ähnliches läßt sich sogar für unbeschränkte Intervalle zeigen: Seif strikt positiv auf
[0,∞). Wir zerlegenf überC in Linearfaktoren:

f = a
n∏
1

(X + αj)
m∏
1

(X + cj)(X + cj)

mit a, αj ∈ R undcj ∈ C \ R. Schreiben wir
∏m

1 (X + cj) = p + iq mit p, q ∈ R[X],
so erhalten wir

∏m
1 (X + cj)(X + cj) = p2 + q2. Wegenf > 0 auf [0,∞) haben wir

0 < αj und0 < a, somit alsoa
∏n

1 (X + αj) =
∑n

0 ajX
j mit 0 < aj. Es folgt

f = (p2 + q2)
(∑

2|j

ajX
j +X ·

∑
2-j

ajX
j−1
)
∈
∑

R[X]2 +X
∑

R[X]2.

Durch geeignete Substitution ergibt sichf ∈
∑
R[X]2 + (X − a)

∑
R[X]2 für f > 0

auf [a,∞) undf ∈
∑
R[X]2 + (b−X)

∑
R[X]2 für f > 0 auf (−∞, b].
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3.24 BeispielWie schon angedeutet, läßt sich Satz 3.22 nicht aufm > 1 verallgemeinern.
Wir machen dies an einem einfachen Beispiel deutlich: SeiA = R[X] undg := 1−X2,
f := 2−X4. S(g) = [−1, 1] ist kompakt, undf > 0 aufS(g), aber es istf 6∈M6(g).
Wir betrachten dazu die Gradbewertung

v : R(X) −→ Z,

p/q 7−→ deg(q)− deg(p)

für p, q ∈ R[X], den Schnitts(1) = X−1 zuv und den Restklassenhomomorphismus

π : Ov −→ Kv = R,

h 7−→ lim
a→∞

h(a).

Seiσ : Z/6Z→ {−1, 1} eine Vorzeichenverteilung mitσ(2) = −1 undσ(4) = 1. Für
η gibt es keine Wahl. Es istv(g) = −2 undv(f) = −4, somitπ(g ·(s(v(g))−1) = π(f ·
(s(v(f))−1) = −1 und daherg ∈ S(η, σ) undf 6∈ S(η, σ). WegenM6(g) ⊂ S(η, σ)
folgt die Behauptung.

3.3.2 Kompakte Varietäten

Wörmann hat in [Wö2] gezeigt, daß im Falle einer kompakten VarietätV (A) schon für
allem ∈ N die PräordnungT 2m

< archimedisch ist. Er argumentiert trickreich mit von
ihm gezeigten, sogenannten verallgemeinerten Hilbertschen Identitäten. Wir werden
hier einen alternativen Beweis führen, der auf Satz 2.10 basiert.

3.25 SatzSei(K,<) ein archimedisch angeordneter Körper undA = K[X1, . . . , Xn]/A.
Dann istV (A) genau dann kompakt, wennT 2m

< für alle m ∈ N archimedisch ist.
Insbesondere gilt für allef, g1, . . . , gk ∈ A

f∣∣S(g1, . . . , gk)
> 0 ⇒ f ∈

⋂
m∈N

M2m
< (g1, . . . , gk).

Beweis:Wir setztenxi := Xi + A.
Aus der Archimedizität vonT 2m

< folgt offensichtlich die Kompaktheit vonV (A):
Denn istc−

∑n
1 x

2
i ∈ T 2m

< für einc ∈ N, so istc−
∑n

1 a
2
i ≥ 0 für allea ∈ V (A), was

sich nur mit der Kompaktheit vonV (A) verträgt.
Um umgekehrt aus der Kompaktheit die Archimedizität vonT 2m

< zu folgern, wei-
sen wir wieder die Bedingung in Lemma 3.9 fürg = 1, alsoS(g) = V (A), nach. Sei
f ∈ A mit f > 0 auf V (A). Angenommen, es istf 6∈ S+ für ein S ∈ Y T 2m

< . Wir
setzenB := A/S0, F := Quot(B), p := p+S0 für p ∈ A undS := F 2m · {s | s ∈ S}.
S ist eine

∑
K+F

2m-Semiordnung, die−f enthält. Nach Satz 2.10 gibt es somit ins-
besondere eine AnordnungP vonF , dieK+ fortsetzt. Sei nunB = (p1, . . . , pr) der
Kern der ProjektionK[X1, . . . , Xn] � B, Xi 7→ xi, alsoB = K[X1, . . . , Xn]/B.
Wir erhalten

(R, <) ≡L(K)
˜(F, P ) |= ∃ v ( p1(v) = 0 ∧ · · · ∧ pr(v) = 0 ),
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d.h. die VarietätV (B) ist nicht leer. Natürlich istV (B) ⊂ V (A), und damit dann
f > 0 aufV (B) (insbesondere istf 6= 0) undV (B) ebenfalls kompakt. Es gibt daher
ein c ∈ N mit c−1 < f < c auf V (B). Mit dem Positivstellensatz (T =

∑
K+B

2)
folgt t · f, t(c± f), t(f ± c−1) ∈

∑
K+B

2 für ein t ∈
∑
K+B

2, also

f, c± f, f ± c−1 ∈ 1

t
·
∑

K+B
2 ⊂

∑
K+F

2,

und damit schließlich auch

c± f−1
= cf

−1 · (f ± c−1) ∈
∑

K+F
2.

Aus Satz 2.10 (ii) und (iii) folgt dann

f ∈
⋂
m∈N

∑
K+F

2m,

im Widerspruch zuf 6∈ S. Wir haben alsof ∈ S+ für alleS ∈ Y T 2m
< . Nach Lemma

1.8 sind daher die Voraussetzungen für Satz 3.9 gegeben.
Mit T 2m

< sind natürlich auch alleT 2m
< -Moduln archimedisch. Die zweite Behaup-

tung folgt somit aus Satz 3.4. �
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Kapitel 4

Reduktionen der
Schmüdgen-Wörmann-Darstellungen

In diesem abschließenden Kapitel zeigen wir, daß die Anzahl der in den Darstellungen
von Schmüdgen und Wörmann vorkommenden Produktege11 · · · g

ek
k , also die Anteile

der Darstellung, die zusätzlich zu den entsprechenden Modulelementen benötigt wer-
den, um etwa die Hälfte reduziert werden kann. Die Reduktion kann allerdings nicht
willkürlich durchgeführt werden, sondern bedarf einer gewissen Ausgewogenheit, d.h.
alle Funktionengi müssen gleichmäßig berücksichtigt werden.

Dieses Ergebnis ist in Zusammenarbeit mit Professor Prestel entstanden. Der Autor
hat zuerst, basierend auf einer Beobachtung von Bröcker1, gezeigt, daß im Fall von
zwei Funktioneng1, g2 bei Kompaktheit vonS(g1, g2) immer die Moduldarstellung
möglich ist. Professor Prestel hat bemerkt, daß dieses Phänomen nur der Anfang einer
allgemeineren Gesetzmäßigkeit ist, die zu der Reduktion führt, die wir hier entwickeln.
Der Autor hat diese dann präzisiert und auf den höherstufigen Fall übertragen.

Zunächst müssen wir einige Begriffe und Ergebnisse in unseren Kontext übertra-
gen. Sei im folgendenF ein Körper undT eine Präordnung vonF .

Zu zwei Formen%1 := 〈a1, . . . , ak〉 und %2 := 〈b1, . . . , bl〉 definieren wir ihre
(orthogonale) Summe%1 ⊥ %2 und ihrProdukt %1 ⊗ %2 wie üblich durch

〈a1, . . . , ak〉 ⊥ 〈b1, . . . , bl〉 := 〈a1, . . . , ak, b1, . . . , bl〉,
〈a1, . . . , ak〉 ⊗ 〈b1, . . . , bl〉 := 〈a1b1, . . . , aibj, . . . , akbl〉.

Jeder Form% := 〈a1, . . . , ak〉 ordnen wir ihreSignaturabbildunĝ% zu:

%̂ : Z?
T −→ C,

χ 7−→ signχ(%) :=
k∑
i=1

χ(ai).

1In [Br], Folgerung 2.13 wird gezeigt, daß eine dreielementige Form, die bzgl. einer Semiordnung
definit ist, auch bzgl. einer Anordnung definit ist.
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Offensichtlich gelten

%̂1 ⊥ %2 = %̂1 + %̂2 und %̂1 ⊗ %2 = %̂1 · %̂2.

Ist %̂ = 0, so nennen wir% T -hyperbolisch. Natürlich ist füra1, . . . , ak ∈ Ḟ die
Form〈a1,−a1, a2,−a2, . . . , ak,−ak〉 T -hyperbolisch.

Wir nennen%1 und %2 T -isometrisch, in Zeichen%1
∼=T %2, falls sie die gleiche

Länge haben und die gleiche Signaturabbildung induzieren, d.h.k = l und %̂1 = %̂2

gilt.
Formen der Gestalt

〈1, a1, a
2
1, . . . , a

2m−1
1 〉 ⊗ · · · ⊗ 〈1, ak, a2

k, . . . , a
2m−1
k 〉 =: 〈〈a1, . . . , ak〉〉m

bezeichnen wir alsm-stufige Pfisterformen. Die erststufigen Pfisterformen stimmen
mit den üblichen Pfisterformen überein. Wir verallgemeinern nun ein für diese be-
kanntes Ergebnis:

4.1 Proposition SeiT eine Präordnung der Stufe2m und % einem-stufige Pfisterform.
Dann gilt:

% ist T -isotrop ⇒ % ist T -hyperbolisch.

Beweis:Ist % := 〈〈a1, . . . , ak〉〉m T -isotrop, so gibt este ∈ T , e ∈ {0, . . . , 2m − 1}k,
mit

∑
e te
∏k

1 a
ei
i = 0, wobei für mindestens eine′ gilt te′ 6= 0. Seiχ ∈ Z∗T . Aufgrund

von T ⊂ Pχ ist Pχ eine Ordnung der Stufe2m. Daher folgtai 6∈ Pχ für mindestens
ein i, denn sonst wäre gemäß der vorausgesetzten Identität

−1 =
−ae

′
1

1 · · · a
e′k
k

a
e′1
1 · · · a

e′k
k

=

∑
e6=e′ te

∏k
1 a

ei
i

a
e′1
1 · · · a

e′k
k

∈ Pχ.

Ohne Einschränkung seia1 6∈ Pχ. Dann giltχ(a1) 6= 1, und wegenT ⊂ Kern(χ)
folgt χ(a1)2m = χ(a2m

1 ) = 1, d.h.χ(a1) ist eine2m-te Einheitswurzel. Setzen wir
%1 := 〈〈a2, . . . , ak〉〉m, so ergibt sich aus der Multiplikativität von̂·

%̂(χ) = ̂〈〈a1〉〉(χ) · %̂1(χ) =
( 2m−1∑

i=0

χ(ai1)
)
· %̂1(χ) =

( 2m−1∑
i=0

χ(a1)i
)
· %̂1(χ)

=
χ(a1)2m − 1

χ(a1)− 1
· %̂1(χ) = 0.

�

Wir zitieren Theorem 4.10 aus [Be-Ro]:

4.2 Satz Sind%1 und%2 Formen, so gilt

%1
∼=T %2 ⇒ MT (%1) = MT (%2).
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Als Korollar erhalten wir:

4.3 Korollar Sind%1 und%2 Formen, so gilt

%1
∼=T %2 und %1 T -isotrop ⇒ %2 T -isotrop.

Beweis:Ist %1 T -isotrop, so folgt aus Proposition 2.12MT (%1) = F . Die T -Isometrie
von %1 und%2 führt nach dem zitierten Satz zuMT (%2) = F . Wiederum Proposition
2.12 liefert dann dieT -Isotropie von%2. �

Das folgende Lemma beinhaltet den für die Reduktion wesentlichen Schritt:

4.4 Lemma SeiT eine Präordnung der Stufe2m unda1, . . . , ak ∈ Ḟ . Dann gilt für alle
TeilmengenE ⊂ {0, . . . , 2m− 1}k mit |E| ≥ 2k−1mk + 1 und0 ∈ E:

〈〈a1, . . . , ak〉〉m ist T -isotrop ⇒ 〈ae11 · · · a
ek
k | e ∈ E 〉 ist T -isotrop.

Beweis: Es genügt, den Fall|E| = 2k−1mk + 1 zu behandeln. Wir setzenEc :=
{0, . . . , 2m− 1}k \E. Dann ist|Ec| = (2m)k− (2k−1mk + 1) = 2k−1mk− 1. Sei nun
〈〈a1, . . . , ak〉〉m T -isotrop, nach Proposition 4.1 somitT -hyperbolisch. Dann ist

〈〈a1, . . . , ak〉〉m ∼=T 〈1,−1, ae11 · · · a
ek
k ,−a

e1
1 · · · a

ek
k | e ∈ E

c 〉,

da die entsprechenden Signaturabbildungen beide verschwinden und die Länge der
Formen gleich ist (2|Ec| + 2 = 2(2k−1mk − 1) + 2 = (2m)k). Setzen wir% :=
〈ae11 · · · a

ek
k | e ∈ E 〉, so ist

〈ae11 · · · a
ek
k | e ∈ E 〉 ⊥ % ∼=T 〈1,−1,−ae11 · · · a

ek
k | e ∈ E

c 〉 ⊥ %,

und da ·̂ additiv ist, können wir „kürzen“, erhalten also

〈ae11 · · · a
ek
k | e ∈ E 〉 ∼=T 〈1,−1,−ae11 · · · a

ek
k | e ∈ E

c 〉.

Die Form auf der rechten Seite ist offensichtlichT -isotrop, und nach Korollar 4.3 da-
mit dann auch〈ae11 · · · a

ek
k | e ∈ E 〉. �

Wir wollen nun dieses Lemma auf die in Kapitel 3 betrachtete Situation anwen-
den. D.h. wir haben zu einem archimedisch angeordneten Körper(K,<) Funktionen
g1, . . . , gk ∈ A = K[X1, . . . , Xn]/A mit kompakter MengeS(g1, . . . , gk) vorliegen.
Nach den Ergebnissen von Schmüdgen-Wörmann wissen wir, daß bei ungerademm
die PräordnungT 2m

< (g1, . . . , gk) archimedisch ist. Umständlich ausgedrückt, heißt dies
gerade, daß derT 2m

< -Modul

M2m
< (ge11 · · · g

ek
k | e ∈ {0, . . . , 2m− 1}k)

archimedisch ist. Nach Satz 3.9 (3) ist dazu äquivalent, daß für alleB ∈ RI< undv ∈
Ω(T (B))2m,∞

< die Form reg(〈〈 g1, . . . , gk〉〉m) (T (B)2m
< )v-isotrop ist. Auf diese Formen
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wollen wir die Reduktion aus Lemma 4.4 anwenden und dann wieder rückwärts auf
die Archimedizität des verkleinerten Moduls schließen. Um dabei keine Probleme zu
kriegen, darf die MengeE ⊂ {0, . . . , 2m − 1}k der Exponenten, die zu Produkten
gehören, die wir behalten wollen, nicht zu „einseitig“ gewählt werden. Zum einen
benötigen wir ja die Kompaktheit der zugehörigen Menge

S(ge11 · · · g
ek
k | e ∈ E ).

Diese sichern wir ab, indem wirg1, . . . , gk auf jeden Fall behalten. Auch die1 brauchen
wir. Das nächste Problem entsteht dadurch, daß die Form reg(〈〈 g1, . . . , gk〉〉m) tatsäch-
lich kleiner werden kann, d.h. gewissegi’s verschwinden. Sind etwag1, . . . , gr ∈ ḞB

undgr+1 = · · · = gk = 0, so ist reg(〈〈 g1, . . . , gk〉〉m) = 〈〈 g1, . . . , gr〉〉m, also wieder
einem-stufige Pfisterform. Aber haben wirE ungünstig gewählt, wollen z.B. viele
Produkte entfernen, in denen nur die erstenr Funktionen vorkommen, so könnte es im
Extremfall dazu kommen, daß wir aus der(T (B)2m

< )v-Isotropie von〈〈 g1, . . . , gr〉〉m
auf die(T (B)2m

< )v-Isotropie von〈1, g1, . . . , gr〉 schließen müssten, was aber im all-
gemeinen durch Lemma 4.4 nicht abgedeckt wird. Um die Mengen zu erfassen, bei
denen dieses Problem nicht auftritt, führen wir eine ad-hoc-Bezeichnung ein.

Sei alsoE ⊂ {0, . . . , 2m − 1}k mit 0, ε1, . . . , εk 6∈ E (εi bezeichne deni-ten
Einheitsvektor). Wir definieren rekursiv, wann wir ein solchesE ausgewogennennen:
Im Fall k = 1 heißeE ausgewogen, falls gilt|E| ≥ m − 1. Im Fall k > 1 heißeE
ausgewogen, falls gilt|E| ≥ 2k−1mk − k und füri = 1, . . . , k die Mengen

Ei :=
{
e ∈ {0, . . . , 2m− 1}k−1 | (e1, . . . , er, 0, er+1, . . . , ek) ∈ E

}
↑

i-te Stelle

ausgewogen sind.
Nach Konstruktion sind für eine ausgewogene MengeE alle Mengen

Ei1i2···il := (· · · ((Ei1)i2)i3 · · · )il ⊂ {0, . . . , 2m− 1}k−l

mit ij ∈ {1, . . . , k − j} ausgewogen.

4.5 Satz Sei (K,<) ein archimedisch angeordneter Körper undA := K[X1, . . . , Xn].
Sindg1, . . . , gk ∈ A \ {0}, so daßS(g1, . . . , gk) kompakt ist, dann gilt für alle ausge-
wogenen MengenE ⊂ {0, . . . , 2m− 1}k die Äquivalenz

M2m
< (g1, . . . , gk, g

e1
1 · · · g

ek
k | e ∈ E ) archimedisch

⇔
T 2m
< (g1, . . . , gk) archimedisch.

Insbesondere ist für ungeradesm der ModulM2m
< (g1, . . . , gk, g

e1
1 · · · g

ek
k | e ∈ E )

archimedisch, und es gilt für allef ∈ A

f∣∣S(g1, . . . , gk)
> 0 ⇒ f ∈M2m

< (g1, . . . , gk, g
e1
1 · · · g

ek
k | e ∈ E ).
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Beweis:Wir schliessen an die Überlegungen von oben an, die ja gerade die Archime-
dizität vonT 2m

< (g1, . . . , gk) als Ausgangspunkt haben. Seinen alsog1, . . . , gr ∈ ḞB,
gr+1 = · · · = gk = 0 und〈〈 g1, . . . , gr〉〉m (T (B)2m

< )v-isotrop. Nach Voraussetzung ist
E ′ := Ek(k−1)···(k−r+1) ⊂ {0, . . . , 2m−1}r ausgewogen, damit also|E ′| ≥ 2r−1mr−r
und so

|E ′ ∪ {1, g1, . . . , gr}| ≥ (2r−1mr − r) + (r + 1) = 2r−1mr + 1.

Mit Lemma 4.4 folgt, daß

reg
(
〈1, g1, . . . , gk, g

e1
1 · · · g

ek
k | e ∈ E 〉

)
= 〈1, g1, . . . , gr, g

e′1
1 · · · ge

′
r
r | e′ ∈ E ′ 〉

(T (B)2m
< )v-isotrop ist. Nach Satz 3.12 (3) ist der ModulM2m

< (g1, . . . , gk, g
e1
1 · · · g

ek
k |

e ∈ E ) daher archimedisch. �

Das nächste Beispiel zeigt, daß es immer „vernüftige“, d.h. kleine, ausgewogene
Mengen gibt. Im Anschluß daran geben wir noch einige explizite Beispiele.

4.6 Beispiel Zum, k ≥ 1 sei

E(m, k) :=

{ {
e ∈ {0, . . . , 2m− 1}k | 2 ≤ |e| :=

∑
i ei ≤

k
2
(2m− 1)

}
: 2 | k,{

e ∈ {0, . . . , 2m− 1}k | 2 ≤ |e| ≤ 1
2
(k(2m− 1)− 1)

}
: 2 - k.

Einige elementare Überlegungen zeigen

|E(m, k)| =

{
(2k−1mk − k) +

(
1
2
·
∣∣{e | |e| = k

2
(2m− 1)

}∣∣− 1
)

: 2 | k,
(2k−1mk − k)− 1 : 2 - k.

Aufgrund vonk
2
(2m − 1) = 1

2
((k − 1)(2m − 1) − 1) + m und 1

2
(k(2m − 1) − 1) =

k−1
2

(2m− 1) + (m− 1) gilt daher fürk > 1 undi = 1, . . . , k

E(m, k)i ⊂ E(m, k − 1).

Es folgt induktiv, daß für2 - k jede ObermengeE(m, k) $ E ⊂ {0, . . . , 2m−1}k aus-
gewogen ist und für2 | k schonE(m, k). Im Fall von ungerademk haben wir also die
Existenz(2k−1mk−k)-elementiger ausgewogener Mengen gezeigt, da jede jede echte
VereingungE(m, k) ∪ {e′} von dieser Kardinalität ist. Für geradesk > 2 ist schon
|E(m, k)| > 2k−1mk − k, alsoE(m, k) nicht optimal. Allerdings kannE(m, k) in
diesem Fall noch geeignet verkleinert werden, ohne daß die Ausgewogenheit verloren
geht. Wir verzichten jedoch darauf, dies hier auszuführen.
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4.7 Beispiel Im quadratischen Fall (m = 1) erhalten wir2k−1mk − k = 0, 1, 4, falls
k = 2, 3, 4, also aus der Kompaktheit vonS(g1, . . . , gk) die Archimedizität der Moduln

M2
<(g1, g2),

M2
<(g1, g2, g3, g1g2),

M2
<(g1, g2, g3, g1g3),

M2
<(g1, g2, g3, g2g3),

M2
<(g1, g2, g3, g1g2g3),

M2
<(g1, g2, g3, g4, g1g2, g2g3, g3g4, g1g4),

M2
<(g1, g2, g3, g4, g1g2, g2g3, g3g4, g1g2g3g4),

M2
<(g1, g2, g3, g4, g1g2g3, g1g2g4, g1g3g4, g2g3g4),

...

Dagegen erhält man z.B.nichtdie Archimedizität von

M2
<(g1, g2, g3, g4, g1g2, g1g3, g1g4, g1g3g4).

Zwar ist die Anzahl der Produkte hinreichend, aber die MengeE1 leer, und um den
Satz anzuwenden zu können, müßte sie mindestens ein Element enthalten.

Fürm = 3, dem ersten höherstufigen Fall, ist2k−1mk − k = 2, 16, falls k = 1, 2.
Die Kompaktheit vonS(g1, . . . , gk) führt also z.B. zur Archimedizität der Moduln

M6
<(g1, g

2
1, g

3
1),

M6
<(g1, g2, g

2
1, g

2
2, g

3
1, g

3
2, g

4
1, g

4
2, g

5
1, g

5
2, g2g

2
1, g1g

2
2, g2g

3
1, g1g

3
2, g2g

4
1, g1g

4
2, g2g

5
1, g1g

5
2),

...

Man könnte angesichts von Satz 4.5 vermuten, daß durch die Kompaktheit von
S(g1, . . . , gk) erzwungen wird, daß der ModulM2

<(g1, . . . , gk, g
e1
1 · · · g

ek
k | e ∈ E )

schon mit der PräordnungT 2
<(g1, . . . , gk) übereinstimmt, d.h. daß giltge11 · · · g

ek
k ∈

M2
<(g1, . . . , gk) für allee ∈ E. Daß dem im allgemeinen nicht so ist, zeigt das folgende

Beispiel:

4.8 Beispiel Es seieng1 := Y (1 − Y )(3 + X), g2 := 1 −X2 ∈ R[X, Y ] = A. Dann ist
S(g1, g2) = [−1, 1]× [0, 1] beschränkt. Wir betrachten die Bewertung

v : R(X, Y )× −→ Z,

Y e · f/g 7−→ e,

für f, g ∈ R[X, Y ] mit Y - fg, und den Schnitts zuv mit s(1) = Y . Es istR(X, Y )v =
R(T ) mit überR transzendentemT := X + Mv. Wir habenv(g1) = 1 undv(g2) = 0,
alsov(g1 · g2) = 1. Mit g∗i := gis(v(gi))

−1 + Mv ergibt sichg∗1 = 3 + T , g∗2 = 1− T 2

und(g1 · g2)∗ = (3 + T )(1− T 2). Füra ∈ R ist

Pa+ :=
{

(T − a)k · f
g
| k ∈ Z, f, g ∈ R[T ], (T − a) - fg und

f(a)

g(a)
> 0
}
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eine Anordnung vonR(T ). Wir wählen als Vorzeichenverteilungσ(0) = σ(1) := 1
und setzenη(0) := P0 + undη(1) := P2 +. Dann istg∗1(2) = 5 > 0, g∗2(0) = 1 > 0 und
(g1 · g2)∗(2) = −3 < 0, d. h.g1, g2 ∈ S(η, σ), aberg1 · g2 6∈ S(η, σ). Insbesondere gilt
daherg1 · g2 6∈M2(g1, g2).
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