Uber die Darstellung positiver Polynome auf
semi-algebraischen Kompakta

Dissertation
zur Erlangung des akademischen Grades des Doktors der
Naturwissenschaften an der Universitat Konstanz, Fakultat
fur Mathematik und Informatik, vorgelegt von

Thomas Jacobi

Tag der mundlichen Prifung: 25. Oktober 1999

1. Referent: Professor Dr. A. Prestel (Konstanz)
2. Referent: Professor Dr. E. Becker (Dortmund)






Zusammenfassung

Im ersten Teil dieser Arbeit wird flr eine Klasse von partiell archimedisch angeord-
neten kommutativen Ringen ein Darstellungsatz hergeleitet. Dieser erlaubt es, die Ele-
mente des Rings als stetige reellwertige Funktionen auf einem Kompaktum zu inter-
pretieren. Auf der Grundlage dieser Darstellungen werden im zweiten Teil der Arbeit
strikte Positivstellensatze gewonnen. Dabei werden archimedisch angeordnete Kor-
per (K, <) und polynomiale Funktionetf, ¢;,...,gr € K[X1,...,X,]/A = A

aus der affinen{-Algebra A betrachtet, so daf auf der semi-algebraischen Menge

S ={a € Vg®) | gi(a) > 0,...,gx(a) > 0} strikt positiv ist. Es wird vollstan-

dig charakterisiert, wantf in der Form(1 + 7) - f = 09 + 0191 + - - - + orgr Mit

7,0, € > K, A*™ dargestellt werden kann. Falls die dugh. . ., g, definerte Menge

S kompakt ist, werden diese Darstellungen sogar ,nennerfrei“ sein, d.h. es-karin
gewahlt werden.
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Einleitung

Fir einen beliebigen Korpek und ein Ideakl ¢ K[X;,..., X, ] ist die Frage nach

der Existenz eine& -rationalen Punktes vait im allgemeinen schwer zu entscheiden.

Ein Kriterium, das dazu herangezogen werden kann, ist das folgende: Betrachten wir
die Menge

U:={feK[Xy,...,X,]||Vae K": f(a) # 0}

der Polynome ohne Nullstelle ii™, so ist eine offensichtliche Vorbedingung fir die
Existenz eineg(-rationalen Punktes vo#, daf} kein Polynom au¥ in U liegt. Und
tatsachlich ist diese Bedingung auch hinreichend, d.h. es gilt

V() £0 < ANU =0.

Im Fall eines algebraisch abgeschlossenen KérgesB. C, bestehtU genau aus
den von0 verschiedenen konstanten Polynoméns= K, und wir erhalten somit die
AquivalenzVg (1) # 0 & ANK* = < A # K[X;,...,X,], die unter dem
Namen Hilbertscher Nullstellensatz wohlbekannt ist.

Doch schon, wenn wir den Korp& der reellen Zahlen, der ja nicht weit von der
algebraischen Abgeschlossenheit entfernt ist, betrachten, liegt eine genaue Beschrei-
bung der Struktur voly nicht mehr auf der Hand. Immerhin liefert die Anordnung von
R eine erste Annaherung: zerfallt in die Menge der positiv definiten und die Menge
der negativ definiten Polynome, d.h.

U={fe€R[X,,....,Xa]| >0 U{f €R[X1,...,X,]| f <O}

Vergegenwartigt man sich die grundlegende Bedeutung des Hilbertschen Nullstellen-
satzes fur die algebraische Geometrie, so ist es daher nicht erstaunlich, dal3 der Ver-
such, die geometrische Eigenschaft der positiven Definitheit eines Polynoms algebra-
isch zu beschreiben, zum Ausgangspunkt der Entwicklung der sogenannten reellen
algebraischen Geometrie wurde.

Erste Bemuhungen in dieser Hinsicht wurden gegen Ende des letzten Jahrhun-
derts unternommen. So widerlegte 1888 Hilbert eine von ihm gehegte Vermutung,
die sich jedoch letztlich als richtungweisend erwies: Er zeigte, dal3 sich ein Polynom
f € R[Xy,...,X,], das positiv semidefinit ist, d.lf. > 0 auf R", im allgemeinen
nichtin der Form

f=f+tf
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mit Polynomenfy, ..., f, € R[X, ..., X,] darstellen 1aR3t. An dieser Stelle muf3 ver-
merkt werden, dal3, auch wenn die vorausgehenden Betrachtungen dies nahelegen, Hil-
berts Motivation, dieser Fragestellung nachzugehen, anderen Ursprungs war: Interes-
siert an moglichen Axiomatisierungen der Geometrie ist Hilbert bei dem Bemuhen,
die Punkte der Ebene zu charakterisieren, die mit Zirkel und Eichmal3 aus gegebenen
konstruierbar sind, auf diese Fragestellung gestol3en. Interessant ist, daf3 Hilbert einen
unkonstruktiven Beweis gefiuihrt hat und erst geraume Zeit spater, 1967, Motzkin ein
konkretes Polynom gefunden hat, das positiv semidefinit und keine Summe von poly-
nomialen Quadraten ist.

Trotz des anfanglichen Mi3erfolges muf3 Hilbert davon Uberzeugt gewesen sein,
der richtigen Fahrte zu folgen. Auf dem internationalen Mathematikerkongref3 in Pa-
ris, 1900, hat er das Problem in Form einer Vermutung der mathematischen Offent-
lichkeit als eines der dreiundzwanzig seiner Meinung nach fir die Entwicklung der
Mathematik im zwanzigsten Jahrhundert bedeutenden Probleme vorgestellt. Seitdem
als 17. Hilbertsches Problem bekannt, formulierte er die Frage, ob fir einen Teilkorper
K C R der reellen Zahlen das folgende richtig sei: Lal3t sich jedes Rbgositiv
semidefinite Polynonf € K[X3,..., X, ] in der Gestalt

(91 ? gr 2
= () = ()

mit g;, h; € K[X3,...,X,] darstellen, also als rationale Summe von Quadraten?
Hilberts Einschatzung, sowohl von der Bedeutung des Problems, als auch hinsicht-
lich seiner Losung, hat in diesem Fall nicht getrogen. Etwa ein viertel Jahrhundert
spater haben Artin und Schreier die Theorie der angeordneten, auch formal reell ge-
nannten, Korper entwickelt. Im Zuge dieser Entwicklung hat Artin dann 1927 das
17. Hilbertsche Problem vollstandig geldst, bei weitem vollstandiger, als die Formu-
lierung des Problems ahnen lies. Er hat gezeigt, dal fur jeden angeordneten Korper
(K, <)! mit reellem AbschluB R gilt: Nimmt f € K[X,, ..., X, ] auf R" keine nega-
tiven Werte an, so gibt es Polynomeh; € K[X, ..., X,] und positive Koeffizienten

a; € K mit
g ? g ?
_ J1 Ir
f al(h1> + —I—ar(hr).

Wie so oft, erweist sich auch Artins Losung des 17. Hilbertschen Problems, bei
naherem Hinsehen, als Spezialfall einer allgemeineren Fragestellung: Sell etwa
K[Xy,...,X,] ein |deal sowigjy, ..., g € K[X1,...,X,]/% = A. Istdannf € A
eine Funktion mit der Eigenschatft, déf3> 0 auf der Menge

S(g1s--591) = H{a € Va(A) [ g1(a) 2 0,..., gr(a) = 0}

ID.h. < ist eine lineare Ordnung voR mit0 < 1unda,b >0 = a+b>0,a-b > 0.
2D.h. Rist algebraisch tibel, R(v/—1) # R ist algebraisch abgeschlossen ist und fiir jedesk
mita > 0 gilt \/a € R.




ist, so liegt die Frage nahe, ob sich diese Eigenschaftfvioneiner Darstellung von

f niederschlagt, in der neben Summen von Quadraten auch die Funkiionen g,
Eingang finden. Die Antwort auf diese Frage ist bekannt unter dem Namen Positivstel-
lensatz und lautet wie folgt: Unter den beschriebenen Voraussetzungen gibt es polyno-
miale Funktionen

O¢ = aelgzl +oe At aengr und Te = belhgl + berhgr

mit @, be; > 0 UNdge;, he; € A, SO dald gilt

(o regtt gt )  f =14 > oegit i,

ecNk ecNk

Der Positivstellensatz wurde erstmals 1974 gefunden, und durch unabhangige Zugénge
z.B. von Prestel und Stengle bewiesen. Er ist, wie eingangs angedeutet, eng verknupft
mit einer reellen Version des Nullstellensatzes, die leicht aus ihm abgeleitet werden
kann, wie dies auch fiir eine Charakterisierung der&uichtnegativen Funktionen
der Fall ist.

Uberraschend kiindigte sich einige Jahre spéater eine weitere Entwicklung an. Uber-
raschend zum einen hinsichtlich des Ursprungs der Ergebnisse, zum anderen was ih-
ren Inhalt betrifft. 1991 konnte Schmudgen zeigen, daf3 sich imAaH R und einer

kompakten Mengé& (g1, - . ., gx) immer eine nennerfreie Darstellung
f= ogit--git
ecNk

gefunden werden kann. Grundlage von Schmidgens Beweis ist seine Lésung des so-
genannterMomentenproblemfir kompakte semialgebraische Mengegnder Frage,

wann eine reelle Multi-Folgémn. ).cn+» den Momenten eines Borelmafiemit Trager

S entspricht, d.h.

fur alle e € N* gilt. Diese Losung wiederum basiert auf einer Kombination des Po-
sitivstellensatzes mit funktionalanalytischen Techniken (Existenz von SpektralmalRen
selbstadjungierter Operatoren).

Trotz der Eleganz des Resultats waren die reellen Algebraiker nicht gliicklich dar-
Uber, dal’ ein Ergebnis, das der Form nach in ihren Aufgabenbereich fallt, in einer
Weise zu Tage trat, die den arithmetischen Ursprung des Phanomens im Dunkeln liel3.
In der Tat war ja zu vermuten, dafd nicht nur der KorRederartige Darstellungen
erlaubt — aber die analytischen Methoden auf diesen Fall beschrankt. Wormann war
es schlief3lich, der im Darstellungssatz von Kadison-Dubois den Schlissel zu einer sy-
stematischen Behandlung des Problems erkannt hat. Unter Verwendung dieses Satzes
hat er 1998 in seiner Dissertation gezeigt, dal3 fur alle Teilkorper R die Kom-
paktheit vonS(gs, . . ., gx) zu nennerfreien Darstellungen fuhrt. Durch Ergebnisse aus
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der Theorie der Ordnungen hoherer Stufe (Positivstellensatz héherer Stufe) konnte er
zeigen, dald sich sogar alle in der Darstellung vorkommenden Quadrate2duteh
Potenzen ersetzten lassen, sofernvnumgerade ist. Es hat sich herausgestellt, dal’ die
Kompaktheit vonS(g, . . ., gx) gerade der Archimedizitat der beteiligten Ordnungs-
strukturen entspricht, die Voraussetzung fir den Satz von Kadison-Dubois ist.

Parallel dazu ist der Ansatz von Schmudgen weiterentwickelt worden. Durch Ver-
wendung normaler statt selbstadjungierter Operatoren hat Putinar 1993 eine weitere
Ldsung des Momentenproblems gefunden und damit gleichzeitig den Darstellungs-
maoglichkeiten eine weitere Facette eroffnet: Er konnte zeigen, dal3 es unter bestimm-
ten Bedingungen moglich ist, jede Funktigndie aufS(gy, ..., gx) strikt positiv ist,
schon in der Form

f:O-U+Ul'gl+"'+O-k'gk

darzustellen.

In der vorliegenden Arbeit wird nun der algebraische Rahmen bereitgestellt, der
es ermdglicht, dieses Ergebnis zu verstehen und entsprechend der Wérmannschen Er-
gebnisse zu verallgemeinern. Grundlegend sind dafiir eine neue Version des Satzes von
Kadison-Dubois und die Theorie der Semiordnungen héherer Stufe, die beide im er-
sten Kapitel entwickelt werden. In Kapitel 2 werden die Werkzeuge bereitgestellt, die
es ermdglichen, die Ergebnisse aus Kapitel 1 zu geometrischen Aussagen zu verarbei-
ten, was im dritten Kapitel geschieht. Wir beweisen dort die Verallgemeinerungen von
Putinars Satz und untersuchen, wann die Voraussetzungen fiir diese Darstellung erfullt
sind: Im Gegensatz zu den Schmidgen-Wormann-Darstellungen sind diese im allge-
meinen nicht schon gegeben, wefi(y,, ..., gr) kompakt ist. Zunachst beschreiben
wir die Verallgemeinerung einer hinreichenden Bedingung von Putinar und zeigen,
dal sie nicht weit davon entfernt ist, auch notwendig zu sein. Dann behandeln wir eine
Reihe von Randfallen mit guten Darstellungsmdglichkeiten, wie z.B. den Fall einer
Kurve, den Fall einer kompakten Varietat und den von linearen Polyngmen , g;.

In einem vierten Kapitel zeigen wir mit den in der Arbeit entwickelten Methoden,
daf3 sich die Anzahl der in den Schmiidgen-Wdrmann-Darstellungen vorkommenden
Produkteg; - - - g;* um etwa die Halfte reduzieren laRt.



Kapitel 1

Ein Darstellungssatz

Im Rahmen seiner Darstellungstheorie fir topologische algebraische Strukturen hat
Kadison unter anderem einen Darstellungssatz fur partiell archimedisch angeordnete
Banachalgebren hergeleitet (siehe [Ka]). Dabei wird die Algebra einschliellich ihrer
Ordnungsstruktur als Ring von stetigen Funktionen auf einem Kompaktum interpre-
tiert. Dubois hat in [Du] diesen Satz auf die weit groRere Klasse der sogenannten
Stone-Ringe verallgemeinert, indem er diese Ringe geeignet topologiesiert, um dann
Kadisons Satz darauf anwenden zu kénnen. Beide Satze sind sogar fur nichtassozia-
tive und nichtkommutative Ringe richtig. Fir kommutative Ringe haben Becker und
Schwartz einen neuen Beweis gefunden, dem, anstatt funktionalanalytischer Metho-
den, ein Vorgehen zugrundeliegt, das eher charakteristisch fir die reelle Algebra ist
(siehe [Be-Schw]).

Selbige scheint auch der Bereich zu sein, in dem der Darstellungssatz von Kadi-
son-Dubois am haufigsten Verwendung findet. So ist er z.B. ein wichtiges Hilfsmit-
tel beim Aufbau einer von Becker entwickelten erweiterten Artin-Schreier-Theorie,
die ein systematisches Studium der Summen 2@nrten Potenzen in angeordneten
Kdrpern erlaubt (siehe etwa [Bel]). Auch fur das Verstandnis des reellen Holomor-
phierings eines Koérpers ist der Darstellungssatz von grol3em Nutzen, und erst kirzlich
hat Wérmann beobachtet, dal3 der Satz einen neuen Beweis und Verallgemeinerungen
des Positivstellensatzes von Schmidgen ermdglicht (siehe [Berr-W6], [Schm], [W61],
[W62]).

Ausgangspunkt dieses Kapitels sind die Ideen und Methoden, die der Arbeit von
Becker und Schwartz zugrunde liegen. Darauf aufbauend werden wir eine weitere Ver-
sion des Darstellungssatzes herleiten, die auf Anwendungen zugeschnitten ist, von de-
nen unklar ist, ob sie mit dem alten Satz zu erhalten sind. Wir wahlen prinzipiell das-
selbe Vorgehen wie in [Be-Schw], verfeinern jedoch an einigen Stellen die Argumen-
tation und legen aulRerdem mehr Wert auf eine systematische Darstellung der Theorie
der Semiordnungen, die gewissermalien den natirlichen Rahmen bildet, innerhalb dem
sich diese Arbeit beweqgt.

Sei im folgendem stets ein kommutativer Ring mit Eins. Eine Teilmenge: A
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heil3tPraprimstellevon A, falls gilt
0,1eT, —-1¢T, T+TcCcT, T-TcCT.

Enthélt A eine Praprimstelle, so ist insbesonderel # 0 fur allen € N, und wir
konnen ohne Einschranku@gC A annehmen. Eine PraprimstelleneiReerzeugengd
falls gilt

Vae Aty to €T, ne N\ {0} n-a=t, —t.

Beispiele fur erzeugende Praprimstellen sind die Praordnungen 2n-ter Stufe von
A: Eine Praprimstell@ heiRtPraordnung2n-ter Stufefalls gilt A" c T'. Allgemein
sprechen wir vorPraordnung héherer Stufé&m allzu umstandliche Formulierungen
zu vermeiden, bezeichnen wir diese auch kurz als Praordnungen und die klassischen
Praordnungen, die der Stufe 2, nennen wir explizit quadratische Praordnungen. Die
polynomiale Identitat! X = > (—~1)=1=/(-1) (X + i)? (siehe [Har-Wr], S. 325)
zeigtnun(2n)! - A =" A% — 3" A%" also insbesonder@n)!A =T — T.

Ist T eine Praprimstelle, so nennen wir eine TeilmeddgeC A einenT-Modul,
wenn sie die folgenden Eigenschaften hat:

leM, -1¢M, M+McCcM, T-MCcCM.
M heil3t zudenarchimedischfalls gilt
Vae AdneN n—ae M.

Bezeichnet<,; die von M kommende partielle Ordnubguf A4, d.h.a <), b <
b—a € M, so entspricht die Archimedizitat vari genau der tblichen Archimedizitéat
von <,;: zu allena € A gibt es einn € Nmit —n <;; a <, n.

Far einen-Modul M setzen wir

Arch(M):={a€ A|VneN3IkeN,: k(1 +na) € M}
und
X(M) := {p € HOm(A,R) | (M) C R, }.

(Fur einen angeordneten Korpet, <) bezeichnen wir mif{, die Menge der bzgk
nichtnegativen Elemente.) Wir verseh&ri\/) mit der schwachen Topologieeziig-
lich der Auswertungsabbildungen

a:X(M) — R,

¢ — ¢(a),

IHierbei handelt es sich um eine sogenannte Vorordnung, d.hz aush undb < a muf nicht
notwendiga = b folgen.
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1.2

furallea € A, d.h. der grébsten Topologie, beziglich der alle diese Funktionen stetig
sind. Dies liefert eine Darstellung vot, d.h. einen Ringhomomorphismus

by :A — C(X(M),R),
a — a,

in den Ring der stetigen reellwertigen Funktionen Ayf\/). Die Menge der stetigen
Funktionen, die keinen negativen Wert annehmen, KarzX (M), R), ist offensicht-

lich eine Praprimstelle vod(X (M), R), und es gilt®,,(M) C CH(X(M),R). Wie

nun in [Be-Schw] gezeigt wird (Hauptsatz), laf3t diese Darstellung den folgenden Ver-
gleich von(A, M) mit (C(X(M),R),CH(X(M),R)) zu:

Satz (Kadison-Dubois)Ist T" eine archimedische Praprimstelle und ein 7-Modul,
so istX (M) ein nichtleerer kompakter Hausdorff-Raum, und es gilt:

() @5 (CT(X(M),R)) = Arch(M),
(i) Kern(®y) ={aec A|VneN3IkeN,: k(1 £na) € M},
(i) Q- ®p(A) liegtdichtinC(X (M), R).

Wir werden diesen Satz im folgenden dahingehend verallgemeinern, dafd nicht
mehr die Archimedizitat der Praprimstelle gefordert wird, sondern nur noch die
Archimedizitat des Modulg//, wobei wir uns allerdings in der Wahl der méglichen
Praprimstelle auf Praordnungen einschranken mussen.

1.1 Semiordnungen

Ist T" eine Praprimstelle, so bezeichnen wir eifféodul S als 7-Semiordnungon
A, falls gilt A = S U —S. Ein T-Modul M heilemaximal wenn er in der Menge
aller T-Moduln bzgl. ,c* maximal ist, und entsprechend eifieSemiordnung maxi-
mal, wenn sie maximal bzgl.G,” in der Menge allerI’-Semiordnungen ist. Wie zu
erwarten, sind die maximaléi-Moduln Kandidaten fuf'-Semiordnungen:

Proposition SeiT eine erzeugende Praprimstelle. fsein maximalefl’-Modul, so ist
S eineT-Semiordnung. Insbesondere gibt es immer eine (maxiriag&miordnung.

Beweis:Seia ¢ S U —S. Aufgrund der Maximalitat vort' ist dann—1 € S + Ta
und—1 € S — Ta. Sei etwa—1 = s; + tja und —1 = sy — toa Mit 51,89 € S und
t1,t, € T. Dann fOlgtO = tl(tga) + tz(—tla) = {1 + to + 1159 + 1281 und somit
—t; € S. Sei nunna = p; — po fUr gewissep,,p; € T und einn > 0. Dann ist
—n =n(s;+t1a) = ns; +t1p1 + (—t1)p2 € S, was im Widerspruch zu-1 ¢ S steht.

Die Existenz einer maximal€f-Semiordnung folgt mit dem Lemma von Zofn.

Fur einel-Semiordnungs setzen wirS~ := -5\ 5, 5% := SN—-SundS+ := S\
—S. Offensichtlich sindS—, S° und S* additiv abgeschlossen. Weitere Eigenschaften
von S° sind Gegenstand der nachsten Proposition.
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1.3 Proposition Ist 7" eine erzeugende Praprimstelle uAdeine 7-Semiordnung, so ist
SY ein Ideal. IstT" eine Praordnung und' eine maximaleél’-Semiordnung, so is$’
sogar ein Primideal.

Beweis:Wir verwenden Ideen aus [Berr]. Offensichtlich dilt- S c S°. Seia € A
undb € S° Wir wahlent,,t, € T undn € N\ {0}, so dalna = t; — t,. Es folgt
nab = t1b + to(—b) € S°, und wegerb € S U —S ist damit auchub € S°.

Sei jetztT eine Praordnung der Stuf und S eine maximalél'-Semiordnung.
Annahme:ab € S° unda,b ¢ S°. Wir nehmen ohne EinschrankuhgZ S an (an-
derenfalls betrachten wirb). Da S maximal ist, finden wirs € S und¢ € T mit
—1 = s+ tb. Es folgt

—a® = a®"s +a* 't(ab) € S+ S° C S,

alsoa?" € S°. Wahlen wirk € N groR genug, so ist auelt” € S°. Es geniigt daher
zu zeigen, daB fur alle € A ausc? € S° schone € S° folgt. Sei alsoc? € S° und
c & S°. Wir nehmen wieder ¢ S an, und finders € S undt € T mit —1 = s + tc.
Dannist(1 + s)? = t*¢* € S° und wir erhalten

s = (1—(1+8)"=1-2n(1+s)+(1+s)? Z (*M) (1) (1 + )2
€ 1—2n(1+s)+ 5% )

Es folgt der Widerspruch + ((2n — 2) 4+ 2ns + s**) € (14 5) N S° = 0. O

Vermutlich ist der zweite Teil der Aussage im allgemeinen nicht richtig, wir sind
allerdings nicht in der Lage ein Gegenbeispiel anzugeben.

Wir treffen die folgende Konvention: ISt eine Praordnung der Stuf, so be-
zeichnen wir im folgenden al5-Semiordnung nur noch dig-Moduln S, fur die gilt
A = SU —S und fur dieS° ein Primideal ist (diese Inkonsistenz ist in sofern nicht
gravierend, da wir bald ausschlief3lich diesen Fall betrachten). Wir nennen eine solche
T-Semiordnung aucBemiordnun@n-ter Stufe allgemeinSemiordnung hoherer Stu-
fe. Wie bei Praordnungen sprechen wir auch hier kurz von Semiordnungen und nennen
die Semiordnungen der Stufe 2 quadratische Semiordnungen.

Semiordnungen wurden als erstes von Prestel eingefuhrt. Er hat speziell quadrati-
sche Semiordnungen von Korpern zum Studium quadratischer Formen herangezogen
(siehe [Pr1]).

1.2 Semireelle Spektren
In Analogie zunreellen Spektrumeines Ringes, d.h. der Menge der Anordnungen von

A versehen mit der Harrison-Topologie, fihren wir nun zu einer Praprim&gtehan
A dasT-semireelle Spektrurain, indem wir die Menge allef-Semiordnungen mit
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1.4

einer geeigneten Topologie ausstatten. Erwartungsgemaln zeigt sich, dal3 dieser Raum
quasikompaktist, und daR beim Ubergang zum Teilraum der abgeschlossenen Punkte,
die gerade den maximalen Semiordnungen entsprechen, ein kompakter Raum entsteht.

Zur Erinnerung: Eine Praprimstellé von A heil3tAnordnungfalls gilt A = P U
—P und P ein Primideal ist. Wir setzen

X = X(A):={P C A| PistAnordnung},
YT = YT(A):={S c A| SistT-Semiordnung,

sowie zu einer Teilmeng&/ C A

X]\/[ = {P€X|MCP}7
Vi = {Sey'|McsS}.

Da Anordnungen multiplikativ abgeschlossen sind, gilt ¢ Y7. Im Fall T =
S~ A% ist sogarX C Y7T.Ist M ein T-Modul, so ist insbesondefé c M, also
Xy C Y]\z}

Zu einer Teilmengé/ C A setzen wir

Hp(M):={SeY"|Mc ST}

Die Harrison-Topologieauf Y sei nun die von der Subbagif(a) | a € A) erzeug-
te Topologie. Den resultierenden topologischen Raum nennen wif dasnireelle
Spektrumvon A.

Satz SeiT eine Praprimstelle und/ C A ein T-Modul. Dann istY;, (mit der von
YT kommenden Teilraum-Topologie) quasikompakt.

Beweis:Es istY); = Y7 \ U, Hr(—a), alsoY}; abgeschlossen iri”', und daher
genliigt es zu zeigen, daf¥f’ quasikompakt ist.
Wir betrachten die Abbildung

1 : fallsa e ST,
L YT — H{—l,O, 1} mit (S9), = 0 : fallsa € S°,
acA —1 : fallsa € S,

furalleS € Y7 unda € A. Die Menge{—1,0, 1} versehen wir mit der diskreten To-
pologie. Natirlich erhalten wir so einen quasikompakten Raum, und daher, nach dem
Satz von Tychonoff, auch einen quasikompakten Produktreium [],.,{—1,0,1}.

Eine Subbasis der Produkttopologie atfwird von den Mengen) = {(c,)aca |

ey =0} mitd € {—1,0,1} undb € A gebildet. Offensichtlich korrespondieren die
MengenH,! N «(Y'T) unter. genau mit den Harrison-Mengéi- (), d.h. die Topolo-

gie vonY induziert mittels, auf Y eine feinere Topologie als die Harrison-Topologie

2Unter quasikompakt verstehen wir die Heine-Borelsche Uberdeckungseigenschaft.
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(im Falle des reellen Spektrums nennt man diesekdiestruierbare Topologje Um

die Quasikompaktheit voli* einzusehen, gentigt es also die Quasikompaktheit bzgl.
dieser feineren Topologie zu zeigen, wofur,dajektiv ist, hinreichend ist,(YT) als
abgeschlossen ivi nachzuweisen.

Wir zeigen, dal¥"\ «(Y'T) offen ist: Sei etwa = (g,)aca & t(YT). Dies ist genau
dann der Fall, wenn die Menge := {a | ¢, > 0} keineT-Semiordnung ist, also
mindestens eine der folgenden Bedingungen erflillt ist1 ) S., 2.) -1 € S., 3.)
S.+S.¢ S.,4)T-S. ¢ S.oder5.)S. C —S. # A, sowie im Fall einer Prdordnung
T noch 6.)3a,b € S.\ —S.: ab € S. N —S.. Nun definiert jede dieser Bedingungen
in Y eine offene Menge. Wir weisen dies exemplarisch fur 4.) nach: Es ist

U {(5a)a6A | €b Z 07 Ep = _1} = U ((Hbl N thl) U (HI? N Ht;1)>
teT,beA teT,be A

als Vereinigung endlicher Schnitte von Subbasismengen offen, und besteht genau aus
den Elementerm von Y, fur die S. nicht unter Multiplikation mit Elementen aus
abgeschlossen ist. O

Da sich im weiteren vor allem die maximaldirSemiordnungen als besonders
interessant erweisen, schlieBen wir noch einige leichte Uberlegungen an, die die to-
pologischen Eigenschaften dieser Elemente Ydnerkennen lassen, aber auch von
allgemeinem Interesse sind. 4 C A bezeichnen wir den Teilraum der maximalen
T-Semiordnungen volr, mit (Y;;;)™** und entsprechend die Menge der maximalen
Anordnungen inX,, mit X7;%*.

1.5 Proposition SeiT" eine Praprimstelle und;, S, € Y. Dann gilt
SQ < {Sl} <~ 51 C SQ.

Insbesondere ist’” also einTy-Raum?® und (Y'7)™* besteht genau aus den abge-
schlossenen Punkten .

Beweis:SeiS;, S, € Y. Wir finden die folgenden Aquivalenzen:

S, €15 o (vaeA Sy € Hr(a) :>51€HT(a))
o <VaeA —a¢52=>—a€51>

= <VaeA a§Z52:>a§ZSl)
= 51C52.

Die weiteren Folgerungen sind offensichtlich. O

3Ein topologischer RaunX heitT,-Raum, wenn fiir je zwei verschiedene Punktg ¢ X gilt

x ¢ {y} odery ¢ {z}.
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1.6

1.7

1.8

Die nachste Uberlegung zeigt, dal? der Ubergan@Zi™** den Mangel an Tren-
nungseigenschaften van’ beseitigt:

Proposition SeiT eine Praprimstelle und,, S, € Y. Dann sind aquivalent:
(l) S gZ So UndSQ §Z Sy,

(i) S; und S, lassen sich offen trennen, d.h. es gibt offene Merigén c YT
mitS; € U, S, € VundU NV = 0.

Insbesondere bildet daher fir jedése Y7 der Abschluf{ S} bzgl. c eine Kette, es
gilt [{S} N (YT)mee| = 1 und (Y1) ist ein Hausdorff-Raum.

Beweis: (i) = (ii): SeienS;, S, € Y7 unvergleichbar bzgl. Inklusion, etwa €
S1\ S2undb € Sy \ S;. DannistS; € Hr(a — b) =: U, denn mita — b € —S; ware
b= (b—a)+ae€ S +5S; CS;. Entsprechend erhalten wih € Hr(b —a) =: V,
offensichtlich ist NV = 0.

Die Implikation (ii) = (i), sowie die weiteren Folgerungen ergeben sich dann
unmittelbar mit Proposition 1.5. O

Satz SeiT eine Praprimstelle und/ C A. Dann ist(Y;;)™ (mit der vonY” kom-
menden Teilraumtopologie) kompakt.

Beweis:Es genuigt, die Quasikompaktheit vari’)™** zu zeigen. Da fiir all&' € Y
gilt {S} N (YT)me= o£ (), istYT die einzige offene Menge di@”)™* enthalt. Damit
ist jede offene Uberdeckung vagir”)™e (in YT) schon eine vory'”. O

1.3 Durchschnittssatze

Wir charakterisieren nun die bzdf}; strikt positiven Elemente bzw. die bzgk/ ;)™
positiven Elemente fur ein€éf-Modul M. Zuerst betrachten wir Moduln tber erzeu-
genden Praprimstellen, dann schranken wir uns auf archimedische Moduln ein und
zuletzt nehmen wir zusatzlich an, dalieine Praordnung ist. 18 ¢ Y7 unda € A,

so schreiben wir kurz > 0 (bzw.a > 0) aufY, falls gilt a € S* (bzw.a € S) fir
alleSeY.

Satz SeiT eine erzeugende Praprimstelle udd ein 7-Modul. Dann sind aquiva-
lent:
(i) a> 0aufYy,
(i) t-a=1+mflureint € Tundm € M,
(i) (1+¢t)a=1+mflreint € T undm € M.
AulRerdem gilt

a>0auf(Yh)™* < VpeT3IteT (1+t)(1+ (1+p)a)e M.
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Beweis:(i) = (i7): Angenommen, es igt > 0 aufY;; und(1+M)NT-a = (). Dann
ist M’ := M — a-T einT-Modul und mit Zorns Lemma finden wir einen maximalen
T-Modul S Uber M’, der nach Proposition 1.2 und im Fall einer Prdordnung zudem
Proposition 1.3 eine T-Semiordnung ist. Insbesondere flgtY,, C Y, und—a €
S, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

(ii) = (i): Seita = 1 +m mitt € Tundm € M, sowieS € Y. Ausa € —S
folgt —ta € S und damit der Widerspruchl = —(1 +m) + m = —ta+m € S.

(17) = (vii): Seita = 1 +m mitt € T undm € M. Wir wahlent,,t, € T und
n € N\ {0} mit na = t; — ¢, und folgern

(1+((n=1)+t+tt)a = na+ (1+m)+tx(1+m)
14 (t1 + m+tym)
€ 1+ M,

also(l+t)-acl+Mmitt' :=(n—1)+t+tt €T,

(i73) = (4i): ist klar.

,="Seia > 0auf(Y)™. Furallep € TundS € Y, istdannl + (1 + p)a €
ST, und aus dem eben gezeigten folgt datief ¢)(1 + (1 + p)a) € M fureint € T.

»<="1 Wir nehmen an, dald die Bedingung auf der rechten Seite erfillt. Se¢
(YL)™e=. Annahme:a ¢ S. Dann ist—1 = s + pa fur gewisses € S undp € T.
Wir wéahlen gemal Voraussetzung eig 7', so day1 + ¢)(1 + (1 + p)a) € M und
erhalten

(I+t)a = 1+)((1+p)—pla=1+)((1+(1+pa)—(1+pa))
= 1+t A+ (1 +pa)+ (1+1t)s
e M+ScCS.

Nun ist, wegen: ¢ S, —ta € S und somit folgt der Widerspruah € S. O

Im Fall einer Praordnun@’ kénnen aus dem letzten Satz auch entsprechende Be-
schreibungen der auf; nichtnegativen oder verschwindenden Elemente gewonnen
werden. Wir schreiben kurz = 0 aufY},, falls fur alle S € Y}, gilt a € S°.

1.9 Satz SeiT eine Praordnung der Stuf®: und M ein T-Modul. Dann sind die Aussa-
gen unter (1) bzw. (2) aquivalent:

(1): (i) a>0aufYy,

(i) t-a=a*"*+mflireintcT,kcNundm € M,

(i) (a®™* +t)a = a** + mflreint € T,k € Nundm € M.
(2): (i) a=0aufY],

(i) —a?"* = mfureink € Nundm € M.
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Beweis: (1): Falls gilt —a?>"* = m fur eink € N undm € M, so sind alle unter (1)
aufgefuhrten Punkte erflllt: (1.i) Es ista®"* = m € S und daher auch?* ¢ S°
fur alle S € Y. S° ist ein Primideal und somit € S° d.h.a = 0 auf Y. (L.ii)
0-a = a®"* 4+ m. (L.ii) Es seient,, t, € T mit na = t; — t,. Dann ist

(@®* + (n —1)a* a = a®*(na)+0
= a”"(t; — o) + (a®™ +m)

also mitt = (n — 1)a** € T undm’ = a**t; + tym + m € M die Identitat
(™ + t)a = o> + m’ erflllt.

Sei im folgenden alse-a*** ¢ M fur alle k € N und daher insbesondebe? {a" |
k € N} =: N. Wir betrachten den Fraktionsrirfg := N~ A und setzen

¢
T/ = {W|t€T7k’EN},
M= T’-M:{%MneM,keN}.

T’ ist eine Praordnungn-ter Stufe vonB und M’ ein T’-Modul. Wir begnigen uns
damit,—1 ¢ M’ zu zeigen, da die restlichen nachzuweisenden Eigenschaften direkt
aus den Definitionen ersichtlich sind. Sel = m/a*** fur einm € M undk € N,
d.h. es gibt eirr € N mit —a"a®>"* = a"m. Nach Multiplikation mita®"~" ergibt sich
—a?rtk) = o2 € M, was wir ausgeschlossen haben.
Des weiteren ist leicht nachzuprufen, daf der kanonische Ringhomomorphismus
L : A — B, (b) = b/1, durch die Zuordnung’ — ~'(S') eine AbbildungY;,, —
{S €Yl |a¢ S° induziert (die sogar stetig ist, was wir hier aber nicht benétigen).
(1) = (i1), (iii): Mit a > 0 aufY}} ist danna/1 = «(a) > 0 aufY;}.. Nach Satz
1.8 erhalten wir daher eine Identitéat
1 t ya 1 m
G+7)i=1t =

fur gewisse € T, m € M undr, s € N, d.h. es gibt eir € N mit a®a®"*(a®"" +t)a =
a®a® (a® +m). Mitk = e +r + s, := a® 9t € Tundm’ := a® " m € M
folgt darauga®** + t')a = a*** + m/’, also die Gultigkeit von (i) und (iii).

(i) = (i): Umgekehrt fhrt - « = a** + m mitt € T undm € M zu einer
Gleichungt’ - (a/1) =1+ m/in Bmitt' € 7" undm’ € M’, und nach Satz 1.8 dann
zua/1 > 0 aufY,,. Dies hata € S fur alle S € Y, mita ¢ S° zur Folge, d.ha > 0
auf ..

(2): Die Implikation(ii) = (i) haben wir zu Beginn des Beweises schon gezeigt.
Sei alsoa = 0 aufY;,. Damit ist auchu®” = 0 aufY}}, insbesondere alsea®" > 0
aufY;. Nach (1) ergibt sichh(—a®") = (—a?")?*"* 4+ m flr gewisset € T, k € N und
m € M. Setzen wirk’ := 2nk undm’ := ta*"* + m € M, so gilt—a** =m/. O
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Wir kehren im nachsten Schritt nochmals zu Praprimstéllemniriick und betrach-
ten den Fall archimedischérModuln. Die vorangegangen Satze gleichen formal dem
fur Anordnungen bekannten Positivstellensatz, Nichtnegativstellesatz und Nullstellen-
satz. Unter der Voraussetzung der Archimedizitat ¥6mvird Satz 1.8 nun tatsachlich
zu einem Positivstellensatz, d.h. wir kdnnen alle vorkommerid&emiordnungen
durch Anordnungen ersetzen. Dies liegt im wesentlichen daran, daf3 in dieser Situati-
on die maximalery’-Semiordnungen tbev/ mit den maximalen Anordnungen tber
M Ubereinstimmen. Zentral ist dabei der folgende Satz, der in etwas anderer Form in
[Be2] (Satz 5) zu finden ist. Wir werden den Beweis fast wortlich von dort Gberneh-
men.

1.10 SatzSeiT eine erzeugende Praprimstelle vdnund S eine archimedisch&-Semi-
ordnung. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphigmud — R mitp(S) C R,.
Fur diesen gilt:

(i) Kern(p) =1(S):={a€ A|VYneN 1+nae S},
(i) o '(Ry)=SUI(S)={a€A|VneN 1+nac S}

Beweis:Eindeutigkeit vonp: Seip wie im Satz gefordert. Wir setzen fare A
r .
Qo = {g | (r,8) € Z x Ny mitr — sa € S}.

Aufgrund der Archimedizitat vors ist Q, # 0. Mit r —sa € S (r € Z, s € N\
{0}) folgt  — sp(a) > 0 und somitp(a) < inf @, =: ¥(a). Wir zeigeny = 1.
Angenommenp(a) < ¥(a). Wir wahlen(u,v) € Z x Nmit p(a) < u/v < 9(a).
Dann kannu — va € S nicht sein. Wegeml = S U —S ist somitva — u € S und die
Anwendung vonp fiihrt zum Widerspruch /v < ¢(a).

Existenz vorp: Der Eindeutigkeitsbeweis legt die Definitigi{a) := inf @, fUr
allea € A nahe. Wir zeigen:

1.) WohldefiniertheitZur Wohldefiniertheit vorr miissen wir noch zeigen, dal}
nach unten beschrankt ist. Dazu wéhlen wie N so, dal3 giltn + a € S. Ist
r—sa € S, sofolgtr + sn = (r — sa) + s(n+a) € ZN S = N und daher
r/s > —n.

2.) Additivitat Die Additivitat von ¢ weisen wir nach, indem wira)) p(a + b) <
o(a) + ¢(b) und @) p(—a) = —p(a) fur alle a,b € A zeigen. Zu {): Mit
r—sa€ Sundu—vbe S (r,u€Z,s,veN\{0})ist

(rv+us) — sv(a+b) =v(r — sa) + s(u—wvb) € 5,

alsop(a +b) < r/s+ u/v und daherp(a + b) < p(a) + ¢(b). Zu (B): Sei
r—sa e Sundu—v(—a) € S (r,u€Z,s,veN\{0}). Esfolgt

rv+su=v(r—sa)+s(ut+va) e ZNS =N,
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alsorv 4+ su > 0 und somit—r/s < u/v. Dies liefert—p(a) < ¢(—a). Ange-
nommen—ep(a) < ¢(—a): Wir wahlen (u,v) € Z x Nmit —p(a) < u/v <
o(—a). Ausu/v < ¢(—a) folgt u + va ¢ S, und aus—u/v < ¢(a) folgt
—(u+wva) ¢ S im Widerspruch zuA = S U —5S.

3) ¢(1) = 1:Esistl — 1 =0 € S und somitp(1) < 1. Firr € Zunds € Nist
r—s e Snurfiurr > s moglich. Daher ist auclh < ¢(1).

4) p(S) C Ryilsta € Sundr —sa € S (r € Z, s € N\ {0}), so folgt
r=(r—sa)+sa€ZnNS=N,alsor/s > 0.

5.) Multiplikativitat: Seia € Aundt € T. Mit r — sa € S (r € Z, s € N\ {0}) ist
rt — sat € S und nach dem schon Gezeigten gilt d&ng rp(t) — sp(at), also
p(at) < (r/s)p(t). Wegend < ¢(t) ist damitp(at) < ¢(a)p(t). Fur—a folgt
analog (unter Verwendung vop(—b) = —p(b)) —p(at) < —p(a)e(t) und
somit insgesamp(at) = p(a)p(t). Zub € A wahlen wirty,t, € Tundn € N
mit nb = t; — t, und erhalten aus dem eben Gezeigten und der Additivitat von
1 nip(ab) = p(nab) = ¢(t1b) — p(t2b) = (@(t1) — ¢(t2))p(b) = ¢(na)e(b) =
ne(a)e(b), wasp(ab) = ¢(a)p(b) impliziert.

Zu (i) und (ii): ¢(a) > 0 kann nur fura € S gelten, denn sonst wérea € S und
damity(a) < 0. Mit a € Kern(yp) folgt ¢(1 + na) = 1 fur allen € N. Nach eben
Bemerktem hat die$ + na € S, alsoa € I(5), zur Folge. Seil + na € S fiir alle
n € N. Dann istl > n|p(a)| fur allen € N und somitp(a) = 0.

Offensichtlich istp™'(R,) c SUI(S) C{a € A|Vn €N 1+na e S}.Ist
1+ na € Sund dahen + np(a) > 0 fur allen € N, so folgty(a) > 0. O

Satz 1.10 liefert eine genaue Beschreibung der maxin&i&emiordnungen, die
archimedisch sind:

1.11 Korollar SeiT eine erzeugende Praprimstelle. Dann sind die maximalen archimedi-
schenT-Semiordnungen genau die maximalen archimedischen Anordnungép. in
Diese entsprechen genau den Mengen(R, ) fir ¢ € Hom(A,R) mit p(T) C R,.

Ist M ein archimedischef-Modul, so gilt(Y;, )™ = X7 £ (),

Beweis:Sei S eine maximale archimedisciié Semiordnung und dazu wie in Satz
1.10.

¢~ 1(R,) ist eineT-Semiordnung, die Ube¥ liegt und sogar unter Multiplikation
abgeschlossen ist, d.h. es ist!(R,) € X;. DaS maximal ist folgto~!'(R,) =
S. S'ist auch als Anordnung maximal, da jede Anordnung Ubebenfalls einel-
Semiordnung ist.

Analog folgt, dal3 jede maximale archimedische Anordnung’guauch maximal
alsT-Semiordnung ist und von der Gestalt' (R, ) ist.

SeinunP = ¢ Y(R,) fur ¢ € Hom(A,R) mit o(T) C R.. Offensichtlich istP
eine archimedisch@&-Semiordnung. Wir zeigen, daR als solche maximal ist. Jede
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T-Semiordnungs mit P C S ist nattrlich archimedisch. Séidazu wie in Satz 1.10.
Dann ist auch)(P) C R, und aufgrund der Eindeutigkeit vanfolgt dahery = 1,
alsoPc Sc ¢y HRy) =P,

Die restliche Aussagen folgen aus dem schon gezeigten, d&/raich jederl -
Semiordnung bzw. Anordnung Ub&f archimedisch ist. O

Fur Korper liefert dies gerade die bekannte Tatsache, dal? jede archimedische Se-
miordnung2n-ter Stufe vonk eine Anordnung ist (siehe z.B. [Bel] und [Pr2]).

Als weitere Konsequenz erhalten wir zusammen mit Satz 1.8 den folgenden Posi-
tivstellensatz:

1.12 SatzSeiT eine erzeugende Praprimstelle und ein archimedischeff’-Modul von
A. Dann sind aquivalent:

() a> 0aufX,,,
(i) t-a=1+mflareint € Tundm € M,
(i) (1+t)a=1+mflreint e T undm € M.
AulRerdem gilt

a>0auf X < VneN3IteT (1+1t)(1+na)e M.

Beweis:Es ista > 0 auf X, (bzw.Y};) genau dann, wenn gidt > 0 auf X72%* (bzw.
(Yih)™®). Zusammen mit Korollar 1.11 ergibt sich daher

Ne= N F= N =05

PEX Pexye Se(vjymos sev

und die erste Behauptung folgt direkt aus Satz 1.8.

»=". ergibt sich ebenfalls unmittelbar aus Satz 1.8.

,<" FUr a gelte die Bedingung auf der rechten Seite. Bei X71%* = (Y;[)™ma=.
ImFalla ¢ Pist—1 = s+paflreins € Pundp € T. DaM archimedisch ist finden
wireinn € N,sodalf» —p € 1 + M C P, und nach Voraussetzung eire T' mit
(1+1¢)(14+na) € M. Wirerhalten(1+t)(n —p)a = (1+1t)((1+na) — (1 +pa)) =
(14+t)(14+na)+(1+t)s € P und somit den Widerspruehe P, daP ein Anordnung
istund(1 +t)(n —p) € PT. O

Um dieses Ergebnis im Fall einer Praordnuhgveiter zu verbessern, stellen wir
vorneweg noch ein Hilfsmittel bereit:

1.13 Proposition SeienT; eine archimedische Praprimstelle véhund T eine Praprim-

stelle vonA = Blay, ..., a,] mitT, C T. Dann sind &quivalent:
(i) T ist archimedisch,
(i) es existierteim € Nmitn +aq,...,n+ta, €T.
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Beweis:Die Implikation (i) = (i7) istklar. Seialso, € Nmitn+ay,...,n+a, € T.

Wir zeigen induktiv Uber den (totalen) Grad vgne B[X3,..., X, ], daB einm € N
mitm — f(aq,...,a,) € T existiert. Der Induktionsanfang, d.deg(f) = 0, ist durch

die Archimedizitat voriy gegeben. Im weiteren genigt es naturlich, nur die Monome
f=0bX{"--- X2 zu betrachten, und wegéds = T, — T, kdnnen wir zudend € +7°
annehmen. Sgé| := >"| e¢; = d > 0 und ohne Einschrénkung > 0. Wir schreiben

je nach dem Vorzeichen vdrnbzgl. T

ib(n:Fal)(n—l—al)el_lH n+ a;)° Z byai* - --ay — fay,...,a,)

i=2 0<v|<le]

mit gewisserb, € B. Nach Induktionsvoraussetzung finden wir gig N, so dal3 gilt
k—>,bwai"---ay € T und erhalten

v

b fla) = (= 3 o) b g m)n+ o)~ [ (n ) €T

1=2

O

1.14 Satz SeiT eine Praordnung und/ ein archimedischef’-Modul. Dann sind aquiva-
lent:

() a> 0aufX,,,
(i) k-a=1+mfureink e Nundm € M.
Zudem gilt

a>0auf Xy < a€ Arch(M).

Beweis:Wegen)_ A?" c T fur einn € Nist M auch ein archimedischér, A"-
Modul, und es gentigt daher, die AussageMliri>*-Moduln zu zeigen, da uns nur die
Anordnungen Ubebl/ interessieren.

(1) = (di): Seia > 0 auf X ;. Es bezeichne

0, = {f\rEZ,seNJrundsaJrreM},
S
M, = Mn{sa+r|reZ,seN,},
Stab(M,) = {be A|b-M,C M}.

Zu zeigen ist num% € @, fur eink € N, da sich daraus mit eineth € N, dann
(dk)a — d € M ergibt, und somitdk)a =1+ (d—1)+m € 1+ M fireinm € M
folgt.

Angenommen, es existiert eine > A2 mit

ca€l+ M und (k—o) € Stab(M,)
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flr eink € N, so kdnnen wir wie folgt argumentieren: Fijts € Q, mit sa +r € M
ist

(%) (sk)a+ (rk—s)=(k—o)(sa+71)+s(ca—1)+roc e M.
Im Fall 1/k < r/s folgt daher

1 rk —s

)
SR k€W

Wahlen wir nunl € N mita + [ € M und wenden, beginnend mit= 1 undr = |,
das eben Gezeigig-oft an, so folgt

1
=]—kl - )
0 k:EQ“

Eine weitere Widerholung liefert darm% € Qq-
Es ist also noch ein geeignetegu finden. Nach Satz 1.12 existiert eire 'y A*"
mit (1 + 7)a € 1 + M. Sei etwar = Y _; a?". Wir betrachten nun den Ring

B =1Za,a,...,a,)].

Mp := MnNBistein archimedischer B**-Modul. Wegenr € > B*" und aufgrund
von(1+7)a € 1+ Mp ist nach Satz 1.12 angewandt auf den Rihg € P+ fiir alle
AnordnungenP von B UberMp. Es seil € N so, dal3 gilt

l+a,l*ay,....lxa, €1+ Mpg.

Setzen wir fure € N*2 mit |e;| < 2n

14

g = ([T +a) (= )= )+ @)= (1 - a2,

i=1

so folgt auchy,, g.a € P fur alle Anordnunger von B Uiber M. Wieder nach Satz
1.12 gibt es danm;, 0.0 € > B* mit (1 + 0¢1)ge, (1 + 02)gea € Mp. Setzen wir
nun

o=01+71)- H(l + 0e1) H(l + 0e) € Z B,

€ €

so ist offensichtlich die erste Bedingung € 1 + M erfullt. Weiter sindog,, 0g.a €
M und damit

0ge- M, CN-0g.a+N-09. C M,

d.h.og. € Stab(M,). Sei nunl’ die Praprimstelle, die voht-a,l+ a4, ...,l+a, und
>~ B?"in B erzeugt wird, d.h. die Elemente der Forgn > 7.g. mit 7. € > B*".
DaStab(M,) ein " A?"-Modul ist, folgt dann

o-T C Stab(M,).
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Nach Proposition 1.13 ist' archimedisch inB. Sei etwar € Nmitr — o € T. Wir

erhalten
r*Yr—0) = (r—o+o) r—o)
— ( Z (2”;1)0i(r — 0)2"_1_i> (r—o)

= (r—o)+4o- Z (2”;1)0i’1(7“ — o)
i—1
€ Y A 40T CStab(M,).

Mit k := r?" folgt k — o = r*" "' (r — o) + (r*»! — 1)o € Stab(M,), und damit ist
auch die zweite Bedingung anerfullt.

Die Implikation (i7) = (i) ist klar.

»=" Mit a > 0 auf X7;** ist furn € N dannl + na > 0 auf X,,. Also folgt aus
dem eben gezeigtet(1 + na) € M fureink € N.

,<=“1Seia € Arch(M)undP € X7%¢ = (V)™= ImFalla ¢ Pist—1 = s+ta
fir gewissess € Pundt¢ € T. Seinunn € Nso, dal giltn —t € 1+ M C P™.
Nach Voraussetzung gibt ése N\ {0} mit k(1 + na) € M. Es folgtk(n — t)a =
k((1+na) — (14 ta)) = k(1 + na) + ks € P und somit der Widerspruch € P, da
P eine Anordnung ist uné(n —t) € P™. O

Der eben gezeigte Satz entspricht Lemma 2 und Satz 3 in [Be-Schw]. Es ist die
einzige Stelle, in der dort tatsachlich die Archimedizitat der Praprimstelle eingeht. Die
entsprechende Stelle im Beweis von Lemma 1.14 ist(®rjigekennzeichnet: Um zu
zeigen, dalik — o)(sa + r) in M liegt, mussen wir unter unseren Voraussetzungen
einige Umwege in Kauf nehmen.

1.4 Der Darstellungssatz

1.15 Satz (Darstellungssatz)SeiT eine Praordnung und/ ein archimedischef-Modul.
Dann istX (M) ein nichtleerer kompakter Hausdorff-Raum, und es gilt:

(i) @,/ (CT(X(M),R)) = Arch(M),
(i) Kern(®y) ={aec A|VYneN3IkeN,: k(1 £na) € M},
(i) Q- @y (A) liegtdichtinC(X (M), R).
Beweis:Nach Korollar 1.11 ist die Abbildung
X(M) — X3,
p = ¢ H(Ry),
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eine Bijektion, insbesondere als6(M) # (. Die Punkte (i) und (ii) folgen dann
unmittelbar aus Satz 1.10 und der zweiten Aquivalenz in Satz 1.14. Sind die topologi-
schen Aussagen gezeigt, so ist (iii) eine Konsequenz des Satzes von Stone-Weierstrass.

Zur Kompaktheit und Hausdorff-Eigenschaft betrachten wir wie tblich die Einbet-
tung

L X(M) — H[—na,na],

acA
Y = (a(SO))aeA: (W(a))aem

wobein, € N unter der Verwendung der Archimedizitat vad so gewahlt wird,

daB giltn, + a € M. Dann istn, + p(a) = p(n, £ a) € (M) C R, also

—n, < p(a) < n,, falls ¢ € X(M). Die Menge rechter Hand versehen wir mit

der Produkttopologie, erhalten also nach dem Satz von Tychonoff einen kompakten
Raum, der zudem hausdorffsch ist. Da die Produkttopologie gerade die schwache To-
pologie bzgl. den Projektionen auf die Faktoren ist, erweist sials topologische
Einbettung. Es reicht daher aus, die Abgeschlossenheit(¥o(\/)) im Bildbereich

zu zeigen. Wir bezeichnen mit, die (stetige) Projektion auf demten Faktor und
schreiben damit(X (1)) als Durchschnitt abgeschlossener Mengen:

(X)) = () (atm— 1) 0) 0 () (e m— 1) (0)

a,beA a,beA
N m ' (0) N o' (1) N () 7, ([0, 00)).

aeM

O

Wir halten noch fest, dal® im Fall ein@-AlgebraA undQ, C T, Arch(M) die
folgende Gestalt hat:

Arch(M):{aeAyvneN\{O} %JraeM}.

d.h. M wird um die bzgl.<,, negativen, aber infinitesimal kleinen Elemente erganzt.
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Kapitel 2

Semiordnungen von Kdrpern

Um die Ergebnisse des ersten Kapitels im geometrischen Kontext verwerten zu kon-
nen, bendtigen wir einige Hilfsmittel, die wir in diesem Kapitel bereitstellen, das da-
durch ein wenig den Charakter eines Sammelsuriums bekommt. Wir werden etwas
ausholen und Semiordnungen von Koérpern studieren. Wie schon bei angeordneten
Kdrpern erweisen sich dabei die reellen Bewertungen als unverzichtbares Instrument.
So ist es etwa mdglich, Semiordnungen aus den Semiordnungen des Restklassen-
korpers zu einer reellen Bewertung zu gewinnen, was z.B. im Fall von Funktionen-
Korpern induktive Konstruktionen tber den Transzendenzgrad ermdglicht. Die grund-
legenden Zusammenhange sind im ersten Abschnitt zu finden. Wir verallgemeinern
dabei im wesentlichen Ergebnisse Uber quadratische Semiordnungen (siehe [Pr3], 87
und 88) auf7-Semiordnungen Uber allgemeinen Praordnungemm zweiten Ab-
schnitt gehen wir auf den reellen Holomorphiering eines Kérpers ein und im dritten
Abschnitt formulieren wir dann ein Lokal-Global-Prinzip flirlsotropie von Formen

Uber einem Korper, das wir [Be-Ro] entnehmen.

2.1 Semiordnungen und Bewertungen

Sei K ein Kérper undv : K — I eineBewertungvon K ( K = K \ {0}) (d.h.
ein Gruppenhomomorphismus der multiplikativen Gruppe %om die angeordnete
abelsche GruppE, mit der Eigenschaft(a + b) > min{v(a),v(b)} fir allea,b € K
mit a + b # 0). Wir bezeichnen mi©, := {a € K | v(a) > 0} U{0} den zugehdrigen
Bewertungsring, mift, := {a € K | v(a) > 0} U {0} sein maximales Ideal und mit
K, = O,/"M, den entsprechenden Restklassenkdrper.

Eine Semiordnung von K heil3evertraglich mit v (bzw. v vertraglich mits),
falls fur allea, b € K gilt

0<sa<gb = v(a) >v(b),

undschwach vertraglicimit v, falls gilt 1 + 9t, C S.
Wir sammeln einige Eigenschatften:
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2.1 Proposition SeiT" eine Praordnung der Stuten, S eineT-Semiordnung voi und
v : K — T eine nichttriviale Bewertung. Es gilt

(i) Ist S vertraglich mitv, so istS auch schwach vertraglich mit

(i) S ist genau dann schwach vertraglich mitwennT := (T N O,)/9M, ei-
ne Praordnung der Stufégm von K, ist undS := (SN O,)/M, eineT-
Semiordnung VoI ,.

(i) Ist S vertraglich mitv, so istS nicht archimedisch odes trivial (d.h. ' =
{0}).

(iv) Eine Anordnung® von K ist genau dann vertraglich mit, wenn sie schwach
vertraglich mitv ist.

Beweis:(i): SeiS vertraglich mitv unda € 9M,. Mit 1+a ¢ S, also—a—1 € S, wére
0 <s 1 <g —a. Aus der Vertraglichkeit und € 91, wirde somit der Widerspruch
0 < v(—a) < (1) =0 folgen.

(ii): SeiS schwach vertraglich mit. Offensichtlich istI” abgeschlossen unter Ad-
dition und Multiplikation und enthal?™. Ebenso istS unter Addition und unter
Multiplikation mit Elementen au§’ abgeschlossen. Wegdh C S geniigt es somit
zu zeigen, dafl-1 nicht in S liegt. Angenommen, dies wére der Fall, d.h. es ware
—1 = s+ afur gewisses € Sunda € M,. Dannistl +a = —s € (1 +9M,) N -5
im Widerspruch zur schwachen Vertraglichkeit v®mit v.

Ist umgekehrtS eine T-Semiordnung, so gilt + 9, € S und damit natirlich
1+9;M, CS.

(iii) : Nach (i) und (i) istS eine Semiordnung vof,, und daherk,, von Charakte-
ristik O (denn sonstwéare1 = p — 1 € S mit p = Char(K,)). Insbesondere ist dann
v(n) =0flrallen € N\ {0}. Seia € K mitv(a) < 0und0 <g a. Warea <g n flr
einn € N, so wirde aus der Vertraglichkeit véhmit v folgen:0 = v(n) < v(a) < 0.

(iv): Seil + 9, € Punda,b € K mit0 <p a <p b. Dannistl <p b/a, also
1 —(b/a) ¢ P, und die Voraussetzung implizierth/a ¢ 9M,. Es folgtv(b) — v(a) =
v(b/a) = v(—b/a) < 0, d.h.v(b) < v(a). O

Wir bezeichnen miX’ = X (K) die Menge aller Anordnungen vaii und zu einer
Praordnungdl’ von K mit Y7 = Y7 (K) die Menge allefl’-Semiordnungen voik .
Weiter setzen wir

X, = {P € X | P vertraglich mitv},
v = {SeY”|Svertraglich mitv}.

Es sei an dieser Stelle vermerkt, dal3 fir eine Praordnung eines Kdtpdrs
MengeT” eine multiplikative Untergruppe voR bildet:t~! = (t~1)2™¢?"+1, Zu einer
Bewertungy : K — T istv(7T") also eine Untergruppe vdn

Mittels dem folgenden Verfahren, das im wesentlich schon auf Krull zuriickgeht,
lassen sich alle mit vertraglichen’-Semiordnungen aus ddnSemiordnungen des
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Restklassenkdérpers aufbauen: Beiine Praordnung voR fiir die T eine Praordnung
von K, ist, und sei(a; | ¢ € I) ein T-Reprasentantensystem zud.h. (v(a;) | i €
I) ein Reprasentantensystem vbn:= I'/v(T) =: I. Dabei seia, = 1, also als
Reprasentant von(7T") die 1 gewahlt. Zu einer Abbildung : I — Y7 und einer
.vorzeichenverteilungs : I — {41} mit o(0) = 1 setzen wir

S(n,o) = U Ta;S;(n, o)

iel
mit S;(n,0) :={u e OF | o(i)u + M, € n(i)}.

2.2 SatzSeiv : K — I eine Bewertung]” eine Préordnung vork und (a; | 7 € I) ein
T-ReprasentantensystemzuDann gilt:

() Jede mitw vertraglicheT-Semiordnung von K induziert zwei Abbildungen
ng:I—YT und og:I— {£1},
definiert durchos(i) - a; € S furallei € I und
u+M, €ns(i) = os(i)a;-ue S

fur alle w € O. Insbesondere ists(0) = 1.

(i) SeiT eine Praordnung vori,. Fir je zwei Abbildungen : I — Y7 und
o: I — {£1} mito(0) = 1ist S(n,o) eine mitv vertragliche T’-Semi-
ordnung.

(i) Die in (i) und (ii) beschriebenen Konstruktionen vermitteln zueinander inver-
se Bijektionen

{n: 1 =Y} x{o: 1 —{£1}]0(0) =1} V],

d.h.(ng(mg), 0'5'(,]70)) = (n,o0)undS(ns,os) = S.

Beweis: (i): SeiS eine mitv vertraglicheT-Semiordnung. Zu zeigen ist im wesent-
lichen die Wohldefiniertheit vong, der Rest ergibt sich dann offensichtlich aus den
Definitionen. Seiem,, us € O mit u; = uy modM,, etwaus +a = uy Mita € M,,.

Ist nunogs(i)a;u; € S, so folgt wegenv(og(i)auy) = v(a;) < v(a;) + v(a) =
v(os(i)a;a) und aus der Vertraglichkeit vo mit v, daf’ giltog(i)a;u; <g 0, was
nach Voraussetzung nicht sein kann, odefi)a;a <g os(i)a;ui, alsoos(i)auy =
os(i)a;(ug —a) € S.

(i): SeiS := S(n, o). Aus der Definition vorb (n, o) ergibt sich unmittelbat € S
und7 - S C S. Wir halten fest, daR im Falla;u; = tyajuy mit ty,t, € T und
ur, up € OF wegenu(ty) + v(a;) = v(tiaur) = v(taajuz) = v(tz) + v(a;) folgt
v(a;) = v(a;) mod v(T), alsoi = j, und damit auch(t,) = v(ty), d.h.t,/ty €
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TNO;. Jedes Element vaR kann also hochstens in einer Mengén, o) liegen und
die Darstellung ist bis auf Faktoren &fis) O eindeutig bestimmt.

SN =S5 = {0}: Seitiau; = —taajus Mit ty,ty € T, uy € Si(n,o) unduy €
S;(n, o). Wie festgestellt, ist danh= j undt,/t, € TN O, also(t, /t) + M, € T,
woraus sich der Widersprucho (i)uy + M, = (t1/ta)o(i)u; + M, € T -n(i) C n(i)
ergibt.

SU-S = K:Seia € K, etwav(a) = v(a;) modv(T'), d.h. es gibt ein € 7" mit
v(a) = v(a;) + v(t) = v(a;t). Dannistu := a(ta;)"' € OF unda = ta;u. Je nach
Vorzeichen vorv (i)u + 2, bezuglichn (i) erhalten wira € S oder—a € S.

S+ S c S:Seiena,b € S, etwaa = tiau;, b = tyajuy Mit ty,ty € T, uy €
Si(n, o) undusy € S;(n, o). Wir unterscheiden:

e v(a) = v(b): Dannistv(a;) = v(a;) modv(T), daheri = j und somitv(t;) =
’U(tz), alsotg/tl cTn O;j Es fOlgtO’(l)(Ul + (t2/t1)u2) + f)ﬁv € n(Z) \ {0}
und damit insbesondete:= u; + (t2/t1)us € Si(n, o). Wir erhalten

ta
a+ b= tlaiul + t2aju2 = tlai (Ul + U2t_> = tlaiu e S.
1

e v(a) < v(b): Dannistv(a £ b) = v(a) undv(£b(tia;)~!) = v(b) — v(a) > 0,
also mitu := wuy + b(t1a;)~" dannu + M, = u; + M, und dahew € S;(n, o).
Somit folgt

b ) =tiaq;u € S.

atb= tlaiul +b= tlai <U1 +
lia;

Analog folgt naturlichb + « € S im Fall v(b) < v(a). Wir haben so, neben der
Abgeschlossenheit vasi unter Addition, gleich die Vertraglichkeit vofi mit v mit-
gezeigt.

(iii): SeiS € YI. Aus der Definition vors, og und S;(n, o) ergeben sich fir
u € OX die folgenden Aquivalenzen:

u € S;(ns,05) < os()u+M, € ns(i) & au=o0s(i)a; - (os(i)u) € S.

Es folgta;S;(ns,0s) C S und damitS(ns,os) C S, was schon die Gleichheit der
beidenT-Semiordnungen zur Folge hat.
Seien num undo gegeben. Wir haben fiir alfec 1

Osno)()a; € S(n,0) = sy (i) € Si(n, o)
= U(i)US(n,a)(i) + M, € 77(0
= o(i)osmen (i) =1,

und somitog(, - () = o (7). Damit folgt firu € O}

u+M, € Nspoy(i) & o(i)au € S(n,0) & u+M, =o(i)’u+M, € (i),
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2.3

also auchg(, ) = . O

In den fur uns relevanten Fallen kbnnen wir ein etwas eleganteres Verfahren zum
Liften von Semiordnungen einsetzen, das zudem zum entsprechenden Vorgehen bei
Anordnungen kompatibel ist. Dazu bendtigen wir eine weniger willkiirliche Verbin-
dung vonl und K, als durch eiff’-Repréasentanten-System gegeben ist: Zu einer Pra-
ordnungT von K und einer Bewertung : X — I', bezeichnen wir mif"-Schnittzu
v eine Abbildungs : I' — K mit

vos=idr, s(0)=1, s(v(T)) cT,
und

s(71 +72) = s(11) - s(72) modT

furalle~y, v, € I

Die Eigenschaftos = idr einesl’-Schnittes hat die folgenden Konsequenzen: Fir
a € Kistv(as(v(a))™!) = v(a) — v(s(v(a))) = v(a) — v(a) = 0, alsoas(v(a)) ™! €
OZ.Und aus einem Reprasentantensystem i € 1) vonI'/v(T)) erhalten wir durch
Anwenden vors ein T-Reprasentantensystgm(y;) | i € I).

Das folgende Lemma zeigt nun, dalf3 sich die oben beschriebene Konstruktion von
mit v vertraglichen Semiordnungen aus den Semiordnungen des Restklassenkdrpers
entlang eines solchéfSchnittes durchfiihren Iaft.

Lemma SeiT eine Préordnung vork, v : K — I eine Bewertung und: I' — K

einT-Schnitt zw. Zu einem Reprasentantensystem| i € I) vonI'/v(T) setzen wir
a; := s(v;). Wir schreiben im folgenden kufzfir v + v(T).
(i) Ist T eine Préordnung vori,, so gilt bzgl. des-Reprasentanten-Systems
(a; | i € I) fur je zwei Abbildungem : I — YT undo : I — {£1} mit
o(0)=1

_ a P

a€Smno) = owla))- S0(@) + M, € n(v(a)).

(i) Unter den Voraussetzungen(i) gilt weiter, dal3S(n, o) genau dann eine An-

ordnung vonk ist, wenmy : I — X (K,) N YT konstant undr ein Charakter
vonT ist.

Beweis: (i): ,=": Seia € S(n,0), etwaa = ta;u mitt € T'undu € O, so dafl}
o(i)u + M, € n(i). Dannistv(a) = v(t) + v(a;), alsos(v(a)) = s(v(t))s(v(a;)) =
s(v(t))a; mod T und wegens(v(t)) € T dahers(v(a)) = a; mod 7. Sei etwa
s(v(a)) = t'a; mitt' € T. Ausv(t') +v(a;) = v(s(v(a))) = v(a) = v(t) +v(a;) folgt
t/t" € T N OF, und unter Beachtung var{a) = i ergibt sich somit

— a N :
7(0(@) + Sy + P = o) (7 )u+ D € (i) = nefa)),
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=" Seio(v v(a))as(v(a))™t + M, € n(v()) Mit i = v(a) folgt dannv(a) =
v(a;) modv(T), alsos(v(a)) = ta; fur eint € T'. Setzen wir := as(v(a))™* € OF,
so ista = ta;u undo(i)u + M, € n(i), d.h.u € S;(n, o). Es folgt somita € S(n, o).
(ii): Sein(I) = {P} C X (K, )ﬂYT undo ein Charakter votfr. Fura be S(n,o)
gilt nach (i) danro(v(a))as(v(a))~* + M, € P undo(v(b))bs(v(b))~! + M, € P.

Esists(v(a))s(v(b)) = s(v(ab))t fureint € TN O;, und dac ein Charakter ist folgt

o(v(a))o(v(b)) = o(v(a) +v(b)) = o(v(ad)).

Wegent + 91, € P und daP eine Anordnung ist, erhalten wir

ab —— N ab
olvlab)): s(v(ab)) A = (f+) <U<U(a>)a(v(b)) s(v(a))s(v(b)) i im”)
- a - b
= (0 20 (o) - Sy + ) (00T - Sy + M) € P

also nach (ip - b € S(n, o).
SeinunS(n, o) € X,. Beachtet man die Definition van= o, ) und die Aqui-
valenz in (i), so ergibt sich fliy;, v, € I’

oy +7) =1 & s(n+1)€Sno)
& s(m) - s(e) € Sn,0)

& s(n),s(12) € S(n,o) oder s(y1),s(v2) € S(n, o)
& o) 07 =1

V)

Damit erweist sicly als Charakter. Wegen= 7, ) ist firy € I' undu € O}
u+M, €n) < o(¥)s(y) -ueSh,o)
also insbesondere
u+ M, €n0) & ueShno) (¥

Dafuralley € T'gilt o(7)s(v) € S(n, o) undS(n, o) eine Anordnung ist, ist die rech-
te Seite der Aquivalenz unabhangig venind somit; konstant. Ausx) folgt zudem,
daf3n(0) eine Anordnung ist. O

Bevor wir ein Kriterium angeben, das die Existenz eifieSchnittes garantiert,
illustrieren wir das Liften von Semiordnungen anhand eines Beispiels, das zudem in
Bezug auf die Fragestellung des nachsten Kapitels ein Negativ-Resultat darstellt.

2.4 Beispiel Wir betrachten die folgende Bewertung &ifX, Y'):

v:R(X,)Y) — T:=ZP®x2
flg — (m—n,deg,(g,) — deg,(fs)),
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2.5

fir f = Y0 fi(Y)X', Y0 g,(V)X7 € RIX, Y] mit f,,g, € R[Y] und f,, # 0 # g,..
Esistalsow(X) = —(1,0) undv(Y) = —(0, 1). Wir definieren einen Schnittdurch
s(n,m) := X"Y ™. WegenR(X,Y), = R, gibt es fury keine Wahl, und es ist nur
noch die Vorzeichenverteilung zu spezifizieren. Es ist/2I" = Z/27 & 7. /27. Wir
setzen

c0((1,0)) :==0((0,1)) :==1 und o((1,1)) :=—1.

Betrachtet man die Polynomg = 1 — XY, g0 := X —1/2, 93 := Y — 1/2,
gs :=n— (X?+Y?)fureinn € N, so ergibt sich

g1 __‘L_ _
o) o+ M = (1) (g~ 1) M= 1,

o(v(g2)) - S(U‘z;» +9Mm, = 1- (1 — %) + M, =1+ MM,
o(v(gs)) - S(Ufézg)> +om, = 1. (1 - %) +O, =1+,
o(v(ga)) - S(Ug(;)) +dM, = 1 (n ;(3/ — 1) + M, =—-1+M,.

Gemal der Vorschrift im vorherigen Lemma ist dar= S(7), o) eine quadratische
Semiordnung voiR(X,Y) mit g1, g2, g3 € Sundn — (X? +Y?) ¢ S fur allen € N.
Damitist derd_ R[X, Y]?>-Modul

D RIXYP 491> RX,YP+g:> RX,YP 495> RX, Y

nicht archimedisch, wahrend eine leichte Rechnung zeigt, dal3 die basisabgeschlossene
Menge{a € R? | g;(a) > 0, i = 1,2, 3} kompakt ist. O

Leider sind wir nicht in der Lage, ohne zusatzliche Voraussetzungen die Existenz
einesT-Schnittes zu zeigen. Das folgende Lemma garantiert jedoch, daf3 in den von
uns betrachteten Fallen immer ein solcher vorliegt.

Lemma SeiT eine Préordnung der Stufen von K undv : K — T eine Bewertung.

Isto(T") = 2mlI, so existiert eiff’-Schnitt zw.

Beweis:Wir orientieren uns an den Beweisen zu Lemma 2.3 in [Bel] und Proposition
7.4 in [Pr2]. Zuerst zeigen wir, dal3 es zu dem voimduzierten Gruppenhomomor-
phismust : K/K?>" — T'/u(T) = I'/2mI ein Rechtsinverses gibt und hebers
dann geeignet hoch.

Fur eine abelsche Gruppg& und m € N mit Primfaktorzerlegung: = []p;’
induziert die Diagonalabbildung einen nattrlichen Isomorphismus

G/nG — G/pi'G x -+ x G/pirG,
g+nG — (g+pV'G,....9+p7G).
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2.6

Angewandt aufy / K»™ undI'/2mI ergibt sich das nebenstehende kommutative Dia-
gramm. Es genugt somit, fur jed¢s {1,...,r} ein
o T entsprechendes Rechtsinverseson o; zu konstru-
K/K*™ —T/2ml'  oren Dazu zeigen wir, dai fu?r prim;asunde e N
~ ~ derZ/p¢Z-Modul T'/p°T freiist: Sei(~; +T'/pl | i €
I) eineF,-Basis vonl'/pI'. Wir folgern induktiv, daf3
(v +T/p°T | i € I) eineZ/p°Z-Basis vorl /p°T" ist:

UnabhangigkeitSei > n;y; € pT furn; € Z
nur endlich oft ungleich). Nach Induktionsvoraus-
setzung ist danm; = 0 mod p°~!, und aufgrund
der Torsionsfreiheit voir folgt > (n;/p~')y; € pT,
was nach Voraussetzung zy/p°~! = 0 mod p, also
n; € p°Z fuhrt.

ErzeugendZu v € T gibt es nach Induktionsvoraussetzunge Z, v; € I' mit
v = > ngy + p¢ iy, Zuy wahlen wirm; € Z, v, € T mit v, = > myy; + pe.
Kombiniert ergibt sichy = > (n; + p*~'m;)y; + p°ye-

Nun sindK /K?:" undl/pST (Z/p$ Z)-Moduln,T' /p¢T frei, und; ein surjektiver
(Z/p;Z)-Modulhomomorphismus. Damit ist die Existenz einesszuechtsinversen
(Z/p;'Z)-Modulhomomorphismus gesichert, der insbesondere ein Gruppenhomomor-
phismus ist.

Sei jetzt(~; | i € I) ein Reprasentantensystem Mof2mI” mit v, = 0. Zui € I
wahlen wira € 5(v; + I'/2mI). Esistv(a) = v; mod2mT, etwav(a) = v; + 2mk~.
Wir wihlenb € K mit v(b) = ~ und setzem; := b=2"*q. Dann ista; = a mod K",
alsoa; € 3(vy; + 2mI'), und es giltw(a;) = ~;. Natlrlich setzen wit, := 1. Zu jedem
v € I wahlen wir nun eiru, € K mitv(a,) = 7. Leicht zu verifizieren ist dann, daf3
mit v = ~; + 2m~/ die Zuordnungs(v) := a; - aﬁ’," einenT-Schnitt zuv definiert. Es
gilt sogars(v(T)) € K> unds(y1 + 72) = s(1)s(72) mod K™ fur alle y;, v, € T

0

K/KP' 5% D /pT
X X
x X
K/KP 2% T /perT

Um zu zeigen, dal3 sich Lemma 2.5 in der Situation, die wir im nachsten Kapitel
betrachten, anwenden l&l3t, bendtigen wir noch die folgende Proposition:

Proposition Seiv eine Bewertung vork” und 7" eine Praordnung, fur dig" eine
Praordnung vonk, ist. Dann gilt fur allety, ... ¢, € T
v(ty + -+ t,) = min{v(ty),...,v(t,)}

Beweis:Sei ohne Einschréankungt,) = min{v(¢,),...,v(t,)} undt; # 0. Dann ist
v(t ') > 0, alsot;'t; € T N O, und somit

t tn =

1+ 24+ M, e1+T.

t1 t1
DaT eine Praordnung ist, d.h. insbesondereg T gilt, folgt v(¢;' Y-} ¢;) = 0, was
gerade der Behauptung entspricht. O
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Die im dritten Kapitel vorliegende Situation wird durch die folgende Proposition
erfal3t:

2.7 Proposition Sei F'//K eine Korpererweiterung und® eine Anordnung voris. Ist

2.8

T = 3 PF*" undv eine Bewertung voi’, die auf K trivial ist und fur dieT ei-
ne Praordnung ist, so gilt(7") = 2mT, es gibt also eine-Schnitt zw, und es ist
O,NT =Y PO?", insbesondere alsf = Y PF>".

Beweis:Natirlich ist2mI' = v(F?™) c v(T'). Die umgekehrte Inklusion ergibt sich
aus der eben gezeigten Proposition4u . ., p, € P ist

v(prad™ + - - + ppat™) = 2m - min{v(a1), ..., v(a,)} € 2mr.

Aust = > " pa™ € O, mitpy,...,p, € Pfolgt 2m - min{v(a)i,...,v(a),} =
v(t) > 0, alsoay, ..., a, € O, und damit danrt € > PO?*™. Die Inklusion ,D>“ ist
klar. O

Insbesondere haben wir die bekannte Tatsache mitgezeigt, daR es zu jeder reellen
Bewertungy von F' einen>_ F2-Schnitt gibt (setzéd = Q). Nach Lemma 2.3 (ii) gibt
es dann mindestens eine miertragliche Anordnung voR', die nach Proposition 2.1
(iii) nicht archimedisch ist.

AbschlieRend beschreiben wir in diesem Abschnitts noch die mit einer Semiord-
nung schwach vertraglichen Bewertungsringe. Zu einem Teilkdrp@n K und einer
TeilmengeM C K bezeichne

A(F,M) = {acK|3reF: r+tac M},
I(F,M) = {acK|Vre(FNM): r+ac M},

kurz A(M) bzw. I(M), falls F' = Q.

Satz SeiS eine Semiordnung des Korpeks Dann gilt:

(i) Fur jeden TeilkdrperF' von K ist A(F, S) ein mit.S schwach vertréaglicher
Bewertungsring mit maximalem Ide&F, S). (S N A(S))/I(S) ist eine ar-
chimedische Anordnung vot(S)/I(.S).

(i) Jeder mitS schwach vertragliche Bewertungsrit@@ hat die FormA(F, S)
fur einen TeilkérperF’ von K. Genauer: IstF’ ein maximaler Teilkorper von
O, sogilto = A(F, S).

Beweis:FUr quadratische Semiordnung ist der Sachverhalt relativ leicht zu Gberschau-
en (siehe [Pr3]). Der erste Beweis fur Semiordnungen héherer Stufe ist von Becker
(siehe [Be3], Theorem 1.2).

Sei S eine Semiordnung der Stufen von K.

Eine Bewertung heiBt reell, falls der zugehorige Restklassenkorper formal reell ist.
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(i): Nach Theorem 3.7 aus [Be2] igt:= A(>_ K?™) ein Pruferring von K .

Sei nunB ein Oberring vonA, der in A(S) enthalten und maximal mit dieser
Eigenschatft ist (Zorn’s Lemma). Wir zeiget(.S) = B, und beweisen dabei gleich
die behaupteten Eigenschaften mit.

BN Sist eine archimedische Semiordnung der Stufevon B. Gemal Satz 1.10
gibt es daher einen Ringhomomorphismus B — R mit (BN S) ¢ Ry, und
es giltdM := Kern(p) = {b € B | Vk e Ny : 1/k+0b e S}. Seinunb € B
undc € B\ M. Dann istp(c*™) = ¢(c)*™ > 0, und es gibt daher eih € N mit
o(kc*™ £+ b) = kp(c®™) + p(b) > 0, alsokc®™ £ b € ¢ }(R,) C S. Somit ist
k4 bc? € S, d.h.bc™®™ € A(S). Da sich jedes Element der Lokalisierufgy in
dieser Form darstellen 1&R3t, folgly C A(S) und aufgrund der Maximalitat voB
dannB = Bgy. Als lokaler Oberring des Priferringsist B also ein Bewertungsring
mit maximalem ldeafJt.

Seia € A(S) \ B. Ohne Einschrankung nehmen wire S an.S’ := a~15 ist
eine Semiordnung der Stufe», und man prift leicht nach, daf3 gilt A(S") C A(S).
Wir wahlen B’ in A(S’), wie B in A(S). Angenommeng ¢ B’. Dann ista™! €
{be B|VkeN,: 1/k+be S} asol/k+a'! e€alSfuralek € Ny,
und daher inshesondetie— £ € S fur alle £ € N, was wegeru € A(S) zu einem
Widerspruch fuhrt. Mitu € B’ ist aucha™ € B’ und somita™ € a - A(S") C A(S)
fur allem € N. Wegena ¢ B gilt a=! € 9t und damit aucla=2™ € 901. Dies fihrt zu
1/k £a?™ € S, alsoa®™ — k € S, fur allek € N,. D.h. im Widerspruch zu eben
gezeigtem ist*™ ¢ A(S), und es folgtd(S) = B.

Offensichtlich ergibt sich jetzE(S) = 9t und dalkS = ¢(S) = ¢(B) N R, eine
archimedische Anordnung des Restklassenkorpers ist.

Sei nunF ein Teilkorper vonk. A(F,S) ist naturlich unter " und ,—* abge-
schlossen. Wir zeigen die Abgeschlossenheit unter MultiplikationAD®) ein Be-
wertungsring ist, folgt" = Quot R) fur R = F N A(S). Zuay,as € A(F,S) gibt es
daherb,, by, c € Rmit b;c™?" +a; € S, alsob; + c*™a; € S. WegenR C A(S) finden
wir eink € N, so daR gilt:—b; € S und damitauch +c*"a; € S, d.h.c*™a; € A(S),
furi = 1,2. A(S) ist ein Ring, als@'™aa, € A(S), etwal + ¢'™aa, € S furr € N.
Es folgtr 4 a1a, € S mitr = lc™*™ € QuotR) = F.

Als Oberring vonA(S) ist A(F,S) ein Bewertungsring, dessen maximales Ide-
al 9t in I(S) enthalten ist, und def enthalt. Bleibt zu zeigen, daBt mit /(F,.S)
Ubereinstimmt. Sei € M. Offensichtlich istl + 9t C S, alsoA(F, S) schwach ver-
traglich mitS und daher insbesondefe+ 90t)(F N S) C S. Fir aller € (F' N S) ist
r~ta € M, alsol +r'a € 1+ Mund somitr + a = (1 +r~ta)r € S, d.h. es folgt
a € I(F,S). Angenommen, es gibt € I(F, S) \ 9. Ohne Einschrankung seic S.
Esist/(F,S) C I(S), alsoa € I(S) und damit auchu™ € I(5), d.h.a™™ & A(S)
fur allen € N, Insbesondere folgt- >~ — 1 € S und daraus danm — a*" € S,
wasa®™ € I(F,S) \ 9 impliziert. Somit ista > € A(F,S), d.h. es gibt € F' mit

2Ein Teilring R eines Koperds< heildt Priiferring vori, falls jede Lokalisierung vo® nach einem
Primideal ein Bewertungsring vaii ist.
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r+a=?m € S.WegenF' = Y F?™—%" F?™ konnen wir dabei € > F*™ annehmen.
Multiplikation mit «®>™ undr fuhrt schlieRlich zw?™ — r—! € S, im Widerspruch zu
a® € I(F,S).

(i): Zum Beweis von (ii) kann der entsprechende Beweis fur quadratische Semi-
ordnungen aus [Pr3] (Theorem 7.21) mehr oder weniger direkt auf Semiordnungen
hoherer Stufe Ubertragen werden. O

2.9 Korollar SeiT eine Praordnung voik’, F' C K ein Teilkdrper undV/ ein 7-Modul.
Dann ist

A(F,M)= () AF.S) und I(F,M)= () I(F,S),

seyl Sevy
also A(F, M) ein Ring und/ (F, M) ein Ideal in diesem Ring.

Beweis: Naturlich ist A(F, M) C A(F,S) fur alle S € Y};. Sei umgekehrtt €
A(F,S) fur alle S € Y};. Wahlen wirrg € F mitrg +a € S, so erhalten wir durc
((Hr(rs+a)NHr(rs —a) | S € Yi;) eine offene Uberdeckung des quasikompakten
Raumes’}, (Satz 1.4). Wir finden als§|, ..., S, € Y;;, so daR

Vi = (Hilrs, +a) 0 Hrlrs, — ) U= U (Hy(rs, +a) 1 Hr(rs, — ).

Mit r := max{rs,,...,rs, } giltdannr+a > 0 aufY};, d.h. esist+a € Nsevr S =
M. Als Durchschnitt von Ringen ist(F, M) ebenfalls ein Ring.
Die Identitat/ (F, M) = msa/gg I(F,S) ist offensichtlich. O

2.2 Zum reellen Holomorphiering

AnschlieRend einige Uberlegungen im Umfeld desllen Holomorphieringsines
Korpers. Seir'/ K eine Kdrpererweiterung uné eine archimedische Anordnung von
K. Q(F/K, P) bezeichne die Menge aller reellen Bewertungevon F, fur die v
auf K trivial ist und sichP auf F;, fortsetzen laf3t (wir nehmen ohne Einschrankung
K C F, an). Es sei

H(F/K,P):= () O,
veQ(F/K,P)
H(F/Q,Q.) ist gerade dereelle HolomorphieringH (F") von F, d.h. der Durch-

schnitt Gber alle reellen Bewertungsringe vbn Der folgende Satz ist eine leichte
Verallgemeinerung von Theorem 3.3 aus [Be4].

2.10 SatzSeiF'/K eine Korpererweiterung uné’ eine archimedische Anordnung vén
Dann gilt:

(i) Ist—1 ¢ > PF*fur einm > 0, so lalt sich? auf F fortsetzen.
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LaRt sichP auf F' fortsetzen, so gilt
(i) H(F/K,P)=A(>_ PF*)furallem €N,

(i) (H(F/K, P)* N ZPF2> c (s pPr.
m>0

Beweis:(i): Sei—1 ¢ > PF?*™, alsoY_ PF*™ eine Praordnung vofi. Gemaf Theo-
rem 3.7 aus [Be2] ist danB,, := A(>_ PF?™) ein Priferring vonF, indem K auf-
grund der Archimedizitat vo® enthalten ist. Offensichtlich ig6,, N> PF?™ =: T,
eine archimedische Praordnung vBy,, und daher finden wir nach Satz 1.10 einen
Ringhomomorphismus : B,, — R mit o(7,,) C R;. Seid := Kern(y) und
O := (B,,)m die Lokalisierung vonB,, nachdt, also ein Bewertungsring voA. ¢
[&Rt sich durch

(8 — R,
©(b)
©(s)

fur b,s € B,,, s ¢ Kern(y), eindeutig aui©O fortsetzten. Kerfy)) stimmt genau mit
dem maximalen Ideal vo® Uberein. Fur eine z® gehotrige Bewertung gilt also
Kern(y) = 91, und wir kdnnen somit) als Restklassenhomomorphisnis — F,
auffassen. Es isk ¢ O und«(P) C Ry, alsoQ := F, N R, eine Anordnung von
F, mit (P) C Q. Seis einY_ F2-Schnitt zuv, o : T',/2T", — {£1} ein Charakter
undn : I', /2", — X (F,) konstant mit Wert). Nach Lemma 2.3 ist dan$\(n, o) eine
Anordnung vonF und fiirp € P gilt

— p
o(v(p)) +, =005 ) = vl € @

—

wlo~ Q

alsop € S(n,0).

Wir behalten im weiteren die Notation von (i) bei und setzen nun voraus, dal sich
P auf F fortsetzen 1aRt, d.h. dagg PEF?™ fir allem € N eine Praordnung vo# ist.

(i) : Zunachst zeigen wir, dal3 fur eine Bewertungon F' mit K C O, die folgen-
de Aquivalenz gilt:

B,CO, & —1¢Y PF™

.= Da B, ein Pruferring ist, entsprechen die Bewertungsringe ithgigenau
den Lokalisierungen vom,, nach einem Primideal. Insbesondere enthalt daher jeder
Bewertungsring?, O B,, einen minimalen Bewertunsring,, > B,,, der die Loka-
lisierung vonB,, nach einem maximalen Ide@i ist. Nach Proposition 2.7 aus [Be2]
ist M der Kern eines Ringhomomorphismusses B,, — R mit o(7,,) C R,.. Wie
eben kdnnen wir nun schlieRen, dal3 siehauf F,, fortsetzen laldt und erhalten so
—1 ¢ > PF>™ Dies ist aquivalent z(—1 + 9t,,) N Y PF?™ = (), da nach Proposi-
tion 2.7 gitO, N >_ PF?*™ =Y PO*" Mit O, C O, haben wift,, > 9M,, somit
auch—1+ 9, N> PF?™ = (jund daher-1 ¢ >~ PF>™.

32



,<=“ Seinun—1 ¢ Y PF?™, also wie eben gezeigtl + M, N > PF*™ = ().
Nach Theorem 3.7 aus [Be2] wirB,, als Ring von den Elementefl + )~ mit
t € > PF?™ erzeugt. Mit(1 + ¢)~' ¢ O warel + ¢t € 9, alsot € —1 + M, was
wir ausgeschlossen haben. Somit falg)t  O,,.

Nach (i) und wegenk’ C B,, sind daher die Bewertungenmit B,, C O, ge-
nau die, die aufK trivial sind und fir die sichP auf F, fortsetzen lafdt, d.hv €
Q(F/K, P). Nun ist B,, als Pruferring der Durchschnitt aller Bewertungsringe die
Uber B,, liegen, und daher, entsprechend der Definition ¥i#"/ K, P), dannB,,, =
H(F/K,P).

(ii): SeiH := H(F/K, P). Wir zeigen zuerst,, = HN Y PF*" =Y PH*™:
Istt == S ¥ pa?™ € H mitpy,...,px € P, soistt € O fiir jeden Bewertungsring
O uber H, und wie oben gezeigt ergibt sich darays. . ., a; € O. Da H der Durch-
schnitt dieser Bewertungsringe ist, folgt die Behauptung. Unabhangigishsomit
(siehe Kapitel 1)

X(T,) = {¢€Hom(HR)|o(T,)C R}

= {petom(H R) | o( Y PH™) CR.}
= {p € Hom(H,R) | p(P) C R}
= X.

Seinunu € H* N Y. PF2 Mit u := &7, (u) = @7, (u) ist offensichtlichu > 0 auf
X. DaX kompakt ist, finden wir daher einc Q; \ {0} mitu > r auf X. Nach Satz
1.15istdanms + (v —r) € T,,, furalles € Q4 \ {0} undm > 0, also insbesondere
auchu =r+ (u—r) € >, PF*™. O

Ein formal reeller Kérpels heildttotal archimedischfalls jede Anordnung vor
archimedisch ist. Wie die Bemerkung nach Proposition 2.6 zeigt, ist dies genau dann
der Fall, wennk keine nicht-triviale reelle Bewertung zulaf3t. Offensichtlich siad
undR total archimedisch. Weiter ist jede formal reelle algebraische Erweitkiiiy
ein Beispiel eines total archimedischen Kérpers. Denn jede reelle Bewertuny von
liefert eingeschrankt au eine reelle Bewertung vo®, ist damit dann trivial auf),
und daK /Q algebraisch ist, folgt, daf3 sie auch duftrivial ist.

Satz 2.10 zeigt, dal3 in einem total archimedischen Korper die Sur@meer
Potenzen fur allen € N zusammenfallen und zudem archimedisch sind:

2.11 Korollar K ist genau dann ein total archimedischer Kérper, wennk? archime-

disch ist. In einem total archimedischen Korpgr gilt >~ K2 = > K*™ fir alle
m € N. Insbesondere sind dann alle Praordnungeni®™ archimedisch.

Beweis:Klar ist, daR aus der Archimedizitat von K? folgt, daR K total archime-
disch ist.

Sei alsoK nun als total archimedisch vorausgesef¢tbezeichne den Anord-
nungsraum vorK versehen mit der Harrison-Topologie. Riire K wéhlen wir zu
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jedemP € X einnp € Nmitnp —a € P. Dannist(Hx(np —a) | P € X)
eine offene Uberdeckung voi. Da X kompakt ist, gibt esP;,..., P, € X mit
X = Hg(np, —a)U---U Hg(np, — a). Mit n := max{np,,...,np } gilt dann

X = Hk(n — a) und damit
n—ac ﬂ P = ZKQ.
pPeX

(Die verwendeten Argumente bezuglich Anordnungen findet man z.B. in [Pr3].)
Wir wenden nun Satz 2.10 fi* = Q. an: Aus (ii) und der Archimedizitat von

ST K?folgt H(K) = A(Y. K?) = K, und mit (iii) ergibt sich daraus danty_ K?) \

{0} = HK)*NY K*cC Y K*fiurallem € N. O

2.3 T-Isotropie

Ein Tupel 0 = (ay,...,a;) Mitay,...,a, € K bezeichnen wir auch aForm tber
K. Zu einer Praordnun@ von K nennen wirp T-anisotrop falls Z’f t;a; = 0 mit
ti,...,t, € T nurfirt; = --- = t,, = 0 moglich ist. Anderenfalls nennen wir
T-isotrop. Im Fall T = " K?, der der Ausgangspunkt dieser Begriffshildung war,
spricht man auch vostark anisotropundschwach isotrop

Ist S eine Semiordnung voA’, so heil3tp positiv definit(negativ definit) bzgls,
falls gilt 0 <g a; (a; <g 0)fUri = 1,...,n. o heil3tdefinitbzgl. S, falls ¢ positiv oder
negativ definit bzglS ist und anderenfallsxdefinitbzgl. S. Es gilt nun die folgende
Aquivalenz:

2.12 Proposition Fir eine Formp = (ay, ..., a;) Uber K sind aquivalent:
(i) pistT-isotrop,
(i) oistindefinit bzgl. allefI’-Semiordnungen voR,
(i) Mr(o):=a1- T+ - +ap-T=K.

Beweis: (i) = (ii): FUr jedeT-SemiordnungS ist +£5 \ {0} unter Addition abge-
schlossen{® = {0}). Ware alsa definit bzgl. S, etwa positiv definit, so hatten wir
S tia; € S\ {0} im Fallet; # 0 fiir mindestens ein

(17) = (i7i): Angenommen es ist/r (o) # K. Mr(o) N —Mr(p) ist ein Ideal von
K, nach Annahme alsé/r(p) N —Mz(p) = {0}. Somit ist entweder-1 ¢ Mr(o)
oder—1 ¢ —Myp(p). Sei ohne Einschrankungl ¢ Mr (o) (sonst betrachten wir o).
Dann ist auch-1 ¢ M := T + My(p), denn mit—1 € t + My(p) fur eint € T
folgt —1 € (1 +¢)"'Mz(0) C Mr(0). 1 + ¢ = 0 kann nicht sein, da songt = K
gilt und damit auchMr(p) = K. M ist damit ein7-Modul und als solcher in einer
T-Semiordnung enthalten (siehe Proposition 1.2), beziglich der danp dbnit ist.

(1ii) = (7): Insbesondere ista; = E'f t;a; fUr gewisse, ..., t, € T, und daher
(1+t1)ay + b tia; = 0. O
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Im allgemeinen ist jedoch die Menge aller Semiordnungen eines Korpers ausge-
sprochen unzugéanglich, und um fir eine Form zu entscheiden, db-isietrop ist,
bedarf es eines handlicheren Werkzeugs. Als Mittel der Wahl erweist sich ein Lokal-
Global-Prinzip, dessen urspriingliche Forii & > K?) unabhangig von Brécker
und Prestel bewiesen wurde (siehe [Br], [Pr2]) und das von Becker und Brocker auf
beliebige quadratische Praordnungen verallgemeinert wurde (siehe [Be-Br]). Becker
hat es spater auf_ K?>™-Formen erweitert (siehe [Be3]), und schlieBlich wurde es
von Becker und Rosenberg in die allgemeine Form, d.h. fur beliebige Praordnungen,
gebracht (siehe [Be-Ro]). Wir formulieren hier letztere Version, andern sie aber fur
unsere Zwecke ein wenig ab.

SeiT' eine Praordnunge = (ai,...,a) eine Form vonk undv : K — T
eine Bewertung, so dalk eine Praordnung voi, ist. Zui € T'/v(T) =: I seien
iy, - - -, a;, die Eintrage vorp mit v(a;;) + v(T) = i. Wir fixieren eina € K mit

v(a) + v(T) =i (z.B. a;,). Esistv(a;,) = v(a) modv(T), und daher gibt es; € T
undu; € O mita,, /a = tju;. Wir setzen

Ql()i) = (uy + My, ..., u. +IM,)

und bezeichnen diese Form véi) alsi-te Restklassenformnon ¢ beziglichv undT.
Naturlich hangt diese von den gewahltennd u; ab. Hinsichtlich ihred-Isotropie-

verhaltens ist sie jedoch eindeutig: Sei etwa') + v(7") = 4 und a;,/a" = thu); mit
t: € T'undu} € O Esistv(a’) = v(a) modu(T), alsod’/a = tu fiir eint € T und

u € OF, und somit

1 a. 1 d a i)
J J J

mit tt;tj‘l e T n O;. Die moglichen Eintrage vogff) unterscheiden sich also nur
um einen vonj unabhéngigen Faktar + 9t,, der1 ist, falls gilt a = o/, und um
einen Faktor aug \ {0}. Dies heiRt aber gerade, daR die beiden Formen das gleiche
T-Isotropieverhalten haben.

Ist einT-Schnitts zu v gegeben, so kann

<>:<$+mm+9ﬁ>

gewahlt werden: Aus(a) = v(a;;) mod o(T) folgt s(v(a)) = tis(v(a;;)) fur ein

t' € T und daher miu = a/s(v(a)) ' € OF

a; a @i; a , Qg ,
@) sela)) @ s 0 Ui

Insbesondere igtit; € T'N O, d.h. die Eintrage der beiden Formen unterscheiden

sich wieder um einen vojiunabhangigen Faktor und einen Faktor @us
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Statt mit dem in [Be-Ro] verwendeten Konzept &gnatureines Kdrpers arbei-
ten wir hier teilweise mit dem dazu in gewissem Sinne aquivalenten und fir unseren
Kontext angemesseneren Begriff d@dnungeines Korpers. In Kapitel 3 verwenden
wir ausschlie3lich den Ordnungs-Begriff und greifen im vierten Kapitel dann wieder
auf Signaturen zurick. Wir fihren nun beide Konzepte ein und machen ihren Zusam-
menhang deutlich.

Unter eineiOrdnung2m-ter StufeP von K verstehen wir eine Praordnugn-ter
Stufe von K, fur die zuséatzlich gilt, darl'(/P zyklisch ist. Allgemein sprechen wir
von Ordnungen héherer Stufe bzw. kurz von Ordnungen. Offensichtlich stimmen die
Ordnungen der Stufe 2 genau mit den Anordnungen tberein.

Als Signatureines Korperds bezeichnen wir einen Gruppenhomomorphismus

X: K —{¢|¢ =1fireinr >0} cC

der multiplikativen Gruppe vork in die Gruppe der Einheitswurzeln vdh dessen
Kern additiv abgeschlossen ist, d.h. Kegn+ Kern(y) C Kern(y). Wir halten fest,
daR giltx(—1) = —1. Denn: Es isty(—1)* = x((—1) - (=1)) = x(1) = 1, also
x(—1) = £1. Mit x(—1) = 1 wirde aber aufgrund der additiven Abgeschlossenheit
des Kerng) = 1 + (—1) € Kern(y) folgen.

Zu einer Praordnun@ setzen wir

Zp = {P| P Ordnung mitl' C P},
Z5 = {x | x Signatur mitl’ C Kern(x) U {0}}.

Wir stellen nun den Zusammenhang der beiden Begriffe fest:

Sei zunéchsk € Z;. Offensichtlich istP, := Kern(y) U {0} additiv und multi-
plikativ abgeschlossen, enthdlt und wie oben festgestellt git1 ¢ P,. D.h. P, ist
eine Préardnung, die Ub@t liegt. Daher hatl{ /P endliche OrdnungK?™ c P fiir
ein geeignetes: € N), ist also nach dem Homomorphiesatz isomorph zu einer end-
lichen, multiplikativen Untergruppe vo6*, die bekanntlich zyklisch sein muf3, und
wir erhaltenP, € Zr.

Sei nunP < Zp. Wie gerade bemerkt, isk/P endlich, und dak’/P zudem
zyklisch ist, erhalten wir somit einen Gruppenhomomorphismus

xp K = K/P 2 {g e C| ¢OUK/P) = 1}

mit Kern P, d.h. insbesondere i, = P.

Es laRt sich also jede Ordnudge Z; in der FormP, flr ein x € Z; schreiben,
und flr jedesy € Z7 ist durchP, eine Ordnung aug gegeben.

Da der zur Konstruktion voryp verwendete Homomorphismus im allgemeinen
jedoch nicht eindeutig bestimmt ist, vermittelt die beschriebene Korrespondenz nur
eine Retraktion

Z;: — ZT,
x — P,
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die aber hinsichtlich der von uns betrachteten Phanomene vollig ausreicht.
Wir nennen eine Form = (ay, . . ., ai) definitbzgl. einer Ordnundp, falls fur ein
a € K gilt

ai,...,a; € aP,
bzw. definitbzgl. einer Signatuy, falls gilt
x(ar) = -+ = x(ak).
Anderenfalls nennen wig indefinitbzgl. P bzw. x.

2.13 Proposition SeiT eine Praordnungy = (ay, ..., a;) eine Form undy € Z7. Dann
gilt

o definitbzgl.y <« o definit bzgl.P,.

Insbesondere ist genau dann indefinit bzgl. alld? € Zr, wennp indefinit bzgl. aller

X € Z7 ist.
Beweis:, =" Sei x(a;) = --- = x(ax). Dannistl = x(aja;') = --- = x(ara;'),
somitasa; ', ..., ara;' € Kern(x) C P, und dahen, ..., ax € a; P,.

= TMit ay, ... a, € aPy fureina € Kisty(a) =--- = x(ax) = x(a).

Die abschlieRende Behauptung ergibt sich aus dieser Aquivalenz mittels des oben
beschriebenen Zusammenhangs von Ordnungen und Signaturen. O

Eine Ordnung” von K heil3tvertraglichmit einer Bewertung, falls gilt 1+9t, C
P. Wie bei Semiordnungen ist dazu aquivalent, @agine Ordnung vorik, ist. Eine
Signatury heif3t vertraglich miw, falls gilt 1 + 2t, C Kern(y). Wir definieren und
bemerken

QT) := {v|vvertraglich miteinenP € Zr}
= {v | v vertraglich mit eineny € Z7}.

Insbesondere it fiir jede Bewertung € Q(T) eine Praordnung VoK. In diesem
FallistT? := (1 + 9M,) - T eine Préordnung VoA  (siehe [Be-Ro], Lemma 2.4), und
es ist nach [Be-Ro], Theorem 2.11, fUr eine Farfiolgendes aquivalent:

(i) pistT-isotrop,
(i) mindestens eine der Restklassenformen yast T-isotrop.

Auch fir eine Ordnugd® zeigt sich, daf3{(P) ein mit P vertraglicher Bewertungs-
ring mit maximalem Ideal (P) ist (siehe [Be-Ha-Ro], 2.7):» bezeichne die zugeho-
rige Bewertung.

Nun zum angekindigten Lokal-Global-Prinzip:
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2.14 Satz (Lokal-Global-Prinzip) Eine Formg = (ay,...,a;) von K ist genau danr'-
isotrop, wenn gilt

(i) oistindefinitbzgl. allen OrdnungeR € Z; mitvp(a;) = vp(a;) modvp(T)
far #£ 5, und

(i) oistT -isotrop fiir allev € Q(T) mitv(a;) # v(a,;) modv(T) fiir mindestens
ein Paari # j.

Ein Beweis dieses Satzes ist in [Be-Ro] (Theorem 3.3) zu finden. Wir formulieren noch
eine fur unsere Zwecke guinstigere Variante, die mittels Ublicher Abanderungen dieses
Beweises erhalten werden kann:
2.15 Satz (Lokal-Global-Prinzip) Eine Formp von K ist genau danfi’-isotrop, wenn gilt
(i) oistindefinit bzgl. allen archimedischen Anordnundéri X, und

(if) o ist T -isotrop fur allev € Q(T) (d.h. mindestens eine der Restklassenfor-
men ist7’-isotrop).
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Kapitel 3

Anwendungen in der reellen
Geometrie

In diesem Kapitel werden wir die Ergebnisse aus dem ersten Kapitel, insbesondere
Satz 1.15, in der geometrischen Situation, d.h. fir Koordinatenalgebren affiner Varie-
taten tber formal reellen Grundkorper, verwerten.(Ist <) ein angeordneter Kor-

per mit reellem Abschluf®, so interessieren wir uns fur die Restklassenalgebren
A= K[Xy,...,X,]/% zu ldealerRl C K[X,,...,X,] mit

VR():={a € R"|Vped: pla) =0} #0.
Zug,...,gr € A betrachten wir die davon erzeudiasisabgeschlosseienge

Sr(g1,---,95) ={a € Vg(A) | g1(a) > 0,...,gx(a) > 0},

und wollen der Frage nachgehen, wie sich fur eine Funkfien A die geometrische
Eigenschaftf(a) > 0 fur allea € Sgr(g1,- .., gx) algebraisch niederschlagt (wobei
wir die Elemente vorA in der Ublichen Art und Weise alB-wertige Funktionen auf
Vr(2A) auffassen).

Das erste diesbeziigliche Ergebrtis£ R™) ist Artins Lésung des 17. Hilbertschen
Problems (siehe [Ar]). Diese wurde spater unabhangig von Prestel und Stengle zu
sogenannten Positivstellensatzen erweitert, die inzwischen zum klassischen Bestand
der reellen Algebra gehoren (siehe [Pr2] und [Ste]):

3.1 Satz (Positivstellensatz)st (K, <) ein angeordneter Korper, so gilt fur alle Funktio-
nenf,gi,...,gx € A:= K[X1,...,X,]/% die Aquivalenz

. ) G
f}SR(gl,...,gk)>O & esqgibtty, to € T2(gr, ..., gk) Mitty - f =141,

Dabei bezeichnen wir mit'?™ (g, ..., gx) die vong, ..., g, und K, erzeugte Préa-
ordnung2m-ter Stufe von4, d.h.

Tim(ghagk) = Z <ZK+A2m> 'gil ”'gzka

ecNk
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und mit7?™(gy, . .., gx) die Praordnun@m-ter Stufe vonA, die nur vong, . .., g
erzeugt wird, d.h.

T2 (g1, o) = 3 (D0 A%) gt gt

e€NF

Fur>" K A*™ schreiben wir auch kurz2™.

Bei dieser Darstellung kann im allgemeinen nicht auf den ,Nenneveérzichtet
werden, jedoch hat sich in letzter Zeit herauskristallisiert, Wi@ind g, . . ., gx be-
schaffen sein missen, um dies dennoch zu ermdglichen: Schmidgen RatfiR
gezeigt, dal3 die Kompaktheit der Meng§g(g, - . ., gx) dazu hinreichend ist (siehe
[Schmy)). Er erhalt dieses Ergebnis als eine Konsequenz seines eigentlichen Anliegens,
der L6ésung des Momentenproblems flr kompakte semialgebraische Mengen. Eine we-
sentliche Rolle spielen dabei der Positivstellensatz und die Existenz von Spektralma-
Ren gewisser selbstadjungierter Operatoren.

Wormann hat erkannt, dald der Satz von Kadison-Dubois und die Theorie der
Ordnungen den natirlichen Rahmen bieten, um den Satz von Schmidgen aus alge-
braischer Sicht zu verstehen und in sehr viel allgemeinerer Form zu beweisen (siehe
[W61], [W062]). Der topologische Rauti (72™(gy, . . ., gx)) (siehe Kapitel 1) stimmt
in der vorliegenden Situation genau mit der Metsigéy, . . ., g ) Uberein. Es hat sich
gezeigt, dafd sich die geometrische Eigenschaft der Kompaktheisymon, . . ., gx)
auf der algebraischen Seite in der Archimedizitat der Praordnufigty;, . . ., gx)
fur ungeradesn widerspiegelt und somit der Satz von Kadison-Dubois zum tragen
kommt. Wir schreiben ab jetzt kurg(-) fur Sg(-) undV (-) far Vg (-).

3.2 Satz (Schmudgen-Wormann)Sei( K, <) ein archimedisch angeordneter Korper. Ist
fargi,...,gr € A:= K[X4,...,X,|/2 die MengeS(g1, - . ., gx) kompakt, so gilt fur
alle ungeradenn € Nundf € A

2m
f‘S(gl7...,gk)>0 =  feT(g1,--,9r)

Putinar hat bemerkt, dal? sich diese Darstellung im quadratischen Fall unter be-
stimmten Bedingungen noch wesentlich vereinfachen laf3t, ndmlich die Praordnung
durch den entsprechenden Modul ersetzt werden kann. Er verfeinert den Ansatz von
Schmudgen durch die Verwendung von normalen Operatoren, gibt eine weitere LO-
sung des Momentenproblems an und zeigt in [Pu] damit den folgenden

3.3 Satz (Putinar) Es seienyy, ..., gx € R[X1,..., X,]. Gibteseiry € M2(g1,..., k),
so daf3S(g) kompakt ist, so gilt fur allg € R[X;, ..., X,]

2
f’S(gl7;gk)>0 = fEM<<gl,...,gk>,

Dabei bezeichn@d/2™ (g, ..., gx) deny_ K, A*™-Modul, der vong, . .., g; erzeugt
wird, d.h.

M2 (g1, gi) = 3 KA gy Y K A g Y K AT
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3.4

und M?™(gy, ..., gx) den nurvory, ..., g, erzeugtery . A>™-Modul, d.h.

M*™(g1, .., g) ZZA2m+g1-ZAQ’"—i—---—ng-ZAQm.

Ferner gibt Putinar noch eine Bedingung an, die die Existenz einer solchen ,Schran-
kenfunktion“g sichert.

Ziel dieses Kapitels ist es nun, die Ergebnisse von Putinar mit algebraischen Me-
thoden zu untersuchen. In Anbetracht des Vorgehens von Wérmann ist es nicht ver-
wunderlich, daf’ dabei die neue Version des Satzes von Kadison-Dubois in Kombinati-
on mit der Theorie der Semiordnungen einen erfolgversprechenden Ansatz darstellen.

Eine Vorbemerkung: In allen Ergebnissen, die wir in diesem und dem né&chsten
Kapitel herleiten, kdnnen bei total archimedischem Koeffizientenkdkpeie Moduln
M?2m(-) durch M?™(-) ersetzt werden. Dies liegt in Proposition 2.11 begriindet, und
kann an den entsprechenden Stellen in den Beweisen leicht eingesehen werden.

Als unmittelbare Konsequenz aus Satz 1.15 ergibt sich der folgende zentrale Satz:

Satz Sei( K, <) ein archimedisch angeordneter Korper uAd= K[X;, ..., X,]/2.
Istfir g1, ..., gr € Ader ModulM2" (g, ..., g,) archimedisch, so gilt fur all¢ € A

2m
f|5(91,-~-,gk)>0 =  feM™(gi,. .., 9r)

Beweis:Nach Satz 1.10 gibt es genau eine EinbettgAg<) — (R, <). Wir neh-
men ohne Einschrankurid(, <) C (R, <) an. Wie schon erwéahnt, erhalten wir einen
kanonischen Homoéomorphismus

X(MZ™g1,- .- 9m)) = S(g1.--- . Gm),
o = (o), 0(Tn)),

wobei wir z; := X; + A setzen: Fup € X(M2™(gi,. .., gn)) ist die Einschrankung
auf K die Identitat und daher insbesonderép(z)) = ¢(g;) > 0, alsop(z) € S =
S(g1,---,9k). @ ist naturlich der zup(x) gehorige Auswertungshomomorphismus.
Umgekehrt, ist der zu einem Punkte S gehodrige Auswertungshomomorphismus
offensichtlich inX (M2 (g4, ..., gr)) enthalten.
Da M := M2?™(gy,...,gx) archimedisch ist, gibt es ein € N mit g := ¢ —

1'x? € M. DamitfolgtS C S(g), d.h.S ist beschrankt und somit kompakt. Sei nun
f € Amit f > 0aufS. Aufgrund der Kompaktheit vof finden wir einr € N so, daf3
gilt f—1/r > 0aufS. Furp € X(M)istdannp(f—1/r) = f(p(z))—1/r > 0. Satz
1.15 liefert somitf —1/r € Arch(M), also insbesondere= 1/r+(f—1/r) € M.

Wenn wir die Kompaktheit vols'(g;, . . ., gx) voraussetzen, laf3t sich fur jede Funk-
tion f € A durch Wahl eines hinreichend groRer N erreichen, dad — f > 0 auf
S(g1,--.,9r) gilt. Ware die gerade bewiesene Darstellungsmoglichkeit gegeben, so
wiirde daher die Archimedizitat vaW?2" (g, . .., g.) folgen. Nun zeigt aber Beispiel
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3.5

3.6

2.4 aus Kapitel 2, daf? — im Gegensatz zu Praordnungen — schon im quadratischen
Fall die Kompaktheit vort (g, . . ., gx) im allgemeinen nicht hinreichend fur die Ar-
chimedizitat des Moduls ist. Wir missen uns also der Frage widmen, woran die Ar-
chimedizitat eines Moduls zu erkennen ist. Eine mdgliche Antwort ist die folgende
verallgemeinerte Variante von Putinars Satz:

Satz Sei( K, <) ein archimedisch angeordneter Korper,:= K[X1,..., X,]/2 und
g1,---,9x € A. Gibt es eing € A so, dal3S(g) kompakt ist und zudem gigt” <
M2™(g1, ..., gx), so folgt fur allef € A

2m
f|S(g1,...,gk)>O = feMX™(g,...,9)

Beweis:Nach dem Satz von Schmiidgen-Wérmann hat die Kompaktheibygh=
S(g™) (beachte t m) die Archimedizitat vorii>™ (¢™) zur Folge. Aus der Vorausset-
zungg™ € M2"(gu, ..., gx) = M folgt T2"(g™) = >° KL A*™+ (30 KL A*™)-g™ C
M, und damit dann die Archimedizitat vaf. Die Behauptung ergibt sich somit aus
Satz 3.4. 0

Allerdings ist dieses Kriterium noch sehr vage, von Interesse ist eher ein geome-
trisches Kriterium, dafd es erlaubt, am Verhalten yon. ., g, abzulesen, ob die Ar-
chimedizitat des Moduls vorliegt oder nicht. Wir werden im Laufe des Kapitels eine
solche Bedingung formulieren, die zwar nur eine hinreichende ist, aber nicht weit da-
von entfernt ist, auch notwendig zu sein.

Neben dieser allgemeinen Fragestellung, werden wir eine Reihe von ,Parameter-
randlagen“ betrachten, fir die die Aquivalenz von Archimedizitat und Kompaktheit
noch gilt:

e trded A/K) =1, d.h. A ist die Koordinatenalgebra einer Kurve Ubé€r
o V/(20) ist kompakt,

e g1,...,0r € K[X3,...,X,] sind linear,

e nur zwei Erzeugende,, g-.

Den letzten Punkt erhalten wir aus einer allgemeinen Reduktion der Schmuidgen-
Woérmann-Darstellungen, die wir im vierten Kapitel beschreiben.

Die Verallgemeinerung von Putinars Satz folgt auch direkt aus Satz 1.14, wenn
man dadJbertragungsprinzip von Tarskieranzieht. Wir formulieren hier die folgende
Variante, die z.B. aus [An-Br-Ru], Theorem 1.5, folgt:

Satz (Tarski-Prinzip) Seil = (0,1,+, —, -, <) die Sprache der angeordneten Kor-
per und(K, <) ein formal reeller Korper. Dann gilt fur je zwei reell abgeschlossene
Korpererweiterunger®?; / K mit K, C R?:

Rl Eﬁ(K) Rg.
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3.7

D.h. fur alle £-Aussagem mit Parametern aug gilt
R, ): a = Rs ’: Q.

Das Tarski-Prinzip bietet oft eine handliche Méglichkeit, geometrische und alge-
braische Aussagen miteinander zu verbinden. Die nachste Proposition ist eine typi-
sche Anwendung. Wir zeigen, dal3 es hinsichtlich unserer Fragestellung nicht darauf
ankommt, welche der beiden Meng€n(g1, - .., gx) Und Sg(gi, . . ., gx) Wir zugrun-
delegen.

Proposition Sei(K, <) ein angeordneter Korpe# := K[Xi,..., X,|/2undR/K
eine reell abgeschlossene Korpererweiterungihitc R?. Furalle f, gi,..., g, € A
gilt dann

) >0 & fe N Pt

PeX

f‘SR(glv -y gk

MZM (g1, 95)

Insbesondere ergibt sich also fiir jeden archimedisch angeordneten K@per) mit
reellem Abschlu(®:

f‘SR(917-~~79k) >0 = f|SR(917~--,gk) > 0.

Entsprechendes gilt furx" und ,, ="

Beweis:Sei = (pi,...,p). Wir setzenr; := X; + 20 und wahlen zu jedem € A
einp € K[Xy,...,X,] mitp = p(x).
»<="12ZU a € Sg(g1,...,9x) betrachten wir den Auswertungshomomorphismus
7o : A— R,p+— p(a). P := m,'(R?) ist eine Anordnung vo mit g;,...,gx € P
und K, C P.Nach Voraussetzung folgt dahgre P*, was gerad¢g(a) > 0 bedeutet.
,=": Sei P eine Anordnung mit\/2™(gy,...,gx) C P. Wir nehmen an, es sei
f & P,d.h.—f € P. Setzen wirF' := Quot A/P") undp := p + P°, so istQ :=
F2>.{p | p € P} eine Anordnung vor¥' mit —f(z), (%), ...,3(x) € Q und
K., C Q. Nach Ubergang zum reellen Abschluf? \dn Q) liefert das Tarski-Prinzip
dann

(R, <) =iy (F,Q) = Jw (

und damitf(a) < 0 fir eina € Sg(g1, .- ., gk)- O

Neben der Frage nach Archimedizitatskriterien stellt sich die Frage nach Mdg-
lichkeiten der Moduldarstellung bei unbeschrankt&;, . . ., gx), wobei hier nattir-
lich Nenner zu erwarten sind. Ein Beispiel dafir ist der folgende Satz, in dem die
Existenz von Moduldarstellungen mit besonders schénem Nenner gezeigt wird. Der
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Satz geht auf auf Putinar und Vasilescu zuriick (siehe [Pu-Va]). Fur ein Polynom
f e K[Xy,...,X,] bezeichn&’ € K[X,..., X,] desseHomogenisierung

F(X) :Xgeg(f)f<X1 X”)

YO’...,YO

3.8 Satz Sei(K, <) ein archimedisch angeordneter Kdrper. Dann gilt fur alle Polynome
fig1,-..,gr € K[Xy,...,X,] von geradem Grad:

F>0aufS(Gy,...,G)\ {0} = (1+ZXf)m~f€M2(g1,...,gk)
i=1

fur einm &€ N.

Beweis:Sei2l := (1 — Y 7 X?), A := K[X,,...,X,]/Qundz; := X; + 2. V() ist
die Einheitssphéare iR"*! und somitS(g) fur alleg € A kompakt. Esist ¢ V(21),
nach Voraussetzung und Satz 3.5, daher

F(x) € M2(Gy(2),...,GL(x)).

Zuruck verlagert in den Polynomring ergibt sich daraus
F(X) = to(X) + t1(X)G1(X) + - - + 1 (X)Gr(X) (1 _ Zx2)

fur gewisse; € >° K, K[X,..., X;]? und eing € K[Xy, ..., X,,]. Wir setzen

1X) = /X3 4+ X2

und erhalten

(X XX
Z;Qmw> S =Y

Ersetzen wir nun irf1) X; durch| X||~!- X;, so folgt mit2d; := deg(G;) und2d :=
deg(G) aus der Homogenitat voR und denG;’s
F(X) X X  Gi(X) X  GrX)

X = e g

Furh =5y H; € K[X,, ..., X,] mit H; homogen vom GradoderH, = 0 gilt

n(r) = HXH(ZHXW"%H—HXHZHXH’"“H)

2|(r 24(r—1)

= e (e + [ X[e)
IIXII 1 i
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3.9

mit gewisserhy, hy € K[Xo, ..., X,] und daher

X \2 1
hl —— — h2 X 2h2 X11(2h:h ‘
<||X||> ||X||2r<< L+ X Rs) + [1X (2R 2))

Mit 27 := max{deg(to), ..., deg(tx)} ergibt sich somit aug)

X2 X X || X || 2wt [|X][> '

fur gewissety, ..., t, € >, K, K[Xy,...,X;]* und eins € K[Xy, ..., X;]. Nun ist
|1X|? € K[Xo,..., X, und||X| & K(Xo,...,X,). Es folgt dahes = 0, und die
Multiplikation von (3) mit einer geeigneten Potenz vX ||> = >~ X? liefert dann
schlief3lich

(3o x2) " F(X) = 7(X) + R (X0GH(X) + -+ 4+ m(X)GulX)

fur gewisser; € >~ K, K[Xy, ..., X,]* und einm € N. Setzen wirX, = 1, so folgt
die Behauptung. O

Da die Fragen nach der Archimedizitat des Moduls und nach der Existenz von Mo-
duldarstellungen mit Nennern eng miteinander verbunden sind, werden wir sie meist
parallel bearbeiten. Das nachste Lemma erweist sich dabei als unverzichtbares Binde-
glied. Es stellt eine Art Umkehrung von Satz 1.12 dar, und zwar im folgenden Sinne:
Wir zeigen, dal3 die dort aus der Archimedizitat des Moduls gefolgerte Beschreibung
strikt positiver Funktionen umgekehrt unter gewissen Voraussetzungen die Archime-
dizitat des Moduls liefert.

Lemma Sei (K, <) ein archimedisch angeordneter Korper ufideine Praordnung
vonA = K[Xy,...,X,)/2Amit K, C T.IstdannS C V() kompakt und\/ ein
T-Modul vonA, so dal3 fur allef € A gilt

f}S>O = t-fel+MfireinteT,

so istM archimedisch.

Beweis: Wir argumentieren ahnlich wie im Beweis zu Satz 1.14. Seietda c 7.
Wir setzenz; := X; + 2. DaS kompakt ist, gibt es ein € N mit

ctzy,....,ctx, >0

auf S. Dann ist auch fur alle € {0,...,2m — 1}*"

n

Je i= H(c —x;)%(c+x;) >0

=1
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aufS, und nach Voraussetzung und Satz 1.8 déhert.)g. € M fur eint, € T. Mit
1+t=T[.(1+¢t),t €T, undT" :=T?"(c £ x1,...,c =+ x,) ergibt sich somit

(1+¢)-T'Cc M.
T’ ist nach Proposition 1.13 archimedisch, alset € T” fur einl € N. Es folgt

A+ —t) = (T+t+1—t)*"1(1—1)
= (X eryasnia—tma-o
= (=t +(1+1) i (7 @)=

e T+(1+t)-T'cM

und dahel — t € M. Um die Archimedizitat von\/ nachzuweisen, geniigt es wegen
A=3A?m — S AP furalles € Y A?™ die Existenz eines e Nmitr —o € M
zu zeigen. Esist — o € T" fur eins € N, also mitr := s(1 + 1)

r—o=1+t)(s—o)+s(l—t)+toce M.

O

De facto ist die Voraussetzung des Lemmas nur flr eine geeignete Funktion nach-
zuweisen. Wir zeigen dies hier fur den quadratischen Fall, und kommen auf den alle-
gemeinen spater zurick (siehe Beispiel 3.19).

3.10 Bemerkung Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.9 gilt71sine quadratische
Praordnung, so isfi/ archimedisch, falls fir eie € K, undt € T qilt:

t-(c—af—--—22)el+ M.
Beweis:Sei f = ¢ — af — .-+ — 22 fir ¢ € K. Wir zeigen zuerst, daB/2(f)
archimedisch ist: Es sind— 7 = f 43,27 € M2(f) und mitk = (1 +¢)/2 dann

auch

k+ax = i (et )+ (c— 7)) € M2(f).

Da M2 (f) multiplikativ abgeschlossen ist, folgt daher die Archimedizitét Yoh( f).

Nach Voraussetzung und Satz 1.8 habenWirt) f € M fur ein geeignetesc T'.
Damit ist f + ¢t € M, und es gilt(1 + ¢)M2(f) C M. Sei nunl € N so, daf? gilt
[ —t e M2(f) und somit danril + ¢)(I — t) € M. Es folgt

l—t=1+0)""(1+0)—-t)+(1—-1)) €M,
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daherc(141) — 2% — - — 22 = (f 4+ ct) + ¢(l — t) € M, und somit istV2 (cl + f)
ein archimedischer Untermodul vad. O

Im néachsten Abschnitt geben wir zwei abstrakte Beschreibungen der Situation an,
eine von mehr illustrierendem Charakter, die aber fur das Verstandnis des weiteren
Vorgehens sehr hilfreich ist, und eine mehr technische, die wir zur konkreten Arbeit in
den folgenden Abschnitten heranziehen.

3.1 Abstrakte Kriterien

Zunachst werden wir die Varietdf(2() zu einem geeigneten gréReren Raum kom-

paktifizieren, indem wir das passende semireelle Spektrum ein wenig uminterpretie-

ren. Dies geschieht so, dal3 das Verhalten einer Funktiah A an den dabei zu

S(¢g1,--.,gr) neu hinzukommenden Punkten die fiir uns relevante Information liefert.
Sei also( K, <) ein archimedisch angeordneter Kdérper, von dem wir wieder ohne

Einschrankund K, <) C (R, <) annehmen. Zu einéF2"-Semiordnungs sei Fls =

Quot( A/S?). Wir setzera := a + S° und definieren

_ t 7
T o= {2t e tg ') = Fim (T |te T2},
2

o
I

{%|s€S,t€T§m\SO}:Fgm-{§|s€S}.

T ist eine Praordnung voAs und S eineT-Semiordnung. Nach Satz 2.8 i4t5) ei
Ring mit archimedischey K, A(S)?™-Semiordnung N A(S). Sei nunys : (§) —
R der nach Satz 1.10 eindeutig bestimmte HomomorphismusgfitN A(S)) C R,..
Wir erweiterngs zu ¢s : Fs — R U 400 durchgg(a) := +oo, fallsa € £5 \ A(S),
und definieren

ag . A—»A/SO‘;)FS RU{:EOO}

(¢ ist nattrlich im wesentlichen die zum BewertungsrifgS) gehorigeR-wertige
Stelle, die nur an den unendlichen Werten entsprechend modifiziert werden muf3.) Es
sei nun

V= \7@7)2 := {as | S maximaleT2"-Semiordnung.

Wir findenV := V(2) auf kanonische Weise it wieder: Fiira € V seir, :
A — R der entsprechende Auswertungshomomorphismipis= 7~ 1(R. ) ist eine
maximale Anordnung Ubé}ﬁm, fur die offensichtlich gilt.ag, = 7,. Wir identifizie-
ren im folgender mit g, . N

Der nachste Schritt ist eine geeignete Topologisierungiworunachst kompakti-
fizieren wirR durchR U {f+o00}, indem wir —oco als ,Boden* und+-oco als ,Deckel*
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auffassen. Eine Basis der offenen MengenRan{+oc} sind also gerade die offenen
Mengen vonR zusammen mit den halboffenen Intervalleroo, a) und (a, +o0] fur
beliebigesa € R, wobei diese Schreibweise hier nicht symbolisch gemeint ist. An-
ders interpretiert, richten wir die Topologie vitU {4+oco} so ein, daf? die Bijektion
RU {#o0} = [-1,1],a — a(l + |a|™")7!, fallsa € R\ {0}, 0 +— 0, —00 — —1
und+o0 +— 1 zu einem Homdomorphismus wird. Jedgés A kann durch

f:V — RU{+o0},
as — as(f),
aufV/ fortgesetzt werden. Die Topologie vénsei nun die grébste Topologie beziig-
lich der alle Abbildungery, f € A, stetig sind.
Zugy,...,gr € Asei

S(gry- -5 gk) = {aE‘N/ |0 < gi(),...,0 < gp(a)},

wobei wir —oo < R < +oo setzen. GemafR unserer Identifikation haben wir natirlich
S(gb' .. 7gk> C S<gl7- . 7gk)

2

3.11 SatzSeien(K, <), 2 und A wie gehabt und dazli := Vi () " wie eben definiert.
Dann istV ein kompakter Hausdorff-Raum, die Teilraumtopologie Von- V(A) C
V stimmt mit der tblichen Topologie von C R™ Uberein, und/ ist offen inV/. Fur
alle f, g1,..., g, € Adgilt die folgende Aquivalenz:

~ >0 < t-fel+M"™(g,...,q) furein t e T>™
f|S(9177gk> f < (gl gk) <

Ist S(g1, ..., gx) kompakt, so gilt:

MZ2™(gy,...,qg) istarchimedisch <  S(gi,...,gx) = S(g1,---, k)
Beweis:Nach Definition der Topologie auf ist die Inklusion

Vo JJRU{-00,+00}),
feA

a = (f(a))gea,
eine topologische Einbettung. Als Teilraum eines Hausdorff-Raumes ist somit/auch

ein Hausdorff-Raum.
SeiT := T2 undM := M2™(gy,. .., gx). Die Abbildung

0: (YT)maa: . V,

S ag,

ist nach Definition vorv surjektiv. Wir zeigen, da@ stetig ist, und erhalten damit, dai3
V als stetiges Bild eines quasikompakten Raumes auch quasikompakt ist. Zu prifen
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ist dazu, ob fir jedeg € A die Abbildungf o o stetig ist. Hierflr ist es ausreichend,
zu zeigen, daR fur alld € R die Urbilder(f o o)~((), 0c]) und (f o o) ~*([—o00, \))
offen sind. Es ist

(foo) (hod) = o7 ({as|as(f) € (A od]})

= 0 1<{a5|3r€(@,r>x\ Oés(f)G(T,OO]}>
(
(U

-1

= o' U {aslas() € (nol})
reQ,r>\
= o &w\f—reSﬂ)
reQ,r>A
= U He(f-1)
reQ,r>\

eine Vereinigung offener Mengen, also selber offen. {lis ¢) ! ([—o0, \)) gilt ent-
sprechendes.

Die Teilraumtopologie au¥ ist die schwache Topologie beztiglich den Einschran-
kungen der Funktioneyi € A auf V. Das sind gerade die polynomialen Funktionen
aufV/, die auf diese Weise offensichtlich die Standardtopologié/aaf R™ erzeugen.

Weiter istV = z;*(R) N --- N }(R), als endlicher Durchschnitt offener Men-
gen somit selbst offeny ist im Durchschnitt auf der rechten Seite enthalten, da
naturlich fur allea € V das Bild vonr, in R liegt. Ist umgekehrv = ag mit
a(ry),...,a(z,) € R gegeben, sosind,,...,z, € A(S), also auchd/S° c A(S)
und somitag(A) C R. d.h.« ist ein Homomorphismus und entspricht daher einem
Punkt vonV/.

Die erste Aquivalenz ergibt sich direkt aus Lemma 1.8, da definitionsgeman gilt

~ >0 < e Stfuralles e (YL)me=,
f‘S(glvagk) f ( Nl)

Gilt S(g1,...,91) = 5(91, ..., 0x), So folgt die Archimedizitat von\/ aus der
eben begrindeten Aquivalenz und Lemma 3.9. Wehmarchimedisch ist, dann gilt
A/S° c A(S) und somitag € S(gi,...,gx) fur alle S € Y;;, was der behaupteten
Identitat entspricht. O

Die heiklen Punkte sind also genau die, di&iw,, ..., g:)\ S(g1, .. ., gx) liegen.
Wenn der Modul archimedisch ist, gibt es keine solchen, und nur die affinen Gege-
benheiten sind relevant. Im allgemeinen Fall wird man versuchen, die geometrische
Bedeutung dieser Punkte zu erkennen.

Um das zweite Kriterium zu formulieren, zunéchst noch einige Vortberlegungen
und Definitionen. Wir bezeichnen mMRJ_ := RJI(A). die Menge aller reellen Ideale
B von A, die an einer Anordnung mit K, C P zentriertsind, d.h. fur dieB =
PP gilt. Zu einem solchen IdedB, das per Definition ein Primideal ist, s€h :=
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Quot(A/B) und in Fiy seiT(B)*" .= >~ K, FZ". DaB an einer Anordnung® m|t
K, C P zentriert ist, folgt, dafT(%)i’" eine Praordnung ist. Firr jed€sec Y72"
nun durch?’(S%)2™ eine Praordnung voAs = Fso gegeben (vgl. die Definitionen zu
Beginn des Abschnitts). Nach Satz 2.10 existiert dahefaugine Anordnung® mit
K+2C P, was aquivalent dazu ist, daf8 in RJ_ liegt. Es gilt alsdRT_. = {S° | S €
YT,

Zu B € RJ_ erhalten wir die folgenden, zueinander inversen Bijektionen

YT (Fy) =, {s YT |80 = %},
S — {acA|aeS'},
S «— 8,

wobei wira := a + B setzen. FUr, g1, ..., g € A konnen wir daher die Aquivalenz
(i) < (i) aus Lemma 1.8 wie folgt fortsetzen:

t‘f€1+-]\/fim(91,--wgk) 17
fureint € T2

VB eRI. VS e YT S0 =B .
Gl gr €S = —f &8

{ VB eMRI. VS e YT,
>
9. gr€8 = —f¢S
VBRI (1,—F,Gy,...,G) ist
= indefinit bzgl. aller’(%8)*"-Semi-
ordnungen vorty
<2.:10> V%G%J< < _.77517"'7§k> ISt
(B)%m-isotrop
Dabei soll{1, —f,g,, .. .,g,) denregularen Anteilder Form bezeichnen, d.h. nur die

von 0 verschiedenen Eintrage beinhalten. Setzen wir

Ximh — X(A)imh - U {P c XT(%) ‘ P archimediSC[}l,
BRI <
Q=042 = ) 1)’
BRI <
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so folgt schliel3lich aus dem Lokal-Global-Prinzip 2.15:

(vpPe Xadh s (1, —f,G1,. .., Gg) ISt
indefinit bzgl. P
und
VoeQ¥: (1,—f,9,,...,0;) ist
(T2™)"-isotrop

t-fEl—l—-Mim(gl,...,gk) ()
fureint € T2,

\

Bevor wir das Kriterium formulieren, noch eine Definition: Wir zerleg&#1 in zwei
Teile, zum einen in die Menge

Qx| | {v e QT(B)*™) | 3i: 7 ¢ a,}

BERT<

der unendlichenBewertungen au€*" (z; := X; + 2), d.h. der Bewertungen, die
mindestens einer Koordinatenfunktiopnden Wertoo zuweisen, und ihr Komplement,
die MengeQ2™* := Q™ \ Q2™ derendlichenBewertungen.

3.12 Satz Sei(K, <) ein archimedisch angeordneter Kdrper uAd= K[X1,..., X,]/2.

Dann gelten fur allef, g1, . . ., g» € A die folgenden Aquivalenzen:
f >O (1) vpeerch: <17_T7§1a'-->§k>
S(g1,-- - 91) ist indefinit bzgl.P
und
f >0 )
‘S<gla s agk)
t-fel+M™g,...,
und JEN f L+ M (912 9r)
VUEQiWhOO : <17_f>§17"'7§k> furelnt€T<m
ist (T2™)v-istrop )

Ist S(g1,- .., gx) kompakt, so gilt:

- N Voe Q™ (1,G,,....7
M?>™(gy,....gs) istarchimedisch <2 < ( 9 k)
ist (72™)v-istrop

Beweis:Seid = (p1,...,p),x = (X1 +2,..., X, +2), und sei fur allep € A ein
p € K[Xq,...,X,] mitp = p(x) fixiert.

(1): Die Implikation ,«<" wird offensichtlich, wenn man die Voraussetzung auf die
Kerne der Auswertungshomomorphismefx) := a fira € S(g, .. ., gx) anwendet.

,=" Sei f > 0aufS(gi,...,g). Angenommen{l,—f.q,,...,q;) ist definit
beziglich der archimedischen AnordnuRge X (s). Diese liefert eine Einbettung

51



(Fg, Q) — (R, <) und damit einen Homomorphismys: A — R, fur den wegen
K, C P gilt g = idg. Die Definitheit der Form filhrt za := ¢(z) € S(g1,-- -, 1)
und f(a) < 0, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

(2): Die Implikation ,<* folgt aus der Aquivalenz) und dem eben Bewiesenen.

,=" Wir zeigen, daR fir alled € R3I_ die Form(1, —f,g;,...,q;) T(B)*"-
isotrop ist. In Anbetracht von«§, (1) und der Voraussetzung ist noch die(8)")*-
Isotropie fiir allev € Q%™ zu zeigen. Wir schlieRen dazu induktiv (iber den Trans-
zendenzgrad vofiy /K.

Vorab zwei Bemerkungen: Jede Bewertung Q™ ist vertraglich mit einer Ord-
nung P € Zp(g)zn, d.h. es giltl + 9, C P, bzw. P ist eine Ordnung voriFy).,

also auchl’(%8)%" eine Praordnung vo(Fy),. Nun ist K, = K N P und daher die
Einschrankung vom auf K vertraglich mit<, was aufgrund der Archimedizitat von
< zur Folge hat, daB trivial auf K ist. Zum einen gibt es also gemanR Proposition 2.7
einenT?™(9B)-Schnitt zuv, und es isT2™(B) = > K, (Fy)*™, und geman Satz 2.10
laRt sich< zu einer Anordnung vo(/y), fortsetzen.

tr.deq F's/K) = 0: Dann ist jede auf triviale Bewertung auch aufy trivial,
und somit nichts zu prufen.

trdeq F'y/K) > 0: Dawv endlich ist, giltA/% C O,. Seir : A — A/ die
Projektion auf den Quotienten. Wir setzén= 7—'(A/%B N <M,) und identifizieren
Fe = Quot(A/¢) als Teilkdrper von(Fwy),. Es ist€ € RJ_, da sich, wie eingangs
bemerkt,< insbesondere zu einer Anordnung véh fortsetzen laldt. Nach [Bou],
§10.3, Corollary 4, ist nun

trdeq Fe/K) < tr.ded (Kws),/K) < tr.ded Fs/K),

also€ eines der Ideale, die wir schon Uberprift haben. D.hymit 7; + 9, ist der
regulare Anteil der Fornl, — f(y), ¢1(y), - . ., gr(y)) dannT'(€)2™-isotrop und wegen
T(€)2™ C T(B)2™ somit auchl'(B)2m-isotrop. Fur ein Polynom € K[X1, ..., X,)]

gilt nun wegerzy, ..., 7, € O,:

v(p(T1, ..., T0)) =0 < plyr,...,yn) #0.

Ist s ein T'(2B)*™-Schnitt zuv undp(y) # 0, so folgt daher

+imv=%+9ﬁv=p(f)+imv=p(y)-

p()
s(v(p(T)))

Dies zeigt, daf? der regulare Anteil voh —f(y), 31(v), - - ., gx(y)) eine Teilform der
0-ten Restklassenform vdi, — f, 75, . . . , g, ) ist, die sich somit ebenfalls &y 23 )2m-
isotrop erweist.

(3): ,=" Seic € K, sodalf := ¢ — .| z?™ strikt positiv aufS(gi, ..., gn)
ist. Nach Satz 1.12 ist dann die rechte Seite von (2) erfullt, &lse f, g, ...,7;)
(T(B)%™)*-isotrop fur allev € Q™. Wir zeigen, daR dabei der Eintragf keine
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Rolle spielt: Seiv € Q(T(%B)*") eine unendliche Bewertung undein 7'(%8)%"-
Schnitt. Ohne Einschrankung sgiz;) = min{v(7;),...,v(Z,)}, hach Proposition
2.6 alsou(T2™ + - -+ + T2™) = 2mu(7;) < 0. Es folgts(v(—f)) = s(v(X 7 72m)) =
s(2mu(Ty)) = ts(v(zy))*™ fureint € T(B)*™ N O, und damit

_7 1 (

) booe
s(v t s(v(Ty))
- ———
€ T(B)2" €I,

Somit tragt— f zur 0-ten Restklassenform nur einen Eintrag bei, der hinsichtlich der
betrachteten Isotropie irrelevant ist.

,<" Folgt aus Lemma 3.9, da fuf € A mit f > 0 auf.S(gi,...,gx) die linke
Seite von (2) gegeben ist. Denn niit, g,,...,g,) ist naturlich insbesondere auch

<17 _77 gla s 7§k> (T(%)im)v-iSOtrop- O]

3.2 Allgemeiner Fall

In diesem Abschnitt werden wir die eben beschriebenen Kriterien mit Leben fillen, in-
dem wir untersuchen, welche geometrischen Phadnomene sich hinter ihnen verbergen.
Es wird sich zeigen, dal} die Méglichkeit einer Moduldarstellung neben dem ,endli-
chen” (affinen) Verhalten der beteiligten Funktionen weitgehend durch das gemeinsa-
me Verhalten im ,Unendlichen®, d.h. durch deren asymptotisches Verhalten, bestimmt
ist. Selbiges wiederum hangt im Fall von Polynomen, abgesehen von einer Zariski-
abgeschlossenen Ausnahmemenge, von den homogenen Anteilen héchsten Grades ab.
Dal} diese von Bedeutung sind, hat schon Putinar erkannt und eine diesbeztigliche hin-
reichende Bedingung fur die nennerfreie Moduldarstellung angegeben, fallg'alle
einen geraden Grad haben (siehe [Pu], Theorem 1.4). Zu Beginn leiten wir dieses Er-
gebnis in allgemeinerer Form aus Satz 3.8 her, da es fur das folgende die Richtung
weist.

Zup € K[Xy,...,X,,] bezeichne
p" = P0,X1,...,X,)

den homogenen Anteil hdchsten Grades yon

3.13 Satz Sei(K, <) ein archimedisch angeordneter Kérper. Dann gelten fur alle Polyno-
mef,g1,...,qr € K[X;,...,X,] von geradem Grad
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0
f‘S(gla cee 7gk) -
und

Nsh. . g g0y ™ °

fureint € T2,

und
S(gt,...,g")={0} = M3(gy,...,gs) istarchimedisch.

Beweis:Die erste Behauptung folgt direkt aus Satz 3.8, da, wie man durch Einsetzen
von (0 und1 fur die VariableX, leicht erkennt, die Voraussetzung auf der linken Seite
der Implikation genau dann erflllt ist, wenn ghit> 0 auf S(Gy, ..., Gg) \ {0}.

Zum Beweis der zweiten Implikation greifen wir vorweg: Proposition 3.14 zeigt,
daBS(gt, ..., gt = {0} die Kompaktheit vort(gi, . . ., gx) zur Folge hat. Zusammen
mit der schon bewiesenen Implikation liefert dann Bemerkung 3.10 die Behauptung,
dac — Y} X? geraden Grad hat. O

Putinar beweist diesen Satz unter Verwendung von Satz 3.5, indem er mit analy-
tischen Methoden (Partition der Eins, Satz von Stone-Weierstrass) die Existenz eines
Polynomsy € M2(gy, . .., gx) mitkompakter Mengé(g) zeigt. Allerdings formuliert
er eine starkere Fassung, in der nur gefordert wird,gdaR . , g keine nicht-triviale
gemeinsame Nullstelle haben. Der Beweis bendétigt jedoch die, wie wir spater sehen
werden, weitreichendere Bedingung, die wir hier verwenden.

Wir werden nun diesen Satz verallgemeinern (allerdings ohne die genaue Angabe
des Nenners). Leider schaffen wir es nicht vollstandig, eine hinreichend und notwendi-
ge Bedingung fur die Archimedizitat des Moduls anzugeben. Wir zeigen aber, daf’ wir
immerhin in vielen Féallen eine durchaus passable Annéherung an eine solche gefunden
haben.

Der Ubersichtlicheren Darstellung wegen arbeiten wir in diesem Abschnitt nicht
mit Elementen der Koordinatenalgebr&iX, . .., X,,|/2, sondern gehen direkt vom
Polynomring aus. Weiter nehmen wir im folgenden ohne Einschrankung an, dal3 zu
m € N, die Polynomeyy, .. ., g, SO sortiert sind, daf3 fir gewisse=ry < r; <--- <
Tom—1 < Tom = k 4+ 1und0 < i < 2m gilt

deg(gr,) = deg(gr,+1) = -+ - = deg(gy,;,-1) = @ mod2m.

Zupy,....pi, fr01,- -, 9k € K[X1,...,X,] setzen wir

PTEGS) = 1> 0auf (S(gh gk ) VL)) \ {0},

PIFG) e (Sl gl ) OV o)) \ {0} =,
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falls i = 0 oderi ungerade ist, sowie

f"> 0aut (S(gh, .. gh ) N V(R o)) \ {0)
PI(FG)(f) & und
fh < 0aut (S(=gh. ., =g, ) OV ph) \ {0},
( (5(927..-,9Z+1_1)ﬂV(p’{‘,.-',pf‘))\{0}2(0
P55 e und
[ (S(g o =gh o) NV LB \ {0} =0

fallsi > 0 gerade ist. Schlief3lich sei
P*" (7, 9)(f) & deg(f)=imod2m und P;"(5.4)(f)
und
P (F,§) & 30<i<2m: PI"(Fg).

Diese Bedingungen sind die Verallgemeinerung der Pramissen in Satz 3.13 auf ho-
here Stufen und auf Koordinatenalgebren. Die Quotientenbildung nach den®ldeal
schlagt sich darin nieder, daf3 im allgemeinen weniger Punkte zu testen sind. Im Fall
des Polynomrings, d.R{ = (0), sind nach wie vor alle Punkte zu berucksichtigen. Die
Sonderrolle vori = 0 kommt daher, daf3 wir zu den Polynomen, deren Grad kongruent
0 modulo2m ist, eigentlich noch das Polynoinhinzufligen, das per se im Modul zu
Verfligung steht. Die vermeintliche Asymmetrie zwischen geradem und ungetadem
ist bei ndherem Hinsehen keine, da bei ungeradaunfigrund der Homogenitat der Po-
lynome die eine Halfte der Bedingung automatisch die andere erzwingt (der Ubergang
vona zu —a &ndert das Vorzeichen).

P?"(p, g) garantiert schon die Kompaktheit véttg;, . .., g,) NV (2L), wie die fol-
gende Proposition, angewandt auf ..., g,,.,—1, £p1, ..., £p;, Zeigt.

3.14 Proposition Gilt fur gy, ..., g, € R[X7, ..., X,)]
R™\ {0} = {a € R [ g{'(a) <O V---V gi(a) < 0},
soistS(gi, - .., gx) kompakt.

Beweis:Es seiS" ! := {a € R" | ||la]| := (3.} a?)¥/? = 1} die Einheitssphéare im
R™. Wir zeigen zunachst, dal es kompakte Menferr S gibt, so daB gily; < 0
auf K; undS™! = K, U- - -U K. Die MengenU™ := {w € S" ! | gl(w) < —1/m}
(m > 1) sind offene Teilmengen vafi” !, und es ist nach Voraussetzung

k k oo
R R— U{w € S" | ghw) <0} = U U ur.
i=1

i=1n=1
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Da S™! kompakt ist, gibt es eine endliche Teiltiberdeckung, und wégea U™ flr
k < m konnen wir diese in der Forii", . .., U;" fir einm € N wahlen. Die Mengen
K; = {we S" | giw) < —1/(2m)} genugen dann den Anforderungen.

Es sei nuny € R[X,..., X, mitdeg(g) = dund K C S"~! kompakt mitg < 0
auf K. Weiter seienyy, ..., qs—1 € R[X1,...,X,] homogen mitdeg(¢;) = i so, dal3
giltg = ‘f‘l ¢;+g". Aufgrund der Kompaktheit voR” und der Stetigkeit dey;’s und
g"'s gibt es eine Konstantg € R mit max{|¢;(w)| |w € K} < e fur1 <i<d-—1,
und es istey := max{g¢"(w) | w € K} < 0. Flrt € [2dc;|cz|™t, 00) N [1,00) und
w € K istdann

d—1 1
gt w) = g"w) + Y Gt < tde -t <oyt Sleal <0,
=0

und somit aucly(t - w) < 0.

Zusammengefalt liefern diese beiden Uberlegungen die Existenz einer Konstante

¢ > 0 mit der Eigenschaft: furalle € S"~!,¢t > cundi € {1,...,k}istg;(t-w) < 0.
Es folgtS(ps,...,px) C {a € R" | ||al|| < c}. O

Wir zeigen nun:

3.15 SatzSei (K, <) ein archimedisch angeordneter Korper uRd := (py,...,p) C
K[Xi,...,X,]. Danngiltfurallef, g1,...,9x € K[X1,...,X,]:

(i) IstP?™(p, g)(f) erfullt, so gilt

. 2m
f|5(91,...,gk)m\/(91)>0 = U feM(g,....0) +

fur eint € T2™.
(ii) Ist P2(p, g) erfullt, so istM2™ (g4, . .., gr) archimedisch.

Beweis:Es ist
S(g1y- -y Gr, £01, -, EP) = S(g1, -, g) NV (A)
und aufgrund vork [ X, ..., X,| = T2™ — T?™
Mim(gl, e Gk D1, ) = Mim(gl, o gr) + 2L

Damit |aRt sich Satz 3.12 auf die vorliegende Situation anwenden.

(i): Es seideg(f) =i mod2m fur 0 < i < 2m. Wir verwenden das entsprechende
Kriterium in Satz 3.12, miissen also noch (ig%3)%")*-Isotropie fiir allev € Q%™
nachweisen. Dazu zeigen wir zunéachst, dal} fur alle Korpererweiterunig&nmit
tr.deq K/R) < oo, auf die sichi’, fortsetzen lalRt und fur alle € £\ {0} die Form

reg( 1,—f"(a), gl (a),. .-, gl _1(a), £} (), .., £p(a) ) firi =0
o(a) := bzw.

reg< — f(a), 97]}1.(@),...,gz+l_1(a),:|:plll(a),...,:I:p?(a)> sonst
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S K, F*™-isotrop ist. (reg. . . ) bezeichne den regularen Anteil der Form.) Wir fihren
eine Induktion Uber den Transzendenzgrad ¥oiber K

trdeg F//K) = 0: Da sich K auf F fortsetzen laf3t, ist” formal reell, somit
F C R und die Behauptung dann aufgrund der Voraussetzungen klar.

trdeq F'/K) > 0: Wir prifen die Bedingungen des Lokal-Global-Prinzips 2.15
nach. Seill’ := Y K, F*™.

Die Indefinitheit vonp(a) beziglich allen archimedischen Anordnungere X,
folgt wie im Beweis von Satz 3.12: Angenommeiiq) ist definit beziglichP, dann
findet sich wieder ein Homomorphismys: F' — R mit ¢ = idg, so dal mit

b:= p(a) gilt

') <0, 0<gi(b),....,0<g" _1(b), pib)=-=p(b)=0
fur ¢ = 0 bzw.
M) <0, 0<gh(b),...,0< gt 1(b), pib)=---=p(b)=0
oder
0< ), gn(0)=0,...,9.,4(00) 20, pi(b)=--=p(b) =0

— =

furi > 0, was im Widerspruch zur Gultigkeit vap¢™ (., §)(f) steht.

Sei nunv € Q(T) unds ein T-Schnitt zuw. Fira € K seia* := s(v(a))™ - a +
M, Wir betrachten die Restklassenformen bzgiSei ohne Einschrankunga,,) =
min{v(ay),...,v(a,)}. Mitb = (a1/an, ..., an—1/an, 1)istdanni|[by, ..., b,] C O,
undb := (bi+M,, ..., b1 +M,, 1) # 0, wegen tr.degF,/ K) < tr.ded F//K) daher
die Formo(b) nach Induktionsvoraussetzufgisotrop. Die Induktionsvoraussetzung
kann angewendet werden, da Q(7") gerade dazu fuhrt, daflauf K trivial ist und
sich K, auf F, fortsetzen lalt sowig_ K, F>™ = T gilt (siehe die Bemerkungen im
Beweis von Satz 3.12).

Firh € K[X,...,X,]istv(h(b)) = 0 aquivalent zuh(b) # 0 (siehe ebenfalls
Beweis von Satz 3.12). Ist € K[X;,..., X,] homogen vom Grad, so gilta,? -
h(a) = h(b). Falls nuni(b) # 0 und damitv(h(b)) = 0 ist, folgtv(al) = v(h(a)) und
daher

h(a) al h(a) al

W B S(U(h?a)))' ad :S(U(gz))’h@)

Alsoisth(a)* = a-h(ad) mita = a?/s(v(h(a)))+9M, € F,\ {0}. Ist einp”(b) # 0,

so hat mit entsprechendemeine Restklassenform vas(a) die von0 verschiede-
nen Eintrégex - p?(E) und —«o -p?(E) und ist damit dann nattrlici#-isotrop. Sind
alle p"(b) = 0, so schlieBen wir wie folgt: Gilt fir den Grad van nun zudem

d =i mod2m, etwad = i + 2mr mit r € N, so schreiben wir unter Verwendung der
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T-Schnitteigenschaften:

o) M) @
SOB@)  seh@) @ s+ 2me@)
Y " h(b) modT

s(v(al)) (S(UC(LZ;L))>2m -h(b) modT.

n

d.h. wir findena: € F, und6d € T \ {0} mit h(a)* = af - h(b), wobeio nur voni
abhangt. Da allg/;(b) = 0 sind, gilt daher fiir gewiss¢ € 7'\ {0}, da die Form

a reg< 1, —00f" (), 01gt(D),. .. ,9T2_1gf2_1(l_))> fur i =0
bzw.

a- reg< — G0 f(D), Hrigj}i(B),...,Hfgl_lgfi+l_1(5)> sonst

eine Teilform der Restklassenform ve(u) ist, die zur Restklasse vara;,) modulo
v(T") gehort. Mito(b) ist dann auch diese Forifrisotrop und somit letztlich auch die
genannte Restklassenform. Damit ist die Induktion vollstandig.

Sei jetztB € RI(K[ X4, ..., X,])<, v € Q(T(B)*") eine unendliche Bewertung
und s ein T'(B)*"-Schnitt zuv. Wir setzenz; := X; + B. Ohne Einschrankung sei
v(x,) = min{v(zy),...,v(x,)} < 0. Wir betrachteru := (x,/x,,, ..., x,_1/2,1).
Schreiben wirg € K[Xy,...,X,] in der Forng_lqj + ¢", d = deg(q), mit g,
homogen vom Gradoderg; = 0, so ist

qg(c? (qU(a) L @@ +W+L1(a)> +q"(a),

- d d—1 1

J/

e M,
und dabeiv(z7~g;(a)) > 0 fur j < n. Im Fall ¢"(@) # 0, alsov(q"(a)) = 0, folgt
darausy(z,¢ - ¢(z)) = 0 und somitv(g(x)) = v(z2). Wir erhalten

d d
Q<x> — Ty, i Q(I) = Ly . qh(a) mOdmv,

s(v(q(2))) s(vlg(x))) ag — s(v(ag))

woraus sich fur = ¢+ mod 2m wie oben

Q(I) — h(a
oty = 0("(@) +om,)

fur ein nur voni abhéangiges: € (Fw), \ {0} und eind € T(B)2" \ {0} ergibt. Jetzt
kénnen wir wie eben schliel3en, dal eine der Restklassenformen von

reg({L,—f(). 1(2), ... gu(a), £p1 (@), ... 2pi () )
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(T'(%B)%")-isotrop ist, wobei wir auf die schon gezeigté K, (F)>"-Isotropie der
oben betrachteten Form zurtckgreifen.

(i) : Unter Voraussetzung vad*™ (p, ¢), kann der Beweis zu (i) fir entsprechende
Formen ohne den za f gehorigen Eintrag analog gefuihrt werden. Aus Satz 3.12 (3)
folgt dann die Behauptung. O

P2 (p, g) ist allerdings keine notwendige Voraussetzung fir die Archimedizitat,
wie das folgende Beispiel zeigt:

3.16 BeispielEsseieny; ;= 1+Y2—X2, gy := 1+ X+ X2-Y2,g3:=1-X+X2-Y?2 ¢
R[X, Y] und damitg? = Y? — X2, gl = gl = X2 —Y2.D2(g1, g2, g3) ist nicht erfillt,
da fur allea € Rundi = 1,2, 3 gilt g"(a,a) = 0, undP?(gi, go, g3) ist offensichtlich
nicht erfillt, da alley; den Grad 2 haben. Nunigt+ g, = 24+ X undg; + g3 = 2— X,
woraus folgt

1
A X2 — 1((2 — X2+ X))+ (2+X)%(2 - X)) € M*(g1,92,93)
und damit
1
90— X2-Y?=24- X%+ S92+ 93) € M?(g1, g2, 93)-

Also ist M?(gy, g2, g3) nach Bemerkung 3.10 archimedisch.

Wenn wir—P?™ jedoch dahingehend verscharfen, daR das im Beispiel auftretende
Phanomen gemeinsamer Nullstellen gigs nicht mehr vorkommt, so erhalten wir in
vielen Félle eine notwendige Bedingung:

3.17 Bemerkung Sei( K, <) ein archimedisch angeordneter Korper. Es sejen. ., g, €
K[Xy,...,X,]. Giltfur i = 0 und alle ungeraden

S(g:‘lz’ tee 7g71}i+1—1) \ V(Q:";? tt 7g'f‘li+1—1) % @

und fur alle geraden

S<g’27"'7g7}}¢+171) \V(g1}”';7"'7g1]}¢+171) 7é @
oder

S(_gﬁﬂ Tt _g'r}'LZ‘+171) \ V(_g'rf‘l;7 R _gT‘hZ‘_‘_l*l) # ®7

falls r; # r;11 (d.h. tatsé&chlich auch Polynome mit entsprechendem Grad vorhanden
sind), dannist — 7 X?™ & M2™(gy,...,gx) furallec € K.

Beweis: Seiena” € R" gemalR den Voraussetzungen gewahlt, d.h. entwedee
S(gk,... gk ) odera® € S(—gl,...,—gl ). Dabeikodnnen wir aufgrund der

Stetigkeit derg;’s ohne Einschrénkunggf) =# 0 voraussetzen und aufgrund deren
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Homogenitat dann auch’) = 1. Seiv,: F = K(Xy,...,X,,Y) — Z die auf
K(Xy,...,X,) triviale Bewertung mit; (Y') = 1. Mittels der Einbettung

T:K(Xy,...,X,) — K(Xi,...,X,Y),
X, — X;Y 7L

definieren wirv := v; o 7 und erhalten eine Bewertung vanmit v(X;) = —1 fur
1<i<nMitT:= X, X 1+M,istF, = K(Ty,...,T,_1), wobei dieTt, ..., T,
Uber K algebraisch unabhéngig sind. Sei numler durchs(1) := X! definierte
Schnitt zuv. Nach Voraussetzung ist mit := deg(g;) dannX;djgj(Xl, oo Xp) F
M, = g} (T1,...,Th1,1) # 0, alsov(g;) = —d; und

gj g; h
—— M, == +M, =q(T1,....,T,_1,1).
S(g) e g7 (T 1)

Nach Voraussetzung gibt es zu jedeffi eine AnordnungP; von K (Ty,..., T, 1)

mit g (T,1),...,g}  (T,1) € P bzw. g} (T,1),...,gr  1(T,1) & P;, wobei
fur ¢ = 0 der erste Fall eintritt. Das Liften dieser Anordnungen entlanmter der
Vorzeichenverteilung (iZ) = signp, (9" (T, 1)) liefert eine}" K F*™-Semiordnung
SvonF mitgy,...,gr € S. Wegen

n n—1
C — Zl X?m C Xz 2m
nl Mm, — 1= () o
s(ole— o Xm) w2 (x)
n—1
= —1- Zﬂzﬂ € PU>

i=1

iste — Y7 X?™ ¢ S, also insbesondere auch- Y7 X?™ & M2™(g1,...,g95). O

Untbersichtlich wird die Situation also, wenn in den entsprechenden Graden die
g’s gemeinsame Nullstellen haben. In diesem Fall miissen die homogen Anteile nied-
rigeren Grades mit in Betracht gezogen werden, die allerdings bei weitem keine so
offensichtliche Rolle spielen, wie dies bei den hdchsten Graden der Fall ist.

Aus Satz 3.15 erhalten wir das folgende

3.18 Korollar Sei(K, <) ein archimedisch angeordneter Korper. Sind daan .., g, €
K[Xi,...,X,] linear und istS(gi, ..., gr) # 0 und kompakt, so ist/2" (g1, ..., gx)
archimedisch, und es gilt fir all¢ € K[X;, ..., X,)]

2m
f|S(glaagk>>O = f€M< (gl""7gk)'
Beweis: Sei ohne Einschrankur@ € S(g1,. .., gx). Wir zeigen, daf3 die Bedingung
P2™(gy, ..., g5 erfillt ist. Angenommen, dies ist nicht der Fall, dann gibt es ein

be R\ {0} mit0 < gi(b),...,0 < gi(b). Dann istg;(\b) = ¢;(0) + Agl(b) > 0
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furalle A € R, und dahed\b | A € K} C S(g1,-.-,gx), was im Widerspruch zur
Kompaktheit vonS(gs, . . ., gx) steht. O

Zum Abschluf3 dieses Abschnitts geben wir anhand einfacher geometrischer Gebil-
de einige Beispiele fur mogliche Moduldarstellungen. Im folgenderi Sek) stets
ein archimedisch angeordneter Korper.

3.19 Beispiellst f € K[X1, ..., X,] strikt positiv auf dem-dimensionalerEinheitskugel
der2m-Norm

Dy = {o e P a =1},
=1

sogibtesy;, h; € K[Xy,...,X,]unda;,b; € K, mit

fZZai93m+( ZXZ”"‘) > b,

=1

Denn: Offensichtlich ist Bedingunig3™(1 — Y7 X?™) erfllt.
Insbesondere ist/2"(c — > X?™) archimedisch. Damit kann Bemerkung 3.10
wie angegeben verallgemeinert werden.

3.20 Beispiellst f € K[X}, ..., X,] strikt positiv auf demrm-dimensionalerEinheitswiir-
fel

Wn::{aeR"|Vi Ogaigl},

so gibt esy;;, hij € K[X1,...,X,] unda;;, b;; € K mit

f = Za()jg?);n +X1 ' Zaljg%] +X Zanjgnj
(1-X,)- Zbljhm . n) > baghi.
Fallsm ungerade ist, finden wir auch; € K[X;,..., X, unda;; € K, mit
F=Y B+ XA = X)) a4 A X = X)) ang [

Denn: Im ersten Fall ist die Voraussetzung von Korollar 3.18 gegeben, und im zweiten
Fall istP2™ (X7 (1 — X7, ..., X™(1 — X™)) erfullt (und in beiden Fallen igt/,, die
von den entsprechenden Polynomen erzeugte basisabgeschlossene Menge).

3.21 Beispiellst f € K[Xj,...,X,] strikt positiv auf demn — 1)-dimensionalerStan-
dardsimplex

A, = {aER"|Vi 0 < q; und Zai: 1},

=1

61



so gibt esf;;, h; € K[X;,..., X, unda;;, b; € K mit
f= Za()jfg}n+

=1

Denn: Die Voraussetzung von Korollar 3.18 ist gegeben.

3.3 Spezialfalle

3.3.1 Kurven

Isttr.ded A/K) = 1, d.h.V () eine Kurve, so erhalten wir flr eine spezielle Klasse
von Koeffizientenkdrpern, den sogenannten erblich euklidischen Korpern, im quadra-
tischen Fall gute Darstellungsmoglichkeiten. Ein KoreheiRteuklidisch wenn ik

(die Quadrate inK) eine Anordnung vorK bilden (die dann natirlich die einzige
Anordnung vonK ist). K heif3terblich euklidischwenn er selbst euklidisch ist und
zudem jede formal reelle algebraische Erweiterung &oauch euklidisch ist. Zum
Beispiel sind alle reell abgeschlossenen Koérper erblich euklidisch, da dort jedes posi-
tive Element ein Quadrat ist und es keine echten algebraischen formal reellen Erwei-
terungen gibt.

Fur uns zentral ist die folgende Eigenschaft dieser Korper#'lstn Funktionen-
korper in einer Variablen tber einem erblich euklidischen Koéégeso istF ein SAP-
Kdrper. Dal3F’ die SAP-Eigenschaft (Strong Aproximation Propettg}, besagt, dai3
jede gquadratische Semiordnung vBrschon eine Anordnung ist. In der Tat gilt hier
sogar Aquivalenz im folgenden Sinne: IBtein Funktionenkdrper in einer Variablen
UberK, so istK erblich euklidisch, fallg" ein SAP-Kdrper ist. Mit Funktionenkorper
in einer Variablen tbeK” meinen wir endlich erzeugt tibéf und vom Transzendenz-
grad 1 Uberk. Die beschriebenen Ergebnisse sind in [Pr3], 89, zu finden.

Dies ist jedoch eine fur den quadratischen Fall spezifische SituationnFEéir1l
existieren, wie in [Be3] (Theorem 4.5) gezeigt wird, im allgemeinen Semiordnungen
2m-ter Stufe vonF’, die keine Anordnungen sind, auch wefnein erblich euklidi-
scher Korper ist. (Um dies auszuschlieRen, miRte zudeAt = > F?™ gelten.)

3.22 SatzSeiK ein erblich euklidischer Kérper und = K[X,..., X,,] /% vom Trans-
zendenzgrad 1 Ubék. Dann giltfuralle f, g1,...,gr € A

f\S(gl,...,gk)>0 & o-fel+M(g,....q) fireinoced A%

Ist zudem¥k C RundS(gi, ..., gx) kompakt, soisb/?(gy, . .., gx) archimedisch, d.h.
es gilt

2
f‘S(glvagk)>0 = feM(gl’7gk)
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Beweis:Die zweite Behauptung folgt mit Lemma 3.9 aus der ersten. Zu dieser zeigen
wir, daf3 jede maximale quadratische Semiordntimgn A schon eine Anordnung ist,
und erhalten daraus dann mittels des Tarski-Prinzips wie im Beweis von Satz 1.12

Uetlisg a>0= NF= N r= N s=Ns
PeXy Pexye Se(yh)mas Sevh
fur 7 := Y A%

Sei alsoS € (Y7T)™ Wir setzenB := A/S°, F' := Quot B) sowiep := p + S°
furp € ADannistS := F?. {5 | s € S} eine quadratische Semiordnung vBh
F/K ist eine formal reelle, endlich erzeugte Erweiterung mit tid&d) < 1. Ist die
Erweiterung algebraisch, so iBteuklidisch und damit = F? eine Anordnung. Mit
trded F/K) = 1, alsoF' ein Funktionenkdrper in einer Variablen Ub&r, ist nach
dem eingangs Erwahnteh ebenfalls schon eine Anordnung véa Da S maximal
ist, folgt S = {p | p € S} und somit auch, daB eine Anordnung vom ist. O

3.23 Beispiel Zur lllustration von Satz 3.22 betrachten wir die Situation im Polynomring
R[X]. Esseieru;, b; e Rmita; < by < ag <by < -+ < ap < by Ist f € R[X] strikt
positiv auf den Intervalleifu;, b;], so folgt mit Satz 3.22

FEY RIXP+ (X —a)) RIXP+ (b — X)) RIX]?

Mittelt man diese Darstellungen, so findet m@ng;;, h;; € R[X] mit

f:fo+(X—al)Zg%ﬁ---HX—ak)Zgiﬁ
X)) R A (b= X)) Db

Ahnliches laRt sich sogar fiir unbeschrankte Intervalle zeigenf Stikt positiv auf
[0, 00). Wir zerlegenf UberC in Linearfaktoren:

f=a][(X +a) [[(X +e)(X +7)

mit a, ; € Rundc; € C\ R. Schreiben wi [["(X + ¢;) = p+ ig mit p, ¢ € R[X],
so erhalten wif [["(X + ¢;)(X +¢;) = p* + ¢*. Wegenf > 0 auf [0, oo) haben wir
0 < a; und0 < @, somitalsa [T} (X + a;) = >y a; X7 mit0 < a;. Es folgt

f=0+a) (e + XY a ) e SRIXP + X Y R[]
207 %

Durch geeignete Substitution ergibt sigke > R[X]> + (X —a) > R[X*fur f > 0
auf(a,c0) und f € S_R[X]? + (b — X) Y. R[X]? fur f > 0 auf (—oo0, b].
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3.24 Beispiel Wie schon angedeutet, lafl3t sich Satz 3.22 nichtauf 1 verallgemeinern.
Wir machen dies an einem einfachen Beispiel deutlichASeiR[X] undg := 1—X?,
f:=2-X"8(g) = [-1,1] ist kompakt, undf > 0 aufS(g), aber esisf ¢ M°(g).
Wir betrachten dazu die Gradbewertung

v:R(X) — Z,
p/q +— deg(q) — deg(p)
fur p, ¢ € R[X], den Schnits(1) = X! zuv und den Restklassenhomomorphismus

™0, — K,=R,
h +— lim h(a).
Seic : Z/6Z — {—1,1} eine Vorzeichenverteilung mit(2) = —1 undo(4) = 1. Fur
n gibt es keine Wahl. Esist(g) = —2 unduv(f) = —4, somitr(g-(s(v(g))™") = 7(f-
(s(v(f))"") = —1 und dahey € S(n,) und f & S(n, o). WegenM(g) C S(1,0)
folgt die Behauptung.

3.3.2 Kompakte Varietaten

Waormann hat in [W62] gezeigt, daf’ im Falle einer kompakten Variétgtt) schon fur

allem € N die Préordnung™?™ archimedisch ist. Er argumentiert trickreich mit von
ihm gezeigten, sogenannten verallgemeinerten Hilbertschen Identitdten. Wir werden
hier einen alternativen Beweis fuhren, der auf Satz 2.10 basiert.

3.25 Satz Sei(K, <) ein archimedisch angeordneter Kérper uAd= K[X1,..., X, ]/.
Dann istV () genau dann kompakt, werifit™ fur alle m € N archimedisch ist.
Insbesondere qilt fir all¢, g1,...,gx, € A

2m
f‘S(gl7agk)>0 = fe ﬂM< (917"'7gk>‘

meN

Beweis:Wir setztenr; := X; + .

Aus der Archimedizitat vorr2™ folgt offensichtlich die Kompaktheit vofr (2):
Dennistc— > a? € T?™ fureinc € N, soistc— > 7 a? > 0 fur allea € V(2A), was
sich nur mit der Kompaktheit volr () vertragt.

Um umgekehrt aus der Kompaktheit die Archimedizitét YGft zu folgern, wei-
sen wir wieder die Bedingung in Lemma 3.9 fji= 1, alsoS(g) = V(2(), nach. Sei
f e Amit f > 0 auf V(). Angenommen, es ist ¢ S+ furein S € Y7<". Wir
setzenB := A/S° F := QuotB),p :=p+S°furp € AundS := F?*".{5| s € S}.

S ist eine}” K, F?™-Semiordnung, die- f enthalt. Nach Satz 2.10 gibt es somit ins-

besondere eine Anordnurigvon F, die K, fortsetzt. Sei nu® = (py,...,p,) der
Kern der ProjektionK'[X1,...,X,] - B, X; — T;, alsoB = K[Xy,...,X,]/B.
Wir erhalten

—~——

(R, <) =¢) (F,P) E3v(pi(v) =0 A A pe(v) =0),
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d.h. die Varietat/’(%8) ist nicht leer. Naturlich ist/ (%) C V/(2l), und damit dann
f > 0aufV (%) (insbesondere ist # 0) undV (B) ebenfalls kompakt. Es gibt daher
einc € Nmitc! < f < caufV(%8). Mit dem PositivstellensatZI{ = 3 K, B?)
folgtt- f t(c£ f),t(f ) e > K, B*fureint € >, K, B? also

fexf,frcte % Y K.B*C Y K,F”
und damit schlief3lich auch

cxf =cf (Frehed K P

Aus Satz 2.10 (ii) und (iii) folgt dann

e (D K. Fm,

meN

im Widerspruch zuf ¢ S. Wir haben alsgf € S+ fir alle S € Y72". Nach Lemma
1.8 sind daher die Voraussetzungen fir Satz 3.9 gegeben.

Mit 72" sind natirlich auch all@2™-Moduln archimedisch. Die zweite Behaup-
tung folgt somit aus Satz 3.4. O
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Kapitel 4

Reduktionen der
Schmudgen-Wormann-Darstellungen

In diesem abschlieRenden Kapitel zeigen wir, dafd die Anzahl der in den Darstellungen
von Schmudgen und Wérmann vorkommenden ProdykKte: - g;*, also die Anteile
der Darstellung, die zusatzlich zu den entsprechenden Modulelementen bendtigt wer-
den, um etwa die Halfte reduziert werden kann. Die Reduktion kann allerdings nicht
willkarlich durchgefihrt werden, sondern bedarf einer gewissen Ausgewogenheit, d.h.
alle Funktionery; missen gleichmafiig bertcksichtigt werden.

Dieses Ergebnis ist in Zusammenarbeit mit Professor Prestel entstanden. Der Autor
hat zuerst, basierend auf einer Beobachtung von Bréckereigt, dal im Fall von
zwei Funktioneng;, g» bei Kompaktheit vonS(g;, go) immer die Moduldarstellung
maoglich ist. Professor Prestel hat bemerkt, daf3 dieses Phdnomen nur der Anfang einer
allgemeineren Gesetzmaligkeit ist, die zu der Reduktion fuhrt, die wir hier entwickeln.
Der Autor hat diese dann prazisiert und auf den héherstufigen Fall Gbertragen.

Zunachst mussen wir einige Begriffe und Ergebnisse in unseren Kontext Ubertra-
gen. Sei im folgender’ ein Kérper undl’ eine Praordnung VoA

Zu zwei Formeng; := (ay,...,a;) und g := (by,...,b;) definieren wir ihre
(orthogonale) Summe L o, und ihrProdukt o; ® o, wie Ublich durch

(ay,... a5y L (by,...;0) = {a1,...,ak,b1,...,b),
(al,...,ak>®<b1,...,bl> = <a1b1,...,aibj,...,akbl>.
Jeder Forny := (a4, . . ., a;) ordnen wir ihreSignaturabbildung zu:

0:2y — C,

k
x +—— sign(o) r=ZX(ai)-

1n [Br], Folgerung 2.13 wird gezeigt, daR eine dreielementige Form, die bzgl. einer Semiordnung
definit ist, auch bzgl. einer Anordnung definit ist.
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4.1

4.2

Offensichtlich gelten

—

01 Loo=01+0 und 90, ® 0y =01 0o

Ist 5 = 0, so nennen wip T-hyperbolisch Natiirlich ist fira,, ..., a; € F die
Form{a,, —ay, as, —as, . . ., ax, —ax) T-hyperbolisch.

Wir nennenp; und g, T-isometrischin Zeichenp, = 0., falls sie die gleiche
Lange haben und die gleiche Signaturabbildung induzierenkd=h.l und o7 = 0>
gilt.

Formen der Gestalt

(1,a1,a3,...,a3" N @ --® (1,ax,a3, ... ,azm_1> =: (a1, ...,ap)™

bezeichnen wir alsn-stufige PfisterformerDie erststufigen Pfisterformen stimmen
mit den Ublichen Pfisterformen Uberein. Wir verallgemeinern nun ein fir diese be-
kanntes Ergebnis:

Proposition SeiT" eine Praordnung der Stufém und p einem-stufige Pfisterform.
Dann gilt:

oistT-isotrop = pistT-hyperbolisch.

Beweis:Ist o := {(ai,...,a;)™ T-isotrop, so gibtes, € T, e € {0,...,2m — 1}*,
mit 3.t [} a% = 0, wobei fiir mindestens eief gilt ¢, # 0. Seiy € Z;. Aufgrund
vonT C P, ist P, eine Ordnung der Stufgm. Daher folgta; ¢ P, fur mindestens
ein{, denn sonst ware gemal3 der vorausgesetzten ldentitat

/ ’ k )
[ €L e;
C—ayay Degetelli af
—-1= / 7 - 7 €
a/el ... a/ek
1 k

P

X*

e’ el
a‘ll .--akk

Ohne Einschrankung sei ¢ P,. Dann gilty(a;) # 1, und wegerll’ C Kern(y)
folgt x(a1)*™ = x(a?™) = 1, d.h.x(a;) ist eine2m-te Einheitswurzel. Setzen wir

01 := {as, ..., ar)™, so ergibt sich aus der Multiplikativitat von
200 = G800 = (X x(@d) @00 = (Y xtar)) - ait)
- XM i =0

Wir zitieren Theorem 4.10 aus [Be-Ro]:
Satz Sindp; und g, Formen, so gilt

01 =71 00 =  Mr(o1) = Mp(02).
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Als Korollar erhalten wir:
4.3 Korollar Sindo; und g, Formen, so gilt
01 =7 09 und o T-isotrop = p, T-isotrop.

Beweis:Ist p; T-isotrop, so folgt aus Proposition 2.12,(p,) = F'. Die T-Isometrie
von p; und g, fuhrt nach dem zitierten Satz 2ur(g,) = F. Wiederum Proposition
2.12 liefert dann dig-Isotropie vono,. O

Das folgende Lemma beinhaltet den fur die Reduktion wesentlichen Schritt:

4.4 Lemma SeiT eine Praordnung der Stufen unda, . .., a, € F. Dann gilt fur alle
Teilmenger® C {0,...,2m — 1}* mit |E| > 2*~!m* + 1 und0 € E:

ar,...,ap)™istT-isotrop = (a{'---a* | e € E) istT-isotrop.
1 k

Beweis: Es genugt, den FallE| = 2¥'m* + 1 zu behandeln. Wir setzef® :=
{0,...,2m —1}F\ E. Dannist|E°| = (2m)* — (28"'m"* 4+ 1) = 2~'m* — 1. Sei nun
(a1, ..., a,)™ T-isotrop, nach Proposition 4.1 sorfiithyperbolisch. Dann ist

<<a17"'7ak>>m =r <17—17a§1“'a?",—a?"'aZk ’ €€ EC>7

da die entsprechenden Signaturabbildungen beide verschwinden und die Lange der
Formen gleich ist{|E°| + 2 = 2(2*'m* — 1) + 2 = (2m)*). Setzen wirp :=
(af*---a;* |e€ E), soist

(af*---af le€e E) Lo=p (1,-1,—af"---a;* |e € E°) L p,
und da* additiv ist, kbnnen wir ,kirzen“, erhalten also
(af*---af le€ E) =p (1,—1,—ai* ---a* | e € E°).

Die Form auf der rechten Seite ist offensichtliEfsotrop, und nach Korollar 4.3 da-
mit dann aucha$' ---a;* | e € E). O

Wir wollen nun dieses Lemma auf die in Kapitel 3 betrachtete Situation anwen-
den. D.h. wir haben zu einem archimedisch angeordneten Kéfpetr) Funktionen
g1,--,0r € A= K[Xq,..., X,]/2 mit kompakter Menge5 (g1, ..., gx) vorliegen.
Nach den Ergebnissen von Schmiudgen-Wdrmann wissen wir, dafld bei ungeradem
die Praordnun@?™ (g, . . ., gx) archimedisch ist. Umstandlich ausgedriickt, heif3t dies
gerade, daR dé&r2™-Modul

M2 (g5 gt [ e € {0,...,2m — 1}¥)

archimedisch ist. Nach Satz 3.9 (3) ist dazu &quivalent, daf3 fiBa#feRT_ undv €
Q(T(8))2™> die Formreg((g,, - .., g,)™) (T(B)™)"-isotrop ist. Auf diese Formen
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4.5

wollen wir die Reduktion aus Lemma 4.4 anwenden und dann wieder riickwarts auf
die Archimedizitat des verkleinerten Moduls schliel3en. Um dabei keine Probleme zu
kriegen, darf die Mengé C {0,...,2m — 1}* der Exponenten, die zu Produkten
gehoren, die wir behalten wollen, nicht zu ,einseitig” gewahlt werden. Zum einen
benotigen wir ja die Kompaktheit der zugehorigen Menge

S(gy" g le€ E).

Diese sichern wir ab, indemwit, . . . , g, auf jeden Fall behalten. Auch didbrauchen
wir. Das nachste Problem entsteht dadurch, daf? die Forf{Teg. . ., g, ))™) tatsach-
lich kleiner werden kann, d.h. gewisggs verschwinden. Sind etwg,, ..., g, € Fy
undg,,, = --- =g, = 0, soistreg(g,,...,9.)") = (G1,---,3,)™, also wieder
eine m-stufige Pfisterform. Aber haben wi ungiinstig gewéhlt, wollen z.B. viele
Produkte entfernen, in denen nur die erstéunktionen vorkommen, so kdnnte es im
Extremfall dazu kommen, daB wir aus d&r(B8)%")-Isotropie von{(g,,...,q,)™
auf die (T'(B)%™)"-Isotropie von(1, g, ...,g,) schlieBen mussten, was aber im all-
gemeinen durch Lemma 4.4 nicht abgedeckt wird. Um die Mengen zu erfassen, bei
denen dieses Problem nicht auftritt, fllhren wir eine ad-hoc-Bezeichnung ein.

Sei alsoE C {0,...,2m — 1}* mit 0,2,,...,ex & E (g; bezeichne deri-ten
Einheitsvektor). Wir definieren rekursiv, wann wir ein solclitausgewogenennen:
Im Fall £ = 1 heiBeE ausgewogen, falls giltZ| > m — 1. Im Fall k > 1 heiBeFE

ausgewogen, falls giltz| > 2¥~'m* — k und furi = 1, ..., k die Mengen
E, = {e c{0,...,2m —1}*"1 | (e1,...,e,,0,€041,...,65) € E}
7
i-te Stelle

ausgewogen sind.
Nach Konstruktion sind fur eine ausgewogene MehAgale Mengen

EiliQ"-iz = ( o ((EZ )iz)is e )iz C {07 R 2m — 1}]{71
miti; € {1,...,k — j} ausgewogen.

Satz Sei (K, <) ein archimedisch angeordneter Kérper udd := K[X,,...,X,].
Sindgy,...,gx € A\ {0}, sodal’S(qg, ..., gx) kompakt ist, dann gilt fur alle ausge-
wogenen Mengel C {0, ...,2m — 1}* die Aquivalenz

M2 (g1, ..., gk, g -+~ go* | e € E') archimedisch

=
T2™(gy, . .., gx) archimedisch.
Insbesondere ist fir ungerades der Modul M2™ (g1, ..., gk, 97 - 97" | e € E)

archimedisch, und es gilt fur all¢ € A

M2m €1 ... 4%k E '
f‘S(gl,,gk)>0 = fe < (917 y 9k 91 (48 |€E )
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4.6

Beweis:Wir schliessen an die Uberlegungen von oben an, die ja gerade die Archime-
dizitdt vonT2"(gy, . .., g) als Ausgangspunkt haben. Seinen asa .., g, € F,

Grp1 = =0, =0und{(g,,...,5.)™ (T(B)2")"-isotrop. Nach Voraussetzung ist

E' = Ey—1)-(h—r+1) C {0,...,2m—1}" ausgewogen, damit al$g’| > 2" 'm" —r

und so

E'U{1,3,...,0,} > Q7 "m" =)+ (r+1)=2"1tm" + 1.
Mit Lemma 4.4 folgt, dal3
reg((1, g1, G057 -9 e € E)) = (1,4, 3,3y -G | € € E')

(T'(B)*™)*-isotrop ist. Nach Satz 3.12 (3) ist der ModWl*™ (g1, ..., gk, 97" - - - g~ |
e € E') daher archimedisch. O

Das nachste Beispiel zeigt, dal3 es immer ,vernuftige®, d.h. kleine, ausgewogene
Mengen gibt. Im Anschlul? daran geben wir noch einige explizite Beispiele.

Beispiel Zum, k > 1 sei
E(mk)::{ {ee{0,...2m -1} |2<e]: =3, e; <E@2m—-1)} : 2]k,
{ee{0,....2m—1}F|2<|e| < i(k2m—-1)-1)} : 2tk

Einige elementare Uberlegungen zeigen

E(m, k)| = @ tmk —k)+ (3-[{ellel=.@m -1} -1) : 2|k,

’ (2ktmk — k) — 1 2tk
Aufgrund von% (2m — 1) = 3((k = 1)(2m — 1) — 1) + mund 1 (k(2m — 1) — 1) =
E1(2m —1) 4+ (m — 1) gilt daher firk > 1undi =1,... .k

E(m,k); C E(m,k—1).

Es folgtinduktiv, daB fiig { k jede Obermeng&(m, k) S E C {0,...,2m—1}* aus-
gewogen ist und fi2 | £ schonE(m, k). Im Fall von ungeraderh haben wir also die
Existenz(2*~tm* — k)-elementiger ausgewogener Mengen gezeigt, da jede jede echte
VereingungE(m, k) U {€¢'} von dieser Kardinalitat ist. Flr gerades> 2 ist schon

|E(m, k)| > 2¢'m* — k, also E(m, k) nicht optimal. Allerdings kanrf(m, k) in
diesem Fall noch geeignet verkleinert werden, ohne daf3 die Ausgewogenheit verloren
geht. Wir verzichten jedoch darauf, dies hier auszuftihren.
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4.7 Beispiel Im quadratischen Falln¢ = 1) erhalten wir2*~'m* — k = 0, 1, 4, falls
k = 2,3,4, also aus der Kompaktheit véfig,, . . . , gx) die Archimedizitat der Moduln

Mi(gla 92),
MZ2(g1, 92, 93, 91.92),
M2(91>g2>9379193)>
M2(g1, g2, 93, 9295),
MZ2(g1, 92, 93, 919293),
M2 (g1, 92, 93, 94> 9192, 9293, 9394, 9194),
M2 (g1, 92, 93, 91> 91925 9293+ G394, 91929394),
Mi (91, 92, 93, 94, 919293, 919294, 919394, 929394),

Dagegen erhalt man z.Bichtdie Archimedizitat von

Mz (91> 92, 93, 94, 9192, 9193, g194, 919394)-

Zwar ist die Anzahl der Produkte hinreichend, aber die MefAgéeer, und um den

Satz anzuwenden zu kdnnen, mufite sie mindestens ein Element enthalten.
Furm = 3, dem ersten hoherstufigen Fall, 2t 'm* — k = 2, 16, fallsk = 1, 2.

Die Kompaktheit vonS(gi, . . ., gx) fuhrt also z.B. zur Archimedizitat der Moduln

MS(g1, 02, g3),
MS(g1, 92,91, 93, 93, 5. 91, 93, G5+ 93, 9293, G105 G205, 9193, 9291, G195+ 9295, 9195).

Man kénnte angesichts von Satz 4.5 vermuten, dafl3 durch die Kompaktheit von
S(g1,-..,gr) erzwungen wird, daR der Modul/2(gy, ..., gk, ¢ - gi* | e € E)
schon mit der Préaordnun@?(gi, ..., gx) Ubereinstimmt, d.h. daB gilf;* - - - g;* €
M?2(g1,...,gx) furallee € E. DaR dem im allgemeinen nicht so ist, zeigt das folgende
Beispiel:

4.8 Beispiel Es seierny; :=Y (1 —Y)(3+ X), g2 := 1 — X? € R[X,Y] = A. Dann ist
S(g1,92) = [—1,1] x [0, 1] beschrankt. Wir betrachten die Bewertung
v:R(X,)Y) — Z,
Ye-flg — e,
fur f,g € RIX,Y]mitY 1 fg,und den Schnitt zuv mit s(1) = Y. EsistR(X,Y), =
R(T") mit GberR transzendente := X + 9t,. Wir habenv(g;) = 1 undv(gs) = 0,
alsov(g; - ga) = 1. Mit gf := g;s(v(g;)) "t + M, ergibt sichg; =3+ T, 95 =1 -T2
und(g; - g2)* = 3+ T)(1 —T?). Fura € Riist

o k f(a)
P,. = {(T—a) -E|k:eZ,f,geR[T},(T—a)ffgundm>0}
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eine Anordnung vorR(7'). Wir wahlen als Vorzeichenverteilung(0) = o(1) := 1
und setzem(0) := Py, undn(1) := P, .. Dannistg;(2) =5 > 0, ¢3(0) = 1 > 0 und

(g1-g2)"(2) = =3 < 0,d. h.gy, g» € S(, ), aberg; - g» & S(n, o). Insbesondere gilt
daherg; - g & M*(g1,92).
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