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Zusammenfassung

Die Aufgabenstellung der Iso achen-Extraktion ist e, €inen vorgegebenen Satz von Volumen-
daten, der eine Funktion reprasentiert, zu jedem so gémansowert die Grenz ache zu nden,
die die Bereiche mit Funktionswerten Gber und unter die¥éent voneinander trennt. Mit der
Hilfe von zusatzlichen Datenstrukturen lasst sich didségabe schneller lIosen als durch eine
vollstandige Durchsuchung des Datensatzes. Dafuriassk Datenstrukturen verwenden, die mit
wenig Speicher eine grobébersicht Uber den Datensatz geben (z. B. Partitionsbjiodfer alle
Intervalle in ein schnelles, aber speicherintensives Stledma eintragen (Intervallbaume, KD-
Trees).

Zu jeder Methode, insbesondere zur Brute-Force-Suchéiti®asbaum-, Intervallbaum-, KD-
Tree- und einer hier beschriebenen Out-of-Core-MethadstISich ein Verfahren angeben, mit
dem man abhangig von den Volumendaten die mittlere Extnagzeit bei Annahme einer gege-
benen Wahrscheinlichkeitsverteilung der Isowerte arslgtund meist rekursiv tiber den Aufbau
der jeweiligen Datenstruktur bestimmen kann. Die Bereolgmiler Extraktionszeiten ist in dieser
Arbeit beschrieben.

Mit Hilfe dieser Extraktionszeiten lasst sich eine partarabhangige Methode entwickeln, die
zu jeder vorgegebenen Hauptspeichergrof3e einen so genadonditioned Tree konstruiert, der
den Speicher optimal zugunsten der Extraktionsgeschygkediausnutzt. Dieser ist eine hybride
Datenstruktur, die auf einem Partitionsbaum basiert, degimigen seiner Blatter Verweise auf
andere Datenstrukturen enthalt. Das Optimierungsvefahur Bildung der besten Conditioned
Trees lauft darauf hinaus, eine Kostenfunkt©n(T) = M(T) + T (T) Uber alle Baumer
einer vorgegebenen Klasse zu minimieren, wdW€il ) der Speicherbedarf des Baums und aller
angehangten Datenstrukturen ist dnd ) die mittlere Extraktionszeit, die zu diesem Zweck unter
Benutzung der erwahnten Naherungsformeln geschatdt wi

Wie leicht einzusehen ist, lasst sich sowbh(T ), als auchT (T) rekursiv und additiv iiber den
Aufbau des Baumg bestimmen. Die Minimierung der Kostenfunkti@ (T) ist daher auch
rekursiv moglich, indem man ihr Minimum zunachst fur lbéume bestimmt und diese dann zu
einem grol3en Baum vereinigt.

Aus einer Arbeit von Everett [16] geht hervor, dass ein mésdr Minimierungsmethode er-
haltener Optimalbaum stets auch die Zeitfunktiblr ) minimiert unter der Nebenbedingung,
dass der Speicherbedd&f(T) den Wert des Optimums nicht Uberschreiten darf. Die Laggan
Optimierung hat also den Vorteil, dass wir durch Variati@s d.agrange-Faktorseine Serie von
jeweils optimalen Baumen erhalten, die sich fir Rechfmm-gurationen mit verschiedenem zur
Verfugung stehendem Speicher eignen und fast jede Speaiyabe optimal zugunsten der Ex-
traktionsgeschwindigkeit ausnutzen.

Ebenso wird ein Verfahren beschrieben, mit dem auch die étemgit komplexer Algorithmen -
in diesem Fall Extraktionsmethoden - experimentell eettitverden kann. Hierfur wird das Vor-
handensein einer lineare Formel zur Bestimmung der Reelterarausgesetzt, in der aber noch
unbestimmte Zeitkonstanten vorkommen. Fir eine ReiheRexhendurchlaufen mit verschiede-
nen Datenstrukturen gleichen Typs werden die Koef zieritedieser Formel analytisch und die
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tatsachliche Rechenzeit durch Messung bestimmt. Dandemetlie noch fehlenden Zeitkonstan-
ten in der Formel approximiert, indem der Fehler zwischem dféert theoretischen Formel und
der praktischen Messung minimiert wird.

Im Speicher-Zeit-Diagramm konnen noch Liicken auftretdao Speicherbereiche, fur die die
Lagrange-Methode auch bei kleinsten Abstanden zwiscleenverwendeten Lagrange-Werten
kein Optimum ndet. Die grol3te dieser Lucken tritt fur mzhe Datensatze zwischen dem KD-
Tree und dem Intervallbaum auf. In dieser Arbeit ist am Bieisgieser Lucke eine Gap-Filling-
Methode beschrieben. In dieser Methode werden die Grerezenitke - in diesem Fall der KD-
Tree und der Intervallbaum jeweils fir den ganzen Datensaaher untersucht und versucht,
durch Einflugung mehrerer KD-Trees fur Teilbereiche dpeiéherbedarf des Intervallbaums auf
Kosten der Suchzeit stiickchenweise zu reduzieren. Diéséshren schliel3t die Lucke zwar nicht
ganz, macht sie jedoch kleiner.

Ein weiterer Beitrag dieser Arbeit ist der Design von Ingitvaumen, die bezuglich Speicherbe-
darf und Suchzeit bessere Resultate liefern als bishehbebene herkdmmliche Intervallbaume.
Dies geschieht durch die Wahl geeigneter Unterteilung®nierden Intervallbaum-Knoten mit
Hilfe eines zweistu gen Optimierungsverfahrens, mit demesgesamt weniger Knoten verwendet
werden und im Mittel auch weniger Knoten pro Extraktion gwerden.

In der ersten Stufe des Optimierungsverfahrens wird fir gessuchten Intervallbaum eine Liste
von Unterteilungswerten kleinstmoglicher Lange bestinrdie spater in die Intervallbaum-Knoten
eingetragen werden. In der zweiten Stufe werden die Knotémlissen Unterteilungswerten so
angeordnet, dass die mittlere Anzahl der besuchten KnaoteBxtraktion minimal ist.

Dadurch werden gegenuiber herkommlichen IntervalllEuB8peicher- und Suchzeit-Reduktionen
im einzigen Bereich erreicht, in dem das moglich ist, daMie- und Maxlisten eines Intervall-
baums zu einer vorgegebenen Intervallliste stets gle&le Hintrage enthalten und auch die Suche
in ihnen stets gleich schnell ist, namlich output-sensiti den Intervallbaum-Knoten hingegen
sind noch wesentliche Verbesserungen moglich; die iredidsbeit beschriebene Methode redu-
ziert die Anzahl der bendtigten Knoten um ca. 30 Prozentdiadnittlere Anzahl der besuchten
Knoten je nach GroR3e des Intervallbaums um zwei bis dreEptoaktion.

Ein weiteres Thema dieser Arbeit, das vor den Conditione@d erforscht wurde und deshalb in
einem vorangehenden Kapitel beschrieben wird, ist die l@sgéion von Partitionsbaumen. Dabei
werden zu einem gegebenen Volumen-Datensatz eine hiesetnetiZerlegung und der zugehorige
Partitionsbaum so bestimmt, dass bei einer vorgegeberggiamsenen Anzahl von Knoten die
Extraktionsgeschwindigkeit durch die Verwendung desifRamsbaums maximiert wird. Hierfur
werden Methoden zur Modi zierung der Grenzen der hieraachen Zerlegung verwendet, sowie
auch Methoden, um aus einem gegebenen Baum durch Abschmgidegchtigen Zweige qualita-
tiv hochwertige kleinere Baume zu erhalten.
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Kapitel 1

EinfUhrung

1.1 Ubersicht

Das Problem der Iso achen-Extraktion oder auch Isozelatraktion aus Volumen-Datensatzen
hat eine einfache, sich direkt aus der De nition der Aufgadtellung ergebende Losung, die aber
fur viele Anwendungen zu langsam ist. Die in dieser Arbeitgestellten Losungsansatze laufen
darauf hinaus, Uber den Platz des Datensatzes hinaush8peitherplatz fur weitere Datenstruk-
turen einzusetzen, um durch eine gezieltere Suche in digtsekturen den Extraktionsvorgang zu
beschleunigen.

Die Iso achen-Extraktion kann in vielen Forschungsbehein zur besseren Visualisierung von
raumlichen Zusammenhangen verwendet werden. Besomddes Medizin ist es nitzlich, aus
anatomischen Volumendaten durch Iso achen-Extrakti@jelveils gewiinschten Teilinformatio-
nen zu gewinnen. Aus diesem Grund habe ich mehrere medizan[Batensatze in meine Experi-
ment-reihe Ubernommen.

Die Dissertation beschrankt sich auf die Isozellen-Bttom, das heil3t, es wird wie in Abbildung
1.1 aus einem Datensatz eine Datenstruktur erzeugt, nehdditfe wiederum durch Extraktion
eine Liste von Zellen ermittelt wird. Aus dieser Liste kanmnachsten Arbeitsschritt ein Bild gene-
riert werden, auf die Rendering-Methoden gehe ich in deeArber nicht naher ein. Abbildung
1.2 zeigt etwas genauer, wie das von mir geloste Teilprobfeden Gesamtkontext eingebettet
sein kann; hier ist auch zu sehen, dass der RechenzeitfBistaE xtraktion je nhach angewand-
ter Methode zwische®(k) (output-sensitiv) und(n) (Untersuchung des ganzen Datensatzes)

Adaptiver Baum

Datenstruktur |ntervalloaum, |.Extraktion
generie kd-Tree... _
Liste von Renderlng Bild

Datensatz\ Zellen
rekursiv

_ Conditioned Tre€Extraktion
Optimierung

Abbildung 1.1: Die Arbeitsschritte der Iso achen-Exttadn vom Datensatz bis zum Bild
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Flachen-
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Abbildung 1.2: Die Arbeitsschritte und ihr Rechenzeit-Bddm Detail

schwanken kann, daher ist die Wahl der Methode von groReziBedg.

Gleich im nachsten Abschnitt werde ich die Isozellen-&ixtion exakt de nieren. Abbildung 1.3
zeigt eineUbersicht Uber die wichtigen Methoden der Iso achensktion und ihre Zuordnung
zu den Kapiteln dieser Arbeit.

Wie die Abbildung zeigt, lassen sich die meisten bekanntethibden der Iso achen-Extraktion in
zwei gro3e Gruppen einordnen: die raumlich orientierteth die intervall-orientierten Methoden.

Raumlich orientiert nennen wir alle Methoden, die den Yioéun-Datensatz in kleinere Teile zerle-
gen und diese Zerlegung sowie statistische EigenschadteDaten innerhalb jeweils eines dieser
Teile in einer Datenstruktur ablegen. Meistens werden asrischaften das Minimum und das
Maximum der Volumendaten innerhalb des betroffenen Tailsvendet; diese legen durch einen
Vergleich mit dem gegebenen Isowert (Intervalltest) febtder betroffenen Teil des Datensatzes
naher untersucht werden muss oder nicht. Solche Metho@d®men schon mit wenig zusatzli-
chem Speicher wesentliche Verkiirzungen der Suchzeitiomdgm Abschnitt 2.1 werden Partiti-
onsbaume als typisches Beispiel der raumlich oriemtieMethoden beschrieben. Jane Wilhelms
und Allen Van Gelder beschreiben in [32] die Idee der Partgbaume anhand von Octrees.

Unter intervall-orientierten Methoden verstehen wir alethoden, die die zu untersuchen-
den Zellen des Volumen-Datensatzes von ihrer raumlicheordnung befreien und nach ihren
Datenintervall-Grenzen in eine Datenstruktur einsogtieiDiese Art von Methoden kostet viel
zusatzlichen Speicher, macht aber auch eine extrem s$elihetaktion der Iso achen moglich. Ab
Abschnitt 2.2 sind einige gut geeignete Extraktionsmegimadieser Art dargestellt. Dazu gehoren
die ISSUE-Methode, die von Shen, Hansen, Livnat und Johind@7] beschrieben wird, der KD-
Tree, der von den gleichen Autoren ohne Hansen verwenddt{28], nachdem seine Grundidee
1975 von Bentley [6] beschrieben wurde und nicht zuletzl®&0 von Edelsbrunner beschriebene
Intervallbaum [15], der spater von Cignoni et. al. fir tie achen-Extraktion angewendet wurde
[13].

Im 3. Kapitel stelle ich ein paar weitere Beitrage anderertofen zum Thema Iso achen-
Extraktion dar, die von etwas abgewandelten Modell-Vosatmingen ausgehen und sich daher
nicht in die Reihe der hier behandelten Methoden einordassen. Zunachst werden zwei Out-
of-Core-Methoden nach Chiang und Silva [10, 11] beschrigcbiée eine Datenstruktur auf der
Festplatte anstatt im Hauptspeicher ablegen. Diese dicheg eine Beschleunigung der Extrak-
tion ohne Verwendung von Hauptspeicher. Dafur wird jedBebtplattenspeicher gebraucht, auf



‘puIS uspu Nz M_IQO uspuaydaidsius WNz usuonew.loju| uau

-3p Ul ‘Ue aNIuyodsqy Jap ulauaymppgab usjiyez aiQg "uswyey usiayiels Wwauls ul usaulaydsia

USPOYISWIPUNIS) USLSIUIGUIOY USIUBLSA-E-PaUONIPUOD WNZ a1 }||81sabiep J1yasna ulyols

-19q4PSaIp Ul 1s| 6EJ1!88 Jeueﬁgam ‘uoipjeix3-usayde 0S| Jsap UspoyisiN ald ‘€'T 6unp|!qu

(raumlich
orientiert)

Partitionsbaum:

Methoden

Isoflachen-Extraktion

Kap. 7

intervallorientient

A

ISSUE-
Methode

2.4

KD-Tree

Conditioned

Kap. 3

sonstige

Kal

Ergebnisse

p.9

Kap. 8

Auswertung

Darstellung

Tree

71 %

Extraktion:
rekursiv, unter
Verwendung der|
gewabhlten Basist
Extraktions-

methoden

A

8.1/9.1\\

Seed-Set
Methode

Time

Continuatio

Messung des
Zeit- und
Speicherbedarfs
verschiedener
Experimentreihen
---> Memory-

Time-Diagramm

2

Intervallbaunf

Kap. 5*

Kap. 4
Optimierung
4.1 / 4.*
varianz- E-

optimiert | loptimiert

Optimierung

A

5
4.3 / Speicher:

3.1

Out of Core
Extraktion

3.1.1

3.1.2

block-

orientiert

mit externgn
Baumen

'l

Segment-
baum

Intervall-
baum

Preprocessing

Zeit:
Reduktion Minimierung Minimierung
der Liste der| [der Kosten-
/ \ Untertei- | [funktion mit
4.3.1 lungswerte || Dreiecks-
Tree Tree schema /
growing| [pruning Kap. 6
Kosten-
4.3.2 \ 433 modelle
. BFOS-
naiv Algorithmus

73 \

T

7.2
Bestimmung OLagrgnge—
der Zeit- ptimierung
konstanten

o

Explizite Renderi
Ausgabe endering
aus kleinen| | Dreiecks-
Quadraten netz

ONNYHNANIT T 13.LIdVX



KAPITEL 1. EINFUHRUNG 6

den der Zugriff im allgemeinen langsamer ist als auf den kspgicher. Anschliel3end folgt ei-

ne Beschreibung der Seed-Set-Methode, deren Sinn esddsadéache aus einer kleinen Menge

von Volumen-Zellen zu rekonstruieren. Eine Variante dezds8et-Methode wird z.B. von Ba-

jaj, Pascucci und Schikore in [3, 4] beschrieben, spatedevdas Thema von anderen Autoren
aufgegriffen, da das Grundprinzip der Seed-Set-Methodgmdr Implementierung noch einige

Freiheitsgrade offen lasst. Schliel3lich wird hier einm@iContinuation-Methode nach Shen und
Johnson [28] aufgefuhrt, die das Problem der Iso achatrdktion dann besonders schnell |6st,
wenn bereits eine Iso ache gegeben ist und eine andeh&lau einem nur wenig geanderten
Isowert zu bestimmen ist.

Mit dem 4. Kapitel beginnt mein eigener Beitrag zum Probleanldo achen-Extraktion. In die-
sem Kapitel werden zunachst ein paar Moglichkeiten daedie, die die Qualitat von Partiti-
onsbaumen verbessern. Das ist moglich, indem die zum Bghirende Zerlegung gezielt be-
ein usst wird.

Es ist auch moglich, von einem bereits existierenden Banteldaume abzuschneiden und ihn so
auf jede gewiinschte Speichergrol3e zu reduzieren. Dauslagsultierende Speedup-Verlust kann
durch Optimierungsverfahren minimiert werden, von denenBFOS-Algorithmus nach der Be-
schreibung von Chou, Lookabaugh und Gray [12] das besteedter mathematisch nachweisbar
das optimale Ergebnis liefert.

Im 5. Kapitel beschreibe ich ein Verfahren, mit dem die vorbeschriebenen Intervallbaume
bezuglich der Speicher- und Zeitkosten optimiert werdénnlen. Es gibt viele Arbeiten wie
[15, 13], in denen Intervallbaume beschrieben werden imthdhre Knoten eingetragenen Unter-
teilungswerte mit einfacheren Methoden wie z.B. MitteliaBestimmung aus den vorgegebenen
Intervallen bestimmt werden. Hier ist eine weitere Besehigung des Verfahrens durch geeigne-
te Wahl der Unterteilungswerte moglich; dieser Umstanddebisher wegen der sowieso schon
hohen Geschwindigkeit des Intervallbaum-Verfahrens aala gelassen.

Im Kapitel 6 wird gezeigt, wie fur die grundlegenden Verfa, also fir die Brute-Force-Methode
(Abschnitt 6.1), hierarchische Zerlegungsbaume (Abgthi?), Intervallbaume (Abschnitt 6.3),
KD-Trees (Abschnitt 6.4 und 6.5) und das Out-of-Core-Mieré@ mit extern gespeicherten Inter-
vallbaumen (Abschnitt 6.6) der Erwartungswert der Exticaiszeit analytisch und ohne explizi-
te Zeitmessungen ermittelt werden kann. Fur den Erwasieg wird vorausgesetzt, dass eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung fur die angefragten lsae vorgegeben ist. Die Formeln sind fur
eine Gleichverteilung der Isowerte auf dem ganzen Wergtierangegeben; sie lassen jedoch
vollig unproblematisch eindnderung des Wahrscheinlichkeitsmodells zu.

Basierend auf diesen Extraktionsmethoden habe ich dieiGCamed-Tree-Methode realisiert, de-
ren Ergebnis abhangig von einem vorgegebenen Parameten speichersparend langsam bis
speicheraufwandig schnell variiert. Diese Methode, besben im Kapitel 7, ist das Kernthema
der Dissertation und hat den Vorzug, dass sie fur viele Rextipen mit verschiedener Grolie
des Hauptspeichers diesen optimal zugunsten der Suchgasaykeit ausnutzen kann. Durch ih-
re Variabilitat erhalt die Conditioned-Tree-Methodeex grof3en Vorteil gegenuiber Methoden mit
von vornherein festgelegter Datenstruktur wie z.B. Rartgbaum-, Intervallbaum- oder KD-Tree-
Verfahren, weil diese jeweils einen festen Speicherbdtasén und nur dann angewendet werden
konnen, wenn der Hauptspeicher in entsprechender Grafdgerfiigung steht.

Der Conditioned Tree basiert auf einem binaren Partibansn des Volumen-Datensatzes, in des-
sen Blattern jeweils eine andere, bereits bekannte BEidradmethode mit ihrer Datenstruktur ein-
getragen ist. Der Sinn davon ist es, diese Extraktionsndetfior den entsprechenden Teilblock des
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Datensatzes anzuwenden. Zu einer vorgegebenen Kosténfuldsst sich der Conditioned Tree,
der diese minimiert, jeweils rekursiv iber seinen Aufbastbmmen. Die Optimierung erfolgt nach
der von Everett in [16] beschriebenen Lagrange-Methode.

Auler der optimalen Ausnutzung des Speicherplatzes heg¢sligybride Verfahren auch den Vor-
teil, dass sich darin beliebige Extraktionsmethoden eiehaund verwenden lassen. Die einzige
Voraussetzung dafir ist, dass es zu jeder Extraktionsydetjeweils eine Kostenfunktion zur Be-
rechnung des von ihr belegten Speichers und der erwarteteineRzeit wie in Kapitel 6 gibt, die
in die Kostenoptimierung des Conditioned Trees eingebaudan kann.

Im 8. Kapitel wird naher auf die Einzelheiten der Testpesgme sowie der in OpenGL geschrie-
benen Darstellungsprogramme eingegangen.

Genauere Bewertungen der Methoden folgen jeweils am EnderdEinzelnen beschriebenen
Methoden, sowie im 9. Kapitel Uiber die Ergebnisse. Die hls8ende Zusammenfassung steht im
Kapitel 10.

Im Anhang A der Arbeit werden zunachst ein paar mit den béslobnen Algorithmen bearbeitete
Beispiel-Datensatze aufgelistet.

Hier ist eine kurze Zusammenfassung meiner Beitrage puideen-Extraktion:

Mathematische Modelle fur die erwartete RechenZ¢i) der verschiedenen Extraktions-
methoden (Kapitel 6) und ihre empirische Berechnung

Bildung von so genannten Conditioned Trees, die eine ausodegstimmten Rechenzeit und
dem Speicherbedarf der Datenstruktur gebildeten Kostétitn minimieren. (Abschnitt
7.1)

Optimierung von Intervallbaumen, bestmogliche Wahlldeterteilungswerte , beziglich
Speicher- und Rechenzeit-Bedarf (Anzahl der Knoten, engtBaumtiefe) (Kapitel 5)

Verbesserung von Partitionsbaumen durch geeignetegfueeng (Kapitel 4)

Zu diesem Thema habe ich zusammen mit D. Saupe die Arbeiggsihrieben, die bei der VMV
veroffentlicht ist. Bajaj veroffentlichte in [3] und []etzteres zusammen mit Pascucci und Schi-
kore) Zusammenfassungen bekannter Methoden der IsoraElxé&raktion, darunter die Marching-
Cube-Methode, partitions-orientierte Ansatze, Spaaeggrientierte Losungen wie den Intervall-
baum und etwas detaillierter die Moglichkeiten von SeetH8ethoden.

Nachstehend habe ich die wichtigsten Extraktionsmethadeinren Qualitatsmerkmalen aufge-
listet. In denO-Notationen stehh jeweils fiur die GroRe des Volumen-Datensatzes, bzwdiér
Anzahl der darin enthaltenen Zelldnist die Lange der Ausgabe, also die Anzahl der Zellen, die
in der gesuchten Iso ache enthalten sind. Die Angabe desc8prbedarfs i©-Notation ist red-
undant, weil dieser in jedem Fall einschlieRlich Daten€xm@®) ist und sich nur durch konstante
Faktoren unterscheidet.
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Abbildung 1.4: Eine Zelle,,, mitihren Eckvoxeln und den zugeordneten Datenwesig) :::

Methode | Geschwindigkeit | Speicherbedarf | beschrieben in...
Brute Force O(n®) (langsam) niedrig (trivial)
Adap. Zerlegungsbaumvariabel, O(k+ k log(n)) (mittel) mittel Abs. 2.1 + Kap. 4
KD-Tree O(k + " n) (schnell) hoch Abschnitt 2.4
Intervallbaum O(k + log(n)) (sehr schnell) hoch Abs. 2.5+ Kap. 5
Conditioned Tree variabel, speicherabhangig variabel Kapitel 7
Out-of-Core kann schnell sein Hauptsp. niedrig,| Abschnitt 3.1
(abhangig von der Speichermethodelrestplattensp. hoch

1.2 Die Problemstellung der Iso achen-Extraktion

Gegeben ist ein Volumen-Datensatz, d. h., ein dreidimeasés Array von Zahlenwerten aus ei-
nem geordneten Wertebereieh(z. B.R = R, [0; 1]oderZ) in der Form

An vielen Stellen dieser Arbeit wird anstelle dieses Datéres eine Funktioh : R®! R angege-
ben. Dies ist jedoch keine von der Vorgabe abweichende Rmmnaern lediglich eine implizite De-
nition des Volumen-Datensatzes, der sich aus gitterfigrangeordneten Wertdr(x; y; z) zusam-
mensetzt, also ware z. B. fir = [0; 1] eine Berechnung der Volumendaten duagh = 22— mn-
mit X y 7

Yo+t (Y1 Yo) 20+ (21 20) )
max ymax Zmax

moglich. Dabei kdnneny,, undrmay als Minimum und Maximum aller,y, -Werte de niert wer-
den oder die Grenzen eines vom Benutzer vorgegebenen \&eriels sein. FUR = R kann
einfacha,y, = r,y, verwendet werden, fur diskrete Wertebereiche Rie Z oder endliche Teil-
mengen davon wirdy,, ausr,y, durch eine geeignete lineare Abbildung mit anschlielender
thematischer Rundung (Quantisierung) gebildet. Wir fagseeils acht wirfelformig benachbarte
Gitterpunkte Yoxel) dieses Datensatzes zu einer Einh2él(e) zusammen (siehe Abbildung 1.4).
Die Eckwerte der Zelle,y, := fx;x+1g f y;y+1g f z;z+1gmitx 2f0; 5 Xmax 10,
y2f0; 5 Yymax lgundz2f0;::;znax  1g bilden also die Menge

rxyz = f()(0'+'()(1 XO)X

Myy, = faxgoqx®2 fx;x +1g;y°2fy;y+1g;2°2fz;z+1gg
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Y,

Abbildung 1.5: Links im Bild ist ein Beispiel einer kontirerichen Isolinie dargestellt. Wir be-
trachten jedoch diskrete Isolinien (oder - achen) wie ieciten Teil des Bildes

Im mathematischen Sinn ist eingo achefur eine kontinuierliche Funktiofi : R® ! R als

die Losungsmenge der Gleichuh{x;y; z) = c de niert, wobeic derlsowert, eine vorgegebene
reellwertige Konstante ist. Es hatte keinen Sinn, diesaiben unverandert auf den vom Com-
puter bearbeiteten diskreten Fall zu Ubertragen, we\Bete der Funktion an den Gitterpunkten
nur zufallig den gegebenen Isowert annehmen konnen.tEbés bei stetigen Funktionen durch
den Zwischenwertsatz gesichert, dass Zellen, an derenuBkign sowohl Funktionswerte Uber
als auch unter dem Isowert vorkommen, einen Teil der Isegaenthalten. In allen anderen Zellen
kann naturlich auch ein Stiick der Flache enthalten se@s, aber aus den vorgegebenen Daten-
werten weder beweisbar, noch widerlegbar ist.

Basierend auf dieser Betrachtung de nieren wir fur dneidnsionale Arrays zu jedem vorgege-
benen Isowert 2 R eine so genanntdiskrete Iso ache die aus den Zellen des Datensatzes
besteht, durch die die oben betrachtete kontinuierlichéthe nachweislich lauft, die also die
Intervallbedingung min,y, < Mmaxyy, erfullen, wobei

Mminyy, = min(Myy;) ; MaXyy, := max(Myy;)

In dieser Arbeit wird im Kontext eines diskreten Datenssitzgt dem Begriff “Iso ache” die dis-
krete Iso ache bezeichnet (wie in Abbildung 1.5). Es ishrdie Aufgabe dieser Arbeit, wie in
Abbildung 1.6 die Liste dieser Zellen mit Hilfe eines gegedxe freien Speicherbereichs innerhalb
kiirzestmoglicher Suchzeit aus dem Datensatz zu erhalten

In dieser Dissertation werden Intervalltests stets mikdiabgeschlossenen und rechts offenen In-
tervallen durchgefiihrt, also z. B. in der Forn®2 [min,y,; maxy,) oder 2 [amin; 8max), WoObei
amin UNd anax jeweils durch den Kontext des verwendeten Algorithmus &gejpene Intervall-
grenzen sind. Die Wahl dieser Form hat gegentuber beigsdigeschlossenen Intervallen einige
Vorteile, die ich hier allgemein formuliere, ohne auf Eilizke einzugehen:

Bei Intervall-Zerlegungen passen mehrere IntervalleedieB/ps nahtlos zusammen, ohne
dazwischen eine Liicke zu lassen oder gemeinsame Punks&ben.h

Fir die Berechnung von Wahrscheinlichkeitsmaf3en sindligemmeinen, nicht notwendi-
gerweise stetigen Fall halboffene Intervalle am besteiggee Es genuigt sowohl fur ganz-
zahlige als auch fur kontinuierliche Wertebereiche einentel des Typs ([a;; &) =
P(a;) P(a1), wobei angenommen wird, dass das Malf? tiber die Werte eineotiomo stei-
genden Funktiof? (a) = P(( 1 ;a)) gegeben ist. Die Annahme einer gegebenen Hau g-
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1 2 3 4 6 7 8 9
5 9

1 2 3 5 6 7 9 9

5 5 9

2 3 4 5 7 8 9 9

5 9 9

3 3 5 6 8 9 9 9
9 9

4 5 7 8 9 9 9 8

9 9 9

6 7 9 9 9 5

9 9 59 | 59

9 9 8 6 4 3 2 2

9 9 59 | 5 5

Abbildung 1.6: Ein zweidimensionales Beispiel fur diedsthen-Extraktion. Die Ausgabe des Pro-
gramms ist in diesem Fall eine Isolinie.

keitsverteilung fur die angefragten Isowertast eine Grundvoraussetzung fur die Berech-
nung der Bewertungsfunktion, die in Kapitel 7 bei der Bestunmg des optimalen Conditio-
ned Trees verwendet wird.

In den meisten Grenzfallen ist das halboffene Intervallkesten fur die Konstruktion einer

lickenlosen Iso ache geeignet. Bei Tests mit beidsaitigeschlossenen Intervallen wiirde
man aus der Menge der extrahierten Zellen Gebilde erhalterstellenweise mehr als eine
Zelle breit sind, wogegen bei beidseitig offenen InteemlLocher in den Flachen entstehen.

Es ist leicht, ein Programm anzugeben, das die Aufgabdunsgedler Iso achen-Extraktion direkt
|ost. Der fur dieses Programm verwendete AlgorithmuBtBrute-Force-Methode und durchlauft
alle moglichen Tripelx;y; z), um festzustellen, fur welche die Intervallbedingungrifiit(be-
schrieben von Lorensen und Cline in [24]). Das Problem debaillerdings, dass diese Methode
O(n®) Rechenzeit benotigt und dadurch fur groBere Dateadéin geeignetes interaktives Ex-
traktionsprogramm ermoglicht. Wir suchen also eine Dstretktur und eine zugehorige Suchme-
thode, die das Suchproblem innerhalb von kiirzerer Zstit 16

Es gibt eine weitere triviale Methode, die das Extraktionbfem 16st und immer dann funktio-

niert, wenn die Volumen-Datenwerte ganze Zahlen sind ageemem anderen Grund nur endlich
viele verschiedene Isowerte vorgegeben werden konnesrfildiwerden im \Vorverarbeitungs-

Schritt die Iso achen fur alle moglichen Isowerte in em Array gespeichert (siehe Abbil-

dung 1.7). Im Hauptprogramm kann dann zu jedem Isowert djelzdrige Liste aus diesem Array
zuriickgegeben werden.

Diese Methode lost das Problem in minimaler Suchzeit, meginem Isowert nur die passende
Liste aus dem Array auszugeben ist. Ein gro3er Nachteilssdlierdings, dass die Liste aller
Zellen zu jedem moglichen Isowert im Normalfall weseritlmehr Speicher benotigt, als selbst der
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Abbildung 1.7: Die Datenstruktur fur die trivial-optimreeMethode

leistungsfahigste Rechner bieten kann. Zum Beispidifign256 256 256-Datensatz miteinem
Speicherbedarf von 2 Byte pro Voxel benotigt der OrigiDaktensatz 32 MB; wenn dieser eine
abhangig von der x-Koordinate steigende und den ganzeteldéeeich durchlaufende Funktion
beschreibt, dann belegen die Listen der trivial-optimafiethode insgesamt 12 GB Speicher.

Wir suchen hier also nach Methoden, die die Iso achen-&ktion beschleunigen und dafir nicht
mehr Speicher brauchen, als vom jeweiligen System vorgagish Die in dieser Arbeit beschrie-
bene Conditioned-Tree-Methode bietet eine Klasse vonri3atgkturen, die das Problem mit ver-
schiedenem Speicherbedarf und verschiedener Rechedgeit. [Zusammenfassend besteht also

folgende Problemstellung:

Es ist ein Problem gegeben, das mit vorgegebenem Speictezhadb kiirzestmoglicher Zeit
Zu losen ist.

Es steht eine Liste von Losungsmoglichkeiten(i = 1;:::; m) zur Verfugung, die jeweils
M (T;) Speicher und durchschnittlidh(T;) Rechenzeit benotigen.

Die LosungerT; sind durch hierarchische Datenstrukturen (Baume) sgmtéert, deren Un-
terbaume jeweils Losungen von Teilproblemen sind, d&eeicher- und Zeitaufwand sich
additiv zusammenfiigen lasst.

1.3 Die verwendeten Volumendaten

Fir den Vergleich der Extraktionsmethoden habe ich zw&i\kwon Volumen-Datensatzen her-
angezogen: algebraische Funktionen, die implizite Fadas Losungs-1so achen haben und ge-
messene, z. B. medizinische Daten, um die Brauchbarkeid#roden fur real gemessene Daten
zu testen (siehe Abbildung 1.8).
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Abbildung 1.8: Beispiele fir eine Ebene der Volumendate@iauwertdarstellung

Ein Beispiel fur die algebraischen Funktionen ist die Suchch der Kummer-Ober ache, die die
Losungsmenge der Gleichuhgx;y; z) = 0 ist, wobeif (x;y; z) gegeben ist durch:

p(u;v):=1+ v+ up§

f(xy;2) = (x+y*+ 22 22+5p(x2)p( X%2)p(x; 2)p( X 2)

Wir untersuchen also nun, wie am schnellsten eine studeNEieare Approximation der Losungs-
menge der Gleichunf(x;y;z) = fur beliebige Isowerte mit Methoden der Iso achen-
Extraktion zu nden ist. Der De nitions- und WertebereicledFunktionf ist zu diesem Zweck
wie in der De nition am Anfang dieses Kapitels transfornisorden, so dass der interessante Tell
der Funktion in den Volumendaten-Bereih0;0)  (Xmax; Ymax; Zmax) Passt und die Funktions-
werte innerhalb einer vorgegebenen endlichen Menge g&iadden liegen.

Der Datensatz vom menschlichen Kopf ist zum Beispiel ein $tan aus dem FTP-Verzeichnis
unter [1]. Nahere Einzelheiten Uber diesen und anderazimésthe Datensatze sowie die Bilder
dazu sind im Anhang A.2 zu nden. Die Idee, diese Daten zu esden, stammt von der Web-
site [20], von Levoy und Lacroute. Der Anhang A enthalt Pee fur Datensatze, die fur die
Iso achen-Extraktion ausgewertet wurden.

Intern sind samtliche dreidimensionalen Datensatzeialdimensionale Arrays gespeichert. Das
heifl3t, dass ein Datenwest,, von den Programmen a§(Ymax + 1)( Zmax +1) X+ ( Zmax +1) Y+ Z]
angesprochen wird, nicht ad$x][y][z]. Der Vorteil dieser Speicherungsweise ist, dass Speicher f
insgesam{Xmax + 1)(Ymax + 2) Pointer gespart wird, der in andere Datenstrukturen iremst
werden kann. Dadurch wird bei vorgegebenem zur Verfuguwselitem Hauptspeicher bereits
viel eingespart, weil dieser Speicher fur einen hieracien Zerlegungsbaum verwendet werden
kann, der die Extraktion der Iso ache schon um einiges blesmigt.

An der Zugriffsgeschwindigkeit andert sich durch dieseiSperungsform nicht viel, weil fir einen
Zugriff auf a[x][yl[lz] = ( ( (a+ x) + y) + z) drei Additionen und drei Pointer-Operationen
gebraucht werden, wahrend fur einen Zugriff al(f/max + 1)( Zmax + 1)X + (Zmax + 1)y + 2] =

(a+ zn(YmX + y) + z) drei Additionen, zwei Multiplikationen und eine Pointep€ration notig
sind {/m = Ymax 1 undz,, = zna + 1 sind als Kantenlangen des Datensatzes bereits gegeben).



Kapitel 2

Die wichtigsten Methoden der
Iso achen-Extraktion

2.1 Das Prinzip der partitionsbaum-orientierten Methoden

Die in diesem Kapitel beschriebenen Methoden zur Besclideung der Iso achen-Extraktion ba-
sieren auf Partitionsbaumen, die auf dem Volumen-Datereaichtet werden. Die Grundidee
dafir stammt aus den Ausfiihrungen von Jane Wilhelms utehAfan Gelder in [32], wo das
Prinzip am Beispiel eines Octrees erklart wird: das Volamé&d durch eine oder mehrere Ebenen
in Teile zerlegt, diese konnen wieder in kleinere Teildeggrwerden; dies wird so lange wieder-
holt, bis die Einzelblocke klein genug sind. Diese Zerleguwvird durch einen Zerlegungsbaum
dargestellt, in dem jeder Knoten einen Teilblock des VolnfDatensatzes reprasentiert; die Wur-
zel des Baums entspricht dabei dem ganzen Volumen-Darensat

Als Datenstruktur betrachtet enthalt jeder Knoten desnafolgende Informationen des von ihm
reprasentierten Blocks (Abbildung 2.1):

die Information, ob und wie der Block unterteilt wird. DieBesteht z. B. im allgemeinen
binaren Fall aus der Ausrichtung und der Position der Weilengsebene.

Eine Liste von Zeigerm; po; :::; pn (im Fall eines binaren Baumg und p;), die auf die
Knoten zu den Teilblocken verweisen.

Zwei Datenwertea,i, und amnax, die das Minimum und das Maximum der Volumendaten
innerhalb des Blocks sind.

Wir gehen in der Dissertation davon aus, dass binare iPagiiaume verwendet werden, falls
nichts Gegensatzliches erwahnt wird.

Die Partitionsbaum-Methoden basieren auf der Grundidass dler Funktionsverlauf des ge-
gebenen Datensatzes in lokalen Bereichen nur wenig vaniedurch die GrofRe des Inter-
valls [min; max) schnell abnimmt, wenn man auf einem Pfad des Baums herurgedent.
Die Iso achen-Extraktion wird jetzt durchgefuhrt, ineheder Partitionsbaum rekursiv durchlaufen
wird. Dabei wird jeder Knoten darauf getestet, ob der voefpege Isowert im darin eingetrage-
nen Intervalllmin; max) enthalten ist. Wenn das nicht der Fall ist, dann kann diesetéh und
alles, was in der Baumhierarchie darunter liegt, Uberspen werden.

13
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Abbildung 2.1: Struktur des binaren adaptiven Baums zaragegebenen Partition der Volumen-
daten, vereinfacht auf den zweidimensionalen Fall
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Wenn jedoch 2 [min; max) gilt, dann wird der Knoten weiter untersucht:

Wenn er ein innerer Knoten ist, dann werden seine Nachfg@lgetndpyign: in der gleichen
Weise getestet.

Wenn er ein Blatt ist, dann wird eine einfache Brute-Foraef® innerhalb des von ihm
reprasentierten Teilblocks gestartet. Die jeweils dkeneBlockgrenzen sind von der rekur-
siven Suchfunktion bis hierher durchgegeben worden.

Die einfachste Idee, den Suchbaum zu bilden, ist es, jedieadheten Teilblock achsenparallel
in der Mitte zu teilen. Dabei wechselt die Richtung der Tegsebene zyklisch zwischen den drei
gegebenen Moglichkeiten. Diese Idee entspricht ungefaheines Octrees, der jeden Teilblock
in acht (fast) gleiche Unterblocke zerlegt. Der weseh#it/nterschied zwischen binaren Baumen
und Octrees besteht darin, dass Octrees jeweils siebereKKmar binare Baume in einem zu-
sammenfassen, wodurch ein Datenblock mit etwas wenigdacl@paufwand in acht Teilblocke
zerlegt wird. Dafur ist der Octree aber nicht so exibel werechoglicht es nicht, in einem Knoten z.
B. einen von zwei Teilblocken von vornherein auszuscleire/Bn Octree ist auch eine mehrfache
Zerlegung eines langen Datensatzes in der gleichen Rigimight vorgesehen.

Aufbauend auf dem erwahnten Bericht von Wilhelms/van @elschreiben Sutton und Hansen
in [29], wie sich ein Branch-on-Need-Octree fur irregel&itter konstruieren lasst. “Branch on
need” heil3t dabei, dass jeder Zweig des Octrees nur bis Zliefergeht, an der der vom Blatt-
knoten de nierten Bereich genau einem der gegebenen uinmé§egen Polyeder entspricht.

Ferner zeigen Weinstein und Johnson in [31], wie die Hiérareines Octrees eine Hierarchie der
De nition der Iso ache erzeugen kann, die in diesem Fadl Blultimesh reprasentiert ist.

Im 4. Kapitel wird untersucht, wie das Ergebnis von Pantisikaumen (Speicher- und Zeitbedarf)
durch die Wahl einer geeigneten, datenabhangigen Zertpgerbessert werden kann.

2.2 Die Grundidee der intervall-basierten Suchmethoden

Der eigentliche Kern des Problems der Iso achen-Extakist die Intervallsuche: Es ist eine Liste
von Volumen-Zellen mit ihrer Positiofx; y; z) und ihren Intervallwertemin undmax gegeben.
Dabei ist fur die Suche nach einem gegebenen Isowere Position gar nicht von Bedeutung,
weil nur die Bedingung 2 [min; max) zu testen ist.

In den folgenden Abschnitten werden intervall-oriengé&tichmethoden beschrieben, die von die-
ser Tatsache Gebrauch machen, indem sie alle gegebenen ded#liner vergleichsweise grol3en
Datenstruktur systematisch nactin undmax sortiert einordnen.

Methoden, die mit den Intervallen arbeiten, kdnnen im Sgpace gra sch dargestellt werden.
Der Span Space ist ein Min-Max-Diagramm, in dem alle Intdevia; b als Punkt(a; b gezeigt
werden und folglich oberhalb der Linie mit der Gleichung y liegen. (siehe Abbildung 2.2).

Eine Span-Space-Methode, die in diesem Kapitel nicht ge=orerklart wird, wird in [7] von
Bordoloi und Shen vorgestellt. Diese ahnelt der ISSUEHdde, weil sie den Span Space eben-
falls durch Linien in Rechtecke zerlegt. Diese Linien siadgch nicht mehr achsenparallel im
min max Raum, sondern stattdessen achsenparallel imv. Raum, wobeu := min + max
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Abbildung 2.2: Hier sind die fur die intervall-orientiert Methoden verwendeten Zerlegungen des
Span Space (Min-Max-Diagramm) dargestellt. Von links naagthts: ISSUE-Methode, KD-Tree,
Intervallbaum

das doppelte des Intervallzentrums wng max min die Lange des Intervalls ist. Das Intervall-
Kriterium lautet dannp2  uj < v und ist leichter zu untersuchen, weil die Intervalllangaei-
stens einen kleinen Wert hat und somit die Suche nach Inkenyaleren Zentruny weiter von
entfernt ist, oft abgekurzt werden kann.

2.3 ‘“Iso-surfacing in Span Space with Utmost Ef ciency” (IS
SUE)

Die ISSUE-Methode ist die erste und einfachste intervaéisgierte Suchmethode und wurde von
Shen, Hansen, Livnat und Johnson beschrieben ([27]).

Die Grundidee ist es, dass die vorgegebenen Intervallaialst® mit den Koordinatefmin; max )

in den Span-Space eingeordnet werden konnen. Wenn nusaireit vorgegeben wird, dann
sind im Span-Space alle Punkte im Quadranten oben links vamkt® ; ) gesucht. In Abbil-
dung 2.3 sind ein paar mogliche Suchbereiche dargestellt.

Eigentlich operieren alle in diesem Kapitel aufgefuhiégthoden im Span Space, weil das gerade
in der Natur der intervall-orientierten Methoden liegteDArbeit von Shen et al. hat jedoch die
Besonderheit, dass sie den Grundgedanken, den Span Spheautmen, explizit ausdrickt und
ausfuhrlich beschreibt und somit ein Modell zur Verfugustellt, mit dem man Intervallbaume,
KD-Trees und andere intervall-orientierte Methoden \&ggien kann.

Die Suche wird bei der ISSUE-Methode durchgefuhrt, indem3pan-Space wie in Abbildung 2.2
in Quadrate zerlegt wird. In der Suchphase brauchen dardigjenigen unter den Quadrate durch-
sucht zu werden, die eine nicht leere Schnittmenge mit degyalggnen Quadranten bilden. Die In-
tervalle in den Quadraten, die ganz vom Quadranten Ublerdezrden, konnen sogar vollstandig
in die Losungsmenge Glbernommen werden.

Die Ef zienz dieser Methode wird zusatzlich gesteigentjém die nicht leeren Quadrate mit ihren
Intervallen in Form von verketteten Listen gespeicheridear die abhangig von der zur Verfugung
stehenden Rechner-Kon guration nacheinander bei seplient Rechnern oder gleichzeitig bei
parallelen Rechnern mit mehreren Prozessoren durchsactew.
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Abbildung 2.3: Der Span-Space, in den bei intervall-basreMethoden die Intervalle eingeordnet
werden. Der Suchbereich zu einem Isowert wird jeweils deiole Doppellinie begrenzt, die auf
der Linie mitmax = min ihre Richtung andert.

2.4 Der KD-Tree

Die Betrachtung weiterer intervall-orientierter Suchhoeten legt zunachst die hau g in der Da-
tenbanksuche verwendete Methode nahe, die gegebenevall@eabwechselnd naamin und
max vorzusortieren und so einen Indexbaum zu errichten. DiedéeBung wird durch einen Such-
baum wie in Abbildung 2.4, den so genannkd  Treedargestellt, in dem entlang einem Pfad
die Intervalle abwechselnd nach einem Entscheidung®#uin der Formmin < miny versus
min min, bzw. max < max, versusmax max in jeweils zwei Gruppen aufgeteilt wer-
den.ming bzw. max, ist dabei in den jeweiligen Knoten des Baums eingetragensorgewahlt,
dass die betrachtete Intervallliste in zwei ungefahragigjrol3e Teillisten zerlegt wird (muss nicht
genau stimmen). Livnat, Shen und Johnson haben die KDWietbode in [23] tityﬂschrieben. In
diesem Artikel steht auch, in Anhang B, wie die Worst-Casb&®zung vorO(k + = n) Suchzeit
pro Extraktion bestimmt wird. Der urspriingliche, von I&ehen unabhangige KD-Tree wurde
schon 1975 von Bentley mit [6] eingefiihrt.

Der rekursive Algorithmus, mit dem in einem so gebildetenKi2e nach einem Isowertgesucht
wird, ist relativ einfach aufgebaut:

Flr min-Knoten vergleichen wir mit dem eingetragenemin-Wert. Der linke Nachfolger
wird immer untersucht, der rechte nur dann, wesn miny gilt.

Flrmax-Knoten vergleichen wir mit dem eingetragenanax-Wert. Der rechte Nachfolger
wird immer untersucht, der linke nur dann, wersd max gilt.

Wenn der Knoten ein Blatt ist, dann sind darin ein Interjalin; max) und eine Liste von
Tripeln (x;y; z) eingetragen. Fur samtliche Eintrage y; z) der Liste giltmin,y, = min
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min= g1

min<= g min> g:

max=g.

max<:'gp/ yi»gz

Cellinfo
[min,max)

X1,y 1,Z 1
X2,y 2,2 2
X3,y 3,Z 3

Abbildung 2.4: Der KD-Tree mit seinen nachin und max unterteilenden Knoten. Die Koordi-
naten(xy;y1; z1), (X2; ¥2; Z2), (X3;Ys; Z3) ... geben die Positionen an, an denen sich die Zellen mit
dem Interval[min; max) be nden.

min=| 4 max4 2 min=I 5 min=I 1 min=| 6 maxit3 min=I 7

(X4,y4,24) (X2’y2’22) (X5’y5’25) (Xl’yl’zl) (X6’y6126) (X3,y3,23) (X7,y7,Z7)

Abbildung 2.5: Der KD-Tree in seiner intern gespeicherteragform. Die Pointer sind nicht in
der Datenstruktur enthalten, sondern hier nur zur Oriemtig dargestellt.
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mn | min | min [min [Min| ...

g* min<= g <max
\L;

MaX max | max | max | max

Abbildung 2.6: Der Intervallbaum: jeder innere Knoten haigér auf jeweils eine Min- und Max-
liste. Diese enthalten die gleichen Zellen des VolumereBsdtzes in verschiedener Anordnung

undmax,,, = max. Es wird also gepruft, ob 2 [min; max) gilt. Wenn die Intervallbedin-
gung zutrifft, dann werden alle Tripel der Liste als Ergefaeilen ausgegeben.

Intern wird der KD-Tree nicht als Baum wie in Abbildung 2.4nslern als Array wie in Ab-
bildung 2.5 gespeichert. Dabei sind die Knoten des Baumshdeinfache Indexberechnung zu
nden, da sich der Knoten des Baums stets in der Mitte desyAbeandet und ihre Nachfolger
in der Mitte des jeweils linken bzw. rechten Teilarrays zweam sind. In jedem dieser “Knoten”
ist die Information fur jeweils eine Zelle des Volumen-Bragatzes zu nden, die im Span Space
genau auf der Grenzlinie der entsprechenden Unterteilagy |

2.5 Schnelle Isoachen-Extraktion mit Intervallb aumen

Als nachstes wird eine weitere Methode der Intervallsustschrieben, die wie die KD-Tree-
Methode urspringlich nicht aus dem Gebiet Computergradndern vielmehr aus dem allge-
meineren Bereich “Algorithmen und Datenstrukturen” staider Intervallbaum (Abbildung 2.6)
ermoglicht eine schnelle, fast sogar rechenzeit-opgrmalrchfiihrung der Iso achen-Extraktion.
Das Intervallbaum-Verfahren wird von Edelsbrunner in fidigestellt. Cignoni, Marino, Montani,
Puppo und Scopigno haben in [13] die Moglichkeit aufgeizergervallbaume fur die Extraktion
von Iso achen zu benutzen. Ferner beschreiben die glai¢héoren aul3er Marino in [14], dass
sich Intervallbaume auch fur irregulare Gitter verwendassen.

Der Intervallbaum ist ein binarer Baum, in dem jeder Knateren Iso-Grenzwert , Zeiger auf
je eine Min- und Maxliste von Intervallepgi, undpmax), SOWie Zeiger auf die beiden Nachfolger
bzw. leere Zeiger enthalt.

Der Intervallbaum kann rekursiv konstruiert werden, inddie vorgegebene Liste der Interval-
le wiederholt in drei Teile zerlegt wird: die linke Teillsstenthalt alle Intervall§min; max) mit
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max , die rechte Teilliste alle Intervalle mihin > und die mittlere Teilliste alle Inter-
valle, die enthalten. Dabei kann im ersten Losungsansatz so gewahlt werden, dass die linke
und die rechte Teilliste ungefahr gleich viele Intervalghalten; spater werde ich erklaren, wie
der Intervallbaum durch eine ausgefeiltere Wahl vorweiter optimiert werden kann. Nun wird
die linke Teilliste an den linken Nachfolger und die rechédliste an den rechten Nachfolger des
Knotens Uibergeben und dort in gleicher Weise weitervertab Die Intervalle der mittleren Teil-
liste werden in zwei Listen abgelegt: in der Minlistg, nach aufsteigendem Minimum und in der
Maxlistelax nach fallendem Maximum sortiert.

Wenn der Intervallbaum einmal konstruiert ist, dann kandi@sem Baum die Suche nach einem
Isowert folgendermalf3en, ausgehend von der Wurzel des Baums, @fiabinpwerden:

Vergleiche mit dem eingetragenen des bearbeiteten Knotens
Wenn < ,dann

— Gib die in der Minliste eingetragenen Intervalle so weit,ange die Ungleichung
min fur diese Intervalle noch erfullt ist. Die obere Intefgaénze braucht we-
gen < < max nicht gepruft zu werden.

— Wiederhole diesen Vorgang fir der linken Nachfolger destiéns, wenn dieser exi-
stiert. Der rechte Nachfolger braucht nicht mehr betrachieverden, weil <
min fur alle darin enthaltenen Intervalle gilt.

ansonsten

— Gib die in der Maxliste eingetragenen Intervalle so weit,avie die Ungleichung
max >  erfullt ist

— Wenn = qilt, dann ist die Suche beendet

— Ansonsten wiederhole diesen Vorgang fur den rechten Négdnf des Knotens, wenn
dieser existiert.

Wie leicht zu sehen ist, ist diese Funktion nur scheinbaung¥, weil sie sich selbst jeweils nur
einmal ganz am Ende aufruft. Sie kann also durch eine eiefabiie-Schleife ausgefuhrt werden,
die einen Suchpfad im Intervallbaum durchlauft. Wir kénralso leicht die erwartete Suchzeit
abschatzen, weil sie sich zusammensetzt aus der Zeiteai@tigt wird, um einen Suchpfad im
Intervallbaum runter zu laufen, und der Zeit, die fur dies§abe der Ergebniszellen gebraucht
wird. Bei hinreichend geschickter Wahl des Intervallbapwenn also die Lange samtlicher Pfade
von O(log(n)) beschrankt ist, wird eine Extraktion d(k + log(n)) durchgefihrt.

Eine Variation der Idee mit dem Intervallbaum stammt vonaBigiund Silva. Diese Autoren ha-
ben eine Methode beschrieben, bei der ein (nicht mehr ungehiinarer) Segmentbaum abgespei-
chert wird, um den Platzbedarf im Hauptspeicher minimal aieeim. Durch die Abweichung von
der Forderung eines binaren Baums sind in jedem Knoterlistines Grenzwerts mehrere
Grenzwerte gespeichert, aul3erdem wird zu jedem diesez@Gegte eine Min- und Maxliste und
zu jedem Intervall zwischen zwei Grenzwerten eine Mutglisenotigt, um eine reibungslose Su-
che zu ermoglichen. Genaueres zu dieser Methode steht gohilit iber Out-of-Core-Methoden
dieser Arbeit sowie in [10].
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Bajaj, Pascucci und Schikore veroffentlichten in der Zugenfassung [5] einen Beweis dafir,
dass die von Intervallbaumen erreichte Such@xik + log(n)) die bestmogliche Worst-Case-
Suchzeit unter allen vergleichs-basierten Extraktiagmathmen ist. Der Beweis dafir basiert auf
der Konstruktion einer durch den Datensatz laufenden Kett©(n) Zellen, die paarweise dis-
junkte charakteristische Intervalle haben. Die Suche migch passenden Intervall fur einen be-
liebigen Isowert benotigt dann mindestei3(log(n)) Verzweigungen, dazu kommeéd(k) Re-
chenschritte fur den output-sensitiven Teil des Programm

Anmerkung: Der Beweis ist leichter nachvollziehbar, wennmmét O(Fg n) Zellen entlang einer
Kante rekonﬁtruiert wird. Die Abschatzung v@xflog(n)) Verzweigungen ergibt sich daraus den-
noch, ddog(* n) = %Iog(n) = O(log(n)) gilt.



Kapitel 3

Weitere Extraktionsmethoden

In diesem Kapitel werden ein paar von anderen Autoren besmmme Methoden der Iso achen-
Extraktion beschrieben.

Im ersten Abschnitt des Kapitels beschreibe ich die Outafe-Methoden von Chiang und Silva
([10, 11]), die die Datenstruktur nicht im Hauptspeichendern auf einem externen Speicherme-
dium ablegen. Dadurch wird der oft beschrankte Hauptsgeientlastet und trotzdem eine klei-
nere Extraktionszeit erreicht. Diese wird jedoch durchdogerationen auf dem Speichermedium
eingeschrankt, die oft viel mehr Zeit benotigen als Openan innerhalb des Hauptspeichers.

Der zweite Abschnitt beschreibt das Prinzip der Seed-Sshittle, die von Bajaj, Pascucci und
Schikore eingefuhrt wird ([3, 4]). Eigentlich handelt eéshsnicht umdie Seed-Set-Methode, son-
dern um eine Klasse von Methoden, da die beiden Teilaufg8batmengen-Reduktion und Re-
konstruktion einer Iso ache aus der Saatmenge unablgaraieinander auf verschiedene Weise
gelost und beliebig miteinander kombiniert werden kdnne

Im dritten Abschnitt wird die Time-Continuation-MethodervShen und Johnson ([28]) beschrie-
ben, bei der vorausgesetzt wird, dass sich der Isowert rkleinen Schritten verandert, wie das
z. B. bei einer interaktiven Steuerung tber einen Schegjder der Fall ware. Auch diese Methode
passt nicht in das Modell der Dissertation, in deren Kostalygen davon ausgegangen wird, dass
die angeforderten Isowerte unabhangig identisch vedieit.

3.1 Out-of-Core-Methoden

Chiang und Silva haben in [10] und [11] beschrieben, wie mae éso achen-Extraktion bei
knappem Speicherplatz durchfiihren kann. Ferner zeigebadden Autoren zusammen mit Farias
und Wei in [9], wie sich das daflr benutzte Prinzip der Ola€ore-Extraktion auf einem Rechner
mit mehreren Prozessoren anwenden lasst.

Die Grundidee der Out-of-Core-Extraktion ist es, die Voandaten und die Suchstruktur auf der
Festplatte oder einem ahnlichen Datentrager zu speiaat jeweils nur den Teil in den Haupt-

speicher einzulesen, der fur die Suche gebraucht wirdetovfgrwendung dieses Prinzips haben
Chiang/Silva drei verschiedene Suchprinzipien realisigkmlich eine volumendaten-orientierte
Blocksuche und eine Suche im Intervallbaum sowie im Segoaemb, einer verallgemeinerten,

nicht binaren Version des Intervallbaums.

22
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Abbildung 3.1: Ein Netz von Polygonen oder Polyedern wird/ietazellen zerlegt, die in einem
gemeinsamen Block der Festplatte abgelegt sind. Im obeildrsBBd die Polygone die bei der
ublichen Extraktion verwendeten Zellen. Im unteren Biglsgieht man, dass diese Methode auch
auf ungleichmaliige Netze anwendbar ist.

3.1.1 Blockorientierte Out-of-Core-Extraktion

Bei der blockorientierten Out-of-Core-Extraktion wirdedListe aller Zellen des Volumen-
Datensatzes wie in Abbildung 3.1 in Blocke, so genanntealeldten verteilt, deren Informatio-
nen auf jeweils einem Speicherblock der Festplatte abgeied. Ferner wird ein Index angelegt,
der zu jedem Block das Minimum und das Maximum der darin dtghaen Volumendaten bein-
haltet und so zu jedem Isowert die Suche nach den Metazeleinhdert, die Teile der Iso ache

enthalten.

3.1.2 Intervallbaum-orientierte Out-of-Core-Extraktio n

Von der intervallbaum-orientierten Out-of-Core-Extiakt haben Chiang und Silva zwei Versio-
nen realisiert. Bei der ersten Version benutzen sie keineeadntervallbaume, sondern so genann-
te Segmentbaume. Diese unterscheiden sich von den IHibéwanen dadurch, dass jeder Knoten
nicht nur zwei, sondern mehr Nachfolger haben kann. Ein &madies Segmentbaums enthalt je-
weilsn Unterteilungswerte (0);::;; (n 1), n+1 Zeiger auf Nachfolgerknoten, jeZeiger auf
left- undright-Listen und% Zeiger aufmulti -Listen. Dieleft- undright-Listen entsprechen
dermin- undmax-Liste im Intervallbaum und fassen jeweils die Intervallsammen, deren linke
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left(0),left(1),lef t(2)
O - right(1),right(2),r ight(3)
multi(l 1),multi(1

).multi, 2)
g(0) / g(2) \ 9(2) \ multi2,2 )

g(O) 9(1) 2 9@ 3
left(0)
éleft(l)
’ left(2)
right(1) ;
right(2)
right(3)
multi(1,1)
multi(1,2) .
multi(2,2)

Abbildung 3.2: Ein Knoten des Segmentbaums. Darunter észdgehorige Einordnung von Bei-
spielintervallen in dideft-, right- und multi-Listen dargestellt, wobei jedes Intervall als Linie
dargestellt ist.

bzw. rechte Grenze im selben Bereich (Slab) der Fprfr); (i + 1)) liegen. Diemulti-Listen
fassen die Intervalle zusammen, die einen oder mehrererdseseiche vollstandig Uberdecken
(Multislabs). Unbericksichtigt bleiben dabei nur dieeivalle, die ganz in einem Bereich enthal-
ten sind. Diese werden an den entsprechenden Nachfolgerkmeitergegeben. In Abbildung 3.2
ist ein Beispielknoten eines Segmentbaums mit der zuggdroMerteilung der Intervalle auf die
Slabs und Multislabs dargestellt.

Bei der zweiten Version werden wirklich Intervallbaume der Festplatte gespeichert. Damit
ein Datenblock des Speichermediums voll ausgenutzt wekdan, wird darin wie auf Abbil-
dung 3.3 ein Ausschnitt des Baums mit mehreren Knoten gefsgei Aul3er den Blocken, die
Intervallbaum-Knoten enthalten, gibt es bei diesem Ppirgzich Min- und Maxlistenblocke, die
nach Bedarf sequentiell gelesen werden, sowie Restzéliekdy die dann verwendet werden,
wenn eine Liste von Zellen in einem Teil des Intervallbaumitstandig in einen Datenblock passt.
In diesem Fall werden die Zellen als Liste in einen Block géspert, anstatt die Konstruktion des
Intervallbaums fortzusetzen.

Ich habe die Out-of-Core-Methode mit den echten Interé@alihen ebenfalls realisiert und sowohl
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Abbildung 3.3: Ein Ausschnitt des Intervallbaums, der n@biang/Silva in einem Block der Fest-
platte gespeichert wird. Im dargestellten Beispiel werddfnoten in 3 Leveln gespeichert, was
bei einem Speicherbedarf von 24 Byte pro Knoten zu einemngiesaSpeicherbedarf von 168
Byte pro Block fuhrt.

einzeln als auch als Wahimaoglichkeit fur die Conditiodedes ausgetestet. Hier folgen nun einige
numerische Ergebnisse, in denen der Speedup-Faktorgfegieter Brute-Force-Methode und der
benotigte Festplattenspeicher gemessen wurden.

Datensatz (Format) | Speedup-Faktof Festplattenspeicher (MB)
Engine256 256 256 110 31 85
Bighead256 @56 256 225 &7 161

ScannedBrain4d0Bg84 400 276 21 641
Bunny 360 512 512 97 1131

Von Prof. Dr. Daniel Keim stammte die Idee, bei der Out-of€&xtraktion mehrere Datenblocke
unmittelbar nacheinander zu lesen, um die Suchzeit zu lBsugen. Ich habe dieses Experiment
fur den ScannedBrain-Datensatz durchgefuhrt und hgedusden, dass tatsachlich geringfugige
Unterschiede in der Extraktionszeit bestehen, namlids de bestmogliche Suchzeit bei ca. 5
Datenblocken (2,5 kB) pro Leseoperation erreicht wird.dea grof3te Teil der Suchzeit fur den
Aufbau der Zellenliste benotigt wird, ist der Unterschjedoch geringfiigig und liegt bei einem
Prozent, also fur mein Beispiel im Bereich der MessgeraiigEine zufallige Messung dieses
Unterschieds ist jedoch auszuschliel3en da jeder der @tégeh Werte mehrmals gemessen wur-
de, um die Tendenz zu bestatigen.
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Leseoperation (kB) Extraktionszeit (s) Leseoperation (kB) Extraktionszeit (s)
0.5 2.74 6 2.74
1 2.73 7 2.74
1.5 2.73 8 2.74
2 2.73 9 2.74
2.5 2.73 10 2.74
3 2.73 12.5 2.75
3.5 2.73 15 2.75
4 2.73 17.5 2.75
4.5 2.74 20 2.75
5 2.74 25 2.75

Die Suche nach der optimalen Verwendung der Out-of-Coréibdtke in Conditioned Trees ha-
be ich ebenfalls durchgefiihrt. Das Problem dabei istdilgys, dass die Out-of-Core-Extraktion
aul3er dem Hauptspeicher eine weitere Hardware-Komporeniendet, namlich den Festplat-
tenspeicher. In Berichten, die sich hauptsachlich mit-Git€ore-Methoden beschaftigen, wird
meistens stillschweigend vorausgesetzt, dass Festpteeher kostenlos und in beliebiger Men-
ge zur Verfugung steht, was ich fur unrealistisch haltes iesem Grund habe ich den verwende-
ten Festplattenspeicher in die Kostenformel einbezogelpgh nicht genauso stark bewertet wie
den Hauptspeicher, sondern mit einem Kostenfalterersehen, der dem Programm als Parameter
ubergeben werden kann.

Out-of-Core-Methoden werden in vielen Arbeiten Uiber Bschen-Extraktion beschrieben. Ich
personlich glaube, dass Out-of-Core-Verfahren keine gutkunft haben, weil die Prozessoren
der modernen Computermodelle immer schneller werdenyem@hdie Entwicklung bei externen
Speichermedien nicht so schnell ist. Ein Grund dafur liksgin, dass es einfach ist, einen Prozessor
gegen einen schnelleren auszutauschen, ohne dafur wierdasardwareumgebung zu verandern.
Wenn hingegen das externe Medium beschleunigt wird, isthdagrofierem Aufwand verbun-
den, weil dafur die Schnittstelle des Rechners angepasstan muss (ein Speichermedium kann
immer nur so schnell sein, wie der Zugriff auf ihn erfolgt)it @uss dafiur auch eine ganz neue
Norm eingefiuihrt werden, weil den hau g benutzten Spetiotedien wie Disketten, CDs und Fest-
platten einer vorgegebenen Architektur, schon durch dysighlischen Gegebenheiten naturliche
Grenzen gesetzt werden.

3.2 Die Seed-Set-Methode

In [3] und [4] haben Bajaj, Pascucci und Schikore die SedeMg#hode beschrieben, deren Zweck
es ist, in einer kleinen, reprasentativen Menge von Zetlesuchen und so eine schnelleer-
sicht Uber alle Zusammenhangskomponenten der gesudtehe zu erhalten. Die Seed-Set-
Methode wird ebenfalls von Kreveld, Oostrum und den ebemgeten Autoren in [19] beschrie-
ben, wo die Saatmenge durch Analyse der Extremwerte degiboskerlaufs ermittelt wird; diese
werden ermittelt und durch einen so genannten Extremvagrtgm verbunden, der alle Zellen der
ermittelten Saatmenge durchlauft. Der Algorithmus dexds8et-Methode ist nicht fest vorgege-
ben; er besteht vielmehr aus zwei Teilaufgaben, die sicbhéragig voneinander losen lassen:

Preprocessing:Aus der Menge aller Zellen des Datensatzes wird eine getigiemen-
ge extrahiert. Diese muss zwei Eigenschaften haben, damilne Saatmenge sein und zum
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Abbildung 3.4: Ein Beispiel fur die Saatmengen-Reduktionch die Sweep-Filtering-Methode

Zweck der Ef zienz so wenig Elemente wie moglich enthalt®ai geschickter Wahl des Al-
gorithmus ist fiir algebraische Volumendaten awZellen eine Reduktion au®(n'=3) Zel-
len moglich. Die Saatmengen-Eigenschaft wird in dieserachbitt de niert. Ein Beispiel
fur eine geeignete Saatmengen-Reduktion ist die SwdegriRg-Methode, die in Abbil-
dung 3.4 dargestellt ist. Die Abbildung zeigt einen Satz Volumendaten, deren Werte die
Zahlen an den entsprechenden Gitterpunkten sind. Beinrediser Bearbeitung von oben
nach unten fallen die Zellen mit den Pfeilen durch die lok&ézluktionseigenschaft (wird
spater genau formuliert) nacheinander weg. Dabei veemaiée Pfeile auf die Nachbarzel-
len, die fur die Voraussetzung der lokalen Reduktionsegkaft benutzt werden, wobei der
untere Nachbar der bearbeiteten Zelle stets zuerst unteraird. Am Ende des Redukti-
onsalgorithmus verbleiben nur noch die mit ein8markierten Zellen in der Saatmenge.

Im Artikel [18] ist eine weitere Moglichkeit dargestelttie darauf basiert, dass die gegebene
Menge unter Erhaltung der lokalen Topologie und der Zelliim)okale Minima und Maxi-
ma der Volumendaten enthalten, reduziert wird. Das Ergatlieser Reduktion ist stets eine
Saatmenge.

Extraktion: Zunachst wird die Saatmenge entweder vollstandig odéremer intervall-
orientierten Methode nach einem gegebenen Isowert durbhstiusgehend von den gefun-
denen Zellen der Saatmenge werden dann durch eine Suchecinb&achaftsgraphen des
Datensatzes alle Zellen der Iso ache durchlaufen. Faseln Teil des Algorithmus kann z.
B. eine Breiten- oder Tiefensuche verwendet werden.

Um die Rolle klar zu machen, die die Saatmengen in dieser ddietlspielen, folgen hier noch
einige De nitionen und Regeln:
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De nitionen:

Es seic eine Zelle des gegebenen Gitters. Danmmst(c) das Minimum undmax(c) das
Maximum aller Datenwerte in den Eckpunkten von

R(c) := [min( c); max(c)) wird als der inc von der Funktion durchlaufene Wertebereich
angenommen.

Flr einen gegebenen Isowertist c genau dann eine aktive Zelle, wewr2 R(c) gilt.

Es seienc; und ¢, zwei benachbarte Zellen. Dann R{(c;; ;) := R(c;) \ R(c,) der ge-
meinsame Wertebereich vepundc,.

G = (G;2) ist der Zusammenhangsgraph der Zellen, & st die Menge aller Zellen und
Z G Gdie Menge aller Paare von Zellen, die benachbart sind. DnageDe nition der
Nachbarschaftsrelation spielt dabei nur fur Fragestgkun der Ef zienz eine Rolle, nicht fur
das prinzipielle Funktionieren des Algorithmus.

Fir jede gegebene reelle Zahlist G, de niert als der Subgraph vo@, der zur Iso ache
vonw gehort, d. h.G, = (Gw;Zw) MitG,, := fc 2 Gjw 2 R(c)gundZ,, := f(c;¢) 2
Zjw 2 R(cy; c2)g

Zwei Zellency, ¢, heilRen genau dann miteinanaetwverbunden, wenig; ¢, 2 G, gilt und
es einen Weg von;, nachc, innerhalb des Graphe&g, gibt.

Es seic 2 G eine Zelle unds G eine Menge von Zellen. Dann hei@mit S verbunden,
wenn fir allew 2 R(c) eine Zellec®2 S existiert, so dass mit c®w-verbunden ist.

S G hei3tSaatmengegenau dann, wenn alle Zeller2 G mit S verbunden sind.
Eigenschaften von Saatmengen:

Saatmengen-EigenschaftAusgehend von den Zellen einer Saatmenge lassen sich zu je-
dem Isowertwv alle Elemente voi,, durch eine lokale Graphensuche bestimmen. Dies ist
die zentrale Eigenschaft, die die Benutzung von Saatmefigeatie 1so achen-Extraktion
nahelegt.

ExistenzeigenschaftDie Menge aller im Datensatz enthaltenen Zeliist eine Saatmen-
ge.

ReduktionseigenschaftWennS G eine Saatmenge ura S mit Snfcg verbunden ist,
dann ist auclsnf cg eine Saatmenge.

Lokale ReduktionseigenschaftWennS G eine Saatmenge ist ur@2 S sowie eine
Liste ¢;; ;6 2 S von Nachbarzellen von gegeben ist, so dass die Eigenschi(t)

R(c) qilt, dann ist auctsnf cg eine Saatmenge. Die lokale Reduktionseigenschaft wird

i=1
oft fur die Konstruktion kleiner Saatmengen verwendet.
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Minimum List

[1,2) [1,4) [1,6) [1,8) | [3.4) [3,6) [3,8) [5,6) [5,8) [7,8)

[1,2) [1,4) [3,4) [1,6) | [3.,6) [5,6) [1,8) [3,8) [5,8) [7,8)

Sweeping (Maximum ? ) List

Abbildung 3.5: Die Minimum- und Sweeping-Liste der Time+@iauation-Methode

3.3 Die Time-Continuation-Methode

Shen und Johnson zeigen in [28], wie mit der Time-ContirmnaiMethode die Iso ache bei kleinen
Anderungen des Isowerts innerhalb kurzer Zeit angepasstenekann. Sie prasentieren einen
Algorithmus, der bei einer bereits gegebenen Iso ache mowert die Flache zum Wert +
innerhalb einer Zeit ndet, die sich linear zum Volumen zehen den beiden Flachen verhalt,
also im Mittel proportional zum Wertist. Dadurch ist die Time-Continuation-Methode besonders
gut fur interaktive Programme geeignet, bei denen der ésbmeistens nur in kleinen Schritten
geandert wird.

Das Prinzip der Time-Continuation-Methode ist es, alldefezusammen mit ihren Intervallen in
zwei Listen abzuspeichern, namlich jeweils ein Mal nacmdetervall-Minimum sortiert in der
Minimum-Liste und nach dem Maximum sortiert in der Sweepioder Maximume-Liste (siehe
Abbildung 3.5). In diesen beiden Listen sind einander ertdpende Eintrage miteinander verzei-
gert. Eventuell enthalt nicht jede der beiden Listen alfedmationen zu den Zellen, sondern nur
die Teilinformationen, die fur einen hinreichend schaelZugriff gebraucht werden.

Ferner sind noch die beiden Zeiger oder Indigeflast) auf einen Eintrag der Minimum-Liste und
pe (First) auf einen Eintrag der Sweeping-Liste gegeben: vedsiletztes die Iso ache zum Isowert

bestimmt worden ist, dann zeigt auf das letzte Element der Minimum-Liste, dessen Intervall
Minimum kleiner oder gleich ist; entsprechend zeigk auf das erste Element der Maximum-
Liste, dessen Maximum grol3er alsst.

Wenn der Wert von geandert wird, dann andern sich dadurch auch die Z@gemdp, (siehe
Abbildung 3.6). Angenommen, der Isowert=; wird grofR3er und erhalt den neuen Wegt
Dann riicken dadurch die Zeigpg und p. nach rechts und die Iso ache zy kann aul3er den
schon bekannten Zellen der Iso ache zunur Zellen enthalten, die zwischen der alten und neuen
Position des Zeigens. eingetragen sind. Analog dazu werden bei einer Verkleimguon neue
Zellen nur zwischen der alten und neuen Position des Zepgegesucht.

Umgekehrt konnen die wegfallenden Zellen bei einer \@grung von zwischen der alten und
neuen Position des Zeigeps in der Maximume-Liste gefunden werden; analog dazu ndet man
sie bei einer Verkleinerung vonzwischen der alten und neuen Position yprin der Minimum-
Liste. Aus der Anzahl der Positionen, um die die beiden Zgigaundp, geandert werden, ergibt
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Neu
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Abbildung 3.6: Ein Beispiel der Time-Continuation-Metleodier wird der Isowert erst von 2
auf 4 vergrofRert, dann wieder auf 2 verkleinert. Die fetrainmten Intervalle bilden jeweils die
aktuelle I1so ache; die neu hinzugekommenden Zellen sinddr verwendeten Suchliste nNeu
gekennzeichnet und die wegfallenden Zellen sind durchghsn.
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sich die am Anfang dieses Abschnitts angegebene Suchzeit.

3.4 Literatur zu anderen Methoden der Iso achen-Extraktion

Diverse Autoren beschreiben weitere Losungsansatzaldiveichende Aufgabenstellungen der
Iso achen-Extraktion.

Chiang geht in [8] davon aus, dass es nicht nur einen VoluDegensatz gibt, sondern eine Folge
von Datensatzen, die abhangig von einem Zeitparameteradeselt werden. Diese werden in einer
partitionsbaumartigen Datenstruktur gespeichert, inetr Knoten nicht nur den Volumen- und
Intervallbereich, sondern auch den Zeitbereich einsdtirdarauf aufbauend beschreibt Shen in
[26] eine span-space-orientierte Methode, die mit zedalgigen Volumendaten arbeitet.

Livnat und Hansen beschreiben in [21] und [22] eine Extaldmethode, die abhangig von der
jeweiligen Perspektive nur den sichtbaren Teil der Isb@&axtrahiert. Dies geschieht mit der
Shear-Warp-Methode, die durch eine Transformation (Sttearauf einer Blicklinie enthaltenen
Teile des Volumens miteinander zur Deckung bringt und dierBaltene Ebene durch eine weitere
Transformation (Warp) in das gesehene Bild umwandelt.

Wilhelms und Gelder beschreiben in [33] eine Methode, mitie gesuchte Iso ache durch Inter-
polation innerhalb einzelner Zellen ermittelt werden kafmishiro, Maeda, Sato und Takeshima
zeigen in [17], wie ein Bereich zellenweise aus einem Datensatz erhalten weraen Rée-
ser ist eine etwas breitere Version der Iso ache, fur denatenwert zwischen zwei gegebenen
Werten und liegt.

Weigle und Banks erweitern das Problem der Iso achendktion in [30] auf denn-
dimensionalen Fall. Sie zeigen, wie sich ein Hyperwurfelcth eine kanonische Methode2hn!
Simplizes oder durch eine auf Permutation basierende Methn! Simplizes zerlegen lasst, in
denen die fur die Iso-Hyper achenermittlung durch Iielation einfacher ist als im Hyperwurfel.



Kapitel 4

Qualitatsverbesserung bei
Partitionsbaumen

In diesem Kapitel werden einige Moglichkeiten der Verlaesag der in Abschnitt 2.1 beschrie-
benen Partitionsbaume gezeigt. Als Mal} fur diese Vedvasg dienen der Speicherbedarf des
Baums und der Erwartungswert der benotigten Rechenaeieifie Extraktion innerhalb des
Baums.

In den beiden nachsten Abschnitten wird beschrieben, wreEgdwartungswert der benotigten
Suchzeit fur einen gegebenen Partitionsbaum sehr zeiéaalig berechnet werden kann, und wie
eine Approximation innerhalb kirzerer Zeit moglich istdem der Erwartungswert der Suchzeit
minimiert wird, wird der bestmogliche Baum einer vorgegeén Tiefe erreicht. Im darauf fol-
genden Abschnitt werden Moglichkeiten beschrieben,regegebenen Partitionsbaum in fir den
Speicher- und Zeitbedarf sinnvoller Weise zu reduzieren.

4.1 Varianz-optimierte Baume

Wie leicht zu erkennen ist, ist die normierte Lange desriiatiés, das einem Knoten des adaptiven
Baums zugeordnet ist, ein mogliches Wahrscheinlichieifs dafir, dass die Nachfolger dieses
Knotens untersucht werden mussen. Aus diesem Grund bidteginen Baum, der diese Inter-
valllangen minimiert, oder - statistisch geschickter e dfarianzen oder mittleren quadratischen
Abweichungen der Daten innerhalb der Teilblocke minimi@er Vorteil der Varianzen gegenuber
den absoluten Intervalllangen ist es, dass einzelne Merenter den Datenwerten, die bei ent-
sprechender Verfeinerung in den meisten Teilblockenchevinden, auch bei der Bewertung nicht
so stark ins Gewicht fallen.

Naturlich ist es letztendlich die Summe der Intervaljjan aller inneren Knoten, die minimal wer-
den sollte. Diese zu bestimmen und zu minimieren, ist zwectdeaine rekursive Formel moglich,
aber deren Realisierung ist eindeutig zu zeitaufwandafiiDmuss namlich jeder der moglichen
O(n®) Teilblocke des Datensatzes untersucht werden, von deden glurchschnittlickd(n) wei-
tere Zerlegungen hat; der Vergleich dieser ZerlegungebtiggralsoO(n’) Rechenzeit. Aus die-
sem Grund minimieren wir bei jeder Unterteilung jeweils 8igmme der Varianzen der beiden
Teilblocke. Diese ist auch ein Mal3 dafur, wie schnell aieefvalllange bei einer weiteren Zerle-
gung des Volumen-Datensatzes abnimmt, denn es ist dadurglicimfestzustellen, wie stark die

32
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Daten innerhalb des betrachteten Blocks variieren und waigrscheinlich es ist, dass eine weitere
Zerlegung des Blocks zu einer Reduktion der Intervallgemfuhrt.

Wir bilden den Zerlegungsbaum auf den Volumendaten rekuirsiem wir fur jeden betrach-
teten Teilblock, der laut Abbruchbedingung weiter uniéiri@erden muss, folgende Schritte
durchfuhren:

Es sei min ;= + 1 (Es ist noch keine Zerlegung des betrachteten Blocks gefuraso
wird fur den zu minimierenden Kostenterm ein Wert eingeseter auf jeden Fall unterboten
werden kann)

Fir jede der drei achsenparallelen Richtungen

— Setzeses ;=0
— Zerteile den Block in dieser Richtung in Scheiben. Eine 8&hest dabei die Menge
aller Datenpunkte, fur die die Koordinate der betracim&ehtung einen festgelegten
Wert hat. Es sek die Anzahl der Scheiben.
— Fur jede dieser Scheibgah = 1:::k tue
Berechneavg,, den Durchschnitt der Datenwerteph
Berechne mit Hilfe voravg, den Wertres,,, die Varianz der Datenwerte vquh

Seises := Sres + resy (Summe der Einzelscheiben-Varianzen)
— Fur jeden der Wertpl =2:::;k 1tue

Es seih; die reduzierte Summe der Quadrate der Wavigs mitps  pl ('linker'

. Pl . P

Teil des Blocks), alst; := ps—l(anos a;)? mita; ;= éps_l avops
Es seih, analog dazu die reduzierte Summe der Quadrate der \&fegg mit
ps pl (rechter' Teil des Blocks) Der Falps = pl wird dabei sowohl im diesem,
als auch im vorangehenden Schritt betrachtet, weil er gdiea8cheibe darstellt,
die den linken und den rechten Teil des Blocks voneinandantt
Berechne := %(sres + resy + hy + hy), das gewichtete Mittel der Varianzen der
betrachteten Blockpartition
Wenn < ., dann setzen,, ;= und betrachte die Scheilpéals Trennungs-
ebene der momentan besten Blockzerlegung

Alloziere einen adaptiven Baumknoten

Trage die Informationen Uiber die Ausrichtung und Lage geingalen Trennungsebene in
den Knoten ein

Trage die Werte des Datenmaximuaagy und des Minimumsy,;, des betrachteten Blocks
in den Knoten ein

Rufe diese Funktion rekursiv fur den linken und den rechitefblock der Zerlegung auf
und trage die zuriickgegebenen Zeiger in den Knoten ein

Gib einen Zeiger auf den Knoten als Funktionswert zurtick
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Der Sinn des rechnerischen Teils dieses Algorithmus isiieggde mogliche Zerlegung des Blocks
in Teilblocke die Summe der entsprechenden Teilblockaeveren zu bestimmen, um anschlieend
Uber diese zu minimieren. Um die Varianz im linken Block astimmen, wird die Summe der Va-
rianzen seiner Scheiben genommen und dazu die Varianz aeh&ulnnittswerte dieser Scheiben
addiert, also gilt:

»! »!
varieq = resps + (avgys a1)’ =
ps=1 ps=1
)pl
resps + hy
ps=1

und entsprechendes fur den rechten Block:

X« X

_ 2 _
Valygn = resps + (an)s al) =
ps=pl ps=pl

XK
resps + hy

ps=pl

Daraus folgt fur die Summe der Varianzen der beiden Blbcke

= Vale + Varlign =

Xk
resp + resps+ hy+ hy =
ps=1

Sres t resps + h1 + h2

wobei die Hilfsvariablen wie im Algorithmus de niert sind.

Fur Blocke, die klein genug sind und nicht mehr zerlegtdeermissen, sind dagegen nur folgende
Schritte durchzufuihren:

Alloziere einen adaptiven Baumknoten und kennzeichne [ Blatt

Bestimme die Wertenax undmin fur den betrachteten Block und trage sie in den Knoten
ein

Gib einen Zeiger auf den Knoten als Funktionswert zurtick

Wie an diesem Algorithmus zu erkennen ist, werden aus Girter Zeitersparnis die Vari-
anzen der einzelnen Scheiben berechnet und in ein Arrayeteagen. Das ermoglicht es, sie
schnell zu den Gesamtvarianzen der Teilblocke zu vereumeh dadurch die Rechenzeit des
Vorverarbeitungs-Schritts zu verkirzen.
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4.2 Erwartungswert-optimierte Baume

Wie bereits erwahnt wurde, werden die Nachfolger einest&msK bei der Suche nach einem
Isowert genau dann untersucht, wenr2 [min(K); max(K)) gilt. Diese Tatsache fiihrt zu fol-
gender, im letzten Abschnitt bereits verbal angedeutetan€l fur die Berechnung der erwarteten
Suchzeit im adaptiven Bauih. In dieser Formel werden keine rechnerabhangigen Zestiamen
berechnet; es wird dadurch vielmehr der Erwartungswertadeahl der besuchten Knoten und
Zellen bestimmt und dabei angenommen, dass das Wahrdchkeitsmal® die Verteilung der
angeforderten Isowerte angibt. Die zweite Gleichheitelidsormel trifft zu, wenn die zufallige
Wahl von einer Gleichverteilung im Daten-Intervall unterliegt.

X
E (tt) = Zeit(Knoten) + [AnzahINachfolgerK )

K 2Knotenliste( T)
ZeitProNachfolgerK )P ([miﬂ( K); max(K)))] =
X

Zeit(Wurzel(T) + AnzahINachfolgerK)
K 2 Knotenliste( T)

max(K) min(K)
max(Wurzel(T)) min(Wurzel(T))

ZeitProNachfolgerK)

Dabei ist die Anzahl der Nachfolger eines inneren Knoterdiéser Formel bei binaren Baumen
immer 2; die Anzahl der Nachfolger eines Blatts ist die Alzidr Zellen, die der dazugehorige
Datenblock enthalt. Die Zeit pro Nachfolger ist fur inegfnoten die Zeit, die fur die Untersu-
chung eines Knotens gebraucht wird und fir Blatter did #&idie Bearbeitung einer Zelle des
Datensatze<eit(Knoten) ist ein konstanter Wert, der fur die in der Summe nicht blksichtigte
Bearbeitung der Wurzel angerechnet wird. Diese Formel wgilst die Moglichkeit, die Qualitat
eines gegebenen adaptiven Baums zu bewerten, ohne fandBesim experimentelle Zeitmessun-
gen durchfiihren zu missen.

Theoretisch ist es auch moglich, ein Programm zu schredsesmit Hilfe dieser Kostenformel re-
kursiv die optimale Partition eines gegebenen Volumereblalbcks ausarbeitet. Praktisch ist die-
ses Programm aber nicht zu realisieren, weil seine Rechlienzevachsender BlockgrofRe extrem
stark ansteigt, denne Y  Z groRer Datenblock ha(X 2Y ?Z2) mogliche Teilblocke, die
alle in mindestens einem Zerlegungsbaum vorkommen undattealisgewertet werden mussen.
Im spater beschriebenen Conditioned-Tree-Verfahreeisich tibrigens die Situation, weil dann
nicht alle, sondern nur die zentral unterteilten Zerleglndyme zum Vergleich verwendet werden.

Eine besser realisierbare Version dieser Methode ist esldnédBerechnung der Kostenformel in
jedem untersuchten Knoten anzunehmen, dass die Untkebtigs jeweils zu zerlegenden Blocks
durch einen zentral zerlegten Partitionsbaum verwaltetiere Der zentral zerlegte Baum zu ei-
nem Block ist eindeutig de niert, namlich als der vollstige Baum, dessen Wurzel die grofite
Kantenlange dieses Blocks genau in der (nach unten getemdglitte teilt und deren Nachfol-
ger mit ihren zugeordneten Teilblocken entsprechendatreeh. Vollstandig heil3t dabei, dass die
Blatter des Baums dadurch charakterisiert sind, dasesdl@ddcke mit genau einer Zelle verwalten.
Das ergibt eine gute Kostenschatzung, die aber nicht zaufeiandig ist, weil fir jeden Baum-
knoten nur ein weiterfuhrender Baum untersucht wird, idmder vom Algorithmus kanonisch
festgelegte Baum. Daraus entsteht fur die KonstruktienEtevartungswert-optimalen Baums fol-
gender, zum vorangehenden ahnlicher Algorithmus:
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Essei min =1
Fir jede mogliche Zerlegung des Blocks tue

— Bilde den eindeutig festgelegten zentral-partitionierBaum jeweils fur den linken
und den rechten Teil der Zerlegung

— Bilde einen adaptiven Baumknoten, der auf die beiden No&urBe verweist

— Werte den so gebildeten Baum mit der KostenformeHi(t;) aus, sei das Ergebnis
der Berechnung

— Losche die Baumstruktur, um den Speicher wieder freizageb

— Wenn < i, dann setzen, := und betrachte die bearbeitete Zerlegung als die
bisher beste

Alloziere einen adaptiven Baumknoten
Trage die Informationen der besten Zerlegung in den Knaten e

Trageamin undanay, das Minimum und das Maximum der Daten des betrachteterkBioc
den Knoten ein

Rufe diese Funktion rekursiv fur die beiden Teilblocké and trage die zuriickgegebenen
Zeiger inp, undp, des Knotens ein

Gib den Zeiger auf den Knoten als Funktionswert zuriick

Wenn ein Block klein genug ist und nicht mehr weiter untéirtai werden braucht, dann wird

wie im vorangehenden Abschnitt ein Blattknoten fir dieBéock gebildet. Die Entscheidung,

wann ein Block klein genug ist, hangt von der verfugbarechnzeit ab. Im gunstigen Fall, wenn
gentugend Zeit fur eine vollstandige Optimierung vordiamist, ist es sinnvoll, den Baum bis zu
einer BlockgroRe voR 2 2zu zerlegen.

4.3 Baumreduktion durch Tree growing und Tree pruning

Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, dass bereits eirr aritionsbaum vorliegt, der aber fur
die Benutzung zu grof} ist. Dann kdnnen wir zwischen zweihdeéén wahlen, um den Baum auf
einen kleineren zu reduzieren: Tree growing und Tree pgufAbbildung 4.1). Beim Tree growing
geht es - entgegen dem ersten Eindruck bei diesem Begrittht miarum, den urspringlichen
Baum noch grofR3er zu machen; es wird vielmehr ausgehendarovdrzel des Baums ein anderer
aufgebaut, der aber trotz VergroR3erung immer ein Teilbdasurspriinglichen bleibt.

Den Abschluss dieses Abschnitts bildet der BFOS-Algorithpder eine Verallgemeinerung des
Tree-pruning-Algorithmus ist und mathematisch nachwagisiets eine Liste von Losungsbaumen
erzeugt, die in den Sinn optimal sind, dass sie das Extragpimblem unter allen Baumen der
gleichen GroRRe am schnellsten losen.

Zur Vereinfachung ist es auch moglich, anstatt den ganaemskleinerten Baum nur die Block-
daten von seinen Blattern zu speichern. Bei der Extraktierden dann die Blocke einer nach dem
anderen durchgegangen und auf das Kriteriueh[min; max ) gepruft. In den Blocken, bei denen
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Tree pruning

Tree growing

Abbildung 4.1: Ein adaptiver Baum wird durch Tree growinglupruning reduziert

diese Beziehung zutrifft, kann dann eine nahere Untersugher einzelnen Zellen vorgenommen
werden. Der Suchbaum, der zur Bestimmung des ZeitaufwaredsrdViethode ausgewertet wird,
besteht aus drei Ebenen: in der ersten steht der Knotenetegahzen Datensatz verkorpert, in
der zweiten steht ein Knoten fur jeden Teilblock und in détteh steht ein Knoten fir jede Zelle,
als Nachfolger des Teilblock-Knotens, in dem die Zelle ahén ist.

4.3.1 Tree growing

Das Prinzip der Tree-growing-Methode ist es, mit der Wudesl urspriinglichen Baums zu starten,
und diesen als im neuen Baum enthalten zu markieren. Darstewaviederholt alle markierten
Knoten miteinander verglichen, deren Nachfolger noch tnichrkiert sind. Dieser Schritt kann
mit Hilfe von Heaps, die die Liste der bearbeiteten Knoterwadten, beschleunigt werden. Wir
untersuchen diese Knoten darauf, wie viel Suchzeit dadyeelonnen wirde, dass ihre Nachfolger
ebenfalls markiert und somit in den neuen Baum Ubernommerden. Dieser Zeitgewinn ist zu
berechnen durch:

t(p) = [max(p) min(p)]size()
[max(left(p)) min(left( p))]size(left(p))
[max(right(p)) min(right( p))]size(right(p))

size() ist dabei die Anzahl der Zellen, die im durpidargestellten Teilblock enthalten sind. Es
werden stets die Nachfolger des Knotgnsharkiert, fur den der Zeitgewinn t(p) den grof3ten
Wert erreicht. Dieser Vorgang wird so lange wiederholt,d#s Suchbaum die gewiinschte Grol3e
erreicht hat. Zu bemerken ist zu dieser Methode, dass siemerk Zeitpunkt die modellierte
Rechenzeit kennt, sondern nur ihr&nderung t, wenn dem Baum Knoten angehangt werden.

Durch diese Methode kann der Speicherbedarf stets auf zmaEiKRgrolien genau vorgegeben wer-
den. Der Algorithmus kann durch regelmalige Zwischem$geung eine ganze Folge von guten
Teilbaumen erzeugen. Durch wiederholten Abzug des jewmeilien Werts von t(p) vom aktuell

geschatzten Zeitbedarf konnen wir diesen aktualisiarehfir weitere Auswertungen verwenden.
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Abbildung 4.2: Speicher-Zeit-Diagramm mit der Klasse rdlaterbaume eines gegebenen adap-
tiven Zerlegungsbaums. Betrachte das ParallelogrammeniggkerR, R[ S, SundR\ S, um
den Beweisvoy, T; T, ::zurekonstruieren (siehe Text)

4.3.2 Tree pruning

Der Tree-pruning-Algorithmus basiert auf der gleichemfelrwie der Tree-growing-Algorithmus,
mit dem Unterschied, dass der Wert vot(p) minimiert werden muss.

Dabei gehen wir wieder von einem grol3en Partitionsbaummadisnarkieren alle darin enthaltenen
Knoten. Dann werden wiederholt alle Knotgrnmiteinander verglichen, deren Nachfolger alle
markiert sind, die aber keinen markierten Nach-Nachfdhgdéren. t(p) mif3tden Erwartungswert
der Zeit, die durch das Streichen der Nachfolger porerloren gehen wirde. Es wird also die
Markierung in den Nachfolgern des Knotgngeloscht, fur den t(p) den kleinsten Wert hat.

Dieser Minimierungsschritt wird so lange wiederholt, bées @aum aller noch markierten Knoten
klein genug ist, um den Vorgaben zu entsprechen.

Eine Methode, die dieser Tree-pruning-Methode ahnedr alesentlich besser ist, ist der BFOS-
Algorithmus, der im nachsten Unterabschnitt beschriefied.

4.3.3 Der BFOS-Algorithmus

Der BFOS-Algorithmus ist eine verallgemeinerte Versioa @ieee-pruning-Algorithmus, die nicht
nur zwei Nachfolger eines Knotens entfernen, sondern gaeileaume abschneiden kann. Der
S0 gewonnene Speicher ist grofRer, deshalb muss der dasulserende Zeitverlust durch den
Speichergewinn dividiert werden, um den so erhaltenendfeBtrfolg-Quotienten zu minimieren.
Das Grundprinzip des BFOS-Algorithmus wird in [12] von BhA. Chou, Tom Lookabaugh und
Robert M. Gray beschrieben; ich habe die Idee ausgearbditse Methode auf Partitionsbaume
anzuwenden. Im Anhang des Artikels [12] wird mathematisahibsen, dass die aus dem BFOS-
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S=1 U=d
al > amin
S=2 U=d-1
a2 > amin
S=3 U=d-2
a3 > amin
|
S: Search order S=d U=1
U: Update order a =4a,,

Abbildung 4.3: Das Prinzip des BFOS-Algorithmus: erst demuschneidenden Unterbaum su-
chen, dann den Suchpfad rickwarts durchlaufen, um dgegimgenen Zeitkosten zu aktualisieren

Algorithmus resultierenden Unterbaume jeweils die optan Baume ihrer Grof3e sind. Die Idee
des Beweises basiert auf folgenden Fakten:

Jedes Element der Klasse aller Unterbaume des vorgegelenegungsbaums lasst sich
durch einen Punkt im Speicher-Zeit-Diagramm darstelle@hésAbbildung 4.2)

Unter diesen Punkten suchen wir diejenigen, die auf deremt&renze der konvexen Hulle
der Punktmenge liegen.

Die Kernaussage des Beweises ist, dass die auf den Eckear diage liegenden Baume
durch die Teilbaum-Relation verschachtelt sind. Diesstlaich durch das Parallelogramm-
Kriterium im Diagramm nachweisen (Abbildung 4.2): Wenn eweilbaumeR und S auf
der optimalen Kurve liegen, von denen keiner ein Teilbaus aw®deren ist, dann missen
R\ S (immer links vonR undS) undR [ S (rechts vorR undS) sowohl auf der optimalen
Kurve als auch auf der Gerad&® liegen, weil sonst wegen Konvexitat der optimalen Kurve
einer der beiden Punkte unter der Kurve ware. Also lidgeB auf der Strecke voR \ S
nachR [ S und sind in diesem Spezialfall fur die Bildung der optinmak&urve unnotig.

Zu einem gegebenen Zerlegungsbaum ist der Verbesserummgefen (VQ) eines Knotens de-
niert als der Quotient des zusatzlich erwarteten SudhBedarfs, wenn alles unterhalb dieses
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Knotens abgeschnitten wiirde und des dadurch wiedergemennSpeicherplatzes. Der BFOS-
Algorithmus lasst sich beschleunigen, indem alle VQ-Wejdanz am Anfang des Programms be-
rechnet und in den jeweiligen inneren Knoten gespeicherdeve in der Abbildung 4.3 sind diese
als 1; ,::dargestellt. Es werden in den inneren Knoten auch die mieim#Q des ganzen dar-
unter liegenden Teilbaums abgelegt (in der Abbildung alg), um schnell den jeweils kleinsten
VQ des ganzen Baums nden zu kdnnen.

Im Hauptprogramm wird ausgehend von der Wurzel des BaumStdite des kleinsten VQs ge-
sucht. Daflr braucht nur ein Pfad durchlaufen werden, d&lgiste VQ bereits als i, in der
Wurzel und auf dem ganzen Pfad bis zur gesuchten Stelleteqggs ist. Dann wird der Baum
unterhalb dieser Stelle abgeschnitten und die EintragudgeVQ und minimalen VQ werden an
den neuen Zerlegungsbaum angepasst. Dieser Update istcbetall moglich, weil die VQ sich
nur in den Knoten des durchlaufenen Suchpfads andern.

Diese Methode der Zeitersparnis kann auch fur die einfacke-Pruning-Methode vom voran-
gehenden Abschnitt verwendet werden, indem die Menge dmilassenen Tree-Pruning-Knoten
auf diejenigen eingeschrankt wird, deren NachfolgerttBfasind. Diese Variante ist jedoch im
Vergleich zum BFOS-Algorithmus inef zient und wird nur zuAweck des schnelleren Kosten-
vergleichs verwendet.

4.4 Ergebnisse der adaptiven Methoden

Wie aus den Memory-Speedup-Graphen in den Abbildungen®d44b zu sehen ist, kann die
Extraktion mit einem adaptiven Baum beschleunigt werdengdwonnene Rechenzeit wird durch
die in diesem Kapitel beschriebenen Methoden noch weitdressert.

Trotz der Ungenauigkeiten der Zeitmessung im Bild erkenamtalass die Tree-pruning-Methode
und der BFOS-Algorithmus geringfiigig besser als die Tgemving-Methode sind. Ein Unter-
schied zwischen der Tree-pruning-Methode und dem BFO®+ilgnus lasst sich mit diesen Gra-
phen nicht nachweisen, es ist jedoch mathematisch gezeiglew, dass der BFOS-Algorithmus
stets das beste Ergebnis liefert.

Ferner sieht man, dass die Verwendung von Partitionsbdwstieon fur den Einsatz von wenig
zusatzlichem Speicher sichtbare Verbesserungen dereReeth liefert, der Nutzen des Speichers
(gewonnene Rechenzeit pro kB) nimmt aber bei zunehmend&iesdes Baums immer weiter
ab. Bei groR3en Partitionsbaumen wird die Zerlegung deanvi@ndaten so fein, dass eine weitere
Zerlegung die Rechenzeit sogar erhohen kann.
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Abbildung 4.4: Das Memory-Speed-Diagramm der adaptivethblden, angewandt auf den Da-
tensatz Kummet00 100 10Q darunter ein Ausschnitt aus dem Diagramm, an dem der \elngle
der speicherabhangigen Methoden verdeutlicht wird.
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Kapitel 5

Optimierung der Kosten von
Intervallb aumen

In diesem Kapitel stelle ich ein Verfahren vor, mit dem sighdine gegebene Liste von Intervallen
ein optimaler Intervallbaum bestimmen lasst. Bei diegati®ierung wird sowohl der Speicherbe-
darf des Intervallbaums als auch die erwartete Suchzasseiargegebenen Werts beriicksichtigt.
Der Einfachheit halber bezeichne ich diesen Wert weitealsrisowert, obwohl sich di€berle-
gungen dieses Abschnitts auf beliebige Problemstelluagerenden lassen, die die Verwendung
eines Intervallbaums sinnvoll machen.

Das Problem in mathematischer Notation ist:

Gegeben:
Eine Liste von Intervallefi[min;; max)ji = 1;:::;ng

Gesucht:

Ein Speicher-Suchzeit-optimaler Intervallbaligpnder die Intervalle dieser Liste enthalt. Ich ver-
zichte hier bewusst auf eine mathematische Formulierun@gémalitat wie z. B. die Forderung,
die KostenfunktiorC (I)= M (l1)+ T (1) zu minimieren. Im Laufe dieses Abschnitts wird sich
herausstellen, dass die genaue Optimalitats-Bedingeing IRolle spielt und dadurch hinfallig ist.

5.1 Optimierung des Speichers

Wir isolieren die beiden Teilprobleme und betrachten diégabe, den Speicherbedarf des Inter-
vallbaums zu minimieren. Der Speicher, den ein Intervaltbdelegt, umfasst zwei Typen von
Datenstrukturen:

Intervalllisten
Die Min- und Max-Listen des Intervallbaums enthalten jdsvgenau eine Eintragung glei-
cher Grol3e fur jedes vorgegebene Intervall. Da die Ga#&eso reservierten Speicherbe-
reichs nur von der Anzam der Intervalle abhangt, ist sie fur das vorliegende Oiongs-
problem irrelevant.

M Listen (I ) =2n M Listeneintrag

43
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Knoten des Intervallbaums

Jeder Knoten des Intervallbaums enthalt einen Untertgdwert , durch den die zuge-
ordneten Intervalle in die bekannten Teilgruppen fir deken und rechten Teilbaum des
Knotens und die Min- und Max-Listen des Knotens selbst aeftjaverden. Der Intervall-
baum lasst sich aus einem binaren Baum als Grundgeriastrkieren, der in jedem seiner
Knoten dessen Unterteilungswert, aber ansonsten keine weiteren Informationen enthalt.
Dieser Binarbaum muss natirlich geordnet sein, d. In.giiten gegebenen inneren Knoten
mit eingetragenem Wert sind alle Unterteilungswerte im linken Teilbaum kleines al,
und fur seinen rechten Teilbaum entsprechend grofier atss sei ,;:::; |, die in aufstei-
gender Reihenfolge geordnete Liste aller Unterteilungtanaes Baums.

Wie leicht einzusehen ist, ist eine Eintragung samtli¢chearvalle in dieses Grundgerist ge-
nau dann moglich, wenn zu jedem der Interviihén; ; max;) mindestens ein Wert, aus der
Liste existiert, der darin enthalten ist. Da der Speichéabbleder Baumknoten proportional
zu der Anzahl dieser Knoten bzw. ihrer Unterteilungswestewird also zur Optimierung
des Speichers eine Listg;:::; ,, minimaler Lange gesucht, die diese Bedingung erfullt.
Die hier vorgeschlagene Losung entspricht einer bekanktethode zur Bestimmung ei-
ner minimalen Cliqueniiberdeckung im Intervallgraphes deil3t, wenn wir einen Graphen
betrachten, in dem jedes Intervall einen Knoten représgnind zwei Knoten genau dann
miteinander verbunden sind, wenn sich die entsprechendervalle Giberschneiden, dann
entspricht die gesuchte Liste der Unterteilungswerterdiiste von Untergraphen, in denen
alle Knoten miteinander verbunden sind, so dal3 jeder Knatdieser Liste vertreten ist.
Uber den Aufbau des Intervallbaums aus der so gewonnenderifiate kann aus der rei-
nen Forderung, den Speicherbedarf zu minimieren, nocrekaahlussfolgerung gezogen
werden.

M Baumstruktur (I ) =m M Knoten

Um die kurzestmogliche Liste,;:::; ,, zu erhalten, betrachten wir alle gegebenen Intervalle
im Span Space. Diese liegen vollstandig Uber der Haugddialen. Gesucht ist jetzt eine mi-
nimale Liste von Quadranten der Forix;y)jx < yg, die diese Liste von Punkten
vollstandig Uberdeckt. Zur Vereinfachung kann jederi®{min;; max;) auch durch die Menge
f(x;y)jx min;*y maxg ersetzt werden, was am gegebenen Problem nichts andeNeDi
einigung dieser Mengen, die durch die Unterteilungswera@anten abzudecken ist, ist ein mas-
sives Gebiet, das von unten durch eine treppenstufeng@ririnie begrenzt ist. Auf den konvexen
Ecken dieser Treppe liegen die Intervalle, die die abzueled& Menge vollstandig reprasentieren;
alle anderen Intervalle liegen im Inneren des Gebiets uheémauf die Problemstellung keinen

Ein uss.

Um die Liste der Abdeckungspunkte in aufsteigender Retiigafzu konstruieren, gehen wir
nach der Stufenmethode wie in Abbildung 5.1 vor, fur einstéivon nicht leeren Intervallen
[min;; max) (i =1::n) mit ganzzahligen Grenzen sei also:

;=minfmaxji=1:ng 1
ko1 = minfmaxji =1:n;minp> g 1
Die rekursive Berechnung wird so lange wie moglich fortdet also bis die darin verwendete

Mengef max jmin; > g leer ist. Sobald das der Fall ist, wird := k gesetzt und wir haben
eine Liste ,;::; Wir weisen nun nach, dass sich diese De nition fur die Koulgtion einer

y m-

optimalen Liste eignet:
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Satz:

1. Die mit vorstehender De nition konstruierte Listg; ,::: ist streng monoton steigend.

2.Die Liste ist endlich lang. (das bedeutet, es existiernejfiir das das Abbruch-Kriterium, dass
fmax jmin; > _ gleerist, erreicht wird)

3.Furjedes 2f 1,;:::; ng existiert eink 2 f 1;:::; mg, so dass, 2 [min;; max) gilt.

4. ;i ., Isteine kurzestmogliche Liste ganzzahliger Werte diérBedingung. erfullt ist.
Beweis:

1.EsseierM; := fmax; ji = 1::ngundMy4; := fmax ji = 1::n;min; > ,g. Dann ergibt sich
durch Induktion, dass fur alleMy,; My und |, ¢ Qilt:

Furk =1 gilt M, Mg, weil M, durch eine zusatzliche Bedingung ads hervorgeht. Daraus
folgt auch , 1,» weil in der De nition von , Uber eine kleinere Menge minimiert wird.

Fur den Induktionsschrit ! k + 1 setzen wir voraus, dasg,, « bereits nachgewiesen ist.
Daraus folgt nach De nition der Mengeévi,.,  My.1, weil die Bedingung verstarkt wurde, und
somit |, «+1» Weil in der De nition von ., Uber eine kleinere Menge minimiert wird.

Die Verstarkung dieser Aussage zur echten Monotonie esiih aus det)berlegung, dass sich in
der MengeM ., nur Maxima von Intervallen be nden, deren Minima grof3es gl sind. Folglich
sind alle Elemente der Menge grof3er gjs+ 1, also auch ihr Minimum. Wenn schlief3lich laut
De nition 1 abgezogen wird, kommen wir auf den Wertvapn, > .

2. Aus der strengen Monotonie der Folge ldutund ihrer Ganzzahligkeit folgt, dass die Menge
My.+1 leer wird, sobald , einen hinreichend grof3en Wert erreicht.

3.Es seii 2 f 1;:::;ng gegeben. Gesucht ist nun ein Indexso dassnin; « < max erfullt
ist. Wir untersuchen also das kleingtefur das ,  min; gilt, was bereits eine der geforderten
Ungleichungen ist. Dieses existiert auch in jedem Fall, ga min; als Abbruchbedingung fur
allei gelten muss. Da wir das kleindtehaben, das die Bedingung erfllt, gilt sie fir 1 nicht,
es ist also , ; < min; oderk = 1; in beiden Fallen ismax, 2 M. Daraus folgt die zweite
Ungleichung , < max;.

4.Nachdem mitl. bis 3. gezeigt wurde, dass die De nition eine geeignete Liste vateteilungs-
werten liefert. muss noch bewiesen werden, dass es keraerelListe gibt.

Es sei also q;:::; mo eine Liste von Werten, von denen jedes vorgegebene Intg¢mvi; ; max;)
mindestens einen enthalt. O.b.d.A. kann angenommen wgeddss die Liste streng monoton stei-
gend ist, weil andere Listen durch Sortierung und Entfegnwon doppelten Werten geeignet um-
geformt werden konnen. Durch Induktion wird gezeigt, dasallek 2 f 1;:::; mggilt: , existiert
(es gilt alsok  m9 und erfillt die Ungleichung k- Wenn die Induktion bisn fortgesetzt
wird, erhalten wir die gewiinschte Ungleichumg m®.

Furk = 1 betrachten wir den kleinsten Wert der Folge der kleiner als das kleinstmoglicheax;
sein muss, damit; oder einer der darauf folgenden grof3eren Werte im entspreten Intervall
[min;; max;) enthalten sein kann. Nach der De nition vopfolgt daraus ; 1.

Es sei nun fur eilkk < m die Ungleichung « erfullt. Dann gilt fur alle Intervall-Minima, die
min; > | erfullen, auchmin; > . Es seimax; das kleinste Maximum unter diesen Intervallen.
Dann gilt laut De nition 1 = max; 1. Ferner muss.; existieren und y.1 k+1 gel-
ten, damit das Interva[min;; max;) einen Wert der -Liste enthalt: Fur q;:::; ¢ ist das wegen
min; >  nicht moglich, und damit ., oder einer der grof3eren Werte im Intervall enthalten
sein kann, mussg.1 < max; gelten, und ., ist der gro3tmogliche ganzzahlige Wert, der diese
Ungleichung erfullt.
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5.2 Optimierung der Extraktionszeit

Der Erwartungswert des Zeitbedarfs fir eine Isowert-8unhintervallbaum lasst sich wieder in
zwei Typen von Zeitkosten zerlegen:

Ausgabezeit

Diese Zeit umfasst fur jedes Intervall, das wahrend dergktion ausgegeben wird, die Zeit,
die benotigt wird, um dieses Intervall in der Min- oder Miiste zu untersuchen und aus-
zugeben. Die jeweils letzte Untersuchung eines Listerast der nicht mehr ausgegeben
wird, fallt nicht in diese Kategorie. Der erwartete Zeitlbef dieses Typs ist fur jedes in
den Baum eingetragene Intervall proportional zur Wahristicbkeit, dass der Isowert in
diesem Intervall enthalten ist. Die Formel lautet also:

X
Touput (1) = p( 2 [min;; max)) toutput
i=1

Dieser Teil der Rechenzeit hangt nicht vom Aufbau des Walésaums, sondern nur von der
vorgegebenen Liste von Intervallen ab. Er braucht also éeMinimierung der erwarteten
Rechenzeit nicht beriicksichtigt zu werden.

Knotengebundene Rechenzeit
Der zweite Zeitkostentyp umfasst die Operationen, digdten untersuchten Knoten des
Intervallbaums nur einmal ausgefuhrt werden. Diese usefagn Wesentlichen:

— den Vergleich des Isowertsmit dem Eintrag

— das Starten der Suche in der Min- oder Max-Liste

— die Untersuchung des jeweils letzten, nicht ausgegebeervalls der Min- oder Max-
Liste

— die fallabhangige Verzweigung zum linken oder rechtentfi@iger des Knotens (Also
nicht dessen gesamte Bearbeitung, sondern nur der Aufruf deb&&angsroutine)

Die Bearbeitungszeit dieser Vorgange lasst sich dumoh iKonstantéyx,.en abschatzen, die
Formel fur die Berechnung des Zeitbedarfs ist also

Tgaum (1) = E(Anzahl der untersuchten Knotentknoten

Sie ist also nun zu optimieren, indem der Erwartungsweraeahl der untersuchten Kno-
ten minimiert wird.

Fur einen ausgewogenen Intervallbaum verhalt sich utgeBedingung, dass der Baum unter-
sucht wird, die Anzahl der untersuchten Knoten lgig{m), wobeim die bereits fir den Speicher-
bedarf minimierte Anzahl der Knoten des Intervallbaumsis¢ Methode zur Minimierung der
Anzahl der Intervallbaum-Knoten bietet also auch einestjge Voraussetzung fur die Reduktion
des durchschnittlichen Zeitbedarfs.

Um aus den so erhaltenen Unterteilungswertgn::; ,, einen optimalen Intervallbaum zu bil-
den, lautet die Aufgabe nun: Konstruiere das Grundgeiirstén Intervallbaum, das fur einen
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b,,n =-> 1 2 3 4 5 6 7 8
0000 4100 5E00 6200 7F00 A000 C100 DEOO E200 10000

[0000,4100) [[4100,5E00) f[5E00,6200) [[6200,7F00) |(7F00,A000) J[A000,c100) f[c100,0E00) |[DE00,E200) [E200,10000)

1=4100 1=1D00 1=400 1=1D00 1=2100 1=2100 1=1D00 1=400 I=1E00
c=0 c=0 c=0 c=0 c=0 c=0 c=0 c=0 c=0
PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef.

[0000,5E00) |[4100,6200) |[5E00,7F00) |[6200,A000) |(7F00,c100) J[A000,DE00) |(C100,E200) [DEOO,10000)

I=5E00 1=2100 1=2100 I=3E00 1=4200 I=3E00 1=2100 1=2200
¢=5E00 ¢=2100 ¢=2100 ¢=3E00 ¢=4200 c=3E00 ¢=2100 €=2200
PP=1 PP=2 PP=3 PP=4 PP=5 PP=6 PP=7 PP=8

[0000,6200) |[4100,7F00) |[5E00,A000) |[6200,C100) |[7F00,DE00) |[A000,E200) [C100,10000)

1=6200 1=3E00 1=4200 I=5F00 I=5F00 1=4200 I=3F00
¢=8300 ¢=5F00 ¢=6300 ¢=9D00 ¢=9D00 ¢=6300 ¢=6000
PP=1 PP=2 PP=4 PP=5 PP=5 PP=6 PP=8

[0000,7F00)  |[4100,A000) |[5E00,C100) |[6200,DE00) |[7F00,E200) [[A00O,10000)

I=7F00 I=5F00 1=6300 1=7C00 1=6300 1=6000
¢=DEO00 c=BEQD c=C600 c=F800 ¢=C600 ¢=C000
PP=1 PP=4 PP=4 PP=5 PP=5 PP=6

[0000,A000) |[4100,C100) |[5E00,DE00) |[6200,E200) [7F00,10000)

I=A000 1=8000 1=8000 1=8000 1=8100
c=15E00 ¢=12100 ¢=12100 ¢=12100 ¢=12300
PP=1 PP=4 PP=5 PP=5 PP=6

[0000,C100) [[4100,DE00) |[5E00,E200) [6200,10000)

I=C100 I=9D00 1=8400 1=9E00
c=1E100 ¢=19900 ¢=14A00 ¢=19B00
PP=4 PP=4 PP=5 PP=6

[0000,DE00)  |[4100,E200) |[5E00,10000)

I=DE0O I=A100 1=9200
c=25900 ¢=1C200 ¢=1B500
PP=3 PP=5 PP=5

[0000,E200)  [[4100,10000)

I=E200 I=BFO0
c=28600 ¢=23D00
PP=3 PP=5

0000,10000)

1=10000
¢=30100
PP=4

Abbildung 5.2: Das Dreiecksschema, mit dem der optimaleryatilbaum zu den -Werten
1, g gefunden wird.
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zufallig vorgegebenen Isowertden kirzestmoglichen Suchpfad liefert. Diese Optimmggauf-
gabe lasst sich nach dem Bottom-Up-Schema zunachslgiimekTeillisten von Unterteilungswer-
ten losen, die dann zu groReren zusammengesetzt werddanlAbbildungen 5.2 und 5.3 wird
die Optimierung an einem Beispiel dargestellt. Jedes Rekrgntspricht dabei einem moglichen
Intervallbaum-Knoten, mit Ausnahme der Rechtecke dersiberReihe, die einem nicht mehr
zerteilbaren Intervall entsprechen. Die Eintrage sinded&on oben nach unten folgendermal3en
bestimmt:

Die oberste Zeile gibt das betrachtete Intervall von Iséerem Hexadezimal-Form an.
| ist die Lange dieses Intervalls.

c ist der rekursiv bestimmte minimale Kostenwert und ein Miafdie mittlere Anzahl der
besuchten Knoten innerhalb dieses Bereichs. Ein Wertl@@®0hex) entspricht dabei ei-
nem besuchten Knoten.

PP gibt die optimale Unterteilungsstelle im betrachteten témoan und wird zur Rekon-
struktion des optimalen Intervallbaums in Abbildung 5.8mendet.

Die vorliegende Aufgabenstellung ahnelt der Aufgabdhstg der Huffman-Codierung, da jeder
Pfad zu einem Teilintervall durch eine Bitfolge (linRsrechtsi) codiert werden kann und der
Erwartungswert der Lange dieser Bitfolge zu minimierérD$e daflir angebotene Losung, jeweils
die beiden kleinsten Bereiche zu vereinen, ist hier jedacht anwendbar, da diese Bereiche nicht
notwendigerweise benachbart sind.

Fazit

Die Wahl des optimalen Intervallbaums zu einer gegebenste Mon Intervallen hangt nicht von
der Wahl des Parametersab, auch nicht von der Wahl der genauen Optimierungsvdfsddas
folgt daraus, dass sich der Zeit- und Speicherbedarf miggeten Methoden gemeinsam verbes-
sern lassen.

Um die KostenfunktiorC (1) = M(l1)+ T (1) des optimalen Intervallbaumszu bestimmen,
braucht dieser nicht aufgebaut zu werden. Es ist dafur esddgen von trivialen Zahl- und Sum-
mierungsoperationen - nur notwendig, durch die beschnielsgufenmethode die Grenz-lIsowerte

zu bestimmen und fur diese die mittlere Suchpfadlangeogéimalen Zerlegung zu
berechnen. Diese Zerlegung braucht dafur auch nicht batgezu werden, da die Berechnung
rekursiv Uber Teilsticke des Arrays;; :::; ] moglich ist.

Das hier beschriebene Optimierungsverfahren ist eineeéddtbesserung gegenuber den bisher
verwendeten Verfahren, den Mittelwert oder den Durchgther gegebenen Intervallgrenzen als
Unterteilungswert zu verwenden. Ein Beleg dafur ist dasahildung 5.4 aufgefuihrte Beispiel, das
die beiden Methoden an einer Liste aus drei Intervallenlganigt. Die Intervalle in dem Beispiel
uberschneiden sich, um dem Umstand gerecht zu werdengdassh um eine Anwendung aus
der Iso achen-Extraktion handelt. Die zugehorige Konrgtion aus drei Zellen lasst sich leicht
konstruieren.

Das Ergebnis zeigt, dass sich durch das Optimierungsverfagin Intervallbaum aus zwei Knoten
ergibt, von denen bei einer Suchanfrage durchschnittligiKhoten besucht werden. Gegenuber
den drei Knoten bei den bisherigen Verfahren, von denerhdahmittlich 2 Knoten besucht wer-
den, ist das sowohl beziiglich Speicherbedarf als auchdtien mittlerer Suchzeit eine Verbesse-
rung.
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[0000,4100) [[4100,5E00) |[5E00,6200) J[6200,7F00) [[7F00,A000) [[A000,C100) J[C100,DE00) J[DE0O,E200) [E200,10000)
1=4100 1=1D00 1=400 1=1D00 1=2100 1=2100 1=1D00 1=400 I=1E00
c=0 c=0 c=0 c=0 c=0 c=0 c=0 c=0 c=0
PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef. PP=undef.
£ £ £ £ 5 5 5 5 5
\ »\ [5E00,7F00) [7F00,C100) [C100,E200) i
K K 1=2100 1=4200 1=2100 ]
\' \' c=2100 ¢c=4200 c=2100 !
\ \ PP=3 PP=5 PP=7 4
‘\ ~7 ~7 ‘\ 7 7
»\ [4100,7F00) \ C100,10000)
K I=3E00 K I=3F00
\' c=5F00 \' ¢=6000
\ PP=2 \_ PP=8
- \ o
\ 4
0000,7F00 0 J
[ ) \ 7
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c=DEOO \' !
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\ 4
\ 4
\ 4
\ 4
\ 4
\ 4
\ 4
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1=10000
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Abbildung 5.3: Hier sind noch einmal die (im vorherigen Bi&dt umrahmten) Intervalle darge-
stellt, aus denen der optimale Intervallbaum gebildet wird
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Gegeben:

Definitionsbereich: [0,10)
Intervalle: [0,4) [3,7) [6,10)

Optimierung nach dem hier beschriebenen Verfahren:

g=3 ¢g=9

I=10  Anzahl der Knoten: 2
Wert der Kostenfunktion: 17
C9I=7 Durchschnittlich besuchte Knoten:

Altes Verfahren mit Mittelwert- oder Durchschnittsbildung:
(aus Symmetriegriinden gleiche Ergebnisse)

=10  Anzahl der Knoten: 3
Wert der Kostenfunktion: 20

Durchschnittlich besuchte Knoten: .
I=5| 2| |8]I=5

Abbildung 5.4: Ein Beispiel dafur, dass das beschriebepgn@@erungsverfahren eine Verbesse-
rung gegenuber bisherigen Verfahren ist.

5.3 Genauere Analyse der Intervallbaum-Optimierung

Wie in den beiden vorangehenden Abschnitten beschriebestiss moglich, einen Intervallbaum
mit minimalem Speicherbedarf zu bestimmen, der unter dliégrvallbaumen mit den gleichen
Unterteilungswerten auch die kiirzeste mittlere Suchengftveist. Dieser muss allerdings nicht
notwendigerweise die kiirzeste Suchzeit unter allen ickdgh Intervallbaumen haben. Es existiert
auch nicht in jedem Fall Uberhaupt ein Intervallbaum, deicdzeitig den Speicherbedarf und die
Suchzeit minimiert.

Ich stelle hier einen kiinstlich entwickelten Fall vor, iand die beziglich der erwarteten Such-
pfadlange optimale Folge;;:::; ,, nicht gleichzeitig den Wentn minimiert. Hierfur machen wir
folgende Zuweisungen von hexadezimal notierten Werten:

1 :=4000 1:=4100

2 := 5000 2 :=5EO00
3 := 6000 3 := 6200

4 :=7000 4:=T7TF00
5 := 8000 5 := A00O
6 .= C0O00 6 := C100
7= D000 7:= DEOO
g .= EO00 g .= E200
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9 := FOOO

Die vorgegebenen Intervalle seign; ; + 1) und [ i; j+2 +1) miti = 1;::;8 Wegen
1< 1< ,< ,<:ini< g< gbestehtdiese Liste bereits nur aus optimalen Intervallen.

Fur die Liste der Unterteilungswerte betrachten wir zwkesativen, die nun genauer analysiert

ist, gilt:

Beide Alternativen liefern eine Liste von -Werten, von denen in jedem der vorgegebenen
Intervalle mindestens einer enthalten ist. Sie sind alsali€é Konstruktion eines Intervall-
baums zulassig.

Alt. 2 ist die nach dem bereits beschriebenen Optimierwigssa gebildete Liste minimaler
Lange. Eine rickwartige Anwendung des Optimierungsseds liefert die selbe Losung und
zeigt dadurch, dass die Liste minimaler Lange eindeutsgifvent ist.

Fur Alternative 1 lasst sich ein zentral unterteilterein@llbaum konstruieren, der den bei-
den4000(hex)langen Intervallen die Suchpfadlange 2 und alles and&@d0(hex)langen
Intervallen die Suchpfadlange 4 gibt. Beide Intervaliigpbelegen jeweils die Halfte des
Gesamtbereichs, was zu einer erwarteten Suchpfadlamge fidnrt.

Dass Alternative 2 diesen Wert nicht erreichen oder vedyaskann, wird im folgenden
gezeigt, indem die durch die Unterteilung entstehendesriatie durch ein rekursives Op-
timierungsschema wieder vereint werden. Dieses ist in daloildungen 5.2 und 5.3 dar-
gestellt und fuhrt zu einer optimalen Kostenfunktion \280100(hex) was einer mittleren

Suchpfadlange voﬁ%6 entspricht.

Anmerkung:

Im Dreiecksschema von Abbildung 5.2 steht in jedem Feld dasmreprasentierte Teilintervall,
gefolgt von seiner Langk seinen minimalen Kostea und dem Index seines optimalen Zerle-
gungspunkt® P. Die Zahlenwerte sind im Hexadezimal-System angegebenFbimeln fur die
Berechnung sind fur alle Indexpagm; n) mitm<n:l,, := |, m» Cm m+1 .= 0, sowie fur
alle Paaremim+1 <n:cuyy := lpn + meriDn (Crk + Cen) UNDP Py := arg mr(rm (Crok * Cien)

An diesem Gegenbeispiel sehen wir, dass es schwer ist, eigrgte Intervall-Zerlegung zu
nden, weil es nicht notwendigerweise eine Zerlegung gelmeiss, die gleichzeitig speicher- und
zeitoptimal ist. Ein paar vorteilhafte Voraussetzungewl $iei der Optimierung von Intervallbaum-
en aber doch gegeben:

Wie in den vorhergehenden Abschnitten zu sehen war, h&ygeicher- und Zeitbedarf stark
miteinander zusammen. Die dort konstruierte Losung sotezidet sich also nur geringfugig
von der/einer optimalen Losung zu einem gegebenen Pagamet

Eine geringfiigige Uneindeutigkeit besteht noch, weil @iesppenstufenschema von unten
nach oben oder von oben nach unten angewendet werden kamliédert zwei -Listen
gleicher Lange (weil sie ja langenoptimal sind). Die earghalt die maximal, die andere
die minimal moglichen -Werte. Die tatsachlich optimalen Werte miissen alsonulge
dazwischen liegen. Eine kurdgberlegung liefert das Ergebnis, dass es sehr giinstig ist,
einem Anfangsstiick der ersten Liste ein dazu passendesitekdler zweiten Liste folgen

zu lassen, so dass die Lange des dazwischen liegendepnititdrvalls minimal ist.
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Wenn die Liste der -Werte und ihre Intervalle einmal festliegen, dann ist genudgehoren-
de optimale Intervallbaum bzw. die optimale ZerlegunghHeiu nden. Man betrachte ein-
fach nacheinander alle Gruppierungen von 2,3,...,.k bdyaatdn Intervallen und konstruiere
die dazu gehorende optimale Zerlegung mit ihrem Kostenwer

Flr zwei Intervalle ist diese trivial, da es nur eine sillevderlegung gibt. Fim Intervalle
(m > 2) betrachte man fur jede mogliche Zerlegungni@undm  m° Intervalle deren
Kostenwerte und kombiniere diese zum Kostenwert fur didegeing allerm Intervalle.
Der kleinste dieser Werte wird dann mit seiner Zerlegurajiestingetragen.

Die rekursive Formel dafir lautet:
Cljiljsr) =+ ljua

m 1
Cliiliem ) = i+t lem o+ min[C(1 5 jp 1) + C(ljpr i jem )]

Die so erhaltenen Werte und die zugehorige beste Uniamtgsktelle werden in ein Dreieck-
sarray eingetragen, aus dem sich danach der optimale dagslgaum leicht von oben nach
unten ablesen lasst.

Anmerkung: Dies ist eine formelle Darstellung des in den ikhimgen 5.2 und 5.3 gezeigten
Optimierungsschemas. Dabei sind:
i =1 i j+1)
i =051= ja  j=ljw
Cljiunljem )= G j+m
was zu einebJbereinstimmung der rekursiven Kostenformeln fiihrt.

5.4 Beschleunigung der Optimierung im Conditioned Tree

Wie in Abbildung 5.1 zu sehen ist, werden fur die Untersughder Speicher- und Zeitkosten
eines Intervallbaums nicht alle Intervalle benotigt, dem nur eine aufsteigend geordnete Liste,
die einen reprasentativen Teil dieser Intervalle emthidlder Abbildung sind das alle Intervalle,
die auf den nach unten rechts gerichteten Ecken der durabggeen Grenzlinie liegen.

Diese haben die Eigenschaft, dass jedes andere Intervalbstens eins der Intervalle dieser Liste
vollstandig umfasst. Dadurch kann die Suche nach eineggetn Liste von Unterteilungswerten,
von denen jedes Intervall mindestens einen enthalten raukdije vergleichsweise kleine Teilliste
von Intervallen eingeschrankt werden.

Ein zusatzlicher Vorteil dieses Modells ist es, dass dialpse der Intervallbaume beim Vorliegen
einer hierarchischen Zerlegung beschleunigt werden Rafimwerden im Kapitel 7 sehen, dass
beim Conditioned Tree eine hierarchische Zerlegung gegeshbheéNenn wir zwei Listen von Inter-
vallen betrachten, zu denen die Grenzlinien bereits belksind, konnen wir diese beiden Linien
einfach und zeitsparend miteinander verknupfen, um den@nie zur Vereinigung der beiden
Listen zu erhalten (Abbildung 5.5). In einer hierarchist@erlegung einer Liste von Intervallen
lasst sich dieses Prinzip rekursiv fur jede Teilliste anden.

Die Vereinigung zweier Grenzlinien ist die Grenzlinie der®&nigungsmenge der daruiber liegen-
den Bereiche, die in Abbildung 5.5 dargestellt ist. Die dpehirige Liste von Intervallen kann aus
den beiden Listen der Nachfolger mit folgender Methodeinggewerden:
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min
-
————— Grenzlinie der Intervalle des linken Teilbaum

————————— Grenzlinie der Intervalle des rechten Teilbau
Vereinte Grenzlinie

Abbildung 5.5: Die Grenzlinien zweier Intervallbaume den zur Grenzlinie des vereinten Inter-
vallbaums zusammengefugt. Der Algorithmus dazu ist im beschrieben.
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Input: Zwei jeweils einen Intervallbaum reprasentierende, teidend geordnete Intervall-
listen

[Mingg; maxyq); [Ming,; maxgz):::[Mingy, ; maxy,) und

[Min21; Maxz1); [Mingz; Maxez):::[mMing, ; Maxan)

Esseii :=0,j :=1 undk :=1.
Solangg m _k nwiederhole
—i=i+1
— Wennk >n _f] m ™ [max;; < maxg _(max; = maxz ™ ming > ming)]g
dann
min; := miny;, Max; := maxy;
ji=j+1
Solangek  n”™ miny  min; wiederholek := k+1
— ansonsten
min; := min 5, Max; := max
k:=k+1
Solangg n”™ miny;  min; wiederholg = j +1

Output: Die vereinte Listdming; max,); [miny; maxy):::;[min;; max;)

Erklarung des Programmg:ist ein Pointer auf die ersté&, auf die zweite Intervallliste. Entspre-
chend ist ein Pointer auf die Ergebnisliste, die noch zu bilden ist.

Abhangig vom Ergebnis eines langeren boolschen Tern#tatte Ergebnisliste das nachste In-
tervall aus der ersten oder zweiten Liste. Der boolsche Teatht folgende Vergleiche:

k > n prift, ob der Pointek die zweite Liste schon durchlaufen hat. In diesem Fall ist da
nachste Intervall in der ersten Liste.

j  mtestet, ob der Pointgrdie erste Liste durchlaufen hat. In diesem Fall ist das si&ch
Intervall in der zweiten Liste.

maxy;; < maxy vergleicht die betrachteten Intervalle der beiden Listeas Intervall mit
dem kleineren Maximum wird in die Ergebnisliste genommen.

Im Fall von Gleichheit, geprift durcmax;; = maxa, wird das Intervall mit dem kleineren
Minimum durch den Vergleicming; > ming ermittelt.

Nach der Erganzung der Ergebnisliste werden ein paardjeatder nicht benutzten Inputliste
ubersprungen, so dass das Minimum des nachsten betechieervalls grol3er als das Minimum
des letzten eingetragenen Intervalls ist.
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Abbildung 5.6: Der Speedup- (oben) und Memory-Faktor (mptder KD-Tree- und Intervallbaum-
Methode fur Kummer-Datensatze verschiedener GroRewiEs eine Serie von kubischen Da-
tensatzen verwendet; die DateigroRe gibt jeweils diet&@ange an. Der Memory-Faktor ist der
Quotient des fur die Methode insgesamt benotigten Speiedarfs mit dem Speicherbedarf des
Datensatzes alleine, dabei wird eine Au 6sung von 2 Bybe®l angenommen. Die durchgehen-
den Linien ergeben sich aus der theoretischen SchatzuriRedbenzeit.
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Klassischer Intervallbaum -
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000

000 Groesse der Intervalle

30009

200
Vergleich Bruteforce - Optimierter Intervallbaum

Anzahl der Intervalle
Anzahl der Intervalle

Optimierter Intervallbaum ---

Suchzeit

Speedup

Abbildung 5.7: Die durchschnittlichen Suchzeiten und SlogpeFaktoren der Intervallbaum-

Methode, abhangig von der Anzahl der Intervalle und ihtgcdschnittlichen Lange.
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Vergleich Normaler - Optimierter Intervallbaum ---------

Speedup

000

500

000
100 000 Groesse der Intervalle

Anzahl der Intljr?/alle 200
30000

Abbildung 5.8: Der Quotient der gemessenen Suchzeiters @ioamalen und eines nach der be-
schriebenen Methode optimierten Intervallbaums nimmtadwVerte Uber als auch unter 1 an.
Die Ungenauigkeit der Messungen uberschreitet somit dechddie Optimierung erhaltenen Ge-
winn.

5.5 Ergebnisse

Nach der theoretischen Analyse bendtigt eine Extraktidndem KD-TreeO(k + P n) und mit
dem Intervallbaun®(k + log(n)) Rechenzeit, wobei die Anzahl der ausgegebenen Zellen und
die gesamte Anzahl der Zellen im Datensatz ist. Abbildug®igt fur eine Folge von Kummer-
Datensatzen die Abhangigkeit des Speicherbedarfs stegi®echenzeit-Gewinns der beiden Me-
thoden gegenuber der Brute-Force-Suche.

Abbildung 5.7 zeigt die Ergebnisse eines Experiments, bei @ine vorgegebene Anzahl von
Teilintervallen des Bereichs von 0 b&535(2'¢ 1) zufallig gewahlt wurden, wobei der Er-
wartungswert der Intervall-Lange ebenfalls als Parametenvendet wird. Abhangig von diesen
beiden Parametern wird die mittlere Extraktionszeit fier Brute-Force-Methode, die klassische
Intervallbaum-Suche und die Intervallbaum-Suche mit aer mir eingefuhrten Optimierung der
Anzahl der Knoten gemessen. Im ersten Teilbild sind die gsergen Suchzeiten dreidimensional
dargestellt, im zweiten entsprechend die Quotienten van dwchzeiten, also der Speedup-Faktor
der neuen Intervallbaum-Methode gegeniiber der Bruteg-btethode.

Bedauerlicherweise ist der Unterschied zwischen der iglelssn und der neuen Intervallbaum-
Methode nicht relevant; auch ein manueller Vergleich in diebellen ergibt keinen Unterschied,
der nicht auch mit zufalligen Messfehlern zu erklarenmev@®bwohl Theorie beweist, dass die in
diesem Kapitel beschriebene Intervallbaum-Optimieruetssdas beste Ergebnis liefert, ist der
daraus gezogene Gewinn so gering, dass der Einsatz desatgstimtervallbaums nur in seltenen
Fallen ein lohnenswerter Programmieraufwand ist (Ahilgi5.8).

Eine wesentliche Verbesserung konnte hingegen bei derbAmaa Intervallbaum-Knoten und
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bei der mittleren Anzahl der besuchten Knoten erreicht eeravie in Abbildung 5.9 zu sehen
ist. Als herkobmmliche Methode wurde hier das hau g verdete Prinzip eingesetzt, bei dem als
Unterteilungswert jeweils der Mittelwert aller gegebemtervallgrenzen verwendet wird.

Bemerkenswert an den Graphen ist auch, dass die AnzahKal¢en sich nur um etwa 30 Prozent

reduziert hat, wahrend die mittlere Anzahl der besuchteot&n um 2 bis knapp unter 3 verringert
werden konnte. Dieser Effekt ist folglich nicht alleine mé@r Reduktion der gesamten Knotenzahl
zu erklaren, die einer Verkleinerung der Baumtiefe%mrntspricht. Die Optimierung durch geeig-

nete Anordnung der Unterteilungswerte ist also der Teildesbeschriebenen Verfahrens, der fur
die mittlere Suchzeit den grof3ten Vorteil bewirkt hat.
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Abbildung 5.9: Vergleich der Knotenzahl (links) und der theiten Anzahl der besuchten Kno-
ten (rechts) beim optimierten Intervallbaum, im Verglemim bereits bekannten Verfahren, als
Unterteilungswert jeweils den Mittelwert der Intervalbgzen zu verwenden.



Kapitel 6

Mathematische Modellierung verschiedener
Extraktionsmethoden

Fur die Analyse der benotigten Suchzeit eines Extrakadgorithmus ist es oft nicht moglich,
diese fur eine Reihe von Stichproben mit verschiedenendgen zu messen, weil diese Vorge-
hensweise fur eine Berechnung mit entsprechender Gekalig zeitaufwandig werden kann. Es
ist jedoch oft moglich, stattdessen die verwendete Datakisir und die Methode zu analysieren
und die Anzahl der Rechenschritte verschiedenen Typs Ziunbmen, die fur eine Extraktion im
Mittel benotigt werden. Wenn der Zeitbedarf eines Recblends bekannt ist, kann die gesamte
Suchzeit durch entsprechende Linearkombination errwtiiden.

In diesem Kapitel werden fur verschiedene Methoden deéatben-Extraktion Formeln fir den
Erwartungswert der Extraktionszeit hergeleitet. Fursdie Erwartungswert wird vorausgesetzt,
dass eine Wahrscheinlichkeitsverteilldgegeben ist, die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit
ein Benutzer einen Isowertwahlt und die Iso ache dazu anfordert.

Fur den jeweils letzten Rechenschritt nehmen wir den ehda Fall an, dass es sich bei dieser
Wahrscheinlichkeitsverteilung um eine Gleichverteildvandelt, es gelte also fur jedes Teilinter-
vall [a; b des WertebereicHS min; max):

P( 2[ah)= (b a mit

max min

Die genaue Bedeutung der Konstanten wird wahrend der olgenfden Zeitkosten-Analyse er-
klart. Die Linearitat der Graphen in den TIME-TIME-Diagnmen, Abbildung 6.1, zeigt, dass mit
dieser Wahl der Konstanten hinreichend genaue Ergebnisseld werden. Die unterschiedlichen
Skalen der Diagramme kommen daher, dass langsame undlsdiiethoden nebeneinander ge-
stellt werden. Jede Methode fiir sich ist korrekt modeilieas an detJbereinstimmung der x-
und y-Skala jedes einzelnen Diagramms zu sehen ist.

6.1 Die Suchzeit der Brute-Force-Methode

Um die Suchzeit mit dem Brute-Force-Verfahren zu ermittetissen wir die Anzahl der im
entsprechenden Block enthaltenen Zellen bestimmen. Wiemgalabei von einem Datensatz

61
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Abbildung 6.1: Die Time-Time-Diagramme zeigen die Abhiggkgit der gemessenen Zeit von der
geschatzten Zeit einer Testreihe von Iso achen-Extoaidn flur die verschiedenen Methoden, bei
denen die Punkte durch Datensatze verschiedener Gra@agewerden.
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Abbildung 6.2: Eine beschleunigte Version der Brute-Feaviethode.

die Untersuchung einer Zelle stets die gleiche Zgit benotigt wird. Dann lasst sich die Suchzeit
unabhangig vom Isowert, und somit auch die mittlere Suchzeit berechnen als:

TerU = XmaxYmaxZmax Ceei

Eine erweiterte und etwas schnellere Version der Bruted-btethode verwendet jeweils die In-
formationen der letzten vier Voxel einer Zelle fiir die hate Zelle, die ebenfalls von diesen Voxeln
begrenzt wird. Wenn dieses Modell benutzt wird, dann ladieeZeitformel:

Teru = Xmaxymax(zmax Couap T CINIT)

Dabei istc,; die Zeit, die benotigt wird, um eine Reihe von Zellen fie @uche zu initialisieren,
z. B. fur den Test der ersten Vierergruppe von Voxeln, die mrerglichen werdenc,,, ist die
Zeit, die dann noch fur jede zu untersuchende Zelle vediblei

Die beschleunigte Version der Brute-Force-Methode wigtt hhhand des zweidimensional darge-
stellten Beispiels von Abbildung 6.2 gezeigt: Wir betracheine Reihe von Zellen, die nacheinan-
der untersucht werden und von jeweils zwei Quadraten (isetieFall Linien, aber wir stellen uns
den dreidimensionalen Fall vor) begrenzt werden. Die Kgitedlt die gesuchte Iso ache dar; die
oberhalb davon liegenden Voxel haben Datenwerte, diesgr@lB der Isowert sind; die Datenwerte
unterhalb der Kurve seien entsprechend kleiner als derdigow

Jeder der Begrenzungen wird ein Zahlenwert zugeordnet Vit 1 bedeutet dabei, dass die
Begrenzung vollstandig oberhalb der Iso ache liegil bedeutet, dass sie vollstandig unterhalb
davon liegt.0 bedeutet, dass die Begrenzung von der Iso ache geteitt.wir

Die Rechenzeit-Ersparnis besteht nun darin, dass dierBesing jedes Zahlenwerts die Betrach-
tung von vier Datenwerten erfordert und daher ungefahiHgite der Zeit einer naiven Zellen-
untersuchung in Anspruch nimmt. Wenn die beiden Werte dgrégungen einer Zelle bekannt
sind, ist die Untersuchung dieser Zelle so gut wie erledignn beide Werté sind, be ndet sich
die Zelle im Bereich oberhalb der Iso ache. Wenn beide Wert ist, be ndet sie sich im Bereich
unterhalb davon. In allen anderen Fallen lauft die Ist& durch die Zelle und ist somit auszu-
geben. AuRRer der einmaligen Bestimmung der Zahlenwertediggkr einfachen Untersuchung
braucht in einer Reihe von Zellen nichts getan zu werdenlviithode ist somit schneller als die
separate Untersuchung jeder Zelle.
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6.2 Die Suchzeit in hierarchischen Zerlegungsiumen

In einem hierarchischen Zerlegungsbaum lasst sich deaffimgswert der Extraktionszeit rekur-
siv Uber den Aufbau des Baums bestimmen. Jedem Baumkpasedurch die rekursive Formel
der entsprechende Teil der SuchZE{p) zugeordnet; die gesamte Suchzeit ist nach dieser Aus-
wertung in der Wurzel als

Trree = T(root)

zu nden.

Wenn der Knoterp ein Blatt ist, dann verwenden wir fir die Extraktionszeit €ntsprechenden
Teilvolumen eine der Formeln aus dem vorangehenden Alscimal multiplizieren das Ergebnis
mit der Wahrscheinlichkeit, dass dieses Blatt iberhangésteuert wird. Es gilt also:

T(p) = P( 2 [min(p); max(p)))( Teru (P) + Cuooe)

Wennp ein innerer Knoten ist, dann werden die Zeitwerte aller Nialgler und der Erwartungs-
wert der Untersuchungszeit des Knotens selbst addiertbh&mayig davon, um welche Art von
Zerlegungsbaum es sich handelt (Binarbaum, Octree &iss), sich diese Rekursion formell fol-
gendermal3en ausdriicken:

X
T(p) = P( 2 [min(p); max(p))) Cuooe * T(q)

q Nachfolger vorp

In diesen Formeln ist,..c €in konstanter Wert, der die Zeit fur die Untersuchung ®ikeotens
im Zerlegungsbaum angibt.

Bei der Anwendung dieser Formeln ist es wichtig, zu beaghdass ein Knotep genau dann
angesteuert wird, wenn 2 [min(p); max(p)) gilt. Die Grenzen des Interval[snin(p); max(p))
mussen also bereits im Vorganger ypals Information enthalten sein, um dort die Notwendigkeit
der Abfrage des Knotensfestzustellen.

6.3 Die Suchzeit der Intervallbaum-Methode

Im wesentlichen ist die Suchzeit in einem Intervallbalinfoutput sensitive”, d. h., sie ist
annahernd proportional zur Lange der Ausgabe (vgl. [EB@ser Umstand kann fir eine erste
Naherungsformel fuif,yt genutzt werden, indem alle im Baum enthaltenen Zellen bletea
werden und der Erwartungswert fur deren Ausgabezeitrbestivird:

X
TiNT P( 2 [min(c); maX(C))) CeeLiour =
c Zellein |
X
(max(c) min(C)) Ceriour
c Zellein |

CeeLour 1St dabei die Zeit fur diéJberprUfung und Ausgabe eines Eintrags der Min- oder Ngxli

Exakter wird die erwartete Rechenzeit berechnet, indenzditen addiert werden, die aus der
Suche entlang des vonabhangigen Baumpfads und der Ausgabe der entsprechetidse Ser
Min- oder Maxlisten jedes Knotens resultieren.
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Abbildung 6.3: Die Zuordnung der Intervalle zu ihren Knoten .

Jeder innere Knoten des Intervallbaums wird mit einem Werteberelch= [min( ); max( ))
assoziiert, so dassgenau dann untersucht wird, wennn diesem Bereich liegt. Fur die Wurzel
des Intervallbaumsoot ist dies der ganze Wertebereich, fur den im Intervallbaperiert wird:

min(root) =  min;  Max(root) =  max

Fir die Nachfolger eines bereits bestimmten Intervalibddnotens erhalten wir die Werteberei-
che, indem dessen Bereich durch den eingetragenen Grenerts zerlegt wird:

min(left( )) =min( ); max(left( ))= ()

min(right( ))= (); max(right( ))=max( )

Abbildung 6.3 zeigt anschaulich, wie die Intervdlleden Intervallbaum-Knoten zugeordnet wer-
den, indem der Werteberei¢h,in; max) hierarchisch zerlegt wird.

Um nun daraud,yt zu bestimmen, missen wir die Erwartungswerte aller Zeatdgtieren, die
fur die Untersuchung der Intervallbaum-Knoten und derehdgigen Listen bendtigt werden:
X
TinT = P( 2 [mm( );max( ))) (CINTINIT + CINTCELL)+
Knoteniin | X

P( 2 [min(c); max(c))) Curcew
c Zellein i

Cnree ISt dabei die Zeit, die fur den Test einer Zelle aus der MoteraVaxliste benotigt wird. Das
muss fur jede extrahierte Zelle plus eine pro untersucldaomknoten getan werden, bei der der
Test negativ ausgeht und die Listenbearbeitung terminiert

cwrnir ISt die Zeit, die fur die Untersuchung eines Intervallbakinotens gebraucht wird, also fur
den Vergleich des Isowertsmit dem eingetragenen Grenz-Isowertdie Initialisierung der Suche
in der entsprechenden Min- oder Maxliste und tddrergang zum linken bzw. rechten Nachfolger.

Anstatt nach dem jeweils letzten auszugebenden Elemest lim- oder Maxliste des Intervall-
baums linear von vorne nach hinten zu suchen, kann diesbsranar logarithmischer Zeit durch
binare Suche ermittelt werden. Die Routine zur Ausgabésieellen wird dadurch beschleunigt,
weil ihre Schleifenabfrage ein einfacher Vergleich deklgé mit dem so gefundenen Wert ist,
anstatt wie bisher ein Vergleich des Isowerts mit dem Mirerodlax-Eintrag im Array. Diese
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Verbesserung ist im Programm implementiert und wird auatut®t. Sie geht aber nicht in das
Zeitmodell ein, weil der logarithmische Term verschwindddein ist; die Verbesserung fuhrt also
nur zu einer Verkleinerung der linearen Konstante.

6.4 Die Suchzeitim KD-Tree

Da der KD-Tree im Gegensatz zum Intervallbaum nicht als Basomdern als Array gespei-
chert wird, missen wir fur jedes Element dieses Arrays evartungswert der darin verbrach-
ten Zeit bestimmen. Dieser hangt von dem Teilbereich des) §pace ab, der durch den Kno-
ten bzw. das Array-Element reprasentiert wird. Aus diesgmmnd wird dieser Bereich zunachst
rekursiv berechnet, wir ordnen also jedem Elementles Arrays den rechteckigen Bereich
[min;;miny)  [max;maxy,) =: I; 1, infolgender Weise zu:

8
<(y V(1 ;min]) I,
1, 12,:=_  wenn denMin-Wert des Bereichs zerlegt
I, (>, \ (1 ;max]) sonst

< (Il \ [min;1)) I,
l,, 1., : = wenn den Min-Wertdes Bereichs zerlegt
l; (I, \ [max ;1)) sonst

Um diese Rekursion starten zu konnen, fehlen nur noch teeMallel ; undl, , wenn die Wur-
zel des gedachten Baums ist. Diese entsprechen dem wdliilgéhn Intervall der bei Verwendung
des KD-Trees moglichen Werte, es giltalso= 1> =[ min; maxl-

Bemerkung: die Verwendung von geschlossenen anstelle earis offenen Intervallen fur die

Zerlegung ist in diesem Fall ausnahmsweise korrekt. Den&dafir ist, dass es z. B. bei Zerle-
gung nach dem Maximum auf3er dem Zerlegungselement nocere/&temente mit identischem
Maximum geben kann, von denen bei Unterteilung des ArrayieirMitte einige nach links und

einige nach rechts fallen.

Die Suche im KD-Tree fuhrt fur einen Knotengarantiert zum Ergebnis, dass der Eintrag in
der Iso ache liegt, wenn 2 [miny; max) gilt. In diesem Fall ist ein Schnellverfahren fur den
entsprechenden Knoten moglich, das diesen und alle darliegenden Werte einfach ausgibt.
Wir nehmen an, dass diese Ausgabe pro Wgki, Zeit benotigt; fur jeden Array-Eintrag, der die

Bedingung 2 [miny; max) erfullt, wird diese Zeit nur ein Mal gebraucht.

Der zweite mogliche Fall ist, dass in einem der Intervallgfmin;; min(miny; max)) und
[max(miny; max); max,) liegt. Im ersten Fall muss noch mit dem Minimum, im zweiten Fall
mit dem Maximum der eingetragenen Zelle verglichen wertlebeiden Fallen wird also nur ein
Vergleich gebraucht; wir bezeichnen die fur diesen Vecgldenotigte Rechenzeit alg,our-

Ein besonderer Fall tritt auf, wenn der Teilbereich des SBpace seine Diagonale schnei-
det undmax, < min; gilt. In diesem Fall kann es vorkommen, dass der Isowarh Intervall
[max(min;; max); min(miny; max,)) liegt und somit gegen beide Intervallgrenzen getestet wer-
den muss. Wir bezeichnen die fur diese Vergleiche bet@Hgit alsCourour-

Aus dieserlUberlegungen resultiert die Formel:

T = CKDININP( 2 [minh; ma)Q))-l' CKDINOUTP( 2 [minl; min(minh; ma)Q))[ [max(minh; ma)Q); ma)%))"'
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CKDOUTOUTP( 2 [max(min,; ma)Q); min(minh; ma)%)))
mitP( 2 [a;b)= (b a) fira<bundOsonst, wie bereits beschrieben.

Zusammengefasst ergibt sich fur das ganze KD-Tree-Allsaydie erwartete Suchzeit
X
TKD = T
Element des KD-Arrays

mit T nach vorstehender Formel.

6.5 Eine schnelle Approximation der Suchzeit im KD-Tree

KD-Trees sind oft zu grof3, um in angemessener Zeit voltBthausgewertet zu konnen. Bei In-
tervallbaumen besteht die Moglichkeit, die Kostenfumkiohne Kenntnis der Min- und Maxlisten
nur aus den Knoten des Baums zu bestimmen. Bei KD-Treesistainliche Moglichkeit nicht
gegeben. Es gibt jedoch die Moglichkeit, den Wert der Kafstektion mit einem kleineren KD-
Tree abzuschatzen, der nur einen zufallig gewahlteindéeigegebenen Zellen enthalt.

Die Idee dieser Naherungsmethode wird hier an zwei exemplen Beispielen erklart, die aus
der Fallunterscheidung fur die Auswertung einzelner KieeFKnoten stammen.

Wie nehmen also an, das Rechtdtk= [min; min,] [max; max,] liege vollstandig im Innern
des Span Space, schneide also nicht die von der Gleiamimg max erzeugten Diagonale; es
gelte alsamin, < max. Ferner nehmen wir an, das Recht&kei einem Knoten des reduzierten
KD-Trees zugewiesen, der fur die Kostenschatzung deBegr&KD-Trees verwendet wird. Der
grof3e KD-Tree enthalte Zellen, deren Intervall im RechtedR liegt, oderF sei alternativ eine
Schatzung der Anzahl dieser Zellen, die z. B. durch Divigier Anzahl aller Zellen im grof3en
und im kleinen KD-Tree bestimmt wurde. Wir schatzen miséie Vorgaben eine Teilkomponente
der Kostenfunktion im gro3en KD-Tree, namlich die Summe

X
S1 = Cxoinout [P( 2 [minlk; minhk]) + P( 2 [man; ma)Q'lk])]
k=1

Um diese Summe abzuschatzen, nehmen wir an, das RecReaks dem kleinen KD-
Tree werde durch die Zerlegugg despglorSen KD-Treef ikleinere Rechtecke zerlegt, die
der Einfachheit halber in einem F F-Schema angeordnet sind. Der mittlere Wert von
P( 2 [miny;ming])+ P( 2 [maxy; maxy]) ist dannf 2pnimneD 4 PC2mpumaxnd g gie
Kostenkomponente ergibt sich aus der Summe dieser Werte als

St Gomeor” FIP( 2 [min:ming])+ P( 2 [max; max.)]

In entsprechender Weise kann die Teilsumme

X
S = Coomn P( 2 [miny; maxg])
k=1

approximiert werden, indem wir annehmen, dass die Wertemio, und maxy im Rechteck
R gleichméRig verteilt sind und jeweils ein halbes kleineteivall iber™\ S0 bzw. unter
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1000 g 10

Vollstaendiger KD-Tree'

Reduzierter KD-Tree --------

Zeit der Kostenberechnung (s)
Fehler der Naeherung (%)
o

0.1 1""”// 1 1 -10 W 1 1
1 10 100 1 10 100
Groesse des Datensatzes (MB) Groesse des Datensatzes (MB)

Abbildung 6.4: Berechnung der Kostenfunktion fur einen-Kize und eine reduzierte Version.
Hier wird jeweils der Zeitbedarf und die prozentuale Abvireiog der Berechnung vom echten
Wert dargestellt.

T2 II¥ Jiegen. Die sich aus dieser Annahme ergebende Approximsfiormel furS, ware

dann

min; + minp, N minhn min; _max + maxp max, max
M= ' M=
2 2 F 2 2 F

S2 Croinin FP ( 2 [ ])

Im Normalfall wird durch diese Formel der Wert v@a zu hoch eingeschatzt, weil die Intervalle
der Zellen im RechtecR nicht gleichmalig verteilt sind, sondern sich nahe beilRiagonalen
des Span Space anhaufen. Aus diesem Grund werden genaseléake erreicht, indem anstelle
der arithmetischen Mittelwerte die geometrischen Miteg® min, min, und™ max, max, in
der Approximations-Formel verwendet werden.

Abbildung 6.4 zeigt anhand einer Serie von Datensatzegestder GroRe, dass bei der Reduktion
der Grof3e von KD-Trees gute Schatzungen der Kostenfomktireicht werden konnen. Verwen-
det wurden flr dieses Experiment Datensatze, derendariaén 1 bis 250 MB reicht. Berechnet
wurden die Original-Kostenfunktion des vqgllstandigen-HBees mitc Zellen und eine Schatzung
davon aus einem reduzierten KD-Tree it c Zellen, wobeif = 250 gewahlt wurde. Durch
Erhohung des Werts van kdnnen genauere Ergebnisse erreicht werden, woflr fedoch eine
grof3ere Rechenzeit benotigt wird.

Im vorliegenden Experiment wird die fur die Kostenschiaig benotigte Zeit durch Verwendung
eines kleineren KD-Trees um einen Faktor von 20 bis 100 riedubDurch diese Reduktion ent-
steht im Ergebnis ein prozentualer Fehler, dessen Wertmwenigen Fallen 5% und in keinem
der gemessenen Falle 10% ubersteigt. Das Risiko diesem¥&chung ist naturlich, dass mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit die zufallige Wahl der féndleinen KD-Tree verwendeten Stich-
proben ungunstig verlauft und dadurch ein groRererdfeadnitsteht.

Die hier beschriebene Approximation eignet sich nur futddaatze, in denen die Intervalle im
Span Space einigermal3en kontinuierlich verteilt sind Faiensatze wie zum Beispiel den Bunny-
Datensatz, deren Histogramme grol3ere Anhaufungen vervailen in isolierten Punkten enthal-
ten (siehe Abbildung 9.5 weiter hinten), ist dieses Vedahungeeignet.
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Abbildung 6.5: Die Aufteilung eines extern gespeichertaeivallbaums in Datenblocke.

6.6 Die Suchzeit im Out-of-Core-Verfahren

Da bei der Out-of-Core-Extraktion Intervallbaume verdenwerden, sind sich die Formeln zur
Bestimmung der Zeitkosten ziemlich ahnlich (siehe AbgtbrB). Bei der Out-of-Core-Extraktion
kommt noch ein weiterer Term dazu, der die Anzahl der eirsggien Datenblocke schatzt, die
sowohl Knotenblocke als auch Listenblocke sein konnen.

Um zusatzlich zur Suchzeit im Intervallbaum die Einlesgfe die externen Daten zu bestimmen,
nehmen wir an, dass ein Datenblock wahlwet§e 1 Intervallbaum-Knoten odef , Eintrage
in die Min- oder Maxlisten enthalten kann.

Die Unterteilung des Knotenbereichs in Datenbldcke wurttgefuhrt, indem wir zunachst jedem
Knoten einenWertf ( ) 2f0;::;;K;  1gzuweisen, und zwar durch die rekursive Formel
8 . .
<K; 1 wenn ein Blatt ist
f()=_20 wenn die Wurzel ist
min(fK, 1g[f f( 9 1j °2f |; ,gexistiertund ( 9 6 0g) sonst

Diese Zuweisung ermoglicht es uns, die Unterteilung ineDbtocke durchzufiihren, deren
Teilbaume Wurzeln mit Wef@ haben und so viele Nachfolger wie moglich enthalten, deverte

von 0 verschieden sind. Abbildung 6.5 zeigt, wie ein Intervallivain hinreichend kleine Teile fur
externe Speicherblocke zerlegt wird (links) und wie didgen aussehen (rechts). In dem gezeigten
Beispiel giltk ; = 3 und die Zahlen geben die Werte vb( ) der jeweiligen Knoten an.

Ein extern gespeicherter Knotenblock muss fir die Exioakhur dann gelesen werden, wenn
mindestens einer der darin enthaltenen Knoten besucht @ad ist genau dann der Fall, wenn
die Wurzel des im Block gespeicherten Teilbaums besucht,wiso gilt fur den ersten Teil der

Einlesezeit:
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X
T1= CaLock P( 21 )
f()=0

(Gsock ISt die Einlesezeit fur einen Datenblock)

Ein Block einer Min- oder Maxliste wird genau dann geleseenw in seinem charakteristischen
Intervall enthalten ist. Das charakteristische Interigtlldabei nicht das Intervall der ersten im
Block enthaltenen Zelle, sondern der letzten Zelle davei| das Ende der ausgegebenen Liste
lokalisiert werden muss. Es gilt also:

g I\ (1 ; ) wennBL der erste Block einer Minliste ist
| I R R A wennBL der erste Block einer Maxliste ist
BL 731V (1 ; )\ liie wennBL ein Folgeblock einer Minliste ist
LN L)\ e wennBL ein Folgeblock einer Maxliste ist

Dabei istl |5 das Intervall der letzten eingetragenen Zelle des jewetlserigen Blocks.

Mit diesen De nitionen lasst sich die erwartete Einlesefigr Blocke der Min- und Maxlisten
insgesamt abschatzen als
X
T2 = Carock P( 21g)
BL Min- oder Maxblock

Die gesamte Zeit fur die Out-of-Core-Extraktion lasshanun bestimmen, indem man die Suchzeit
far Intervallbaume im Hauptspeicher mit den beiden Ealkeiten addiert:

Tooc = Tint + T1+ T,

Die Summe zur Berechnung v@n ist schwer zu bestimmen, weil die relevanten Intervalleeohn
explizite Berechnung der Min- und Maxlisten nicht ohne wit ermittelt werden konnen. Wir
kdnnen aber annehmen, dass ein normaler Datenblo¢kfiusgabe-Intervalle benutzt wird und
dartiber hinaus durchschnittlich ein halber Datenbloclsamst gelesen wird. Die daraus hervor-
gehende, schneller auswertbare Naherungsformel lautet

2 3

X P( 21) 1X
T2 CBLOCK4 ¥+§ P( 21 )5

. K2
| eingetragenes Intervall



Kapitel 7

Der Conditioned Tree: Die optimale
Kombination mehrerer Datenstrukturen

7.1 Die Struktur des Conditioned Trees

Wie wir gesehen haben, lasst sich Iso achen-ExtraktianRartitionsbaumen unter Einsatz von
nur wenig Speicher beschleunigen oder mit intervall-btsmeMethoden wie dem Intervallbaum-
oder dem KD-Tree-Verfahren unter Einsatz von viel Speiehdreine fast output-sensitive Ge-
schwindigkeit bringen. Es ist jedoch nicht fir jede gegeb8peichergrol3e moglich, eine passen-
de Methode zu nden, die den Speicher zugunsten der Besuigienng der Extraktion ausschopft.
Hier wird also anstelle einer zwar beliebig erweiterbasdrer immer endlich langen Liste von vor-
geschlagenen Methoden eine vereinheitlichende Methobieageht, bei der der Speicherbedarf
und die Beschleunigung von einem einstellbaren Paramietémaen. In diesem Kapitel fuhre ich
das dafur geeignete Conditioned-Tree-Verfahren ein.

Dieses Verfahren hat seinen Namen von der Abfrage der Bedgcondition), die in jedem Kno-
ten zur Auswahl der entsprechenden Untermethode fuhiGegensatz zu den bisherigen Verfah-
ren, die immer die gleiche Methode verwenden, wird der Cioiovied Tree durch das in diesem
Kapitel beschriebene Optimierungsverfahren auf die jsimEstmogliche Methode konditioniert.

Das Conditioned-Tree-Verfahren ist eine Methode der dsbén-Extraktion, bei der die Daten-
struktur von einem Lagrange-Parametabhangt. gibt dabei an, wie wichtig die Geschwindig-
keit des Suchprozesses im Vergleich zum SpeicherbedabistMethode kann dann zu jedem
vorgegebenen Speicher- oder Zeitwert eine optimale Lg$afern.

Ein expliziter Speicher- oder Zeitwert lasst sich bei diasverfahren nicht direkt vorgeben, aber
wenn der Verlauf der Kurve im Parameter-Speicher-Zeitgtaenm bekanntist, dann kann zu jeder
Speicher- oder Zeitvorgabe der passende Paramefefunden werden.

Formell ausgedriickt ist fir ein gegebenatie folgende Lagrange-Kostenfunktion zu minimieren,
wie es auch im Diagramm (Abbildung 7.1) dargestellt ist:
C(T)=M(T)+ T(T)

Dabei istT die zu optimierende Baumstruktum (T ) die Grol3e des von ihr belegten Speichers
undT (T ) der Erwartungswert der Rechenzeit, die fur eine Iso acBstraktion in dieser Struktur
gebraucht wird.

71
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Abbildung 7.1: Die Optimierung der Lagrange-FunktiGT ) :=
Speicher-Diagramm. Der optimale Baum zuentspricht dem Punkt, an dem die Gerade mit
konstantenC(T) die konvexe Hille der gegebenen Baummenge beruihrt. WiBilhzu sehen

ist, ist das Kostenfunktions-Optimui auch das Suchzeit-Optimum unter allen Baumen, deren
Speicherbedaf nicht Uberschreitet.
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(x1,y1,z1)

BRUTEFORC

[min,max)
(x0,y0,z0)-

(x1,y1,z1)

Wurzel

Inte rvaII
baums

BRUTEFORC

INTERVAL

Abbildung 7.2: Die hybride Datenstruktur fur die Conditex-Tree-Methode. Rechts daneben ist
die zugehorige Partition der Volumendaten dargestellt.
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Der Vorteil der parametrisierten Optimierung ist es, dasasch das am Anfang dieses Abschnitts
erwahnte Optimierungsproblem bei begrenztem Speidsériin Artikel [16] von Everett wird der
Gebrauch von Lagrange-Parametern ausfuhrlich besemrieihd fir den allgemeinen Fall gezeigt,
dass jedes ObjeHt einer gegebenen Klasse (hier speziell auf Baume angewWedds die Kosten-
funktion C(T) fur ein > 0 minimiert, unter allen moglichen Objekt@’mit M (T9 M (T)
dasjenige mit dem kleinstmoglichen Wert flfT 9 ist.

Bei der Bestimmung des Erwartungswerts wird auf der Mengerdglichen Isowerte eine Ver-

teilung angenommen, abhangig davon, wie hau g diese vanuier angefordert werden. Der
Einfachheit halber werden wir im folgenden annehmen, dassteichverteilung auf dem Wer-

tebereich der Volumendaten vorliegt. Wenn eine anderedhaiisverteilung bekannt ist, lasst

sich die Methode verallgemeinern, indem eine der folgertdétien Umformungen vorgenommen
wird:

Die Volumendaten werden so skaliert, dass wir eine Gleitbileng erhalten. Das ist
mathematisch bei allen stetigen Verteilungen moglicmede/erteilungsfunktiorf ( ) =
P(1 ; ) bekanntist; es wird also jeder Eintrag,, des Datensatzes durét{ 1 ;ayy,)
ersetzt.

Die nachfolgenden Formeln zur Berechnung der erwartetehZgit im Fall der Gleichver-
teilung lassen sich auch auf den allgemeinen Fall erweitgemnP (1 ; ) bekannt ist.
Dafur wird an jeder Stelle, an der eine WahrscheinlichRginin; max) benotigt wird, an-
stelle vonmax min die sich aus dieser Funktion ergebende Wahrscheinlicekegesetzt.

Die Struktur des Conditioned Trees ist entsprechend deildlnty 7.2 folgendermalien gegeben:

Das Kernstick ist ein binarer adaptiver Partitionsbawia,er in dieser Arbeit schon beschrieben
wurde, zu einer fest vorgegebenen, zentralen UnterteilDiggKnoten dieses Baums reprasentie-
ren Teilblocke der gegebenen Volumendaten und enthaibem é-lag, der aussagt, ob der Baum
hier weiter verzweigt, und falls ein Blatt vorliegt, wie dentsprechende Block weiterverarbei-
tet wird. Dieser Flag kann die WerBRUTEFORCE (0), INTERVAL (1), ADAPTIVE (2),
KDTREE (3) oderOUTCORE (4) sowie anderen Methoden zugeordnete Werte annehmen, die
folgende Bedeutungen haben:

BRUTEFORCE bedeutet, dass der Knoten ein Blatt ist und dessen Teillgjegkbenenfalls
mit der Brute-Force-Methode durchsucht wird.

INTERVAL bedeutet, dass der Knoten ein Blatt ist, von dem aber eireZeigf die Wurzel
eines Intervallbaums verweist. Dieser enthalt alle Zefles Teilblocks mit ihren Intervallen
und kann gegebenenfalls schnell durchsucht werden.

ADAPTIVE bedeutet, dass der Knoten ein innerer Knoten ist und beeatherd, indem
man wie im normalen adaptiven Baum einen Intervalltestlofiitart und weiter verzweigt.

KDTREE bedeutet, dass der Knoten ein Blatt ist, von dem ein ZeigediadNurzel eines
KD-Trees verweist.

OUTCORE bedeutet, dass der Knoten ein Blatt ist, das einen Verwésiaen auf der Fest-
platte abgelegten Intervallbaum enthalt. Out-of-CoretiMdden benotigen zusatzlich Fest-
plattenspeicher, der in der Kostenformel noch nicht besiahtigt ist. Spater wird beschrie-
ben, wie Out-of-Core-Methoden trotzdem in die Formel ebageg werden konnen.



KAPITEL 7. CONDITIONED TREE 74

Prinzipiell kann jede Extraktionsmethode, deren Spetalned Zeitkosten innerhalb angemessener
Zeit berechen- oder schatzbar sind, in den Conditioned &mgebaut werden. So kann fur jeden
Teilblock des Datensatzes die bestmogliche aus eineegetzenen Liste von Methoden gefunden
und verwendet werden.

Die speichersparendste Version des Conditioned Treeslemjleich in der Wurzel den Flag
BRUTEFORCE und besteht nur aus dieser Wurzel; sie fuhrt nach einerrsitbung der Wur-
zel zum klassischen Marching-Cube Verfahren. Die Versibe,dagegen die schnellste Extrak-
tion ermoglicht, hat in der Wurzel den Flag der jeweils sslsten verwendeten Methode (z. B.
INTERVAL ) und einen Zeiger auf die entsprechende Datenstrukturieisedh Fall werden al-
le Daten mit der schnellsten Methode durchsucht. Zwisclenlaiden Extremen platzsparend-
langsam und speicherintensiv-schnell lassen sich allgliotin Conditioned Trees im Speicher-
Zeit-Diagramm einordnen. Der FADUTCORE nimmt in diesem Schema eine Sonderrolle ein,
weil zusatzlich zum Hauptspeicher Festplattenspeichkgb wird, was zur Bildung eines dritten
Extremfalls mit wenig Hauptspeicher, aber viel Festplapeicher fuhrt.

Die in der Datenstruktur des adaptiven Baums vorkommendwitdf sind folgendermalRen auf-
gebaut:

Ein Knoten des adaptiven Baums, der das Grundgerist pdd#talt die Eintrage:

(Xo;¥0520)  (X1;Y1;71)
ag

min; max

P1; P2

— Xo; ::1; Z1 sind die Grenzen des reprasentierten Teilblocks.

— ag ist der Flag, der eine Methode auswahlt, also zwisdBRUTEFORCE (0),
INTERVAL (1) undADAPTIVE (2) und den anderen Werten entscheidet.

— min undmax sind der minimale und der maximale Wert der Volumendateprimalb
des Blocks. Diese werden fur den Intervalltes [min; max) verwendet, der ent-
scheidet, ob unterhalb des Knotens weiter untersucht wamniess.

— p1 und p, sind Zeiger auf andere Datenstrukturen. Im Faj = BRUTEFORCE
werden z. B. beide ignoriert, fleg = INTERVAL oder KDTREE zeigt p; auf
die Wurzel des entsprechenden Baums, digr = OUT CORE enthaltp; die Num-
mer des Blocks, in dem der extern gespeicherte Intervatidaeginnt, und furag =
ADAPTIVE zeigenp, undp, auf die Nachfolger des Knotens im adaptiven Baum.

Ein Knoten des Intervallbaums enthalt:
ag;, ;n
Preft ;s Pright

Pmin s Pmax

— ag entscheidet, ob der Knoten einen linken Nachfolger (1 greiechten Nachfolger
(2), keinen Nachfolger (0) oder beide Nachfolger (3) haeder Eintrag ist nicht unbe-
dingt notwendig, weil die Nachfolger auch auf 0 gesetzt warkibnnen; der Vergleich
eines Zeigers mit 0 ist jedoch schwerer alsdieerpriifung eines einzelnen Flags.
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— istder Grenz-lsowert, der in allen Intervallen der Lispgg undpmax enthalten und
fur die Aufspaltung in einen linken und einen rechten Tagtandig ist.

— nist die Anzahl der Elemente, die in den Listgn, undpmax €ingetragen sind.
— Peft UNdprigne Sind Zeiger auf die Nachfolger des Knotens, wenn dieseiesast

— Pmin UNdpmax Sind Zeiger auf das jeweils erste Element der Min- und Mé&Jidie die
selben Intervalle nach aufsteigenderim und nach absteigendemmax enthalten.

Die Listen, auf digpmin undpmax Verweisen, sind Arrays von jeweitsCellinfo-Strukturen,
die folgende Informationen enthalten:

(Xo; Yo; y4))
Bmin 1M Fall prmin
Amax IM Fall pmax

— (Xo; Yo; Zo) sind die Koordinaten des Eckpunkts der Zelle, der die ktemKoordinaten
hat.

— amin Und amax Sind der minimale und der maximale Datenwert der acht Eckign
diese de nieren das Intervall fur den Intervallbaum. Alblgig vom Vorkommen in der
Min- oder Maxliste wird nur eine der beiden IntervallgrenZér die Suche bendtigt.

Wenn KD-Trees verwendet werden, dann sind diese als Areglssiert und ein Arrayele-
ment enthalt die Werte:

(Xo; Yo; Z0)

Amin ;s Amax

Diese bezeichnen die Position und den Wertebereich deeeaggenen Zelle. Pointer auf die
Nachfolgerknoten werden nicht gebraucht, da sie durch dagip der Array-Halbierung
schon vorgegeben sind.

Die Datenstruktur fur Out-of-Core-Extraktion be ndethkianstatt im Hauptspeicher auf der
Festplatte und ist dort in Blocke aufgeteilt. Dabei werdearei Typen von Blocken unter-
schieden:

— Knotenblocke reprasentieren einen Ausschnitt des valaums. Sie enthalten far
jeden Knoten dieses Ausschnitts die Informationen UberRdisition (Nummer des
Datenblocks) der Nachfolgerknoten, die Position und Ahzin Eintrage der Min-
und Maxliste sowie den eingetragenen Unterteilungswert

— Listenblocke reprasentieren jeweils eine Min- oder Nigloder einen Ausschnitt da-
von. Sie enthalten fur jede darin eingetragene Zelle ilwerHinaten(x;y; z) und je
nach Bedarf den Min- bzw. Maxwert der Zelle.

Zu beachten ist dabei, dass jedem verwendeten Conditiamedalif einem gegebenen Datensatz
die gleiche Partitionierung zugrunde liegt, die bei dertBesiung des optimalen Baums stets
verwendet wird. Der Eintra{xo; Yo; Zo)  (X1;Y1; Z1) ist daher eigentlich unnotig, wird aber zum
Zweck der Zeitersparnis bei der Extraktion dennoch verwen8ei der kanonischen Zerlegung
wird stets die langste Kante eines Teilblocks genommenininigr Mitte geteilt; die Wahl unter
gleich langen Kanten und die Rundung nicht ganzer Zahledi&i'Mitte' sind dabei einheitlich
geregelt, wie es in Abbildung 7.3 zu sehen ist.
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Abbildung 7.3: Die kanonische hierarchische Zerlegung&Mlumen-Datensatzes

Im folgenden Abschnitt wird beschrieben, wie der bezilgkmer vorgegebenen Kostenfunktion
optimale Conditioned Tree rekursiv bestimmt wird.

7.2 Lagrange-Optimierung, Minimierung einer Kostenfunkti-
on

Um einen Conditioned Tree mit geringem Speicher und tratzklerzen Extraktionszeiten zu n-
den, benutzen wir rekursive Formeln fir(p), den Speicherbedarf und den geschatzten Erwar-
tungswert der Rechenzéit(p) pro Extraktion fur jeden Knotea des Baumed . Dabei sind die
auf Baumknoten de nierten Funktiondév (p) und T (p) Erweiterungen von den nur fur komplette
Baume bestimmten Funktionavi (T) und T(T). M (p) ist de niert als der Speicherbedarf des
vollstandigen Unterbaums mit der WurzeI T (p) ist der Erwartungswert der Suchzeit wahrend
einer Extraktion, die im Unterbaum unterhalb des Knogewusrbracht wird.

Das Prinzip der Optimierung ist es nun, fur jeden Knoterbdiste Methode aus der vorgegebenen
Liste, also diejenige mit dem kleinsten Wert fur eine KostektionC(p) := M (p) + T(p)

zu nden (Abbildung 7.4). Fur die Alternativ@DAP T 1V E (die sich immer unter den Methoden
be nden muss, um die Konstruktion des Baums zu ermoglirivena dabei rekursiv vorausgesetzt,
dass die beiden Unterbaume bereits optimiert worden Bladlie KostenfunktiorC sich additiv
auf der Struktur des Baumes verhalt, fuhrt das Prinzigedem Knoten das lokale Optimum
zu wahlen, stets zum globalen Optimum unter allen moglhcBaumen. Dieses Prinzip wird bei
vielen hierarchischen Optimierungsaufgaben angewemakofi als dynamisches Programmieren
bezeichnet.

Der Einfachheit halber betrachten wir fur die Zerlegung Veilblocken jeweils nur eine Moglich-
keit, obwohl sich ein groRerer Block auf viele Arten duratesachsenparallele Ebene in zwei Teile
trennen lasst. Von diesen betrachten wir nur die Mogkdtikei der die Teilungsebene orthogonal
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Waéhle
(minimiere C(T))
s 4 4 A
BRUTE-F. INTERVAL ADAPTIVE
[min,max) [min,max) [min,max)
(x0,y0,20)- (x0,y0,20)- (x0y0,20)- | mmmmma=
(x1,y1,z1) (x1,y1,z1) (x1,y1,z1)
Wurzel des Wahle Wahl
Intervallbaums| | . | | e

Abbildung 7.4: Der Conditioned Tree wird optimiert, indermch dem Prinzip des dynamischen
Programmierens in jedem Knoten des adaptiven Baums die destzur Verfugung stehenden
Methoden gewahlt wird.

zur langsten Kantenrichtung des Blocks steht und diedmye&ehen von einer einheitlichen Run-
dung auf ganze Zahlen) genau in der Mitte teilt. Die untefiBksichtigung dieser Einschrankung
moglichen Conditioned Trees nennen wir zentral unteet€bnditioned Trees.

Die Berechnung voM (p) ist fast trivial; die Bestimmung voifi (p) wird im folgenden beschrie-
ben. Fur die Analyse der Einzelmethoden konnen dabeiaism&n aus Kapitel 6 eingesetzt wer-
den. Die Konstanten dafiitye,, ; Couap:::, lassen sich durch lineare Approximation und Minimierung
des quadratischen Fehlers (Linear Fitting) aus den Ergsbnibereits ausgewerteter Conditioned
Trees bestimmen. Je mehr verschiedenartige Baume daffivemdet werden, desto genauer wird
naturlich das Ergebnis. Eine genauere Beschreibungrasarien Approximation folgt im Abschnitt
7.3.

Wir nehmen nun bei der rekursiven Optimierung fur jedemdmdtteten Knoten an, dass der adap-
tive Baum oder ein Teilbaum bereits vollstandig konsiust. Fur jeden Knoteip dieses Baums
sei T (p) der berechnete Erwartungswert des Zeitbedarfs fur digddeSuche in allen Strukturen
unterhalb des Knotens. Wenmlie Wurzel des Conditioned Trees ist, dann ist d1$0) der Erwar-
tungswert des Zeitbedarfs fur eine Iso achen-Extraktadpziiglich der Untersuchung der Wurzel
r selbst.

Die Wurzel des jeweils untersuchten Teilbaums wird ausrreghchen Grinden nicht mitgezahilt,
weil die Auswertung der rekursiven Formel flirdadurch einfacher ist. Dieser Abzug macht fur
das Optimierungsverfahren nichts aus, weil der Zeitbeflarlie Untersuchung der Wurzel stets
der gleiche ist.

Wie bereits im Kapitel 6 erwahnt wurde, nehmen wir an, dasdsbwert einer Gleichverteilung
unterliegt.

Es ergeben sich abhangig vom Typ des Knotefig die Berechnung voit (p) mehrere Falle. In
jedem Fall konnen Formeln aus Kapitel 6 oder ahnliche eandet werden; diese beziehen sich
allerdings nicht auf den vollstandigen Datensatz, sander noch auf das Teilvolumen, das dem
Knotenp zugewiesen ist.
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Fall 1. pist ein BRUTEFORCE -Knoten.
Zur Bestimmung der erwarteten Rechenzeit missen wir digbschnitt 6.1 angegebene
Suchzeit mit der Wahrscheinlichkeit multiplizieren, ddss Block wirklich untersucht wird:

T(p) = (max(p) min(p)) Teru

Fall 2: pist ein INTERVAL -Knoten.
Wenn ein Blattknoten auf einen Intervallbaum verweiststssich die Suchzeit unter Ver-
wendung der Formel aus Abschnitt 6.3 bestimmen als

T(p) = Tint

Bei der Bestimmung voilyt ist zu beachten, dass der Intervallbaum nicht im vollen Wert
eintervall operiert, sondern nur in dem Bereich, der im kenatingetragen ist. Der Wertebe-
reich der Wurzel ist also bestimmt durch

min(root) = min( p); max(root) = max(p) :

Die Wertebereiche der anderen Intervallbaum-Knoten weddeaus nach dem im Abschnitt
6.3 beschriebenen Unterteilungsverfahren gebildet.

Fall 3: pist ein ADAPTIVE -Knoten.

Dies ist der Fall, der die Berechnung viip) auf eine rekursive Formel fuhrt. Alles unter
dem Knotenp zu untersuchen, bedeutet, die Nachfolger pomnd alles unterhalb dieser
Nachfolger zu untersuchen, also gilt:

T(p)= (max(p) min(p) Cuwe + T(left(p)) + T(right(p))

Dabei istc,.e €in konstanter Wert, der die Zeit fur die Untersuchung aedén Nachfolger
des betrachteten adaptiven Baumknotens angibt.

Zu beachten ist hier, dass im Gegensatz zu Abschnittrn2p) und max(p) wirklich im
Knotenp selbst eingetragen sind, und nicht in seinem Vorgangerapsverden missen.

Fall 4: pist ein KDTREE -Knoten.
Wenn der Knoterp auf einen KD-Tree verweist, dann lasst sich die erwarteteh@nzeit
mit Hilfe der Formeln aus Abschnitt 6.4 oder schneller mit N@herung aus Abschnitt 6.5
bestimmen als:

T(p) = Tko

Wie beim Intervallbaum ergibt sich auch hier die Einsckiirg auf den vom Knotep
de nierten Wertebereich. Der Startbereich im Span Spaee,dér Wurzel des KD-Trees
zugeordnet ist, ist also de niertals |, , wobei gilt:

[; =1, =[min(p); max(p)) :

Fall 5: pist ein OUTCORE-Knoten.

Wenn der Knoten auf einen extern gespeicherten Intervatbaerweist, ist die Kostenfor-
mel analog zum Fall eines Intervallbaums im Hauptspeichehmbschnitt 6.6 zu bestim-
men, wobei die Intervallé der extern gespeicherten Intervallbaum-Knoten wiedege&us
hend von der Wurzel als

l1oot = [Min(root) ; max(root)) = [min( p); max(p))
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bestimmt werden. Mit dieser Einschrankung des Werteblesdst die mittlere Extraktions-
zeit zu berechnen als
T(P) = Tooc

Bei der Anwendung des Out-of-Core-Verfahrens eroffneth $ilr die Bestimmung der Speicher-
kosten die Frage, wie Festplattenspeicher im Vergleich auptspeicher bewertet werden soll.
Hierfur wird ein Parametad eingefuhrt, der angibt, wie viel fur ein Byte Festpladgpaicher an-
gerechnet wird. FUH = 0 wird angenommen, dass Speicher auf der Festplatte undegthmd
kostenlos zur Verfugung steht. Dieser Fall wiirde bei deti@ierung die Wahl der Out-of-Core-
Extraktion begiinstigen und ist meiner Ansicht nach niairhier die sinnvolle Losung, weil kein
System unbegrenzt viel Festplattenspeicher zur Verfgdna. Selbst in dem Fall, wenn der Fest-
plattenspeicher fur die Extraktion ausreicht, wird dreséglicherweise auch fur andere Anwen-
dungen gebraucht; hier steht der Benutzer vor der Entsechgjalen Out-of-Core-Baum entweder
bis zum nachsten Aufruf des Programms auf der Festplattessen und diese damit zu belegen,
oder beim nachsten Mal den Baum wieder zu generieren, washeihe Preprocessing-Zeit in
Anspruch nimmt.

FurH = 1 wird davon ausgegangen, dass ein Byte Festplattenspa&jehau so viel kostet wie
ein Byte Hauptspeicher. Dieser Extremfall wiirde die Verdueng der Out-of-Core-Extraktion
von vornherein ausschliel3en, weil der Grundgedanke didetrode gerade darauf basiert, dass
mehr Festplattenspeicher als Hauptspeicher zur Verfjigteht. Dieser wird verwendet, um In-
tervallbaume billiger abzuspeichern; dafir werden gr@@itverluste beim Einlesen der Blocke
in Kauf genommen. Durch Experimente habe ich festgestigtts die Out-of-Core-Extraktion flr
H  0:5nicht mehr verwendet wird.

Die Berechnungen der Rechenzeit-Formeln haben im Fall beécl@&erteilung der moglichen Iso-
werte eine Gemeinsamkeit, namlich den Fakter — L__ der beijeder Berechnung der Wahr-
scheinlichkeit eines Intervalls anfallt. Dieser kanroata Om'E)timierungs-AIgorithmus weggelassen
werden, ohne dass sich dadurch am Verhaltnis der vergliehgeitwerte etwas andert.

Ebenfalls eine Vereinfachung, die die Preprocessing-Zeimehrere -Werte verkurzt, ist es,
jeden WertM (p) und T (p), der sich ohne weitere Verzweigung ergibt und dessen whetterBe-
rechnung ansonsten viel Zeit in Anspruch nehmen wiirdez gam Anfang zu berechnen und in
einer globalen Kostendatei abzuspeichern. Aus dieseréidie von unabhangigen Komponen-
ten der Kostenfunktion bei Bedarf entnommen werden.

Die in diesem Abschnitt beschriebene Art der Rechenzeitr@@rung hat einen grof3en Vorteil:
obwohl die Anzahl der zentral unterteilten ConditionedeEr@n Vergleich zur Grof3e des Daten-
satzes exponentiell steigt, brauchen bei weitem nichtédternativen zur Bestimmung des besten
unter ihnen betrachtet zu werden. Weéhdie Anzahl der Zellen (oder asymptotisch aquivalent die
Anzahl der Voxel) des Datensatzes bezeichnet, dann istveasbar, dass der Zeitaufwand fur die
Optimierung sich durclD(S log?(S)) abschatzen lasst. Es werden namlich fiir jeden Knoten de
adaptiven Baumanteils bei der Optimierung die folgendemriie durchgefiihrtS° sei dabei die
Anzahl der Zellen des betrachteten Teilblocks.

Berechnung der Rechenzeit fur die Brute-Force-Suche oakB8O(1)

Addition der Rechenzeiten der beiden adaptiven Baume eniZdit fur die Untersuchung
des vereinenden KnoterS(1)
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Analyse des Zeitaufwands fur die Suche im Intervallbauras Bur die Liste der Zellen
gebrauchte Grundgerust des Intervallbaums wird gebuddtausgewertet. Bei geeigneter
Vorsortierung ist das i®(S°log(SY%) Rechenzeit moglich.

Der Zeitaufwand fur Out-of-Core-Verfahren und KD-Treasdt sich analog zu dem fur In-
tervallbaume irD(S°og(SY) Rechenzeit schatzen.

Die rekursive Analyse des Intervallbaum-Geriists kosthiss im schlimmsten Fall, dag®
einelementige Min- und Maxlisten auftretéd(S% Rechenzeit.

Der Vergleich der drei Kostenwerte kostet pro Lagranget\@t); Gber Gissig gewordene
adaptive Teilbaume und Intervallbaume konne®{{8% Rechenzeit entfernt werden.

Unter der Voraussetzung, dass die Anzahl der untersuctdgrahge-Werte klein im Vergleich
zur Anzahl der Zellers ist, wird fur jede Ebene des Conditioned TréS log(S)) Rechenzeit
gebraucht, also ergibt sich fir den ganzen Bad(8 log*(S)).

Wenn andere Methoden dazukommen, dann nehmen wir an, dag&edhenzeit-Analyse jeder
dieser Methoden in hochste@$S™) (n > 2) pro Datenstruktur durchgefiihrt werden kann. Wenn
sie sogar inD(S%log(SY) Zeit moglich ist, andert sich nichts an der Analyse deagegn Opti-
mierungszeit. Andernfalls ist die Rechenzeit fir die @péirung des gesamten BauméS"), wie

die Zeit fur die Analyse der am schwersten untersuchbaretindtle.

Formell lasst sich die Rechenzeit fur die Suche nach dettmafen Conditioned Tree durch fol-
genden Satz festlegen:

Satz 1:

Es seiT ein binarer Baum mig Blattern und einer Tief&, fur die28 = O(S) gilt. A sei ein
Algorithmus, der jeden Knotel& vonT in O(SY{K )") Rechenzeit bearbeitet, wobel N;n > 0
undSYK ) die Anzahl der unterhalb volk liegenden Blatter ist. Dann lasst sighfurn = 1 in
O(S log(S)), furn 2in O(S") Rechenzeit durchfiuihren.

Im von uns betrachteten Fall ist fir der maximale theoretisch erreichbare Conditioned Tree zu
verwenden, dessen Blatter genau den im Datensatz vorkaden&ellen entsprechen. Der Algo-
rithmusA ist die Conditioned-Tree-Optimierung, die in jedem Knokereine fest vorgegebene
Liste von Methoden abarbeitet, von denen die aufwandigstinode und somit auch die Gesamt-
untersuchun@®(SYK)") Zeit benotigt. Nun aber zum Beweis:

Beweis:

Der BaumT hatE Ebenen, die in der Notation des Beweises von den BlatteraliWurzel mit
durchnummeriert seien. Aus der oben stehenden Voraussgtalgt E = O(log(S)). Die Kno-
ten der Eben& seien mitK q; Kyo; i1 Kk, bezeichnet. Dann gelten fur die Anzahl der Blatter
unterhalb der Knoten folgende Ungleichungen:

SAKy) 261
Rk
SAKy) S
j=1
Die erste Ungleichung folgt daraus, dass jeder Knoten dené&k in hochstenk 1 darunter

liegenden Ebenen verzweigen kann, die zweite ist eine oblsehatzung durch Summierung
aller vorhandenen Blatter.
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FUrn = 1 benotigt der Algorithmug fur die Bearbeitung aller Knoten der Ebekeine Rechen-
P
zeit von k O(SYKj)) = O(S), also fur alle Ebene®(S E) = O(S log(S) Rechenzeit.
j=1
Firn 2 betrachten wir die Tatsache, dass die Edehéchsteng® ¥ Knoten enthalt, von denen
jeder die oben stehende Ungleichu®fiK ;)  2¢ ! erfullt. Der Algorithmus benotigt also fur
die Bearbeitung von Eberkeeine Rechenzeit von:
Xk
SO(Kkj )n — O(2E k (2k l)n) — O(2E k+ nk n) — O(2k(n 1) 2E n)
j=1

Da fur die Abschatzung der Rechenzeit implizit die Verdsemg eines einheitlichen konstan-
ten Faktors angenommen wird, ergibt die Addition der Ausle fur die Ebenen 1 biE eine
Abschatzung der gesamten Rechenzeit des Algorithmus

O(M M 28 M= 0" PV 2 M= 0@™ "= 0O(2" H")=0(s") (ged)
k=1

Eine beliebige adaptive Zerlegung anstelle einer Zerlggier Datenbldcke in der Mitte wirde
hingegen zu zu hohen Rechenzeiten fiihren, da in einem stweeln Zerlegungsbaum jeder
Teilblock des Datensatzes vorkommen kann. Schon alleinelds Ansteuern aller moglichen
Teilblocke (Xo; Yo; Z0)  (X1;Y1;2z1) zur Bestimmung ihrer Kostenwerte wiirde so@itS?) Re-
chenzeit bendtigt werden, was fur Datensatze von mehreundert Megabyte inakzeptabel ware.

Die von mir realisierte Version des Conditioned-Tree-Bktionsprogramms nutzt die Abhangig-
keit vom Parameter gezielt aus. Es ist namlich fur jeden neuen Datensatzlinfjggleich
am Anfang ein Preprocessing-Programm aufzurufen, dasifien weiten Parameter-Bereich
die optimalen Baume konstruiert und sie zusammen mit €fabelle mit den entsprechenden
Speicherbedarfs- und Rechenzeit-Werten abspeicherteid#st also eine Liste von Parametern

1; 2;:% n mitihren optimierten Baumemy, (k = 1;:::;n), die jeweilsMy Hauptspeicher und
durchschnittlichTy Rechenzeit pro Extraktion benotigen. Das Hauptprogrammaledann als Pa-
rameter den zur Verfigung stehenden Hauptspeigherfur den in der Tabelle der Bauify mit
dem passenden Speicherwert gesucht wird, alshlgader grol3te Wert der Liste mil, M .
Dieser Baum wird dann eingelesen und als Datenstruktudifiiso achen-Extraktion benutzt.
Wenn flr die Konstruktion der Tabelle nicht geniigend Zeit Verfligung steht, dann kann nach
dem vorgegebenen Speicherwitt auch eine binare oder anders geartete direkte Suche in den
maoglichen Werten fur durchgefuhrt werden, weil dafur bei gleicher geforde@enauigkeit viel
weniger Optimierungsdurchgange durchgefiihrt werdesseri.

Da die Conditioned-Tree-Methode das Hauptthema diesegitdt, sind die numerischen Ergeb-
nisse dafur im letzten Kapitel ausfuihrlich dargestellt.

7.3 Lineare Approximation der Zeitkonstanten

Wir nehmen nun an, dass wir den programmtechnischen Teiblsloder Optimierung als auch
der Extraktion realisiert haben. Fir jede verwendete tsmé¢hode des Conditioned Trees sei ein
Modell gegeben, mit dem der Rechenzeit-Bedarf bestimmi@rekann, es fehlen jedoch noch die
Konstanten, mit denen die Zeit fur die Durchfiihrung eiAdseitsschritts bestimmt wird.
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Der Einfachheit halber nennen wir diese Konstanten raghii; Careew s Ceeroo: Wi€ im letzten Ab-
schnitt, sondern bezeichnen sie systematischyats; :::; & und fassen sie zum Konstantenvektor
C zusammen.

Nun fuhren wir eine Reihe von Experimenten mit verschietemestbaumeiy;::;; T, durch,
wobein grof3 sein sollte, aber auf jeden Fall gro3erkalin diesen Baumen werden die mittleren
Extraktionszeiten gemessen, diese séjen:; t, und bilden den Zeitvektof . Ferner werden die
Baume mit dem mathematischen Modell analysiert, das didemd Extraktionszeit bestimmen
soll. Wir nehmen an, dass der Rechenschrith BaumT; durchschnittliche;; Mal durchgefuhrt
werden muss, also ergibt die Rechenzeit-Analyse die Formel

X( -
T(T;) = G | =1:xn
i=1
oder einfacher ausgedriickt, wenn die Indiggszur IndexmatrixA zusammengefasst werden:
A C=T (A;T bekanntC gesuchi

Unter den Annahmen, dass> k gilt und sich bei der Messung Ungenauigkeiten ergeben, hat
dieses Gleichungssystem keine genaue Losung. Wir kodieehdsung jedoch approximieren,
indem wir sie ersetzen durch das Optimierungsproblem

jT ACj = minimal

Eine altbekannte Methode aus der Statistik zur Bestimmuand<dnstanten des Modells besteht
darin, die Losung dieses Naherungsproblems durch dashalegssystem

ATA C=ATT

zu bestimmen, das meistens eine eindeutige Losung hatliwéilatrix AT A quadratisch ist.

Der Grund fur die Korrektheit dieser Losung besteht irgémidem mathematischen Zusammen-
hang:

jT ACj= minimal | T AC ? AV furalle Vektorenv |

T AC ? AE furalle Einheitsvektorek )
<T AC;AE > =0 fur alle Einheitsvektorei ()
<T AC;A; >=0 fur alle SpaltenvektoreA; der MatrixA ()
Al (T AC) =0 fir alle SpaltenvektoreA; der MatrixA ()
AT (T AC)=0 ATA C=ATT
Die lineare Approximation mit einem Prozessor AMD AthloMYXP 1600+ 1410 MHz hat fol-

gende Naherungswerte ergeben, die fur das vorher bebelme Optimierungsprogramm verwen-
det werden:

Carnr =0 NS Cureer =4:34 NS G =42:6 NS Cuppe = 136 NS

Comn =3:95 NS Comour = 33:54 NS Cepourour =0 NS Cgock = 2288 ns
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Die beiden Null-Werte kommen daher, dass die betroffenariiRen vergleichsweise selten aufge-
rufen werden und daher durch ein Linear Fitting nicht germar@ximiert werden konnen. Gerade
wegen dieses seltenen Aufrufs fallen die Werte dieser kamtsh jedoch auch nicht ins Gewicht.
Durch das Entfernen dieser beiden Rechenzeit-Konstaatesidin auch der Wert der anderen Kon-
stanten geringfligig geandert, da die orthogonale Ptiojekm MessraumT wird auf den Such-
raum aller noch moglicheAC projiziert) nicht exakt der orthogonalen Projektion imduiingsraum
(C wird auf den Unterraum projiziert, fur deqQn: = Cwourour = 0 gilt, diese werden also einfach
aufO gesetzt) entspricht.

7.4 Ubersicht aller Arbeitsschritte des Optimierungsverfah-
rens

Damit das Verstandnis des Zusammenhangs der beschriebitkroden nicht zu schwer wird, ist
hier eineUbersicht tiber die ndtigen Rechenschritte vom Datertsiatzum Bild dargestellt. Das
Verfahren teilt sich in zwei gro3e Bereiche auf, namlick Baeprocessing (Optimierung) und das
Hauptprogramm (Extraktion).

Das Preprocessing lauft im Wesentlichen folgendermaBen a

Input: Volumendaten

Vorbereitung:
Dies ist der rechenzeit-intensivste Teil des Programmmsess aber fur jeden Datensatz nur
ein Mal durchgefuhrt werden.

— Volumenpatrtitionierung

— An jedem Knoten berechne fiir die Methodgn::; m den Speicherbedal und die
Suchzeifl

— Speichere den Baum mit den Kostenwerten
Optimierung:
Je nach Anwendung kann eine Tabelle aus vielen verschiedeggange-Werten angelegt

oder, bei bereits bekanntem und gleich bleibendem Rech#&tgy, eine binare Suche nach
dem dazu passenden Lagrange-Wert gestartet werden.

— Fur alle einer hinreichend grof3en Liste minimiere die Kostenfurkti
C(T)=M(T)+ T(T)

— Speichere den optimalen Baum als

Das interaktive Hauptprogramm, in dem der Benutzer diedsben in Form eines Bildes erhalt,
wird folgendermalRen aufgeteilt:

Input: Hauptspeichevl

Einlesen:
Zuerst werden der Datensatz und die Informationen fur dessgnden Conditioned Tree
eingelesen und aufgebaut.
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Abbildung 7.5: Das Memory-Speedup-Diagramm fur die Bchén-Extraktion de856 256
110Engine-Datensatzes.

— Suche das grofite furdasM (T ) M qilt
— T einlesen und aufbauen

Extraktion:

Hier folgt der interaktive Teil, in dem sich die Bilder ansehund steuern lassen.

Wiederhole

— Input: Isowert

— Extraktion der Iso ache mit Hilfe vorT

— Iso ache rendern

bis der Benutzer das Programm beendet

7.5 Die Gap-Filling-Methode

Wie Everett nachgewiesen hat, erzeugt die Lagrange-Ogrimg stets optimale Losungen fur
das Problem der Zeitminimierung bei vorgegebenem SpeiElsast jedoch nicht garantiert, dass
dadurch alle optimalen Losungen erzeugt werden; es gibt nur theoretisch, sondern auch prak-

tisch Falle, in denen einige optimale Losungen nicht egz&verden.

Zwei dieser Falle sind die Datensatze Engine und Bighéan Memory-Speedup-Diagramme
aus diesem Grund nicht erst in den Ergebnissen erschemetes in dieses Kapitel vorgezogen
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Abbildung 7.6: Das Memory-Speedup-Diagramm fur die Bchén-Extraktion de856 256
225Bighead-Datensatzes.

wurden (Abbildung 7.5 und 7.6). Hier lasst sich eine Lueakdschen dem KD-Tree und dem
Intervallbaum erkennen, in der sich tatsachlich keiner dw@m Datensatz Bighead nur wenige
Optima be nden. Eine Verfeinerung der Abstande zwischemldagrange-Werten fuhrt dabei auch
nicht zu einem besseren Ergebnis.

Es ist aber dennoch moglich, dass sich Losungen des Q@ptingsproblems innerhalb dieser Be-
reiche be nden. Diese werden durch Lagrange-Optimieruicgtrgefunden, weil sie innerhalb
der konvexen Hiulle liegen. Sie sind aber dennoch optimaell, sve weniger Speicher als der am
rechten Ende liegende Intervallbaum und weniger Zeit aladelinken Ende liegende KD-Tree
brauchen (Abbildung 7.7).

In diesem Abschnitt werde ich ein Verfahren beschreibenhdenin Losungen des Optimierungs-
problems ermittelt werden konnen, die nicht durch die bage-Optimierung erreicht werden.
Der Einfachheit halber beschranke ich mich hier auf diekgizwischen dem KD-Tree und dem
Intervallbaum, da diese Licke die einzige von nennengnv&@tol3e ist, die in den bisherigen Ex-
perimenten aufgetreten ist. Der Grund fur eine gerade esediStelle vorkommende Licke ist,
dass KD-Trees sich schlecht zerlegen lassen: Wahrendpecter- und Zeitbedarf von Inter-
vallbaumen und der Speicherbedarf von KD-Trees sich lsermé@l additiv verhalten, erhoht sich
der Zeitbedarf eines KD-Trees gravierend, wenn er in zwie Ferlegt wird.

Das Suchverfahren basiert auf einer Zerlegung der Voluatendn2™ Teile (hier wurdem = 12
verwendet); fur jeden dieser Teile sowie fur die in der&iehischen Zerlegung dartiber liegenden
Teilvolumen sind aus der Bestimmung des Kostenbaums jedeil Speicher- und mittlere Zeitbe-
darf des Intervallbaums und des KD-Trees bekannt. Diesearewir hierM, (k), T, (k), Mk (k)
undTk (k) (k = 1;;;2m+ 1),
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SpeichVe\

Abbildung 7.7: Eine Optimierungsliicke zwischen dem K&+ und dem Intervallbaum-
Verfahren. Die durchgezogene Linie ist die durch Lagra@géimierung gebildete Grenze der
konvexen Hulle, auf der sich die Zwischenlosungen egtlder gestrichelten Linie nicht be nden.

Dabei sind die Indizek so organisiert, dass sich ihre Zuordnung zur Struktur dditi®a leicht
rekonstruieren lasst. Die Kostenwelg (1);:::; Tk (1) sind dem vollstandigen Datensatz bzw.
der Wurzel des Partitionsbaums zugeordnet. Wenn die Wer(&); :::; T« (k) einem Knoten zu-
geordnet sind, dann erhalt sein linker Nachfolger die @tt (2k); :::; Tk (2k) und sein rechter
Nachfolger die Wert®1, (2k+1) ; :::; Tk (2k+1) , sofern diese noch im vorgegebenen Indexbereich
liegen.

Ferner de nieren wir den Speichergewinn dedeilblocks als M (k) := M, (k) My (k) sowie
seinen Zeitverlust als T(k) := Tk (k) T, (k). Da ein Intervallbaum im allgemeinen schnel-
ler ist als der entsprechende KD-Tree, aber dafur mehrc8pebenotigt, sind diese Werte mei-
stens positiv. Der Kostenwert dksTeilblocks ist de niert alsC\x := % und bezeichnet den
Preis in Form von Rechenzeit, der bei eiferderung des entsprechenden Bereichs von einem
Intervallbaum- in einen KD-Tree-Bereich fur eine Erspanon M (k) pro ersparte Rechenzeit

zu zahlen ware.

Ausgehend vom vollstandigen Intervallbaum stehen2lsé 1 Kandidaten fiir den Wechsel zum

KD-Tree zur Wahl. Von denen werden einige als unbrauchbkemezeichnet, z. B. alle Werte,

fur die M (k) 0 gilt und somit gar keine Speicherersparnis erreicht weikiem. Ebenso

unbrauchbar sind alle Teilblocke, in denen die Umwandldeg Intervallbaums zum KD-Tree

bereits zutUberschreitung der Rechenzeit des vollstandigen KD<Tfigbren wiirde, also wenn
T(k) > T(1) ware.

Der erste Schritt des Gap-Filling-Verfahrens nach der d@hungsphase besteht darin, unter den
brauchbaren Kandidaten den Blokkmit dem kleinsten Kostenwe@,x (k) zu bestimmen. Fur
diesen wird als erstes Optimum der kleinstmogliche Baunskaiert, bei dem jeder Pfad in einem
Intervallbaum endet, mit Ausnahme des Pfads auf den Teltldpder einen KD-Tree erhalt. Wir
erhalten dadurch eine Datenstruktur, die die Licke im @paiZeit-Diagramm in zwei kleinere
Licken zerlegt (Abbildung 7.8, links).

Sowohl vom urspriinglichen Intervallbaum, als auch vomrealéenen Baum ausgehend lasst sich
eine weitere links davon liegende Datenstruktur nden.eimddieser Vorgang wiederholt wird,
jedoch mit einer kleineren Liste moglicher KandidatenfiDaverden zusatzlich alle Kandidaten
als ungeeignet gekennzeichnet, in denen die Umwandlungntissallbaums in einen KD-Tree
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Abbildung 7.8: Die Lucke im Diagramm wird durch weitere Bastrukturen gefullt
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Abbildung 7.9: Die von der Gap-Filling-Methode erzeugtewigthenwerte beim Engine-
Datensatz (links) und beim Bighead-Datensatz (rechts)

dazu fuhren wiirde, dass die jeweils betrachtete Luck8peicher-Zeit-Diagramm verlassen wird.
Ebenso sind fur die linke Lucke alle Nachfolger des bsreingewandelten Knotens ungeeignet.
Seine Vorganger konnen weiterhin verwendet werdernyrdaf jedoch eine Anpassung der Werte
M () und T(:) und der daraus resultierenden Kostenwélie (:) notig, da ein KD-Tree in
einem Vorganger des Knotens dazu fuhrt, dass der KD-Tind€rnioten selbst wieder entfernt wird.

Im rechten Teil von Abbildung 7.8 wird gezeigt, wie ausgeh&om Intervallbaum durch Um-
wandlung von Teilblocken in KD-Tree-Blocke weitere lisgien des Optimierungsproblems ge-
funden werden. Die Zahlen an den einzelnen Punkten bezmadtie Anzahl der in der zugehori-
gen Datenstruktur enthaltenen KD-Trees.

Die Gap-Filling-Methode erzeugt sowohl beim Engine- alshabeim Bighead-Datensatz einige
durch die Lagrange-Optimierung nicht gefundene Werte,rdigen Speicher-Zeit-Diagrammen
(Abbildung 7.9) dargestellt sind. Diese liegen aber allelén Nahe des Intervallbaums, da we-
gen der schlechten Teilbarkeit von KD-Trees nur begrerelevBereiche zu KD-Tree-Bereichen
gemacht werden kdnnen, ohne dass die mittlere Extrakteindie Zeit im groRen KD-Tree Uiber-
schreitet. Dadurch bleibt der linke Teil der Liicke zwistliem KD-Tree und dem Intervallbaum
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Abbildung 7.10: Das Memory-Speedup-Diagramm der Metafl@llbaume fir den Datensatz
Kummer400 400 400 im Vergleich mit dem gleichen Graphen des Conditioned Srree

unausgefullt.

7.6 Meta-Intervallbaume

Ein Conditioned Tree mit Intervallbaumen lasst sich amgtiolgenden Datenstrukturen umorga-
nisieren:

Alle im Conditioned Tree enthaltenen Intervallbaume vegrdu einem Intervallbaum ver-
eint, der alle intervallbaum-verwalteten Zellen enth@le Idee dieser Methode ist es, einen
Baum mit weniger Knoten zu konstruieren, der nur ein Mal dsucht werden muss.

Im nachsten Schritt wird der adaptive Teil des Conditiohexks durch einen weiteren Inter-
vallbaum tber den von ihm verwalteten Teilblocken ets&ie Grundidee davon ist, dass
der Intervallbaum schneller sein soll als der bisher veoets adaptive Baum.

Leider geht die Rechnung nicht auf: Es kostet namlich medghienzeit, einen gro3en Intervall-
baum zu durchsuchen als einen Teil der kleinen Baume. Demigiten Schritt zusatzlich einge-
setzte Intervallbaum ist zwar schneller, aber auch weashrgtof3er als der adaptive Baum, in dem
die Suchzeit sowieso schon minimal ist und daher den Zidé¢n Speicherbedarf nicht recht-
fertigt. Ein direkter Vergleich der Methoden im Memory-8gep-Diagramm (Abbildung 7.10)
bestatigt dieses Ergebnis und zeigt, dass der Graph deglluprschachtelten Intervallbaums den
des Conditioned Trees zwar in einem grofReren Bereichtlglwdrschreitet, im entscheidenden Be-
reich ab ca. 10 MB (zusatzlich zu den vorlau g unabanidedn 122 MB fur de00 400 400
Kummer-Datensatz) jedoch schlechter ist.



Kapitel 8

Qualitatstest und Rendering-Programme

8.1 Qualitatstest: Vergleich des Speicher- und Zeitbedarfs

Die beschriebenen Extraktionsmethoden werden fur eistelvon Isowerten getestet, die den
Wertebereich in gleichen Abstanden durchlaufen, um eilgcBverteilung zu simulieren. Fur
jeden dieser Werte wird die Suchzeit der Iso achen-Exicakgemessen, und deren Durchschnitt
als Bewertungsgrof3e fur das Speicher-Zeit-Diagrammititn Im gleichen Programm werden
der Speicherbedarf fur die Datenstrukturen und evenauwel die Vorverarbeitungszeit gemessen.

Es istauch die Moglichkeit gegeben, Extraktionsprogranant Korrektheit zu Gberprifen. Zu die-
sem Zweck kann man - je nach geforderter Zuverlassigkerte each der Brute-Force-Methode
gebildete Liste verwenden und die Ergebnisliste damitleerigen, ein Bild erzeugen das die Er-
gebnis ache darstellt oder einfach die Anzahl der exteatein Zellen ausgeben und mit dem durch
andere Methoden bestimmten wahren Wert vergleichen. DistBlaung des Bildes ist vor allem
auch fur die Veranschaulichung der Resultate vorteilhaft

Speziell fur die Conditioned-Tree-Methode liegt ein R&mprogramm vor, das die optimalen
Baume fur verschiedene Lagrange-Wertbestimmt, abspeichert und ihren Speicherbedarf un-
tersucht. GroRere Lucken in der Folge der Speicherbedseirte werden dann geschlossen, in-
dem weitere Zwischenwerte fur eingesetzt werden. Es wird dadurch eine steigende Folge von
Parametern i, = 1< ,<::< = nqa angestrebt, so dass fur die Speicherbedarfs-Werte
zweier aufeinander folgender Glieder die Beding “il) < 1+ erfulltist, wobei > 0Ovom
Benutzer vorgegeben wird. Wenn fur einen Datensatz diellatnit der Abhangigkeit Parameter-
Speicherbedarf-Baum einmal bestimmt ist, kann der Benutrejeden beliebigen Hauptspei-
cher den passenden Baum einlesen, der diesen Speichepfeasalozugunsten der Rechenzeit
ausschopft. Eine schnellere Moglichkeit des Prepracgssdie aber keine Daten fur das Speicher-
Zeit-Diagramm liefert, ist die schon am Ende des KapitblsriConditioned Trees erwahnte binare
Suche nach einem vorgegebenen Speicherwert.

8.2 Eininteraktives Iso achen-Darstellungsprogramm

Zur Darstellung der Iso achen habe ich ein Programm geaeblen, das es ermdoglicht, diese in-
teraktiv zu beein ussen. Dadurch kann die jeweils ausgegeldso ache gedreht und von allen

89
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Ag

N

Abbildung 8.1: Die Abhangigkeit der Farlfe g; b) einer Zelle vom Normalenvektor

Seiten betrachtet, sowie auch der Isowert geandert weg#antliche Bilder von Iso achen in die-
ser Arbeit wurden von dem hier beschriebenen Programm adeviguell identischen Versionen
des Programms generiert.

Das Programm basiert auf den graphischen und interaktiiésfuthktionen von X-Windows und
OpenGL. In diesem Abschnitt werde ich das Programm und $dowichkeiten schrittweise be-
schreiben.

8.2.1 Der interaktive Teil des Programms

Wenn das Programm mit allen notigen Parametern aufgenvfaden ist, wird ein OpenGL-
Fenster geoffnet, in dem die gewilinschte Iso ache daefjesvird. Diese kann nun mit der linken
Maustaste interaktiv gedreht, sowie ihr Isowert mit dertlerién Maustaste vergrof3ert und ver-
kleinert werden. Ein Druck auf die rechte Maustaste beeddstProgramm. Naturlich wird die
Iso ache nur dann berechnet, wenn sich der Isowert witkimdert. Die Zellen, aus denen die
Flache besteht, werden jeweils in einer Liste abgelegt,déiren Positione(x;y;z) und deren
Farben(r; g; b) enthalt. BeiAnderungen der Perspektive oder der FenstergrofRe wise diiste
nicht verandert, sondern einfach nur gelesen.

Eine Anderung der FenstergroRe filthrt dazu, dass die GroRksdéche automatisch angepasst
wird.

Es besteht auch die Moglichkeit, per Tastendruck zwiscodmeller und langsamer interaktiver
Anderung der Isowerts zu wahlen sowie auch ein paar mettathéngige Sonderfunktionen.

8.2.2 Die Darstellung der Iso ache in der gegebenen Perspektive

Um eine Iso ache in einer gegebenen Perspektive schnetbdéellen, habe ich fiur eine einzelne
Zelle die einfache Primitive GIPOINT gewahlt. Die GroRRe eines solchen Punkts hangt esn d
eingestellten FenstergrofRe ab; fur FenstergroRerhalieder Au dsung erscheint eine Zelle also
als kleines Quadrat. Dreiecksnetze sind fur die Darstgliebenfalls moglich, nehmen aber mehr
Rechenzeit fur einen bei grof3en Datensatzen nur gerwigeallen Unterschied in Kauf. Die Farbe
dieses Quadrats hangt wie in Abbildung 8.1 von der Ausnichtder Iso ache an dieser Stelle ab,
die durch den Normalenvektorbestimmt wird. Dieser lasst sich aus den Volumen-Datetemer
an den Eckpunkten der Zelle approximieren. Diese nennemwlien folgenden Formeln,y, mit
X;y;z 2 f0; 1g:
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X X X
Ny = (b, luyz) ny = (b1 broz) n; = (by1 beyo)

y;z2f 0;1g x;z 2f 0;1g x;y 2f 0;1g

Aus dem auf die Lange 1 normierten Vekidr= J%J erhalten wir die Farbér; g; b) durch folgende
Formeln:

_m+l

0
. ny+1 b= nd+1
2 2 2
Das Bemerkenswerte an dieser Formel ist, dass paralit@&tistiicke mit entgegengesetzter Aus-
richtung in Komplementarfarben erscheinen.

Um ein beleuchtetes Grauwertbild aus dem so bestimmteriféidu erhalten, kann einfach eine
geeignete Linearkombination der Ebemeg undb gebildet werden.

8.3 Das Steuerungsprogramm Isosurf.tcl

Um dem Benutzer der Extraktionsprogramme die Steuerungleiclgern, ist dem Programm-
paket die Bedienungsober ache Isosurf.tcl (englischivbisosurtDEU.tcl (deutsch) beigefigt.
Diese ermdoglicht es, durch einfache Mausbedienung daalExinsprogramm und die Optimie-
rung mit passenden Parametern zu starten.

Zum Start des Extraktionsprogramms ist in der linken Halter Bedienungsober ache der
gewinschte Datensatz sowie der Lagrange-Faktor odect@pbedarf zu wahlen und dann der
Startknopf zu driicken.

Fir eine Optimierung sind die Bedienelemente in der rechialfte zustandig: zunachst ist die
Funktion zu wahlen und die gewilinschte DateigrofRe etelas. Dann wird durch den Knopf
'‘Optimierung’ ein Prozess gestartet, der den eingesteldatensatz erzeugt und fur eine Folge
von Lagrange-Werten die Optimierung durchfuhrt. Abbridu8.2 zeigt die Bedienungsober ache
des Programms.



KAPITEL 8. QUALITATSTEST UND RENDERING

O | Bosurf_DEU.Ic]

Gewdhlter Datensatz: Xmas 499%312=512 Gewahlte algebraische Funktion: Kummer_Perlin
Datenformat; 512499512 (249.500 ME)

‘Mmas 49925122512 N Kummer N
Ximas_499x512x512_0.0 | Perin

Engine_256 “' Kummer_Perin

Bighead 256 Mew Kummer

Engine_256_0.0 Heart

Bighead 236 0.0 Kugel

Bunny_360x512x5912 Hyperhel

Bunny _360x512x512 0.0 Blobhs

SphittedKruggel 0.0 Gravy

[SplittedKruggel 4 Charge v
Wahle SpeichergraBesLagrange Faktor DatengroBe: 100 (1.307 MB)

| ITRT ! I

Lagrange-Faktor: 3.542763e-02
speicherhedarf; 439.05 MEB

anteile der Methoden:

Brute Force 65.70 %
Intervallbaume B.73 %
kD-Trees 24 50 %
Ct-ot-Care 0.00 %

Mittlere Zeit pro. Extraktion:
tadelliert; - 1.58 ms
Gemessen: 2.50 ms

Start Hitte | English | Optimierung l Ende I

Abbildung 8.2: Die Bedienungsober ache der deutschdpigen Version von Isosurf.tcl
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Numerische Ergebnisse und Bilder

9.1 Ergebnisse

Dieser Abschnitt enthalt Diagramme der Ergebnisse dereised Arbeit aufgefihrten Methoden.
Samtliche Resultate sind zum Zweck des Vergleichs miteiRechner mit dem Prozessor AMD
Athlon(TM) XP 1600+ (1410 MHz) bestimmt worden.

Abbildung 9.1 ist eineUbersicht der untersuchten Methoden in einem Memory-Sgeed
Diagramm, angewandt auf d&®9 512 512Xmas-Datensatz. Darin wird die Conditioned-
Tree-Methode einmal mit uneingeschrankt zugelasseneof2Qore-MethodeK = 0) und ein-

mal ganz ohne diese Methodd & 1) gezeigt. Hier sind die Einzelmethoden aus dieser Messung
tabellarisch aufgelistet:

GesamterSuchzeit
Suchbaumespeicher-pro Speedup-

Methode (MB) bodart | Extraktion | Fakter

(MB) (ms)
Brute Force 0 250 5987 1
Octree 109 359 87.5 68.4
KD-Tree 837 1087 3.92 1530
Intervallbaum 1256 1506 2.00 3000
Out-of-Core 0 250 17.14 350

Abbildung 9.2 zeigt eindJbersicht Uber die Speedup-Ergebnisse fir 884 400 276
ScannedBrain-Datensatz. Wie in dieser Gra k zu sehengstlie Intervallbaum-Methode fur den
ganzen Datensatz nicht in den Ergebnissen des Optimiererigirens enthalten. Das liegt daran,
dass wegen der grol3en Intervalle des Datensatzes langeuRtinMaxlisten untersucht werden
mussen, was den grofRten Teil des Zeitbedarfs der Inteawah-Suche ausmacht. Algebraische
Flachen ermdoglichen einen besseren Speedup als gered3ansatze, weil sie glatt verlaufen,
kleine Intervalle erzeugen und dadurch fur das beinaheutgensitive Intervallbaum-Verfahren
kurze Intervalllisten ergeben.

Abbildung 9.3 zeigt die entsprechenden Ergebnisse furd&h 512 512Bunny-Datensatz,
der durch CT-Scan des Terracottahasen entstanden ist.|&asRmodell entstand durch einen
Laserscan dieses Objekts, es handelt sich also hier um tie® Ras einer anderen Messung.

Abbildung 9.4 zeigt die Memory-Speedup-Diagramme zwegr grolRer Datensatze (500/644

93
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Abbildung 9.1: Das Memory-Speedup-Diagramm fur die Bchén-Extraktion de499 512
512 Xmas-Datensatzes.
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Abbildung 9.3: Das Memory-Speedup-Diagramm aller Metmotlie die I1so achen-Extraktion
des360 512 512Terracottahasen.

MB), die nicht mehr zusammen mit ihren jeweiligen Interalimen in den Hauptspeicher passen.
In diesem Fall ist eine Rechenzeit-Optimierung dennocplici, weil dafiir nur die Grundgeriste
der Datenstrukturen gebraucht werden. Der Speedup-Faktdin diesen Diagrammen aus den
modellierten Rechenzeiten bestimmt, weil die wirklicheecRenzeiten wegen Speichermangel
nicht mehr gemessen werden konnen.

Abbildung 9.5 ist eine Zusammenstellung der Histogramreedok fur die Extraktionszeit malf3-
geblichen Verteilung der Intervallgrenzen darstellendiesen Bildern sind diese Grenzen nach
steigender Hau gkeit geordnet in den Farben weil3 (keirteriralle), blau, grin, rot und purpur
dargestellt.

Die Datensatze ScannedBrain, Bighead und Engine weiserkentinuierliche Verteilung auf, in
der kurze Intervalle hau g und lange Intervalle seltenerkommen. Entsprechendes gilt auch fur
den Xmas-Tree, dessen Wertebereich aber auf das Intg&ll00]beschrankt ist, Dabei kommen
Werte von uber 2500 extrem selten vor und wurden deshalbistogtamm abgeschnitten. Der
grol3e Xmas-Tree9Q9 512 512 istder original eingescannte Datensatz, der mit 500 MBrmeh
Information enthalt wie die kleine Versiod99 512 512, aber im Gegensatz zu dieser nicht
mal3stabsgetreu ist. Die Histogramme der beiden Versidndrsih aus verstandlichen Griinden
sehr ahnlich.

Der Bunny-Datensatz erzeugt ausschlief3lich sehr kurzesendlange Intervalle. Das kommt da-
her, dass die Volumendaten ausschlieflich in der Nahe wen\&/erten zu nden sind, zwischen
denen eine scharfe Grenze gebildet wird, namlich die Ciadre des Hasen. Im Histogramm ergibt
das drei Bereiche, in denen sich alle Intervalle be nden.

In den Abbildungen 9.6 und 9.7 wird die Verteilung der Zeldarf die verwendeten Methoden in
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Abbildung  9.4:  Das Memory-Speedup-Diagramm fur die Bcthén-Extraktion des grof3en
(999 512 512 Xmas-Tree-Datensatzes sowie eines a@7 799 551 erweiterten
ScannedBrain-Datensatzes. Der Speedup-Faktor wurdeniclgr mit den gemessenen, sondern
mit den modellierten Zeitwerten bestimmit.
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Abbildung 9.5: Die Histogramme der Datensatze in der gegeb Reihenfolge: ScannedBrain,
Bighead, Engine, Xmas, Xmas grof3, Bunny. Die Farben geleeHalil gkeit der gegebenen Inter-
vallgrenzervmin ; Vmax @n, bei steigender Hau gkeit wird dabei ein kontinuiehnlier Verlauf durch
folgende Farben angenommen: weil3, blau, griin, rot, magkatttere ist extrem selten).
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Abbildung 9.6: Die Verteilung des Datensatzes auf die vodemen Methoden, in Abhangigkeit
vom Lagrange-Faktor und von der Festplattenkonstamhte Die Graphen wurden fir den Engine-
Datensatz und fuH = 0, 0:1, 0:2, 0:3, 0:4 und 0:5 erstellt. WenrH den Wert0:5 Uiberschreitet,

andert sich am Verhalten der Verteilung nichts mehr.
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Abbildung 9.7: Die Verteilung der Volumendaten auf die eimen Methoden fur den Xmas-
Datensatz, links abhangig vom belegten Speicher, rethi&rayig vom Lagrange-Faktor
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Abbildung 9.8: Die Anzahl der Knoten des Conditioned Treealbhangigkeit vom Speicher fur
den Xmas-Datensatz.

Abhangigkeit vom Festplatten-Parameitergezeigt. FuH = 0 wird bei steigendem zunachst
die Brute-Force-Suche verwendet, dann die Out-of-Coiteaktion, dariiber nach einer kleinen
Zwischenstufe, die aus allen Methoden besteht, die KD-Erdeaktion und schlie3lich, wenn
dafur genuigend Speicher zur Verfigung steht, ein laldyaum mit allen Zellen. WenH steigt,
dann wird der Bereich mit Out-of-Core-Extraktion kontiadich durch einen Bereich tUberdeckt,
in dem fur einen Teil der Daten Brute-Force-Suche und &ir dnderen Intervallbaum-Suche ver-
wendet wird. Fur hinreichend grolke wird schliel3lich die Situation erreicht, die bereits vor de
Einfuhrung der Out-of-Core-Extraktion gegeben war.

Bemerkenswert ist dabei, dass bei steigendeatt kein kontinuierlicher, sondern ein abrupter
Ubergang statt ndet. Zum Beispiel bbergang vom KD-Tree zum Intervallbaum wiirde man auf
den ersten Blick erwarten, dass es Zwischenwerte gibtli€ider optimale Conditioned Tree zum
Teil auf KD-Trees und zum anderen Teil auf Intervallbauraeneist, um den gegebenen Speicher
angemessen auszunutzen. Das ist aber nicht immer der RelErRiarung dafir ist, dass ein KD-
Tree bzw. ein Intervallbaum fur den halben Datensatz (eden anderen Bruchteil) nicht nur die
Halfte des Kostenaufwandes benotigt. Ein Baum wird mémdurch eine Halbierung seiner Daten
nur um eine Ebene reduziert. Daraus folgt, dass der Suchadfimnerhalb eines KD-Trees (ohne
die fur die Ausgabe benotigte Zeit) nur geringfigig vemer Grof3e abhangt. Wenn also nur die
Halfte eines Datensatzes mit einem KD-Tree durchsucld,wiann fallt dafur fast genau so viel
zusatzliche Suchzeit gegenuber dem Intervallbaum amwenn der ganze Datensatz mit einem
KD-Tree durchsucht worden ware. Es lohnt sich also nicbiedingt, nur Teile der Volumendaten
der KD-Tree-Methode zuzuweisen.

Abbildung 9.8 zeigt die Anzahl der Knoten des Conditioneelebrin Abhangigkeit vom dafir zur
Verfugung stehenden Speicher fur den Xmas-Tree. Daeint shan, wie fur steigenden Speicher
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Abbildung 9.9: Zeitbedarf der Optimierung pro LagrangerWWefuir eine Serie von Datensatzen.

zunachst ein hierarchischer Zerlegungsbaum wachst and dieder auf einen Knoten zusam-
menschrumpft, der auf eine einzige grol3e Datenstruktur lkervallbaum, verweist. Bei einem
Wert von etwas mehr als 800 MB wird ebenfalls nur ein Knotdorgecht, der auf einen KD-Tree
zeigt. KD-Trees sind durch Optimierung nur schwer in Eitedtd zerlegbar, da die Suchzeit fur
eine Struktur aus mehreren kleinen KD-Trees wesentlidtehést als fur einen einzigen gro3en
KD-Tree.

Abbildung 9.9 stellt die Zeit dar, die fur die Ermittlungheis optimalen Conditioned Trees bendotigt
wird, abhangig von der GroRe des Datensatzes in Megabirtaliese Messung wurde eine Serie
von Kummer-Datensatzen mit Perlin-Rauschen verwendetdBreibung siehe Anhang), die trotz
ihrer verschiedenen Grofien statistisch miteinandeleiertar sind.

In diesem Diagramm lasst sich ein stufenformiges Mustkeerenen. Das kommt daher, dass die
Optimierungszeit bei bereits berechneten Kostenwertt mehr von der Grol3e des Datensatzes
selbst abhangt, sondern nur noch von der Anzahl der vaegiien Kostenwerte. Diese wiederum
bilden einen analog zum maximalen verwendeten Zerleguaugslgebildeten Binarbaum, dessen
Gesamtgrolde sich bei einer Vergrofierung der Volumendatit kontinuierlich andert, sondern
an bestimmten Stellen einen Sprung auf die doppelte Gr@dhinDie Tiefe des maximalen Zer-
legungsbaums ist dabei so gewahlt, dal3 die Anzahl derrzali€ der untersten Ebene zwischen
64 und128liegt. Dadurch be nden sich die Stufen im Diagramm geradelam Stellen, an denen
die Anzahl der Zellen des Datensatzes eine Zweierpotenz ist

In Abbildung 9.10 wird die Zeit fur die Kostenberechnunggisstellt, zerlegt in die Einzelmetho-
den, die fur die Optimierung verwendet werden.
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Abbildung 9.10: Die Preprocessing-Zeit fur die Kostemofinung abhangig von der GrolRe des
Datensatzes, aufgeteilt in die Zeiten fur die Kostenldemanog der einzelnen Methoden.
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9.2 Bilder

Abbildung 9.11 zeigt eine Serie von Iso achen mit steigemdsowert fir den Engine-Datensatz.
Weitere Bilder von Iso achen sind im Anhang A dargestellt.

Auf Abbildung 9.12 wird an einem Beispiel gezeigt, wie didl&eines gegebenen Datensatzes
durch die Optimierung verschiedenen Methoden zugeordaetem konnen. In dieser Abbildung
werden, falls ein farbiges Exemplar der Arbeit vorliegtut#-Force-Blocke grun, Intervallbaum-
Blocke blau und Out-of-Core-Blocke gelb dargestellt. den verschiedenen Farbtonen kann man
aul3erdem die Zerlegung des Partitionsbaums erkennen.

Abbildung 9.13 stellt jeweils eine Iso ache des kleined99 512 512 und grofRen
(999 512 512 Xmas-Datensatzes dar. Die grof3e Version erscheint verzeeil der Ab-
stand der eingescannten Scheiben kleiner als der Voxelabstt. Im kleinen Datensatz wurde
dieser Fehler rechnerisch korrigiert. Abbildung 9.14 reige Iso ache desSs60 512 512
Terracottahasen.
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Abbildung 9.11: Iso achen des Engine-Datensatzes zu dewérten 0, 10000, 37000, 40000,
45000 und 60000 in gleicher Perspektive
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Abbildung 9.12: Die Zerlegung und Aufteilung eines Datémsa in verschiedene Methoden.
Rechts ist die zugehorige Iso ache in der gleichen Pekspewie der Wirfel dargestellt.
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Abbildung 9.13: Eine Iso ache des Xmas-Datensatzes inmfaad99 512 512 (oben) und
999 512 512(unten).
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Abbildung 9.14: Eine Iso achen-Darstellung d8@60 512 512Terracottahasen.



Kapitel 10

Schlussfolgerung

Wir haben viele Methoden der Iso achen-Extraktion fursehiedene Anforderungen an den Spei-
cher, die Geschwindigkeit und die Genauigkeit entwickelt.

Naturlich ist die trivial-optimale Methode die schnedisbenotigt aber so viel Speicher, dass sie
meistens nicht realisierbar ist. Das andere Extrem ist digeBForce-Methode, die aul3er fur die
Volumendaten keinen weiteren Speicher benotigt, aberlaegsam ist.

Mit Hilfe von wenig zusatzlichem Speicher kann auf den Vb&ndaten ein Partitionsbaum er-
richtet werden, der bereits zu grof3en Suchzeit-Einspamurighrt. Bei Verwendung von noch
mehr Speicher kann bereits eine intervall-basierte Meathwié die KD-Tree- oder Intervallbaum-
Methode verwendet werden, bei denen die Suchzeit nichgvidler als die reine Ausgabezeit des
Resultats ist.

Die in [10],[11] und Abschnitt 3.1 dieser Arbeit beschriaba Out-of-Core-Verfahren speichern
die Volumendaten und eventuell weitere Datenstrukturém@uFestplatte oder einem vergleich-
baren Datentrager, und lesen deren Teile nur nach Bedai$e haben den Vorteil, Hauptspeicher
zu sparen, nehmen dafur aber die Benutzung von Fest@ptemer mit niedrigerer Zugriffsge-
schwindigkeit in Kauf.

Die Seed-Set-Methode verwendet die Tatsache, dass diemldellen nur innerhalb einer kleinen
Menge von Reprasentanten gesucht werden missen, urmictein dieser Menge enthaltenen
Zellen durch eine Suche im Nachbarschaftsgraphen des $2dres gefunden werden konnen.

Ferner gibt es die von Shen und Johnson in [28] sowie im Ab#chB dieser Arbeit beschriebene
Time-Continuation-Methode, die anstatt einer unablgitgntisch verteilten Folge von Isowerten
eine Folge nahe beieinander liegender Isowerte vorawssedzdie Iso ache jeweils durch nur
wenigeAnderungen anpasst.

Der hier neu erforschte Bereich beginnt mit einer naheratetduchung von Partitionsbaumen.
Diese konnen durch Optimierungsverfahren bei der Zerlggierbessert werden. Ein bereits er-
zeugter Partitionsbaum kann durch Tree-Growing und -Rgsailgorithmen auf einen kleineren
Speicherbedarf zurecht geschnitten werden, wobei heotie Methoden zur Wahl der passenden
Stellen im Baum verwendet werden, die dabei entfernt werBas mathematisch nachweisbar
optimale Resultat dieser Art liefert ein durch den BFOSekithmus gewonnener Unterbaum.

In dieser Arbeit nehmen wir an, dass fur die Iso achensgktion die Volumendaten eingelesen
und die Hilfsstruktur ein Mal aufgebaut wird. Die daraufgehden angefragten Isowerte sind nach

108
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einer gegebenen Wahrscheinlichkeit unabhangig iddntisdeilt und es ist wahrend des Extrak-
tionsvorgangs kein Lesezugriff auf die Festplatte zugelasFur die Out-of-Core-Methoden wird
von der letzten Forderung abgesehen, obwohl ein Zugrifeatérne Speichermedien keinen all-
gemeingultigen Vergleich des Speicher- und Zeitbedarfgglicht. Aus diesen Voraussetzungen
ergibt sich die Conditioned-Tree-Methode, die fur jedergegebenen Speicher eine Datenstruktur
mit dem kleinsten noch moglichen Zeitbedarf bestimmt uirdife Iso achen-Extraktion einsetzt.

Der Intervallbaum zu einer gegebene Liste von Intervakémicht eindeutig bestimmt. Hier wird
eine Methode untersucht, mit der ein bezuglich Speichei-4eitbedarf optimierter Intervallbaum
konstruiert werden kann.

Es ist nicht nur moglich, sondern sogar sehr wahrschéintiass in Zukunft weitere Methoden der
Iso achen-Extraktion entwickelt werden oder sogar heagieon existieren. Die Conditioned-Tree-
Methode wird jedoch immer den Vorteil haben, dass sie umedidsthoden erweiterbar ist und
ihre Qualitaten analysieren und diese, wenn sie lokal glidral eine Verbesserung der bisherigen
Methoden darstellen, ibernehmen kann.



Anhang A
Einige Beispiel-Datenatze

In diesem Anhang werden einige verwendete Datensatzétielsen. Die gemeinsame Au dsung
aller Datensatze betragt 2 Byte/Voxel oder wurde derdgeihieit halber auf diese Au 6sung nor-
miert.

A.1 Medizinische Daten

Brain, Bigbrain, Halfbrain

Ursprungliche GroRet28 128 84(2.6 MB)

MR-Scan

Chapel Hill Volume Rendering Test Dataset, Volume |

Brain wurde aub4 64 64(0.5 MB) verkleinert.

Bigbrain durch Spiegelung aa8 128 128(4 MB) vergrolRert.

Halfbrain mit der GroR&28 128 42(1.3 MB) entsteht aus dem urspriinglichen Datensatz durch
Abschneiden.

le://www-graphics.stanford.edu/pub/volpack/datadin/
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Bighead

GroRe:256 256 225(28 MB)

CT-Scan

Chapel Hill Volume Rendering Test Dataset, Volume |l
le://www-graphics.stanford.edu/pub/volpack/datedké

ScannedBrain

GrolRe:384 608 276(123 MB)

Messung von Herrn Frithjof Kruggel im Max-Planck-Instifiit neuropsychologische Forschung
http://www.cns.mpg.de

Gestreckte Version:

GrolRe:767 799 551(644 MB)

(Zwischenwerte kinstlich eingefuigt zur Erzeugung eiif@srgrof3en Datensatzes)
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VisiMan

GroReb12 512 512(256 MB)
Datensatz aus dem Visible-Man-Projekt

A.2 Sonstige Datengtze

Engine

GroRe256 256 110(13.8 MB)

CT-Scan

Chapel Hill Volume Rendering Test Dataset, Volume |l
le://www-graphics.stanford.edu/pub/volpack/dategere/
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Teddybear

GroRe:128 128 124(3.9 MB)
CT-Scan

Computer Graphics Group, Universitat Erlangen-Nurgbehemals unter
http://mww9.informatik.uni-erlangen.detfrezksa/VolRen/

Bunny

GroRe:360 512 512(180 MB)
CT-Scan des Stanford Terracottahasen
http://graphics.stanford.edu/data/voldata
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Xmas-Tree

GroRe499 512 512(250 MB)
CT-Scan eines Weihnachtsbaums
http://www.cg.tuwien.ac.at/xmas/

Huge Xmas-Tree

GroRe999 512 512(500 MB)
Grof3e Version des Xmas-Tree-Scans
http://www.cg.tuwien.ac.at/xmas/
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A.3 Mathematische Funktionen

Datensatze von algebraischen Funktionen verlaufentgtgéa€ig und haben den Vorteil, dass man
ihre Grolie beliebig regulieren kann.

Kummer

f(xy;2)=(x?+y?+ 2> 2)°+5(1 z xpé)(l z+ xpi)(1+ z+ ypi)(1+ z ypé)
Empfohlener De nitionsbereict: 10; 10F

NewKummer

Fay;i2) = (X + Y + 2 (Y24 X222+ y22%) (P y2+ 27)
Empfohlener De nitionsbereicH: 3; 3
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Heart

f(xy;2)=(x?+y2+ 22 12 y3(x?+0:12%)
Empfohlener De nitionsbereicH: 2; 2

Blobs

f(xy;z) = g(h(x;y; 2)) mit
P 2 2 21 15
h(x;y;z) = |(_1[(X Q)2+t (y vi) +(z z)] -
undg(w) = w 1 sign(w)(w?+1) %°
(Die Funktiong dient der Normierung zur Vermeidung von Polstellen)
Empfohlener De nitionsbereich: Sollte alle PunKbe; yx; z«) enthalten



ANHANG A. DATENSATZE 117

Gravy

Berechnung des Potentials in einem Systemmiunktmassen der Grof3e 1
f(x;y;2) = g(h(x;y; z)) mit

P :
h(xiy;z)=  [(x x)?+(y Y)*+(z z)% °°

k=1
undg(w) = w 1 sign(w)(w?+1) %5
(Die Funktiong dient der Normierung zur Vermeidung von Polstellen)
Empfohlener De nitionsbereich: Sollte alle PunKte; yk; zx) enthalten

Charge

Verallgemeinerung vofsravy auf Massendy > 0) oder Ladungeng; beliebig) beliebiger Grol3e
f(x;y;z) = g(h(x;y; z)) mit
P

h(xy;2) = . al[(x  x)?+(y w)P+(z z)] *°

undg(w) = w 1 sign(w)(w?+1) %5
(Die Funktiong dient der Normierung zur Vermeidung von Polstellen)
Empfohlener De nitionsbereich: Sollte alle PunKte; yk; zx) enthalten
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Perlin

Perlin noise, generiert mit einem Programm zur Erzeugumgzudalligem Rauschen
f(xy;z)= PN(xy;2)

Das Programm zur Berechnung von PN ist zu nden auf der Seiteden Perlin:
http://mrl.nyu.edu/ perlin/doc/oscar.html

KummerPerlin

Addition des Rauschens auf die Volumendaten der Kummer-&die
f(%Y;2) = frummer (Y;2)+ 2PN(X;Y;2)
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